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L'Auteur et l 'Édi teur de cet Ouvrage se réservent le droit de, le t raduire ou 

de le faire t raduire en toutes l angues . Ils poursuivront , en vertu des L o i s , 

Décrets et Traités internat ionaux, toutes contrefaçons, soit du texte, soit des 

gravures , ou toutes t raduct ions faites au mépris de leurs droi ts . 

Le dépôt légal de cet Ouvrage a été fait à Paris dans le cours de 1SG8, et 

toutes les formalités prescriLes par les Trai tés sont remplies dans les divers-

États avec lesquels la France a conclu des conventions l i t téraires. 

Tou t exempla i re du présent Ouvrage qui ne porterai t pas, comme,ci -dessous , 

la griffe de l 'Édi teur , sera réputé contrefait . Les mesures nécessaires seront 

prises pour at te indre, conformément à la l o i , les fabricants et les débitants 

de ces exemplaires . 
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A Y A N T - P R O P O S 

D E L A P R E M I È R E É D I T I O N . 

En c o m m e n ç a n t la p r e m i è r e P a r t i e de ce C o u r s , c o n s a c r é e à 

la Rés i s t ance d e s M a t é r i a u x , n o u s a v o n s déjà fait c o n n a î t r e 

s o m m a i r e m e n t l e s p r i n c i p a l e s q u e s t i o n s qu i s'y t r o u v e n t t r a i 

tées e t l es a x i o m e s f o n d a m e n t a u x q u i p e r m e t t e n t d 'en o b t e n i r 

la s o l u t i o n ; il n o u s r e s t e ici à r e m p l i r la m ê m e t â c h e p o u r 

l ' H y d r a u l i q u e , ob je t de la s e c o n d e P a r t i e . 

Dans la M é c a n i q u e r a t i o n n e l l e , on p r e n d p o u r p o i n t de d é 

part q u e l q u e s p r o p o s i t i o n s , e n t rès -pe t i t n o m b r e , e m p r u n t é e s 

à la p h i l o s o p h i e n a t u r e l l e b e a u c o u p p l u s qu ' à l ' o b s e r v a t i o n , 

qui doi t s e u l e m e n t les vér i f ie r dans l e u r s c o n s é q u e n c e s p l u s 

ou m o i n s i n d i r e c t e s et é l o i g n é e s : su r c e l t e base le r a i s o n n e 

m e n t s e u l c o n s t r u i t en e n t i e r l 'édif ice s c i e n t i f i q u e . Q u a n d il 

s 'agit d e s d i v e r s e s b r a n c h e s d e la M é c a n i q u e a p p l i q u é e , e t 

p a r t i c u l i è r e m e n t d e l ' H y d r a u l i q u e , l ' e x p é r i e n c e a u n e par t 

b e a u c o u p p lus g r a n d e , car on y p u i s e la c o n n a i s s a n c e des faits 

qui s e r v e n t à g u i d e r la t h é o r i e et l ' a iden t à r é s o u d r e , par des 

a p e r ç u s app rox ima t i f s , l es p r o b l è m e s q u e l e u r c o m p l i c a t i o n 

rend e n c o r e i n a b o r d a b l e s à u n e ana lyse r i g o u r e u s e . Mais ce 

n ' e s t p o i n t u n e r a i son p o u r d é d a i g n e r la t h é o r i e : sans e l le , les 

faits d ' o b s e r v a t i o n s e r a i e n t p lu s d i f f ic i lement c o m p r i s dans 
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l e u r s dé t a i l s , é t u d i é s e t c l a s s é s ; s o u v e n t on n ' e n sa is i ra i t 

pas l e s l o i s , ou b i e n l 'on n e sau ra i t pas c h o i s i r l e s f o r m u l e s 

e m p i r i q u e s l e s m i e u x a p p r o p r i é e s p o u r r e p r é s e n t e r te l ou tel 

p h é n o m è n e . A u s s i n o u s a v o n s c r u b o n de c o m m e n c e r l 'Hydrau

l i q u e p a r u n r é s u m é des n o t i o n s les p l u s i m p o r t a n t e s de la 

M é c a n i q u e r a t i o n n e l l e d e s f lu ides , l a q u e l l e c o m p r e n d , c o m m e 

on le sa i t , l ' H y d r o s t a t i q u e e t l ' H y d r o d y n a m i q u e . 

L ' H y d r o d y n a m i q u e e s t m a l h e u r e u s e m e n t e n c o r e d a n s l ' e n 

fance . On é tab l i t b i e n les é q u a t i o n s g é n é r a l e s a u x d i f fé rences 

p a r t i e l l e s qu i r e p r é s e n t e n t le m o u v e m e n t d ' u n fluide q u e l 

c o n q u e , m a i s c o m m e on n e sai t pas les i n t é g r e r , on n ' e n fait 

p o u r a ins i d i r e a u c u n e a p p l i c a t i o n ; on p o u r r a i t m ê m e a r r i v e r 

par d ' a u t r e s v o i e s , p l u s d i r e c t e s p e u t - ê t r e , à q u e l q u e s c o n s é 

q u e n c e s u t i l e s q u ' o n a c o u t u m e d ' en t i r e r e t q u i c o n c e r n e n t 

s u r t o u t le m o u v e m e n t p e r m a n e n t . Ma lg ré ce la , n o u s en a v o n s 

r e p r o d u i t la d é m o n s t r a t i o n , p a r c e q u ' e l l e n ' e s t n i l o n g u e ni 

difficile, e t qu ' i l y a t o u j o u r s u t i l i t é à m o n t r e r a u x é l è v e s , par 

des e x e m p l e s , c o m m e n t les p r o b l è m e s de P h y s i q u e m a t h é m a 

t i q u e p e u v e n t s e m e t t r e en é q u a t i o n , a lors m ê m e q u e la so lu

t ion devra i t r e s t e r i n a c h e v é e . L e t h é o r è m e le p l u s f écond en 

a p p l i c a t i o n s , p o u r la s u i t e d e n o t r e C o u r s , e s t ce lu i d e D. Ber-

n o u l l i , q u i d o n n e u n e r e l a t i on e n t r é * c e r t a i n e s q u a n t i t é s r e l a 

t ives à c h a q u e p o i n t d ' un m ê m e filet l i q u i d e e n m o u v e m e n t 

p e r m a n e n t . Ce t h é o r è m e n 'a é té d ' abord d é m o n t r é par son au

t e u r q u e dans le cas des fluides parfa i t s , l o r s q u ' o n p e u t n é 

gl iger la viscosité ou c o h é s i o n d e s m o l é c u l e s e n t r e e l les : en 

le p r é s e n t a n t c o m m e u n e c o n s é q u e n c e du t h é o r è m e des forces 

v ives , on voi t f ac i l ement qu ' i l s ' é t e n d au cas d e s fluides n a t u 

r e l s , m o y e n n a n t l ' i n t r o d u c t i o n d 'un t e r m e de p l u s dans l ' équa

t ion , p o u r r e p r é s e n t e r le travail d e s fo rce s d u e s à la v i s c o s i t é . 

Un n o u v e a u t e r m e s 'a joute e n c o r e q u a n d on c o n s i d è r e un 
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m o u v e m e n t relatif, a u l i e u d 'un m o u v e m e n t a b s o l u : c ' es t 

(sauf u n fac teur c o n s t a n t ) le t ravai l d e la force d ' i n e r t i e du 

m o u v e m e n t d ' e n t r a î n e m e n t . Ains i mod i f i é et c o m p l é t é , le 

t h é o r è m e d e B e r n o u l l i n o u s a fourn i la s o l u t i o n d 'un g r a n d 

n o m b r e de p r o b l è m e s , e t l ' on sera p e u t - ê t r e t e n t é de t r o u v e r 

q u e n o u s e n a v o n s fait u n usage t r o p é t e n d u , car d ' a u t r e s m é 

t h o d e s a u r a i e n t é t é parfois a v a n t a g e u s e s s o u s l e r a p p o r t de la 

s i m p l i c i t é . Mais l e cas i n v e r s e a l ieu e n c o r e p l u s s o u v e n t , e t d ' un 

au t r e c ô t é l ' u n i f o r m i t é o r d i n a i r e des p r o c é d é s de d é m o n s t r a 

t ion , dans u n Cours c o m m e le n ô t r e , n o u s s e m b l e p r é s e n t e r 

des avan tages a u x q u e l s il n o u s a u r a i t c o û t é d e r e n o n c e r . 

Les p r é l i m i n a i r e s d e t h é o r i e g é n é r a l e u n e fois p o s é s , n o u s 

a b o r d o n s les a p p l i c a t i o n s p r o p r e m e n t d i t e s . La p r e m i è r e c o n 

siste dans l ' é t u d e d e s c i r c o n s t a n c e s q u e p r é s e n t e l ' é c o u l e m e n t 

d 'un l i q u i d e par u n or i f ice p e r c é d a n s u n r é s e r v o i r e n t r e t e n u 

à un n iveau c o n s t a n t . Ici la t h é o r i e f ou rn i t s e u l e m e n t u n e e x 

p res s ion sa t is fa isante d e la v i t e s s e p o s s é d é e par le l i q u i d e u n 

peu au delà d e l ' o r i f i ce ; m a i s , h o r s le cas d ' é c o u l e m e n t par 

un ajutage r e n t r a n t , e l l e n e p e u t c o n d u i r e à la v a l e u r d u v o 

l u m e d é p e n s é dans u n t e m p s d o n n é , p a r c e q u ' o n n 'a pas 

e n c o r e s u d é t e r m i n e r la f o r m e d e s t r a j e c t o i r e s q u e s u i v e n t l es 

m o l é c u l e s , l 'orme i n c o n n u e à priori e t qu i j o u e u n rô le i m p o r 

tant , car e l l e d o n n e l i e u à la c o n t r a c t i o n d e la v e i n e . H y a 

d o n c là u n e l a c u n e q u e l ' e x p é r i e n c e s e u l e do i t c o m b l e r q u a n t 

à p r é s e n t . N o u s a v o n s fait c o n n a î t r e l e s r é su l t a t s o b t e n u s par 

b e a u c o u p d ' h y d r a u l i c i e n s d i s t i n g u é s , n o t a m m e n t par M. L e s -

b r o s , a u q u e l n o u s a v o n s e m p r u n t é p l u s i e u r s r e m a r q u e s u t i l e s 

et u n e s é r i e de coeff ic ients d e d é p e n s e . 

P a r m i les q u e s t i o n s q u i se p r é s e n t e n t d a n s le s e r v i c e d e s 

I n g é n i e u r s e t q u i e x i g e n t d e s c o n n a i s s a n c e s en H y d r a u l i q u e , 

cel les q u ' i l s on t le p l u s s o u v e n t à é t u d i e r c o n c e r n e n t l e s c o n -
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im i t e s d 'eau et les e a u x c o u r a n t e s . La t h é o r i e de ces q u e s t i o n s 

se fonde s u r l ' e x p r e s s i o n de la force de f r o t t e m e n t m u t u e l 

e n t r e le l i q u i d e e t la p a r o i q u i le r e n f e r m e . L e s e x p r e s s i o n s 

d o n n é e s par P r o n y e t E y t e l w e i n , d ' a p r è s d ' a n c i e n n e s e x p é 

r i e n c e s , c o n t e n a i e n t , c o m m e on le sa i t , d e u x t e r m e s , le p r e 

m i e r p r o p o r t i o n n e l à la v i t e s se m o y e n n e , le s e c o n d au ca r r é de 

la m ê m e q u a n t i t é . C'étai t là u n e c a u s e de c o m p l i c a t i o n dans 

l e s ca l cu l s , q u e p l u s i e u r s p e r s o n n e s ava i en t déjà c h e r c h é à 

év i t e r par la s u p p r e s s i o n d u p r e m i e r t e r m e ; m a i s c e t t e s i m 

pl i f icat ion l a i s sa i t d u d o u t e e t n ' é t a i t p o i n t u n i v e r s e l l e m e n t 

a d m i s e . A u j o u r d ' h u i l es r e c h e r c h e s e x p é r i m e n t a l e s de feu 

M. Darcy s e m b l e n t avo i r t r a n c h é la diff icul té , et l 'on p e u t 

d é f i n i t i v e m e n t s u p p r i m e r le t e r m e en q u e s t i o n , au m o i n s 

q u a n d il s 'agit d ' u n e c o n d u i t e f o n c t i o n n a n t d e p u i s u n t e m p s 

suff isant , o u d ' u n canal d é c o u v e r t : n o u s c o n s i d é r o n s d o n c le 

f r o t t e m e n t c o m m e s i m p l e m e n t p r o p o r t i o n n e l au ca r r é de la 

v i t e s s e m o y e n n e . Mais M. Darcy a d é m o n t r é , e n o u t r e , q u e le 

coef f ic ien t de la p r o p o r t i o n n a l i t é va r i e avec les d i m e n s i o n s de 

la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e . Ces c o n d i t i o n s n o u v e l l e s n o u s on t 

o b l i g e a r e v o i r les f o r m u l e s u s i t é e s , et à e n mod i f i e r q u e l q u e s -

u n e s . N o u s a v o n s prof i té d ' a i l l e u r s d e s i n g é n i e u s e s m é t h o d e s 

c r é é e s par M. D u p u i t p o u r r é s o u d r e d ive r s p r o b l è m e s a u x q u e l s 

d o n n e n t l i eu les c o n d u i t e s à d i a m è t r e ou à d é b i t va r iab le d ' u n e 

s e c t i o n à u n e a u t r e , a ins i q u e les c o n d u i t e s à plu s i e u r s b r a n c h e s ; 

à son e x e m p l e , n o u s a v o n s i n t é g r é l ' é q u a t i o n d i f fé ren t ie l le du 

m o u v e m e n t p e r m a n e n t var ié dans u n cana l d é c o u v e r t , à p e n t e 

d e fond c o n s t a n t e , ayan t u n e s e c t i o n t r è s - l a r g e e t c o m p a r a 

t i v e m e n t p e u p r o f o n d e , m a i s n o u s n o u s s o m m e s pa s sé de 

q u e l q u e s h y p o t h è s e s r e s t r i c t i v e s q u i n u i s a i e n t à la g é n é r a l i t é 

d e s r é s u l t a t s o b t e n u s . On t r o u v e a ins i u n e s o l u t i o n assez 

s i m p l e et s o u v e n t a p p l i c a b l e d e la q u e s t i o n q u i c o n s i s t e à 
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r e c h e r c h e r le profil e n l ong d ' u n c o u r s d ' eau en a m o n t d ' u n 

barrage : p o u r l e s cas p l u s g é n é r a u x , a u x q u e l s e l le n e c o n 

vient pas , on a les m é t h o d e s a p p r o x i m a t i v e s i n d i q u é e s par 

M. Bé lange r , a u t e u r d e s p r e m i è r e s r e c h e r c h e s s u r ces m a t i è r e s 

difficiles. 

Les d e r n i e r s Chap i t r e s c o m p r e n n e n t le m o u v e m e n t d e s gaz, 

la r é s i s t ance des f lu ides , l ' é t u d e des m o t e u r s h y d r a u l i q u e s e t 

de q u e l q u e s m a c h i n e s à é l e v e r l ' e au . Enf in , le Cours se t e r 

mine par c inq T a b l e s n u m é r i q u e s d e s t i n é e s à facil i ter d i v e r s 

calculs q u e p e u v e n t ex ige r l es app l i c a t i ons d e s f o r m u l e s . 

A part un t r è s - p e t i t n o m b r e d ' e x c e p t i o n s , n o u s n o u s s o m m e s 

borné à é t u d i e r l e s m o u v e m e n t s r e m p l i s s a n t la c o n d i t i o n d e 

p e r m a n e n c e . Ce n ' e s t pas q u e l ' é c o u l e m e n t pa r or i f ices , et su r 

tou t le r é g i m e des r i v i è r e s , n e p r é s e n t e d e s cas t r è s - i m p o r t a n t s 

où cet te c o n d i t i o n n ' e s t pas sat isfai te ; m a i s a lo r s la t h é o r i e n 'a 

p o u r a insi d i re p l u s r i e n à e n s e i g n e r , e t l ' hyd rau l i c i cn do i t 

céder la p lace à l ' i n g é n i e u r . 

N o u s a v o n s fait au C o u r s de n o t r e p r é d é c e s s e u r , M. B é l a n 

ger, d e n o m b r e u x e m p r u n t s , d a n s t o u t le c o u r a n t de n o t r e 

ouvrage , ma i s p r i n c i p a l e m e n t d a n s le Chap i t r e c o n s a c r é aux 

r o u e s h y d r a u l i q u e s . M- B é l a n g e r a, p o u r sa p a r t , l a r g e m e n t 

con t r i bué à rec t i f ie r des e r r e u r s a c c r é d i t é e s au suje t d e ces 

m o t e u r s , il en a p e r f e c t i o n n é q u e l q u e s - u n s d a n s l e u r c o n 

s t ruc t ion , e t enfin il en a p r é s e n t é la t h é o r i e d ' u n e m a n i è r e 

aussi s i m p l e q u ' é l é g a n t e . Si n o u s n ' a v o n s p a s en t o u t e o c c a 

sion i n d i q u é ce q u e n o u s lu i a v o n s p r i s , c ' e s t par c r a i n t e de 

ne pas t o u j o u r s c o n n a î t r e le v é r i t a b l e a u t e u r d e c h a q u e d é 

couve r t e : l ' h i s to i r e de la s c i e n c e est e n géné ra l difficile à 

faire, e t n o u s avons r e g a r d é la t â c h e c o m m e a u - d e s s u s de n o s 

forces . Mais n o u s e s p é r o n s q u e n o t r e a n c i e n P r o f e s s e u r n o u s 

p a r d o n n e r a n o s o m i s s i o n s , avec sa b i e n v e i l l a n c e h a b i t u e l l e ; 
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l ' au to r i t é de son n o m dans la s c i e n c e h y d r a u l i q u e est t r o p 

b i e n r e c o n n u e d e t o u s p o u r q u e n o t r e t é m o i g n a g e pû t r i en 

lui faire gagne r . 

I-es f o r m u l e s d o n n é e s en H y d r a u l i q u e , p o u r r e p r é s e n t e r l e s 

faits d ' e x p é r i e n c e , n ' é t a n t pas t o u j o u r s h o m o g è n e s , n e s o n t 

v ra ie s q u ' a v e c c e r t a i n e s u n i t é s de t e m p s , de l o n g u e u r , e t c . ; 

si ces u n i t é s c h a n g e a i e n t , l es coeff ic ients n u m é r i q u e s d e s for

m u l e s d e v r a i e n t é g a l e m e n t s u b i r u n e m o d i f i c a t i o n . Sauf ind i 

ca t ion e x p r e s s e e t c o n t r a i r e , n o u s a v o n s c o n s t a m m e n t a d o p t é 

les u n i t é s s u i v a n t e s : 

P o u r les l o n g u e u r s , le m è t r e ; p o u r les su r faces , le m è t r e 

c a r r é ; p o u r les v o l u m e s , le m è t r e c u b e ; 

P o u r les t e m p s , la s e c o n d e s e x a g é s i m a l e , c 'es t -à-dire — 

»0400 

de j o u r so la i re m o y e n ; 

P o u r les fo rces , le k i l o g r a m m e . 

Q u a n t a u x a n g l e s , l es d e g r é s , m i n u t e s et s e c o n d e s se r a p 

p o r t e n t à la d iv i s ion s e x a g é s i m a l e de la c i r c o n f é r e n c e , s u i 

vant l ' u sage o r d i n a i r e . 
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X I 

DES CHANGEMENTS 

INTRODUITS DANS CETTE DEUXIÈME ÉDITION. 

Sans v o u l o i r é n u m é r e r ici les p e r f e c t i o n n e m e n t s de déta i l 

q u e n o u s a v o n s essayé d e réa l i se r , n o u s c r o y o n s c e p e n d a n t 

bon de s igna le r l es mod i f i ca t i ons p r o f o n d e s a p p o r t é e s au Cha 

p i t re IV, c ' e s t - à - d i r e à ce lu i q u i c o n c e r n e le m o u v e m e n t de 

l 'eau dans l e s c a n a u x d é c o u v e r t s . 

D 'abord il é ta i t n é c e s s a i r e d e faire c o n n a î t r e , au m o i n s s o m 

m a i r e m e n t , les r é s u l t a t s d ' e x p é r i e n c e o b t e n u s pa r M. Bazin , 

résu l ta t s t r è s - i m p o r t a n t s , p o u r l e s q u e l s l ' A c a d é m i e des Sc i ences 

a d o n n é s o n a p p r o b a t i o n à l ' a u t e u r et lu i a d é c e r n é le pr ix 

Da lmont . E n s e c o n d l i e u , n o u s d e v i o n s t e n i r c o m p t e d e s p r o 

grès q u ' u n i n g é n i e u r b e l g e , M. B o u d i n , p r o f e s s e u r à l 'Eco le 

du Gén ie civil de Gand , n o u s s e m b l e avoi r réa l i sés d a n s la 

t héo r i e du m o u v e m e n t p e r m a n e n t v a r i é . E n n o u s i n sp i r an t de 

ses i d é e s , s ans les a d o p t e r e n t i è r e m e n t , n o u s a v o n s refait la 

rédac t ion d e ce t t e t h é o r i e e t n o u s y a v o n s i n t r o d u i t , p o u r u n e 

faible par t sans d o u t e , d e s d é v e l o p p e m e n t s e n t i è r e m e n t n o u 

v e a u x . N o u s c i t e r o n s , pa r e x e m p l e : i° u n e t r a n s f o r m a t i o n d e 

la fo rmule g é n é r a l e app l i cab l e a u x l i ts n o n p r i s m a t i q u e s , d 'où 

r é su l t e u n m o y e n p o u r i n t é g r e r a p p r o x i m a t i v e m e n t c e t t e for 

m u l e et en d é d u i r e la fo rme du profil en l ong affecté par la 

surface du c o u r a n t ; •>." l e s d é m o n s t r a t i o n s d e c e r t a i n e s p r o 

p r i é t é s de c e profil , dans le cas des li ts p r i s m a t i q u e s à p e n t e 
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X I I D E S C H A N G E M E N T S I N T R O D U I T S , E T C . 

c o n s t a n t e , q u i p o s s è d e n t u n e s ec t i on r e m p l i s s a n t d e s c o n d i 

t i ons t r è s - h a b i t u e l l e m e n t vér i f iées dans la p r a t i q u e ; 3° la g é 

n é r a l i s a t i o n d e s c o n d i t i o n s a n a l y t i q u e s d e l ' e x i s t e n c e du r e s 

sau t , q u ' o n n 'ava i t e n c o r e é t ab l i e s q u e d a n s le cas r e s t r e i n t 

d ' u n e s e c t i o n r e c t a n g u l a i r e . 

Le Chap i t r e IV a ins i modi f ié para î t ra p e u t - ê t r e , à b e a u c o u p 

de nos l e c t e u r s , t r op t h é o r i q u e e t t rop abs t r a i t . C'est là u n e 

a p p r é c i a t i o n q u e n o u s n e v o u l o n s pas d i s c u t e r ; m a i s , p o u r 

q u ' o n n ' e n t i r e pas des c o n s é q u e n c e s p e u j u s t e s , n o u s f e rons 

o b s e r v e r q u e ce t o u v r a g e n ' e s t , en a u c u n e façon, la r e p r o 

d u c t i o n exac t e e t t e x t u e l l e d e n o t r e c o u r s o ra l . Le p r o f e s s e u r , 

q u a n d il s ' ad res se à s e s é l è v e s , se t r o u v e l ié par u n p r o g r a m m e 

don t la r é d a c t i o n a é t é a r r ê t é e par l es a u t o r i t é s c o m p é t e n t e s , 

d e m a n i è r e à sat isfaire à d e s e x i g e n c e s m u l t i p l e s . Mais , en de 

v e n a n t a u t e u r , il r e p r e n d n a t u r e l l e m e n t sa l i b e r t é , p r é s e n t e 

les c h o s e s c o m m e il l e s conço i t e t d é v e l o p p e , dans la m e s u r e 

d e ses facul tés , les t h é o r i e s q u i lu i s e m b l e n t offrir de l ' i n 

t é r ê t . D ' a i l l e u r s , ce qu i p o u r r a i t ê t r e excess i f d a n s d e s l e ç o n s 

d e s t i n é e s à d e j e u n e s i n g é n i e u r s se ra é t u d i é p l u s tard avec 

fruit pa r p l u s i e u r s d ' e n t r e e u x , car il y a t o u j o u r s d e s é l èves 

d é s i r e u x d ' a p p r o f o n d i r l e s m a t i è r e s q u ' o n l e u r e n s e i g n e , et à 

la p o r t é e d e s q u e l s il e s t b o n de m e t t r e les é l é m e n t s d ' u n e 

i n s t r u c t i o n s o l i d e e t c o m p l è t e , a u t a n t q u e p o s s i b l e ; q u e l 

que fo i s i ls y p u i s e r o n t le g e r m e d ' i d é e s n o u v e l l e s , d o n t la 

m i s e en œ u v r e p o u r r a c o n t r i b u e r aux p r o g r è s de la s c i e n c e . 
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ERRATA. 

Page 7 , ligne 1 0 en remontant, au lieu de ces , lisez s e s . 

Page 18, ligne 1 , au lieu de c o s a , lisez, siniz. 

Page 35, équation ( 1 4 ) , au lieu de—- Ja c.osy ds, lisez -+ - -J*yeos , yds . 

Page 36, ligne 2 en remontant, au lieu de l j lisez I • 

i / O Jsa 

Page 9 8 , ligne 4 en remontant, au lieu de minces parois, lisez mince paroi. 

Page 108, fig. 25, au lieu de II, mettez Gr2. 

Page 115, ligne 5 en remontant, au lieu de k = , lisez — k = . 

Page 116 , ligne 9 en remontant, au lieu de joujours, lisez toujours. 

Page a 3 i , ligne 8, au lieu de AB = , lisez ÀB = l. 

Page 2 4 0 , ligne 1 4 en remontant, c m lieu de l'angle NMQ, lisez l'angle MNQ. 

I V I ~\- V 
Page 27a, ligne 2, au lieu de log hyp — j — ; lisez log hyp 

la' la1 

Page 285, ligne 7 en remontant, au lieu, de -—> lisez --

Page 339, équation ( 9 ) , au lieu de Q\ lisez Q. 

Page 365, l igne i o , au lier/, de 2 z e , , lisez 1zle[. 

Page 3 g i , fig. 58, au. lieu de Fgi, lisez Fig . 

Page 4 ° ° , ligne 12, au lieu de des filets, lisez de filets. 

Page 4 ° 7 , ligne 7 en remontant, mettez point et virgule à la fin de la l igne. 

Page 4 2 8 , ligne i 5 , après le mot « régul ièrement» mettez une virgule. 

Page 4 4 2 , équation ( 3 ) , au lieu de ^ 1 lisez ^> 

Page 485, ligne 11 en remontant, au lieu de focément, lisez forcément. 

On appelle en outre l'attention du lecteur sur la Noto complémentaire 

et rectificative, p . 535 . 
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MÉCANIQUE A P P L I Q U É E , 
P R O F E S S É 

A L'ÉCOLE IMPÉRIALE DES PONTS ET CHAUSSÉES. 

S E C O N D E P A R T I E . 
H Y D R A U L I Q U E . 

CHAPITRE PREMIER. 
HYDROSTATIQUE ET H Y D R O D Y N A M I Q U E R A T I O N N E L L E S . 

§ I. — Rappel des principales notions d'Hydrostatique. 

1. Objet de VHydrostatique, de VHydrodynamique, de l'Hy

draulique. — L e s d e u x P a r t i e s de la M é c a n i q u e r a t i o n n e l l e 

spéc i a l emen t c o n s a c r é e s à l ' é q u i l i b r e e t au m o u v e m e n t d e s 

fluides on t r e s p e c t i v e m e n t p r i s les n o m s à'Hydrostatique e t 

à'Hydrodynamique. La p r e m i è r e fo rme u n e d o c t r i n e a s s e z c o m 

p l è t e ; mais il n ' e n es t pas de m ê m e de la s e c o n d e . A u j o u r d ' h u i 

e n c o r e , par s u i t e d e diff icul tés d ' ana lyse q u e les efforts d e s 

g é o m è t r e s n ' o n t pas r é u s s i à s u r m o n t e r , e l le do i t se b o r n e r à 

des géné ra l i t é s p l u s ou m o i n s v a g u e s e t d e m e u r e r u n e s c i e n c e 

p r e s q u e p u r e m e n t s p é c u l a t i v e . 

L ' H y d r a u l i q u e es t à l ' H y d r o s t a t i q u e e t à l ' H y d r o d y n a m i q u e 

ce q u e la M é c a n i q u e a p p l i q u é e es t à la .Mécanique r a t i o n n e l l e . 

Moins p r é o c c u p é d ' é t ab l i r d e s t h é o r i e s r i g o u r e u s e s q u e de 

pou rvo i r a u x b e s o i n s de la p r a t i q u e , l ' h y d r a u l i c i e n c h e r c h e r a 

II . 2 E É Ü I T . I 
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l e s l o i s d e l ' é q u i l i b r e e t d u m o u v e m e n t d e s fluides, afin d ' en 

d é d u i r e l e s m o y e n s les p l u s c o n v e n a b l e s p o u r d i r i ge r , c o n d u i r e 

e t é l e v e r l es fluides d a n s l e s d ive r s cas q u i p e u v e n t s e p r é 

s e n t e r à un i n g é n i e u r . A u s s i d e v r a - t - i l r é s o u d r e par d e s p r o 

c é d é s q u e l c o n q u e s , par d e s c o n s i d é r a t i o n s t h é o r i q u e s e t au 

b e s o i n par les i n d i c a t i o n s d e la P h y s i q u e e x p é r i m e n t a l e , b i e n 

d e s q u e s t i o n s q u e les g é o m è t r e s o n t p r o v i s o i r e m e n t a b a n 

d o n n é e s . D ' a i l l e u r s , q u a n d m ê m e la t h é o r i e n e ferai t pas q u e l 

q u e f o i s d é f a u t , l ' e x p é r i e n c e n ' e n s e r a i t pas m o i n s t o u j o u r s 

u n e s a n c t i o n n é c e s s a i r e p o u r les d é d u c t i o n s de t o u t e s c i e n c e 

q u i n e se c o m p o s e pas u n i q u e m e n t d ' a b s t r a c t i o n s ; car p o u r 

s o u m e t t r e a u ca l cu l l e s lo i s d u m o n d e r é e l , il e s t i m p o s s i b l e 

d e n e pas fa i re q u e l q u e h y p o t h è s e , p l u s o u m o i n s i n c e r t a i n e 

à priori, s u r la c o n s t i t u t i o n i n t i m e d e s c o r p s . 

Q u o i q u e ce C o u r s so i t s p é c i a l e m e n t c o n s a c r é à l ' H y d r a u 

l i q u e , n o u s l e c o m m e n c e r o n s par l ' é t u d e s u c c i n c t e d e la M é 

c a n i q u e r a t i o n n e l l e d e s fluides; cela n o u s p e r m e t t r a d ' é t ab l i r 

p l u s i e u r s t h é o r è m e s g é n é r a u x d o n t n o u s a u r o n s à faire un 

f r é q u e n t u s a g e . E n p r e m i e r l i e u , n o u s r a p p e l l e r o n s l e s p r i n c i 

pa l e s n o t i o n s d ' H y d r o s t a t i q u e . 

2 . Définition de la fluidité parfaite ; division des fluides en 

deux classes. — O n a p p e l l e fluides u n e classe de c o r p s d o n t 

l e s m o l é c u l e s j o u i s s e n t d ' u n e t r è s - g r a n d e m o b i l i t é les u n e s 

par r a p p o r t a u x a u t r e s . E n s u p p o s a n t c e t t e qua l i t é p o u s s é e à 

l ' e x t r ê m e , n o u s la d é f i n i r o n s pa r l e s faits s u i v a n t s : i° la r é 

s i s t a n c e o p p o s é e par l e s a c t i o n s m o l é c u l a i r e s a u g l i s s e m e n t 

relatif, soi t d e d e u x p o r t i o n s c o n t i g u ë s d ' u n m ê m e f lu ide , so i t 

d ' u n fluide s u r u n e sur face s o l i d e , es t u n e force n u l l e ; 2 ° il 

e n e s t de m ê m e dans l e cas d ' u n e d i s jonc t ion a n a l o g u e à 

l ' e x t e n s i o n s i m p l e , c ' es t -à -d i re c o n s i s t a n t dans l ' é c a r t e m e n t de 

d e u x p l a n s pa r a l l è l e s s u i v a n t la n o r m a l e c o m m u n e ; 3° enf in , 

t o u t c h a n g e m e n t d e f o r m e q u i l a i s se ra i t c o n s t a n t le v o l u m e , 

e t q u i , par c o n s é q u e n t , n ' e n t r a î n e r a i t pas u n e va r i a t i on d e la 

d e n s i t é d ' u n e p o r t i o n q u e l c o n q u e d u fluide, s ' e f fec tue sans 

q u ' i l y a i t , e n s o m m e , p r o d u c t i o n d ' a u c u n travai l d e la par t 

d e s r e s s o r t s m o l é c u l a i r e s . C'est en cela q u e c o n s i s t e r a p o u r 

n o u s la fluidité parfaite. 
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(*) Ce mot n'a pas ici le sens exact qu 'on lui donne dans le langage o rd i 

naire. Pour nous, il expr imera tout s implement l ' imperfect ion de la fluidité 

d'un corps, et non point te l le ou telle impression que ce corps produi ra i t sur 

le sens du toucher . 

Il n ' e x i s t e pas d e f lu ides parfai ts d a n s t o u t e la r i g u e u r du 

mot . T o u s les gaz e t la p l u p a r t d e s l i q u i d e s q u e l 'on p e u t avo i r 

à c o n s i d é r e r h a b i t u e l l e m e n t , c o m m e l ' eau , l e m e r c u r e , e t c . , 

s ' app rochen t sans d o u t e b e a u c o u p de la f lu idi té pa r fa i t e ; c e 

p e n d a n t ils s o n t d o u é s d ' u n e c e r t a i n e viscosité (*) ou c o h é s i o n 

facile à m e t t r e en é v i d e n c e par l es e x p é r i e n c e s l e s p lu s s i m 

ples , qu i s ' o p p o s e dans u n e c e r t a i n e m e s u r e a u x d i s j o n c t i o n s 

et d é f o r m a t i o n s d o n t n o u s p a r l i o n s t o u t à l ' h e u r e , e t d o n t il 

est i n d i s p e n s a b l e d e t e n i r c o m p t e e n é t u d i a n t d i v e r s p r o b l è m e s 

par t icu l ie rs , c o m m e on l e ver ra p l u s t a rd . Mais c e t t e n é c e s s i t é 

n ' ex i s te pas q u a n d o n n e c o n s i d è r e q u e d e s f lu ides e n é q u i 

l i b r e ; car t o u t e s les e x p é r i e n c e s t e n d e n t à d é m o n t r e r q u e les 

forces p r o d u i t e s pa r la v i s c o s i t é o u c o h é s i o n e n t r e l e s m o l é 

cules fluides, o u p a r l ' a d h é r e n c e d e ce l les -c i a v e c les m o l é 

cules so l i de s e n c o n t a c t p h y s i q u e avec e l l e s , d e v i e n n e n t s e n 

s ib lement n u l l e s q u a n d il s 'agit d e fluides à l ' é ta t d e r e p o s 

absolu ou relatif. 

On d i s t i n g u e o r d i n a i r e m e n t d e u x c l a s ses d e f lu ides : l es l i 

qu ides et les gaz. L e s p r e m i e r s s o n t c a r ac t é r i s é s par u n e c o m -

press ib i l i té t rès - fa ib le , e t n o u s la s u p p o s e r o n s t h é o r i q u e m e n t 

nu l l e , c e q u i n e p e u t e n t r a î n e r q u e d e s e r r e u r s assez p e t i t e s 

dans les a p p l i c a t i o n s o r d i n a i r e s . L e s s e c o n d s s o n t , au c o n t r a i r e , 

é m i n p m m e n t c o m p r e s s i b l e s , e t r e p r e n n e n t l e u r v o l u m e p r i 

mitif q u a n d o n s u p p r i m e la force q u i avait p r o d u i t la c o m p r e s 

s ion; p o u r ce t t e r a i s o n , i ls s o n t a u s s i n o m m é s fluides élas

tiques. 

3 . De la pression en un point d'un fluide en repos; égalité 

de la pression en tout sens. — L o r s q u ' u n fluide e s t en r e p o s 

absolu ou relat i f d a n s u n vase , il es t facile de c o n s t a t e r par u n e 

e x p é r i e n c e d i r e c t e qu ' i l s u p p o r t e u n e ac t ion r é p u l s i v e d e la 

part de c h a q u e é l é m e n t super f ic ie l i n f i n imen t pe t i t de la pa ro i . 

Cette force p r o v i e n t en r éa l i t é d e s r é p u l s i o n s m u t u e l l e s e n t r e 
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l es m o l é c u l e s fluides e t ce l l e s du v a s e , e t n o u s fa isons u n e 

f ici ion q u a n d n o u s d i sons q u ' e l l e es t e x e r c é e par la surface 

g é o m é t r i q u e d e la p a r o i ; ma i s au fond cela est p e u i m p o r t a n t , 

e t le l angage s e t r o u v e s impl i f i é . Q u o i qu ' i l en so i t , la force 

d o n t n o u s v e n o n s d e p a r l e r , d i v i s é e par la sur face s u r l aque l l e 

e l le s ' e x e r c e , es t c e q u ' o n n o m m e pression par unité de sur

face s u r l ' é l é m e n t d e paro i d o n t il s 'agi t . Si le fluide est parfait , 

e l l e n e p e u t ê t r e q u e d i r igée s u i v a n t la n o r m a l e , v u l ' a b s e n c e 

c o m p l è t e de r é s i s t a n c e au g l i s s e m e n t . 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t u n p o i n t q u e l c o n q u e M d e la m a s s e 

fluide, e t i m a g i n o n s a u t o u r de ce po in t u n e su r face f e r m é e 

q u e l c o n q u e ayan t s e s d i m e n s i o n s i n f i n i m e n t p e t i t e s . Le fluide 

c o n t e n u à l ' i n t é r i e u r de c e t t e sur face é t a n t en é q u i l i b r e dans 

u n v a s e idéa l f o r m e par le f luide e x t é r i e u r , c h a q u e é l é m e n t 

super f ic ie l d e son c o n t o u r s u p p o r t e , c o m m e on -vient de le 

v o i r , u n e c e r t a i n e p r e s s i o n pa r u n i t é de su r face . Ce t t e p r e s s i o n 

es t c e q u ' o n a p p e l l e pression rapportée à l'unité de surface, 

ou s i m p l e m e n t p r e s s i o n du f luide au p o i n t M . Mais p o u r q u e 

la dé f in i t ion p r é c é d e n t e offre u n s e n s p r é c i s , il es t n é c e s s a i r e 

de m o n t r e r q u e la p r e s s i o n e n M n e d é p e n d ni d e l ' é l é m e n t 

q u ' o n cho i s i t s u r la sur face f e r m é e i n f i n i m e n t p e t i t e , n i d e la 

f o r m e i n d é t e r m i n é e d e c e t t e s u r f a c e . 

À ce t effet, soi t d ' abo rd u n e m a s s e f luide h o m o g è n e d o n t 

c h a q u e p o i n t s u p p o r t e u n e fo rce p r o p o r t i o n n e l l e à sa m a s s e 

et d e d i r e c t i o n c o n s t a n t e , c o m m e l ' a c t i on de la p e s a n t e u r , par 

e x e m p l e . C h e r c h o n s u n e r e l a t i o n e n t r e les p r e s s i o n s par u n i t é 

vail v i r t u e l . Or n o u s s u p p o s e r o n s u n m o u v e m e n t v i r t ue l 

d a n s l e q u e l le fluide ABCD, sans c h a n g e r d e v o l u m e , p r e n 

dra i t la p o s i t i o n abcd, en a v a n ç a n t i n f i n i m e n t p e u dans le 

cana l . S o i e n t 

ot l es a i r e s AB et CD ; 

Fig. i 
de sur face en d e u x p o i n t s A e t C d e l ' e n 

v e l o p p e [fig- i). T r a ç o n s u n canal t r è s - d é 

l ié ABCD, d o n t l e s d e u x s e c t i o n s n o r m a l e s 

A B , CD s e r a i e n t d e s é l é m e n t s é g a u x d é 

c o u p é s en A et C s u r l ' e n v e l o p p e . L e fluide 

c o n t e n u d a n s c e cana l , é t a n t e n é q u i l i b r e , 

do i t sat isfai re à l ' é q u a t i o n g é n é r a l e du t r a -
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p - p ' + -jh = o, 

ès l es l o n g u e u r s A « , C e , qu i d o i v e n t ê t r e éga l e s , a t t e n d u 

q u e l ' égal i té d e s v o l u m e s ABCD, abcd e n t r a î n e ce l l e d e s 

t r a n c h e s kBab, CDcd; 

p, p' les p r e s s i o n s pa r u n i t é de sur face e n A e t C; 

LT le p o i d s d e l ' u n i t é de v o l u m e d u f luide e t 5 la m a s s e cor 

r e s p o n d a n t e ; 

j la force a p p l i q u é e à c h a q u e m a s s e é l é m e n t a i r e , c e l l e force 

é t an t r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e m a s s e ; 

h la p r o j e c t i o n d e AC s u r la d i r e c t i o n d e j . 

P e n d a n t le d é p l a c e m e n t v i r t u e l q u e n o u s a v o n s s u p p o s é , l e s 

t ravaux des p r e s s i o n s pu, p'a, a g i s s a n t e n ÀB e t CD, s e r o n t 

pa$s, — p'o)3s; l e s t r a v a u x d e s p r e s s i o n s l a t é r a l e s s u r le c o n 

tour AC, BD s e r o n t n u l s , p u i s q u e , d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e d e la 

fluidité parfai te ( n ° 2 ) , il n ' y a pas d e r é s i s t a n c e au g l i s s e m e n t 

du fluide i n t é r i e u r au canal s u r c e l u i q u i l ' e n v i r o n n e ; le t r a 

vail des forces i n t é r i e u r e s d u f luide ABCD sera n u l , d ' a p r è s la 

m ê m e h y p o t h è s e . Q u a n t a u t ravai l d e s fo rces j , p o u r l ' éva 

luer il faudrai t , c o m m e d a n s le cas d e la p e s a n t e u r , m u l t i p l i e r 

la force to t a l e a p p l i q u é e a u f luide ABCD p a r le d é p l a c e m e n t 

du cen t r e d e g rav i té p r o j e t é s u r la d i r e c t i o n d e j ; on n e chan

gera d o n c pas c e t ravai l e n a d m e t t a n t q u e d a n s le passage de 

la pos i t ion ABCD à la pos i t i on abcd, la p a r t i e abCB e s t r e s t é e 

i m m o b i l e , e l q u e la t r a n c h e ABab a p r i s la p o s i t i o n CDcrf, car 

dans ce m o u v e m e n t les p o s i t i o n s in i t ia le e t finale du c e n t r e de 

gravité du fluide ABCD ou abcd son t r e s t é e s les m ê m e s ^ a ins i 

q u e la force to ta le qu i le s o l l i c i t e . D o n c le travail en q u e s t i o n 

aura p o u r v a l e u r la force a p p l i q u é e à la t r a n c h e ABab, so i t 

2 MSS.J, m u l t i p l i é e par la p ro j ec t i on h de AC s u r j . L ' é q u a t i o n 
S 
du travail v i r t u e l sera d o n c 

pw§s — p' u â s •+- — jhbiâs = o, 

soit, en s u p p r i m a n t le facteur M§S, 
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ou en i in 

(0 p ' = p + ~J»-

Ce l e m m e p r é l i m i n a i r e é t ab l i , r e v e n o n s à la p o r t i o n d e fluide 

q u e n o u s a v i o n s i s o l é e t o u t à l ' h e u r e d a n s u n e su r face f e r m é e 

i n f i n i m e n t p e t i t e , c o m p r e n a n t l e p o i n t M . L e s fo rce s q u i ag i s 

s e n t s u r c e t t e p o r t i o n é t a n t s u p p o s é e s v a r i e r d ' u n e m a n i è r e 

c o n t i n u e q u a n t à la d i r e c t i o n e t q u a n t à l ' i n t e n s i t é r a p p o r t é e 

à l ' u n i t é d e m a s s e , on p e u t t o u j o u r s , d a n s l ' e s p a c e i n f i n i m e n t 

p e t i t q u e n o u s c o n s i d é r o n s , l es r e g a r d e r c o m m e p a r a l l è l e s et 

p r o p o r t i o n n e l l e s a u x m a s s e s q u ' e l l e s s o l l i c i t e n t . D è s lo r s l ' é 

q u a t i o n ( i ) c i - d e s s u s t r o u v é e d e v i e n t a p p l i c a b l e , e t a t t e n d u 

q u e h e s t ici u n e q u a n t i t é i n f i n i m e n t p e t i t e , n o u s p o u v o n s 

c o n c l u r e q u e les p r e s s i o n s pa r u n i t é d e su r face aux d ive r s 

p o i n t s d e l ' e n v e l o p p e i n f i n i m e n t p e t i t e son t é g a l e s , ou du 

m o i n s q u ' e l l e s di f fèrent i n f i n i m e n t p e u , et q u ' e l l e s t e n d e n t 

v e r s la m ê m e l i m i t e . D e p l u s , c e t t e l i m i t e n e p e u t q u ' ê t r e la 

m ê m e p o u r d e u x e n v e l o p p e s t r a c é e s a u t o u r d e M, p a r c e q u e 

le fluide c o m p r i s e n t r e les d e u x e n v e l o p p e s do i t l u i - m ê m e 

sat is fa i re à l ' é q u a t i o n (i). La p r e s s i o n e n u n p o i n t d u fluide 

est d o n c u n e q u a n t i t é b i e n dé f in ie . 

11 r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t d e la d é m o n s t r a t i o n p r é c é d e n t e 

q u e t o u t é l é m e n t supe r f i c i e l i n f i n i m e n t pe t i t t r a c é pa r le 

p o i n t M, c o n s i d é r é c o m m e faisant p a r t i e d ' u n e su r f ace q u i en

f e r m e u n e p o r t i o n du f lu ide , s u p p o r t e d e la p a r t d e s d e u x por

t i o n s s é p a r é e s u n e p r e s s i o n par u n i t é d e sur face éga le à ce l le 

de t o u t a u t r e é l é m e n t passan t au m ê m e p o i n t . Ce t t e p r o p r i é t é 

i m p o r t a n t e c o n s t i t u e ce q u e l 'on n o m m e l'égalité de la pres

sion dans tous les sens, autour d'un point du fluide. Il es t b i en 

e s s e n t i e l d e r e m a r q u e r q u e t o u s l e s r a i s o n n e m e n t s q u e n o u s 

a v o n s faits p o u r y a r r i ve r n e s u b s i s t e r a i e n t p l u s s a n s l ' h y p o 

t h è s e d e la fluidité pa r f a i t e , q u i es t n é c e s s a i r e dans la d é m o n s 

t r a t i on de l ' é q u a t i o n (i). C'est u n su je t s u r l e q u e l n o u s a u r o n s 

o c c a s i o n d e r e v e n i r p l u s l o i n . 

4 . Equations générales de l'équilibre d'un fluide. — A p r è s 

avoir p r i s t r o i s a x e s c o o r d o n n é s r e c t a n g u l a i r e s q u e l c o n q u e s 

ùx, Oy, Oz (Jig. a ) , i so lons dans la m a s s e t o t a l e , par la p e n -
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sée , u n é l é m e n t de v o l u m e ABCDEFGH en f o r m e d e para l l é l i -

p ipède r e c t a n g l e , d o n t les a r ê t e s , pa ra l l è l e s a u x a x e s , a u r a i e n t 

p o u r d i m e n s i o n s dx, dy, dz. A p p e l o n s 

x, y, z les c o o r d o n n é e s d u s o m m e t A d e ce p a r a l l é l i p i p è d e ; 

p la p r e s s i o n du f lu ide en A ; 

Xdm, Ydm, Zdm l e s c o m p o s a n t e s , pa r a l l è l e s aux a x e s , de 

la force q u i agi t s u r c h a q u e m a s s e é l é m e n t a i r e dm, p r i s e 

a u t o u r d u p o i n t A ; 

p la d e n s i t é e n A, c ' e s t - à - d i r e l e r a p p o r t e n t r e la m a s s e con 

t e n u e d a n s u n v o l u m e in f i n imen t p e t i t a u t o u r d e A et ce 

v o l u m e l u i - m ê m e . 

Nous s u p p o s e r o n s q u e X , Y , Z v a r i e n t d ' u n e m a n i è r e c o n -

,,. „ t i n u e en p a s s a n t d ' u n p o i n t à l ' au -
rig. 2. r 1 

t r e , d e s o r t e q u e t o u t e s les m a s s e s 
7 f q u i s o n t c o n t e n u e s dans le v o l u m e 

A B . . . H r e ç o i v e n t l ' ac t ion de forces 

5 q u i , r a p p o r t é e s a l ' u n i t e de m a s s e , 

a u r a i e n t p o u r c o m p o s a n t e s X , Y, Z ; 
x d e m ê m e , n o u s c o n s i d é r o n s l e f l u i d e 

c o m m e h o m o g è n e dans u n e é t e n 

d u e i n f i n imen t p e t i t e a u t o u r du 

p o i n t A. 

Cela p o s é , il es t a isé d e vo i r q u e t o u t e s l e s forces q u i a g i s 

sent s u r le v o l u m e é l é m e n t a i r e dx dydz p a s s e n t par son c e n t r e 

de g r a v i t é ; c a r , d ' u n e p a r t , l es p r e s s i o n s qu ' i l s u p p o r t e à 

l ' ex t é r i eu r son t a p p l i q u é e s n o r m a l e m e n t aux c e n t r e s d e ces 

faces; et d ' a u t r e par t la force t o t a l e p dx dy dz y/X J -+- Y 2 -+- 7? 

r é su l t e d ' ac t ions pa ra l l è l e s et p r o p o r t i o n n e l l e s a u x m a s s e s . Il 

est d o n c n é c e s s a i r e et suffisant p o u r l ' é q u i l i b r e de l ' é l é m e n t 

en q u e s t i o n , en l e s u p p o s a n t sol idi f ié , q u e l e r s o m m e d e s p r o 

j ec t ions d e s forces q u i le so l l i c i t en t , s u r l e s t r o i s axes c o o r d o n 

n é s , soi t n u l l e . Or, la p r e s s i o n to ta le s u r la face AEGC é t a n t 

e x p r i m é e pa r pdydz, la p r e s s i o n s u r la face o p p o s é e sera 

(^p -+- ~ dx^j dy dz, et c o m m e ces p r e s s i o n s s o n t d i r e c t e m e n t 

o p p o s é e s , e l l e s o n t p o u r s o m m e a l g é b r i q u e — ~ . dx dydz. 
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L e s p r e s s i o n s s u r l es q u a t r e a u t r e s faces s o n t dans u n e d i rec

t ion p e r p e n d i c u l a i r e . L e s forces e x t é r i e u r e s au f lu ide , agissant 

su r l ' é l é m e n t A B . . . I I d o n t la m a s s e est pdxdydz, d o n n e n t 

u n e r é s u l t a n t e q u i , p r o j e t é e s u r l ' axe d e s x, es t pXdxdydz. 

On aura d o n c d ' abo rd 

— dxdydz -+- pXdxdydz = o, 

ou b i e n 
dp „ 
dx=P*-

P a r e i l l e m e n t , en c o n s i d é r a n t l es p r o j e c t i o n s su r Oy e t Oz, 

on t r o u v e r a i t 

La p r e s s i o n p n e p o u v a n t ê t r e , d a n s u n f luide e n é q u i 

l ib re , fonct ion q u e d e x, y, z, sa d i f fé ren t ie l l e c o m p l è t e dp es t 

dx + ^ dy + ~ dz ; e l l e a d o n c p o u r va l eu r , d ' ap rè s les 

t ro i s d e r n i è r e s é q u a t i o n s , 

( 2 ) dp = p ( X dx -+- Ydy + Zdz ) , 

re la t ion u n i q u e é q u i v a l e n t e aux t r o i s d o n t e l le es t la c o n s é 

q u e n c e , p u i s q u e x, y, z d é s i g n e n t t r o i s va r i ab l e s i n d é p e n 

d a n t e s . 

On v o i t d o n c q u e les t r o i s c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e d ' u n é l é m e n t 

q u e l c o n q u e p r i s à l ' i n t é r i e u r du fluide p e u v e n t s ' e x p r i m e r ana-

l y t i q u e m e n t c o m m e il su i t : la q u a n t i t é p ( X dx -+- Y dy 4- Z dz ) 

do i t ê t r e la d i f fé ren t i e l l e e x a c t e d ' u n e fonc t ion d e s va r iab les 

i n d é p e n d a n t e s x, y, z. On sai t q u e p o u r cela il faut e t il suffit 

q u e l ' on a i t 

d.pX _ df .pY t / . p X _ d.pZ d.pY _d.PZ 

' dy dx ' dz dx dz dy 

L e s r e l a t i ons (3) s e r o n t faciles à vér i f ie r si X , Y , Z e t p s o n t 

d o n n é s en f o n c t i o n s d e x, y, z. E n les s u p p o s a n t sat isfa i tes , 
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l ' in tégrat ion de l ' é q u a t i o n ( 2 ) p o u r r a s 'e f fec tuer et fera c o n 

naî t re p en fonct ion de x, y, z, si l e s d o n n é e s p a r t i c u l i è r e s de 

la ques t i on q u e l ' on t r a i t e p e r m e t t e n t de d é t e r m i n e r la c o n 

stante i n t r o d u i t e par l ' i n t é g r a t i o n . Ici s e man i fe s t e la n é c e s s i t é 

d 'une n o u v e l l e c o n d i t i o n d ' é q u i l i b r e , dans le cas d ' un f luide 

gazeux : on vo i t en effet q u e la p r e s s i o n p e t la d e n s i t é p s o n t 

m a i n t e n a n t c o n n u e s p o u r c h a q u e p o i n t , et si c e s q u a n t i t é s o n t 

u n e re la t ion ob l igée l ' u n e avec l ' a u t r e , il faudra q u ' e l l e soi t 

vér i f iée . C'est ce qu i a r r ive p o u r l e s gaz , car , en s u p p o s a n t la 

t e m p é r a t u r e c o n s t a n t e , la d e n s i t é es t p r o p o r t i o n n e l l e à la p r e s 

sion, tandis q u e d a n s le cas d ' u n f luide i n c o m p r e s s i b l e e l le en 

est i n d é p e n d a n t e . Il faudrai t d o n c , p o u r u n gaz à t e m p é r a t u r e 

cons t an t e , j o i n d r e a u x é q u a t i o n s ( 2 ) e t ( 3 ) la s u i v a n t e : 

(4) P = K P ; 

et g é n é r a l e m e n t , p o u r un gaz à t e m p é r a t u r e var iab le , en v e r t u 

des lois de Mar io t t e e t de G a y - L u s s a c , 

K et h d é s ignan t d e s c o n s t a n t e s , a le coeff ic ient d e d i la ta t ion 

des gaz, et 0 la t e m p é r a t u r e . 

Si la d e n s i t é p d ' u n gaz à t e m p é r a t u r e c o n s t a n t e étai t à priori 

i n c o n n u e ainsi q u e p, c e s d e u x q u a n t i t é s se d é t e r m i n e r a i e n t 

(dans l ' h y p o t h è s e de l ' é q u i l i b r e ) p a r les r e l a t i o n s ( 2 ) e t (4 ) -

La p r e m i è r e d e v i e n t , par la s u b s t i t u t i o n de la v a l e u r d e p p r i s e 

dans la s e c o n d e , 

~^=Xdx-hYdy + Zdz; 

~ ^ é t an t u n e d i f fé ren t i e l l e e x a c t e , X dx •+- Y d y -+- Z dz d o i t en 

ê t r e u n e a u s s i , e t d a n s ce cas p s e r a c o n n u e n fonc t ion d e 

x,y, z : on en d é d u i r a p, q u i e s t égal à Kp. 

I n d é p e n d a m m e n t d e s c o n d i t i o n s d o n t n o u s a v o n s pa r l é j u s 

qu 'à p r é s e n t , e t qu i s ' a p p l i q u e n t a u x p o i n t s p r i s à l ' i n t é r i e u r 

du f luide, il y au ra g é n é r a l e m e n t d ' a u t r e s c o n d i t i o n s p a r t i c u 

l i è res re la t ives à la su r face e x t é r i e u r e . P u i s q u e l e s ca lcu l s p r é -
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c é d e n t s n o u s o n t d o n n é p e n fonc t ion de x, y, z, la p r e s s i o n 

se ra c o n n u e e n u n p o i n t q u e l c o n q u e d e la sur face e x t é r i e u r e : 

p o u r l ' é q u i l i b r e , il faudra n é c e s s a i r e m e n t q u e c e t t e p r e s s i o n 

so i t e x e r c é e en effet, so i t pa r l ' e n v e l o p p e , so i t par t o u t e a u t r e 

c a u s e . 

Í5. Surfaces de niveau. — N o u s v e n o n s d e vo i r t o u t à l ' h e u r e 

u n cas p a r t i c u l i e r d e l ' é q u i l i b r e d e s f l u i d e s , dans l e q u e l 

Xdx + Ydy + Zdz do i t ê t r e la d i f fé ren t ie l le exac t e d ' u n e fonc

t i on d e x, y, z : ce fait se p r o d u i r a i t e n c o r e s'il s 'agissait d 'un 

l i q u i d e h o m o g è n e , car l ' é q u a t i o n ( 2 ) d u n° 4 d e v i e n d r a i t 

d. ^ = Xdx -+- Y d y -+- Z d z ; 
P 

enf in , il p e u t a r r i v e r d a n s d ' a u t r e s cas g é n é r a u x qu ' i l e s t i n u 

t i le d e m e n t i o n n e r i c i . Ce t t e c i r c o n s t a n c e p a r t i c u l i è r e q u e p r é 

s e n t e la q u a n t i t é X d x -+- Y dy -+- Z dz e n t r a î n e d e s c o n s é 

q u e n c e s a s s e z r e m a r q u a b l e s . 

P o u r l e s é t ab l i r , s u p p o s o n s d o n c q u e l 'on ait 

Xdx + Ydy -+- Z dz = d-f(x, y, z), 

f é t an t u n e c e r t a i n e fonc t ion d e x, y, z. Si l 'on p o s e 

f[x, y, s ) = C, en d o n n a n t à C u n e v a l e u r c o n s t a n t e , c e t t e 

é q u a t i o n r e p r é s e n t e r a u n e s u r f a c e ; e t si la c o n s t a n t e C p r e n d 

s u c c e s s i v e m e n t u n e s é r i e de v a l e u r s , on o b t i e n d r a u n e s é r i e 

de su r f aces , a u x q u e l l e s o n a d o n n é le n o m de surfaces de ni-

veau. Voic i q u e l l e s s o n t l e u r s p r o p r i é t é s : 

D ' a b o r d la p r e s s i o n e t la d e n s i t é s o n t c o n s t a n t e s dans t o u t e 

l ' é t e n d u e d ' u n e sur face d e n i v e a u ; car si l ' o n s e d ép l ace s u r 

l ' u n e de ces su r faces , o n a t o u j o u r s 

f{x, y, z) = cons t . ; 

pa r s u i t e 

d.f(x, y, z) = o = Xdx -+- Y dy -+- Z dz ; 

dp e s t d o n c n u l (n° 4 ) e t p es t c o n s t a n t . M a i n t e n a n t , q u a n d on 

p a s s e d ' u n e sur face d e n i v e a u à u n e a u t r e q u i es t i n f i n i m e n t 

v o i s i n e , C e t G H- <iC é t a n t l es d e u x v a l e u r s de la f o n c t i o n / 
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pour ces d e u x s u r f a c e s , l ' é q u a t i o n (2) d u n° 4 d o n n e 

dp = pdC; 

or p est d é t e r m i n é q u a n d C es t c o n n u , p u i s q u e C suffit p o u r 

définir la su r face de n i v e a u ; d o n c p e s t f onc t i on d e C s e u l e 

m e n t ; d o n c il en e s t de m ê m e d e la d é r i v é e ou de son 

égale p ; d o n c enfin p n e va r i e pas q u a n d C r e s t e c o n s t a n t , c 'est-

à-dire q u a n d o n se d é p l a c e s u r u n e sur face d e n i v e a u . Si le 

fluide est u n gaz, il e n es t e n c o r e d e m ê m e p o u r la t e m p é r a 

tu re : o n a en effet, à cause d e la r e l a t i on (4 bis) du n° 4 , 

dp dC 

d'où l 'on t i r e 

et c o m m e p « s t fonc t ion de C s e u l e m e n t , S e s t auss i d é t e r m i n é 

par ce t te s e u l e v a r i a b l e . 

Enfin, t o u t e sur face de n i v e a u c o u p e n o r m a l e m e n t , en cha

cun de ses p o i n t s , la r é s u l t a n t e d e s fo rces Xdm, Y dm, Zdm 

qui ag i s sen t s u r ce p o i n t . E n effet, si l 'on d é s i g n e par x, y, z, 

x •+- dx, y -H dy, z -h dz, les c o o r d o n n é e s d e d e u x p o i n t s inf i 

n i m e n t vo i s ins p r i s s u r u n e m ê m e sur face d e n i v e a u , X , Y , Z 

étant les c o m p o s a n t e s de la force r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e m a s s e 

qui agit su r le fluide aux e n v i r o n s d e ces p o i n t s , on a, par s u i t e 

de la dé f in i t ion m ê m e des su r f aces d e n i v e a u , 

Xdx-i- Ydy-hZdz=o. 

Or, soi t R la r é s u l t a n t e de X , Y, Z, e t a, b, c s e s an g l e s avec l e s 

angles Ox, Oy, Oz ; ds la d i s t ance d e s d e u x p o i n t s , et d, b', c' 

les angles de ds avec les m ê m e s axes : on au ra 

X = I l c o s « , Y = R c o s è , Z = R c o s c , 

dx = ds. cos a', dy = ds. cos b', dz = ds.cosc', 

d'où n o u s t i r o n s 

l\ds( cos a cos a' -+• cos b cos b' -+- cos c cos c' ) = o. 
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D ' u n a u t r e c ô t é , on sait q u e le c o s i n u s de l ' ang le formé par R et 

ds est p r é c i s é m e n t égal à c o s a cos a' + cos b cos 6' + cos c c o s c ' ; 

d o n c c e c o s i n u s e s t n u l ; d o n c R es t p e r p e n d i c u l a i r e à ds, et 

c o m m e ds a u n e d i r e c t i o n q u e l c o n q u e s u r la surface d e n i 

v e a u , H es t n o r m a l à c e t t e su r f ace . 

Si le t r i n ô m e Xdx -F- Ydy -+- Zdz n ' é t a i t pas u n e d i f féren

t i e l l e e x a c t e , il n ' y e n a u r a i t pas m o i n s , d a n s t o u t f luide en 

é q u i l i b r e , u n e famil le de su r f aces dé f in ies p a r l ' é q u a t i o n 

q u i j o u i r a i e n t de la p r o p r i é t é d e c o u p e r o r t h o g o n a l e m e n t les 

r é s u l t a n t e s R i s s u e s de c h a c u n d e l e u r s p o i n t s . On pour ra i t 

e n c o r e les a p p e l e r surfaces de niveau, m a i s l ' invar iab i l i té de 

la p r e s s i o n n ' e n t r a î n e r a i t p lu s ce l l e d e l à d e n s i t é e t de la t e m 

p é r a t u r e . 

6 . Cas particulier des fluides pesants. — L o r s q u ' o n s u p p o s e 

q u e l e s forces Xdm, Y dm, Zdm s o n t u n i q u e m e n t d u e s à la 

g rav i t é , si l 'on p r e n d les a x e s d e s x e t d e s / h o r i z o n t a u x , l 'axe 

d e s z é t a n t ver t ica l e t d e s c e n d a n t , X et Y s e r o n t n u l s et Z n e 

s e r a a u t r e c h o s e q u e l ' a ccé l é r a t i on g d e s c o r p s p e s a n t s qu i 

t o m b e n t dans le v i d e . D o n c la q u a n t i t é X dx -+- Y dy -+- Z dz se 

r é d u i t ici à gdz, e t l ' é q u a t i o n d e s sur faces de n iveau e s t dz=o, 

ou z = C; ces sur faces s o n t d o n c d e s p l ans h o r i z o n t a u x . C'est 

la géné ra l i s a t i on de c e r é s u l t a t q u i a fait a d o p t e r la d é n o m i n a 

t i on d e surfaces de niveau, p a r c e q u e l e m o t niveau d é s igne 

s o u v e n t u n p lan h o r i z o n t a l . 

E n passan t d ' u n p lan d e n i v e a u à u n a u t r e , on a p o u r la va

r i a t ion de p r e s s i o n 

o u b i e n , en d é s i g n a n t pa r II le p o i d s par u n i t é de v o l u m e , 

c ' e s t - à - d i r e le p o i d s q u i r é p o n d à la m a s s e p , 

S'il s 'agit d 'un l i q u i d e h o m o g è n e , II es t c o n s t a n t , et a l o r s , en 

i n t é g r a n t l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e à pa r t i r d ' u n p lan où la p r e s 

s ion sera i t pa, et o ù z au ra i t la v a l e u r za, on t r o u v e 

p — c o n s t . , 

dp 

dp = II dz. 

( 5 ) P — Pu -+- II (2 — za J ; 
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p est a lors le p o i d s d ' u n e c o l o n n e de l i q u i d e ayant p o u r base 

l 'uni té de surface et p o u r h a u t e u r ^ -+- z — z 0 : ce l t e h a u t e u r 

est dite hauteur représentative de la pression. Lor squ ' i l s 'agi i 

d 'un gaz, p et II son t va r i ab l e s avec p, d o n t la d é t e r m i n a t i o n 

est alors m o i n s s i m p l e : n o u s n e n o u s y a r r ê t e r o n s pas . 

Si la surface l i b re du f lu ide do i t ê t r e s o u m i s e à u n e p r e s s i o n 

cons tan te , ce sera u n e sur face de n i v e a u , c ' e s t -à -d i re un p lan 

hor izonta l . 

Nous r e m a r q u e r o n s enf in q u e l ' é q u a t i o n 

dp ' ~ pgdz 

suppose q u e les d e u x p o i n t s v o i s i n s , e n t r e l e s q u e l s la p r e s s i o n 

varie de dp, a p p a r t i e n n e n t au m ê m e f l u ide ; a ins i d o n c , c e t t e 

équat ion e t l ' é q u a t i o n ( 5 ) , qu i en es t u n e c o n s é q u e n c e , n e s o n t 

a p p l i c a b l e s e n t r e d e u x p o i n t s q u e d a n s le cas où l 'on p e u t a l ler 

de l 'un à l ' au t r e s a n s s o r t i r d e la m a s s e f luide. 

7 . Pressions totales supportées par les surfaces plongées 

dans un fluide. — C h a q u e é l é m e n t d ' u n e sur face en con tac t 

avec un f luide s u p p o r t e u n e p r e s s i o n ; il s 'agit d e c o m p o s e r 

en t re e l les t o u t e s ces p r e s s i o n s ag issan t s u r u n e p o r t i o n finie 

de la sur face . 11 est clair q u e le p r o b l è m e p o u r r a t o u j o u r s ê t r e 

résolu par l ' emp lo i du ca l cu l i n t é g r a l ; m a i s , s ans n o u s a r r ê t e r 

à établir d e s f o r m u l e s g é n é r a l e s , n o u s n o u s c o n t e n t e r o n s d' in

d ique r la s o l u t i o n d a n s q u e l q u e s cas p a r t i c u l i e r s qu i se p r é 

sen ten t f r é q u e m m e n t . 

C o m m e n ç o n s pa r é tab l i r u n l e m m e . Soit u n é l é m e n t s u p e r 

ficiel M s u p p o r t a n t u n e p r e s s i o n p r a p p o r t é e à l ' un i t é de s u r 

face, c ' e s t - à - d i r e la p r e s s i o n to t a l e pu> ; soi t , e n o u t r e , a l ' ang le 

que fait avec un axe Ox la n o r m a l e à l ' é l é m e n t M : on v e u t 

avoir la p ro j ec t i on d e la p r e s s i o n pw s u r l 'axe Ox. Cetle p r o 

jec t ion sera e x p r i m é e par p u . c o s a , o u par p. wcos a ; or w c o s a 

n 'es t a u t r e c h o s e q u e la p r o j e c t i o n r e c t a n g u l a i r e d e w s u r u n 

plan p e r p e n d i c u l a i r e à O x . D o n c on p e u t é n o n c e r la p r o p o s i 

tion s u i v a n t e : Pour projeter sur un axe la pression qui agit 

sur un élément superficiel, il suffit de prendre la pression que 

supporterait la projection dudit élément sur un plan perpen-
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diculaire à l'axe, la pression par unité de surface restant ce 

qu'elle est. 

O n d é d u i t p r e m i è r e m e n t d e là q u e , si u n e sur face es t p l o n g é e 

d a n s un fluide p e s a n t , t o u t e t r a n c h e c o m p r i s e e n t r e d e u x p lans 

h o r i z o n t a u x i n f i n i m e n t vo i s in s se ra s o u m i s e à d e s p r e s s i o n s 

d o n t l es c o m p o s a n t e s h o r i z o n t a l e s se f e ron t é q u i l i b r e . E n effet, 

si l 'on d iv i se la t r a n c h e e n p r i s m e s t r o n q u é s p a r d e s p l ans pa

r a l l è l e s à u n e h o r i z o n t a l e O x, se s u c c é d a n t l es u n s a u x a u t r e s 

à d e s d i s t a n c e s i n f i n i m e n t p e t i t e s , d ' a p r è s le l c m m e p r é c é d e n t 

il y a u r a , p o u r les d e u x b a s e s de c h a q u e p r i s m e , d e s p r e s s i o n s 

éga le s e t c o n t r a i r e s e n p r o j e c t i o n s u r Ox, a t t e n d u q u e la p r e s 

s ion pa r u n i t é de sur face e s t la m ê m e en t o u t p o i n t d e la t ran

c h e ( n° 6 ) e t q u e les d e u x b a s e s on t des p r o j e c t i o n s i d e n t i q u e s 

s u r u n p lan p e r p e n d i c u l a i r e à Ox. L e s c o m p o s a n t e s d e t o u t e s 

l e s p r e s s i o n s s u i v a n t d e s pa r a l l è l e s à Ox s e d é t r u i s e n t d o n c 

d e u x à d e u x , e t c o m m e Ox p e u t avo i r u n e d i r e c t i o n q u e l c o n 

q u e dans u n p lan h o r i z o n t a l , l ' é q u i l i b r e e x i s t e r a e n t r e l e s p ro 

j e c t i o n s d e s m ê m e s p r e s s i o n s s u r ce p l a n . 

L e s c o m p o s a n t e s h o r i z o n t a l e s d e s p r e s s i o n s s u r c h a q u e 

t r a n c h e s e faisant é q u i l i b r e , il e n se ra é v i d e m m e n t d e m ê m e 

q u a n d o n p r e n d r a u n e n s e m b l e d e t r a n c h e s s u c c e s s i v e s , l e 

q u e l sera i t a lo r s c o m p r i s e n t r e d e u x p l a n s h o r i z o n t a u x s i t u é s 

à u n e d i s t ance f in ie . Le r é s u l t a t se ra i t e n c o r e i d e n t i q u e p o u r 

u n e sur face f e r m é e . 

Q u a n d u n c o n t o u r f e r m é se t r o u v e s o u m i s à d e s p r e s s i o n s 

s u r s e s d ive r s é l é m e n t s , e t q u e c e s p r e s s i o n s r a p p o r t é e s à 

l ' u n i t é de sur face p e u v e n t ê t r e c o n s i d é r é e s c o m m e c o n s t a n t e s , 

la p r e s s i o n r é s u l t a n t e es t n u l l e . Car en d iv i san t , c o m m e c i -

d e s s u s , la su r face en t r a n c h e s h o r i z o n t a l e s , on ve r ra i t q u e les 

c o m p o s a n t e s h o r i z o n t a l e s d e s p r e s s i o n s se font é q u i l i b r e , e t , 

pa r s u i t e , l es p r e s s i o n s d e v r a i e n t s e r é d u i r e à u n e r é s u l t a n t e 

v e r t i c a l e ; m a i s le m ê m e p r o c é d é ferait r e c o n n a î t r e q u ' e l l e s 

se fon t auss i é q u i l i b r e dans le s e n s v e r t i c a l : la r é s u l t a n t e est 

d o n c n u l l e . 

U n c o r p s p l o n g é c o m p l è t e m e n t dans u n fluide p e s a n t ( o u 

b i e n e n c o r e u n c o r p s flottant à la su r face d e ce f lu ide) s u p 

p o r t e u n e p r e s s i o n r é s u l t a n t e égale au p o i d s d u fluide d é p l a c é 

pa r l u i . C'est e n cela q u e c o n s i s t e le principe d'Archimède, 
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dont la d é m o n s t r a t i o n es t t r o p c o n n u e p o u r q u ' i l so i t u t i l e d e 

la rappe le r . 

Dans ce r ta ins cas , la r e c h e r c h e d e la p r e s s i o n to ta le s u r u n e 

surface c o u r b e p e u t ê t r e r a m e n é e à ce l l e d e la p r e s s i o n to t a l e 

sur u n e surface p l a n e . Si l 'on i m a g i n e u n c o r p s d o n t la sur face 

limitative se c o m p o s e r a i t d ' u n e pa r t i e c o u r b e e t d ' u n e face 

plane, le p r i n c i p e d ' A r c h i m e d e p e r m e t t r a d e d é t e r m i n e r LA 

pression r é s u l t a n t e s u p p o r t é e par le c o n t o u r e x t é r i e u r d e c e 

corps. Ainsi d o n c la c o n n a i s s a n c e d e la p r e s s i o n s u r la face 

plane en t r a îne ra i t ce l l e de la p r e s s i o n s u r la su r face c o u r b e , 

puisque ce t t e d e r n i è r e c o m b i n é e a v e c u n e force c o n n u e d e 

vrait p r o d u i r e u n e r é s u l t a n t e é g a l e m e n t c o n n u e . 

8. Cas particulier d'une surface plane plongée dans un li

quide pesant homogène. — La p r e s s i o n dans u n p lan de n i v e a u 

du l iquide é tan t pa, LA p r e s s i o n p dans u n a u t r e plan hor izon ta l 

situé à la d i s t ance z a u - d e s s o u s d u p r e m i e r sera (n° 6) 

p = p0 + ftz. 

Si ma in t enan t w es t l ' u n d e s é l é m e n t s s o u m i s à LA p r e s s i o n p 

par un i t é de s u r f a c e , sa p r e s s i o n effect ive se ra pu, et c o m m e 

toutes ces p r e s s i o n s s o n t p a r a l l è l e s , l e u r r é s u l t a n t e aura p o u r 

intensité Ipa, e n d é s i g n a n t par 2 u n e s o m m e é t e n d u e à t o u s 

les é l é m e n t s w. Or o n a 

2^IW = 2 ( J 9 0 - T - L L 2 ) W = / ? o 2tu -+- n 2 w z. 

Donc la p r e s s i o n m o y e n n e s u r la su r face to t a l e 2 « , l a q u e l l e 

. . . . . i p t o 
s expr imera i t par le q u o t i e n t - — — ; au ra i t p o u r v a l e u r 

T T ^ W Z 

p„ N -, 

et c o m m e — n est a u t r e c h o s e q u e 1 o r d o n n é e du c e n t r e d e 

gravité de la su r face , on vo i t q u e c e t t e p r e s s i o n m o y e n n e e s t 

p réc i sément ce l l e q u i a l ieu dans le l i q u i d e à la h a u t e u r de ce 

centre d e g rav i t é . 

On appe l l e centre de pression l e p o i n t d e la sur face p l ane 
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où est a p p l i q u é e la p r e s s i o n r é s u l t a n t e . P o u r o b t e n i r ce po in t , 

on p e u t i m a g i n e r u n c y l i n d r e o u p r i s m e t r o n q u é d o n t la s u r 

face p r e s s é e se ra i t la s e c t i o n d r o i t e e n m ê m e t e m p s q u e l ' une 

d e s b a s e s , et d o n t l ' au t r e h a s e s ' o b t i e n d r a i t en p o r t a n t su r 

c h a q u e g é n é r a t r i c e la h a u t e u r r e p r é s e n t a t i v e de la p r e s s i o n au 

p o i n t o ù ce t t e g é n é r a t r i c e c o u p e la s e c t i o n d r o i t e . Ce cy l ind re 

é t a n t c o n s t r u i t , si l 'on e n p r e n d la p o r t i o n qu i se p ro j e t t e s u r 

u n é l é m e n t w d e sa s ec t i on d ro i t e e x t r ê m e , le p o i d s de ce t t e 

p o r t i o n e x p r i m e r a la p r e s s i o n s u p p o r t é e par w : d o n c la p r e s 

s i o n r é s u l t a n t e sera égale au p o i d s total du c y l i n d r e e t passe ra 

en s o n c e n t r e de g rav i té , c e qu i d é t e r m i n e sa p o s i t i o n , p u i s 

q u e déjà sa d i r e c t i o n e s t c o n n u e . Ce t te r é s u l t a n t e se c o n f o n 

dra i t avec le p o i d s total du c y l i n d r e , si la p e s a n t e u r , c h a n g e a n t 

d e d i r e c t i o n , p r e n a i t ce l le d e la n o r m a l e à la su r face p r e s s é e . 

La d é t e r m i n a t i o n d u c e n t r e de p r e s s i o n e s t d o n c r a m e n é e à 

ce l l e d ' u n c e n t r e d e g r av i t é . 

N o u s avons i n d i q u é a i l l e u r s ( n° 10 d u Cours de Résistance 

des Matériaux, d e u x i è m e é d i t i o n ) un a u t r e m o y e n généra l de 

d é t e r m i n e r le c e n t r e de p r e s s i o n ; il n o u s s e m b l e u t i l e de le 

r a p p e l e r en p e u de m o t s . 

I m a g i n o n s q u e le p lan de la sur face p r e s s é e so i t p r o l o n g é 

j u s q u ' à sa r e n c o n t r e a v e c l e p lan d e n i v e a u o ù la p r e s s i o n d u 

l i q u i d e s ' a n n u l e ( c ' e s t - à - d i r e j u s q u ' à la sur face l i b r e , si la 

p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e n e do i t pas e n t r e r en l i gne de c o m p t e ) , 

et n o m m o n s ( D ) la d r o i t e s u i v a n t l a q u e l l e se fait l ' i n t e r s e c 

t i o n ; a lors n o u s p o u r r o n s d ' a b o r d é n o n c e r c e t h é o r è m e : Le 

centre de pression de la surface est identique avec son centre 

de percussion relativement à l'horizontale ( D ) . De là r é s u l t e 

la c o n s t r u c t i o n g é o m é t r i q u e s u i v a n t e : i° t r a c e r , par le c e n t r e 

d e g rav i té de la sur face p r e s s é e , le d i a m è t r e c o n j u g u é de la 

d i r e c t i o n (D) d a n s son e l l ipse c e n t r a l e d ' i n e r t i e ; 2 ° a p r è s avoi r 

d é t e r m i n é le c a r r é r2 du r ayon d e gyra t ion d e la su r face , a u 

t o u r d ' u n e pa ra l l è l e à ( D ) p a s s a n t par s o n c e n t r e d e g rav i t é , 

m e n e r a u - d e s s o u s d e ce p o i n t u n e s e c o n d e pa ra l l è l e (D') à la 

m ê m e d i r e c t i o n , t e l l e q u e l e p r o d u i t d e s d e u x d i s t a n c e s du 

c e n t r e de g rav i té à (D) e t à (D ' ) so i t égal à r'2 : la r e n c o n t r e 

de (D ' ) avec le d i a m è t r e c o n j u g u é défini e n p r e m i e r l i eu don

ne ra le c e n t r e de p r e s s i o n c h e r c h é . 
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Si la surface p r e s s é e avait u n axe d e s y m é t r i e p e r p e n d i c u 

laire à l 'hor izonta le (D) , ce t axe devra i t c o n t e n i r le c e n t r e de 

press ion; celui-ci sera i t d o n c p lacé s u r u n e l igne c o n n u e 

d'avance, en d e s s o u s du c e n t r e d e gravi té , et à u n e d i s t a n c e 

ident ique avec ce l le de la d ro i t e ( D ' ) . 

Dans le cas p lus pa r t i cu l i e r où la surface p r e s s é e s e r a i t u n 

rectangle ayant d e u x de ses cô t é s h o r i z o n t a u x , l ' app l ica t ion 

des t h é o r è m e s p r é c é d e n t s c o n d u i t à des r é s u l t a t s fort s i m p l e s 

et qu'i l est bon de r e t e n i r . So ien t 

a l 'angle aigu fait par le plan du r e c t a n g l e avec u n p lan h o r i 

zontal ; 

b la l o n g u e u r des cô t é s i nc l inés ; 

l la l o n g u e u r d e s cô tés h o r i z o n t a u x ; 

y la d i s t ance ve r t i ca le d u c e n t r e d e figure au plan de n i v e a u 

où la p r e s s i o n du l i q u i d e est n u l l e ; 

R la g r a n d e u r de la p r e s s i o n r é s u l t a n t e s u r la sur face Ib d u 

rec tangle ; 

c la d i s tance d u c e n t r e d e p r e s s i o n ou d e la d r o i t e (D ' ) au 

cen t r e de f igure de c e t t e s u r f a c e . 

On aura ici 

r' = — b'; 
1 1 

d'ail leurs la d i s l a n c e du c e n t r e de g rav i té d u r e c t a n g l e à la 

droite (D) s e x p r i m e r a i t par i d o n c 

i 2 s i n a; 
c — 

I 2 J 

La r é s u l t a n t e R a p o u r v a l e u r 

R = 17%-; 

elle agit n o r m a l e m e n t au r e c t a n g l e , s u r sa m é d i a n e i n c l i n é e , 

à une d i s l ance c a u - d e s s o u s du c e n t r e d e g rav i t é . Il s e r a p e r m i s 

de la r e m p l a c e r pa r u n e force éga le et pa r a l l è l e ag i s san t en c e 

dern ie r po in t , p o u r v u q u ' o n lui j o i g n e un c o u p l e , d ' i n t e n s i t é R c , 

si tué dans un p lan ver t ica l p e r p e n d i c u l a i r e a u x cô t é s l; le rao-
II. 2 B b D I T . 2 
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„ , , , , „ ¿ 2 COS a. 
m e n t R e de ce c o u p l e es t e n c o r e égal a I I I b y . ou a 

— 11/6. 6 2 s i n a . 
I a 

Si, au l i eu d ' u n r e c t a n g l e , on avait u n e su r face q u e l c o n q u e , 

d e g r a n d e u r Q, la r é s u l t a n t e se ra i t UQy, e t le c o u p l e p r o d u i t 

pa r s o n t r a n s p o r t a u c e n t r e de g rav i té au ra i t , r e l a t i v e m e n t aux 

pa ra l l è l e s à (D) , u n m o m e n t e x p r i m é p a r ü ü r 2 s i n a ; s e u l e 

m e n t ce c o u p l e n e sera i t p a s , en g é n é r a l , d a n s u n p lan p e r 

p e n d i c u l a i r e a u x h o r i z o n t a l e s d e la su r face Q , e t cela n ' au ra i t 

l i eu q u e si l e s h o r i z o n t a l e s don t il s 'agit é t a i e n t pa r a l l è l e s à un 

axe p r i n c i p a l de l ' e l l ipse c e n t r a l e d ' i n e r t i e d e l 'a i re £2. 

Q u a n t a u s e n s d u c o u p l e , on ve r r a s a n s p e i n e , en faisant la 

figure, q u e c e c o u p l e t e n d à r a p p r o c h e r le p l an p r e s s é d e la 

d i r e c t i o n ve r t i c a l e ou à l ' en é l o i g n e r , s u i v a n t q u e la p r e s s i o n 

du l i q u i d e s ' e x e r c e a u - d e s s u s o u a u - d e s s o u s de la su r f ace . 

§ II . — Hydrodynamique. 

9 . De la pression dans un fluide en mouvement. — Q u a n d un 

f luide est en m o u v e m e n t , il n ' e n e x e r c e pas m o i n s u n e c e r 

t a ine p r e s s i o n c o n t r e les p a r o i s q u i le t e r m i n e n t , e t en d iv i 

sant la force q u e s u p p o r t e u n é l é m e n t supe r f i c i e l par l 'a i re d e 

ce t é l é m e n t , o n au ra i t la p r e s s i o n r a p p o r t é e à l ' un i t é d e s u r 

face e n u n p o i n t d e la p a r o i . S e u l e m e n t , c o m m e la v i s cos i t é 

p r o d u i t u n e c e r t a i n e a d h é r e n c e e n t r e l e fluide e t la sur face en 

con t ac t , la p r e s s i o n a ins i d é t e r m i n é e s ' é ca r t e r a i t p l u s o u m o i n s 

de la d i r e c t i o n n o r m a l e . 

Si l ' on v e u t e n s u i t e , en p r o c é d a n t a ins i q u e n o u s l ' avons fait 

au n° 3 , é t e n d r e ce t t e déf in i t ion à u n p o i n t i n t é r i e u r d e la 

m a s s e , on n ' é p r o u v e r a pas d e diff iculté t an t q u ' i l s 'agira d ' u n 

c o r p s p o s s é d a n t la fluidité parfa i te t e l l e q u ' e l l e est déf in ie au 

n° 2 . E n effet, la d é m o n s t r a t i o n de l ' é q u a t i o n ( i ) du n° 3 s e 

ferai t d e l à m ê m e m a n i è r e , e n i n t r o d u i s a n t l e s fo rces d ' i n e r t i e 

des m o l é c u l e s , - pa r ce qu ' i l n e s 'agira i t p l u s a lo r s q u e d ' u n 

é q u i l i b r e fictif e n t r e ces fo rces e t l e s fo rces r é e l l e s , c o n f o r 

m é m e n t au p r i n c i p e de d ' A l e m b e r t . Mais c o m m e en déf in i t ive 

les fo rces p r o p o r t i o n n e l l e s aux m a s s e s d i s p a r a i s s e n t d e l ' équa-
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(*) En toute r igueur , comme le fluide n'est pas cont inu, les dimensions d'une 

surface qui en cont iendrai t une por t ion ne peuvent pas être supposées infini

ment petites. Cependant , eu égard à l 'excessive ténuité des molécules , qui doi 

vent se trouver en nombre considérable , même dans un espace insensible, les 

conséquences de cette supposit ion sont en général très-acceptables, au moins 

comme vérité approximat ive . 

tion l o r s q u e l e s d i m e n s i o n s du fluide d é c r o i s s e n t i ndé f in i 

ment (*), on r e c o n n a î t r a i t de m ê m e q u e les é l é m e n t s d ' u n e 

surface f e r m é e in f in imen t p e t i t e , t r a c é e a u t o u r d ' u n p o i n t du 

fluide, s u p p o r t e n t la m ê m e p r e s s i o n pa r u n i t é supe r f i c i e l l e . 

Ce sera i t e n c o r e là ce q u ' o n n o m m e r a i t la p r e s s i o n du f luide 

au poin t dont il s ' ag i t ; e t e n m ê m e t e m p s le p r i n c i p e d e l 'éga

lité de p r e s s i o n en t o u s s e n s a u t o u r d e ce p o i n t se t r o u v e r a i t 

établi . 

Dans la réa l i té p h y s i q u e , il y a b e a u c o u p d e cas o ù l ' on n e 

commet q u ' u n e pe t i t e e r r e u r e n faisant a b s t r a c t i o n de la v i s 

cos i té ; il y a, au c o n t r a i r e , d e s p r o b l è m e s o ù il es t n é c e s s a i r e 

d'en ten i r c o m p t e , pa r ce q u e les p h é n o m è n e s o b s e r v e s s o n t 

p r inc ipa l emen t d u s à son i n f l u e n c e . Alors la p e t i t e sur face 

dont n o u s v e n o n s de p a r l e r n e se t r o u v e r a p l u s é g a l e m e n t 

pressée en t o u s s e n s , car l ' é q u a t i o n ( i ) du n° 3 devra i t ê t r e 

modifiée e n t e n a n t c o m p t e d e s fo rces p r o d u i t e s par la v i s c o 

sité, l e s q u e l l e s n e d i spa ra î t r a i en t pas à la l i m i t e , car e l les son t 

des in f in iment pe t i t s de m ê m e o r d r e q u e l e s p r e s s i o n s n o r 

males . P o u r d o n n e r , dans c e cas , u n e i d é e p r é c i s e e t n e t t e d e 

la p res s ion , n o u s a d m e t t r o n s q u e , sans r i e n c h a n g e r d ' a i l l eurs 

à la na tu re du fluide, on fasse d i spa ra î t r e t o u t e v i scos i t é . A p r è s 

cette modi f ica t ion , il n e subs i s t e r a i t p l u s en c h a q u e p o i n t M 

q u ' u n e p r e s s i o n b i e n dé f in ie , q u e n o u s c o n s i d é r e r o n s c o m m e 

étant la p r e s s ion du f luide e n M. E n i so lan t a u t o u r d u p o i n t M 

une t r è s -pe t i t e q u a n t i t é d e f lu ide , t o u t é l é m e n t d e sa surface 

l imitative sera d o n c r ega rdé c o m m e s o u m i s à d e u x forces : 

i° u n e force n o r m a l e p r o v e n a n t d e la p r e s s i o n p r o p r e m e n t 

di te , te l le q u ' o n v i e n t d e la d é f i n i r ; 2 0 u n e force d e d i r e c t i o n 

inconnue à priori, p r o v e n a n t d e la v i s c o s i t é . 

10. Equations générales du mouvement d'un fluide, dans 

l'hypothèse d'une, viscosité négligeable. — R a p p o r t o n s le m o u -

2 . 
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dy 

dxdydz ^p Z — ^T~^' s u i v a n t l ' axe des z. 

Et p u i s q u e la m a s s e q u i s u p p o r t e ce t t e force es t e x p r i m é e par 

p dxdydz, l ' a ccé l é ra t ion t o t a l e c o r r e s p o n d a n t e au ra p o u r va

l eu r , en p ro j ec t ion su r l es m ê m e s a x e s , 

p dx 

Ï 7 - » 

p dy 

Z - 1 -
dp 

dz P 

Or les p r o j e c t i o n s d e c e t t e accé l é ra t ion p e u v e n t e n c o r e s ' ex -

v e m c n l à t r o i s axes r e c t a n g u l a i r e s 0 . r , Oy, O z : il se ra pa r 

fa i t ement défini si à c h a q u e in s t an t on conna î t p o u r u n p o i n t 

q u e l c o n q u e : i° l es t ro i s c o m p o s a n t e s u, v, w, p a r a l l è l e s aux 

axes c o o r d o n n é s , d e la v i t e s s e p o s s é d é e par la m o l é c u l e q u i est 

e n ce po in t ; 2° la p r e s s i o n p et la d e n s i t é p du f lu ide . L e s q u a n 

t i tés u, v, w, p, p s o n t fonc t ions d e s c o o r d o n n é e s x, y, z du 

p o i n t a u q u e l e l l e s s e r a p p o r t e n t , e t du t e m p s t, ca r à u n e 

m ê m e é p o q u e e l l es c h a n g e n t d ' un p o i n t à l ' au t r e , e t p o u r le 

m ê m e p o i n t de l ' e s p a c e e l l es va r i en t a v e c le t e m p s : ce son t 

là les i n c o n n u e s q u e n o u s c h o i s i r o n s p o u r m e t t r e le p r o b l è m e 

e n é q u a t i o n . L e m o u v e m e n t sera s u p p o s é p r o d u i t pa r des 

forces d o n t n o u s d é s i g n e r o n s les c o m p o s a n t e s p a r a l l è l e s aux 

axes c o o r d o n n é s pa r Xdm, Y dm, Zdm, dm é t a n t u n e m a s s e 

é l é m e n t a i r e , e t X , Y, Z d e s fonc t ions c o n n u e s de x, y, z, t. 

En p r e n a n t u n pa ra l l é l i p ipède de f lu ide , d o n t u n s o m m e t 

sera i t le p o i n t c o n s i d é r é et l e s t r o i s d i m e n s i o n s i n f i n i m e n t 

p e t i t e s dx, dy, dz, n o u s v e r r i o n s , pa r les c o n s i d é r a t i o n s déjà 

d o n n é e s a u n° 4 , qu ' i l es t s o u m i s à u n e force t o t a l e ayan t p o u r 

c o m p o s a n t e s , d a n s l ' h y p o t h è s e d ' u n e v i scos i t é n é g l i g e a b l e , 

dxdydz ^ p X — 5 s u i v a n t l 'axe des x ; 

dxdydz [pY — ' su ivan t l 'axe des y ; 
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pr imer a u t r e m e n t . En effet, la m o l é c u l e q u i a c t u e l l e m e n t a 

pour c o o r d o n n é e s x, y, z, au b o u t d ' u n é l é m e n t de t e m p s dt 

aura pour c o o r d o n n é e s x -+- udt, y-h vdt, z + wdt; u é t an t 

fonction de x, y, z, t, son a c c r o i s s e m e n t , r é p o n d a n t aux a c 

cro issements udt, vdt, wdt, dt d e s q u a t r e va r i ab le s i n d é p e n 

dantes, aura p o u r e x p r e s s i o n 

du , du , du , du , 
- 7 - udt -+- -=— vdt H—=— wdt H—— dt. 
dx dy dz dt 

Cette quan t i t é n ' e s t a u t r e c h o s e q u e l ' a c c r o i s s e m e n t d e la v i 

tesse u p ro j e t ée s u r l ' axe des x, au b o u t d ' un t e m p s dt, q u a n d 

on suit u n e m ê m e m o l é c u l e s u r sa t r a j e c t o i r e ; en la d iv isan t 

par dt, oii aura d o n c l ' a ccé l é r a t i on de c e t t e m o l é c u l e en p r o 

jection sur Ox, e t par s u i t e l ' e x p r e s s i o n q u ' o n doi t éga le r à 

X — Si l ' on r é p è t e le m ê m e r a i s o n n e m e n t p o u r les 

axes 0 / , Oz, o n au ra les t r o i s é q u a t i o n s 

^ I dp du du ^ du du 

p dx dx dy dz dt ' 

, ^T i dp dv dv dv dv 

I dp dw dw dw dw 

p dz dx dy dz dt ' 

qui l ient e n t r e e l l e s l es c inq i n c o n n u e s u, v, w, p, p et l e u r s 

dérivées pa r t i e l l e s . E l l e s s o n t l es m ê m e s p o u r les fluides i n 

compress ib les et p o u r les f lu ides c o m p r e s s i b l e s . 

La q u a t r i è m e é q u a t i o n p r e n d le n o m d ' é q u a t i o n de c o n t i 

nu i t é , pa rce q u ' e l l e e x p r i m e qu ' i l n e s e f o r m e pas d e v ide 

dans la m a s s e f luide en m o u v e m e n t . P o u r l ' é t ab l i r , so i t 

A B . . . H [fig. 2) le pa ra l l é l ép ipède dxdydz; p e n d a n t le 

temps dt, il e n t r e p a r l a face ACGE, dans l ' i n t é r i e u r d e ce p a -

ral lél ipipède, u n v o l u m e de fluide e x p r i m é par udydzdt, so i t 

une masse pudydzdt; il so r t en m ê m e t e m p s par la face o p 

posée BDHF u n e m a s s e | ^ p « - > - dx^j dydzdt, d e s o r t e 

que la masse r e n f e r m é e dans le p a r a l l é l i p i p è d e s 'es t a c c r u e 
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d e — ~if~ dxdydzdt. De m ê m e il y aura d e s a c c r o i s s e m e n t s 

a n a l o g u e s pa r le fait d e s v i t e s se s v, w, e t l ' a c c r o i s s e m e n t total 

sera 

- dxdrdz dt ( d ^ + — P - -4-
^ \ dx dy dz 

On o b t i e n d r a u n e a u t r e e x p r e s s i o n de c e t t e q u a n t i t é , en r e m a r 

q u a n t q u e la m a s s e , d ' a b o r d éga le à p dxdydz au c o m m e n c e 

m e n t du t e m p s dt, se ra éga l e , q u a n d c e t e m p s sera fini, à 

P + dt^j dxdydz. 

Cela s u p p o s e qu ' i l n e se f o r m e j a m a i s d e v i d e dans le f lu ide , 

car a u t r e m e n t la m a s s e c o n t e n u e dans u n v o l u m e n e s ' o b t i e n 

drai t pas en m u l t i p l i a n t ce v o l u m e par la d e n s i t é . On p o s e r a 

d o n c , dans c e t t e h y p o t h è s e , 

, . , /d.pu d.ov d.ow dp\ 
dxdydzdt + - j - + + = O, 

so i t , a p r è s la s u p p r e s s i o n du fac teur dxdydz dt, 

d.pu d.pv d.pw dp 

dx dy dz dt 

Cet te é q u a t i o n , e n c o r e a p p l i c a b l e aux l i q u i d e s c o m m e aux gaz, 

p r e n d u n e fo rme p l u s s i m p l e q u a n d il s 'agit s p é c i a l e m e n t d ' un 

l i q u i d e . E l l e p e u t e n effet s ' é c r i r e 

dp dp dp dp I du dv dw\ 

dx dy dz dt ' \dx dy dz J ' 

or , dans u n l i q u i d e s u p p o s é t h é o r i q u e m e n t i n c o m p r e s s i b l e , 

p n e va r ie pas p o u r u n e m o l é c u l e q u e l 'on s u i t su r sa t r a j ec 

t o i r e , c ' e s t - à - d i r e q u e dp ou l ' e x p r e s s i o n éga le 

dp do , dp , do , 
dx i dy H — p - dz H p - dt 

dx dy J dz dt 

sera n u l l e , e n p r e n a n t sa v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e à dx = udt, 

dy=zvdt, dz = wdt; d o n c p o u r u n l i q u i d e l ' é q u a t i o n ( 2 ) de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



H Y D R O S T A T I Q U E ET H Y D R O D Y N A M I Q U E R A T I O N N E L L E S . 23 

continui té se d é d o u b l e en d e u x a u t r e s , savo i r : 

( 2 6/. 

dp dp dp dp 

dx dy dz dt ' 

du dv dw 

dx d y dz 

Pour les gaz, il faudra j o i n d r e à l ' é q u a t i o n ( 2 ) ce l l e q u i es t 

fournie par les lois de M a r i o t t e et de G a y - L u s s a c ( 11° h ) , savoi r : 

(3) F — 
1 + «S 

Ainsi donc les c i nq é q u a t i o n s e n t r e les c i nq i n c o n n u e s u, v, 

w, p, p s e ron t (1) e t (2 bis), ou b i e n ( 1 ) , ( 2 ) e t ( 3 ) , su ivan t 

qu'il s'agira des l i q u i d e s o u d e s gaz . A j o u t o n s tou te fo i s q u e , 

dans ce d e r n i e r cas , il faudra s u p p o s e r la t e m p é r a t u r e c o n 

stante, sans q u o i u n e s i x i è m e i n c o n n u e 8 s ' i n t r o d u i r a i t dans 

le calcul , et u n e n o u v e l l e é q u a t i o n d e v i e n d r a i t n é c e s s a i r e . 

Si l 'on pouva i t i n t é g r e r ces c i nq é q u a t i o n s d ' u n e m a n i è r e 

générale , et d é t e r m i n e r , d ' a p r è s les c o n d i t i o n s p a r t i c u l i è r e s 

relatives à la sur face e x t é r i e u r e d u fluide o u à l ' i ns tan t ini t ia l , 

les fonct ions a r b i t r a i r e s i n t r o d u i t e s par l ' i n t ég ra t i on , la q u e s 

tion serai t r é s o l u e . M a l h e u r e u s e m e n t ces é q u a t i o n s s o n t si RE

BELLES, c o m m e le di t L a g r a n g e (*), q u ' o n n ' y a r é u s s i q u e dans 

que lques cas t r è s - l i m i t é s . N o u s n o u s a b s t i e n d r o n s p o u r ce t t e 

raison d 'al ler p lu s avan t d a n s ce t t e é t u d e , e t n o u s a l l ons i n d i 

quer u n e c o n s é q u e n c e r e m a r q u a b l e d é d u i t e des é q u a t i o n s ( 1 ) , 

moyennant q u e l q u e s h y p o t h è s e s r e s t r i c t i v e s . 

11. Définition de la permanence du mouvement ; théorème 

relatif au mouvement permanent d'un fluide. — N o u s s u p p o 

serons d ' abord q u e le m o u v e m e n t est p e r m a n e n t , c 'es t-à-dire 

qu 'en u n l ieu d é t e r m i n é de l ' e space le f lu ide p r é s e n t e t o u 

jours le m ê m e p h é n o m è n e , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , q u e u, v, 

w, p, p va r i en t b i en , à u n m ê m e in s t an t , a v e c les c o o r d o n 

nées x, y, z du p o i n t a u q u e l e l l e s s e r a p p o r t e n t , m a i s q u ' e l l e s 

sont cons t an t e s q u a n d le t e m p s t va r i e , x, y, z n e var ian t p a s . 

(*) Mécanique analytique, seconde part ie , section X . 
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Ainsi d o n c on aura 

du du dtv dp dp 
— 7 - = 0 » - , — O , - 7 - = = O , / - = O , — 7 - = O . 
dt ' dt dt ' dt dt 

La s e c o n d e h y p o t h è s e c o n s i s t e r a en ce q u e Xdx -hY dy+Zdz 

soi t la d i f fé ren t ie l le e x a c t e d ' u n e fonc t ion d e s c o o r d o n n é e s ; 

c 'es t -à-di re q u ' o n p o s e r a 

TLdx -h\dy+Zdz = dT, 

T d é s i g n a n t u n e fonc t ion de x, y, z. A p p e l o n s J l ' accéléra t ion 

t o t a l e en u n p o i n t q u e l c o n q u e , e t J*, Jr, J s s e s t r o i s c o m p o 

s a n t e s s u i v a n t l es t ro i s a x e s ; les t r o i s é q u a t i o n s (i) pour ron t 

s ' é c r i r e 

X - - - ^ J 
A . ~j— - J J J 

p dx 

J — — — — J „ , 

p dy 

p dz 

Si o n l e s a jou te a p r è s l e s avo i r r e s p e c t i v e m e n t m u l t i p l i é e s par 

dx, dy, dz, o n au ra 

(4) dT — ^ dp = Jxdx + iydy + izdz, 

car , p u i s q u e le m o u v e n î e n t es t p e r m a n e n t , p n ' e s t p lu s fonc

t i on d u t e m p s , e t la d i f fé ren t ie l le c o m p l è t e dp a p o u r valeur 

^r- dx •+- ^ dy -+- dz. D ' u n a u t r e c ô t é , V é t an t la v i t e s s e du 
dx dy J dz 

fluide au p o i n t c o n s i d é r é , on a 

V = u2 + V -+- w2, 

o u b i e n , en d i f fé ren t i an t l es d e u x m e m b r e s , 

V d \ r = udu -+- vdv -+- wdw. 

O n p e u t a p p l i q u e r c e t t e d e r n i è r e r e l a t i o n a u cas où l 'on su i 

vra i t u n e m o l é c u l e s u r sa t r a j e c t o i r e ; il faut a lo r s faire 

dx — itdt, dy — vdt, dz — wdt, 

du = 3,dt, dvz=$rdt, dw = izdl, 
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d'où l 'on t i re a i s é m e n t 

V d V = ixdx + - 1 , d y -+- J . d z . 

La relation (4) d o n n e d o n c 

( 5 ) dT—^dp = YdY, 

autre équat ion d o n t l ' e m p l o i s u p p o s e r a , b i e n e n t e n d u , q u e l e s 

différentielles dT, dp, dY s o n t ce l l e s q u i r é p o n d e n t à un d é 

placement é l é m e n t a i r e ds s u r la t r a j ec to i r e de l ' u n e des m o 

lécules . 

L ' in tégrat ion de l ' é q u a t i o n (5 ) d e v i e n t p o s s i b l e et m ê m e fa

cile quand on a d m e t , soi t q u e le fluide es t h o m o g è n e , so i t 

qu'il est gazeux e t à t e m p é r a t u r e c o n s t a n t e . Dans le p r e m i e r 

cas, p est u n n o m b r e inva r i ab le : on au ra d o n c 

(6) T - 1 - — - V ' = c o n s t . ; 
P 2 

dans le s e c o n d , p sera r e m p l a c é par Kp ( n ° 4 ) , K é tan t u n e 

constante, et l ' i n t ég ra t ion d o n n e r a 

(7) T — ^ log hyp. /> — ^ V J = c o n s t . 

Il est i n d i s p e n s a b l e de n e pas p e r d r e d e v u e q u e les d e u x r e 

lations ( 6 ) et ( 7 ) n e s o n t d é m o n t r é e s q u e p o u r u n e s u i t e de 

points par l e s q u e l s doi t pa s se r u n e m ê m e m o l é c u l e , c h o i s i e 

a rb i t r a i rement d ' a i l l eu r s . E l l e s a u r o n t d e l 'u t i l i té p o u r le cas 

où les t r a j ec to i r e s s e r a i e n t c o n n u e s d ' avance q u a n t à l e u r 

forme. L e u r é n o n c é en langage o r d i n a i r e c o n s t i t u e r a i t le t h é o 

rème q u e n o u s a v i o n s en v u e . 

12. application du théorème précèdent au cas d'un Jluide 

pesant et homogène.; théorème de Daniel Rernoulli. — Si l e s 

forces g é n é r a l e m e n t d é s i g n é e s c i -de s sus par ~S.dm, Y dm, Zdm 

consis tent s e u l e m e n t d a n s les a c t i o n s de la p e s a n t e u r , l ' axe 

des z é tant s u p p o s é ver t ica l et d e s c e n d a n t , il faudra faire 

X - - o , Y — o , Z : - g. 

La fonction T se r é d u i r a dans ce cas à gz; s u p p o s a n t en o u t r e 
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q u e le p o i d s d e l ' u n i t é de v o l u m e ( l e q u e l a p o u r v a l e u r pg) 

soit d é s i g n é pa r I I , la r e l a t i on ( 6 ) d e v i e n d r a 

Sz — Sfi — ^ V 2 = c o n s t . ; 
H 2 

o u b i e n e n c o r e , a p r è s avo i r d iv i sé par l e fac teur g, 

p V 2 

( 8 ) z—Ç- = c o n s t . 
I I ig 

Sauf le c h a n g e m e n t d e f o r m e , c ' es t d a n s la p r o p r i é t é e x p r i 

m é e par l ' é q u a t i o n ( 8 ) q u e c o n s i s t e le t h é o r è m e d e Danie l 

B e r n o u l l i . On p o u r r a i t l ' é n o n c e r a insi : Si pour divers points 

d'un fluide en mouvement permanent, tous situés sur la tra

jectoire d'une même molécule, on prend la différence entre la 

hauteur au-dessous d'un plan horizontal fixe, d'une part, et la 

hauteur représentative de la pression, plus la hauteur due à 

la vitesse, d'autre part, cette différence sera une quantité 

constante. 

Si l e f lu ide p e s a n t é ta i t u n gaz à t e m p é r a t u r e c o n s t a n t e , il 

n 'y au ra i t q u ' à r e m p l a c e r T p a r gz d a n s l ' é q u a t i o n [•})'• n o u s 

r e v i e n d r o n s p l u s lo in s u r ce cas p a r t i c u l i e r . 

1 3 . Autre démonstration du théorème établi au n" 12 . — 

L ' é q u a t i o n ( 5 ) du n° 12, o u s e s i n t é g r a l e s (6) , (7 ) et ( 8 ) , s e r o n t 

d ' u n u s a g e si f r é q u e n t d a n s c e C o u r s , q u e n o u s c r o y o n s u t i l e 

d ' en d o n n e r u n e a u t r e d é m o n s t r a t i o n p l u s d i r e c t e , q u i l es rat

t a c h e à u n d e s t h é o r è m e s g é n é r a u x l e s p l u s i m p o r t a n t s d e la Mé

c a n i q u e : n o u s v o u l o n s p a r l e r du t h é o r è m e c o n c e r n a n t la force 

vive d ' un c o r p s et le travail d e s forces q u i le s o l l i c i t e n t . 

A ce t effet , so i t AB (fig. 3 ) u n e p o r t i o n é l é m e n t a i r e du 

f lu ide , c o n t e n u e d a n s u n e e n v e 

l o p p e de f o r m e q u e l c o n q u e , mais 

i n f i n imen t p e t i t e e n tous s e n s ; s u i 

v o n s par la p e n s é e l ' e n s e m b l e de 

m o l é c u l e s a ins i l i m i t é , dans son 

m o u v e m e n t au m i l i e u du fluide qu i 

^—~\ l ' e n t o u r e , et p e n d a n t q u e s o n c e n t r e 

^ de g rav i té O d é c r i t l ' é l é m e n t 0 0 ' d e 

sa t r a j ec to i r e , a p p l i q u o n s à ce po in t , c o n s i d é r é c o m m e r é u -

F i g . 3. 

^ \ 
\ ° \ 

V h 
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nissant la masse e n t i è r e du s y s t è m e , le t h é o r è m e de l'effet du 

travail. Dés ignons pa r 

m la masse f luide to t a l e r e n f e r m é e dans le v o l u m e A B ; 

p sa dens i té q u ' o n es t a u t o r i s é à s u p p o s e r i nva r i ab l e d 'un 

poin t à l ' au t re p o u r un ins tan t d o n n é , p u i s q u ' i l s 'agit d 'un 

vo lume in f i n imen t p e t i t ; 

Via vi tesse du p o i n t 0 à l ' i n s t an t a c t u e l ; 

X, Y, Z les c o m p o s a n t e s , s u i v a n t t r o i s a x e s r e c t a n g u l a i r e s , 

de la force e x t é r i e u r e r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e m a s s e qu i 

agit su r l es m o l é c u l e s f lu ides a u x e n v i r o n s d u p o i n t 0 ; 

dx, dy, dz les p r o j e c t i o n s s u r l es t r o i s m ê m e s a x e s d e la 

d is tance 0 0 ' ; 

ds ce l te d i s t a n c e ; 

R la r é su l t an t e d e s p r e s s i o n s e x e r c é e s s u r l ' e n v e l o p p e A B ; 

(3 son angle avec 0 0 ' , soi t l ' ang le O ' O E de la figure. 

L ' acc ro i s semen t d e la d e m i - f o r c e v ive d e la m a s s e m c o n d e n 

sée en 0 s ' exp r imera par mVdY, si d \ r e p r é s e n t e l ' a c c r o i s 

sement d e v i t e s se p r i s par le p o i n t 0 , a p r è s le t e m p s e m p l o y é 

par lui à franchir la d i s t a n c e ds ; il faut l ' éga le r au travai l fait par 

la résul tante d e t r ans l a t i on d e t o u t e s l e s fo rces . Or l e s forces 

agissant su r les d i v e r s e s m a s s e s c o m p r i s e s d a n s A B , t r a n s p o r 

tées pa ra l l è l emen t à e l l e s - m ê m e s en 0 , p r o d u i r a i e n t la r é s u l 

tante m + Y 2 -t- Z ! , d o n t le t ravai l p e n d a n t le p a r c o u r s 0 0 ' 

sera m[\dx + Yafy-F- Zdz); l e s ac t i ons m u t u e l l e s t r a n s p o r 

tées au m ê m e po in t se d é t r u i s e n t d e u x à d e u x ; il n e r e s t e d o n c , 

pour com p lé t e r le t ravai l des fo rces , q u ' à t e n i r c o m p t e d u t r a 

vail de la p r e s s i o n r é s u l t a n t e R, e x p r i m é pa r — Rcosfi.ds. 

Donc on aura l ' équa t i on 

(9) mVdV = m[Xdx -+- Y dy-hZdz) — R c o s p . û f i . 

Afin d ' éva luer l ' i n t e n s i t é d e l ' ac t ion R e x e r c é e s u r l ' e n v e 

loppe AB par le f lu ide vo i s i n , c o n s i d é r o n s , à l ' ins tant a c t u e l , les 

surfaces de n iveau ( c ' e s t - à - d i r e d ' é g a l e p r e s s i o n ) dans l e s en

virons de AB, e t s u p p o s o n s q u e le p lan CD r e p r é s e n t e la d i rec 

tion c o m m u n e d e c e s su r faces . La p r e s s i o n p, pa r u n i t é s u p e r 

ficielle, a c t u e l l e m e n t e x i s t a n t e e n u n po in t q u e l c o n q u e de 

l ' enveloppe es t u n i q u e m e n t fonct ion d e la d i s t a n c e n de ce 
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p o i n t au p lan CD, d i s t a n c e q u i d é t e r m i n e r a i t la sur face de n i 

v e a u passan t au p o i n t en q u e s t i o n ; e t a t t e n d u q u e r, es t infini

m e n t pe t i t , on p o u r r a p o s e r s i m p l e m e n t 

L e t M é tan t des c o n s t a n t e s , car les t e r m e s s u i v a n t s du d é v e 

l o p p e m e n t de p en fonc t ion der ¡ d i spa ra î t r a i en t d e v a n t ceux-là, 

c o m m e i n f i n i m e n t p e t i t s d ' o r d r e s u p é r i e u r . Or la p r e s s i o n u n i 

fo rme L s u r l e c o n t o u r f e r m é ÀB d o n n e r a u n e r é s u l t a n t e nul le 

( n ° 7 ) ; q u a n t a u t e r m e M/ i , on vo i t qu ' i l r e p r é s e n t e r a i t la p r e s 

s ion p r o d u i t e par u n fluide p e s a n t e t h o m o g è n e , si CD était 

u n plan h o r i z o n t a l e t si l e p o i d s d e l ' u n i t é de v o l u m e du fluide 

é ta i t M ; d o n c , d ' a p r è s le p r i n c i p e d ' A r c h i m è d e , la p o u s s é e 

to ta le II qu i en r é s u l t e r a se ra n o r m a l e à CD et égale au p rodu i t 

de M par le v o l u m e A B , c ' e s t - à - d i r e à M • 

M a i n t e n a n t , M p e u t e n c o r e s ' e x p r i m e r d ' u n e a u t r e m a n i è r e . 

S u p p o s o n s q u ' à l ' i n s t a n t où le c e n t r e de g rav i té d e la m a s s e m 

o c c u p e la pos i t i on 0 , il y ait p o u r la m o l é c u l e f luide qu i se 

t r o u v e s i m u l t a n é m e n t e n 0 ' u n e p r e s s i o n dif férente de ce l l e du 

p o i n t 0 , et q u e la d i f férence i n f i n i m e n t p e t i t e soi t r e p r é s e n t é e 

par êp. Ce t te d i f fé rence c o r r e s p o n d à ce l l e des o r d o n n é e s vj 

p o u r 0 et 0 ' , l a q u e l l e e s t éga le à ds cos (3 ; en v e r t u d e l ' équa

t i o n ( I O ) , on éc r i ra 

p = L -i- Mr), 

èp Mds c o s ß , 

ou b ien 

M 
Sp 

ds c o s ß 

Par c o n s é q u e n t on a auss i 

R = M - = 
m m ò p 

p p cos ß ds 

et , en s u b s t i t u a n t ce t t e v a l e u r dans l ' équa t ion ( 9 ) , 

YdV = Xdz -hYdy-hZdz op. 

Q u a n d le m o u v e m e n t es t p e r m a n e n t , la p r e s s i o n en un po in t 

d é t e r m i n é du f luide n e d é p e n d pas du t e m p s ; la var ia t ion op 
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(*) Mémoires de VAcadémie des Sciences de Pairs, t. VI. 

représente donc auss i la q u a n t i t é d o n t a a u g m e n t é la p r e s s i o n p 

au centre de gravi té 0 , ap r è s q u e ce p o i n t es t v e n u p r e n d r e la 

position 0 ' : c 'es t l ' a c c r o i s s e m e n t de p corré la t i f de l ' a c c r o i s 

sement (IX de la v i t e s s e V . E n d ' a u t r e s t e r m e s , on p e u t a lors 

remplacer Sp par dp, e t si d ' a i l l eu r s le t r i n ô m e 

Xdx + Ydy + Zdz 

est supposé , c o m m e t o u t à l ' h e u r e , la d i f férent ie l le e x a c t e 

d'une fonction T de x, y, z, la d e r n i è r e é q u a t i o n d e v i e n d r a 

identique avec l ' é q u a t i o n ( 5 ) du n° 12 , d o n t on a u r a a ins i u n e 

seconde d é m o n s t r a t i o n . 

Quand on n ' a d m e t pas l ' h y p o t h è s e d e la p e r m a n e n c e du 

mouvement , l ' équa t ion ( I I ) c e s s e d ' ê t r e i m m é d i a t e m e n t INTE

grable, pa rce q u e les d i f fé ren t ie l les dV et Sp n e s o n t p o u r a ins i 

dire plus de la m ê m e e s p è c e . La p r e m i è r e s u p p o s e à la fois u n 

déplacement é l é m e n t a i r e ds su r la t ra jec to i re d u po in t 0 e t 

une variation dt du t e m p s . P o u r le p o i n t 0 c o n s i d é r é s e u l d a n s 

son m o u v e m e n t su r sa c o u r b e , c ' es t la d i f férent ie l le c o m p l è t e 

de V . Au con t r a i r e , Sp e s t u n e d i f férent ie l le i n c o m p l è t e , n e 

comportant pas la va r ia t ion d u t e m p s . On n e p e u t d o n c p lu s 

intégrer, ni en s u p p o s a n t le t e m p s inva r i ab le , p o u r savoi r 

comment varie p, à u n m ê m e i n s t a n t , aux p o i n t s success i f s 

0 , 0 ' , . . - , d ' une m ê m e t r a j e c t o i r e , n i e n s u p p o s a n t le t e m p s 

variable et le po in t 0 c o n s t a n t d a n s sa p o s i t i o n . La n a t u r e d u 

premier m e m b r e de l ' é q u a t i o n ( I I ) r e n d r a i t la p r e m i è r e i n t é 

gration imposs ib le ; q u a n t à la s e c o n d e , e l le se ra i t i n c o m p a t i b l e 

avec le s econd m e m b r e c o m m e avec le p r e m i e r . 

l i . Introduction des forces produites par la viscosité dans 

les équations générales du mouvement des fluides. — C ' es t à 

Xavier (*) que l 'on doi t les p r e m i è r e s t en t a t i ve s p o u r r é s o u d r e 

cette ques t ion . I l adme t t a i t , avec N e w t o n , q u e la v i scos i t é d é 

veloppe e n t r e d e u x m o l é c u l e s u n e force m u t u e l l e p r o p o r t i o n 

nelle à la vi tesse avec l a q u e l l e ces d e u x m o l é c u l e s s ' é c a r t e n t 

l 'une de l ' au t re . Q u a n d il s 'agit d e d e u x m o l é c u l e s f lu ides , vu 

la pe t i tesse de la d i s t ance à l a q u e l l e e l les p e u v e n t agir s e n s i b l e -
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(*) Mémoires présentés par divers savants à l 'Académie des Sciences de Pa

ris, t. X V . 

m e n t l ' u n e s u r l ' au t r e , e l les on t n é c e s s a i r e m e n t des vi tesses 

t r è s -peu d i f f é ren tes , e t la v i t e s s e avec l a q u e l l e e l l e s s e séparent 

es t t r è s - f a i b l e . Soi t a c e t t e v i t e s s e e t / ' ( a) u n e fonc t ion d e a qui 

r e p r é s e n t e l ' ac t ion m u t u e l l e d o n t il s ' a g i t ; / ( a ) p e u t ê t r e dé

v e l o p p é e , s u i v a n t les p u i s s a n c e s de sa va r i ab le , s o u s la forme 

A + B a + C a ' + Df l 'H ; 

or l es e x p é r i e n c e s t e n d e n t t o u t e s à p r o u v e r q u e f[ a ) s 'annule 

ou d e v i e n t i n s e n s i b l e q u a n d a es t n u l ; d o n c A == o, e t 

/ ( a ) = B a + C a 2 - ( - D a 3 -l-

D ' u n a u t r e c ô t é , n o u s a v o n s dit q u e a es t t r è s -pe t i t ; il es t donc 

p r o b a b l e q u e les t e r m e s Ca1, D a ! , s o n t faibles re la t ive

m e n t au p r e m i e r B a , e t q u ' o n e s t e n d ro i t de s u p p o s e r , comme 

l'a fait Nav ie r , f{a) p r o p o r t i o n n e l l e à a. Mais c e n ' e s t qu 'une 

p r o b a b i l i t é , car Ca% Ba3,.. ., n e d i s p a r a i s s e n t d e v a n t B a que 

l o r s q u e a es t i n f i n imen t p e t i t , e t e n c o r e faudra i t - i l q u e 15 ne 

fût pas n u l , ce q u e r i e n n ' é t a b l i t à priori. F e u M. Darcy , in

s p e c t e u r g é n é r a l d e s P o n t s e t C h a u s s é e s , d a n s s e s be l l e s re

c h e r c h e s e x p é r i m e n t a l e s s u r le m o u v e m e n t de l ' eau dans les 

t u y a u x (*), a e f f ec t i vemen t c ru r e c o n n a î t r e d e s faits qu i ne 

s ' a c c o r d e r a i e n t pas b i e n avec l ' h y p o t h è s e d e Nav ie r . D'ailleurs 

le r a i s o n n e m e n t q u e n o u s a v o n s fait p o u r é tab l i r q u e f[a) de

vait se r é d u i r e au t e r m e B a n ' e s t p l u s a p p l i c a b l e p o u r les mo

l é c u l e s fluides e n c o n t a c t a v e c les p a r o i s s o l i d e s ; car alors a 

n ' e s t p l u s t r è s - p e t i t e t p e u t avo i r u n e v a l e u r q u e l c o n q u e . 

L ' h y p o t h è s e a d m i s e p a r Navier n ' e s t d o n c pas suffisamment 

d é m o n t r é e , et m ê m e el le paraî t e n c o n t r a d i c t i o n a v e c diverses 

e x p é r i e n c e s ; c 'es t p o u r q u o i n o u s n e c r o y o n s pas u t i l e de re

p r o d u i r e ici l ' a n a l j s e a s sez m i n u t i e u s e par l a q u e l l e il a établi 

l e s é q u a t i o n s g é n é r a l e s de l ' H y d r o d y n a m i q u e , e n tenunl 

c o m p t e d e la v i s c o s i t é . L e c h a n g e m e n t n e p o r t e q u e su r les 

é q u a t i o n s ( 1 ) du n° 10, l e s é q u a t i o n s ( 2 ) , ( 2 bis) e t ( 3 ) devant 

r e s t e r l e s m ê m e s p o u r les f lu ides parfai ts e t l es f lu ides natu

r e l s . L e s é q u a t i o n s ( 1 ) d e v i e n n e n t u n p e u p l u s compl iquées , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



H Y D R O S T A T I Q U E E T H Y D R O D Y N A M I Q U E R A T I O N N E L L E S . 3L 

p dy \dx! dy- dz' ) dx dy dz dt 

I dp ld2w d2w d'w\ dw dw dw dw 
Z f- •+•£[—, h—, 1 r — ]=U-. \-v—. y-W—, h - T - > 

p dz \dxl dy* dz-/ dx dy dz dt 

les n o t a t i o n s é t a n t c e l l e s d u n° 10, e t e d é s i g n a n t e n o u t r e u n e 

constante q u i d é p e n d d e la n a t u r e d u f l u i d e . 

On peut arriver à ces équations par un procédé très-rapide, mais qui 

n'est pas (nous devons en convenir) une déduction bien rigoureuse de 

l'hypothèse de Navier. Pour savoir le changement à faire aux équations (i) 

du n° 10, il faut simplement chercher l'expression rie la force rapportée 

à l'unité de masse, qui agit, en vertu de la viscosité, sur un élément 

quelconque du fluide, et l'introduire dans le premier membre des équa

tions : tout se réduit donc à montrer que cette force a pour composantes, 

suivant les trois axes, 

d2u cPjt^ 

' ~df + ~dz2 
( d'u 

~d? ' 

I d2 v d2 a d: v \ 

V Tu- + dy + ~d? J : 

I ri2iv d2iv d1 « A 

\ dx2 dy- dz1 ) 

A cet effet remarquons d'abord que les faces ACGE et IIDUF [Jrg- 2) du 

parallélipipèdc fluide élémentaire A B . . . H , possédant les vitesses diffé

rentes u et u-\-'^. dx, s'écartent l'une de l'autre avec la vitesse dx, 

dx dx: 

c'est-à-dire que leur vitesse d'écartement rapportée à l'unité de distance 

des deux plans serait ~ - Do là doit résulter une force analogue à celle 
dx 

que produit l'extension simple dans les solides, force à laquelle on peut 

supposer une intensité PS y - sur chaque unité de surface, en admettant 

qu'elle est proportionnelle à la vitesse d'extension relative, et désignant 

par : un coefficient constant, qui sera en quelque sorte le coefficient de 

viscosité. Le parallélipipéde supportera donc sur la face ACGE une 

action totale PE dydz -, dans le sens des x négatifs ; sur la face oppo-

ce qui en rendra i t l 'usage e n c o r e p l u s difficile; l e s voic i , du 

reste, avec les modi f ica t ions q u ' e l l e s d o i v e n t s u b i r : 

I dp fd^u d2u d2u\ du du ^ du du 

p dx \dx' dy1 dz2 j dx dy dz dt ' 

I dp ld2v d'v d2v\ dv dv dv dv 
Y r 1 •+- E - T - . -h -T-T •+• - 7 — — « - 7 - + C -F- W ' 
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d2 u. d2 u d2 u 

eue3 dy' dz1 

On procéderait de même à l'égard des deux autres axes. 

L e s é q u a t i o n s d i f fé ren t ie l les p o s é e s t o u t à l ' h e u r e s'appli

q u e n t s e u l e m e n t , b i e n e n t e n d u , aux p o i n t s p r i s dans l'inté

r i e u r d e la m a s s e f lu ide . L e s m o l é c u l e s s i t u é e s su r la surface 

l i b r e d o i v e n t vér i f ie r d ' a u t r e s c o n d i t i o n s s p é c i a l e s q u e Navier 

a é g a l e m e n t d é m o n t r é e s : m a i s n o u s n o u s a b s t i e n d r o n s de les 

é t u d i e r en g é n é r a l , et n o u s n o u s b o r n e r o n s a i e s é tab l i r dans 

l e s e x e m p l e s p a r t i c u l i e r s q u i s e p r é s e n t e r o n t u l t é r i e u r e m e n t . 

A ins i q u e n o u s l ' avons dit p l u s h a u t , l es r é s u l t a t s d e s expé

r i e n c e s d e M. Darcy s u r le m o u v e m e n t de l ' eau dans les tuyaux 

o n t s e m b l é c o n t r e d i r e la loi h y p o t h é t i q u e a d m i s e pa r Navier, 

d ' après N e w t o n . Ce t t e lo i c o n t i e n t e n effet i m p l i c i t e m e n t une 

c o n s é q u e n c e q u i p e u t ê t r e é t ab l i e par le c a l c u l ; c ' es t q u e le 

f r o t t e m e n t de d e u x c o u c h e s c o n c e n t r i q u e s à l ' axe du tuyau, 

ayan t u n e d i f f é rence d e v i t e s s e D V p o u r un a c c r o i s s e m e n t DR 

d u r ayon , devra i t va r i e r p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à - J - i t a n d i s que 

l e s m e s u r e s p r i s e s par l ' o b s e r v a t e u r l e c o n d u i s a i e n t à suppo-

sée HDBF. ¡1 y aura en sens contraire la mémo action augmentée de la 

différentielle relativement à x, de sorte que ces deux acLions se réduiront 

d 2 u 

à pzdxdydz -j^2- De mfime Ica-faces opposées ABEF et GDGH, possé

dant respectivement les vitesses u et u+^dy, dans le sens parallèle 

aux X, éprouvent dans celte direction un glissement simple, dont Ta 
, , _, . . . ,. du ., . „ 

vitesse rapportée a 1 unité de distance est il en naît aussi une force 

du . , , . , , , , d'a 
os — par unité de surface et une résultante ptdxdydz des actions 

exercées par la viscosité, dans la direction de l'axe des x, sur les deux 

faces parallèles dont nous nous occupons. Enfin le glissement relatif ries 

faces ABCD et EFGH produit encore, dans la même direction, la force 

totale pzdxdydz '-^-7' En additionnant ces trois résultantes partielles et 

divisant par la masse pdxdydz du parallèlipipède, on trouve bien la va

leur ci-dessus indiquée, savoir: 
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(*) Recherches hydrauliques, i r e partie, p . '¿9 et 3o. — P a r vitesse absolue, 

on doit sans doute entendre la vitesse relat ivement à la paroi supposée fixe, 

afin de ne pas avoir à prendre en considération le mouvement de la terre. 

II. -2e E D I T . 3 

ser p lu tô t ce m ô m e f r o t t e m e n t p r o p o r t i o n n e l à ( ~ | ~ J • P e u t -

être le désaccord t i e n t - i l aux e r r e u r s i n s é p a r a b l e s d e s e x p é 

r iences de ce g e n r e ; car t o u t r e p o s e s u r l ' éva lua t ion e x a c t e 

des vi tesses p o s s é d é e s par l es m o l é c u l e s l i q u i d e s , e t il faut 

bien dire q u ' o n n e c o n n a î t e n c o r e a u c u n i n s t r u m e n t qu i d o n n e 

le moyen de l ' o b t e n i r a v e c q u e l q u e p r é c i s i o n . P e u t - ê t r e a u s s i 

les m o u v e m e n t s o b s e r v é s n e r e m p l i s s a i e n t - i l s pas b i e n la con

dition, qu ' on l e u r s u p p o s a i t à priori, d e n e p r é s e n t e r q u ' u n e 

série de t r a j ec to i res r e c l i l i g n e s e t p a r a l l è l e s à l ' axe du t u y a u . 

Dans ces d e r n i e r s t e m p s , la m ê m e q u e s t i o n a é t é l 'ob je t de 

recherches t h é o r i q u e s ou e x p é r i m e n t a l e s de la par t d e p l u 

sieurs i n g é n i e u r s des P o n t s e t C h a u s s é e s . M. Bazin , qu i a é t é 

le co l l abora teu r e t le c o n t i n u a t e u r d e M. Darcy, a é m i s l ' o p i 

nion (sans d ' a i l l eu r s la d é v e l o p p e r n i faire c o n n a î t r e ses m o 

tifs) q u e l ' ac t ion m u t u e l l e d e s filets f lu ides c o n t i g u s d é p e n d 

n o n - s e u l e m e n t d e l e u r v i t e s se r e l a t i v e , m a i s e n c o r e d e l e u r 

vitesse a b s o l u e (*) . Q u a n d il s 'agi t d e forces m o l é c u l a i r e s , 

c 'est-à-dire d ' u n e c lasse d e p h é n o m è n e s e n c o r e t r è s - i m p a r 

faitement c o n n u s , il faut m e t t r e b e a u c o u p de r é s e r v e avant d e 

reje ter f o r m e l l e m e n t t e l l e ou te l le m a n i è r e de c o n c e v o i r l e u r s 

condit ions d ' e x i s t e n c e : n o u s c r o y o n s c e p e n d a n t q u e c e l t e 

influence de la v i t e s s e a b s o l u e est difficile à a c c e p t e r , p a r c e 

qu 'el le est en o p p o s i t i o n avec u n e d e ces i d é e s , p o u r a ins i 

dire c l a s s iques , t e n u e s p o u r v r a i e s pa r t o u s l e s a u t e u r s , et 

auxquel les on n ' a i m e à r e n o n c e r q u ' e n face de p r e u v e s b i e n 

posit ives. L ' i dée d o n t n o u s v o u l o n s p a r l e r es t ce l l e qu i fait 

dépendre l ' ac t ion r é c i p r o q u e de d e u x c o r p s s e u l e m e n t de l e u r 

m o u v e m e n t relatif, q u a n d l e u r n a t u r e i n t i m e et l e u r état phy

sique r e s t en t t o u j o u r s les m ê m e s . V o u d r a i t - o n d o n c c ro i re q u e 

ces deux d e r n i è r e s c h o s e s s o n t s u s c e p t i b l e s de s u b i r l ' in 

fluence de la v i t e s s e , e t q u ' u n c o r p s pe rd en q u e l q u e s o r t e 

son iden t i t é q u a n d on l ' an ime d ' un c e r t a i n m o u v e m e n t au l i e u 

de le laisser en r e p o s ? 
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(*) Aimâtes des Ponts et Chaussées, I8(i-, i e r semestre. — M. Lévy, en pu

bl iant ce travail , en annonce un autre plus complet et de nature, suivant lui , 

à lever tous les doutes. 

Dans un M é m o i r e su r le m o u v e m e n t r e c t i l i g n e et uni forme 

d e s l i q u i d e s n a t u r e l s (*), M. L é v y ( M a u r i c e ) a a d o p t é l 'idée 

d e M. B a z i n ; il s 'es t a t t a c h é à m o n t r e r l ' i m p o s s i b i l i t é de la loi 

p r o p o s é e pa r M. Darcy e t la n é c e s s i t é d e r e p r e n d r e ce l le de 

Nav ie r , en la modi f ian t d e m a n i è r e à r e n d r e E f onc t ion de la 

v i t e s s e . Il es t a r r ivé à des r é s u l t a t s q u e n o u s a u r o n s à m e n 

t i o n n e r p lu s lo in , q u a n d n o u s é t u d i e r o n s s p é c i a l e m e n t la théo

r i e d e s t uyaux de c o n d u i t e . 

Enf in M. Kle i t z , i n s p e c t e u r g é n é r a l , p r e n a n t u n p o i n t de 

d é p a r t d i f férent , rnsis s ' a p p u y a n t , a insi q u e M. L é v y , sur 

d i v e r s e s c o n s i d é r a t i o n s e m p r u n t é e s à la t h é o r i e m a t h é m a t i q u e 

de l ' é l a s t i c i t é , r e t r o u v e é g a l e m e n t c o m m e c o n s é q u e n c e la loi 

d e N a v i e r , avec u n coeff ic ient va r i ab le d ' u n p o i n t à un autre 

du f lu ide ; s e u l e m e n t ce coeff ic ient d é p e n d r a i t , n o n pas de la 

v i t e s s e a b s o l u e , ma i s d e la m a n i è r e d o n t va r ie , a u t o u r de 

c h a q u e p o i n t e t d a n s l e s d i v e r s e s d i r e c t i o n s , la v i t e s s e avec 

l a q u e l l e la m o l é c u l e a c t u e l l e m e n t p l a c é e e n ce p o i n t se s é 

p a r e ou se r a p p r o c h e de t o u t e s ce l l e s qu i l ' e n t o u r e n t , pendan t 

le p r e m i e r é l é m e n t du t e m p s qu i va s u i v r e . 

La d i v e r g e n c e des o p i n i o n s q u e n o u s v e n o n s de pas se r rapi

d e m e n t en r e v u e p r o u v e assez q u e la q u e s t i o n n ' e s t pas encore 

r é s o l u e d ' u n e m a n i è r e sa t i s fa isante , e t q u e le c h a m p r e s t e ou

ve r t à de n o u v e a u x effor ts . 

15 . Généralisation du théorème de Daniel Bernoulli.—Sans 

faire, q u a n t . à p r é s e n t , a u c u n e h y p o t h è s e qu i n o u s p e r m e t t e 

d ' é v a l u e r la g r a n d e u r d e la force e x e r c é e s u r c h a q u e m o l é c u l e 

par s u i t e d e la v i s c o s i t é , a p p e l o n s cp l ' accé lé ra t ion q u e cet te 

force sera i t capab le d ' i m p r i m e r à la m o l é c u l e et y l ' angle qu ' e l l e 

fait avec l ' é l é m e n t ds p a r c o u r u su r la t r a j ec to i r e . Si n o u s répé

t o n s les r a i s o n n e m e n t s au m o y e n d e s q u e l s n o u s a v o n s établi 

l ' é q u a t i o n ( n ) d u n° 13 , il e s t clair qu ' i l suffira d ' a jou te r au 

s e c o n d m e m b r e un t e r m e r e p r é s e n t a n t le t iavai l d e cp dans le 

d é p l a c e m e n t ^ , p u i s q u e Xdx + Ydy + Zdz o u d'Y dés igne 
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(12) YdV= dT — ^ dp -+- cf c o s y ds, 

ou bien, en i n t ég ran t e n t r e d e u x p o s i t i o n s q u e l c o n q u e s d ' u n e 

même m o l é c u l e , 

(13) T — j " ~ -^jv c o s y d s — \ v ' = c o n s t . , 

équation don t on p o u r r a faire u s a g e l o r s q u e , par u n p r o c é d é 

que lconque , on sera p a r v e n u à é v a l u e r le t e r m e JCP cosy ds, 

représentant le t ravai l fait pa r la force d u e à la v i s c o s i t é , r a p 

portée à l ' un i té de m a s s e , p e n d a n t le d é p l a c e m e n t fini d ' u n e 

molécule . 

L 'équat ion ( i 3 ) s e r a p o u r n o u s l ' e x p r e s s i o n du t h é o r è m e 

de D. B e r n o u l l i , g é n é r a l i s é par l ' i n t r o d u c t i o n d e s effets de la 

viscosité et par u n e s u p p o s i t i o n m o i n s r e s t r e i n t e q u a n t à la 

nature des forces e x t é r i e u r e s , qu i p e u v e n t ê t r e d ' a u t r e s forces 

que la p e s a n t e u r . E n a d m e t t a n t qu ' i l s ' ag i sse d ' u n l i q u i d e 

pesant h o m o g è n e , e t p r o c é d a n t c o m m e au n° 12, n o u s t r o u 

verions 
p i f V 2 

(14) z— f- I cp cos y ds 
Il gj r ig 

et dans le cas d ' un gaz p e s a n t , à t e m p é r a t u r e c o n s t a n t e , 

" ~ K ^ B h y P - f + / "Pcosj /efc— — = c o n s t . 

L 'équat ion ( i ^ ) e s t d ' un u s a g e c o n t i n u e l e n H y d r a u l i q u e ; 

Fig. /,. aus s i n o u s a l lons c h e r c h e r à r e n d r e 

n. B p l u s s e n s i b l e s les faits q u ' e l l e r e p r é -
1 J s e n t e , e t en m ê m e t e m p s n o u s e x p l i -

/ A ° ~ .̂̂  ' q u e r o n s q u e l q u e s d é n o m i n a t i o n s usi— 

/ 4 "~ t é e s . A ce t effet, so i t M„M (fig- 4 ) la 

' / t r a j e c t o i r e d ' u n e m o l é c u l e q u i a p p a r -

* / t i e n t à u n l i q u i d e p e s a n t h o m o g è n e , 
M ^ en m o u v e m e n t p e r m a n e n t ; soi t en 

outre B„B le plan h o r i z o n t a l en d e s s o u s d u q u e l on m e s u r e les 
3 . 

cons t . 
''g 

la quanti té ana logue p o u r les forces a u t r e s q u e ce l l e s d u e s à 

la viscosi té . Ainsi d o n c on a u r a 
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h a u t e u r s z. En a p p l i q u a n t l ' é q u a t i o n (i4) s u c c e s s i v e m e n t aux 

p o i n t s M et Mo, d i s t i n g u a n t par l ' i nd i ce o les q u a n t i t é s rela

t i ves à ce s e c o n d p o i n t et r e t r a n c h a n t l ' u n e de l ' au t r e les 

d e u x é q u a t i o n s , on t r o u v e r a 

p-p> , 1 r / V ' - V ; 
z— z,— -—,.—l— / (p c o s y c f s = o, 

1 1 g Js, 2 S ' 

r e l a t ion qu i n ' e s t a u t r e c h o s e q u e l ' i n t ég ra l e déf in ie de l 'équa

t ion ( 1 2 ) , p o u r le cas p a r t i c u l i e r d ' u n l i q u i d e h o m o g è n e sou

m i s s e u l e m e n t à l ' ac t ion de la p e s a n t e u r . M a i n t e n a n t imaginons 

q u e la p r e s s i o n e n M 0 so i t p r o d u i t e par u n e c o l o n n e de l iquide 

M J A J d o n t la h a u t e u r ver t i ca le se ra i t g ( n" 6 ) , et q u e la p res 

s ion en M soi t é g a l e m e n t d u e à u n e c o l o n n e de l i qu ide MA 

d o n t ^ s e r a i t la h a u t e u r . L e s h a u t e u r s des p o i n t s A„ et A au-

d e s s o u s du p lan B„B a u r o n t p o u r e x p r e s s i o n s zn — ^° et z — ^ : 

en a p p e l a n t /* la d i f férence d e n i v e a u AA' de ces d e u x po in t s , 

on aura d o n c 

* = -fi-(--fi' 
et , par s u i t e , 

h H — f 9 cos yds 

ê J s* 
L o r s q u e CP = o, c e qu i es t le cas d ' u n fluide parfai t , on voi t par 

la d e r n i è r e é q u a t i o n q u e la v i t e s se varie c o m m e ce l le d'un 

p o i n t m a t é r i e l q u i g l i ssera i t sans f r o t t e m e n t le long de la courbe 

AjA, l ieu g é o m é t r i q u e d e s p o i n t s A, s o u s la s e u l e ac t ion de la 

g r av i t é . Mais g é n é r a l e m e n t CP a u n e v a l e u r d i f férente de zéro , 

e t le t ravai l / CP cos y ds es t négat i f ; si n o u s p o s o n s 

~J CP c o s y ds = — Ç, 

la var ia t ion d e la h a u t e u r d u e à la v i t e s se ne sera p lu s égale 
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qu'à h — t, c o m m e si l 'on avai t r e t r a n c h é la q u a n t i t é Ç de la 

différence de n iveau h. 

Les co lonnes te l les q u e MA s o n t n o m m é e s c o l o n n e s piéza-

métriques, m o t d o n t l ' é t y m o l o g i e g r e c q u e signifie : mesu

rant la pression. On c o n ç o i t q u ' e l l e s p o u r r a i e n t ê t r e r é a l i s é e s 

dans certains c a s , en i m p l a n t a n t dans les p a r o i s q u i c o n 

tiennent le f luide, d e s t u b e s a s s e z dé l i é s p o u r n e pas g ê n e r 

sensiblement le m o u v e m e n t . Si le fluide es t , p a r e x e m p l e , d e 

l'eau, et q u e le t u b e ayant u n e d e s e s e x t r é m i t é s o u v e r t e s 

en M d é b o u c h e par l ' au t r e d a n s l ' a t m o s p h è r e , l ' eau s'y é l ève ra 

jusqu'à une ce r t a ine h a u t e u r , e t y r e s t e r a en é q u i l i b r e p o u r v u 

que le tube soi t assez l o n g : il es t clair a lors q u e le n i v e a u d e 

l'eau dans ce t u b e se ra c e l u i du p o i n t A ba i s sé d e i o m , 3 3 , 

puisque ce t te h a u t e u r d ' e a u es t ce l l e qu i r e p r é s e n t e la p r e s 

sion a t m o s p h é r i q u e . On a p p e l l e a lors niveau piêzomêtrique 

tantôt le n iveau A, t a n t ô t c e l u i d e l 'eau d a n s le t u b e , ce qu i a 

peu d ' impor tance , pa rce q u e l 'on a t o u j o u r s à c o n s i d é r e r la 

différence de n i v e a u de d e u x c o l o n n e s p i é z o m é t r i q u e s et q u e 

le te rme cons t an t i o m , 3 3 d ispara î t d a n s la s o u s t r a c t i o n . La 

constatation d i r e c t e , a ins i e f f ec tuée , de la p r e s s i o n en u n p o i n t 

quelconque d 'un fluide en m o u v e m e n t se ra i t s a n s d o u t e la 

source de grands p r o g r è s p o u r l ' H y d r a u l i q u e ; m a l h e u r e u s e 

ment, on doit r e c o n n a î t r e qu ' i l es t p r e s q u e i m p o s s i b l e d e sa

tisfaire à la c o n d i t i o n e s s e n t i e l l e d e n e pas a l t é r e r le m o u v e 

ment par l ' i n t roduc t ion de t u b e s dans le l i q u i d e , a lo r s m ê m e 

qu'ils ne p é n é t r e r a i e n t p r e s q u e pas à l ' i n t é r i e u r . 

L 'abaissement du n i v e a u p i é z o m é t r i q u e d e p u i s M« j u s q u ' e n 

M, ou le r e l è v e m e n t affecté du s igne —, sera ce q u e n o u s a p 

pellerons la charge e n t r e ces d e u x p o i n t s ; la q u a n t i t é Ç s ' a p 

pelle au con t ra i r e perle de charge, e x p r e s s i o n p a r f a i t e m e n t 

justifiée p u i s q u ' e l l e se r e t r a n c h e de la cha rge q u a n d il s 'agit 

V 3 — V 2 

d'avoir la va leu r de M o y e n n a n t ces d é n o m i n a t i o n s , 

le t héo rème de D . B e r n o u l l i , d a n s le cas de l i q u i d e s p e s a n t s e t 

homogènes , s ' é n o n c e r a i t t r è s - s i m p l e m e n t c o m m e il s u i t : L'ac

croissement de la hauteur due à la vitesse est égal à la diffé

rence entre la charge et la perle de charge. 

Nous n e c h e r c h e r o n s p o i n t c o m m e n t ce t é n o n c é devra i t s e 
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modi f ie r p o u r s ' adap te r aux a u t r e s c a s , l e s q u e l s s e r e n c o n t r e n t 

b i e n p lus r a r e m e n t d a n s les a p p l i c a t i o n s q u e n o u s avons à 

é t u d i e r . 

1G. Variation de la pression dans un fluide parfait en mou

vement permanent, pour des points successifs dont le lieu 

coupe normalement les trajectoires.-— L e s é q u a t i o n s ci-dessus 

d é m o n t r é e s ( n ° 5 1 1 , 12, 13 e t 13) on t g é n é r a l e m e n t p o u r objet 

de m o n t r e r c o m m e n t va r ie la p r e s s i o n dans u n fluide en mou

v e m e n t p e r m a n e n t , q u a n d on p r e n d u n e s u i t e de p o i n t s situés 

s u r la t r a j ec to i r e d ' u n e m ê m e m o l é c u l e . Il y a d e s cas où il est 

ut i le de savoi r q u e l l e s s o n t l es va r i a t i ons de c e t t e quant i té 

dans u n s e n s p e r p e n d i c u l a i r e au p r e m i e r . 

On p e u t e n un p o i n t q u e l c o n q u e 0 du fluide (fig. 3) imagi

n e r t ro i s d i r e c t i o n s r e c t a n g u l a i r e s e n t r e e l l e s , savoi r : i° celle 

de la v i t e s se V, ou de l ' é l é m e n t 0 0 ' — ds d e la t r a j ec to i r e suivie 

par la m o l é c u l e qu i passe a c t u e l l e m e n t en 0 ; 2° ce l l e qu'on 

o b t i e n t en p r o l o n g e a n t le r ayon de p r e m i è r e c o u r b u r e à partir 

d e l à m ê m e t r a j ec to i re , so i t 0 r; 3° ce l l e q u i es t pe rpend icu la i r e 

a u x d e u x p r é c é d e n t e s , e t q u ' o n a r e p r é s e n t é e s u r la figure par 

la l igne O P . I l s 'agit d e savoi r ce q u e d e v i e n t l ' acc ro i s sement 

différent ie l dp d e la p r e s s i o n , q u a n d on s ' éca r t e infiniment 

p e u d e O s u i v a n t la s e c o n d e e t la t r o i s i è m e d i r e c t i o n , à des 

d i s t a n c e s dr, du. 

Il sera facile d e r é p o n d r e à ce t t e q u e s t i o n , d a n s le cas de là 

f lu idi té parfa i te , en s e r a p p e l a n t q u ' u n e p e t i t e m a s s e de fluide 

p r i s e a u t o u r du p o i n t 0 do i t , c o n f o r m é m e n t au p r i n c i p e de d'A

l e m b e r t , sa t is fa i re a u x é q u a t i o n s d ' é q u i l i b r e , p o u r v u q u e l'on 

t i e n n e c o m p t e d e s fo rces d ' i n e r t i e . Or, p o u r la pe t i t e m a s s e en 

q u e s t i o n , c e s forces p o u r r a i e n t ê t r e r é d u i t e s à d e u x co mp o 

s a n t e s , l ' u n e pa ra l l è l e à ds, l ' a u t r e en s e n s c o n t r a i r e d u rayon 

de c o u r b u r e r, ayan t r e s p e c t i v e m e n t p o u r i n t e n s i t é le produit 

de la m a s s e par l es a c c é l é r a t i o n s t a n g e n t i e l l e et n o r m a l e , ^ 

et — D o n c si N et P s o n t les p r o j e c t i o n s d e la résul tante 

VX J -4- Y7 + Z 2 d e s fo rces X, Y, Z, s u r Or cl O P , Or et OP 

é t an t l es s e n s pos i t i f s ; s i , en o u t r e , ayant chois i 0 0 ' , Or, OP 
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(I5J 

(16) 

dr " 
N 

c'est-à-dire q u e , dans l e s e n s d u rayon de c o u r b u r e , la p r e s s i o n 

varie suivant la loi h y d r o s t a t i q u e , p o u r v u q u e l 'on j o i g n e la 

force centr i fuge à ce l les qui so l l i c i t en t r é e l l e m e n t c h a q u e m o 

lécule ; dans le s e n s OP p e r p e n d i c u l a i r e au p lan o s c u l a t e u r d e 

la trajectoire, la p r e s s i o n var ie t ou t à fait s u i v a n t la loi h y d r o 

statique. 

17. APPLICATIONS. I° Section transversale d'un courant cur-

On s u p p o s e un c o u r a n t s e n s i b l e m e n t ho r i zon t a l VILIGNE. 

Ï 'I B. 5. [fig-5], f o rmé par u n l i q u i d e h o 

m o g è n e e t s ans v i scos i t é , dans l e 

q u e l les t r a j ec to i r e s s e r a i en t d e s 

c e r c l e s ayan t t o u s l e u r s c e n t r e s 

s u r la ve r t i ca l e p r o j e t é e en C. La 

v i t e s s e V es t s u p p o s é e la m ê m e 

! c p o u r t o u t e s les m o l é c u l e s . On de-

t m a n d e q u e l l e sera la c o u p e d e la 
C B 0 D ;/ su r face s u p é r i e u r e du c o u r a n t pa r 

un plan ver t ica l q u e l c o n q u e CD qu i c o n t i e n t l 'axe C. 

Si l 'on p a r c o u r t dans le l i q u i d e u n e h o r i z o n t a l e C O D j d u 

plan CD, la p r e s s i o n var iera su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e , sauf 

l ' introduct ion de la force c e n t r i f u g e ; c o m m e la p e s a n t e u r es t 

verticale, l ' équa t ion ( i 5 ) c i - d e s s u s d o n n e r a d o n c 

dp 

dr 

V 2 

ou bien en dé s ignan t par y la d i s t a n c e à l 'axe ver t ica l Cz de la 

molécule 0 qu i est s o u m i s e à la p r e s s i o n p, a t t e n d u q u e l 'on 

a r = y, 

pour axes c o o r d o n n é s , on a p p l i q u e l ' é q u a t i o n (2) du n° 4 à 

l 'équilibre fictif don t il s 'agit, o n en t i re ra 
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ou e n c o r e , pa é t a n t la p r e s s i o n e n B e t l a l o n g u e u r BC, 

P— />» = p V ' l o g h y p . ~ , 

r e la t ion qu i e x p r i m e c o m m e n t var ie la p r e s s i o n s u r u n e m ê m e 

h o r i z o n t a l e p e r p e n d i c u l a i r e aux filets l i q u i d e s . 

D ' u n a u t r e c ô t é , la l i gne p e r p e n d i c u l a i r e an p lan oscula teur 

d ' u n e t r a j ec to i r e é t a n t ici c o n s t a m m e n t ve r t i c a l e , la différence 

de p r e s s i o n p — p, p o u r les d e u x p o i n t s 0 e t A, s i t u é s sur la 

m ê m e ve r t i ca l e à u n e d i s t a n c e z, su ivra la loi hyd ros t a t i que 

(n° 16 ) , c ' e s t - à - d i r e q u ' e l l e sera (n° 6) 

p — p> = ?SZ-

Or si l e s p o i n t s A e t B se t r o u v e n t t o u s d e u x à la surface l ibre, 

d e s o r t e q u e p, e t /?, s o i e n t éga les à la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e , 

o n a u r a 

P—P>=P— P» 
et , par s u i t e , 

V"J y 
z = — log h v p . — , 

s R° 

ce q u i fait c o n n a î t r e l ' é q u a t i o n d e la c o u r b e BA r a p p o r t é e aux 

a x e s Cy e t Cz. 

Bien q u e les c i r c o n s t a n c e s s u p p o s é e s dans l ' é n o n c é n e puis

s e n t g u è r e s e r é a l i s e r d a n s la p r a t i q u e , le p r o h l è m e qu 'on 

v i e n t de t r a i t e r d o n n e c e p e n d a n t u n e exp l i ca t ion plaus ib le 

d ' un fait q u e p l u s i e u r s p e r s o n n e s d i s e n t avoi r o b s e r v é , et qui 

c o n s i s t e r a i t d a n s la c o u r b u r e de la l i gne d ' e a u , p o u r ce r ta ines 

s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s d e r i v i è r e s . La ra ison en es t p robab le 

m e n t assez s o u v e n t d a n s la c o u r b u r e d e s filets fluides, qui 

d o n n e l ieu aux forces d ' i n e r t i e cen t r i fuges e t r e n d les p r e s 

s ions inéga les s u r u n e m ê m e b a n d e h o r i z o n t a l e d ' u n e sect ion 

d o n n é e . 

18 . i" Règles pour calculer la pression d'un fluide en mou

vement dans certains cas particuliers. — PREMIÈRE RÈGLE. Lors

que, dans un fluide parfait, chaque molécule possède un mou

vement rectiligne et uniforme, la pression varie d'un point à 

l'autre suivant la loi hydrostatique. Cela es t é v i d e n t , autant 
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du moins q u e la v i scos i t é es t r é e l l e m e n t n é g l i g e a b l e , car l e s 

forces d ' iner t ie s o n t n u l l e s ; l es é q u a t i o n s ( I ) du n° 10 se r é 

duisent donc à 

absolument c o m m e s'il y avai t é q u i l i b r e . N o u s r e m a r q u e r o n s 

en passant q u e , dans u n l i q u i d e , le m o u v e m e n t n e p e u t pas 

être rec t i l igne e t p e r m a n e n t s a n s ê t re en m ê m e t e m p s u n i 

forme. Car si l 'axe des x est p r i s para l lè le a u x v i t e s se s de t o u s 

les poin ts , avec les n o t a t i o n s du n" 10 on aura 

v = o, w — o, 
d'où 

dv dw 

dr

 = °> d J = ° ' ' 

l 'équation de c o n t i n u i t é qu i es t en g é n é r a l , p o u r un l i q u i d e , 

du dv dw 

dx dy dz 
se rédui t à 

du 

dx 

D'ailleurs, à cause de la p e r m a n e n c e , la d é r i v é e par t i e l l e ^ 

s 'annule é g a l e m e n t ; e t c o m m e , p o u r u n e m o l é c u l e d é t e r m i 

née, u ne sera i t fonct ion q u e d e s d e u x var iab les x, t, on vo i t 

que, sur la ligne, p a r c o u r u e par ce t t e m o l é c u l e , la v i t e s se c o n 

serverait t ou jou r s la m ê m e va l eu r , en t o u s les p o i n t s e t à t o u s 

les instants . 

DEUXIÈME REC.LE. Dans le cas d'un fluide animé de mouve

ments quelconques, mais très-lents, on admet encore que la 

pression varie suivant la loi hydrostatique. En effet, ce l l e l en 

teur est u n e p r e u v e q u e les forces n e son t pas loin d e s a t i s 

faire aux é q u a t i o n s d ' é q u i l i b r e ; la r èg le d o n n e r a donc u n e 

évaluation a p p r o x i m a t i v e d e la p r e s s i o n . 

TROISIÈME RÈGLE. Lorsque les molécules d'un fluide parfait 

ont des mouvements identiques avec ceux qu elles prendraient 
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sous la seule action des forces extérieures, la pression est con

stante à un instant déterminé, dans toute l'étendue du fluide. 

E n effet, si n o u s r e p r e n o n s les n o t a t i o n s d e s n°* 10 e t 1 1 , nous 

a u r o n s dans l ' hypo thèse d ' u n e v i scos i t é nég l igeab l e : 

i_ dp _ I dp I dp _ . 

P S I P dj P « Z 

or, d ' ap rè s l ' é n o n c é , on aura i t en m ê m e t e m p s 

X. — JJJ Y —— J^-J Z •—- Jtj 

d o n c on en t i r e 

dp dp dp 

dx ' dj ' dz ' 

c 'es t -à -d i re q u e pour un m ê m e in s t an t la p r e s s i o n n e varie pas 

d ' u n p o i n t à l ' a u t r e du f luide. E l le se ra i t c o n s t a n t e d ' u n e ma

n i è r e a b s o l u e dans le cas de la p e r m a n e n c e du m o u v e m e n t , 

p u i s q u e a lors la pression en u n p o i n t d o n n é n e var ie ra i t pas 

avec le t e m p s . 

L e cas s u p p o s é par l ' é n o n c é se réa l i se à p e u p r è s q u a n d un 

l i q u i d e pe san t sor t d'un vase e n t r e t e n u à un n i v e a u c o n s t a n t et 

s ' é c o u l e par un orifice de d i m e n s i o n s assez faibles r e l a t i vemen t 

à ce l l e s du v a s e , en obé i s san t à l ' ac t ion de la p e s a n t e u r . On 

o b s e r v e a lo r s u n jet dont la f o r m e p a r a b o l i q u e n e diffère pas 

s e n s i b l e m e n t (au moins d a n s u n e c e r t a i n e é t e n d u e ) de la tra

j e c t o i r e q u e suivrai t une m o l é c u l e i s o l é e . 

QUATRIÈME RÈGLE. Lorsqu'il existe dans un fluide naturel en 

mouvement une section plane (S) rencontrée normalement par 

toutes les trajectoires, et que celles-ci sont sensiblement recti-

lignes aux environs du plan dont il s'agit, la pression varie sui

vant la loi hydrostatique, pour un déplacement de direction 

quelconque tracé dans la section (S ) . — N o m m o n s en effet : 

ds la d i s t a n c e infiniment pe t i t e d e d e u x p o i n t s s i t u é s dans (S); 

p e t P la p re s s ion et la d e n s i t é a u x e n v i r o n s de ces p o i n t s ; 

P la p r o j e c t i o n sur la d i r e c t i o n ds, d e la force e x t é r i e u r e 

r a p p o r t é e à l 'unité d e m a s s e , qu i so l l i c i t e u n e m o l é c u l e 

q u e l c o n q u e voisine des m ê m e s p o i n t s , i n d é p e n d a m m e n t 

d e s a c t i o n s du fluide c o n l i g u ; 
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Q, ï , les p r o j e c t i o n s a n a l o g u e s p o u r la "force d ' i n e r t i e et la 

r é su l t an te d e s a c t i o n s d u e s à la v i s c o s i t é . 

Les é q u a t i o n s d ' é q u i l i b r e d e v a n t ê t r e vér i f iées q u a n d on 

tient compte de t o u t e s ces fo rces , on p e u t é c r i r e (n° 4) 

^ = p ( P + Q + T ) . 

et pour jus t i f ier l ' é n o n c é d e la r èg l e il suffit d e m o n t r e r q u ' o n a 

Q = : o , T = o, 

car alors l ' équa t i on c i -dessus r e s t e r a i t b i e n la m ê m e q u e dans 

l'état d ' é q u i l i b r e , e t la va r ia t ion dp c o r r e s p o n d a n t e à ds n ' au 

rait que la va l eu r h y d r o s t a t i q u e . Or les forces d ' i n e r t i e t a n g e n -

ticllcs ont u n e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a i r e au p lan (S) e t par 

suite à ds; l es forces d ' i n e r t i e cen t r i fuges s o n t nég l i geab l e s 

puisque l 'on s u p p o s e les t r a j ec to i r e s s e n s i b l e m e n t r ec t i l i gnes : 

donc en p r e m i e r l i eu Q es t n u l . D ' u n a u t r e cô t é l e fluide s e 

composant d e filets n o r m a u x à ( S ) p e u t ê t r e a s s i m i l é à un 

ensemble de p r i s m e s t r è s - d é l i é s qu i g l i s se ra i en t les u n s s u r 

les au t res p a r a l l è l e m e n t à l e u r s a r ê t e s , c 'es t-à-dire p e r p e n d i 

cula i rement à ( S ) : o n c o n ç o i t d o n c q u e l e s forces d u e s à la 

viscosité, o p p o s é e s aux g l i s s e m e n t s r é c i p r o q u e s , ou e n c o r e 

aux ex tens ions s i m p l e s des p r i s m e s é l é m e n t a i r e s , d o i v e n t ê t r e 

également n o r m a l e s à ( S ) , e t pa r c o n s é q u e n t q u e la p ro jec 

tion ï aura u n e v a l e u r n u l l e . L e s f o r m u l e s de Nav ie r c i t é e s 

au n° 14 c o n d u i s e n t d ' a i l l eu r s au m ê m e r é su l t a t , car si l ' on 

prend l 'axe d e s x s u i v a n t la p e r p e n d i c u l a i r e à ( S ) , les v i t e s s e s 

composan tes v et w d o i v e n t c o n s t a m m e n t s ' a n n u l e r aux e n v i 

rons de ce t t e su r face : on au ra i t d o n c 

d'v d'v d'v d'à1 d'w d2a> 

dx~^z0' ,/,•• d F = ° ' H^=-°' Ur=0' U F = 0 ' 

et la r é s u l t a n t e d e s a c t i o n s d e la v i s c o s i t é d e v i e n d r a i t p a r a l 

l è l e a u x x ( * ) . 

(') Les formules do Navier se d é d u i s e n t d'une h y p o t h è s e ; d'un autre nntr, 

on peut conserver q u e l q u e s doutes au sujet de l 'ass imi la t ion que n o u s a d m e t -
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tons e n t r e le fluide et un e n s e m b l e de pr i smes g l i s sant les uns sur les autres . 

Ainsi n o s r a i s o n n e m e n t s la i s sent un peu à dés irer s o u s le rapport de la r igueur, 

eu ee qui c o n c e r n e la furce T . C'est un défaut q u e n o u s s o m m e s ob l igé de 

r e c u n n a i t r e ; mais ce défaut n'est - i l pas dans la nature des choses , et c o m p r e n 

d r a i t - u n la poss ib i l i t é de ra i sonner c l a i r e m e n t sur u n e force, sans avoir au

c u n e d o n n é e b ien précise sur la loi de son in tens i t é , ni m ê m e sur les c i r c o n 

s tances q u i lu i p e r m e t t e n t de se d é v e l o p p e r ? 

D o n c enfin Q et T s o n t des q u a n t i t é s n u l l e s , et l ' é n o n c é de 

la r èg l e se t r o u v e d é m o n t r é . 

1 9 . Extension des théorèmes d'Hydrostatique et d'Hydrody

namique à des cas d'équilibre ou de mouvement relatif. — On 

^sait q u e les q u e s t i o n s de m o u v e m e n t d ' u n s y s t è m e ma té r i e l 

q u e l c o n q u e , par r a p p o r t à u n s y s t è m e de c o m p a r a i s o n m o b i l e , 

p e u v e n t se m e t t r e en é q u a t i o n e t se t r a i t e r c o m m e s'il s 'agis

sai t d ' u n m o u v e m e n t a b s o l u , p o u r v u q u ' a u x forces r ée l l e s qui 

s o l l i c i t e n t c h a q u e m o l é c u l e on j o i g n e , p o u r c h a q u e ins tan t , 

d e u x forces fictives, savo i r : i ° la force d ' i n e r t i e d u m o u v e m e n t 

d ' e n t r a î n e m e n t , c 'es t -à-di re la force éga le e t c o n t r a i r e à ce l le 

q u i d o n n e r a i t à la m o l é c u f e l ' a ccé l é r a t i on to t a l e d u p o i n t géo

m é t r i q u e faisant par t ie du s y s t è m e d e c o m p a r a i s o n et coïnci 

dan t avec e l le à l ' i ns tan t c o n s i d é r é ; 2° u n e force d i t e composée 

q u e n o u s n e dé f in i rons pas i c i , p a r ce q u ' e l l e d ispara î t dans les 

é n o n c é s q u e n o u s d e v o n s d o n n e r . 

Q u a n d il es t q u e s t i o n d ' u n é q u i l i b r e relatif, on p e u t le consi 

d é r e r c o m m e u n cas p a r t i c u l i e r du m o u v e m e n t relatif, ce lu i où 

les v i t e s s e s r e l a t ives d e s d i f férents p o i n t s s o n t c o n s t a m m e n t 

n u l l e s . La s e c o n d e force es t a lo r s n u l l e , p a r c e q u ' e l l e c o n t i e n t 

la v i t e s s e r e l a t ive en f a c t e u r ; e t il suffit d ' e x p r i m e r l ' équ i l i b r e 

e n t r e l e s forces r é e l l e s e t les forces d ' i n e r t i e du m o u v e m e n l 

d ' e n t r a î n e m e n t . 

Il suffit é g a l e m e n t de j o i n d r e ces m ê m e s forces d ' i n e r t i e aux 

forces r é e l l e s q u a n d on v e u t a p p l i q u e r le t h é o r è m e de Ber -

n o u l l i à u n m o u v e m e n t relat if ; car le t h é o r è m e d e Bernou l l i 

es t u n e c o n s é q u e n c e d u t h é o r è m e des fo rces vives (n° 13 ), 

e t l e t ravai l re lat i f de la s e c o n d e force fictive e s t nu l parce 

q u ' e l l e a t o u j o u r s u n e d i r e c t i o n p e r p e n d i c u l a i r e à la v i tesse 

r e l a t i v e . 
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Dans tou t ce qu i p r é c è d e , on a vu q u e les é q u a t i o n s d e 

l 'Hydrostat ique e t de l ' H y d r o d y n a m i q u e r e n f e r m e n t , n o n p a s 

les forces a p p l i q u é e s à c h a q u e m o l é c u l e , m a i s b i e n c e s forces 

rapportées à l ' u n i t é de m a s s e o u d iv i s ée s par la m a s s e q u ' e l l e s 

sollicitent, ou e n c o r e l ' a c c é l é r a t i o n c o r r e s p o n d a n t e à c e s 

forces. S'il es t q u e s t i o n d e l ' é q u i l i b r e relatif d 'un fluide ou 

d'un m o u v e m e n t relat if p e r m a n e n t a u q u e l on v o u d r a i t faire 

l 'application du t h é o r è m e de B e r n o u l l i , o u t r e les a c c é l é r a t i o n s 

cor respondan tes a u x forces r é e l l e s , on devra i n t r o d u i r e ce l l e s 

qui seraient éga les e t c o n t r a i r e s a u x a c c é l é r a t i o n s d ' e n t r a î n e 

ment . 

2 0 . Exemples d'équilibre relatif et de mouvement relatif.— 

Comme e x e m p l e d ' é q u i l i b r e relatif, n o u s p r e n d r o n s c e l u i d ' u n 

liquide pesan t et h o m o g è n e qu i d e m e u r e en r e p o s par r a p p o r t 

à un vase a n i m é d ' u n m o u v e m e n t de ro ta t ion u n i f o r m e a u t o u r 

d'un axe ve r t i ca l . Ici l ' a c c é l é r a t i o n d ' e n t r a î n e m e n t p r i s e e n 

sens cont ra i re est l ' a ccé l é ra t ion cen t r i fuge ; si n o u s a p p e l o n s tu 

la vitesse a n g u l a i r e du vase , et q u e n o u s i m a g i n i o n s t ro i s a x e s 

de c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s , p a r m i l e s q u e l s ce lu i d e s z 

coïncidera avec l 'axe de r o t a t i o n , c e t t e accé l é ra t ion sera paral 

lèle au plan des xy et aura s u i v a n t l es axes des x e t d e s ^ d e u x 

composantes oo'a:, w ' j . Pa r s u i t e , d a n s l ' é q u a t i o n ( 2 ) d u n° 4 , 

il faudra faire 

cette de rn i è r e va l eu r s u p p o s a n t d ' a i l l e u r s q u e l 'axe d e s z es t 

ascendant : de ce l t e m a n i è r e on a u r a 

La quant i té e n t r e p a r e n t h è s e s es t u n e d i f fé ren t ie l l e e x a c t e ; 

l 'équilibre relatif e s t d o n c p o s s i b l e d a n s ce cas , e t s 'il a effec

tivement l i eu , l es su r faces d e n i v e a u s e r o n t d o n n é e s par l ' é 

quation généra le 

X = rfx, Y = w J J, % = — g> 

dp = pu 2 I xdx -+- ydy — 
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ou b i e n 

2 SZ 

x2 •+- y-- — — c o n s t . , 

é q u a t i o n r e p r é s e n t a n t u n e s é r i e d e su r faces d e r é v o l u t i o n au

t o u r de l 'axe d e s z. C h a c u n e d ' e l l e s a p o u r c o u r b e m é r i d i e n n e 

u n e p a r a b o l e d o n t l ' é q u a t i o n s ' o b t i e n d r a i t en faisant x = o 

d a n s l ' é q u a t i o n d e la su r face , c e q u i d o n n e 

2 gz 
y - = c o n s t . ; 

IJY 

c e t t e c o u r b e e s t d o n c u n e p a r a b o l e ayan t son axe ver t ica l et 

s o n s o m m e t s i t u é s u r l 'axe de r o t a t i o n d u vase . 

La surface l i b r e sera u n e d e s su r faces de n i v e a u si la pres

s ion y es t p a r t o u t la m ê m e , c o m m e cela est e n effet quand le 

l i q u i d e se t r o u v e en c o n t a c t avec l ' a t m o s p h è r e . 

Si l 'axe de r o t a t i o n é ta i t h o r i z o n t a l e t co ïnc ida i t , par exemple , 

avec l 'axe d e s x, e n a p p e l a n t e n c o r e w la v i t e s se angu la i r e du 

vase e t t le t e m p s é c o u l é d e p u i s q u e l 'axe des z é ta i t vertical 

e t a s c e n d a n t , l es c o m p o s a n t e s d e g s u i v a n t l e s y e t l es z se

r a i e n t gsmut, —g COSM/; ce l l e s d e l ' a ccé l é r a t i on centrifuge 

w'y, w ' z ; a lo r s l ' é q u a t i o n ( 2 ) d u n° 4 d e v i e n d r a i t 

dp = p[( oy'y -t- g sin w t )dy -+- ( tu' z — g-cosw t )dz \ ; 

ce q u i m o n t r e l ' i m p o s s i b i l i t é d e l ' é q u i l i b r e relatif, car le mul

t i p l i c a t e u r de p d é p e n d a n t d u t e m p s , les su r faces d e niveau 

q u i s e r a i e n t la c o n s é q u e n c e de l ' é q u i l i b r e d e v r a i e n t elles-

m ê m e s var ie r d ' u n i n s t an t à l ' a u t r e , et par c o n s é q u e n t le 

l i q u i d e n e p e u t pas t o u j o u r s c o n s e r v e r la m ê m e pos i t i on dans 

le vase . 

En d e r n i e r l i e u , n o u s s u p p o s e r o n s q u ' o n v e u i l l e appliquer 

le t h é o r è m e d e B e r n o u l l i à u n l i q u i d e p e s a n t e t h o m o g è n e qui 

s e m e u t r e l a t i v e m e n t à u n s y s t è m e t o u r n a n t un i fo rmémen t 

a u t o u r d ' u n axe ve r t i ca l , avec u n e v i t e s s e a n g u l a i r e w. Prenons 

ce t axe c o m m e axe des z e t le s e n s d e s c e n d a n t c o m m e sens 

positif . P o u r u n e m o l é c u l e s i t u é e à la d i s t a n c e r de l'axe, 

l ' accé lé ra t ion d ' e n t r a î n e m e n t p r i s e en s e n s c o n t r a i r e se réduit 

à l ' accé lé ra t ion cen t r i fuge coV, e t le t ravai l é l é m e n t a i r e de u'r 
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considérée c o m m e force a p o u r va l eu r rfrdr; le travail p o u r 

un dép lacement fini es t d o n c 

- w- r 2 -+- c o n s t . 
1 

L'équation ( i 4 ) d u n° l a do i t par c o n s é q u e n t se modi f ie r 

comme c i -dessous : 

= c o n s t . 

En désignant par z0, p„, sv, V 0 , r, l es va l eu r s p a r t i c u l i è r e s des 

quanti tés z, p, s, V, r, p o u r un p o i n t d e dépar t s i t u é su r la 

même t ra jectoi re , on p o u r r a i t e n c o r e é c r i r e 

p— pa i r s 

— , , — i — 1 9 c o s y as 
N SJ>. 

-f- — o, 
•2g- 2 g 

ce qui m o n t r e q u ' o n t i e n d r a i t c o m p t e d u m o u v e m e n t des axes 

mobiles en a joutant à la c h a r g e r é e l l e un gain de cha rge fictif 

égal à ^Si !_°J, a c c r o i s s e m e n t de la h a u t e u r d u e à la v i t e s s e 

2 g 

d 'en t ra înement p e n d a n t le p a r c o u r s s — s„ su r la t ra jec to i re re 

lative. Il est b i e n enLendu q u e , dans les d e u x é q u a t i o n s c i -des

sus, les var iables s et V d é s i g n e n t u n a rc de t ra jec to i re re la t ive 

et une vi tesse re la t ive ; de m ê m e f 9 cos y ds d é s i g n e auss i un 

travail relatif. 
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CHAPITRE DEUXIÈME. 
É C O U L E M E N T P E R M A N E N T D ' U N L I Q U I D E P E S A N T ET HOMOGÈNE 

PAR T7N O R I F I C E P E R C É D A N S UN R É S E R V O I R . 

§ I. — Cas où les effets de la viscosité peuvent être négligés. 

2 1 . Généralités ; premières indications de l'expérience sur 

les écoulements d'un liquide par orifice en mince paroi.— Un 

l i q u i d e h o m o g è n e s ' é c o u l e par u n e pe t i t e o u v e r t u r e prat iquée 

e n d e s s o u s de son n i v e a u , d a n s la pa ro i d ' un vase ou réservoir , 

e t f o r m e u n e v e i n e ja i l l i s san t dans u n gaz indéf in i qu i l'en

t o u r e c o m p l è t e m e n t s u r u n e c e r t a i n e l o n g u e u r . L ' écou lemen t 

e.st s u p p o s é p e r m a n e n t , ce q u i ex ige qu ' i l y ait tou jours la 

m ô m e q u a n t i t é d e l i q u i d e dans le va se , et par c o n s é q u e n t que 

le n i v e a u soi t e n t r e t e n u à u n e h a u t e u r i n v a r i a b l e ; p o u r cela, 

le l i q u i d e é c o u l é devra ê t r e r e m p l a c é d ' u n e m a n i è r e con t inue , 

à m o i n s q u e le vase n ' a i t u n e capac i t é i ndé f in i e . La paroi n'a 

q u ' u n e faible é p a i s s e u r s u r l e p é r i m è t r e d e l ' o u v e r t u r e , de 

s o r t e q u e cel le-c i p e u t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e p e r c é e dans 

u n e m e m b r a n e t r è s - m i n c e . E n f i n , le l i q u i d e n e r e ç o i t pas 

d ' a u t r e s a c t i o n s e x t é r i e u r e s q u e c e l l e s q u i p r o v i e n n e n t de la 

p e s a n t e u r , à par t les p r e s s i o n s e x e r c é e s n o r m a l e m e n t s u r tout 

son c o n t o u r pa r l e s c o r p s e n c o n t a c t . 

D a n s ces c i r c o n s t a n c e s , en o b s e r v a n t d ' a b o r d ce qu i se passe 

à l ' i n t é r i e u r du r é s e r v o i r , on r e c o n n a î t q u e l e s m o l é c u l e s li

q u i d e s y p o s s è d e n t d e s v i t e s s e s t r è s - f a i b l e s , p o u r p e u qu'on 

les p r e n n e à u n e d i s t a n c e n o t a b l e d e l 'o r i f ice , et q u e celui-ci 

soi t su f f i s ammen t p e t i t pa r r a p p o r t au r é s e r v o i r . On rend ce 

fait s e n s i b l e aux y e u x e n i n t r o d u i s a n t d a n s l e l i q u i d e u n corps 

p u l v é r u l e n t d e d e n s i t é à p e u p r è s éga le q u i s e m ê l e avec lui 

e t p a r t i c i p e à s o n m o u v e m e n t . U n e c o n s é q u e n c e immédiate 

q u i e n r é s u l t e , c ' es t q u e la p r e s s i o n dans le r é s e r v o i r doit va-
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lier à peu p rès s u i v a n t la loi h y d r o s t a t i q u e ( n° 18, d e u x i è m e 

règle) , et q u e la surface l i b r e s ' é ca r t e p e u d ' u n plan h o r i z o n 

tal. 

Lo r squ 'on o b s e r v e au c o n t r a i r e la v e i n e q u i s ' é c o u l e , on 

voit ses d i m e n s i o n s t r a n s v e r s a l e s d i m i n u e r à pa r t i r d e l 'orif ice 

jusqu'à u n e s e c t i o n m i n i m u m d i t e section contractée, où les 

molécules a r r iven t avec d e s v i t e s s e s s e n s i b l e m e n t pa ra l l è les et 

normales au plan d e lad i te s e c t i o n : c e t t e c o n t r a c t i o n est d u e 

à ce que les filets aff luent de l ' i n t é r i e u r ve r s l 'orif ice dans 

toutes les d i r e c t i o n s , d 'où r é s u l t e u n e c o n v e r g e n c e qu i n e 

cesse pas i m m é d i a t e m e n t au d e h o r s . A p r è s le passage de la 

section c o n t r a c t é e , l e s p o i n t s m a t é r i e l s l i q u i d e s d é c r i v e n t à 

peu près les m ê m e s p a r a b o l e s q u e dans le v ide , d e s o r t e q u ' i l s 

suppor tent u n e p r e s s i o n c o n s t a n t e (n° 18, t r o i s i è m e r è g l e ) 

égale à la p r e s s i o n du gaz a m b i a n t . 

Soient Q. l ' a i re de la s e c t i o n c o n t r a c t é e , A c e l l e de l ' o r i f i c e : 

le rapport ~ a r eçu le n o m de coefficient de contraction. La 

théorie n 'a pas e n c o r e r é u s s i j u s q u ' à p r é s e n t à c a l c u l e r ce coef

ficient, sauf dans un cas p a r t i c u l i e r q u e n o u s t r a i t e r o n s par la 

suite, et l ' H y d r a u l i q u e e x p é r i m e n t a l e n e d o n n e à s o n sujet q u e 

des r e n s e i g n e m e n t s assez i n c o m p l e t s . Voic i c o m m e n t les e x p é 

riences p e u v e n t ê t r e fa i tes . O n m e s u r e u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e 

de la v e i n e , en faisant pa s se r cel le-ci à t r a v e r s u n bâ t i , pa r 

lequel on s u p p o r t e u n e s é r i e de t iges m é t a l l i q u e s t e r m i n é e s 

en poin te et t o u t e s c o n t e n u e s d a n s le p lan d e l à s e c t i o n qu ' i l 

s'agit de c o n n a î t r e ; on e n f o n c e avec p r é c a u t i o n les t iges j u s 

qu'à ce qu ' e l l e s af f leurent la v e i n e s a n s y p é n é t r e r , p u i s o n 

arrête l ' é c o u l e m e n t ; l es p o i n t e s des t iges d e s s i n e n t a lors exac 

tement la sec t ion c h e r c h é e , q u ' o n p e u t r e l e v e r à lois i r . La p o 

sition de la sec t ion m i n i m u m es t d é t e r m i n é e pa r t â t o n n e m e n t . 

On arr ive a ins i à t r o u v e r Q, et A é t a n t i m m é d i a t e m e n t c o n n u 

par u n e m e s u r e faite s u r le r é s e r v o i r , on en c o n c l u t le r a p -

i2 
port - -

Les e x p é r i e n c e s d o n t on v i e n t d e d o n n e r u n e i dée on t é t é 

p r e m i è r e m e n t e x é c u t é e s s u r des orif ices c i r c u l a i r e s , d o n t l es 

diamètres va r ia ien t d e o m , o 2 à o m , 1 6 . Divers h y d r a u l i c i e n s o n t 

II. 2 e Ê D I T . 4 
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c o n s t a t é : i ° q u e la s ec t i on c o n t r a c t é e , d e fo rme é g a l e m e n t cir

cu l a i r e , se t r o u v e à u n e d i s t a n c e de l 'orif ice à p e u p r è s égale 

au rayon de l ' a i re i l ; 2° q u e le r a p p o r t de ce rayon à celui de 

l 'a ire A est e n v i r o n 0,7g, d ' o ù r é s u l t e r a i t 

X = (0,7g) 2 = 0,65.4. 

Ains i , le coefficient de c o n t r a c t i o n aura i t , dans le cas actuel, 

5 
u n e va l eu r t r è s - r a p p r o c h é e de la fraction Au r e s t e , ce n'est 

o 

là q u ' u n e m o y e n n e d o n t l es o b s e r v a t i o n s p e u v e n t s ' écar te r un 

p e u , en p l u s ou e n m o i n s ; il es t difficile de c r o i r e q u e le rap

p o r t ^ es t a b s o l u m e n t c o n s t a n t et n e d é p e n d e n a u c u n e façon 

ni du r ayon d e l 'or i f ice , ni de sa s i t ua t i on su r la s u r f i c e du ré

s e r v o i r , n i enfin d ' a u c u n e des n o m b r e u s e s c i r c o n s t a n c e s se

c o n d a i r e s par l e s q u e l l e s u n e e x p é r i e n c e diffère d ' u n e a u t r e . 

Q u a n d l 'orif ice n ' e s t pas c i r c u l a i r e , on a d m e t e n c o r e comme 

v a l e u r a p p r o x i m a t i v e d u r a p p o r t ^ ' e n o m b r e 0,62; ma i s alors 
A. 

les e r r e u r s p e u v e n t d e v e n i r assez n o t a b l e s . En 1827, MM. Pon-

c e l e t e t L e s b r o s on t fait le r e l evé d ' u n e ve ine d 'eau qu i s'écou

lai t par u n orifice ca r r é de o'",2o d e c ô t é , ayan t s o n centre 

à im,68 a u - d e s s o u s du n i v e a u du r é s e r v o i r , e t ils o n t obtenu 

~ = o , 5 6 ; à la v é r i t é , M. L e s b r o s ayant r e p r i s la m ê m e expé

r i e n c e q u e l q u e s a n n é e s p lus t a rd , avec t o u t e s l e s p récau t ions 

p o s s i b l e s p o u r en a s s u r e r l ' e x a c t i t u d e , a t r o u v é ^ = o , 5 8 ; 

m a i s c e d e r n i e r n o m b r e , q u o i q u e p l u s r a p p r o c h é de la 

m o v e n n e 0 ,62, s ' en é c a r t e e n c o r e de de sa v a l e u r . Dans une 

15 

a u t r e e x p é r i e n c e du m ê m e o b s e r v a t e u r le r a p p o r t en ques t ion 

a é t é 0,64. 

Les orifices polygonaux donnen t lieu à un p h é n o m è n e cur ieux connu 

sons le nom d'inversion de In -veine, don t nous di rons seu lemen t quelques 

mo t s , parce que son é tude ne p o u r r a i t fourn i r , dans l ' é ta t actuel des 

choses , aucune indicat ion b : e n uti le pour l 'Hydrau l ique p r a t i q u e . Si l'ori-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



É C O U L E M E N T D ' U N L I Q U I D E P A R U N O R I F I C E . 5 i 

fice est un carré, la veine se transforme à une certaine distance et prend 

uno autre section encore sensiblement carrée, mais dont les côtés font 

des angles de 45 degrés avec ceux de l'oritice. Par exemple, MM. Poncelet 

et Lesbros, dans l'expérience citée c i -dessus , ont produit uno veine dont 

la fig. 6 représente trois profils consécutifs; les coupes ACGE, abcdefgh, 

a'b'c'd'e'f'g'h' sont faites respective

ment aux distances o™,oo, o m , i 5 , o m ,3o 

de l'ouverture; la dernière donne la sec

tion minimum. Avec un orifice en forme 

de pentagone régulier, Bidone a obtenu 

pour section contractée une étoile à cinq 

branches , dont les pointes correspon

daient aux milieux des côtés du pen

tagone primitif. Enfin des mesures prises 

par M. Lesbros sur une veine jaillissant 

par une fente rectangulaire verticale, de 

o m ,6o de hauteur sur o m , o2 do largeur, 

ont donné les figures suivantes {fis- l) pour sections transversales, aux 

Fie-

h>C\h 

12.6. 

28.5 63 

102 

distances o" ;,on, o m , i o , o '",3o. o n l , 7o , i m , i o de l'origine. Le* cotes sont 

exprimées en millimètres. 

D a n s la p r a t i q u e d e s i n g é n i e u r s , la q u a n t i t é q u ' o n a l e p l u s 

o r d i n a i r e m e n t b e s o i n d e c o n n a î t r e o u d e c a l c u l e r à priori, d'à-

4-
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p r è s c e r t a i n e s d o n n é e s , c ' e s t la dépense : on n o m m e ainsi le 

v o l u m e l i q u i d e Q é c o u l é d a n s c h a q u e u n i t é d e t e m p s , volume 

qui es t c o n s t a m m e n t le m ê m e , p u i s q u e la p e r m a n e n c e existe, 

e t q u e le p h é n o m è n e é t u d i é n e var ie pas , à q u e l q u e instant 

q u ' o n l ' o b s e r v e . Mais avant d e c o n s u l t e r l ' e x p é r i e n c e à ce su

j e t , il c o n v i e n t de vo i r ce q u e la t h é o r i e p o u r r a n o u s ap

p r e n d r e . 

Si n o u s n o m m o n s M u n é l é m e n t super f ic ie l d e la sec t ion con

t r a c t é e Q., et V la v i t e s se de la m o l é c u l e qu i t r ave r se cet élé

m e n t , d a n s u n t e m p s i n f i n i m e n t pe t i t dt, il sor t i ra par w un 

c y l i n d r e d e l i q u i d e ayan t la s ec t i on M , la h a u t e u r X'dt, et par 

c o n s é q u e n t le v o l u m e a V d t . L e v o l u m e to ta l é c o u l é dans le 

t e m p s dt s ' e x p r i m e r a d o n c par rf/iuV, 2 é t an t u n e somme 

é t e n d u e à t o u s les é l é m e n t s ci; or la p e r m a n e n c e fait que le 

m ê m e v o l u m e s ' é c o u l e d a n s d e s t e m p s égaux : d o n c 

dtliùY: Q : : dt : i , 
et , par s u i t e , 

Q = Z w V . 

C h e r c h o n s d o n c en p r e m i e r l i eu la v i t e s s e V. 

2 2 . Vitesse de l'écoulement. — La v i t e s se V se détermine 

sans p e i n e au m o y e n du t h é o r è m e de B e r n o u l l i ( n c 1 5 ) , si l'on 

a d m e t d ' avance (sauf vér i f ica t ion par l ' e x p é r i e n c e ) q u e la vis

cos i t é est n é g l i g e a b l e . A p p l i q u o n s en effet ce t h é o r è m e à une 

m o l é c u l e en p r e n a n t son po in t de d é p a r t ini t ia l dans le réser

voir , l o r s q u ' e l l e n 'a pas e n c o r e d e v i t e s s e s e n s i b l e ( n" 21 ), et 

p o u r p o s i t i o n finale ce l l e de l ' é l é m e n t w dans la sec t ion con

t r a c t é e . N o m m o n s 

h la c h a r g e e n t r e l e s d e u x p o s i t i o n s c o n s i d é r é e s de la molé

c u l e ; 

Ç la p e r l e de cha rge c o r r e s p o n d a n t e , q u e n o u s supposons 

t r è s - p e t i t e ; 

z la h a u t e u r ve r t i ca le de l ' é l é m e n t u a u - d e s s o u s du niveau 

du l i q u i d e dans le r é s e r v o i r ; 

/; la p r e s s i o n par u n i t é d e sur face s u r ce n i v e a u ; 

p' la p r e s s i o n du gaz q u i e n t o u r e la v e i n e ; 

II le po ids de l ' un i t é de v o l u m e du l i q u i d e . 
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— = / « ; 

or le niveau p i é z o m é t r i q u e , p o u r la pos i t ion in i t ia le , s ' é lève 

à la h a u t e u r ^ a u - d e s s u s rie ce lu i du r é s e r v o i r , p u i s q u e dans 

celui-ci la p r e s s ion varie su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e ( n° 2 1 ) ; 

pour la posi t ion f inale, la c o l o n n e p i é z o r n é t r i q u e a s e u l e m e n t 

P' 

la hauteur Ç=r : donc on a n 

I P ~ P 
k = = z ~ u 

et, en subs t i t uan t dans l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e , 

ou bien e n c o r e 

Z + II 

V = V / 2 . . [ Z + ^ Ï Î ^ 

relation qui d é t e r m i n e l ' i n c o n n u e Y. On l ' é n o n c e en d i san t q u e 

la hau teur d u e à la v i t e s s e dans un é l é m e n t de la s ec t i on c o n -

P — p' 

tractée est égale a la c h a r g e z -+- - — ~ — s u r ce t é l é m e n t . Ordi

nairement le m o t charge i n d i q u e ( n c 15) u n e d i f fé rence de n i 

veau e n t r e les c o l o n n e s p i é z o m é t r i q u e s de d e u x p o i n t s ; m a i s 

les co lonnes p i é z o m é t r i q u e s p o u r t o u s les p o i n t s du bass in s 'é-

levant t ou t e s à la m ê m e h a u t e u r , p o u r v u q u ' o n se p lace assez 

loin de l 'orifice, le p o i n t de dépa r t es t ici ind i f fé ren t . 

Quand la v e i n e et la sur face s u p é r i e u r e du l i q u i d e dans le 

bassin son t e n t o u r é e s d ' u n e m ê m e a t m o s p h è r e g a z e u s e , on a 

t r è s - approx ima t ivemen t p = p', et V se r é d u i t à \ligz. 

La va leur de la v i t e s s e fourn ie par l ' é q u a t i o n ( i ) se vérifie à 

peu p r è s par l ' e x p é r i e n c e , q u a n d il s 'agit d ' un é c o u l e m e n t 

d'eau. Dive r ses o b s e r v a t i o n s de B o s s u t e t M i c h e l o t n , faites s u r 

des ve ines qu i s o r t a i e n t par des orif ices c i r cu l a i r e s d e pet i t d i a -

La vi tesse ini t iale é t a n t n u l l e ou n é g l i g e a b l e , ainsi q u e le 

théorème de B e r n o u l l i d o n n e 
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m è t r e ( o m ,027 e n v i r o n ], avec u n e cha rge n ' e x c é d a n t pas 7 m , i q , 

m o n t r e n t q u e le r a p p o r t n de la v i t e s se r é e l l e à la v i tesse cal

c u l é e es t c o m p r i s e n t r e 0,97 e t 1,00. La p e t i t e e r r e u r en plus 

q u e n o u s c o n s t a t o n s ici s ' e x p l i q u e t r è s - h i e n par l ' e x i s t e n c e de 

la v i s c o s i t é , d o n t n o u s a v o n s nég l igé l 'effet; car n o u s aurions 

d û é c r i r e 

— h — r 

•>.g 

et c o m m e l ' e x p é r i e n c e d o n n e 

V = n y'2 gli, 

on en c o n c l u t s a n s p e i n e , par l ' é l i m i n a t i o n de V , 

Ç = / i ( i - n » ) . 

La v i scos i t é c o n s o m m e r a i t d o n c , d ' a p r è s c e t t e expl ica t ion , 

la fract ion 1 — n1 ( so i t d e o à o ,06) de la c h a r g e . 

Mais il es t p r o b a b l e q u e le calcul d e l ' é q u a t i o n (1) cont ient 

d ' a u t r e s i n e x a c t i t u d e s q u e ce l l e q u i c o n s i s t e à n é g l i g e r la vis

c o s i t é . En effet, dans l ' e x p é r i e n c e c i t ée p l u s h a u t (n° 21) , à 

p r o p o s de l ' i nve r s ion d ' u n e v e i n e s o r t a n t par u n orif ice carré 

de o m , 20 d e c ô t é , M. L e s b r o s a r e c o n n u q u e le n o m b r e n excé

dait l ' u n i t é d e o ,04 e n v i r o n . Or on n e p e u t v r a i s e m b l a b l e m e n t 

s u p p o s e r q u e la v i scos i t é p r o d u i s e u n travail posi t i f et par suite 

u n gain de c h a r g e ; q u o i q u e n o u s n e p u i s s i o n s pas n o u s rendre 

u n c o m p t e exac t e t dé ta i l l é d e s effets de c e t t e c a u s e , n o u s pré

fé rons c ro i r e q u e s o n travai l es t t o u j o u r s r é s i s t an t , c o m m e 

ce lu i du f r o t t e m e n t dans un s y s t è m e c o m p o s é de c o r p s sol ides , 

ma i s q u e la p e r t e d e c h a r g e c o r r e s p o n d a n t e e s t c o m p e n s é e 

q u e l q u e f o i s par d ' a u t r e s c i r c o n s t a n c e s s e c o n d a i r e s q u e la 

t h é o r i e la isse de c ô t é , c o m m e , pa r e x e m p l e , l ' e x i s t e n c e dans 

le r é s e r v o i r d ' u n e v i t e s se s e n s i b l e qu i t r o u b l e la loi hydrosta

t i q u e des p r e s s i o n s , le défau t de p e r m a n e n c e du m o u v e 

m e n t , e t c . 

Q u o i qu ' i l en soi t , l ' e r r e u r à c r a i n d r e s u r la v i t e s s e , dans 

le cas de c h a r g e s m o d é r é e s , é t an t l i m i t é e à 3 ou 4 c e n t i è m e s , 

on doi t r e g a r d e r le p r o b l è m e d e sa d é t e r m i n a t i o n c o m m e 

r é s o l u d ' u n e m a n i è r e sat isfa isante . Q u a n t aux v i t e s ses q u i se 
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(") Il existe des réservoirs d o n t l 'eau s 'écoule sous des charges p o u v a n t al ler 

jusqu'à J O mètres , Il serait à dés irer qu 'on en profitât p o u r vérifier la for

mule ( I J avec des charges p lus fortes q u e ce l les des expér iences c o n n u e s . 

p r o d u i r a i e n t a v e c d e s c h a r g e s e x c é d a n t b e a u c o u p la l i m i t e d e 

1 m è t r e s , n o u s n e c o n n a i s s o n s a u c u n e o b s e r v a t i o n q u i p u i s s e 

n o u s faire s a v o i r j u s q u ' à q u e l p o i n t la f o r m u l e ( i ) l e s d o n n e r a i t 

e x a c t e m e n t (* ) . 

La vérification experiméntalo de cette formule suppose qu'on sache 

mesurer la vitesse avec laquelle les filets traversent la section contractée. 

Pour cela, on peut employer deux moyens . D'abord il est possible de re

cueillir et d'évaluer par une eubature le volume Q dépensé dans l'unité 

de temps, et de relever le dessin e-xact de la veine, pour en déduire 

Faire i l ou ï w de la section contractée; cela fait, on aura, comme on 

l'a vu au n° 2 1 , 
Q = SwV, 

et si l'on divise l'une par l'autre les quantités connues Q et ï w , le qun-

ïwV 
tient donnera la vitesse moyenne dans cette section. Un second 

¿ w 

moyen consisterait à observer l'amplitude du jet dans la portion où les 

molécules décrivent des paraboles : nommant x la longueur parcourue 

dans la direction de la vitesse initiale V, y l 'abaissement vertical corres

pondant au-tiessous de cette ligne, t le temps employé à le décrire, on 

sait qu'on a 
x = \ t , y = \ g i 1 , 

d'où l'on tire 

Ainsi le calcul do V pourrait s'effectuer en mesurant les deux lon

gueurs .r. et y. 

2 3 . Calcul théorique de la dépense, en supposant connue la 

section contractée. — Si l ' o n a d m e t q u e la f o r m u l e (r ) d o n n e 

avec u n e e x a c t i t u d e s u f f i s a n t e la v i t e s s e e n t o u t p o i n t d e la 

s e c t i o n c o n t r a c t é e , e t q u e c e l l e - c i s o i t d é f i n i e q u a n t à la f o r m e 

et à l ' é t e n d u e , il d e v i e n d r a f a c i l e d e p r o c é d e r a u c a l c u l d e la 

q u a n t i t é 2 w V , q u i e x p r i m e la d é p e n s e ( n" 2 1 ) . D ' a b o r d il p e u t 

se faire q u e l e s c h a r g e s z -+- ^ ^ n ' a i e n t e n t r e e l l e s q u e d e 
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faibles d i f f é rences r e l a t i v e m e n t à l e u r v a l e u r m o y e n n e : alors 

la v i tesse se ra i t s e n s i b l e m e n t c o n s l a n t e p o u r t o u s les points, 

e t égale à ^ / 2 g ^z, -+- j ' e n a p p e l a n t z, l ' o r d o n n é e z du 

c e n t r e d e g rav i t é de la s e c t i o n c o n t r a c t é e . D o n c on a u r a i t 

(») Q = a \ / * z ( z > + p — n

p -

Q u a n d la h a u t e u r ver t i ca le d e la s e c t i o n c o n t r a c t é e n ' e s t pas 

p e t i t e en c o m p a r a i s o n d e la c h a r g e s u r son c e n t r e de gravité, 

l es v i t e s se s q u e la f o r m u l e ( 1) a t t r i b u e aux d ive r s filets l iquides 

n e son t p lu s r a p p r o c h é e s d e l ' é g a l i t é ; il s e m b l e a lo r s néces 

s a i r e , au p r e m i e r a b o r d , d 'e f fec tuer par le ca lcu l in tégra l la 

s o m m a t i o n d e s p r o d u i t s de c h a q u e é l é m e n t super f i c ie l r«> par la 

v i t e s se V q u i lui c o r r e s p o n d . Mais n o u s a l lons m o n t r e r par 

d e u x e x e m p l e s q u e ce l t e m a n i è r e d e p r o c é d e r e s t i n u t i l e , et 

q u ' o n p e u t e n c o r e s 'en t e n i r à la f o r m u l e ( 2 ) . 

Le premier exemple sera celui d'une section contractée rectangulaire 

ayant deux côtés horizontaux de longueur / et deux autres verticaux de 

longueur a. Appelons II la charge sur le bord supérieur et 11 + r i a 

charge sur un point quelconque, y étant variable de o à a. Le volume 

dépensé par une tranche horizontale infiniment mince Idy de la section 

contractée aura pour valeur Idy \J'xg (11 -hy) ; la dépense cherchée Q 

l'on po-s'exprimera donc par l'intégrale définie 1 ldy*J^g(l[ -\-y), et 
Jo 

sera 

Q - ' £afyv,uTy=\1 ^ [ (H 4- « r - h ' ] -
Or, si la dépense avait été calculée comme dans le cas d'une section de 
petite hauteur, la formule (2) aurait donné 

le rapport des deux résultats sera donc 

2 (n +a)' — IV 
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Voici la valeur numérique de cette expression pour diverses valeurs du 

rapport J L - : 

Rapport ¡7 . . . 0 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
H -f- (7 

Rapport des deux 

dépenses 0,943 0,979 0,992 0,997 °,999 ' , 0 0 ° C i -

Comme on le voit, l'écart relatif entre la formule (2) et le résultat de 

l'intégration n'atteint jamais 6 centièmes, et même il serait beaucoup 

en dessous pourvu que H fût seulement le quart de la hauteur a, car 

alors n-iî— serait é^al à 0,2, et la limite de 6 centièmes s'abaisserait 

à 2. Ajoutons que dans le cas d'une petite valeur de — les deux expres

sions de la dépense ne mériteraient pas plus de confiance Tune que 

l'autre; car le calcul indiquant une vitesse beaucoup plus petite pour le 

bord supérieur que pour le bord inférieur de la veine, il est impossible 

d'admettre que les différents filets liquides ne se contrarient pas dans 

leur mouvement; et la supposition ci-dessus énoncée (11° 2 1 ) d'un jet 

parabolique avec une pression constamment égale à celle du gaz ambiant 

devient une pure fiction. Donc la formule (2) est aussi bonne que celle 

obtenue par l'intégration : quand leur emploi est justifié par les circon

stances physiques de l'écoulement, elles donnent des résultats très-sen

siblement égaux ; quand elles divergent un peu, il faut les considérer 

(*) Ce rapport se présente sous la f o r m e - q u a n d a est i n f i n i m e n t pet i t re la 

tivement à H, ce qui d o n n e 

II _ 

U -

mais alors on a d'après la f o r m u l e du b i n ô m e , e n nég l igeant les in f in iment 

petits d'ordre supérieur au p r e m i e r , 

a 3 0 1 
( H + «)•• = H«- | - a i l " - h . . . ; 

I 

d'ailleurs la quant i té a -+- s impl i f i ée de m ê m e se rédui t à a H s ; donc à 

la limite, pour a = o, on p o u r r a écrire 
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mais ici / n'est plus constant, c'est une variable liée à y par la relation 

Pour effectuer l'intégration, on posera 

/ = % ( l - C 0 E } ) , 

d'où résulte 

/ — a sin 'f, 

dy = — « sincj/ dy, 

Q = - et1 \/g f sin sy «rç> L / s H • 
2 Jo 

, rr 
ou encore, en posant A = —77—;—; 

' r 2 H -+- a 

a — a cos? 

Q = ~ d1 y / i i g + ~ ^ J" v'1 — k eosy.sin 2 ofAp. 

La dépense calculée par la formule (2) serait 

Q = I M y a f f ( H - , ; ) i 
le rapport des deux résultats s'exprime donc ici par 

- j \f^— k coscp.sin 2» d(f. 
n Jo 

On pourrait aisément le développer en série ordonnée suivant les puis

sances ascendantes de h (*) ; mais il nous suffira d'en chercher les va-

(*) Ce l le série aurait p o u r ses p r e m i e r s t e r m e s 

">5 ,,. 

et p o u r t e r m e généra l 

k- —-/t' . . . 
02 JO24 C J J J . Î Ù 

1 . 1 . 3 ^ 5 . ^ ( 4 1 — 3 ) 1 . 3 . 5 . . . (-!/— 1) 
a . 4 . G . 8 . . .4/ 4 . 6 .8 . . . (n - f -7) 

toutes deux comme défectueuses, attendu qu'elles reposent alors sur un 

hypothèse trop inexacte. 

Nous prendrons pour second exemple celui d'une veine à section cir 

culaire ayant un diamètre contracté a. Appelant / la longueur variabl 

d'une tranche horizontale de la section contractée, et conservant le, 

autres notations du premier exemple, nous aurons encore 
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leurs limites correspondantes à /> = o et k — i . Si l'on a h — o, le rap-

port en question se réduit à - J sm-'vrly. Or 

j sm-<f cl<f — - <f sirnp cos », 

donc le rapport des deux dépenses calculées est - • - ou l'unité, comme 
7T 2 

on devait s'y attendre, car — ,̂ ne peut pas s'annuler sans nue a 

' î H + a r n 

devienne infiniment petit par rapport à H, et alors on retombe dans le 

cas d'une section contractée de très-petite hauteur. Si />' était égal à i , 

ce qui supposerait H = o, il faudrait calculer 

- / \JI — COSw.sin-tp dm 
Jo 

soit, à cause de la relation i — cos? = 2 s in 2 ~ tp, 

2 v/2 f * • 1 • , , 

/ Sin - tf Slû iprlw, 
Jo 2 T " 

ou bien encore, en posant - -a = £, 

1 6 ^ ' s in 3 S cos'S 

Or on a 

n Jo 

jsin3S cos 2 S rfS ^-JsinSdS c o s 2 S ( i — c o s 2 € ) 

= J"cos2S s inS dS — J cos' 
S siuë d% 

J 
~ COS3 S + Ì r.os s6; 

par suite 

/ ~ s i n 3 e c o s ; S r f ë = = i - I ^ JL, 
Jo 3 5 1 5 ' 

et le rapport cherché 
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La limite de l'erreur relative commise en substituant la formule (2) au 
résultat de l'intégration ne serait plus ici que de 4 centièmes; les con
clusions données après le premier exemple subsistent donc à fortiori, et 
par induction nous admettrons qu'elles se vérifieraient aussi pour d'autres 
figures que le rectangle et le cercle. 

Ains i d o n c , en déf in i t ive , le ca lcu l de la d é p e n s e d 'un ori

fice en m i n c e pa ro i se r édu i r a i t à m u l t i p l i e r l 'a ire Q de la sec

t i on c o n t r a c t é e par la v i t e s s e du filet c e n t r a l , sauf le cas excep

t i o n n e l d ' u n e faible cha rge s u r la pa r t i e s u p é r i e u r e de la veine. 

La s e c t i o n c o n t r a c t é e n ' é t a n t pas o r d i n a i r e m e n t u n e donnée 

i m m é d i a t e d e l à q u e s t i o n , on i n t r o d u i r a i t a p p r o x i m a t i v e m e n t , 

au l i eu de z¡ dans la v a l e u r y / ? g ( ^ z ¡ -+- ^ ^ de la vitesse 

q u i a n i m e le filet c en t r a l , l ' o r d o n n é e a n a l o g u e p o u r l'orifice 

l u i - m ê m e . Q u a n t à l ' a i re Q, on la d é d u i r a i t d e l 'a ire A de l'ori

fice en p r e n a n t ( n" 21} Q, = o , 6 2 A. 

Si l 'on réf léchi t u n p e u s u r la m a n i è r e d o n t n o u s sommes 

a r r ivé à la r èg l e qu i v i e n t d ' ê t r e e x p r i m é e , on voi t q u e prati

q u e m e n t le ca lcul de la d é p e n s e p r é s e n t e r a i t d e s incer t i tudes 

assez g raves . On se ra i t e x p o s é à c o m m e t t r e d e pe t i t e s er

r e u r s , i ° s u r l ' o r d o n n é e z„ 2 0 s u r la v i t e s se du filet central , 

3° s u r l 'a ire Q., ces q u a n t i t é s n e p o u v a n t ê t r e o b t e n u e s qu'a

v e c u n e a p p r o x i m a t i o n p lu s ou m o i n s sa t is fa isante : t ou t e s ces 

e r r e u r s , en se c o m b i n a i t , p o u r r a i e n t fausser le r é s u l t a t final. 

A u s s i l es h y d r a u l i c i e n s p r é f è r e n t - i l s e m p l o y e r u n a u t r e pro

c é d é , dans l e q u e l on e m p r u n t e a u x c o n s i d é r a t i o n s théor iques 

s e u l e m e n t la fo rme d e l ' e x p r e s s i o n de la d é p e n s e , en se ré

s e rvan t de d é t e r m i n e r e x p é r i m e n t a l e m e n t u n coeff icient qui 

co r r ige en b loc t o u t e s les i n e x a c t i t u d e s don t n o u s avons parlé. 

2 4 . Calcul pratique de la dépense par un orifice en mince 

paroi. — So ien t z, l ' o r d o n n é e du c e n t r e d e gravi té de l'orifice 

r e l a t i v e m e n t au n i v e a u s u p é r i e u r du l i q u i d e , U la vitesse 

m o y e n n e dans la sec t ion c o n t r a c t é e , c 'es t-à-dire la q u a n t i t é qui, 

m u l t i p l i é e pa r s o n a i re Q,, d o n n e la d é p e n s e ; les a u t r e s nota

t i o n s r e s t e r o n t l es m ê m e s q u e dans les a r t i c l e s p r é c é d e n t s . On 

sait ( n u ' 22 et 23) q u e U diffère p e u d e 
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on sait de p lus q u e Q. es t avec A d a n s u n r a p p o r t s e n s i b l e m e n t 

constant. On do i t d o n c p o s e r 

(3} Q = m A y / a ^ + P T ^ ) , 

m étant un coefficient n u m é r i q u e d o n n é par l ' e x p é r i e n c e p o u r 

chaque cas pa r t i cu l i e r qu i p e u t se p r é s e n t e r . Ce coeff ic ient 

représente p r i n c i p a l e m e n t l 'effet de la c o n t r a c t i o n , ma i s il 

n'est c ependan t pas i d e n t i q u e avec le coeff ic ient de c o n t r a c 

tion; en effet, i l U e x p r i m a n t auss i la d é p e n s e , on a 

d'où résul te 

û U * 

Le n o m b r e m es t d o n c le p r o d u i t du coeff ic ient de c o n t r a c t i o n 

par le n o m b r e , p e u é l o i g n é d e l ' u n i t é , q u i doi t m u l t i p l i e r 

l 'expression y / 2 g - ^ , -+-
 P ^ ^ p o u r q u ' e l l e d e v i e n n e éga le 

à la vitesse m o y e n n e U dans la s ec t i on c o n t r a c t é e . 

Le n o m b r e m s ' appe l l e coefficient de dépense; d a n s le l a n 

gage et dans l 'usage on le con fond t r è s - s o u v e n t avec le coef

ficient de c o n t r a c t i o n , ce qu i a p r a t i q u e m e n t p e u d ' i m p o r 

tance. 

Quand l 'orif ice es t c i r c u l a i r e , e t q u e son d i a m è t r e varie de 

om ,o2 à o m , 16, un grand n o m b r e d ' e x p é r i e n c e s fa i tes , il es t 

vrai, sous des cha rges i n f é r i e u r e s à 6'71,80 (*) c o n c o r d e n t a ssez 

bien p o u r faire a t t r i b u e r au coeff ic ient de d é p e n s e la v a l e u r 

0,62. On aura i t d o n c dans ce cas 

Q = o , 6 2 A ^/.g^+P-^y 

Quand l 'orifice p r é s e n l e u n e a u t r e f o rme , la v a l e u r m = 0 , 6 2 

(*) Voir le Traité d'Hydraulique, de d 'Aubuisson , p . ^8 de la i r E é d i t i o n . 
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[*) Expér iences h y d r a u l i q u e s sur les lo i s de l ' é c o u l e m e n t de l 'eau, etc . , par 

M. Lesbros , c o l o n e l du génie . (Extrait du t o m e XIII des Mémoires présentes par 

divers savants ci VAcadémie des Sciences de Paris. Prix d e Mécanique de i85o.) 

n e p e u t p l u s ê t r e c o n s e r v é e q u e c o m m e u n e m o y e n n e ap

p r o x i m a t i v e . MM. P o n c e l e t e t L e s b r o s on t e n t r e p r i s ensemble , 

et le d e r n i e r a p l u s t a rd c o n t i n u é s e u l , des e x p é r i e n c e s très-

m u l t i p l i é e s au suje t d e s é c o u l e m e n t s par orif ices rec tangu

la i res ; vo ic i l es p r i n c i p a l e s c o n c l u s i o n s qu i en r e s s o r t e n t pour 

l e s or i f ices en m i n c e pa ro i d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans l 'air : 

i" L e coeff ic ient de d é p e n s e d é p e n d du p l u s pe t i t intervalle 

q u i s é p a r e les h o r d s o p p o s é s de l 'orif ice, e t r e s t e le même, 

t o u t e s c h o s e s éga les d ' a i l l eu r s , q u e l l e q u e soi t l ' au t r e dimen

s i o n , p o u r v u q u ' e l l e n ' e x c è d e pas v ingt fois la p r e m i è r e ; 

2 ° L e s or i f ices p r a t i q u é s d a n s u n e pa ro i épa i s se donnen t , 

t o u t e s c h o s e s éga les d ' a i l l e u r s , l es m ê m e s r é su l t a t s q u e c e u x en 

m i n c e pa ro i , l o r s q u e la v e i n e s e d é t a c h e de t o u t l e u r pour tour 

et q u e l e u r s q u a t r e c ô t é s son t dans un m ê m e p lan ve r t i ca l ; 

c e t t e d e r n i è r e c o n d i t i o n es t e s s e n t i e l l e ; dans u n cas où le 

b o r d s u p é r i e u r d e l 'orifice é ta i t f o r m é par u n e v a n n e faisant 

sai l l ie de o m , o 5 s u r le p l an d e s t ro i s a u t r e s c ô t é s , M. Lesbros 

a c o n s t a t é , c o m p a r a t i v e m e n t a u x or i f ices p r a t i q u é s dans un 

m ê m e p lan ve r t i ca l , des a u g m e n t a t i o n s r e l a t i ve s de dépense 

va r i ab le s de 0,02 à 0,06; 

3° La d i s p o s i t i o n des pa ro i s et d u fond du r é s e r v o i r n 'a au

c u n e i n f l u e n c e a p p r é c i a b l e s u r la d é p e n s e , q u a n d l 'orifice en 

e s t su f f i s ammen t l o i n ; m a i s l ' i n f luence c o m m e n c e à s e faire 

s e n t i r q u a n d la d i s t ance des pa ro i s o u du fond au b o r d co r res 

p o n d a n t de l 'orif ice est r é d u i t e à 2 , 7 fois la l a r g e u r de celui-ci . 

N o u s d o n n o n s à la fin du Cour s u n e t ab l e ex t r a i t e de celle 

d e M. L e s b r o s (*), où s o n t c o n s i g n é s les coeff ic ients de dé

p e n s e a p p l i c a b l e s à d ive r s or i f ices r e c t a n g u l a i r e s e n mince 

p a r o i d é b o u c h a n t l i b r e m e n t d a n s l 'air et e n t i è r e m e n t i so lésdes 

pa ro i s o u du fond . Mais c o m m e ce t t e t ab le c o n v i e n t e n c o r e à 

d ' a u t r e s cas d ' é c o u l e m e n t q u i n o u s r e s t e n t à pa s se r en r evue , 

n o u s r e n v o y o n s p l u s loin (n°31) les exp l i ca t ions s u r son usage. 

Les a n c i e n s a u t e u r s , faisant abs t r ac t i on de l ' ob l i qu i t é des 

filets l i q u i d e s d a n s l e u r passage à t ravers le plan d e l 'orifice, 
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admettaient q u e la t h é o r i e deva i t d o n n e r p o u r e x p r e s s i o n de la 

dépense A i / s g f z 3 + - ~ - j e t en c o n s é q u e n c e ils a p p e 
laient cet te quan t i t é dépense théorique. Ce t t e e x p r e s s i o n s 'es t 

conservée quoiqu ' i l n 'y ait pas b e s o i n d ' u n e t h é o r i e b i e n avan

cée pour r e c o n n a î t r e q u e la d é p e n s e est en réa l i té p lu s faible. 

En effet, i n d é p e n d a m m e n t de l ' o b l i q u i t é d e s filets su r le plan 

de l'orifice, il y a d a n s c e plan e t ve r s le m i l i e u de la v e i n e u n e 

pression plus forte q u e ce l l e du gaz a m b i a n t , ce qu i doi t d i m i 

nuer la v i tesse , p u i s q u e , d a n s la f o r m u l e ( i ) d u n" 2 2 , p' do i t 

recevoir u n e va leu r p l u s for te . L ' e x c è s de p r e s s i o n d o n t il 

s'agit est dû à la c o u r b u r e d e s filets, q u i t o u r n e n t l e u r con

vexité vers l 'axe de la v e i n e , e n so r t e q u e les forces d ' i n e r t i e 

centrifuges son t aus s i d i r i g é e s ve r s le m ê m e a x e ; il en r é su l t e 

que dans un m ê m e p lan ho r i zon ta l les p r e s s i o n s du l i q u i d e 

vont en a u g m e n t a n t d e p u i s l e s b o r d s de la v e i n e j u s q u e v e r s 

son milieu ( n° 16 ). 

Navier a essayé de tenir compte approximativement, par le calcul, de 

l'obliquité des filets. Attribuant sans doute peu d'importance aux varia

tions de pression produites par les forces centrifuges, il supposait que 

tous les filets traversent le plan de l'ouverture avec une même vitesse U, 

sensiblement égale à la valeur y/o.g ^ z , + ^ ^ ^ ^ , qui convient un 

peu plus loin, dans la section contractée. Il admettait, en outre, que leur 

inclinaison varie uniformément depuis zéro jusqu'à l'angle droit. Si 7 
désigne cette inclinaison pour un filet occupant l'élément a de la surface A, 

le volume dépensé par a dans l'unité de temps sera un prisme oblique 

ayant x pour base, U pour longueur d'arêtes et a U s i n ? pour volume. 

Donc on aura, en faisant la somme des dépenses élémentaires, 

Cela posé, imaginons que tous les éléments a. soient égaux et en nombre 
infini; nous pouvons partager l'angle droit en un nombre pareil de frac
tions égales ayant pour valeur commune rfy, et alors chaque ligne do di
vision donnera l'inclinaison 7, correspondante à un élément a. De cette 
manière, nous aurons bien exprimé la répartition uniforme des inclinai
sons. Or il on résulte immédiatement 

Q = U Sa sin 7. 
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et par suite 
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Q = - AU 
77 

J I s i n 

Jo 
y<h, 

X ' 1 2 

s i n 7 = i et de - = 0 , 6 3 7 , 

Q = 0 , 6 3 7 A U = 0 , 6 3 7 A \J'*g {• 

P - P 
11 

résultat assez rapproché de la vérité, bien qu'on l'ait déduit d'un raison

nement très-peu rigoureux. 

25 . Ecoulement pur ajutage rentrant. — Ce cas est cité ici à cause de 

son intérêt théorique, plutôt que pour les applications qu'il serait pos

sible d'en faire. L'orifice par lequel le liquide s'écoule, au lieu d'être en 

mince paroi, se présente sous la forme 

d'un cylindre pénétrant à l'intérieur du 

vase , comme l'indique la fig. 8. Ce cy

lindre doit être mince et avoir une lon

gueur comprise dans de justes limites; car 

s'il était trop court, son influence tendrait 

à s'annuler ; s'il était trop long, sa paroi 

intérieure serait mouillée, ce que nous ne 

supposerons pas dans l'analyse qui va sui

vre; on peut prendre une longueur à peu 

près égale au diamètre. 

Dans ces circonstances, il est remarquable qu'on arrive à déterminer 

théoriquement le coefficient de contraction, tandis que l'orifice étant e n 

mince paroi, nous ne pouvions trouver que la vitesse. Pour le montrer, 

appliquons au liquide compris C D t r e le niveau CD du vase et la section 

contractée cd do la veine, le théorème général des quantités de mouvement 

et des impulsions projetées. L'accroissement de la quantité de mouvement 

de ce système matériel pendant un temps très-court 6, en projection sur 

l'axe du cylindre, que nous supposerons horizontal pour f i x e r les idées, 

sera égale à la quantité de mouvement de la tranche liquide cdc'd' qui 

dans ce temps est sortie par la section cd. En effet, si le système maté

riel CDcrf est arrivé, au bout du temps S, en C'D'cW, à cause de la per

manence (n°ll ) la quantité de mouvement de la partie intermédiaire C'DW 

sera la même dans les deux positions du sys tème; donc pour avoir l'ac

croissement en projection sur l'horizontale, on devrait calculer la quantité 

de mouvement projetée de la tranche cdc'd' et celle de la tranche CDC'D', 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



É C O U L E M E N T D ' U N L I Q U I D E P A R U N O R I F I C E . 65 

puis retrancher la seconde de la première. Or celle-ci se projette en 

vraie grandeur, puisque l'axe de projection est parallèle à la vitesse U do 

sortie; la seconde est négligeable, d'abord parce que la v i tesse des m o 

lécules comprises dans CD C D ' est à peu près perpendiculaire à l'axe, et 

aussi parce que cette tranche, de même masse que cdc'd', ne possède 

qu'une vitesse assez petite relativement à U . ( L'égalité des masses CDC'D', 

cdc'd1 est une conséquence immédiate de l'incompressibilité du l iquide; 

le volume CDcd devant rester invariable pendant son déplacement, on a 

CDcd = C'D'c'd1, ce qu i , en retranchant la partie commune CDcd, 

donne l'égalité des tranches extrêmes . ) Ainsi, en appelant n le poids du 

mètre cube du liquide, il l'aire de la section cd, VQ sera la longueur ce', 

ûU8 le volume et - nUG la masse de la tranche cdc'd'; donc le système 
S 

matériel CDcd aura gagné dans le temps S une quantité de mouvement 

projetée sur l'horizontale, qui s'exprimera par — i i U 3 5 . 
b 

Calculons maintenant la somme des impulsions des forces extérieures 

projetées aussi sur l'axe de l'ajutage. Ces forces sont : i D la pesanteur, 

dont l'impulsion projetée est nul le; 1° les pressions que le liquide reçoit 

sur son contour, tant de la part des gaz ambiants que de ses parois. Or 

la pression sur le niveau CD donne une force verticale qui disparait en 

projection, comme la pesanteur; la pression du gaz qui s'exerce sur le 

contour extérieur de la veine et se transmet à la surface cd, dans l 'hypo

thèse du jet parabolique (n° 18, 3 e règle), donne une résultante égale à 

la pression que le même gaz exercerait sur la surface plane AU (n° 7 ) ; 

p' étant la pression du gaz par mètre carré et A l'aire AB, cette force a 

pour valeur absolue p'X, et son impulsion projetée est —p'ÂB. Il ne reste 

plus qu'à composer toutes les pressions exercées par les parois du vase 

sur le fluide, lesquelles varient suivant la loi hydrostatique, parce que 

les vitesses sont très-petites tout le long des parois. A cet effet, on ima

ginera ce vase décomposé en une série de tranches horizontales : sur 

chacune de ces tranches, tant qu'elles offriront un contour fermé, la ré

sultante des pressions sera nulle dans le sens horizontal; or toutes les 

tranches seraient fermées si l'on remplaçait l'aire AB par une paroi qui 

supprimerait l 'écoulement; donc la pression résultante projetée sur l'ho

rizontale sera égale à la pression hydrostatique supportée par l'aire AB 

ou A dans cette hypothèse. Donc, si l'on nomme p la pression par mètre 

carré sur CD, et z 2 la hauteur du liquide au-dessus du centre do gravité de 

la surface AB, cette composante horizontale aura pour valeur [p -f- I I z J A 

et produira l'impulsion (p -+- Tiz2) A3, puisqu'el le est dirigée suivant 

l'axe de la veine. 

Cela posé, l'application du théorème général des quantités de mouve-
N. 2 * E D 1 T . 5 
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mont et des impulsions projetées donnera l'équation 

— p'Â9+ [p + nz,) A 9, 

soit, en divisant par 110,0, 

A 

il 

D'un autre côté, tout ce qui a été dit plus haut sur la détermination de la 

vitesse s'applique encore ici; le centre de gravité de la section contractée 

se trouvant à très-peu près sur la même horizontale que celui de l'orifice, 

on a 

Donc le rapport '— est égal à t.. et par conséquent le coefficient de con

traction doit être ^ ou o,5o. Ce résultat a été vérifié par une expérienre 

de Borda. 

Il est naturel de se demander pourquoi la présence d'un ajutage ren

trant est nécessaire pour justifier la théorie précédente, et pourquoi cette 

théorie ne s'appliquerait plus si l'on prenait un orifice en mince paroi.C'est 

ce dont on se rendra compte en remarquant que nous avons admis plus 

haut la loi hydrostatique comme celle des pressions le long des parois du 

vase. Cela est permis dans le cas de l'ajutage rentrant tel que nous l'avons 

défini, parce que toutes les molécules en contact avec les parois du vase 

proprement dit sont encore à une distance notable de leur point de 

sortie, et que, par suite, elles ont peu de vitesse. Mais il n'en est plus 

de même quand l'ajutage est supprimé, et tout à l'entour de l'orifice il 

existe alors une zone où les molécules en contact avec la paroi du vase 

ont déjà une vitesse sensible, ce qui modifie la loi hydrostatique. Si l'on 

veut savoir dans quel sens, on se rappellera que, conformément au théo

rème de Bcrnoulli (n° 1 3 ) , le niveau piézométrique restant constant au 

point de départ d'une molécule, ainsi que sa vitesse initiale, la vitesse 

on un autre point sera d'autant plus forte, que le niveau piézométrique 

y sera plus bas, et réciproquement. Ainsi la zone dont nous avons parlé 

aura des pressions moins fortes sans l'ajutage qu'avec l'ajutage. Et comme 

ces pressions s'exercent de la part du vase sur le liquide en sens con

traire de la vitesse U, la résultante totale des pressions dans le sens même 

de cette vitesse éprouverait une augmentation. On aurait donc l'inégalité 
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U= . P-Î> 
67 

qui, combinée avec la relation 
ri 

donnerait '— < 2 ou 

O. 1 
bien ^ > - j ce qui en effet est conforme à l'expérience. 

Les mêmes considérations montrent également que l'ajutage doit être 

mince, sans quoi les pressions supportées par sa surface donneraient en 

projection horizontale une résultante difficile à é\aluer. 

26. Écoulement par des orifices parfaitement évasés en 

dedans.—L'orifice \B{fg. 9), d o n t l ' a i re a é t é d é s i g n é e par A 

Fig. 9 . 

•-• ; J 

- 1 

aux n 0 ! 21 et s u i v a n t s , p e u t ê t r e p r é c é d é d ' u n é v a s e m e n t , a ins i 

que le r e p r é s e n t e la figure. Si le c o n d u i t A B À ' B ' r e ç o i t à p e u 

près la forme et l es d i m e n s i o n s d ' u n e v e i n e c o n t r a c t é e , les 

choses se p a s s e r o n t c o m m e si À ' B ' é tai t u n orif ice en m i n c e 

paroi, sauf la faible i n f luence r e t a rda t r i ce du c o n d u i t . Dans ce 

cas la sect ion de l 'orif ice AB d e v i e n t en m ê m e t e m p s la s ec t i on 

contractée de la v e i n e , de s o r t e q u e la d é p e n s e Q diffère p e u 

du produit A P - P 
II 

de l 'a i re A p a r la v i t e s s e d u e 

à la charge sur le c e n t r e de l 'or i f ice . L ' é ca r t relat if n e doi t p r o 

bablement a t t e i n d r e q u ' u n e v a l e u r de q u e l q u e s c e n t i è m e s ; et 

en effet, dans d i v e r s e s e x p é r i e n c e s de M i c h e l o t t i e t de d ' A u -

buisson ( d o n t q u e l q u e s - u n e s e x é c u t é e s s u r u n e assez g r a n d e 

échelle), le r a p p o r t Q 

n 
ou le coeffi

cient de d é p e n s e , a é t é t r o u v é vo is in d e 0,980. 

Cependant , c o m m e il es t difficile en p r a t i q u e d e r éa l i s e r b i e n 

complè tement la f o r m e d ' u n e v e i n e c o n t r a c t é e , dans l 'évase-

ment ABA'B' , n o u s p e n s o n s qu ' i l sera p r u d e n t de c o m p t e r en 
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2 7 . Écoulement par des orifices imparfaitement évasés. — 

L'or i f ice p e u t ê t r e p lus ou m o i n s b i e n é v a s é , de m a n i è r e à ob

t e n i r u n e d é p e n s e m o i n d r e q u ' a v e c la d i s p o s i t i o n du n° 26, 

m a i s p l u s c o n s i d é r a b l e q u e ce l l e d e l 'orif ice en m i n c e paroi . Le 

coeff ic ient d e la d é p e n s e , c 'es t -à-di re l e r a p p o r t de la dépense 

effective à la q u a n t i t é A^/ig{z-i -+- var ie ra i t alors 

d e o ,62 à 1 , 0 0 . 

P a r e x e m p l e , si u n e o u v e r t u r e r e c t a n g u l a i r e AB [fig. io] est 
F>s- I 0 - é t ab l i e e n m i n c e p a r o i , on augmen

tera sa d é p e n s e au m o y e n d'une 

p l a q u e BC qu i p r o l o n g e r a i t un rie 

ses c ô t é s ve r s l ' i n t é r i e u r du liquide; 

on c o n ç o i t , en effet, q u e les filets 

l i q u i d e s q u i g l i s s e r o n t su r le plan 

BC a r r i v e r o n t à l e u r p o i n t de sortie 

avec d e s v i t e s s e s n o r m a l e s à AB, 

ce q u i d i m i n u e r a la con t rac t ion de 

la v e i n e . Su ivan t q u ' u n e p o r t i o n p lu s ou m o i n s forte de 

l 'or if ice est a ins i p r o l o n g é e au d e d a n s , le coeff icient de la dé

p e n s e p e u t va r ie r d e 0 , 6 2 à 0 , 7 3 e n v i r o n . D ' ap rè s Bidone, 

q u a n d l 'or if ice e s t r e c t a n g u l a i r e , on aura i t p o u r d é t e r m i n e r la 

v a l e u r d e ce coeff ic ient , la f o r m u l e 

a ( K

 N \ m — o , b2 ^ 1 -4- o , 102 — j , 

d a n s l a q u e l l e P d é s i g n e le p é r i m è t r e de l 'o r i f ice , et N la lon

g u e u r de la p a r t i e p r o l o n g é e i n t é r i e u r e m e n t . On comprend 

d ' a i l l eu r s q u e ^ n e p e u t pas t r o p s e r a p p r o c h e r de l ' u n i t é ; car 

à c e t t e l imi t e l ' e n s e m b l e des p l ans BC fo rmera i t un ajutage 

i n t é r i e u r , ce q u i change ra i t la loi de l ' é c o u l e m e n t . On tom

bera i t a lors so i t dans le cas t ra i té au n" 2 5 , so i t dans u n autre 

qui sera e x a m i n é p l u s lo in , s u i v a n t q u e ce t a ju tage serai t plus 

ou m o i n s l o n g . 

g é n é r a l su r u n e r é d u c t i o n un p e u p l u s fo r t e , d e a à 6 cen

t i è m e s , par e x e m p l e . 
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M. Lesbros , don t n o u s a v o n s déjà c i té les e x p é r i e n c e s s u r 

les écou lements par orif ices r e c t a n g u l a i r e s en m i n c e pa ro i d é -

'bouchant l i b r e m e n t dans l 'a i r , et c o m p l è t e m e n t i so lés du fond 

et des parois l a té ra les d u r é s e r v o i r , en a é g a l e m e n t fait u n 

grand nombre avec des d i spos i t i ons a n a l o g u e s à ce l l e s d o n t il 

s'agit ici, l 'orifice r e s t a n t r e c t a n g u l a i r e . La T a b l e II fait con

naître en partie l es r é s u l t a t s qu ' i l a o b t e n u s et qu i n e s o n t pas 

parfaitement d ' accord avec la f o r m u l e c i -de s sus : c e t t e for

mule, dédui te s e u l e m e n t de q u e l q u e s o b s e r v a t i o n s , n e m é r i t e 

donc pas une e n t i è r e con f i ance . Sans p r o p o s e r d e la r e m p l a c e r 

par une au t re p lu s o u m o i n s a n a l o g u e , M. L e s b r o s s 'es t b o r n é 

à énoncer la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e : 

« Le coefficient de d é p e n s e a u g m e n t e , n o n en ra ison du n o m 

bre des côtés de l 'orifice su r l e s q u e l s la c o n t r a c t i o n es t s u p p r i 

mée, mais en r a i son de la f ract ion du p é r i m è t r e total s u r l a 

quelle cet te s u p p r e s s i o n a l i eu ; t o u t e s c h o s e s éga le s d ' a i l l eu r s , 

l 'augmentation es t p l u s forte q u a n d la base es t au n o m b r e d e s 

côtés privés de c o n t r a c t i o n q u e l o r s q u ' e l l e en es t e x c l u e . » 

28. Ecoulement par un orifice évasé intérieurement, suivi 

d'un canal découvert de même section. — On s u p p o s e u n or i 

fice AB, évasé v e r s l ' i n t é r i e u r , c o m m e l ' i n d i q u e la fig. n ; 

puis, à la su i t e , un canal d e faible p e n t e , d é c o u v e r t à sa p a r t i e 

supérieure, dans l e q u e l les filets l i q u i d e s c o n s e r v e n t u n m o u -

tique, au m o i n s q u a n d on s e b o r n e à c o n s i d é r e r l es d i f fé

rences d 'un p o i n t à l ' a u t r e , d a n s u n e m ê m e s e c t i o n t r a n s v e r 

sale. Le n iveau p i é z o m é t r i q u e sera d o n c le m ê m e p o u r t o u s 

les points de la s e c t i o n c o n t r a c t é e A B ; car c e se ra i t c e l u i d u 

point s u p é r i e u r A, r e l e v é de la h a u t e u r r e p r é s e n t a n t la p r e s -

Fig n . v e m e n t s e n s i b l e m e n t r e c t i -

l i g n e e t u n i f o r m e a p r è s l e u r 

s o r t i e . Avec c e t t e d i s p o s i 

t i o n , la p r e s s i o n d a n s la v e i n e 

l i q u i d e n ' e s t p l u s c o n s t a n t e 

et égale à la p r e s s i o n a t m o 

s p h é r i q u e ; m a i s on do i t a d 

m e t t r e ( n ° 1 8 , 4 e r è g l e ) q u ' e l l e 

va r i e s u i v a n t la loi h y d r o s l a -
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s ion / / du gaz a m b i a n t , c ' e s t - à -d i r e d e jjî si n o u s a p p e l o n s II le 

p o i d s du m è t r e c u b e d e l i q u i d e . E n s e c o n d l i e u , n o u s avons 

déjà r e m a r q u é ( n° 22 J q u ' e n p r e n a n t u n p o i n t que lconque 

assez l o in de l 'or i f ice , d a n s l e r é s e r v o i r , son n i v e a u piézoélec
t r i q u e se t r o u v e r a i t a u - d e s s u s du n i v e a u NN' du r é s e r v o i r , à la 

h a u t e u r r e p r é s e n t a t i v e d e la p r e s s i o n p q u i s ' e x e r c e à la sur

face NN ' . D o n c , si l ' on d é s i g n e par I I la d i s t a n c e du bord su

p é r i e u r A de la v e i n e c o n t r a c t é e au p lan NN' , la charge prise 

e n t r e le p o i n t de d é p a r t d ' u n e m o l é c u l e e t c e l u i où elle tra

ve r se la s e c t i o n c o n t r a c t é e ÀB sera t o u j o u r s H -+- ^ ^ : 

t o u t e s l e s m o l é c u l e s t r a v e r s e r o n t d o n c c e t t e s e c t i o n avec une 

m ê m e v i t e s s e V, ayan t p o u r v a l e u r , d ' a p r è s le t h é o r è m e de 

B e r n o u l l i (n° 15 ), 

p u i s q u e la v i t e s s e in i t i a le dans l e r é s e r v o i r es t supposée 

n u l l e . 

A ins i , l ' i n f luence du cana l se fait s e n t i r , en ce q u e dans le 

ca lcu l de la v i t e s s e m o y e n n e , e t , pa r s u i t e , de la dépense , il 

faut p r e n d r e la cha rge s u r le b o r d s u p é r i e u r d e la v e i n e con

t r a c t é e , au l i eu de la c h a r g e s u r s o n c e n t r e . Mais il faiit remar

q u e r q u e n o s r a i s o n n e m e n t s n e s u b s i s t e r a i e n t p l u s , si l'on 

modif ia i t la d i spos i t i on de l 'orif ice c o n f o r m e à la jig. i \ et dé

c r i t e t o u t à l ' h e u r e . N o t a m m e n t , si l 'or if ice é ta i t u n rectangle 

p e r c é en m i n c e pa ro i e t p r o l o n g é par u n canal prismatique, 

l e s filets p o u r r a i e n t , en v e r t u d e la c o n t r a c t i o n , se détacher 

d u fond s u r u n e c e r t a i n e l o n g u e u r , i m m é d i a t e m e n t ap rès leur 

s o r t i e , cela au ra i t p o u r effet, c o m m e on l e ver ra p lu s loin, 

d ' a u g m e n t e r l ' ac t ion d e la v i s c o s i t é , et par c o n s é q u e n t de mo

difier l ' é c o u l e m e n t . C'est p o u r q u o i la f o r m u l e p r é c é d e n t e est 

r a r e m e n t e m p l o y é e p o u r a r r i v e r à c o n n a î t r e la d é p e n s e ; on 

p r é f è r e c a l c u l e r d ' abo rd la d é p e n s e di te t h é o r i q u e , en multi

p l i an t la su r face de l ' o u v e r t u r e par la v i t e s s e d u e à la charge 

s u r s o n c e n t r e de gravi té ; p u i s on m u l t i p l i e le r é s u l t a t par un 
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coefficient de d é p e n s e q u e l 'on e m p r u n t e aux r e c u e i l s d ' e x 

périences, à ce lu i de M. L e s b r o s , pa r e x e m p l e . 

Si dans les s e c t i o n s faites i m m é d i a t e m e n t à la s u i t e de AB 

dans le canal, l ' eau n e s ' é leva i t qu 'à u n n i v e a u i n f é r i e u r au 

point A, de m a n i è r e à p r o d u i r e s e u l e m e n t u n e i m m e r s i o n par

tielle de l 'orif ice, la d é p e n s e aura i t u n e v a l e u r i n t e r m é d i a i r e 

entre celle de l 'orifice s u p p o s é c o m p l è t e m e n t d é g a g é et ce l l e 

dont on v ien t d ' i n d i q u e r le ca l cu l . Q u e l q u e s a u t e u r s p r o p o 

sent d ' employe r dans ce cas u n e f o r m u l e qu i r e v i e n t à faire la 

somme des déb i t s pa r t i e l s o b t e n u s e n c o n s i d é r a n t : i° la 

partie de l 'orifice p l acée a u - d e s s u s d e la s e c t i o n la p lu s é t r an 

glée, c o m m e u n orif ice d é b o u c h a n t l i b r e m e n t d a n s l ' a i r ; 2° la 

partie infér ieure r e s t a n t e c o m m e u n orif ice n o y é , a s s imi l ab l e 

à l'orifice AB de la fig. 1 1 . Cel te r è g l e para î t d ' u n e e x a c t i t u d e 

contestable; m a i s on p o u r r a s'y c o n f o r m e r , f au te d e m i e u x . 

29. Vannes inclinées. — Il a r r ive s o u v e n t q u e l ' eau s ' é cou le 

par un canal r e c t a n g u l a i r e , e n pa s san t s o u s u n e v a n n e d o n t la 

face in t é r i eu re ( ce l l e q u i se t r o u v e d u c ô t é d u r é s e r v o i r ) a 

une certaine i nc l i na i son s u r la v e r t i c a l e , de m a n i è r e à faire u n 

angle ob tus avec la d i r e c t i o n du c o u r a n t e x t é r i e u r . Ce d i spo 

sitif est s u r t o u t u s i t é dans l ' é t a b l i s s e m e n t de c e r t a i n e s r o u e s 

hydraul iques. En le c o m p a r a n t a v e c c e l u i d ' u n e v a n n e v e r t i 

cale, t ou t e s choses é t a n t d ' a i l l eu r s c e n s é e s les m ê m e s , on 

comprend sans p e i n e qu ' i l do i t e n t r a î n e r u n e a u g m e n t a t i o n d e 

dépense, car l es filets s u p é r i e u r s o n t m o i n s à se d é v i e r , et i ls 

éprouvent , par c o n s é q u e n t , u n e c o n t r a c t i o n m o i n d r e . Q u a n t 

à la g randeur de l'effet p r o d u i t , il es t c la ir q u ' e l l e do i t d é 

pendre de l ' angle i q u e la v a n n e fait a v e c le p l an ver t ica l , e t 

l 'observation s e u l e p o u r r a i t , d a n s l ' é ta t a c t u e l d e la s c i e n c e , 

nous a p p r e n d r e la r e l a t i o n e n t r e ces d e u x q u a n t i t é s . 

M a l h e u r e u s e m e n t , m a l g r é l ' i n t é rê t b i e n r é e l q u e la q u e s 

tion p ré sen t e dans la p r a t i q u e , l es e x p é r i m e n t a t e u r s s ' en s o n t 

très-peu o c c u p é s . Su ivan t le géné ra l F o n c e l e t , l e coeff icient 

de dépense m d e v i e n d r a i t 0 ,74 p o u r i= 3o d e g r é s env i ron e t 

0,80 pour i=^S d e g r é s , t and i s q u e , la v a n n e é t an t ve r t i ca le , on 

aurait eu m = a ,fio e n v i r o n . On c o n s t a t e a i n s i u n e a u g m e n t a t i o n 

propor t ionne l le de o ,235 dans le p r e m i e r c a s , e t de o , 3 3 3 dans 
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le s e c o n d . Ces r é s u l t a t s s o n t t r è s - b i e n r e p r o d u i t s en multi

p l ian t le coefficient relat i f à la v a n n e ve r t i ca le par le facteur 

ma i s l e s e x p é r i e n c e s n e s o n t ni a s sez n o m b r e u s e s , ni faites 

dans d e s l i m i t e s assez é t e n d u e s p o u r q u ' o n p u i s s e avoir beau

c o u p d e conf iance d a n s la v é r i t é de ce t t e f o r m u l e . En tout 

cas , il c o n v i e n d r a i t d e n e l ' a p p l i q u e r q u ' à des v a l e u r s de i in

f é r i e u r e s à 45 d e g r é s . 

'30. Écoulement par un déversoir. — On d o n n e le nom de 

déversoir à des orif ices d é c o u v e r t s à l e u r pa r t i e s u p é r i e u r e , et 

d o n t le b o r d i n f é r i eu r est u n e d r o i t e h o r i z o n t a l e appelée.settiV. 

L e s b o r d s l a t é r aux s o n t g é n é r a l e m e n t d e s d r o i t e s ve r t i ca l e s , de 

s o r t e q u e l 'orif ice p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e un rectangle 

d o n t on a u r a i t e n l e v é le cô t é s u p é r i e u r ; l ' a ss imi la t ion serait 

d ' a i l l eu r s t o u j o u r s p e r m i s e dans le cas où le seu i l du déversoir 

au ra i t u n e g r a n d e l o n g u e u r r e l a t i v e m e n t à l ' é p a i s s e u r de la 

n a p p e l i q u i d e q u i s ' é c o u l e a u - d e s s u s . 

So i en t L la l o n g u e u r d u s e u i l ; 

y la d i s t a n c e ve r t i ca le e n t r e le seu i l e t le n i v e a u du liquide, 

en un p o i n t du r é s e r v o i r où il se ra i t s e n s i b l e m e n t sta

gnan t ; 

n l ' é p a i s s e u r de la l a m e l i q u i d e passan t su r le d é v e r s o i r ; 

Q la d é p e n s e par s e c o n d e . 

L ' é c o u l e m e n t é tan t s u p p o s é se p r o d u i r e l i b r e m e n t dans 

l 'air ou dans u n gaz q u e l c o n q u e , on voi t d ' abord q u e , si l'on 

vou la i t s u i v r e la r èg le é t ab l i e au n ° 2 4 , il faudrait faire p—p'; 

de p l u s la q u a n t i t é d é s i g n é e par z? s ' e x p r i m e r a i t ici par 

y— 1 r¡. On devra i t d o n c p o s e r , m é t an t le coeff ic ient de dé

p e n s e a p p l i c a b l e à l ' é c o u l e m e n t d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s , 

Dans c e t t e e x p r e s s i o n m e t r, son t d e s i n c o n n u e s auxil iaires 

q u e la t h é o r i e n e p e u t e n c o r e d é t e r m i n e r . A l ' égard d e l à hau-

1 -+- 0,47 s in / ; 
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t e u m , on peu t d i r e s e u l e m e n t q u ' e l l e do i t r e s t e r a u - d e s s o u s 

d e / , car l ' é c o u l e m e n t d e s m o l é c u l e s s u p é r i e u r e s a l i eu s o u s 

la charge / — rj, l a q u e l l e n e p e u t d e v e n i r n é g a t i v e , s u i v a n t le 

théorème de B e r n o u l l i ; l ' e x p é r i e n c e m o n t r e d ' a i l l eu r s q u e le 

rapport - n 'es t pas c o n s t a n t , m a i s q u ' i l ne d e s c e n d g u è r e a u -

dessous de 0,72 p o u r d e s d é v e r s o i r s d o n t le seu i l e s t é tab l i 

en mince paroi : n o u s le s u p p o s e r o n s d o n c égal à 0,86, v a l e u r 

moyenne. Quan t à m, p u i s q u e l ' on a vu p l u s h a u t qu ' i l n e va

riait pas b e a u c o u p avec la c h a r g e et l es d i m e n s i o n s d ' u n orif ice 

en mince pa ro i , il es t a s sez n a t u r e l d e le p r e n d r e égal à la 

moyenne 0,62 (n° 2 4 ) . On o b t i e n t a ins i 

Q = o, 62 . o , 86 h y \l^g o ,57 . / = o , 4°3 Ly \J 2 gy. 

En réal i té , si l 'on p o s e 

Q = r L j v ' a g r » 

r étant un r appor t à d é t e r m i n e r e x p é r i m e n t a l e m e n t , on r e c o n 

naît que m ' a pas u n e v a l e u r c o n s t a n t e . A i n s i , MM. P o n c e l e t 

et Lesbros, dans u n e s é r i e d ' e x p é r i e n c e s s u r u n d é v e r s o i r en 

mince paroi , de o m , 2 o de l o n g u e u r , a s sez é l o i g n é du fond e t 

dus parois la té ra les du r é s e r v o i r , o n t t r o u v é r var iab le de o , 3 8 5 

à o,424• La p ' u s for te v a l e u r c o r r e s p o n d a u x p lu s pe t i t e s 

charges, ce q u i s ' e x p l i q u e p e u t - ê t r e par l ' i n f luence de la con

traction la téra le , i n f l u e n c e d ' au t an t p l u s g r a n d e , q u e la cha rge 

devient u n e fraction p lu s forte d e la l o n g u e u r L. La m o y e n n e 

des n o m b r e s o , 3 8 5 e t 0,4^4 es t o ,4o5 , qu i s ' éca r t e b i e n p e u 

du résultat o,4o3 a u q u e l n o u s a c o n d u i t le calcul a p p r o x i m a 

tif donné p lu s hau t . Ainsi d o n c , p o u r les d é v e r s o i r s en m i n c e 

paroi, séparés du fond e t des pa ro i s l a t é r a l e s d u r é s e r v o i r par 

une distance suff isante , e t d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans un gsz , 

on aurait à p e u p r è s 

(4) Q = o , 4 o 5 L / v / 2 g j ; 

mais ce t te fo rmule p o u r r a d o n n e r un résu l t a t u n p e u t rop fort 

ou trop faible, s u i v a n t q u e le r a p p o r t ~ sera grand ou pe t i t . 

11 est b ien difficile de t en i r c o m p t e , m ê m e par des é v a l u a -
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( 5 ) Q = o , 4 5 L . 7 v / 2 g J , 

o u , ce q u i r e v i e n t au m ê m e , 

( 6 ) Q = iLy\ 

N o u s c i t e r o n s e n c o r e u n cas p a r t i c u l i e r assez r e m a r q u a b l e , 

e n ce q u e la t h é o r i e p e u t d o n n e r u n e l i m i t e s u p é r i e u r e du 

coeff ic ient r e t la va l eu r c o r r e s p o n d a n t e de r,. C'est ce lu i où le 

s eu i l R du d é v e r s o i r [fig. 12), r a c c o r d é par un é v a s e m e n t avec 

F j g i a le r é s e r v o i r , e s t ' p r o l o n g é par 

u n cana l d é c o u v e r t de faible 

p e n t e , dans l e q u e l le l iquide 

p r e n d u n m o u v e m e n t sensi

b l e m e n t u n i f o r m e . Alors la 

v i t e s s e c o m m u n e de t ous les 

filets q u i p a s s e n t e n AB est 

— r>) ( n ° 2 8 )- e t at
t e n d u qu ' i l n 'y a p l u s d e c o n t r a c t i o n s e n s i b l e au delà de cette 

s e c t i o n , la d é p e n s e Q est d o n n é e par la r e l a t ion 

Q = Ln <Jig(r — ~n). 

L o r s q u e L e t y s o n t i n v a r i a b l e s , Q n ' e s t p l u s fonc t ion q u e de r„ 

et il est a isé d ' en t r o u v e r le m a x i m u m . On a, e n effet. 

= n''[y- n) = y*'-

le m a x i m u m du s e c o n d m e m b r e , et par s u i t e de Q, s 'ob t ien t 

t i o n s p lu s o u m o i n s i n c e r t a i n e s , d e t o u t e s les c i r c o n s t a n c e s et 

d i s p o s i t i o n s loca les q u i p e u v e n t inf luer s u r la v a l e u r d e r; à 

c e t éga rd n o u s n e p o u v o n s q u e r e n v o y e r le l e c t e u r aux re

c u e i l s d ' e x p é r i e n c e s , c o m m e n o u s l ' avons déjà fait dans 

d ' a u t r e s cas . C e p e n d a n t , si u n canal s e t rouva i t b a r r é su r toute 

sa l a r g e u r pa r u n d é v e r s o i r e n m i n c e p a r o i d o n t le seu i l serait 

a s sez lo in du fond, il se ra i t c o n v e n a b l e d e p r e n d r e r sensible

m e n t p l u s for t ; M. L e s b r o s i n d i q u a n t , d a n s ce cas , des nom

b r e s va r i ab le s e n t r e 0 , 4^4 e t 0 ,492, on p o u r r a i t adop te r la 

v a l e u r m o y e n n e r = o , 4 5 et p o s e r 
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en égalant à z é r o la d é r i v é e p r i s e r e l a t i v e m e n t à n, ce qu i 

donne 
7î(2J — 3ti) = O , 

d'où 
2 

attendu que -n=o c o n d u i r a i t à u n e d é p e n s e n u l l e . Fa i san t 

2 
ensuite ÏI = j / dans l ' e x p r e s s i o n d e Q, o n t r o u v e 

Q = L 7 v 7 ' 2 g r = 0 1 3 8 5 L r v/a
 gr-

3 y 3 

L'abaissement super f ic ie l y— r, a u q u e l c o r r e s p o n d la d é p e n s e 

maximum est d o n c ^ de la h a u t e u r y, e t le r a p p o r t r c o r r e s 

pondant a p o u r va leu r o , 3 8 5 . Dans la p r a t i q u e , les h y p o t h è s e s 

de la théor ie n ' é t a n t j a m a i s c o m p l è t e m e n t r é a l i s é e s , si le seui l 

du déversoir es t su iv i d ' un cana l , r n ' a t t e i n d r a q u e b i e n r a r e 

ment la l imi te s u p é r i e u r e o , 3 8 5 . Su ivan t les e x p é r i e n c e s d e 

M. Castel et de M. L e s b r o s , on a u r a i t m o y e n n e m e n t , p o u r le 

genre de d é v e r s o i r s don t il s 'agit , 

(7) Q = o,?>5Ly\Jigy; 

mais ici e n c o r e le r a p p o r t r e s t s u s c e p t i b l e de v a r i e r no t ab l e 

ment d'un d é v e r s o i r à u n a u t r e . 

Lorsqu 'en a m o n t d u d é v e r s o i r il y a un c o u r a n t q u i a u n e 

vitesse sens ib le U„, au l i eu d ' un r é s e r v o i r à p e u p r è s t r a n q u i l l e , 

les express ions y / ~ z g [ y — \.r^j el^2g(X—r> ) c i -des sus con

sidérées ne r e p r é s e n t e n t p l u s la v i t e s se d e s filets fluides a u -

dessus du seu i l . L e t h é o r è m e de B e r n o u l l i d o n n e a lors , en 

appelant U ce t t e v i t e s se , 

u- - u; 1 
=y — r> 

1 s 2 

ci 
ou bien 

=y— n, 

iS 

suivant qu' i l s 'agit d ' un orif ice d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans l 'air 
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Q = rLy Jzg(y-n), 

et le coeff icient r, va r i ab le avec le r a p p o r t — — - . p r e n d r a les 

v a l e u r s c o n t e n u e s dans le t ab l eau c i -des sous : 

Y—n r — n 
RAPPORT •—— 

->• 
COEFFICIENT r RAPPORT " 

I 
COF.FFICIF.NT r 

0,001 0,227 o,ofi 0 , 5 l 9 

0 , OOJ 0,30.5 o , o S 0 .5 l7 
o ,oo3 0 ,363 0 ,10 0. 5i 6 
0,004 o , / | 3o 0 ,15 0,51 ?. 
0 ,ou5 0,496 0,20 0,507 
0,006 0 ,556 0,25 0,5(12 
0,007 °> 5 97 o , 3 o 0 . '197 
0,008 o , 6o5 0 , 35 0,492 
0,009 0,600 0, !\o ° , i 8 7 

0,010 0,5c)6 o , 4 5 0,480 
o , o i 5 o , 5 8 o 0,5o 0,474 
0,020 0,570 o , 5 5 0,466 
0 ,025 0,557 0,60 o , 4 5 9 
0 ,o3o 0,546 0,70 °,M4 
0 ,o35 0,537 0,80 °,!P1 
0,o/)0 o, 531 0 .9° 0,409 
o , o j 5 0,526 1,00 0,390 
o , o 5 o 0,522 

OBSERVATIONS. 

Los t r o i s p r e m i e r s ET I 

les s i x d e r n i e r s e u e (H- [ 

c ients r é p o n d e n t n d o s ! 

d o n n é e s p r i s e s e n d e h o r s I 

d e s l i m i t e s d e s e x p é r i e n 

c e s . O n l e s a o l ) t e n u s 

e n p r o l o n g e a n t , a u s e n t i - 1 

m e n t , l a r e p r é s e n t a t i o n j 

g r a p h i q u e d e s r é s u l t a t s 

T o u r n i s p a r l ' o b s o r r a -

L i o n . 

ou suiv i d ' u n canal d é c o u v e r t . L e s v a l e u r s de la v i t e s s e et de 

la d é p e n s e d e v i e n n e n t les m ê m e s q u e si y é t a i t a u g m e n t é de 

TP 

— "-• On es t d o n c p o r t é à p e n s e r qu ' i l suffit, p o u r avoi r la dé -

p e n s e , de r e m p l a c e r y d a n s les é q u a t i o n s ( 4 ) , ( 5 ) , (6) et (7 ) 
par r H • 

. } g 

Déversoirs incomplets. — On n o m m e a ins i l es déversoi rs 

d o n t le seu i l es t s i t u é a u - d e s s o u s de l 'eau d 'ava l . N o u s essaye

r o n s p lu s loin (Chap . IV , § V) de d o n n e r s u r c e su je t q u e l q u e s 

a p e r ç u s t h é o r i q u e s : n o u s n o u s b o r n e r o n s , q u a n t à présen t , 

à i n d i q u e r u n e f o r m u l e e m p i r i q u e , d u e à M. L e s b r o s , p o u r le 

ca lcul d e l à d é p e n s e . Si l 'on n o m m e n la c o n t r e - c h a r g e , c 'est-

à - d i r e la h a u t e u r e n t r e le seu i l du d é v e r s o i r e t le n i v e a u de l à 

s e c t i o n la p l u s d é p r i m é e q u i se t r o u v e à la s u i t e , d u côté 

d 'aval , l es a u t r e s n o t a t i o n s é tan t ce l l e s q u ' o n c o n n a î t déjà, on 

a u r a , d ' ap rè s ce t a u t e u r , 
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31 . Conclusion de ce paragraphe ; table des coefficients de 

dépense. — Q u a n d on s e r a p p e l l e l ' e n s e m b l e d e s q u e s t i o n s 

traitées dans les n M 2 1 à 29 , on voi t q u ' i l es t o r d i n a i r e m e n t 

possible de t r o u v e r assez e x a c t e m e n t la v i t e s se d ' é c o u l e m e n t 

d'un l iquide par u n or i f ice en m i n c e paroi p l a n e ou évasé i n t é 

r ieurement , o u su iv i d ' u n canal d é c o u v e r t à p e n t e fa ible , le

dit orifice d é b o u c h a n t dans u n gaz. M a l h e u r e u s e m e n t il n ' e n 

est pas tout à fait de m ê m e p o u r u n e q u a n t i t é qu i a u r a i t p l u s 

d'importance p r a t i q u e , la d é p e n s e . E l le d é p e n d , en effet, n o n -

seulement de la v i t e s se a v e c l a q u e l l e l e s m o l é c u l e s t r a v e r s e n t 

le plan de l 'or if ice, ma i s auss i d e s ang l e s s o u s l e s q u e l s c e plan 

est coupé par l e s d ivers filets l i q u i d e s , ang le s q u i v a r i e n t d ' un 

point à l 'autre de l 'or if ice s u i v a n t d e s lo i s e n c o r e i n c o n n u e s . 

Tout ce qu 'on p e u t aff i rmer, c ' es t q u e la d é p e n s e effective es t 

plus peti te q u e le p r o d u i t de l ' a i re de l 'or if ice par la v i t e s se d e s 

filets qui le t r a v e r s e n t , q u a n t i t é i m p r o p r e m e n t a p p e l é e dé

fense théorique. La difficulté c o n s i s t e à c o n n a î t r e dans c h a q u e 

cas le rappor t va r iab le d e o , 5 o à i , oo , de la d é p e n s e effective 

à la dépense t h é o r i q u e , ou l e coefficient de dépense. D an s le 

cas d'un déve r so i r u n e diff iculté a n a l o g u e se p r é s e n t e au su je t 

du coefficient r (n° 30 ) . N o u s a v o n s i n d i q u é d ive r s n o m b r e s 

qui, pour ce r t a ins cas p a r t i c u l i e r s , p e r m e t t r o n t de r é s o u d r e 

approximat ivement la q u e s t i o n . Mais en r é a l i t é , dans c h a c u n 

de ces cas p a r t i c u l i e r s , le coeff ic ient d e la d é p e n s e n ' e s t pas 

constant; il var ie s u i v a n t d e s c i r c o n s t a n c e s s e c o n d a i r e s d o n t 

l'influence es t t r è s - i m p a r f a i t e m s n t c o n n u e , t e l l e s q u e les d i 

mensions de l 'orifice e t sa pos i t i on r e l a t i v e m e n t a u fond ou 

aux faces la téra les du r é s e r v o i r . Pa r c o n s é q u e n t , ce q u ' o n p e u t 

conseiller de m i e u x , q u a n d on n e v o u d r a pas se c o n t e n t e r de 

l 'approximation d o n n é e par les coeff ic ients m o y e n s de d é p e n s e 

quenous avons i n d i q u é s , c ' es t d e r e c h e r c h e r dans les r e c u e i l s 

d 'expér iences ce l l e s qu i se r a p p r o c h e n t le p lu s du cas q u e 

l'on a en v u e , p o u r en d é d u i r e le coefficient app l i cab le à ce 

cas. Parmi les r e c u e i l s l e s p lu s é t e n d u s et qu i pa ra i s sen t m é 

riter le plus de conf iance , n o u s a v o n s c i té ( n 0 ' 24 , 27 , 2 8 et 

30) celui de M. L e s b r o s , q u i e m b r a s s e p lu s de d e u x mi l l e 

expériences, dans les c o n d i t i o n s les p l u s v a r i é e s . 

La Table I I qu i se t r o u v e à la fin du Cours a p o u r b u t de 
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s u p p l é e r a u x t a b l e s p l u s é t e n d u e s e t p l u s c o m p l è t e s publ iées 

par M. L e s b r o s , a u q u e l n o u s avons e m p r u n t é les coefficients 

de d é p e n s e q u ' i l n o u s a s e m b l é le p l u s u t i l e de faire connaî t re . 

Ces coef f ic ien ts s e r a p p o r t e n t t o u s a u x or i f ices rec tangula i res 

à b o r d s h o r i z o n t a u x e t v e r t i c a u x , de om, 20 d e l a r g e u r sur di

v e r s e s h a u t e u r s ; m a i s , en g é n é r a l i s a n t ce qu i a é té d i t a u n" 2i 

p o u r l es or i f ices e n m i n c e pa ro i d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans 

l 'air, on do i t les c o n s i d é r e r c o m m e e n c o r e b o n s q u a n d la plus 

pe t i t e d i m e n s i o n du r e c t a n g l e es t u n e d e s six h a u t e u r s portées 

dans les t a b l e a u x , c ' e s t - à - d i r e un d e s n o m b r e s o™,2o, o m , i o , 

o m , o 5 , o m , o 3 , o m , o 2 , o , n , o i , p o u r v u q u e la p l u s g r a n d e n 'excède 

pas v ing t fois c e l l e - l à . Si l ' on avai t b e s o i n du coeff ic ient relatif 

à u n e d i m e n s i o n m i n i m u m c o m p r i s e e n t r e l es n o m b r e s p ré 

c é d e n t s , on p r o c é d e r a i t par i n t e r p o l a t i o n . 

L e s or i f ices s o u m i s à l ' obse rva t ion p r é s e n t a i e n t d e u x dispo

s i t ions p r i n c i p a l e s , savo i r : 

(A) Orif ices e n m i n c e pa ro i d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans un 

gaz ; 

(B) Orifices e n m i n c e pa ro i s u i v i s d 'un canal découver t , 

h o r i z o n t a l ou f a i b l e m e n t i n c l i n é , de m ê m e l a rgeur que 

l 'or i f ice , ayan t s o n fond en p r o l o n g e m e n t du b o r d infé

r i e u r d e ce lu i - c i . 

D a n s c h a q u e d i s p o s i t i o n , q u a t r e v a r i a n t e s o n t é t é a d m i s e s ; 

en voic i la déf in i t ion : 

i ° L 'or i f ice est c o m p l è t e m e n t i s o l é , c ' e s t - à - d i r e s épa ré par 

u n e d i s t ance suff isante (11° 2 4 ) du fond e t d e s pa ro i s latérales 

du r é s e r v o i r ; 

2 0 La e o n t r a c t i o n est s u p p r i m é e s u r la b a s e in fé r i eu re de 

l 'orif ice, q u i se t r o u v e a lo r s au n i v e a u du fond ; 

3" L e s b o r d s v e r t i c a u x d e l 'or if ice s o n t en p r o l o n g e m e n t des 

faces l a té ra les du r é s e r v o i r ; mais la m ê m e c h o s e n ' ayan t pas 

l ieu p o u r le fond , la c o n t r a c t i o n l a t é ra l e est s e u l e s u p p r i m é e ; 

4° Les b o r d s v e r t i c a u x r e s t a n t c o m m e on v i e n t de le dire , 

le b o r d in fé r i eu r est p lacé au n i v e a u du fond d u r é se rvo i r , ce 

qui s u p p r i m e la c o n t r a c t i o n s u r t ro i s cô t é s d e la v e i n e . 

Dans la d i spos i t i on ( B ) , M. L e s b r o s n ' a pas é t u d i é p r éc i s é 

m e n t les va r i an t e s 3 et 4 j il l e s a modi f i ées en ce s e n s q u e les 
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faces latérales du r é s e r v o i r , au l ieu d e p r o l o n g e r e x a c t e m e n t 

les bords c o r r e s p o n d a n t s d e l 'or i f ice , en s o n t s é p a r é s par u n e 

feuillure d e o m , o 2 d e l a r g e u r . Ces v a r i a n t e s p o r t e n t l es n u 

méros 3 bis et 4 b i s . 

Enf in la Table se t e r m i n e par l es coef f ic ien ts r re lat i fs aux 

déversoirs ( n a 30 ] , avec les d i s p o s i t i o n s e t v a r i a n t e s q u ' o n . v i e n t 

d'indiquer. 

Quand il s 'agit des é c o u l e m e n t s par or i f ices , la c h a r g e p o r 

tée dans la Table es t la d i s t a n c e ve r t i ca l e e n t r e le b o r d s u p é 

rieur et le n iveau du r é s e r v o i r , en u n p o i n t où il n 'y ait pas d e 

vitesse sensible : on e n d é d u i t s ans p e i n e la c h a r g e s e rvan t au 

calcul de la d é p e n s e t h é o r i q u e , p u i s q u ' i l suffit d ' a jou te r la 

demi-hauteur de l 'or i f ice , p l u s la h a u t e u r r e p r é s e n t a t i v e d e la 

différence des p r e s s i o n s p et p' s u r la sur face l i b r e d u r é s e r 

voir et sur la v e i n e . L e s e x p é r i e n c e s on t t o u t e s e u l i eu d a n s 

l'air, c'est-à-dire avec des p r e s s i o n s p e t p' é g a l e s ; s'il e n é ta i t 

différemment, il s e m b l e ( m a i s ce n ' e s t là q u ' u n e i n d u c t i o n ) 

que le coefficient de d é p e n s e n e c h a n g e r a i t pas à égal i té d e 

hauteur de l i q u i d e a u - d e s s u s de l 'or i f ice . 

Pour les d é v e r s o i r s , l ' a r g u m e n t e s t la h a u t e u r y (n° 30 ) . 

Voici un exemple de l'usage de la Table. Soit proposé de chercher la 

dépense d'un orifice rectangulaire en mince paroi débouchant librement 

dans l'air, de o m , 14 de hauteur sur 1 mètre de largeur, le bord supérieur 

étant à om,25 en dessous du niveau du réservoir, et la contraction devant 

avoir lieu sur les quatre côtés. On est ici dans la disposition (A), pre

mière variante ; si l'on cherche d'abord le coefficient m de la dépense, on 

aura donc successivement : 

Charge de om ,20 sur le bord supérieur. 

Hauteur d'orifice de o m ,20 m = o,5g8 

Id. de o"',io /72 = 0,613 

Id. de o m , i 4 (par interpolation), m = 0,608 

Charge de o m , 3 o sur le bord supérieur. 

Hauteur d'orifice de om ,20 m = o 76oo 

Id. de o™,io m = 0,616 

Id. de o m , i 4 (par interpolation). « = 0,610 

La comparaison du troisième et du sixième résultat montre que le nombre 

m cherché serait environ 0,609, en interpolant relativement à la charge. 
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Maintenant, pour avoir la dépense Q, on poserait 

Q = 0 , 0 0 9 . 0 , 1 4 . 1 , 0 0 . 1 / i g (o,i5 + ^ • 0,14 

La Table I donnerait le radical \/ng.o,'i-x , c'est-à-dire la vitesse due à 

la hauteur de o m ,32, laquelle diffère peu de 2™,5o6; ainsi 

Q = 0 ,60g.0 ,14.2 ,5o6 = o n " , ,2i. 

La dépense cherchée se trouverait aux environs de 210 litres par seconde. 

A j o u t o n s enfin q u e , dans la p r a t i q u e d e l ' i n g é n i e u r , on est 

o r d i n a i r e m e n t b i e n l o i n d e s c o n d i t i o n s de p r é c i s i o n où se trou

v e n t des e x p é r i m e n t a t e u r s o p é r a n t su r d e s appa re i l s construits 

a v e c le p l u s g rand so in : l es b o r d s des or i f ices son t plus ou 

m o i n s i n é g a u x e t mal d r e s s é s , le fond d e s c a n a u x r abo teux , le 

r é s e r v o i r s o u m i s à u n e ag i ta t ion e t à d e s va r i a t i ons de niveau 

i n c e s s a n t e s , e t c . Pa r t o u s c e s mot i f s , la d é p e n s e d ' un orifice 

d a n s l e s c o n d i t i o n s o r d i n a i r e s est t rès -d i f f ic i le à éva lue r avec 

q u e l q u e e x a c t i t u d e ; q u o i q u e n o u s n ' a y o n s à l ' appu i d e notre 

o p i n i o n a u c u n e d o n n é e b i e n pos i t ive , il n o u s s e m b l e q u e des 

e r r e u r s r e l a t ives de o , o 5 (e t q u e l q u e f o i s davan t age ) n 'auraient 

r i e n q u i d û t ê t r e r e g a r d é c o m m e s u r p r e n a n t . 

§ II. — Cas où il est nécessaire d'avoir égard aux forces 
produites par la viscosité. 

32 . Effet d'un élargissement brusque de section dans un 

conduit fermé. — On sup

p o s e un l i q u i d e c o u l a n t dans 

u n vase ABCD (fg. i 3 ) ; en 

CD, la v e i n e d é b o u c h e tout à 

c o u p d a n s un e s p a c e à sec

t ion t r ansve r sa l e p l u s grande, 

de f o r m e à p e u p r è s cylin

d r i q u e s u r u n e c e r t a i n e lon

g u e u r , e t déjà r e m p l i de li

q u i d e . Alors on o b s e r v e que 

t o u t le l i qu ide qu i e n t o u r e la 

v e i n e au delà de la sec t ion CD 

n e p a r t i c i p e q u e l en t emen t 

a u m o u v e m e n t g é n é r a l ; il t o u r n o i e s u r l u i - m ê m e et s 'écoule 
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peu à peu, p e n d a n t q u e d ' a u t r e l i q u i d e fourn i par le c o n t o u r 

de la veine vient le r e m p l a c e r . Au d ro i t de la v e i n e e l l e - m ê m e 

il y a une agitation assez c o n s i d é r a b l e , qu i s e c a l m e p r o g r e s s i 

vement, de sor te q u e , d a n s u n e s ec t i on t r a n s v e r s a l e G1I, les 

molécules se m e u v e n t avec d e s v i t e s ses para l lè les e n t r e e l l e s 

et normales à ce t t e s e c t i o n . O n conço i t q u e , d a n s ce p h é n o 

mène, le l i qu ide est s o u m i s à d e s d é f o r m a t i o n s i n t é r i e u r e s 

beaucoup plus g randes et p l u s r a p i d e s q u e d a n s un é c o u l e m e n t 

sans changement b r u s q u e de s e c t i o n : on n e p o u r r a i t d o n c ap

pliquer le t h é o r è m e d e B e r n o u l l i e n t r e d e u x p o s i t i o n s d ' u n e 

molécule, pr i se l ' u n e à l ' a m o n t , l ' au t r e à l 'aval de CD, sans 

avoir égard aux forces p r o d u i t e s p a r l a v i scos i t é du l i q u i d e e t à 

la perte de charge qu i en r é s u l t e . Cette p e r t e d e cha rge es t ce 

que nous n o u s p r o p o s o n s m a i n t e n a n t d e d é t e r m i n e r . 

Il n'est guè re pos s ib l e , d a n s l ' é ta l a c t u e l d e la s c i e n c e , d e 

donner une so lu t ion c o m p l è t e e t i r r é p r o c h a b l e d e la q u e s t i o n , 

car il faudrait su iv re c h a q u e m o l é c u l e d a n s s o n m o u v e m e n t 

et se rendre c o m p t e d e s a c t i o n s q u ' e l l e e x e r c e s u r les a u t r e s . 

Faute de pouvo i r a p p l i q u e r c e t t e m é t h o d e r a t i o n n e l l e , o n es t 

contraint d 'avoir r e c o u r s à des h y p o t h è s e s s e c o n d a i r e s q u i 

simplifient b e a u c o u p le p r o b l è m e . L ' ana lyse s u i v a n t e e s t d u e 

à M. Bélanger. 

Il y a au tour de la v e i n e , dans l ' e space a n n u l a i r e E C D F , d u 

fluide animé de m o u v e m e n t l e n t s : on p e u t d o n c a d m e t t r e q u e 

la pression sur la pa r t i e d e la s e c t i o n E F n o n o c c u p é e par la 

veine varie su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e (n" 18 , 2 e r è g l e ) . I l en 

serait de m ê m e dans les s e c t i o n s CD et GH, si l es m o l é c u l e s 

qui les t r aversen t é t a i en t a n i m é e s , p e n d a n t l e u r pas sage , d e 

mouvements s e n s i b l e m e n t r e c t i l i g n e s e t n o r m a u x à ces s e c 

tions (n» 18, 4 e r è g l e ) , ce q u e n o u s a d m e t t r o n s c o m m e suffi

samment exact . Par c o n s é q u e n t , si n o u s é l e v o n s par la p e n s é e 

un tube p i é z o m é t r i q u e en u n po in t q u e l c o n q u e d e CD ou de la 

section annu la i re ECDF, le n iveau du l i q u i d e dans ce t u b e 

sera indépendant de s o n p o i n t d e dépar t i n f é r i eu r . Un fait exac 

tement semblab le se p r o d u i r a e n G H ; de p l u s les p r e s s i o n s 

moyennes sur les sur faces E F , GH s ' e x e r c e r o n t en l e u r s c e n 

tres de gravité respec t i f s (n° 8 ) . Cela u n e fois a d m i s , t o u t e 

difficulté d ispara î t . 

II. 2 e É b l T . k 
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Soien t , en efïet, 

A la d i f férence des n iveaux p i é z o m é t r i q u e s en E F et en GH; 

Ç la c h a r g e p e r d u e à d é t e r m i n e r ; 

U„ e t U les v i t e s ses m o y e n n e s d u l i q u i d e en CD et G H ; 

II son p o i d s par m è t r e c u b e ; 

S l ' a i re de la sec t ion d r o i t e du c y l i n d r e E F G H . 

Si, c o m m e le r e p r é s e n t e la f igure , le n iveau p i é z o m é t r i q u e en 

G H d é p a s s e ce lu i qu i r é p o n d à l ' e n t r é e de la v e i n e dans l'es

p a c e p l u s g r a n d , l ' a b a i s s e m e n t q u i aura l i eu , dans le passage 

d e la s e c o n d e à la p r e m i è r e , sera — h. L e t h é o r è m e de Ber-

nou l l i (n° 15) d o n n e r a d o n c 

U ' — U 3 

2 g-

d 'où l 'on c o n c l u r a Ç q u a n d on au ra p u , d ' u n e m a n i è r e quel

c o n q u e , éva lue r A. P o u r cela, n o u s a p p l i q u e r o n s le théorème 

g é n é r a l des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p r o j e t é e s , à t o u t le sys

t è m e m a t é r i e l f luide c o m p r i s , à u n ce r t a in ins t an t , en t re les 

p l a n s E F et G H . P e n d a n t u n t e m p s t r è s - c o u r t S, il sor t de la 

capac i té E F G H u n e t r a n c h e G H G ' I I ' ayan t p o u r v o l u m e SU6; 

e t , e n m ê m e t e m p s , il e n t r e u n e t r a n c h e CDC'D' don t le vo

l u m e es t n é c e s s a i r e m e n t le m ê m e , sans q u o i la masse totale 

d u l i q u i d e c o m p r i s d a n s le v o l u m e E F G H aura i t var ié , ce qui 

e s t i m p o s s i b l e à c a u s e de l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é . Aux deux in

s t a n t s e x t r ê m e s du t e m p s 5, le l i q u i d e c o m p r i s e n t r e C D ' etGH 

a la m ê m e q u a n t i t é de m o u v e m e n t , pa r ce q u e le phénomène 

es t s u p p o s é p e r m a n e n t ; d o n c la va r ia t ion de la quant i té de 

m o u v e m e n t d u s y s t è m e l i q u i d e E F G H , e n p r o j e c t i o n sur une 

pa ra l l è l e a u x v i t e s se s U 0 et U, p e n d a n t l ' in te rva l le de temps 6, 

sera éga le à la d i f férence e n t r e les q u a n t i t é s de mouvement 

d e s t r a n c h e s G H G ' H ' e t C D C ' D ' . Or ces t r a n c h e s on t même 

v o l u m e SUS et par su i t e m ê m e m a s s e — S U S ; la différence 

8 
d o n t il s 'agit e s t d o n c 

- S U 9 ( U — U„), 

q u a n t i t é à l a q u e l l e il faut éga le r la s o m m e des i m p u l s i o n s des 
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forces ex té r ieures p r o j e t é e s sur le m ê m e a x e . Ces forces son t 

la pesanteur et les p r e s s i o n s e x e r c é e s s u r t o u t le c o n t o u r du 

volume EFGH. Les p r e s s i o n s l a t é ra les s u r la sur face c y l i n d r i q u e 

sont normales à l 'axe de p r o j e c t i o n , et il n 'y a pas l ieu d ' en 

tenir compte ; n o u s n é g l i g e r o n s l ' a d h é r e n c e e n t r e le l i q u i d e 

et cette surface, ce q u i es t p e r m i s , c o m m e la s u i t e le d é m o n 

trera, en raison de ce q u e EG es t u n e faible l o n g u e u r . R e s t e 

donc la pesan teu r et les p r e s s i o n s to ta les s u r les p lans E F , G H . 

Il est aisé de voi r q u e la p e s a n t e u r se ra i t é q u i l i b r é e , si la c o 

lonne p i é z o m é t r i q u e en GH s 'é leva i t e x a c t e m e n t au m ê m e 

niveau que ce l le d ' a m o n t m e n é e en E F ; car / é t a n t la p r o j e c 

tion verticale de EG, I I S / r e p r é s e n t e r a i t à la fois la c o m p o s a n t e 

de la pesanteur s u i v a n t l ' axe , e t l ' excès de la p r e s s i o n to ta le 

du plan GH su r ce l l e du p lan E F . Ains i les t ro i s forces don t 

nous n o u s ' o c c u p o n s d o n n e r o n t u n e r é s u l t a n t e , en s e n s c o n 

traire du m o u v e m e n t , égale à la p r e s s i o n to ta le p r o d u i t e s u r 

la surface S par la c o l o n n e de l i q u i d e de h a u t e u r h, c 'est-à-dire 

à IIS/i , force don t l ' i m p u l s i o n p r o j e t é e est — I I S A S. On a par 

conséquent 

- S U 0 ( U - U „ ) = — Ï I S A 0 , 
g 

ou bien, en d iv isan t les d e u x m e m b r e s par — I I S 0 , 

, U ( U „ - U ) 
2 h = 

g 

L'élimination de /( e n t r e les é q u a t i o n s ( i ) et ( 2 ) n o u s d o n n e 

finalement 

(3) 
ig 

ce qu'on e x p r i m e a b r é v i a t i v e m e n t en langage o r d i n a i r e en d i 

sant que la perte de charge produite par un élargissement 

brusque de section est égale à la hauteur représentative de la 

perte de vitesse moyenne. La d é m o n s t r a t i o n r e p o s e d ' a i l l eu r s , 

il ne faut pas l ' o u b l i e r , s u r l ' h y p o t h è s e du p a r a l l é l i s m e d e s 

filets, dans les s e c t i o n s o ù s o n t m e s u r é e s les v i t e s s e s Uo et Ll. 

La Jig. i 3 s u p p o s e q u e la c o n d i t i o n d 'avoi r l es filets para l 

lèles dans la sec t ion CD es t r e m p l i e au m o y e n d ' un é v a s e m e n l 
6 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



84 C H A P I T R E D E U X I È M E . 

Q = SU = S„ U„, 

e t par s u i t e 

( 4 ) 
Q 2 

Dans l e cas de la fig. si S d é s i g n e l 'a ire OP et m le coeffi

c i e n t de la d é p e n s e , q u ' o n s u p p o s e r a égal app rox ima t ivemen t 

à 0,62, on a u r a 

Q = S U = m S J J „ , 

d 'où l 'on t i r e , en s e s e r v a n t de l ' é q u a t i o n ( 3 ) , 

( 5 ) 
2£T \ mz 

3 3 . Vérification expérimentale des résultats précédents ; 

piézomètre différentiel. — Si l ' on pouva i t o b s e r v e r directe

m e n t la d i f fé rence h d e s n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s dans les sec-

p r a t i q u é cri a m o n t . Si l ' é v a s e m e n t n ' e x i s t a i t pas , e t que le 

c h a n g e m e n t b r u s q u e fût p r o d u i t par u n d i a p h r a g m e mince MN 

[fig- i4 ), n e la i ssant l i b r e q u e l ' o u v e r t u r e O P , les filets devien

d ra i en t n é a n m o i n s parallèles 

d a n s la s e c t i o n CD de la veine 

c o n t r a c t é e . Ce se ra i t donc au 

p o i n t d e la c o n t r a c t i o n maxi

m u m q u e l 'on devra i t mesurer 

la v i t e s s e d é s i g n é e par UD dans 

les ca l cu l s p r é c é d e n t s . Sous la 

r é s e r v e de ce t t e modification, 

t o u s les m ê m e s ra isonnements 

p o u r r a i e n t ê t r e r é p é t é s e t la for

m u l e q u i d o n n e Ç n e se ra i t p o i n t a l t é r é e . 

Au l i eu d e s v i t e s s e s U„ e t U, on p o u r r a i t i n t r o d u i r e dans 

la f o r m u l e ( 3 ) des q u a n t i t é s p l u s c o m m o d e s à mesurer . 

So i en t en effet Q le v o l u m e de l i q u i d e d é b i t é dans l 'uni té de 

t e m p s , e t S„ l 'aire CD (fig. i 3 ). N o u s avons déjà r e m a r q u é que 

dans u n t e m p s 9 il se d é b i t e par l es s e c t i o n s GII et CD un 

m ê m e v o l u m e e x p r i m é par S U S ; ma i s c e v o l u m e p e u t aussi 

s ' e x p r i m e r par S, U„ 9 : on a d o n c 
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lions CD et GH [fig. i 3 ) , on c o n c l u r a i t de l ' équa t i o n ( i ) 

H? 
h, 

et le second m e m b r e dev ra i t ê t r e égal à 
( IL - U ; 

! en s u p p o 

sant vraie la t h é o r i e d o n n é e au n° 3 1 . Or U„ e t U p o u r r a i e n t 

être calculées, c o m m e on v i e n t de le vo i r , en m e s u r a n t le 

débit Q et les a i res S„, S, d e s s e c t i o n s CD, GH. Il s e ra i t d o n c 

facile de constater si l 'on a r é e l l e m e n t 

( U . - U ) ' 
•2 g 

ou bien, ce qu i r e v i e n t au m ê m e , si /; satisfait à l ' é q u a t i o n ('I). 

L' ins t rument q u e M. B é l a n g e r a n o m m é piézomèlre dif

férentiel a p r é c i s é m e n t p o u r b u t de m e s u r e r la h a u t e u r h, 

et il peut ê t re e m p l o y é g é n é r a l e m e n t t o u t e s les fois qu ' i l 

s'agit de cons ta te r par e x p é r i e n c e la d i f férence d e p r e s s i o n 

entre deux po in t s p e u é l o i g n é s . D e u x t u y a u x f lexibles en 

plomb s 'adaptent en A et E (fg. I 5 ) aux p o i n t s d o n t on v e u t 

c o n n a î t r e la d i f fé rence de p r e s s i o n , 

e t s o n t r é u n i s par un t u b e r e c o u r b é 

en v e r r e BCD, p e r c é au po in t C d ' un 

t r o u capi l la i re q u ' o n p e u t à v o l o n t é 

o u v r i r ou f e rmer h e r m é t i q u e m e n t . 

L e s r o b i n e t s A et E s o n t d ' abord fe r 

m é s et l es t u y a u x de l ' apparei l r e m 

p l i s d 'a i r . On f e rme le t r ou C et on 

o u v r e les d e u x r o b i n e t s ; le l i q u i d e 

e n t r e a lo r s d a n s les t u b e s en v e r t u 

de la p r e s s i o n , mais il n e les r e m p l i t 

p a s , p u i s q u e l 'air n'a pas d ' i s s u e . On 

ve i l le à ce q u e cet air n e p u i s s e pas 

r e s t e r e m p r i s o n n é dans l e s s i n u o 

s i t é s d e s t u b e s en p l o m b . Alors si le 

l i q u i d e n e m o n t e pas à la h a u t e u r du 

t u b e en v e r r e , on la isse p e u à p e u 

échapper l'air par l ' o u v e r t u r e C, et si cela es t n é c e s s a i r e , on 
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a s p i r e p o u r p r o d u i r e u n v ide pa r t i e l , j u s q u ' à ce q u e l 'on voie 

les d e u x n i v e a u x dans les b r a n c h e s BC, DC. La d i s t ance verti

cale e n t r e ces d e u x n i v e a u x sera la h a u t e u r h q u e l 'on de

m a n d e , car i ls s u p p o r t e n t t o u s les d e u x u n e m ê m e pression 

d e la par t d e l 'air qu i r e s t e d a n s le t u b e . Si l ' on n e pouvait 

r é u s s i r à faire m o n t e r le l i q u i d e j u s q u ' a u t u b e en v e r r e , cela 

m o n t r e r a i t q u e les t u b e s en p l o m b s o n t t r o p h a u t s , e t il fau

d r a i t r e c o m m e n c e r l ' e x p é r i e n c e en p laçan t p l u s bas leurs 

e x t r é m i t é s s u p é r i e u r e s . 

34. Perte de charge subie par une veine liquide à son entrée 

dans un réservoir découvert. — On s u p p o s e u n e v e i n e liquide 

qu i par u n e c a u s e q u e l c o n q u e a p r i s u n e v i t e s s e U t normale à 

la s e c t i o n CD e t c o m m u n e à t o u s l e s filets, à l ' i ns tan t où ils 

g è n e e t s o u m i s s e u l e m e n t à la p e s a n t e u r , q u e l l e pe r t e de 

c h a r g e subira-t- i l au delà de la s e c t i o n CD, si le r é se rvo i r ou 

canal CDGH, o ù e n t r e la v e i n e , e s t d é c o u v e r t à la par t ie su

p é r i e u r e ? 

Ic i n o u s n e p o u r r i o n s pas a p p l i q u e r sans modi f ica t ion l'ana

lyse du n° 32, p a r c e q u e la s ec t i on E F , s u r l aque l l e s'exerce 

u n e p r e s s i o n à i n t r o d u i r e dans l ' é q u a t i o n d e s quan t i t é s de 

m o u v e m e n t p r o j e t é e s , n ' e s t p lu s c o n n u e à priori c o m m e l'était 

la s ec t i on E F de la fig. i 3 . Ce se ra i t u n e diff iculté de p lus . 

Sans n o u s y a r r ê t e r davan t age , n o u s s u p p o s e r o n s le cas par

t i cu l i e r où la capac i té E F G H et la h a u t e u r EG d e l i qu ide au-

d e s s u s de la v e i n e s e r a i e n t assez c o n s i d é r a b l e s p o u r que le 

l i q u i d e p û t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e à p e u p r è s s t agnan t , sauf le 

m o u v e m e n t dans la v e i n e et tou t a u t o u r d ' e l l e , s u r u n e certaine 

é t e n d u e . Alors le n i v e a u EG sera h o r i z o n t a l , c ' e s t - à - d i r e que 

le n i v e a u p i é z o m é t r i q u e , p o u r l e q u e l on p e u t p r e n d r e celui 

Fig. 16. 

G 

t r a v e r s e n t ce t t e section. 

Au de là d e CD se trouve 

u n e capac i t é de section 

t r a n s v e r s a l e p lu s grande, 

r e m p l i e d u m ê m e liquide, 

dans l a q u e l l e d é b o u c h e la 

v e i n e . L e l i q u i d e étant 

t o u j o u r s s u p p o s é homo-
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du réservoir E F G H , se ra le m ê m e en CD et en G H , s e c t i o n où 

il ne reste p lus de v i t e s se s e n s i b l e . D o n c si l ' on a p p l i q u e le 

théorème de Be rnou l l i au passage d ' u n e m o l é c u l e de CD à G H , 

l étant la charge p e r d u e d a n s ce t i n t e r v a l l e , on au ra 

mais cette exp res s ion n e se ra i t p l u s v r a i e si l e n i v e a u p i é z o -

métrique était différent e n CD et e n G H , ce q u i a r r ive ra i t p e u t -

être pour de faibles v a l e u r s de la h a u t e u r E C ; il y a u r a i t auss i 

une restr ic t ion a n a l o g u e si la v i t e s s e n e p o u v a i t pas ê t r e 

considérée c o m m e n u l l e d a n s u n e s e c t i o n GH, p r i s e à l 'aval 

de la ve ine . 

35. Écoulement d'un liquide par un tuyau court,présentant 

une série d'élargissements brusques. — On a d a p t e à u n r é s e r 

voir un tuyau c o m p o s é d ' u n e s u i t e d e c e l l u l e s c y l i n d r i q u e s de 

longueur m o d é r é e s é p a r é e s les u n e s d e s a u t r e s p a r d e s dia

phragmes avec o u v e r t u r e s en m i n c e p a r o i {fig. 17 ) . D e u x o u 

vertures de ce t t e e s p è c e p e r m e t t e n t au l i q u i d e d ' e n t r e r dans 

le tuyau et de s ' é c h a p p e r au d e h o r s . O n d e m a n d e la v i t e s se 

d 'écoulement , à la s o r t i e du t u y a u , e t la d é p e n s e par s e c o n d e . 

À, A,, A , , . . . les s e c t i o n s s u c c e s s i v e s d e s or i f ices p e r c é s 

en m i n c e pa ro i ; 

S, S , , . . . les s e c t i o n s d e s c y l i n d r e s q u i c o m p o s e n t le t u y a u ; 

U la v i tesse du l i q u i d e dans la v e i n e c o n t r a c t é e , ap r è s le 

passage du d e r n i e r orif ice eii m i n c e p a r o i ; 

Fig. 17 . 

Soient 

6* 
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II ' 

et c o m m e la v i t e s se es t s u p p o s é e i n s e n s i b l e dans le bassin, le 

t h é o r è m e d e B e r n o u l l i (n° 15) d o n n e r a 

il) ^ ^ h - r . 

ig 
Or, si l ' on s u p p o s e q u e le t u y a u e s t assez c o u r t p o u r que 

l ' a d h é r e n c e d u l i q u i d e c o n t r e s e s pa ro i s p u i s s e ê t r e négligée, 

l e s p e r t e s de cha rge s e r o n t u n i q u e m e n t p r o d u i t e s par les 

é l a r g i s s e m e n t s b r u s q u e s , e t l ' on au ra (n° 32) 

( 8 ) Ç: 
i i \ 5 / 1 i\' i i i 

jnA S ; \ " ? A , S,/ \m\, S 2 

m é t a n t le coeff ic ient de d é p e n s e a p p l i c a b l e aux orifices en 

m i n c e pa ro i du t u y a u . D e p l u s , si A„ d é s i g n e l 'a i re de celui 

de c e s or i f ices qu i es t s i t u é à l ' e x t r é m i t é d'aval du tuyau , on 

au ra l ' é q u a t i o n 

(9 ) Q = m A „ U . 

Cela fait d o n c t ro i s é q u a t i o n s e n t r e les i n c o n n u e s U, Ç, Q; il 

s e r a b i e n facile d ' en é l i m i n e r d e u x , p o u r c a l cu l e r la troisième. 

P a r e x e m p l e , o n ca l cu l e r a i t Q pa r la r e l a t i o n 

r-r i — h 

•jgm-An 2 g 
r i 

m A ~ S 1 + 
( — - - Y 
\ m A t S , / 

i i 

m À , S-, 

Q le v o l u m e d é p e n s é par s e c o n d e ; 

p la p r e s s i o n par u n i t é de su r face au n i v e a u du réservoi r ; 

p' la p r e s s i o n du gaz d a n s l e q u e l s ' é c o u l e la v e i n e l iquide; 

z la h a u t e u r ver t i ca le e n t r e le n i v e a u du r é s e r v o i r et le 

. c e n t r e de la v e i n e c o n t r a c t é e a p r è s l 'or if ice de so r t i e ; 

Ç la p e r t e de c h a r g e to t a l e é p r o u v é e par le l i q u i d e pendant 

qu ' i l t r a v e r s e le t u y a u . 

E n r a i s o n n a n t c o m m e au n° 2 2 , on r e c o n n a î t r a i t que la 

c h a r g e e n t r e u n p o i n t du bass in et le c e n t r e d e la ve ine con

t r a c t é e , a p r è s sa s o r t i e , a p o u r v a l e u r 
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ou bien encore 

Q ' _ h 

i i V . i i 

m 'A; W A Sj 1/nA, S , / \ m A 3 S : 

ce qu'on peu t é c r i r e en a b r é g é 

Q' A fio 
la somme 2 é tan t é t e n d u e à t o u s les é l a r g i s s e m e n t s b r u s q u e s . 

La vitesse U s ' o b t i e n d r a i t e n s u i t e a i s é m e n t par la c o m b i n a i s o n 

des équat ions ( 9 ) e t ( 1 0 ) , qu i d o n n e 

v = / L _ 

Quoique t ous ces ca l cu l s se r a p p o r t e n t à u n e d i s p o s i t i o n 

d'orifice inus i t ée d a n s la p r a t i q u e , ils offrent n é a n m o i n s u n 

certain in té rê t , pa rce q u ' o n en a d é d u i t u n e vér i f icat ion e x p é 

rimentale des f o r m u l e s du n n 32 . Dans u n e e x p é r i e n c e d 'Ey te l -

wein, citée par d ' A u b u i s s o n , le t uyau se c o m p o s a i t d ' un c y 

lindre de o™,o262 d e d i a m è t r e , de o m , g 4 2 de l o n g u e u r , d iv i sé 

en trois c o m p a r t i m e n t s par d e s d i a p h r a g m e s ; t o u t e s l e s a i r e s 

ci-dessus d é s i g n é e s pa r A, A,, A „ , . . . , A„ é t a i en t éga le s , l es 

orifices en m i n c e pa ro i é t an t t o u s d e s ce r c l e s d e o , n , o o G 5 d e 

diamètre. Avec c e s d o n n é e s la f o r m u l e (10 ) d e v i e n t 

Q 1 h h 

iz i . „ / i i V „ / mk 

m ' A 3 \mA S 

d'où l'on t i re 

Q = A y'2 gh 

V / ' - 3 ( ' 
m A'' 

Le coefficient m diffère p e u d e 0 , 6 2 ( n ° 2 i ) ; q u a n t au r a p -

A . , / o , o o 6 5 \ J 1 . 
port 77, il es t ici de 7 — ! so i t — E n s u b s t i t u a n t ces 
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v a l e u r s , o n t r o u v e r a i t 

Q = o , 3 i 9 A v ' a g A , 

t and i s q u e l ' e x p é r i e n c e a d o n n é 

Q = o , 3 3 1 A \jigli. 
La d i f f é rence d u r é s u l t a t t h é o r i q u e avec le r é s u l t a t expér i 

m e n t a l es t p e u s e n s i b l e , ce q u i s e m b l e c o n f i r m e r les formules 

du n° 3 2 ; e l l e s ' e x p l i q u e u n p e u p a r l ' i n c e r t i t u d e qui affecte 

le coeff ic ient m, et p e u t - ê t r e aus s i par le t r o p g rand rappro

c h e m e n t d e s d i a p h r a g m e s q u i e m p ê c h a i t l e s filets d e prendre 

t o u s la m ê m e v i t e s s e , a p r è s le pas sage d ' u n é la rg i ssement 

b r u s q u e e t avan t d ' a r r i v e r a u d i a p h r a g m e s u i v a n t . Eytelwein 

a e n effet c o n s t a t é q u e la d é p e n s e a u g m e n t a i t q u a n d on d imi

n u a i t la d i s t a n c e d e s d i a p h r a g m e s . 

3 6 . Ecoulement par un orifice percé*entre deux réservoirs. 

— D e u x r é s e r v o i r s d o n t l es n i v e a u x son t d i f fé rents communi 

q u e n t e n t r e e u x par u n e o u v e r t u r e ; le n i v e a u e s t d 'ail leurs 

c o n s t a n t dans c h a q u e r é s e r v o i r , e t la p e r m a n e n c e d u m o u v e 

m e n t e x i s t e . Il s 'agi t d e c o n n a î t r e la v i t e s s e d ' é c o u l e m e n t et 

la q u a n t i t é de l i q u i d e q u i p a s s e d u r é s e r v o i r s u p é r i e u r au ré

s e r v o i r i n f é r i e u r d a n s l ' u n i t é de t e m p s . 

L a q u e s t i o n s e r é s o u t sans p e i n e si l 'on a d m e t q u e les deux 

r é s e r v o i r s s o n t assez g r a n d s p o u r q u e , à u n e c e r t a i n e distance 

de l 'or i f ice , il n 'y ait pas de v i t e s s e s e n s i b l e . E n effet, soi t en A 

(fig- 18) u n e m o l é c u l e q u i au b o u t d ' un c e r t a i n t e m p s sera 

en B ; p u i s q u e dans c e s deux 

p o s i t i o n s e x t r ê m e s la vitesse 

es t à p e u p r è s n u l l e , il faut, 

d ' a p r è s l e t h é o r è m e de Ber-

S ï i z l ï Z n o u l l i (n° 1 5 ) , q u e la perte 

_ ^ J ^ h s ï = — - ^ - . j j d e cha rge Ç d a n s l e parcours 

'^v^^^^-"" -=-- - — AB soi t éga le à la charge, 

e s ^ n s \ w \ \ \ s w ^ ^ - ^ 1 c ' e s t - à - d i r e à la différence 

de n i v e a u des c o l o n n e s pié-

z o m é t r i q u e s é l evées aux p o i n t s A e t B . Or p e t p' é tant les 

p r e s s i o n s su r les n iveaux N , N ' , z la d i s l ance ver t i ca le de ces 

F i g . 18. 
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niveaux, II le poids du m è t r e c u b e d e l i q u i d e , on r e c o n n a î t 

dans plusieurs e x e m p l e s a n a l o g u e s . Ains i n o u s p o s e r o n s 

<, -i- u 

Mais on a vu ( n° 34 ) q u e si U d é s i g n e la v i t e s se dans la s ec t i on 

contractée de la v e i n e , l ' é p a n o u i s s e m e n t d e c e t t e v e i n e d a n s 

le réservoir in fé r i eu r d o n n e l i eu à u n e p e r t e d e charge expr i -

U J 

mée par — ; d o n c en nég l igean t les p e r t e s , r e l a t i v e m e n t fai-

2 g 

bles, qui aura ient l i eu dans le r é s e r v o i r s u p é r i e u r , on devra 

écrire 
Ç — 1 

1g II 
d'où l'on tire 

expression t o u t à fait pa re i l l e à la f o r m u l e ( i ) du n° 22 , à par t 

cette différence q u e z d é s i g n e ici la h a u t e u r e n t r e les n i v e a u x 

des deux bass ins , t and i s q u e c e t t e l e t t r e avait u n e a u t r e s igni

fication au n° 22 . Au r e s t e , il e s t é v i d e n t q u e l ' on p o u r r a i t con

server ici ce t te m ê m e s igni f ica t ion , si l 'on a d m e t t a i t q u e p' 

représente la p r e s s i o n m e s u r é e , n o n pas su r le n i v e a u d u bas 

sin inférieur, mais s u r l e s filets qu i s ' é c o u l e n t , à l e u r passage 

dans la sect ion c o n t r a c t é e : z e t ^ s ' a u g m e n t e r a i e n t a ins i d ' u n e 

même quant i té e t la v a l e u r d e la v i t e s s e n e change ra i t p a s . 

La vi tesse é t an t d é t e r m i n é e , p o u r avoir la d é p e n s e il fau

drait mul t ip l ie r ce t t e v i t e s s e par l ' a i re de l 'or if ice e t par le 

coefficient de d é p e n s e a p p l i c a b l e d a n s c h a q u e c i r c o n s t a n c e 

spéciale. 11 s e m b l e assez n a t u r e l d ' a d m e t t r e q u e le coeff ic ient 

de dépense n e d é p e n d q u e d u m o u v e m e n t du l i q u i d e dans le 

réservoir s u p é r i e u r , e t , d ' a u t r e pa r t , q u e c e m o u v e m e n t n ' e s t 

pas s ens ib l emen t a l t é r é par l ' agi ta t ion du bass in in fé r i eu r , en 

sorte qu'i l n e sera i t pas c h a n g é si la v e i n e l i q u i d e d é b o u c h a i t 

que la charge a p o u r va l eu r z -+- P — P 
II 

, c o m m e on l'a vu déjà 
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d a n s un gaz d o n t la p r e s s i o n aura i t é t é c h o i s i e de manière à 

a u § I de ce C h a p i t r e , p o u r le cas d ' u n e v e i n e débouchant 

d a n s u n gaz, s e r o n t d o n c i m m é d i a t e m e n t a p p l i c a b l e s . 

D ' a p r è s ce q u i a é té di t à la fin du n° 3 i , la va l eu r de la vi

t e s s e U d o n n é e par la f o r m u l e ( 1 2 ) p o u r r a i t offrir de l'incer

t i t u d e si l 'or if ice n ' é t a i t pas assez n o y é p o u r r e n d r e sensible

m e n t h o r i z o n t a l le n i v e a u N ' . 

37 . Des ajutages cylindriques.— L o r s q u ' u n orifice pratiqué 

d a n s u n e paro i p l ane e s t p r o l o n g é au d e h o r s par u n tuyau cylin

d r i q u e , de l o n g u e u r éga le a u n e fois et d e m i e le d i a m è t r e , il n'y 

a p l u s d e c o n t r a c t i o n s e n s i b l e , à la so r t i e de la v e i n e . Ainsi la 

d é p e n s e Q do i t ê t re éga le à la v i t e s s e d ' é c o u l e m e n t U multi

p l i é e par la s e c t i o n A d e l 'orif ice o u du t u y a u , c 'est-à-dire 

q u ' o n a 

Mais la v i t e s s e n e r e s t e pas ce q u ' e l l e se ra i t s ans l 'existence 

d e l ' a ju tage , e t e l le é p r o u v e , c o m m e on va le voir , u n e dimi

n u t i o n n o t a b l e . En effet, si n o u s n o m m o n s , c o m m e dans le § J 

d e ce C h a p i t r e , 

z 2 la d i f fé rence de h a u t e u r m e s u r é e v e r t i c a l e m e n t , ent re le 

n i v e a u du r é s e r v o i r e t le c e n t r e d e gravi té de l 'or if ice; 

p la p r e s s i o n su r le n iveau du l i q u i d e d a n s le r é se rvo i r , par 

u n i t é d e sur face ; 

p' la p r e s s i o n e x e r c é e s u r la v e i n e à sa s o r t i e ; 

U le p o i d s d u m è t r e c u b e du l i q u i d e ; 

o n sait (n°* 22 e t 23) q u e , dans le cas où l ' é c o u l e m e n t se pro

d u i t l i b r e m e n t dans u n gaz, par u n orif ice e n m i n c e paro i , la 

v i t e s s e IJ s ' o b t i e n t , à q u e l q u e s c e n t i è m e s p r è s , par la formule 

q u i p e u t ê t r e c o n s e r v é e dans le cas e x a m i n é au 11 e 3C. Au con

t r a i r e , l o r s q u e l 'orif ice es t a c c o m p a g n é d ' un ajutage cylin

d r i q u e , l ' e x p é r i e n c e m o n t r e q u e la v i t e s s e U , m e s u r é e en 

n e pas a l t é r e r la c h a r g e y + 
P — P ' 

II • L e s i n d i c a t i o n s données 

Q = . AU. 
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(i3) 

i'4) 

U = 0,82 p—p 
n 

Q = 0,82 A 
n 

La relation qui d o n n e U se m e t e n c o r e s o u s la forme 

ou approx imat ivement 

U 1 2 

2 s 3 II 

la hauteur d u e à la v i t e s s e de s o r t i e es t d o n c s e u l e m e n t l e s 

deux tiers de la c h a r g e , o u , en d ' a u t r e s t e r m e s , d ' ap rès le 

théorème de B e r n o u l l i , la c h a r g e p e r d u e £ est u n t i e r s de la 

charge to ta le . On p e u t e n c o r e d i r e , en c o m p a r a n t les va l eu r s 

TJ' 

d e — et de Ç, q u e la p r e m i e r e es t d o u b l e de la s e c o n d e ; 

l'égalité 

Fig- ig-

fournira une s e c o n d e e x p r e s s i o n d e la p e r t e de c h a r g e . 

Voici c o m m e n t la t h é o r i e r e n d c o m p t e d e ces faits. Le l i 

quide sortant par l ' o u v e r t u r e AB (fig. 19) fo rme u n e ve ine q u i 

se c o n t r a c t e j u s q u ' e n ab, à u n e 

d i s l a n c e à p e u p r è s égale au 

rayon d e c e t t e d e r n i è r e s e c t i o n , 

si e l le es t c i r cu l a i r e , p u i s q u i 

t e n d à r e p r e n d r e des d i m e n 

s i o n s p lus for tes (n° 2 1 ) . Il 

r e s t e d o n c d a n s le t uyau ABCD 

u n e s p a c e a n n u l a i r e t o u t au

t o u r de la v e i n e , l e q u e l es t 

rempli d'air à l ' o r ig ine du m o u v e m e n t , si l ' é c o u l e m e n t a l ieu 

prenant le q u o t i e n t du déb i t Q par l ' a i re A, n ' e s t p lu s en 

moyenne que les 0,82 de ce l le qu i r é s u l t e r a i t d e la for 

mule p récéden te ; ainsi 
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2 g A' 

o u b i e n , a t t e n d u q u e ~ — TJ, 

( - - V 

ig 

Cela p o s é , si l ' on a p p l i q u e le t h é o r è m e de B e r n o u l l i à une mo

l é c u l e q u i , pa r t i e du r é s e r v o i r , se ra i t a r r i v é e à la sec t ion CD, 

Ll ! P — P' 
au l ieu de l ' éga l i té — = Z, -+- •> e m p l o v é e au n D 2 i dans 

A 1G II 

l ' h y p o t h è s e d ' u n e p e r t e d e cha rge n u l l e , on devra éc r i re 

I P P — P' U" / r 
; Z2 • 

2 g II 2 g \ m 

d 'où r é s u l t e r a 

\m 

Par s u i t e , o n aura p o u r la p e r t e 'Ç : 

p — p'\ \"< 
n ) ( i 

i + 1 
V m 

L o r s q u e d a n s c e l t e e x p r e s s i o n de Ç on s u p p o s e le coefficient 

de d é p e n s e m = 0,62, ce qu i es t à p e u p r è s sa va leur exacte 

dans l 'air . Mais cet air es t p e u à p e u e n t r a î n é par le frotte

m e n t du l i q u i d e ; la v e i n e , s o u m i s e en Cl) à u n e p r e s s ion plus 

for te q u ' e n ah, se r a l en t i t dans l ' i n te rva l l e de ces d e u x sec

t i o n s ; en c o n s é q u e n c e el le t e n d à se d i la te r , et b i e n t ô t le li

q u i d e r e m p l i t c o m p l è t e m e n t le t u y a u . On a d o n c en ab une 

v e i n e q u i d é b o u c h e d a n s u n e s e c t i o n p l u s g r a n d e déjà oc

c u p é e par le m ê m e l i q u i d e , d ' où r é s u l t e u n e agi ta t ion et une 

p e r t e d e c h a r g e . Cet te p e r t e es t e x p r i m é e par la fo rmule (5) 

du n° 32 , dans l a q u e l l e il faut faire S,, = S = A, ce qu i donne 
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pour un orifice c i r cu la i r e , on t r o u v e p o u r le r a p p o r t e n t r e 'C e t 

la charge le n o m b r e 0 ,273, au l ieu de ^ qu i r é s u l t e d e s i n d i 

cations e x p é r i m e n t a l e s . Ce t t e d i f fé rence m o n t r e q u e , si la 

théorie ne donne pas u n e e x p l i c a t i o n c o m p l è t e d e c e qui se 

passe dans les a jutages c y l i n d r i q u e s , du m o i n s e l le en r e n d 

compte d 'une m a n i è r e à p e u p r è s sa t i s fa i san te . Au r e s t e l ' e r 

reur commise en a d o p t a n t la p e r t e d e c h a r g e t h é o r i q u e s e tra

duirait en u n e e r r e u r p l u s faible dans l ' é v a l u a t i o n d e la v i 

tesse ou de la d é p e n s e ; car on au ra i t 

— = (1 — 0 ,273) ( z2 

II 

d'où 

U = | = o , 8 5 y / a f f ( ; P—P 
II 

expression dont l ' e m p l o i n ' e n t r a î n e r a i t q u ' u n e e r r e u r re la t ive 

en plus de — e n v i r o n . 
27 

On peut se p r o p o s e r de c a l c u l e r la p r e s s i o n m o y e n n e p" qui 

s'exerce sur la ve ine c o n t r a c t é e . P o u r cela, r e m a r q u o n s d 'abord 

que la charge m o y e n n e e n t r e le p o i n t de d é p a r t M d ' u n e m o l é 

cule et son passage dans le plan ab a p o u r v a l e u r z 2 -+- > 

et d'un autre cô té q u e , s u i v a n t la dé f in i t ion m ê m e du coeffi

cient de d é p e n s e m, la v i t e s se en ab es t e x p r i m é e p a r - ^ - -

m \ 

Le théorème d e B e r n o u l l i , a p p l i q u é e n t r e M et ab, d o n n e r a 

donc 

2 gin' A' I l 

or la formule (i4) d o n n e 

Q 3 ^ P - P ' 
A ï \ ' t t , • 0,82 ; 

2 g A \ I I 

donc nous a u r o n s auss i 
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La s u b s t i t u t i o n du n o m b r e 0,62 à la p lace de m n o u s conduira 

d é f i n i t i v e m e n t à l ' exp re s s ion de la q u a n t i t é c h e r c h é e 

Ainsi la p r e s s i o n / / ' e s t i n f é r i e u r e à p', et la h a u t e u r représen

ta t ive de la d i f férence p' — p" se ra i t les t ro i s q u a r t s de la 

cha rge s o u s l aque l l e a l i eu l ' é c o u l e m e n t . 

Ce r é su l t a t a é té c o n f i r m é par u n e e x p é r i e n c e remarquable 

d e V e n t u r i . Ayant é tab l i un orif ice avec a jutage cylindrique 

de o m , o 4 o 6 de d i a m è t r e , en un po in t s i t u é à o r a , o i 8 de son ori

g ine il a adap t é un t u b e r e c o u r b é e n v e r r e , qu i descendai t au-

d e s s o u s d e l 'a jutage e t al lai t p l o n g e r dans u n e c u v e t t e remplie 

d ' e a u . Ayan t e n s u i t e fait c o u l e r de l ' eau par l 'a jutage sous une 

c h a r g e de o m , 8 8 , il a c o n s t a t é q u e l ' eau de la c u v e t t e était as

p i r é e e t m o n t a i t d a n s le t u b e à o m , 6 5 a u - d e s s u s du niveau de 

p ' — p " 
la c u v e t t e . On avait d o n c j j = ° n ' , 6 5 , e t la théor i e don-

3 
n a n t p o u r c e t t e m ê m e d i f fé rence ^ - o ' ° , 8 8 o u oM,66, on voit 

q u ' e l l e es t d ' accord a v e c l ' e x p é r i e n c e . 

Il y a e n c o r e u n e o b s e r v a t i o n i n t é r e s s a n t e à faire, au sujet 

d u r é s u l t a t r e n f e r m é dans la f o r m u l e ( i 5 ) . D ' a p r è s la défini

t ion d e la fluidité parfa i te (n° 2 ) l es fluides parfai ts sont inca

pab le s d e se t r o u v e r d a n s un é ta t d e t e n s i o n p r o p r e m e n t dite, 

e t g é n é r a l e m e n t il en e s t à p e u p r è s d e m ê m e d e s fluides natu

r e l s , m a l g r é l'effet de la v i s cos i t é . Ains i la p r e s s i o n en un point 

d ' un fluide n e p e u t j a m a i s d e v e n i r u n e t e n s i o n , e t par consé

q u e n t , p u i s q u ' i l n 'y a p a s d ' e r r e u r p o s s i b l e dans le sens des 

fo rces , q u a n d on c a l c u l e u n e p r e s s i o n i n c o n n u e on doit tou

j o u r s t r o u v e r u n r é s u l t a t positif. Le fait c o n t r a i r e indiquerait 

qu ' i l y a, dans les h y p o t h è s e s o u t h é o r è m e s s e r v a n t de base au 

ca l cu l , q u e l q u e c h o s e d ' i n e x a c t o u t o u t au m o i n s inapplicable 

au cas p a r t i c u l i e r q u e l 'on t r a i t e . 11 faut d o n c q u e l'on ail 

p" ^> o, c 'es t -à-dire 
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d'où résulte 

et, attendu que la pression p"} suivant les observations présentées ci-des

sus, ne saurait devenir négative, 

II. 2 e ' E D I T . 

Par exemple si le l i q u i d e est de l ' eau et q u e l ' é c o u l e m e n t oit 

lieu l ibrement dans l ' a t m o s p h è r e , le n iveau j \ N s u p p o r t a n t 

aussi la press ion a t m o s p h é r i q u e , on aura i t 

£ _ / _ I 0 ™ 33 

et, par sui te , la cond i t i on c i - d e s s u s d e v i e n d r a i t 

z a < . 3 ' " , 7 7 . 

Donc, avec les c i r c o n s t a n c e s q u e n o u s s u p p o s o n s , si la t h é o r i e 

des ajutages cy l i nd r iques d o n n é e tou t à l ' h e u r e é ta i t a b s o l u 

ment vraie, il faudrai t q u e la p r e s s i o n en ab fût n u l l e q u a n d z 3 

serait égal à i 3 ™ , 7 7 et n é g a t i v e p o u r de p lu s for tes va l eu r s d e 

z„ Or une press ion néga t ive n e p e u t pas se r é a l i s e r ; d o n c fina

lement il faut c o n c l u r e q u e la t h é o r i e p r é c é d e n t e ne p e u t pas 

être appliquée q u a n d z2 a t t e i n t ou d é p a s s e i3"', 7 7 . Il y aura i t 

même du dou te avant d ' a r r ive r à c e t t e l i m i t e , car l o r s q u e la 

pression devient t rop faible, l 'air c o n t e n u dans l ' eau s 'en s é p a r e 

et trouble l ' é c o u l e m e n t . 11 sera i t à d é s i r e r q u ' o n eû t q u e l q u e s 

expériences p o u r i n d i q u e r l e s f o r m u l e s à e m p l o y e r dans le cas 

d'exception d o n t n o u s v e n o n s de p a r l e r . 

Voici un procédé qui permet de trou\er théoriquement, sinon le coeffi
cient de dépense réellement applicable à l'ajutage dans le cas en question, 
du moins une limite supérieure que ce coefficient no pourra dépasser. 
Soi: en effet p sa valeur; les autres notations élant celles qu'on a déjà 
employées, la dépense Q s'exprimera par les formules 
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soit encore, sous une autre forme, 

a < m 4 / H ly 

L'égalité des deux membres répondrait à l'hypothèse limite p" = o. Nous 

donnons ci-après un tableau des valeurs du second membre quand on 

suppose m = 0,62 et qu'on attribue diverses valeurs à ——-—r—-"-'; 

quand il s'agit d'un écoulement de l'eau dans l'air atmosphérique, ce 

rapport exprime le nombre de fois que la chargeconlientla hauteur io"\33, 
ou, si l'on veut, c'est la charge évaluée en atmosphères. 

Limite 

p' c o r r e s p o n d a n t e de 

1,333 0,820 

.,5 0, 800 

2 0.759 3 0,716 

4 0,693 

5 0,679 

0,660 

10 0,65o 
i5 0,640 

20 0,635 3o 0,63o OD 0,620 

Si l ' é c o u l e m e n t avai t l i eu d a n s l e v i d e , p' s e ra i t n u l et l'ex

p r e s s i o n d e p" f o r c é m e n t n é g a t i v e . Ce se ra i t d o n c encore un 

cas d ' e x c e p t i o n o ù la t h é o r i e s e t r o u v e r a i t en défaut . Il est 

v r a i s e m b l a b l e q u e la v e i n e c o u l e r a i t sans r e m p l i r le tuyau ou 

q u e le m o u v e m e n t p e r m a n e n t n e s ' é t ab l i ra i t p a s . 

L ' e m p l o i d e s f o r m u l e s (i3), ( i 4 ) e t ( i5) s u p p o s e e n c o r e que la 

s e c t i o n AB de l 'a jutage es t assez lo in du fond e t des bords du 

r é s e r v o i r , e t q u e c e l u i - c i a d e s d i m e n s i o n s assez g randes pour 

q u e le l i q u i d e y so i t s e n s i b l e m e n t s t agnan t . 

Ains i q u ' o n l'a v u , l 'effet des a ju tages c y l i n d r i q u e s , compa

r a t i v e m e n t aux or i f ices e n m i n c e s pa ro i s , es t de p r o d u i r e une 

a u g m e n t a t i o n d e d é p e n s e par la s u p p r e s s i o n de la contraction, 

en m ê m e t e m p s q u ' u n e d i m i n u t i o n de v i t e s se d u e à la perte de 

c h a r g e . Il n ' e s t pas sans u t i l i t é de r a p p e l e r q u e ce t te perte 
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décharge c o r r e s p o n d à u n travai l néga t i f d e s a c t i o n s d u e s à la 

viscosité (n° 15) , l e q u e l a n n u l e u n e p a r t i e du travai l d e la p e 

santeur et des p r e s s i o n s e t d i m i n u e p r o p o r t i o n n e l l e m e n t la 

force vive du fluide s o r t a n t . La d i m i n u t i o n r e l a t ive est ici 

d e ^ C'est ce q u e les f o r m u l e s m e t t e n t en é v i d e n c e . E n effet, 

la force vive d e la m a s s e l i q u i d e é c o u l é e par l ' a ju tage dans 

l'unité de t e m p s sera — Q U J , soi t pa r k i l o g r a m m e de l i q u i d e 
S 

, U ' " 4 
dépensé — > ou enfin ^ h, en r e p r é s e n t a n t pa r h la c h a r g e 

z, + P P • Au c o n t r a i r e , si l 'or i f ice e û t é t é en m i n c e pa ro i , 

nous aur ions t r o u v é a p p r o x i m a t i v e m e n t ih. D o n c l ' e m p l o i d e 

l'ajutage rédui t la force v ive d u l i q u i d e s o r t a n t a u x d e u x t ie rs 

environ de ce q u ' e l l e se ra i t p o u r u n orifice en m i n c e pa ro i , à 

égalité de v o l u m e d é p e n s é . On a r r ive ra i t à u n r é su l t a t a n a 

logue si l 'on c o m p a r a i t l e s fo rces v ive s d e s v o l u m e s d é p e n s é s 

pendant le m ê m e t e m p s , pa r e x e m p l e p e n d a n t i s e c o n d e , car 

les deux va leurs de l ' e x p r e s s i o n LT.Q ^ - s e r a i e n t 

II .o ,82 A sjigh . ̂  h so i t 1 , 0 9 1 1 A/ t Sfï-gli, 

et 

I I .0,62 A \f2gJ1. ih ou b i e n 1 , a 4 I I A / « sj-igh; 
seulement le désavan tage du t u y a u c y l i n d r i q u e sera i t ici m o i n s 

sensible. D o n c , en dé f in i t ive , l ' e m p l o i de l ' a ju tage n ' e s t u t i l e 

que si l 'on a p o u r b u t p r inc ipa l d ' a u g m e n t e r la d é p e n s e rie li

quide dans u n t e m p s d o n n é ; ma i s il faut l ' év i t e r d a n s t o u t e s 

les c i rconstances o ù l ' é c o n o m i e du t ravai l de la force m o t r i c e 

est une cond i t ion e s s e n t i e l l e . 

38. Des ajutages coniques divergents. — On a d a p t e à un vase 

ou réservoir u n a ju tage c o m p o s é : 1° d ' u n e e m b o u c h u r e ABCD 

[fig. 20 ) ayant la figure d ' u n e v e i n e q u i so r t i r a i t l i b r e m e n t par 

l'orifice AB en m i n c e pa ro i , c e t t e figure é t a n t p r i s e j u s q u ' à la 

section c o n t r a c t é e ; i" d ' u n t u b e CDEF s ' é l a rg i s san t p r o g r e s s i -

7-
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U 2 

n 

f o r m u l e d o n t la d é m o n s t r a t i o n se ra i t i d e n t i q u e avec celle 

q u ' o n a d o n n é e p o u r l e cas d e s or i f ices en m i n c e paro i ( n M 2 2 

e t 2 3 ) . D ' u n a u t r e c ô t é , c o m m e la c o n t r a c t i o n es t supprimée 

a p r è s le passage de la s e c t i o n E F , e n a p p e l a n t S l 'a ire de celte 

s e c t i o n , la d é p e n s e Q se ra i t SU, so i t 

: i 6 j Q 
n 

Il s e m b l e d o n c au p r e m i e r a b o r d q u ' o n p e u t a cc ro î t r e autant 

q u ' o n v e u t la d é p e n s e faite pa r u n e m ê m e o u v e r t u r e AB, en 

a u g m e n t a n t s e u l e m e n t l ' a i re S, p u i s q u e la v i t e s s e ou le rapport 

^- es t u n e q u a n t i t é c o n s t a n t e . Ma i s , c o m m e n o u s a l lons le nion-

t r e r , si l 'on allai t au delà d ' u n e c e r t a i n e l i m i t e , on n e tarderait 

pas à r e n d r e i m p o s s i b l e l ' h y p o t h è s e d ' u n é c o u l e m e n t perma

n e n t e t à p l e i n t u y a u . So i en t en effet Q l ' a i re CD, U, la vitesse 

d u l i q u i d e et p" la p r e s s i o n d a n s la s e c t i o n CD. Par les mêmes 

r a i s o n n e m e n t s q u i on t fait c o n n a î t r e la v i t e s s e U, on trou

ve ra i t 

2£ ~ II 

e t , c o m m e il n 'y a pas n o n p l u s de con t r ac t i on au passage de 

v e m e n t j u s q u ' e n E F et se r a c c o r d a n t t a n g c n l i e l l e m e n t avec l'em

b o u c h u r e . Dan s de te l les cir

c o n s t a n c e s , si l 'écoulement 

p e r m a n e n t est é t ab l i , que le 

l i q u i d e c o u l e à p le in tuyau, 

enfin si l es effets de la vis

c o s i t é p e u v e n t ê t r e négligés, 

la v i t e s s e U de so r t i e en EF 

c o r r e s p o n d r a i t à lacharge sur 

le c e n t r e d e ce t t e sec t ion ; de 

s o r t e q u ' e n c o n s e r v a n t les 

n o t a t i o n s d u n" 3 7 , on devra i t p o s e r 
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la section CI), on au ra i t u n e s e c o n d e e x p r e s s i o n de la d é 

pense 

(•7) <ï = Q\/*g(^+P-^r-)-

La comparaison des é q u a t i o n s ( 1 6 ) e t ( 1 7 ) c o n d u i t à p o s e r 

Or, ainsi qu ' on l'a déjà vu ( n" 37) , p" r e s t e f o r c é m e n t p o s i t i v e 

dans l ' écou lement d ' un f luide par fa i t ; s o u s p e i n e d e r e n d r e 

impossible la c o n t i n u i t é ou la p e r m a n e n c e du m o u v e m e n t , il 

faut donc qu 'on ait ^ s u p é r i e u r à la v a l e u r p r i s e pa r l e s e c o n d 

membre de l ' équa t ion c i - d e s s u s l o r s q u e p" = o, d ' où r é s u l t e 

s < a l / , , 

le signe < n ' e x c l u a n t pas l ' éga l i t é . D a n s le cas où l 'on s u p 

poserait cet te éga l i t é , p" se ra i t n u l l e ; a l o r s , d ' a p r è s l ' é q u a 

tion (17) , Q a t t e ind ra i t sa p l u s g r a n d e v a l e u r p o s s i b l e . E n la 

désignant par Q ' , on aura i t 

Q' = a y /

a f f ( * . + - £ ) i 

c'est-à-dire q u ' o n dev ra i t o b t e n i r la d é p e n s e capab le d e s ' é 

couler par un orifice CD évasé i n t é r i e u r e m e n t e t d é b o u c h a n t 

dans le v ide . 

On a p lus i eu r s e x p é r i e n c e s de V e n l u r i s u r les a ju tages d o n t 

nous nous o c c u p o n s ; m a i s m a l h e u r e u s e m e n t ces a jutages 

étaient s i m p l e m e n t f o r m é s d e d e u x t r o n c s d e c ô n e ÀBCD et 
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CDEF [fig. 21), e n s o r t e q u ' i l n 'y avait pas en CD le raccorde

m e n t t a n g e n t i e l q u e n o u s a v o n s s u p p o s é . 11 devai t en rc-

i ' ig . ii. 

N N 

A 

£ 

r. A 

£ u 

0 

F. 

F 

su l t e r p r o b a b l e m e n t q u e les filets n e s u i v a i e n t pas exactement 

les l i gnes b r i s é e s t e l l e s q u e NACE, GBDF, e t q u e des remous 

se fo rma ien t , p r i n c i p a l e m e n t a p r è s le passage de CD, contre 

l e s pa ro i s de l ' a ju tage , ce q u i d o n n e r a i t à u n e p e r t e de charge 

a n a l o g u e à ce l le d e s a ju tages c y l i n d r i q u e s . 

L ' e x p é r i e n c e q u i , à éga l i t é de c h a r g e e t de sec t ion i l d'em

b o u c h u r e , a d o n n é la p l u s g r a n d e d é p e n s e , avait l ieu dans les 

c i r c o n s t a n c e s s u i v a n t e s . L e s d i m e n s i o n s é t a i en t : 

D i a m è t r e AB 

D i a m è t r e CD 

D i a m è t r e E F 

Côté AC 

Côté C E . . . . 

H a u t e u r z 2 . 

S e c t i o n A B . 

S e c t i o n CD. 

S e c t i o n E F . 

L e s p r e s s i o n s p et p' é t a i e n t la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e ; ainsi 

l e l i q u i d e é t a n t de l ' eau , on avait 

Z _ / _ I O ™ 3 3 
u _ n ' 

o r a , 03497 

o" , 00091 

o m , 02482 

o m , 3 3 3 4 

o m , 88 

o""i,oo 1296 

o"' , 000960 

o1"'',002913 

La d é p e n s e a é t é pa r s e c o n d e de 6',53, so i t Q = o ^ o o ô S S . Par 
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l'orifice ÀB, en m i n c e p a r o i , on au ra i t eu le d é b i t 

Q = o ,62 . o , 001296 y/2 g. o , 88 = o™c,oo334, 

c'est-à-dire env i ron d e u x fois m o i n s . Mais le m a x i m u m t h é o 

rique Q' était loin d ' ê t r e o b t e n u , car on a 

Q' = 0,000960 \J2g( o ,88 -+-10 ,33] = o" ) C ,o 141, 

soit plus du d o u b l e d e la d é p e n s e r é a l i s é e . D ' a i l l eu r s V e n t u r i 

ne s'était pas b e a u c o u p éca r t é d u r a p p o r t ^ a u q u e l c o r r e s p o n d 

une pression n u l l e en CD; car d ' ap rè s la f o r m u l e (18) ce rap-
. / e^88 D 

port serait l / — ^ — ou o , 28, e t dans 1 appare i l e n q u e s -
y o , 88 + 1 o , 3 3 

. . , . O j o o o q f i o _ ^ 
tion il était •J-^r ou o , 3 3 . 

o , u u 2 q i 3 

Pour se r end re c o m p t e de la p e r t e d e c h a r g e , d u e a u x r e 

mous dont n o u s a v o n s p a r l é , e t sans d o u t e auss i à l ' a d h é r e n c e 

entre le l iquide et l es pa ro i s s o l i d e s , on p e u t r e m a r q u e r q u e 

, . T T , . . . , o , oo653 
la vitesse U de so r t i e é ta i t s e u l e m e n t de ou d e 2 m ,24 

0,002913 

par seconde, l a q u e l l e c o r r e s p o n d à la h a u t e u r o , n ,256 e n v i r o n . 

Or Ç étant la charge p e r d u e , on sait q u e 

T J 2 

— = o™,88 — l; 
•2 g 

donc 

Ç = oA',88 — O m , 2 5 6 = o m ,624, 

c'est-à-dire 71 p o u r 100 de la c h a r g e t o t a l e . L e s c o n s i d é r a t i o n s 

développées à la fin d u n° 37 s ' a p p l i q u e r a i e n t à fortiori à l 'a ju

tage conique d i v e r g e n t d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s . 

Venturi a cons t a t é q u e si l 'on pe rça i t q u e l q u e s t r o u s cap i l 

laires sur le p é r i m è t r e de CD, l ' a ju tage d i v e r g e n t cessa i t de 

produire u n e a u g m e n t a t i o n d e d é p e n s e . Cela suffit p o u r r é f u 

ter une opin ion é m i s e par q u e l q u e s a u t e u r s , q u i a t t r i b u e n t 

cette augmenta t ion à l ' a t t rac t ion d u t u b e , car il se ra i t é t r a n g e 

que cette a t t rac t ion s ' anéan t î t par la s e u l e p r é s e n c e d ' un pet i t 

nombre de t rous i m p e r c e p t i b l e s . 
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III. — Applications diverses (*). 

3 9 . Barrage ù poutrelles. — Un c o u r s d ' eau passe entre 

d e u x ba joye r s o u m u r s p a r a l l è l e s , d o n t l ' in te rva l le es t fermé 

s u r u n e c e r t a i n e h a u t e u r pa r des p o u t r e l l e s A, A' , A", A'",... 

s u p e r p o s é e s (fig. •22), fo rman t u n d é v e r s o i r pa r -dessus lequel 

le l i q u i d e s ' é c o u l e d a n s le bief i n f é r i eu r . Q u a n d on veut 

e x h a u s s e r le b a r r a g e , u n e a u t r e p o u t r e l l e B , qu i flotte dans 

le b ief s u p é r i e u r , es t a m e n é e dans la p o s i t i o n B ' , de manière à 

faire p o r t e r s e s e x t r é m i t é s c o n t r e les f eu i l l u re s q u i retiennent 

l es a u t r e s p o u t r e l l e s déjà p l a c é e s . A p e i n e es t -e l le dans cette 

p o s i t i o n , q u ' o n la voi t t o m b e r d ' e l l e - m ê m e s u r la pou t r e l l e A", 

Ce fait s ' e x p l i q u e a i s é m e n t . L ' i n t e r v a l l e e n t r e les poutrelles 

A'" e t B ' fo rme u n e e s p è c e d ' a j u t a g e ; la p r e s s i o n su r la face 

i n f é r i e u r e de B' d e v i e n t m o i n d r e q u e la p r e s s i o n atmosphé

r i q u e (n° 37) q u i s ' e x e r c e s u r la face s u p é r i e u r e . La poutrelle 

o b é i t d o n c à la d i f fé rence d e c e s forces e t à son poids qui, 

s e u l , se ra i t déjà p l u s q u e capab le d e la faire d e s c e n d r e , malgré 

le f r o t t e m e n t la téra l c o n t r e les f eu i l l u r e s . Si la faible largeur 

d e s p o u t r e l l e s para i ssa i t , dans c e r t a i n s cas pa r t i cu l i e r s , un 

obs t ac l e à la p r o d u c t i o n du p h é n o m è n e des a ju tages , du moins 

(* ) IN mis p l a ç o n s ir.i la t h é o r i e de d ivers appare i l s e m p l o y é s dans les barrages 

m o b i l e s . P o u r q u e l q u e s - u n s il n'y a r é e l l e m e n t b e s o i n que des not ions d'Hy

d r o s t a t i q u e ; m a i s p o u r d'autres il était, b o n d'avoir vu la théor i e des ajutages 

c y l i n d r i q u e s , et de c o n n a î t r e l e s f o r m u l e s d e l ' é c o u l e m e n t des l iquides . 

v o u l a n t pas d 'a i l l eurs séparer des q u e s t i o n s qui avaient e n t r e e l l e s de l'analogie, 

n o u s avons d û en dit ïérer l ' e x a m e n j u s q u ' à p r é s e n t . 

Fig . 11. 
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on doit reconna î t re q u e la p r e s s i o n dans la v e i n e j a i l l i s san te 

est peu différente de la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e (n° 18 , 

3 e règle) et q u e les p r e s s i o n s s u r les d e u x faces h o r i z o n t a l e s 

de la poutrel ie B' t e n d e n t à s ' é q u i l i b r e r , ce qu i se ra i t à ]a r i 

gueur suffisant. 

Il est à r e m a r q u e r q u e les p r e m i è r e s p o u t r e l l e s A, A ' , . . . qu i 

doivent être p o s é e s a u - d e s s o u s du n i v e a u du bief i n f é r i e u r , 

ne descendent pas ainsi d ' e l l e s - m ê m e s à l e u r p lace : cela n 'a 

lieu que lo r squ ' e l l e s s o n t en n o m b r e suffisant p o u r d é p a s s e r 

le niveau du bief i n fé r i eu r . 

iO. Bateau vanne. — Un b a t e a u AA' [fig. ^ 3 ) , don t la s e c 

tion transversale est r e c l a n g l a i r e , s ' a p p u i e c o n t r e d e u x p i l e s 

une vitesse m o i n d r e U'. C o m m e on es t d a n s des c i r c o n s t a n c e s 

qui présentent de l ' ana logie a v e c ce l l e s q u e l 'on cons idé r a i t au 

n° 28, en appe lan t h la h a u t e u r de A a u - d e s s o u s d u n ivau N , 

on doit poser 

D'un autre cô té , si dans u n e s e c t i o n DD' t o u s les filets p o u 

vaient ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e pa ra l l è l e s et d ' éga le v i t e s s e , 

a et A désignant l e s h a u t e u r s AB et J)l) ' , e t le canal é tan t s u p 

posé rec tangu la i re , l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é d e l 'eau d o n n e r a i t 

relation néces sa i r e p o u r q u e la m a s s e de l 'eau c o m p r i s e dans 

l'intervalle ABDD' r e s t e t o u j o u r s la m ê m e . Enf in , l ' appl ica t ion 

Fig. 23. e n m a ç o n n e r i e , d o n t 

l ' i n t e rva l l e est f e r m é 

dans sa pa r t i e i n f é 

r i e u r e par u n r a d i e r 

BB' p l u s é l evé q u e l e 

fond C C de la r i v i è r e . 

L ' e a u p a s s e e n t r e A e t 

B avec u n e c e r t a i n e 

v i t e s s e U, e t l e s filets 

q u i c o u l e n t a u - d e s 

s o u s d u b a t e a u o n t 

U A = U'b, 
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( *) Ce système de vannes est décr i t avec s o i n d a n s u n R a p p o r t de M. l'Ingé

nieur Schlcesinfj, inséré d a n s les Annales desPonts et Chaussées, i8j5, 2 e
 semestre. 

du t h é o r è m e d e B e r n o u l l i , p o u r u n e m o l é c u l e passant du 

p o i n t D où elle a la p r e s s i o n p' et la v i t e s s e II' au po in t A où 

ces q u a n t i t é s d e v i e n n e n t p e t U, d o n n e r a l ' é q u a t i o n 

p' — p _• — 

On dédu i t sans p e i n e de ces t r o i s r e l a t i o n s 

^ >{-$)• 
Ce calcul de la p r e s s i o n p' s u r le fond du ba teau p e u t offrir 

de l ' i nce r t i t ude , s u r t o u t p a r c e q u e les v i t e s ses de tou tes les 

m o l é c u l e s qui t r a v e r s e n t la s ec t i on DD' n e s o n t pas égales, et 

q u e la convergence d e s filets ve r s l 'or i f ice AC e m p ê c h e aussi 

ces v i t esses d 'être h o r i z o n t a l e s ; m a i s il suffit p o u r faire com

p r e n d r e que / ) ' do i t ê t r e s u p é r i e u r à p et q u e l ' e x c è s est crois

san t avec /1. Le p o i d s du b a t e a u e t son f r o t t e m e n t con t re les 

p i l e s peuven t ê t r e t r o p faibles p o u r faire é q u i l i b r e à la force 

ver t i ca le p rodu i te par ce t e x c è s p'— p; dans c e cas , on ouvre 

d e s r o b i n e t s placés s u r la face d ' a m o n t du b a t e a u ; on y intro

du i t a insi la quan t i t é d ' e au n é c e s s a i r e p o u r l ' é q u i l i b r e du ba

t e a u , dans la pos i t ion qu ' i l doi t o c c u p e r . Q u a n d on veu t faire 

d e s c e n d r e le b a t e a u , on a u g m e n t e ce t t e q u a n t i t é ; quand on 

v e u t le faire r e m o n t e r , on o u v r e d ' a u t r e s r o b i n e t s placés sur 

la face d'aval p o u r faire é c o u l e r l ' e a u . 

Le ba teau , u n e fois é q u i l i b r é , s ' é l ève d e l u i - m ê m e et agran

di t l ' ouver tu re , si le n i v e a u N v i e n t à m o n t e r , p u i s q u e A et 

par s u i t e p' — p s e r a i e n t a u g m e n t é s ; il d e s c e n d r a i t dans le 

cas cont ra i re . On vo i t par c o n s é q u e n t q u e ce b a t e a u , dont 

l ' idée p remière es t d u e à M Sa r to r i s , p o u r r a i t ê t r e employé 

p o u r mainteni r le n i v e a u N à p e u p r è s c o n s t a n t , malgré les 

va r i a t ions du débi t qu i pa s se par l ' o u v e r t u r e AB. 

4 1 . Premier système de vannes Chambart (*). — Dans un 

canal à section r e c t a n g u l a i r e se t r o u v e u n e v a n n e inc l inée AB 
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(flS- 24) occupan t t o u t e la l a r g e u r d u c a n a l . Ce l t e v a n n e p o r t e 

une courbe en fonte CD, i n v a r i a b l e m e n t l i é e a v e c e l l e , e t a s 

s u j e t t i e à r o u l e r s u r u n p lan h o 

r i z o n t a l E F . D a n s la p o s i t i o n 

in i t i a l e de la v a n n e , le n i v e a u N 

/ ' A ' d e l ' e au aff leure s o n s o m m e t , 

e t l ' on s ' a r r a n g e p o u r q u e la 

r é s u l t a n t e d e s a c t i o n s e x e r c é e s 

s u r l ' appare i l pa r la p e s a n t e u r 

e t par les p r e s s i o n s de l ' eau 

_ v i e n n e p a s s e r e n G, p o i n t ac

t u e l d e c o n t a c t de CD avec E F . 

Alors l 'équil ibre e x i s t e . Mais si pa r u n e c a u s e q u e l c o n q u e il 

arrive plus d'eau dans le b i e f avec l e q u e l c o m m u n i q u e c e t t e 

vanne et q u e le n i v e a u N v i e n n e à m o n t e r , l e c e n t r e de p res 

sion se re lève, ce qu i t e n d à faire pa s se r la r é s u l t a n t e en avant 

de G. Il se p r o d u i t a lo r s u n m o u v e m e n t de b a s c u l e par s u i t e 

duquel le po in t d e c o n t a c t s e dép l ace de G e n G' ; la v a n n e 

s'incline davantage, p r e n d la p o s i t i o n A ' B ' , e t le t r o p - p l e i n 

s'écoule, tant a u - d e s s u s de A ' q u ' a u - d e s s o u s d e B ' . 

Dans cette n o u v e l l e p o s i t i o n A ' B ' , il p e u t a r r ive r , si la c o u r b e 

CD a été c o n v e n a b l e m e n t d é t e r m i n é e , q u e la r é s u l t a n t e passe 

en G' quand le n iveau sera r e d e s c e n d u e n N . I l es t clair q u e , 

moyennant ce t t e c o n d i t i o n , la v a n n e s ' a r rê t e ra d a n s la pos i t ion 

A'B' et qu 'e l le la q u i t t e r a s e u l e m e n t quand u n n o u v e l e x h a u s 

sement de n iveau la forcera de s ' inc l iner e n c o r e davan tage , ou 

qu'un aba issement la fera se r e l e v e r . E n u n m o t , e l le n e r e s 

tera en équi l ib re dans u n e d e s p o s i t i o n s q u ' e l l e p e u t p r e n d r e 

que si le niveau du bief a t t e i n t sa h a u t e u r n o r m a l e ; p o u r u n e 

hauteur plus g r a n d e , e l le p r e n d r a i t u n m o u v e m e n t qu i accro î 

trait le d é b o u c h é ; p o u r u n e h a u t e u r m o i n d r e , e l le se m o u v r a i t 

de manière à p r o d u i r e l 'effet i n v e r s e . I / a p p a r e i l , c o m m e on le 

voit, pourra d o n c ê t r e e m p l o y é p o u r o b t e n i r dans u n bief un 

niveau cons tant m a l g r é l e s c h a n g e m e n t s , q u i s u r v i e n d r a i e n t 

dans l 'a l imentat ion ; ma i s il faut p o u v o i r r é s o u d r e le p r o b l è m e 

suivant : Que l les do iven t ê t r e la fo rme et la pos i t i on de la 

courbe CD p o u r q u e , si elle r o u l e su r l ' h o r i z o n t a l e E F en e n 

traînant la vanne avec e l le , dans t o u t e s les p o s i t i o n s la r é s u l -
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t a n t e d e s fo rces ag i s san t s u r la v a n n e p a s s e t o u j o u r s par le 

p o i n t d e c o n t a c t , la p r e s s i o n d e l ' e au é t a n t , b i e n entendu, 

c a l c u l é e d ' ap rè s l ' h y p o t h è s e d ' u n n i v e a u N invar iab le ? Ce pro

b l è m e , l ' i n v e n t e u r M. C h a u b a r t l'a r é s o l u par d e s tâtonnements 

qu i l ' on t c o n d u i t à a d o p t e r p o u r la c o u r b e CD u n arc de cercle 

d o n t il d é t e r m i n e le r ayon à l ' a ide d ' u n e f o r m u l e empirique, 

Voic i c o m m e n t on p e u t t h é o r i q u e m e n t e n t r o u v e r la solution. 

P r e n o n s la v a n n e d a n s u n e p o s i t i o n q u e l c o n q u e AB (Jig. a5). 

c o o r d o n n é s : le p r e m i e r , fixe dans l ' e space , se ra composé 

d ' u n e ve r t i ca le q u e l c o n q u e N j e t d ' u n e ho r i zon ta l e N-r, 

s u i v a n t le n i v e a u n o r m a l de l ' e a u ; le s e c o n d , m o b i l e avec la 

v a n n e , aura le p o i n t I p o u r o r i g i n e , e t se ra c o m p o s é : i° du pro

l o n g e m e n t i n f é r i eu r ly' de AB ; 2° d ' u n e p e r p e n d i c u l a i r e lx', le 

s e n s posi t i f é t a n t a s c e n d a n t p o u r c e d e u x i è m e a x e . Appelons 

enfin 

x, j l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t I dans le s y s t è m e fix, N / ; 

\ , ÏJ l es c o o r d o n n é e s , d a n s le m ê m e s y s t è m e , d 'un point G 

q u e l c o n q u e ; 

h l ' absc i s se DG, m l ' o r d o n n é e ÏD d u m ê m e p o i n t G, dans le 

s y s t è m e m o b i l e lx', ly' ; 

a la l o n g u e u r 1 U ; 

b la d i m e n s i o n AB.de la v a n n e , / sa d i m e n s i o n dans le sens 

h o r i z o n t a l ; 

0 l ' ang le x'IO c o m p t é p o s i t i v e m e n t en al lant de lx' vers ly'; 

a l ' ang le d e la v a n n e avec le p lan h o r i z o n t a l ; 

I I le po ids de l ' u n i t é d e v o l u m e du l i q u i d e ; 

y 
/B 

Fig . 2J. 

X 
La f igure r e p r é s e n t e u n e coupe 

faite pa r u n p l a n ver t ical mené 

p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la vanne 

e n s o n m i l i e u ; AB es t la coupe 

d e la sur face p l a n e rectangu

l a i r e p r e s s é e par l ' eau , I son 

c e n t r e d e figure, 0 le centre de 

g r a v i t é du c o r p s d e la vanne, 

K le c e n t r e d e p r e s s i o n . Tra

ç o n s , en o u t r e , d a n s le plan de 

la f igure , d e u x s y s t è m e s d'axes 
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P le poids du co rps d e la v a n n e a p p l i q u é en 0 , e t H u n e hau

teur définie par l ' éga l i té P = R L B H ; 

'R la pression r é s u l t a n t e a p p l i q u é e en K. 

Pour simplifier n o t r e ca lcu l ( e t m ê m e p o u r le r e n d r e p o s 

sible), nous a d m e t t r o n s q u e la p r e s s i o n var ie s u i v a n t lu loi 

hydrostatique su r t o u t e la su r face A B , b ien q u e cela p u i s s e 

offrir du dou te , s u r t o u t p r è s des e x t r é m i t é s A et B où les m o 

lécules d'eau p o s s è d e n t déjà u n e v i t e s se n o t a b l e . La r é s u l 

tante R aura par su i t e u n e i n t e n s i t é I I I B Y ( n ° 8 ) , e t l 'on p o u r r a 

la remplacer par u n e force éga le IV agissant en I , p o u r v u qu 'o ï l 

lui adjoigne un c o u p l e ( I I , — R ) ayant p o u r m o m e n t 

— LT IB. &'sin a . 
I 2 

Cela posé, on p e u t ca l cu l e r la s o m m e d e s m o m e n t s , r e l a t ive 

ment au point G, de t o u t e s l e s forces qu i so l l i c i t en t la v a n n e ; 

le sens positif é t an t ce lu i q u ' i n d i q u e la f lèche , on y t r o u v e r a 

les termes su ivan t s : 

i° Le m o m e n t de la r é s u l t a n t e R t r a n s p o r t é e p a r a l l è l e m e n t 

à el le-même en IR' , soi t R . 1 D , ou M Y , a b s t r a c t i o n faite du 

facteur 11/fi q u e n o u s r e t r o u v e r o n s et s u p p r i m e r o n s p a r t o u t ; 

au Le m o m e n t du c o u p l e (R , — R ) , so i t , en ayant égard au 

sens et divisant par IT/6 c o m m e c i - d e s s u s , 

— B 2 s , M A . ; 
1 2 

I" Le m o m e n t du p o i d s P ou LLLBH, d o n t le bras de l ev ie r 

sera la project ion h o r i z o n t a l e de O G ; ce t t e p r o j e c t i o n , égale à 

celle du c o n t o u r GDIO, s ' e x p r i m e fac i l ement au m o y e n d e s 

angles a et 0, et l 'on t r o u v e , p o u r ce t r o i s i è m e t e r m e p r ivé du 

facteur II IB, la q u a n t i t é 

H [A sin A -+- M cos •X — A sin ( A. -I- 0 ) ] . 

Donc, en r é s u m é , l ' u n i t é de force é t a n t c e n s é e r e p r é s e n t é e 

par le poids II / / ; d ' un p r i s m e d 'eau qu i aura i t IB p o u r base e t 

pour hauteur l ' u n i t é , la s o m m e M de c e s m o m e n t s s ' e x p r i -
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mera pa r 

\ M = mr — 6 ' s ina : 
( i ) 

( -f- h [ / rsin a -+- mc.osx — a s i n ( « -+- S ) ] . 

Cet te e x p r e s s i o n p e u t se t r a n s f o r m e r q u a n d le po in t G, au 

l i eu d ' ê t r e q u e l c o n q u e , d e v i e n t le c e n t r e i n s t a n t a n é de rota

t ion du profil AB p e n d a n t s o n m o u v e m e n t é l émen ta i r e dans 

le plan de la f igure . Si l 'on i n c l i n e un p e u p lu s la vanne sur h 

ve r t i ca l e , en la faisant t o u r n e r de — da a u t o u r d e G, le pointl 

décr i ra n o r m a l e m e n t à GI u n é l é m e n t ds d e t ra jec to i re tel que 

ds = — G I . da., d 'où r é s u l t e 

da 

c o m m e GI a u n e d i r ec t i on p e r p e n d i c u l a i r e au l i eu des points I, 

l e s c o s i n u s d e s ang l e s faits par c e t t e d r o i t e avec les x et les r 

dy dx 

o n t p o u r v a l e u r s -j-, d e s o r t e q u e les p ro jec t ions hori

zon ta l e et v e r t i c a l e de la l o n g u e u r GI s o n t respectivement 
. • dy dx . . . ^„ | 

~.— •> -r-• P r o j e t a n t ces p r o j e c t i o n s s u r DG et ID, on en 
(La. a ce 

d é d u i t 
, . dy dx 
If — ; — s in se -r—h cos a -.— 5 

da. da. 
d y dx 

m = — cOSa: -, •- s in a - p - j 
da da 

va l eu r s q u i , p o r t é e s d a n s l ' é q u a t i o n ( i ) , c o n d u i s e n t à 

— M = — & 2sin a -+- «A sin ! a -+- 0 ) 

12 ' 
dx dy 

-+- r s i n a -j h ( II -t- y COS a ) - j - -
J da J 1 da 

L o r s q u e le m o u v e m e n t d e la v a n n e est g u i d é par le roule

m e n t d ' u n e c o u r b e m o b i l e C D ' (fig- 2 4 ) , faisant corps avec 

e l l e , s u r u n e l i gne fixe E F , le p o i n t de c o n t a c t G' est à chaque 

i n s t a n t le c e n t r e i n s t a n t a n é de r o t a t i o n ; e t , p u i s q u e les forces 

d o i v e n t c o n s t a m m e n t se faire é q u i l i b r e p o u r t o u t e s les posi

t i ons du s y s t è m e , p o u r v u q u e le n i v e a u de l ' eau n e change 

pas , il faudra sa t is fa i re à la c o n d i t i o n M — o, c 'es t-à-dire qu'on 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE PAR UN ORIFICE. 111 

— b- s in se -+- ah sin ( a. -+- 0 ) 
I 9. 

dx dy 
-i- j s i n a h- ( /1 -+- j c o s a ) ~ - = L O . 

Cette équat ion est la s e u l e à l a q u e l l e s o i e n t a s su je t t i e s l es 

trois variables x, y, a; il en r é s u l t e q u ' o n p o u r r a i t se d o n n e r 

arbitrairement le l ieu d e s p o i n t s I (fig- a5 ), ou , ce qu i r e v i e n t 

au même, u n e re l a t ion e n t r e x e t y, et a lors l ' é q u a t i o n ( 1 ) 

ferait connaî t re a en fonc t ion de x o u de y. L e m o u v e m e n t 

de la vanne serai t d é t e r m i n é , p u i s q u e l ' on conna î t r a i t la t r ans 

lation de l 'un de ses p o i n t s I e t ses r o t a t i o n s s u c c e s s i v e s da. 

autour de ce po in t . On en c o n c l u r a i t l e s c o u r b e s q u i , r o u l a n t 

l'une sur l ' au t re , p e u v e n t p r o d u i r e ce m o u v e m e n t . Le p r o 

blème consis tant dans la r e c h e r c h e d e c e s c o u r b e s es t d o n c 

indéterminé, p u i s q u ' i l d é p e n d d ' u n e r e l a t i on a rb i t r a i r e e n t r e 

x et y. Parmi t o u t e s l e s s o l u t i o n s q u i p e u v e n t ê t r e d é d u i t e s 

de l 'équation ( 2 ) , la s u i v a n t e est r e m a r q u a b l e pa r sa g r a n d e 

simplicité; el le se r a p p r o c h e d ' a i l l eu r s b e a u c o u p d e la d i spos i 

tion adoptée par l ' i n v e n t e u r . 

On prendra , p o u r l e l ieu g é o m é t r i q u e d e s p o i n t s I , u n e 

droite hor izonta le , pa ra l l è l e à l ' axe d e s x; a lors y es t u n e con -
dy 

stante C et ~ = o. Si, d e p l u s , on s u p p o s e 6 = o o u 0 = 180°, 
. dx 

l'équation ( 1 ) d e v i e n t 

r 

d'où l'on t ire 

- b> ± ah -h C ^ = 
12 dix 

. ah 1 
dx 12 

~~dlz^ C ,=~~ 

Or puisque dy = 0, ds = dx e t = ^ ; d o n c la d i s t ance GI 

est constante , ce qu i m o n t r e q u e le c e n t r e i n s t a n t a n é de r o t a 

tion décrit , r e l a t i v e m e n t à la v a n n e , u n c e r c l e ayan t r p o u r 

rayon et I p o u r c e n t r e . D ' u n a u t r e c ô t é , la d i s t a n c e ve r t i c a l e 

de G à l 'axe des x aura p o u r v a l e u r C + r, p u i s q u e le p o i n t I 

se meut h o r i z o n t a l e m e n t , e t q u e , pa r s u i t e , la l igne IG r e s t e 

devra poser 
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I H CHAPITRE DEUXIEME. 

t o u j o u r s v e r t i c a l e . Il e n r é s u l t e q u e , r e l a t i v e m e n t aux axes 

N j , le c e n t r e i n s t a n t a n é G se m e u t su r u n e d r o i t e horizontale. 

M a i n t e n a n t il suffit de se r a p p e l e r ce l t e p r o p r i é t é générale du 

m o u v e m e n t d e s figures p l a n e s d a n s l e u r p l a n , savoi r : que ce 

m o u v e m e n t p e u t t o u j o u r s ê t r e p r o d u i t e n faisant rou le r le lieu 

g é o m é t r i q u e des p o i n t s de la figure m o b i l e qu i co ïnc iden t suc

c e s s i v e m e n t avec le c e n t r e i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n , sur le lieu 

g é o m é t r i q u e de ces c e n t r e s t r a c é s dans le plan fixe. On en con

c lura sans p e i n e q u e , dans l e cas a c t u e l , il faut lier à la vanne 

u n ce rc l e d é c r i t a u t o u r du p o i n t I avec r p o u r r a y o n , et le faire 

r o u l e r s u r l ' h o r i z o n t a l e m e n é e e n d e s s o u s d e l 'axe des r à la 

d i s t ance C + c La c o n s t a n t e C sera d ' a i l l e u r s c o n n u e parla 

p o s i t i o n in i t i a l e q u e l ' on v e u t d o n n e r à la v a n n e , e t qui peul 

ê t r e c h o i s i e a r b i t r a i r e m e n t , dans c e r t a i n e s l i m i t e s , sans que la 

t h é o r i e p r é c é d e n t e ce s se d e s ' a p p l i q u e r . 

Si, pa r e x e m p l e , la p o s i t i o n in i t ia le é tai t ve r t i ca le et que 

l ' e x t r é m i t é À affleurât le n i v e a u n o r m a l d e l ' e a u , on aurait 

n b 

L = - j et par su i t e 2 
i , . î t i / i 2 , 2 ah 

r = 77 b _L — —, C -t- r = 7c b zh • 
6 6 6 b 

Dans l e s a p p l i c a t i o n s , il faut s e r a p p e l e r q u ' o n a fait 5 = o 

o u 3 = i 8 o ° ; il faudrait d o n c c o n s t r u i r e la v a n n e de manière à 

sat isfaire à l ' u n e de ces c o n d i t i o n s , d o n t l ' e x p r e s s i o n en lan

gage o r d i n a i r e est q u e la l i g n e j o i g n a n t le c e n t r e de gravité de 

la v a n n e au c e n t r e de figure de la sur face p r e s s é e par l 'eau doit 

ê t r e p e r p e n d i c u l a i r e à c e l t e s u r f a c e . 

Cet te s o l u t i o n se d é m o n t r e s y n t h é t i q u e m e n t d ' u n e manière 

t r è s - r a p i d e . Soit en effet AB [fig.?x>) 

u n e p o s i t i o n q u e l c o n q u e d e la vanne, 

CGD u n c e r c l e i n v a r i a b l e m e n t lié avec 

e l l e , ayan t son c e n t r e au mil ieu I de 

AB et r o u l a n t s u r u n e hor izon ta le EF. 

L e p o i d s P = ; I I / 6 / i du sys tème est 

a p p l i q u é au p o i n t 0 , t e l l e m e n l placé 

q u e 0 1 soi t p e r p e n d i c u l a i r e à AB. Si 

l ' on n o m m e C la h a u t e u r constante du 

p o i n t I a u - d e s s o u s d u n i v e a u n o r m a l de l ' eau , la résul tante R 

t./ ! 

a V 
B / 

/E G 
R 

I 
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ÉCOULEMENT D'UN LIQUIDE PAR UN ORIFICE. I 13 

des pressions aura p o u r v a l e u r I1 /6C , et l 'on p o u r r a la s u p p o 

ser transportée au p o i n t I, m o y e n n a n t l ' ad jonc t ion du c o u p l e 

— n / J . 6 ! s i n a. qui t e n d à a u g m e n t e r l ' angle a.. L ' é q u i l i b r e des 

moments au tour d e G d o n n e r a d o n c l ' é q u a t i o n 

ïï/M.OT.sina: + n / & C . G T s i n a : II Ib . b'sm x — o, 
I 2 

ou, plus s i m p l e m e n t , en p o s a n t O Ï = a, GI = r, 

de là résulte 

ah + i'C b' — o : 
I 2 

— 6= — ah 
1 2 

r = c , 

valeur c i -dessus o b t e n u e dans l ' h y p o t h è s e d e 3 = 180". Ains i 

donc, pourvu q u ' o n a d o p t e c e t t e v a l e u r d e r e t q u e le c e n t r e 

de gravité 0 soit p l acé c o m m e le s u p p o s e la f igure , on au ra 

satisfait à t ou t e s les c o n d i t i o n s du p r o b l è m e . E n p laçan t le 

point 0 de l ' au t re cô té de AB, o n r e t r o u v e r a i t de m ê m e la so

lution relative à l ' h y p o t h è s e 0 = o. 

i2. Modification du premier système de vannes Chaubart ; 

théorème sur Vexistence d'un centre d'action. — L e p o i n t G 

[fig.9.5] étant s u p p o s é a rb i t r a i r e dans le p lan y~Nx, on a u r a 

toujours la re la t ion 

y = vi + If cos os — m sin a. ; 

substituant ce t te va leu r dans l ' é q u a t i o n (1) et o r d o n n a n t a p r è s 

avoir développé sin(x -h 0 ) pa r la f o r m u l e c o n n u e , l 'on t r o u 

vera 

{ M — niTi + ( m h -+- mk — ah sin 0 ) cos a 

(3) / 1 
12 

b2 — li h -4- ak cos 0 ] s in a. 

Si donc le p o i n t G d e v e n a i t la p r o j e c t i o n , s u r l e p lan de la 

figure, d 'un axe Oxe a u t o u r d u q u e l la v a n n e sera i t assuje t t ie à 

tourner, le m o m e n t q u i t e n d r a i t à p r o d u i r e la r o t a t i o n aura i t 

II, 2 e É D I T . 8 
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1 14 CHAPITRE DEUXIEME. 

u n e v a l e u r d e la fo rme 

A -4- A ^ o s a — A i s i n a , 

A, A „ A 3 d é s i g n a n t des c o n s t a n t e s , a u t a n t du m o i n s que le ni-

v ie r c o n s t a n t GÉ=p'; le s e c o n d P " agi ra i t a u bou t d'une 

l igne GF = p" d i r i gée p a r a l l è l e m e n t à AB, t and i s q u e le troi

s i è m e P'" sera i t au b o u t d ' u n r a y o n p e r p e n d i c u l a i r e G L = ] / , 

La s o m m e d e s m o m e n t s de ces c o n t r e - p o i d s s ' expr ime par 

de s o r t e q u ' o n a t t e i nd ra i t le b u t en faisant l es p rodu i t s Fp, 

P " p " , V"p"' r e s p e c t i v e m e n t égaux à À, A,, A a . 

L e s d e u x c o n t r e - p o i d s P " e t P '" , q u i o c c u p e n t u n e position 

invariable* r e l a t i v e m e n t à la v a n n e , p o u r r a i e n t se remplacer 

par u n s e u l , ag i s san t au c e n t r e de gravi té de l e u r ensemble 

il n 'y au ra i t p l u s a lo r s , en t o u t , q u e d e u x c o n t r e - p o i d s . 

P o u r q u e ha v a n n e r e m p l i s s e son b u t , il faut, comme nous 

l ' avons d i t , q u ' e l l e a u g m e n t e le d é b o u c h é , e n s ' inclinant da

van tage s u r la ve r t i ca l e l o r s q u e le n i v e a u NN s ' é l ève , et que 

le c o n t r a i r e ai t l i eu l o r s q u e ce m ê m e n i v e a u s'abaisse. Or 

c 'es t b i e n ce qu i a l i eu avec la d i spos i t ion de la fig. 37. On 

s 'en c o n v a i n c r a sans p e i n e e n c o n s i d é r a n t l ' exp re s s ion (3) de 

m o m e n t M : s u i v a n t q u e le n i v e a u d e l ' eau m o n t e ou des

c e n d , le s e u l t e r m e va r i ab l e mr\ p r e n d u n acc ro i s semen t po

sitif ou négat i f ; le m o m e n t to ta l a u t o u r de G n ' e s t plus alors 

égal à z é r o , ma i s p r e n d u n e v a l e u r dans le s e n s de la flèche 

Fie. 27. 

0 

v e a u d e l ' eau conserverait 

sa s i t u a t i o n n o r m a l e . On en 

c o n c l u t la poss ib i l i t é d'équi

l i b r e r ce m o m e n t , quelle 

q u e so i t l ' i nc l ina i son de la 

v a n n e , au m o y e n de trois 

c o n t r e - p o i d s P ' , P" , P'" dis

p o s é s c o m m e l ' indique la 

fig. 27. Le p r e m i e r P' agi

ra i t , par u n intermédiaire 

f lexible , s u r u n bras de le-

- P ' p' — P > " c o s a + P ' y ' s i n a , 
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ÉCOULEMENT u'uN LIQUIDE PAR UN ORIFICE. I l 5 

s'il y a e x h a u s s e m e n t d e NN, ou en s e n s c o n t r a i r e si NN a 

descendu. 

La subs t i tu t ion d ' u n axe fixe à la c o u r b e d e r o u l e m e n t de 

M. Chaubart p r é s e n t e r a i t p e u t - ê t r e q u e l q u e s avan tages au 

point de vue de la s o l i d i t é . E l l e p e r m e t t r a i t d ' a i l l eu r s d ' éca r t e r 

une objection q u ' o n p e u t faire à la t h é o r i e du n° 4 1 , en m u 

nissant la vanne d ' a p p e n d i c e s c y l i n d r i q u e s AA' , BB ' , qu i é loi

gneraient les a r ê t e s A e t B d e s or i f ices l a i s sés l i b r e s à l ' é c o u 

lement de l 'eau, et r e n d r a i e n t a insi la p r e s s i o n s u r la v a n n e 

plus égale à la p r e s s i o n h y d r o s t a t i q u e , s ans c e p e n d a n t m o d i 

fier le momen t M, p u i s q u e l e s p r e s s i o n s s u p p l é m e n t a i r e s s u r 

ces appendices i r a i en t t o u t e s r e n c o n t r e r l ' a x e . Mais il faut 

reconnaître q u e les r é s i s t a n c e s p a s s i v e s , d o n t l 'effet a é t é 

négligé dans les ca lcu l s p r é c é d e n t s , d e v i e n d r a i e n t p l u s cons i 

dérables, s u r t o u t avec le s u r c r o î t de c h a r g e q u e l e s c o n t r e 

poids produi ra ien t s u r l ' axe de r o t a t i o n . Ce se ra i t à la p r a t i q u e 

à décider quel le e s t , e n déf in i t ive , la m e i l l e u r e d e s d e u x d i s 

positions. 

Lorsqu'on a d m e t l e s h y p o t h è s e s p a r t i c u l i è r e s Q — o ou 

6 = 180°, le po in t G p e u t o c c u p e r , dans c h a c u n de ces d e u x 

cas, une posi t ion r e m a r q u a b l e s u r la l igne \x' (fig. 25) . S u p 

posons, par e x e m p l e , 0 = o e t le c e n t r e d e g rav i t é e n O, ; 

plaçons le po in t G en G,, l e s c o o r d o n n é e s m e t h a y a n t les 

valeurs par t i cu l iè res 

m = o, 

l(= a H T : 

12 11 

on voit alors q u e t o u s les t e r m e s de M s ' a n n u l e n t i d e n t i 

quement, quelque valeur qu'on attribue à a et à n; d o n c la 

résultante du po ids de la v a n n e e t de la p r e s s i o n d e l ' eau s u r 

le plan AB passera c o n s t a m m e n t par u n p o i n t G, fixe r e l a t i 

vement à la v a n n e . La m ê m e c o n c l u s i o n au ra i t l i eu d a n s le 

cas de 0 = i8o° ; il faudra i t s e u l e m e n t p r e n d r e k — a , > 
12/1 

ce qui donnera i t le p o i n t G 2 au l i eu de G,. E l l e s u b s i s t e r a i t 

encore si l 'on r e m p l a ç a i t la su r face r e c t a n g u l a i r e AB par u n e 

autre aire plane de f o r m e q u e l c o n q u e , m a i s s y m é t r i q u e r e l a 

tivement à l 'axe \y'\ l e ca r r é r1 du rayon d e gyra t ion d e ce t lo 
8. 
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ai re a u t o u r d e l ' h o r i z o n t a l e I d e v r a i t a lo r s se substituer 

à — b1. Cela p e r m e t d ' é n o n c e r le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Si une vanne symétrique relativement à un plan vertical 

est pressée par Veau suivant une, aire plane, et si en même 

temps son centre de gravité se trouve, avec celui de la surface 

pressée, sur une même perpendiculaire au plan de celle-ci, 

alors la résultante du poids de la vanne et des pressions de, 

Veau sur la surface plane passe toujours par un point fixe 

relativement à la vanne, quelles que soient Vinclinaison de 

l'appareil et son immersion dans l'eau, pourvu que la surface 

pressée ne change pas, et conserve les mêmes lignes pour 

horizontales. 

V o i c i u n e app l i ca t i on p o s s i b l e de ce t h é o r è m e . Puisqui! 

es t d é m o n t r é q u e , m o y e n n a n t u n e c e r t a i n e précaution à 

p r e n d r e par le c o n s t r u c t e u r de la v a n n e ( s ' a r r a n g e r pour faire 

0- o ou 0 = 180"), l e s p r e s s i o n s du l i q u i d e et le poids de 

l ' appa re i l o n t t o u j o u r s u n e s o m m e d e m o m e n t s nu l l e autour 

d ' u n ce r t a in axe G, ou G¡, i nva r i ab l e r e l a t i v e m e n t à ladite 

v a n n e ; o n n'a q u ' à r e n d r e c e t axe fixe dans l ' espace pour 

ê t r e ce r t a in q u e la v a n n e se ra e n équilibre indifférent dans 

t o u t e s les p o s i t i o n s q u ' e l l e p o u r r a p r e n d r e a u t o u r de lui, et 

cela m a l g r é les v a r i a t i o n s q u ' é p r o u v e r a i t le n iveau de l'eau, 

p o u r v u qu ' i l r es tâ t t o u j o u r s a u - d e s s u s du b o r d supér ieur de 

la s u r f a c e p l a n e p r i m i t i v e m e n t s o u m i s e à la p r e s s i o n . 

On v o i t q u e si u n e v a n n e f o r m a n t b a r r a g e étai t ainsi con

s t r u i t e , q u a n d il s 'agira i t de la m a n œ u v r e r , afin d'obtenir, 

soi l u n e a u g m e n t a t i o n , soi t u n e d i m i n u t i o n dans le débouché 

q u ' e l l e la i sse l i b r e , o n n ' a u r a i t j a m a i s à v a i n c r e q u e les frot

t e m e n t s , p u i s q u e les fo rces p r i n c i p a l e s se t r o u v e r a i e n t natu

r e l l e m e n t é q u i l i b r é e s . Ce s y s t è m e para î t d o n c , à certains 

é g a r d s , p r é f é r a b l e à c e l u i q u ' o n a e m p l o y é dans le barrage 

é c l u s e d e la M o n n a i e , à P a r i s . La f o r m e c i r cu l a i r e des sec

t e u r s q u i c o m p o s e n t le b a r r a g e d e la M o n n a i e fait bien con

v e r g e r s u r l 'axe de r o t a t i o n t o u t e s les p r e s s i o n s d e l ' eau; mais 

le p o i d s d e l ' appare i l n ' e s t p a s é q u i l i b r é et e n t r e dans les 

r é s i s t a n c e s à v a i n c r e p o u r l ' o u v r i r ou le f e r m e r . 
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Y 

équation d'où l'on déduirait les valeurs de Y correspondantes à celles 

de 7 ou inversement. La condition à remplir pour que l'appareil fonc

tionne convenablement peut en conséquence être ainsi posée : le niveau 

de l'eau étant descendu en In', à la hauteur Y au-dessus du fond FF, on 

fait rouler la ligne AB de la vanne sur la courbe fixe CC'C" jusqu'à ce que 

]e point B vienne en B', à la hauteur / au-dessus de FF, de manière à 

satisfaire à l'équation ( 4 ) ; on demande quelle doit être la courbe CC'C" 

43. Second système de vannes Chaubart. — Par le moyen des vannes 

ci-dessus décrites, M. Chaubart a résolu le problème consistant à obtenir 

dans un bief un niveau constant malgré une alimentation variable; main

tenant il s'agit, au contraire, de débiter un volume d'eau constant par 

un pertuis rectangulaire ouvert dans un bief dont le niveau varie : c'est 

le but dans lequel i l . Chaubart a imaginé les vannes dont nous allons 

parler. 

Dans sa position initiale, la vanne AB (J!g. 28 ) laisse une ouverture 

libre entre son arête intérieure B et 

le fond du pertuis; le niveau N du 

bief, qui est alors à son maximum 

d'élévation, affleure à peu près le 

dessus A de la vanne ; un certain v o 

lume d'eau Q se débite dans l'unité 

do temps par l'ouverture libre con

venablement déterminée à cet effet, 

l'our que la vanne reste en équi

libre, la ligne AB s'appuie contre une 

courbe CC'C", et la résultante des 

actions exercées tant par les pressions 

de l'eau que par la pesanteur passe au point de contact actuel C. Lorsque 

le niveau s'abaisse e t vient en N', la pression totale doit également 

s'abaisser, et la vanno bascule pour prendre uno autre position d'équi

libre A'B', en s'appuyant sur un autre point C de la courbe fixe. Le 

point B se relève en B', ce qui augmente la section d'écoulement. On 

conçoit donc que si la courbe CC'C" a été convenablement tracée, l 'aug

mentation de hauteur de l'orifice puisse compenser l'abaissement du ni

veau, et que la dépense reste toujours la même. En appelant / la largeur 

du pertuis, y la hauteur du point B' au-dessus du fond FF, Y la hauteur 

du niveau N' au-dessus do la même horizontale, ni le coefficient de dé

pense applicable dans le cas actuel, on aurait, pour exprimer l'invariabi

lité de la dépense (n° 2 8 ) , 

14) Q = mfy yj 
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par n / . B ' N ' . - (Y • - r) ou par - ni — 
r 2 cosa 

n désignant le poids du 

mètre cube d'eau et / la largeur de la vanne ; la distance de cette force au 

centre C est d'ailleurs égale à la projection de B'C sur A'B', moins | B'N'; 

donc en appelant ¡3 l'angle de B ' C avec la verticale, son moment s'expri

mera par 

~ds , Y — r 

3 cos x 
I n / i Y 

2 C O S * 

I T T — C03 S) 

ou bien , à cause de cos S = ^-> sin 3 = , par 
ils 1 ils 

pour que la résultante; des pressions de l'eau et du poids de la vanne 

passe au point de contact de A'B' (position nouvelle de ÀB après le rou

lement ] , avec cette courbe. 

La mise en équation du problème se fait au moyen de procédés ana

logues à ceux qui ont été employés au n° 41 . Soit, en effet (fg.i<j)i 
' BB'B" la courbe décrite par le 

F ' B ' ^ ' point B; la question serait résolue 

si l'on connaissait cette courbe et 

l'inclinaison a de A ' B ' s u r la ver

ticale pour chaque position B' du 

point décrivant. Il serait facile d'en 

déduire le lieu des centres instan

tanés do rotation C par rapport à 

la l igne mobile A ' B ' , et le lieu 

analogue dans le plan fixe; on 

aurait ainsi les deux courbes qui, 

roulant l'une sur l'autre, produiraient le mouvement de la ligne A'B'. 

Les inconnues principales que nous adopterons seront donc l'angle st et 

l es coordonnées x, y du point B 1 relativement à deux axes Ox, 0 / , l'un 

coïncidant avec la ligne du fond FF, l'autre vertical. Le centre instantané 

de rotation C de A'B' se trouve sur la normale B'C à la courbe BB'B', à 

une distance B'C' = ^ - j rts étant l'élément de celte courbe, qui répond 

au changement da. d'inclinaison à partir de A'B' : nous devons par consé

quent égaler à zéro la somme des moments des forces relativement à C. 

Or, si l'on admet pour simplifier que les pressions varient suivant la loi 

hydrostatique, la pression totale de l'eau est appliquée normalement à A'B', 

au tiers de la longueur B'N' à partir de B'; son intensité est exprimée 
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} 

Le moment, par rapport au même point C' du poids P de la vanne, appli

qué en son centre de gravité G' sera égal à ce poids multiplié par la dif

férence entre les projections horizontales de B ' C et de B'G', soit à 

P [ Ì F c ' s i n ? — B'G's in (a — G'B'A')] , 

soit enfin, en posant les constantes B G' = fl, G ' B ' A ' = Q, 

« s i n foc — 0) 
cl 1 1 

Donc on a la relation 

( 5 1 I n / ^ ï ^ c o s . + ^ s i n . - ^ V P r T 1 - " ^ ^ - 8 ) ! -a cosse \doc «a 3cos« / L " a J 

On pourrait substituer à la placo de Y sa valeur tirée de l'équation (4), 

et l'on aurait finalement une relation unique entre les inconnues x, y, a, 

ce qui montre que le problème est encore indéterminé. 

Malheureusement, même en profitant do l' indétermination pour simpli

fier l'équation (5 ) par des hypothèses particulières, il est encore fort 

difficile d'arriver à deux relations, sous forme finie, entre x, y et x. Aussi 

nous contenterons-nous d'indiquer un procédé de calcul approximatif, 

applicable au cas où, suivant l'usage adopté par M. Chaubart, le lieu des 

centres instantanés C relativement à la vanne serait le profil même de 

cette vanne. Il faut alors une nouvelle équation exprimant quo A'B' est 

la normale à la courbe BB'B" : cette équation sera 

(6) 

Cela posé, on partira d'une situation initiale dans laquelle les variables 

Y, .r, j , a auront des valeurs Y 0 ; xoi yal a o satisfaisant à l'équation ( 4) ; 

on donnera à l'angle a u un très-petit accroissement qu'on traitera comme 

une, différentielle dctt, et l'on déduira des équations ( 5 ) et ( 6 ) les a c 

croissements correspondants dxc, dyc des coordonnées x0, y 0 ; par suite, 

la substitution de j 0 H-<7j 0 à la place de y dans l'équation (4) fera con

naître la seconde valeur de Y. On sera donc en possession d'un nouveau 

système do valeurs, savoir : 

ao + ' r / a » = a i , *0-hdx0 = x n yu + dy0 = y„ Y,, 

répondant à une position de la vanne, très-voisine de la première; de 

celle-là, on passera de même à une troisième, puis de la troisième à la 

quatrième, et ainsi de suite. Après cela, on tracerait la courbe BB'B"; sa 

développée (ou l'envoloppe de ses normales) ne serait autre que la courbe 

demandée CC'C". 
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Ce procédé ressemble beaucoup à celui qui permet de tracer apprcxi-

mativcment, par points, une courbe définie par son équation différen

tielle 

il no deviendrait rigoureux qu'en prenant les accroissements successifs <h 

infiniment petits, ce qui est pratiquement impossible. Riais il faudra de 

moins les prendre d'autant plus petits qu'on voudra mettre plus de jj> 

tesse dans le calcul. Peut-être serait-il bon aussi de considérer le coeffi

cient de dépense m comme variable en fonction de Y, j e t a (n°20 ; 

mais il faudrait pour cela que les données expérimentales ne fissent pa= 

défaut. 

Les deux systèmes do vannes Chaubart ont été essayés sur le canal la

téral à la Garonne, et ont donné des résultats très-satisfaisants, pour 

lesquels l'inventeur a reçu les encouragements de l'Administration supé

rieure. Il semble donc que ces systèmes peuvent être utilement employés 

dans le service des canaux de navigation ou d'irrigation, ainsi que dsn> 

le règlement des niveaux des biefs d'usine. 
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CHAPITRE TROISIÈME. 
É C O U L E M E N T P E R M A N E N T D E L ' E A U D A N S L E S T U Y A U X D E C O N D U I T E . 

§ I. — Étude théorique du mouvement rectiligne et uniforme d'un 
liquide pesant et homogène, dans un tuyau cylindrique à sec
tion circulaire. 

44. Evaluation des forces produites par la viscosité du 

liquide. — L n e e x p é r i e n c e b i e n s i m p l e p e r m e t de c o n s t a t e r 

que la viscosi té p r o d u i t d e s forces r e t a r d a t r i c e s , q u a n d u n 

liquide s ' écoule par u n t u y a u : il suffit d ' adap te r à u n orif ice 

percé dans un r é s e r v o i r u n t u y a u de d i a m è t r e c o n s t a n t , ma i s 

de longueur var iab le , d o n t l ' e x t r é m i t é l ib re d é b o u c h e r a i t dans 

l 'atmosphère tou jours au m ê m e n i v e a u . Si le n i v e a u du ré se r 

voir est en o u t r e m a i n t e n u à u n e h a u t e u r et à u n e p r e s s i o n 

constantes, et si la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e n e c h a n g e pas 

non plus, on voi t a lors la d é p e n s e d i m i n u e r en m ê m e t e m p s 

que la l o n g u e u r du t u y a u va en a u g m e n t a n t . La s e u l e e x p l i 

cation plausible de ce fai t , c 'es t qu ' i l ex i s t e e n t r e le l i q u i d e 

et les parois so l i de s q u i le c o n t i e n n e n t u n e c e r t a i n e a d h é 

rence qui s ' oppose au m o u v e m e n t , et q u e c e l t e force e s l u n e 

fonction c ro i s san t e d e la l o n g u e u r du t u y a u . Mais il n e suffit 

pas d 'admet t re l ' e x i s t e n c e de ce l t e ac t i on r é s i s t a n t e : en effet, 

tous les p h é n o m è n e s p h y s i q u e s t e n d e n t à p r o u v e r q u e les 

attractions ou r é p u l s i o n s m o l é c u l a i r e s ne s ' e x e r c e n t qu ' à d e s 

dislances i n s e n s i b l e s ; la r é s i s t a n c e d e s paro i s so l ides n e doi t 

se faire sent i r d i r e c t e m e n t q u e s u r u n e c o u c h e c o n t i g u ë de 

liquide, ayant u n e é p a i s s e u r p r e s q u e n u l l e , et par c o n s é q u e n t 

elle ne peu t a l t é r e r la d é p e n s e q u e d ' u n e fract ion e x c e s s i 

vement pe t i t e . C o m m e , au c o n t r a i r e , l ' a l t é ra t ion est en réa l i t é 

très-noiable, on est forcé de r e c o n n a î t r e q u e les di f férentes 

couches fluides c o n c e n t r i q u e s , dans l e s q u e l l e s on p e u t d é c o m 

poser le l iquide r e m p l i s s a n t le t u y a u , n e se m e u v e n t pas les 

unes sur les a u t r e s sans q u ' i l y ait u n e force o p p o s é e à l e u r 
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( * ) Dans le Mémoire déjà ci té ( u ° 14), M. Lévy ( M a u r i c e ) a démontré qui! 

l e f ro t t ement sur les surfaces c y l i n d r i q u e s d o n t il s'agit entra îne comme consa-

g l i s s e m e n t r é c i p r o q u e . A ins i , la c o u c h e e x t é r i e u r e est retar

d é e par s o n a d h é r e n c e à la paroi ; la c o u c h e qu i v ien t après est 

r e t a r d é e par la p r e m i è r e , la t r o i s i è m e par la s e c o n d e , et ainsi de 

s u i t e ; d 'où il r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t , à c a u s e du pr inc ipe de la 

r é a c t i o n égale à l ' ac t ion , q u e la s e c o n d e c o u c h e entraîne la 

p r e m i è r e , la t r o i s i è m e e n t r a î n e la s e c o n d e , e t c . : en d'autres 

t e r m e s , q u a n d on t r a v e r s e l e s c o u c h e s d e la circonférence au 

c e n t r e , on vo i t c h a c u n e d ' e l l e s r e t a r d é e par ce l l e qui la pré

c è d e e t e n t r a î n é e par ce l le q u i la su i t , de m a n i è r e toutefois à 

s u p p o r t e r d e la par t d e c e s d e u x c o u c h e s u n e force résultante 

en s e n s con t r a i r e du m o u v e m e n t . 

Q u a n d u n l i q u i d e s e m e u t d a n s u n t u y a u cylindrique a 

g é n é r a t r i c e s d ro i t e s , il n ' e s t pas ce r t a in p o u r cela q u e le mou

v e m e n t d e s d i v e r s e s m o l é c u l e s so i t r e c t i l i g n e ; ce mouvement 

se ra i t m ê m e c e r t a i n e m e n t cu rv i l i gne a u x e n v i r o n s du point 

où le tuyau c o m m u n i q u e avec le r é s e r v o i r , s'il n 'y avait pas 

là u n é v a s e m e n t parfait . Mais n o u s a d m e t t r o n s ici qu ' i l s'agit 

d ' u n e p o r t i o n de tuyau c y l i n d r i q u e à s e c t i o n c i rcu la i re , dans 

l a q u e l l e il y a u n m o u v e m e n t p e r m a n e n t r ec t i l i gne , chaque 

v i t e s s e é t a n t pa ra l l è le à l 'axe : a ins i q u ' o n l'a vu au n° 18, cela 

e n t r a î n e c o m m e c o n s é q u e n c e i m m é d i a t e q u e la vitesse de 

c h a q u e m o l é c u l e es t c o n s t a n t e , c 'es t -à-di re q u e le mouvement 

es t aus s i u n i f o r m e . Dans c e s c i r c o n s t a n c e s , q u e l l e s sont les 

fo rces m i s e s e n j e u par la v i scos i t é du l i q u i d e ? 

D ' a b o r d , si l 'on c o n s u l t e l ' e x p é r i e n c e , en m e s u r a n t les vi

t e s s e s d e d ive r s filets au m o y e n d ' i n s t r u m e n t s dont il sera 

q u e s t i o n p l u s l o in , on r e c o n n a î t q u e p o u r u n e m ê m e couche 

c o n c e n t r i q u e au t u y a u , l es v i t e s se s d e s m o l é c u l e s sont égales 

et q u e l e s v i t e s se s s o n t c r o i s s a n t e s d ' u n e c o u c h e à l'autre, 

q u a n d on va d e la c i r c o n f é r e n c e au c e n t r e . Il en résul te que 

ces d i f férentes c o u c h e s s o n t c o m m e des cy l i nd re s solides 

g l i ssant l es u n s dans l e s a u t r e s , à la m a n i è r e des tuyaux qui 

c o m p o s e n t u n e l u n e t t e , e t l 'on c o n ç o i t pa r s u i t e que leur 

a d h é r e n c e r é c i p r o q u e d o n n e l ieu à d e s forces analogues au 

f r o t t e m e n t et pa ra l l è l e s à l ' axe des c y l i n d r e s (*). Nous con-
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quence le développement d'actions tangentielles sur leur section droite. Mais 
en admettant comme un l'ait l'existence du mouvement par filets rectilignes, il 
est clair que ces actions normales aux trajectoires ne produisent pas d'effet sur 
le mouvement; elles sont d'ailleurs identiques pour toutes les sections, de 
sorte qu'elles n'entrent pas non plus dans les équations différentielles qui expri
ment Ja variation de pression en passant d'un point à un autre. Klles restent 
donc pour ainsi dire à l'état latent, et puisqu'elles ne modifient pus les quan
tités que nous devons introduire dans nos calculs, nous pouvons sans inconvé 
ment oublier leur existence. 

naissons donc déjà, par c e l t e c o n s i d é r a t i o n , la d i r e c t i o n des 

forces à évaluer . 

L'expérience m o n t r e e n c o r e q u e , d a n s c e r t a i n e s l i m i t e s , 

les forces dont n o u s n o u s o c c u p o n s s o n t i n d é p e n d a n t e s d e la 

pression du fluide, au p o i n t où e l l e s s ' e x e r c e n t . A i n s i , D u b u a t 

ayant fait oscil ler u n e c o l o n n e d ' e a u dans u n s i p h o n ou tuyau 

recourbé, constata q u e la loi du m o u v e m e n t n e c h a n g e a i t pas , 

pourvu que la d i f fé rence in i t ia le de n i v e a u dans les d e u x b ran 

ches restât la m ê m e , e t c e p e n d a n t il e s t é v i d e n t q u e la p r e s 

sion augmentait à m e s u r e qu ' i l y avai t p l u s d ' e au dans c h a q u e 

branche. Cette p r e m i è r e loi a é t é c o n f i r m é e pa r l e s e x p é 

riences plus r é c e n t e s de M. Darcy s u r le m o u v e m e n t u n i 

forme de l'eau dans l e s t u y a u x de c o n d u i t e , et c e t t e vér i f ica

tion est d 'autant p l u s i m p o r t a n t e q u e M. Darcy a e u so in de 

faire varier les p r e s s i o n s a b s o l u e s e n t r e des l i m i t e s b e a u c o u p 

plus écartées l ' u n e de l ' au t r e q u e n e l 'avait fait D u b u a t . S'il 

en est ainsi , la r é s i s t a n c e o p p o s é e au g l i s s e m e n t du l i q u i d e , 

par un é lément de paro i so l i de , r a p p o r t é e à l ' u n i t é de sur face , 

ne doit p lus ê t r e fonc t ion q u e d e la v i t e s se d e g l i s s e m e n t , 

c'est-à-dire de la v i t e s s e d e s m o l é c u l e s fo rman t la c o u c h e 

liquide e x t é r i e u r e ; c e l t e fonc t ion p e u t d ' a i l l eu r s va r ie r d ' un 

liquide à un au l r e e t d ' u n tuyau à u n a u t r e , s u i v a n t l e u r con

stitution in t ime . Q u a n t à la r é s i s t ance au g l i s s e m e n t r é c i p r o q u e 

de deux c o u c h e s c o n c e n t r i q u e s du f luide en con lac t l ' u n e 

avec l 'autre, b i en q u ' o n n e p u i s s e e n c o r e se f o r m e r à cet égard 

que des idées t r è s - i n c e r t a i n e s e t t r è s - con fuse s , o n est p o r t é à 

croire (n° 11) q u ' e l l e do i t ê t r e p r o p o r t i o n n e l l e à u n e ce r t a ine 

puissance de la v i t e s s e re la t ive de ces d e u x c o u c h e s , qu i 

serait la p r e m i è r e d ' ap rè s N a v i e r , e t la s e c o n d e d 'après 
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M. D a r c y . On r e m a r q u e r a d ' a i l l e u r s q u e , si Ton désigne par y 

la v i t e s se d ' u n e c o u c h e q u e l c o n q u e s i t u é e à la distance rde 

l ' axe , e t par A r la d i s t ance t r è s - p e t i t e qu i s é p a r e les milieux 

d e s é p a i s s e u r s des d e u x c o u c h e s , la v i t e s se re la t ive en ques-

l ion sera e x p r i m é e par — A r ; et , c o m m e A r doi t e l re suppose 

c o n s t a n t q u a n d il s 'agit de c o m p a r e r les a d h é r e n c e s de divers 

g r o u p e s de d e u x c o u c h e s , on vo i t q u e la r é s i s t ance au glisse

m e n t , r a p p o r t é e au m è t r e c a r r é , p o u r c h a q u e é l é m e n t de sur

face c o m m u n à d e u x c o u c h e s c o n t i g u ë s , es t proportionnelle 

à -j- ou à \ - r \ , s u i v a n t q u ' o n a d m e t la t h é o r i e de Xavier ou 

ce l l e de M. Darcy . L e coeff ic ient de la p ropor t ionna l i t é varie 

p r o b a b l e m e n t d 'un l i q u i d e à l ' a u t r e , e t , m ê m e quand il ne 

s 'agit q u e d e l ' eau , M. Darcy p e n s e qu ' i l va r i e également avec 

la t e m p é r a t u r e e t avec le r ayon d u t u y a u (*). 

E n r é s u m é , si n o u s a p p e l o n s 

W la v i t e s s e des m o l é c u l e s q u i g l i s sen t le long des parois 

du t u y a u , 

(*) Cette inf luence qu'aurai t l e rayon d u t u y a u sur la viscosité d'un liquida 

est u n fait assez i n a t t e n d u , d o n t il n e s e m b l e guère poss ib le de donner une 

e x p l i c a t i o n sat i s fa i sante ; en le tenant p o u r a b s o l u m e n t vrai, il faudrait en con

c lure ou que les m o l é c u l e s ag issent tes u n e s sur les autres à des distances sen

s ib les , ou q u e l 'act ion m u t u e l l e de d e u x m o l é c u l e s très-rapprochées ne dépend 

pas s e u l e m e n t de leur m o u v e m e n t et de leur état p r o p r e . Aussi M. Darcy ne 

s 'appuie-t - i l q u e sur un r a i s o n n e m e n t d é t o u r n é . C o m m e il le fait observer, l'hypo

thèse d 'un m o u v e m e n t par couches c o n c e n t r i q u e s à l'axe du tuyau n'est jamais 

r i g o u r e u s e m e n t réa l i s ée ; lés aspéri tés de la paroi , d 'une part, et d'autre parti;, 

c o n t r a c t i o n d e la ve ine fluide à son e n t r é e d o n n e n t naissance a des mouvcnipulj 

gyrato ires p l u s o u m o i n s irrégul iers , qui se p r o p a g e n t d a n s toute la massera 

m o u v e m e n t . Ces effets s o n t d'autant p l u s marqués et les trajectoires d'autant 

p l u s différentes de la l i g n e droi te que le r a y o n est p lus grand, ce qui fuit, con

cevoir jusqu'à un certain p o i n t la var ia t ion de s avec cette d i m e n s i o n . 

Le fait qui sert de base à ce r a i s o n n e m e n t est e x a e t , tous les expérimentaU'ii:* 

le r e c o n n a i s s e n t . Mais l ' in terprétat ion n 'en serai t -e l le pas devenue plus logique 

si M. Darcy avait dit : « Les m o u v e m e n t s de l 'eau dans les tuyaux de conduite, 

en les prenant tels qu'ils se produisent naturellement, sans précaution particulier 

pour les modifier y ne r e m p l i s s e n t pas la c o n d i t i o n d'être recti l ignes et uni' 

f o r m e s , et i l s la r e m p l i s s e n t d 'autant m o i n s que la s ec t ion est p lus grandi.1, 

l e s ai n é a n m o i n s t o u j o u r s cons idérés c o m m e s o u m i s à cette condit ion, et s№ 

che rcher la v i tesse a b s o l u e de c h a q u e p o i n t , j'ai d é t e r m i n é seulement par h 
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v la vitesse des m o l é c u l e s a p p a r t e n a n t à la c o u c h e de rayon r 

concentr ique au l u y a u ; 

les inductions q u ' o n p e u t t i r e r de t o u s l es faits d ' e x p é r i e n c e 

nous conduisent : 

i° À rep résen te r l ' a d h é r e n c e à la pa ro i , par m è t r e ca r r é , par 

une f o n c t i o n / d e la v i t e s s e W , soit / ( W ) ; 

2° À exprimer la c o h é s i o n de d e u x c o u c h e s cont iguê ' s , é g a -

exposant égal à i ou à 2, e t s u n e c o n s t a n t e p o u r un m ê m e 

tuyau. 

Nous nous b o r n e r o n s p o u r le m o m e n t à ces i n d i c a t i o n s , qu i 

sont suffisantes p o u r t r a i t e r le p r o b l è m e c i - ap rè s . 

45. Loi de la distribution des vitesses dans la section transversale du 

tarmi. — Dans une même section transversale, la pression varie suivant 
la loi hydrostatique (n° 48, 4 e règle), et par conséquent on peut ajouter 
que le niveau piézométriquo y est le môme pour tous les points, puisque 
la différence de hauteur des colonnes doit égaler la différence de niveau 

moyens imparfaits d o n t je pouva i s d i s p o s e r ) sa c o m p o s a n t e p a r a l l è l e à l'axe du 

tuyau. Alors j'ai constaté que les var ia t ions de cette c o m p o s a n t e , aux divers 

points d'une même sec t ion t r a n s v e r s a l p o u v a i e n t se ca l cu l er par l e s m ê m e s 

formules que dans l 'hypothèse du m o u v e m e n t rec t i l i gne et u n i f o r m e , mais en 

ayant soin d'adopter u n e va leur de s cro i ssante avec l e rayon R du tuyau , D 

Suivant cette manière d'envisager les c h o s e s , la var iat ion e avec R ne serait 

pas l'expression d'une loi vér i tab le , mai s u n p r o c è d e e m p i r i q u e p o u r corriger 

l'erreur que l'on c o m m e t en v o u l a n t app l iquer à u n p h é n o m è n e nature l des 

formules faites pour un p h é n o m è n e h y p o t h é t i q u e e n t i è r e m e n t di f férent . 

Au reste, d'après l e s o p i n i o n s é m i s e s par d'autres p e r s o n n e s , i l ne faudrait 

même pas considérer s c o m m e invar iab le dans l ' é t e n d u e d'un seul et m ê m e 

tuyau. MM. Bazin et Lévy feraient varier ce coefficient en f o n c t i o n de v ( n ° 14) 

(ou, ce qui revient au m ê m e dans l e cas actue l , en fonct ion de r ) ; M. Kleitz 

veut qu'il soit l ié aux inégal i tés des vitesses avec l e s q u e l l e s se séparent o u se 

rapprochent les m o l é c u l e s , autour de c h a q u e p o i n t et d a n s les diverses d i r e c 

tions. Ces opinions p e u v e n t ê tre c o n t e s t é e s ; mais au m o i n s e l les n e font d é 

pendre l'action m u t u e l l e de d e u x couches fluides que des choses qui carac

térisent leur manière d'être et l eur a p p a r t i e n n e n t en propre : en cela e l l e s 

paraissent plus r a t i o n n e l l e s q u e ce l l e s de M. D a r c y . 

Il est fâcheux que l e m a n q u e d'un b o n i n s t r u m e n t pour la m e s u r e des vitesses 

nepermetlepas de vérifier u n peu d e p r è s l e s c o n s é q u e n c e s de chaque h y p o t h è s e , 

en tant qu'elles seraient access ib les à l ' e x p é r i e n c e . 

lement rappor tée au m è t r e m é t an t un 
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quelconque des filets flui

des, dont chacun se rneul 

uniformément, par hypo

thèse , suivant une ligne 

droite parallèle à l'axe du 

tuyau. 

Soient N et P les deux 

niveaux piézométriques en 

AB et CD, et par consé

quent MP la charge d'une molécule enlro deux positions extrêmes, 

l'une prise dans le plan AB, l'autre dans le plan CD; posons MP = ?. I.a 

vitesse de la molécule étant constante, d'après le théorème de Bernoulli 

(n° 15) la charge Ç doit être égale à la perte de charge exprimée par 

— - J"tpcosyds, suivant les notations du n° 45. Or les explications pré

liminaires du n° 44 montrent que 7 est un angle de 180 degrés dans le 

cas actuel, et de plus que <p est constant sur tout le parcours d'une mo

lécule, car en chaque point de ce parcours tp dépend uniquement de la 

loi de variation des vitesses d'une couche à l'autre : donc on a la rela

tion 

<•> _ < = £ 

L désignant la longueur AC. On voit, par conséquent, que y est le même 

pour toutes les molécules comprises dans le volume ABCD, puisque l'ex-

pression ~ - n'a rien qui appartienne à l'une plutôt qu'à l'autre. Donc s 

peut encore se calculer en prenant la force totale que la viscosité produit 

pour le volume fini ABCD et la divisant, par la masse de ce volume. Or la 

force totale dont il s'agit est simplement celle qui s'exerce sur la surface 

de la paroi, car les réactions mutuelles des couches se composent de forces 

égales deux à deux et de sens contraire; sa valeur, rapportée au mètre 

carré, s'exprime p a r / ( W ) , W étant la vitesse à la paroi (n°44); d'où 

il suit que si l'on appelle R le rayon du tuyau, son intensité totale sera 

2 7 r R L . / ( W ) ; comme d'ailleurs la masse ABCD est égale au volume îtR'L 

multiplié par le poids n du mètre cube de liquide et divisé par g, on a 

de leurs bases ; connaissant ce niveau pour deux sections AB, CD [fig- 3o;, 

ou plutôt l'abaissement du niveau piézométrique entre ces mêmes sections, 

F; E . 3O. nous nous proposons de 

trouver la vitesse de l'un 
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équation qui, combinée a-\ec (1), donne 

Si l'on connaissait la fonction ft cette équation ne contiendrait plus que 

l'inconnue W, et servirait par conséquent à la déterminer. 

Nous remarquerons en passant que si l'on nomme L7 la longueur qui 

sépare deux sections transversales entre AI3 et CD, Ç' la charge corres

pondante, on aurait, d'après ce qui a été dit tout à l'heure, 

s conservant la même valeur que dans l'équation (1). Donc j-7 = j - , 

c'est-à-dire qu'en passant de AB à CD, le niveau piézométrique descend 

uniformément. Cette observation permet de trouver aisément le niveau 

piézométrique correspondant à une section quelconque, et par suite la 

pression en tout point du volume ABCD. 

Maintenant nous allons chercher une troisième expression de tp qui 

nous permettra de trouver la loi suivant laquelle les vitesses varient 

d'une couche à l'autre. Pour cela nous suivrons encore une fois le pro

cédé qui nous a donné l'expression (2); mais au lieu de l'appliquer à tout 

le liquide compris entre les sections AB et CD, il ne faudra l'appliquer 

qu'au liquide renfermé dans un cylindre concentrique à l'axe, de rayon 

quelconque OH = r, se terminant d'ailleurs aux mêmes sections, et pos

sédant la vitesse v sur ses génératrices extérieures. Alors le frottement 

airRL/(W) se trouvera remplacé par 2 ì t / - L e ( - t - ) (n° 44) ; mais 

comme v est fonction décroissante de r, afin d'avoir toujours la valeur 

absolue de ce frottement, nous l'exprimerons par IT. r\,i I — — ) • Ayant 

ainsi la somme des forces du frottement pour une masse - • r.r 
g 

conclut 

• 'L , on en 

L'élimination de s entre les équations (1) et (4) donne 

nç _ 1 / d<>\™ 

! 7 l ~ 7 \ dr) ' 
ou encore 
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de là résulte par l'intégration 

-t- const. 

- + 1 
m 

soit, en nommant V la 'vitesse du filet central qui correspond à r = o, 

15) v = V — ' 
NI - + - I \ 2 L L 

L'équation (5) doit donner la vitesse W à la paroi, en y faisant ;• — R: 

ainsi nous poserons 

W = V - - ^ 
m-\- I \ 2 £ L / 

Cette relation déterminera V en fonction de W que nous connaissons 

déjà; puis V étant connu, l'équation (5) donnerait la vitesse d'un iiiet 

quelconque. 

L'ensemble des deux dernières équations fournit encore la suivante : 

K / l Y — W \,R 

qui exprime aussi la loi des vitesses dans une même section transversale. 

Or M. Darcy ayant constaté dans plusieurs séries d'expériences, CL par 

V — v 
une mesuro directe des v i tesses , les valeurs du rapport ^ ^ ; a reconnu 

que l'égalité (7) était convenablement satisfaite en posant 

/ « 4 - 1 3 

d'où résulte la valeur adoptée par lui 

m = 2. 

D'après les conceptions purement hypothétiques de Navier, il faudrait 

prendre m = 1 ; par suite l'équation (7) deviendrait . 

V 

V 

soit encore 

— c fr 

, = V - ( V - W ) 

ce qui montre que les vi tesses décroîtraient, à partir du Blet central 
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comme les ordonnées d'un paraboloïde de révolution ayant môme axe 

que le tuyau. 

•46. Vitesse moyenne. — On appelle vitesse moyenne dans une section 

celle qui, multipliée par l'aire de la section, donnerait le débit. Si nous 

conservons les notations du n° 45 , le débit par l'élément de surface 

G11KI (fg. 3o) sera vrdm.dr, et par conséquent le débit total Q s'expri

mera par 

v étant une fonction de la seule variable r, définie par l'une des équa

tions (5) ou (7). D'un autre côté, l'aire totale de la section est n R 1 ; donc, 

pour déterminer la vitesse moyenne U, on devra poser 

L'intégrale double doit être étendue à tous les éléments, tels que GHKI; 

on peut prendre d'abord tous ceux qui sont entre les circonférences 011, 

OG; pour ceux-là r et v sont constants, de sorte que l'intégration relati

vement à la variable a, entre les l imites o et air, nous donnera 

Supprimant ensuite le facteur commun 77, remplaçant v par sa valeur tirée 

de l'équation (7), nous aurons 

0 = 

soit, après avoir effectué l'intégration 

R 2 U ^ R ! V (V W ) 
R 

3 m -f- 1 

R "' 
ou enfin 

U = V 
3/w 4-1 (V W ) . 

Lorsqu'on fait m = 1, il en résulte 

II. 2 e É D I T . 

U = i ( Y + W ) , 

9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 3o C H A P I T R E T R O I S I E M E . 

V — W 3 m - f - i ' 

d'un autre côté l'équation (7) nous aurait donné, en y faisant v — U, r — r\ 

U 

Y — W 

On a donc, pour déterminer r', 

( ï 

d'où l'on tire 

(10) 

i) 3 m -f- i 

3 ni + 1 

Le rapport 4̂ - est égal à y A ou à 0,707 quand m = 1 ; pour ;« = 2, 

il change peu et devient o u °i^^9 environ. Si l'on faisait encore m 

successivement égal à 

3, 4, 5, 6 , . . . , » , 

on aurait pour valeurs correspondantes de les nombres 

0,682, 0,678, 0,676, 0,674,..., 0,667. 

Ainsi, quelque valeur qu'on attribue à l'exposant m entre 1 et °o , le filet 

qui possède la vitesse moyenne est toujours à une distance du centre cora-

prise entre les - et les 0,707 du rayon du tuyau; mais vraisemblablement 

r ' 
-g- se rapproche plus de ce dernier nombre, eu égard aux indications 
théoriques et expérimentales qui tendent à faire prendre m dans le voi

sinage de 1 ou 2. 

c'ost-à-dirc que la vitesse moyenne est la moyenne des vitesses extrêmes: 
si m = 2, on obtient 

(9 ) U = I V W = i ( V + W ) - - ' 7 ( V - W ) , 
7 7 2 ' 4 

valeur un peu différente. 

Si l'on veut savoir à quelle distance r' du centre se trouvent les filets 

qui possèdent la vitesse moyenne, on remarquera que l'équation (8) peut 

s'écrire 
V •— U 1 m 
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47. De la détermination expérimentale du coefficient de 

viscosité z et de la fonction f [Vf). — Dans u n e sé r i e d ' e x p e -

riences, on pour ra i t faire va r ie r l e s q u a n t i t é s R et-j-> e n o p é -

rant toujours sur le m ê m e l i q u i d e , d e m a n i è r e à la i sser II c o n 

stant; on m e s u r e r a i t l e s v i t e s s e s V et W c o r r e s p o n d a n t à des 

valeurs données de ces d e u x v a r i a b l e s . Cela p o s é , l ' é q u a t i o n (6), 

dans laquelle on m e t t r a i t p o u r V e t W les v a l e u r s f o u r n i e s par 

l 'expérience, n e c o n t i e n d r a i t p l u s c o m m e i n c o n n u e s q u e m 

et £ : deux e x p é r i e n c e s suff i raient d o n c à la r i g u e u r p o u r les d é 

terminer; un p lu s g r a n d n o m b r e d ' e x p é r i e n c e s d o n n e r a i t p l u s 

de certitude à ce l t e d é t e r m i n a t i o n e t p e r m e t t r a i t de c o n t r ô l e r 

les hypothèses e t i n d u c t i o n s q u i s e r v e n t de base à la t h é o r i e . 

Quant à la f o n c t i o n / ( W ) , l ' é q u a t i o n (3) n o u s a p p r e n d q u ' e l l e 

doit être égale à ^ I I R ^ ; on p o u r r a i t d o n c ca l cu l e r sa -valeur, 

correspondant à la v a l e u r de W d o n n é e pa r l ' e x p é r i e n c e , 

c'est-à-dire q u ' o n a u r a i t la g r a n d e u r d e la fonc t ion p o u r c h a q u e 

valeur de sa va r i ab le W . On p o u r r a i t e n s u i t e e s saye r d e la r e 

présenter a n a l y t i q u e m e n t de d i v e r s e s m a n i è r e s , p a r e x e m p l e 

au moyen d 'un d é v e l o p p e m e n t d e la fo rme 

a + W + e W ' + rfW+..., 

a, b, c, d,... é t an t d e s c o n s t a n t e s . 

M. Sonnet , dans u n M é m o i r e qu i avai t p r i n c i p a l e m e n t p o u r 

base les idées d e Nav ie r , en se fondan t s u r d ' a n c i e n n e s e x p é 

riences ci tées par d e P r o n y , a p r o p o s é p o u r l ' e au les va l eu r s 

m = i , E = J ~ ^ e t / ( W ) ^ - - o , o i g W + o , 3 7 i W ! ; 

le mètre carré e t le k i l o g r a m m e é t a n t p r i s p o u r u n i t é s , et la v i 

tesse étant e x p r i m é e en m è t r e s par s e c o n d e s e x a g é s i m a l e . Cel te 

expression ne t i en t pas c o m p t e de la n a t u r e d e s p a r o i s , ce q u i 

en rend la c o m p l è t e e x a c t i t u d e p e u v r a i s e m b l a b l e . 

M. Darcy a é t é c o n d u i t , c o m m e n o u s l ' avons déjà di t , à faire 

m = 2; l ' équa t ion ( 6 ) d e v i e n t a lo r s 

9-
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Su ivan t le m ê m e i n g é n i e u r , le fac teur n ' e s t pas con-

s lan t d ' u n tuyau à l ' au t r e , mais va r i e en ra i son inverse du 

rayon R (*) ; on aura i t d o n c 

K é tan t u n n o m b r e c o n s t a n t , e t par c o n s é q u e n t 

M. Darcy fixe à 1 , 7 4 la va l eu r de la c o n s t a n t e quand i: 

s 'agit d e l ' eau , c ' e s t - à - d i r e qu ' i l s u p p o s e K = n , 3 ; on aurait 

d o n c d é f i n i t i v e m e n t , d ' a p r è s l u i , p o u r l ' eau c o u l a n t uniformé

m e n t d a n s u n t u y a u c y l i n d r i q u e à la t e m p é r a t u r e ordinaire, 

11 n e s ' es t pas o c c u p é de la f o n c t i o n / " ( W ) , p a r c e q u e , suivant 

la m é t h o d e o r d i n a i r e m e n t u s i t é e , d o n t n o u s a l lons bientôt 

n o u s o c c u p e r , il a r e p r é s e n t é d ' u n e a u t r e m a n i è r e la résistance 

q u i s ' e x e r c e à la p a r o i . 

La formule (12) conduit à une conséquence remarquable. Il en résulte 

portant cette valeur dans la formule (11) . après y avoir fait r = R et 

v = W, on trouve l'équation 

g = 1 , 7 4 1 V . 

qui, combinée avec ( 3 ) , donne, par l'élimination de ~ 

(*) Voir la n o i e de la page i a ^ . 
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ou oien encore 

(.3) V = W 4- K 
V ( W ) 

Quand il s'agit de tuyaux d'une nature, déterminée, et que le liquide 

est toujours aussi le même, les explications du n° Ai tendent à montrer 

que la f o n c t i o n / ( W ) no doit contenir aucune variable autre que la 

\itesse W elle-même. Cela étant, les relations (g) et ( i 3 ) , où n'entreraient 

que les trois vitesses U, V, W , détermineraient complètement deux d'entre 

elles en fonction de la troisième. 

Dans le cas où / ( V V ) serait réductible à un monôme du second degré 

tel que 7 W 2 , on pourrait déduire des deux relations dont il s'agit les 

rapports numériques entro U, V et W . On aurait 

les trois vitesses, rangées par ordre de grandeur, seraient donc propor

tionnelles aux nombres 

L'invariabilité do ces rapports (autant, du moins, que le liquide et la 

paroi ne changeraient pas de nature) constituerait un fait heureux pour 

la facilité des calculs pratiques. Malheureusement il est difficile d'y croire, 

et il y a même lieu de douter que W soit fonction de U seulement. Car, 

si la connaissance de U entraînait celle de VV, on serait en droit de con

sidérer toute fonction do VV comme exprimable aussi en fonction de U; 

on aurait donc 

F étant une fonction qui ne contiendrait que U. Or l'expérience ne con

firme pas, comme nous le verrons un peu plus loin, cette relation, et le 

frottement à la paroi ne dépend pas exclusivement do la vitesse moyenne : 

M. Darcy a trouvé qu'il dépend en même temps du rayon R. 

La contradiction à laquelle nous conduisent ainsi les considérations 

théoriques du n° ii et les lois expérimentales proposées par M. Darcy, 

montre que les unes et les autres ne peuvent être acceptées qu'avec une 

certaine réserve. 

/ ( W ) = F ( U ) , 

•48. Théorie nouvelle de M. Léer (Maurice). — L'exposition détaillée 

et la discussion des raisonnements de cet ingénieur exigeraient des déve-
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loppemenls très-c tendus ; c'est pourquoi nous renverrons le lecteur qui 

voudrait approfondir la question, au Mémoire même de M. Lévy, et noja 

nous bornerons à indiquer ses formules relatives aux tuyaux. 

La formule faisant connaître la distribution des vitesses dans la section 

transversale serait, avec les notations des n°" ¿5 et 46, 

( . 4 ) ^ v - H - V * . 

/ désignant une constante numérique pour chaque liquide. La fonction 

/ ( W ) qui exprime la résistance à la paroi, et qu'on doit égaler à ~ 

(n° 45), aurait pour expression approchée 

( i 5 ) / ( W ) = I l 6 W 2 , 

ut le coefficient b ne devrait varier qu'avec la nature de la conduite; toate-

fois M. Lévy conseille de préférence une expression où b serait encore 

variable en fonction de R, savoir 

Si l'on voulait, par un calcul semblable à celui du n° 4G, déduire de la 

formule ( i 4 ) une relation entre les vitesses U, V, W , on aurait à chercher 

rR I ÎÏ£ 

I intégrale I rrlr \ / \ 2 TJ r' : pour éviter cette difficulté. M. Léw 
Ja V 4*"L 

(imploie un procédé approximatif, et trouve finalement 

3 v s -+- AW 
7 

Faisons maintenant r = R dans l'équation ( i 4 ) : il vient 

W 1 - V Ï - 4 % R " ' 

relation qui, combinée avec la précédente, donne 

*" ) La p r é s e n c e de l ' é l é m e n t II d a n s /" ("W) est a n o r m a l e ; e l le tend à l'aire 

s u p p o s e r q u e les expér i ences d o n t les résul tats o n t c o n d u i t M. I.évy à la for

m u l e (i5 bis) por ta ient sur des i n o u v e i n e n t s i m p a r f a i t e m e n t rectilijjnes. C'est ui 

^ertu de la i i iènie raison qu 'on voit fi [jurer d a n s la f o r m u l e ( I ' J ) un terme en r, 

tandis que la théor ie du m o u v e m e n t rect i l igne ( d ' a p r è s M. I.évy) aurait doua 

un t e r m e du s e c o n d dejjré. 
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substituons enfin la valeur de W dans l'une ou l'autre des équations ( i5 ) 

n R ! ' 

ou (i5 bis), après y avoir écrit - ^ j ^ a u lieu do / [ W ) , et nous aurons 

dans les deux cas un résultat de la forme 

(•7) {VJÏby = ̂ (i-\-\)/¥i), 
\ désignant encore un coefficient numérique égal à -^r^ si l'on emploie 

la formule (i5), ou à la même quantité augmentée de À si l'on adopte la 

formule (îS bis). 

M. Lévy, en se fondant sur les résultats des expériences de M. Darcy, 

a fixé les valeurs des coefficients k, b, 1, \ de manière à représenter le 

mieux possible les faits observés. On aurait suivant lui, quand le liquide 

est do l'eau, 
X = 0,0947; 

et quand le tuyau est en fonte, après un certain temps d'usage, 

1/2 b = —— , 
20,5 

\ = 3. 

Quant à À, M. Lévy n'en indique pas la valeur; mais, comme on l'a vu 

plus haut, a et i , doivent être liés par la relation 

d'où résulterait 
À = 0,307. 

§ II. — Formules pratiques relatives au mouvement permanent 
et uniforme de l'eau dans les conduites cylindriques simples à 
débit constant. 

49. Observations générales. — La m a r c h e s u i v i e dans le 

§ I qui p r é c è d e , p o u r r é s o u d r e le p r o b l è m e de l ' é c o u l e m e n t 

uniforme de l ' eau d a n s les t u y a u x c y l i n d r i q u e s , q u o i q u e p r é 

sentant b ien des i m p e r f e c t i o n s e t d o n n a n t l i e u , s u r p l u s i e u r s 

points, à des d o u t e s l é g i t i m e s , o u v r e c e p e n d a n t u n e v o i e r a 

tionnelle aux r e c h e r c h e s ayan t p o u r b u t d ' a m é l i o r e r c e l t e 

partie de l ' H y d r a u l i q u e . Mais il y a d e s m é t h o d e s a d o p t é e s 

depuis l ong t emps et s a n c t i o n n é e s par un f r é q u e n t usage , m é 

thodes moins r a t i o n n e l l e s s a n s d o u t e , ma i s c e p e n d a n t r e c o n -
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n u e s suff isantes par les h o m m e s de p r a t i q u e : à n o t r e avis, le 

m o m e n t n ' e s t pas v e n u d'y r e n o n c e r , et n o u s a l lons maintenant 

n o u s en o c c u p e r d ' u n e m a n i è r e e x c l u s i v e . 

50. Expression du frottement contre la paroi, par unité DE 

surface. — La modi f i ca t ion la p lu s e s s e n t i e l l e de la théorie 

d o n n é e au § I p o r t e s u r l ' e x p r e s s i o n de la force retardatrice 

ou f r o t t e m e n t e x e r c é par le t u y a u s u r le l i q u i d e ; au lieu de 

r e p r é s e n t e r c e t t e f o r c e , r a p p o r t é e à l ' un i t é de surface, par 

u n e fonc t ion de la v i t e s se à la pa ro i / ( W ) , n o u s la repré

s e n t e r o n s , c o m m e l'a d ' abo rd fait de P r o n y , par u n e fonction 

d e la v i t e s se m o y e n n e F ( I I ) . Cela se ra i t t r è s - l é g i t i m e si U 

éta i t d é t e r m i n é q u a n d on d o n n e W ; car a lors u n e fonction de W 

sera i t pa r cela m ê m e u n e fonc t ion de U. Mais c o m m e il est 

p o u r le m o i n s t r è s - d o u t e u x q u ' u n e p a r e i l l e re la t ion existe 

( n ° 4 7 ) , on n 'ag i t pas t o u t à fait r a t i o n n e l l e m e n t lorsqu'on 

c h e r c h e à r e p r é s e n t e r par F ( U ) la r é s i s t a n c e d o n t nous par

l o n s ; e t c e p e n d a n t , c o m m e l'a di t M. Darcy , ce t t e manière de 

p r o c é d e r n ' e n t r a î n e pas d ' e r r e u r s e n s i b l e en p r a t i q u e . 

De P r o n y , s ' a p p u y a n t s u r c i n q u a n t e e t u n e expér iences de 

C o u p l e t , B o s s u t e t D u b u a t , a p r o p o s é p o u r F ( U ) l'expression 

II ( a i l -+- 1>V2), LI é t a n t le p o i d s du m è t r e c u b e d'eau ex

p r i m é en k i l o g r a m m e s , et l e s d e u x c o n s t a n t e s a, b ayant les 

v a l e u r s c i - a p r è s : 

a = o ,0000173, ¿» = 0,000348. 

P l u s ta rd , E y t e l w e i n e t d ' A u b u i s s o n o n t i n d i q u é pour ces 

coeff ic ients a et 6 d ' a u t r e s v a l e u r s , savoi r : 

w—0,0000222, 6 — 0,000280 ( E y t e l w e i n ) ; 

a = 0,0000188, r > = o , o c o 3 4 3 ( d ' A u b u i s s o n ) . 

D ' a u t r e s p e r s o n n e s , p o u r s impl i f i e r l es ca l cu l s , ont encore 

p r o p o s é de s u p p r i m e r le t e r m e aW d a n s le b i n ô m e a i l + BX?\ 

le coeff ic ient a d o n n é par de P r o n y n ' e s t g u è r e , en effet, que 

~ d e b, de s o r t e q u e si U n ' e s t pas t r è s - p e t i t , o n ne commet 

pas a ins i d ' e r r e u r b i e n n o t a b l e . D ' a i l l e u r s , c o m m e le fait cb-
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(*) Traite théorique et pratique de la conduite et de la distribution des eaux . 

En réal i té , M. Darcy a d é t e r m i n é ses coefficients p o u r les t u y a u x de fonte 

neuve; il a ensui te a d m i s f p e u l - i t r e sur la foi d 'un t rop pet i t n o m b r e d ' e x p é -

server M. l ' i n spec t eu r g é n é r a l D u p u i t (*), l o r s q u e U es t pe t i t 

le frottement d e s pa ro i s e s t l u i - m ê m e t r è s -pe t i t , et il es t r a r e , 

dans les app l ica t ions , qu ' i l soi t a lors u t i l e de l ' éva lue r a v e c 

une complè te e x a c t i t u d e ; en o u t r e , q u e l q u e coeff ic ient q u e 

l'on adopte , il p e u t se t r o u v e r e n défaut d a n s ce r t a in s cas 

particuliers : il es t d o n c b o n de p r o c é d e r i c i , d a n s u n e j u s t e 

mesure, c o m m e on le fait d a n s l e s ca lcu l s su r la r é s i s t a n c e 

des matér iaux, en éva luan t l a r g e m e n t le n o m b r e b, p o u r ê t r e 

à l'abri des é v e n t u a l i t é s . Ains i M. D u p u i t n ' h é s i t e pas à p o s e r 

une formule q u i r e v i e n t à p r e n d r e 

a = o, 6 = o , o o o 3 8 5 5 ; 

en adoptant a insi u n e v a l e u r de b u n p e u p lu s for te q u e c e l l e s 

données c i - d e s s u s , on c o m p e n s e j u s q u ' à u n ce r t a in p o i n t la 

suppression du t e r m e a U . 

M. Barré d e Sa in t -Venan t a r e c o n n u q u e les r é su l t a t s d e s 

cinquante et u n e e x p é r i e n c e s d o n t s 'é ta i t s e rv i de P r o n y p o u 

vaient ê t re assez b i e n r e p r é s e n t é s en r e m p l a ç a n t le b i n ô m e 

a U + èU 2 par u n m o n ô m e cL 1 '"; il a i n d i q u é p o u r m et c l es 

valeurs 

m~—-j c — o,ooo2q55. 
7 

Enfin, M. Darcy, par s e s b e l l e s r e c h e r c h e s e x p é r i m e n t a l e s 

sur l ' é c o u l e m e n t de l ' eau d a n s les t u y a u x , q u e n o u s a v o n s 

déjà ci tées p l u s i e u r s fois, a m o n t r é : 

i° Que lo r squ ' i l s 'agit de t u y a u x n e u f s , le f r o t t e m e n t d e 

l'eau cont re l e s p a r o i s va r i e c o n s i d é r a b l e m e n t avec la n a t u r e 

et le poli des s u r f a c e s ; ainsi la fonte n e u v e d o n n e r a i t l i eu à 

un f ro t tement u n e fois et d e m i e égal à ce lu i qu i aura i t l i eu 

sur une surface en b i t u m e ; 

i" Que la n a t u r e de la sur face t e n d à p e r d r e son i n f l u e n c e 

à mesure q u e les t u y a u x se r e c o u v r e n t d ' u n e c o u c h e de d é 

pôts a m e n é e par l ' eau e l l e - m ê m e ; q u e c e t t e c i r c o n s t a n c e ^ 

dans le cas de la fon te , d o n n e l i eu à u n f r o t t e m e n t d e u x fois 

plus grand q u e l o r s q u e le t u y a u étai t n e u f (**); 
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(1) a — o ,000 o32 -+-

( 2 ) b = o ,000 443 

(3) 6, = 0,000 507 

R 2 

o , 000 006 a 

— s — ' 

O , 0 0 O 0O6 4 ; 

R 

P o u r la fonte n e u v e , il faudrai t d i m i n u e r l e s n o m b r e s a et A 

e n v i r o n de m o i t i é . 

C o m m e en p r a t i q u e il faut t o u j o u r s c o m p t e r s u r l 'existence 

de d é p ô t s au b o u t d ' u n t e m p s p l u s o u m o i n s long , on voit 

q u ' e n déf in i t ive on p e u t a d o p t e r le m o n ô m e 6,1? au lieu du 

b i n ô m e a U -+- t U 1 ; s e u l e m e n t il pa ra î t q u e ce n o m b r e bt 

var ie a v e c le r a y o n d u t u y a u , c o n t r a i r e m e n t à l 'opinion de 

P r o n y . e t qu ' i l es t p l u s g rand p o u r les pe t i t s t u y a u x q u e pour 

c e u x d ' un c a l i b r e a s sez for t . Tou t e fo i s il faut d i r e q u e ces 

va r i a t ions n e s o n t pas c o n s i d é r a b l e s q u a n d on n e p rend que 

les t u y a u x a n a l o g u e s à c e u x q u ' o n p e u t r e n c o n t r e r dans les 

d i s t r i b u t i o n s d ' eau : les r a y o n s a u - d e s s o u s de o m , o 3 n 'y sont 

e n effet e m p l o y é s q u e su r d e faibles l o n g u e u r s , en quelque 

s o r t e e x c e p t i o n n e l l e m e n t , e t il n ' e x i s t e g u è r e de tuyaux au-

d e s s u s d e o m , 5 o de r a y o n . Voici e n t r e ces l i m i t e s extrêmes 

les va l eu r s de 6, : 

r i e n c e s ) q u e l ' ex i s tence de d é p ô t s dans des t u y a u x d e na ture q u e l c o n q u e devait 

faire d o u b l e r ces cocfï lcients . N o u s n o u s en t e n o n s c e p e n d a n t à cette conclusion, 

parce qu 'e l l e c o n d u i t à évaluer la rés i s tance duc au fro t tement p l u s haut qu'on 

tic l e fait en généra l , ce qui peut éviter dos m é c o m p t e s dans les applications 

p r a t i q u e s . 

3° Q u e le f r o t t e m e n t par u n i t é d e sur face p e u t ê t r e repré

s e n t é par I I ( a i l -+- bU1); m a i s q u e d a n s les t uyaux qui ont 

q u e l q u e t e m p s d 'u sage on p e u t s e c o n t e n t e r d u m o n ô m e 116,0', 

l e n o m b r e b[ va r i an t s e u l e m e n t avec le r a y o n R du t u y a u , tandis 

q u e a e t b v a r i e r a i en t en o u t r e avec la n a t u r e d e s surfaces si 

l e s t u y a u x é t a i e n t n e u f s ; 

4° Q u e les coeff ic ients a, b, b^ p e u v e n t ê t r e calculés par 

l e s r e l a t i o n s s u i v a n t e s , dans le cas d e t u y a u x recouver t s de 

d é p ô t s : 

o ,ooo ooo oo3 76 
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Rayons R 

m 

o ,o3 

o,o/[ 

o ,o5 

o , ofi 

0 , 0 8 

o , i 5 

o ,20 

0 , 2 5 

o , 3o 

0,40 

o ,5o 

0,10 

o , 0 0 0 723 

0 , 0 0 0 669 

o ,000 636 

o , o o o 6 i 5 

o ,000 558 

o,000 572 

0 , 0 0 0 55o 

o , 0 0 0 539 

o ,ooo 533 

o , 000 529 

o , 000 523 

O , 000 520 

La m o y e n n e e n t r e les v a l e u r s e x t r ê m e s d e ce t a b l e a u es t à 

peu près (0,025y, so i t 0 , 0 0 0 6 2 5 , n o m b r e q u e l 'on p o u r r a 

adopter quand on au ra b e s o i n d ' u n e e x p r e s s i o n a n a l y t i q u e t r è s -

simple de la fonc t i on F ( TJ) ; d a n s l e s a u t r e s cas il se ra i t m i e u x 

de recouri r à l ' e x p r e s s i o n (3 ) d e 2>, ou a u t ab leau p r é c é d e n t . 

Nous a l lons m a i n t e n a n t e x a m i n e r q u e l q u e s p r o b l è m e s a u x 

quels peu t d o n n e r l ieu l ' é c o u l e m e n t p e r m a n e n t e t u n i f o r m e 

de l'eau dans les c o n d u i t e s c y l i n d r i q u e s s i m p l e s à d é b i t c o n 

stant. Nous a p p e l l e r o n s c o n d u i t e s cylindriques ce l l e s d o n t la 

section t r ansve r sa l e est c o n s t a n t e , le profil l o n g i t u d i n a l p o u 

vant d 'ai l leurs p r é s e n t e r des a c c i d e n t s q u e l c o n q u e s , p o u r v u 

que les a l i g n e m e n t s d o n t il est c o m p o s é se r a c c o r d e n t par d e s 

courbes assez a d o u c i e s ; u n e c o n d u i t e sera d i te simple, si a u 

cune autre c o n d u i t e n e s ' e m b r a n c h e su r e l le e n t r e les p o i n t s 

ex t rêmes ; enfin el le est à débit constant q u a n d il n 'y a pas 

d'orifice pe r cé s u r e l le d a n s sou p a r c o u r s . N o u s d é s i g n e r o n s 

toujours, dans n o s ca lcu l s , par 

D le d i am è t r e c o n s t a n t d e la sec t ion t r a n s v e r s a l e ; 

L la l o n g u e u r du tuyau ; 

'i la charge e n t r e les s e c t i o n s e x t r ê m e s , l a q u e l l e est auss i la 

per te de c h a r g e dans le m ê m e in te rva l l e , p u i s q u e la v i 

tesse n e var ie pas ; 
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J l e q u o t i e n t j > c 'es t -à-di re la c h a r g e ou p e r t e de charge par 

m è t r e c o u r a n t de c o n d u i t e ; 

Q le d é b i t par s e c o n d e q u i s ' é c o u l e par u n e sec t ion trans

ve r sa l e q u e l c o n q u e ; 

U la v i t e s se m o y e n n e , é g a l e m e n t c o n s t a n t e p o u r toutes les 

- . „ - , Q 
s e c t i o n s , p u i s q u e l le e s t éga le au q u o t i e n t - j — ^ • 

5 1 . Relations entre les quatre quantités D , J , U, Q. — Si 

n o u s r é p é t i o n s s a n s a u c u n e mod i f i ca t ion les ra isonnements 

par l e s q u e l s a é t é d é m o n t r é e l ' é q u a t i o n ( 3 ) d u n" 45 , en ayant 

so in s e u l e m e n t de r e m p l a c e r R par ^ D e t / ( W ) par F(U), 

n o u s t r o u v e r i o n s 

ou b i e n e n c o r e 

(4) 

4 L 

DJ 

n 
F ( U ) . 

4 - - u 

D ' u n a u t r e c ô t é , par la déf in i t ion m ê m e de la v i t e s se U, l'on a 

(5 ) T T D J U = Q . 

L e s r e l a t i o n s (4) e t ( 5 ) e n t r e les q u a n t i t é s D , J , U, Q, per

m e t t e n t d e r é s o u d r e t o u s les p r o b l è m e s d a n s l e s q u e l s , don

n a n t d e u x d e ces q u a n t i t é s , on d e m a n d e l e s d e u x a u t r e s . Ces 

p r o b l è m e s s e r a i e n t au n o m b r e de s i x ; on les a i n d i q u é s dans 

le t ab l eau c i -après : 

D O N N É E S . I X C O N Î Ï U E S 

D, J ; U, Q ; 

D, U ; J , Q ; 

D, Q ; J , U ; 

J , U ; D, Q ; 

J , Q ; D , U ; 

U , Q ; D, J . 

N o u s n o u s b o r n e r o n s à e x a m i n e r avec déta i l le p r e m i e r et le 
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cinquième, qu i se r e n c o n t r e n t f r é q u e m m e n t dans la p r a 

tique. 

5 2 . PROBLÈME. Connaissant le diamètre d'une conduite, ainsi 

que la charge par mètre courant, déterminer la vitesse et la 

dépense. — On conna î t D e t J , on d e m a n d e U e t Q. La r e l a 

tion (4) c i -dessus , dans l a q u e l l e t o u t es t c o n n u e x c e p t é U, 

fournira cette i n c o n n u e ; p u i s U é t a n t c a l c u l é , Q s ' o b t i e n d r a 

par la relation ( 5 ) . 

Dans les idées de P r o n y , E y t e l w e i n et a u t r e s , F (U ) é ta i t u n e 

fonction de U s e u l e m e n t ( n° 50) , et c e s a u t e u r s o n t d o n n é d e s 

tables à s imple e n t r é e , i n d i q u a n t l es v a l e u r s de ^ F ( U ) ou de 

aU -t- èU 2 p o u r u n e sé r i e d e v a l e u r s de U. Avec u n e t e l l e t ab l e 

le calcul de U es t on n e p e u t p lu s s i m p l e . Il suffit d e faire le 

produit ~ I ) j , e t de c h e r c h e r le n o m b r e égal à ce p r o d u i t dans 

la colonne ~ F ( U) ; en rega rd se t r o u v e la va l eu r de U. 

Suivant M. Darcy, F ( U ) es t à la fois fonc t ion de U et de D ; 

il faudrait d o n c , p o u r s u i v r e u n e m a r c h e a n a l o g u e , avo i r u n e 

table à double e n t r é e d o n t l es a r g u m e n t s s e r a i e n t U et D , o u 

bien, ce qui r e v i e n t au m ê m e , u n e s é r i e d e t ab l e s s i m p l e s 

comme cel les de P r o n y , d o n t c h a c u n e se ra i t r e l a t ive à u n 

diamètre d é t e r m i n é . Dans c h a q u e p r o b l è m e on p r e n d r a i t ce l le 

qui convient au d i a m è t r e d o n n é ; r i en n e se ra i t d ' a i l l e u r s 

changé à ce qui v i en t d ' ê t r e d i t . Si l 'on v o u l a i t t r a i t e r la q u e s 

tion par l 'analyse , on p o s e r a i t 

¡6) j DJ = 6,L13 = ( o , o o o 5 o 7 -+- O , O O O O I 2Ç )4 

D 

d'où 

ou bien encore 

( 7 ) U = 2 2 , 2 

I - 4 -
O ,0255 

D J 

D 

= 2 2 , 2 D . ' J 

V D ^ O T 
0 , 0 2 0 3 
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E n a d o p t a n t la v a l e u r m o y e n n e 6, — o >ooo6?.5 = (o ,oi5)\ on 

au ra i t 

^ DJ = ( o , o 2 5 ) 2 C ! , 

et par s u i t e 

(8) U = 2 0 V

/ S J . 

L e s é q u a t i o n s (7) e t (8) s ' a c c o r d e n t q u a n d on fait D --om,irl 

p o u r l e s d i a m è t r e s p l u s fa ib les , o n a U < 2 0 s/M, et pour les 

d i a m è t r e s p l u s forts U > 2 0 yTJJ. L ' e r r e u r r e l a t i ve sur U, com

m i s e e n p r e n a n t t o u j o u r s U = 2 0 y'DJ e s t d ' e n v i r o n 7 pour mo 

si D = om,o6, e t 9 p o u r 100 si D = r i m , o o . 

L o r s q u e la v i t e s s e U se ra c a l c u l é e , la r e l a t i o n (5 ) donnera 

a i s é m e n t la d é p e n s e . 

La T a b l e I I I q u ' o n t r o u v e à la fin du C o u r s , e t q u e nous avons 

c o n s t r u i t e d ' a p r è s les d o n n é e s e x p é r i m e n t a l e s de M. Darcy, 

p e r m e t é g a l e m e n t de r é s o u d r e a v e c faci l i té l e p rob l ème ac

t u e l . E n r ega rd du d i a m è t r e D , on y a insc r i t l es valeurs cor

r e s p o n d a n t e s d e l 'a i re ^ D ' , d u coeff ic ient b,, d e ^ et du 

l o g a r i t h m e de T o u t e s ces q u a n t i t é s n e s o n t en effet fonc

t i o n s q u e de la va r i ab le D, c o m m e o n le sai t déjà p o u r les deux 

p r e m i è r e s ; q u a n t à o n l e vo i t en é l i m i n a n t U entre les 

r e l a t i ons (5) e t (6), ce q u i d o n n e 

1 , / - o , o o o o i 2 q 4 \ 1 6 Q 2 

? D J = ( o , o o o 5 o 7 + B - ^ j ^ D . - ' 

o u b i e n 

J 64 / „ O , O 0 O 0 I 2 r ) 4 \ 
( s ) QP = ̂  i^°°° 5°7 + ) • 
Cela p o s é , q u a n d on d o n n e r a D, la t ab le fera c o n n a î t r e ~ , di

r e c t e m e n t ou par s o n l o g a r i t h m e ; on en d é d u i r a Q, puisque 

J es t , a insi q u e D, u n e d o n n é e du p r o b l è m e . E n s u i t e on cal-
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N J 0 , 0 0 3 5 7 
Q ~ 5 ^ = - 5 O 7 ^ O > O 0 0 0 7 0 4 7 > 

et par suite 

Q = 1 / 0 , 0 0 0 0 7 0 4 7 — o' n c , 0 0 8 3 9 ; 

la dépense serait de 8 l i l , 4 par seconde environ. Pour avoir U. on divi

serait o,oo83g par ^TTD 2 , nombre égal, d'après la table, à 0 ™ ' , 0 1 7 6 7 . On 

aurait ainsi 

„ o , o o 8 3 q „ , , 
Tj = - ^ ' = o " \ 4 7 5 . 

0 , 0 1 7 0 7 

Si l'on avait voulu se servir des logarithmes, la table aurait fourni celui 

de |J7) et voici comment on aurait disposé le calcul : 

culerait TJ par la r e l a t ion ( 5 ) en d iv i san t Q pa r l 'a i re ^ " D 2 ; 
4 

mais le plus s o u v e n t , en p r a t i q u e , U n ' e s t q u ' u n e i n c o n n u e 

auxiliaire, et l o r s q u ' o n a la d é p e n s e , on n 'a pas b e s o i n d e 

chercher la v i tesse m o y e n n e . 

Afin de faciliter les i n t e r p o l a t i o n s d e s t i n é e s à fourn i r l es va

leurs de ^ c o r r e s p o n d a n t e s à d e s d i a m è t r e s c o m p r i s e n t r e c e u x 

qui figurent dans la t a b l e , on a i n d i q u e les d i f fé rences p r e 

mières et s econdes des l o g a r i t h m e s de L e s d i f fé rences d e s 

logarithmes é tan t b e a u c o u p p l u s faibles q u e c e l l e s des n o m 

bres, on aura p l u s d ' e x a c t i t u d e en faisant d e p r é f é r e n c e l ' i n t e r 

polation sur le l o g a r i t h m e ; p o u r p l u s d ' e x a c t i t u d e e n c o r e , on 

interpolerait p a r a b o l i q u e m e n t , e n se s e r v a n t des d i f fé rences 

secondes. Toutefo is , c o m m e à par t i r d e D = o m , 5 o les di f fé

rences p remiè res d e v i e n n e n t faibles et l e n t e m e n t va r i ab l e s , on 

a pensé que l ' i n t e rpo l a t i on par p a r t i e s p r o p o r t i o n n e l l e s suffi

rait, et on a s u p p r i m é , en c o n s é q u e n c e , l ' i n d i c a t i o n des diffé

rences secondes . 

Deux e x e m p l e s v o n t r e n d r e c e s e x p l i c a t i o n s p l u s c la i res . 

Premièrement, soit donné J = 0 , 0 0 3 5 7 , D = o M , I 5 . On trouvera dans 

la Table III, en regard de D = o™,I5, la valeur ~ = 5 O , 6 6 ; donc, 
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log TJ , = 4,1 5 Î O O (Par soustraction des deux précédent?. 

1 log^ = 2,07600 

logQ = 3,92400 

Q — o,oo83g4G 

'°g 0 = 3,92400 

• lOg ̂ 7rD3
 = 2. 24724 

logU = 1,67676 (Par soustraction des deux précédent;. 

TJ = om ,475i 

Le second exemple montrera l'usage de l'interpolation pour obtenir la 

valeur de On demande cette quantité en donnant le diamètre 

D = o™,oio6. Le calcul direct fait avec la formule générale conduirait au 

résultat = 83720700 environ. Il s'agit de voir comment on approche

rait plus ou moins de ce nombre, au moyen de la Table III et de l'interpolation 

linéaire ou parabolique. 

D'abord on pourrait employer l'interpolation linéaire entre les valeurs 

de ^ correspondant à D — om,010 et D = o™,oi 1. On a, suivant la table, 

Pour D — o™,010 ^ , = 116790000, 

o™,oi 1 67779000; 

il faudrait ensuite prendre la différence entre ces deux résultats, la mul

tiplier par 0,6 e t retrancher le produit de 116790000. En d'autres terme.-. 

on admet que depuis D = o m , o ioo jusqu'à D = o m ,o i 10, ^ varie unifor

mément avec D, et l'on pose en conséquence, pour D = o m ,oio6, 

J . o™,oio6 — o m , o i o o , „ , 
= 110700000 „ 116700000— 07770000 

Q ! i J o m , o i i o — o m , o i o o v / J ' 

= 873834oo, 

valeur qui, comparée à la valeur exacte, nous permet de constater une 

log = i , 70467 

log J = 3,55267 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T L ' Y A U X D E C O N D U I T E . 1 4 5 

erreur absolue en plus de 3662700, soit une erreur relative, dans le même 

sens, de 0,044 ou ~ environ. 

Quoique, eu égard à l'incertitude des coefficients numériques entrant 

dans l'expression de fi,, une telle erreur n'ait rien qui puisse effrayer un 

praticien, nous pensons qu'il convient de l'atténuer, parce qu'on peut le 

faire sans compliquer le calcul, en opérant d'une manière toute semblable 

sur les logarithmes de On poserait donc 

Pour D — o™,010 log^-j = 8,06739, 

O " , O N 7,83IOCJ; 

d'où l'on déduit, pour D = O-JOIOÔ, 

l o g j J i = 8 > ° 6 7 3 9 — 0,6(8,06739 — 7 , 8 3 i o g ) . 

On prend encore dans la table la différence 7,83109 — 8,06739 = —o,2363o, 

et en achevant le calcul on arrive à 

l o g ^ = 7 ,925Gi , 

d'où résulte définitivement 

^ = 84258ooo. 

L'erreur absolue se trouve donc réduite à 5373oo, et l'erreur relative 

à 0 ,0064 ou a — e n v i r o n . 

Rappelons enfin la formule d'interpolation paraholique. Pour trois ab

scisses en progression arithmétique de raison h, on a les trois o r d o n n é e s ^ , 

y2 d'une courbe, et on veut avoir l'ordonnée y répondant à une a b 

scisse déterminée prise entre celles de ya et y.y Dans l'interpolation linéaire 

on admet que, entre les points définis par deux ordonnées consécutives, 

la courbe peut se remplacer approximativement par une droite joignant 

ses deux extrémités, ce qui a lieu en effet si les ordonnées sont suffi

samment rapprochées, et que les différences yx —ya et j e , — / , aient des 

valeurs presque égales. Ici nous admettrons que les trois points situés 
S U R / 0 1 / 1 1 / 2 appartiennent, à une même parabole ayant son axe paral

lèle aux y. Nous placerons de plus l'origine arbitraire des abscisses x 

sur r,,, et alors, nommant a et ¡3 deux constantes, nous devrons avoir 

généralement, e n t r e y „ e t / , , 

/ = / „ 4 - « * - f - P * ! . 

II. I E ÉDIT. 1 0 
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Les coefficients a e t p pourraient être déterminés par la condition d'atoir 

y — X T pour x = h, 

y — y, pour x — 1/1; 

mais il v a une formule d'interpolation bien connue, due à Newton, qu, 

nous dispense de ce calcul. Cette formule s'applique aux interpolations 

par expressions paraboliques de degré n quelconque, lorsqu'on ccnnaii 

les n -\- \ valeurs de l'ordonnée 

XO i J11 XÏ i y 31 • • • ' y n—11 X,i j 

répondant à des abscisses on progression arithmétique 

o, h, 3 / ; , . . . , ( « — «/; : 

dans le cas actuel, il faut faire n = 2, et la formule devient 

x x (x — h) 
X = X A + j ^ X > + , - 2 / T , 

x 

ou bien, si l'on définit l'abscisse x par le rapport j = 111, le nombre m 

devant varier de o à 2 , 

X = X , + ">^XLL + ^ M [ ' " — ' ) ^ J o -

La valeur j = _r0 4- m\ya serait celle que fournirait l'interpolation linéaire 

le surplus du second membre s'introduit par l'emploi des courbes para

boliques du second degré. 

Dans l'exemple numérique ci-dessus traité, quand il s'agit de déter

miner l ° g ç i pour D = o m , o i o 6 , on a comme données fournies par \i 

table, les nombres 

J „ = 8 ; o t > 7 3 9 , <\T-0 = — o , 2 3 6 3 o , A ! / „ = o , 0 2 i 3 o ; 

,. ,1 0 , 0 1 0 6 — 0 , 0 1 0 „ , , , , , 
dail leurs m — — = 0 , 6 . Par suite la formule précédente 

0 , 0 1 1 — 0 , 0 1 0 

donnera 

log y-, = 8 , 0 C 7 3 9 — o, 1 4 1 7 8 — o , o o 2 5 6 = 7 ,g2 3 o 5 ; 

d'où l'on tire 

= 83763000, 

valeur exacte à o , o o o 5 o 5 ou —%— près. 
1980 
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(*) Cette table est r eprodu i t e à la sui te des l eçuns l î t l ioyrapli iées faites k 

l'École des Ponts et Chaussées , sur les d i s t r ibut ions d'eau, par M. Mary. 

i o . 

53. PROBLÈME. — Connaissant la charge par mètre courant et 

la dépense d'une conduite, calculer son diamètre et la vitesse 

moyenne. — Ici J et Q s o n t l e s d o n n é e s , TJ et D l e s i n c o n 

nues. Pour les t r o u v e r on p e u t d ' a b o r d e m p l o y e r u n e m é t h o d e 

de t â t onnemen t s . On s u p p o s e à I) u n e c e r t a i n e v a l e u r ; a lo r s 

au moyen de D et J , en s u i v a n t la m a r c h e i n d i q u é e au ri" 52 , 

on détermine L1 e t Q : la v a l e u r de D q u ' o n a e s s a y é e e s t 

bonne lo r sque Q a ins i c a l c u l é se t r o u v e égal au n o m b r e 

donné. 

Quand on a d m e t q u e le f r o t t e m e n t de l ' eau s u r c h a q u e m è t r e 

carré de paroi es t e x p r i m é p a r I I ( a U -f- hV1), c o m m e l'a fait 

de Prony, on p e u t s e s e r v i r a v e c a v a n t a g e d e t a b l e s d r e s s é e s 

par M. Mary, I n s p e c t e u r g é n é r a l d e s P o n t s et C h a u s s é e s , e t p a r 

M. Fourneyron . 

La Table de M. Mary (*) es t u n e t a b l e à d o u b l e e n t r é e , fa i

sant connaî t re U et J au m o y e n d e s a r g u m e n t s Q et D . P o u r la 

construire, avec l e s d o n n é e s Q et D, on ca l cu l e i m m é d i a t e -

mentU par la re la t ion ( 5 ) ; p u i s , c o m m e la r e l a t i o n (4) d e v i e n t 

(10) ^ D J = « U + 6 U ! , 

on en lire sans p e i n e la v a l e u r d e J. Ce t te t ab l e p e r m e t d e r é 

soudre i m m é d i a t e m e n t l e p r o b l è m e d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s . 

Parmi les va l eu r s de J q u i r é p o n d e n t à la v a l e u r d o n n é e de Q 

(et qui sont en m ê m e n o m b r e q u e les d i a m è t r e s f igurant dans 

la table), on c h e r c h e le n o m b r e d o n n é a u q u e l J do i t ê t r e égal ; 

l 'argument D c o r r e s p o n d a n t es t u n d e s n o m b r e s d e m a n d é s , et 

l'autre, la v i t e s s se U, es t ce l l e q u i r é p o n d aux a r g u m e n t s Q et 

D, maintenant c o n n u s . C o m m e l e s d o n n é e s n e se r e t r o u v e r o n t 

pas inscri tes e x a c t e m e n t d a n s la t a b l e , on p o u r r a se c o n t e n t e r 

des résultats c o r r e s p o n d a n t a u x n o m b r e s les p l u s r a p p r o c h é s 

des données , o u b i e n faire d e s i n t e r p o l a t i o n s . 

La Table de M. F o u r n e y r o n d o n n e les v a l e u r s de J ' Q en 

fonction de U. Si l ' on é l i m i n e D e n t r e les r e l a t i o n s ( 5 ) et ( i o ) , 
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o n o b t i e n t 

CHAPITRE TROISIÈME. 

( n ) J ' Q = 4 7 : T J ( a T J - r - № ) 3 ; 

on vo i t d o n c q u e J et Q é t an t d o n n é s , J 1 Q es t u n n o m b r e connu 

e t q u e l ' é q u a t i o n ( I I ) d é t e r m i n e U. Cet te d é t e r m i n a t i o n est 

i m m é d i a t e par la Tab le d e M. F o u r n e y r o n , dans l aque l l e sont 

i n s c r i t e s les v a l e u r s de 4 " U ( f l U -f- 61?)* ou d e J 2 Q qui corres

p o n d e n t à d e s v a l e u r s d o n n é e s de U : il suffit de chercher le 

n o m b r e c o n n u J 2 Q dans la c o l o n n e i n t i t u l é e J ' Q , en regard on 

a u r a la v i t e s s e U. On e n d é d u i r a D par l ' é q u a t i o n ( 5 ) . 

L e s e x p é r i e n c e s d e M. Darcy n ' é t a n t pas c o m p l è t e m e n t d'ac

co rd avec l ' e x p r e s s i o n d u f r o t t e m e n t a d o p t é e pa r de Prony, cet 

a u t e u r a é g a l e m e n t d o n n é u n e t a b l e à d o u b l e e n t r é e , qui fait 

c o n n a î t r e J e t Q e n fonc t ion d e s a r g u m e n t s D et U. Ces argu

m e n t s é tan t d o n n é s , o n c a l c u l e ^ D J , e t pa r s u i t e J , au moyen 

d e l ' é q u a t i o n ( 6 ) , p u i s Q au m o y e n de l ' é q u a t i o n ( 5 ) ; on con

ço i t q u e la t ab le p u i s s e ê t r e c o n s t r u i t e au m o y e n d ' u n ensemble 

d ' o p é r a t i o n s a n a l o g u e s . L ' u s a g e d e c e t t e t a b l e ressemblerai t 

b e a u c o u p à c e l u i de la Tab le de M. M a r y ; avec l ' u n e o u l'autre, 

o n r é s o u d r a i t s a n s p e i n e t o u t e s les q u e s t i o n s q u i consis tent à 

t r o u v e r d e u x d e s q u a t r e q u a n t i t é s D, J , TJ, Q , conna issan t les 

d e u x a u t r e s . S e u l e m e n t il faut s e r a p p e l e r q u e M. Darcy a cal

c u l é sa t a b l e e n a d o p t a n t la v a l e u r d e bt r e l a t i ve à la fonte 

n e u v e , c ' es t -à -d i re la m o i t i é d e ce l le qu i r é s u l t e de la for

m u l e ( 3 ) ; c o m m e 6, devra i t ê t r e d o u b l é au b o u t d 'un certain 

t e m p s d ' u s a g e , il c o n v i e n t , si la charge par m è t r e couran t J est 

u n e d o n n é e , d e faire l e ca lcu l de D, U ou Q e n n e comptant 

q u e s u r la m o i t i é d e c e t t e c h a r g e ; o n b i e n si J es t u n e incon

n u e , de d o u b l e r le r é s u l t a t q u e l e ca lcu l a u r a d o n n é p o u r cette 

q u a n t i t é . Cela se jus t i f i e en r e m a r q u a n t q u e , d ' ap rès l 'équa

t i on ( 6 ) , J es t p r o p o r t i o n n e l à 6,, t o u t e s c h o s e s égales d'ail

l e u r s : si l es é q u a t i o n s ( 5 ) et ( 6 ) , q u i son t c e l l e s du problème, 

s o n t sat isfai tes par u n s y s t è m e de v a l e u r s d e D , J , U , Q, elles 

s e r o n t e n c o r e sat isfa i tes en d o u b l a n t J e t b>. M. Darcy conseille 

e n o u t r e , q u a n d on a d é t e r m i n é u n d i a m è t r e D , de l 'augmen

t e r u n p e u p o u r t e n i r c o m p t e par a p e r ç u de l ' épa i s seu r rie la 

c o u c h e d é p o s é e par l e s e a u x . 
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La disposi t ion a d o p t é e pa r M. Darcy p o u r sa t ab le n ' e s t pas 

sans inconvén ien t au p o i n t de v u e p r a t i q u e ; son défaut p r i n 

cipal consiste en c e q u e n i la d é p e n s e Q ni la c h a r g e J n e figu

rent parmi les a r g u m e n t s p o u r e n t r e r dans la t ab l e . Par s u i t e , 

quand J et Q s o n t c o m m e ici l e s d o n n é e s i m m é d i a t e s d e la 

question, la tab le n e fourn i t pas f ac i l emen t l e s i n c o n n u e s D e t 

U; on ne p e u t l es o b t e n i r q u e pa r u n t â t o n n e m e n t , l e q u e l se 

fait du reste avec la t ab l e e l l e - m ê m e . On es saye u n e v a l e u r de 

U; avec les d o n n é e s U et J on t r o u v e Q et D ; on r e c o n n a î t 

que U a été b i e n c h o i s i e q u a n d la d é p e n s e Q ainsi o b t e n u e es t 

égale au n o m b r e d o n n é . 

La Table 111 q u e n o u s a v o n s déjà c i t ée ( n° 52 ) p e r m e t de p r o 

céder d 'une m a n i è r e p l u s d i r e c t e . Conna i s san t J e t Q, on c a l 

cule ^ ou b ien son l o g a r i t h m e ; on c h e r c h e ce n o m b r e d a n s 

la table, et en regard s u r la m ê m e l i gne h o r i z o n t a l e , on t r o u v e 

le diamètre D , avec u n e a p p r o x i m a t i o n va r i ab le d e o m , o o r à 

o m ,o i ( pou rvu q u e D so i t a u - d e s s o u s d e i m , o o ) , s ans q u ' o n 

ait besoin d ' a u c u n e i n t e r p o l a t i o n . Au delà de i™,oo j u s q u ' à 

i m , 2 o les d i a m è t r e s i n sc r i t s dans la t ab l e c r o i s s e n t par di f fé

rence de o m , o 5 ; la l i m i t e d e i m , 2 o , à l a q u e l l e on s ' es t a r r ê t é , 

paraît d 'a i l leurs p l u s q u e suff isante dans les cas o r d i n a i r e s . 

Quand on aura le d i a m è t r e , p u i s q u e l 'on c o n n a î t déjà la d é 

pense, on ca lcu lera sans p e i n e la v i t e s s e m o y e n n e , c o m m e on 

l'a vu au n° 52 . 

Indiquons enfin u n e s o l u t i o n a n a l y t i q u e du p r o b l è m e d o n t 

nous nous o c c u p o n s , e t q u i c o n s i s t e à d é d u i r e d i r e c t e m e n t le 

diamètre des d o n n é e s J et Q . A ce t effet, on é l i m i n e r a U e n t r e 

les relat ions. 

e t y 7 : D ' U = Q, 

ce qui donne 

J D ! 
6 4 6 , 

et par sui te 
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L e n o m b r e 6, é t an t à la r i g u e u r va r i ab le avec D, le rapport de 

j es t auss i v a r i a b l e ; ma i s si l 'on p r e n d les valeurs ex

t r ê m e s d e 6, d o n n é e s au n° 50 , savo i r 0,000723 et O,OOO5JO, 

q u i se r a p p o r t e n t aux d i a m è t r e s o m , o 6 e t r n , o o , on t rouve que 

les v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e /̂—^7- s o n t 0,3421 et o,32o3; 
on aura i t d o n c u n e s o l u t i o n suff isante p o u r la prat ique en 

p r e n a n t 

.3) 
mais c e t t e s o l u t i o n n e sera i t pas app l i cab l e si e l le conduisait à 

u n e v a l e u r d e D de b e a u c o u p i n f é r i e u r e à o m , o 6 , car pour les 

d i a m è t r e s t r è s - p e t i t s 6, p e u t s ' é ca r t e r b e a u c o u p de 0,000723: 
a ins i , q u a n d D - - 0 " 1 , o i , l ' e x p r e s s i o n y/^f' dev ien t égale à 

à 0,41, n o m b r e assez di f férent d e 

E n p r o c é d a n t c o m m e il su i t , n o u s o b t i e n d r o n s une autre 

f o r m u l e a p p r o x i m a t i v e auss i s i m p l e q u e l ' é q u a t i o n (i3), niais 

a p p l i c a b l e s e u l e m e n t s o u s le béné f i ce d e s m ê m e s restrictions. 

Dans l ' é q u a t i o n (12), n o u s r e m p l a c e r o n s 6, pa r sa valeur 

„ O,O00OI2q4 r / 0,0255\ 
0,0000074 g — — ou par 0,000007114 • -g— | i et 

n o u s a u r o n s 5 / 6 4 • <>,ooo5o7 / 0,02o5\ i / 0 ' 

= 0 ' 3 2 V T - \ / I + — D " 
O r , p o u r p e u q u e D a t t e i g n e o r a , o 5 ou o m , o 6 , le facteur 

s / O,0255 » . . , 

1 / 1 4 j j — p e u t ê t r e a p p r o x i m a t i v e m e n t remplace par 

> 4 - ° J ; c a r i a f o r m u l e du b i n ô m e d e N e w t o n d o n n e 

/ 0,0255\' I /o,0255\ 2 /0,0205\2 

( , + - 1 D - ) , = , + 5 ( - D - ) - Ï 5 l — ) + " - " 
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d é v e l o p p e m e n t q u ' o n p e u t b o r n e r a u x d e u x p r e m i e r s t e r m e s 

o 

lorsque, D é t a n t a u - d e s s u s d e o m , o 6 , la f r a c t i o n — — n ' a t 

teint pas o,4a5. O n a u r a d o n c 

-, - / ( ? / o , o o 5 \ 

et, at tendu q u e o,32 1/ - j - e s t d é j à u n e v a l e u r a p p r o c h é e d e I), 

(.4) D = o,3a y / y -t-o,oo5. 

Voici trois e x e m p l e s n u m é r i q u e s : 

i° Q = omc,22, J = o . o o o i 6 3 . On obtient par la formule (i31 D — im,o4; 

par la formule (14), D = i m , o o ; par la Table III ou par celle de M. Darcy, 

D — i m , o o . La Table de M. Fourneyron aurait donné D = o,",g.'>. 

•i° Q = omc,ooo3o2, J = 0,2127. Au moyen des formules ( i3) et (14], 

nous trouvons D = o™,oi8 et D = om,o22; par la Table III, D = o m . o ï ; 

par celle de M. Fourneyron, D = oI*',oi6. 
3° Q = o0":,oo6283, J = o,oiG4g. Résultats des formules ( i3) et (14) : 

D = o m , i o o et D — o m . i o i ; par la Table III on trouve D = o m , ino : par 

celle de M. Fourneyron, D = o m , o 8 g . 

54. Cas d'une conduite cylindrique simple faisant commu

niquer deux réservoirs ou débouchant dans l'atmosphère. — O n 

donne d e u x b a s s i n s A e t B [fig. 3i), la d i f f é r e n c e d e l e u r s n i -

rirj. 3i. 

; z 

" A 

veaux z, l e s p r e s s i o n s p e t p' s u r c e s n i v e a u x ; u n e c o n d u i t e 

cy l indr ique s i m p l e , à d i a m è t r e e t à d é b i t c o n s t a n t s , a m è n e 

l'eau d e A d a n s B ; la l o n g u e u r L d e la c o n d u i t e é t a n t d o n n é e 

et le m o u v e m e n t é t a n t s u p p o s é p e r m a n e n t , il s ' a g i t s o i t d e 

déterminer la d é p e n s e Q c o r r e s p o n d a n t à u n d i a m è t r e D, s o i t 
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II 2 2 g * I I 
, 3 U " , . . T . , , h 3 U - „ 

par h ; e t la q u a n t i t é J es t éga le a n z- • On aura 
2 2 g n D L 2 2 g L 

d o n c ( n ° 5 1 ) 

^ ï ° ( r - r £ K * « » . -
é q u a t i o n q u i , j o i n t e à ^ T T D ' U = Q , suffit p o u r r é soudre les 

q u e s t i o n s p r o p o s é e s . 

Q u a n d on a d m e t q u e F (U) = 1 1 6 , 1 ? , c e t t e é q u a t i o n devient 

de r é s o u d r e le p r o b l è m e i n v e r s e , c ' e s t - à - d i r e d 'avoir D au 

m o y e n de Q . 

La q u e s t i o n r e n t r e r a i t i m m é d i a t e m e n t dans les t e rmes où 

e l le a é t é p o s é e aux n o s 5 2 e t 5 3 , si l ' on conna i s sa i t les niveaux 

p i é z o m é t r i q u e s e n d e u x s e c t i o n s CD, E F , l ' u n e pr ise à peu 

de d i s t a n c e de l ' e n t r é e de la c o n d u i t e dans l e réservoir A, 

l ' au t r e à son e x t r é m i t é d 'ava l . P o u r l e s t r o u v e r , appe lons U la 

v i t e s s e m o y e n n e d a n s la c o n d u i t e ; s u p p o s o n s en o u t r e que le 

t u y a u p é n è t r e dans le r é s e r v o i r A s a n s r a c c o r d e m e n t , comme 

u n a ju tage c y l i n d r i q u e , e t q u ' o n p r e n n e la s e c t i o n CD assez loin 

de l ' o r i g ine p o u r q u e les filets y s o i e n t r e d e v e n u s parallèles; 

a l o r s , en a l l an t d e l ' i n t é r i e u r d u r é s e r v o i r à la s e c t i o n CD, une 

m o l é c u l e q u e l c o n q u e aura d û se m o u v o i r s o u s u n e charge ex-

3 TJ2 
p r i m é e pa r • ( n° 3 7 ) ; d o n c le n i v e a u p i é z o m é t r i q u e en CD 

2 2 g" 

d é p a s s e l e n i v e a u d e la sur face l i b r e d a n s A d ' u n e hauteur 

p 3 I P 

~ • • D ' a i l l e u r s la v e i n e q u i a r r i v e en E F perdan t rani-
I I 2 2 g-

d e m e n t sa v i t e s s e , e l le se t r o u v e e n t o u r é e d ' u n e eau sensible

m e n t s t a g n a n t e e t le n i v e a u p i é z o m é t r i q u e d a n s E F est à peu 

p r è s le n i v e a u d e la su r face l i b r e d a n s B , r e l e v é d e ^ • La charge 

to ta le e t la p e r t e d e c h a r g e e n t r e CD et E F s o n t d o n c expri-

P — p ' 3 L 1 1 . , p — »' 
m e e s par z -+- ' ' . so i t en p o s a n t A — * -•- — -
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ou bien 

(•6) I D — V = ^ ' 
L + ~irr-

I O O i g -

Si l'on c o m p a r e l ' é q u a t i o n (16) avec l ' é q u a t i o n ~ DJ = bt U' 

précédemment e m p l o y é e , o n vo i t q u ' e l l e lui r e s s e m b l e c o m 

plètement, sous la s e u l e cond i t i on d e ca l cu l e r J e n c h e r c h a n t le 

quotient de h par u n e c e r t a i n e l o n g u e u r L -+- u n P e u 

supérieure à cel le d e la c o n d u i t e . 

Ordinairement , d a n s les a p p l i c a t i o n s , la l o n g u e u r L é t a n t 

3 D 
assez cons idé rab l e , —rr-,— n ' e s t q u ' u n e p e t i t e f ract ion de L ; 

l" 1S 
on peut donc p o s e r , au m o i n s c o m m e p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n , 

ce qui revient à s u p p o s e r q u e la c h a r g e to ta le h d i s p o n i b l e e n t r e 

les deux bass ins e s t e n t i è r e m e n t a b s o r b é e par le f r o t t e m e n t 

de la c o n d u i t e . Ce t te s impl i f i ca t ion é t a n t a d m i s e , on r e n t r e 

dans les p r o b l è m e s des n D 5 52 e t 5 3 , sans a u c u n c h a n g e m e n t , 

puisque l 'on conna î t J — y , et qu ' i l s 'agit de ca l cu l e r Q q u a n d 

on donne D, ou i n v e r s e m e n t . L o r s q u e D es t l ' i n c o n n u e , on 

l'obtient fac i lement a ins i d ' u n e m a n i è r e a p p r o x i m a t i v e ; p o u r 

plus d 'exac t i tude , on p e u t r e c o m m e n c e r le calcul avec u n e 

nouvelle va leur de J éga le au q u o t i e n t d e h pa r la l o n g u e u r 

corrigée L + "rg~J~ • c e s l ' a m é t h o d e d e s a p p r o x i m a t i o n s 

successives. Si au c o n t r a i r e D est d o n n é e t Q i n c o n n u e , on 

applique les f o r m u l e s e t p r o c é d é s d u n u 5 2 , e n p r e n a n t p o u r J 

le quot ient de h pa r L a u g m e n t é e de ; c e t t e l o n g u e u r 

ce qu'on peu t éc r i re 

A / , . 3 D \ T / 3 D 
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add i t ive va r ie d e 26 à 37 fois le d i a m è t r e q u a n d le diamètre 

var ie l u i - m ê m e de o , n , o 6 à i m , o o ; e l l e au ra géné ra lemen t peu 

d ' i m p o r t a n c e c o m p a r a t i v e m e n t à L, au m o i n s dans le cas OÙ 

il s 'agit d e g r a n d e s c o n d u i t e s d ' e a u . 

II es t b o n de r e m a r q u e r q u e l ' é q u a t i o n ( i 5 ) aurai t pu être 

i m m é d i a t e m e n t o b t e n u e par l ' app l i ca t ion d u t h é o r è m e de Ber-

nou l l i ( n ° io), à u n e m o l é c u l e q u i p a s s e du bassin A au 

bass in B . Les v i t e s s e s i n i t i a l e et finale é t a n t n u l l e s , la charge h 

égale la s o m m e des p e r t e s de c h a r g e é p r o u v é e s pendant le 

t rajet . Or c e s p e r t e s s o n t : 

i° A l ' e n t r é e de l ' a ju tage c y l i n d r i q u e - • — ( n° 37 ) ; 
2 2 g 

2 0 D a n s la c o n d u i t e , par c h a q u e m è t r e c o u r a n t , -j— F(L'J, 

p u i s q u e t e l l e es t la v a l e u r de J , d ' a p r è s l ' é q u a t i o n (4) du n°ol; 

cela fait par c o n s é q u e n t , p o u r l e p a r c o u r s en t i e r du tuyau, 

3° A l ' e n t r é e dans le bass in B, — (n° 3 1 ) . 
2 P -

D o n c n o u s a u r o n s 

— -+- Y R K F ( U ) -h — 
2 G I I D 2 g" 

ou b i e n 

7 D j •— r = = F L , 

4 \ L 2 . 2 g L j TI 

ce q u i e s t p r é c i s é m e n t l ' é q u a t i o n ( I 5 ) . 

Si la c o n d u i t e d é b o u c h a i t dans u n e a t m o s p h è r e gazeuse à la 

p r e s s i o n p', il n 'y a u r a i t r i e n à c h a n g e r aux ca lculs qui pré

c è d e n t ; s e u l e m e n t z d é s i g n e r a i t la h a u t e u r ver t ica le entre le 

n i v e a u de A et le c e n t r e d e la s e c t i o n CD formant l'orifice 

d ' é c o u l e m e n t . 

V o y o n s e n c o r e ce qu i a r r ive ra i t dans le cas où le tuyau pré

s e n t e r a i t e n t r e les s e c t i o n s CD e t E F u n r o b i n e t dont nous 

a s s i m i l e r o n s l 'effet à ce lu i d ' un d i a p h r a g m e rédu i san t le dis-

m è t r e D dans le r appor t de 1 à n. II faudrai t a lors ajouter aux 

p e r t e s d e c h a r g e é n o n c é e s t o u t à l ' h e u r e , u n e p e r t e exprimée 
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(U' - U ) 2 , . . 
par - ) U é tan t la v i t e s s e dans la s e c t i o n c o n t r a c t é e 

ig 

qui suit l ' é t r ang lement . On a u r a i t d o n c 

, 3 U» (U' — U ) ' 4 L r , T I , 
h - ----H — - •+• fm F u . 

Si m désigne le coeff icient de c o n t r a c t i o n a p p l i c a b l e dans le 

cas actuel, la sec t ion c o n t r a c t é e sera ^ - r r n ' D 2 m ; l ' éga l i té e n t r e 

le débit par cet te s e c t i o n et u n e a u t r e q u e l c o n q u e où la v i t e s s e 

moyenne est U, fourn i ra i t par c o n s é q u e n t l 'égal i té 

4 4 
OU BIEN 

TJ 

ri' m 

Cette valeur de U' s u b s t i t u é e d a n s ce l l e d e h d o n n e 

h = 
4L 
I 1 D 

F ( U ) ; 

3 U 2 

on voit que dans l ' équa t i on ( 1 5 ) le coef f ic ien t - de — doi t ê t r e 
1 2g 

I \ 1 
augmenté de 

i • R e m p l a ç a n t e n s u i t e F (U) par I l i , U 2 , 

et multipliant l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e p a r - ^ - > e l le d e v i e n d r a 

4L 
7 D - = b, U 2 

4 L i 6 6 , g L 

OU ENCORE 

L + -
ri' m 

i6b. 

6 , L 2 

D 

La longueur fictive q u ' i l faudra i t a jou te r à L p o u r p o u v o i r 
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faire abs t r ac t i on d e s c h a r g e s n o n c o n s o m m é e s par le frotteme 

3 -f- 2 ( - J ^ — I 

de la c o n d u i t e sera i t d o n c ici ~ — D, au lieu di 
I D O i g 

3 D . „ , 
^ ^ ^ q u e n o u s a v i o n s dans 1 é q u a t i o n ( i o ) . 

Si le r o b i n e t se t r o u v a i t p lacé d a n s la s e c t i o n E F , la perte DE 

I P f U' — lî : 

cha rge qu ' i l o c c a s i o n n e sera i t a l o r s — a u l i eu de 
1G 2G 

(n°34-) , e t le coefficient ( J ^ ^ ^ ^ devra i t ê t r e remplacé TOUT 

s i m p l e m e n t par ' a - D ' a u t r e p a r t , on é c o n o m i s e r a i t la PEITE 

U 1 

— qu i se p r o d u i s a i t t o u t a l ' h e u r e a p r è s le passage de la SEC

t ion E F . E n modif ian t d ' ap rè s c e s i nd i ca t i ons les calculs pré

c é d e n t s , on devra i t p o s e r 

(18) 7 D = 6 , U ' . 
4 . + - I -

L + » < m ' D 
ibfc, g 

Il e s t c la i r q u e n p e u t t o u j o u r s ê t r e s u p p o s é assez petit pour 

q u e la v a l e u r de TJ t i r é e d e l ' u n e d e s é q u a t i o n s (17) ou (18) soit 

aus s i p e t i t e q u e l ' on v o u d r a . L e cas d e n = o, répondrait à la 

f e r m e t u r e c o m p l è t e d u r o b i n e t ; a lo r s on t rouvera i t U = o , 

c o m m e cela do i t ê t r e . Mais dans les c o n d u i t e s très-longues il 

faut q u e n so i t assez pe t i t p o u r inf luer d ' u n e manière bien 

s e n s i b l e s u r le d é b i t . E x e m p l e : 

L = 2 0 o o m , T) — o'", 1 5 , h = a o m , n = ^; 

g 

c o m m e le r o b i n e t o b s t r u e les - d e la s e c t i o n , on peu t suppo

s e r m = 0 , 6 2 ; on sai t d ' a i l l e u r s q u e b{ = o,ooo55. La for

m u l e (18) d o n n e a lo r s U = o m , 7 o 6 , t and i s q u e la formule (16) 

d o n n e r a i t U = o r o ,825. Ains i d o n c , d a n s ce t e x e m p l e , la section 

d ' é c o u l e m e n t é t an t d i m i n u é e dans l e r a p p o r t de 9 à 1 parle 

r o b i n e t , la v i t e s s e e t , pa r s u i t e , la d é p e n s e n e seraient dimi-
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nuées dans le r a p p o r t de 0,825 à 0,706, o u , e n n o m b r e s 

ronds, de 7 à 6. 

55. Calcul de la pression en un point quelconque d'une con

duite cylindrique simple; exception dans l'application des for

mules.— La charge par m è t r e c o u r a n t d ' u n e c o n d u i t e c y l i n 

drique ou la pe r t e d e c h a r g e ( c e q u i es t la m ê m e c h o s e d a n s 

le cas actuel ) a p o u r v a l e u r , c o m m e on v i e n t d e le r a p p e l e r , 

j — F f L 1 ) ; cette q u a n t i t é n e va r ie pas d a n s t o u t e l ' é t e n d u e de 

la conduite si celle-ci es t s i m p l e e t à d é b i t c o n s t a n t , car D, U 

et II conservent t o u j o u r s la m ê m e va l eu r . D o n c , .si la c o n d u i t e 

est en outre c o m p o s é e de p a r t i e s r a c c o r d é e s e n t r e e l les pa r 

des courbes p e u s e n s i b l e s , de m a n i è r e q u e le f r o t t e m e n t d e s 

parois soit la seu le c a u s e des p e r t e s de c h a r g e , o n voi t q u e 

l'abaissement du n iveau p i é z o m é t r i q u e , à par t i r d e l ' o r i g ine , 

sera proport ionnel à la d i s t a n c e e n t r e c e t t e o r i g i n e et la s e c 

tion considérée. Il se ra d o n c b i e n facile d ' avo i r le s o m m e t d e 

la colonne p i é z o m é t r i q u e r é p o n d a n t à u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e . 

Soient, en effet, Ç la c h a r g e e n t r e les d e u x e x t r é m i t é s du t u y a u , 

dont la longueur to ta le es t L, l la d i s t ance e n t r e u n e s e c t i o n 

et l'origine du t u y a u ; le n i v e a u p i é z o m é t r i q u e r é p o n d a n t à 

cette section sera en d e s s o u s d e ce lu i qu i r é p o n d à l ' o r ig ine , 

d'une quan t i t é^ - - Dans le cas où la c o n d u i t e es t en l igne d r o i t e , 

le lieu des s o m m e t s des c o l o n n e s p i é z o m é t r i q u e s , r e p r é s e n 

tées en chaque po in t par u n e v e r t i c a l e , se ra i t u n e a u t r e l i g n e 

droite; il en serai t e n c o r e de m ê m e , a p p r o x i m a t i v e m e n t , p o u r 

une conduite c o m p o s é e d e l i gnes à faible p e n t e d o n t la l o n 

gueur pourrait ê t re c o n f o n d u e avec la p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e . 

Le lieu g é o m é t r i q u e d o n t il s 'agit e s t c e q u e M. D u p u i t a 

nommé ligne de pression o u ligne de charge, su ivan t q u e les 

colonnes p i é z o m é t r i q u e s c o m p r e n n e n t ou n e c o m p r e n n e n t 

pas la hauteur r e p r é s e n t a t i v e de la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e . 

En supposant q u e les c o l o n n e s m e n é e s en c h a q u e p o i n t dé

bouchent dans l ' a t m o s p h è r e , l e u r s h a u t e u r s r e p r é s e n t e r o n t les 

pressions d i m i n u é e s de la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e . Par s u i t e , 

quand la ligne de c h a r g e se ra , d a n s u n e s e c t i o n , au -des sus de 
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l ' axe l o n g i t u d i n a l d u tuyau , ce la v o u d r a d i r e q u e , dans la même 

s e c t i o n , la p r e s s i o n m o y e n n e d é p a s s e la p re s s ion atmosphé

r i q u e ; q u a n d , au c o n t r a i r e , le l i eu d o n t il s'agit passera en 

d e s s o u s d e l ' axe , la p r e s s i o n m o y e n n e dev iendra inférieure à 

ce l l e d e l ' a t m o s p h è r e . E n g é n é r a l , II é t a n t le poids du mètre 

c u b e d ' e a u , y la d i s t ance ve r t i c a l e p r i s e positivement en 

m o n t a n t , e n t r e l 'axe d u t u y a u e t la l i gne d e charge , /), la pres

s ion a t m o s p h é r i q u e , p la p r e s s i o n m o y e n n e dans la section à 

l a q u e l l e se r a p p o r t e y, on a u r a 

Cet te e x p r e s s i o n m o n t r e q u e p e u r y négat i f et supérieur en 

v a l e u r a b s o l u e c 'es t -à-di re à i o m , 3 3 s'il s 'agit de conduites 

d ' eau , p d e v i e n t négatif . Or on a déjà vu (n° 3 7 ) que 1a pres

s ion n e p e u t pas ê t r e n é g a t i v e , e t q u e les formules doivent 

a lo r s c e s s e r de s ' a p p l i q u e r , p a r c e q u ' e l l e s r eposen t sur des 

h y p o t h è s e s i m p o s s i b l e s à r é a l i s e r d a n s le cas don t il s'agit. Il 

faut m ê m e év i t e r , en é t ab l i s san t d e s c o n d u i t e s d'eau, que la 

p r e s s i o n n e d e v i e n n e n o t a b l e m e n t i n f é r i e u r e à la pression 

a t m o s p h é r i q u e , en a u c u n p o i n t d e s t u y a u x ; car l 'air en disso

l u t i o n d a n s l ' eau p o u r r a i t s ' en d é g a g e r ; la con t inu i t é du mou

v e m e n t se ra i t p e u t - ê t r e t r o u b l é e , e t d ' a i l l eu r s l 'eau privée d'air 

d e v i e n t m o i n s s a l u b r e e t m o i n s c o n v e n a b l e p o u r la boisson, 

On devra d o n c t o u j o u r s s ' a s s u r e r q u e la l igne de charge ne 

passe pas n o t a b l e m e n t e n d e s s o u s d e l 'axe longitudinal du 

t u y a u , p o u r t o u t p o i n t de ce lu i - c i . Ce t t e vér i f icat ion sera inu

t i l e p o u r l e s t u y a u x r e c t i l i g n e s , p o u r v u q u e y soit positif aux 

d e u x e x t r é m i t é s ; la l i gne de c h a r g e é t a n t d r o i t e , y sera néces

s a i r e m e n t posi t i f d a n s l ' i n t e r v a l l e . Mais il p e u t en être diffé

r e m m e n t q u a n d l ' axe e s t u n e l igne c o u r b e ou br i sée . 

5fi. Détermination expérimentale des coefficients numé

riques de la fonction F ( U ) . — Il a é t é d é m o n t r é plus haut 

(n° 51) q u ' o n a l ' é q u a t i o n 

l D J = l F ( U ) 

e n t r e la v i t e s s e m o y e n n e U, le p o i d s II d u m è t r e cube de li-

p=pa -h ny . 
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quide, le d iamèt re D du t u y a u , e t la c h a r g e par m è t r e c o u r a n t J . 

Concevons m a i n t e n a n t q u ' o n ait e x é c u t é u n e sé r i e d ' e x p é 

riences sur l ' é c o u l e m e n t de l ' eau d a n s les t u y a u x c y l i n d r i q u e s , 

en notant pour c h a c u n e d ' e l l e s la va leu r n u m é r i q u e d e s q u a n 

tités D, J , U, l e s q u e l l e s s o n t faci les à o b s e r v e r . P o u r D, il n 'y 

aura en effet qu 'à p r e n d r e u n e m e s u r e d i r e c t e ; J se ra c o n n u 

au moyen de p i é z o m è t r e s p l a c é s en d ive r s p o i n t s , q u i d o n n e 

ront la charge to ta le e n t r e c e s p o i n t s , e t p a r s u i t e la cha rge 

pour chaque m è t r e c o u r a n t ; U se m e s u r e r a e n r e c u e i l l a n t l e 

liquide écoulé dans u n c e r t a i n t e m p s , d ' où l 'on d é d u i r a d ' abord 

la dépense Q par s e c o n d e , p u i s la v i t e s s e m o y e n n e , éga le au 

. 4Q 
quotient —jj 2 -

De Prony, ayant à sa d i s p o s i t i o n c i n q u a n t e et u n e e x p é 

riences, c o m m e n o u s l ' avons déjà d i t , c h e r c h a les va l eu r s 

de puis il c o n s t r u i s i t u n e c o u r b e d o n t l es U é t a i en t les 

abscisses et ^ l e s o r d o n n é e s . Cet te c o u r b e différait p e u d ' u n e 

droite; par c o n s é q u e n t d e P r o n y en c o n c l u t q u ' o n pouva i t 

poser 

a et b désignant des c o n s t a n t e s , ou b i e n 

J D J = a U - t - 6 U ' , 

4 
on enfin 

F ( U ) = I I ( a U - t - è L r s ] . 

La construct ion d e la d ro i t e r e p r é s e n t a t i v e d e d o n n a i t les 

valeurs de a et de b; a é ta i t l ' o r d o n n é e de la d ro i t e à l ' o r ig ine , 

pour U = o; b étai t s o n coef f ic ien t a n g u l a i r e . 

M. Darcy a p r o c é d é a v e c u n p e u p l u s de r i g u e u r . Il a c h e r 

ché à part les v a l e u r s d e a et d e b, p o u r u n e n a t u r e d é t e r m i n é e 

de paroi et p o u r des d i a m è t r e s é g a l e m e n t d é t e r m i n é s ; faisant 

ensuite varier s u c c e s s i v e m e n t la n a t u r e de la pa ro i e t le d ia 

mètre, il a p u cons t a t e r l es lo is é n o n c é e s au n° 50 . 
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La m é t h o d e g r a p h i q u e i n d i q u é e c i -dessus es t cxtrêmcmem 

s i m p l e e t s o n e m p l o i p e u suje t à e r r e u r . C e p e n d a n t on a sou

v e n t fait usage d ' u n e m é t h o d e d i t e des moindres carrés. Il s'a

git de sat isfai re le m i e u x p o s s i b l e aux r é s u l t a t s d 'un certain 

n o m b r e d ' e x p é r i e n c e s a u x q u e l l e s on a c c o r d e u n e confiance 

éga le , e n e x p r i m a n t — DJ par u n b i n ô m e de la fo rme aU-t- iU ! , 

L e s v a l e u r s de a e t d e & n e p o u v a n t v r a i s e m b l a b l e m e n t pas 

satisfaire d ' u n e m a n i è r e r i g o u r e u s e à t o u t e s les expériences, 

l ' e r r e u r a b s o l u e sera p o u r l ' u n e d ' e l l e s 4 DJ — ( a U + № ) , et 

par c o n s é q u e n t l ' e r r e u r r e l a t i ve a u r a p o u r e x p r e s s i o n 

4 ( a U + &U') 
1 D ì 

Or Lap lace a d é m o n t r é q u e p o u r r é d u i r e a u min imum- l'erreur 

r e la t ive m o y e n n e à c r a i n d r e , il fallait p r e n d r e a e t b de manière 

à r e n d r e m i n i m u m la s o m m e d e s c a r r é s d e s e r r e u r s relatives. 

P o s a n t d o n c 

4 ( a U - + - 6 L T î ) ~ | J 

2 [ - DJ J ' 

.on aura p o u r d é t e r m i n e r a et b l es é q u a t i o n s 

dS dS 

da ' db - °' 

ou b ien 

I L 1 m—JDJ = 0> 

2 L - DJ J D J = ° ' 

ce q u ' o n p e u t e n c o r e é c r i r e 

v U ' v U 3 _ i v U 

v — 3 b v — — - v — 

C'est u n s y s t è m e de d e u x é q u a t i o n s du p r e m i e r degré entre 

les d e u x i n c o n n u e s a e t b. L e s ca lcu l s d e s six sommes qui 
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tuyaux t rès-courts adap tés e n B, C, F , G, H, K et t e r m i n é s 

par des rob ine ts qu i p e r m e t t e n t de r ég le r le v o l u m e d é p e n s é . 

Le diamètre de la c o n d u i t e n ' e s t pas cons tan t : il change b rus 

quement en des po in t s t e l s q u e E , I , . . . . La s i t ua t ion de ces 

points, ainsi q u e ce l le d e s t u y a u x s e c o n d a i r e s , es t déf inie par 

les longueurs d o n n é e s 

AK = l, BC = /„ CÉ = llt Ë F = / 3 

Appelons 

d, du du. . ., l e s d i a m è t r e s des p o r t i o n s AE, E l , FAI , . . . ; 

j , / , , j\, . . , l es d i s t a n c e s ve r t i ca l e s m e s u r é e s en d e s 

cendant , e n t r e le p lan d e n iveau du bass in e t les s o m m e t s 

des c o l o n n e s p i é z o m é t r i q u e s é l e v é e s en 15, C, F , G , . . . , 

ces s o m m e t s é tan t s o u m i s , c o m m e le n i v e a u du bas s in , à 

la press ion a t m o s p h é r i q u e ( * ) ; 

(*) On admet ici qu'il y a u n seul et m ê m e niveau piézoméLrique dans la 

conduite principale , au droi t de c h a q u e ouverture tel le que b , C, F , . . . . Cela 

n'est vrai qu 'approx imat ivement , c o m m e o n le verra un peu p lus lo in ( n c Gl) 

II . 2 E F.I)IT. I I 

entrent dans ces d e u x é q u a t i o n s son t n é c e s s a i r e m e n t longs e t 

pénibles quand il y a b e a u c o u p d ' e x p é r i e n c e s ; d ' a i l l eu r s le 

procédé a l ' i n c o n v é n i e n t d ' a c c o r d e r a v e u g l é m e n t la m ê m e 

confiance à une sér ie d ' o b s e r v a t i o n s d o n t q u e l q u e s - u n e s p e u 

vent être mal faites, t a n d i s q u e la m é t h o d e g r a p h i q u e r e n d les 

anomalies sens ib les aux y e u x . 

§ III. — Eu mouvement permanent de l 'eau dans les conduites 

simples à diamètre ou à débit variable d'une section à l 'autre . 

57. Cas où les variations de diamètre et de débit ne sont 

pas continues. — S u p p o s o n s u n e c o n d u i t e r e c e v a n t l 'eau d 'un 

bassin {Jig. 32) et la d é b i t a n t s u r son p a r c o u r s , au m o y e n de 

Firr. 32. 
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ou b i e n 

~ T Î 7 - J F " ) > 
2 S 2 2 S H ^ 

3 U2 4/ , 
7 = H „ - , F « . 
J 1 ig WD 

Dans la pa r t i e BC il n 'y aura q u e l e s p e r t e s de charge dues au 

f r o t t e m e n t de la c o n d u i t e ; on t r o u v e r a d o n c , en appliquant 

l ' é q u a t i o n (4) du n° 5 1 , e t r e m a r q u a n t q u e J p e u t être rem-

p lace pa r 

E n t r e C e t F il y aura u n e pa r t i e de la cha rge consommée par 

le f r o t t e m e n t e t u n e a u t r e par le c h a n g e m e n t b r u s q u e de sec

t ion en E ; c e t t e d e r n i è r e p e r t e s ' e x p r i m e par ———— (n° 32), 

e t a lo r s le t h é o r è m e d e B e r n o u l l i , a p p l i q u é e n t r e C et F, 

d o n n e 

« a U\ [U, — u 3 )
! 4^ r , -, 4'i F ' 

— ~ = r> — J . RR~,> F U2) — ^-Y F 1 « S ; , 
2G 2 G 2 G " H « H«L 

soit e n c o r e 

2 G" 7.g 2G IL A I I A. 

De m ê m e on t r o u v e r a i t f a c i l emen t , p o u r l e s po r t i ons FG, GH, 

U, U„ IL-,, M 3 , . . . , l es v i t e s s e s dans les p o r t i o n s AE, BC, 

CE, E F . . . . 

i W 

U n e c h a r g e e x p r i m é e par e s t p e r d u e à l ' en t r ée de l'eau 

du r é s e r v o i r dans le cy l i nd re AB (n° 3 7 ) ; u n e au t re charge, 

4 

don t la v a l e u r par m è t r e c o u r a n t es t F ( U) se trouve con

s o m m é e par le f r o t t e m e n t de la c o n d u i t e e n t r e A et B (n°al); 

on aura d o n c , d ' ap rè s l e t h é o r è m e de B e r n o u l l i (n° 15), la 

v i t e s se é t a n t s e n s i b l e m e n t n u l l e dans le r é s e rvo i r , 
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Pour HK, il faudrait t e n i r c o m p t e d ' u n e p e r t e p r o d u i t e par le 

changement b r u s q u e de s e c t i o n en I , p e r l e a n a l o g u e à ce l l e 

qui a lieu à l ' e n t r é e d ' un a jutage c y l i n d r i q u e , e t d o n t l ' exp re s -

« 2 / i V 
sion est f n ° 3 7 ] — — — i ) » en a p p e l a n t m le coeff icient de 2g\m J 
contraction à l ' e n t r é e d u t u y a u I K ; le t h é o r è m e de B e r n o u l l i , 

appliqué à l ' in te rva l le H K , d o n n e r a i t a lors e n fin de c o m p t e 

/ I — R < = - - - + — 1 + T f ^ R F M « H - Ï H R F " 0 • 
J ^ 2 g - 2 g - ag- / H a , I I a 2 ' 

On pourrait c o n t i n u e r et e x p r i m e r a ins i , d e p r o c h e e n p r o c h e , 

l 'abaissement p i é z o m é t r i q u e en p a s s a n t d ' u n orif ice à l ' au t r e , 

au moyen des v i t e s s e s m o y e n n e s s u c c e s s i v e s . 

Maintenant , s u p p o s o n s q u ' o n d o n n e le v o l u m e d ' eau q u ' u n 

orifice q u e l c o n q u e doi t d é p e n s e r par s e c o n d e . On e n c o n c l u r a 

sans peine le d é b i t d e c h a q u e p o r t i o n d e la c o n d u i t e : il suf

fira en effet d ' a d d i t i o n n e r l e s d é b i t s d e t o u s l e s or i f ices s i t u é s 

en aval de la pa r t i e c o n s i d é r é e . Pa r s u i t e , si l e s d i a m è t r e s s o n t 

également d o n n é s , o n au ra t o u t e s les v i t e s s e s u, w„ u2, us,..., 

caril suffira d ' a p p l i q u e r la r e l a t i o n (5 ) du n° 51 s u c c e s s i v e m e n t 

à toutes les p o r t i o n s AB, BC, CE, E F L e s é q u a t i o n s c i -

dessus posées p e r m e t t r o n t a lo r s de c o n n a î t r e l e s q u a n t i t é s 

y, yt,yi, j 5 , • • - , c 'es t -à-dire les n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s a u x 

points B, C, F , G, I l faudra q u e ces n i v e a u x s o i e n t a u - d e s s u s 

de ceux des orif ices c o r r e s p o n d a n t s , car u n e c e r t a i n e cha rge 

est nécessaire p o u r p r o d u i r e l ' é c o u l e m e n t pa r l esd i t s o r i f ices . 

D'ailleurs, p o u r p e u q u e la cha rge fût s e n s i b l e , on d é p e n s e r a i t 

le volume v o u l u , e n p r e n a n t l 'or i f ice su f f i samment g rand ; m a i s , 

dans la p r a t i q u e d e s d i s t r i b u t i o n s d ' e a u , l e s orif ices o n t des 

dimensions à p e u p r è s fixes, e t , p o u r o b t e n i r u n e d é p e n s e 

convenable, on s ' a r r ange d e m a n i è r e à ce qu ' i l y ait t ou jours 

sur chacun d ' e u x , i m m é d i a t e m e n t en a m o n t , u n e c h a r g e d e 

o°,5o à o m , 6 o e n v i r o n . C o m m e l e s orifices n e p e u v e n t pas ê t r e 

percés i m m é d i a t e m e n t d a n s les pa ro i s m ê m e s de la c o n d u i t e , 

mais qu ' i ls en s o n t s é p a r é s pa r d e s t u y a u x p l u s ou m o i n s l o n g s , 

la charge c o n s o m m é e par ce t a p p e n d i c e do i t e n c o r e s ' a jouter 

à celle de o ^ ^ o o u o m , 6 o . Pa r e x e m p l e , si le t u y a u d e dé r iva 

tion avait i o m è t r e s de l o n g u e u r , o"",o3 de d i a m è t r e , e t q u e sa 
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d é p e n s e fût de o ^ o o o S par s e c o n d e , s o n f ro t t ement absorbe

rai t u n e c h a r g e de o m , 6 3 e n v i r o n ; le n i v e a u piézométriqup 

d a n s la c o n d u i t e devra i t d o n c d é p a s s e r de i m , 2 o ou i '",25 celui 

d e l 'orifice en r e g a r d . 

Cet te c o n s i d é r a t i o n m o n t r e q u e les n i v e a u x piézométriqucs 

d a n s la c o n d u i t e , e n r ega rd des p o i n t s B , C, F , G-,..., sont assez 

s o u v e n t des d o n n é e s , car ils d o i v e n t se t r o u v e r à des hauteurs 

c o n n u e s a u - d e s s u s d e s or i f ices c o r r e s p o n d a n t s , dont la situa

t ion es t fixée « priori par des c o n v e n a n c e s loca les . Le pro

b l è m e q u ' o n do i t a lors r é s o u d r e , c ' es t d e ca lcu le r les divers 

d i a m è t r e s de m a n i è r e à n e c o n s o m m e r q u ' u n e charge déter

m i n é e , avec un v o l u m e d ' e a u c o n n u , s u r c h a q u e port ion de la 

c o n d u i t e . On c o m p r e n d q u e la s o l u t i o n p e u t s 'obtenir par tâ

t o n n e m e n t , p u i s q u e , si l 'on avait la v a l e u r d e s inconnues , les 

é q u a t i o n s p o s é e s t o u t à l ' h e u r e p e r m e t t r a i e n t de trouver les 

a b a i s s e m e n t s success i f s du n i v e a u p i é z o m é t r i q u e . 

O r d i n a i r e m e n t les t u y a u x de c o n d u i t e ayant des longueurs 

assez c o n s i d é r a b l e s , l es p e r t e s de c h a r g e o c c a s i o n n é e s parles 

c h a n g e m e n t s b r u s q u e s d e s e c t i o n , e t l es différences des hau

t e u r s d u e s aux v i t e s s e s , s o n t n é g l i g e a b l e s d e v a n t les charges 

a b s o r b é e s par le f r o t t e m e n t et p r o p o r t i o n n e l l e s aux longueurs 

l, l , h, h, Si à c e l t e s impl i f ica t ion on j o i n t l 'hypothèse d'un 

d i a m è t r e cons t an t e n t r e d e u x orif ices c o n s é c u t i f s , le problème 

q u e n o u s v e n o n s d e m e n t i o n n e r r e n t r e r a c o m p l è t e m e n t dans 

les t e r m e s d e ce lu i q u e n o u s avons r é so lu au n° 5 3 . La solution 

a ins i o b t e n u e sera t o u t au m o i n s u n e a p p r o x i m a t i o n ; pour plus 

d ' e x a c t i t u d e , on p o u r r a é v a l u e r les t e r m e s nég l igés , en se ser

vant des v i t esses c a l c u l é e s par ce m o y e n , et recommencer la 

r e c h e r c h e d e s d i a m è t r e s , ap r è s avo i r dé fa lqué des charges 

y, y, — r , y., — y,, y, — y , , . . . , la v a l e u r approximative des 

t e r m e s nég l i gé s dans le p r e m i e r e s sa i . 

5S. Cas où les diamètres et les débits varient par degrés in

sensibles. Relation différentielle entre la charge et la vitesse 

moyenne. — On e m p l o i e r a r e m e n t des c o n d u i t e s qui ne seraient 

P ' S c o m p o s é e s de t u y a u x c y l i n d r i q u e s m i s les u n s à la suite 

des a u t r e s ; c e p e n d a n t on p e u t avoi r à c o n s i d é r e r accidentel

l e m e n t un é c o u l e m e n t par un t u y a u de sec t ion progressive-
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ou, en mul t ip l iant par m, 

mvdv 
idy- m v) ds. 

ment variable. De m ê m e les orif ices B, C, F , G , . . . son t q u e l q u e 

fois rapprochés au p o i n t q u e la d i s t a n c e e n t r e d e u x consécu t i f s 

n'est qu'une faible fract ion de la l o n g u e u r to ta le de la c o n d u i t e , 

et il semble alors qu ' i l es t p e r m i s d e r e g a r d e r les d i s t ances 

AE, BC, C F , . . . , c o m m e d e s é l é m e n t s in f in imen t pe t i t s de 

cette longueur to ta le . N o u s a v o n s ainsi u n e c o n d u i t e d o n t le 

diamètre et la d é p e n s e son t c e n s é s va r ie r d ' u n e m a n i è r e c o n 

tinue, quand on passe d ' u n e sec t ion à l ' a u t r e ; n o u s n ' a d m e t 

tons pas d 'ail leurs de va r ia t ion avec le t e m p s dans u n e m ê m e 

section, c'est-à-dire q u e le m o u v e m e n t e s t t o u j o u r s c e n s é per 

manent. 

Pour arriver à l ' é q u a t i o n du m o u v e m e n t dans u n t u y a u d é 

fini comme on v i en t de le d i r e , q u e l q u e s h y p o t h è s e s e t c o n s i 

dérations nouve l les son t e n c o r e n é c e s s a i r e s . D ' abord n o u s 

admettrons q u e les va r i a t i ons du profil t r ansve r sa l s o n t a s sez 

lentes pour q u e les filets t r a v e r s a n t u n e s ec t i on p u i s s e n t t o u 

jours être regardés c o m m e s e n s i b l e m e n t para l lè les e n t r e e u x 

et à l'axe du tuyau ; il en r é s u l t e i m m é d i a t e m e n t q u e l e u r gli-

sement r é c i p r o q u e , e t , pa r s u i t e , les forces d u e s à la v i s cos i t é , 

ont à peu près la m ê m e d i r e c t i o n ; d o n c aus s i , dans c h a q u e 

section, la p r e s s ion var ie ra su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e (n° 18, 

4' règle). Il n 'y a d o n c e n c o r e q u ' u n n i v e a u p i é z o m é t r i q u e 

pour tous les po in t s d ' u n e m ê m e sec t i on , c o m m e n o u s l ' avons 

vu dans un au t re cas (n° 4 5 ) . 

Maintenant c o n s i d é r o n s d e u x s e c t i o n s d i s t an t e s d ' u n e l o n 

gueur ds inf iniment p e t i t e , e n t r e l e s q u e l l e s le n i v e a u p i é z o m é 

trique aura baissé d ' u n e h a u t e u r dj\ so i t v la v i t e s se d ' u n e 

molécule de m a s s e m, a l ' ins tan t où el le t r a v e r s e la p r e m i è r e ; 

v+dv ta vi tesse a p r è s le p a r c o u r s ds, 9 la force r e t a rda t r i ce 

due à la viscosité et r a p p o r t é e à l ' un i té de m a s s e . L e t h é o r è m e 

de Bernoulli (n° 15) d o n n e i m m é d i a t e m e n t , l ' angle y é t a n t ici 

de 180 degrés , 
vdv 1 . 

— dy o as 
g S 
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g 
pa r s u i t e 

^ Q,ds e t 2 m i f = ^ ¿ Í / ( W ) ; 

( * ) A la r igueur , ln c o h é s i o n d u l i q u i d e pourrai t encore produire des forces 

e x e r c é ^ sur les deux sec t ions transversa les qui l i m i t e n t la tranche considérée; 

m a i s a t tendu q u e ces forces , d a n s 1« cas du m o u v e m e n t unifopmc, se détruisent 

r é c i p r o q u e m e n t ( à cause de l ' ident i t é des vitesses d a n s toutes les sections), et 

q u e n o u s s u p p o s o n s l e m o u v e m e n t l e n t e m e n t Yarié, n o u s pouvons supprimer 

leur résu l tante c o m m e nég l igeab le devant le f ro t tement de la paroi. 

F a i s o n s la s o m m e d e s é q u a t i o n s pa re i l l e s à la de rn iè re pour 

t o u t e s les m o l é c u l e s c o m p r i s e s e n t r e les d e u x sec t ions dont il 

s 'agit , e t d iv i sons par la m a s s e to ta le 2 m ; c o m m e dy et ds 

s o n t les m ê m e s p o u r t o u t e s les m a s s e s m , on au ra , si l'on isole 

dy dans le p r e m i e r m e m b r e , 

Imvdv i , 2 m s 
dy — — ^ h - ds ^—J- • 

J g 2. m g zm 

L e p r e m i e r t e r m e du s e c o n d m e m b r e es t la va l eu r moyenne 

de l ' a c c r o i s s e m e n t — q u e p r e n d — , p o u r le g r o u p e de mole-
g 

c u l e s c o n s i d é r é ; dans l ' i m p o s s i b i l i t é de l ' é v a l u e r exactement, 

on le r e m p l a c e par la di f férent ie l le d e la h a u t e u r d u e à la vitesse 

m o y e n n e , ou par ï- 6 ^! U d é s i g n a n t c e t t e v i t e s s e . Quant à mo, 

c 'es t la force d u e à la v i s cos i t é p o u r la m o l é c u l e m; dans la 

s o m m e 2 m 9 , il es t d o n c é v i d e n t q u e l e s forces mtp vont se dé

t r u i r e d e u x à d e u x , c o m m e a c t i o n s m u t u e l l e s d e s divers points 

d 'un s y s t è m e , à l ' e x c e p t i o n tou te fo i s du f ro t t emen t exercé 

pa r la pa ro i s u r les m o l é c u l e s c o n t i g u ë s , l e q u e l frottement est 

u n e force e x t é r i e u r e (*). 2my e x p r i m e d o n c ce frottement, 

q u e n o u s p o u v o n s auss i r e p r é s e n t e r par le p r o d u i t de la sur

face m o u i l l é e e t d ' u n e fonc t ion / ( W ) de la v i t e s se W desfi

l é i s c o n t i g u s à la pa ro i (n° kï). D o n c si l 'on n o m m e Ü. l'aire 

de la s e c t i o n , % s o n p é r i m è t r e , n le p o i d s d u m è t r e cube de 

l i q u i d e , on aura 
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Ici encore, p o u r n ' avo i r pas à s ' o c c u p e r d e s va r i a t ions d e vi

tesse dans une m ê m e s e c t i o n t r a n s v e r s a l e , il est n a t u r e l de 

cherchera me t t r e au l i e u d e / ( W ) u n e fonc t ion de la v i t e s s e 

moyenne. Mais cet te fonc t ion doi t -e l le ê t r e la m ê m e q u e d a n s 

le mouvement u n i f o r m e ? Une r é p o n s e aff i rmat ive s u p p o s e r a i t 

que la loi des v i tesses d a n s u n e m ê m e s e c t i o n es t i d e n t i q u e 

pour le m o u v e m e n t u n i f o r m e et le m o u v e m e n t v a r i é , ca r on 

admettrait dans les d e u x cas u n e m ê m e re la t ion e n t r e W e t U . 

Or ce serait là u n e h y p o t h è s e g r a tu i t e e t m ê m e p e u v r a i s e m 

blable, co mme le m o n t r e n t d e s c o n s i d é r a t i o n s su r l e s q u e l l e s 

nous rev iendrons u l t é r i e u r e m e n t ( C h a p . IV , § V ) . C e p e n d a n t , 

pour ne pas t rop c o m p l i q u e r u n e ana lyse o ù e x i s t e déjà de 

l'incertitude, on p r e n d le par t i d e r e m p l a c e r / ( W ) par F ( U ) , 

F étant la fonction déf in ie au n° 50. N o u s é c r i r o n s d o n c 

équation dont n o u s a u r o n s à faire de n o m b r e u s e s a p p l i c a t i o n s , 

non-seulement dans le cas d e s t u y a u x f e r m é s , ma i s auss i q u a n d 

il sera ques t ion de c a n a u x d é c o u v e r t s . M a l h e u r e u s e m e n t la 

démonstration qu i l ' é tab l i t es t lo in d ' ê t r e b i e n r i g o u r e u s e , et 

l'on ne peut g u è r e c o m p t e r s u r la parfai te e x a c t i t u d e du r é s u l 

tat : cependant , c o m m e c e t t e f o r m u l e d e v i e n t exac te d a n s le 

cas particulier du m o u v e m e n t u n i f o r m e , il y a l i eu d e c r o i r e 

qu'elle est assez a p p r o c h é e de la vé r i t é l o r s q u e le m o u v e m e n t 

est lentement var ié , s a n s ê t re c o m p l è t e m e n t u n i f o r m e . 

La section t r ansve r sa l e d e s t u y a u x e m p l o y é s dans l e s c o n 

duites d'eau é tan t t o u j o u r s c i r cu l a i r e , on a, en appe l an t D le 

diamètre, 

si nous faisons e n o u t r e 

F ( U ) = J J 6 , U S 

l'équation ( a ) d e v i e n d r a , par la s u b s t i t u t i o n de ces v a l e u r s , 

f i dr=- --^ — V'ds. 
' ( t u 

o 
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On aura i t de p lu s 

Q = 7 7 r D ' U ; 

cela fait d o n c d e u x r e l a t i ons e n t r e l e s q u a t r e quant i tés y, L', 

D , Q , t o u t e s fonc t ions de la s e u l e va r iab le s. Si l'on donne 

d e u x d ' e n t r e e l l e s , l es d e u x a u t r e s p o u r r o n t être déter

m i n é e s . N o u s a l lons i n d i q u e r q u e l q u e s e x e m p l e s particu

l i e r s des r e c h e r c h e s qu i o n t l e u r p o i n t de dépa r t dans celle 

t h é o r i e . 

59 . Des conduites simples à diamètre variable et « débit 

constant. — Soit y la charge to ta le c o r r e s p o n d a n t e à la lon

g u e u r e n t i è r e L de la c o n d u i t e ; U„ e t U, l es deux vitesses 

m o y e n n e s p o u r s = o e t s = L; l ' é q u a t i o n ( i ) intégrée entre 

les l im i t e s o e t L d e v i e n t 

On voi t q u e y se c o m p o s e de d e u x p a r t i e s : i° l'accroisse

m e n t total de la h a u t e u r d u e à la v i t e s s e ; 2 0 la per te décharge 

q u ' o n au ra i t e u e , si c h a q u e é l é m e n t ds de la condu i t e pouvait 

ê t r e a s s imi l é à un t u y a u c y l i n d r i q u e s i m p l e , où l 'eau coulerait 

d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e . 

O r d i n a i r e m e n t on en s impl i f ie l ' e x p r e s s i o n en observant que 

U - — V 
dans les g r a n d e s c o n d u i t e s la p r e m i è r e pa r t i e — 11 est une 

assez p e t i t e f ract ion d e la c h a r g e to ta le , l a q u e l l e e s t absorbée 

p r e s q u e c o m p l è t e m e n t par le f r o t t e m e n t de la conduite. De 

p l u s , les va r i a t i ons d e bt d e v i e n n e n t p e u impor t an t e s , quand 

il s 'agit de d i a m è t r e s s u p é r i e u r s à o" ' ,o6; il se ra i t superflu d'en 

t en i r c o m p t e , d ' au t an t p l u s q u e n o u s a v o n s admis ( n D 58j une 

e x p r e s s i o n assez i n c e r t a i n e d u f r o t t e m e n t , et q u e n o s calculs 

m a n q u e n t déjà de p r é c i s i o n par c e l t e c a u s e . Nous poserons 

d o n c 

( 3 ) r = ibtf 
D J o » 
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soil, puisque ici n o u s s u p p o s o n s Q c o n s t a n t q u a n d s va r i e , 

L'intégrale / =-t n e d é p e n d q u e d e s d i m e n s i o n s de la c o n 

duite et n u l l e m e n t de s o n d é b i t ou de la cha rge j ; la r e l a t ion 

entre ces deux q u a n t i t é s r e s t e d o n c la m ê m e , p o u r v u q u e l 'on 

considère u n e sé r i e d e c o n d u i t e s p o u r l e s q u e l l e s l ' in tégra le 

ne varierait pa s . Pa r e x e m p l e , u n e c o n d u i t e de l o n g u e u r 17 e t 

de diamètre cons t an t D ' se ra i t , à ce p o i n t de v u e , é q u i v a l e n t e 

à la conduite p r i m i t i v e , si l ' on avait 

D'une manière g é n é r a l e , n o u s a r r i vons à l ' é n o n c é d ' u n e loi 

remarquable s igna lée par M. D u p u i t : 

Deux conduites simples à débit constant, mais ¿1 diamètre 

variable suivant des lois quelconques, débiteront le même vo

lume d'eau sous la même charge et seront alors dites équiva

lentes, lorsque la somme des produits des longueurs élémen

taires qui composent chaque conduite, multipliées chacune 

par la cinquième puissance de l'inverse du diamètre corres

pondant, conserve la même valeur dans les deux conduites. 

Nous avons dit q u e le d i a m è t r e p o u v a i t var ier su ivan t u n e 

loi que lconque : cela c o m p r e n d le cas d e d i a m è t r e s c o n s t a n t s 

sur une cer ta ine l o n g u e u r , p u i s var ian t b r u s q u e m e n t . Alors si 

l'on n o m m e d le d i a m è t r e cons t an t su r la l o n g u e u r l faisant 

partie d 'une des c o n d u i t e s , il es t clair q u e / yr se ra i t r e m 

placée par u n e s o m m e d e t e r m e s de la fo rme ou par 2 — • 

Le t h é o r è m e qu i v i en t d ' ê t re é n o n c é m o n t r e q u e si la c o n 

duite a un pet i t d i a m è t r e s u r u n e fraction n o t a b l e d e sa l o n 

gueur, sur la m o i t i é par e x e m p l e , la d é p e n s e s o u s u n e charge 

donnée serait p e u s u p é r i e u r e à ce q u e l 'on o b t i e n d r a i t si ce 

petit d iamèt re régnai t s u r la l o n g u e u r e n t i è r e . E x e m p l e : U n e 

l l 
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c o n d u i t e a u n d i a m è t r e c o n s t a n t D s u r la l o n g u e u r L; sa dépense 

é t a n t r e c o n n u e insuff isante , on v e u t l ' a u g m e n t e r , et on double, 

à ce t effet, le d i a m è t r e , s u r la l o n g u e u r - L. L ' in tégra le I 

p r i m i t i v e m e n t égale à ^ 1 d e v i e n t par c e t t e modification 

L L 33 L 
o u 

2D S 2 ( 2 D ) ' 64 D 1 

/ 6 4 
3 3 > c o m m e le Q es t d o n c a u g m e n t é d a n s le r a p p o r t de 1 à y / 

m o n t r e l ' é q u a t i o n (4), c 'es t -à-dire dans le r a p p o r t de 1 à 1,39. 

Au c o n t r a i r e , si le d i a m è t r e avait é t é d o u b l é s u r la longueur 

e n t i è r e , l ' in tégra le eû t é t é r é d u i t e à ^ de sa va l eu r première, 

e t la d é p e n s e m u l t i p l i é e pa r y/ÏÏâ ou pa r 5 ,66 . 

Cas particulier : le diamètre varie uniformément avec la 

longueur. — Si n o u s a p p e l o n s D, e t D 0 l e s d i a m è t r e s qui répon

d e n t à 5 = L et s = o, n o u s a u r o n s par h y p o t h è s e 

D ^ D . + ï 3 ^ ^ * e t d s = n

 L „ dV. 

P a r s u i t e l ' é q u a t i o n (4) d e v i e n d r a 

6 4 6 , Q ' L fD'd\)_i6bl L Q : / 1 i_ 

I P — L"2 

L e t e r m e —1 ? q u e n o u s a v o n s n é g l i g é , aura i t pour valeur 
2g-

T 6 Q< 1 

s o n r a p p o r t a b s o l u a v e c c e l u i q u e n o u s a v o n s conservé serait 

D, — T)„ . . i oo (D , —!)„) 
par c o n s é q u e n t — - . — j — j soi t au m a x i m u m j 1 puis-

2 01 g LA Xj 

q u e 6, es t s u p é r i e u r à 0,000507 (n° 50) . Ce r appor t sera effec

t i v e m e n t pe t i t p o u r p e u q u e L soi t g r and , ce qu i justifie la 

s u p p r e s s i o n de la q u a n t i t é 
u ; - i ; ; 
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d" 4(d,-d„)Vd: d; 
d'où résulte 

w=:/\ 4d;»: 
V (d„ + d1)("d; -t-B; Pour arriver à u n e e x p r e s s i o n p l u s s i m p l e , s o i e n t D" la 

moyenne a r i t h m é t i q u e ( D 0 4 - D, ) e t x l e r a p p o r t ; on 

a u r a 

D, = D"( i + a ) , D J = = D " ( i - a ) , 

valeurs qui s u b s t i t u é e s dans D ' c o n d u i s e n t à 

/ ( l - a ' ) 1 

D' = D" \ ^ = D" a - — . 

D' 
Comme on le vo i t , le r a p p o r t — ) t o u j o u r s p l u s pe t i t q u e 

l'unité, varie avec a ; l e t ab l eau c i - d e s s o u s d o n n e u n e i d é e de 

la corrélation m u t u e l l e d e ces d e u x r a p p o r t s . De p l u s il fait 

D" ' 
connaître g r p n o m b r e égal à ce lu i par l e q u e l on devra i t m u l -

L'équation (5) p e r m e t de c a l c u l e r s a n s p e i n e / en fonc t ion 

de Q ou inve r semen t , p o u r u n e c o n d u i t e d o n t l es d i m e n s i o n s 

sont connues. El le p r e n d u n e f o r m e p l u s é l é g a n t e q u a n d o n y 

introduit les charges j o , yt qu i r é p o n d r a i e n t au m ê m e d é b i t Q 

si le diamètre p rena i t s u c c e s s i v e m e n t les v a l e u r s c o n s t a n t e s D„, 

Di : on a en effet, d ' ap rès la f o r m u l e ( 3 ) , 

_6SrblQ'L _ 646, Q 2 L 

et par suite 
_ Do Jo — P . y r ~ 4(D,-D.) ' 

On peut se d e m a n d e r q u e l es t le d i a m è t r e D ' q u i , d e m e u 

rant invariable dans t o u t e la l o n g u e u r d u t u y a u , j o u i r a i t de la 

propriété de d o n n e r l e m ê m e déb i t s o u s la m ê m e c h a r g e , c ' e s t -

/
ds 
jĵ - Ce d i a m è t r e devrai l 

satisfaire à l ' équa t ion 

1 1 / 1 1 
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D"" D' D " 
i r W' 1 i r W' 

0 , 00 I ,0000 1 ,000 o , 5 o 0 7 5 9 7 
o j o5 0 , 9 9 7 s 1 , o i 3 0,60 0 658o 8 ,11 
0, 10 0,9900 1 , o5 r 0,70 0 5388 
0 , 20 0,9603 1,22^ 0,80 0 ,(000 
o , 3 o o , 9 u 5 1,5go o , g o 0 î35a , 3 8 9 

0 ,k° 0 , 8 4 4 4 2,33o 1,00 0 0000 CC 

Il y au ra i t d o n c u n e e r r e u r parfois cons idé rab le dans h 

s u b s t i t u t i o n ( q u ' o n p o u r r a i t , à priori, c ro i r e approximative) 

d e la cha rge y" à y; l e u r r a p p o r t , q u a n d a n ' e s t pas très 

pe t i t , s ' éca r t e r a p i d e m e n t d e 1; p o u r a. = o ,5o, o u , ce qui 

r e v i e n t au m ê m e , p o u r D „ = ~ D , , il e s t déjà p r e s q u e égal a !\. 

E n t e r m i n a n t , n o u s r e m a r q u e r o n s q u e si le diamètre aug

m e n t e avec s, c ' e s t - à - d i r e en s u i v a n t le m o u v e m e n t île l'eau, 

il c o n v i e n t q u e l ' a u g m e n t a t i o n soi t l e n t e ; u n évasement trop 

r ap ide p o u r r a i t e m p ê c h e r les filets l i qu ides de s u i v r e les pa

ro i s , c e q u i e n t r a î n e r a i t des r e m o u s le l ong de ces parois et 

des p e r t e s de cha rge p l u s ou m o i n s s e n s i b l e s . 

6 0 . Conduite à diamètre constant, débitant uniformément 

de l'eau sur sa route. — R e p r e n o n s la re la t ion ci-dessus 

é tab l i e 

D es t s u p p o s é c o n s t a n t , m a i s U es t va r i ab le avec s, en vertu 

de la re la t ion Q ^ ^ T T D ' U , d a n s l a q u e l l e Q est u n e fonction 

d o n n é e de s. Ici n o u s s u p p o s o n s Q déc ro i s san t uniformément; 

en d ' a u t r e s t e r m e s , n o u s p o s o n s 

Q = Q„ — ks, 

t ip l i e r la cha rge y" c o r r e s p o n d a n t e au d i a m è t r e constant D" 

p o u r avoi r cel le q u i est r é e l l e m e n t c o n s o m m é e dans la con

d u i t e à d i a m è t r e u n i f o r m é m e n t va r i ab le . 
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Qo et h étant des c o n s t a n t e s . A p p e l o n s e n c o r e P le v o l u m e 

total débité en r o u t e , p e n d a n t l ' u n i t é do, t e m p s , par les orifices 

percés sur la c o n d u i t e , et Q[ le v o l u m e d é b i t é s i m u l t a n é m e n t 

par la section e x t r ê m e , n o u s a u r o n s 

Q, = Q . - A - L , 

Q„ = P + Q „ 

et, en éliminant Q„ et h e n t r e les t ro i s d e r n i è r e s é q u a t i o n s , 

P s 
Q = p + Q , _ l

L

S . 

Maintenant il est facile de ca lcu le r l ' intégraleJ ^ • On 

v remplace U par et ds par — ^ Q , ce qu i d o n n e , D é tan t 

Tri)2 P 
une constante, 

• F -t- Q, 

soit, tout calcul e f fec tué , 

y 
On tirerait de la u n e q u e l c o n q u e d e s q u a n t i t é s D, Q,, P , si 

les autres étaient c o n n u e s . 

On peut se d e m a n d e r q u e l l e es t , en fonct ion de Q, et de P , 

la dépense Q' qu i cou le ra i t dans le m ê m e t u y a u , s o u s la m ê m e 

charge, le service en r o u l e P é t an t s u p p r i m é . Q' sera i t é v i 

demment d o n n é e par l ' é q u a t i o n 

Q " = Q ; + PQ, + 3 P 2 ; 

on en déduit sans p e i n e 

Q ' > Q , + ^ P e t Q ' < Q 1 + P y / l . 

Or \J^ = 0,577 > c e s d e u x l i m i t e s s o n t d o n c assez r a p p r o c h é e s , 
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et l 'on p r e n d r a , s ans g r a n d e e r r e u r , 

Q' = Q , 4 - o , 5 5 P , 

c o m m e l'a i n d i q u é M. D u p u i t (*). 

Si l ' on voula i t c o m p a r e r le v o l u m e Q, q u ' u n e m ê m e conduite 

c y l i n d r i q u e p e u t p o r t e r à son e x t r é m i t é , s o u s u n e charge d o n 

n é e e t sans a u c u n s e r v i c e e n r o u t e , avec le v o l u m e P qu'elle 

déb i t e r a i t u n i f o r m é m e n t en r o u t e , s o u s la m ê m e charge, le 

déb i t e x t r ê m e Q, é t an t s u p p o s é n u l dans le second cas, on 

devra i t p o s e r 

646 , L _ 6 4 6 , L i 
T ~ T:<I> y ' ~~ jr"D' "3 ' 

d 'où r é s u l t e 

Q. = P y / ï = o > 5 7 7 P . 

Enf in , si l 'on vou la i t c o n n a î t r e les c h a r g e s j , j ' qui rendraient 

( * ) La quant i t é ^ Q j - H PQ, -f- ^ P 1 se m e t t a n t sous la forme 

on pourrai t la changer a p p r o x i m a t i v e m e n t en f o n c t i o n l inéaire de Q, et de P. 

au m o y e n de l ' ingénieuse m é t h o d e i n d i q u é e par l e général Poncelet, dans sor. 

Cours l i thographie de l 'École de Metz. On serait ainsi c o n d u i t à l'expression 

Q' = 0,9827 g, -t- o , 5 6 - 3 P , 

et l 'erreur re lat ive poss ib le ne dépasserai t guère -—• Mais les coefficients o^r, 

et 0,56^3 o n t l ' i n c o n v é n i e n t d'être p lus c o m p l i q u é s que ceux de M. Dupuit. La 

l imi te de l 'erreur relat ive poss ib le avec ceux-c i es t à peu près de •—; elle répord 

à Q L — o. Cette l i m i t e s 'abaisserait p r e s q u e à — si l 'on prenait l'expression 

Q' = ( ^ - f - o ^ J P , 

et à —- e n v i r o n , en adoptant la va leur p l u s s i m p l e 
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ces quantités Q, e t P éga l e s e n t r e e l l e s , on aura i t 

64M. , 6 4 M . 

c'est-à-dire que la c h a r g e do i t ê t r e t r i p l é e q u a n d , au l i eu de 

dépenser c o m p l è t e m e n t en r o u t e , d ' u n e m a n i è r e u n i f o r m e , 

un certain vo lume d ' e a u , il faut le p o r t e r i n t é g r a l e m e n t à l 'ex

trémité de la c o n d u i t e . 

Toutes ces r e m a r q u e s s o n t s u s c e p t i b l e s d ' ê t r e u t i l i s ée s dans 

les calculs qui d o i v e n t a c c o m p a g n e r u n p ro j e t d e d i s t r i b u t i o n 

d'eau. Par e x e m p l e , l e s c o n d u i t e s s o n t s o u v e n t d i s t r i b u é e s à 

un service mix te c o m p o s é d ' u n d é b i t en r o u l e e t d ' u n d é b i t 

extrême : si le d é b i t e n r o u t e es t u n i f o r m e , il s e r a facile de 

calculer y au m o y e n d e Q ' o u i n v e r s e m e n t ; p u i s , e n se d o n 

nant l'une des d e u x q u a n t i t é s P ou Q,, on ca l cu le ra i t b i e n faci

lement l 'autre par la r e l a t i o n Q' = Q, - 4 - o ,55 P o u m i e u x 

Q' = Q, 4 - y r̂ P . Si Q, e t P s o n t d o n n é e s , on en d é d u i r a i t Q ' , 

puis y ou I) par 1 é q u a t i o n y = 

On pourrait i m a g i n e r u n e g r a n d e va r i é t é de q u e s t i o n s du 

même genre : ce q u i p r é c è d e se rv i r a i t d ' e x e m p l e p o u r les 

résoudre. 

§ IV. — Des conduites complexes ou à plusieurs b ranches . 

61. Des variations de niveau piézométrique aux environs 

d'un point dembranchement.— L o r s q u ' u n e c o n d u i t e c [fig- 33) 

Fig. 33 . s ' e m b r a n c h e s u r u n e a u t r e C q u i 

_L . __. l ' a l i m e n t e , il y a u n e va r i a t i on de 

n i v e a u p i é z o m é t r i q u e e n t r e les s e c 

t i o n s AB et ab, t a n t à c a u s e du chan

g e m e n t d e v i t e s s e q u e d e la p e r t e 

d e cha rge qu i a l i eu dans l ' i n t e r v a l l e . 

Ce t t e p e r l e es t p r i n c i p a l e m e n t d u e 

à ce que la ve ine l i q u i d e e n t r a n t dans la dé r iva t i on s e c o n t r a c t e 

d'abord et n ' o c c u p e p a s t o u t e la s ec t i on du t u y a u c : il se 

passe là un p h é n o m è n e a n a l o g u e à ce lu i des a ju tages cy l i n 

driques. La t h é o r i e n e p e u t e n c o r e d é t e r m i n e r la p e r t e d o n t il 
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s'agit ; q u e l q u e s e x p é r i e n c e s e x é c u t é e s par Gen ieys , de conceri 

avec M. Bé lange r , s e m b l e n t i n d i q u e r q u ' e l l e sera i t double de la 

h a u t e u r d u e à la v i tesse en ab ; ma i s ces e x p é r i e n c e s sont trop 

p e u é t e n d u e s p o u r q u ' o n p u i s s e c o m p t e r d ' u n e manière géné

ra le s u r l ' exac t i t ude de c e t t e é v a l u a t i o n , appl icable d'ailleurs 

au seu l cas d ' u n e m b r a n c h e m e n t à ang l e d ro i t . Ainsi donc, en 

appe l an t 

u la v i t e s s e en ab ; 

U la v i t e s se en AB ; 

h l ' a b a i s s e m e n t du n i v e a u p i é z o m é t r i q u e dans le passage 

d e AB à ab; 

ç la cha rge p e r d u e dans le m ê m e in t e rva l l e , 

n o u s s o m m e s c o n d u i t à p o s e r 

y U' 
C = 2 , 

2S 
et par s u i t e le t h é o r è m e de B e r n o u l l i n o u s d o n n e 

~ 1 g 2g 2.g— 1g 1g 

Dans le passage de AB à A' B ' , s u r la c o n d u i t e principale, sï 

n 'y avait a u c u n e p e r t e de c h a r g e , le n iveau piézométr ique de

vrai t se r e l e v e r d ' u n e q u a n t i t é éga le à la d i m i n u t i o n de la hau

t e u r d u e à la v i t e s s e ; la v i t e s se est en effet m o i n d r e en A'B', 

p u i s q u e , la s ec t i on r e s t a n t la m ê m e , la d é p e n s e a diminué de 

t o u t le v o l u m e qui s ' é c o u l e par l ' e m b r a n c h e m e n t . Mais comme 

il y a t ou jou r s u n e p e r t e de c h a r g e , et q u ' i c i en particulier il 

es t difficile d ' a d m e t t r e q u e la p r é s e n c e de l ' embranchement ne 

c a u s e a u c u n t r o u b l e dans l ' é c o u l e m e n t en aval , on pourra sup

p o s e r q u e le n iveau p i é z o m é t r i q u e es t s e n s i b l e m e n t le même 

en A ' B ' q u ' e n AB : u n e e x p é r i e n c e c i t é e par d'Aubuisson est 

c o n f o r m e à c e t t e o p i n i o n . 

Au s u r p l u s , l ' éva lua t i on exac te des d i f fé rences dont il s'agit 

n'a q u ' u n e faible i m p o r t a n c e p r a t i q u e , p o u r les conduites d'une 

g r a n d e l o n g u e u r . Là c 'es t le f r o t t e m e n t dû à l 'action des parois 

qu i j o u e le rô le p r i n c i p a l , e t qu i d é t e r m i n e , p o u r ainsi dire 

s e u l , les lo is d e l ' é c o u l e m e n t , c o m m e n o u s l 'avons déjà vu 

p r é c é d e m m e n t . 
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62. Solution succincte de deux problèmes généraux que 

peuvent présenter les conduites complexes. — L e s d e u x p r o 

blèmes que nous avons en v u e s o n t l e s s u i v a n t s : 

i° Etant donné u n s y s t è m e de c o n d u i t e s , a v e c t o u t e s s e s 

dimensions, ainsi q u e les n i v e a u x de l ' eau d a n s l e s b a s s i n s , 

trouver la vitesse et la d é p e n s e d a n s c h a q u e p a r t i e d u s y s t è m e . 

2° Etant d o n n é e s les m ê m e s c h o s e s q u e p r é c é d e m m e n t , 

sauf les d iamètres d e s d i f fé ren tes p o r t i o n s , on d e m a n d e de 

déterminer ces d i a m è t r e s , d e m a n i è r e à ce qu 'à c h a c u n d ' e u x 

réponde une d é p e n s e d o n n é e . 

Pour résoudre la p r e m i è r e q u e s t i o n , n o u s n é g l i g e r o n s d 'a 

bord les pertes de cha rges s e c o n d a i r e s e t g é n é r a l e m e n t t o u t e s 

les charges non c o n s o m m é e s par l e f r o t t e m e n t des c o n d u i t e s . 

Alors le niveau p i é z o m é t r i q u e sera le m ê m e , en c h a q u e p o i n t 

d'embranchement, dans t o u s les t u y a u x q u i s'y r é u n i s s e n t 

(n° 61). S'il y a m p o i n t s d ' e m b r a n c h e m e n t , on aura i t a ins i à 

considérer m n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s ; o n p r e n d r a p o u r i n 

connues auxi l ia i res l e s m co t e s d e n i v e l l e m e n t qu i dé f in i ra i en t 

leurs positions r e l a t i v e m e n t à un m ê m e plan h o r i z o n t a l . S u p 

posons en ou t re qu ' i l y ait n t u y a u x à d i a m è t r e c o n s t a n t ou 

variable, avec ou sans s e r v i c e en r o u t e , la d é p e n s e en r o u t e 

étant connue p o u r c h a c u n d ' e u x , s'il y en a u n e ; c e s n t u y a u x 

vont d'un e m b r a n c h e m e n t à un a u t r e , d 'un e m b r a n c h e m e n t à 

un bassin, ou r é c i p r o q u e m e n t . Au m o y e n des m co tes p r i s e s 

pour inconnues aux i l i a i r e s , et des co t e s déf in issant le n i v e a u 

des bassins, on e x p r i m e r a la cha rge to ta le e n t r e les e x t r é m i t é s 

de chacun des n t u y a u x : on p o u r r a d o n c p o s e r u n e é q u a t i o n 

entre cette charge , la d é p e n s e i n c o n n u e du t u y a u c o r r e s p o n 

dant et ses d i m e n s i o n s d o n n é e s . Ce l te é q u a t i o n sera l ' é q u a 

tion ( 3) du n" 39, l ' i n t ég ra t ion é t an t c o n v e n a b l e m e n t ef fec tuée 

suivant le cas où l 'on se t r o u v e r a , c o m m e on l'a vu par d e s 

exemples. Cela fera déjà au t an t d ' é q u a t i o n s q u e de t u y a u x , 

snit un nomhre n. De p l u s , en c h a q u e p o i n t d ' e m b r a n c h e m e n t 

le volume total déb i t é par l es t uyaux qu i a m è n e n t l 'eau à ce 

point doit ê t re égal au v o l u m e total d é b i t é par l e s tuyaux qu i 

l'emportent : cela fourni ra e n c o r e u n e é q u a t i o n e n t r e les i n 

connues pour c h a q u e d é r i v a t i o n , soi t en t o u t m é q u a t i o n s . 

Nous avons d o n c finalement m - f - n é q u a t i o n s e n t r e u n pare i l 

II. 2 e Ë D I T . 12 
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n o m b r e d ' i n c o n n u e s . Le p r o b l è m e est d o n c déterminé; la 

r é s o l u t i o n d e s é q u a t i o n s fera c o n n a î t r e l e s déb i t s inconnus et 

l es n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s c h e r c h é s s u b s i d i a i r e m e n t . 

Dans ce qu i p r é c è d e , n o u s a v o n s r a i s o n n é c o m m e si le sens 

de l ' é c o u l e m e n t étai t c o n n u d a n s c h a q u e t u y a u ; dans le cas 

c o n t r a i r e on p r o c é d e r a i t par t â t o n n e m e n t . L e s résultats mon

t r e r a i e n t si l 'on est par t i d ' h y p o t h è s e s e x a c t e s ; car l'écoule

m e n t doi t t o u j o u r s avoi r l i eu dans le s e n s de l 'abaissement du 

n i v e a u p i é z o m é t r i q u e , p u i s q u ' u n e c e r t a i n e charge est néces

sa i r e p o u r v a i n c r e la r é s i s t a n c e o p p o s é e par le frottement, 

A p r è s avo i r t r o u v é la s o l u t i o n en n é g l i g e a n t les pertes de 

c h a r g e e t c h a r g e s s e c o n d a i r e s , on p o u r r a généra lement s'en 

c o n t e n t e r en p r a t i q u e ; c e p e n d a n t on p o u r r a i t aussi faire une 

c o r r e c t i o n , e n é v a l u a n t de n o u v e a u , d ' ap rè s les résul ta ts mêmes 

du p r e m i e r e s sa i , c o m m e il a é t é di t à la lin du n* 57, les 

c h a r g e s r é e l l e m e n t c o n s o m m é e s par le f r o t t e m e n t des tuyaux, 

E x a m i n o n s m a i n t e n a n t le s e c o n d p r o b l è m e général . Les s 

p r e m i è r e s é q u a t i o n s p o s é e s t o u t à l ' h e u r e dans le problème 

p r é c é d e n t s u b s i s t e n t e n c o r e ; ma i s l e s m d e r n i è r e s ne conte

n a n t q u e l e s d é p e n s e s se c h a n g e n t e n a u t a n t d'équations de 

c o n d i t i o n , a u x q u e l l e s d o i v e n t sat isfaire l e s données , et dans 

l e s q u e l l e s n ' e n t r e n t pas les i n c o n n u e s . On n 'a donc plus que H 

é q u a t i o n s e n t r e les d i a m è t r e s i n c o n n u s , q u i son t au moins er. 

n o m b r e égal , p u i s q u ' i l y a n t u y a u x , e t l e s m inconnues auxi

l i a i r e s . Pa r c o n s é q u e n t l e p r o b l è m e es t i n d é t e r m i n é . Et en 

effet, il es t clair q u ' o n p o u r r a i t se d o n n e r a rb i t ra i rement , entre 

c e r t a i n e s l i m i t e s , l es m n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s aux points 

d ' e m b r a n c h e m e n t , p u i s d é t e r m i n e r en c o n s é q u e n c e le dia

m è t r e d e c h a q u e tuyau , d ' a p r è s sa c h a r g e to ta le et son débit, 

Mais t o u t e s l e s s o l u t i o n s a in s i o b t e n u e s n e se ron t pas iden

t i q u e s au p o i n t d e v u e des frais d ' é t a b l i s s e m e n t du système de 

c o n d u i t e s , e t l ' i n d é t e r m i n a t i o n c e s s e , c o m m e on va le voir, 

q u a n d on s ' i m p o s e la c o n d i t i o n du m i n i m u m de dépense en 

a r g e n t . 

6 3 . Introduction, dans le second problème, de la condition 

du minimum de dépense en argent. — U n e q u e s t i o n préalable 

à r é s o u d r e , c 'es t de savoi r c o m m e n t va r i e le prix d'un mètre 
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courant de tuyau en fonc t ion d e s o n d i a m è t r e . Or , si l 'on c o n 

sulte les analyses d e p r i x d r e s s é e s p o u r l ' é t a b l i s s e m e n t o u 

l'entretien de d i s t r i b u t i o n s d ' e a u d a n s d i v e r s e s l oca l i t é s , on 

reconnaît que le p r i x e n q u e s t i o n s ' é ca r t e p e u d ' ê t r e p r o p o r 

tionnel au d i a m è t r e . C 'es t a ins i q u ' à Pa r i s le p r i x d ' é t a b l i s s e 

ment d'un m è t r e c o u r a n t de t u y a u e n fon te , a v e c u n d i a m è t r e D, 

tous frais de p o s e c o m p r i s , e s t à p e u p r è s 100D, le p r ix é t a n t 

exprimé en francs e t D e n m è t r e s . Il en r é s u l t e q u e la d é p e n s e 

pour un tuyau de l o n g u e u r L sera p r o p o r t i o n n e l l e au p r o d u i t 

LD, et par su i t e , p o u r l ' e n s e m b l e d e s t u y a u x , à la q u a n t i t é 

2LD, 2 dés ignant u n e s o m m e é t e n d u e à t o u t e s les p a r t i e s d u 

système. 

Cela posé, c o n s i d é r o n s u n d e s p o i n t s d ' e m b r a n c h e m e n t . E n 

ce point À [fig. 34) s e r é u n i s s e n t d e s t u y a u x e n n o m b r e q u e l 

c o n q u e , l es u n s t e l s q u e A B , A C , . . . , 

a m e n a n t l ' eau en A, l e s a u t r e s tels 

q u e A H , A K , . . . , l ' e m p o r t a n t au d e 

là : p r o v i s o i r e m e n t n o u s a d m e t t r o n s 

q u ' i l s s o n t t o u s à d i a m è t r e et à d é b i t 

c o n s t a n t s . L e s c o t e s b, c,..., h, h,..., 

d e s n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s en B , 

C , . . . , H , K , . . . a u - d e s s o u s d ' u n m ê m e 

plan horizontal, é t an t s u p p o s é e s fixes e t i n v a r i a b l e s , l e p r ix to ta l 

du système AB, A C , . . . , A H , A K , . . . s e ra e n c o r e va r i ab le en 

fonction de la co t e y d u n i v e a u p i é z o m é t r i q u e e n A. On p e u t 

donc se p ropose r de d é t e r m i n e r c e n i v e a u de m a n i è r e à r e n d r e 

un minimum le p r i x to ta l d e s t u y a u x d o n t A es t le p o i n t de 

réunion, avec la c o n d i t i o n q u e c h a q u e tuyau d é b i t e t o u j o u r s 

le même v o l u m e . 

Soient 

D, D ' , . . . , les d i a m è t r e s des t u y a u x AB, A C , . . . ; 

Q, Q \ • • •, les d é p e n s e s , L , L ' , . . . , l es l o n g u e u r s c o r r e s p o n 

dantes ; 

d, d', • • •, q, q',. . ., l, V,. . ., l e s q u a n t i t é s a n a l o g u e s p o u r 

les tuyaux A H , A K , . . . . 

Pour que l ' é c o u l e m e n t ait l i e u d a n s le s e n s q u e n o u s avons 

supposé, y doit ê t r e s u p é r i e u r à la p lu s g r a n d e d e s h a u t e u r s 
1 2 . 
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B, C , . . . , et i n fé r i eu r à la p lu s p e t i t e d e s h a u t e u r s H, ! ( , . . . ; les 

cha rges par m è t r e c o u r a n t s e r o n t 

Y — B Y — C H — Y K — Y 

et pur su i t e , d ' a p r è s l ' équa t ion , ( i 3 ) du n° 5 3 , 2 L D serait ici 

r e p r é s e n t é , sauf le fac teur c o n s t a n t ^ ; par l ' express ion 

L y ' / Q ' L l L' t ' / Q " L ' 
V R — B V Y — C R -

T~ < / n''l' 
+ - . . . = p . 

R V F — R 

Si, au l ieu de l ' é q u a t i o n a p p r o x i m a t i v e ( i 3 ) n o u s avions em

p l o y é l ' é q u a t i o n (i4), qu i est d u m ê m e g e n r e , nous aurions 

o b t e n u la m ê m e e x p r e s s i o n affectée d ' u n coefficient un peu 

différent e t a u g m e n t é e d ' u n e c o n s t a n t e : ce sera i t donc toujours 

la q u a n t i t é P qu ' i l s 'agira i t de r e n d r e m i n i m u m , en disposant 

c o n v e n a b l e m e n t d e Y . On vo i t q u e P d e v i e n d r a i t infini pour j 

égal à c h a c u n e d e s va l eu r s B, C , . . ., H, K , . . . , e t par suite, pour 

c h a c u n e de ses d e u x l i m i t e s e x t r ê m e s ; il ex i s t e donc bien réel

l e m e n t u n m i n i m u m dans l ' i n te rva l l e d e ces l im i t e s . Pour l'oli-

. D V 

t en i r , il faut éga le r a z é r o la d é r i v é e -^Y> ce qu i donne 

( _ L : Q : ( R - 6 ) ~ : - L " Q ' V - c ) " * + . . . 
f 0 < 

( -4- /" Q B ( H — Y ) ' - + - L ' S Q ' ' ' ( K — Y ) 5 + . . . = o. 

Les cha rges par m è t r e c o u r a n t 

Y — B R — c H — Y H — F 

L ' " T 7 ~ " " ' T - ' - i r - ' " - ' 
son t r e s p e c t i v e m e n t p r o p o r t i o n n e l l e s (n° 59) à 

Q; r S I I L 

s u b s t i t u a n t ces d e r n i è r e s q u a n t i t é s à la p lace de leurs homo

l o g u e s dans l ' éq ua t i on ( i ) , on fait p r e n d r e à ce l le-c i la forme 
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plus simple 

[ibis) 
D" _ IT 6 

0 s Q " 
-f-

g1 g 
12 • • • =Z o. 

Quelle que so i t cel le d e s d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s d o n t on 

veuille faire u s a g e , il n 'y e n t r e r a , i m p l i c i t e m e n t ou e x p l i c i t e 

ment, que la s e u l e i n c o n n u e y; on la d é t e r m i n e r a i t d o n c au 

moyen de t â t o n n e m e n t s a i sés à c o n c e v o i r . 

Le calcul qu i p r é c è d e a é t é fait dans l ' h y p o t h è s e où c h a q u e 

tuyau serait é tabl i avec le m ê m e d i a m è t r e su r t o u t e sa l o n 

gueur : on p e u t d é m o n t r e r q u e c e t t e d i s p o s i t i o n es t la p lus 

économique, dans le cas d ' un n i v e a u p i é z o m é t r i q u e d é t e r m i n é 

aux deux e x t r é m i t é s , p o u r d é b i t e r u n v o l u m e d ' e a u é g a l e m e n t 

fixé d 'avance. S u p p r i m o n s en effet, dans la Jig. 34 , p . 179, les 

tuyaux AG et AK, e t c o n s i d é r o n s BAH c o m m e u n seu l tuyau 

formé de d e u x pa r t i e s BA, HA, a u x q u e l l e s on se r é s e r v e la 

faculté de d o n n e r des d i a m è t r e s d i f férents , si l 'on y t r o u v e 

de l ' économie . On p e u t a lo r s a p p l i q u e r l ' é q u a t i o n (1 bis) en 

y supprimant t o u s les t e r m e s qu i n e c o n t i e n n e n t pas I) ou d, 

et faisant Q = q : o n t r o u v e a ins i 

Ce r a i sonnemen t s ' a p p l i q u a n t à d e u x é l é m e n t s consécu t i f s 

quelconques d 'un t u y a u , tant q u e son déb i t n ' e s t pas a l t é ré par 

quelque d é r i v a t i o n , il s ' e n s u i t q u e le d i a m è t r e ne do i t pas 

changer dans le m ê m e i n t e r v a l l e . 

Il pourrai t e n c o r e se faire q u ' u n ou p l u s i e u r s des t u y a u x 

AB, A C , . . . , AH, A K , . . . e u s s e n t à fou rn i r tin s e rv i ce en r o u t e ; 

mais on sera j o u j o u r s l i b r e d e m a i n t e n i r la c o n d i t i o n c o n t r a i r e , 

admise dans l ' ana lyse c i - d e s s u s , car il suffira p o u r cela de, con

sidérer chaque p r i s e d 'eau c o m m e u n po in t d ' e m b r a n c h e m e n t . 

Si, de p lus , le déb i t d ' u n e d e ces p r i s e s d ' e au doi t s ' é c o u l e r 

par un tuyau d e l o n g u e u r n é g l i g e a b l e ou de d i a m è t r e fixé à 

l'avance, il es t clair q u ' o n devra s u p p r i m e r le t e r m e qu i lui 

correspond d a n s l ' é q u a t i o n (1) ou (1 bis), p a r ce q u e ce tuyau 

n'introduirait a u c u n t e r m e var iable dans l ' e x p r e s s i o n du pr ix 

total. 

- d' 

Q 2 
— o, soi t D = d. 
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M a i n t e n a n t , c o m m e n t p r o c è d e r a - t - o n dans la recherche du 

m i n i m u m d e frais d ' é t a b l i s s e m e n t d ' u n s y s t è m e complexe, en 

s u p p o s a n t qu ' i l y ait m p o i n t s d ' e m b r a n c h e m e n t analogues 

à À ? So i en t y, y,, y2, •. ., ym-¡ l e s c o t e s d e s n i v e a u x piézomé-

t r i q u e s p o u r c e s d i v e r s p o i n t s ; ce s o n t l e s quan t i t é s dont il 

faut d i s p o s e r le m i e u x p o s s i b l e p o u r r é d u i r e le prix total. Or, 

q u a n d u n e fonc t ion d é p e n d de m v a r i a b l e s , on sai t que pour la 

r e n d r e m i n i m u m il faut r e m p l i r l e s m é q u a t i o n s de condition 

q u e l ' on o b t i e n d r a i t s u c c e s s i v e m e n t , si l 'on chercha i t le mini

m u m dans l ' h y p o t h è s e o ù u n e s e u l e d e s var iab les pourrait 

c h a n g e r , t o u t e s les a u t r e s é t a n t t r a n s f o r m é e s en paramètres 

c o n s t a n t s . On c o n s i d é r e r a d o n c d ' a b o r d la co te y relative à 

u n d e s p o i n t s d ' e m b r a n c h e m e n t c o m m e s e u l e variable, et 

y¡, y-i,. - - , J m - i c o m m e des c o n s t a n t e s ; la cond i t i on de mini

m u m sera a lo r s l ' é q u a t i o n (1) c i -de s sus , sauf les nota t ions ; puis 

e n p r o c é d a n t d e m ê m e p o u r y,, o n a u r a i t u n e au t r e équation 

a n a l o g u e , e t a ins i d e s u i t e p o u r les m p o i n t s . Comme le pro

b l è m e , a ins i q u ' o n l'a v u p l u s h a u t , n e p r é s e n t a i t q u e m indé

t e r m i n é e s , il e n r é s u l t e q u e t o u t e i n d é t e r m i n a t i o n a disparu, 

p u i s q u e la c o n d i t i o n du m i n i m u m d e frais d'établissement 

n o u s a fourn i m é q u a t i o n s n o u v e l l e s . 

A p r è s ces g é n é r a l i t é s s o m m a i r e s s u r l es condui tes com

p l e x e s , n o u s a l l o n s e x a m i n e r avec u n p e u p l u s de détails di

ve r s cas p a r t i c u l i e r s . 

6 4 . Conduite complexe faisant communiquer deux bassins. 

— N o u s s u p p o s e r o n s d e u x b a s s i n s A, B (fig. 3 5 ) , dont les sur

faces l i b r e s , t o u t e s d e u x s o u m i s e s à la p r e s s i o n atmosphérique. 

s e u l e FG, laquelle 

se s u b d i v i s e à son t o u r en d e u x a u t r e s GII , GI . Ces deux der

n i è r e s v e r s e n t l ' eau dans le bass in B . On s u p p o s e les conduites 

Fig. 35. s o n t séparées par 

u n e distance ver

t ica le constante/i, 

De A partent deux 

condu i t e s CF,EF, 

qu i se réunissent 

au poin t F en une 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T U Y A U X D E C O N D U I T E . 183 

à débit cons tan t ; de p l u s on d o n n e t o u t e s les d i m e n s i o n s du 

système, ainsi q u e la h a u t e u r h. On d e m a n d e le v o l u m e d 'eau 

qui passera du bass in A à l ' a u t r e d a n s l ' u n i t é de t e m p s . 

Soient 

y et y, les h a u t e u r s d e s n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s e n F e t G, 

au-dessous d e la sur face l i b r e d a n s A, les c o l o n n e s p i é 

zomét r iques é tan t o u v e r t e s d a n s l ' a t m o s p h è r e ; 

D, D i , Dj, D 3 , D 4 l es d i a m è t r e s s u p p o s é s d ' a b o r d c o n s t a n t s 

des tuyaux CF, E F , FG , G H , G I ; 

L, L,, L,, L 3 , L, l e s l o n g u e u r s de c e s m ê m e s t u y a u x ; 

U, U , , . . . , Q, Q , , . . . l e s v i t e s s e s e t l es d é b i t s c o r r e s p o n 

dants. 

Il s'agit de c o n n a î t r e Q , Q , , Q Î , Q 3 , Q I , c o n n a i s s a n t h a ins i 

que toutes les l o n g u e u r s e t t o u s l e s d i a m è t r e s . 

On pourrai t d ' a b o r d p r o c é d e r pa r t â t o n n e m e n t . U n e h y p o 

thèse étant faite su r la v a l e u r de y, o n c o n n a î t r a i t les c h a r g e s 

J et Ji par m è t r e c o u r a n t , d a n s l e s t u y a u x CF, E F , savoi r 

j _ T e t J — — • J _ l e t J , - L I , 

on en dédu i ra i t Q et Q, en ca l cu l an t d ' a b o r d U et U, par 

l'une des fo rmules ( 7 ) ou (8 ) du n° 5 2 ; p u i s Q 2 par l ' éga l i té 

Q : = Q -+- Q,. C o n n a i s s a n t Q 2 , on p o s e r a i t l es é q u a t i o n s 

4 

y D : ^ p ^ = 6 ,U? , 4 E , 

dont la p r e m i è r e p e r m e t t r a i t d e ca l cu l e r U 2 e t la s e c o n d e yt. 

Ensuite on ca l cu le ra i t 

h 
T i 

et au moyen d e s f o r m u l e s c i t é e s du 11° 52 o n o b t i e n d r a i t Q 3 

et Q,. Ces deux v a l e u r s d e v r a i e n t vér i f ier l ' égal i té Q 2 = Q 3 - I - Q 4 ; 

si elles ne la vér i f ia ien t p a s , on e s saye ra i t u n e a u t r e va l eu r dey. 

11 y a un p r o c é d é p l u s d i r e c t e t p l u s c o m m o d e , l o r s q u e les 
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var ia t ions du coeff ic ient 6 , s o n t n é g l i g e a b l e s , ce qu'on peut 

a d m e t t r e p o u r les t u y a u x u s i t é s d a n s l e s g r a n d e s conduites 

(n° 50 ) . On aura i t a l o r s , d ' ap rè s la f o r m u l e ( 4 ) du n" 59, 

_ 6 4 6 , 0 ; L _ 6 4 6 , 0 ? i ^ . 

par s u i t e , en p o s a n t — = = p , l e s d é b i t s Q et Oi seraient 
8 v ' 6 , 

/1», r 

d 'où n o u s t i r o n s 

( « ) Q j = Q + Q' = ( 3 ^ ( y / - ^ + y/L'-| 
P a r e i l l e m e n t la c o n s i d é r a t i o n des t u y a u x GA et GI conduirai! 

à l ' é q u a t i o n 

( 2 ) Q ^ Q . + Q ^ p ^ - ^ y / ^ - H y / Ç i ) . 

M a i n t e n a n t d é s i g n o n s par 1 / et D ' , L" e t D" d e u x couples d'in

d é t e r m i n é e s t e l l e m e n t c h o i s i e s q u ' o n ait 

. / ï r 1 , /ïïT , /ïïy 

on p o u r r a p r e n d r e a r b i t r a i r e m e n t D' et D", par exemple, et 

ca l cu l e r 1 / et 1 / au m o y e n d e c e s r e l a t i o n s . Cela posé, les 

é q u a t i o n s ( i ) et ( 2 ) d e v i e n n e n t 

0, = ? v / !^ , o, P v / Ç 
ou b i e n , s o u s u n e a u t r e f o rme , 

6 4 6 , 0 ; ! , ' 

6 4 6 , q ; l " 

( 3 ) r = -

7 T 1 D" 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T U Y A U X "DE C O N D U I T E . 185 

Or, puisque le tuyau FG doi t d é b i t e r le v o l u m e Qi s o u s la 

charge totale j , — y , on a auss i 

64 0? L= 
(5) y — y 

Par suite, l ' addi t ion m e m b r e à m e m b r e des é q u a t i o n s (3 ) , ( 4 ) 

et (5) donne 

ou plus s i m p l e m e n t 

( 7 , A = ^ 0 Ï - ' , 

si l'on assujett i t les d e u x n o u v e l l e s i n d é t e r m i n é e s l et d à v é 

rifier l 'égalité 

t / 6 — D s + d ; + 

qui laissera e n c o r e l e c h o i x a rb i t r a i r e d e / ou de d. L ' é q u a -

lion (6) r é sou t la q u e s t i o n , car Q, y es t la s e u l e i n c o n n u e . 

Dans tout ce qu i p r é c è d e , l ' emplo i des i n d é t e r m i n é e s L' , D', 

L", D", /, d n e s e m b l e avoi r p o u r b u t q u e de s impl i f i e r l ' é c r i 

ture des é q u a t i o n s ; m a i s on p e u t auss i l e u r a t t r i b u e r un a u t r e 

sens assez r e m a r q u a b l e , c o m m e l'a fait M. D u p u i t , a u t e u r de 

la méthode q u e n o u s e x p o s o n s ic i . I m a g i n o n s q u e les t u y a u x 

CF et EF so ien t r e m p l a c é s pa r u n tuyau u n i q u e d e d i a m è t r e D' 

et de l ongueur L ' ; q u e GH et GI d e v i e n n e n t d e m ô m e un s e u l 

luyau dont D" et L" s e r a i e n t le d i a m è t r e e t la l o n g u e u r ; enfin 

que la condu i t e s i m p l e ayant l es d i a m è t r e s success i f s I ) ' , D,, D", 

respectivement su r les l o n g u e u r s L ' , L,, L" , se t r a n s f o r m e en 

un tuyau c y l i n d r i q u e de l o n g u e u r l et de d i a m è t r e c o n s t a n t d. 

Par toutes ces t r a n s f o r m a t i o n s o n n ' a u r a i t r i en changé au d é 

bit Q 2 ni aux c o t e s y et j , , car les é q u a t i o n s (i ), ( 2 J et ( 6 ) , 

qui font c o n n a î t r e l e u r s v a l e u r s , r e s t e r a i e n t en déf ini t ive les 

mêmes, eu égard aux é q u a t i o n s de c o n d i ü o n e n t r e les i n d é 

terminées . 

Ainsi donc l 'art if ice de ca lcu l e m p l o y é r e v i e n t à fus ionner 

plusieurs tuyaux en u n s e u l , de d e u x m a n i è r e s d i f fé ren tes , 

savoir : 
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i ° Q u a n d il s 'agi t d e p l u s i e u r s t u y a u x ayan t t o u s u n e même 

charge t o t a l e , on p e u t d é b i t e r le m ê m e v o l u m e total sous cette 

m ê m e c h a r g e , e n p r e n a n t u n t u y a u u n i q u e te l , q u e la racine 

ca r rée du q u o t i e n t o b t e n u q u a n d on d iv i se la c i n q u i è m e puis

sance de son d i a m è t r e par sa l o n g u e u r , so i t la s o m m e des 

q u a n t i t é s a n a l o g u e s p o u r les t u y a u x d o n n é s ; 

2 U Q u a n d il s 'agi t d e p l u s i e u r s t u y a u x se faisant suite et 

déb i t an t u n m ê m e v o l u m e d ' e a u , on les r a m è n e à un diamètre 

cons t an t a u m o y e n d e la p r o p r i é t é é t ab l i e au n° 5 9 ; la lon

g u e u r to ta le d u t u y a u s u b s t i t u é , d iv i s ée par la c i n q u i è m e puis

sance du d i a m è t r e , do i t éga le r la s o m m e d e s quo t i en t s ana

l o g u e s p o u r l e s t u y a u x p r imi t i f s . 

U n e m a r c h e t o u t e s e m b l a b l e c o n d u i r a i t e n c o r e au résultat 

c h e r c h é , dans le cas o ù le bass in a l i m e n t a i r e À serai t subdivisé 

en p l u s i e u r s a u t r e s , p o u r v u q u e la sur face l i q u i d e exposée à 

la p r e s s i o n de l ' a t m o s p h è r e fût p o u r t o u s u n seu l et même 

plan h o r i z o n t a l . U n e r e m a r q u e i d e n t i q u e s ' a p p l i q u e au bassin 

a l i m e n t é B . 

Si l es t u y a u x CF, E F , e t c . , n ' é t a i e n t pas à d i a m è t r e constant, 

on p o u r r a i t les y r a m e n e r pa r la r è g l e d u n° 59 c i -dessus rap

p e l é e : on r e n t r e r a i t a ins i d a n s le cas q u e n o u s avons traité. 

N o u s d é m o n t r e r o n s e n c o r e q u e p o u r t r a n s p o r t e r un volume 

d 'eau d é t e r m i n é d 'un ba s s in à un a u t r e , s o u s la m ê m e charge, 

u n e c o n d u i t e u n i q u e à d i a m è t r e c o n s t a n t p r é s e n t e plus d'éco

n o m i e q u e p l u s i e u r s c o n d u i t e s d i s t i n c t e s , p o u r v u que les lon

g u e u r s de t o u t e s c e s c o n d u i t e s s o i e n t l e s m ê m e s . D'abord, on 

a déjà v u ( n° 63 ) q u e c h a q u e c o n d u i t e d i s t i n c t e doi t être à dia

m è t r e c o n s t a n t ; il suffit de m o n t r e r qu ' i l es t avantageux, au 

p o i n t de v u e de la d é p e n s e e n a r g e n t , d e f u s i o n n e r toutes ces 

c o n d u i t e s en u n e s e u l e qu i d é b i t e r a i t le m ê m e v o l u m e total. 

S u p p o s o n s , afin de fixer les i d é e s , q u ' i l y ait s e u l e m e n t deux 

c o n d u i t e s d o n t l e s d i a m è t r e s s e r a i e n t D et D, ; le diamètre 1) 

de la c o n d u i t e é q u i v a l e n t e se ra i t d o n n é par l ' équa t ion 

y'D 7 1 = v'D* + 

a t t e n d u q u e t o u t e s t ro i s on t u n e m ê m e l o n g u e u r . Les prix des 

d e u x s y s t è m e s s e r a i e n t d ' a i l l eu r s d a n s le r appor t de D' à 

D - t -D, (n° 63 ) , et par c o n s é q u e n t t o u t se r é d u i t à démontrer 
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l'inégalité 

D' < D + D , , 

ou bien 

D ' * < ( D + D , ) \ 

ou encore, à cause d e l ' é q u a t i o n c i - d e s s u s , 

( D - t - D , ) 2 > D 2 - i - D 2 . 

- D 
En divisant les d e u x m e m b r e s par D ; e t p o s a n t p = c e t t e 

inégalité devien t 

( n - p ) 2 > H - p 2 ; 

or on peut d é m o n t r e r p l u s g é n é r a l e m e n t q u e , si p dé s igne u n 

nombre positif q u e l c o n q u e et m un e x p o s a n t pos i t i f s u p é r i e u r 

à 1, on aura 

( i + p ) » ' > n - F m , 

ou, ce qui r e v i e n t au m ê m e , 

( 1 -+- p)m— pm — 1 > o. 

En effet le p r e m i e r m e m b r e a p o u r d é r i v é e m{ i -+- p ) m ~ ' — mpm~', 

soit mp™-1 £ ^1 -+- — 1 J 5 e x p r e s s i o n d o n t l es d e u x fac

teurs m e t p m _ 1 s o n t posi t i fs par l e u r déf in i t ion m ê m e , et d o n t 

le facteur e n t r e c r o c h e t s se ra é g a l e m e n t pos i t i f t an t q u e m dé 

passera l ' un i t é . L e p r e m i e r m e m b r e de l ' i néga l i t é c i - d e s s u s 

est donc u n e fonc t ion c r o i s s a n t e d e p, e t c o m m e il s ' a n n u l e 

pour p = o, il doi t r e s t e r t o u j o u r s posi t i f p o u r p o, ce q u i 

justifie n o t r e p r o p o s i t i o n . 

Nous p o u v o n s d o n c c o n c l u r e f i n a l e m e n t q u e D ' e s t p l u s 

petit que D -4- D, ; pa r c o n s é q u e n t la c o n d u i t e u n i q u e p r é s e n 

tera plus d ' é c o n o m i e q u e l ' e n s e m b l e d e s d e u x a u t r e s . S'il y 

en avait p lus de d e u x , ce qu i p r é c è d e m o n t r e qu ' i l y a u r a i t 

avantage à e n f u s i o n n e r d e u x e n u n e s e u l e , p u i s cel le-là avec 

une t ro is ième, e t a insi de s u i t e , j u s q u ' à ce q u e tou t le s y s 

tème fût r édu i t à u n seu l t u y a u c y l i n d r i q u e . 

Dans le cas o ù p l u s i e u r s c o n d u i t e s a l lan t d ' u n bass in à un 
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a u t r e a u r a i e n t des l o n g u e u r s d i f f é ren tes , la p ropr i é t é qu'on 

v ien t de d é m o n t r e r s u b s i s t e r a i t à fortiori, en attrihuant au 

t u y a u u n i q u e é q u i v a l e n t u n e l o n g u e u r q u i n e dépasserait pas 

la p lu s p e t i t e p a r m i ce l l e s d e s c o n d u i t e s p r i m i t i v e s . 

G5. Cas de trois conduites aboutissant à un même point et 

faisant communiquer trois bassins de niveaux différents. — 

Soien t A [fig. 36 ) le bass in le p l u s é l e v é , B le p lus bas, C le 

bass in i n t e r m é d i a i r e ; i ls c o m m u n i q u e n t e n t r e eux par trois 

F ; 3 f i t u y a u x E F , F I , FG, dont 

l es axes concourent en 

— - ~Jh \ F . Avec cet te disposi-
A | I j ! " 1 

_ i L J t i on , A n e peu t que dé-

\ | u 1 p e n s e r de l 'eau, et B 

\ . y/ S* n e p e u t q u ' e n recevoir; 

r ^ C T m a i s il y a incertitude 

p o u r C, qu i , suivant les 

cas , p e u t r e c e v o i r l ' eau d u bass in s u p é r i e u r o u en donner au 

bass in i n f é r i e u r . Il s 'agit , é t a n t d o n n é e s t o u t e s les dimensions 

d u s y s t è m e , d e r e c o n n a î t r e si le bass in C es t a l imen té ou ali

m e n t a i r e , e t e n s u i t e de c a l c u l e r l es d é p e n s e s des trois bran

c h e s E F , F I , F G . 

P r e m i è r e m e n t , on p e u t s u p p o s e r , s ans d i m i n u e r la généralité 

de la q u e s t i o n , qu ' i l y a p o u r l ' e n s e m b l e des t ro i s branches un 

m ê m e d i a m è t r e c o n s t a n t , car si cela n 'avai t pas lieu primiti

v e m e n t , on t r a n s f o r m e r a i t c h a q u e b r a n c h e en un tuyau cylin

d r i q u e par la s e c o n d e r è g l e r a p p e l é e au n° 64. On calculerait 

Chds 
p o u r c h a q u e b r a n c h e la v a l e u r d e l ' i n t égra le / y r p et on ega-

l V l" 
lera i t r e s p e c t i v e m e n t l e s t ro i s r é su l t a t s a ¿1' ¿7' J î ' 0 e s i " 

g n a n t un d i a m è t r e a r b i t r a i r e e t l, / ' , / " t ro i s l ongueu r s à dé

t e r m i n e r , q u i s e r a i e n t l es l o n g u e u r s r é d u i t e s d e E F , FI, FG. 

R i e n ne se ra i t c h a n g é a u x d é b i t s d u s y s t è m e ni au niveaupié-

z o m é t r i q u e en F a p r è s q u e les t u y a u x d e l o n g u e u r /, / ' , l" et 

d e m ê m e d i a m è t r e ô a u r a i e n t r e m p l a c é les tuyaux primitifs. 11 

es t a isé de voi r en effet q u e les é q u a t i o n s du p r o b l è m e reste

r a i e n t l es m ê m e s a p r è s e t avant la t r a n s f o r m a t i o n . 
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Maintenant a p p e l o n s : 

h la différence de n i v e a u d e s su r faces de l ' e au dans les bas

sins A et B ; 

h' la différence a n a l o g u e p o u r A et G ( l e s su r faces d e s b a s 

sins sont c e n s é e s s o u m i s e s à u n e m ê m e p r e s s i o n , ce l l e de 

l ' a tmosphère , par e x e m p l e ) ; 

/ l a hauteur , a u - d e s s o u s de la sur face l i b r e d a n s A, du n i v e a u 

p i ézomét r ique au p o i n t d ' e m b r a n c h e m e n t F ; 

Q, Q'i Q" les déb i t s i n c o n n u s des t ro i s b r a n c h e s E F , F I , F G . 

Si l ' écou lement d a n s FG a l ieu de F ve r s G, les é q u a t i o n s du 

problème s e r o n t 

6 4 & , Q ' ; , 6 4 6 , Q " / ' 
Y = ' h— y = -y— » 

A , 6 4 ^ , Q = Q . + Q . ; 

les trois p r e m i è r e s r é s u l t e n t i m m é d i a t e m e n t de la f o r m u l e ( 4 ) 

du n° 59. On é l i m i n e f a c i l e m e n t Q, Q ' , Q", e t l 'on o b t i e n t la 

relation 

à laquelle il faut sat isfaire par u n e va l eu r d e y c o m p r i s e e n t r e 

o et h', car si l 'on p r e n a i t y en d e h o r s de c e s l i m i t e s , l ' é c o u l e 

ment dans E F ou dans FG n ' a u r a i t pas l i eu s u i v a n t la d i r e c t i o n 

supposée. Or le p r e m i e r m e m b r e de l ' é q u a t i o n é t a n t c o n s t a m 

ment croissant p o u r y c o m p r i s e n t r e o et A', il es t clair q u ' u n e 

valeur de y s u p é r i e u r e à la rac ine c h e r c h é e le r e n d r a i t positif, 

tandis q u ' u n e va leur p lu s p e t i t e d o n n e r a i t un r é s u l t a t de s i gne 

contraire : d o n c si l ' é q u a t i o n c o n v i e n t au p r o b l è m e tel qu ' i l es t 

posé, en faisant y = h', le p r e m i e r m e m b r e devra ê t r e positif, 

c'est-à-dire q u ' o n aura 

ou bien e n c o r e 

/ A ' /h —h' 

\/j-V^->0' 
h' l A' 
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( 3 ) 
. /h- T . Ir . /r — h' 

on v e r r r a i t c o m m e c i - d e s s u s q u e la c o n d i t i o n de possibilité 

c o n s i s t e en ce q u e h e t h1 s u b s t i t u é s dans ce t t e équation don

n e n t r e s p e c t i v e m e n t d e s r é s u l t a t s néga t i f et positif , ce qui 

c o n d u i t à l ' inéga l i té 

so i t , en t i r an t de la le r a p p o r t -^t 

C'es t j u s t e m e n t la n é g a t i o n d e l ' inéga l i t é ( 2 ) ; ainsi donc 

a u c u n e a m b i g u ï t é n ' e s t p o s s i b l e , e t , su ivan t q u e ce t te inéga

l i t é ( 2 ) sera o u n e sera pas sa t is fa i te , le bass in intermédiaire 

r e c e v r a l ' eau du ba s s in s u p é r i e u r , o u a l i m e n t e r a le bassin in

f é r i eu r . 

Q u a n d o n aura r e c o n n u c e l l e d e s é q u a t i o n s (1) ou (3) que 

l ' on do i t a d o p t e r , il se ra facile de c o m p l é t e r la solution du 

p r o b l è m e . 

Te l l e est la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e p o u r q u e y ait u n e valeur 

r é e l l e c o m p r i s e e n t r e o e t h', c ' e s t - à - d i r e p o u r q u e C puisse 

r e c e v o i r l ' eau d e A. On r e m a r q u e r a q u e h j-~p serait la cote 

d u n iveau p i é z o m é t r i q u e en F , d a n s le cas où a u c u n e dériva

t i on n e sera i t faite en ce p o i n t s u r le t uyau E F I ( n n 55) : la 

c o n d i t i o n r e v i e n t à d i re q u e ce n i v e a u do i t ê t r e au-dessus de 

la surface l ibre dans le bass in C. 

Si l ' é c o u l e m e n t avait l ieu dans F G de G v e r s F , il faudrait 

p o s e r 

6 4 6 , 0 ^ , 6 4 6 , Q ' ^ ' 
Y ~ — s > Il — Y — — s 1 

R ^ ' = ^ F ' . ff = 0 + « R I 

et l 'on devra i t a lo r s c h e r c h e r y e n t r e l e s l i m i t e s h' et L'éli

m i n a t i o n de Q, Q ' , Q" d o n n e 
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On peut d 'abord ( e t n o u s c r o y o n s q u e p r a t i q u e m e n t ce s e 

rait le mei l leur m o y e n ) t r o u v e r la v a l e u r de y par de s i m p l e s 

tâtonnements n u m é r i q u e s , e n s u b s t i t u a n t d a n s l ' é q u a t i o n à 

résoudre diverses v a l e u r s p r i s e s e n t r e les l i m i t e s c i - d e s s u s 

indiquées. Ces l imi t e s s o n t o e t h' p o u r l ' é q u a t i o n ( i ) , k' et // 

pour l 'équation (3 ) ; ma i s il e s t facile d ' en o b t e n i r de p l u s r a p 

prochées. Cons idé rons en effet l es h a u t e u r s 

J /+/' J l-i-l J V • 

elles r ep ré sen t en t les c o t e s , p r i s e s r e l a t i v e m e n t au n i v e a u d a n s 

le bassin A, des n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s qu i s e p r o d u i r a i e n t 

au point d ' e m b r a n c h e m e n t F , si l 'on é t ab l i s sa i t u n e c o m m u 

nication d i rec te , sans d é r i v a t i o n i n t e r m é d i a i r e , i ° d e A à B, a u 

moyen de la c o n d u i t e E F I ; 2 e d e A à C par E F G ; 3° de C à B 

par GFI. La s u b s t i t u t i o n de y' e t de y" dans l ' é q u a t i o n ( i ) , à 

la place de y, d o n n e u n r é s u l t a t négatif, car o n a 

de sorte q u e deux t e r m e s se d é t r u i s e n t et qu ' i l r e s t e s e u l e 

ment un radical affecté d u s i g n e —. I l en sera d e m ê m e q u a n d 

on subst i tuera y' ou y1" dans l ' é q u a t i o n ( 3 ) . Au c o n t r a i r e , 

y~ h' rend posi t i fs l e s p r e m i e r s m e m b r e s des d e u x é q u a t i o n s : 

donc, si l 'on do i t e m p l o y e r l ' é q u a t i o n ( i l , la r a c i n e se ra c o m 

prise entre h' e t la p l u s forte d e s d e u x h a u t e u r s y', y" ; si c 'es t 

l'équation ( 3 ) q u i d e v i e n t a p p l i c a b l e , la r a c i n e t o m b e r a e n t r e h' 

et la plus faible d e s h a u t e u r s y', y'" (*). 

(*) Cette discuss ion m e t e n év idence u n fait assez in téres sant que n o u s s igna-

luns en passant. Q u a n d on fait u n e prise d'eau sur u n e c o n d u i t e , le n iveau p i é 

zométrique haïsse au p o i n t d ' e m b r a n c h e m e n t , de sorte que le déb i t a u g m e n t e 

eu amont et d i m i n u e en ava l ; q u a n d o n é tabl i t au contra ire u n tuyau qui 

amène un vo lume d'eau s u p p l é m e n t a i r e en u n certa in p o i n t de la c o n d u i t e , le 

niveau piézométrique et le déb i t des d e u x p o r t i o n s d ' a m o n t et d'aval é p r o u v e n t 

des variations en sens inverse . Soit , par e x e m p l e , la c o n d u i t e EFI faisant c o m 

muniquer les bass ins A et B ; aucun e m b r a n c h e m e n t n'exis tant en F , le n iveau 

piézométrique s'y é lèvera j u s q u ' à la hauteur m a r q u é e par la c o t e . / ' . On fait 

ensuite une dérivation par l e t u y a u FG, p o u r avoir de l 'eau en C, ce qui se 

produira ef fect ivement , pourvu que h' so i t p l u s g r a n d q u e / ' ; a lors le niveau 

Il — ,r_ 

l 
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Les t â t o n n e m e n t s n u m é r i q u e s s e r o n t d ' a i l l eu r s facililésbeau

c o u p par l ' e m p l o i de la Tab le V, q u i fourn i ra immédiatement 

l e s r a c i n e s c a r r é e s à e x t r a i r e . 

On peut aussi traiter la question d'une manière plus purement algé

brique. Prenons, par exemple, l'équation (i) : en l'élevant au carré après 

avoir isolé le radical 4 / " ^ dans le second membre, on a 
dical yjH-F 

ou bien 

y „ — h~ y h'—y 

F I 1 i \ h h1 I 'y -y) 
W 

relation qui, élevée elle-même au carré et ordonnée, devient 

Par des opérations analogues, l'équation (3) se transformerait en 

1 j T / i 1 1 W / 1 h'\ a / H (h h 

On voit donc que, dans tous les cas, la détermination de / n'exige que la 

résolution d'une équation du second degré; mais ces équations sont lon

gues à calculer, à cause de la complication de leurs coefficients, et l'on 

perd de cette manière l'avantage qu'on pourrait trouver dans la suppres

sion des tâtonnements exigés par la première méthode. Elles paraissent 

aussi présenter l'inconvénient de conduire chacune à deux valeurs posi

tives de y, tandis qu'une seule convient au problème d'hydraulique; tou

tefois cette difficulté n'est qu'apparente, et voici comment on la lèvera. 

p i é z o m é t r i q u e en F devient intermédiaire , entre ceux que définissent les cotes 

H' et Y' : d o n c il a baissé. Le sens de l ' é c o u l e m e n t c h a n g e - t - i l dans FG, alors 

c'est qu 'on a Y' > A'; la cote finale^- é tant d'ai l leurs t o u j o u r s comprise enlrc 

les l i m i t e s ^ ' et H', il s'ensuit que le n iveau p i é z o m é t r i q u e de la conduite EF1, 

au p o i n t F, aura m o n t é par le fait de la c o n s t r u c t i o n du tuyau FG. I.a propo

s i t ion se serait aussi Men vérifiée en c o n s i d é r a n t l ' é c o u l e m e n t direct, soit de A 

en C par EFG, soi t de C en H par GFI. 
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Considérons, en premier lieu, l'équation (i bis) : elle contient, outre la 

valeur réelle et positive de y qui satisfait à l'équation primitivo (i), une 

seconde racine nécessairement réelle comme la première, et de plus po

sitive, puisque le coefficient de y' et le terme connu sont tous deux af

fectés du signe + . Cette racine étrangère s'est introduite parce que les 

élévations au carré ont fait disparaître le signe propre des radicaux de 

l'équation (i), de sorte que cette équation ne se distingue plus des deux 

suivantes : 

Or la substitution de y— y' dans (M) annule l'ensemble des deux pre

miers radicaux, et donne ainsi un résultat positif; il en est de même quand 

on fait y = y" dans (N ), car le premier radical devient égal au troisième. 

D'un autre côté, la valeur y = o, mise dans les mêmes équations, donne 

deui résultats do signes contraires, dont l'un est par suite négatif : il existera 

donc, soit pour (M) une racine comprise entre o clr': soit pour ( N ) une 

racine entre o et y". Ce sera la racine étrangère de l'équation (i bis) ; 

mais, comme la racine qui répond au problème d'hydraulique tombe, sui

vant ce qu'on a vu précédemment, entre h' et la plus forte des deux hau

teurs/', /" , il en résulte qu'elle est toujours plus grande que la racine 

étrangère, et que par conséquent on n'aura aucun embarras pour la d is 

tinguer. 

Le raisonnement est tout semblable pour l'équation (3 bis). Outre la 

valeur réelle et positive que l'on cherche, il s'en est introduit une seconde, 

également réelle et positive, qui vérifie l'une des équations suivantes, ob

tenues en variant les signes des radicaux de l'équation primitive ( 3 ) : 

Suivant l'ordre de grandeur des rapports ~ ~ ^ ' ~ ! deux cas pourront 

se présenter : ou bien (R) aura une racine e n t r e / ' et h, ou bien (S) aura 

une racine entre y'" et h. Quoi qu'il arrive, cette racine, qu'on retrouvera 

dans (ibis), sera toujours plus grande que la vraie racine satisfaisant à 

1 équation (3) , puisque celle-ci tombe entre A' et la plus faible des hau

teurs/', / " . Ici encore il n'y a donc pas de difficulté à choisir entre les 

deux solutions : c'est la plus voisine de qui est toujours la bonne. 

II. 2 e l ic iT. 1 3 

(M) 

(N) 
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Les équations ( i ) et (3) sont enfin susceptibles de so résoudre par un 

procédé géométrique. La première se mettrait sous la forme, déjà men

tionnée, 

et l'on voit ainsi qu'elle est le résultat do l'élimination de x entre les 

relations 

Or, en considérant x et y comme des coordonnées rectangulaires dans un 

plan, ces deux relations représentent une droile et un cercle faciles a 

construire, et dont l'intersection déterminerait l ' inconnue/. D'après ce 

qu'on vient de voir, on devrait choisir la plus grande parmi les deux or

données y des points do rencontre. 

On procéderait do même dans le cas où ce serait l'équation (3) qu'il s'a

girait de résoudre, et l'on aurait alors à prendre la plus faible des deu.i 
ordonnées. 

La h a u t e u r du n i v e a u p i é z o m é l r i q u e en F é tant une fois-

c o n n u e , on conna î t r a les cha rges to t a l e s y, h — y , h' — y, et 

on en dédu i ra sans p e i n e les d é b i t s Q, Q' , Q". 

D a n s l ' ana lyse p r é c é d e n t e , on a n é g l i g é les variations du 

coeff ic ient 6 , en fonct ion d u d i a m è t r e et les charges ou pertes 

de charge s e c o n d a i r e s q u i c o r r e s p o n d e n t aux changements 

p rogress i f s ou b r u q u e s d e v i t e s s e . T o u t e s ces circonstances 

a u r o n t en généra l p e u d ' in f luence su r le r é s u l t a t ; cependantsi 

l 'on voula i t en t e n i r c o m p t e , on le p o u r r a i t s ans autre diffi

c u l t é q u e la l o n g u e u r des ca l cu l s . Ayan t cho i s i une valeur 

d e y, on conna î t r a i t la charge t o t a l e p o u r c h a q u e branche, et 

par s u i t e on sera i t en m e s u r e de ca l cu l e r les t rois dépenses 

Q J Q ' , Q " - On t â t o n n e r a i t , en faisant v a r i e r / , j u s q u ' à ce qu'on 

e û t vérif ié la r e l a t ion Q = Q' -t- Q" ou Q' = Q — Q", suivant 

l es cas . 

Des conduites alimentées à leurs deux extrémités. — 

On s u p p o s e u n e c o n d u i t e qu i doi t d e s s e r v i r s u r son parcours 

d e s or i f ices d o n t la d é p e n s e et la s i t ua t i on son t déterminées; 

e l le est a l i m e n t é e à ses d e u x e x t r é m i t é s par d e u x bassins AetB 

x2 = y [h—y). 
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On aurait de m ê m e , en c o n s i d é r a n t la p o r t i o n a l i m e n t é e par lî, 

i 3 . 

dont les niveaux s o n t c o n n u s . On d e m a n d e q u e l s s e r o n t les 

orifices a l imentés par c h a q u e bass in . 

Le problème se r é s o u t par t â t o n n e m e n t . On fait u n e h y p o 

thèse sur la pos i t ion o c c u p é e par le p o i n t de la c o n d u i t e où 

s'opère la sépara t ion d e s pa r t i e s qu i r e ç o i v e n t l ' eau de c h a q u e 

bassin. Ce point é tan t c o n n u , il es t facile, pur u n e m a r c h e ana

logue à celle du n° 57 , de d é t e r m i n e r le n i v e a u p i é z o m é t r i q u c 

dans une sec t ion t r a n s v e r s a l e q u e l c o n q u e . Si le p o i n t a é t é 

bien choisi, le n iveau p i é z o m é t r i q u c d o i t y r e s t e r le m ê m e , 

quand on le d é t e r m i n e soi t en pa r t an t de A, so i t e n p a r t a n t 

de B. 

Afin d 'éclaircir ces i n d i c a t i o n s g é n é r a l e s pa r u n e x e m p l e , 

prenons le cas p a r t i c u l i e r o ù la c o n d u i t e a u r a i t un d i a m è t r e 

constant et devrai t faire en r o u t e un s e r v i c e u n i f o r m e , c ' e s t -à -

dire fournir l 'eau à d e s orif ices d 'égal d é b i t , é g a l e m e n t e s p a c é s , 

et en nombre assez g r and . A p p e l o n s : 

h la hau t eu r du n i v e a u d e l ' eau dans le bass in B, a u - d e s s o u s 

du niveau dans le bass in A, qu i sera par h y p o t h è s e le p lu s 

é levé; 

y la hauteur du n iveau p i é z o n i é t r i q u e au po in t de s é p a r a t i o n 

cherché C, m e s u r é e e u d e s s o u s d u n iveau de l 'eau dans B 

(on adme t e n c o r e ici q u e ces t ro i s n iveaux s o n t s o u m i s à 

la press ion a t m o s p h é r i q u e ) ; 

L la l ongueu r to ta le de la c o n d u i t e , D son d i a m è t r e ; 

Q la dépense to ta le des or i f ices , par s e c o n d e ; 

/ la distance du p o i n t de s épa ra t i on à l ' e n t r é e de la c o n d u i t e 

dans A. 

Entre A et le po in t C, n o u s avons u n e c o n d u i t e d e l o n g u e u r l 

et de d iamèt re D, d é b i t a n t u n i f o r m é m e n t e n r o u t e un vo

lume ~ , sous u n e c h a r g e /; - ) - / , e t sans s e rv i ce d ' e x t r é m i t é , 

attendu qu ' au delà de C l ' a l i m e n t a t i o n des orif ices es t d o n n é e 

par le second bas s in . N o u s p o s e r o n s d o n c (ri" 60) 
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y.— . 

Ces d e u x é q u a t i o n s suff isent p o u r d é t e r m i n e r les inconnues 

/ e t y. On a, par l ' é l im ina t i on de c e t t e d e r n i è r e , I n é q u a t i o n 

finale en l 

f * = ^ f - ! ' - ' r ] -

Afin d e s impl i f ie r l ' é c r i t u r e , n o m m o n s h' la charge totale 

q u i sera i t c o n s o m m é e dans la c o n d u i t e si le débi t total Q, 

fourn i u n i q u e m e n t par le bass in A, é ta i t d é p e n s é uniformé

m e n t en r o u t e , s ans s e rv i ce d ' e x t r é m i t é : on aura i t (n° GO; 

p o s o n s en o u t r e 

h 

Avec c e s n o u v e l l e s n o t a t i o n s , l ' é q u a t i o n ( i ) deviendra 

i 
x I — i x 

2 / \ 2 

ou b i e n , e n r é d u i s a n t et d iv i san t t o u t par 2 , 

3 a 
7 x 4 2 

( 2 ) X3
 -+ - y X = 0 . 

L e n o m b r e a. é t an t e s s e n t i e l l e m e n t positif, on voit sans peine 

q u e c e t t e é q u a t i o n n ' a d m e t pas d e r a c i n e néga t ive et qu'elle 

a d m e t u n e s e u l e r a c i n e p o s i t i v e ; p o u r q u e c e l t e racine con

v i e n n e à la q u e s t i o n , il faut e t il suffit q u ' e l l e soi t inférieure 

à - ^afin q u e ~ n e d é p a s s e p a s l ' u n i t é ^ s et de là résul te la con

d i t ion 

(3) a < 1 , 

d o n t L — / es t la l o n g u e u r , D le d i a m è t r e , P_Ui—i) la dépense 
Là 

u n i f o r m e en r o u t e , y la c h a r g e , 

6 4 6 , C J ' ( L — iy 
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T U Y A U X D E C O N D U I T E . 1 g n 

X X X V. X a X 

0,00 0 , 0 0 0 0 . 2(1 0 '67 o , 5 1 o , 3oS 0,78 0 42, 
0,02 0.013 0,-38 0 '79 o,5.'| 0,317 0,80 0 428 
0,0 0 , 0 3 ; 0 , 3o 0 • 9 ' 0,56 0,3-27 0,83 0 4 3 6 

0,06 0 ,o/jo • •202 0 , 5 8 0 , 3 3 6 o,84 0 444 0, uS o ,o53 0 ,3/ , 0 2l'| 0,60 0, 3 '|,") 0,86 0 45[ 
0, 10 ,0 ,oGG 0. 36 0 21J 0.6 2 o,35'| 0,88 0 45s 
0, I '>- 0 , 3 8 0 3 3 6 0,64 0 ', 363" 0,90 0 465 
0,14 0,092 0,40 0 Al o.GG 0,372 0,92 0 473 
0,16 0 j 1 o5 0 o ,G8 o ^ S K o o ,9 ' l 0 480 
0,18 o 7 n S 0 ,44 0 •.168 0,70 0,388 0,96 0 486 
0,70 0,13o o ; 4G 0 278 0,72 0,397 0,98 0 493 
0, '.! 1 0,,43 0,48 

0 3 88 «,7-î o , /jof) 1,00 0 J O O 
0,34 0 j 155 0 . 5o 0 •20.8 0,76 o,/,i3 

nécessaire et suffisante p o u r q u e le p r o b l è m e soit p o s s i b l e . 

On en c o m p r e n d b i e n , à priori, l ' e x i s t e n c e ; car si l 'on avai t 

«>• i, la h a u t e u r h e x c é d e r a i t /*' ; dans c e cas l ' eau du bass in A, 

après avoir de s se rv i t o u s l e s or i f ices , a r r ive ra i t e n c o r e à l ' e n 

trée de B, avec u n n i v e a u p i é z o m é t r i q u e s u p é r i e u r à la sur face 

libre de ce bass in , e t par c o n s é q u e n t p é n é t r e r a i t à son i n t é 

rieur. Si la cond i t i on (3 ) est r e m p l i e , o n vo i t d ' a i l l eu r s q u e x 

doit être s u p é r i e u r à * 5 car ^ m i s à la p lace de x dans le p r e 

mier m e m b r e d e l ' é q u a t i o n à r é s o u d r e d o n n e un r é s u l t a t n é 

gatif ; ainsi d o n c , f i n a l e m e n t , x do i t ê t r e c h e r c h é e n t r e l es l i 

mites ^ et ^> la p r e m i è r e é t a n t n é c e s s a i r e m e n t la p l u s faible 

si le p rob lème es t p o s s i b l e tel q u ' o n l 'a p o s é . 

Quan ta la s o l u t i o n e x a c t e de l ' équa t i on ( 2 ) , ce se ra i t u n e 

affaire de t â t o n n e m e n t . Un b o n p r o c é d é p r a t i q u e c o n s i s t e à 

former d 'abord u n e tab le d e s v a l e u r s q u e p r e n d la fonc t ion 

3 

4 
lorsque x var ie de c e n t i è m e en c e n t i è m e , e n t r e l es l i m i t e s o 

e t - ; ces valeurs son t ce l l e s de —> de s o r t e q u ' o n a u n e table 

donnant a. au m o y e n de l ' a r g u m e n t x. Pa r des i n t e r p o l a t i o n s 

aisées à concevo i r , on en d é d u i t u n e t ab l e i n v e r s e d o n t l 'ar

gument serait a et qu i d o n n e r a i t x. Voic i c e t t e t ab le , q u a n d 

on fait croî t re a pa r d i f fé rence de 0 ,02 : 
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i g 8 CHAPITRE TROISIÈME. 

On r e c o n n a î t , au m o y e n d ' u n e c o m p a r a i s o n d i r ec t e , (pie les 

n o m b r e s x s o n t r e p r o d u i t s assez e x a c t e m e n t par la formule 

' 3 , 
x — - x-\—7T x[i — a ) ; 

2 l 6 

m a i s , m a l g r é la s imp l i c i t é d e c e l t e s o l u t i o n a p p r o c h é e , il vaut 

e n c o r e m i e u x faire u sage de la t a b l e . 

A p r è s avoir t r o u v é x et par s u i t e /, on conna î t ra i t les dé-
Ql Q ( L — l) . , , . . _ 

p e n s e s r e s p e c t i v e s -y- et ; d e s d e u x bassins A et 11. 

On p o u r r a i t c o n n a î t r e é g a l e m e n t les n i v e a u x piézoïuéiriques 

dans les d i f fé ren tes s e c t i o n s de la c o n d u i t e , et on s'assurerait, 

c o m m e il a é té dit au n° 57 , qu ' i l s s o n t su f f i samment au-dessus 

d e s orifices c o r r e s p o n d a n t s . 

67. Recherche du minimum de dépense en urgent dans un cm parti

culier. — Le cas particulier dont nous nous occuperons ici sera celui d une 
conduite maîtresse BCEF (Jîg. 37) partant d'un réservoir A et alimentant 

Fig. 37. sur son parcours diverses 

conduites secondaires, telles 

; que CG. KM,.... Nous trai

terons la question comme 
1 1 s'il y avait seulement deux 

de ces conduites secondai-

T i" res ; mais la solution s'é-
F tendra sans difficulté à un 

M1 nombre quelconque. On sup-

M pose connues les longueurs 

des diverses portions do conduite BC, CG, C E , . . . , ainsi que leurs débits 
par seconde; on donne également les cotes de nivellement de la surfaee 

libre de l'eau dans le bassin, et des orifices placés en G, M, F, lesquels 

sont, comme fa surface libre de A, soumis à la pression de l'atmosphère. 

On veut déterminer les diamètres des tuyaux BC, CG, C E , . . . , de manière 

à obtenir les débits indiqués, en s'imposant la condition du minimum de 
frais d'établissement. 

Dans la solution ci-après, on fera abstraction de toutes les charges no:i 
employées à vaincre le frottement des tuyaux : les diamètres trouvés par 
ce moyen devraient ensuite subir une correction, comme on l'a déjà vu 
(n™ 57 et 62). 

Soient : 

L, L', L", /, / ' les longueurs des tuyaux BC, CE, EF, CG, ESI; 
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;2) h — y 

(3; y'--Y 

(4) h ' - y ' 

¡5) Il - y ' 

•>° Tour exprimer que les frais d'établissement sont au minimum (n° G3) 

de D"' 
Ô 7 7 </' 

- ( p 

IV6 d's 

Q 7 i -

= o. 

Cela fait en tout sept équations entro les cinq inconnues principales D, 

D', D", d, d1 et les deux inconnues a u x i l i a i r e s / . / ' . 

Ce système d'équations so résout par tâtonnement. On fait une hypo

thèse sur la valeur d e / ; les équations (1) et (2) donnent D et d\ l'équa

tion ( 6 ) donne alors D' ; au moyen de D' on calcule / ' — / , et partant y', 

par l'équation (3) ; c o n n a i s s a n t / ' , les équations (4) et (5) fournissent d 

etD", qui, conjointement avec la valeur déjà trouvée de D', doivent véri-

_ 6 4 & , Q ' I . 

_ 6 4 j . q ' m ; 

, _ 6 4 6, <j2 V 

~ ~ T T V " ' 

64¿»,(J'" h". 

D, D', D", d, d'les diamètres correspondants, qui doivent être constants 

sur chaque branche et entro deux embranchements do la conduite 

maîtresse, car on a vu (n° 63) que c'est une condition do la moindre 

dépense en argent ; 

Q, Q'i Q"i <]•, ']' ' c s débits, dont les deux premiers se déduiront sans 

peine de ceux des orifices G, M, F, c'est-à-dire de 7 , 7', Q", si ces 

derniers sont les données immédiates; 

jr, y' les cotes mesurées en dessous du niveau do l'eau dans A, des ni

veaux piézométriques aux points d'embranchement G, E ; 

A, h', H les cotes de nivellement, par rapport à ce même plan do com

paraison, des orifices G, M, F, relevés fictivement de o m , 5o à o' n ,Go; 

ces cotes seront alors celles des niveaux piézométriques G', 11', F', 

immédiatement en amont des orifices (n° 57 ). 

Les équations du problème seront alors : 

i° Four exprimer (n° 59) que l'eau coule dans chaque tuyau avec la 

dépense donnée et la charge correspondante évaluée en fonction des in

connues auxiliaires / , y', 
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2 0 0 C H A P I T R E T R O I S I È M E . 

fier l'équation (7) . Si la vérification ne réussit pas, on recommence un 

autre essai. Les calculs numériques relatifs aux cinq premières équations 

seront d'ailleurs facilités par la Table III. Quand, par exemple, on se sera 

donné y, et qu'on voudra connaître D, on écrira l'équation (ij sous la forme 

l o g j — logLQ 2 - • o g ^ r 

Le premier membre représente alors le logarithme d u quotient obtenu 

en divisant la charge consommée sur un mètre courant, par le carré de la 

dépense : c'est un nombre immédiatement calculable. On en d é t e r m i n e r a 

la valeur, qu'on cherchera dans la colonne de la Table III, intitulée log 

en regard, sur la même ligne horizontale et à gauche de la p a g e , on trou

vera le diamètre D correspondant.Pareillement, lorsqu'il s'agira, D'étant 

connu, d'avoir y'—y par l'équation ( 3 ) , on écrira 

logCr'-X) ~ iogVQr'= log 6 4 *' 
'77 ' D ' 5 

La Table III fournira immédiatement le second membre en Fonction deD, 

dans la colonne intitulée l o g ^ ; en lui ajoutant le logarithme de I.'Q':, 

on aura celui de y'—y, et parlant cette quantité. Quant aux équations 

(6) et (7), on en rendrait aussi le calcul plus facile au moyen d'une table 

spéciale qui donnerait D'' en fonction de D; la Table V peut à la rigueur 

en tenir lieu, puisqu'une élévation à la sixième puissance s'effectue en 

élevant d'abord le nombre donné au cube, puis ce cube au carré. 

Nous allons maintenant montrer qu'il existe toujours un ensemble de 

valeurs réelles des inconnues, par lesquelles on satisfait à toutes les équa

tions du problème, rie sorte que les tâtonnements ci-dessus indiqués con

duiront nécessairement à la solution. 

En effet, supposons d'abord qu'on essaye la valeur y = o ; on trouvera 

successivement D —- œ , d— une valeur linie, D' = œ , y ' = y — o, il' -. 

une valeur finie, D" = une valeur finie : donc le premier membre de l'é

quation (7) sera égal à l'infini positif. En second lieu, essayons une « -

D B d': 

leur j , qui annulerait ^ — ̂ 7 ou la quantité proportionnelle (n 3 G3) 
6 2 6 fi2 _ 6 

L ' Q 1 / ' - ' V C ' - r f s r 

r, devra satisfaire à la relation 
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d'où l'on tire 

.r, = I ^ Û 

et 

On a / , < A; c'est donc une valeur admissible pour la hauteur r, essen

tiellement assujettie à être comprise entre o et h. L'essai rie / , donnera 

D et d finis, - p = o (c'est-a-dire D = o ) , y' — j , = » . D'ailleurs il est 

visible, par les équations (i) et ( a ) , que D diminue et d augmente quand r 

D 6 de D'" 
croit de zéro à /', ; donc l'expression — — et son égale ^ > d'abord 

infinies pour / = o, décroissent simultanément d'une manière continue, 

tandis que, au contraire, / ' — y et y' augmentent de zéro à » . Il existera 

donc une valeur/' , de / , moindre que / , , et telle que son essai condui

rait à t r o u v e r / ' égal à la plus petite des hauteurs h' et H. L'un des dia

mètres d'et D" deviendrait alors infini ; l'autre resterait fini, ainsi que D' : 

donc le premier membre de l'équation (7) serait l'infini négatif. Ainsi donc 

ce premier membre varie de -4- =° à — x , quand / passe de zéro à / 3 ; il 

existe donc entre ces limites une valeur de / capable de l'annuler. Il en 

existe d'ailleurs une seule, car en a u g m e n t a n t / , / ' — / e t y' augmente

raient aussi; en vertu des équations (3), (4), (5), D'. serait décroissant, 

d'et D" croissants : donc l'équation (7) ne serait pas satisfaite. 

Il est bon de remarquer que pendant que l'on fait croître / de zéro 

à / j , / ' augmentant toujours, comme on vient de le dire, les niveaux 

piézométriques en C et II s'abaissent l'un en même temps que l'autre. Or 

pour r = / 2 , ces niveaux se trouvent déjà suffisamment élevés pour être, 

le premier en dessus de G', le second en dessus de M' et F' : la même 

chose aura donc lieu, îifurthri, pour la valeur de / (inférieure à / , ] qui 

satisfait aux équations. Concluons enfin que cette solution nous donnera, 

dans chaque branche de conduite maîtresse ou dérivée, des niveaux piézo

métriques descendants suivant le sons de l'écoulement, et que, par con

séquent, elle n'est pas en contradiction sur ce point avec les données 

physiques du problème. 

Mais il pourra se faire, par suite de la forme plus au moins accidentée 

du profil en long des conduites, que la ligne de charge ( n" SU) se trouve, 

sur une certaine éLendue, notablement au-dessous de ce profil. C'est ce 

qu'on pourra toujours vérifier aisément, puisqu'on connaît les niveaux 

piézométriques à l'origine et à l 'extrémité de chaque branche. On sait 

que cette circonstance a souvent des inconvénients graves et qu'il faut 
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(9) 

W D' 5 D"* 
Tirant des équations (1), (3 ) , ( 5 ) les valeurs de — ^ p i j e ' ' K 

portant dans les équations (8 ) , celles-ci deviendront, si l'on fait abstrac

tion des faibles variations de bt avec le diamètre, 

DL _ IV L' _ D"L" 

y y'— y n — J " ' ' 

ou encore, eu égard aux équations (9), 

Ly/Q = L 'y / (T = L " y / Q \ 

y y'— y 11—y' 

ce qui signifie que, la charge consommée par mètre courant dans chaque 

portion de la conduite maîtresse est proportionnelle à la racine cubique 

du débit. On tirerait sans peine de ces relations : 

Ly/Q-r -LVO' + L " ^ " 

l'éviter en pratique. Quand elle se produit, la solution précédente ne peut 

donc plus être conservée, mais il serait peut-être assez difficile alors d'in

diquer d'une manière généralo ce qu'il y aurait à faire : cela dépendra des 

cas particuliers. Nous nous bornerons à dire que toute difficulté disparait 

dans le cas où la forme du profil est telle, qu'on peut reconnaître d'avance 

le point où la pression est exposée à devenir moindre que la pression atmo

sphérique. On se donnerait d'avance la cote du niveau piézométriqae en ce 

point, égale à la cote du profil en long de la conduite ; celle-ci se trouverait 

ainsi divisée en deux parties situées de part et d'autre du point en ques

tion, pour chacune desquelles on rechercherait le minimum de dépense 

à l'aide du procédé ci-dessus indiqué. 

On obtient une grande simplification du problème considéré en général, 

quand les conduites de dérivation n'ont qu'une importance secondaire, en 

sorte qu'il n'y a pour ainsi dire d'économie à chercher que sur la conduite 

maîtresse. 11 faut alors, dans les équations (6) et (7), supprimer les 

termes en d et d', ce qui donne 

[ 1 Q J Q' ! Q'"' 

ou bien 

JĴ  _ JV ir_ 

\ 0 \ 0 ' v Q 
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e t la solution du problème serait exempte de tâtonnement, sauf le cas où 

il y aurait rencontre de la ligne de charge et de l'axe longitudinal de la 

conduite. 

Ici se t e r m i n e 1 é t u d e du m o u v e m e n t p e r m a n e n t de l 'eau 

dans les t uyaux ; il y au ra i t s a n s d o u t e b i e n d ' a u t r e s q u e s t i o n s 

qui pourra ient offrir de l ' i n t é r ê t ; m a i s dans l ' i m p o s s i b i l i t é d e 

les traiter t o u t e s , n o u s a v o n s dû n o u s b o r n e r aux g é n é r a l i t é s 

et à que lques e x e m p l e s . 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 
DU MOUVEMENT PERMANENT DE L ' E A U DANS LES CVMAUX DECOUVERTS. 

§ I. — Variations de la vitesse aux différents points de la section 

transversale d'un courant recti l igne et uniforme. 

6 8 . Généralités ; faits d'expérience. — On a vu au n° 43 que 

la p r e s s i o n , dans la s e c t i o n t r ansve r sa l e d ' u n tuyau rempli d'un 

l i q u i d e q u i c o u l e u n i f o r m é m e n t e t en l i gne d ro i t e , varie sui

van t la loi h y d r o s t a t i q u e . La m ê m e p r o p r i é t é ex i s t e encore en 

v e r t u de la m ê m e r a i son , p o u r u n l i q u i d e c o u l a n t dans un canal 

d é c o u v e r t . Par c o n s é q u e n t , l es l ignes d ' éga le p ress ion doivent 

ê t r e d e s h o r i z o n t a l e s , si l 'on n e so r t pas d ' u n e m ê m e section, 

et s'il s 'agit d ' un l i q u i d e p e s a n t ; la l igne q u i t e r m i n e la surface 

l i b r e dans le profil es t d o n c auss i u n e h o r i z o n t a l e , puisque la 

sur face l i b re s u p p o r t e e n t o u s s e s p o i n t s u n e m ê m e pression, 

ce l l e de l ' a t m o s p h è r e . Enf in , le n iveau p i é z o m é t r i q u e pour 

t o u s les p o i n t s d ' u n e m ê m e s e c t i o n est le m ê m e : les colonnes 

é t a n t c e n s é e s d é b o u c h e r dans l ' a t m o s p h è r e , s e termineraient 

t o u t e s à la l igne h o r i z o n t a l e d o n t on v i e n t de pa r l e r . 

Mais ces c o n c l u s i o n s n e p e u v e n t ê t re d é m o n t r é e s rigoureu

s e m e n t q u e dans le cas d ' u n m o u v e m e n t r ec t i l i gne et uniforme. 

C o m m e c e t t e c o n d i t i o n n ' e s t j a m a i s r e m p l i e d ' une manière 

a b s o l u e dans les c o u r s d ' eau n a t u r e l s , il a p u arriver parfois, 

s u r t o u t a v e c rie g r a n d e s v i t e s s e s e t des c o u r b u r e s très-pre-

n o n c é e s d a n s les filets, q u ' o n ai t c o n s t a t é d e s différences de 

n i v e a u à la sur face l i b r e , sans so r t i r d ' u n m ê m e profil en tra

v e r s . Tou te fo i s ce s o n t là des cas e x c e p t i o n n e l s , et, en pra

t i q u e , ce q u i a é t é di t t o u t à l ' h e u r e p o u r les cou ran t s recti-

l i g n e s e t u n i f o r m e s p e u t a p p r o x i m a t i v e m e n t s ' é t end re à des 

c o u r a n t s q u e l c o n q u e s . 

D e p u i s l o n g t e m p s l ' e x p é r i e n c e a fait c o n n a î t r e que les vi-
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U 
• 3 , i 5 

Si l'on calcule le r a p p o r t ^ d ' ap rè s la f o r m u l e (2), en a t t r i 

buant diverses va l eu r s à V, voic i ce q u ' o n t r o u v e : 

V = o m , o o o , n , 5 o I m , O 0 i m , 5 o 2 m , 0 0 2'", 5o 

— = 0 , 7 5 o , 7g 0 , 8 1 o , 83 o , 85 0 , 8 7 

On voit par c o n s é q u e n t q u e ce r a p p o r t , va r i ab le de o, 75 à 1,00, 

ne s'écarte pas b e a u c o u p de 0,80 dans les c i r c o n s t a n c e s o r d i 

naires, où la v i tesse es t m o d é r é e , sans ê t r e t r è s -pe t i t e : aus s i 

beaucoup de p e r s o n n e s se c o n t e n t e n t de la r e l a t ion s i m p l e 

(3) U = 0 , 8 0 V . 

Il serait difficile d e c r o i r e à la c o m p l è t e géné ra l i t é d e s for 

mules (1), (2), ( 3 ) , qu i n e t i e n n e n t a u c u n c o m p t e d e t o u t e s 

les circonstances par l e s q u e l l e s u n c o u r s d ' eau p e u t différer 

d'un autre, e t n o t a m m e n t des d i f fé rences dans la fo rme et la 

grandeur des s ec t i ons t r ansve r sa l e s . D ' a i l l eu r s , les e x p é r i e n c e s 

de Dubuat, qui on t c o n t r i b u é à l ' é t a b l i s s e m e n t de ces f o r m u l e s , 

tcsscs aux différants p o i n t s d ' u n e m ê m e sec t ion d ' u n c o u r s 

d'eau ne sont pas les m ê m e s . La v i t e s s e m a x i m u m V a l i eu à la 

surface, vers le p o i n t qu i r é p o n d à la p lu s g r a n d e p r o f o n d e u r ; 

la vitesse m i n i m u m a l i eu en q u e l q u e p o i n t d u f o n d ; n o u s 

nommerons W cel le du p o i n t s i t u é au fond, s u r la m ê m e v e r 

ticale que ce lu i d o n t la v i t e s se es t V. On a p p e l l e v i t e s se 

moyenne celle q u i , m u l t i p l i é e par l 'a ire de la s e c t i o n , d o n n e 

le débit ou la d é p e n s e d u c o u r s d ' eau , c 'es t-à-dire le v o l u m e 

qui traverse la s ec t i on p e n d a n t l ' un i t é de t e m p s . E n d é s i g n a n t 

parli ce t te d e r n i è r e v i t e s se , D u b u a t a p r o p o s é la r e l a t ion e m 

pirique 

10 U = i ( V - f - W ) ; 

d'un autre cô té , de l ' r ony a c h e r c h é le r appor t e n t r e U et V, et 

l'a trouvé var iable avec V : les e x p é r i e n c e s de d ive r s hydraul i -

ciens l'ont condu i t à p o s e r 

V-f- 2 , 3 7 
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P R O F O N D E U R S f. V I T E S S E S O B S E R V E E S . V I T E S S E S C A L C U L E E S 

Ta m m 

0 , 0 0 I ,226 I ,226 

0 , 2 0 I , 2 l 8 I ,219 

0,4o . , I 9 8 I ,198 

О , 60 I ,167 I , l 6 3 
0 , 8 0 I , I 25 1 , n 4 
I , O O 1,057 1 ,o5 i 
I , 20 0 ,950 °>974 
1,4o 0 , 8 8 0 o , 8 8 3 
1,60 0 , 8 3 2 

La p l u s g r a n d e d i f férence e n t r e l ' obse rva t ion et le calcul 

aura i t l ieu p o u r la v i t e s se à la p r o f o n d e u r de i m , 2o , et serait 

o™,o24; la d i f fé rence m o y e n n e , c a l c u l é e sans faire attention au 

s i g n e , se ra i t s e u l e m e n t de o m , o o 6 . 

On doi t à M. Baz in , i n g é n i e u r des P o n t s et Chaussées, un 

assez g rand n o m b r e d ' e x p é r i e n c e s d e s t i n é e s , soi t à faire con

n a î t r e la loi des v i t e s s e s dans u n e s e c t i o n t ransversale , soit 

U 
le r a p p o r t T T (*) ; voici les c o n c l u s i o n s qu ' i l en a t i rées et les 

( * ) Les Recherches expérimentales de M. Iîn/.in ( d é j à citées ¡111 n° 14) fo:lt 

part ie d u t o m e X I X d u « ller.uoil de Mémoires présentés par divers savants il 

l ' Inst i tut impér ia l de France » . 

ont é té faites dans des c a n a u x en bo i s de pe t i t e s dimensions, 

q u i n e p o u v a i e n t g u è r e ê t r e a s s imi lés a u x c o u r s d'eau natu

r e l s . 

M. Defon la ine , anc i en i n s p e c t e u r généra l des Pon t s et Chaus

s é e s , a o b s e r v é la v i t e s se du Rh in , en d ivers points, tous 

s i t u é s s u r u n e m ê m e v e r t i c a l e . Dans l ' u n e de ces expériences, 

il a t r ouvé des v i t e s se s qu i p o u v a i e n t ê t r e assez bien repré

s e n t é e s par la f o r m u l e 

v = i , 226 — o , l ' j S y \ 

dans l aque l l e v d é s i g n e la v i t e s s e r é p o n d a n t à la profondeur y 

a u - d e s s o u s de la sur face l i b r e . Voic i en effet le résultat de h 

c o m p a r a i s o n e n t r e l ' e x p é r i e n c e e t la f o r m u l e : 
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formules e m p i r i q u e s par l e s q u e l l e s il a c ru p o u v o i r en r e p r é 

senter les r é su l t a t s . 

Pour la p r e m i è r e q u e s t i o n , les lo is r é e l l e s pa r a i s s en t te l le 

ment compl iquées , q u ' o n n e saura i t p e n s e r , en g é n é r a l , A I E S 
exprimer par des f o r m u l e s ; t ou t e fo i s M. Bazin e x c e p t e l e s d e u x 

cas simples d ' u n e sec t ion r e c t a n g u l a i r e de t r è s -g rande l a rgeur , 

et d'une sec t ion d e m i - c i r c u l a i r e . Dans le p r e m i e r cas , en n o m 

mant 

e la vitesse du filet s i t ué à u n e p r o f o n d e u r y a u - d e s s o u s d e 

la surface, 

Illa p ro fondeur t o t a l e , 

i la pente l o n g i t u d i n a l e par u n i t é d e l o n g u e u r , 

K un n o m b r e c o n s t a n t , 

on aurait 

( 4 ) . = V - ] W B 7 ( 0 . 

relation de m ê m e forme q u e ce l le de M. D e f o n t a i n e ; on devra i t 

y faire 
K = 2/[. 

Si la section a l a forme d ' u n d e m i - c e r c l e de rayon I I , la v i tesse 

à la distance r d u c e n t r e se ra d o n n é e par la fo rmule 

(5) o = V - K V T I 7 ( ^ Y , 

le coefficient K ayant ce l t e fois u n e v a l e u r égale à 2 1 . 

Quant à la re la t ion e n t r e U et V , M. Bazin y i n t r o d u i t e n c o r e 

un produit ana logue à II i; s e u l e m e n t il m e t , au l i eu de H , ce 

qu'on appelle c o m m u n é m e n t le rayon moyen de la s e c t i o n , 

c'est-à-dire le q u o t i e n t R o b t e n u en d iv isant l 'a i re de c e l l e 

section par son périmètre mouillé ( p o r t i o n du p é r i m è t r e a p 

partenant à la paroi so l ide e t q u e le l i qu ide v i e n t t o u c h e r ) (*). 

(*) Lorsque la section est un d e m i - c e r c l e de rayon II, le rayon m o y e n K 

dment rfral à — ou à - H. Il prend alors la valeur de la m o y e n n e ar i l l imé-

tiijue entre les rayons e x t r ê m e s des c o u c h e s rtuides en l e s q u e l l e s on pourra i t 
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La re la t ion d o n t il s 'agit se ra i t 

( 6 ) V — l ^ K v ' H i ' , 

K dés ignan t u n n o m b r e s e n s i b l e m e n t égal à 1 4 . 

P o u r s ' e x p l i q u e r la p r é s e n c e du p r o d u i t I I i ou II i dans ces 

fo rmu le s , il es t n é c e s s a i r e d 'avoir vu le rô le impor tan t qu'il 

r e m p l i t dans la t h é o r i e du m o u v e m e n t u n i f o r m e , qui sera 

e x p o s é e p l u s l o i n . N o u s a u r o n s a lo r s occas ion de relever des 

c o n t r a d i c t i o n s e n t r e la d e r n i è r e f o r m u l e et les deux précé

d e n t e s , c o n t r a d i c t i o n s déjà r e c o n n u e s , du r e s t e , mais non 

e x p l i q u é e s , par M. Eazin l u i - m ê m e . N o u s n o u s b o r n o n s , quant 

à p r é s e n t , à u n e s i m p l e e x p o s i t i o n . 

D 'au t res e x p é r i e n c e s on t é té e x é c u t é e s en A m é r i q u e , d e i83o 

à 186 r, par o r d r e du g o u v e r n e m e n t des Eta ls -Unis , sur le Mis-

sissipi et s e s af f luents . L ' ana lyse du R a p p o r t d r e s s é à ce sujet, 

par MM. H u m p h r e y s e t Abbo t , officiers de l ' a rmée fédérale, 

fait l 'ob je t d ' u n e p u b l i c a t i o n r é c e n t e de M. F o u r n i e , ingénieur 

d e s P o n t s e t C h a u s s é e s de F r a n c e (*) . N o u s n e croyons pas 

d e v o i r r a p p o r t e r ici les n o m b r e u s e s fo rmules empi r iques pro

p o s é e s par ces a u t e u r s , car , c o m m e on n ' e s t e n c o r e arrive à 

r i en de définitif, n o u s r i s q u e r i o n s , s ans grand profit , de fati

g u e r le l e c t e u r et de t o m b e r dans la con fus ion . La proposition 

s u i v a n t e , é n o n c é e par M. F o u r n i e , n o u s s e m b l e cependant 

b o n n e à m e n t i o n n e r , en r a i son de s o n i n t é r ê t théor ique et de 

l ' u t i l i t é q u ' e l l e aura i t p o u r les o p é r a t i o n s de j a u g e a g e : 

Il ex i s t e un r a p p o r t à p e u p r è s i nva r i ab l e e n t r e la vitesse 

m o y e n n e d e t ous les filets l i q u i d e s i s sus des divers points 

d ' u n e ve r t i ca l e e t la v i t e s s e du filet pa r t i cu l i e r ayant son ori-

i m a g i n e r le cours d'eau d é c o m p o s é , d e p u i s le centre jusqu'à la circonférer.ce. 

C'est là sans d o u t e l 'or ig ine de cette d é n o m i n a t i o n de rayon moyen. 

R e m a r q u o n s aussi que , d a n s le cas d 'une sec t ion rec tangula ire de largeur / 

et de p r o f o n d e u r II, o n a 

s o i t H à la l i m i t e , si la largeur / croi t i n d é f i n i m e n t . 

(* ) Résumé des expériences hy druuhqi/rs exécutées par le couvernement ame-

rieam sur le. Mississipi, et remarques qui en décuulent relativement à la t}>èont 

des eaux courantes. Paris , [80^. 
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(*) Les généralités exposées au c o m m e n c e m e n t d u chapi tre t ro i s i ème sur l e 

frottement des l i q u i d e s contre l e s parois s o l i d e s et des c o u c h e s l iqu idée sur 

celles qui leur sont cont inues , s o n t app l i cab le s au cas actuel . N o u s y r e n v o y o n s 

le lecteur. 

II. 2 e É D I T . '4 

ginesur la m ê m e l i g n e , à la m o i t i é d e la p r o f o n d e u r . Ce r a p 

port n'est a f f e c t é d ' u n e m a n i è r e n o t a b l e , n i par l e s d i m e n s i o n s 

delà sec t ion t r a n s v e r s a l e , ni par la g r a n d e u r d e s v i t e s s e s , n i 

par l'état c a l m e o u a g i t é d e l ' a t m o s p h è r e ; sa v a l e u r e s t p e u 

inférieure à l ' u n i t é . 

69. Recherche théorique de la loi des vitesses dans une section, la 

ligne de fond étant supposée horizontale et de largeur indéfinie. — NOUE 

admettrons que le fond du cours d'eau est un plan dont les horizontales, 

perpendiculaires au fil de l'eau, ont une largeur indéfinie. Sur ce plan, et 

suivant la ligne de plus grande p e n t e , glisse une première couche de 

liquide infiniment mince; sur la première couche glisse parallèlement une 

seconde, sur la seconde une troisième, et ainsi de suite. Les différents 

points d'une même couche sont supposés animés de la même vitesse, pa

rallèlement à la ligne de plus grande pente du fond. Il s'agit de cher

cher comment variera la vitesse d'une couche à l'autre. 

On peut suivre ici une marche tout à fait analogue à celle que nous 

avons indiquée pour les tuyaux cylindriques (n° 4S) . En appelant 

<j la force retardatrice rapportée à l'unité de masse, subie à un certain 

instant par une molécule quelconque en vertu de la viscosité; 

ï la pente superficielle totale entre deux sections transversales séparées 

par une distance L ; 

H la profondeur totale du cours d'eau; 

/ la distance d'un point quelconque à la surface l ibre; 

e la vitesse en ce point; 

V la vitesse à la surface; 

W celle qui a lieu au fond ; 

U la vitesse moyenne; 

/ ( W ) (* ) une fonction représentant la résistance du lit par mètre carré ; 

n le poids du mètro cube d'eau ; 

g l'accélération des corps pesants dans le v ide; 

on reconnaîtrait d'abord que f est invariable sur le parcours d'une molé 

cule, puisque celle-ci se trouve constamment dans des circonstances iden

tiques, et l'on aurait par le théorèma de Bernoulli (n° iS) 
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ce qui montre que o est constant pour toutes les molécules. Par suite sa 

valeur peut s'obtenir en divisant le frottement du lit sur un mètre île 

largeur et la longueur L , soit L / ( W ) , par la masse totale - LH sur la

quelle ce frottement se fait sentir ; donc on a 

T 

ou bien 

9 L II H 

continués dont les vitesses sont v et e -\- — dy, par E ^ — 

(7 ) H J U L / ( W ) , 

équation qui déterminerait W (*) . 

Une troisième expression de 9 s'obtient encore en considérant le frot

tement mutuel des couches planes qui glissent les unes sur les autres. Au 

moyen des mêmes inductions employées au n° 4i, nous serions conduit à 

représenter cette force, rapportée au mètre carré, pour deux couches 

une constante pour un môme cours d'eau, et m un exposant numérique 

égal à 1 ou à ?.. suivant que l'on adopte les idées de Navier ou de M. Darcv. 

Dès lors, si nous répétons le calcul de l'équation ( 7 ) , mais en ne prenant, 

au lieu de tout le liquide renfermé entre les sections extrêmes, que la 

portion située au-dessus d'un plan mené parallèlement à la surface libre, à 

la profondeur y, il faudra seulement remplacer f[W) par E ^— ~ 

et II par y. Donc 

T = r £ i ( _ ± 

* T I 7 V dy 

( * ) La q u a n t i t é - é tant i d e n t i q u e avec ce l l e qu 'on a n o m m é e iau n° 68, on 

voit para î tre ici l e p r o d u i t Hz" o u Rz , i n t r o d u i t par M. Bazin dans ses formules 

e m p i r i q u e s ( ^ ) et ( 6 ) . 

( ** ) Cela s u p p o s e c e p e n d a n t qu 'aucun f r o t t e m e n t n T est exercé sur l'eau à lu 

surface l ibre . A la r igueur , il faudrai t t en ir c o m p t e de la résistance opposée 

par l 'air, l a q u e l l e pourra i t deven ir assez n o t a b l e avec u n vent contraire. Les 

officiers a m é r i c a i n s d o n t u o u s avons ci té l e s expér iences au n° 68 pensent m ê m e 

que cette rés i s tance , en t e m p s c a l m e , do i t être de m ô m e ordre que le frotte

m e n t des paro i s . Mais l eurs expér i ences é ta i ent faites sur l 'un des plus grands 

fleuves de la t e r r e ; il est difficile d 'admettre que l e s d o n n é e s de la question 

d o n t n o u s n o u s o c c u p o n s y fussent observées , m ê m e avec une approximation 

gross ière , et par c o n s é q u e n t il n'y a pas l i eu de s'arrêter beaucoup aux diffé

rences qu'on pourra i t trouver entre leurs résul tats et notre calcul . Disons-le, 
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et, par suite, en égalant cette valeur à — , 

di>\'" Il ç 

dr) E L J ' 

Il est facile maintenant de trouver la vitesse v en fonction de la pro

fondeur y. Élevant l'équation précédente à la puissance — > il vient 

dv _ /IIÇ 

~~ tfy ~ \ ÏL y" 

et, on intégrant, 

ni: V" m 

expression tout à fait analogue à la formule ( 5 ) du n° 4 3 . D'ailleurs W , 

qui est déjà connu, s'obtiendrait en faisant dans cette équation y = H ; 

on a donc, pour déterminer V, 

(9) W = Y - / n Ç 

sLJ m - M 

D'OÙ l'on déduit encore 

v — w V H , 

Quand on fait m = i , l'équation ( i o ) donne 

clii reste, puisque l 'occas ion s'en p r é s e n t e : ce n'est pas , en généra l , un b u n 

moyen de découvrir les lo i s de la nature que d'observer les p h é n o m è n e s te ls 

qu'une disposition en q u e l q u e sorte for tu i te des choses les fait se p r o d u i r e sous 

nos yeux, parce qu'a lors t o u s les effets s us c e p t ib l e s d'ôtre m e s u r é s sont dus à 

l'action simultanée d 'une f o u l e de causes , et qu'i l est i m p o s s i b l e , au m i l i e u de 

la complication qui en résu l te , de d é m ê l e r la part d ' inf luence revenant à c h a c u n e 

d'elles. Dulong et Pet i t n 'auraient j a m a i s trouvé les l o i s du re f ro id i s s ement s'ils 

s'étaient bornés à no ter les t e m p é r a t u r e s décro i s sante s q u e p r e n d le premier-

corps venu, quand o n l ' é lo igné de la s o u r c e où il a p u i s é u n e quant i té p lus ou 

moins considérable de c h a l e u r . Le t a l e n t du p h y s i c i e n c o n s i s t e à créer des d i s 

positions artificielles t e l l e m e n t c o m b i n é e s que , d a n s c h a q u e série d 'expér iences , 

une seule cause i n t e r v i e n n e p o u r p r o d u i r e les d i f f érences entre c h a q u e observa

tion et toutes les antres . 

1 4 . 
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relation dont la forme s'accorde avec l'expérience de M. Defontaine citée 

plus haut (n° 6 8 ) . 

Le débit total sur la largeur égale à l'unité pouvant s'exprimer par UI1 

rH 

et par / vdy, on a la vitesse moyenne 

u = î î X 

o u , après avoir remplacé v par sa valeur tirée de l'équation ( i o ) , 

!

m±± \ u = n X H L v - ( v - w ) ( ï ï ) " J ^ 
= V _ " ' iv w ) ^ 1 " ' + I ) V + » ' W 

j 2 m 4-1 a m -+• i 

Cette expression de U n'est pas tout à fait d'accord avec la formule ( i ) 

de Dubuat, car on peut l'écrire 

U = - ( V + W ) H • — — — - (V — W ) ; 

la formule (i), dans le cas de lits très-larges et à fond plat, semblerait 

donc exiger que la profondeur fût pe t i t e , auquel cas Y — W ne serait 

pas très-notable et -—•— (V — W ) pourrait être négligé. 

Si dans la valeur ( n ) de U on remplace W par l'expression (9), on 

trouve 

(ia) U = V - ; >——y -A-^) I I " ' ; 

or en n o m m a n t / , la profondeur du filet qui possède la vitesse moyenne, 

on aurait auss i , d'après l'équation ( 8 ) , 

m -
Xi m 4- j 

on tire de là 

\ i a / « 4 - i / 

soit j t — o , 5 7 7 H ou yt = o , 5 4 3 II, suivant qu'on fait m = 1 ou m — : 

En attribuant encore à m les valeurs hypothétiques 
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on trouverait pour les valeurs correspondantes de ~ 

o,53o, 0 , 5 ^ 3 , o ,5 i8 , o , 5 i 5 , . . . , o,5oo. 

Ainsi donc, quel que soit l'exposant m, entre i et oo , le rapport en ques

tion s'écartera peu de o , 5 5 , c'est-à-dire que le filet possédant la vitesse 

moyenne se trouvera environ aux o , 5 5 de la profondeur totale , à partir 

de la surface libre. 

Si, pour égaler l'exposant de y dans l'équation théorique ( 8 ) ou (10) 

avec celui que lui attribue la formule empirique (4) i on fait m = i, il 

n'y aura pas accord entre l'équation (12) et la formule ( 6 ) ; car l'une 

Ç 
donne l'excès V — U proportionnel à H 3 y- ou I l ' i , tandis que l'autre le 

lu 

donne proportionnel à \/tii. Au reste , la contradiction existe déjà entre 

les formules (4) et (G). On aurait , d'après la première, 

u = ï ï X H " * r = F X H ( v - K ^ i n ê > = v - T » / ! n " . 

ou bien, en prenant K = 24 ! 

U = V 

d'après la seconde, au contraire, 

U = V 

L'inégalité des coefficients 8 et 14 est assez forte pour inspirer quelque 

défiance : on peut supposer raisonnablement que les formules dont il s'agit 

ne sont que provisoires, et que de nouvelles expériences conduiront à les 

modifier. 

70. Cas de la section demi-circulaire. — Les calculs théoriques rela

tifs au cas où la section prend la forme d'un demi-cercle de rayon II 

reproduiraient presque exactement ceux qu'on a déjà vus ( n 0 5 45 et 4G), 

à l'occasion des tuyaux de conduite, et les résultats en seraient tout à fait 

les mêmes. Il serait donc oiseux de, les recommencer, et l'on se conten

tera ici d'une comparaison analogue à celle qui termine le n° G9. L'expo

sant de r étant "' 1 dans l'équation théorique (5) du n° 45, et ce même 

exposant ayant la valeur 3 dans la formule (5) de M. Bazin [n° 6 8 ) , on 

est conduit d'abord à supposer 

- 8 ^ 1 1 ' ' ; 

- 1 4 v/HÏ. 

= 3 , d ou m = -
m 2 
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il en résulte 

et, par suite, l'expression de la vitesse moyenne 

H 
: ' i ' H 3 

30£2 vrdr = V — 

Ainsi l'on aurait l'excès V — U proportionnel à / ! H S ; au contraire, il de

vrait l'être à y/H^ d'après la formule ( 6 ) du n° 68 , car le rayon moyen 

a pour valeur - dans l'exemple actuel. 

Quand on calcule la vitesse moyenne par la formule (5 ) du n° 68, il 

vient 

On constate ainsi une seconde fois le défaut d'accord des formules par 

lesquelles M. Bazin a exprimé la loi dos vitesses dans une section trans

versale, aussi bien entre elles-mêmes qu'avec les indications de la théorie. 

Cela ne peut que corroborer la conclusion par laquelle se termine le n° 69. 

71. Cas d'une section de forme quelconque. — La loi de la distribu-

lion des vitesses dans la section transversale d'un courant découvert rec-

tiligne et uniforme n'est point encore connue, même en choisissant des 

données particulières sur la forme de la section ; et malgré les efforts des 

personnes qui se sont appliquées à la rechercher par l'expérience o u par 

la théorie, on a pu voir, d'après ce qui précède, combien il règne encore 

d'obscurité sur cette question intéressante. La circonstance d'une forme 

arbilraire attribuée à la section n'est pas de nature à rendre la solution 

plus facile; aussi, pour tâcher de l'obtenir théoriquement, nous croyons 

devoir employer, à l'exclusion de toute autre, l'hypothèse simple admise 

par Navier pour représenter l'action mutuelle des molécules fluides, ou 

plutôt la partie de cette action qui résulte de la viscosité. 

D'autre part, la formule ( 6 ) , quand on fait R — —) donne 
2 

U = 
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Cela posé, soit MNP [fig- 38) la section transversale du courant; tra

çons dans son plan deux axes de coordonnées rectangulaires, l'un Oy vor-

F i e . 38 . tical et descendant, l'autre coïnci

dant avec la ligne MP, suivant 

laquelle la surface libre est coupée 

par le plan de la section. Imaginons 

ce l l e - c i décomposée en éléments 

infiniment petits , tels que ABCD, 

par des parallèles aux axes . Con

servons aux notations le sens défini 

EUII°69; supposons, de plus, que la valeur de l'exposant m, laissée jusqu'à 

présent indécise, soit fixée définitivement au nombre i. Un prisme dont 

ABCD serait la section droite et dont la longueur, mesurée parallèlement 

aux vitesses des molécules, serait désignée par L , va éprouver sur ses 

quatre faces latérales les effets du frottement des couches vois ines , qui 

produiront les forces ci-après, savoir : 

Sur la face projetée en AC, une force dans le sens du mouvement, que 

nous représenterons par Lidy —̂~Ĵj o u P a r —
 ^ L R ^ J R (~7~) ' E N N ° " 3 

fondant sur l'analogie entre la question actuelle et celle du n° 6 9 ; sur la 

face opposée BD, une force de sens contraire, exprimée par 

r , {dv d2v , 

-h^\dr, + d^'lx 

ce qui fera au total une résistance — L E -y- , dxdy; 

Sur l'ensemble des faces projetées en AB et CD, une force résistante 

d2v 

exprimée pareillement par — Ls —pidxdy. 

La masse du prisme étant — Ldzdy, on aura pour la valeur de n> 
o 

f d2v d2\>\ li V dx2 dr 

Or, en raisonnant comme aux n o s 4 5 et 6 9 , on trouverait encore 

donc on peut écrire l'équation 

(i3) 
d2v d2v , nÇ 
dx2 dy 

qu'on obtiendrait également par l'application des équations générales de 
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Navier (n° 1 4 ) . Il faudrait seulement supposer le troisième axe coordonné 

(celui des z) parallèle aux filets liquides. 

Indépendamment rie cette équation aux différences partielles où la fonc

tion v de deux variables indépendantes .r et y est seule inconnue, il y a 

des équations particulières pour les filets qui glissent le long de la paroi 

et ceux qui sont à la surface libre. Soit en effet EF = dtr un élément de 

paroi, dont la normale EK fait avec les axes les angles i et on aura 

dans le triangle EFG le côté vertical EG = dtrcosl et le côté horizontal 

FG = rfncosp. Par su i te , si EFG est considéré comme la section droite 

d'un prisme de liquide parallèle au courant et de longueur L, ce prisme 

supportera respectivement sur les faces EG, FG des frottements qui tendent 

à l'entraîner dans le sens de la vitesse, ayant pour valeur 

T J >. dv dv 
— Lida C O S A - R - J — L S R F O - COSM - 7 - 1 

dx dy 

et sur l'élément de paroi <7a lui-même, un autre frottement en sens con

traire, dont nous supposerons que la valeur est Wdaf(v), toujours à 

cause des inductions du n° 4 1 . Or, par suite de l'uniformité du mouvement, 

ces trois forces doivent se faire équil ibre; car, d'une part, elles sont, 

avec les pressions sur les sections droites extrêmes du prisme, et une 

composante de la pesanteur, les seules forces qui sollicitent le prisme 

parallèlement au courant; d'autre part, les pressions extrêmes sont évi

demment égales et se font équilibre (puisque toutes les sections présentent 

des phénomènes identiques ) , et la pesanteur ne donne qu'une force 

^TlLdu' C O S A cosu. infiniment petite relativement aux précédentes. Donc 

il faut qu'on ait en tout point de la paroi 

, . 1 1 <lv ffv 1 R . , 

( l 4 ) c o s ^ + c o s p ^ + j / H - o , 

/ ( c ) étant une fonction connue. De même, si l'on suppose que l'ordonnée r 

du point À soit nulle, de manière que AB soit placé sur l'axe des x. LA 

face CD supportera un frottement — L=.ilx infiniment petit du premier 

ordre; en admettant qu'on néglige le frottement entro l'air et la surface 
de 

libre du liquide, il faudra que cette force — L-rlx - - soit nulle, car l'en

semble des frottements sur les faces AC et BD, aussi bien que l'action de 

la pesanteur, ne produisent que dos forces infiniment petites du second 
ordre. Donc , pour tous les points situés sur MP, doit s'annuler, 
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P = - 2 T L / + " ' 

et alors il faut que l'inconnue auxiliaire u vérifie la relation 

dhi d1,,. 

L'intégrale générale de l'équation (16) est connue : on a, en appelant -ty 

et deux fonctions arbitraires, et désignant par 9 le symbole imagi

naire y / — 1 , 
u = -\(x+ Qj) + TJ/, (.r — 6 r ) , 

d'où résulte aussi l'expression générale de v 

( 1 7 ) «• = — T ^ . ^ + ^ ^ + e.rJ + ^ t ^ — 6 J ) -

Reste à déterminer ^ et \J»r À cet effet, on sait d'abord que s'annule 

pour y — o; or on tire de l'équation (17) 

J = - ^ r + e-y ( * + G r) - 6f, [ x - , 

•i'et étant les fonctions dérivées de -!j et de y , . Faisant r = 0 dans 

cette équation, nous trouvons 

ce qui montre, puisque x reste indéterminée, que les fonctions y et y, 

sont égales, à une constante près. Nous la désignerons par C, et poserons 

en conséquence 

n e . 

ou bien l'on a 

dv 

l>5) ° > 

quand 7 = 0 . 

Les deux conditions (14) et ( i 5 ) serviront à déterminer les fonctions 

arbitraires introduites par l'intégration do l'équation ( i 3 ) . 

Pour effectuer cette intégration, l'on cherche d'abord une solution par

ticulière, de la forme c = 7 j r J ; il suffit de déterminer la constante y par 
l'équation 2 7 H — ^ — o, qui donne 7 — — r r j j "

 m o y e n de cette in-

tégrale particulière, on fait ensuite disparaître le terme constant —f- de 

l'équation ( i3 ) ; on pose 
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expression dans laquelle figure une seule fonction arbitraire. Il serait aisé 

de la faire disparaître, si l'on connaissait par des observations directes la 

loi des vitesses à la surface libre du courant. Cette loi étant représentée 

par une fonction F (x) de la variable x, il faudrait qu'on eût 

F(x) = C + a^(jr), 

puisque le second membre est bien ce que devient t> pour / = o. On tire 

de là 

l(x)=-Flx)--C; 
' 2 2 

par suite, x étant quelconque dans cette identité et pouvant être rem

placé par une autre valeur, telle que x 9y ou x —- Oy, 

-| (.r + Bj] = 1 F [x + Oy) - i C, 

•\l[x^0y)=l-F(x-6y)-^C. 

Il est dès lors facile de chasser do l'équation (18), qui devient 

( I 9 ) " = ~ f + \ F ( x + 6 y ] + î F ( x - n y ) -

Le second membre de cette dernière équation ne contient des imaginaires 

qu'en apparence. 

Telle est la valeur de i>, en fonction de x et de y, pour un point quel

conque de la section transversale, quand on admet , d'après Navier, que 

m = i. Pour y arriver, nous n'avons fait aucun usage de l'équation (i4), 

applicable à un point quelconque de la courbe MNP. Si dans cette équa

tion on substitue la valeur (ig) de v, elle ne contiendra plus que les coor

données x, y, et sera par conséquent l'équation du contour MNP. Ce con

tour pouvant être observé et dess iné , on aurait là un moyen de vérifier 

le plus ou moins d'exactitude des hypothèses théoriques; ou bien encore, 

s\f(i') n'était pas une fonction connue, on aurait un procédé pour la dé

terminer. 

Puisqu'on peut trouver le contour MNP quand on connaît l'expres

sion (16) de p , réciproquement on conçoit que si ce contour a une forme 

fixée d'avance, v se trouve par là même déterminée sans qu'on ait besoin 

do connaître la fonction F. Dans un Mémoire approuvé par l'Académie des 

Sciences, M. Sonnet, à qui nous avons emprunté le fond de l'analyse pré

cédente, a montré que si le courant a une section rectangulaire, « peut 

être approximativement représentée par l'expression du second degré 
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Soit maintenant ABCD [fig- 3g) la section transversale rectangulaire; 

Fig. 39. Oy la verticale menée par le milieu O 

de AB, prise pour axe des y; OË = II 

la profondeur; AB = l la largeur; W la 

vitesse en E . On aurait, d'après l'équa

tion ( 2 0 ) . 
w = v — pu1, 

I! 

G 

l E D 
y 

d'où résulte 
V — W 

H 2 ' 

l'équation ( 2 1 ) donnerait alors la valeur de a, et v se trouverait exprimée 

E L 
en fonction de V, W , H. et de la quantité 

Si l'on veut avoir la vitesse moyenne U, il faudra poser l'équation 

/ H U = JJ vdxdy = Jj" ( V — <xx2 — Py2)dxdy, 

l'intégrale double devant être étendue à tous les éléments de la surface 

ABCD. On intègre d'abord pour une tranche parallèle aux x: puis on fait 

la somme pour toutes les tranches sur la hauteur H; cela donne 

(V — a.r2 — [iy')dxdy 

H • \ L H 
£ dyj (V—ax2—py2)dx=j' dy(\! — ~ x l s — ipy 

1 2 3 ' / 

Par suite, on trouve 

U = V - - «1 

Cette vitesse sera celle du point G, situé sur OD, à la distance 

dans laquelle on suppose que l'axe dos y passe par le milieu du l i t , et 

que V, a, p sont des constantes. Il faut d'ailleurs, pour que ce soit là une 

solution de l'équation ( i 3 ) , qu'on ait 

(il) — î 2 C Z — 2 B = O . 
1 ' E L 
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à partir du point 0 ; car en G on aura 

x = k\Jv s = u\/v 
et à ces coordonnées répond, d'après l'équation (20) , une valeur de la 

vitesse égale à celle trouvée pour U. Il est donc possible d'observer direc

tement la vitesse moyenne en prenant celle d'un filet convenablement 

placé dans le courant. 

Si l'on nomme W et W" les vitesses en B et D, on aura les trois éga

lités 

W 

W 

W" 

on en conclut aisément les suivantes : 

U = ^ ( V + W + W ) , 

D = i ( 2 V + W ' ) , 

qui fournissent aussi des moyens simples pour déduire U de l'observation 

de vitesses en des points déterminés. La dernière relation donne le rap

port de la vitesse moyenne à la vitesse maximum 

U _ 2 W"_ 

V ~ 3 + 3V' 

et comme W" est nécessairement positif et plus petit que V, ce rapport 

est compris entre ^ et 1. On voit que toutes ces formules ne sort pas 

parfaitement d'accord avec les formules (1), (2) et (3) données par Dubuat 

et de Prony. 

M. Sonnet faisait aussi connaître la valeur numérique du coefficient de 

viscosité s, ainsi que l'expression capable de représenter la fonction/(c). 

D'après les idées qui ont servi de base à ce travail, le nombre t aussi 

bien que les coefficients def(t>) auraient des valeurs indépendantes de la 

nature et de l'étendue des parois solides en contact avec le courant : ces 

valeurs seraient donc identiques à celles qu'on a indiquéesau n°47, à propos 

des tuyaux de conduite , savoir : E = y— et / ( < ' ) = 0 ,019c-) - o , 3 ; i <>\ 

- V - f S H ' , 

4 

V _ - a / > - p i f ; 
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Suivant M. Bazin, les formules de M. Sonnet ne donnent pas des résul

tats conformes à ceux de l'expérience. 

Nous allons abandonner maintenant toutes ces recherches spéculatives, 

et ne plus considérer désormais, dans la section d'un courant, qu'une seule 

vitesse, sa vitesse moyenne. 

§ II. — Formules pratiques pour le mouvement uniforme de l'eau 
dans les canaux découverts. 

72. Expression du frottement de la paroi, en fonction de la 

vitesse moyenne. — Q u o i q u e le f ro t t emen t de la p a r o i , r a p p o r t é 

en chaque p o i n t à l ' u n i t é de su r face , do ive ê t r e , en v e r t u des 

raisons exposées au n° hh, u n e fonc t ion de la v i t e s s e du l iqu ide 

immédiatement en con t ac t , on a t r o u v é p lus c o m m o d e de le 

représenter par u n e fonc t ion de la v i t e s se m o y e n n e , ce qui es t 

peut-être mo ins r a t i o n n e l , ma i s su f f i s amment exac t en p r a t i q u e . 

Soient donc , dans u n c o u r a n t à m o u v e m e n t u n i f o r m e , 

Il la v i tesse m o y e n n e ; 

L la dis tance e n t r e d e u x s e c t i o n s ; 

l la l ongueu r de la p o r t i o n du profil en t r ave r s c o m m u n e 

au lit et à l ' eau , c ' e s t - à - d i r e le périmètre mouillé; 

X sera u n e q u a n t i t é c o n s t a n t e , t o u t e s les s e c t i o n s d e v a n t ê t r e 

identiques. N o u s a d m e t t r o n s q u e l e f r o t t e m e n t s u r la sur face 

L7, mouil lée par l ' e a u , d a n s l ' i n t e rva l l e c o n s i d é r é , a p o u r 

expression E ^ F ( U ) , la fonc t ion F é tan t à d é t e r m i n e r par 

expérience. De P r o n y e t E y t e l w e i n on t a t t r i b u é à F ( U ) l ' e x 

pression II ( a U -+- 6 U J j , dans l aque l l e II d é s i g n e le p o i d s du 

mètre cube d 'eau , a e t b d e u x coeff ic ients q u i o n t p o u r v a 

leurs : 

Suivant de P r o n y . . . a = 0 , 0 0 0 0 4 4 , ¿» = 0,000309, 

Suivant E y t e l w e i n . . 0 = 0 , 0 0 0 0 2 4 , 6 = o ,ooo366 . 

M. de Saint-Venant a p r o p o s é la f o r m u l e m o n ô m e 

F ( U ) = H . c U " , 

21 

dans laquel le il fait l ' e x p o s a n t m = — et le coefficient 

c = 0 , 0 0 0 4 0 1 . D i v e r s e s p e r s o n n e s o n t a d o p t é , à l ' e x e m p l e d e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 2 2 C H A T I T R E Q U A T R I È M E . 

Tadin i e t des i n g é n i e u r s i t a l i ens , la va l eu r p lu s simple 

F ( U ) = n . o , o o o 4 U I , 

p r o p o s é e dès 1775, pa r M. de Chézy . 

D ' ap rès les e x p é r i e n c e s de M. Darcy sur l es tuyaux , il paraît 

b i e n v r a i s emb lab l e q u e F ( U ) do i t p o u v o i r ê t r e représenté par 

le m o n ô m e ni ,!?, 6 , é t an t u n e q u a n t i t é cons t an te pour un 

m ê m e c o u r s d ' e au , mais va r i ab le p r o b a b l e m e n t avec la forme, 

l es d i m e n s i o n s e t la n a t u r e du l i t . Dans le cas d 'un tuyau de 

d i a m è t r e D, o n avai t (n° SO) 

o , 0 0 0 0 1 2 0 , 4 
: O , 0 0 0 3 0 7 

D 

si u n l i t de canal é ta i t a s s imi l ab l e à u n t u y a u de grand dia

m è t r e , on devra i t p r e n d r e b, = 0,000507 ; m a i s , outre qu'on 

nég l ige ra i t d e c e t t e m a n i è r e l ' i n f luence q u e doit avoir la na

t u r e du l i t , il faut se r a p p e l e r ce q u e n o u s avons dit à la note 

d e l à page 137. E n r é a l i t é , M. Darcy a r e c h e r c h é avec beau

c o u p de so in la v a l e u r de 6 , p o u r des t u y a u x e n fonte neuve; 

p u i s il a a d m i s , d ' après u n t r è s - p e t i t n o m b r e d'expériences 

s e u l e m e n t , q u e i , devai t ê t r e d o u b l é q u a n d les tuyaux ont un 

ce r t a in t e m p s d ' u s a g e . Cela p o u v a i t ê t r e vrai en particulier 

p o u r les d i a m è t r e s su r l e s q u e l s opé ra i t M. Darcy, dans ses 

e x p é r i e n c e s s u r les v i e u x t u y a u x ; ma i s la v é r i t é résultait pro

b a b l e m e n t d ' u n e c o m p e n s a t i o n d ' e r r e u r s . Soi t , par exemple, 

D = o m , 3 o : la f o r m u l e de M. Darcy , p o u r la fonte neuve, lui 

d o n n a i t 

- , 1 / r o , o o o o i 2 q 4 \ 
( p ) 0, = - I o ,000507 H — j = o ,000275; 

p u i s , l ' e x p é r i e n c e lu i ayan t d o n n é b, = o,ooo55oaveclafonte 

v i e i l l e , il c o n c l u a i t qu ' i l fallait d o u b l e r l es d e u x coefficients 

q u ' o n vo i t f igurer dans l ' e x p r e s s i o n ((3). Mais il est clair 

q u ' o n a r r ivera i t au m ê m e r é s u l t a t final ( e n ce qu i concerne le 

d i a m è t r e de o r a , 3o) , si l ' on a u g m e n t a i t p e u le p remie r coeffi

c i e n t , sauf à faire p l u s q u e de d o u b l e r l ' a u t r e ; ainsi quand on 

p o s e 

, o , 00008ï 
(y) o, = 0 , 0 0 0 2 0 0 H Y ) — i 
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on en dédui t fi, = o ,ooo55o p o u r D = o m , 3o, c o m m e avec l ' e x 

pression ( a ) ; et c e p e n d a n t on n 'a p a s d o u b l é les d e u x coeffi

cients de l ' exp res s ion ( ¡3) , ma is on a m u l t i p l i é le p r e m i e r par 

1,107 et le s econd par 12,52. La r èg l e de M. Darcy n ' e s t d o n c 

pas c o m p l è t e m e n t e x a c t e ; e l le r é u s s i t su f f i s ammen t b i e n p o u r 

les diamètres o r d i n a i r e s , m a i s il paraî t q u ' e l l e e x a g è r e le r é su l 

tat pour les forts d i a m è t r e s . C'est p o u r cela q u ' o n a r r ive , en 

l'appliquant à u n canal et faisant T> = 00 , à u n e v a l e u r t r o p forte 

de du m o i n s si l ' on e n j u g e par la f o r m u l e d e Tad in i . 

Au res te il y a un fait q u e b i e n des i n g é n i e u r s ava i en t r e c o n n u 

depuis l ong t emps : c 'es t q u ' u n e v a l e u r u n i q u e de c e coeff ic ient 

ne saurait c o n v e n i r à tous les c a n a u x , c 'es t -à-dire aux pe t i t e s 

rigoles en p l a n c h e s o u en m a ç o n n e r i e , c o m m e aux g randes 

rivières à fond i r r é g u l i e r en t e r r e o u en g rav ie r . M. Bazin a eu 

le mérite, n o n - s e u l e m e n t de r e n d r e le fait p a l p a b l e au m o y e n 

d'expériences n o m b r e u s e s , m a i s e n c o r e d ' i n d i q u e r les coeffi

cients fii à e m p l o y e r dans les d ive r s cas de la p r a t i q u e . 11 a p o s é 

à cet égard les r è g l e s s u i v a n t e s . 

On doit d i s t i ngue r q u a t r e c a t é g o r i e s de pa ro i s , savoi r : 

i ° Parois t r è s - u n i e s , c o m m e ce l l e s de c i m e n t l i s sé , bo i s 

raboté avec so in , e t c . ; 

2 " Parois m o y e n n e m e n t u n i e s , t e l l e s q u e p i e r r e s de ta i l le , 

briques, p l anches , e t c . ; 

3 n Parois p e u u n i e s , en m a ç o n n e r i e d e m o e l l o n s ; 

4 ° Parois en t e r r e . 

Maintenant, si l 'on n o m m e R le r ayon m o y e n de la s e c t i o n 

(n° 68), ou le q u o t i e n t o b t e n u en d iv isan t l 'a i re d e la sec t ion 

transversale p a r l e p é r i m è t r e m o u i l l é / , les coefficients u s e r o n t , 

pour chaque ca t égor i e : 

ca tégor ie 

2 e ca tégor ie 

4 B ca tégor ie 

3 e ca tégor ie 
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Ces d i v i s i o n s n ' o n t é v i d e m m e n t r i en d ' a b s o l u , et l'on con

çoit t r è s -b i en l ' e x i s t e n c e d e ca t égo r i e s i n t e r m é d i a i r e s . 

« On p e u t r e g r e t t e r », di t M. Baz in , « de voi r substituer à 

u n e f o r m u l e u n i q u e , u n e f o r m u l e n o u v e l l e à coefficients va

r i a b l e s ; ma i s l ' i n d é t e r m i n a t i o n d e s coeff ic ients est un incon

v é n i e n t i n h é r e n t à la n a t u r e d e s p h é n o m è n e s , et les progrès 

u l t é r i e u r s de la t h é o r i e n e p o u r r o n t j ama i s la faire disparaître. 

Il es t d ' a i l l eurs b ien p e u de lois p h y s i q u e s d o n t l 'expressionne 

soi t affectée d ' u n e i n d é t e r m i n a t i o n s e m b l a b l e . . . » 

Q u o i q u e M. Bazin ai t .eu so in d ' i n t r o d u i r e dans ses formules 

c e r t a i n s é l é m e n t s va r i ab le s , d o n t l ' i n f luence étai t prévue, on 

fera b i e n d e n e pas t r o p c o m p t e r su r l e u r exac t i tude lorsqu'il 

s 'agira d e l i ts ayant d e s s e c t i o n s d o n t l es fo rmes s'écarteraient 

c o n s i d é r a b l e m e n t d e s fo rmes r e c t a n g u l a i r e s ou trapézoïdales 

e x p é r i m e n t é e s par l u i ; la m ê m e r e s t r i c t i on s 'appl ique d'ail

l e u r s a u x d i v e r s e s f o r m u l e s q u e n o u s v e n o n s de passer en 

r e v u e . 

C'est ce q u e n o u s n o u s r é s e r v o n s de m o n t r e r b ientôt par un 

e x e m p l e . 

7 3 . Relation entre la pente, la vitesse moyenne et les dimen

sions de la section.— N o u s s u p p o s o n s u n cou ran t qui coule 

dans u n lit à s ec t ion e t à p e n t e c o n s t a n t e s , avec un mouvement 

u n i f o r m e . L e s v i t e s s e s é t an t l es m ê m e s d a n s t o u t e s les sections 

e t la d é p e n s e n e va r i an t pas n o n p l u s , il es t nécessaire que 

l ' eau m o u i l l e p a r t o u t la m ê m e p o r t i o n d e la c o u p e transversale 

d u l i t , en s o r t e q u e la p e n t e l o n g i t u d i n a l e de celui-ci est la 

m ê m e q u e la p e n t e à la sur face d u l i q u i d e . 

N o u s a p p e l l e r o n s K 
i c e t t e p e n t e , égale au q u o t i e n t y- d e l ' aba i s semen t Ç du ni-

v e a u d e l ' eau e n t r e d e u x s e c t i o n s , d iv i sé par la distanceL 

qui l e s s é p a r e ; 

û la su r face c o n s t a n t e de la s e c t i o n du c o u r a n t ; ^ son péri

m è t r e m o u i l l é ; 

R l e q u o t i e n t — > dit rayon moyen d e la sec t ion (n° 68). 

E n n o u s r e p o r t a n t aux r a i s o n n e m e n t s des n ° ! 45 et 69, NOUS 
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verrons encore ici q u e la force r e t a rda t r i ce o, agissant sur u n e 

molécule q u e l c o n q u e , en ver tu de la v i s cos i t é , e t r a p p o r t é e à 

l'unité de masse , a p o u r v a l e u r , d ' une par t ~- o u gl> d ' au t r e 

partie quot ient du f r o t t e m e n t d u lit LyY (U) par la masse t o -

II y 
taie —12L sur l aque l l e il es t e x e r c e , soi t g- F ( U ) ; l 'égal i té 

g 
entre ces deux va leu r s d o n n e r a d o n c , ap r è s avoir r e m p l a c é le 

7 1 

quotient ^ par -^-» 

( O R I = £ F ( U ) . 

Les r a i s o n n e m e n t s qu i s e r v e n t à d é m o n t r e r ce t t e équa t ion 

supposent, à la r i g u e u r , le c o u r a n t r e c t i l i g n e ; mais on p e u t 

l'appliquer a p p r o x i m a t i v e m e n t si la c o u r b u r e n ' e s t pas t r è s -

prononcée. 

On voit e n c o r e ici q u e le p r o d u i t Ri j o u e un rô le i m p o r t a n t 

dans la dé te rmina t ion de la v i t e s s e U. Il était d o n c na tu re l de 

songer, c o m m e l'a fait M. Bazin (n°C8) , à en faire d é p e n d r e la 

loi des vitesses dans u n e m ê m e s e c t i o n . 

Si dans l ' équa t ion ( I ) on r e m p l a c e F (U) par IIA, ( n n 72 ), 

on trouve 

d'où résul te , en faisant b, = 0 , 0 0 0 4 , la f o r m u l e c o n n u e s o u s 

le nom de Tadin i , 

( 2 ) U = 5 O V / K 7 . 

D'après les obse rva t i ons faites p l u s hau t ( n ° 7 2 ) , il sera m i e u x 

de prendre 

lîbis' 
et d'attribuer à b, la va leu r c o n v e n a b l e , su ivan t le cas où l ' on 

est placé. 

74. Observation sur l'emploi des formules (1 ) et ( 2 ) ou ( 2 bis), 

dans le cas délits très-accidentés. — C o m m e n o u s l ' avons déjà 

H. 2 e E D I T 1 . l5 
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Fig . 40. 

défini par la fig. 4 ° et don t la p e n t e / se ra i t o ,ooo5. On aurait 

ici : 

L ' a i r e 

Q = i 5 . o , i 5 + i 5 . o , 2 o - i - 1,70 - 1 - 16 - 1 - 1 , 6 0 = 2 4 m q , 5 5 , 

Le p é r i m è t r e m o u i l l é 

1 = 3 O -+- -t- ( 1 , 6 — o , i ) 2 + 10 -+- -i- ( i , 6 ) ' = 45 m ,o6 , 

R = - = o m , 5 4 5 , 
7. 

R1' = o , 0 0 0 2 7 2 5 . 

Par s u i t e la f o r m u l e ( 2 ) n o u s d o n n e r a i t 

la d é p e n s e Q se ra i t d o n c 

UIL = 2 0 m c , 2 5 . 

M a i n t e n a n t s u p p o s o n s q u e p a r u n e c lo ison ver t ica le deom ,ro 

e n B, on par tage le c o u r a n t en d e u x a u t r e s b i e n dist incts; cela 

(*) Cours l i thographie de l 'École des Ponts et Chaussées , i85o . 

dit au n° 72 , l ' e m p l o i d e l ' e x p r e s s i o n F ( U ) p o u r représenter 

le f r o t t e m e n t du lit par m è t r e ca r ré n ' e s t pas complètement 

r a t i o n n e l ; et en effet si le lit es t t r è s - a c c i d e n t é , les filetscon-

t i gus à la paroi p o u r r o n t avoir d e s v i t e s se s très-différentes entre 

e l l e s , et le f r o t t e m e n t par m è t r e ca r ré n e sera i t pas le même 

p a r t o u t , c o m m e le s u p p o s e lad i te e x p r e s s i o n . Il faut donc en 

p r a t i q u e s ' a t t e n d r e à des a n o m a l i e s . En voici u n exemple cilé 

pa r M. B é l a n g e r (*) : 

Soit u n c o u r a n t u n i f o r m e , don t le profil en travers serait 
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ne produirait q u ' u n e faible a l t é r a t ion d e d é p e n s e , et , en t o u t 

cas, il y aurait d i m i n u t i o n , p u i s q u ' o n a a u g m e n t é le f r o t t e m e n t . 

Voyons si le calcul i n d i q u e r a u n r é s u l t a t d a n s ce s e n s . 

Or nous a u r o n s : 

i ° Pour la po r t i on ACBD, 

Q ' ; : 5 m ï , 2 5 , l'—3om,lO, R ' = O m , I ^ » R 'z = О , ООО087 O , 

d'où résulte 

T J ' * = o m , 4 6 6 et la d é p e n s e Q' = 2 . m c , 35 ; 

2 ° Pour la p o r t i o n D B E F G , 

û» :=ic/"4,3o, 7 ; ' = : i 5 m , i 6 , R " = i " > , 2 7 3 , R" i = о , ooo6365, 

d'où résulte 

и " = 1 ш , 2 . б 1 e t Q " = 2 4 m % 2 4 . 

La dépense to ta le se ra i t d o n c Q' + Q" o u 2 6 m c , 7 , t and i s 

que l 'application p u r e et s i m p l e de la f o r m u l e ( 2 ) n 'a d o n n é 

q u e 2 o m c , 2 5 ou 0 , 7 6 d u s e c o n d r é su l t a t , l e q u e l sera i t p r o b a 

blement plus a p p r o c h é d e la v é r i t é . E n effet, l es d e u x lits 

partiels ACBD, D B E F G o n t d e s fo rmes a n a l o g u e s à ce l les qu i 

existaient dans les e x p é r i e n c e s ayant serv i à l ' éva lua t ion du 

coefficient é L . 

Il convient de r e m a r q u e r q u ' o n n e r é u s s i r a i t pas à co r r i ge r 

l'inégalité en t r e Q et Q ' -H Q" , par l ' e m p l o i d e s coeff icients b, 

calculés suivant l es f o r m u l e s de M. Bazin ( n c 7 2 ) , où l 'on a 

cependant fait e n t r e r l e r a y o n m o y e n R. On t r o u v e r a i t e n effet, 

dans l 'hypothèse d ' u n l i t d e la q u a t r i è m e c a t é g o r i e , 

Pour la s ec t i on e n t i è r e b, = 0 , 0 0 0 9 2 2 2 , 

Pour la pa r t i e ACBD 6, = 0 , 0 0 2 2 9 1 6 , 

Pour la pa r t i e D B E F G bt = o , o o o 5 5 5 o ; 

on en conclurai t par la f o r m u l e ( 2 bis) d u n" 7 3 

U = o m , 5 4 3 , U' = o m , i 9 o , U " ^ i m , 070. 

Les dépenses s e r a i e n t d o n c f i n a l e m e n t 

Q 

Q' 

Q ' 

U£2 = i 3 m c , 3 3 , 

U' il'= i ™ , o o , 

L T "Û"= 2 o r a r , 6 5 . 
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C o m m e on le voi t , ces chiffres diffèrent sens ib lement dos 

p r e m i e r s , pa r ce q u e n o u s a v o n s a d m i s des va leu r s plus fortes 

p o u r bt; m a i s le r a p p o r t ^ r e s t e t o u j o u r s inférieur à i, 

e t il d e s c e n d m ê m e à m o i n s d e 0,62. 

Cet e x e m p l e m o n t r e c o m m e n t on devra i t o p é r e r dans des 

cas a n a l o g u e s , c o m m e ce lu i d ' u n e r iv iè re d é b o r d é e : il faudrait 

avo i r soin de c a l c u l e r s é p a r é m e n t le d é b i t de la section com

p r i s e e n t r e les b e r g e s ( u n p e u e x h a u s s é e s fictivenftnt, comme 

on l'a fait c i - d e s s u s par l ' add i t ion d ' u n e c lo i son BD), et celui 

d e la s ec t i on s u p p l é m e n t a i r e d u e à l ' i n o n d a t i o n . Cependant il 

y au ra i t a lo r s d ' au t r e s causes d ' i n c e r t i t u d e ; ce sont les planta

t i o n s , m a i s o n s et a u t r e s a c c i d e n t s q u e l c o n q u e s pouvant faire 

o b s t a c l e à l ' é c o u l e m e n t . 

Cer ta ins l i ts d e r iv i è re s ou d e c a n a u x p r o d u i s e n t en été des 

h e r b e s a b o n d a n t e s q u i o c c u p e n t q u e l q u e f o i s u n e portion no

t ab l e de la s ec t i on e t p r o d u i s e n t u n e é léva t ion de l'eau malgré 

la d i m i n u t i o n de d é p e n s e . L ' i n f l u e n c e de ces herbes peut 

di f f ic i lement ê t r e a p p r é c i é e , faute de d o n n é e s expérimen

ta les s u r le su je t don t n o u s p a r l o n s . 

7 5 . Problèmes divers qui se résolvent par la formule du mou

vement uniforme. — P a r m i les p r o b l è m e s relatifs au mouve

m e n t u n i f o r m e de l 'eau d a n s les c a n a u x , n o u s étudierons les 

q u a t r e s u i v a n t s : 

i° Etant données la section transversale d'un lit prismatique 

à pente constante, la pente et la dépense, trouver la hauteur ù 

laquelle s'élève l'eau dans chaque section, quand le mouvement 

est supposé uniforme. — Ce p r o b l è m e p e u t s e résoudre par 

t â t o n n e m e n t : u n e h y p o t h è s e faite su r la pos i t i on du niveau de 

l ' eau r e l a t i v e m e n t au lit p e r m e t de ca lcu le r la section û du 

c o u r a n t , le p é r i m è t r e m o u i l l é le r ayon m o y e n —1 et enfin la 

v i t e s se U égale au q u o t i e n t ^ de la d é p e n s e d o n n é e Q parla 

s e c t i o n ï î ; pa r s u i t e on vér i f ie si l ' é q u a t i o n (2) ou l'équation 

(?.bis) es t sat isfai te . Dans le cas c o n t r a i r e , on procède à un 

a u t r e e s s a i . 
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lit, et MN le n iveau c h e r c h é de l ' eau dans ce prof i l . N o u s a d ' 

menons que , en d e s s o u s d ' u n e h o r i z o n t a l e c o n n u e DE, la su r 

face BCDE est é q u i v a l e n t e au r e c t a n g l e BIKE ; q u e B ' I e s t u n e 

petite fraction de B E ; q u e les t a lus BM, EX, s i t u é s a u - d e s s u s 

de BE, ont des p e n t e s assez n o t a b l e s , p o u r q u e la l o n g u e u r MN 

soit relat ivement p e u dif férente de BE, c ' es t -à -d i re p o u r q u e 

M , — 

= diffère peu de i : enfin q u e la l o n g u e u r BCDE est s e n s i -
BE 

blement égale à la d ro i t e BE. Cela p o s é , si n o u s d é s i g n o n s BE 

par /, et l ' i nconnue B' 1 par I I , n o u s a u r o n s a p p r o x i m a t i v e m e n t 

û = / n , x = i, R = H , u = 7 ^ ; 

par suite, en s u b s t i t u a n t ces va l eu r s dans l ' équa t i on ( i ) , ap r è s 

a v o i r remplacé F (U) par 1 1 6 , 1 ] % 

\i) Ui — b t - r , ou b i e n I I - — 
l2ÏV L2 

L a formule ( 3) peu t ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e la t r ans fo rmat ion 

d e la formule ( i ) , s p é c i a l e m e n t app l i cab le aux c o u r a n t s la rges 

et relativement peu p r o f o n d s . El le n e p r é s e n t e pas grand avan

t a g e si l 'on adme t , c o m m e M. Bazin, q u e b, d é p e n d de H ; m a i s 

si ht pouvait ê t r e s u p p o s é cons t an t , on en d é d u i r a i t i m m é d i a 

t e m e n t 

Dans l ' hypo thèse d ' u n lit ayan t u n e l a r g e u r assez g r a n d e 

comparativement à la p r o f o n d e u r , le calcul se s impl i f ie et 

devient plus d i rect , p o u r v u q u ' o n a t t r i bue en o u t r e u n e v a l e u r 

cons t an t e au coefficient bt. Soit ABCDEF (fig. 4 0 ' e profil du 

F i a - 4'-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



23o C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

ou p lu s s i m p l e m e n t e n c o r e , l o r s q u ' o n fait b, = o.ooo^, 

H = 0 , 0 

2 ° Réciproquement, la ligne d'eau étant connue ainsi que 

la pente, trouver la dépense. — L e s d o n n é e s p e r m e t t e n t de CAL 

c u l e r i m m é d i a t e m e n t Q, x> e t P a r s u i t e R = — •, l 'équation^) 
X. 

ou (2 bis) fourni t a lors la v i t e s s e U, p u i s on a la d é p e n s e Q = UQ. 

S'il s 'agit d ' u n c o u r a n t t r è s - l a r g e e t q u ' o n pu isse supposer 

= o , 0 0 0 4 , on t i r e ra de l ' é q u a t i o n ( 3 ) 

Mais n o u s d e v o n s faire o b s e r v e r q u e pa r su i t e de l'incerti

t u d e q u i affecte le coeff icient è,, l e s r é su l t a t s de ce calcul NE 

s e r o n t pas en généra l t r è s - e x a c t s ; ils p o u r r o n t le devenir UN 

p e u p l u s en p r e n a n t 6, s u i v a n t les fo rmules de M. Bazin, MAIS 

e n c o r e faudra-t- i l q u e le lit soi t b i e n r é g u l i e r s u r une GRANDE 

é t e n d u e . En p r a t i q u e , on p r é f è r e m e s u r e r le débit PAR DES 

obse rva t i ons d i r e c t e s , c o m m e on le v e r r a p lus loin. 

3° Connaissant la dépense et la section transversale, AN DE

mande la pente.— On c h e r c h e r a i t d ' a b o r d la v i tesse MOYENNE 

0 Q 
U — CRI et le rayon m o y e n R = — ; p u i s , app l iquan t la FORMULE 

(2 bis), on p r e n d r a i t 

P o u r les c o u r a n t s t r è s - l a rges e t avec la va leu r particulière 

b, — 0 , 0 0 0 4 , on au ra i t , d ' ap rès la f o r m u l e (3) 

1 = 0 , 0 0 0 4 

4 ° Etant donnée la pente i, on demande la section trans

versale capable de dépenser par seconde un volume Q égale

ment donné. — Soit 12 l 'a ire de la s ec t i on , ^ l e périmètre 
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Q mouille c o r r e s p o n d a n t ; la v i t e s se U é t a n t égale à — , on aura 

( 4 ) L I 2 2 
o u b i e n 

Q.3 i 

X 

Cette équat ion s e r a la s e u l e e n t r e les i n c o n n u e s Q et de s o r t e 

que le p r o b l è m e es t i n d é t e r m i n é . P o u r faire cesse r l ' i n d é t e r 

mination, on p e u t s ' i m p o s e r u n e a u t r e c o n d i t i o n . Pa r e x e m p l e , 

si le profil du lit do i t ê t r e c o m p o s é d ' u n e l igne h o r i z o n t a l e AB 

[fie- 4 2 - ) e t de d e u x t a lus AC, BD, faisant u n angle a a v e c la 

F i g v e r t i c a l e , en posan t AB = , 

E T>/ A l = 11, on aura 

Û = ZH-

4 N 1 
en conséquence l ' é q u a t i o n (4) d e v i e n d r a 

H ' t a n g a , 

2 I I 

C O S A 1 

(5) 
ÏV(l + H l a n g « ) ' _ 6 , 

2 H — U • 

c o s a 

Il serait donc p o s s i b l e d e s e d o n n e r H o u /, ou u n e r e l a t i on 

entre ces deux q u a n t i t é s . La re la t ion ( 5 ) c o m p l é t e r a i t a lors la 

solution du p r o b l è m e , car è, s ' e x p r i m e r a i t aus s i en fonc t ion 

de l et de H, si l 'on n e v o u l a i t pas le s u p p o s e r c o n s t a n t . 

On pourrai t e n c o r e se d o n n e r un p o l y g o n e s e m b l a b l e à la 

section du c o u r a n t . Dans c e cas , en n o m m a n t a l ' u n e q u e l 

conque des d i m e n s i o n s de c e t t e s e c t i o n i n c o n n u e , on aura i t 

: ma2
 et X : na, 

m et n é tant d e s n o m b r e s c o n n u s , q u i d é p e n d r a i e n t d e la 

forme adoptée . D o n c , en v e r t u de l ' é q u a t i o n (4) on p o s e r a i t 

^ = h Q ' , n i 
ce qui donnera i t a e t par s u i t e Q. et -/. 

Enfin, c o m m e il a r r ive s o u v e n t q u e le canal do i t ê t r e o u v e r t 

à fleur de t e r r e , p o u r r e n d r e auss i pe t i t q u e p o s s i b l e le c u b e 

des déblais, i P c o n v i e n t a lors de chois i r p o u r cond i t i on q u e il 
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( * ) Cela est ( 'gaiement vrai q u a n d o n p r e n d constant , ou quand on le fait 

soi t un m i n i m u m . C 'es t à q u o i l 'on pa rv i end ra en se servant 

des p r o p o s i t i o n s s u i v a n t e s , c o n n u e s en G é o m é t r i e : 

Pa rmi t o u t e s les a i res é q u i v a l e n t e s t e r m i n é e s par une hori-

ri(j. /(3. z o n t a l e A F (fig. 4 3 ) et par un 

p é r i m è t r e complémen ta i r e quel

c o n q u e A B C D E F , le demi-cercle 

ayan t son c e n t r e sur AF est 

c e l l e dans l a q u e l l e le périmètre 

c o m p l é m e n t a i r e es t un minimum. 

Si le p é r i m è t r e c o m p l é m e n t a i r e doi t n é c e s s a i r e m e n t se com

p o s e r de l ignes d r o i t e s faisant e n t r e e l l es des angles donnés, 

dans un o r d r e é g a l e m e n t d o n n é , le m i n i m u m en question 

au ra l i eu p o u r le p o l y g o n e c i r c o n s c r i p t i b l e au demi-cercle , les 

e x t r é m i t é s A et F d e v a n t se t r o u v e r s u r le d i a m è t r e . 

Voici a lo r s c o m m e n t il faut p r o c é d e r . On décrirai t un de

m i - c e r c l e q u e l c o n q u e s u r un d i a m è t r e hor izon ta l M N (fig. 4 4 ) , 

p u i s on lui m è n e r a i t des tangen

tes A B , B C , C D , D E , E F , respec

t i v e m e n t para l lè les aux droites 

c o n s é c u t i v e s , de direction con

n u e , qu i d o i v e n t l imiter la sec-
c " l ion t r a n s v e r s a l e : o n obtien

drai t a insi u n p o l y g o n e A B C D E F , t e r m i n é par ces tangentes 

et par le d i a m è t r e M N p r o l o n g é . La s ec t i on che rchée devra 

ê t r e s e m b l a b l e à ce p o l y g o n e , d a n s l e q u e l A F représenterait la 

l igne d ' e au , et l 'on r e n t r e r a i t a ins i d a n s u n cas qu i v i e n t d'être 

e x a m i n é t o u t à l ' h e u r e . E n effet, s u p p o s o n s qu 'après avoir 

d é t e r m i n é de ce t t e m a n i è r e la s e c t i o n (S) d o n t n o u s appelons 

l ' a i re il, on en p r e n n e u n e a u t r e (S ' ) é q u i v a l e n t e en surface 

et c o m p o s é e d é c o t e s ayan t les m ê m e s d i r e c t i o n s . D'après les 

t h é o r è m e s de G é o m é t r i e c i -dessus c i t é s , le p é r i m è t r e m o u i l l é ^ 

de la p r e m i è r e sera m o i n d r e q u e la q u a n t i t é analogue y' de la 

s e c o n d e ; par su i t e , le r ayon m o y e n — dépassera ^ - Donc 

l ' e m p l o i d e (S ' ) au l i eu de (S) ferait d i m i n u e r la vitesse et la 

d é p e n s e , c o m m e le m o n t r e la fo rmule ( 2 bis) du n D 73j* ; ; 
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vyriuble suivant ta lui proposée par VI. Baz in , car alors 6, décroî t quand R ou 

-augmente, et inversement . 

pour dépenser le v o l u m e d o n n é sans c h a n g e r la f o r m e de ( S' ), 

on serait d o n c forcé d ' a u g m e n t e r ses d i m e n s i o n s e t de r e n d r e 

ainsi son aire s u p é r i e u r e à 12. La s e c t i o n (S) es t d o n c b i e n la 

plus petite en sur face , p a r m i t o u t e s ce l les q u i , ayant l e u r s 

côtés dans les d i r e c t i o n s i n d i q u é e s à priori, p e u v e n t d é p e n s e r 

le volume d 'eau é g a l e m e n t i n d i q u é . 

Si la forme d e la surface étai t a r b i t r a i r e , il faudrai t a d o p t e r 

un demi-cerc le , p u i s q u e c 'es t dans ce cas q u ' o n a le m a x i m u m 

absolu du rayon m o y e n , p o u r les figures ayant u n e a i re d o n 

née. Mais la forme d e m i - c i r c u l a i r e sera i t a s sez difficile à r é a 

liser; i l y a u r a i t m ê m e i m p o s s i b i l i t é , au p o i n t d e v u e p r a t i q u e , 

si les parois deva ien t ê t r e fo rmées par d e s t a lus en t e r r e , car 

la pente vert icale p r è s d e s b o r d s n e p o u r r a i t pas se c o n s e r v e r . 

Les m ê m e s c o n s i d é r a t i o n s se r e p r é s e n t e r a i e n t si l 'on vou la i t 

déterminer la forme de la s e c t i o n , d ' a i re d o n n é e , qu i c o n s o m 

merait le mo ins de p e n t e , à égal i té de d é p e n s e d ' eau , ou qu i 

dépenserait le p lu s d 'eau à égal i té de p e n t e . 

§ III. — Du m o u v e m e n t p e r m a n e n t var i é , par filets para l l è l e s , 

de l 'eau dans l e s c a n a u x d é c o u v e r t s . 

70. Cas où le mouvement uniforme est impossible. — Le 

mouvement u n i f o r m e te l q u e n o u s l ' avons é t u d i é aux §§ I et I I 

de ce chapitre n ' e s t pas t ou jou r s r éa l i s ab l e . N o u s avons admis 

en effet que c h a q u e m o l é c u l e p o s s è d e u n e v i t e s s e c o n s t a n t e , 

et que toutes les s e c t i o n s p r é s e n t e n t des p h é n o m è n e s i d e n 

tiques. Orcela n ' au ra i t pas l ieu si la s e c t i o n t r ansve r sa l e du lit 

n'était pas invar iable d ' u n p o i n t à l ' au t r e du profil en l o n g ; il 

en serait de m ê m e dans u n lit à s e c t i o n c o n s t a n t e , mais à p e n t e 

variable, car l ' équa t i on (1) du n" 7 3 n e p o u r r a i t q u e d o n n e r i 

constant l o r s q u e R et U le s e r a i e n t a u s s i . Enf in , l e m o u v e 

ment uniforme n e se p r o d u i r a i t pas , m ê m e avec un lit cy l i n 

drique à g é n é r a t r i c e s r e c t i l i g n e s , si par u n e c a u s e q u e l c o n q u e 

le niveau de l 'eau se t rouva i t p lacé , dans u n e s e c t i o n , a u - d e s 

sus ou a u - d e s s o u s de la h a u t e u r c o r r e s p o n d a n t au r é g i m e uni -
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fo rme , e l q u e n o u s a v o n s a p p r i s à d é t e r m i n e r ( n ° 7 5 ) , quand 

on d o n n e la p e n t e e t la d é p e n s e . 

L e m o u v e m e n t , q u o i q u e n ' é t a n t pas u n i f o r m e , peut être 

p e r m a n e n t : la v i t e s se e t la p r e s s i o n s o n t s u p p o s é e s constantes 

r e l a t i v e m e n t au t e m p s , en u n m ê m e p o i n t d u courant , mais 

e l les va r i en t à u n i n s t an t d o n n é , d ' u n e m o l é c u i e l iquide aune 

a u t r e , e t auss i p o u r u n e m ê m e m o l é c u l e , d 'un poin t à l'autre 

de sa t r a j ec to i re . E n j o i g n a n t à c e s c o n d i t i o n s générales quel

q u e s r e s t r i c t i o n s p a r t i c u l i è r e s q u i v o n t ê t r e définies au n° 77 

c i - ap rè s , o n o b t i e n t le m o u v e m e n t p e r m a n e n t varié par filets 

pa ra l l è l e s , c ' e s t -à -d i re t e l q u e n o u s n o u s p r o p o s o n s de l'étu

d ie r m a i n t e n a n t . 

7 7 . Formule fondamentale du mouvement permanent varié, 

par filets parallèles, dans les canaux découverts. — Nous sup

p o s e r o n s le m o u v e m e n t p e r m a n e n t é tab l i d a n s un lit de forme 

et d e p e n t e var iab les ; m a i s les c h a n g e m e n t s d e la section trans

versa le du c o u r a n t d e v r o n t n e pas ê t r e b r u s q u e s , et même 

s ' o p é r e r avec u n e c e r t a i n e l e n t e u r . E n s e c o n d l ieu , nous ad

m e t t r o n s q u e les filets l i q u i d e s son t , dans t o u t e section, sen

s i b l e m e n t para l lè les e n t r e e u x et à l 'axe d u c o u r a n t : hypothèse 

qui n ' e s t pas u n e c o n s é q u e n c e fo rcée de la p remiè re , mais 

qu i sera i t i n c o m p a t i b l e avec d e s v a r i a t i o n s rap ides dans la 

forme et l es d i m e n s i o n s d e s profi ls e n t r a v e r s . Cette hypothèse 

est d ' a i l l eu r s e s s e n t i e l l e ; e l le d o m i n e t o u s les calculs et rai

s o n n e m e n t s q u e n o u s a l l ons e x p o s e r dans le § I I I . 

M a i n t e n a n t si l 'on v e u t c h e r c h e r u n e r e l a t i on en t re la pente 

et la v i t e s s e m o y e n n e , il faudra r e c o m m e n c e r ici une étude 

c o m p l è t e m e n t s e m b l a b l e à ce l le q u i a é t é faite au n° 58, à pro

pos des t u y a u x ayan t l e u r s e c t i o n e t l e u r déb i t var iab les ; ce qui 

nous p e r m e t de s u p p r i m e r p o u r a ins i d i r e t o u t e démonstra

t ion. Ainsi l es m ê m e s c o n s i d é r a t i o n s n o u s feront reconnaître 

d 'abord q u e les forces d u e s à la v i s cos i t é o n t à peu près, en 

chaque p o i n t , la d i r ec t ion d e la v i t e s s e ; q u e , par su i t e , la pres

sion var ie su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e , d ' u n p o i n t à un autre, 

s i tué dans la m ê m e s e c t i o n , de t e l l e s o r t e qu ' i l y a un seul et 

m ê m e n i v e a u p i é z o m é t r i q u e p o u r t o u s les po in t s appartenant 

à u n e s ec t i on d o n n é e : ce n iveau sera ce lu i d e ^ a ligne d'eau 
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dans le profil c o n s i d é r é , si l es c o l o n n e s s o n t s u p p o s é e s d é b o u 

cher dans l ' a t m o s p h è r e , p u i s q u e la sur face d u c o u r a n t est sou

mise à la p ress ion a t m o s p h é r i q u e . 

Ensuite , appe lan t c o m m e au n° 58 , 

ds la d is tance q u i s é p a r e d e u x s e c t i o n s i n f i n i m e n t r a p p r o 

chées ; 

dy l ' aba i ssement c o r r e s p o n d a n t du n i v e a u p i é z o m é t r i q u e , 

lequel est i d e n t i q u e , a ins i q u ' o n v ien t d e le voir , avec la 

pente super f ic ie l le d u c o u r a n t , su r la l o n g u e u r ds; 

y_ le pé r imè t r e m o u i l l é e t il la surface d e s d e u x sec t ions d o n t 

il s'agit ; 

U la vi tesse m o y e n n e , égale au q u o t i e n t ^ d e la d é p e n s e Q 

par la sect ion i l ; 

¥ (U) la fonct ion d e la v i t e s se m o y e n n e q u i , dans le cas du 

m o u v e m e n t u n i f o r m e , r e p r é s e n t e le f r o t t e m e n t du lit 

par mèt re c a r r é ( n ° 7 2 ) ; 

II le poids du m è t r e c u b e d ' e a u ; 

on démontrera par la r é p é t i t i o n exac t e des m ê m e s r a i s o n 

nements, et , il faut b i en l e d i r e , avec le m ê m e défaut de r i 

gueur, l ' équa t ion 

UdTJ y „ , T r , , 

laquelle, en faisant F ( U ) = n 6 , U 2 , d e v i e n t 

(i) dy=—^- + ¿ 6 , D ' A : 

c'est la formule f o n d a m e n t a l e qu ' i l s 'agissai t d ' é tab l i r e t d o n t 

nous al lons b i e n t ô t i n d i q u e r q u e l q u e s a p p l i c a t i o n s ; mais il 

faut avant t o u t n o u s e x p l i q u e r au suje t de la va l eu r n u m é 

rique du coefficient b,. 

Ce coefficient n ' e s t p r o b a b l e m e n t pas le m ê m e q u e d a n s le 

cas du m o u v e m e n t u n i f o r m e ; car le f r o t t e m e n t d u lit d é p e n d 

de la vi tesse au fond W , l aque l l e p e u t n e pas ê t r e i d e n t i q u e 

dans les deux cas , à égal i té de v i t e s se m o y e n n e IL On ve r ra 

plus loin (§ V) q u e le fait d ' avoi r , par e x e m p l e , u n e p e n t e 

superficielle s e n s i b l e e n t r e d e u x s e c t i o n s assez v o i s i n e s , t end 
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à r a p p r o c h e r l ' une de l ' au t re les v i t e s s e s U et W , et, par suite, 

à r e n d r e t r o p faible l ' exp re s s ion II A, U 1 du f ro t tement . Toute

fois M. Bazin di t avoi r c o n s t a t é dans q u e l q u e s expériences 

q u e la f o r m u l e ( i ) r e p r é s e n t e assez b i e n les faits, lorsqu'on y 

s u p p o s e 6, égal à la v a l e u r qu ' i l au ra i t p r i s e si le même déb.'i 

avait c o u l é dans le m ê m e l i t , avec u n m o u v e m e n t uniforme. 

« C e t t e c o n c l u s i o n », di t M. Bazin , « n e p e u t ê t re acceptée 

c o m m e dé f in i t i ve ; il faudrai t , p o u r éc la i rc i r ce point douteux, 

des e x p é r i e n c e s s u r u n e p l u s g r a n d e é c h e l l e . . . » 

La c o n c l u s i o n de M. Bazin n e s ' a p p l i q u e point d'ailleurs 

aux lits n o n p r i s m a t i q u e s , p u i s q u e le m o u v e m e n t uniforme 

n 'y se ra i t pas p o s s i b l e (n° 7 6 ) . N o u s n ' i n s i s t e r o n s donc pas 

davan tage s u r c e t t e diff iculté , q u i , a u fond, n ' e s t pas encore 

e n t i è r e m e n t r é s o l u e . P o u r l e s app l i ca t i ons u l té r ieures , nous 

s u p p o s e r o n s d é s o r m a i s 6, c o n s t a n t d a n s le c o u r s d'eau dort 

on s ' o c c u p e , e t g é n é r a l e m e n t n o u s lui a t t r i b u e r o n s la valeur 

0 , 0 0 0 4 . D a n s c h a q u e p r o b l è m e p r a t i q u e , on aurai t à voir si ce 

chiffre c o n v i e n t aux d o n n é e s p a r t i c u l i è r e s de la question, ou 

s'il faut se s e rv i r d e n o s m é t h o d e s e n lui a t t r i buan t une autre 

va leu r . 

7 8 . P R O B L È M E . Connaissant la dépense Q d'un cours d'EAU 

en mouvement permanent varié par filets parallèles, et pouvant 

lever autant de profils en travers qu'on le voudra, on demande 

de calculer la pente superficielle totale, entre deux sections 

données. — L ' é q u a t i o n (1) n o u s fourn i t immédiatement la 

so lu t i on d e la q u e s t i o n ; si l 'on n o m m e \ L A la vi tesse dans une 

s e c t i o n q u e l c o n q u e à pa r t i r d e l a q u e l l e s e r o n t comptés les 

a b a i s s e m e n t s super f ic ie l s y et l es l o n g u e u r s s, dans le sens du 

c o u r a n t , e t q u ' o n in tèg re ce l t e é q u a t i o n , on t rouvera 

en a p p e l a n t L2, l 'a i re de la s ec t i on p r i se p o u r po in t de départ; 

on p e u t d o n c chas se r l es v i t e s s e s d e l ' é q u a t i o n précédente, 

Or on a 

Q = U £ 2 = U D i î , 
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qui devient a lors 

Toutes les s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s s o n t c o n n u e s , a ins i q u e la 

dépense Q ; ce t t e r e l a t i o n e x p r i m e d o n c la p e n t e c h e r c h é e y, 

en l'onction des d o n n é e s . 

Le calcul exact d e l ' i n t égra le définie I rfi ds ex igera i t q u e 

l'on pût e x p r i m e r % et û en fonct ion de s; cela n e sera pas g é 

néralement poss ib le p o u r les l i ts d e c o u r s d ' eau n a t u r e l s , où 

ces quanti tés var ien t su ivan t des lo is assez difficiles à r e p r é 

senter a n a l y t i q u e m e n l . Mais a lors on r e m p l a c e r a i t l ' i n tégra t ion 

par un calcul approx imat i f ; ~ é tan t c o n s i d é r é c o m m e l ' o rdon 

née d'une c o u r b e d o n t l ' absc i s se sera i t s, l ' i n tégra le en q u e s 

tion r eprésen te l 'a ire c o m p r i s e e n t r e ce t t e c o u r b e , l 'axe d e s s 

et les deux o r d o n n é e s r é p o n d a n t a u x l imi te s de s; or on sai t 

calculer a p p r o x i m a t i v e m e n t c e t t e a i r e , au m o y e n de d ive r s 

procédés. On a, pa r e x e m p l e , ce lu i d e S i m p s o n , ou celui q u i 

consiste à r ega rde r la c o u r b e c o m m e d r o i t e enLre d e u x p o i n t s 

pris sur des o r d o n n é e s assez r a p p r o c h é e s l ' u n e de l ' au t re , e t c . 

79 , PROBLÈME. Etant donnés les mêmes profils en travers et 

le nivellement en long du cours d'eau, calculer le débit par 

seconde. — On fait usage de la m ê m e é q u a t i o n (2 ) c i -dessus 

établie; s e u l e m e n t Q d e v i e n t l ' i n c o n n u e et y u n e d o n n é e . 

Dans une po r t ion de c o u r s d ' eau qu i ne r eço i t pas d 'affluents 

et n 'alimente pas de dé r iva t i on , Q doi t r e s t e r c o n s t a n t , q u e l l e s 

que soient les d e u x s e c t i o n s e x t r ê m e s q u e l 'on a d o p t e p o u r 

faire l 'application de l ' é q u a t i o n ( 2 ] . Cet te app l i ca t ion , r é p é t é e 

en variant les s e c t i o n s e x t r ê m e s , serai t d o n c un m o y e n de c o n 

trôler l ' exact i tude des h y p o t h è s e s t h é o r i q u e s , ou e n c o r e de 

déterminer la m e i l l e u r e va leu r de b, p o u r l e c o u r s d 'eau d o n t 

on s 'occupe. 

Les i ngén ieurs on t r a r e m e n t à r é s o u d r e les q u e s t i o n s p o s é e s 

aux n 0 B 7 8 et 7 9 . P u i s q u e l 'on p e u t r e l e v e r les profils en t r a 

vers, il est t o u t auss i b i e n p o s s i b l e de d é t e r m i n e r y par u n 
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n i v e l l e m e n t en l o n g , et la d é p e n s e Q p e u t d 'a i l l eurs s'obtenir 

par u n j a u g e a g e , c o m m e n o u s le v e r r o n s p lu s loin : ces 

m o y e n s d i r ec t s son t p ré fé rab le s e n p r a t i q u e . Mais la question 

s u i v a n t e ex ige l ' e m p l o i du ca lcu l , pa r ce qu ' i l s'agit de déter

m i n e r à l ' avance les mod i f i ca t ions q u e sub i ra le niveau d'un 

c o u r s d ' eau , pa r s u i t e d ' o u v r a g e s n o n e n c o r e exécu tés . 

8 0 . P R O B L È M E . Connaissant complètement une portion du 

lit d'un cours d'eau en mouvement permanent varié, par filets 

parallèles, c'est-à-dire ses dimensions et sa situation relative

ment à un plan horizontal de nivellement, connaissant la dé

pense Q par seconde, et enfin le niveau de l'eau dans l'une des 

sections extrêmes, trouver ce même niveau dans une autre 

section quelconque. — La q u e s t i o n s e r é d u i t évidemment à 

d é t e r m i n e r la p e n t e super f i c i e l l e t o t a l e y e n t r e d e u x sections 

c o n s é c u t i v e s , q u e l 'on p e u t s u p p o s e r a s sez r approchées pour 

q u e d e T u n e à l ' au t re il n 'y ait pas d e g r a n d s changements dans 

l e s v a l e u r s de y„, Q, U ; car , en a l lan t d e p r o c h e en proche, on 

e f fec tuera i t c o m p l è t e m e n t le n i v e l l e m e n t e n long de la surface 

d e l ' e au . P o u r cela , on s e se rv i ra e n c o r e , si l 'on veut, de 

l ' é q u a t i o n ( 2 ). So i en t Ll„, l e s v a l e u r s de Q et ^ dans la sec

t i o n où le n i v e a u de l ' eau est d o n n é ; ces q u a n t i t é s son t connues. 

S o i e n t £2„_, e t ft—i l e s q u a n t i t é s a n a l o g u e s p o u r u n e section 

assez r a p p r o c h é e d e la p r e m i è r e , d o n t celle-ci es t séparée par une 

d i s t a n c e A s ; soi t enf in j , la p e n t e super f i c i e l l e dans cet inter

va l l e . A p p l i q u o n s l ' é q u a t i o n (2) à la p o r t i o n c o m p r i s e entre les 

d e u x s e c t i o n s a ins i d é f i n i e s ; si As es t a s sez pet i t pour que 

~ e t n e s o i e n t pas t rès -d i f férents , l ' i n t ég ra l e I jy ds sera 

s e n s i b l e m e n t égale à - A s ( — -+- ) ; on aura donc 

2 \ M „ M „ _ l / 

<» * = g ( è - a b ) + **(Sï + S£ )T-
Cet te é q u a t i o n n e d o n n e pas i m m é d i a t e m e n t yn, car x,n-i et 

en d é p e n d e n t i m p l i c i t e m e n t ; mais il es t clair qu 'un tâ

t o n n e m e n t p e r m e t t r a d ' avo i r ce t t e q u a n t i t é . La p e n t e superfi

c ie l l e e n t r e d e u x s e c t i o n s p e u é l o i g n é e s devan t nécessairement 

ê t r e assez p e t i t e , on fera d ' abo rd y„ = o; le n iveau de l'eau 
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étant alors c o n n u , pa r cela m ê m e , d a n s la s e c t i o n q u e définit 

l'indice « — i , on ca lcu le ra y_„_, e t Q , _ , ; p u i s on ca lculera le 

second m e m b r e de l ' é q u a t i o n (3 ) qu i d o n n e r a y„ avec u n e 

première a p p r o x i m a t i o n . Si l 'on v e u t p lu s d ' e x a c t i t u d e , o n 

calculera de n o u v e a u , en p a r t a n t d e c e t t e va l eu r p r o v i s o i r e d e 

r„, les valeurs de y„_, e t 0 „ _ , , p o u r l e s s u b s t i t u e r e n c o r e dans 

le second m e m b r e de l ' é q u a t i o n (3) e t avoir y„ c o r r i g é . On 

s'arrêtera dans ces a p p r o x i m a t i o n s s u c c e s s i v e s , q u a n d d e u x 

valeurs consécu t ives de y„, a ins i o b t e n u e s , s e r o n t s e n s i b l e 

ment égales, ce qu i e n généra l a r r ive ra p r o m p t e m e n t . 

Connaissant m a i n t e n a n t le n i v e a u de l ' eau dans la s e c t i o n 

IL-,, on t rouvera de m ê m e c e n i v e a u dans la s ec t i on s u i v a n t e 

t2„_2, et, de p r o c h e e n p r o c h e , le profil en l ong du c o u r a n t sera 

déterminé. 

La méthode s u i v a n t e , t o u t en é t a n t auss i d ' u n e app l i ca t ion 

assez pénible , n o u s s e m b l e p r é f é r ab l e e n ce q u ' e l l e év i t e les 

tâtonnements, e t q u ' e l l e a d ' a i l l eu r s l ' avantage d e m e t t r e en 

évidence ce r ta ines p r o p r i é t é s u t i l e s à c o n n a î t r e , a ins i q u e les 

cas d 'exception. E l le r e p o s e s u r l ' app l ica t ion d e la f o r m u l e ( i ) 

convenablement t r a n s f o r m é e . 

A cet effet, soi t DACFBE la s e c t i o n t r ansve r sa l e du l i t ; AB la 

de varier d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e , e t en d e s c e n d a n t avec 

une faible p e n t e , p e u di f férente de ce l l e du lit et d e ce l l e 

d'un filet l i q u i d e q u e l c o n q u e , l o r s q u ' o n passe ra d ' u n e s e c -

lion à une a u t r e p r i s e en ava l . L ' e n s e m b l e d e t o u t e s les h o 

rizontales CG formera a insi u n e sur face r é g l é e , f igurée par la 

ligne droite ou c o u r b e C C d a n s le profil l o n g i t u d i n a l du c o u r s 

d'eau et de son l i t . A p p e l o n s m a i n t e n a n t : 

M Q 

Fig. 45. 
l igne d ' e au , va r i ab le d ' u n e s e c t i o n 

à l ' a u t r e , e t h o r i z o n t a l e dans 

c h a q u e s e c t i o n . T r a ç o n s dans la 

f igure I IACFBE u n e h o r i z o n t a l e 

q u e l c o n q u e C C , o c c u p a n t u n e 

s i t u a t i o n c o n n u e , r e l a t i v e m e n t à 

l a q u e l l e o n m e s u r e r a la p r o f o n 

d e u r d u c o u r a n t . Ce t t e l igne CC 

r e s t e r a d ' a i l l eu r s a r b i t r a i r e ; e l le 

n e sera s o u m i s e q u ' à la c o n d i t i o n 
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h la p r o f o n d e u r m e s u r é e e n t r e le n i v e a u de l 'eau dans une 

s e c t i o n , et l ' ho r i zon ta l e CC; 

l la l a r g e u r AB, à la surface d e l 'eau ; 

s la d i s l ance de la sec t ion c o n s i d é r é e à u n e au t r e prise pour 

or ig ine ; ce t t e o r i g i n e sera s u p p o s é e en a m o n t , et les dis

t ances 5 p o s i t i v e s s e r o n t m e s u r é e s en descendan t suivant 

la l igne C C , dans le s e n s du c o u r a n t ; 

i la p e n t e de la l igne CC par u n i t é d e l o n g u e u r , à la dis

t ance s d e l ' o r i g ine . 

C o n s e r v o n s d 'a i l l eurs l e s n o t a t i o n s e m p l o y é e s au n ° 7 7 . 

N o u s r e m a r q u e r o n s d ' abord q u e si l 'on fait deux sections en 

d e u x po in t s i n f i n imen t vo i s in s M et P de la surface du courant, 

e t q u e par M on m è n e u n e h o r i z o n t a l e MQ et u n e parallèle MN 

à l ' é l é m e n t de C C c o m p r i s e n t r e les p l ans des deux sections, ds 

é tan t la d i s t a n c e MN, on au ra 

QN = MN t a n g N M Q = ids, 

car les s e c t i o n s devan t ê t re m e n é e s à p e u p r è s normalement 

à t ous les filets do iven t ê t r e , pa r cela m ê m e , sensiblement 

p e r p e n d i c u l a i r e s à C C , e t l ' angle NMQ diffère peu d'un droit. 

Cela p o s é , r e m a r q u o n s q u e la p e n t e i es t tou jours faible et 

q u e l e s s e c t i o n s se c o n f o n d e n t p r e s q u e avec des plans verti

caux : P Q es t d o n c égal , sauf u n fac teur t r è s - p e u différent de i , 

à la p e n t e super f ic ie l le dy e n t r e les d e u x s e c t i o n s ; d'un autre 

cô té QN es t l ' a u g m e n t a t i o n dh d e l à p r o f o n d e u r ; donc l'égalité 

Q P = QN — PN 

p e u t s ' é c r i r e 

dy = ids — dh. 

On a auss i , d ' a p r è s la déf in i t ion m ê m e d e la v i tesse moyenne, 

l 'égali té 

Ui2 = Q ; 

d 'où l 'on t i r e , par la d i f f é ren t i a t ion , 

U</Q + QrfU = o et dV = —^dQ.. 
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(*) Le calr.nl d e cette dér ivée offrirait peut -ê tre u n e cer ta ine difficulté d a n s 

la pratique, parce qu'on n'a pas , e n généra l , l ' express ion ana ly t ique de en 

fonction de s et de /I, mai s s e u l e m e n t le dess in des profils success i fs du lit . P o u r 

la calculer approx imat ivement , il faudrai t chercher les aires i l et 0 H - A i l d e 

deux profils vois ins situés aux d i s tances s et s -+- A J de l 'origine, ces aires r ë p o n -

II. 1° ÊDIT. I G 

Or, en passant de M à P, la s e c t i o n Q s ' acc ro î t en p r e m i e r l ieu 

d'un trapèze i n f in imen t pe t i t d o n t AB es t u n e b a s e et la h a u 

teur dh; s e c o n d e m e n t e l le p r e n d u n a c c r o i s s e m e n t q u i r é p o n d 

à la seule var ia t ion de s, la h a u t e u r h d e m e u r a n t c o n s t a n t e , 

dQ , 
accroissement qu on p e u t e x p r i m e r par —j- ds; on a d o n c 

dQ = Idh -t- ds, 
ds 

et, par sui te , 
U / , , , dQ. , 

dU = — 7-J [Idh H r - ds 
il \ ds 

Si l'on s u b s t i t u e dans l ' é q u a t i o n ( I ) d u n" 77 les va leurs de 

dV et de dy, on t r o u v e 

•i ji U 3 / 7 t U 1 dQ , v . T T , , 
ids — d/i = — —rr dh - r - • —-.— ds -h -f\ bt V ' d s , 

gU gQ ds L I 
ou bien 

( 4 ) ds= -.—FI- j n v d / l -
^ b U ' I 1 ^ 
I I \ b,gx ds 1 

Il faut r e m a r q u e r q u e le m u l t i p l i c a t e u r de dh dans le s e c o n d 

membre de ce t t e é q u a t i o n e s t , pa r la m a n i è r e m ê m e d o n t la 

question es t p o s é e , u n e fonc t ion c o n n u e des va r i ab le s s e t / i , o u 

en d'autres t e r m e s u n e fonc t ion q u ' o n p e u t ca l cu l e r n u m é r i 

quement l o r squ ' on d o n n e s et h. E n effet, la c o n n a i s s a n c e de s 

détermine déjà la p o s i t i o n d ' u n e s ec t i on t r a n s v e r s a l e , et , par 

suite, la va leu r de / ; c o n n a i s s a n t en o u t r e h, on p e u t t r ace r la 

'igne d'eau dans la s ec t i on d o n t il s 'agi t , d 'où r é s u l t e la p o s s i 

bilité de ca lcu ler le p é r i m è t r e m o u i l l é y, la l a rgeu r /, l 'aire û , 

la vitesse U = ^ ; e t enfin la d é r i v é e pa r t i e l l e (*). A ins i 
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d o n c , si l 'on n o m m e f(s, h) u n e c e r t a i n e fonc t ion , calculable 

n u m é r i q u e m e n t avec les d o n n é e s s e t h, on constate que 

l ' é q u a t i o n (4) est de la f o r m e 

( 5 ) ds=f[s, h)dh. 

11 est v i s ib le m a i n t e n a n t q u e l ' é q u a t i o n (4) ou son équiva

l e n t e (5) définit la f igure af fec tée par l e profil en long de la 

sur face s u p é r i e u r e du c o u r a n t : c ' e s t en effet l ' équat ion diffé

r e n t i e l l e q u i l ie h avec s, o u l ' o r d o n n é e du profil avec son ab

s c i s s e . Q u a n d l ' i n t ég ra t i on e x a c t e se ra p o s s i b l e , elle donnera 

l ' é q u a t i o n de la c o u r b e s o u s f o r m e finie : si e l le ne l'est point 

( c e q u i aura l i eu l e p l u s s o u v e n t ) , on lui s u b s t i t u e r a un calcul 

pa r a p p r o x i m a t i o n , a n a l o g u e à c e l u i q u ' o n a déjà vu à propos 

du s e c o n d s y s t è m e d e v a n n e s C h a u b a r t (n° 43 ) : partant d'une 

s e c t i o n d o n n é e où l 'on c o n n a î t la l i gne d ' e a u , c'est-à-dire d'une 

s e c t i o n o ù s cl h o n t d e s v a l e u r s c o n n u e s , on calcule numé

r i q u e m e n t f(s, h), et l ' on e n c o n c l u t la va r i a t ion As répondant 

à u n e p e t i t e v a r i a t i o n A ^ a r b i t r a i r e m e n t c h o i s i e ; on obtient 

a ins i l es c o o r d o n n é e s s 4- As , h -+- A h, p o u r u n e seconde sec

t i o n v o i s i n e d e la p r e m i è r e . De la s e c o n d e on p e u t de même 

p a s s e r à u n e t r o i s i è m e , p u i s de la t r o i s i è m e à la quatrième, et 

a ins i de p r o c h e en p r o c h e j u s q u ' à l ' e x t r é m i t é . 

L ' e m n l o i du p r o c é d é d ' a p p r o x i m a t i o n q u ' o n v ien t d'exposer 

ex ige r i g o u r e u s e m e n t q u e la f o n c t i o n / ( s , h) var ie très-peu 

dans l ' i n t e rva l l e d e h à h -+- Ah; il faut d o n c quef{s, h) soit 

c o n t i n u e d a n s ce t i n t e r v a l l e e t n e d e v i e n n e pas infinie, S'il 

e n é ta i t d i f f é r e m m e n t , on dev ra i t d i m i n u e r A h de manière à 

r e m p l i r la c o n d i t i o n , c e q u i se ra i t t o u j o u r s pos s ib l e , sauf dans 

le cas o ù l 'on v o u d r a i t pa r t i r p r é c i s é m e n t d ' u n e section pour 

l a q u e l l e on aura i t 
/ ( 5 , A ) = G O 

o u , c e q u i r e v i e n t au m ê m e , 

A fi. 

l iant d 'a i l leurs à u n e m ê m e va leur de h d a n s les deux prof i l s : le quotient — 

d o n n e r a i t la va l eur approx imat ive de la dérivée ~ ~ pour les valeurs s et A sur 

l e s q u e l l e s o n aurait opéré . 
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3n tomberai t a lors dans un cas d ' e x c e p t i o n , et le p r o c é d é d o n t 

I s'agit dev iendra i t i n a p p l i c a b l e . 

Nommons II u n e v a l e u r de h sa t isfa isant à l ' éq u a t i o n ( 6 ) 

juand on y d o n n e à s u n e v a l e u r d é t e r m i n é e ; II var iera d ' u n e 

section à l ' au t re , en m ê m e t e m p s q u e s. L e r a i s o n n e m e n t p r é 

cédent m o n t r e q u e si l 'on c o n s t r u i t u n profil en l ong fictif avec 

la série de p r o f o n d e u r s I I , le profil en long cherché devra se 

trouver entièrement au-dessous ou entièrement au-dessus de 

celui-là, sans q u o i l ' i n t ég ra t ion a p p r o c h é e d e v i e n d r a i t fau t ive . 

Lorsque la sec t ion d u lit r e s t e c o n s t a n t e , la d é r i v é e pa r t i e l l e 

^ est tou jours n u l l e , p o u r v u q u e l ' h o r i z o n t a l e de r e p è r e CC 

[fig. 45) o c c u p e p a r t o u t la m ê m e p o s i t i o n ; la p e n t e i d e v i e n t 

alors celle du l i t , et l ' é q u a t i o n ( 6 ) n e diffère pas de la for

mule (i) du n° 7 3 . Si en o u t r e i n e c h a n g e pas avec s, la h a u 

teur II ne change pas n o n p lu s : c ' es t la p r o f o n d e u r c o r r e s 

pondant au r é g i m e u n i f o r m e dans l e lit e t avec le déb i t d o n n é s . 

On peut d i re a lo r s q u e , p o u r ê t r e ca l cu l ab l e par le m o y e n c i -

dessus i n d i q u é , le profil e n l ong d e la sur face d u c o u r a n t n e 

Joit pas c o u p e r la l i gne du r é g i m e u n i f o r m e . 

Une au t re c i r c o n s t a n c e p e u t c r é e r u n cas d ' e x c e p t i o n , m a i s 

pour un mot i f d i f férent . S u p p o s o n s q u e , d a n s u n e s ec t i on 

déterminée par l ' absc i s se s, n o u s a y o n s t r o u v é u n e p r o f o n 

deur h vérifiant l ' é q u a t i o n 

/(*, II) = o 

)u bien 

LW 

' } ' - ^ = ° ; 

ds , , . . . . . . 
e rapport ^ s a n n u l e r a i t p o u r c e t t e s e c t i o n , ce q u i s i g n n i e 

]iie l ' é lément c o r r e s p o n d a n t MP d u profil l o n g i t u d i n a l p r e n -

Irait la d i r ec t ion QN n o r m a l e à la l igne C C . C o m m e C C es t 

supposée avoir t o u j o u r s u n e p e n t e à p e u p r è s égale à ce l l e d u 

it, les m o l é c u l e s l i q u i d e s p l a c é e s à la p a r t i e s u p é r i e u r e d e la 

section devra i en t d o n c p o s s é d e r d e s v i t e s s e s n o r m a l e s à ce l l e s 

les molécu le s qu i s e m e u v e n t p r è s du f o n d ; r é s u l t a t i n c o m -

jatible avec l ' h y p o t h è s e du p a r a l l é l i s m e d e s filets, a d m i s e au 

. 6 . 
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c o m m e n c e m e n t du n ° 7 7 , c o m m e n é c e s s a i r e à la démonst ra t ion 

d e L ' é q u a t i o n ( i ) . L ' h y p o t h è s e c o n d u i s a n t , dans le cas dont il 

s 'agit , à u n e c o n s é q u e n c e qu i la c o n t r e d i t formellement devient, 

par cela m ê m e , i n a d m i s s i b l e , a ins i q u e L ' équa t ion ( i ) et toutes 

s e s c o n s é q u e n c e s . Si d o n c on d é t e r m i n a i t dans chaque sec-

t i o h , eu égard à la c o o r d o n n é e s qu i s'y r a p p o r t e , u n e profon

d e u r h' vér if iant l ' é q u a t i o n ( 7 ) e t q u e L 'on const ru is i t un 

s e c o n d profil en l o n g fictif avec c e t t e s é r i e de p rofondeurs // , 

c o m m e on en A déjà c o n s t r u i t un p r e m i e r avec les profon

d e u r s I I , on au ra i t u n e a u t r e b a r r i è r e q u e le profil en long de 

LA su r face l i b re n e do i t j a m a i s f r anch i r . E t q u a n d une inter

s e c t i o n v i e n d r a i t à se p r é s e n t e r , il y au ra i t ici impossibilité 

a b s o l u e d ' a p p l i q u e r LA t h é o r i e , e n r a i s o n d 'un vice radical qui 

la fausserai t à son o r i g i n e m ê m e , t a n d i s qu ' i l n e s'agissait dans 

LE p r e m i e r cas q u e d ' u n e i m p e r f e c t i o n re la t ive au procédé de 

ca lcu l , e t c o n s é q u e m m e n t s u s c e p t i b l e d ' ê t r e parfois corrigée 

par l ' i n t ég ra t i on e x a c t e d e L ' é q u a t i o n ( 5 ) . 

M a i n t e n a n t q u e s e passe-t-i l dans la r éa l i t é p h y s i q u e , quand 

il d e v i e n t a ins i r i g o u r e u s e m e n t n é c e s s a i r e de re je ter l'hypo

t h è s e du pa ra l l é l i sme d e s filets? C'est ce q u ' é v i d e m m e n t les 

f o r m u l e s d é m o n t r é e s p l u s h a u t n e s a u r a i e n t n o u s dire , puis

q u e , au c o n t r a i r e , e l l e s a d m e t t a i e n t ce t t e h y p o t h è s e : mais 

L ' e x p é r i e n c e p e u t j u s q u ' à u n ce r t a in p o i n t n o u s veni r en aide. 

E l l e n o u s a p p r e n d q u e , e n s u i v a n t u n c o u r s d ' eau dans le sens 

de l ' é c o u l e m e n t , on y o b s e r v e q u e l q u e f o i s d e s augmentations 

b r u s q u e s de la p r o f o n d e u r h, q u o i q u e le lit p r é s e n t e toujours 

u n e sur face à p e n l e c o n t i n u e . Il faut a lors q u e la surface libre 

du c o u r a n t d e v i e n n e à p e u p rès n o r m a l e au fond, ce qui ne 

saura i t , c o m m e o n L'A déjà fait o b s e r v e r , s e conci l ie r avec la 

s u p p o s i t i o n d e filets p a r a l l è l e s . Ce p h é n o m è n e , connu sous le 

n o m d e ressaut superficiel ou s i m p l e m e n t d e ressaut, n'est 

d o n c p o i n t c o m p r i s d a n s l ' é tude q u e n o u s avons faite jusqu'ici 

(n°" 76 à 80) ; il ex ige u n e t h é o r i e p a r t i c u l i è r e q u e nous expo

s e r o n s u l t é r i e u r e m e n t . N o u s a u r o n s a lo r s occas ion d'examiner 

si l es c o n d i t i o n s a n a l y t i q u e s d e s o n e x i s t e n c e n ' o n t pas quel

q u e c h o s e de c o m m u n avec l ' é q u a t i o n ( 7 ) , e t si la seconde 

e x c e p t i o n q u ' o n v i e n t de s i gna l e r n ' a n n o n c e pas , au moins 

dans c e r t a i n e s c i r c o n s t a n c e s , la p r o d u c t i o n p r o b a b l e d'un res-
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saut; nous v e r r o n s e n m ê m e t e m p s c o m m e n t c e t t e t h é o r i e 

concourt avec ce l l e d u m o u v e m e n t p e r m a n e n t var ié par filets 

parallèles, à d é t e r m i n e r l e profil e n l o n g de la surface l i b r e . 

Bornons-nous à d i r e , p o u r le m o m e n t , q u e la s o l u t i o n du p r o 

blème, tel le q u e n o u s la d o n n o n s ici, ex ige l ' a b s e n c e en fait, 

de ees c h a n g e m e n t s b r u s q u e s d e p r o f o n d e u r d a n s la pa r t i e d u 

courant s o u m i s e au c a l c u l . 

Enfin la r e c h e r c h e t h é o r i q u e de la sur face l i b r e , d ' a p r è s les 

équations ( i ) , ( 4 ) ou (5), n e c o m p o r t a n t , c o m m e d o n n é e s , q u e 

la connaissance du l i t e t d e la p r o f o n d e u r d a n s u n e s e c t i o n 

extrême, il p o u r r a i t a r r i ve r , par s u i t e de c i r c o n s t a n c e s e x t é 

rieures q u e l c o n q u e s , q u e la p r o f o n d e u r r é e l l e dans la s ec t i on 

faite à l 'autre e x t r é m i t é n e fût pas égale à ce l le q u i r é su l t e r a i t 

AU calcul. Par e x e m p l e , s u p p o s o n s un canal qu i aura i t un n iveau 

connu en un ce r ta in p o i n t ; s u p p o s o n s e n c o r e q u e , p a r t a n t de là, 

on trouve, au m o y e n de la f o r m u l e (5) i n t é g r é e , l es p r o f o n d e u r s 

successives p o u r les s e c t i o n s en aval , et q u ' o n a r r ive ainsi à 

un niveau d é t e r m i n é p o u r la s e c t i o n e x t r ê m e , fo rmant l ' e m 

bouchure du canal d a n s u n r é s e r v o i r c e n s é indéf in i , c o m m e 

la mer : si ce d e r n i e r n i v e a u de l 'eau dans le canal n e c o ï n c i d e 

pas avec celui du r é s e r v o i r , il se ra ce r ta in q u e la f o r m u l e ( 5 ) 

n'aura pas d o n n é le profil en l o n g vé r i t ab l e de la sur face du 

courant. Ce se ra i t e n c o r e u n cas d ' excep t ion o ù ce t t e f o r m u l e 

ne suffirait p l u s , et cela p o u r r a i t t e n i r à p l u s i e u r s causes : ou 

bien le m o u v e m e n t ne r e m p l i r a i t la c o n d i t i o n d e p e r m a n e n c e , 

ou il p résen te ra i t au m o i n s un r e s s a u t super f i c ie l , ou la loi du 

frottement aura i t s u b i u n e m o d i f i c a t i o n ; ou b i e n , enfin, on 

serait parti d e d o n n é e s i n e x a c t e s e n se fixant la d é p e n s e et la 

profondeur dans l ' u n e des s e c t i o n s e x t r ê m e s . Il faut en effet 

remarquer q u e si l es d o n n é e s d ' un p r o b l è m e t h é o r i q u e d o i 

vent en généra l ê t r e a c c e p t é e s c o m m e i n c o n t e s t a b l e s , sauf le 

cas de con t rad ic t ion r é c i p r o q u e ou d ' a b s u r d i t é , c e l l e s d ' u n e 

application p r a t i q u e son t su je t t e s à d i s c u s s i o n , l o r s q u ' e l l e s 

résultent déjà d ' un calcul p r é l i m i n a i r e ; a lors il p e u t a r r iver 

que l ' impossibi l i té t i e n n e aux bases i n e x a c t e s su r l e s q u e l l e s 

on aurait fait ce ca l cu l , e t q u ' o n r é u s s i s s e à la s u p p r i m e r en 

modifiant c o n v e n a b l e m e n t ces b a s e s . 

Lorsqu'on s u p p o s e la p r o f o n d e u r h t r è s - g r a n d e , la v i tesse U 
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t e n d à d e v e n i r c o n s t a m m e n t n u l l e , p u i s q u e la sec t ion 0 tend 

au c o n t r a i r e ve r s co . L ' é q u a t i o n f o n d a m e n t a l e (i) mont re alors 

q u ' o n a dy = o, c ' es t -à -d i re q u e le profil en l ong de la surface 

l i b r e se confond à la l i m i t e avec u n e h o r i z o n t a l e . Cela doit 

s e m b l e r t o u t n a t u r e l , car si U s ' a n n u l e le c o u r a n t se transforme 

en u n l i q u i d e s t a g n a n t . Ains i d o n c , l o r s q u e le développement 

d u lit , e t u n e n s e m b l e favorable d e c i r c o n s t a n c e s extérieures 

p e r m e t t e n t la p r o d u c t i o n d e p r o f o n d e u r s i ndé f in imen t crois

s a n t e s , la sur face l i b re s e r a c c o r d e a s y m p t o t i q u e m o n t avec un 

p lan h o r i z o n t a l . 

N o u s c r a i n d r i o n s , en r e s t a n t p l u s l o n g t e m p s su r le terrain 

des g é n é r a l i t é s , de t o m b e r d a n s le v a g u e e t de r e n d r e nos pro

p o s i t i o n s difficiles à sa is i r . N o u s a l l ons d o n c res t re indre la 

q u e s t i o n par d e s h y p o t h è s e s p a r t i c u l i è r e s q u i n o u s permet

t r o n t d ' en d é v e l o p p e r b e a u c o u p la s o l u t i o n , e t de parvenir 

a insi au d e g r é d e c la r t é d é s i r a b l e . 

8 1 . Cas particulier d'un lit prismatique à pente constante, 

ayant une très-grande largeur. — N o u s s u p p o s o n s un lit dont 

la s ec t i on t r a n s v e r s a l e , c o n s t a n t e dans sa fo rme e t sa grandeur, 

sa t isfasse aux c o n d i t i o n s e x p r i m é e s (n°75)à p r o p o s d e laJig.^i, 

p . 22g; de p l u s , e n p a s s a n t d ' u n e s e c t i o n à l ' au t r e , chaque 

po in t du profil devra d e s c e n d r e d ' u n e q u a n t i t é en rapport 

invar iab le avec les d i s t a n c e s s, d e m a n i è r e à former un lit 

d o n t la p e n t e r e s t e p a r t o u t la m ê m e . La l igne IK, qu i occupe 

t o u j o u r s la m ê m e place d a n s t o u t e s les s e c t i o n s , sera celle à 

l a q u e l l e n o u s a t t r i b u e r o n s le rô l e d e l ' h o r i z o n t a l e CC (fig. 45, 

p . 23g); l es p r o f o n d e u r s s e c o m p t a n t à pa r t i r de cet te ligne, 

elle r e m p l a c e r a p o u r n o u s le fond v é r i t a b l e , e t la pente dési

g n é e par i au n° 80 n e différera pas d e ce l l e d u lit . 

Avec ces h y p o t h è s e s , on c o n s t a t e r a i t s ans p e i n e que le se

c o n d m e m b r e des é q u a t i o n s (4) ou (5) n e c o n t i e n t plus la 

va r iab le s, car i d e v i e n t c o n s t a n t , es t n u l , et les autres 
ds 

q u a n t i t é s n e c h a n g e n t q u ' a v e c h. L ' i n t é g r a t i o n se réduirait 

a lo r s à u n e q u a d r a t u r e , e t l 'on a u r a i t 

s — I cp (h)dh , 
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9(A) désignant u n e fonc t ion c o n n u e d e la p r o f o n d e u r h. Mais 

au lieu de c h e r c h e r a ins i d i r e c t e m e n t , en pa r t an t d e s é q u a 

tions ( 4 ) ou ( 5 ) , u n e r e l a t i on e n t r e s et h, n o u s a v o n s j u g é 

plus c o m m o d e de p a s s e r pa r l ' i n t e r m é d i a i r e d ' u n e e x p r e s s i o n 

de y en fonct ion d e h : c ' e s t p o u r q u o i n o u s p r e n d r o n s l ' équa 

tion (i) p o u r p o i n t de d é p a r t , e t n o u s la t r a n s f o r m e r o n s de 

manière à n 'y c o n s e r v e r q u e les d i f fé ren t ie l les dh e t dy. Voic i 

comment. 

Nous c o n s e r v e r o n s t o u t e s les n o t a t i o n s du n° 8 0 , et n o u s 

nommerons en o u t r e 

q le q u o t i e n t du déb i t Q par la l a r g e u r 1K (fig. 4 0 > c ' e s t -

à-dire le d é b i t par m è t r e de l a rgeur ; 

H la p r o f o n d e u r du r é g i m e u n i f o r m e c o m p a t i b l e avec le lit 

et le déb i t d o n n é s . 

La forme p a r t i c u l i è r e de la s e c t i o n p e r m e t d e con fondre la 

largeur / à la su r face a v e c I K ; e t d 'un a u t r e c ô t é , on p e u t , 

comme on l'a déjà r e m a r q u é (n° 7 5 ) , p o s e r les éga l i tés 

Q = Ï K . / i = / / i , 

~ U~-lh h' 

Substituons ces v a l e u r s d a n s l ' équa t i on ( i ) d u m o u v e m e n t pe r 

manent varié par filets pa ra l l è l e s ( n D 7 7 ) , e n y r e m p l a ç a n t 

aussi ds par sa v a l e u r t i r é e de la r e l a t i o n 

dy = ids — dh 

trouvée au n° 8 0 ; il v i e n d r a 

, q2dh f>,q\ 

soit, en s é p a r a n t l e s va r i ab les y e t h, 

i 
1 b,e- 6 , ( 7 ' . . 
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Or la p r o f o n d e u r II du r é g i m e u n i f o r m e est d é t e r m i n é e par la 

re la t ion ( n ° 75) 

d o n c on a auss i 
I I 3 dh 

T ~ \ b.gj/i'-U'' 

ou b i e n , si Ton p o s e x = ~, 

L ' i n t é g r a l e de l ' équa t ion (8 ) s ' ob t i en t sans p e i n e sous forme 

finie. Su ivan t la m é t h o d e o r d i n a i r e p o u r l ' in tégra t ion des frac

t i o n s r a t i o n n e l l e s , on éc r i ra s u c c e s s i v e m e n t 

dx I , 

= - dx xl
 — i 3 \x—i x1

 4- x -h i 

l-)dx d( IX 4- I 

dx i \ 2 / I - \ Y / 3 

3 i - I 3 / I \ ! 3 3 Y [ix + \ 
[x + - 4- -j 14-

2 / 4 \ Y / 3 

L ' i n t é g r a t i o n d e v i e n t a lo r s i m m é d i a t e , e t l 'on a, en désignant 

par C u n e c o n s t a n t e a r b i t r a i r e , 

— - Y / j a rc lang = h L 
a Y / 3 

I . . [x — i ) ! I - nx 4- i . 

= 7 log hvp 77 Y / 3 a rc t ang = h C. 
6 D " 1 ;c 3 4- ^ 4- i 3 v b ^ 3 

y—— ) devien-
b<g. 

La d e r n i è r e e x p r e s s i o n m u l t i p l i é e par H ^ i 

dra i t la v a l e u r de la p e n t e supe r f i c i e l l e y. 

P o u r faire d i spa ra î t r e la c o n s t a n t e a rb i t r a i r e C, il faut indi

q u e r le plan ho r i zon ta l d e c o m p a r a i s o n à par t i r duquel on 

c o m p t e l e s a b a i s s e m e n t s success i f s y. Si ce plan passe en UN 

p o i n t de la su r face du c o u r a n t r é p o n d a n t à la p rofondeur h, OU 
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X] -+- Xi -+- I i i 
H h — 

X, x\ 
.. 2 .r , - + - I 

hm =—- = co , 
et par su i te , le l o g a r i t h m e s ' annu lan t , 

C = ~ y/3 a rc t ang co = ~ n v/3. 

L'intégrale de l ' é q u a t i o n (8 ) se ra i t d o n c 

/ = H f . - T i - U i i o g h y P 4 £ — ^ 
\ big ) | _ f a b J F ^ 3 + X - 4 - i 

+ 3 V / 3 ^ _ a r c u n g - ^ _ - ) _ ; 

ou bien, en posan t , p o u r a b r é g e r , 

fJ + . r - t -

O - ' ) 3 3 * ^ 3 
^ ) = g l o g b y p - T 7 - 7 i 3 V/3 a r c c o t - ^ - , 

(9) 
z 

a ' = 7 — b,g 

on pourrai t é c r i r e 

(10) - r = H(i-«') + (x). 
Sous cette d e r n i è r e f o r m e , à l aque l le n o u s n o u s a r r ê t e r o n s , le 

second m e m b r e e x p r i m e les o r d o n n é e s ver t i ca les des d ivers 

points de la surface du c o u r a n t , c o m p t é e s en dessus d u plan 

#,11, / devra s ' a n n u l e r q u a n d on fera x = xlt ce qu i d o n n e r a 

pour dé t e rmine r C, l ' égal i té 

I , . (x,— il* I r- _ 

6 ̂  x î + x , + . - 3 ^ a r C t a " g + C = °" 
On pourrait p r e n d r e , par e x e m p l e , x, z= co , c 'est-à-dire c o m p 

ter les y à par t i r du plan hor i zon ta l ve r s l e q u e l t e n d la sur face 

du courant ( n u 80) q u a n d la p r o f o n d e u r a u g m e n t e i ndé f in i 

ment; alors on au ra i t 

2 i 

, i 1 î 
l. [Xt I ) ,. Xt X, 

Il m —= — lim - -
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d e c o m p a r a i s o n chois i t ou t à l ' h e u r e e t é v a l u é e s en fonction 

d u r a p p o r t x, qu i l u i - m ê m e définit la p r o f o n d e u r h. 

L ' o r d o n n é e ver t i ca le y é t a n t c o n n u e e n fonc t ion de h, on en 

c o n c l u t a i s é m e n t la d i s t a n c e s. On a e n effet 

ids — dy - I - dh, 

d 'où r é s u l t e par l ' i n t ég ra t ion 

is +- C = y •+• h, 

e n n o m m a n t C u n e n o u v e l l e c o n s t a n t e . On r e p o r t e r a dans cette 

d e r n i è r e é q u a t i o n la va l eu r de y, e t l 'on o b t i e n d r a 

, . is -+- C . i , , , 
( i i ) — g — = x — ( i — a?) vL (x). 

La c o n s t a n t e G' se d é t e r m i n e r a i t en i n d i q u a n t , par exemple, 

la p r o f o n d e u r h2 ou le r a p p o r t x-¡ = e n un p o i n t situé à la 

d i s t a n c e c o n n u e s 2 de l ' o r ig ine des s. Ces d e u x q u a n t i t é s x, et s, 

d e v a n t sat isfaire à l ' équa t i on ( i i ) , o n au ra i t 

= x¡ — ( i — « - ) ty[x,), 
II 

et par s u i t e , 

1 1 

On p e u t r e g a r d e r ce t t e é q u a t i o n c o m m e d é t e r m i n a n t complè

t e m e n t s e n fonc t ion d e x ou de h : ce sera i t l ' équa t ion de la 

c o u r b e d u c o u r a n t à sa su r face , si l 'on p r e n a i t p o u r axes coor

d o n n é s , d ' u n e pa r t la l igne ayant la p e n t e i s u r l 'horizon et re

p r é s e n t a n t le fond du lit dans le profil l ong i tud ina l [c'est-à-dire 

le l i eu des p o i n t s a n a l o g u e s à I (fig. 4 0 » dans c e P r °f i ' ] ' 

d ' a u t r e pa r t u n e p e r p e n d i c u l a i r e m e n é e par l 'or ig ine des s. 

C'est d o n c auss i l ' i n t égra le de l ' équa t i on géné ra l e ( 4 ) O U № 
d u n° 8 0 , e n t e n a n t c o m p t e d e s d o n n é e s spéc ia les à la ques-

. . rfiî 
t i on a c t u e l l e , savoi r ; = c o n s t . e t — r - = o. 

ds 

L ' e m p l o i p r a t i q u e d e s é q u a t i o n s (10) , ( i 1 ) et ( 1 2 ) , où entrent 

u n l o g a r i t h m e h y p e r b o l i q u e et u n arc défini par sa cotangente, 
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Voir le Recuei l Je tab le s n u m é r i q u e s , à la fin de ce v o l u m e . — D a n s ses 

Eludes tfiéoriques et pratiques sur le mouvement des eaux courantes, M. D u p u i t , 

Inspecteur général des P o n t s et Chaussées , a le premier in tégre l ' équat ion dif

férentielle du m o u v e m e n t p e r m a n e n t varié, p o u r divers cas part icu l iers , et d o n n é 

une table ana logue . 

ne laisserait pas q u e d ' e x i g e r d e s ca lcu l s n u m é r i q u e s assez p é 

nibles, su r tou t si l 'on deva i t en faire l ' app l ica t ion à u n ce r t a in 

nombre de p o i n t s . D a n s le b u t d ' é v i t e r ce g rave i n c o n v é n i e n t , 

nous avons c o n s t r u i t la Tab le IV (*) qu i d o n n e i m m é d i a t e m e n t 

le résultat de la s u b s t i t u t i o n d ' u n e s é r i e d e va l eu r s d e x d a n s 

ty[x). La p r o f o n d e u r h é t a n t , par sa n a t u r e , e s s e n t i e l l e m e n t 

positive, on ne p e u t avoi r b e s o i n d e s v a l e u r s d e UJ [x) q u ' e n t r e 

les limites x = o et x = oo . D e p u i s x = o j u s q u ' à x = 0 , 7 0 , 

l'argument x p r o c è d e de c e n t i è m e en c e n t i è m e ; e n t r e x = o , 70 

et a: = 1, l ' a c c r o i s s e m e n t d e la fonc t ion d e v i e n t p l u s r a p i d e , 

et en c o n s é q u e n c e on a s u c c e s s i v e m e n t r é d u i t la d i f fé rence de 

deux valeurs de x c o n s é c u t i v e s , a u x n o m b r e s o , o o 5 , 0 ,002 

et 0,001. Au delà de x = i , o n a t r o u v é p lu s c o m m o d e p o u r 

effectuer le ca lcul n u m é r i q u e de la fonc t ion ij;, de déf in i r x par 

son inverse ^ q u i var ie s e u l e m e n t de 1 à o p e n d a n t q u e x 

passe de 1 à x ; dans c e t t e s e c o n d e pa r t i e de la t ab le l es diffé

rences de l ' a r g u m e n t s u i v e n t d ' a i l l eu r s la m ê m e loi q u e dans 

la première, c 'est-à-dire q u ' e l l e s s o n t d e 0 ,01 p o u r ^ - i n f é r i e u r 

¿10,70, et s u c c e s s i v e m e n t d e o , o o 5 , 0 ,002 e t o , o o i p o u r — 

compris en t re 0 , 7 0 et 1 ,00. Ali 11 de facil i ter les ca lcu ls d ' i n t e r 

polation, la t ab le r e n f e r m e e n c o r e les d i f fé rences d e s v a l e u r s 

successives de la fonc t i on , c 'es t -à-di re les r é s u l t a t s de la sous 

traction faite e n t r e u n e q u e l c o n q u e d e ces va l eu r s et ce l l e q u i 

est immédia temen t à la s u i t e . On c o n ç o i t sans p e i n e la c o n 

struction d ' une pa re i l l e t ab l e , p u i s q u e l 'on conna î t l ' e x p r e s 

sion (g) de \ {x) s o u s f o r m e finie : on p o u r r a i t la r éa l i se r 

(d'une m a n i è r e assez p é n i b l e , il es t vrai ) pa r d e s s u b s t i t u t i o n s 

de nombres à la p lace de x, d a n s <\> [x). Mais il y a des p r o c é 

dés plus r ap ides , et n o u s p a r l e r o n s t o u t à l ' h e u r e de ce lu i q u e 

nous avons r é e l l e m e n t e m p l o y é . 
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Il e s t a i s é , a v e c la t a b l e d o n t o n v i e n t d e p a r l e r , d e résoudre 

t o u t e s l e s q u e s t i o n s q u i s u p p o s e n t la r e c h e r c h e d u profil en 

l o n g d e la s u r f a c e d e l ' e a u , p o u r v u t o u t e f o i s q u e l'hypothèse 

d u p a r a l l é l i s m e d e s filets n e c e s s e p a s d ' ê t r e a d m i s s i b l e . Si 

l ' o n v e u t , par e x e m p l e , c o n n a î t r e la d i s t a n c e e n t r e d e u x points 

o ù l ' o n d o n n e l e s p r o f o n d e u r s h e t /;,, o n la t irera immédia

t e m e n t d e l ' é q u a t i o n ( 1 2 ) : a p r è s a v o i r c a l c u l é la valeur du 

s e c o n d m e m b r e p o u r ^ — j j e t x ' = J [ ' o n ' a multipliera 

par j e t l ' o n a u r a la d i s l a n c e d e m a n d é e s — s,. L e problème 

i n v e r s e , d a n s l e q u e l o n v o u d r a i t d é t e r m i n e r l ' u n e d e s profon

d e u r s h o u h7, c o n n a i s s a n t l ' a u t r e e t la d i s t a n c e intermédiaire 

• s— s?, s e r é s o u d r a i t a v e c q u e l q u e s t â t o n n e m e n t s . C'est ce 

q u e n o u s a l l o n s m o n t r e r par u n e x e m p l e n u m é r i q u e . 

Soit donné un lit défini, quant à son profil transversal, par la fig. 41, 

p. 239, en y supposant BE = 70™, BI = o m ,837, et attribuant aux berges des 

talus à 1 de base pour 2 de hauteur; soient en outre / = 0,000115, la 

dépense Q = 4 o m c par seconde, et enfin le coefficient 6, = 0,0004. D'après 

ces nombres on aurait d'abord, pour déterminer H (n° 7 3 ) , 

II 3.0,000115 = 0,0004 — ~ T T j 
70' 

égalité d'où résultent les suivantes : 

H 3 = 1""=, 1358, 

H = im,r>433, 

H 
7 = 9072™-

Maintenant supposons que, par un barrage, la surface du courant, pri:e 

un peu en amont do cet obstacle, soit élevée à i m , 5 o au dessus du plan 

du régime uniforme, de sorte qu'en cet endroit on ait 

h = i™,5o4- i° ,o433 = a m , 5433 . 

Le mouvement permanent varié par filets parallèles étant supposé se pro

duire, on demande à quelle distance en amont lo gonflement sera réduit 

à o m , 6 o et la profondeur /;2 à o'",Go 4- i ' " ,o433, soit à i™,6433. 

Nous avons ici 

h 2,5433 1 

r = TT ~ 770433 = a ' 1 ' - = ° . 4 ' ° , 

^ _ , , 6 4 3 3 _ L _ o 6 3 5 

2 H i ,o433 _ ' ' ' ' ' ^ x J " ° ' b 
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Par suite, la Table IV donne 

• ^ ^ G à r ) = 0 ' o 8 C 5 ; 

quant à iji ( J - , ) , comme la valeur — = o,G35 ne figure pas dans la table, 

on fait un calcul approximatif en employant l'interpolation linéaire, et 

l'on pose 

4 k ) ^ ( ° . 6 3 5 ) ^ ( o , 6 4 ) + o , 6 4 - o , t 3 3 o [ X o , 6 3 ) ^ ( 0 , 6 4 ) ] 

= o,a3o6 — - • o , o o 8 5 = o , 2264. 

On a encore 
( o , o n o i i 5 

a = -— = — = o,02o3. 
btg 0,0004 x 9, bi 

Cela fait, on substitue les nombres dans l'équation (12), qui devient 

2 , 4 3 8 — 1 , 5 7 5 — (1 — 0,0293) (0,0863 — 0,2964) = 0,999; 

on en déduit enfin la distance demandée 

s — s2 = 0,999 = goGc™ environ ( * ). 

S'il s'agissait, au contraire, étant données s — .v2 — 9oGo m e t h= 2 m , 5433, 

de calculer h2, voici comment on procéderait. Les quantités X et $ ( X ) 

sont encore connues; on connaît aussi 

a = 0,02q3 et ——-—— = - = o,qqc). 
y H 9072 ' J i l J 

La subslitution de ces valeurs dans l'équation (12) donnera, pour déter

miner x , , 

0.999 = 2 , 4 3 8 — X 3 — (1 — o ,02g3) [ o , o 8 6 5 — | ( X , ) ] , 

ou bien, toute réduction faite, 

X I — — 0 , 0 2 9 3 ) [ X , ) = i , 3 5 5 . 

(*) M. l 'Ingénieur en chef Bé langer , notre prédécesseur à l 'École des Ponts et 

Chaussées, ¡1 traité la m ê m e appl ica t ion n u m é r i q u e dans son Cours lithographie, 

et a trouvé s — s, = 92^1 mè tre s . L'écart entre ce résu l ta t et le nôtre ( b ien peu 

Important, puisqu'i l se rédui t à 1 p o u r 100) t i e n t en partie à ce q u e n o u s a d 

mettons l 'hvpothèse s impl i f icat ive d'un l i t i n d é f i n i m e n t la . j je , et en partie à 

l'emploi que nous fa i sons de la f o r m u l e m o n ô m e n A, Ll1 ( n ° 7e?) au l ieu du b i 

nôme donné par d e P r o n y et F.ytelwein, p o u r e x p r i m e r la rés is tance du lit . 
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d'où résulte 

1 — 0,6 : 0,7 - 0,6 : : 1,474 - 1,355 : 1 , 4 7 4 - 1,149, 

1 a , ° < T 1 9 „ 
— = 0 , 6 + 0,1 — - - | = 0,637. 
x. o ,325 

L'inverse de ce nombre, substitué dans le premier membre de l'équation 

à résoudre, le rend égal à 1,349, a u "eu de 1,355; donc x1 est à peu 

près égal à — i ^ - - Si l'on s'en tenait à cette approximation, on aurait 

^ = - ^ T - = i r a , 6 3 8 , 
' 0,637 

ce qui est en effet la profondeur cherchée à o m , oo5 près. Pour plus d'exac

titude , on pourrait faire une seconde interpolation entre — = 0,6 et 

— = o, 637 ; on aurait 

1 a , o 1,474 — 1,355 
— = o, 6 + 0,037 - - V S — ' — ô ^ - = ° > 6 3 5 > 
* 2 1 , 4 7 4 — 1 , 3 4 9 

et par conséquent 

h = ~^Tc= i°',643. o ,b35 

Mais dans l'exemple actuel la correction précédente n'aurait pratiquement 

aucune utilité, car les erreurs dues à l'incertitude de la théorie s'élèvent 

parfois bien au-dessus de celle qu'on ferait ainsi disparaître. Seulement 

cette correction permettrait de constater le degré d'approximation numé

rique obtenu dans le premier essai. 

Discussion de la courbe affectée par la surface du courant. 

— Ains i q u ' o n l'a d i t t o u t à l ' h e u r e , c e t t e c o u r b e est repré

s e n t é e par l ' équa t i on ( 1 2 ) ; il s 'agit d o n c d e r econna î t r e com

m e n t va r ie l ' o r d o n n é e s q u a n d x p a s s e par t ous les* états de 

g r a n d e u r p o s s i b l e s . À la r i g u e u r , la p r o f o n d e u r é tant toujours 

r é e l l e e t p o s i t i v e d a n s l e s c o u r a n t s n a t u r e l s , il suffirait de faire 

Cette équation se résout par des tâtonnements que la Table IV rend très-

faciles, Quant on met à la place de x2 les inverses ries nombres o.5, 

0 ,6 , 0 ,7 , le premier membre prend respectivement les valeurs 1.872, 

i ,474 et 1 ,149; donc x2 se trouve compris entre les inverses de 0,6 et 

de 0,7. Pour en approcher davantage, on interpolera linéairement, et 

l'on posera en conséquence la proportion 
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is 

ï ï 
:-(i-a>)№(x)-ty[o)]. 

Or, d'après l ' e x p r e s s i o n ( 9 ) d e <^ (x), on a 

Y > ) = g l o g h y p i ' v/3 a rc c o t -
3 ' y/3 

donc finalement l ' é q u a t i o n d e la c o u r b e d e v i e n d r a 

(i3 

- - W 3 : 
9 

is 

H 
a 3 ^ 

I UJ (x) -h - 7T y/3 

Dans sa d i s c u s s i o n , d e u x cas s o n t à d i s t i n g u e r , su ivan t q u e 

l'on a 1 — a 3 pos i t i f ou négatif , c ' e s t - à - d i r e a p l u s pe t i t o u 

plus grand q u e 1 . 

PREMIER CAS. a < i ; i<C.b,g. 

Fig . 46. 

borlionula. P 

""'forma 

V 

F M, 

Asymptote horlEouuUe. 

ta*!'-

Soient Os e t Ox (Jîg. 4 6 ) l es axes d e s c o o r d o n n é e s ; le p r e -

varier x en t re o e t oo ; m a i s , afin d 'avoi r Ja c o u r b e c o m p l è t e , 

nous oub l i e rons p o u r u n ins tan t les c o n d i t i o n s p h y s i q u e s du 

problème, et n o u s a t t r i b u e r o n s à x, o u t r e l e s v a l e u r s p r é c é 

dentes, t ou tes c e l l e s qu i s ' é t e n d e n t e n t r e o e t — oo . N o u s ex

clurons d 'a i l l eurs le cas de a négatif, c ' e s t - à - d i r e q u e i (égal à 

a'b^g) r e p r é s e n t e r a u n e p e n t e p r o p r e m e n t d i t e et n o n u n e 

rampe, en m a r c h a n t dans le s e n s du c o u r a n t . Enf in , n o u s fixe

rons l 'origine d e s c o o r d o n n é e s au p o i n t c o r r e s p o n d a n t à u n e 

profondeur n u l l e ; c o m m e n o u s p o u v o n s s u p p o s e r q u e l e p o i n t 

arbitraire défini pa r les c o o r d o n n é e s s^, x, c o ï n c i d e a v e c c e t t e 

origine, n o u s f e r o n s s? = o, x,= o dans l ' é q u a t i o n (12), qu i 

prendra ainsi la f o r m e 
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(•4) i l 

Cette e x p r e s s i o n m o n t r e q u e , p o u r x négatif , conserve tou

j o u r s le s i g n e -+- : d o n c s el x d é c r o i s s e n t en m ê m e temps, et 

la c o u r b e a u n e b r a n c h e OV, s i t u é e dans l ' angle des axes néga

t i fs . Q u a n d x c o n v e r g e v e r s l ' infini négatif , on a, d'après (q], 

uy (— co ) = 1 log hyp i — ^ y/3 a rc co t (— co ) = — ^ r. y/3; 

d o n c l ' é q u a t i o n ( i3 ) d e v i e n t , à la l i m i t e , 

j j = H- - ( 1 — a 5 ) T r y / 3 > 

é q u a t i o n d ' u n e d r o i t e MS a s y m p t o t e à la b r a n c h e OV. Cette 

d r o i t e c o u p e l 'axe d e s p r o f o n d e u r s en d e s s o u s de l'origine à 

u n e d i s t a n c e OM éga le en v a l e u r a b s o l u e à - — ( i — n ' i r v l ; 
9 

e l le est d ' a i l l eu r s h o r i z o n t a l e , ca r s o n ang le avec Os a pour 

lidx . . , 
t a n g e n t e ^ ; ou i d a p r è s son é q u a t i o n . 

L o r s q u e x c ro î t e n s u i t e à pa r t i r de z é r o , r e s t e encore po-

ds 
sitif t an t q u ' o n a x < « ; p o u r # = «, — s ' annu l e , et il reste 

e n s u i t e négat i f p o u r t o u t e s l e s v a l e u r s de x compr i s e s entrée 

e t i . Il e s t a isé auss i d e c o n s t a t e r q u e s c o n v e r g e vers l'infini 

négatif , à m e s u r e q u e x se r a p p r o c h e de l ' un i t é . D'après cela, 

on voi t q u e la c o u r b e s ' é l ève d ' a b o r d , en par lan t de O, dans 

l ' ang le d e s c o o r d o n n é e s p o s i t i v e s ; a r r i v é e au point C, dont 

l ' o r d o n n é e CR r é p o n d à x = a, e l l e a u n e t a n g e n t e perpendi

cu la i r e au fond, de s o r t e q u e la p r o f o n d e u r capable de satis-

m i e r r e p r é s e n t e d a n s le profil l ong i tud ina l du cours d'eau les 

p o i n t s t e l s q u e I [fig. 4>) ; le s e c o n d est u n e l igne perpendi

c u l a i r e à Os, au p o i n t 0 de la c o u r b e , s i t ué sur Os. 

F a i s o n s d 'abord d é c r o î t r e x d e o à — oo , et, p o u r voir com

m e n t s v a r i e , p r e n o n s la d é r i v é e d e l ' équa t ion ( i 3 ) , savoir : 

ids i — a1 a s — x 3 
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- = x - ( 1 — ,i>) <\l ( O O ) - ! 7T ^ 3 
1 ( 1 - a') ndl 
9 

laquelle r e p r é s e n t e u n e h o r i z o n t a l e L I P c o u p a n t l 'axe Ox à la 

distance 0 L = —(1—as)n\/3dR l ' o r ig ine , dans la pa r t i e p o 

sitive de Ox. 

Connaissant a ins i la d e s c r i p t i o n g é n é r a l e de la c o u r b e , on 

peut encore s igna le r les c i r c o n s t a n c e s s u i v a n t e s , afin d 'en avoir 

une idée plus c o m p l è t e . 

i u La b r a n c h e EFGU se t r o u v e e n t i è r e m e n t a u - d e s s u s de 

l'asymptote h o r i z o n t a l e L I P . En effet, l ' équa t i on (10) m o n t r e 

que la hau teur d 'un p o i n t q u e l c o n q u e a u - d e s s u s de c e t t e h o 

rizontale est p r o p o r t i o n n e l l e à la fonc t ion (]> [x), qu i r e s t e con

stamment pos i t ive p o u r x~^>\, c o m m e on le voi t par la T a b l e IV. 

La même tab le i n d i q u e la va l eu r x = 0,57.4 c o m m e r e n d a n t 

Y\x) égale à zéro : donc. L I P c o u p e la b r a n c h e AI1COV en un 

point I), r é p o n d a n t à la p r o f o n d e u r 0,074 IL 

2° Pour avoir les o r d o n n é e s OB, OF d e s p o i n t s B et F s i t u é s 

surOx, il faut r é s o u d r e par t â t o n n e m e n t l ' équa t i on t r a n s c e n 

dante 

x — 1 — a' — 7T l/3 
9 

4> ( X ) H 7T v'3 = 0 , 

obtenue en faisant s = o d a n s l ' équa t ion de la c o u r b e . On en 

II. 'i e ÉIMT. 1 3 

faire à l 'équation (7) du n° 80 es t ici égale à « I I ; pu i s , s c o m 

mençant à d é c r o î t r e , la c o u r b e r e v i e n t s u r e l l e - m ê m e , su ivan t 

la branche CBA a s y m p t o t e à la l igne du r é g i m e u n i f o r m e , ayant 

pour équation x — 1. 

Les valeurs de x s u p é r i e u r e s à l ' u n i t é rendent-7— c o n s t a m -
dx 

ment positif, de so r t e q u e la p r o f o n d e u r croî t dans le s e n s du 

courant. Si l 'on par t de x = 1, on a d ' abord s -—- — 00 ; pu i s à 

mesure que x a u g m e n t e , s a u g m e n t e auss i et dev ien t infini 

avec* : la c o u r b e au ra d o n c u n e b r a n c h e te l le q u e EFGU, 

asymptote vers l ' a m o n t à la l igne du r é g i m e u n i f o r m e , et 

s'écartant i n d é f i n i m e n t d e c e t t e l i g n e , en aval . Ue ce cô t é se 

trouve une au t re a s y m p t o t e , déjà s igna lée p lus h a u t ; son é q u a 

tion serait la s u i v a n t e : 
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i '-OK 
— = a — (i — a 3 ) 4- (a) -t- - 7T v'3 

4" La r e n c o n t r e d e s a s y m p t o t e s IX, I P s 'effectue en 1, point 

d o n t l e s c o r d o n n é e s UK = s, 1K a; 11 do iven t satisfaire à 

l ' é q u a t i o n de la d r o i t e L I P . D o n c on a, x é t an t ici égal à i, 

i.ÔK i • -

—jj— = 1 — - (' — a ' ) r v'3, 
ce qu i fait c o n n a î t r e OK- L ' o r d o n n é e co r r e spondan te de la 

c o u r b e , ou G K , se d é d u i r a de l ' é q u a t i o n ( i 3 ) , en y faisant 

s = UK., x = - j j - : on aura a insi 

1 , „ r> 

I ( 1 — IIS ) 77 v 3 

1 I G K !
 1 à 

9 

ou b i e n , si l 'on p o s e GK = H (i -t- n), 

n — (i — a 3 ) J / ( i + « ) = o . 

Cet te relaLion p e r m e t t r a de ca l cu l e r n par t â tonnement . 

5° L ' e x p r e s s i o n 
i ds a 3 — x3 

1 1 cTar 
c i - d e s s u s e m p l o y é e d o n n e , p o u r u n p o i n t q u e l c o n q u e , la tan

g e n t e d e l ' ang le q u e la c o u r b e fait avec l 'axe des s, car celle 

I I doc i ( i — ccJ ) 

t a n g e n t e a p o u r v a l e u r o u — —•'• P o u r ^ = o, en parti

c u l i e r , e l le d e v i e n t éga le à — o u à 6 , g , soi t e n c o r e à —^ emi-
a1 ° 25a 

r o n , q u a n d o n s u p p o s e 6 , — o,0004. Ains i , la cou rbe coupe le 

fond en O s o u s u n angle t rès -a igu . 

6° L e rayon de c o u r b u r e p se ra i t , d ' après u n e formule 

d é d u i r a d e u x v a l e u r s de x qu i s e r o n t l es r appor t s des ordon

n é e s en q u e s t i o n à la p r o f o n d e u r II du r é g i m e uniforme. 

3° La d i s t ance OR est l ' absc i s se s r é p o n d a n t à l'ordonnée 

C R = a i l . D o n c 
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connue, 

P = 

ds 
expression qui d e v i e n t , en r e m p l a ç a n t 

lldx 
par sa v a l e u r , 

p ~ 3 [ i — A 1 ) 3( i — a3) X ' ( I — X S ) 

(i — x'y + - \a?—x 
I 1 1 

H Í [ I — X 2 Y 

P o u r a r = o , on a p = 0 0 : 1 a c o u r b e e s t d o n c apla t ie e n 0 , 

comme l ' ind ique la f igu re . E n C, on ax = a, et par s u i t e 

H l ' ( l - ( ! ' ) 
r 3 a 3 

ou, à cause de i = a3 b, g, 

cette valeur est t o u j o u r s u n e t r è s - p e t i t e fract ion de I I , car , p o u r 

a < i , le p rodu i t aii — a1) n e d é p a s s e pas 0,4^25, m a x i m u m 

Par conséquent le r ayon de c o u r b u r e en C serai t , au p l u s , 

u,ooo62ll : la c o u r b e do i t p r é s e n t e r là u n e p o i n t e e x c e s s i v e 

ment aiguë ( *) . 

Le tableau s u i v a n t r é s u m e l e s p r inc ipa le s d o n n é e s n u m é 

riques dont la r e c h e r c h e v i e n t d ' ê t r e i n d i q u é e . P o u r v ing t - t ro i s 

(*) Cette pointe n'existe pas dans la FIG. /|G, parce qu'on a fait la c o n s t r u c t i o n 

avec une échel le des l o n g u e u r s 200 fois m o i n d r e que ce l l e des p r o f o n d e u r s . On 

a supposé d'aileurs rca^o,3o ( s o i t u n e pente de 1 1 1 1 , 177 par k i l o m è t r e ) e l 

P ~ - b,gEa (1— a3) ; 

répondant à A ¡ = JI e t d ' u n a u t r e cô t é on a, p o u r 6 , o,ooo4 

b,g= o , o o i 3 o 8 . 

H = i . 
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p e n t e s p a r t i c u l i è r e s , il fait c o n n a î t r e d i r e c t e m e n t les longueurs 

O M , O L , Ô B , O F , GK, OR, t o u t e s déf inies par leur rapport 

à I I . Dans le cas d ' u n e p e n t e c o m p r i s e e n t r e ce l les du tableau, 

l ' i n t e r p o l a t i o n condu i ra i t à des r é su l t a t s approximat i fs . 

a3 11 
PESTE DU LIT 

par kllum 
t.lCOlT. 

OM 01, Ob GK OR 

lu 
o , ooo 0 ,0000 0,000 1 ,209 o,Go5 0 ,000 1 , 1 :>5 . , 3 4 , 0.0 
0 00 1 0 , 1000 0 , 00 4 [,208 0,604 0 , ! Go 1, 155 1,3 i, •9, ' 
0 ooô 0 , 1 7 1 0 0,02O 1 , 2o3 0 ,602 0 , 271 1,153 1,34o 32,S 
0 0 10 0 ,2 107, o,o3g ' , ' 9 7 0,599 0 ,3 10 , , . 5 , 1,339 k';\ 
0 O20 0 ,27,4 0,078 i,i85 0, J93 0 r ,338 5j.o 
o 0.3o 0 , 3 ! O7 0,l l8 , , , 7 3 0,586 0 /186 . , , 4 3 ,,335 5n,G 
0 o',o n ,3.'|20 0,107 1 , 1G1 o,5So 0 ,534 ' . ' 3 9 , ,333 GC ,0 
0 o5o 0 ,3ey, 0,1 gfl '.<Ï9 0,57.1 0 , 5 7 2 1 ,135 1,33, 7 ' - ' 
o ,oGo 0 ; 39>4 0,^35 1 , 1 3 7 0,568 0 ,6o5 , , , 3 2 1,329 75,5 
0 • 8o 0 ,/|3ou o,3i.', 1,112 o,556 0 , 660 1 , 12.', I , 3'2 J S3.3 
0 I 00 0 , ' ,f i7 | 2 

0,3(j2 1 ,oBS 0,514 0 ,705 ' , " 7 I ,322 s° . 1 

0 I 20 9 0,471 1,064 0, 332 0 > 7 ^ 1,109 , , 3 , 7 
0 i 5o 0 , 53 1 3 0,589 1 ,028 o,5i ^ 0 ,789 1,098 1,3,0 io3,fi 
o 200 0 ,58.',8 0,783 °.9(>7 0,488 0 ,8'|8 1,081 '>a99 ,,5,3 
0 ,1J0 0 , G3oo 0,981 ° ;9°7 0 , ^ 3 0 ,892 1 ,oG5 1,288 1 ?5,1 
0 3oo 0 .•ti(»9'l ' . ' 7 7 o,8.'|G 0, 4 23 0 ,954 1 , o5 i , , ,76 ,3',,2 
0 ,/¡00 0 ,;368 i ,5 ( l 9 0,726 Oj3'>3 0 >9fi7 1 ,026 I , 2.r) I 15o. 5 
0 5oo 0 .7937 1 ,(jG'2 o,Go5 0 ,302 0 ,988 1,010 I iS5,6 
o , Coo 0 ,8434 2,35/, 0 0 , ^ 2 0 • 99° 1,01,4 , ,11)5 ,80,, 
0 700 0 ,8879 2,7,46 o,3G3 0,l8l I ,000 1,000 1,162 '9'!,» 
0 ,800 0 ,92S3 3,i 3 9 

0,2^2 1 ,000 1,000 1 , ,23 210, i 
0 ,900 0 19635 3 ,531 0,121 0,0P0 1 ,000 1,000 I ,077 22.8,2 
1 ,ouo ,0000 3,9i'i 0 ,000 0, uoo 1 ,000 , ,000 1 , 000 2.")4,S 

. 

Dans le cas s i n g u l i e r de a = 1, a u q u e l se r a p p o r t e la dernière 

l igne du t a b l e a u , la c o u r b e se r édu i t à u n e d r o i t e horizontale, 

c o m m e le m o n t r e l ' équa t ion ( i 3 ) , qu i d e v i e n t a lors 

is 

ïï = *-

D E U X I È M E C A S . n > 1; I '^> 

L o r s q u e a r e ç o i t u n e v a l e u r s u p é r i e u r e à l ' un i t é , quelques-

u n e s des p r o p r i é t é s r e c o n n u e s tou t à l ' h e u r e , d a i s le premier 
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fill- 47-

Ici a3 est s u p é r i e u r à 1; d o n c - ^ c o n s e r v e le s igne -l- p o u r x 

compris en t re — co et 1 , l i m i t e s qu i d o n n e n t r e s p e c t i v e m e n t , 

d'après l ' équa t ion ( I 3 ) de la c o u r b e , s — — 00 et J = - t - o c ; 

donc aussi la c o u r b e a d e u x b r a n c h e s inf in ies O F , ODEI 

(fig. 4 7 ) , la p r e m i è r e dans l 'angle d e s c o o r d o n n é e s n é g a t i v e s , 

la seconde dans l ' ang le o p p o s é . On r e c o n n a î t r a i t c o m m e dans 

le premier ca"s q u e ODEI est a s y m p t o t e , ve r s l 'aval , à la l i gne 

KNP du r ég ime u n i f o r m e , r é p o n d a n t à x = 1, e t q u e O F t end 

du côté de l ' amont vers l ' a s y m p t o t e h o r i z o n t a l e MU r e p r é s e n t é e 

cas, subs is tent e n c o r e ; a ins i , la c o u r b e a e n c o r e t ro i s a s y m p 

totes, savoir la l igne du r é g i m e u n i f o r m e et deux ho r i zon 

tales; l ' express ion g é n é r a l e d u rayon de c o u r b u r e r e s t e la 

même, et dev ien t e n c o r e infinie p o u r ^ c = o ; la t a n g e n t e à 

l'origine a su r les axes c o o r d o n n é s u n e inc l ina i son e x p r i m é e 

d'une manière i d e n t i q u e . Mais , m a l g r é ces t ra i t s c o m m u n s , la 

forme de la c o u r b e n ' e n s u b i t pas m o i n s u n e a l t é r a t ion p r o 

fonde, c o m m e on p e u t en j u g e r par la fig. 4 7 , c o n s t r u i t e avec 

les données a? = 2, H = 1, l ' é che l l e des p r o f o n d e u r s é t a n t en 

outre 100 fois cel le d e s l o n g u e u r s s. 
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pa r l ' é q u a t i o n 

j j — - ( я > - i ) : r 

L e p o i n t M où ce t t e d r o i t e c o u p e l 'axe des p rofondeurs passe 

2TI 

au cô té posi t i f et la d i s t ance (JM es t égale à - - (A3 — 1) тг v'3. 

Q u a n d x p r e n d la s é r i e de g r a n d e u r s e n t r e 1 e t со , il y a pour 

X = A u n c h a n g e m e n t de s igne de la d é r i v é e > qui passe du 

négal i f au posi t i f : par c o n s é q u e n t , la d i s t ance S, d 'abord fonc
t i on d é c r o i s s a n t e de ж à par t i r d e x = i , d e v i e n t croissante à 

par t i r d e X = A. La po r t i on d e c o u r b e BCA correspondante 

au ra d o n c u n r e t o u r au p o i n t C, d o n t l ' o r d o n n é e CR(cel le qui 

satisfait à l ' éq u a t i on ( 7 ) du n° 80 ] est AIL. On t rouve encore 

f ac i l emen t q u e la b r a n c h e inf inie CB a p o u r a sympto t e la ligne 

d u r é g i m e u n i f o r m e , t and i s q u e la b r a n c h e CA s 'approche in

d é f i n i m e n t de l ' h o r i z o n t a l e LG déf in ie par l ' équa t ion 

i7 = Ï H — (a3— 1 ) тг . 
I I g 1 

L e s d e u x a s y m p t o t e s d o n t il s 'agit t e n d e n t ve r s l eu r s branches 

r e s p e c t i v e s e n ava l ; la s e c o n d e c o u p e l ' axe des X du côté 

néga t i f à u n e d i s t ance OL d e l ' o r i g i n e , ayant pour valeur 

? ( a 3 - I)TT V'3. 

Voic i e n c o r e q u e l q u e s dé ta i l s b o n s à c o n n a î t r e pour faciliter 
l e t r acé de l ' é p u r e a n a l o g u e à la fig. 4 7 . 

i" L e s d e u x b r a n c h e s inf inies АС, CB, r é p o n d a n t à 

s o n t e n t i è r e m e n t a u - d e s s o u s d e l ' a s y m p t o t e horizontale LG, 

car d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 10 ) l es co t e s — Y de l e u r s divers points 

s o n t éga les a u facteur posi t i f H i i ( i ) m u l t i p l i é par le nombre 

négat i f 1 — A 3 . Si au c o n t r a i r e on p r e n d la b r a n c h e IOF se rap

p o r t a n t à X <C i , on suit q u e ф (XJ r e s t e posi t i f р о и г ж ^ > о , 5 ; | 
e t d e v i e n t négat i f p o u r X i n f é r i eu r à c e t t e l imi t e , qui donne 
i|i (X) — о ; d o n c la b r a n c h e JOF, d ' abord s i t u é e en dessous de 
L G q u a n d X es t r a p p r o c h é de 1, c o u p e c e t t e l i g n e en un point 
D ayant l ' o r d o n n é e DT = 0 , 5 7 4 H, p u i s passe au-dessus . La dis-
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tance OT s 'ob t i en t par l ' éqna t i on f i 3 ) , p u i s q u e DT est c o n n ' i : 

on aurait 

_ _ = o ,5 7 4 + - ( • 1)7: v ' 3 . 

2 " La d i s t ance OR r é p o n d à x = a; sa v a l e u r ana ly t ique es t 

la même q u e dans le p r e m i e r cas . La p r o f o n d e u r E R , r é p o n 

dant à s — O R , r é s u l t e r a de l ' é q u a t i o n 

i . Ô f t E R H i r K ^ 
a + a 3 — i + ( a ) + ^ J : 

ou bien 

ER 

II - f - (fl3 — i) <\i 
ER 

H 
: a -+- ( a 3 

Ê R 
re On cherchera par t â t o n n e m e n t u n e va l eu r d e - p j - ' infér ieu 

à i , qui satisfasse à c e t t e é q u a t i o n . 

>"uus d o n n o n s c i - a p r è s le t ab l eau des r é s u l t a t s n u m é r i q u e s 

relatifs à neuf v a l e u r s p a r t i c u l i è r e s de a 3 , c o m p r i s e s e n t r e i et 

io; les p e n t e s c o r r e s p o n d a n t e s va r i en t de 3 " \ g 2 4 à 3g m ,235 

par ki lomètre , q u a n d on s u p p o s e , c o m m e n o u s le fa isons to î -

jours, 6 | = o ,0004. T o u t e s les d i s t ances ou p r o f o n d e u r s y sont 

définies par l eu r r appor t à I I . 

n 3 a 
P E N T E m: L I T 

par kilom. 
i.iooir. 

OL OM ER OR OT 

m 1,0 [,oono 3,924 0 ,000 G , ÛOO 1,000 2.5 j , 8 14 fi. 3 
i , 5 5 , 8 8 5 0 , 302 0 ,60 .5 0,9(10 5 9 4 , 4 •48 ,9 
2,0 i , 2 5 g 9 o, Go 5 1 ,209 » , 9 ' J 9 2 8 9 , 8 

15 0,1 
3,0 I ,4422 ' • > / " ' 1 , 2 0 9 2,418 o,SS5 2y3,0 l5l ; D 

4,° 1,587/, 15, n'a. ) 1,81/5 3,Gi!8 o , 85a 
yjg, 1 1 5 '2 j I 

5,0 i , 7 100 19,618 V ^ a 4 , 8 3 7 0,828 2',8,.5 1J2, a 
6,0 1,8171 2 3 , 5 ^ 1 3,0 2 3 6,0/|f) 0 , 8 0 g 240,2 I J2 , 8 
8,0 2,0000 3 i , 3 8 8 4 , 2 3 s S,!tG] 0,780 227,9 I . ) 3 ; I 

10,0 3 g . 23.3 5,4'*' io , 883 o , 7 5 9 2 ' 9 , 4 153,3 
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En effet, on a trouvé 

OR _ a _ ( 1 — ft3 ) 

il 7 / 

ou bien , à cause de la relation a3 = -f—, 

La valeur a, de a qui donne le maximum s'obtiendra en égalant à zéro la 

dérivée du second membre; on trouve ainsi 

- 5 + ^ [ + ( - , ) + i - V ^ ] - ( ^ - I ) + > 1 ) = O . 
Or la dérivée de la fonction ^ est connue, aussi bien que la fonction elle-

m ê m e ; on a généralement 

et par suite, en mettant dans la dernière équation — - — - t au lieu de!'(".!, 
1 o, 

"Ì «î L 9 J < 

so i t , après avoir réduit et multiplié par ^ a j , 

On tire de là, par des essais successifs , 

at = 1 , 1 5 7 environ. 

La valeur correspondante de OR satisferait à la relation 

- i r - M = i - U - 1 ) [ + ( f f ' ) + r ^ 
= ^ - ( i - , ) f l , = fl,=I,,57; 

lu maximum de ^ gérait donc ou 2^4 1 &5. 

Ce tableau donne lieu à deux observations. D'abord OU passe par un 

maximum, entre à1 = i et a' = 2 ; secondement OT varie peu avec a et 

semble converger rapidement vers une limite voisine de 153 H. C'est ce 

qu'on peut reconnaître à priori par l'analyse. 
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Quant à OT, en faisant / = a2.bl g dans son expression, nous trouvons 

d'où résulte 

OT _ 7r Y /3 TT Y /3 — 9 x 0 , 5 7 4 

1 1 ~ 9*, 9 * , i ? 
= 154 ,08 • 

Ccmme a 3 varie du i à oc , on voit que est toujours compris entre 

[¡¡6,3 et 154,1 -

Construction ilr: la Table IVdonnant les valeurs de Y (x). — Quand x 

est petit, on prend l'équation 

rNf_[x) _ I 

dx 1 — xJ 

et on la développe en série suivant les puissances de la variable x. On 

obtient ainsi 

'l-^(-r) 

~ Î U T = 1 + 3?-{-x* + x'-\-x'- + . . . , 

ou bien, en intégrant entre les limites o et x, 

- i ( o ) + x + ^ ' - r ' x ' + - x " + ^ n + . . . . 
4 7 10 13 

Or, comme on le sait déjà, 

Y (o ) = ' JT y/3 = — o, Co4 600; 

DONC 

(I5) Y ( J : ) = — 0,6o4 600 - ( - A - - ) - A - ' - ) - . R 7 + - - I.- 1 0-|—^ x" + . . ., 

série très-rapidement convergente quand .r n'a qu'une petite valeur. Si x 

se rapprochait de i , on poserait 

et par suite 

rf'L(.R) I I I I I 

DX 1 — X' 1 — (1 — jt'i' 3 J / — 3 '5
 'IX' , x"" 

La fonction ;7 peut se remplacer par un développement de la 
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dx 'ix \ 3 3 g 27 " 

- ^ .r's - ~ x ' ^ ~ x'" + — x"' 
81 81 243 729 

4- — x'13 4- — . - x' '14- —!— ,r' 4 - . . . ] • 
729 2187 2107 J 

On a de plus 
dx = — dx' ; 

multipliant membre à membre et intégrant, on trouve 

1 y{x) = K - I l o g h y p - ~ * ' 3 - ~ * " H-^' 

li&> 1 4 ' ^ + J _ y » 4 - _ î X " M L _ x " ° r " = 

I .167 972 2107 7290 20244 

! 1 1 -! 2843j 45927' 9841.5 ' ' 

K étant une constante à déterminer. D'après l'équation précédente, 

on voit évidemment quo K est la limite vers laquelle tend la function 

-J> ( x) 4 - 1 log hyp x' ou y (.r) 4 - i log hvp (.r — 1 ' pour x'^o, c'est-

à-dire pour x = 1. Or la valeur ( g ) de y ( r ) peut s'écrire 

•LI (X) = ' - l oghyp ( 1 4 - . z 4 - . r - ) — ~ log hyp (.r — i ) : — ^y/3 arc cot — ; 
o u 3 y/3 

donc 

K — lim j j l (jc) 4- i log hyp ( x- — 1 -J = i log hyp 3 — ^ / 3 arc cot /3 
= - l o g hyp 3 — T^7tV/3 = - o , i i g 198, 

(* ) ï.a suite d 'équat ions qui d o n un ces coefficients se résout sans peine, chaque 

équat ion faisant conna î t re un n o m b r e y.n q u a n d o n a les deux précédents. La 

so lu t ion peut d'ai l leurs s 'exprimer an m o y e n d 'une seu le formule : on a gein:-

r a l e m e n t pour n q u e l c o n q u e 

1 . ( n - f - I ) 7T 

forme 
i + x' 4- « 2 x ' 3 4 - x3 x ' 3 + 2

( V 4- • . • , 

x 1 . a 2 , a 3 , a...... étant des nombres qu'on trouve par la méthode dos 

coefficients indéterminés (*). On arrive do cette manière à la relation 

d-li (x| i I , , 2 ,, i ,, i ,, i „. i 
Y - J — ' i + x +-x'-+-xls->r-x'1 x"' X ' 
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afin de remplacer l'argument x , variable de i à °o , par un autre — ou z, 

compris entre i et o. Nous aurons 

il-If (x) i z : l 

<lx I — xi z3
 — I 

dx — — dz, 

équation qui, multipliées membre à membre , donnent 

= r i -

Après avoir développé le second membre suivant les puissances entières, 

et positives de z, on effectuera l'intégration, et l'on trouvera successi

vement 
d-lf (x) = zdz (i -f- z 3 + z c + z'-f- z' 3-!-. . .) , 

Il n'y a pas de constante à mettre dans la série intégrale, car on sait déjà 

que j (x) s'annule pour x = co , c'est-à-dire pour z — o. 

Il convient également de chercher une autre série applicable aux valeurs 

de 3 rapprochées de l'unité, cas dans lequel la précédente converge trop 

lentement et devient d'un usage pénible. Alors on fait 

Z = I - z', 

d'où résulte 
( i — z'| dz' dz' i — z' 

d^(x) 
i — (î — z'Y 3z' 

* I — z 

Le facteur ^ peut se remplacer par la série 

valeur à reporter dans la série (16). Les séries ( i 5 ) et (16) permettront 

de calculer assez rapidement la partie de la Table IV relative aux valeurs 

de X comprises entre o et i , la première série s'appliquant jusqu'à 

,r = o,5o, et la seconde au delà. 

Pour la seconde partie, relative aux valeurs de x supérieures à i, nous 

changerons encore de variable et poserons 
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doni on a déjà parlé; e l , tout calcul fait, il vient 

= - ( > - ï l*'3 - - *" ~ 1
 *" - - *" + j a" iz \ i 3 9 9 27 81 

+ I R
 z's+-4» Z " ° + - P I Z ' " + — 

N I 243 243 729 

2 1 H 7 2187 ' 1 ' J • ' ! i 

Par suite l'intégration donne, en nommant K' une constante, 

4 . ( . , ) = K ' - ; - i o g h y p 3 ' + ± Z ' = + ^ ^ + ^ ^ - r - 7 ^ Z ' - . + ^ , . 

( L 8 ) { ^ * " ' J J - z" - ^ z ' - _ I - Z " ' - - 1 z«> 

1944 2107 3045 801g 2U244 
_i ! _ i / n j . 

\ 9 1 8 5 4 9 8 4 1 5 

K' est la limite vers laquelle tend -\ (x) 4- ^ l o g h y p z ' pour z' = o, 

c'est-à-dire pour z = i , x = 1 ; ainsi 

K ' = l i m | ^ ( . r ) + | l o g h y p ( i - z; = lim ^ (.r) -+-1 log hyp (1-^) ] 

= lim ^ ( 4 - i log hyp (x _ 1 ) 3 _ 1 log hyp r̂ J , 
e l , attendu que log hyp. t* s'annule pour x = 1, 

K ' = lim j^( .r) 4 - I log hyp (.r — = K = o, 119 198. 

Tout est donc connu maintenant dans la série (18), applicable, concur

remment avec la série (17) , au calcul de la seconde partie de la Table IV. 

( * ) Si l 'on avait posé 

—T., = 1 / 3 , Z ' -+- ;5S + • Â z " • • • > 

les coefficients /3, , y?., / 3 3 , . . . aura ient été e x p r i m e s par la formule generic 

( n -+- 2 ) 71 
/3, = — cos 

qu 'on pourrait an beso in dédu ire de la re la t ion 
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82. Cas d'un lit à pente constante, avec section rectangu

laire de largeur limitée. — Au n° 8 1 , n o u s avons r e m p l a c e ficti

vement la sect ion t r a n s v e r s a l e du lit d ' u n e r iv i è re par un rec tan

gle B'lKE' [fig. 41 J P- 2 ? 9 )> de l a rgeur indéf in ie ; mais c o m m e 

on peut avoir auss i à c o n s i d é r e r des r igoles ou c a n a u x d ' e x p é 

rience à sect ion r ec t angu l a i r e de faible l a rgeu r , n o u s a l lons 

supposer ici ce t t e d i m e n s i o n l i m i t é e . T o u t res te ra d ' a i l l eu r s 

dans les m ê m e s c o n d i t i o n s : les p r o f o n d e u r s s e r o n t c o m p t é e s 

à partir du fond du lit, et la p e n t e i n e variera pas d ' u n e s e c 

tion à l 'autre. Les n o t a t i o n s é tan t ce l l e s du n° 8 1 , n o u s a u r o n s 

u = £ = ?, dU=-3fL, 
TLL II IV 

X= l+Y.h, £2 = Ih, ds— c*r ^~ ^ l , 

valeurs qui , p o r t é e s dans l ' é q u a t i o n ( i) du n" 77 , d o n n e n t 

J gll1 tll' l ' 

Or la profondeur H du r é g i m e u n i f o r m e doi t satisfaire à l ' équa-

tion connue i —~b{ L , J , ou b ien 

l + lYl , 

eu égard à ce l te r e l a t ion , l ' exp re s s ion d e dy d e v i e n t 

, i l H 3 „ 1-HT.k H» , , , . , 
dr = — Ï -. 77 • a h + - ^ • - . - ( dr + dh), 

J b,g l + iti. A3 / + 2 H /i1* ; ; 

d'où résul te , en s é p a r a n t l es d i f fé ren t ie l l es , 

dy(il^[±^nA = dh(i + ./i-fLl)^. 
J \ / + Î H I \ b,g J l + Î H 

Pour simplifier l ' é c r i t u r e , n o u s p o s e r o n s e n c o r e 

h z= IT x , a3 = T — ) 

cl de plus 

2 II == ni, 7.ll = nlx , 
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n d é s i g n a n t u n r a p p o r t var iable avec la l a rgeu r du lit : alors on 

p o u r r a éc r i re 

dy — Wdx- n X a 

{i -+- n ) x' — nx — I 

(19) ( lldx 1 -4- nx — a3 

1 + n , , / , 

(x — ij I x2-f- x -+• • 

Cette é q u a t i o n s ' i n t èg re pa r la m é t h o d e des fractions ration

n e l l e s , e t si, c o m m e au n" 8 1 , on d é t e r m i n e la constante de 

m a n i è r e à r e n d r e y n u l p o u r x = co , on t r o u v e r a 

1 
X 2 -h x -4- • 3 + 2 « 1 -4- n — a3 , i + ra 

(20) <; - H - ^ = — T — - L 0 * H Y V — T * ^ y — 

3 — n2 — 3 a3 {1 -4 - n ) , , /1 4- n 
arc cot ( Ï X - 1 -W 

v/(r -4- « ) ( 3 — n) ' ''S/î-n 

Afin de c o n t i n u e r à i m i t e r le calcul déjà fait pour les lils très-

l a rges , on écrira 

is - 4 - C y 

par c o n s é q u e n t , en ayant égard à l ' é q u a t i o n (20) et détermi

nan t C de m a n i è r e à faire s = o p o u r x = o, il viendra pour 

l ' é q u a t i o n de la c o u r b e affectée par le profil longi tudinal , 

is 1^-n — a3
 (1-h n) ( x2+• x)-T-1 

(3 + 2 « ) n ^ ( 3 - r - 2 » ) x I o g h y p i ^ -

3 — ri — 3 a3 ! 1 -4- n ) T , , /1 4- n 

H — 1 a rc cot I 2 X + 1 t / % 

V/(i + « ) ( 3 - / i ) L V 3 - » 
. / ' + " 

— arc cot 1 / ^ 

y 3 — n 
La f o r m u l e de t r i g o n o m é t r i e 

1-4- c o l » COt(/ 
cot » — q = c -

r 1 coï t / — coty? 

p e r m e t de r e m p l a c e r par un seu l arc c o t a n g e n t e la différence 

d e s d e u x a rcs qu i figurent dans la d e r n i è r e é q u a t i o n ; on trouve 
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3 — rcJ—3a!(i 4 - n ) i-\-(x-\-n) x 
- a rc cot -

V'( i + /i) ( 3 — n) x \j(i + n) [2> 

os Il est utile d 'avoir auss i -j- : c e t t e d é r i v é e se d é d u i t d e l ' équa

tion ¡20), ou p lu s s i m p l e m e n t de la r e l a t ion (19) c o m b i n é e 

avec 

ids dy 

lidx ~ 1 + ï l d x 7 

ce qui donne 

ids i -I- nx — a? ( r -t- n ) x% — a? 
122J 

IIi/x (i + n)xz—nx — i li-hn]x3 nx 

Au moyen des é q u a t i o n s (21) et (22), l o r s q u e n p r e n d r a 

une valeur n u m é r i q u e d é t e r m i n é e , on d i scu te ra sans b e a u c o u p 

de difficulté la c o u r b e r e p r é s e n t é e par la p r e m i è r e de ces 

équations. L ' h y p o t h è s e /1 = 0 r e p r o d u i r a i t l es r é s u l t a t s e t for

mules du n° 8 1 . Si n es t d i f férent d e z é r o , il y aura d e u x cas 

à distinguer 

a<C\l 1 -\- n et a y*11 4 - n : 

dans le p r e m i e r on r e t r o u v e r a i t u n e figure assez s e m b l a b l e , 

quant aux trai ts g é n é r a u x , à la fig. 46, p . 255; le s e c o n d d o n 

nerait une figure r e s s e m b l a n t d e m ê m e à la fig. 47, p . 261. 

Il y aurait t o u j o u r s t ro i s a s y m p t o t e s , d o n t d e u x h o r i z o n t a l e s 

et la t rois ième c o ï n c i d a n t avec la l igne du r é g i m e u n i f o r m e ; 

seulement les c o u r b e s a u r a i e n t des i n d e x i o n s e t des t a n g e n t e s 

horizontales qu i n ' e x i s t e n t pas dans les Jig. t\& e t 47- Ces t a n 

gentes se t r o u v e n t i m m é d i a t e m e n t par l ' é q u a t i o n ( i g ) ; on voi t , 

en effet, q u e la v a l e u r 
a3 — 1 

correspond kdf = o, et par s u i t e à u n e t a n g e n t e h o r i z o n t a l e . 

Lorsque n es t s u p é r i e u r à 3 , les é q u a t i o n s (20) e t (21) se 

compliquent d ' i m a g i n a i r e s ; mais on les fait d i spara î t r e au 

définit ivement 

(3 + 2re)== = (3 -t- in) x log h y p -
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1 In — 3 _ 

r -+- 1 y n + 1 ' 

de m ê m e on I rans fo rmera i t l ' é q u a i i o n ( 2 1 ) en p renan t 

x J( n -+-1 ) ( n — 3 ) 
v — • 

2 - f - x ( n - f - I ) 

Au r e s t e , l ' i n t ég ra t ion p o u r r a i t ê t r e c o n d u i t e de manière à 

évi te r les i m a g i n a i r e s , auss i b i en avec. « > 3 qu 'avec n < 3. 

Cer ta ines va leu r s p a r t i c u l i è r e s do « p e u v e n t encore altérer 

assez p r o f o n d é m e n t les é q u a t i o n s . Par e x e m p l e , si a est infé

r i e u r 1, e t q u e n vérifie la r e l a t ion 

3 — 7l ! 

* = 3 ( 7 ^ 7 0 ' 

alors l e s arcs c o t a n g e n t e s s o n t affectés d ' un coefficient nul, 

ce q u i les fait d i spa ra î t r e , e t l ' équa t i on ( a i ) n e renferme plus 

q u ' u n l o g a r i t h m e . Le c o n t r a i r e a r r ivera i t et l 'arc cotangente 

r e s t e ra i t s e u l , s ans l o g a r i t h m e , si a é t an t s u p é r i e u r à 1, on 

avait en m ê m e t e m p s 
à1 — 1 -l- n. 

La va leur n — 3, i n d é p e n d a n t e de a ou de la pen t e 1, rend tou

j o u r s infinie la c o t a n g e n t e d o n t o n do i t p r e n d r e l'arc : dans ce 

cas, on p e u t c o n f o n d r e l 'arc avec l ' i nve r se de sa cotangente, 

et p o s e r 

2. -(- ( 1 -+- n ) x x J[ 1 -+- n ) I 3 — n) 
arc C O t = : = ; — — ; - : 

x \J{i -t- » ) ( 3 — n) 2 - r - ( i + B ) t f 

l ' équa i ion ( 2 1 ) d e v i e n t en c o n s é q u e n c e 

is 4 — a? 11 x -f- 1 \ 2 . . , ,. x 
9 ïï = 9 * - — ~ log h y p ^ 7 + 3 (1 + 2 « ) -

(*) L'égalité re su l t e de ce que los deux m e m b r e s , n u l s pour v — o, ont des 

di f férent ie l l e s i d e n t i q u e s . 

m o y e n d e la f o r m u l e 

1 ' ; , . 1 —
 v .. , 

arc c o t — • = - - - y — i log nyp i ). 
v y'— l 2 1 "+" v 

Si l 'on p r e n d , par e x e m p l e , l ' équa t ion (20 ) , on fera 
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C'est ce qu 'on aura i t t r o u v é auss i en pa r t an t d e l ' éq u a t i o n (19), 

y faisant n = 3 e t r e c o m m e n ç a n t l ' i n t é g r a t i o n . Enfin, si l 'on a 

simultanément 

n = 3 e t a3 = 4 , 

la courbe se r é d u i t à u n e h y p e r b o l e r e p r é s e n t é e par l ' é q u a t i o n 

la pente 1? é tan t d ' a i l l eu r s égale à ^btg. Mais il es t à r e m a r q u e r 

que l 'équation d i f férent ie l le d 'où l 'on a t i r é l ' e x p r e s s i o n ( 1 9 ) 

de dy admet dans ce cas le fac teur x— 1; e l le r e p r é s e n t e 

donc, outre l ' h y p e r b o l e p r é c é d e n t e , la l igne d ro i t e du r é g i m e 

uniforme. 

Nous n ' i n s i s t e rons pas davan tage s u r c e s cas s i ngu l i e r s , n o n 

plus que sur ce lu i d ' u n e s ec t i on r e c t a n g u l a i r e e n géné ra l : 

nous allons a b o r d e r un cas b e a u c o u p p l u s é t e n d u , dans l e q u e l 

nous con t inue rons c e p e n d a n t à s u p p o s e r la p e n t e 1 c o n s t a n t e 

ainsi que la sec t ion t r a n s v e r s a l e d u l i t , ma i s e n laissant p r e s 

que en t i è r emen t i n d é t e r m i n é e la fo rme de c e t t e s e c t i o n . 

83. Cas d'un lit prismatique à pente et à section constantes, 

la forme de la section étant d'ailleurs quelconque. — Q u a n d 

on admet l ' invar iabi l i té de la s ec t i on t r a n s v e r s a l e e t de la p e n t e 

du lit, on p e u t d é m o n t r e r d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e u n e sé r i e 

de propriétés a n a l o g u e s à ce l l e s q u ' o n a t r o u v é e s p l u s hau t 

dans le cas d e s li ts t r è s - l a r g e s (n° 81 ), et a p p a r t e n a n t t o u j o u r s 

au profil long i tud ina l du c o u r a n t , q u e l l e q u e soi t la fo rme de 

la section, p o u r v u tou te fo is q u ' e l l e sat isfasse à c e r t a i n e s c o n 

ditions t r è s - h a b i t u e l l e m e n t vér i f i ées dans la p r a t i q u e . P o u r 

spécifier n e t t e m e n t ces c o n d i t i o n s , p laçons l ' ho r i zon t a l e d e 

repère CC [fig- 45 , p . 23g) au p o i n t le p lus bas du profil t r a n s 

versal : nous a d m e t t r o n s a lors 

il il3 

i° Que les q u a n t i t é s T e l ~ s o n t des fonc t ions c o n t i 

nues et i ndé f in imen t c ro i s san tes de la p r o f o n d e u r h m e s u r é e 

à partir de ce p o i n t le p lu s bas ; 
2° Que l 'on a Q = : o et — = 0, p o u r / 1 = 0 ; 

11. l" É D 1 T . 1 8 

11 

IS 
= X -\-

2 X -+- 1 
= 2 
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T o u t e s l e s q u a n t i t é s q u i figurent so i t dans le second membre 

de l ' é q u a t i o n ( 23), soi t dans les é q u a t i o n s ( 2 4 . ) e t ( a 5 ) , ne dé

p e n d e n t q u e de la s e u l e va r i ab le h. D o n c , p remièrement , si 

l ' on v e u t i n t é g r e r par a p p r o x i m a t i o n ou a u t r e m e n t l'équa-

( * ) R e l a t i v e m e n t a u x déta i l s q u e n o u s o m e t t o n s ic i , et à plusieurs des ques

t ions que n o u s t ra i tons dans les §§ ÏII et I V de ce Chapitre , on peut consulter 

un r e m a r q u a b l e et t rès - in téressant travail de M. B o u d i n , Ingénieur des Pouts 

et Chaussées de B e l g i q u e , professeur à l 'École d u Génie civil â Gand. Le Mé

m o i r e de M. B o u d i n a été p u b l i é d a n s les Annales des Travaux publics de Bel-

' § > i a i , e * t. X X , sous ce t i tre : « De l'axe hydraulique des cours d'eau contenus 

dans un lit prismatique, et des dispositifs réalisant, en pratique^ ses formes di

verses. » 

3° Q u e le r a p p o r t - , n é c e s s a i r e m e n t p l u s pet i t que i , varie 

d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e et t o u j o u r s dans le m ô m e sens, entre 

d e u x l i m i t e s m et h, q u a n d h va r i e de o à co . 

T o u t e s ces h y p o t h è s e s se d é m o n t r e n t b i en facilement, 

p o u r v u q u e le profil de la s e c t i o n soi t fo rmé d 'un segmentée 

c o u r b e ou d e p o l y g o n e t o u r n a n t p a r t o u t sa concavi té vers le 

h a u t , e t n e se p r o l o n g e a n t pas au delà de ses l ignes ou tan

g e n t e s v e r t i c a l e s , s'il en a ( * ) . On es t d o n c e n droi t de dire 

q u ' e l l e s s ' a p p l i q u e n t à p r e s q u e t o u t e s les s ec t i ons q u ' o n ren

c o n t r e dans les p r o b l è m e s u s u e l s . 

L e profil du lit n e c h a n g e a n t pas e t l ' ho r i zon t a l e de r e p è r e CC 

o c c u p a n t p a r t o u t la m ê m e p o s i t i o n d a n s ce profil , i désigne, 

dans les f o r m u l e s g é n é r a l e s du n° 80 , a u s s i b i en la p e n t e du 

l i t q u e c e l l e de la l igne C C [fig. 45); il faut d e p l u s faire 

~ o. L e s é q u a t i o n s (4 )> (6) e t ( 7 ) d e v i e n n e n t alors 

(23) ds = g — d h , 

(24) i - £ b , U ' = o, 

(25) l - g Q = °-
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tion (23), p o u r en d é d u i r e le profil en l ong de la sur face l i b r e , 

l'opération se t r o u v e r a r é d u i t e à u n e s i m p l e q u a d r a t u r e , s u s 

ceptible de s 'e f fec tuer pa r la f o r m u l e d e S i m p s o n ou a u t r e s 

analogues, à défaut de m o y e n s r i g o u r e u x (*). S e c o n d e m e n t , la 

profondeur H q u i s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n (a4) n e c h a n g e pas d ' u n 

profil à l 'autre : c ' es t ce l le du r é g i m e u n i f o r m e . La p r o f o n d e u r 

h' déduite de l ' é q u a t i o n ( 2 5 ) n e var ie pas n o n p l u s . Par c o n 

séquent les d e u x profi ls en l o n g fictifs c o n s t r u i t s avec ces p r o 

fondeurs H et h' (n° 80) se r é d u i s e n t à deux d ro i t e s pa ra l l è les 

aux générat r ices du lit (**). 

Les p ro fondeur s H et h' e x i s t e n t t o u j o u r s en réa l i t é ; de p l u s 

chacune d 'e l les e s t u n i q u e , c 'es t -à-dire qu ' i l y a u n e s e u l e v a 

leur réelle et pos i t ive c o n v e n a n t à l ' équa t i on q u i la fourni t . 

En effet Q d é s i g n a n t la d é p e n s e , on p e u t r e m p l a c e r U par ^ 

dans les équa t ions (24) e t ( 2 5 ) , et l es éc r i r e a ins i : 

Q 2 ' x 
I — - T V " = 0 . 

g x & 

(26) 

(*) SI, par e x e m p l e , o n veut d é t e r m i n e r par la f o r m u l e de S i m p s o n que l l e 

distance sn — sD r é p o n d au c h a n g e m e n t de p r o f o n d e u r hn — o n ca lcu lera la 

fraction par laque l l e est m u l t i p l i é dh dans l ' équat ion (23) , pour u n e série de 

\yleurs 

en nombre impair et en p r o g r e s s i o n a r i t h m é t i q u e ; en a p p e l a n t J la raison de 

cette progression eL 

A 0 , A, , A „ . . , An 

i iJU 

les valeurs correspondantes d e » on aurait 

J

B - *0 = 5 C A. H- 4 A, -+- 2 A, -+- 4 A, H - . . -H-4 A n _ , •+- \ l t ) . 

(**) Jusqu'à présent n o u s n 'avons i n v o q u é en a u c u n e façon l e s c o n d i t i o n s 

restrictives imposées à la figure de la sect ion : les r e m a r q u e s c i - d e s s u s dédui te s 

des équations ( 23 ), [if\ ) et ( 25) re s tent d o n c vraies p o u r t o u t e espèce d é l i t s 

prismatiques k pente cons tan te . 

1 8 . 
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dy 

On me t t r a d a n s ce l t e r e l a t i o n la v a l e u r de Q ! t i r ée de l'équa

t i o n (26), en ayant so in d ' o b s e r v e r q u e c e t t e d e r n i è r e est satis

fai te par i 

Q'idh i . Q ' y , , 

i £23 

il 

fir. 

fe,Qa y 

i ' 6 
dh. 

Or, d ' ap rè s n o s h y p o t h è s e s , ~ déc ro î t c o n t i n û m e n t de x à 0 

p e n d a n t q u e h passe de o à 00 ; l es p r e m i e r s m e m b r e s des deux 

é q u a t i o n s p r é c é d e n t e s p a s s e n t d o n c s i m u l t a n é m e n t et sans 

d i s c o n t i n u i t é de l ' infini négat i f aux va l eu r s pos i t ives i et 1. D'où 

il s u i t qu ' i l e x i s t e dans l ' i n te rva l l e u n e va l eu r un ique H an

n u l a n t le p r e m i e r m e m b r e d e la p r e m i è r e é q u a t i o n , et une 

val-eur u n i q u e h1 sat isfaisant de m ê m e à la s e c o n d e . 

Dans la s u i t e d e c e t t e d i s c u s s i o n , n o u s c o n s e r v e r o n s toutes 

les n o t a t i o n s déf in ies e t e m p l o y é e s au n° 8 0 ; en outre nous 

a p p e l l e r o n s 

l,, X" ^>> U,, s, ce q u e d e v i e n n e n t /, y_, il, U, s pour /1 = 1 1 ; 

V, y/ , il', U' ce q u e s o n t l e s m ê m e s q u a n t i t é s l, 7, il, U 

p o u r h = li'. 

Cela p o s é , n o u s a l lons s u i v r e u n e m a r c h e assez analogue à 

ce l l e du n° 8 1 , à par t q u e les i n t é g r a t i o n s s e r o n t seulement 

i n d i q u é e s e t n o n e f f ec tuées . 

(a) Recherche des cotes du profil en long par rapport à an 

plan horizontal. — On a l ' é q u a t i o n f o n d a m e n t a l e 

, UdV y l TT J 
dy — ——- + b, U 3 ds ; 

en y s u b s t i t u a n t 

U = > - . ds=j(dy + dh), rfU = - - Q — = _ ^ T T - , 

e l l e d e v i e n t 

dy 

o u b i e n 
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on y remplacera e n c o r e i pa r a3btg, et l 'on aura 

] la3

 i la3 

Si l'on in tègre et q u ' o n v e u i l l e avoi r y — o p o u r A — oo , il 

viendra 

(28) - / = -

£2 J 

Pour A = 00, le q u o t i e n t — d e v e n a n t infini par h y p o t h è s e , 

la dernière e x p r e s s i o n d e dy se r é d u i t à dy = o; à m e s u r e 

que la p ro fondeur a u g m e n t e la surface l ibre se r a p p r o c h e d o n c 

d'un plan ho r i zon ta l : c ' e s t en dessus d e ce p lan q u e son t c e n 

sées mesurées les co t e s — y f o u r n i e s par l ' é q u a t i o n ( 2 8 ] . 

(6) Equation de la courbe du courant. — La re la t ion 

dy= ids — dh 

donne, par l ' i n t ég ra t i on , 

is .- . y -+• A -+- c o n s t . ; 

quand on p rend p o u r o r i g i n e des s le po in t où A = o, on p e u t 

donc écrire, eu égard à (28) , 

Cette équat ion r e p r é s e n t e u n e c o u r b e d o n t les po in t s a u r a i e n t s 

pour abscisse et A p o u r o r d o n n é e ; la c o u r b e est ce l le qu 'af fecte 

le profil en long de la surface l i b r e . On va e s s a y e r d ' e n d é c o u 

vrir la forme g é n é r a l e , s ans se p r é o c c u p e r du p r o b l è m e d ' H y 

draulique par l e q u e l on y a é t é condui t^ ma i s en se b o r n a n t 

toutefois à faire var ie r A d e o à x> . 
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0 = 1 

1 -

o u e n c o r e 

l'a} _ Q"x< _ 

Or l e p r e m i e r m e m b r e d e la d e r n i è r e é q u a t i o n serait ma' 

( c ' es t -à -d i re pos i t i f ) p o u r h' — o, e t 

/ , a 5 

X' 

p o u r h' = I I ; d o n c il y au ra ou ¡1 n 'y aura pas changement de 

s i g n e d e ce p r e m i e r m e m b r e e n t r e les v a l e u r s o et II de l'in-

l a3 

c o n n u e h', s u i v a n t q u e 1 s e ra négat i f ou positif; donc 
X' 

l, a3 

enfin la c o n d i t i o n h' < H r e v i e n t à < 1 , e t la condition 
X> 

/ a' 
o p p o s é e h' > H est l ' é q u i v a l e n t e de - '— > 1 . Ainsi , les deux 

cas à d i s t i n g u e r se t r o u v e n t ca rac t é r i s é s par le fait d'avoir 

li a3 

i n f é r i e u r ou s u p é r i e u r à l ' u n i t é . 
X' 

Il es t b o n de r e m a r q u e r q u e , le r a p p o r t - devan t nécessai-
X 

r e m e n t r e s t e r a u - d e s s o u s de 1, par la déf in i t ion même des 

l, a3 

l o n g u e u r s / et ^ , ' e s c o n d i t i o n s A1 < H ou < 1 seront tou-
X' 

j o u r s sat isfai tes l o r s q u ' o n s u p p o s e r a a3 < 1, o u la pen te iplus 

( c ) Distinction de deux cas principaux dans la discussion 

de la courbe. — N o u s d i s t i n g u e r o n s d e u x cas , respectivement 

déf inis par les i néga l i t é s 

A ' < H , A ' > H , 

c ' e s t - à - d i r e par l ' o r d r e de g r a n d e u r d e s p r o f o n d e u r s h' et H. 

ds 

La p r e m i è r e do i t , c o m m e on le sait (n° 80 ) , a n n u l e r — ; on 

doi t d o n c p o s e r , d ' après (29), 

l'a' 

X' 
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[ * ) Quand le profil de la sec t ion p r é s e n t e a. sa part ie in fér ieure u n e l i gne h o 

rizontale, ou u n e c o u r b e convexe avec un s e u l é l é m e n t h o r i z o n t a l , le r a p p o r t 

limite m devient l 'uni té , et la c o u r b e c o u p e l 'axe d e s sous un ang l e ayant blg 

pour l îngente . Cela ferait , en s u p p o s a n t èi — o , o o o / j , u n e pente re lat ive de 

enyiron, qui serait a lors d é t e r m i n é e i n d é p e n d a m m e n t de la f o r m e du profil en 

travers. 

petite que big. La p e n t e fc, g r e p r é s e n t e , dans l ' h y p o t h è s e 

¿1 = o ,ooo4, un a b a i s s e m e n t d e 3 m , g 2 par k i l o m è t r e , o r d i n a i 

rement s u p é r i e u r e ce lu i des c o u r s d ' e au n a t u r e l s de q u e l q u e 

importance. Cela fait c o m p r e n d r e q u e le cas défini par l ' i n é 

galité h1 < H sera le p l u s o r d i n a i r e dans l e s a p p l i c a t i o n s ; l ' au t r e 

ne se réal isera g u è r e q u e s u r des c o u r s d ' eau t o r r e n t i e l s ou 

sur des canaux d ' e x p é r i e n c e . 

I a3 

(d) Discussion du premier cas : h' < H ou -— < i ; pente 

modérée. — On p r e n d r a l ' équa t ion d i f fé ren t ie l l e de la c o u r b e , 

savoir 

la} la3 Q 3 X ' 

(3o) UK-1
 Û ^ T - S ^ T T ' 

T ii_ 1 -iï-
&\x O î x 

et on che rche ra le s i gne du s e c o n d m e m b r e p o u r les d ive r se s 

grandeurs de h. La v a l e u r h = o d o n n e 

ds\ l i 
-JY = a3 h m - — ma3 = m -.— > 
dlij, x °>g 

Q3 

attendu q u e — s ' a n n u l e par h y p o t h è s e . De là r e s u i t e 

ds \ m 

dh / a b,g* 

ce qui fait c o n n a î t r e l ' i nc l ina i son d e la c o u r b e s u r Taxe d e s h, 

i ds 

à l'origine (* ). Ains i c o m m e n c e par ê t r e posi t i f p o u r h = o, 

et s est une fonc t ion c r o i s s a n t e de h. L e n u m é r a t e u r e t le dé

nominateur 4 de la f rac t ion q u i e x p r i m e o n t d ' a b o r d l e 
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s igne -4-, à c a u s e de la p e t i t e s s e de — ; d ' a i l l eurs on sait déjà 

q u e l e u r s c h a n g e m e n t s de s i gnes o n t l i e u respectivemenl 

p o u r h =.h!,h = H . E n faisant h < h', les d e u x termes de la 

fract ion s o n t d o n c p o s i t i f s ; si l ' on d é s i g n e par N et D ces ter

m e s pr is en v a l e u r a b s o l u e , et q u ' o n m e t t e l eu r s signes en 

é v i d e n c e , on a 

ids -+- N 

dh ~ -4- D ' 

d 'où il su i t q u e s c o m m e n c e pa r c ro î t r e avec h. Pour h — li1, le 

ds 
n u m é r a t e u r ainsi q u e ^ d e v i e n n e n t n u l s ; quand A dépasse 

h' sans a t t e i n d r e H, les deux t e r m e s on t des s ignes contraire», 

c ' e s t -à -d i re q u e 

ids — N 

dh -4- D ' 

e t pa r c o n s é q u e n t s d e v i e n t d é c r o i s s a n t : la c o u r b e rétrograde 

en s e n s c o n t r a i r e d e l ' axe d e s s, à m e s u r e q u e /; augmente. 

Cet te r é t r o g r a d a t i o n cesse à l ' i n s t an t où h dépasse H, parce que 

les d e u x t e r m e s de la f ract ion r e p r e n n e n t le m ê m e signe; on a 

i ds _ — N 

~dh ~ — D ' 

de so r t e q u e ^ r e d e v i e n t posit if . On p e u t c o n t i n u e r ensuite 

à faire c r o î t r e h j u s q u ' à co : a u c u n c h a n g e m e n t de signe nou-

ds 

veau n e se p r o d u i r a , ^ r e s t e r a t o u j o u r s positif, et 1 on ob

t iendra u n e b r a n c h e d e c o u r b e s ' é l o i g n a n t à l'infini dans l'an

gle d e s c o o r d o n n é e s p o s i t i v e s . 

C o m m e o n l'a déjà fait o b s e r v e r p l u s i e u r s fois, à mesure 

q u e h a u g m e n t e et p r e n d de t r è s - g r a n d e s va leu r s , l'expression 

d i f fé ren t i e l l e dy se r a p p r o c h e i n d é f i n i m e n t de zéro , et par 

s u i t e le profil l o n g i t u d i n a l d u c o u r a n t se confond à l'infini 

avec u n e l i gne h o r i z o n t a l e à l a q u e l l e il es t asymptote . L'é

q u a t i o n de c e l t e a s y m p t o t e sera la l i m i t e de l 'équation (2g) 
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l'intégrale d o n n e la v a l e u r d e h p o u r le p o i n t où la d r o i t e en 

question c o u p e l 'axe d e s h. 

I n d é p e n d a m m e n t de l ' a s y m p t o t e h o r i z o n t a l e q u ' o n v ien t de 

trouver, il en ex i s t e ra g é n é r a l e m e n t u n e a u t r e : la l igne du 

régime un i fo rme , ou la d ro i t e ayant p o u r é q u a t i o n h = H , que 

la courbe ira r a c c o r d e r à l ' infini v e r s l ' a m o n t . Cela sera d é 

montré si n o u s faisons vo i r q u e s d e v i e n t égal à — se p o u r 

/i —II . A ce t effet, so i t ^ j la fraction q u ' o n a t r o u v é e ci-

, i ds 
dessus p o u r e x p r i m e r on au ra 

i ds <p ( h ) 

dh — m ( h ) ' 

Les fonct ions <p et ro s o n t t ou jou r s finies e t c o n t i n u e s pour 

toutes les va l eu r s de la va r i ab le h ; la p r e m i è r e , c o m m e on 

sait, ne s ' annu le q u e p o u r h = h', la s e c o n d e q u e p o u r h = II ; 

leur quot ien t r e s t e c o n s t a m m e n t positif , sauf dans l ' in te rva l le 

de ces deux va l eu r s . Cela p o s é , l ' i n t ég ra t ion d e l ' équa t ion p r é 

cédente e n t r e les l im i t e s o et H d o n n e 

is, = J-j-f dh, 

Je, W ( ' 0 
ou en n o m m a n t e u n e l o n g u e u r pos i t i ve a rb i t r a i r e , mais exces 

sivement p e t i t e , 

ul=rmdh+r
B--mdh+r* m_dK 

ou encore , si l 'on p r e n d p o u r var iable s o u s le t r o i s i è m e 

signe f la d i f férence w = H — h, 

.-, _- f" ' ? ( h 1 ,//, - f " ~ ' ïlAl M f * ? ( H - «< ) 
Ts(k) 

R _ ! ? A C" <P(H — «w , Jw ro « H — W 

pour /( — x , ou b i e n 

la' 
I 

( 3 I ) is = h - I N F - ^ Î 

j _ Xi 
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R e m a r q u o n s m a i n t e n a n t q u e la p r e m i è r e in tégra le reste né

c e s s a i r e m e n t finie, p a r c e q u e la fraction ° | ^ j l 'est toujours 

e l l e - m ê m e , dans les l i m i t e s o e t h'; l es d e u x aut res ne se 

c o m p o s e n t q u e d ' é l é m e n t s négat i fs e t n e p e u v e n t se détruire 

r é c i p r o q u e m e n t : d o n c il suffit de m o n t r e r q u e la troisième a 

u n e v a l e u r in f in ie . Or cp (II — w), n ' é t a n t pas n u l l e pour de 

t r è s - p e t i t e s v a l e u r s de w, p e u t , dans les l i m i t e s o et s de cette 

va r i ab l e , se r e m p l a c e r pa r u n e c o n s t a n t e <f ( I I ) , sauf une er

r e u r d e m ê m e o r d r e q u e E; le d é n o m i n a t e u r ra ( H — w ) , nul 

p o u r w~o, s ' e x p r i m e r a , d ' ap rès la f o r m u l e de Taylor bornée 

a u x d e u x p r e m i e r s t e r m e s , p a r — ocra'( I I ) , t o u j o u r s avec une 

e r r e u r c o m p a r a b l e à E. N o u s p o u v o n s d o n c é c r i r e 

r y ( I I — w ) ? ( H ) f £
 d w 9 ( H ) , u E 

et n o u s a r r i v o n s a insi à n o t r e b u t , car si pe t i t e q u ' o n veuille 

s u p p o s e r la l o n g u e u r e, le l o g a r i t h m e de - s e r a toujours infini. 

Il y a des cas p a r t i c u l i e r s o ù la d é m o n s t r a t i o n précédente 

s e t r o u v e en défaut : n o u s a l lons en d i r e q u e l q u e s mots. 

i ° L e p r e m i e r t e r m e d u d é v e l o p p e m e n t de ra (II — W) par 

la f o r m u l e d e Taylor p e u t n e pas ê t r e — wra' (H) , mais 

ra" ( H ) o u n * ( H ) , o u p l u s g é n é r a l e m e n t 
1 . 9 . 1 . 2 . 3 1 ' ' 

raW(H). 
1 ' 1 . 2 . 3 . . . « 

Dans ce cas l ' i n t ég ra l e à ca l cu l e r se ra i t 

1 . 2 . 3 . . .n .cp ( I I ) Cc dw 

( - . ) » r a ( " ( H r J 0 

or on a 

on p a r v i e n t d o n c e n c o r e à un r é s u l t a t infini , q u o i q u e différent 

de ce lu i q u ' o n avait t r o u v é en s u p p o s a n t n = i . 
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a (h) = y/H — h . o , (h), 

et que la fonct ion m, fût s u p p o s é e n e pas s ' a n n u l e r avec H , il 

en résulterai t 

r 9 ( H - W ) 9 ( H ) ( " 

J0 v,(H)J0 

dw 2<p ( H ) v'e. 

sfijr, EJ, ( H ) 
l'intégrale aura i t u n e v a l e u r c o m p a r a b l e à / e , d e s o r t e q u e le 

raccordement d e la c o u r b e avec la l igne du r é g i m e u n i f o r m e 

n'aurait p lu s l i eu à l ' infini (*). 

(*) Afin de m i e u x é tud ier jusqu'à que l p o i n t ce cas d 'except ion est s u s c e p 

tible de se réaliser dans les app l i ca t ions , o n peut^chercher l 'express ion de la 

dérivée a ' ( A ) . On a 

d'où résulte 

*'Wdh = - -rTT-A^/.^da - a'dx) = - (3xda - adx). 

Or on connaît déjà la valeur de dD., q u i es t 

d£L = Idh ; 

de plus, en n o m m a n t a et a' les i n c l i n a i s o n s ( r e l a t i v e m e n t à la ver t ica le ) des 

deux berges au p o i n t où e l l e s sont coupées par l 'hor izonta le m e n é e à la d i s 

tance h du fond, et p o s a n t 

* cos CC C O S OC 

on établit bien fac i l ement l 'égal i té 

d y = L [> dh. 

Donc 

et, en particulier, si pl dés igne la valeur de p p o u r h = H, 

2" La fo rmule de Tay lor p o u r r a i t n e pas ê t r e app l i cab le au 

développement de ra(H — w), l o r s q u e w n e p r e n d q u e d e s 

valeurs t r è s - f a ib l e s ; e t c 'es t ce q u i a r r ivera d a n s le cas d e 

m' (H) infinie ou d i s c o n t i n u e . Ici l ' e x c e p t i o n e x i s t e b i e n r é e l 

lement, et le t h é o r è m e p e u t n e p l u s ê t r e vra i . Si, pa r e x e m p l e , 

on avait 
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3" Le m ê m e fait p e u t e n c o r e se p r o d u i r e dans le cas singu

l ier de h' = H , car <p ( h ) e t ra ( h) s ' a n n u l e r a i e n t alors en même 

t e m p s ; l e u r q u o t i e n t , q u i n ' e s t j a m a i s e x p o s é à devenir infini 

q u e p o u r A = If, n e le se ra i t p l u s , m ê m e p o u r cet te valeur, 

. 9 ' ( H ) . ,. . „ . T > . , , 
si , „ avait u n e l imi te finie. L in t ég ra l e qu i represente /s,, 

G T (11) 
c ' e s t - à - d i r e 

c o r r e s p o n d r a i t d o n c à u n e a i re d o n t t o u t e s les ordonnées 

s e r a i en t f in ies ; donc el le le sera i t e l l e - m ê m e , et par suite le rac

c o r d e m e n t a s y m p t o t i q u e avec la l i g n e du r é g i m e unifórmese 

t r o u v e r a i t s u p p r i m é . On p e u t c i t e r c o m m e e x e m p l e le cas de 

a = 1, déjà m e n t i o n n é ( n° 81) ; c e cas r é p o n d b i e n , dans l'hy

p o t h è s e d ' u n e l a rgeu r indé f in i e , à h' = I I , car la condition d'é

gal i té de ces deux p r o f o n d e u r s é t a n t g é n é r a l e m e n t 

si l ' on s u p p o s e li = x>> c o m m e cela es t e f fec t iment vrai dans 

u n e s e c t i o n r e c t a n g u l a i r e o ù il y a u n r a p p o r t c e n s é pour ainsi 

d i re n u l e n t r e la p r o f o n d e u r e t la l a r g e u r . On a vu (11° 81] que 

dans ce cas de a = 1 le profil se c h a n g e en u n e droi te horizon

t a l e , e t cel le-ci r e n c o n t r e n é c e s s a i r e m e n t à u n e distance finie 

la l i gne i n c l i n é e du r é g i m e u n i f o r m e . 

E n r é s u m é , si n o u s l a i s s o n s d e cô t é les cas singuliers, la 

d i s c u s s i o n q u e n o u s v e n o n s d e faire a m o n t r é q u e la courbe 

D'après n o s h y p o t h è s e s , ^ et -y é tant des f o n c t i o n s cont inues et finies pour tonte 

voleur finie de k, la d i s c o n t i n u i t é de çr' ( h ) p o u r h = H ne peut venir que de p. 

Elle a effect ivement l i eu , et a lors notre d é m o n s t r a t i o n du raccordement asymp

to t ique reste en défaut l o r s q u e les berges p r ë s e n t e n t, so i t un changement brusque 

de pente , soit un é l é m e n t hor i zonta l p o u r l e q u e l l 'angle a ou a' correspondant 

dev iendra i t égal à - , et q u e les part icu lar i tés d o n t il s'agit se produisent juste

m e n t sur la l i g n e de n iveau du rég ime u n i f o r m e dans un profil transversal. 

I 

« 

d e v i e n t 
1, 
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(*) Abstraction faite de la b r a n d i e 0 V r é p o n d a n t a u x p r o f o n d e u r s négat ives 

qu'on s'est dispensé de cons idérer i c i . 

A a} 
supérieure du c o u r a n t , l o r s q u ' o n a < i , offre u n e d i s p o -

X' 

silion assez a n a l o g u e à ce l l e q u ' o n a t r o u v é e au 11° 81 en s u p 

posant a<C i , et q u e r e p r é s e n t e la fig. /ft, p , 255 ( * ) : la c o u r b e , 

en partant de l ' o r ig ine 0 , a d ' abord u n e b r a n c h e OC s i t u é e d a n s 

l'angle des c o o r d o n n é e s p o s i t i v e s e t t e r m i n é e par u n é l é m e n t 

normal à l 'axe des s ; à la s u i t e v i en t u n e b r a n c h e CA. qui r é 

trograde du cô t é de l ' a m o n t , ve r s l es s néga t i f s , e t r e n c o n t r e 

à l'infini la l igne du r é g i m e u n i f o r m e ayant p o u r é q u a t i o n h — II; 

enfin une t r o i s i è m e b r a n c h e EU, ayant la m ê m e a s y m p t o t e du 

côté des s négatifs , s ' é l o i g n e à l ' infini ve r s l 'aval , cô t é des s p o 

sitifs, à m e s u r e q u e h c ro î t i n d é f i n i m e n t , e t t e n d ve r s u n e 

asymptote h o r i z o n t a l e . 

Nous a jou te rons e n c o r e q u e c e t t e a s y m p t o t e sera c e r t a i n e 

ment la seule t a n g e n t e h o r i z o n t a l e à la c o u r b e , si l e r a p p o r t a' 

n'excède pas l ' u n i t é , a insi q u e cela s e vér i f ie o r d i n a i r e m e n t 

dans les c o u r s d ' eau n o n t o r r e n t i e l s . Les é l é m e n t s hor izon- , 

taux doivent en effet sat isfaire à la c o n d i t i o n 

dr=ids— dh = o, ou b ien ^ r = I . 
J dh 

Or l ' express ion ( 3o) de m o n t r e q u e si sa va l eu r est l ' u 

nité on aura s i m u l t a n é m e n t 

la' _ 
— . I , 

X 

ce qui ne p e u t avoi r l ieu p u i s q u e — n e s a u r a i t a t t e i n d r e l ' u -
X 

ni té et que a 3 es t s u p p o s é a u - d e s s o u s d e la m ô m e l i m i t e . 

a2 

[e) Discussion du second cas : h'^>ll ou-—>i; pente 

un peu forte. — Cet te d i s c u s s i o n , si on v o u l a i t la faire, con 

duirait à r é p é t e r la m ê m e s é r i e de r a i s o n n e m e n t s e t ca lcu l s q u e 

dans le cas p r é c é d e n t . Auss i n o u s n o u s b o r n e r o n s à u n e ex

position s u c c i n c t e d e s r é s u l t a t s . En p r e n a n t d ' abord l ' exp re s -
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s ion ( 3o ) de e t c h e r c h a n t à r e c o n n a î t r e son signe pour les 

d ive r se s g r a n d e u r s de h, on t r o u v e r a l e s t ro i s formes suivantes 

d e la fraction qu i figure au s e c o n d m e m b r e : 

- p . , T I ids + N 
De o a I I t t — — n i 

dh - t -D 

D e H a h' ~rr = —-; 
dh + D ' 

T . 11 - ids —N 
De h a co —RY — •—= • 

dh — D 

On e n c o n c l u t l ' ex i s t ence d e t ro i s b r a n c h e s de courbe : la 

p r e m i è r e p a r t a n t d e l ' o r ig ine d e s c o o r d o n n é e s e t allant vers 

l 'aval , c ô t é des s posi t i fs , j u s q u ' à ce q u e la profondeur ait 

a t t e in t c e l l e du r é g i m e u n i f o r m e ; la s e c o n d e , correspondant à 

des p r o f o n d e u r s i n t e r m é d i a i r e s e n t r e I I e t h', rétrograde vers 

l es * néga t i f s , ou de l'aval à l ' a m o n t , e t se t e r m i n e par un élé

m e n t n o r m a l à l ' axe des s; la t r o i s i è m e , re la t ive aux profon

d e u r s q u i d é p a s s e n t h', fait s u i t e à la s e c o n d e , s'avance indé

f i n i m e n t v e r s l 'aval e t t e n d v e r s u n e a s y m p t o t e horizontale 

r e p r é s e n t é e par l ' é q u a t i o n ( 3 i ) . 

A la p r o f o n d e u r H d u r é g i m e u n i f o r m e r é p o n d générale

m e n t , sauf c e r t a i n s cas p o u r a ins i d i r e s i n g u l i e r s , u n e distance 

st égale à l ' infini pos i t i f : les d e u x p r e m i è r e s branches se rac

c o r d e n t d o n c a s y m p t o t i q u e m e n t , du cô té de l ' ava l , avec la ligne 

d u r é g i m e u n i f o r m e , e t l ' e n s e m b l e de la figure a beaucoup 

d ' ana log i e avec la Jig. 4 7 , p . 261 , d o n t on aura i t , bien entendu, 

s u p p r i m é la pa r t i e O F , p u i s q u ' o n la i sse de cô t é les profondeurs 

n é g a t i v e s . 

L ' i n c l i n a i s o n a l ' o r ig ine a u r a la m ê m e valeur Il 

p o u r r a s e r e n c o n t r e r u n e t a n g e n t e h o r i z o n t a l e , ou t re l'asym

p t o t e d e la t r o i s i è m e b r a n c h e : en effet, le cas actuel étant ca

r a c t é r i s é par l ' i néga l i t é 

a1 

> i , 
X> 

il faut q u e a1 d é p a s s e l ' u n i t é , p u i s q u e — r e s t e nécessairement 
/0 
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la3 

au-dessous; le p r o d u i t — c o m p r e n d a lors d e u x facteurs , l ' un 
X 

plus grand et l ' au t re p lu s pe t i t q u e 1 , ce q u i lui p e r m e t de d e 

venir égal à 1 . Mais c o m m e on a s u p p o s é les var ia t ions d e -
X 

toujours dans le m ê m e s e n s , e n t r e l e s l imi te s m et k, l 'égal i té 
la3 

- = 1 ne p e u t avoi r l ieu q u ' u n e s e u l e fois . Ce sera s u r la 

première b r a n c h e ou su r l ' u n e des d e u x d e r n i è r e s su ivan t 

qu'on aura 
ma3 < ^ 1 ou ha' < 1, 

le signe <C n ' e x c l u a n t pas l 'égal i té ; il faut d ' a i l l eu r s q u ' u n e des 

deux inégali tés p r é c é d e n t e s se vér i f ie p o u r qu ' i l ex i s t e effec

tivement u n e t a n g e n t e h o r i z o n t a l e . 

if) Dénominations des diverses branches ; observation sur 

la réalisation d'une branche unique, dans les profils de 

cours d'eau en mouvement permanent varié par filets paral

lèles. — Il sera c o m m o d e , p o u r la s imp l i c i t é des é n o n c é s à 

donner u l t é r i e u r e m e n t , d 'affecter des d é n o m i n a t i o n s s p é 

ciales aux d i v e r s e s b r a n c h e s de c o u r b e s q u e n o u s v e n o n s 

d'étudier, b r a n c h e s d o n t c h a c u n e s e t r o u v e c o m p r i s e d a n s 

l'une des t ro is b a n d e s l i m i t é e s par la l igne d e fond et par d e u x 

parallèles m e n é e s aux d i s t a n c e s II e t h' de ce t t e l i gne . L e s 

branches t r o u v é e s d a n s le p r e m i e r c a s , et a n a l o g u e s d e 

OC, CA, EU [fig- 4 ,̂ p . 255), s e r o n t d é s o r m a i s d é s i g n é e s par 

A, , A 2 , A 3 ; 

A„ représentera la l i gne d u r é g i m e u n i f o r m e , i n t e r m é d i a i r e 

entre A, et A 3 . P a r e i l l e m e n t les t ro i s b r a n c h e s ex i s t an t d a n s le 

second cas, e t a n a l o g u e s d e 0 1 , BC, CA [fig. 47> P- 2 6 0 > s e r o n t 

désignées par 
B „ Bj , B 3 ; 

B„ représentera la l i gne du r é g i m e u n i f o r m e , p l a c é e ce t t e fois 

entre les d e u x b r a n c h e s fi,, Bj . 

Sur ces d i v e r s e s d r o i t e s o u b r a n c h e s de c o u r b e s , t r o i s 

s'étendent i n d é f i n i m e n t v e r s l ' a m o n t e t v e r s l 'aval : ce s o n t 

A3, A u, B„. T ro i s s ' é t e n d e n t à l ' infini v e r s l ' aval , ma i s s o n t l i -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2.88 C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

m i l é e s ve r s l ' a m o n t : ce son t B, , B,, B 3 . U n e s e u l e , Ai, remonte 

à l ' infini ve r s l ' a m o n t e t a u n e l imi t e du cô té d'aval. La der

n i è r e , A,, es t l i m i t é e dans les d e u x s e n s . 

L ' e x i s t e n c e de la d r o i t e A„ ou B u du r é g i m e uniforme ex

c lu t é v i d e m m e n t ce l l e d ' u n e b r a n c h e de c o u r b e quelconque, 

p u i s q u e , si l 'on e x c e p t e les cas s i n g u l i e r s , ces droites ne 

r e jo ignen t l e s c o u r b e s qu ' à l ' infini ; le passage de Ai à A 3, celui 

de B, à B 2 , et auss i les passages i n v e r s e s n e se font également 

qu 'à l ' infini ve r s l ' a m o n t ou l 'aval, c ' e s t - à - d i r e qu ' i ls ne sont 

pas s u s c e p t i b l e s de s e r éa l i s e r p r a t i q u e m e n t ; les passages de 

A, à A 2 , de Bi à B 3 et l e u r s i n v e r s e s n e son t pas possibles non 

p l u s , c o m m e on l'a déjà r e m a r q u é ( n° 8 0 ) ; ou , du moins, ils ne 

p e u v e n t se p r o d u i r e q u e dans les c o u r a n t s n e remplissant 

pas p a r t o u t la c o n d i t i o n du p a r a l l é l i s m e des filets. L'impossi

b i l i té t i en t à ce q u e l ' é l é m e n t c o m m u n aux deux branches 

devra i t avoir sa t a n g e n t e p e r p e n d i c u l a i r e à la ligne de fond : 

n o n - s e u l e m e n t , pa r s u i t e de c e t t e c i r c o n s t a n c e , la section où 

e l le s e p r o d u i t n e sera i t p l u s c o u p é e n o r m a l e m e n t par les 

filets, mais la surface l i b re devra i t p r é s e n t e r deux nappes si

t u é e s l ' u n e a u - d e s s o u s d e l ' a u t r e , ce qu i n ' e s t pas physique

m e n t r é a l i s a b l e . 11 y a e n c o r e , p o u r les c o u r a n t s à filets tou

j o u r s p a r a l l è l e s , i m p o s s i b i l i t é d a n s l e s s u c c e s s i o n s (A,, A3), 

( A a , A, ) , (B, , B 3 ) , ( B a , B,) , p a r c e q u e cela suppose ra i t un chan

g e m e n t b r u s q u e dans la p r o f o n d e u r , e t q u e le parallélisme 

d e s filets n e p e u t se c o n c i l i e r avec u n te l changemen t . Enfin 

il es t à p e i n e b e s o i n d e r a p p e l e r q u e l ' o r d r e de grandeur des 

p r o f o n d e u r s p a r t i c u l i è r e s h' e t I I i n d i q u e de sui te celle des 

d e u x c l a s ses A ou B q u i est p o s s i b l e , à l ' exc lus ion de l'autre, 

q u a n d on d o n n e l e l i t du c o u r a n t et sa d é p e n s e . Donc, nous 

p o s e r o n s ce p r i n c i p e g é n é r a l : 

Tout courant liquide qui coule dans un lit prismatique 

à pente constante, avec un mouvement uniforme ou avec un 

mouvement permanent varié et par filets parallèles, présente 

une surface libre dont le profil en long est exclusivement 

composé d'une seule des droites ou branches de courbes ci-

dessus énumêrées, savoir: A,, A 2 , A î ( A„; B,, B,, B„ B„. Le 

passage de l'une à Vautre est physiquement impossible. 

Cel t e p r o p r i é t é , j o i n t e au fait de la l imi t a t ion de plusieurs 
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branches (au m o i n s dans u n s e n s ) m o n t r e c l a i r e m e n t q u ' u n 

courant p e r m a n e n t et à filets pa ra l l è l e s n ' e s t pas t o u j o u r s s u s 

ceptible de s ' é t e n d r e i n d é f i n i m e n t , so i t v e r s l ' a m o n t , so i t 

vers l'aval. 

Mais l ' imposs ib i l i t é en q u e s t i o n p o u r r a i t d i spa ra î t r e , c o m m e 

l'expérience le p r o u v e par le p h é n o m è n e du r e s s a u t s u p e r f i 

ciel, déjà m e n t i o n n é au n° 80 , si l 'on cessai t d ' i m p o s e r la con

dition du pa ra l l é l i sme aux filets c o m p r i s d a n s l ' in te rva l le d e 

deux sec t ions t r è s - r a p p r o c h é e s . Il c o n v i e n t d o n c d ' é t u d i e r 

maintenant ce p h é n o m è n e du r e s s a u t , afin d e n e pas la i sser 

de côté cer ta ins profils pa r f a i t emen t r éa l i s ab l e s dans les c o u r s 

d'eau na tu re l s . Ce sera l 'ob je t du § IV c i - ap rès , où n o u s a u 

rons à faire voir en o u t r e c o m m e n t les t h é o r i e s d u r e s s a u t e t 

du m o u v e m e n t p e r m a n e n t par filets pa ra l l è l e s se c o m p l è t e n t 

réciproquement , q u a n d il s 'agit de r e c h e r c h e r à priori le profil 

qui se p rodui ra dans d e s c i r c o n s t a n c e s d o n n é e s . 

§ IV. — Du ressaut à la superficie des cours d'eau. 

84. Expériences de Bidone et autres observateurs. — Un 

savant p i é m o n t a i s , B i d o n e , d o n t n o u s a v o n s déjà c i té les e x 

périences su r la c o n t r a c t i o n d e s v e i n e s f lu ides , a le p r e m i e r 

observé et décr i t en détai l un cas pa r t i cu l i e r , t r è s - i n t é r e s s a n t 

au point de v u e s c i e n t i f i q u e , de l ' é c o u l e m e n t de l 'eau d a n s 

les canaux d é c o u v e r t s . 11 avait à sa d i spos i t i on d e u x c a n a u x 

maçonnés, à sec t ion r e c t a n g u l a i r e d e o m , 3 2 3 de l a r g e u r ; la 

pente du p r e m i e r é tai t v o i s i n e , en m o y e n n e , de o m , o 3 pa r 

mètre, avec des éca r t s n o t a b l e s , tant a u - d e s s o u s q u ' a u - d e s s u s ; 

celle du second é ta i t au c o n t r a i r e c o n s t a n t e e t égale à o " l , o 6 i 8 

par mètre . Il faisait é c o u l e r dans ces canaux un cer ta in v o l u m e 

d'eau, et avait soin de p lacer , à u n e d i s t ance suffisante rie 

l'origine amon t , un obs tac le ou bar rage d ' u n e h a u t e u r c o n v e 

nable : p lus ieurs e x p é r i e n c e s lui on t a lo r s fait r e c o n n a î t r e q u e 

le gonflement ou r e m o u s c a u s é par le ba r r age s e t e r m i n a i t du 

côté d 'amont par u n e c h u t e b r u s q u e . N o u s c i t e r o n s , par 

exemple, une e x p é r i e n c e e x é c u t é e s u r le p r e m i e r canal avec 

les données q u e voic i : la d é p e n s e étai t d e o m c , o 3 5 i par s e 

conde, la p r o f o n d e u r étai t de o m , a 8 à i m è t r e en a m o n t d u 

II. É D I T . i g 
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Mémoires de VAcadémie, des Sciences de Turin, t. XX.V, année 1S20. 

(**) Recherches hydrauliques, p . et su iv . 

b a r r a g e , e t de o M , O 6 4 s e u l e m e n t v e r s l ' o r ig ine a m o n t . Dans ces 

c i r c o n s t a n c e s , B i d o n e cons ta ta q u e l ' eau formait une nappe 

d ' u n e é p a i s s e u r s e n s i b l e m e n t c o n s t a n t e et peu différente 

de 0^,064 j u s q u ' à 4 m

! 5 o avant le b a r r a g e ; pu i s la profondeur 

p r e n a i t b r u s q u e m e n t u n a c c r o i s s e m e n t cons idérab le et se 

t r o u v a i t p r e s q u e t r i p l é e ; a p r è s q u o i l ' eau poursu iva i t sa route 

sans ag i ta t ion n o t a b l e , et a v e c u n e surface l égè remen t con

v e x e , j u s q u ' a u d é v e r s o i r p a r - d e s s u s l e q u e l elle, s 'écoulait (*). 

L ' a c c r o i s s e m e n t b r u s q u e d e p r o f o n d e u r a ins i produi t , sans 

inéga l i t é de fond dans u n canal d é c o u v e r t , a r e ç u des hydrau-

l i c i e n s le n o m de ressaut superficiel, o u s i m p l e m e n t de ressaut. 

G é n é r a l i s a n t à t o r t les i n t é r e s s a n t e s o b s e r v a t i o n s qu'il avait 

fa i tes , B i d o n e avait c ru q u e t o u t g o n f l e m e n t p rodu i t par un 

b a r r a g e deva i t n é c e s s a i r e m e n t se t e r m i n e r par un ressaut : il 

avait p r i s p o u r la r èg l e ce q u i es t au c o n t r a i r e l 'exception, car 

la p r o d u c t i o n du r e s s a u t ex ige d e s c o n d i t i o n s q u i , habituelle

m e n t , n e se t r o u v e n t pas r e m p l i e s d a n s la p r a t i q u e . 

D e p u i s B i d o n e , d ' a u t r e s o b s e r v a t i o n s ana logues ont été 

fa i tes . Ains i M. B a u m g a r t e n , I n g é n i e u r e n chef des Ponts et 

C h a u s s é e s , a c o n s t a t é u n r e s s a u t d e o R A , 4 8 d e h a u t e u r verticale 

su r le p o n t - a q u e d u c d e Crau ; M. Bazin e n a auss i produit et 

m e s u r é u n assez g rand n o m b r e (**). 

E t a n t d o n n é e s , d a n s l ' u n e q u e l c o n q u e de ces expériences, 

la déf in i t ion g é o m é t r i q u e du lit a ins i q u e la profondeur h du 

c o u r a n t , à son e x t r é m i t é d 'aval , o n p e u t c h e r c h e r à déterminer 

t h é o r i q u e m e n t le profil en long de la sur face l ibre , par l'ap

p l i ca t ion d e s t h é o r i e s e x p o s é e s a u x n D S 80 e t suivants . Mais 

a lo r s o n se t r o u v e t o u j o u r s a r r ê t é par c e l t e c i rcons tance que 

ds 
-JJ s ' a n n u l e p o u r u n e p r o f o n d e u r c o m p r i s e e n t r e celles qui 

e x i s t e n t a u x d e u x p o i n t s e x t r ê m e s , e t l 'on t o m b e dans l'un de 

ces cas d ' e x c e p t i o n o ù la m é t h o d e n e p e u t p lus donner le 

profil exac t dans t o u t e son é t e n d u e , p a r c e q u ' e l l e conduit à 

u n r é s u l t a t con t r a i r e à l ' u n e de ses h y p o t h è s e s fondamen

ta les (n° 8 0 ) . Ains i dans l ' e x p é r i e n c e de B idone , dont nous 
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avons rappor té les d o n n é e s n u m é r i q u e s , on avait , les n o t a 

tions étant ce l l e s du n° 8 3 , 

Q = o m c , o 3 5 i , / = o m , 3 2 5 , i î = o ,325A, 

T , Q o ,o35i 0,108 
— î î — o , 3a5A = ~h~' 

ds 

la profondeur h', q u i r e n d n u l devan t satisfaire (n° 80) à 

l'équation g é n é r a l e 

on posera donc ici 

( o , i o 8 ) ! 

1 t,—- = o, 
gh" d'où résulte 

* / ( o . i o c 

V g 
h ' = i / V " ' , J 8 ) ' = O - , I O 6 . 

Ce nombre es t b i en c o m p r i s , c o m m e on le vo i t , e n t r e les 

profondeurs om,o6"4 et o m , 28 a u x d e u x e x t r é m i t é s du c o u r a n t . 

Il est bon de d i re auss i q u e t o u t e s les e x p é r i e n c e s r e l a t ives 

aux ressauts o n t é t é fai tes s u r d e s canaux à forte p e n t e où 

peuvent se p r o d u i r e les profi ls de la c lasse B, c ' es t -à -d i re 

B„B„ B 3 , B„ ( n c 8 3 ) ; e t p u i s q u e la p r o f o n d e u r h' se t r ouva i t 

comprise en t re les p r o f o n d e u r s aux d e u x e x t r é m i t é s , la p l u s 

grande de ces deux- là devai t n é c e s s a i r e m e n t a p p a r t e n i r à la 

branche B 3 , p e n d a n t q u e la p l u s pe t i t e a p p a r t e n a i t à l ' u n e d e s 

branches B„ B„, o u à la d ro i t e B„. On g é n é r a l i s e t o u t e s ces r e 

marques par u n e i n d u c t i o n b i e n n a t u r e l l e , e t on les f o r m u l e 

avec précision c o m m e il su i t : q u a n d u n c o u r a n t c o u l e d a n s 

un lit tel, q u e les profils r é a l i s ab l e s p o u r la sur face d e l 'eau 

rentrent dans la c lasse B , et q u e le profil d u cô té d ' a m o n t 

présente des p r o f o n d e u r s i n f é r i e u r e s à h', s i u n ba r rage ou 

obstacle q u e l c o n q u e v i e n t à e x h a u s s e r le n i v e a u dans l ' u n e 

des sections j u s q u ' à u n p o i n t d e la b r a n c h e B 3 , ou , ce qu i r e 

vient au m ê m e , s'il p r o d u i t u n e p r o f o n d e u r qu i d é p a s s e h', 

alors en r e m o n t a n t c o n t r a i r e m e n t au fil d e l ' eau on finira par 

arrivera un r e s s a u t supe r f i c i e l , fo rmant le r a cco rd des d e u x 

•9-
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sé r i e s de p r o f o n d e u r s d ' a m o n t et d 'aval . Il est b ien entendu 

q u e ce t é n o n c é s u p p o s e le canal assez l ong p o u r permettre au 

r e s s a u t de s e p r o d u i r e ; il faut a jou t e r auss i q u e , d'après une 

obse rva t ion d e B i d o n e , le c o u r a n t n ' ayan t pas d'agitation sen

s ib le hor s de l ' e m p l a c e m e n t du r e s s a u t , les deux portions de 

profil qu ' i l s e r t à re l i e r l ' u n e à l ' au t r e d o i v e n t chacune obéiraux 

lois d é m o n t r é e s dans le § I I I . Celle d ' a m o n t , où existent les 

p r o f o n d e u r s m o i n d r e s q u e h', a p p a r t i e n d r a à B,, B 2 ou B,; 

ce l le d'aval fera par t ie de B 3 . 

Il es t a s sez p l aus ib l e de c r o i r e q u ' u n r e s s a u t pourrai t égale

m e n t ex i s t e r e n t r e un poin t de la b r a n c h e A, et un point pris, 

soit s u r Aj ou A 3 , so i t sur A a : ma i s ici n o u s n e n o u s guiderions 

q u e d ' ap rè s u n e ana log i e , et l ' e x p é r i e n c e n e n o u s fournirait 

pas d e p r e u v e à l ' a p p u i , les r e s s a u t s n ' ayan t pas été observés 

d a n s des l i ts à p e n t e m o d é r é e s u s c e p t i b l e s d 'engendrer les 

profi ls de la c lasse A. 

Q u e l l e s q u e s o i e n t les c o n d i t i o n s dans l e s q u e l l e s un ressaut 

p e u t e x i s t e r , et q u e l l e s q u e s o i e n t auss i l es condi t ions qu* en 

rendra i ent la p r o d u c t i o n n é c e s s a i r e , n o u s avons certainement le 

dro i t de c o n s i d é r e r ce p h é n o m è n e c o m m e u n fait possible dans 

la r éa l i t é p h y s i q u e . M a i n t e n a n t n o u s n o u s pose rons et traite

r o n s t h é o r i q u e m e n t c e t t e q u e s t i o n : E tan t d o n n é un ressaut, 

q u e l l e s r e l a t i o n s d o i v e n t ex i s t e r e n t r e les quan t i t é s qui défi

n i s s e n t l e c o u r a n t , aux e n v i r o n s du l i eu où il se produit? 

8 5 . Relation entre les profondeurs immédiatement avant et 

après le ressaut. — C o n s i d é r o n s u n e p o r t i o n de courant dé

c o u v e r t , c o m p r i s e e n t r e l e s s e c t i o n s t r ansve r sa l e s A 0B,, AB 

(fg. ^8), t r è s -vo i s ines l ' u n e de l ' au t r e , dans l ' intervalle des-

^ q u e l l e s s 'effectue u n ressaut super-

^ c ficiel : a p p l i q u o n s au système ma-

/ T~y t é r ie l l i qu ide A „ B 0 A B l e théorème 

/ 1 ; des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t pro-
_ _ î — r 1 1 ! j e t é e s su r l 'axe du couran t . Pendant 

/ ; u n t e m p s t r è s - cou r t 0 ce système 

:„„„-^ aura c h a n g é de pos i t ion et sera venu 

en C, Do CD ; en ve r tu de la perma

n e n c e s u p p o s é e dans le m o u v e m e n t , il y aura en chaque 
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point de la par t ie i n t e r m é d i a i r e C„D„AB, au c o m m e n c e m e n t 

et à la fin du t e m p s 9, des m a s s e s égales a n i m é e s d e s m ê m e s 

vitesses; dans ce t e m p s 9, la var ia t ion de la q u a n t i t é de m o u 

vement p r o j e t é e , a p p a r t e n a n t au s y s t è m e m a t é r i e l A 0 B„ AB, 

sera donc égale à la q u a n t i t é de m o u v e m e n t de la t r a n c h e 

finale ABCD, m o i n s ce l l e de la t r a n c h e in i t ia le A o B o C o D 0 . 

Évaluons ces d e u x q u a n t i t é s de m o u v e m e n t . 

Soient à cet effet co un é l é m e n t superf ic ie l de AB et v la v i t e s se 

du filet qu i le t r a v e r s e ; v9 sera la l o n g u e u r p a r c o u r u e par c e 

filet entre AB et CD, dans le t e m p s 9; wc9 sera le v o l u m e d ' u n 

cylindre ayant co p o u r base et c e t t e l o n g u e u r v9 p o u r h a u t e u r . 

En nommant II le p o i d s du m è t r e c u b e de l i q u i d e , — avQ es t la 

masse c o r r e s p o n d a n t e , — w c 2 0 la q u a n t i t é de m o u v e m e n t ; d o n c 

si l'on dés igne par 2 u n e s o m m e faite p o u r t ous les é l é m e n t s &j, 

la quantité de m o u v e m e n t de la t r a n c h e finale ABCD aura p o u r 

expression — 2ro v2. M a i n t e n a n t a p p e l o n s U, la v i t e s se m o y e n n e 

dans la sec t ion AB et i l , l 'aire de c e t t e s e c t i o n ; on aura 

U, u , = 2 w f , 

de sorte q u e si l 'on p o s e 

v = U, -+- w, 

w étant la d i f férence , t a n t ô t pos i t i ve , t an tô t n é g a t i v e , e n t r e v 

et U„ on aura 

U, 12, = 2 w (U, -+- w) = IIi £2, 4 - 2 « t v , 

c'est-à-dire 2 u i v = o. D ' u n a u t r e cô té 

2 w V = 2 w ( U, -+- w y = U? i l , -+- 2 L, 2 « w + 2 &J W\ 

ou, à cause de J M W — o, 

ïwv2 — U ; û , - t -2ou»/ ' . 

Ainsi 2 w e 2 diffère de U ; i l , et le s u r p a s s e d ' au t an t p l u s q u e les 

écarts w en t r e les v i t e s s e s v et la v i t e s se m o y e n n e son t p lus 

considérables. C e p e n d a n t d ive r se s h y p o t h è s e s s u r la d i s t r i b u -
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( * ) P l u s i e u r s auteurs o n t cherché à éva luer la d e m i - f o r c e vive (ou puissance 

vive, su ivant le langage adopté par M. P.e langer) d 'une tranche te l le que ABCD, 

quant i t é q u i s 'expr imerai t , avec n o s n o t a t i o n s , par — S w i 1 1 , On a 

£!di*3 = £ W ( l " 1 - H W J s = = U , n , ^ 3 U ' £ W W - F - 3 U 1 2 w w J a - + - 2 ( J W S , 

ou b ien e n s u p p r i m a n t S w t v (qu i est n u l l e ) et réunissant les deux derniers 

t ermes 

SU» ' = L T ; n , - R Ï A W ' ( 3 D i + 

D e p l u s , l a vi tesse a d d i t i o n n e l l e w, t an tô t pos i t i ve et tantôt négative, peut en 

général ê tre regardée c o m m e nég l igeab le devant 3 U, ; ce la serait encore vrai jus

qu'à u n certa in p o i n t si w prenai t des va leurs no tab le s , car certains facteurs 

3 U, ~\- w d i m i n u e r a i e n t , et les autres a u g m e n t e r a i e n t , par la suppression de w. 

D o n c il est permis d e possu 1 s i m p l e m e n t 

s » ' = u ; n , + 3 u , s w w'. 

La s o m m e esl , c o m m e on le vo i t , supér i eure à U* Sln tout comme lu*' 

l 'est à U ^ i l , ; et, il y a u n e re lat ion fort s i m p l e entre les deux excès. 

En effet, si l 'on é l i m i n e S w w ' entre la dern ière équat ion et 

SU» 1 = U ; A -+- SU W*, 

t ion d e s v i t e s s e s d a n s u n e s e c t i o n ayant pa ru démontrer que 

2 ( 0 ^ s u r p a s s e p e u U ' 12,, n o u s a d m e t t o n s l 'égal i té , pour simpli

fier (*). U sera i t d ' a i l l eurs i m p o s s i b l e , n e connaissant pas la loi 

de d i s t r i b u t i o n d o n t il s 'agit ( p u i s q u e le m o u v e m e n t est varié], 

d 'avoi r la vra ie va l eu r de 2 o i e 2 , e t n o u s s o m m e s forcé de 

n o u s c o n t e n t e r de l ' e x p r e s s i o n a p p r o x i m a t i v e 5-^ U; û i , pour 
o 

r e p r é s e n t e r la q u a n t i t é d e m o u v e m e n t d e la t r anche ABCD. De 

m ê m e Q 0 et U 0 é t an t l 'a i re de la s ec t i on A 0 B„ et la vitesse dans 

ce t t e s e c t i o n , la q u a n t i t é de m o u v e m e n t de A,,B 0C|,D 0 s'expri

mera i t pa r — UJ£2„, et l ' a c c r o i s s e m e n t c h e r c h é , pendant le 

S 
t e m p s 9, pa r 

— ( U ; O , - U Î Q , J . 
g 

Il faut éga le r c e t t e q u a n t i t é à la s o m m e des impulsions des 

forces e x t é r i e u r e s du s y s t è m e , p e n d a n t le t e m p s 8, en projec

t ion s u r l 'axe du c o u r a n t . Or ces forces son t : i a la pesanteur, 

don t l ' i m p u l s i o n p r o j e t é e est s e n s i b l e m e n t n u l l e , parce que le 
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il viendra 

Ï u s = T J ; N , + - ~ ( s a„» _ U ; A , ) = \>\A, - t - ^ - 1 ) J. 
Cela montre que le facteur par l eque l il faut m u l t i p l i e r U ^ i l , p o u r le rendre 

égal à Zuv' excède l 'uni té d 'une quant i t é s e u l e m e n t égale au tiers de la di f fé-

RENCE ——• — I. 
La dernière di f férence a été ca lcu lée par les auteurs d o n t nous par l ions au 

commencement de cette note , e n faisant des h y p o t h è s e s p laus ib le s sur la d i s tr i 

bution des vitesses dans la sec t ion Q.,. Suivant Coriol is et Vauthier {Annales des 

Ponts et Chaussées, 1 8 3 6 ) la va leur de ^pr^ 1 s e r a i t p r o b a b l e m e n t exagérée 

si on la portait à o , 5 o , et l 'on pourra i t , dans les cas ord ina ires , la FIXER à o , 10. 

Il s'ensuivrait que ne surpasserait l 'unité que de q u e l q u e s cent i èmes . 

(Voir également les Eludes théoriques et pratiques sur le mouvement des eauj. 

courantes, par M. D u p u i t , a ins i que les Recherches hydrauliques de M. B a z i n . ) 

Mais il faut convenir q u e toutes ces éva luat ions offrent b i e n de l ' incert i tude , 

et que la différence des quant i t é s de m o u v e m e n t possédées par l e s t ranches A B C D , 
AQR ( Cn D 0 n'est pas encore e x p r i m é e d'une m a n i è r e qu 'on do ive cons idérer 

comme parfai tement exac te . 

poids total du s y s t è m e , eu égard au r a p p r o c h e m e n t d e s s e c 

tions A 0 B 0 , \ B , est pe t i t r e l a t i v e m e n t a u x a u t r e s forces , et auss i 

parce q u e l 'axe de p r o j e c t i o n est à p e u p r è s h o r i z o n t a l ; •}." l e s 

pressions qu i s ' e x e r c e n t su r t ou t le c o n t o u r du s y s t è m e ; 3" le 

frottement du l i t . De ces p r e s s i o n s on p e u t d ' a b o r d r e t r a n c h e r 

la pression a t m o s p h é r i q u e e n c h a q u e p o i n t , p u i s q u e , agissant 

sur un c o n t o u r f e rmé , e l le d o n n e r a i t u n e r é s u l t a n t e et par 

suite u n e i m p u l s i o n n u l l e s (n° 7 ) ; on p e u t aus s i nég l ige r l es 

pressions la téra les e x e r c é e s pa r le li t , c o m m e n o r m a l e s à 

l'axe, si le lit es t p r i s m a t i q u e , o u , dans le cas g é n é r a l , c o m m e 

s'exerçant su r u n e sur face à p e u p r è s n u l l e , car t h é o r i q u e 

ment n o u s c o n s i d é r o n s les s e c t i o n s c o m m e in f i n imen t v o i 

sines. Le m ê m e fait d ' u n e pe t i t e d i s tance e n t r e A 0 B 0 et AB 

autorise à n é g l i g e r le f r o t t e m e n t du lit, d o n t l 'effet n ' e s t s e n 

sible que sur u n e g r a n d e l o n g u e u r . Il n e r e s t e d o n c finalement 

à considérer q u e les i m p u l s i o n s des p r e s s i o n s s u r ÀB et A 0 B 0 , 

calculées a b s t r a c t i o n faite de la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e . 

Soient Y, et Y„ les h a u t e u r s des c e n t r e s de gravi té d e -ces s e c 

tions, au -des sous de la l igne d ' e au dans c h a c u n e d ' e l l e s ; si 
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n o u s a d m e t t o n s q u ' e n AI5 et A„B„ le r é g i m e par filets paral

l è les ex i s t e , la p r e s s i o n su ivra la loi hydros t a t i que (n° 18, 

r è g l e ) , et les deux p r e s s i o n s a u r o n t p o u r valeurs n i ! , Y, et 

n Q 0 Y„ (n° 8), ce qu i d o n n e r a l i e u , dans le s e n s du mouvement, 

à u n e i m p u l s i o n r e p r é s e n t é e par n G ( Q » Y 0 — QiY, ) . On a donc 

119 

— ( U ; Q , - \JI<1,) = 119 (Q. Y, - Û,Y,;. 

soi t , a p r è s la s u p p r e s s i o n du fac teur 110, 

( 0 ^ ( T j ; Q , - T J = £ 2 o ) = Q o Y „ - a , Y , . 

Au m o y e n de la r e l a t ion U, i l , = U 0 û 0 , q u i e x p r i m e l'égalité de 

déb i t dans les s e c t i o n s A» B„ e t AB, on p e u t auss i ne conserver 

q u ' u n e s e u l e v i t e s s e , U, ou U 0 , dans c e t t e équation, qui 

d e v i e n d r a a insi 

ou b i e n e n c o r e 

s u i v a n t ce l le d e s d e u x v i t e s se s q u e l 'on conse rve ra . 

Il es t v is ib le q u e l ' u n e ou l ' au t r e d e ces équa t ions équiva

l e n t e s sera satisfaite en s u p p o s a n t les d e u x sect ions égales, 

so i t 

U, = Q. , Y, = Y. , U, = U„; 

mais on conço i t auss i q u e , ap rè s avoi r m i s de côté celte solu

t ion qu i r e v i e n d r a i t à n e pas s u p p o s e r de ressau t , il puisse en 

r e s t e r u n e a u t r e , et il faut b i e n q u e cela soit p o u r qu'il existe 

e f fec t ivement d e s r e s s a u t s . N o u s a l l o n s , en conséquence, 

c h e r c h e r les c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t suffisantes moyennant 

l e s q u e l l e s on p o u r r a sat isfai re aux é q u a t i o n s ( i ) , (2) et (31 sans 

s u p p o s e r l ' i den t i t é des d e u x s e c t i o n s . 

R e p r e n a n t à cet effet les n o t a t i o n s du n° 8 3 , n o u s remplace

r o n s d ' abord , dans l ' é q u a t i o n (1), les v i t e s se s U 0 el U, par 
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1 rh^^dQ. 

12, J H ^ H W IH = H_ 

et, at tendu q u e dij s ' e x p r i m e par Idh {*), 

,h- Idh _i i_ _ _ F 

12, i 2 o ~ A 12' 

D'un a u t r e cô t é on p e u t é c r i r e 

1 2 D Y „ - £ 2 , Y , = - d . Q Y ; 

12Y expr ime la s o m m e d e s m o m e n t s d e s é l é m e n t s super f ic ie l s 

qui composen t 12 r e l a t i v e m e n t à la l igne d ' eau , d 'où il r é s u l t e 

que,pour u n d é p l a c e m e n t dhAc ce t t e l i g n e , 12 Y doi t s ' accro î t re 

de la quan t i t é 

Qdh-h-ldh2: 

2 

donc on a, en n é g l i g e a n t l ' i n f in imen t pe t i t du s e c o n d o r d r e 

-LDH\ 

d.HY = Qdh, 

(*) Quand il s'agit d'un l it n o n pr i smat ique , la différentiel le c o m p l è t e d¿1 a 

pour valeur ( n° 83 ) 

d£l = ldh-i — ds : 
as 

mais nous a d m e t t o n s ici qu 'on lasse l ' intégrat ion sans sortir d'un m ê m e profil 

en travers. Pu i sque t o u t se passe dans u n e l o n g u e u r censée in f in iment pet i te , 

et que la profondeur varie au contraire s i m u l t a n é m e n t d'une quant i t é finie, il 

est parfaitement p e r m i s de nég l iger les variat ions relatives à s devant ce l les qui 

se rapportent à h. 

Q 
e t c e qu i d o n n e 

1¿ 1 

W 7 ( a - - ¿ - ) = a Y ' - a Y -
Les deux m e m b r e s de ce t t e n o u v e l l e é q u a t i o n p e u v e n t ê t r e 

considérés c o m m e des i n t ég ra l e s dé f in ies , p r i s e s e n t r e les 

limites h, et h,, v a l e u r s de la p r o f o n d e u r h dans les d e u x s e c 

tions : ainsi l 'on a d ' abo rd 
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e t , par s u i t e , 

QOYO— Q , Y , = - f 'Qdh. 

E n v e r l u de ces t r a n s f o r m a t i o n s l ' é q u a t i o n ( i ) devient 

Cela p o s é , n o m m o n s 

a, a', a" , . . . , a ' ' ' , . . . , 

|3, (3', P " , . . . , P O , . . . , 

l e s d e u x s u i t e s de v a l e u r s p o s i t i v e s q u e p r e n n e n t respective

m e n t l e s é l é m e n t s e t Q.dh, l o r s q u e h passe , par degrés 

i n s e n s i b l e s , d e FI„ à / i , ; s o i e n t de p l u s Ï. e t 1' les limites supé

r i e u r e e t i n f é r i e u r e d u r a p p o r t va r i ab le 

« ( 0 - " • 12* _ / ' 

l ' éga l i té p r é c é d e n t e r e v i e n t à 

_ (3 + ¡3' -+ P" + . . . _ 2(3f> | 

g- — a -f- a' -t- a" -+-. . . ~~' 2 «(''> ' 

Or on sait , pa r u n e p r o p r i é t é b i e n c o n n u e des fractions, que le 

q u o t i e n t 2 ^ r o e s t i n t e r m é d i a i r e e n t r e la p l u s grande et la plus 

pe t i t e v a l e u r p r i s e par l ' u n e d e s f rac t ions ; donc il en resuite 

les inéga l i t é s 

O 1 O 2 

g S 

D o n c , p a r m i la s é r i e c o n t i n u e de v a l e u r s q u e p r e n d le rapport 

I L 3 

—j-i e n t r e h = ha e t h = A, (s c o n s e r v a n t la va leur fixe qui dé

finit la p o s i t i o n des profi ls A 0 B 0 , A B ) , il doi t s 'en trouver à la 

fois de p l u s g r a n d e s e t de p l u s p e t i t e s q u e — j ou , en d'autres 
S 
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termes, les q u a n t i t é s i d e n t i q u e s 

&_Qj fl3 U' 
1 ~ g' 1 S 

et, par c o n s é q u e n t auss i , l ' exp re s s ion 

doivent change r de s igne l o r s q u e la var iable h qu i les d é 

termine passe de A„ à/t . . Cela m o n t r e é g a l e m e n t q u e l ' exp re s 

sion p r é c é d e n t e d e v i e n t nu l l e dans le m ê m e in te rva l l e , c ' e s t -

ds 
à-dire q u e la p r o f o n d e u r h' capab le d ' a n n u l e r aux e n v i r o n s 

de A0 B 0 ou de AB, e t par là de r e n d r e inapp l i cab le la t h é o r i e 

du m o u v e m e n t p e r m a n e n t par filets para l lè les (n° 80) , se t r o u v e 

comprise e n t r e A0 e t A,. D ' a i l l eu r s le r e s s a u t , te l q u e l ' e x p é 

rience n o u s le m o n t r e , c o n s t i t u a n t t o u j o u r s u n e a u g m e n t a t i o n 

de profondeur , il faut q u e l ' o rd re de g r a n d e u r soi t le su ivan t : 

h„ h', h,. 

Il y a dans l e r é su l t a t q u ' o n v i e n t d ' o b t e n i r u n e co r r é l a t i on 

t rès- remarquable avec la t h é o r i e d u n° 8 0 . N o u s avons vu q u e 

si le profil en l ong fictif c o n s t r u i t avec la s é r i e des p r o f o n d e u r s 

h' dans les d ive r ses s e c t i o n s v i e n t à c o u p e r le profil e n l o n g 

du courant , d é t e r m i n é par l ' in tégrâ t ion de l ' é q u a t i o n ( 4) ou ( 5 ) , 

le profil ca lcu lé n e p e u t p lu s se r éa l i se r , q u ' o n se t r o u v e dans 

un cas d ' excep t i on , e t q u ' o n do i t f o r c é m e n t r e j e t e r la f o r m u l e 

fondamentale du m o u v e m e n t p e r m a n e n t va r i é pa r filets paral 

lèles, c o m m e d e v e n a n t i n e x a c t e q u a n d s p r e n d d e s v a l e u r s 

voisines de cel le qu i r é p o n d au p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n . Mais a lors 

il arrive p r é c i s é m e n t q u e la t h é o r i e d u r e s s a u t e s t au c o n t r a i r e 

applicable, et q u ' e l l e n e le se ra i t pas sans c e l a ; d u m o i n s l ' a p 

plication e n se ra p e r m i s e p o u r v u q u e la p r o f o n d e u r a u g m e n t e 

dans le s e n s d u c o u r a n t . 

Sauf ce t t e r e s t r i c t i o n , on c o n c l u r a d o n c , n o n pas a v e c u n e 

certitude m a t h é m a t i q u e , m a i s avec assez d e p r o b a b i l i t é , q u e 

le cas d ' e x c e p t i o n d o n t il s 'agit a n n o n c e l ' e x i s t e n c e d ' u n r e s 

saut superf ic ie l . 
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N o u s avons dû faire c i -de s sus u n e r e s t r i c t i o n quan t au sens 

dans l e q u e l var ie la p r o f o n d e u r : n o u s d i r o n s p lu s loin quel

q u e s m o t s su r le cas où l 'on s u p p o s e r a i t u n e diminution au 

l i eu d ' u n e a u g m e n t a t i o n . 

Q u a n d on s e p lace d a n s les h y p o t h è s e s du n c 8 3 sur la forme 
1 2 3 

d u lit , la fonct ion -J var ie t o u j o u r s dans le m ê m e sens et croît 

i ndé f in imen t avec H : il y a d o n c u n e s e u l e va leu r H' de H qui 
, Q 2 

p u i s s e la r e n d r e égale a — , e t ce l t e va l eu r n e change pas 

d ' u n e sec t ion à l ' au t r e . La c o n d i t i o n d ' e x i s t e n c e du ressaut est 

pa r tou t la m ê m e , savoi r : HA p l u s pe t i t et /(, plu,s grand que 

ce l t e c o n s t a n t e H', ou e n c o r e , si l 'on n o m m e H, U les valeurs 

de / qu i r é p o n d e n t aux p r o f o n d e u r s IN, LU, 

6 ) I r T < 0 ' 1 ( T > ° -
G\U GII, 

E n réa l i té ces d e u x c o n d i t i o n s n ' e n font q u ' u n e à vérifier,parce 

q u e les d ive r ses q u a n t i t é s i n t r o d u i t e s dans no t r e calcul ne 

son t pas i n d é p e n d a n t e s , m a i s l i ées par l ' équa t ion ( 4) et par la 

r e l a t ion Uj 1 2 s = 1 1 , 1 2 , ; on se p r o p o s e t o u j o u r s , étant données 

ce l l e s de ces q u a n t i t é s q u i a p p a r t i e n n e n t à l 'une des deux 

s e c t i o n s A 0 B 0 , AB, d e t r o u v e r les a u t r e s . Alors il suffit de vé

rifier l ' inégal i té où e n t r e n t l es q u a n t i t é s d o n n é e s , car il est 

év iden t q u ' o n p e u t d i spose r de la h a u t e u r i n c o n n u e dans l'autre 

s e c t i o n d e m a n i è r e a r e n d r e — auss i grand ou aussi petit qu'on 

v o u d r a , ce qui a s s u r e la vér i f icat ion de l ' inégal i té restante. 

L e s h a u t e u r s LIA et H, é t an t dans u n e d é p e n d a n c e réciproque, 

il es t n a t u r e l de c h e r c h e r c o m m e n t l ' u n e varie avec l'autre. 

P o u r cela , d i f fé ren t ions l ' é q u a t i o n ( 5 ) , en l e u r supposant des 

a c c r o i s s e m e n t s s i m u l t a n é s DH0, DH, e t la issant au contraire le 

d é b i l Q inva r i ab le : il v i endra s u c c e s s i v e m e n t 

Q ! h 
DIT, g 1 2 ; 

DLH Q ' /, 1 2 , 

i — 

7 - 1 2 i — 
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les équat ions ( 2 ) e t ( 3 ] d e v i e n n e n t d o n c 

5 1 , 
G 

1 HA 

G l 1 - LI„J IH, 

. i l , 

2 lla 

- IIR, 
2 

soit, en faisant d i s p a r a î t r e les d é n o m i n a t e u r s H0 e t H,, et supp r i 

mant le facteur LU — Au 

5 l A = _ L / i l ( / ( , + / ( o ) ; 

G 2 

S 2 

soil enfin 

A j + A . A . - a ^ î ^ o , 
G 

h \ -f- A, A, — 2 —!— = o. 
g 

La première de c e s é q u a t i o n s fera c o n n a î t r e en fonc t ion des 

quantités A» et U, qu i se r a p p o r t e n t à la s e c t i o n d ' a m o n t A, Ho," 

inversement , la s e c o n d e d o n n e r a HA q u a n d on connaî t ra la v i 

tesse et la p r o f o n d e u r p o u r la s ec t i on d ' ava l ; en ré so lvan t , on 

Or il résu l te des i néga l i t é s ( 6 ) q u e le m u l t i p l i c a t e u r de ^ dans 

la dern iè re e x p r e s s i o n d e ^J^- a n é c e s s a i r e m e n t le s igne — : 

donc DFI, et DH,, son t d e s ignes c o n t r a i r e s , c ' es t -à -d i re q u e 

HT et / ¡ 1 var ien t en s e n s i n v e r s e l ' u n e de l ' au t r e : l ' u n e s 'accroî t 

quand l ' au t re d i m i n u e , p o u r v u c e p e n d a n t q u e le déb i t n e 

change pas . 

Nous al lons p o u r s u i v r e n o s ca lculs avec l ' h y p o t h è s e p lus r e s 

treinte d ' u n e s ec t i on r e c t a n g u l a i r e de l a rgeu r c o n s t a n t e , e t , 

comme tou jou r s , à b o r d s v e r t i c a u x . Dans ce cas , les é q u a t i o n s 

se t ransforment en des r e l a t i o n s exp l i c i t e s e n t r e les p r o f o n 

deurs H, e t H, avant e t a p r è s le r e s s a u t . On a en effet 

v — 1 / v — ' / û i _ A, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3o2 C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

(9) 2 V 4 g1 

(io) A l = _ I A l + y / l A î + a H L * ; . 

Il es t n é c e s s a i r e , p o u r qu ' i l y ait e f fec t ivement ressaut, 

q u ' o n ait ha <Z A,, c 'es t -à-d i re , d ' a p r è s l es f o r m u l e s (9) et (io), 

2 V 4 g 

1 , / • , , u ; a , 

2 - V 4 g 

faisant p a s s e r le t e r m e négat i f du s e c o n d m e m b r e de ces iné

gal i tés dans le p r e m i e r , élevant au ca r r é e t simplif iant , on ob

t i e n t a i s é m e n t 

soi t , s o u s u n e a u t r e f o r m e , 

g 

U 5 IP 
(11) 1 r < ° > 1 r > ° -

Or, dans le cas d e la s e c t i o n r e c t a n g u l a i r e , la quan t i t é désignée 

- • , V'I , . u ' 
g é n é r a l e m e n t par 1 ^- d e v i e n t 1 r : on re t rouve donc 

er" g / l 

d ' u n e a u t r e m a n i è r e la c o n d i t i o n déjà d é m o n t r é e , e t exprimée 

par les i néga l i t é s ( 6 ) . On p o u r r a i t auss i vér if ier très-facile

m e n t , a u m o y e n des v a l e u r s (9 ) e t ( 10), q u e -J^ est toujours 

négatif , p o u r v u c e p e n d a n t q u ' o n n e fasse pas varier le débit, 

et par s u i t e l e s q u a n t i t é s U 0 h , , L\ A,. 

L e s r e l a t i o n s (9), (10) e t (11) se m e t t e n t e n c o r e sous une 

au t r e f o r m e q u e n o u s a l l ons d é m o n t r e r . N o u s appellerons, 

c o m m e aux n ° ' 81 e t 82 , 

q, l e déb i t d u c o u r a n t pa r m è t r e de l a r g e u r , c'est-à-dire ql 

s o n d é b i t total ; 

a\ le r a p p o r t de la p e n t e i d u l i t au n o m b r e b,g = 0,003924; 

t r o u v e r a 
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C A N A U X D É C O U V E R T S . 3o3 

r , et X A , les r a p p o r t s des p r o f o n d e u r s et h, à la p r o f o n -

• deur H du r é g i m e u n i f o r m e . 

On a les éga l i t é s 

u - i . . u — - 2 - -

de plus, l ' équa t ion du r é g i m e u n i f o r m e Ri = 6 , 1 ? (n° 7 3 ) d e 

vient 
/ H f 

donc on a auss i 

u = _ 9 ! _ ' ' H H ' / H a 1 i 

S ghl b'g U] / + 2 H x 3 , 

g- ~ / -f- 2 H X\ 

La subst i tut ion d e c e s v a l e u r s dans l ' u n e o u l ' au t re des é q u a 

tions (7) et (8) , a p r è s avoir divisé l e s d e u x m e m b r e s par I I 2 , 

donnera 

2 la? 

( + 2 H 

ou bien 

(•3) 

1 . / 1 , 2 a 3 / 1 
, = Xt->r-\ J X\->r- j - - • — , 

i , /1 , 2A?l 1 
> = XT-H \ / J X] ~H y - f f 

De même, les inéga l i t é s (11] d e v i e n n e n t 

, r\ •> a?l 3 a'I 
X ' - T T T N < ° ' " . - r r ^ ï ï > 0 -

Dans le cas pa r t i cu l i e r d ' u n c o u r a n t t r è s - l a rge (n° 8 1 ) , l e r a p 

port m i I è r e P e u u e 1 c t P o u t
 s e r e m p l a c e r par ce n o m 

bre dans les f o r m u l e s ( 1 2 ) , ( i 3 ) et ( i 4 ) - Si l 'on s u p p o s a i t en 

outre KA = H , il faudrai t faire XC = i, et l 'on t r o u v e r a i t 

;.5) c' = - 5 + V / ? + a a , ; 
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3o4 C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

N U M E R O S 

d e s 

e a p é r i e r j c è s . 

D O N N É E S R E L A T I V E S 

a la suction d'amont . 

E l 
2 # 

P R O F O M D E U R S hf 

dans la sect ion d'aval 

O b s e r T é e s . 

S é r i e n ° 9 2 . 

F.ïiriEVRS 

relatives 

e n muiiis. 

1 m m m m 1 0, 090 0,1/18 0,190 0,224 0,15 
2 0,127 0.210 0,285 0,06 

3 0 ,174 0,219 ' o , 3 2 6 0, 342 o,o5 
4 0,186 o , a 5 o 0,348 0 , 3 7 7 0,08 
5 o , 209 0, 253 0,3G7 o ,45o 0,18 
6 O , 2 I 3 0,298 ° ,4 °9 0,434 o,o5 

7 0,2 il 0,2S2 0,415 
8 0,261 0, 286 0,4 31 ° / l 9 9 0,1' | 

S é r i e n ° 9 5 . 

1 0 ,^56 0,869 1,017 0 , 1 3 

2 
o,/j3o 0,681 o ,88S o , g i 5 o,o3 

On voit, par ces chiffres, que la formule (9) conduit à des erreurs par

fois assez considérables, mais cela tient aux imperfections de l'expérience 

en même temps qu'à celles de la théorie. Comme l'a remarqué .\L Bazin, 

il s'en faut de beaucoup que le phénomène du ressaut ait la simplicité que 

nous avons dû lui supposer pour lo soumettre au calcul : il est presque, 

toujours accompagné de fluctuations et de bouillonnements qui rendent la 

mesure des profondeurs très-difficile et très-incertaine. Il y a toutefois 

lieu de remarquer aussi que les erreurs théoriques, d'après le tableau ci-

la p r e m i è r e d e s i n é g a l i t é s ( i4 ) d o n n e r a i t d ' a i l l e u r s c o m m e con

d i t i o n d u r e s s a u t 

( i G ) a ! > i o u b i e n i ^> o,oo3gi^. 

Applications numériques. — On trouve, dans les Rcclierclies hydrau

liques de M. Bazin (p. 29a et ag3) , un tableau d'expériences qui permet 

de vérifier les formules (9) et (10), car il donne les hauteurs A0 et A,, 

ainsi que les vitesses U„ et U,, observées dans des canaux à sections rec

tangulaires. Nous avons fait porter la vérification sur la formule (g), en 

comparant les valeurs de ht fournies par le calcul et par l'observation. 

Nous nous sommes d'ailleurs borné aux séries n°" 92 et 05 de M. Bazin. 

Voici le tableau des résultats. 
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C A X A U X D É C O U V E R T S . 3 û 5 

21-51 
Donc enfin 

ou bien 

4 A, 

4 

T (A,+/* , ) • (* , - / , , ) - ( A , - A , ) 
G 

; A 1 - A 1 ) r ( A 1 - ( - / l i ) ' - 4 / i 1 / i 1 j , 

y = ( A , - A , ) ' 

4 A, A. 

Cette perte de charge est toujours réelle et positive dans le cas d'un 

ressaut constituant une augmentation de profondeur; mais son évaluation 

se ressent nécessairement des incertitudes qui affectent la formule du res

saut, dont elle est une conséquence. 

II. Z€ É D I T . 2 0 

dessus, sont toutes dans le même sens et conduisent à des profondeurs 

trop faibles. Cela tient sans doute, au moins en partie, à ce que nous avons 

remplacé la quantité do mouvement des tranches ABCD, A„B 0C„D 0 (FIG. 48, 

p. 292) par des valeurs inférieures aux valeurs réelles, ainsi qu'on l'a 

2IP /; 
montré plus haut. Le terme — — , sous lo radical de la formule (9), de-

8 

vrait cri conséquence être affecté d'un coefficient plus grand que l 'unité; 

et si l'on en connaissait la valeur exacte en fonction des données (ce qui 

n'est pas, malheureusement) on aurait le moyen do corriger et d'atténuer 

les différences dont il s'agit. 

86. Perte de charge éprouvée par le liquide dans le ressaut. — Le 

théorème da Bernoulli, appliqué à une molécule pendant son passage de 

la section A 0 B, à la section très-voisine AB (fig. 48, p. 292), donnerait, 

m appelant Ç la perte de charge, 

U' U ' 

IG IG 1 0 

car les niveaux piézométriques, au point de départ et au point d'arrivée, 

sont A, et A, de sorte que la charge s'exprime par ht — hr On tire do là 

LP U 3 

% S 2g" 

d'un autre côté, les équations ( 7) et (8 ) du n° 85 peuvent s'écrire 

d'où nous déduirons 
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87. Du ressaut d'abaissement. — Une chose digne de remarque, c'est 

que si l'on supposait A „ > A,, de manière qu'en suivant le fil rie l'eau on 

rencontrât un abaissement brusque de la surface, rien ne serait changé 

dans les calculs du n° 83 , sauf le sens des inégalités (6) et (ri). Il ne 

semble donc pas absolument impossible qu'un ressaut de cette espèce 

existe dans un courant; toutefois nous n'avons à cet égard qu'une pré

somption théorique, et, avant de l'admettre comme suffisamment établie, 

on doit attendre qu'un observateur à venir en ai t montré la réalisation 

matérielle. 

Une objection sérieuse se présente à priori contre la possibilité des 

abaissements brusques, et les rend peu probables, il faut le reconnaître: 

c'est que la perte de charge Ç ( n ° 8 6 ) deviendrait négative, que. par con

séquent elle se changerait en gain, et que la viscosité aurait dû faire un 

travail positif (n° do) pendant le passage d'une molécule entre les sections 

extrêmes du ressaut. Or on est habitué à regarder la viscosité comme une 

force analogue au frottement, produisant toujours en somme un travail 

négatif. Mais ce n'est pas encore là une preuve absolue : outre que l'expres

sion de Ç peut donner matière au doute, la nature des actions molécu

laires dans un liquide est en définitive trop mal connue pour qu'on soit 

complètement sûr du signe de leur travail. Les actions intérieures pro

duisent bien un travail moteur dans un ressort qui se détend : l'eau, qui 

est aussi pourvue d'une élasticité propre, ne pourrait-elle pas agir parfois 

à la manière d'un ressort? 

8 8 . Usage des formules du ressaut et du mouvement perma

nent varié par filets parallèles, pour déterminer le profd en 

long d'un courant permanent. — V o i c i q u e l l e s s o n t le plus 

o r d i n a i r e m e n t , d a n s la p r a t i q u e , l e s c i r c o n s t a n c e s o ù l'on peut 

a v o i r à r e c h e r c h e r l e p r o f i l l o n g i t u d i n a l a f f e c t é par l'eau qui 

c o u l e d a n s u n c a n a l d é c o u v e r t . O n a u n c o u r s d ' e a u naturel 

p r é s e n t a n t , s u r u n e c e r t a i n e é t e n d u e , d e s p r o f o n d e u r s assez 

f a i b l e s , e t , s o i t p o u r l e r e n d r e n a v i g a b l e , s o i t p o u r créer une 

d é r i v a t i o n , i l e s t r e c o n n u q u ' u n b a r r a g e d o i t ê t r e établ i sur ce 

c o u r s d ' e a u , e n u n p o i n t d o n n é ; d e là r é s u l t e r a u n exhausse

m e n t g é n é r a l d e n i v e a u , d o n t il s ' a g i t d e s e r e n d r e compte 

a v a n t la c o n s t r u c t i o n e f f e c t i v e d u b a r r a g e , a f in d'avoir la cer

t i t u d e q u e c e t o b s t a c l e a p p o r t é à l ' é c o u l e m e n t n'entraînera 

p a s c o m m e c o n s é q u e n c e l ' i n o n d a t i o n d e s p r o p r i é t é s rive

r a i n e s , o u u n t r o u b l e p r é j u d i c i a b l e a u x i n t é r ê t s publ ics et 

p r i v é s q u i o n t q u e l q u e s rapports : a v e c la r i v i è r e e n quest ion. 
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C A N A U X D É C O U V E R T S . 3c>7 

( ' ) Étant d o n n é s le déb i t et l a l o n g u e u r du déverso ir f o r m é par le barrage , 

les formules du n° 30 p e r m e t t e n t de c a l c u l e r la charge t o t a l e a u - d e s s u s d u seui l 

de ce déversoir, et par sui te la p r o f o n d e u r d u c o u r a n t à u n e faible d i s tance 

en amont de l 'obs tac le . 

II faut donc q u e l ' i n g é n i e u r chargé d ' u n e te l le é t u d e soi t e n 

mesure de ca lcu le r le profil en l ong q u i doi t s e p r o d u i r e q u a n d 

l'ouvrage pro je té aura é t é c o n s t r u i t . L e s d o n n é e s d o n t il d i s 

pose sont : le déb i t du c o u r a n t , l e n i v e a u pr i s à p e u d e d i s t ance 

en amont du ba r rage (*), enfin la c o n n a i s s a n c e de l ' é ta t p r i 

mitif des c h o s e s e t la déf in i t ion c o m p l è t e du lit. 

Nous s u p p o s e r o n s q u e l ' e x h a u s s e m e n t soi t a s sez s e n s i h l e 

pour que le n iveau d e r r i è r e l e ba r r age soi t a u - d e s s u s d e s d e u x 

profils fictifs t r acés a v e c les s é r i e s des p r o f o n d e u r s h' e t H 

(n D 80); n o u s r a i s o n n e r o n s a u s s i , en p r e m i e r l i eu , dans l ' hypo

thèse d'un lit p r i s m a t i q u e à p e n t e c o n s t a n t e c o m m e c e u x q u ' o n 

a considérés au n ° 8 3 , ce qu i n o u s p e r m e t t r a d ' a p p l i q u e r d ive r s 

théorèmes d é m o n t r é s s p é c i a l e m e n t p o u r c e t t e e s p è c e d e l i t s . 

Cela posé, deux cas s o n t e n c o r e à d i s t i n g u e r . 

P R E M I E R C A S : H > / V . — Ce cas r é p o n d ( n ° 8 3 ) à u n l i t m o d é r é 

ment incl iné , d o n t la p e n t e se t r o u v e a u - d e s s o u s d ' u n e l imi t e 

à la rigueur var iab le , m a i s au m o i n s éga le à 6, g ( o u 3 m , g 2 pa r 

kilomètre, en s u p p o s a n t 6, = o,ooo4). Alors le p o i n t e x t r ê m e 

du profil, à q u e l q u e s m è t r e s du b a r r a g e , a p p a r t i e n t à la b ran 

che À3, p u i s q u e la p r o f o n d e u r c o r r e s p o n d a n t e d é p a s s e I I : on 

calculera d o n c les o r d o n n é e s d e ce t t e b r a n c h e , su ivan t la 

forme de la s ec t i on t r a n s v e r s a l e , en e m p l o y a n t les m o y e n s i n 

diqués aux n M 8 0 , 8 1 , 8 2 , 8 3 . Il a r r i ve ra , e n g é n é r a l , sauf dans 

certains cas p o u r a ins i d i r e s i n g u l i e r s , q u e c e t t e b r a n c h e se 

prolongera j u s q u ' à l ' inf ini ve r s l ' a m o n t , e t par c o n s é q u e n t 

qu'elle cons t i tue ra s e u l e la to t a l i t é du profil c h e r c h é ; la s u r 

face de l 'eau se r a p p r o c h e r a i n d é f i n i m e n t d u p l a n d u r é g i m e 

uniforme, et e l le en a r r ive ra d ' a u t a n t p l u s p r è s q u e le l i t s ' é 

tendra plus lo in ve r s l ' a m o n t , s ans p r é s e n t e r a u c u n e d i s c o n 

tinuité qui v i e n n e t r o u b l e r la loi d e l ' é c o u l e m e n t e t r e n d r e 

nécessaire la f o r m a t i o n d ' u n a u t r e prof i l . Ce s e r a l e cas d u 

raccordement a s y m p t o t i q u e , e t il s e p r o d u i r a f r é q u e m m e n t 

dans les cours d ' eau d e q u e l q u e i m p o r t a n c e , car les p e n t e s 

2 0 . 
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s u p é r i e u r e s à 3 m , g 2 pa r k i l o m è t r e n e s 'y r e n c o n t r e n t guère 

q u e pa r e x c e p t i o n . 

D E U X I È M E C A S : I I < h'. — C o m m e , dans ce cas , la pente du lit 

est assez fo r t e , le profil a p p a r t i e n t à la c lasse B (n°83) ; à l 'ex

t r é m i t é aval , la p r o f o n d e u r é tan t par h y p o t h è s e supér i eu re à h', 

l e d e r n i e r po in t se t r o u v e s u r la b r a n c h e B 3 ; pu i sque d'ail

l e u r s c e t t e b r a n c h e es t l i m i t é e v e r s l ' a m o n t , elle ne pourra 

f o r m e r l e profil en l o n g q u e su r u n e c e r t a i n e longueur, en 

c o n s e r v a n t p a r t o u t des p r o f o n d e u r s p l u s g r a n d e s que A'. Si le 

lit d é p a s s e ce l t e l o n g u e u r , il faudra n é c e s s a i r e m e n t admettre 

( e t l e s e x p é r i e n c e s de B i d o n e s e m b l e n t n o u s y autoriser suf

f i s a m m e n t ) q u e les p r o f o n d e u r s dans la pa r t i e s i tuée plus en 

a m o n t n ' a t t e i g n e n t pas h', e t q u e le p a s s a g e de ces profon

d e u r s à c e l l e s de la b r a n c h e B 3 e x i s t a n t ve r s l 'aval, s'effectue 

par u n r e s s a u t b r u s q u e . De c e t t e m a n i è r e , l'effet du bar

rage n e s e ferai t s e n t i r q u ' à l 'aval du r e s s a u t ; l es profondeurs 

e n a m o n t r e s t e r a i e n t c e q u ' e l l e s é t a i e n t dans l 'état primitif. 

Q u a n t à la h a u t e u r e t à l ' e m p l a c e m e n t du r e s s a u t , leur déter

m i n a t i o n p o u r r a i t s ' e f fec tuer pa r t â t o n n e m e n t : se plaçant en 

u n p o i n t q u e l c o n q u e d e la b r a n c h e B 3 , on p rendra sa profon

d e u r p o u r la v a l e u r d e A, à i n t r o d u i r e dans les formules du 

r e s s a u t (n° 8 5 ) ; on ca l cu le ra la p r o f o n d e u r A, correspondante, 

e t l ' on t r a c e r a u n profil a v e c t o u t e s c e s p ro fondeurs lu; le 

p o i n t o ù ce profil r e n c o n t r e r a c e l u i d e la surface primitive de 

l ' eau sera l ' e m p l a c e m e n t d e m a n d é , e t la h a u t e u r du ressaut 

se ra la v a l e u r de A, — /«• p o u r le m ê m e p o i n t de rencontre. 

N o u s é t e n d o n s c e s r é s u l t a t s , pa r i n d u c t i o n , au cas d'un lit 

à s e c t i o n e t à p e n t e va r i ab l e s , cas p o u r l e q u e l on devrait ap

p l i q u e r la t h é o r i e e t l e s f o r m u l e s d u n° 80 . Si la pente est 

p a r t o u t assez fa ible , l e profil fictif d e s p ro fondeur s H sera 

p a r t o u t s i t u é a u - d e s s u s d e c e l u i d e s p r o f o n d e u r s h'; dès lors, 

c o m m e on pa r t de l 'aval , à p r o x i m i t é d u ba r r age , avec un ni

v e a u p l u s é l evé q u e c e l u i d e c e s d e u x prof i ls , on pourra re

m o n t e r i n d é f i n i m e n t v e r s l ' a m o n t , en ca lculant la courbe de 

la sur face , s ans q u e c e t t e c o u r b e c o u p e l ' un ou l'autre des 

d e u x profi ls en q u e s t i o n : on a u r a d o n c o b t e n u de cette ma

n i è r e la figure vé r i t ab l e du c o u r a n t r e l e v é p a r l e barrage. Si 

au c o n t r a i r e q u e l q u e s p o r t i o n s du lit p r é s e n t e n t des pentes 
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Mémoire déjà ci té dans la n o t e de la page 27/]. 

assez fortes p o u r faire p a s s e r l e profil fictif d e s II a u - d e s s o u s -

du profd des h', ce d e r n i e r p o u r r a c o u p e r la sur face c a l c u l é e ; 

un ressaut se p r o d u i r a i t a u x e n v i r o n s du p o i n t d ' i n t e r s e c t i o n , 

de sorte q u e la sur face p r i m i t i v e s u b s i s t e r a i t e n a m o n t , et q u e 

l'effet du ba r r age se fera i t s e n t i r s e u l e m e n t e n d e s s o u s . L e 

lieu exact du r e s s a u t e t sa h a u t e u r se d é t e r m i n e r a i e n t e n c o r e 

par t â tonnemen t . Mais , c o m m e n o u s l ' avons déjà d i t , c e n e 

sont là q u e des i n d u c t i o n s : e l l e s p o u r r o n t se vérif ier s o u v e n t 

et aussi se t r o u v e r q u e l q u e f o i s en défau t . 

Parmi les d o n n é e s d u p r o b l è m e d o n t n o u s v e n o n s d ' i n d i 

quer s u c c i n c t e m e n t la s o l u t i o n , se t r o u v e la c o n d i t i o n d ' u n 

débit d é t e r m i n é e t i n d é p e n d a n t des a l t é r a t i o n s d e h a u t e u r 

qu'on fait s u b i r à u n e pa r t i e du c o u r s d ' e a u . Cela p e u t ê t r e 

ainsi quand l ' a l i m e n t a t i o n du c o u r a n t es t fourn ie en un p o i n t 

assez éloigné d u ba r r age p o u r q u e l ' i n f luence de celui-ci n e s'y 

fasse plus sen t i r , o u b ien q u a n d e l le p r o v i e n t d u l ib re d é v e r 

sement d 'un bief s u p é r i e u r assez é l evé p o u r q u e le ba r r age n e 

modifieque la h a u t e u r d e c h u t e . Mais on c o n ç o i t s ans p e i n e d 'au

tres modes d ' a l i m e n t a t i o n au p o i n t e x t r ê m e d ' a m o n t ; l e m o d e 

d'évacuation au p o i n t e x t r ê m e d'aval p e u t é g a l e m e n t c h a n 

ger, et de l 'un o u l ' au t r e de c e s c h a n g e m e n t s il p e u t r é s u l t e r 

que le débi t n e so i t p l u s d é t e r m i n é à priori, c o m m e n o u s 

lavons admis . Si d o n c on v e u t p o s e r dans les t e r m e s les p l u s 

généraux le p r o b l è m e c o n s i s t a n t à r e c h e r c h e r la figure d u 

profil en long d ' un c o u r a n t d é c o u v e r t , don t l 'état sera i t d ' a i l 

leurs p e r m a n e n t , il faut, c o m m e M. Boud in (*), a d o p t e r l ' é n o n c é 

que voici : 

Connaissant complètement le lit d'un courant découvert 

permanent, ainsi que les dispositions prises pour assurer 

l'alimentation et /'évacuation, déterminer le débit du cours 

d'eau et le profil longitudinal de sa surface libre. 

Comme type su f f i s amment généra l d e s c i r c o n s t a n c e s q u i 

ont lieu dans les s e c t i o n s e x t r ê m e s , on p e u t s u p p o s e r , par 

e.vemple : i" q u e l ' e n t r é e du canal est f e r m é e pa r u n e v a n n e 

qu'on re l ève p l u s ou m o i n s , de m a n i è r e à passe r p r o g r e s s i v e 

ment d 'une o u v e r t u r e t rès-fa ible à u n e p r i s e d ' eau p a r f a i t e m e n t 
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e l l e a jou te ra e n c o r e q u e si le r e s s a u t e x i s t e rée l lement , la 

q u a n t i t é a n a l o g u e i - — ^ T ~ ' c a l c u ' e e p o u r la sec t ion d'aval, 

devra au c o n t r a i r e ê t r e p o s i t i v e . Mais ce la suffit-il, et , dans le 

cas d e la n é g a t i v e , q u e faut-il d e p l u s ? La t h é o r i e n e répond 

p a s à c e t t e q u e s t i o n , et il en e s t p r e s q u e tou jou r s de même 

d a n s t o u s les p r o b l è m e s d ' H y d r a u l i q u e : le fait de la perma

n e n c e y est l u i - m ê m e a d m i s assez o r d i n a i r e m e n t sur la foi de 

p r é s o m p t i o n s p l u s o u m o i n s i n c e r t a i n e s . Cela vient peut-être 

l i b r e ; 2 ° q u e la s e c t i o n de s o r t i e d é b o u c h e dans u n réservoir 

d o n t l 'eau f o r m e r a c o m m e u n e e s p è c e de r e t e n u e , et dont on 

a u r a la facul té d ' aba i s se r p r o g r e s s i v e m e n t le n iveau , depuis un 

c e r t a i n m a x i m u m d ' é l éva t ion j u s q u ' à u n a u t r e point tel qu'au

c u n e r é s i s t a n c e à l ' é c o u l e m e n t n ' e x i s t e p l u s en aval, et que 

c e l u i - c i se p r o d u i s e c o m m e u n d é v e r s e m e n t dans l 'atmo

s p h è r e . 

L e p r o b l è m e a ins i p o s é c o n d u i t à e x a m i n e r u n assez grand 

n o m b r e de cas p a r t i c u l i e r s d o n t la d i s c u s s i o n , très-difficile, a 

é t é p r é s e n t é e p a r M. B o u d i n a v e c b e a u c o u p de talent et de 

s a g a c i t é ; m a i s , m a l g r é les p r o g r è s i n c o n t e s t a b l e s qu'i l a réa

l i s é s , n o u s n e c r o y o n s pas q u ' i l ait r é u s s i à d iss iper tous les 

n u a g e s . La t h é o r i e g é n é r a l e d u m o u v e m e n t de l 'eau dans les 

c a n a u x d é c o u v e r t s a u n dé fau t g r a v e , qu ' i l faudrait d'abord 

p o u v o i r c o r r i g e r : e l l e s u p p o s e à priori l ' ex i s t ence de cer

t a i n s p h é n o m è n e s e t en é t u d i e p a r t i e l l e m e n t les lois, mais 

d ' u n e m a n i è r e t r o p i n c o m p l è t e p o u r p e r m e t t r e d 'en assigner 

l e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s e t su f f i san tes . T o u t au p lus elle fait 

pa r fo i s c o n n a î t r e d e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s ; ma i s jamais on 

n ' a le d ro i t r i g o u r e u x d e d i r e q u e l e u r a c c o m p l i s s e m e n t en

t r a î n e r a la p r o d u c t i o n r é e l l e d u fait s u p p o s é . P o u r n 'en citer 

q u ' u n e x e m p l e , c o n s i d é r o n s l e p h é n o m è n e du ressaut ; la 

t h é o r i e n o u s a p p r e n d r a q u e le r e s s a u t e s t imposs ib l e si, dans 

u n e s e c t i o n p r i s e e n a m o n t e t d a n s le v o i s i n a g e , la vitesse U„ 

la s u r f a c e Qa d e la s e c t i o n , e t la l a r g e u r k au n iveau du cou

r a n t n e sa t i s fon t pas à l ' i néga l i t é 
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(*) Tout le m o n d e a d m e t a u j o u r d ' h u i qu 'on ne saurait guère aborder les 

questions que sou lève l ' é tude u n p e u a p p r o f o n d i e des m a c h i n e s , avec la seu le 

connaissance de la S t a t i q u e , e t qu' i l faut y j o i n d r e ce l l e des lo i s du m o u v e 

ment. 11 en est u n peu de m ê m e ici , car le m o u v e m e n t p e r m a n e n t a q u e l q u e 

ressemblance avec l ' é q u i l i b r e , et sa théor ie est c o m m e u n e espèce de s ta t ique . 

de ce qu ' on n 'a g u è r e é t u d i é les m o u v e m e n t s n o n p e r m a 

nents, ni la var ia t ion c o n t i n u e avec le t e m p s , q u i p e u t faire 

passer un l i q u i d e so i t d e l 'état d ' é q u i l i b r e à u n é ta t de m o u 

vement p e r m a n e n t , soi t d ' u n m o u v e m e n t p e r m a n e n t à u n 

autre (*). Quo i qu ' i l e n so i t , le défaut e x i s t e , et m a l h e u r e u s e 

ment les ind ica t ions de l ' H y d r a u l i q u e e x p é r i m e n t a l e son t e n 

core si peu n o m b r e u s e s , si d é p o u r v u e s d e l i en m u t u e l e t de 

coordination, q u ' e l l e s n e p e u v e n t g u è r e s u p p l é e r à l ' insuff i 

sance de la t h é o r i e . I l es t r é s u l t é d e là q u e M. B o u d i n a dû 

souvent c o n c l u r e de la p o s s i b i l i t é d ' u n m o d e d ' é c o u l e m e n t à 

sa réalité : u n e c e r t a i n e i n q u i é t u d e p e u t d o n c s u b s i s t e r d a n s 

l'esprit de son l e c t e u r q u a n d il n e s 'agit pas des cas s i m p l e s 

(comme c e u x q u e n o u s a v o n s t ra i t és au c o m m e n c e m e n t de 

cet article), q u e la v u e , p o u r a i n s i d i re j o u r n a l i è r e de ce qu i 

se passe dans l e s c o u r s d ' e au , n o u s a r e n d u s fami l ie rs , en c o n 

firmant au m o i n s l e s r é s u l t a t s g é n é r a u x fourn i s pa r les i n d u c 

tions t h é o r i q u e s . E t c e l t e i n q u i é t u d e s e m b l e d ' au t an t p l u s 

permise q u e la t h é o r i e , m ê m e e n la la i ssant s u r l e t e r r a i n où 

les auteurs on t j u s q u ' à p r é s e n t v o u l u la p l ace r , d e m e u r e e n 

core sujette à d e s o b j e c t i o n s s é r i e u s e s : la loi du f r o t t e m e n t , 

surtout dans le m o u v e m e n t va r i é , es t c o n n u e d ' u n e m a n i è r e 

fort incer ta ine ; la s u b s t i t u t i o n d e la s e u l e v i t e s se m o y e n n e 

aux r i tesses va r i ab l e s d e s filets q u i t r a v e r s e n t u n e m ê m e s e c 

tion, le défaut d e p a r a l l é l i s m e , l e s m o u v e m e n t s i r r é g u l i e r s 

produits par les a s p é r i t é s , e t c . , s o n t a u t a n t d e c a u s e s d ' e r r e u r 

dont il serai t difficile d e p r é c i s e r l ' i m p o r t a n c e . 

Aussi n e c r o y o n s - n o u s pas d e v o i r s u i v r e M. B o u d i n d a n s 

les détails m i n u t i e u x et dé l i ca t s q u ' e x i g e sa d i s c u s s i o n , q u o i 

qu'il l'ait r e s t r e in t e au cas d e s l i ts p r i s m a t i q u e s d o u é s d e s p r o 

priétés q u e n o u s a v o n s dé f in ies a u n° 8 3 . N o u s t r a i t e r o n s c e 

pendant u n e x e m p l e p a r t i c u l i e r d ' u n e m a n i è r e à p e u p r è s 

conforme à s e s i n d i c a t i o n s , afin d e m o n t r e r les diff icul tés q u e 

présentent les p r o b l è m e s de c e l t e n a t u r e , et la m a n i è r e d o n t 
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\4\ 

H ' 

nécessairement inférieur, par l'intermédiaire d'un canal découvert. Un 

vannage sépare le canal du réservoir alimentaire et permet de faire va

rier l'orifice a§ ; cet orifice est évasé vers l'intérieur, de manière à éviter, 

autant que possible, toute contraction de la veine liquide après sa sortie. 

Le canal est supposé avoir une section rectangulaire avec bords verti

caux, une pente constante, et (afin de simplifier les calculs) une largeur 

indéfinie; sa pente I par mètre sera fixée en donnant le rapport « 3 (n° 81 ) 

égal à Le niveau dans R étant censé invariable, il s'agit d'indiquer le 

débit et, le profil qui doivent se produire dans chaque cas, suivant la levée 

de vanne a£ et la cote plus ou moins grande du niveau de R', relativement 

au plan de comparaison NN. 

La cote c, relativement au même plan, de l'origine S où commence le 

fond du canal, nous servira d'unité de longueur; c'est-à-dire que dans 

tout ce qui va suivre les dimensions linéaires s'exprimeront par leurs rap

ports avec c. Nous adopterons en outre les notations des n™ 80 et 81, 

sauf les modifications spécialement indiquées. 

Avant d'aller plus loin, il convient de signaler d'abord les trois modes 

d'écoulement différents que peut avoir le liquide sortant par une ouver

ture telle que aS. 

P R E M I E R M O D E : Orifice noyé. — L'eau du canal vient mouiller la paroi 

extérieure du réservoir R au-dessus du point a, et la veine s'écoule sous 

cette eau. Si l'on nomme 

z la levée de vanne ; 

h la hauteur dont le niveau, à l'origine même du canal, dépasse le 

point a ; 

l 'é ta t ac tue l d e la s c i e n c e p e r m e t de les r é s o u d r e ou , pour 

p a r l e r p l u s e x a c t e m e n t , de s 'en affranchir au moyen d'hypo

t h è s e s p l u s o u m o i n s p r o b a b l e s . 

89. Profil d'un courant rectangulaire de grande largeur, alimente par 

un vannage et se versant dans an réservoir inférieur. — Soit donné un 

réservoir R (fg. 4g) fournissant l'eau à un autre réservoir H', de niveau 

Fig. 49-
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(i) q—z-JiS[\ — z — k). 

La hauteur H du régime uniforme répondant à ce débit doit vérifier 

[ n° 73) la relation 

ou, à cause de / = a 3 6,g 1 , 

(s) H3 a 3 ==•• | ' = I Î ! ( i - z-k); 

de là résulte la valeur de H et aussi celle de la profondeur remarquable 

// = 11 a. 

La valeur attribuée au rapport a1 rendant seuls possibles les profils de 

la classe A (n° 83) , on doit se demander à quelle branche appartient le 

premier point du profd, après la sortie de la veine. Pour cela on cherchera 

les rapports — J J — ; - e ' ' e u r grandeur décidera la question. On com

mencera par un point de la branche A,, si l'on a 

Z+A 

— 
on sera sur la branche A2 quand on aura les deux conditions 

— > ' E T - H - < 1 ; 

enfin si — J J — atteint ou dépas'se l'unité on commencera par un point des 

lignes A u ou A s . Ces inégalités se transforment en mettant pour h' et H 

leurs valeurs tirées de l'équation (2) ; on obtient ainsi les suivantes : 

Profil commençant sur A,, 

(3) [Z+A)3<IZ'[I-Z-A); 

Profil commençant sur A,, 

(4) [Z + AF>IZ2{I-Z-A), (z + * ) ' < / • ) ; 

Profil commençant sur A„, 

! 5 ) ( z -+- AY — -.• z ! ¡1 — z — /•) ; 
' ' ' a 

Profd commençant sur A 3 , 

¡6) ( Z + * ) 5 > J * ' ! ' - * - * ) -

la vitesse de sortie en a& sera due à la charge i — (z-\- A), et la dé

pense q par unité do largeur se calculera au moyen de la formule 
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(7) " = z v ^ g - h — z ) , 
(8 ) H 3 a 3 = 2 z ' ( i - z); 

les conditions exprimant que le profil longitudinal commence sur telle D U 
telle branche se simplifient d'ailleurs beaucoup, et l'on a : 

Si le point a se trouve sur A,, 

(9) S 3 < 2 J ! ( l - z) OU Z < 3 ' 

Si a se trouve sur A, 

Z 3 > 2 Z J 1 • 

a 

Si OL se trouve sur A„, 

2 

•2 

z 3 < — Z 3 ( l — z) ou z < 

z-
« 1 + a' 

Si a se trouve sur A 3, 

( 1 2 ) z ' > ^ ( . - z ) OU * > 2 - ^ T 

Lorsqu'on discute les grandeurs successives de la dépense (/, en faisant 
varier z dans la formule (7), on reconnaît sans peine que q augmente rie-

9-

puis z — o jusqu'à z — ^ ' valeur qui donne un maximum 

puis, si z augmente au delà de - ; la dépense diminue et devient nulle 

pour z = 1 , comme elle l'était pour z = o. On comprendrait cependant 
difficilement que, toutes choses restant d'ailleurs les mêmes, un exhausse
ment de la vanne put amoindrir la dépense, puisqu'il semble tendre, au 
contraire, à diminuer un obstacle qui gênait la sortie de l'eau. On con-

Lorsque z sera donné, ces inégalités détermineront les valeurs limites 
de K ou do Z + A pour lesquelles auront lieu les changements de branche. 

D E U X I È M E M O D E : Orifice à fleur d'eau. — Ce mode se produit quand 
le point a affleure exactement le niveau du courant à son origine; c'est 
un cas particulier du modo précédent, qui répondrait à h = o. Les for
mules ( i ) et ( 2 ) ci-dessus trouvées deviennent alors : 
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çoit mieux l'explication que voici : lo deuxième mode d'écoulement ne 

peut se produire avec une dimension «S ou z supérieure à | > que si la re

tenue créée par les circonstances d'aval se fait sentir jusqu'à l'extrémité 

d'amont, ot oblige z à prendre une valeur do cet ordre; la vanne perd 

alors toute influence sur le débit, qui s'effectue comme s'il y avait une 

prise d'eau parfaitement libre, obtenue par la suppression du vannage. 

En d'autres termes il faut, dans l'hypothèse du deuxième mode, ôter la 

vanne pour rendre z plus grand que - : son existence n'est à considérer 

que pour les levées n'atteignant pas cette limite. 

T R O I S I È M E M O D E : Orifice en partie découvert. — On observe quelque

fois une chute ou dépression assez sensible à la surface de la veine, après 

qu'elle a traversé le plan «S. Il existe alors une certaine partie de l'orifice, 

vers la région supérieure, dans laquelle la pression opposée à l'écoulement 

n'est plus représentée par une colonne s'élevant jusqu'au niveau du point 

«, comme cela devrait être ( n ° 2 8 ) pour justifier la formule ( 7 ) ; la pres

sion dont il s'agit se rapproche plus ou moins de la pression atmosphé

rique, et le débit devient plus grand que z y/2 g (1 — z ) . Le plan «6 se 

trouve donc divisé en deux parties, dont l'une (celle du dessus) fonctionne 

à peu près comme un orifice découvert et versant l ibrement dans l'at

mosphère, tandis que l'autre fonctionne comme un orifice à fleur d'eau. 

C'est le cas mentionné à la fin du n° 2 8 , dans lequel nous n'avons pu in

diquer une formule bien certaine pour le calcul du débit. En appliquant 

la règle que nous avons posée , et nommant 

m le coefficient de dépense applicable à la partie supérieure (lequel 

serait ici vraisemblablement assez rapproché de l 'unité) , 

2' la profondeur dans la section la plus étranglée, auprès de l'orifice aë, 

on arriverait à l'expression 

(14) q = m (z - z') y / 2 g ^1 — J - f - z ' v / ag - (1 —z ' ) . 

II serait bien nécessaire, pour la discussion du problème qui nous oc

cupe, de savoir au juste les conditions qui entraînent l'existence de chacun 

de ces trois modes ; mais nous n'avons sur ce sujet quo des notions très-

incomplètes, et nous ne pouvons que nous livrer à des conjectures. Nous 

sommes porté à croire que le second mode tend naturellement à se pro

duire quand aucun obstacle ne gène le liquide après sa sortie du réser

voir R, puisque l'évasement de l'orifice le dispose sous la formo d'un 

faisceau de filets parallèles, coupant normalement la surface aS, et que 

les circonstances initiales paraissent ainsi coïncider avec ce qu'exige 
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le second mode. On comprend aussi qu'une retenue suffisante, exercée 

par une cause quelconque, peut forcer la veine à se gonfler immédia

tement, au point de lui faire prendre, dans le plan aê lui-même, une sec

tion plus grande que l'orifice : on obtient alors le premier mode. Quant 

au troisième, l'analogie porto à supposer qu'il est, au contraire, amené 

par une certaine insuffisance de la retenue ; il se produit certainement 

quelquefois, d'après l'observation, et il y a des cas où la supposition de son 

existence devient presque forcée, parce que c'est la seule manière de 

rendre possible la formation, dans le canal, d'un profil en long per

manent : il faut alors opter entre la négation de la permanence et l ' h y p o 

thèse du troisième mode. Les lacunes de l'Hydraulique théorique ou ex

périmentale ne permettent peut-être pas de faire un choix bien motivé; 

mais au reste, en prenant une valeur de à3 inférieure à l'unité, nous avons, 

en fait, écarté la nécessité de cette alternative. Le troisième mode figure 

donc ici pour mémoire; nous ne supposerons que les deux premiers, en 

choisissant le second de préférence et n'ayant recours au premier que 

dans les cas où l'autre deviendrait inadmissible. 

Nous devons reconnaître quo les explications précédentes ont quelque 

chose d'extrêmement vague ; elles se préciseront toutefois un peu plus par 

les développements qui vont suivre. 

Circonstances compatibles avec le second mode. — Commençons par 

supposer, jusqu'à preuve contraire, que l'écoulement se fait suivant le 

second modo. Pour étudier le profil en long qui doit se réaliser dans 

cette hypothèse, il faut encore distinguer plusieurs cas, suivant celle des 

conditions (g), (10), ( n ) et (12) à laquelle satisfait la valeur dez. Comme 

nous avons pris a3 = - ; nous rencontrons ainsi les cas où l'on a: 
2 

z < c'est-à-dire le cas d'une vanne effective; 

2 4 1 
z compris entre - et - j I 

i 3 / valeurs réalisables dans une prise 
' F 

z = j - , \ d'eau complètement libre et dé-

t \ pourvue de vanne, 
z supérieur à - j | 

Soit d'abord z < | ; et prenons, pour fixer les idées, z = 0,20, valeur 

à laquelle répond, d'après la formule ( 8 ) , 

H — ¿/0,128 = o,4 — o, 50397. 

Le premier point z du profil cherché se trouve sur la branche A,; mais 

comme cette branche est limitée vers l'aval par une. croupe analogue à C 
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(fig. 46, p. 255) qui l'empêche de se prolonger au delà, elle ne pourra 

former la totalité du profil que si le canal est assez court : la distance 

de cette croupe au point a se calcule en effet par l'équation (12) du n" 81, 

qui, si l'on y fait 

x = " = y/^ = n , 7 9 3 7 ° , 

^ = 2ir = 2V / /ï = ° ! 3 9 6 8 5 ' 
i — - 6, g1 = o, 0 0 0 1 x 9 , 8 r — o,001962, 

H o,5o3g68 
— = — = 25G,8G5, 
1 0,001962 

donnera, pour la distance en question, 

s — s7 —- a5G ,865 x 0,12962 = 33, 3. 

C'est la limite que ne devrait pas atteindre la longueur du canal pour per

mettre à la branche A, d'exister toute seule; il faudrait encore, bien en

tendu, que le niveau du réservoir d'évacuation ne fût pas supérieur au 

point extrême de la courbe ainsi déterminé, car autrement l'eau de ce 

réservoir envahirait le canal et modifierait la surface libre, au moins par

tiellement. Si cette double condition était remplie, l'excès de chute dis

ponible à l'extrémité d'aval (sauf le cas du raccordement exact) détermi

nerait probablement une petite dépression locale, analogue à celle qu'on 

remarque en arrière du seuil d'un déversoir. 

Sans nous arrêter plus longtemps au cas peu pratique d'un canal très-

court, nous supposerons dorénavant la longueur notable et la prendrons 

égale à 5oo. Dès lors, si l'on admet qu'un mouvement permanent doit 

s'établir nécessairement lorsqu'il est possible [bien que les données théo

riques ou expérimentales ne permettent guère de lo démontrer), pour 

qu'un profil compatible avec cette hypothèse puisse s'étendre jusqu'au 

bout du canal, il faudra qu'un ressaut se produise avant d'arriver à la fin 

de la branche A, et fasse passer le niveau en un autre point situé sur 

l'une des branches A a , A 3 ou sur la droite A o du régime uniforme. Cela 

n'a rien d'impossible à priori, puisque la profondeur du courant com

mence par être inférieure à h\ et qu'on satisfait ainsi à la condition in

diquée par la théorie du ressaut (n° 85 ) . Les profondeurs avant et après 

le ressaut étant désignées par ll . /; 0 , H i „ les rapports xm x, devront vérifier 

les formules (12) et ( i 3 ) d u n D 8 S , lesquelles deviennent, quand on y fait 
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et 

(16) 

C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

2 

Quand on veut que la profondeur immédiatement au delà du ressaut 

soit H, il faut faire — et la formule (16) donne alors 

- 2 + Y ^ = 0 ' 6 , 8 ° 3 4 - ' - ' 
La distance entre le point a et celui où la profondeur devient H.r3 se cal

cule par la formule (12) du n° 81, comme on l'a montre tout à l'heure 

à l'occasion de la croupe C : il faut mettre au lieu de x la valeur x0 qu'on 

veut choisir, et au lieu de x2 et - les valeurs déjà employées. Avec cette 

formule et la formule (17) ci-dessus, on obtient sans difficulté le tableau 

suivant : 

R A P P O R T x0 

immédia tement 

ayant le ressaut, 

R A P P O R T xL 

irn médiat ement 

après l e ressaut. 

D I S T A N C E 

du ressaut 

a l ' o r i g i n e a.. 

o,3gG85 J , 4 O I 3 0,0 

o , 4 5 1,2826 6,3 

u , 5 o 1 , 1 8 6 . " i 9 

o , 5 5 1 ,1012 1 7 , 2 

0,60 1,0367 22,2 

o , 6 i8o34 1,0000 23,8 

Tous les nombres de la seconde colonne dépassent on atteignent l'unité: 

donc si le ressaut se produit entre l'origine et le point qui en serait 

séparé par la distance 23,8, il aura pour effet de porter le niveau sur la 

branche A3 ou sur la droite A a . 

La profondeur H.xl après le ressaut étant connue, on pourrait, toujours 

par application de la formule (12) du n° 81, trouver la profondeur dans 

la section extrême d'aval, et en conclure la cote du niveau dans le réser

voir R' correspondante à chaque hypothèse faite sur xa, c'est-à-dire sur 

l'emplacement du ressaut. Soit, par exemple, X , = I , 4 O I 3 , ce qui sup

pose le ressaut placé immédiatement après le point a; dans la formule 

citée on devra substituer 

H 
= 256 .865, J T = I , 4 O I 3 , s , = 5o 

et l'on trouvera 

5oo 

256 ,865 
: .r - 1,4 o 13 - i - H * ) + '-M ', 4 o 13 ) 
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soit, en cherchant -|i ( i , 4 o i 3 ) avec le secours de la Table IV et réduisant, 

x— - i|/ (x) — 3 , i g 6 3 . 

Cette équation se résout par tâtonnement; elle donne 

x = 3,2207, 

d'où résulte la profondeur à l'extrémité d'aval 

H Ï = 3,2207 x o,5o3g68 — 1,6231, 

et la cote du niveau au-dessus du plan de comparaison NN 

1 4 - 5oo i — \\x = 1,9810 — i ,623i = 0,357g. 

L'hypothèse xa = o ,6i8o34, donnant xt = 1, conduit à une cote d'aval 

égale à 1,9810 — H = 1,4770; toutes les hypothèses intermédiaires entre 

xt=o,618034 et J ; , = o ,3g685 conduiraient, par un calcul analogue au 

précédent, a u n e cote du niveau d'aval comprise entre 1,4770 et 0,3579. 

Réciproquement, on conçoit sans peine que si la cote du niveau d'aval est 

donnée entre ces deux limites, on pourra, par tâtonnement, trouver 

ia valeur de x0 qui répondrait à cette cote; on aurait alors un profil en 

long ainsi composé : 

Depuis la profondeur o,3g685 H — aS, 

jusqu'à la profondeur H i , Portion de la branche A , ; 

A la suite du point précédent, pour 

passer à la profondeur H i , Ressaut superficiel; 

A partir rie la profondeur H . r , jusqu'à 

l'extrémité d'aval Portion de la branche A 3 . 

Les valeurs de xa supérieures à o,Gi8o34- • • et inférieures à a (limite 

qui répond à la fin de la branche A,) donnent ^ < i , et , par conséquent, 

le niveau du courant commence par être sur la branche A , , à la suite du 

ressaut. Mais avec un lit tant soit peu long, comme celui que nous avons 

supposé, le moindre excès de x 0 sur o,618034. • . , en produisant un excès 

de même ordre de 1 sur xlt aura pour conséquence de placer trop près 

du ressaut la croupe verticale (point, G de la fig. 46, p . 255) qui termine les 

branches A, et A, (*) : de cette manière le profil serait impuissant à se 

(*] Soit, par e x e m p l e , x0 = 0 , 6 2 5 : on trouvera xt ~ 0 , 9 9 0 4 ; la d i s tance d e 

la profondeur Hxn à l 'or ig ine «6 du c o u r a n t sera la d i s t a n c e d e H-r, à la 

croupe qui t e r m i n e la b r a n c h e A, et o ù la p r o f o n d e u r est \\a— h1 aura p o u r 

valeur 8 6 , 9 . Le profi l n e pourra i t d o n c s 'é tendre que sur u n e l o n g u e u r tota le 

égale à ^ ' j , 4 -H 8 9 , 9 , so i t à 1 1 4 , 3 . 
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prolonger jusqu'à l'extrémité du canal. Si donc nous avons trouvé les 

valeurs de xc et de x , , respectivement très-peu différentes de 0,618034 

et de 1, qui produiraient à l'extrémité d'aval une profondeur h'= \\a = 0,4 

(c'est-à-dire une cote du réservoir R' égale à 1,981 — 0,4 = i , 5 S i o ) , 

quand le niveau de R' s'abaissera au-dessous de cette limite et que sa cote 

deviendra supérieure à i , 5 8 i o , nous n'aurons plus que cette alternative: ou 

d'admettre, comme M. Boudin, que l'abaissement au delà de la cote i , 5 8 i o 

est sans influence sur le profil qui répond à cette môme cote, et ne se 

traduit que par une dépression locale, de faible étendue, précédant l'extré

mité d'aval, comme on l'observe en arrière du seuil d'un déversoir; ou 

bien encore d'admettre que le mouvement cesse d'être permanent; eu 

enfin de supposer que le mode d'écoulement doit changer. L'expérience 

ainsi que la théorie restant muettes au sujet du choix à faire entre ces 

hypothèses , nous nous en tenons à la première, sans avoir pour cela de 

raison bien décisive. 

Nous résumerons les résultats qu'on vient d'obtenir, dans le cas où le 

canal a pour longueur 5oo, avec une levée 0,20 de la vanne, en disant : 

Si l'existence du mouvement permanent est hypothétiquement reconnue 

comme nécessaire quand elle est possible, le frottement du lit s u f f i r a , meme 

sans qu'il y ait aucune retenue vers l'aval, pour déterminer la production 

d'un ressaut entre l'orifice ce? et un point qui en est distant de 3.3,8; 

Le profil sera, en conséquence, composé d'un arc de la branche A, se 

raccordant par un ressaut avec u n e portion de l'une des lignes A 2, Aa, A„ 

suivant la cote d'aval ; 

Quand la cote d'aval décroîtra depuis =0 jusqu'à I , 5 8 i o , le ressaut res

tera fixe, à la distance 23,8, et le profil composé A t A^ n'éprouvera pas 

d'altération sensible ; 

Quand le bassin R'continuera à monter, en passant de la rote 1 , 3 8 1 0 à 

la cote 1,4770, la portion A, du profil et le ressaut ne se trouveront pas 

sensiblement modifiés; mais la portion A 2 à la suite le sera progressive

ment de manière à se transformer en la droite A u ; 

L'élévation du bassin R' continuant toujours, depuis la cote 1,4770 

jusqu'à la cote 0,3579, ' a droite A u sera remplacée par une portion variable 

de la branche A 3 ; en même temps lo ressaut se rapprochera de plus en plus 

de l'origine aë, et augmentera, par cela même, en hauteur, puisque la 

profondeur diminue dans la section qui le précède immédiatement (n° 85); 

il aura sa plus grande hauteur et suivra de très-près lo point a, quand la 

cote d'aval sera égale à 0.3579 : l a portion de branche A, qui commence 

par former le profil, entre l'orifice et le ressaut, se trouve alors réduite 

presque à zéro. 

Une hypothèse faite sur remplacement du ressaut entre les distances 

o et 23,8 de l'orifice, ou le choix do .r, entre 0,39685 et une limite très-
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peu supérieure à 0 , 6 i 8 o 3 4 , permettant d'obtenir une cote d'aval variable 

entre 0,357g et i , 5 8 i o , on pourra réciproquement, si cette cote est donnée 

dans les mêmes limites, trouver xa ainsi que la distance du ressaut à 

l'origine, et construire tout le profil; toute cote supérieure à r , 5 8 i o ré

pondrait au même profil que la cote I , 5 8 I O . 

Ajoutons enfin que pendant tous ces changements dans le niveau d'aval 

et dans le profil en long, le débit q aura conservé une valeut constante, 

donnée par la formule ( 7 ) et égale à 

différentes de 0,20, pourvu cependant qu'on ne dépasse pas une certaine 

limite que nous allons indiquer. Il faut en effet que le ressaut, supposé le 

plus grand possible, c'est-à-dire placé immédiatement après la sortie du 

liquide par l'orifice aS, ait pour effet d'élever la surface au moins jusqu'à 

un point de la droite AO I ou plus exactement jusqu'à un point excessive

ment rapproché de cette droite, sans quoi l'on tomberait dans l'inconvé

nient de ne pouvoir prolonger le profil assez loin, comme on l'a vu il y a 

un instant dans l'hypothèse d'un ressaut placé à la dislance 23,8 de a S . 

Nous avons ainsi la condition 

ou, ce qui revient au même, 

et comme dans l'hypothèse d'un ressaut succédant immédiatement à la 

sortie du réservoir H le rapport .r 0 n'est autre chose que ^ > il vient 

0,2 \J?-g. 0,8 ou 0,7923. 

On arrive à des résultats analogues en choisissant des levées do vanne 

soit, eu égard à l'équation (8) et à la donnée particulière a1 — -, 

De là résulte 

et enfin 

{ ' 8 ) z < 0,48567. 

Pour chaque valeur de z inférieure à la limite (18) , on pourrait donc 

II. 3 e É D I T - 21 
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L E V É E S 

d e 

v a a n e 

Z 

P R O F O N D E U R 

d u r é g i m e 

u n i f o r m e 

H 

P R O F O N D E U R 

H' 

D E P E N S E 1 L I M I T E 

• 

LIMITE 

>•' 

0, 20 0,Э0З97 0,40000 0,7923 0,3579 1,5810 

0.З0 0,63164 0,5o133 1 , 1 1 1 7 0,33Go 1 j 4797 
0 ,4o 0,72685 0,57690 I,З72З 0,4064 | . W ' 
0,48067 0,78583 0,63371 1,5427 1,1953 1,3573 

Considérons maintenant les valeurs de z relatives au cas d'une prise 

d'eau complètement libre, et premièrement celles qui se trouvent entre ̂  

et | : il est clair, puisqu'elles font commencer le profil par la branche A,, 

qu'elles vont encore nous donner des profils incapables do s'étendre assez 

loin, à moins que z ne diffère extrêmement peu de | • Dans ce dernier 

cas seulement on parviendrait à reculer la croupe finale de la branche A, 

jusqu'au bout du canal, ou au delà; tout autre choix de z, dans les limites 

dont il s'agit, rendrait impossible un écoulement permanent du second 

mode. 

P o u r z = | , on aurait, par application des formules ( 7 ) e M 8 ) i 

f/ = l \ / ^ - | = , ' 5 8 4 6 > 

. 7 — = 1 
H = y 4XO,8 X0,2=0,8O0OO = Z, 

3 /7 
H' = Ha = 0,8 . / - = 0,63496. 

répéter des raisonnements et calculs en tout pareils à ceux qu'on a vus 

pour z = o , a o : on aurait notamment à chercher le débit q, les profon

deurs A' et H, la limite / au-dessous de laquelle ne peut descendre la cote 

de R' sans rendre impossible le second mode d'écoulement, et enfin la 

l imite À' (égale à 1,9810 — A') au-dessus de laquelle la cote d'aval cesse 

d'exercer une influence appréciable sur le profil et la dépense. Voici un 

tableau des nombres qu'on trouve pour quelques valeurs particulières 

de г, y compris z = 0,20 : 
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Lorsqu'on prendra z très-peu au-dessous de ^> ces résultats n'éprouve

ront pas de modification sensible; mais la profondeur d'aval pourra di

minuer progressivement do H à Ha, et par suite la cote du réservoir R' 

pourra varier de 1,9810 — H à i , g 8 i o — h', c'est-à-dire de 1 ,1810 

à i ,346o. 

Si z dépasse la condition (12) est vérifiée; le premier point du 

profil en amont appartient donc à la branche A3, et comme cette 

branche s'étend indéfiniment vers l'aval, elle forme la totalité du profil. 

La valeur de z étant supposée connue, on pourrait, par la formule (8), 

calculer II; on en déduirait le rapport — -r,; puis au moyen de la for

mule (12) du fi°81, dans laquelle tout serait connu excepté x, on cher

cherait cette quantité. On obtiendrait ainsi la prorondeur h = Hx à l'ex

trémité d'aval, et la cote correspondante 1,9810 — h : ce serait la cote 

obligée du réservoir R', pour réaliser la valeur supposée de z. Récipro

quement si cette cote était donnée, la dimension z qui lui répond pour

rait s'obtenir par tâtonnement. 

Ainsi donc, dans le cas d'une prise d'eau parfaitement libre, la cote 

d'aval variant entre o et 1 ,1810 , la dimension z variera de 1 à | j et se dé

terminera par le calcul dont on vient d'indiquer succinctement la marche ; 

la cote d'aval variant de 1,1810 à 1,3460, le profil deviendra une partie 

de la branche A2 (au lieu d'être pris sur la branche A 3 , comme il l'était 

d'abord) ; mais, quoiqu'il se modifie progressivement à partir de la droite A u 

du régimo uniforme, z reste pour ainsi dire fixé à | et le débit y à 1,5846. 

Quant aux cotes d'aval supérieures à 1,3460, aucun profil avec prise d'eau 

libre ne peut les faire obtenir; nous admettons en conséquence, par ana

logie avec ce qui a été déjà dit dans d'autres circonstances, que l'abaisse

ment du niveau de R ' a u delà de la cote 1,3460 lui fait perdre toute 

influence, non-seulement sur le débit, mais aussi sur le profil du courant, 

cette influence devant se borner à une légère dépression en arrière de la 

section extrême d'aval. 

L'ensemble de nos explications fait encore ressortir quelques conditions 

nécessaires pour l'existence permanente du second mode d'écoulement 

dans le canal, tel que nous l'avons défini, quant à la section, à la pente et 

à la longueur : 

Lorsque la vanne agit effectivement sur le débit, il y a deux condi

tions : i° que la levée z n'atteigne pas tout à fait 0,48567 ; 2 0 que la cote 

du réservoir d'évacuation reste supérieure à une limite variable avec z j 

21. 
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I M M E R S I O N 

• l e 

l ' o r i f i c e 

k 

P R O F O N D E U R 

i n i t i a l e 

K 

P R O F O N D E U R 

du 
r é g i m e 

u n i f o r m e 

H 

D É P E N S E 

1 

R A P P O R T 

xl 

R A P P O R T 

X 

P R O F O N D E U R 

finale 

h 

COTE 

dB 

L A S E C T I N G 

e i : rêmB 

D ' A T A L . 

0,80 1,00 0,00000 0,0000 ff II 1,9810 0 , 0 0 0 0 

0,70 0,90 0,25198 0,2801 3 ,5717 7l 'L'l97 1,8770 0, ro<jo 

o,Go 0,80 0,31748 0,3962 2,5198 5 , 5775 r , 7 7 o 7 0,2I03 

o ,5o 0,70 o,3G342 o,4852 I , 9 2 6 1 4 , 5 6 i o i , 6 5 7 6 0,3234 

0,40 o,Bo 0,40000 o,56o3 1,5ooo 3,8422 1 ,536g 

o,444' 
Une interpolation parabolique entre k = o,4o et k = o , 5 o donne 

k = 0,4708, et h2 = 0,6708 pour valeurs de l'immersion et de la pro

fondeur initiale capables de produire à l'extrémité du canal la co.te 0,3579. 

Lorsque, la prise d'eau est libre, nous ne trouvons plus de conditions; 

seulement z devient une inconnue, dont la valeur ne doit être cherchée 

que àe.j k i . 

Mais jusqu'à quel point ces conditions nécessaires sont-elles suffisantes? 

Nous ne saurions le dire. 

Circonstances compatibles avec le premier mode. — D'après les prin

cipes hypothétiques déjà énoncés et employés , nous devons admettre que 

le second mode est en quelque sorte le mode naturel d'écoulement sous 

une vanne, mais qu'il se modifie et devient le premier quand il y a vers 

l'aval une retenue trop forte pour qu'il puisse exister. Il en résulte immé

diatement que le premier mode aura lieu quand, la vanne étant levée 

de o à 0,48567, la cote d'aval diminuera au-dessous de la limite), ci-des

sus trouvée. 

Afin de montrer comment on devrait traiter le cas où les données 

rempliraient ces conditions, soit, par exemple, z — 0,20 : en attribuant 

à k une certaino valeur dans les formules (1) et (2), nous calculerons q 

et H; puis, connaissant la profondeur z-\-k = A, et le rapport x — i 

n 

dans la première section en amont, nous appliquerons la formule (12] du 

n° 81 pour en tirer le rapport x, la profondeur h = ~S\x et la cote de 

nivellement 1,9810— /( dans la section finale d'aval. Réciproquement, si 

cette cote est donnée entre o et X = 0 , 3 5 7 9 , u n tâtonnement fera con

naître k et par suite </. Voici un tableau des résultats relatifs à quelques 

hypothèses faites sur k, z restant égal à 0,20 : 
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Le second mode étant possible quand la cote d'aval devient égale ou supé

rieure à 0 ,357g, le tableau précédent dovrait so terminer à X = 0,4708. 

La cote 0,357g indique lo point de séparation des deux modes, et à cetto 

cote répondent ainsi deux débits très-différents, savoir : 

Le tableau précédent fournirait les éléments nécessaires pour avoir, 

par interpolation, lo débit q et l'immersion X de l'orifice, répondant à 

une cote quelconque d'aval entre les limites o et 0,357g. 

On procéderait do la môme manière pour toute lovée de vanne moindre 

que o,485G7. 

Il ne nous reste plus à examiner que le cas d'une levée comprise entre 

ce dernier nombre et | - Ici, le second mode étant, comme on l'a vu, in 

conciliable avec la permanence, on pourra recourir au premier. L'impos

sibilité du second mode tenait à ce que le profil commençait sur la bran

che A„ à peu de distance do l'orifice «S, et se terminait avant la fin du 

canal : on la fera disparaître par un choix convenable de l'immersion k. 

Nous pouvons en effet déterminer k de manière à faire commencer le 

profil sur A u ou sur A 3 ; il suffit pour cela d'employer les formules (5) 

ou (6), après avoir remplacé à1 par ^ et z par sa valeur connue. Si l'on 

prend, par exemple, z = 0 ,6 , on tire de la première 

z 4 - X• = 0,72993 ou ¿ = 0 , 1 2 9 9 3 , 

et de la seconde 

z -f- X- > o , 72993 ou X " > o , i 2 g g 3 . 

La valeur de k pour z = o , 6 dépendrait de la cote d'aval. En suppo

sant X très-peu inférieur à 0 ,12993, on serait , au point de départ, sur 

la branche A 2 , mais assez près de l'asymptote A u pour reculer la croupe 

terminale jusqu'à la fin du canal ; la cote do niveau y serait alors 

7,9810 — 0,72993« ou 1,4017. Les niveaux plus bas du réservoir R 

n'auraient aucune influence ni sur le débit ni sur le profil, sauf la dépres

sion locale précédant le déversement au point extrême d'aval. Quand la 

coLe de R' diminuerait de 1 ,4017 à 1 ,9810 — o ,7299 = 1 ,25i 1, le profil 

serait une portion de A 2 de plus en plus rapprochée de l'asymptote A u , 

mais q et X- continueraient à ne varier qu'insensiblement; entre les cotes 

] , 2 5 n et o, le profil appartiendrait à A 3 , et q ainsi que X-prendraient des 

valeurs correspondantes qu'on pourrait obtenir par tâtonnement, puisque 

réciproquement la connaissance de X permettrait de calculer q par la for

mule (1) e t l a cote d'aval par la formule (12) du n° 8 1 . 

1 = o , 7 9 2 3 second modo 

q = 0,2 \fig (1 — 0,6708) = 0,5o82 premier mode. 
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La solution se trouve ainsi complète. Mais le lecteur aura dû recon

naître, sans qu'il y ait besoin d'insister davantage, qu'elle estquelque peu 

hypothétique et que des expériences de vérification seraient beaucoup à 

désirer. 

Indications sommaires relativement au cas où le rapport a3 dépasse

rait l'unité. — Le cas où la pente du canal serait assez forte pour 

rendre a3 supérieur à i se traiterait par des moyens analogues. La diffi

culté principale dans les problèmes de cette espèce consiste toujours à 

prévoir quelle sera la nature du phénomène physique auquel on appli

quera ensuite le calcul, c'est-à-dire à choisir parmi les trois modes d'écou

lement celui dont l'existence sera seule possible ou tout au moins la plus 

probable, et à voir en outre s'il y aura ou s'il n'y aura pas de ressaut. 

Une fois cette difficulté va incue , la solution se complétera toujours par 

des calculs directs ou par tâtonnement. Or voici les considérations sur 

lesquelles on pourra se fonder dans le choix dont il s'agit. 

Si la levée de vanne est assez faible, et qu'on ait 

2 

il en résultera, d'après la formule ( 8 ) , z < H, et par conséquent le point « 

(Jîg-ig, p . 3 I Î ) appartiendrait à la branche B 1 (n° 83) .Cet te branche,pou

vant s'étendre à l'infini vers l'aval, se produira effectivement, et l'écoule

ment se fera suivant le second mode, tantqu'aucutic retenue n'existera, ou, 

s'il y a une retenue dans la section finale, tant qu'elle ne dépassera pas 

le niveau de la branche B, dans la même section. Les variations du niveau 

de R' n'influenceraient alors que la dépression locale précédant le déver

sement du canal dans ce réservoir. Au contraire, une retenue plus con

sidérable pourrait engendrer un ressaut superficiel qui ferait passer le 

profil sur la branche B 3 ; l 'emplacement du ressaut étant supposé d'abord 

tout près de l'orifice, puis à l'extrémité inférieure du canal, on aurait les 

deux l imites, supérieure et inférieure, de la re tenue , compatibles avec 

l'existence de ce phénomène dans ses conditions normales. Si la limite 

supérieure était dépassée , on tomberait dans le premier mode d'écoule

m e n t , avec orifice n o y é ; si la l imite inférieure n'élait pas atteinte, il se 

produirait probablement un ressaut incomplet, accompagné de bouillon

nements et de fluctuations, de manière à dépenser l'excès de force vive 

disponible à l'extrémité d'aval. 

Il y aurait Heu de répéter à peu près les mêmes observations pour le 

2 2 
cas où la levée z de la vanne se trouverait comprise entre = et 

2 -f- tr 3 
La seule différence consiste en ce que la branche B s se substitue à B,; 

ce serait la droite B u du régime uniforme, dans le cas intermédiaire où 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A N A U X D É C O U V E R T S . 3 2 ^ 

l'on aurait 

2 
z — ; • 

i 4- a3 

Supposons maintenant z > co qui ne peut se rencontrer, avec le 

second mode d'écoulement, que dans une prise d'eau entièrement libre, la 

vanne étant supprimée. L'inégalité z > - • , jointe à l'équation ( 8 ) , donne 

z > Ha; par s u i t e , si l 'écoulement se faisait suivant le second m o d e , le 

premier point du profil en long appartiendrait à la brancho B 3 , et ce 

profil devrait se relever de plus en plus vers son asymptote horizontale, 

en prenant, du côté d'aval, des profondeurs croissantes. Une pareille con

séquence semble inadmissible, à moins que le niveau du réservoir d'éva

cuation R1 n'ait justement la hauteur qui répondrait au tracé de cette 

branche B 3 ; en supposant d'abord z — i (c 'est-à-dire l'absence d'écoule-

ment), puis z = - , on aurait les deux l imites entre lesquelles pourrait 

varier le niveau de R' pour permettre la réalisation du second m o d e , 

avec le profil B 3 . Si le niveau d'aval descend au-dessous de la seconde 

limite, il faut nécessairement que le phénomène change de nature. D'après 

l'opinion très-plausible exprimée par M. Boudin, le troisième mode d'écou

lement (qui permet à la dépense d'augmenter, z ne changeant pas) doit 

alors se substituer au second; lo même auteur pense en outre que z de

vient égal à i, et que la profondeur z', à peu de distance de l'orifice «6 , 

prend la valeur H a qui convient au commencement de la branche B 2 . Le 

profil en long débuterait donc par un arc de cette branche, et l'on rc-

2 2 
tomberait ainsi dans le cas où z variait entre r et - J mais cependant 

a 4 - a i 

avec celte différence que le débit aurait augmenté : la branche B 2 persis

terait jusqu'au bout s'il y avait en aval un déversement plus ou moins 

libre, tandis que, s'il y avait une retenue modérée , le profil comprendrait 

un arc B 2 suivi d'un arc B 3 , avec ressaut dans l'intervalle. 

N O T E A D D I T I O N N E L L E A U X § § III ET I V . 

Les premières recherches faites sur les questions traitées à partir du 

n° 7G sont celles qui ont été publiées au commencement de 1828, par 

M. Bélanger, dans son Essai sur le mouvement des eaux courantes. Ce 

travail, dont les bases avaient été trouvées par l'auteur dès 1826, ne fut 

écrit qu'en 1827, et approuvé au mois de juillet de la m ê m e année, par 

le Conseil général des Ponts et Chaussées, qui en demanda la publication. 

Avant d'avoir lu le Mémoire de M. Bélanger, dans l'hiver do 1828, 

M. le général Poncelet donna à l'École d'Application de Metz la théorie 
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générale des mêmes questions, fondée sur la considération du travail des 
forces, dont M. Bélanger n'avait pas fait usage. 

Peu de temps après la publication du Mémoire de M. Bélanger, Xavier 
donna une théorie analogue dans son cours de l'École des Ponts et Chaus
sées, en l'appuyant sur une autre démonstration. 

Les Annales des Ponts et Cliaiissées, année i836, contiennent sur ce 
sujet deux Mémoires, l'un de Vauthier, l'autre de Coriolis, où se trouvent 
diverses applications des formules du mouvement permanent varié et 
quelques études sur des points de détail. 

Feu M. l'inspecteur général Dupuit a publié, en 1848, un ouvrage ayant 
pour titre : Etudes théoriques et pratiques sur le mouvement des eaux 

courantes, dans lequel se trouvent des aperçus nouveaux. L'auteur a no
tamment intégré la formule différentielle qui donne la longueur du courant 
en fonction de la profondeur, dans divers cas particuliers; il a ensuite 
donné une table, fondée il est vrai sur des hypothèses restrictives, pour 
simplifier le calcul du profil longitudinal d'un cours d'eau dont le mouve
ment n'est pas uniforme. Un travail remarquable de M. de Saint-Yenant, 
inséré dans les Annales des Mines (4 e série, tome X X ) , a montré qu'on 
se passe au besoin de ces hypothèses restrictives ; des tables numériques 
annexées à ce Mémoire peuvent remplacer celles de M. Dupuit, et s'ap
pliquent à un cas qu'il avait laissé de côté, celui des lits à section trapé
zoïdale , dont la profondeur est comparable à la largeur. En nous bor
nant au cas d'un lit très-large et relativement peu profond, nous avons 
donné (n° 81 ) une méthode qui ne suppose pas, comme l'a fait M. Dupuit, 

U 2 

que est négligeable devant l'unité (ce qui revient à admettre que le 

frottement du lit consomme la pente superficielle tout entière ) : nos calculs 
n'en deviennent pas plus compliqués. Mais M. Dupuit peut revendiquer 
en propre l'idée qui a rendu possible la construction de tables comme 
les siennes, celles de M. de Saint-Venant et la Table IV, susceptibles de 
s'appliquer à des lits de pente quelconque. Il était nécessaire, pour cela, 
de trouver un artifice de calcul propre à faire disparaître la pente i de 
l'intégrale à chercher, de manière que celle-ci ne fût plus fonction que du 
rapport de la profondeur à une ligne constante. 

Quant au ressaut, M. Bélanger avait proposé, en 1827, une formule 
obtenue en supposant qu'on pût dans co phénomèno négliger les pertes 
de charge. Plus tard, en i838 , il a donné la théorie que nous avons re
produite d'après lui au n° 85 (en la généralisant un peu) , et qui semble 
plus rationnelle. 

Il convient enfin de rappeler ici le remarquable travail publié en 1863 dans 

les Annales des Travaux Publics de Belgique, par M. l'Ingénieur Boudin, 

lequel a fait faire un pas important à la théorie du mouvement perma-
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Fig . 5o . 

nent de l'eau dans les canaux découverts, d'abord en généralisant divers 
résultats qu'on n'avait encore démontrés que pour des cas particuliers, 
puis en posant et traitant avec beaucoup plus de netteté le problème du 
profil longitudinal. 

§ V . — E f f e t s d e s c h a n g e m e n t s b r u s q u e s d e s e c t i o n d a n s l e lit 

I d e s r i v i è r e s o u c a n a u x . 

90. Notions générales. — La t h é o r i e d u m o u v e m e n t p e r 

manent va r ié , d o n n é e au § I I I de ce c h a p i t r e , s u p p o s e e s s e n 

t iel lement q u e les filets s o n t à peu p r è s p a r a l l è l e s dans c h a q u e 

section; e l le n e p e u t d o n c s ' a p p l i q u e r à d e s lits d e s e c t i o n 

ou de p e n t e var iab le q u e si l es v a r i a t i o n s s o n t suf f i samment 

lentes. E n s u p p o s a n t , par e x e m p l e , u n e d i m i n u t i o n b r u s q u e 

de sec t ion , il e n r é su l t e r a i t d ' abord u n e con t r ac t i on su iv ie 

d ' épanou i s semen t , e t , pa r s u i t e , u n e p e r t e de charge a n a l o g u e 

à celle des a jutages c y l i n d r i q u e s . De p l u s , la loi d e r é p a r t i t i o n 

des v i tesses se ra i t , d a n s la s ec t i on c o n t r a c t é e , t o u t à fait dif

férente de ce q u ' e l l e es t d a n s le m o u v e m e n t u n i f o r m e . P o u r 

le mon t r e r , s o i e n t va e t v l es v i t e s se s d ' u n e m o l é c u l e dans u n e 

s e c t i o n AB [fig- 5 o ) e t dans la s e c t i o n 

c o n t r a c t é e CD ; so i t en o u t r e y la p e n t e 

supe r f i c i e l l e t o t a l e d e A e n C. L e s 

filets é t a n t s u p p o s é s pa r a l l è l e s en AB 

et CD, e t ces s e c t i o n s a s sez r a p p r o 

c h é e s p o u r q u ' o n p u i s s e n é g l i g e r le 

f r o t t e m e n t du l i t e t des c o u c h e s 

fluides l es u n e s s u r l e s a u t r e s , o n a u r a i t , d ' a p r è s le t h é o r è m e 

de Bernou l l i , 

— - î i = r 

2 # 2g 

car dans c h a q u e s e c t i o n le n i v e a u p i é z o m é l r i q u e p e u t ê t r e 

confondu avec le n i v e a u de l ' eau . 11 y a d o n c u n e q u a n t i t é 

constante igy a j o u t é e au ca r r é de la v i t e s se d ' u n filet q u e l 

conque, c e q u i modi f ie t o u t à fait la r e l a t i o n e n t r e la v i t e s s e 

moyenne e t l e s v i t e s s e s au fond ou à la su r face . Si la s e c 

tion CD es t p l u s pe t i t e q u e AB, il faut n é c e s s a i r e m e n t a d 

mettre q u e y es t positif, s a n s q u o i l e s v i t e s s e s v s e r a i e n t p l u s 

petites q u e l e s v i t e s s e s v,, e t la d é p e n s e de CD n e p o u r r a i t 
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(*) Cette c o n s i d é r a t i o n m o n t r e l ' incer t i tude qui affecte l 'expression adoptée 

p o u r le f r o t t e m e n t du l i t contre u n l i q u i d e e n m o u v e m e n t permanent varié, 

aussi b i e n à l ' in tér ieur de t u y a u x fermés ( n ° 58) que danfl les canaux décou

verts ( n ° 77). 

éga le r ce l le d e AB. On voi t a lors q u e le t e r m e cons tant igy 

t e n d à r a p p r o c h e r d e l ' u n i t é le r a p p o r t d e la v i t e s se min imum 

q u i a l i eu au fond , à la v i t e s s e m o y e n n e ; e t c o m m e le frot

t e m e n t des pa ro i s pa ra î t s u r t o u t d é p e n d r e d e ce t te vitesse 

m i n i m u m , l ' e x p r e s s i o n o r d i n a i r e II&,U 2 , qu i r ep résen te le 

f r o t t e m e n t en q u e s t i o n pa r m è t r e c a r r é , dans le cas ^du 

m o u v e m e n t u n i f o r m e , d e v i e n d r a ici t r o p faible, a t tendu que 

n o u s a v o n s u n e v i t e s s e a u fond p l u s g r a n d e , à égalité de 

v i t e s s e m o y e n n e (*). Q u a n t à la c o n v e r g e n c e des trajectoires 

su iv i e s pa r l e s fi lets, o n a d i t q u e l q u e f o i s qu ' i l pouvait en 

na î t r e u n e r é s i s t a n c e p a r t i c u l i è r e ; m a i s ce l t e rés is tance est 

s ans d o u t e t rès- fa ib le , car d a n s l ' é c o u l e m e n t par un orifice 

en m i n c e p a r o i , o ù l e fait d e la c o n v e r g e n c e ex is te à un très-

hau t d e g r é , la p e r t e de c h a r g e p r o d u i t e e s t nég l igeab le . 

C o n s i d é r o n s m a i n t e n a n t le cas d ' u n é l a r g i s s e m e n t de sec

t i o n . S'il es l b r u s q u e , il en r é s u l t e r a d e s r e m o u s e t tourbillons 

q u i p r o d u i r o n t u n e p e r t e d e c h a r g e a n a l o g u e à cel le dont la 

v a l e u r a é t é é t u d i é e au n° 32 . S'il es t progress i f , mais rapide, les 

filets su ivan t l e b o r d t e n d r o n t à s ' en d é t a c h e r , ce qu i sera encore 

u n e c a u s e d e r e m o u s e t d e p e r t e d e c h a r g e . Il serai t à désirer 

q u ' o n p û t fixer u n e l i m i t e p r é c i s e d e l ' i n c l i na i son relative des 

b o r d s , au delà d e l a q u e l l e c e p h é n o m è n e sera i t à craindre; 

faute de d o n n é e s e x p é r i m e n t a l e s s u r ce su je t , il faut prendre 

u n e l i m i t e assez fa ible , pa r e x e m p l e u n ang l e de 3 ou 4 de

g r é s . Cet a n g l e n ' a t t e i g n a i t p a s 4 ° 3 o ' d a n s l 'a jutage divergent 

de V e n t u r i , d o n t n o u s a v o n s c i té l e s d i m e n s i o n s au n° 38, et 

c e p e n d a n t la p e r t e d e c h a r g e y é ta i t c o n s i d é r a b l e ; mais le 

f r o t t e m e n t d e s pa ro i s c o n t r i b u a i t s ans d o u t e à ce t t e pe r te . 

L e s c h a n g e m e n t s b r u s q u e s d e s e c t i o n p e u v e n t d o n n e r lieu, 

dans c e r t a i n s cas e x c e p t i o n n e l s , à des c o n s é q u e n c e s qui sem

b l e n t c o n t r a i r e s a u x o p i n i o n s r e ç u e s . Par e x e m p l e , on admet 

g é n é r a l e m e n t q u e si on é la rg i t u n e r i v i è r e s u r u n e assez grande 

l o n g u e u r , la v i t e s s e a ins i q u e la p e n t e super f ic ie l l e diminuent 
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dans la pa r t i e é la rg ie ; q u e , p a r c o n s é q u e n t , s i l e n i v e a u e n 

aval de l ' é l a r g i s s e m e n t n e c h a n g e pas , l ' opé ra t i on fera b a i s s e r 

celui d e la par t ie s i t u é e e n a m o n t . Mais les c h o s e s p e u v e n t 

ne pas s e passe r a ins i p o u r un é l a r g i s s e m e n t b r u s q u e e t c o u r t . 

En effet, la p a r t i e é l a rg i e fo rmera u n e e s p è c e d e b a s s i n , d e 

pente p r e s q u e n u l l e , q u i devra se t r o u v e r a u - d e s s u s du n i v e a u 

constant d 'aval , d ' u n e q u a n t i t é r e p r é s e n t a n t à p e u p r è s la h a u 

teur due à la v i t e s s e de s o r t i e . R ien n ' e m p ê c h e q u e c e t t e s u r é 

lévation fasse p l u s q u e c o m p e n s e r l ' a f fa ib l i ssement de la p e n t e 

superficielle, e t l 'on a u r a i t a l o r s , à l ' o r i g i n e de l ' é l a r g i s s e m e n t , 

un niveau p l u s é l e v é q u e dans l ' é t a t pr imit i f . 

Il y a, au su je t d e s t u y a u x c y l i n d r i q u e s , u n e r e m a r q u e a n a 

logue qu i v i e n t à l ' a p p u i d e s a p p r é c i a t i o n s p r é c é d e n t e s . Si u n 

tuyau à d i a m è t r e e t à déb i t c o n s t a n t s es t , s u r u n e c e r t a i n e f rac 

tion de sa l o n g u e u r , r e m p l a c é par u n a u t r e de d i a m è t r e p l u s 

grand, le f ro t t emen t d e s pa ro i s c o n s o m m e u n e c h a r g e m o i n d r e 

sur la pa r t i e é l a r g i e ; de s o r t e q u e , le n i v e a u p i é z o m é t r i q u e 

étant s u p p o s é c o n s t a n t e n ava l , ce lu i d ' a m o n t t e n d r a i t à ba i s se r 

par cet te c a u s e , à éga l i t é de v o l u m e d é p e n s é . Mais d ' u n a u t r e 

côté il t end à m o n t e r à c a u s e d e s p e r t e s de c h a r g e s p r o d u i t e s 

parles c h a n g e m e n t s b r u s q u e s de d i a m è t r e ; e t c o m m e c e s der 

nières p e r t e s s o n t i n d é p e n d a n t e s d e la l o n g u e u r s u r l a q u e l l e a 

lieu l ' é l a rg i s semen t , t a n d i s q u e l e ga in o b t e n u l u i e s t p r o p o r 

tionnel, on c o n ç o i t b i e n q u ' e l l e s p u i s s e n t d e v e n i r p r é d o m i n a n t e s 

quand o n n ' é l a rg i t q u ' u n e p e t i t e fract ion d e la l o n g u e u r t o t a l e . 

Les c h a n g e m e n t s b r u s q u e s d e s e c t i o n d a n s l e s c o u r s d ' e a u 

donnent l ieu à d i v e r s p r o b l è m e s d ' u n g rand i n t é r ê t p o u r l e s 

ingénieurs. M a l h e u r e u s e m e n t il n ' e s t pas e n c o r e p o s s i b l e , 

dans l 'état a c t u e l d e la s c i e n c e , d ' e n i n d i q u e r u n e s o l u t i o n 

bien sa t i s fa isante . N o u s n o u s c o n t e n t e r o n s des e x e m p l e s t r a i t é s 

dans les n°" 91 e t 92 c i - a p r è s , o ù la t h é o r i e fou rn i t q u e l q u e s 

aperçus sans d o u t e i n c o m p l e t s e t p e u r i g o u r e u x , ma i s q u e l a 

pratique p e u t c e p e n d a n t u t i l i s e r . 

91 . Barrages noyés. — O n s u p p o s e u n b a r r a g e ou d é v e r s o i r 

établi en t r ave r s s u r u n c o u r s d ' e au , d o n t le n i v e a u e t la d é 

pense son t v a r i a b l e s ; p o u r s impl i f i e r l e s c a l c u l s q u e n o u s 

avons à faire, n o u s c o n s i d é r o n s le l i t c o m m e s e n s i b l e m e n t 
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r e c t a n g u l a i r e et le fond c o m m e h o r i z o n t a l , aux env i rons de ce 

b a r r a g e . La d é p e n s e ayan t u n e v a l e u r d é t e r m i n é e et connue , 

on d e m a n d e : i° la p l u s g r a n d e h a u t e u r q u e p e u t a t te indre le 

n i v e a u d 'aval , s a n s q u e ce lu i d ' a m o n t so i t i n f l u e n c é ; i" dans 

le cas où c e t t e l i m i t e se ra i t d é p a s s é e , q u e l l e chu t e s'établira 

de l ' a m o n t à l 'aval . 

N o u s a p p e l l e r o n s : 

L la l a r g e u r d u c o u r a n t ; 

A0 sa p r o f o n d e u r e n a m o n t , à q u e l q u e s m è t r e s du barrage; 

U c sa v i t e s s e m o y e n n e au m ê m e p o i n t ; 

h e t U les q u a n t i t é s a n a l o g u e s p o u r u n e s e c t i o n prise un peu 

e n a v a l ; 

c la h a u t e u r d e la c r ê t e du b a r r a g e a u - d e s s u s du fond du lit; 

v la v i t e s s e d e la l a m e fluide a u - d e s s u s d e ce t te c rê te ; 

71 l ' épa i s seu r d e la m ô m e l a m e f lu ide . 

La c o n t r a c t i o n la té ra le n ' e x i s t a n t p a s , si le bar rage fonctionne 

c o m m e d é v e r s o i r en m i n c e p a r o i , la d é p e n s e Q sera donnée 

(n° 30) pa r la f o r m u l e 

L e coeff ic ient o , 4 5 devra i t s u b i r u n e c e r t a i n e r éduc t ion et des

c e n d r e à o , 3 8 5 , ou p e u t - ê t r e à u n n o m b r e p lu s faible, comme 

o,36 o u 0,37, si la c r ê t e , au l i e u d ' ê t r e e n m i n c e paroi , avait une 

l o n g u e u r n o t a b l e , avec u n e l é g è r e i n c l i n a i s o n . La formule sub

s i s te t a n t q u e l e d é v e r s o i r d é b o u c h e l i b r e m e n t dans l'air, ce 

q u i e x i g e s e u l e m e n t q u e l ' e au d 'aval so i t à u n n iveau inférieur 

à c e l u i de la c r ê t e . Q u a n d l ' eau d'aval d é p a s s e la c rê te , mais 

s e u l e m e n t d ' u n e q u a n t i t é m o i n d r e q u e n, il s emble évident 

q u e la f o r m u l e n e d o i t p a s ê t r e m o d i f i é e ; t o u t au p lus il arrive 

q u e l e s filets p e r d a n t l e u r f o r m e p a r a b o l i q u e et devenant pa

r a l l è l e s en d e s s u s du d é v e r s o i r , c o m m e d a n s le cas où celui-ci 

a u n e é p a i s s e u r n o t a b l e , il faudra i t r é d u i r e le coefficient numé

r i q u e , a ins i q u e n o u s v e n o n s d e le d i r e ; ce qu i relèverai t fai

b l e m e n t l e n i v e a u d ' a m o n t , à égal i té d e d é p e n s e . En exami

n a n t la c h o s e d e p l u s p r è s , on vo i t m ê m e q u e le niveau d'aval 

p e u t s ' é l e v e r e n c o r e p l u s h a u t sans q u e la d é p e n s e ait à subir 

d ' a l t é r a t i on s e n s i b l e . 

— c H ) 
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S 

soit plus s i m p l e m e n t 

On a en o u t r e 

Q 

par su i te , en é l i m i n a n t Q et U, la r e l a t ion p r é c é d e n t e d e v i e n t 

équation du t r o i s i è m e d e g r é d e h, d 'où l ' o n t i re ra i t c e t t e q u a n -

App l iquons , e n effet, le t h é o r è m e g é n é r a l des q u a n t i t é s d e 

mouvement p r o j e t é e s , au l i q u i d e c o m p r i s e n t r e le p l an ver t ica l 

AB [fig. 51 ) qu i passe par le seu i l du b a r r a g e , e t la s e c t i o n CD 

Fig. 5 , . o ù la v i t e s s e est U. Pa r 

r d e s c o n s i d é r a t i o n s s e m -

" f V ^ T S ^ S ^ g ^ ^ B _ n i ab le s à ce l l e s d o n t o n 

" . z ! ^ 7 C r £ ^ ^ - f = $ ^ ' ~ 4 ? L ~ ^ f h ^ J I q T I a fait u sage à l ' occas ion 

' , du r e s sau t , on r econna î -

' ' / l i t l c ) ^ l r a Q ' a D O r u 1 u e l ' a u S ~ 

. 1 ! i l l ^ r ^ ^ T ^ H - m e n t a t i o n a l g é b r i q u e 

» x « « w s ^ j ^ \ \ « m w s ^ ^ ( j e ] a q u a n t i t é de m o u 

vement du s y s t è m e e n p r o j e c t i o n s u r l ' ho r i zon t a l e , p e n d a n t 

I I Q J , T T 

un t emps t r e s - c o u r t G, e s t ( U — v), en a d m e t t a n t q u e 

toutes les m o l é c u l e s d ' u n e m ê m e sec t i on p o s s è d e n t u n e m ê m e 

vitesse. Q u a n t a u x i m p u l s i o n s , il faut t e n i r c o m p t e s e u l e m e n t 

de celle p r o d u i t e par la p r e s s i o n s u r l es sur faces BAE et CD, 

abstraction faite d e la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e q u i e n v e l o p p e 

tout le s y s t è m e . L e s p r e s s i o n s d e ces su r faces d o i v e n t s u i v r e 

à peu p rès la loi h y d r o s t a t i q u e , p a r c e q u e les filets s o n t s e n s i 

blement pa ra l l è l e s e n t r a v e r s a n t AB e t CD, e t q u e l e l i q u i d e 

en contac t avec AE n 'a q u ' u n m o u v e m e n t assez l e n t ; d è s 

lors l ' impu l s ion p r o j e t é e a p o u r v a l e u r ^ BtSL [(c-f - n ) ' — A ' ] . 

On a donc 
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t i t é si l ' on conna i s s a i t V e t 73. P o u r ca l cu l e r ces i nconnues 

aux i l i a i r e s , n o u s a d m e t t r o n s q u e , c o n f o r m é m e n t à ce qu 'on a 

v u dans la t h é o r i e du d é v e r s o i r (n° 30 ), l ' aba i s semen t superfi

c ie l en a m o n t LIA — « — C e s t l ié à la c h a r g e to ta le sur le seuil 

par l ' é q u a t i o n 

3ï) = 2 [ht — ch " 
q u i , c o m b i n é e avec 

Q = o , 3 : L ( A . - c - h g) y / a f f (* . -« + 
d o n n e r a i t , p o u r d é t e r m i n e r n , 

3 / 3" 
Q = 0 , 3 7 L - n i / 2^-. - y] = o , 6 8 L n fagr,-

Ayant n, o n ca lcu le ra i t v = e t l ' on a u r a i t a i n s i les éléments 

n é c e s s a i r e s p o u r o b t e n i r la v a l e u r n u m é r i q u e de h. 

Voici un exemple. Soient 2 = i""c

:2o, c. = 2"1; nous aurons d'abord 

1,20 = 0,68 yj v'ag'ii doù » = o m , 5 4 ; 
puis 

« = —r-; = a m ,222, et — = o m , 2à i5 . 
o ,54 2g-

Par suite, l'équation en h devient 

1 , 0 0 6 x 0 , 5 4 (2^-1^= ( 2 ; 5 4 ) ! - A ! , 

ou bien 

/13 — 6, gg5/z-h 0,29,3 = 0. 

Il y a une racine positive comprise entre o et 1; mais elle ne convient 
pas à la question, puisque nous cherchons le relèvement du bief d'aval 
au-dessus du déversoir, et que par conséquent A doit être supérieur à 1. 
Le tâtonnement donne une autre racine égale à a™,623 environ : c'est la 
limite demandée de la profondeur en aval, au delà de laquelle l'eau ne 
pourra s'élever sans entraîner une élévation correspondante en amont. 

M a i n t e n a n t , si la p r o f o n d e u r e n aval d é p a s s e cet te limite, 

q u e l l e sera la p r o f o n d e u r en a m o n t ? Afin de r é p o n d r e à cette 
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S 

U'„2 

2g ïg 

« ) = ( c - W ) 2 - A' 2 , 

h',— c — n', 

9 = •nW = h',V\, 

dont la p r e m i è r e e t l e s d e u x d e r n i è r e s son t c o n n u e s ; la 

seconde est u n e app l i ca t ion i m m é d i a t e du t h é o r è m e de B e r -

noulli au p a r c o u r s d ' u n e m o l é c u l e d e p u i s la s ec t i on FG, où la 

vitesse est U ' 0 > j u s q u ' à la s e c t i o n AB. Ces q u a t r e é q u a t i o n s s e r 

viront à d é t e r m i n e r les i n c o n n u e s n', v', h',, U'„, l o r s q u e Q et h1 

seront d o n n é s . L ' é p a i s s e u r n' de la l a m e d 'eau AB n ' e s t p a s 

calculable par la m ê m e r e l a t i on q u e >j, p a r c e q u e le ba r rage n e 

fonctionne p lu s c o m m e d é v e r s o i r . 

Pour continuer l'application numérique ci-dessus commencée, faisons 

J = I ° " \ 2, c = 2 ™ et h'=3m. 

0 i i 

Nous pouvons faire dans la première équation v' = — r , et nous 

aurons 

^ ( Ï - ' H ' - M ' ) * - 3 " . 

ou bien, en faisant disparaître 1RS dénominateurs et ordonnant, 

I ' 3
 4 - 4 * i 1 5 — 5,098*1'4-0,2936 = O; 

cette équation nous donne 

« ' = o m ,966 environ. 
1 2 v" 

Par suite, c ' = — ~ , - T . = 1 ° , a i a e t — — 0,0786; substituant dans la 
0,9Gb ig 

I w 
seconde équation et faisant U'B = on trouvera 

ques t ion , d é s i g n o n s par r j ' , v', h\, U ' „ h' ce q u e d e v i e n n e n t 

r e spec t ivemen t ri, v, hc, U 0 , h, la d é p e n s e Q r e s t a n t t o u j o u r s la 

même : n o u s a u r o n s l es é q u a t i o n s 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



336 C H A P I T R E Q U A T R I È M E . 

on tiro de là 

A', + ^ - 3-,045, 

ce qui donne //, sensiblement égal à 3 m , 037. Il y aurait donc de l'amont à 
l'aval une chute de 3 n l ,o37 — 3 m , soit de o m . o37 . 

Tous ces calculs sont susceptibles de simplifications assez grandes quand 
on veut se contenter d'un degré d'approximation ordinairement très-
acceptable en pratique. Supposons d'abord le barrage fonctionnant comme 
déversoir et proposons-nous rie chercher la hauteur limite h, en aval, 
compatible avec l'existence du déversoir. Soit x = h — c — r, la contre-
pente superficielle entre les sections ÀB et CD : l'équation fournie par le 
théorème des quantités de mouvement pourra s'écrire 

(,) ^(tp} = [k + e + v)[h-e-v)i 

ou bien 

, . r, (h— n) _ 2 P 1 J L ( c + . r ) 
g A(/i + c + ï ) g (c 4 - 7) 4 - .r) (ic 4 - 2 1 9 + x)'1 

relation du troisième degré en x, qui détermine cette inconnue (et par 
suite h) quand n et c sont donnés. Or si l'on considère la fonction de x 

y = 
( t ' 4 - 7 L 4 - „ r ) ( 2 C 4 - 2 » ! 4 - x ) 

en faisant varier x 4 - c de o à œ , on voit y croître d'abord jusqu'à un 

maximum répondant à x 4 - e = / » 1 (c 4 - 2 » ) , puis décroître jusqu'à zéro; 

le maximum dont il s'agit a pour valeur — : 1 Comme dans 
\\Jn 4 - \/c 4 - an)* 

la question actuelle x 4 - c ne peut être que positif, on a donc nécessai
rement 

r + J 1 

( C + H + Ï ! ( 2 C + 2 Ï I - I ) (v^ + l / c ' + a ^ ) " 
par conséquent, d'après l'équation ( 2 ) , 

2 l'J 71 

x < 7~F \ji 

ou encore 
(3) x < ± - 4 

ig 

Si la hauteur c du barrage pouvait s'annuler devant «, on tirerait de là 

»' 4 n 

X < • - = — O U J R < R O , Q 0 B 
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Mais en réalité, pour qu'il y ait déversoir, c ne peut guère descendre au-

dessous de trois ou quatre fois n; faisant - = 3 dans l'inégalité ( 3 ) , elle 

devient 

x < 4 

soit 

D'un autre côté, on a 

et par suite 

x < o , 3 8 — • 

0 — o,68L>j ^IGRI, 

V = -Q- = 0 , 6 8 tf'AGT , 

— =. ( o , 68 ) ' v ] — 0 , 4 6 " ; 

donc nous posons enfin 

x < o , 3 8 . o , 46<j, 

c'est-à-dire 
x < o , 175 R,. 

I.e but de cette discussion préliminaire est de montrer que si la pro

fondeur en aval est suffisante pour permettre la formation d'une contre-

pente superficielle, sans cependant dépasser la limite cherchée h, la hau

teur x de la contre-pente sera une faible fraction de n. On peut donc, 

sans grande erreur, supprimer x dans le second membre de l'équation ( 2 ) 

devant r, 2 C - 4 - 2 1 , d'autant plus qu'on aura diminué simultané

ment les deux termes de la fraction / , et que les erreurs se compenseront 

en partie; ainsi nous aurons approximativement 

(4) X = • - - = 0 , Q 2 C - - , 

1 ' 2 F F le-r->i)- ' V {(•• + *) 

ou encore 

(5) A = c + , + 0 i 9 a c _ î : _ . 

Dans la seconde partie de la question, il s'agissait, étant données Q et h\ 

de calculer »1' et h'a. L'équation des quantités de mouvement et des im

pulsions subsistant toujours, un calcul pareil à celui qu'on vient de faire 

donnerait eno»re l'inégalité 

x < — • 
1 G 

1 + 
1 

H. 2 e E D I T , 

vA 
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x'< 
a ^ L V 2 

Le second membre est une fonction décroissante de r, ' : donc, lorsqu'on 

faisant croître la profondeur en CD depuis h jusqu'à //', on aura forcé 

l'épaisseur de la lame sur le barrage à prendre la valeur r, ', plus grande que 

l'épaisseur primitive », la limite supérieure de la contre-pente aura dimi

nué; et puisque le rapport — ne pouvait être déjà qu'une faible fraction, 

à plus forte raison la même chose doit se dire du rapport On posera 

donc d'abord, en raisonnant comme tout à l'heure, 

, t>'2 Î J I V Q 2 ic 
x' = h' -

2 b ( c + * 1 ' ) ' 2 g L ! T,'[c + r,' 

d'où résulte 

Q 2 Î C 
h'—c-

ïgL2 n' [c + r,' 

Or on a reconnu que ~ ou - — ~ — i est une petite quantité : on pourra 

done, dans le second membre de cette dernière égalité, faire approxima

tivement n' = h'— r, et l'on aura 

(6) -gL'fi"(h'-c) 

ou, en nommant U' la vitesse dans la section CD, 

il) n'=h'—c— -., 
LT_ 2 ic 

Il ne reste plus à trouver que/*', : pour cela, on prendra l'équation 

//„ = c + n H > 
on y fera 

dans laquelle x' désigne la nouvelle contre-pente superficielle en aval du 

barrage. On a en outre 

, 0 

'' = i ~ ' 

et conséqueminent 

Q ! 4 

0 U 7 i ' U 7 ' , , , , U ' 2 ir 
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La vitesse U' n'étant autre chose que on tirerait encore de l'équa

tion (8) , 

(9) Q ' = L A ' ( T " - 1 ) ^ * ' * ' . - ' ' ) . 

formule qui ferait connaître la dépense d'un barrage noyé, pour une hau

teur suffisante de l'eau d'aval au-dessus du seuil; mais il faut reconnaître 

que la petite erreur commise dans l'évaluation de //„ peut devenir impor

tante relativement à h'a — h', et que par suite on ne doit pas compter 

beaucoup sur la parfaite exactitude de la formule en question. 

Les équations ( 5), (7) et (8) donnent une solution fort simple du pro

blème. Afin de voir jusqu'à quel point elles concordent avec celles que 

nous avons d'abord employées, reprenons le même exemple numérique. 

Le barrage fonctionnant comme déversoir, on avait 

£ = i r a c , 20, n = om,54, c = 2 r a ; 

on tire alors de l'équation (5) 

/1 = 2,54 + 0,92.2 {~^y= »",623. 

Si l'on fait ensuite h' = 3m, il en résulte 

T T , 1,20 U' 2 

U ' = - V - =- u™,4o, — = om ,00816, 3 ag-

et en vertu de l'équation (7), 

«' = 3 — 2 — 0,00816.4 = o'",967 ; 

enfin l'équation [8] donne 

//„ = 3 + 0,00816.4 = 3m,o33. 
Tous ces résultats sont presque identiques avec ceux du premier calcul , 

cependant l'erreur relative sur h'. — k' atteindrait environ - • 
9 

et l'on trouvera 

° *g (h'—CY 

On voit d'après cela que si les vitesses U 0 et U'„ sont modérées, diffé

rera peu do h', et par conséquent on peut , dans le second membre rie 

l'équation précédente, remplacer U'„ parU', ce qui donnera définitivement 

(8) h'=h' ' 
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L ' i n f l u e n c e d ' un ba r rage n o y é s'efface d e p lu s en plus, c'est-

à -d i r e q u e la c h u t e h'0 — h' d e v i e n t de p l u s en plus pet i te , à 

m e s u r e q u e le n i v e a u m o n t e e n ava l . Cela se comprend à 

priori, s ans calcul ; car si le b a r r a g e es t r e c o u v e r t par une 

n a p p e b e a u c o u p p l u s h a u t e q u e l u i , il n ' o c c u p e p lus qu 'une 

pe t i t e fract ion de la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e , et dev i en t en quelque 

so r t e a s s imi l ab l e à u n e o n d u l a t i o n l é g è r e du fond. 

92 . Gonflement produit par le passage d'une rivière sous un 

pont. — N o u s s u p p o s e r o n s ici u n c o u r s d ' eau q u ' o n oblige à 

p a s s e r d a n s u n é t r a n g l e m e n t b r u s q u e d e p e u de longueur, 

c o m m e c e l u i q u i est p r o d u i t par l e s p i l e s et culées d'un 

p o n t . La d i m i n u t i o n de s e c t i o n n 'a l i eu d ' a i l l eurs q u e dans le 

s e n s h o r i z o n t a l , e t le profil t r ansve r sa l du lit conserve ses 

l ignes p r i m i t i v e s d a n s la p a r t i e n o n o c c u p é e par les obstacles. 

E t a n t d o n n é s la d é p e n s e par s e c o n d e , la déf ini t ion complète 

de la fo rme du lit a u x e n v i r o n s du r é t r é c i s s e m e n t et le niveau 

de l ' eau en aval , il s 'agit de d é t e r m i n e r l e n iveau d 'amont . 

Ce t te q u e s t i o n , aus s i b i e n q u e la p r é c é d e n t e , est ext rême

m e n t difficile à r é s o u d r e d ' u n e m a n i è r e sat isfaisante . 11 n'est 

g u è r e p o s s i b l e d ' ana lyser à fond le p h é n o m è n e , à cause de sa 

c o m p l i c a t i o n : la loi su ivan t l a q u e l l e s e c o n t r a c t e n t et s'épa

n o u i s s e n t l es filets f lu ides , l ' i n f l uence de leur frottement 

m u t u e l et des m o u v e m e n t s t u m u l t u e u x , s o n t des choses très-

i m p a r f a i t e m e n t c o n n u e s e t qu i j o u e n t ici le pr incipal rôle. On 

n ' e s t pas m ê m e c o m p l è t e m e n t d ' acco rd s u r la manière dont 

les faits s e p a s s e n t : q u e l q u e s p e r s o n n e s p e n s e n t q u e la dimi

n u t i o n de v i t e s se au de là d u r é t r é c i s s e m e n t doi t correspondre 

à u n e é l éva t ion du n i v e a u , ce qu i a u r a i t l i eu en effet, d'après 

le t h é o r è m e d e B e r n o u l l i , s'il n 'y avai t a u c u n e pe r t e de charge ; 

s u i v a n t d ' a u t r e s , au c o n t r a i r e , c e s p e r t e s de charges sont telles, 

q u e la d i m i n u t i o n d e v i t e s s e n ' o c c a s i o n n e pas de relèvement . 

Au r e s t e , l es o b s e r v a t i o n s s u r ce su je t s o n t difficiles à faire; 

car, d a n s l e s c i r c o n s t a n c e s où c e t t e c o n t r e - p e n t e pourrai t être 

n o t a b l e , la g r a n d e v i t e s s e de l ' eau d o n n e l ieu à des ondulations 

d e n i v e a u e t à u n e agi ta t ion qu i r e n d les m e s u r e s presque 

i m p o s s i b l e s . 

N o u s s o m m e s d o n c forcé de n o u s c o n t e n t e r d ' aperçus théo-
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riques p lu s ou m o i n s i n c o m p l e t s . D 'abord n o u s a d m e t t r o n s 

que la c o n t r e - p e n t e d o n t on v i e n t de pa r l e r est s e n s i b l e m e n t 

nu l l e ; a lors , c o m m e c 'es t u n fait d ' e x p é r i e n c e q u e le n i v e a u 

d'aval n ' e s t pas modi f ié par l ' e x é c u t i o n de l ' ouvrage qu i p r o 

duit le r é t r é c i s s e m e n t , n o u s c o n n a î t r o n s a ins i le n i v e a u e t la 

profondeur de l ' eau dans le passage r é t r é c i . En o u t r e , n o u s 

cons idére rons p o u r p l u s de s imp l i c i t é le lit c o m m e é t an t r e c 

tangulaire et à fond h o r i z o n t a l , aux e n v i r o n s du passage d o n t 

nous n o u s o c c u p o n s . Cela p o s é , so i en t 

Q le déb i t d u c o u r a n t ; 

y la c h u t e supe r f i c i e l l e , e n t r e u n e s ec t i on (À) p r i s e u n p e u 

vers l ' a m o n t , e t la s ec t i on (B) p r i s e dans le r é t r é c i s s e 

m e n t , à l ' e n d r o i t où la c o n t r a c t i o n d e s filets a t t e i n t son 

m a x i m u m ; 

UL le coeff ic ient de c e t t e c o n t r a c t i o n ; 

L la l a rgeur du lit avan t le r é t r é c i s s e m e n t ; 

Ha po r t i on d e c e t t e l a r g e u r l a i s sée l i b re pa r les o b s t a c l e s , 

dans le pas sage r é t r é c i ; 

/1 la p r o f o n d e u r c o n n u e de l 'eau dans ce pas sage . 

L'aire de la s e c t i o n ( A ) aura p o u r v a l e u r L [h -i-y), a t t e n d u 

que li -hy e x p r i m e la p r o f o n d e u r de l ' eau , du cô t é d ' a m o n t ; la 

vitesse est donc-p-— De m ê m e en ( B ) l 'aire de la s e c -
L{h+y) 

tion s ' exp r ime par p lli, v a l e u r à l a q u e l l e r é p o n d la v i t e s se —j^ • 

Maintenant on p e u t a p p l i q u e r le t h é o r è m e de B e r n o u l l i dans 

l'intervalle d e s s e c t i o n s ( A ) e t ( B ) , e n n é g l i g e a n t le f ro t t e 

ment du lit, vu le p e u de d i s t ance de l ' u n e à l ' au t r e : on au ra 

de cet te m a n i è r e 

équation du t r o i s i è m e d e g r é en y, d 'où l 'on t i re ra c e t t e i n c o n 

nue par t â t o n n e m e n t . On c o m m e n c e r a par s u p p o s e r y — o 

dans le p r e m i e r m e m b r e , et a lors on e n ca lcu le ra la v a l e u r , q u i 

sera u n e p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n p o u r ce l l e d e y; ce t t e va l eu r , 

subst i tuée à son t o u r dans l e p r e m i e r m e m b r e de l ' é q u a t i o n , 

donnera l ' i n c o n n u e p l u s e x a c t e m e n t ; e t a ins i de s u i t e , j u s q u ' à 
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c e q u e d e u x s u b s t i t u t i o n s s u c c e s s i v e s d o n n e n t des résultats 

p e u d i f fé ren ts . 

D ' ap rès E y t e l w e i n , p o u r a p p l i q u e r c e t t e fo rmule au passage 

d e l ' eau s o u s u n p o n t , il faudrai t p r e n d r e p . —-o ,85 quand les 

p i l e s p r é s e n t e n t c a r r é m e n t l e u r face a n t é r i e u r e au courant , 

e t p = o , g 5 q u a n d e l l es on t des a v a n t - b e c s a igus . Dans le cas 

o r d i n a i r e , où les a v a n t - b e c s on t la fo rme d ' u n demi-ce rc le , on 

p o u r r a i t s u p p o s e r p = o , g o . Mais il es t v r a i s emblab le que le 

coeff ic ient p . n e d é p e n d pas u n i q u e m e n t de la forme des piles et 

,., . , l 
q u il va r i e un peu avec le r a p p o r t -p» car si ce r appor t atteignait 

l ' u n i t é , t o u t e c o n t r a c t i o n d i spara î t ra i t , d e m a n i è r e qu 'on aurait 

a lo r s a = 1. 
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CHAPITRE CINQUIÈME. 
D U M O U V E M E N T D E S G A Z . 

§ I. — Écoulement d'un gaz par un orifice ou dans un tuyau-

93. Modification du théorème de Bernoulli pour un gaz pe

sant à température constante (*' ). — N o u s a v o n s d é m o n t r é au 

n° 11 l ' équa t ion g é n é r a l e s u i v a n t e , a p p l i c a b l e a u x gaz e n m o u 

vement p e r m a n e n t d a n s l e s q u e l s on s u p p o s e u n e t e m p é r a t u r e 

constante : 

T — ^ log hyp p — ^ V 2 = cons t . ; 

ï désigne u n e fonc t ion d e s c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s x,y, z, 

. . , . „ d'Y d'Y d'Y , 
dont les t ro is d é r i v é e s pa r t i e l l e s —=— 5 - j — d o n n e n t , en 

ax ay dz 

chaque p o i n t , l e s c o m p o s a n t e s X , Y , Z pa ra l l è l e s a u x a x e s 

coordonnés , d e la force r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e n ias se q u i agi t 

en ce poin t s u r l es m o l é c u l e s g a z e u s e s , n o n c o m p r i s l e s p r e s 

sions des m o l é c u l e s e n v i r o n n a n t e s ; p e t V d é s i g n e n t la p r e s 

sion et la v i t e s s e , K u n e c o n s t a n t e qu i m u l t i p l i é e par la p r e s 

sion dorme la d e n s i t é . On se r a p p e l l e r a enfin q u e le p r e m i e r 

(*) La c o n d i t i o n d'avoir u n e t e m p é r a t u r e invar iable dans toute l ' é t endue du 

la masse gazeuse est nécessa ire à la d é m o n s t r a t i o n de la p l u p a r t des f o r m u l e s 

de ce chapitre, car n o u s n o u s a p p u y o n s f r é q u e m m e n t sur la loi de Mariotte , 

qui n'est vraie qu'avec cette res tr i c t ion . P o u r faire u n e théor i e c o m p l è t e , i l 

fjunliait avoir égard aux p r i n c i p e s de la T h e r m o d y n a m i q u e ( Théorie mèctiiiiqne 

de ta chaleur^) m a i s cette théor ie , qui a déjà pr is u n e grande i m p o r t a n c e , m a l 

gré la nouveauté d e sa créa t ion , n'est pas c o m p r i s e d a n s le cadre de nutre 

pi'ügi'aiuiii c. 

Dans la prat ique , il n e faut pas o u b l i e r que la d é t e n t e d'un gaz d o n n e l ieu 

à une certaine c o n s o m m a t i o n de cha leur , et que l e phériomi ne inverse résu l te 

de la compres s ion . Certaines p r é c a u t i o n s sera ient d o n c nécessaires p o u r réal iser 

dfeetivement l ' invar iabi l i té de la t e m p é r a t u r e . 
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(*) A la r igueur , les trois quant i tés Jl ; ( i , IÏB et n ne sont pas des constantes; 

e l l e s d o i v e n t varier u n peu avec la la t i tude et la hauteur du l ieu où l'en se 

ti ouve. Mais dans les ques t ions u s u e l l e s , on peut , sans aucun inconvénient, faire 

abstract ion de ces di i lérences , qui sont très- fa ibles . 

m e m b r e es t c o n s t a n t p o u r t o u s les p o i n t s du gaz qui sont 

s i t u é s s u r la t r a j ec to i r e d ' u n e m ê m e m o l é c u l e . 

D a n s le cas o ù la p e s a n t e u r est la s e u l e a t t r ac t ion extérieure 

q u i ag i s se s u r la m a s s e g a z e u s e , et où l ' on n é g l i g e les frotte

m e n t s , si l 'on p r e n d p o u r p lan d e s xy u n plan hor izonta l , et 

q u e l ' axe d e s z so i t ver t ica l et d e s c e n d a n t , a lo r s on posera 

T = gz, p u i s q u e la force r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e masse est con

s t a m m e n t éga le à g- et pa r a l l è l e à l 'axe des z. D o n c on aura dans 

c e cas 

* ~ l o ë n y P P - — = C O N S T -

I l faut m a i n t e n a n t e x p r i m e r K en fonc t ion d e s quant i tés qui 

s e r v e n t o r d i n a i r e m e n t à d i s t i n g u e r un gaz d ' u n a u t r e , au point 

d e v u e d e la M é c a n i q u e . 

N o m m o n s à ce t effet 

I I m le p o i d s d ' u n m è t r e c u b e de m e r c u r e à la t empé ra tu r e o"; 

IL, le p o i d s d ' u n m è t r e c u b e d 'a ir a t m o s p h é r i q u e à la tem

p é r a t u r e o°, et s o u s u n e p r e s s ion e x p r i m é e par o^ôIL , , 

éga le à la p r e s s i o n m o y e n n e de l ' a t m o s p h è r e ; 

II le p o i d s du m è t r e c u b e d u gaz c o n s i d é r é , s o u s la pression 

e t à la t e m p é r a t u r e q u i v i e n n e n t d ' ê t r e déf inies (*); 

n 
a le r a p p o r t — -, 

l i a 

a le coeff ic ient d e d i la ta t ion des gaz , égal , d 'après M. Re-

gnau l t , au n o m b r e o , o o 3 6 6 , soi t à - A r env i ron ; 
6 u n e t e m p é r a t u r e e x p r i m é e en d e g r é s cen t ig rades . 

Le p o i d s d ' un m è t r e c u b e de gaz, à la t e m p é r a t u r e 0° et 

s o u s la p r e s s i o n 0 , 7 6 IL*, é tan t SYla, d e v i e n d r a , sous la pres

s ion p é t a l a m ê m e t e m p é r a t u r e , S I I Q . ^ p ^ ^ p ' en ver ludela lo i 

de M a r i o t t e ; et si en m ê m e t e m p s la t e m p é r a t u r e passe de 0° 
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o , 7 6 n „ 1 -\- x5 

Ce résultat dev ra i t ê t r e d iv i sé par G p o u r avoir la m a s s e de 

l'unité de v o l u m e , c ' e s t - à - d i r e la d e n s i t é p : a insi 

G P = M A P 1 — 
o , 7 6 I I „ I + OC0 

et attendu q u e K d é s i g n e le r a p p o r t ^ * 

fe 0 , 76 ïï„ i - t - « 0 

Le rapport 5 i a é t é t r o u v é par M. R e g n a u l t égal à — ^ — p o u r 
LIM ï o DI 7 

Paris, et à la h a u t e u r du Collège de F r a n c e . Par su i t e n o u s 

prendrons 

g K = - ï — = - L _ , 
0 , 7 6 . 1 0 5 1 7 I + a;9 7 9 9 ^ 1 -h « 6 

ou en n o m b r e s r o n d s 

1 3 

8 0 

L'équation p o s é e t o u t à l ' h e u r e d e v i e n t , par la s u b s t i t u t i o n 

de celte va l eu r , 

V 1 _ n - «6 . . 
,1; z b o o o — - — l o g h y p / » = cons t . ; 

si l'on r e m p l a c e les l o g a r i t h m e s h y p e r b o l i q u e s par les l o g a 

rithmes o r d i n a i r e s , il faut m u l t i p l i e r c e s d e r n i e r s par 2,3026 

environ, et l 'on t r o u v e 

, , . , V ! 1 -f- xB , 
l i bis z 78400 j — 1 O E B = c o n s t . 

o.g 0 

Les équat ions (1) et (1 bis) son t p o u r l es gaz p e s a n t s à t e m p é 

rature cons t an te ce q u ' e s t le t h é o r è m e d e B e r n o u l l i p o u r les 

liquides pesan t s e t h o m o g è n e s . 

à 9", le v o l u m e p r imi t i f de i m è t r e c u b e d e v e n a n t i -f- «9 , le 

poids du m è t r e c u b e , à 6° et s o u s la p r e s s i o n p, sera 
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et par s u i t e 

8000 ' l o g h y p pa = cons t . , 

1- 0000 s — l o s h v n f— = o. 
ig o b " ' ^ 

L e r é s e r v o i r é t an t s u p p o s é a s sez grand e t l e s molécules se 

r e n d a n t v e r s l 'or if ice dans t o u t e s l e s d i r e c t i o n s , V 3 est petit 

r e l a t i v e m e n t a V ; on p e u t d o n c n é g l i g e r —- et pose r 
2 g 

— = z — z„ + 0000 5 — l o g h v p '—• 
2 g- à b p 

H a b i t u e l l e m e n t auss i on n é g l i g e la h a u t e u r z — za, à moins 

q u ' e l l e n e soi t t r è s - g r a n d e ; il e s t a lors assez indifférent de me

s u r e r la p r e s s i o n p0 en te l o u tel p o i n t du rése rvo i r , pourvu 

94. Ecoulement permanent d'un gaz par un orifice percé 

dans un réservoir. — S u p p o s o n s u n r é s e r v o i r r emp l i d'un gaz 

d o n t la t e m p é r a t u r e es t p a r t o u t la m ê m e ; ce gaz s 'écoule par 

u n orifice de pe t i t e s d i m e n s i o n s , et il s 'agit de ca lcu le r la vitesse 

d ' é c o u l e m e n t ainsi q u e le v o l u m e d é p e n s é par seconde . Nous 

a p p e l l e r o n s 

p la p r e s s i o n d ' u n e m o l é c u l e à l ' i n s t an t où el le traverse une 

s e c t i o n faite dans la v e i n e f luide q u i s ' é c o u l e , un peu après 

l 'or i f ice , e n u n po in t o ù l e s filets on t é p r o u v é la plus 

g r a n d e c o n t r a c t i o n et s o n t d e v e n u s p a r a l l è l e s ; 

pa la p r e s s i o n dans le r é s e r v o i r , en un p o i n t s i tué sur la tra

j e c t o i r e d e la m ê m e m o l é c u l e , à u n e assez grande distance 

d e l 'o r i f ice ; 

z et z„ les h a u t e u r s de ces d e u x p o i n t s a u - d e s s o u s d'un plan 

ho r i zon t a l de c o m p a r a i s o n ; 

V e t V 0 les v i t e s s e s c o r r e s p o n d a n t e s ; 

a , 9 e t S l e s m ê m e s q u a n t i t é s q u ' a u n° 9 3 . 

L ' é q u a t i o n (1) d o n n e r a i m m é d i a t e m e n t 

V ' 1 + • a 9 
z — 0000 s — ' O g h y p p — c o n s t . , 
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que ce n e so i t pas près de l 'or i f ice , pa r ce q u e s e s v a r i a t i o n s 

sont i n s e n s i b l e s . P o u r d o n n e r a c e r a i s o n n e m e n t p lus d e p r é 

cision, s o i e n t z' la h a u t e u r d ' u n e m o l é c u l e d u r é s e r v o i r a u -

dessous du p lan ho r i zon t a l d e c o m p a r a i s o n , p' la p r e s s i o n e t p' 

la densi té c o r r e s p o n d a n t e s . C o m m e il n ' y a pas de m o u v e m e n t 

sensible dans l e r é s e r v o i r à u n e d i s t a n c e n o t a b l e d e l 'o r i f ice , 

la press ion y var ie à p e u p r è s s u i v a n t la loi h y d r o s t a t i q u e 

(n° 18 ) ; on a u r a d o n c (n° 6 ) 

dp' = p'gdz'. 

Or, c o m m e o n l'a vu au n° 9 3 , on p e u t r e m p l a c e r p'g p a r 

o ? ou pa r ji ; TTT p ; pa r s u i t e , 1 é q u a t i o n 
o , ; 6 I I » H - a S F 8 o o o ( i - t - a 0 ) r ^ 

précédente d e v i e n t 

^ = 8 o o o i ^ . ^ , 
ô p' 

ou, en i n t é g r a n t d e p u i s le p o i n t où la p r e s s i o n est p0, j u s q u ' à 

un autre p l acé au n i v e a u de l 'or i f ice et où la p r e s s i o n s e r a i t P , 

s ' + « 8 , u p 

s — z„ = oooo — log h v p — • 
o p„ 

Si l'on s u b s t i t u e c e t t e v a l e u r dans l ' e x p r e s s i o n ( i ) d e — i o n 
ig 

trouvera 

V 3 i -t- «9 P 
(al — = 8ooo — l o g h y p - » 

•2 g d J t p 

formule qu i fait c o n n a î t r e la v i t e s s e d ' é c o u l e m e n t , en fonc t ion 

de la p r e s s i o n p s u b i e par la v e i n e c o n t r a c t é e , e t de la p r e s 

sion P m e s u r é e dans le r é s e r v o i r , à u n e d i s t a n c e n o t a b l e d e 

l'orifice et à la h a u t e u r de c e l u i - c i , o u à u n e h a u t e u r q u e l 

conque si le r é s e r v o i r n ' e s t pas t r è s -g rand dans le s e n s v e r t i c a l . 

L'emploi de l ' é q u a t i o n (i bis) au ra i t d o n n é u n e f o r m u l e a n a 

logue, avec le coeff ic ient 18400 au l i e u d e 8ooo, et l es l o g a 

ri thmes o r d i n a i r e s au l i eu d e s l o g a r i t h m e s h y p e r b o l i q u e s . 

La p r e s s i o n p es t o r d i n a i r e m e n t c o n f o n d u e avec ce l l e de 

l ' a tmosphère dans l a q u e l l e d é b o u c h e la v e i n e . Cela s e m b l e 

exiger q u e la v i t e s s e so i t m o d é r é e , e t , pa r s u i t e , q u e l e r a p -
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P 

p o r t - n e soi t pas t r è s - é lo igné d e i . Car si la v i tesse était con

s i d é r a b l e , l es filets s ' é p a n o u i s s a n t r a p i d e m e n t après la con

t r a c t i o n , l es forces d ' i n e r t i e c e n t r i f u g e s a u r a i e n t des valeurs 

assez g r a n d e s p o u r les m o l é c u l e s qu i t r ave r sen t la section 

c o n t r a c t é e . Il en r é s u l t e r a i t d e s a u g m e n t a t i o n s notables de 

p r e s s i o n dans c e t t e s e c t i o n ( n ° 1 6 ) , e n a l lant de la circonfé

r e n c e au c e n t r e , et la f o r m u l e c o n d u i r a i t , p o u r les filets inté

r i e u r s , à u n e v i t e s s e t r o p for te . 

P , . , . . „ . , 

L e r a p p o r t — é t a n t t r e s - p e u s u p é r i e u r a 1 u n i t é , on peut aisé

m e n t r e m p l a c e r la f o r m u l e ( 2 ) pa r u n e a u t r e où n 'en t ren t pas 

les l o g a r i t h m e s . On a, en effet, x d é s i g n a n t u n e pression va

r i a b l e e n t r e p e t P , 
dx 

log hyp y = f 
or , p u i s q u e les l i m i t e s de la va r iab le x s o n t t rès-vois ines l 'une 

de l ' a u t r e , on p e u t a p p r o x i m a t i v e m e n t r e m p l a c e r sous le 

s i g n e / , * par la m o y e n n e de ses d e u x v a l e u r s ex t rêmes , ou 

p a r - (P -hp), ce q u i d o n n e r a 

,*p idx 1 ( P — p) shyphfP ? 
L e t ab leau c i - d e s s o u s p e r m e t d ' a p p r é c i e r l ' exac t i tude de cette 

s u b s t i t u t i o n : 

P 
V a l e u r s de — 1 ,00 , 1 , o 5 , 1 , 1 0 , 2,00. 

P , 1 
R a p p o r t d e log hyp — a f 

p > 1 ,0000, 1 ,0002 , 1,0000, i , o 3 y [ . 

sa va l eu r a p p r o c h é e . ) 

11 n 'y a d o n c pas d ' e r r e u r s e n s i b l e à c r a i n d r e dans les appli

c a t i o n s de la f o r m u l e ( 2 ), q u a n d on r e m p l a c e le logar i thme par 

P , . 
sa va l eu r a p p r o x i m a t i v e , car si — al lai t j u s q u ' à 2 , il faudrait 

r e n o n c e r à c a l cu l e r t h é o r i q u e m e n t la v i t e s se . Ainsi, l'on 
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aura 

(3) ^ = , 6 0 0 0 ^ . ^ . 

C'est la fo rmule à l a q u e l l e on se ra i t p a r v e n u e n c o n s i d é r a n t le 

gaz c o m m e u n fluide h o m o g è n e , ce qu i es t p e r m i s , p u i s q u e 

sa press ion e t sa d e n s i t é va r i en t p e u . E n effet, le po ids PGDU 

mètre c u b e d e gaz s o u s la p r e s s i o n ^ ( P -+-p ) a p o u r va l eu r 

[n° 93) 

la formule p r é c é d e n t e s ' éc r i ra i t d o n c 

V* _ P - P 

2 G ~ P G 

et l'on voit q u ' e l l e e s t t o u t à fait a n a l o g u e à ce l le q u i d o n n e la 

vitesse d ' é c o u l e m e n t d ' u n l i qu ide par un orif ice en m i n c e paro i , 

P P 

car — et — s o n t les h a u t e u r s r e p r é s e n t a t i v e s ( e n c o l o n n e s 
P G P G 

gazeuses) des p r e s s i o n s P e t p, p r i s e s en des p o i n t s s i t u é s au 
P — P , , 

même n iveau , de s o r t e q u e — est la c h a r g e m e s u r é e e n t r e 
P G 

l ' intérieur du r é s e r v o i r et la s e c t i o n c o n t r a c t é e . 

Quand on a ca lcu lé — au m o y e n d e l ' u n e d e s f o r m u l e s éta

blies c i -dessus , on o b t i e n t f ac i l emen t V, soi t pa r un calcul nu 

mérique, soi t pa r la T a b l e I , faisant c o n n a î t r e u n e v i t e s s e en 

fonction de la h a u t e u r q u i lu i es t d u e , ou i n v e r s e m e n t . Cepen

dant si l 'on voula i t c a l c u l e r V d i r e c t e m e n t , sans passe r par 

V 2 

l ' i n t e r m é d i a i r e — ? on pose ra i t l ' u n e des éga l i t és 
2g 

V = y/ i6ooog- 1 ° ^ log hyp ~ , 

V = \J368oog-' " ) , f l ' 9 log ^ , 

v . r% 1 + *9 P - p 
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V = 3 g 6 y / l ^ . ] o g h y p | 

(4) J v z = 6 o o y / l 
-+- a0 , P 

- t - a 0 P — P 
• , V = 5 6 - V a P + / / 

9 5 . Calcul de la dépense par un orifice en mince paroi. — 

Si n o u s s u p p o s o n s q u ' o n ait u n orif ice en m i n c e paroi , les filets 

fluides, a p r è s l e u r s o r t i e , é p r o u v e r o n t d ' abo rd u n e contraction, 

s u i t e d e la c o n v e r g e n c e q u ' i l s on t à l ' i n t é r i e u r du réservoir 

p o u r affluer d e t o u t e pa r t v e r s le p o i n t de s o r t i e , puis ils de

v i e n d r o n t s e n s i b l e m e n t pa r a l l è l e s en t r a v e r s a n t une section 

m i n i m u m , d i t e s e c t i o n c o n t r a c t é e , l a q u e l l e se t rouve à une 

faible d i s t a n c e d e l 'o r i f ice . S o i e n t 

Q. l ' a i re de la s e c t i o n c o n t r a c t é e , A ce l l e de l 'or if ice; 

V la v i t e s se d ' é c o u l e m e n t ; 

Q la d é p e n s e ; 

il es t clair d ' abord q u e le v o l u m e g a z e u x qu i t raverse la sec

t ion c o n t r a c t é e dans u n t e m p s t r è s - c o u r t dt es t QYdt, ce qui 

fait pa r u n i t é d e t e m p s u n e d é p e n s e D V ; l ' expé r i ence prouve 

d ' a i l l eu r s , su ivan t d ' À u b u i s s o n , q u e Q. es t égal à o , 6 5 A ; on 

aura i t d o n c 

(5 ) Q = o , 6 5 A V , 

r é su l t a t q u i r e s s e m b l e b e a u c o u p à c e q u ' o n a vu pour les 

l i q u i d e s ( n D 2 t ) ; la d i f fé rence c o n s i s t e s e u l e m e n t en ce que 

le coeff ic ient de d é p e n s e a é t é p o r t é de 0 , 6 2 à o , 6 5 . 

Il faut o b s e r v e r q u e le v o l u m e Q es t ce lu i q u e remplirait le 

gaz é c o u l é dans c h a q u e s e c o n d e , s'il conse rva i t la tempéra

t u r e 0 du r é s e r v o i r e t la p r e s s i o n e x t é r i e u r e p. Dans le cas où 

l ' o n v o u d r a i t le v o l u m e Q' o c c u p é par le m ê m e gaz à u n e autre 

p r e s s i o n p' e t à u n e a u t r e t e m p é r a t u r e 9', on aura i t immédia

t e m e n t , d ' ap rè s les lo i s d e Mar io t t e e t de Gay-Lussac, a étant 

p u i s r e m p l a ç a n t g pa r sa v a l e u r g m , 8088 et faisant sor t i r le fac

t e u r n u m é r i q u e du r a d i c a l , on a u r a i t 
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le coefficient de d i la ta t ion d e s gaz , 

ou, en r e m p l a ç a n t Q pa r sa v a l e u r ( 5 ) , 

( 6 ) Q - = „ ; 6 5 A V i ± ^ ' . £ 
Si l'on demandait enfin, non pas le volume, mais le poids dépensé par 

seconde, il faudrait multiplier Q par le poids n du mètre cube de gaz à la 

pressionp et à la température G, soit ( n ° 9 3 ) par • le poids 

demandé serait donc 

o , 65 AV • 
8ooo i - | - a & ' 

ou, après avoir remplacé V par sa valeur tirée de l'équation ( a ) du n° 9-i, 

/ ïgS P 
(?) o . 6 5 A » 1 / - — loe hyp - . 
W l ' V 8 0 0 0 ; i + ah) b J F p 

Dans le cas où P, S, A et à* seraient supposés invariables, cette expres

sion varierait encore avec p, et il est naturel de chercher la valeur particu

lière de p qui la rendrait maximum. A cet effet, on cherchera le maximum 

/ P P 
du facteur variable p » / log hyp —j ou plutôt de son carré / / l o g hyp —; 

on obtiendra la valeur correspondante de p par l'équation 

qui donne 

ou bien 

^ ( > l o g h y p ^ = o, 

log hyp ? i , 

P 1 

- = e' = 1,649, 

e désignant la base des logarithmes hyperboliques. 

Nous avons dit plus haut que les calculs faits pour obtenir la valeur 

P 
de la vitesse supposent — peu différent de 1 ; il est donc très-douteux 

p 

que l'expression (7) reste encore passablement exacte pour — = 1 ,G49 

Comme la formule (a ) exagère probablement la vitesse V (n° 9 4 ) , le 
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0 . 6 5 A - * • ^ -
,64g y 8000(1 + « 6 ) 

ou bien, en effectuant le calcul des coefficients numériques, 

o,oi38AP 
- a 9 

9 6 . Effet d'un ajutage cylindrique ou légèrement conique. 

— L o r s q u e l 'or if ice de so r t i e du gaz es t su iv i d 'un ajutage cy

l i n d r i q u e , il c o n v i e n t , d ' après d ' A u b u i s s o n , de calculer la dé

p e n s e e n e m p l o y a n t l es m ê m e s f o r m u l e s q u ' a u n" 95, sauf le 

r e m p l a c e m e n t du coeff ic ient o , 6 5 par o , g 3 . Si l'ajutage est lé

g è r e m e n t c o n i q u e , l ' ang le de c o n v e r g e n c e n e dépassant pas 12 

d e g r é s , le coeff ic ient a u g m e n t e e n c o r e un p e u et passe à o ,94. 

97 . Mouvement permanent d'un gaz dans une conduite cy

lindrique. — N o u s é t u d i e r o n s s e u l e m e n t ici le cas d 'une con-
F i B - 5a. d u i t e c y l i n d r i q u e à d iamètre con

s t a n t , n ' a l i m e n t a n t aucun orifice 

e n t r e les s e c t i o n s ex t r êmes de la 

p a r t i e d o n t on s ' o c c u p e . Soient 

AjBo, A,B, [fig. 52) ces sections, 

e t ÀB, A ' B ' d e u x sec t ions intermé

d ia i r e s q u e l c o n q u e s , infiniment 

v o i s i n e s l ' u n e de l ' a u t r e . A p p e l o n s 

ds e t L les l o n g u e u r s AA' e t A „ A L ; 

dz la d i f fé rence de h a u t e u r , r e l a t i v e m e n t à un plan hori

zonta l s u p é r i e u r , d e s c e n t r e s d e s s ec t i ons AB, A ' B ' ; A la 

q u a n t i t é a n a l o g u e p o u r les s e c t i o n s e x t r ê m e s A„B 0, A,B,; 

D le d i a m è t r e c o n s t a n t AB ; 

p la p r e s s i o n du gaz e n A B , p sa d e n s i t é , U sa vitesse 

m o y e n n e ; 

pu, po, U „ p„ p , , U , les q u a n t i t é s a n a l o g u e s pour les sections 

A„B„ A,B, ; 

d, tx, S les q u a n t i t é s a ins i d é s i g n é e s au n" 9 3 . 

maximum théorique du poids dépensé doit être regardé comme une limite 

supérieure en dessous de laquelle les résultats de l'expérience resteraient 

toujours. Cette limite se met sous la forme 
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D'abord la p e r m a n e n c e ex ige q u e le p o i d s de la m a s s e ga

zeuse c o m p r i s e d a n s l ' e space AuI^A,!^ soi t c o n s t a n t . Or d a n s 

un é lément de t e m p s DT il e n t r e par A 0 B 0 un po ids e x p r i m é 

par GNT. J TrD' .LWr, t and i s qu ' i l sor t par A, Bi u n po ids é g a l a 
4 

GP^J-NÎ)1 .U,DT; d o n c on a 
4 

p „ U„ == p , u , . 

Le m ê m e r a i s o n n e m e n t p o u r r a i t ê t r e r é p é t é en c o n s i d é r a n t le 

gaz qui r emp l i t le v o l u m e AoBtAB, et l 'on en conc lu ra i t la re

lation 

p U = puU„ z= p ,TJ, = c o n s t . 

D'un autre cô té , si n o u s s u p p o s o n s la t e m p é r a t u r e 6 c o n s t a n t e , 

la densité sera p r o p o r t i o n n e l l e à la p r e s s i o n ; on au ra d o n c 

aussi 

PLI = ^ D U 0 = /»,TJ, = c o n s t . , 

relation d 'où il r é s u l t e q u e , m a l g r é l ' invar iabi l i té du d i a m è t r e , 

la vitesse change d ' u n e sec t ion à l ' au t re , si la p r e s s i o n n ' e s t pas 

constante, ce qu i aura l i eu n é c e s s a i r e m e n t , c o m m e o n va le 

voir, dans l 'état d e m o u v e m e n t . 

A la vér i té n o u s faisons ici abs t rac t ion des d i f férences de 

pression ou d e d e n s i t é qu i e x i s t e n t d 'un po in t à l ' au t r e d ' u n e 

même sect ion t r a n s v e r s a l e ; m a i s cela n e p e u t pas e n t r a î n e r 

d'erreur a p p r é c i a b l e . Il es t facile d e r e c o n n a î t r e en effet, 

comme nous l 'avons fait p l u s i e u r s fois p o u r les l i q u i d e s , q u e , 

par suite du pa ra l l é l i sme s u p p o s é d e s f i lets , la p r e s s i o n var ie 

dans une m ê m e s e c t i o n s u i v a n t la loi h y d r o s t a t i q u e ; ce q u i 

veut dire q u ' e l l e va r i e e x t r ê m e m e n t p e u , car, à c a u s e d e la 

grande l égère té d u gaz , il faudra i t u n e d i f fé rence de n i v e a u 

considérable p o u r p r o d u i r e u n e di f férence de p r e s s i o n s e n -

siblc. D'ai l leurs la loi d e Mar io t t e n o u s m o n t r e q u e , si la p r e s 

sion peut ê t r e r e g a r d é e c o m m e c o n s t a n t e , il en est de m ê m e 

de la dens i t é . 

Maintenant a p p l i q u o n s à un filet é l é m e n t a i r e MM' c o m p r i s 

entre AB et A ' B ' le t h é o r è m e géné ra l é tabl i au n° 15 . Ic i l es 

forces e x t é r i e u r e s ag issan t s u r u n e m o l é c u l e , i n d é p e n d a m -

II. 2 e Ê D I T . 23 
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m e n l d e s p r e s s i o n s et f r o t t e m e n t s des m o l é c u l e s vo is ines , se 

r é d u i s e n t à la p e s a n t e u r ; l e u r t ravai l é l é m e n t a i r e dT rapporté 

à l ' u n i t é de m a s s e , p o u r u n a b a i s s e m e n t dz, sera donc gdz. 

N o u s a d m e t t r o n s , c o m m e n o u s l ' avons fait p o u r les l iquides 

( n o s 58 et 7 7 ) , q u e la force p r o d u i t e s u r u n e m o l é c u l e par le 

f r o t t e m e n t d e s m o l é c u l e s v o i s i n e s es t d i r igée en sens con

t r a i r e de la v i t e s se des filets, e t n o u s a p p e l l e r o n s cp son inten

s i té par u n i t é de m a s s e . A p p e l a n t e n o u t r e v la v i tesse en M, 

l ' équa t i on ( 1 2 ) d u n° 15 p o u r r a dès l o r s s ' éc r i re dans le cas 

ac tue l 

vdv , 1 . 1 , 

= dz dp m as. 
8 PS 8 

Cet te re la t ion e s t t o u t e pa r e i l l e à ce l l e q u ' o n a établie au 

c o m m e n c e m e n t du n° 58 , sauf q u e la q u a n t i t é alors désignée 

par dy se t r o u v e ici r e m p l a c é e par l ' e x p r e s s i o n équivalente, 

dz — dp. Si d o n c on r é p é t a i t la s u i t e du ra i sonnement , en 
PS 

a d m e t t a n t , par ana log ie avec le cas des l i q u i d e s , que le frot

t e m e n t de la t r a n c h e g a z e u s e À À ' B B ' s u r la paroi ait pour va

l e u r T T D ds.F(U ), on r e t r o u v e r a i t auss i l ' é q u a t i o n (a.) du n°58, 

qu i d e v i e n d r a i t , eu égard au c h a n g e m e n t i n d i q u é en ce qui 

c o n c e r n e dy, a ins i q u ' à l ' h y p o t h è s e p a r t i c u l i è r e d 'une section 

c i r c u l a i r e , 

U d U , 1 , 4 ^ , T T . , 

= dz dp — î r - i - F f U )ds. 

8 PS BPS 

N o u s s u p p o s e r o n s e n c o r e q u e — F ( U ) p u i s s e ê t re remplacé 
PS 

pa r l e b i n ô m e d u s e c o n d d e g r é 

« T J - t - № , 

sauf à c o n t r ô l e r c e t t e h y p o t h è s e par l e s indicat ions expéri

m e n t a l e s ; n o u s a u r o n s d o n c 

— dz dp — ~ (aV - 4 - 6 U - ) ds. 
G PS D 

P o u r d é d u i r e d e là u n e r e l a t i on s o u s fo rme finie, on se, rap-
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pcllera d 'abord ( n ° 9 3 ) q u e 

8000 - 7 ^ 0 = ^ ' 

et, s e c o n d e m e n t , q u e le p r o d u i t pXJ e s t u n e c e r t a i n e c o n 

stante B ; r e m p l a ç a n t d o n c U par ^ et pg par l ' exp re s s ion c i -

dessus, on t r ouve ra 

soit, après avoi r m u l t i p l i é par p1 e t t o u t fait passer dans le 

premier m e m b r e , 

Il y a dans c e t t e é q u a t i o n d e u x t e r m e s , s avo i r p'dz e t 

~^-pds, qui n e son t p o i n t des d i f fé ren t ie l les e x a c t e s ; l ' équa

tion ne p e u t d o n c pas , à la r i g u e u r , ê t r e i n t é g r é e sans avoi r 

égard à la fo rme de la c o n d u i t e , c 'es t -à-di re à la r e l a t i on e n t r e z 

et s. Si, par e x e m p l e , la c o n d u i t e é tai t r e c t i l i g n e , o n au ra i t 

z = ns, n é t an t u n n o m b r e c o n s t a n t ; l ' é q u a t i o n (8) d e v i e n d r a i t 

alors, en s é p a r a n t les v a r i a b l e s , 

i . B* 

ds^ ^ £-

p np>— ±(aBp + bB'-) 

dp, 

formesous l a q u e l l e l ' i n t ég ra t i on d e v i e n t p o s s i b l e . Mais c o m m e , 

par suite d e la g r a n d e l é g è r e t é d e s gaz, le t e r m e e n dz qu i 

provient de l ' ac t ion d e la p e s a n t e u r n 'a o r d i n a i r e m e n t q u ' u n e 

influence assez f a ib l e ; c o m m e , d e p l u s , dans l e s app l i c a t i ons 

pratiques, la p r e s s ion p es t e n g é n é r a l t r è s -peu va r i ab l e , o n n e 

commettra q u ' u n e e r r e u r sans i m p o r t a n c e e n m e t t a n t , au l i e u 

de p'dz et pds, r e s p e c t i v e m e n t ^ [p\ + p])dz e t ^ (p^ -\-p0)ds. 

Alors l ' équa t ion (8) s ' i n t è g r e i n d é p e n d a m m e n t de t o u t e r e l a -
•23-
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t i o n e n t r e l es va r i ab le s .s e t z, e t l ' on t r o u v e , en effectuant 

c e t t e i n t ég ra t i on e n t r e l e s l i m i t e s qu i c o r r e s p o n d e n t à A,B 0 

et A , B „ 

+ [ - aB (pt + pa) •+- 6 B ' l + - log hyp 7 - = o. 
D L 2 J g p> 

Suivan t l es cas p a r t i c u l i e r s qu i p o u r r o n t se p résen te r , on 

s u b s t i t u e r a , p o u r la c o n s t a n t e B, l ' u n e des deux valeurs / > 0 U 0 , 

j > i U , ; a lo r s la r e l a t ion p r é c é d e n t e d é t e r m i n e r a l 'une des p res 

s ions e x t r ê m e s q u a n d on d o n n e r a l ' au t r e ainsi q u e la vitesse 

c o r r e s p o n d a n t e . 

So ien t d o n n é e s , par e x e m p l e , p 0 et TJ„; on fera B = />oU0 dans 

la d e r n i è r e é q u a t i o n ; d iv i san t e n s u i t e le résu l t a t par p \ , ou 

aura 

_ 2 \ / ? ° / J g P' D 
: O , 

ce q u i p e r m e t d e d é t e r m i n e r le r a p p o r t — - Bans l 'hypothèse 
P« 

d ' u n e p r e s s i o n p e u va r i ab l e , on simplif ierai t le calcul de ce 

r a p p o r t en p r e n a n t p o u r i n c o n n u e i — ^~ = x ; on aurait alors 
Po 

pi 

et d ' u n e m a n i è r e a p p r o x i m a t i v e , à cause de la peti tesse sup

p o s é e d e x, 

! ^ ^ ( l - X ? = l - - X , 
p, 2 

log hyp ^ = — l o g h y p 

En c o n s é q u e n c e , l ' é q u a t i o n ( 9 ) se t r a n s f o r m e en la suivante: 

x li, , 4 L T I T / x\ , T T , ~1 Uìa; 

- i p - ï i ' - ' ^ T r r r ï ) ^ 1 1 ' ' 
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d'où l 'on t ire i m m é d i a t e m e n t 

Si les d o n n é e s ava ien t é t é p, e t Uu on aura i t fait TS=p,Ul 

dans l ' équa t ion ( g ) ; p u i s , d iv isan t l ' équa t ion par p'\ e t p r e n a n t 

p\ 

pour i n c o n n u e ^ — i = y, on aura i t t r o u v e , par u n e transfor

mation s e m b l a b l e , 

y D 

1 I ~ \ , u; 2.L TT ' 
- J T + « F T A U ' 

On sait q u e # K a p o u r va leu r -—^ ^ — 7 - » et par s u i t e q u e 
D 0000 1 + «8 

i _ 1 -f- aQ . , i 
— = 0 0 0 0 — g — ; c e t t e q u a n t i t é r e p r é s e n t e d o n c u n e 

hauteur rie p l u s i e u r s k i l o m è t r e s (*), devan t l a q u e l l e on p e u t 

le plus s o u v e n t n é g l i g e r l es a u t r e s h a u t e u r s q u i f igurent à la 

suite, dans les d é n o m i n a t e u r s des f o r m u l e s ( 1 0 ) et ( n ) ; ma i s 

cela n 'a jouterai t pas b e a u c o u p à la s imp l i c i t é du calcul n u m é 

rique. Il s e m b l e q u e , s o u s ce r appor t , le calcul p r é c é d e n t 

laisse peu de c h o s e à d é s i r e r . 

Nous d e v o n s d i r e t ou t e fo i s q u e les f o r m u l e s (10 ) et ( 1 1 ) n e 

sont point ce l les q u ' e m p l o i e n t , dans l ' usage h a b i t u e l , les 

ingénieurs cha rgés d e s d i s t r i b u t i o n s d e gaz. La p r e s s i o n é tan t , 

comme n o u s l ' avons d i t , p e u va r i ab l e , et le p r o d u i t p \ J d e v a n t 

rester cons t an t , ils a s s i m i l e n t le gaz à u n f lu ide h o m o g è n e q u i 

possède u n e v i t e s s e c o n s t a n t e ; ils a d m e t t e n t , de p l u s , v u la 

légèreté de ce f lu ide , q u e la h a u t e u r h n e p e u t p r o d u i r e par 

el le-même u n e d i f f é rence s e n s i b l e d e p r e s s i o n , et ils la n é -

[* ) Pour l'air à o ° o n a — — = 8000 m è t r e s ; p o - I R l e g a i d'éclairage à la t e m -

pérature ord ina ire , la d e n s i t é n 'a t te ignant pas la m o i t i é do ce l l e de l'air à o ° , 

on voit q u e d é p a s s e r a i t 16000 m è t r e s . 
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g l igen t . La c h a r g e c o n s o m m é e e n t r e les d e u x ex t rémi tés 

s ' e x p r i m e a lors par — —•> ce qu i fait, pa r u n i t é de longueur , 
P S 

u n e p e r t e 

T P" P<. 

T F T ' 

en ca lcu lan t J , d ' a u t r e par t , a u m o y e n d e la formule (4) du 

n" 5 1 , é t ab l i e p o u r les l i q u i d e s , e t faisant 

Y(V) = Pg(aV +bV>), 

on t r o u v e r a f ac i l ement 

4 L 
(12) p , - p i = ?^pg(a\] + bXJ"> 

L e s q u a n t i t é s P et II son t c e n s é e s ici se r a p p o r t e r indifférem

m e n t à u n e s e c t i o n q u e l c o n q u e , p u i s q u ' o n n e t i en t pas compte 

d e l e u r s v a r i a t i o n s . 

L e s f o r m u l e s ( i o ) e t [i i) c o n d u i s e n t auss i à la formule (12) 

l o r s q u ' o n y s u p p o s e h n é g l i g e a b l e , q u ' o n r é d u i t le dénomi

n a t e u r à — ^ ( s u i v a n t ce q u i a é té d i t p l u s h a u t ) , e t qu 'on re

garde U„ e t U, c o m m e différant p e u d ' u n e v i t e s se intermédiaire 

q u e l c o n q u e U . M o y e n n a n t ces a p p r o x i m a t i o n s , n o u s pouvons 

é c r i r e 

2 2 p D ' 

ou b i e n , a t t e n d u q u e P = Kp, 

Pc — />. = ~ P G ( « U - T - № ) . 

ce q u i est p r é c i s é m e n t la f o r m u l e ( 1 2 ) . 

Données expérimentales au sujet du frottement de la paroi. 
— Ce f r o t t e m e n t , r a p p o r t é à l ' u n i t é d e sur face , sur chaque 
é l é m e n t d e la pa ro i , a é t é e x p r i m é c i -dessus par 

PG(RTU -t- 6 U 2 ) , 
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D I A M È T R E N O M B R E 
V A L E L ' K D E b. 

N A T L ' R E 
V A L E U R D E fl. V A L E L ' K D E b. 

d e l a c o n d u i t e . de la c o n d u i t e . d e s e i p é r i e u c e s . 
V A L E U R D E fl. V A L E L ' K D E b. 

d e l a c o n d u i t e . 

n , 5 O O 2 7 0 , 0 0 0 0 2 0 0 , 0 0 0 2 ^ 6 

0 1 0 , 0 0 0 1 0 1 0 , 0 U 0 3 2 C 

0 / 2 5 / , 4 0 , 0 0 0 2 ^ 7 0 J 0 0 0 3 J Y 
F O N T E . 

0 , I O 3 7 0 , O O O Ó S O O , 0 0 0 ^ 8 0 
F O N T E . 

0 , 0 8 1 1 0 0 , O O O 5 8 9 0 , 0 0 0 / 1 8 9 

0 , O 5 O 5 0 , 0 0 0 7 0 2 0 3 O O O Ô G S 

• , O 5 O 4 0 , 0 0 0 ^ 3 8 0 . O O O 3 / J 5 F E R - B L A N C . 

L'inf luence du r a y o n est b i en m i s e e n é v i d e n c e pa r les six 

a et b é lant des coeff ic ients à d é t e r m i n e r de m a n i è r e à m e t t r e 

d'accord, le m i e u x p o s s i b l e , la t h é o r i e avec les faits o b s e r v é s . 

Navicr, d ' ap rès les e x p é r i e n c e s de Gi ra rd et de d ' A u b u i s s o n , a 

proposé, p o u r u n gaz q u e l c o n q u e , l es v a l e u r s 

a — o, 6 = o , o o o 3 3 o , 

ce qui r end ra i t le b i n ô m e raU + 6 1 ? g é n é r a l e m e n t assez vois in 

de la va leur q u e P r o n y lu i a t t r i b u a i t q u a n d il s 'agissai t d e l ' eau . 

L'analogie e n t r e les d e u x cas e t l es r é s u l t a t s t r o u v é s p a r 

M. Darcy dans le s e c o n d (n° 50) p o r t e n t c e p e n d a n t à c r o i r e 

que ces coeff ic ients n e s o n t pas c o n s t a n t s , m a i s q u ' i l s d é 

pendent à la fois du r a y o n du t u y a u e t d e la n a t u r e de sa paro i 

intér ieure. 

C'est ce q u i a é t é e f f e c t i v e m e n t c o n s t a t é d a n s d e s e x p é 

riences assez n o m b r e u s e s fai tes en i 8 6 3 e t 1864, d ' a p r è s l ' o r d r e 

de MM. d e Gayffier e t C a m u s , i n g é n i e u r s des P o n t s e t C h a u s 

sées, d i r ec t eu r s de la C o m p a g n i e p a r i s i e n n e du gaz, par M. Ar-

son, i n g é n i e u r en chef de la C o m p a g n i e , a s s i s t é d e MM. M o n a r d 

et Honoré , é l è v e s de l 'Éco le c e n t r a l e d e s Ar ts e t M a n u f a c t u r e s . 

Ce travail, e x p o s é d a n s u n M é m o i r e qu i a r e m p o r t é la m é 

daille d 'or à la Soc i é t é des i n g é n i e u r s c iv i l s , a é t é e x é c u t é a u x 

usines de la V i l l e t t e e t de S a i n t - M a n d é , en o p é r a n t t a n t ô t s u r 

l'air a t m o s p h é r i q u e , t a n t ô t s u r le gaz d ' é c l a i r a g e ; c o m m e c o n 

clusion, l e s a u t e u r s d o n n e n t le t ab leau s u i v a n t d e s v a l e u r s 

de a et b, p o u r se rv i r de p o i n t de d é p a r t au ca lcu l du b i n ô m e 

a l T + № : 
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p r e m i è r e s l i g n e s h o r i z o n l a i e s d u t a b l e a u ; la c o m p a r a i s o n d e s 

d e u x d e r n i è r e s m o n t r e c e l l e d e la n a t u r e d e s p a r o i s . L e fer-

b l a n c , q u i e s t p l u s p o l i q u e la f o n t e , d o n n e l i e u à u n f ro t t e 

m e n t s e n s i b l e m e n t m o i n d r e , p o u r p e u q u e la v i t e s s e ait u n e 

g r a n d e u r n o t a b l e . 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t m o n t r e r , par u n e x e m p l e , l 'u sage 

d e la t h é o r i e e t d e s f o r m u l e s é t a b l i e s d a n s l e p r é s e n t art ic le . 

98 . Exemple de calculs numériques sur une conduite de gaz, — On 

donne une conduite de 600 mètres de longueur et de o m ,25 de diamètre, 

ayant 25 mètres de pente totale; cette conduite, terminée par une buse 

ou ajutage cylindrique de o™,oG de diamètre, écoule de l'air à З00 degrés 

dans une atmosphère dont la pression p' est représentée par une colonne 

de o ° , -5 de mercure. Le volume Q dépensé par seconde, ramené à la tem

pérature zéro et à la pression p produite par 0'", 76 de mercure, est 

de о ш е , IO . On demande la pression p„ à l'origine de la conduite. 

Soient px la pression immédiatement en amont de la buse, dans la con

duite; U, la vitesse correspondante; U' la vitesse de sortie à l'extrémité 

de la buse ; les autres notations seront celles du n° 97. On aura dans cet 

exemple 

L = 6 o o ™ , D = o m , i 5 , h = 25"', 9 = 3oo°, (? = 1 ; 

par suite 

— - — = 2 m et —^ = 16800. 
à gK. 

On peut d'abord calculer U'. En effet le volume dépensé, ramené à 

la température 0 et à la pression p', serait Q ( 1 —S— aû) ^7 ou o , 2 i x ~ i 
P 

puisque ici 6 — З00 degrés; d'un autre côté, il s'exprime (n° 96) par 

o ,g3 x - -u [ o , o 6 ) 4 J ' ou par o ,g3 x о . onoqit U'. Donc 
•1 

o , 2 1 X — = o , g J x 0 , 0 0 0 9 7 Т U , 
7 J 

d'où 
T J ' 2 

U ' = 8 o m . Q 3 et — = 334™, га. 

Connaissant U'. on en déduira pt et U , . En effet, le volume dépensé par 
seconde, ramené à la pression p, et à la température de З00 degrés, a pour 

valeur les deux expressions о , дЗ x 0 , 0 0 0 9 7 7 ! ] ' — e t - u D ^ U , ; donc on 
P, 4 

posera 
о ,дЗ x 0,0009^'TJ' = 0,005625/3,11,, 
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ou bien 

U . = O , I / , 8 8 ^ ' -

Ensuite, si l'on applique l'équation (i) du n° 93 au parcours d'une molé

cule depuis la section où la vitesse est U, jusqu'à celle où elle est U', on 

trouvera 

U ; „ L - R - A O . , U ' 2 I + A O , , 
_ _|_ 8000 — j - l o g h y p / j , = — + 8000 — p - log h y p / / , 

car la différence de niveau des deux sections est négligeable. On tire de là 

I + « 9 . , P i U ' 2 U 2 

8000 ; LOG I I V P —, — ) 
0 • p 1g 2g 

ou, en remplaçant U , par sa valeur, 

8 O O O 1 + ^ L O G H Y P & = ^ ^ _ ( 0 , L 4 8 8 fPl J . 

11 n'y a donc d'inconnu dans cette dernière équation que le rapport 

qui par conséquent pourrait se déterminer par tâtonnement. Mais, comme 

on doit en tirer une valeur peu différente do 1, en posant —, = 1 + m, 

», » ' 2 1 
on aurait approximativement lo2bvp —. = m, —, = = 1 — im ; 

p' p\ (i + ni)' 
l'équation ci-dessus devient alors 

1 - ( - XG U " 
8000 ; m — — F I — ( O , 1488 ) 2 ( 1 — 2111 ; 1 ; 

0 2g 

ou, en remplaçant - — p a r 2 ,10 , ^— par 334,12, et réduisant, 

16785 m = 327 ,7, 

ce qui donne 
m — O , o i g 5 ET ^ J — I , o i g 5 . 

Ce résultat justifie le calcul approximatif dont nous avons fait usage. 

D'ailleurs nous avons trouvé ci-dessus U, — 0 ,1488^-^- ; on fera dans 

cette expression U ' = 8om

;cj3, ^~ = — ' — - , et l'on obtiendra 
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/ 1 

On a maintenant tous les éléments nécessaires pour appliquer la for

mule ( n ) du n° 97, qui donnera, en adoptant pour a et b les valeurs de 

Navier, 
J R = 1,0847; 

ainsi ^~ — 1 — 0,0847, ~ 1 j°847 et — — 1,0415. On aurait donc dé-
P\ Pl / Л 

finitivement 

Щ = Pi. El = 1 О Д i5 X 1 , O I Q 5 — 1,062; 
P P, P 

la pression p 0 serait représentée par une colonne de mercure ayant pour 
hauteur o™, 76 X 1,062 = o m , 791 ; la différence p„ — p ' répondrait à une 
hauteur de o m , 041 de, mercure ou à o™,56 d'eau. 

Supposons encore que la conduite soit en fonte, et qu'on veuille lui 
appliquer les données numériques fournies par les expériences do MM. Ar-
son, Monard et Honoré. On calculera, par interpolation, les coefficients ч 
et b, on se servant du tableau de la page 35g, et l'on trouvera ainsi 

a — o,000491, l> = 0,000442, 

d'où résulte, pour U, = 1 i r a , 8 i , 

flU1 + S U 5 = 0,067447; 

alors en calculant y par la formule (11), on aura 

/ = 0,1257, 

£ Î - 1 ,061, 
P, 

et enfin 

—, = 1,061 X 1 ,oig5 = 1,082, 

rapport notablement supérieur à celui qu'on a précédemment obtenu. On 

en conclurait que la pression p a répond à une colonne de mercure de 0", 811 
de hauteur, et la différence p , — p ' à o°,o6i de mercure ou à om,8a 

d'eau. 

Enfin, si l'on voulait faire usage do la formule (12), on l'écrirait ainsi 

Л - Л = ^ Л И + № ) ; 

en imaginant qu'on remplace dans le second membre p et U par д et U,, 
on eu tire 

P. 
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§ II. — Du travail produit par la compression ou la détente 
des gaz. 

100. Travail exercé par une masse gazeuse sur son enve

loppe. — C o n s i d é r o n s u n e 
Fin. 5 3 . ^ 

m a s s e g a z e u s e q u i o c c u p e le 

v o l u m e AB {JIG. 5 3 ) ; c e gaz 

se d é p l a c e i n f i n i m e n t p e u 

e t v i e n t o c c u p e r la p o s i t i o n 

A ' B ' : il s 'agi t de c a l c u l e r le 

t ravai l i n f i n i m e n t p e t i t rfE 

des p r e s s i o n s e x e r c é e s s u r 

les d i f férents é l é m e n t s s u 

perf ic ie ls de l ' e n v e l o p p e A B 

p e n d a n t c e d é p l a c e m e n t . 

Soientà ce t effet CD u n é l é m e n t d e la sur face AB, A s o n a i r e , 

P la p ress ion qu ' i l s u b i t de la p a r t du gaz, r a p p o r t é e à l ' u n i t é 

de surface. Cet é l é m e n t CD, p e n d a n t le d é p l a c e m e n t d u s y s 

tème, es t v e n u e n C D ' , et a c h a n g é i n f i n i m e n t p e u d e g r a n 

deur et de d i r e c t i o n , e n s o r t e q u e le v o l u m e CDC'D' p e u t ê t r e 

d'où résulte, quand on adopte pour a et b les valeurs de MM. Arson, 

Monard et Honoré, 

P, 2400 1 . . . . 
— = H rX-rs— x 0,067447 = 1,064, 
p, 0,15 16800 

nombre peu différent de celui qu'on a déduit de la formule (11). 

99. Des changements brusques de section dans les conduites 

de gaz. — L e s var ia t ions de p r e s s i o n d 'un po in t à l ' a u t r e d e 

la condui te é tan t g é n é r a l e m e n t faibles, on n e s ' éca r t e pas 

beaucoup de la v é r i t é e n s u p p o s a n t au gaz u n e d e n s i t é c o n 

stante. Dès lo rs r i en n ' e m p ê c h e d e le t ra i t e r c o m m e u n l i q u i d e , 

et tous les ca lcu l s d o n n é s au § I l d u c h a p i t r e d e u x i è m e s o n t 

applicables, en t e n a n t c o m p t e , b i e n e n t e n d u , du p o i d s H pa r 

mètre c u b e de gaz, r é p o n d a n t à la p r e s s i o n m o y e n n e et à la t e m 

pérature d e l à c o n d u i t e . On a p p r é c i e r a a in s i l a d i f fé rence d e n i 

veau p i é z o m é t r i q u e , e t pa r s u i t e l ' e x c è s d e p r e s s i o n e x i s t a n t 

de l 'amont à l 'aval du p o i n t o ù se fait la p e r t e d e c h a r g e . 
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c o n s i d é r é c o m m e u n cy l ind re o b l i q u e , d o n t M serai t la base, ci 

d o n t la h a u t e u r h serai t la p ro j ec t i on de CC su r la normale en 

C à la surface AB. M a i n t e n a n t r e m a r q u o n s q u e la pression 

e x e r c é e par le gaz s u r CD es t pu; q u e son travail est négatif 

et a p o u r va l eu r a b s o l u e le p r o d u i t de la force pr.ipar la projec

t ion h du c h e m i n p a r c o u r u , s u r la d i r ec t i on de la force : ce 

travail sera d o n c — pe, en d é s i g n a n t par t le v o l u m e CDC'IV. 

Si, au l ieu de c o n s i d é r e r u n é l é m e n t CD, qu i engendre un vo

l u m e CD C D ' r e n t r a n t dans l e v o l u m e pr imi t i f AB, nous avions 

p r i s u n é l é m e n t GII qu i e n g e n d r e u n v o l u m e G H G ' H ' sortant 

d e AB, n o u s s e r i o n s a r r ivé d e m ê m e à l ' express ion p,îx du 

travail e x e r c é par le gaz s u r G H , e n a p p e l a n t p, la pression par 

u n i t é d e sur face e n G, et E , l e v o l u m e G H G ' H ' . Ainsi donc, 

p o u r avo i r le t ravai l total d e m a n d é , il faut faire la somme des 

t r avaux posi t i fs p,e, e t e n r e t r a n c h e r la s o m m e des travaux né

gatifs pe. 

Le calcul d e s s o m m e s d o n t il s 'agit s u p p o s e nécessa i rement 

c o n n u e la loi s u i v a n t l a q u e l l e va r i en t les p re s s ions aux diffé

r e n t s p o i n t s de l ' e n v e l o p p e . N o u s f e rons à ce t égard deux 

h y p o t h è s e s s impl i f l ca t ives . D ' a b o r d n o u s a d m e t t r o n s que les 

m o u v e m e n t s d e s m o l é c u l e s g a z e u s e s s o n t assez lents pour 

q u e la p r e s s i o n s ' éca r t e p e u de la loi h y d r o s t a t i q u e (n° 18, 

2 e r è g l e ) ; e n s e c o n d l i eu , l ' e n v e l o p p e AB sera supposée avoir 

d e s d i m e n s i o n s m o d é r é e s , d e s o r t e q u e les changements de 

p r e s s i o n d ' un po in t à l ' au t r e s e r o n t p e u s e n s i b l e s . Dès lors le 

gaz p o u r r a ê t r e c o n s i d é r é , s'il es t p a r t o u t à la m ê m e tempéra

t u r e , c o m m e u n fluide h o m o g è n e , d e dens i t é c o n s t a n t e ; donc 

si l 'on n o m m e z la d i s t a n c e d ' u n p o i n t q u e l c o n q u e au plan 

h o r i z o n t a l xOy, p la p r e s s i o n e n ce p o i n t , pa u n e constante, 

II le p o i d s d u m è t r e c u b e de gaz, o n a u r a 

p = p0+ Tlz. 

L e s q u a n t i t é s t e l l e s q u e pi o u p¡s.i s e r o n t donc expr imées gé

n é r a l e m e n t par i(pn -+- TLz); l e s d e u x s o m m e s dont on a parlé 

c i -des sus se d é c o m p o s e r o n t c h a c u n e en d e u x , l ' u n e propor

t i o n n e l l e à p a , l ' au t r e à IT; a in s i , l ' on t r o u v e r a , en a p p e l a n t e 

u n e s o m m e é t e n d u e à t o u s les E , 

2pi = p„1z -+- I l 2 z £ . 
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De m ê m e , en affectant de l ' i n d i c e i les q u a n t i t é s ana logues 

pour les v o l u m e s é l é m e n t a i r e s E,, on aura i t 

2 / 7 , £, — 2 / J E = /> 0 ( 2 E, — 2 E ) -4- II ( 2 2 , E, — 2 2 e). 

Or 2 E I n ' e s t a u t r e q u e le v o l u m e EGFG' , et 2E es t le vo

lume E C F C ; en l e u r a jou tan t à chacun le v o l u m e EC'FG, com

mun à ÀB et A 'B ' , on voi t q u e 2 E L — 2 E est égal à la différence 

des v o l u m e s A 'B ' e t AB : a ins i d o n c , en a p p e l a n t dY l ' aug

mentation de v o l u m e du gaz p e n d a n t son d é p l a c e m e n t , n o u s 

pourrons d ' abord r e m p l a c e r p0 ( 2 E , — 2 E ) par padY. P a r e i l l e 

ment, si l 'on a jou te à 2 Z E , et à 2 Z E le m o m e n t du v o l u m e EC'FG 

relat ivement au p lan xOy, ce qu i n ' a l t è r e pas la différence de 

ces quan t i t é s , on voi t q u e ce t t e d i f férence r e p r é s e n t e l ' accrois 

sement du m o m e n t du v o l u m e total AB, r e l a t i v e m e n t à xOy. 

Désignant d o n c par V le v o l u m e AB et par Ç l ' o r d o n n é e z de 

son cent re de g rav i t é , ïï ( 2 z , E, — 2 z s ) sera égal à I Id . VÇ, c'est-à-

dire à II ÇdY -t- I I V G ? Ç . D o n c le t ravai l d e s p r e s s i o n s du gaz s u r 

l 'enveloppe, p e n d a n t q u e le v o l u m e V a u g m e n t e de d Y e t q u e 

son cen t r e d e gravi té d e s c e n d de c?Ç, sera 

fi) (/>„-+- HÇ) dY -4- n V r f Ç = û!E, 

Par su i t e de la g r a n d e l é g è r e t é des gaz, et s u r t o u t à c a u s e 

de l ' hypo thèse faite t o u t à l ' h e u r e s u r la l e n t e u r du m o u v e 

ment, on p e u t r e g a r d e r le gaz c o m m e p o s s é d a n t u n e force vive 

toujours s e n s i b l e m e n t n u l l e : la s o m m e des t r avaux de t o u t e s 

les forces, t an t i n t é r i e u r e s q u ' e x t é r i e u r e s , a u x q u e l l e s il es t 

soumis, doi t d o n c é g a l e m e n t s ' a n n u l e r . Or, p o u r le d é p l a 

cement q u ' o n v i e n t d ' é t u d i e r , ces t r avaux s o n t : 

]° Celui d e la p e s a n t e u r , l e q u e l a p o u r v a l e u r ITVrfÇ; 

2° Celui q u ' e x e r c e l ' e n v e l o p p e , égal et c on t r a i r e à </S, et 

en c o n s é q u e n c e e x p r i m é par — {p„ -t- £) dY — I I V dt, ; 

3° Celui d e s a c t i o n s i n t é r i e u r e s . 

Pour q u e la s o m m e soit n u l l e , il faut q u e c e d e r n i e r t ravai l 

soit (p„ -+- IIÇ) dY. Ainsi c h a c u n e des pa r t i e s de d& a u n e s igni

fication b i e n d é t e r m i n é e : l ' u n e r e p r é s e n t e le travail de la 

pesanteur s u r le gaz ; l ' au t re es t la s o m m e d e s t ravaux faits par 

les ac t ions i n t é r i e u r e s du s y s t è m e gazeux , s o m m e d o n t on a 

ainsi t r o u v é u n e e x p r e s s i o n r e m a r q u a b l e . 
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A c t u e l l e m e n t , s u p p o s o n s q u e la m a s s e gazeuse ép rouve un 

d é p l a c e m e n t fini, p e n d a n t l e q u e l H , V et Ç, q u i son t des quan

t i t és d é t e r m i n é e s p o u r c h a q u e p o s i t i o n du s y s t è m e , var ient 

r e s p e c t i v e m e n t e n t r e les l i m i t e s l l t e t I L , V, e t V,, Ç, et ti. Pen

dan t ce m o u v e m e n t , LTV sera c o n s t a n t , p u i s q u e c 'est tou jours 

le p o i d s Q d ' u n m ê m e e n s e m b l e d e m o l é c u l e s ; mais le v o 

l u m e V var ie et l 'on p e u t a d m e t t r e qu ' i l es t tou jours lié à la 

p r e s s i o n m o y e n n e pa -+- LTÇ o u p', par la r e l a t ion 

p1 V = c o n s t . = C, 

qu i r é s u l t e d e la loi d e M a r i o t t e . On t i r e de là 

Q 

p' =p,+ nç = y; 
par s u i t e l e travail é l é m e n t a i r e c?G d e v i e n t 

dV 
C ^ + Qdï, 

et en i n t é g r a n t e n t r e les l i m i t e s d o n n é e s , on t r ouve le travail 

fini 

f » G = C l o g h y p ^ + Q ( Ç s - Ç 1 ) . 

Si l ' on a p p e l l e p\ et p\ l e s p r e s s i o n s m o y e n n e s répondant aux 

l im i t e s , o n p o u r r a r e m p l a c e r C parp ' , \ \ ou par p, V 2 , et par 
v i p2 

ce q u i d o n n e r a i t d ive r se s e x p r e s s i o n s de la m ê m e quant i té . On 

r e t r o u v e d ' a i l l eu r s ici les d e u x p a r t i e s q u i composa ien t le tra

vail é l é m e n t a i r e , savoi r le t ravai l d e la p e s a n t e u r et celui des 

forces m u t u e l l e s , ce d e r n i e r ayan t p o u r v a l e u r C l o g h y p — • 

Voic i enfin u n e a u t r e t r ans fo rma t ion d e l à fo rmule (2). Si K 

d é s i g n e le r a p p o r t de la d e n s i t é — du gaz, à la p ress ion corres-
ê> 

p o n d a n t e p', o n a u r a , su ivan t les r a i s o n n e m e n t s du n° 93, en 

c o n s e r v a n t le m ê m e s e n s a u x n o t a t i o n s a , 9 et S : 
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d'où l'on t i re , pa r l ' é l i m i n a t i o n de K, 

, „ 8000(1+ x9) 

p = n -d 

Donc on a auss i 

C = ^ y ^ n V 8 ° 0 0 ^ - + - f l ! 5 ) _ Q 8oOQ(t-{-xô)^ 
ô S 

valeur qui r e p o r t é e dans l ' égal i té ( 2 ) d o n n e r a 

_ „ ["8000 ( 1 - ) - « 6 ) V, ,. ~] 
(3) E = Q | ^ - l o g h y p ^ -+ Ç3 — Ç J . 

Cette formule a l ' avan tage d e m e t t r e en é v i d e n c e l ' i m p o r t a n c e 

du travail fait pa r l es a c t i o n s m u t u e l l e s des m o l é c u l e s g a z e u s e s , 

comparat ivement à ce lu i d e la p e s a n t e u r : l e u r r a p p o r t e s t en 

effet celui de ^ ° 0 0 ( ' z ^ l o g h y p V~r a ?»— Or le fac teur 
0 V1 

8000 ( n - a 0 ) , , . . . 

— r e p r é s e n t e u n e h a u t e u r o r d i n a i r e m e n t assez S 

grande (ce se ra i t 8 k i l o m è t r e s p o u r l 'a i r à o n ) ; d o n c si le 
y 

rapport ^ s ' éca r t e n o t a b l e m e n t de l ' u n i t é , et q u e l e c e n t r e de 

gravité du gaz n e s u b i s s e pas un d é p l a c e m e n t ver t ica l cons i 

dérable, il sera p e r m i s d e n é g l i g e r le travail d e la p e s a n t e u r . 

On conçoit e f fec t ivement à priori q u e l e po ids d ' un gaz est 

généralement pe t i t en compara i son d e s p r e s s i o n s e x e r c é e s s u r 

son enve loppe par s u i t e de son é las t ic i t é , et q u e dès lo rs il 

n'y a pas g rande e r r e u r à e n faire abs t rac t ion . 

Il faut se r a p p e l e r q u e n o u s avons a d m i s , dans le cou ran t du 

calcul, des h y p o t h è s e s qu i n e son t po in t r i g o u r e u s e s , n o t a m 

ment la l e n t e u r d e s m o u v e m e n t s a s s imi lée à l ' é q u i l i b r e , la 

constance de la d e n s i t é p o u r c h a q u e pos i t ion de la m a s s e ga

zeuse et enfin la loi d e Mar io t t e . L e s résu l t a t s n e do iven t d o n c 

être cons idérés q u e c o m m e approx ima t i f s . iNous a l lons m a i n 

tenant en i n d i q u e r q u e l q u e s app l i ca t ions . 

101. Calcul du travail nécessaire pour faire passer un gaz 

d'un réservoir dans un autre où, la pression est différente. — On 

prend u n e ce r t a ine q u a n t i t é de gaz d o n t le v o l u m e pr imi t i f 
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es t V,, d a n s u n r é s e r v o i r où e l le étai t à la p r e s s i o n p{, pour la 

faire pa s se r dans u n r é s e r v o i r o ù sa p r e s s i o n sera p3 et son vo

l u m e Vj . O n d e m a n d e le t ravai l qu i do i t ê t r e d é p e n s é pour cet 

ob je t . 

L ' ana lyse du n° 100 p e r m e t d e r é p o n d r e i m m é d i a t e m e n t à 

ce t t e q u e s t i o n . L e t ravai l q u ' o n d e m a n d e ici es t celui que l'en

v e l o p p e du v o l u m e gazeux d o n t il s 'agit e x e r c e sur le gaz; il 

es t d o n c égal e t c o n t r a i r e à ce lu i q u e le gaz e x e r c e sur l 'enve

l o p p e , e t a p o u r v a l e u r , e n c o n s e r v a n t les n o t a t i o n s du n° 100, 

- [ c i o g h y p ^ + Q f C , - c ; , ) ] = - e . 

H a b i t u e l l e m e n t on n é g l i g e , c o m m e n o u s l 'avons dit tout à 

l ' h e u r e , le t e r m e — Q ( Ç a — Ç.) ou travai l d e s t i n é à vaincre 

l ' ac t ion de la p e s a n t e u r . 

Dans les app l i c a t i ons o r d i n a i r e s , le travail à dép en s e r serait 

V, 
d o n c s i m p l e m e n t C l o g h y p 11 es t tou te fo i s b ien entendu 

q u e ceci r e p r é s e n t e u n i q u e m e n t le travail ex igé en particulier 

par le c h a n g e m e n t d é p r e s s i o n du gaz : si l 'on avait simultané

m e n t (pa r s u i t e d e la d i spos i t i on d e s m a c h i n e s employées) à 

dép l ace r c e r t a i n s c o r p s , m a l g r é des r é s i s t ance s indépendantes 

du gaz l u i - m ê m e , il es t clair q u e l e m o t e u r devrai t fournir en 

o u t r e u n travai l égal à c e l u i de sd i t e s r é s i s t a n c e s . Imaginons, 

par e x e m p l e , u n p i s ton qu i en m o n t a n t dans u n corps de pompe 

c o m p r i m e r a i t u n gaz a u - d e s s u s d e l u i , p e n d a n t q u e le cou

v e r c l e s u p é r i e u r se s o u l è v e r a i t ma lg ré son poids : le travail 

m o t e u r n é c e s s a i r e c o m p r e n d r a i t a lo r s , o u t r e l ' express ion loga

r i t h m i q u e c i - d e s s u s d o n n é e , u n s e c o n d t e r m e égal en valeur 

a b s o l u e au travai l p r o d u i t pa r l es p o i d s d u p is ton et du cou

v e r c l e . 

L'étude de quelques questions qui se rapportent au mouvement varié 
des machines exigo quo l'on connaisse, non-seulement le travail total 
employé pendant chaque période complète du mouvement, mais encore le 
travail employé depuis l'origine jusqu'à un instant quelconque de cette 
période. Il faut alors une analyse plus minutieuse. En voici un exemple 
que nous empruntons au Cours professé à l'École des Ponts et Chaussées 
par notre prédécesseur, M. Bélanger. 
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ii[l+a—y') = Cl I / + a 
Pi I \ 

La première partie de la question se trouve ainsi résolue. On remarquera 

que le termo a{\ — est en réalité négatif, de sorte que pour extraire 

le plus grand volume de gaz, avec une course / et une section il données, 
il faut que a soit aussi petit que possible : cela justifie le nom d'espace 
nuisible donné au volume A'B'CD, qui reste entre le fond CD du corps de 
pompe et la position la plus rapprochée du piston. 

II. 2 e E D I T . 2 ^ 

Un piston oscille horizontalement entre la position A'B' et la posi
tion ÀB [fig- 54 ) ; au fond CD du corps de pompe aboutissent deux con

duits qui communiquent à deux réser-
voirs ou los pressions sont p 2 et p l ; 
ces conduits sont fermés par des sou
papes F et G, dont la première s'ouvre 
de dedans en dehors du corps de 
pompe, la seconde s'ouvrant au con
traire de dehors en dedans. La pres
sion p { est plus petite que p 2 \ la pres

sion atmosphérique agit sur la face du piston opposée à celle qui est en 
communication avec les deux réservoirs. On demande quelle sera la quan
tité de gaz qui passera d'un réservoir dans l'autre à chaque coup de 
piston; on demande aussi le travail exercé sur le piston par la pression 
du gaz et par la pression atmosphérique à un instant quelconque de la 
période. 

Lorsque le piston, arrivé en A'B', commence une nouvelle course de 
droile à gauche, le volume A'B'CD vient d'être en communication avec le 
réservoir où la pression est p . l t et se trouve par conséquent rempli de 
gaza cette pression. Le piston s'éloignant du fond CD, le volume A'B'CD 
est augmenté, la pression diminue et la soupape F se ferme. Mais la sou
pape G ne s'ouvre pas immédiatement ; elle s'ouvre seulement quand le pis
ton est en A"B", suffisamment loin de CD pour que la pression dans A"B"CD 
soit égale à />,. Si l'on pose A'C = « , A"C = y ' , et qu'on nomme il la 
section du corps de pompe, la loi de Mariotte fournit, pour déterminer y ' , 
l'équation 

aa.p2= D.y'.p1 ou p2a = py'. 

A partir de A"B" jusqu'à AB, le piston se meut avec la soupape G ouverte 

et l'autre fermée; il supporte la pression pK sur sa face de droite, par 

unité superficielle. Le volume V1 extrait du réservoir alimentaire, mesuré 

sous la pression pK et à la température de ce réservoir, sera donc égal 

à ABA"B", ou bien, en nommant l la longueur AA' de la course, 
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/; 2 i l a log hyp •+- p, i l ( l -+- a —y') — p»M. 

Avant do nous occuper du travail, voyons encore ce qui se passe dans 

le retour de la position AB à la position A'B' du piston. Quand ce mou

vement rétrograde commence, la soupape G se ferme de suite ; mais Vautre 

soupape F ne s'ouvre que lorsque le volume ÀDCD a été assez diminué 

pour que le gaz dont il est rempli passe de la pression P l à la pression p,. 

Soient alors A"'B"' la position du piston, et j " la distance A"'C; on aura, 

toujours en vertu de la loi de Mariotte, 

{l+a)npl=y"a.p, ou p^l + a) =p,j", 

re qui détermine y". De A"'B"' à A'B', le piston se mouvra en éprouvant 

constamment la pression par unité de surface, en sens contraire de 

son mouvement . 

Maintenant il est aisé d'avoir la valeur du travail exercé sur le piston, 

tant par la pression du gaz que par la pression atmosphérique. Nommons/ 

la distance entre CD et la face intérieure du piston ; le travail dont il s'agit, 

compté depuis l'instant où le piston était en A'B' jusqu'à une position 

quelconque prise dans l'étendue d'une double course (aller et retour), aura 

diverses expressions, suivant la position finale qu'on attribue au piston, 

savoir : 

i° Pendant que y croît de zéro à y', le gaz enfermé entre le piston et le 

fond CD, primitivement à la pression p.2 et sous le volume i l« , passe à la 

pression P i et au volume Hjr'; il exerce donc en se détendant un travail 

moteur égal à p2Lla log hyp — ( n M O u ) , qui deviendra p2 i l a log hyp — 

quand le piston aura pris la position A"B". Dans le même intervalle,, la 

pression atmosphérique P a exerce une résistance constante sur l'autre face 

du piston; le travail de cette résistance paD. sera — pji (y — a) à un 

instant quelconque de cette période, et par conséquent — paLl [y' — a) 

à la fin. 

2 ° y étant croissant de y' à l+a, le piston éprouve de la part du gaz 

et do l'atmosphère une force constante (Pl — pa)^, dont le travail, me

suré depuis A"B", a pour valeur [pt — pa) i l (y — y'). Pour avoir le travail 

compté depuis A'B', il suffit d'ajouter le travail total accompli dans la 

première période, soit / ) 2 i l « l o g hyp — —p a Ll ( / ' — « ] , ce qui donnera 

p, i l « log hyp ^ + p, fi ( y — y ' ) — pa î i (y — a ) . 
Pi 

Faisant dans cette expression y = l + a, ou aura le travail total dans le 

mouvement du piston de A'B' en AB, qui sera 
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3° Pendant que le piston décrit le volume ABA"'B"', il comprime une 
masse gazeuse qui passe du volume n ( / 4 - a) au volume iiy", et de la 
pression />, à la pression p 2 . Ce gaz fait donc un travail résistant qu i , 

Y 

compté depuis la position AD, a pour valeur n (l+a) log hyp i simul

tanément la pression atmosphérique fait un travail moteur Paîi{l-\-a—y). 

On y joindra le travail accompli dans la course de droite à gauche, et 

l'on aura, pour représenter le travail compté depuis A'B', l'expression 

^ n n l o g h y p ^ + A > 1 n ( / + a - r ' ) - r - A « ( / 4 - a ) l o g h y p 7 ^ i - / ^ i i ( _ r _ f l ) . 

y 

A la Gn de cette troisième période, on aura y = y , et le rapport jjp~a 

sera celui d e à /»2 ; la valeur correspondante du travail cherché sera donc 

p, flalog hyp - + P t a ( / + a -y1 ) +pt a ( l + a) log hy p £ - p a il [y" - a), 

ou, en réduisant, 

fl[ft«-/'1(
/+a)]loghyp^+p1fi(/-r-a-y)-/î.fi(r"-«). 

4° Enfin, si l'on fait décrire au piston l'espace A^B^A'!?', il sera sou
mis à une résistance constante (p2—pa)^

li faisant un travail exprimé 
par — — pa)il(y" — j ) , si on le compte depuis A"'B"', ou par 

"[>•«-/ ' • C + " ) ] l o g h y p ^ - ( - A n ( ' + " - / ) - / ' . " ( r - « ) - A f i ( / ' - r ) i 

en le comptant depuis A'B', commencement de la première période. A la 
fin de cette période, qui complète une double oscillation, le travail total 
du gaz et de l'atmosphère sur le piston se calculera en faisant y = a dans 
l'expression précédente, qui devient 

~P, ( '+« ) ] log hyp £ + pt n ( 1 + a - y1 ) -p,n (y" - a), 
ri 

C'est la valeur, sauf le changement de signe, du travail que doit fournir 
le moteur, pendant la double course du piston, pour entretenir le mouve
ment périodique de la machine, en supposant que les résistances pro
viennent uniquement des pressions P a , p x s p 2 . 

On voit que, comme on devait s'y attendro, cette expression est indé
pendante de la pression atmosphérique, force tantôt motrice, tantôt résis
tante, dont le travail positif, pendant le mouvement de gauche à droite, 
anéantit le travail négatif pendant le mouvement en sens contraire. On 
peut encore faire d'autres simplifications. D'abord, au lieu de p , / > , on 

24-
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mettra et le premier terme deviendra 

-p,H(l4-n-r'! l o g h y p ^ , 

ou bien 

- A>,V, loghyp ^ -

Ensuite, on remarquera que il [y" — a) est le volume, sous la pression /;„, 

du gaz extrait du réservoir alimentaire à chaque coup de piston et envoyé 

dans l'autre réservoir; comme ce même gaz, sous la pression p n occupait 

le volume Ll(l + a— r'), on a plLl(l + a—/)=p2a[r" — a),e\.\e 

travail que nous calculons se réduit finalement à 

/ i 

c'est ce qu'on aurait pu écrire immédiatement, si la connaissance du tra

vail total accompli dans l'ensemble des quatre périodes ci-dessus étudiées 

eût été seule nécessaire. 

102. Des réservoirs d'air en communication avec lesconduites 

d'eau. — L o r s q u ' u n e c o n d u i t e c o n t i e n t u n e assez grande masse 

d 'eau a n i m é e d ' u n e c e r t a i n e v i t e s s e , et q u e l ' é cou lemen t vient 

à ê t r e b r u s q u e m e n t i n t e r r o m p u , l ' eau e n m o u v e m e n t ne peut 

p e r d r e sa force v ive q u e pa r le travail r é s i s t an t que déve

l o p p e n t s i m u l t a n é m e n t la p e s a n t e u r , les ac t i ons mutuel les de 

ses m o l é c u l e s e t l es r é a c t i o n s des co rps e n contact avec elle. 

Si e l le es t e n f e r m é e p u r e m e n t et s i m p l e m e n t dans des parois 

q u ' e l l e m o u i l l e e n e n t i e r , ces pa ro i s d e v r o n t céder un peu à 

la p r e s s i o n , afin q u e les forces é l a s t i q u e s d u e s à cet te défor

m a t i o n p r o d u i s e n t le travail négat i f n é c e s s a i r e . D e l à résultent 

des s u p p l é m e n t s assez c o n s i d é r a b l e s de t e n s i o n dans la matière 

des p a r o i s , q u i o b l i g e n t de r e n f o r c e r b e a u c o u p les tuyaux, 

p o u r qu 'Us r é s i s t e n t c o n v e n a b l e m e n t . Cet te e spèce de choc a 

r e ç u , p a r m i les i n g é n i e u r s , le n o m de coup de bélier, sans doute 

à c a u s e de son ana log ie avec ce qu i se passe d a n s l e bélier hy

d r a u l i q u e de Montgo l f i e r . P r a t i q u e m e n t on a t ténuera i t beau

c o u p l e s effets d o n t n o u s p a r l o n s , en f e rman t les robinets pro

g r e s s i v e m e n t et avec l e n t e u r : o n p e u t auss i avoir recours aux 

r é s e r v o i r s d 'a i r . P r è s de l ' e x t r é m i t é où se t r o u v e placé le robi

n e t q u i i n t e r r o m p t l ' é c o u l e m e n t , on fait c o m m u n i q u e r la con-
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duite avec u n e capac i té r e m p l i e d 'a i r . P e n d a n t q u e la c o n d u i t e 

fonctionne, ce t t e capac i t é ou ce r é se rvo i r r e n f e r m e de l 'air à u n e 

pression p lu s ou m o i n s forte, mais g é n é r a l e m e n t p e u dif férente 

de celle de l 'eau dans la c o n d u i t e , au p o i n t où la c o m m u n i c a 

tion exis te . Q u a n d l ' é c o u l e m e n t ce s se , l 'eau t e n d à p é n é t r e r 

dans le r é s e r v o i r en v e r t u de la v i tesse a c q u i s e , l 'air se c o m 

prime de p lu s en p l u s , e t p r o d u i t en g r a n d e pa r t i e le travail 

résistant dont on avait b e s o i n . 

Connaissant la p r e s s i o n in i t ia le de l 'air dans le r é s e r v o i r , 

avant la f e r m e t u r e du r o b i n e t , on p e u t se d e m a n d e r q u e l l e 

sera sa p r e s s ion finale q u a n d l 'eau sera r é d u i t e à u n e v i t e s s e 

nulle. P o u r r é s o u d r e c e t t e q u e s t i o n , q u i e n t r a î n e , c o m m e on 

va le voir , la d é t e r m i n a t i o n du v o l u m e q u ' o n doi t d o n n e r au 

réservoir, n o u s a p p l i q u e r o n s le t h é o r è m e des forces v i v e s . 

Nous nous b o r n e r o n s d ' a i l l eurs à c o n s i d é r e r u n e c o n d u i t e cy

l i n d r i q u e a l i m e n t é e 
F ' E ' J J ' par un seu l bass in 

et n e d é p e n s a n t de 

l ' eau q u ' à son e x 

t r é m i t é . Soit A A ' 

{fg. 5 5 ) ce l t e c o n 

du i t e r e c e v a n t en A 

l 'eau d ' un bass in d o n t 

le n i v e a u es t N N ; 

3 * ' p r è s d e l ' e x t r é m i t é A ' 

se t r o u v e un r o b i n e t 

et un r é se rvo i r d 'a i r , dans l e q u e l l 'air a p r i m i t i v e m e n t la p r e s 

sion p,, et l ' eau s ' é l è v e au n i v e a u CD. 

Nommons 

U, la v i t e s se m o y e n n e d e l ' eau d a n s la c o n d u i t e , p e n d a n t 

son se rv ice n o r m a l ; 

U sa v i tesse m o y e n n e à u n in s t an t q u e l c o n q u e d u m o u v e 

men t var ié q u i su i t la f e r m e t u r e du r o b i n e t ; 

P le d i a m è t r e , L la l o n g u e u r du tuyau ; 

II le po ids d u m è t r e c u b e de l i q u i d e ; 

V, le v o l u m e de l 'a ir dans le r é s e r v o i r q u a n d la p r e s s i o n y 

est pa; 
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Pi la p r e s s ion finale e t V, le v o l u m e co r r e spondan t EFK 

l o r s q u e , le r o b i n e t ayant é t é f e r m é , la v i t e s se de l'eau s'est 

a n n u l é e ; 

H la d i s t ance d e s p l ans h o r i z o n t a u x NN et CD. 

N o u s a p p l i q u o n s le t h é o r è m e d e s forces v ives à la masse li

q u i d e p e n d a n t le t e m p s e m p l o y é p o u r l ' anéan t i s sement de sa 

v i t e s se . La d e m i - v a r i a t i o n d e force v i v e , dans cet intervalle, 

a p o u r va leu r 

C h e r c h o n s m a i n t e n a n t l es t r a v a u x d e s différentes forces. Ces 

forces s o n t : 

i° La p r e s s i o n r é s i s t a n t e du gaz e n f e r m é dans le réservoir, 
y 

qu i p rodu i t u n travai l e x p r i m é par — ptY, l o g h y p ( n° 100), 

e n nég l igean t la faible h a u t e u r d o n t s ' é lève le cen t re de gra

v i t é de ce gaz ; 

2° La p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e e x e r c é e e n N N ; p„ étant cette 

p r e s s i o n par m è t r e c a r r é , S la s e c t i o n du bass in supposé pris

m a t i q u e , Ç l ' a b a i s s e m e n t NN" du n i v e a u NN p e n d a n t le temps 

c o n s i d é r é , c e t t e force fait un travail égal àp aSÇ, ou kp„ (Vo—V,), 

ca r l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é de l ' eau ex ige q u e le v o l u m e SÇ sorti du 

bass in soi t égal à ce lu i qui est e n t r é d a n s le rése rvo i r d'air ; 

3° La p e s a n t e u r ; son travai l es t le m ê m e q u e si la tranche 

N N X ' N ' é ta i t v e n u e se s u b s t i t u e r à la p lace de CDEF et que la 

pa r t i e i n t e r m é d i a i r e N ' N ' C D fût r e s t é e i m m o b i l e , car dans ce 

d é p l a c e m e n t fictif le c e n t r e de g rav i té de la masse totale d'eau 

se sera i t aba i s sée d e la m ê m e q u a n t i t é q u e dans le mouvement 

r é e l ; le t ravai l d e la p e s a n t e u r est d o n c 

ou en d é s i g n a n t par Q. la s e c t i o n CD du r é s e r v o i r , supposé aussi 

p r i s m a t i q u e , et m e t t a n t à la p lace d e £ et CE leurs valeurs 

v . - v , v . - v , , . . . 
— = — > — — ) ce travai l s e x p r i m e par 
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4° Les r é a c t i o n s du t u y a u . E l l e s p e u v e n t se d é c o m p o s e r en 

réact ions n o r m a l e s e t r é a c t i o n s t a n g e n t i e l l e s , d o n t l es d e r n i è r e s 

font seu les du t ravai l , si l ' on fait a b s t r a c t i o n d e la d é f o r m a t i o n 

peu sens ib l e d e la c o n d u i t e . Q u a n t au t ravai l d e s forces t a n -

gentiel les ou f r o t t e m e n t s , on n e p e u t l ' é v a l u e r q u e pa r un 

simple a p e r ç u . O n n e c o n n a î t en effet l ' e x p r e s s i o n de ces fo rces 

que dans le cas du m o u v e m e n t r e c t i l i g n e e t u n i f o r m e , t a n d i s 

qu'il s 'agit ici d ' u n m o u v e m e n t r a p i d e m e n t v a r i é , p r o b a b l e 

ment a c c o m p a g n é d e v i b r a t i o n s e t s e c o u s s e s n o t a b l e s . La force 

retardatrice tp r a p p o r t é e à l ' u n i t é d e m a s s e , si le m o u v e m e n t 

était u n i f o r m e , s ' o b t i e n d r a i t ( n° 45) en m u l t i p l i a n t g p a r la 

charge c o n s o m m é e s u r c h a q u e m è t r e c o u r a n t d e c o n d u i t e , soi t 

(n° 51 ) par U J ; a ins i l 'on au ra i t 

V D 

Nous a d m e t t r o n s q u e ce t t e e x p r e s s i o n es t e n c o r e v r a i e , m a l 

gré le c h a n g e m e n t d e U d ' u n i n s t an t à l ' a u t r e , dans le m o u v e 

ment q u e n o u s c o n s i d é r o n s ; dès lo r s u n e m o l é c u l e l i q u i d e 

de masse m, a n i m é e d e la v i t e s se u et p a r c o u r a n t dans u n t e m p s 

dt un in te rva l l e ds = udt s u r sa t r a j e c t o i r e , é p r o u v e r a d e la 

part de l ' ac t ion r é s i s t a n t e wcp un t rava i l négat i f égal à 

— — mudt; 

pour l ' e n s e m b l e de la c o n d u i t e ces t r avaux d o n n e r o n t 

— —~—dtZmu, 

la s o m m e 2 é t an t é t e n d u e au l i qu ide e n t i e r . Or, si l ' on d é c o m 

pose t o u t e la m a s s e d ' eau en filets pa ra l l è l e s à l ' axe d u t u y a u , 

l'un de ces filets ayan t w p o u r s e c t i o n t r a n s v e r s a l e , p o s s é d e r a 

11 T 

une, masse — toL e t u n e v i t e s se u s u r t o u t e sa l o n g u e u r ; p o u r 
S 

ce filet en p a r t i c u l i e r , la s o m m e d e s p r o d u i t s mu s e r é d u i r a 

donc à 3 M L « , et p o u r l ' e n s e m b l e d e s filets e l le sera 5 ^ 2 c o « , 
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c e t t e n o u v e l l e s o m m e 2 d e v a n t ê t r e faite p o u r t ous les é lé 

m e n t s M d ' u n e s e c t i o n t r a n s v e r s a l e . C o m m e X o s u n 'est autre 

c h o s e , d ' a p r è s la dé f in i t ion m ê m e de la v i t e s se m o y e n n e , que 

le p r o d u i t ^ T C D ' U de c e t t e v i t e s s e par la s ec t i on to ta le , le tra

vail é l é m e n t a i r e d e l ' e n s e m b l e des f r o t t e m e n t s serai t donc 

u g- 4 
soi t 

D 4 

ou enf in , en n o m m a n t dV l ' a c c r o i s s e m e n t négat i f du volume 

d 'air p e n d a n t sa c o m p r e s s i o n , L Q ( 1 n g p C u t j n l ^ _ 

g r e r c e l t e q u a n t i t é s a n s c o n n a î t r e la re la t ion qu i lie U à V pen

dan t q u e U d i m i n u e d e p u i s U„ j u s q u ' à z é r o . N o u s éviterons la 

r e c h e r c h e d e c e t t e r e l a t i o n , e n s u p p o s a n t q u e II 2 conserve 

c o n s t a m m e n t sa v a l e u r m o y e n n e !- U j ; de s o r t e q u e le travail 

des f r o t t e m e n t s au ra i t p o u r e x p r e s s i o n le p r o d u i t de U„ 

par i d \ , c ' e s t - a - d i r e 

- - ^ U ' . f . V . - V . ) . 

L ' é q u a t i o n s u i v a n t e ex i s t e r a d o n c e n t r e les quant i tés que 

n o u s a v o n s c o n s i d é r é e s : 

~ Ì 7 r D ' L . U 2 = / ) 0 V „ l o g h y p ^ 

- n ( V „ - V . ) 

a l I M 
§ + u - i ( v . - V l ) : + i 

u U ; ( V . - V , ) . 

11 faut y j o i n d r e la r e l a t ion d o n n é e par la loi de Mariolte : 
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On pourra i t d o n c , si l 'on conna issa i t p, e t V D , d é t e r m i n e r les 

deux i n c o n n u e s pt et V,, ou r é c i p r o q u e m e n t , si l 'on se fixe la 

valeur de la p r e s s i o n m a x i m u m p,, on d é t e r m i n e r a le v o l u m e 

V, que l'on doi t d o n n e r au r é se rvo i r d 'a i r . 

On p r o c é d e r a i t d ' u n e m a n i è r e s e m b l a b l e dans le cas d ' u n e 

conduite fo rmée d 'un tuyau à d i a m è t r e var iable , ou dans le cas 

d'une c o n d u i t e c o m p l e x e à p l u s i e u r s b r a n c h e s . L e p r e m i e r 

membre d e l ' avan t -de rn iè re é q u a t i o n pou r r a i t , a insi q u e le 

dernier t e r m e du second m e m b r e , ê t r e r e m p l a c é par la s o m m e 

de p lus ieurs a u t r e s t e r m e s , de forme a n a l o g u e , d o n t c h a c u n se 

rapporterait à u n e p o r t i o n du s y s t è m e de t u y a u x ; mais s'il y 

avait p lu s i eu r s r é s e r v o i r s d 'air , le p r o b l è m e é n o n c é e n d e r n i e r 

lieu ne sera i t pas e n c o r e c o m p l è t e m e n t mis en é q u a t i o n de 

cette m a n i è r e ; car p o u r c h a q u e r é s e r v o i r en p lu s du p r e m i e r 

on in t roduira i t d e u x n o u v e l l e s i n c o n n u e s , t e l l es q u e p, et V, 

ou bien V» et V,, t and i s q u ' o n aura i t s e u l e m e n t u n e é q u a t i o n 

de plus, le t h é o r è m e des forces v ives n ' e n fourn issan t t o u j o u r s 

en somme q u ' u n e s e u l e . 

Voici un exemple numérique. Soit uno conduite en fonte ayant une-

longueur L de 1000 mètres entre le bassin alimentaire et le robinet A', 

un diamètre constant D = o™, 3o, et débitant par seconde un volume 

Q= o ^ o g i ; supposons encore II = i 5 m , il = i m q et S assez grand pour 

que ^ soit négligeable. UQ sera déterminé par l'équation îrD2!! = Q, 
s 4 

ce qui donne U, = = i m , 3i . En prenant le coefficient pour le cas 

de la fonte vieille, on aura (n° 50) è, = 0,000529. La charge consommée 

dans la longueur de la conduite sera donc 

^ S . U j , ou 4°oo • 0,000^29 (1 ,3 i )^ , ou enfin 12™, 10; 

3 U' 
en y ajoutant - • — 1 charge entre le bassin alimentaire et la section con-

2 ig 

tractée qui suit l'ouverture do la conduite dans ce bassin (n° S i ) , soit 

environ o m , i 3 , on aura i 2 m , 2 3 pour la charge totale emplovée depuis le 

point do départ des molécules liquides jusqu'au point A' du tuyau; le 

niveau piézométrique en A', si la colonne débouchait dans l'atmosphère, 

s'élèverait à i 5 " - i 2 m , 2 3 ou 2 m , 77 au-dessus du plan CD. Ainsi la pres-
l> 

sion initiale p a sera représentée par une hauteur d'eau de -i™,77+j[ 
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nous l'avons d'abord exprimé par ^ ^ ' ^ Ç U W ; puis, afin do ne pas 
D Jv. 

avoir à nous occuper de la relation entre U et V, nous avons remplacé ap

proximativement l'intégrale p a r ^ U J ' V , — V , ) . Eu égard à l'incertitude 

qui règne sur la valeur réelle des forces de frottement dont il s'agit, 

nous pensons que cette méthode est pratiquement la seule qu'il faille 

suivre; mais on peut, comme exercice, effectuer le calcul d'une manière 

plus rigoureuse. 

Au lieu d'appliquer le théorème des forces v ives à un intervalle do 

temps fini, appliquons-le pour un élément dt de cet intervalle; nous au

rons 
- • - 7 r D 2 L . U r f U 

^ . V , Ç - / » . r f V - H r f v [ H - ( V 0 ^ V ) Q + i ) u v / v , 

soit, en posant 

ou de a™, 77 4 - io™, 33 = i3™, io, si toutefois on peut négliger la hauteur 

entre le plan CD [Jîg. 55) et l'axe de la conduite pris à côté de A'. Main

tenant supposons qu'on veuille avoir pour pression maximum pt le qua

druple de /)„ et qu'on demande le volume V,. On tirera d'abord de l'équa

tion (2) 

V = - V 
' 4 o : 

et l'on substituera cette valeur dans l'équation ( i ) , où il n'y aura plus 

que V„ d'inconnue. Divisant ensuite l'équation par IT et mettant les nom

bres au lieu des lettres qui les remplacent, on trouvera 

6 , ! 8 5 = i 3 ] i o V 1 l o g h y p 4 - | v j ( a 5 ) 3 3 - | v „ ) - T - | x i a , i o V 1 , 

ou, toute réduction faite, 

6 , i 8 5 = 3 l 7 o V „ + ^ V ; ; 

on tire de là 
V , = i m c . 5o. 

Dans le cas où l'on se serait donné V„ et où l'on aurait demandé pn 

l'équatiun à résoudre aurait été transcendante; un tâtonnement aurait 

donné sa solution. 

Intégration exacte de l'équation différentielle des forces vives. — Ayant 

eu ci-dessus à chercher le travail produit par le frottement de la conduite, 
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et désignant par x, 6, 7, J des quantités constantes et connues, 

Or c'est là une équation linéaire du premier ordre, qu'on sait intégrer; 
on arrive, par l'application des formules connues, à 

У = —\ [lx + S + ~) + ê e " (fe-"^ + const. 

On substitue ensuite dans cette dernière équation, préalablement multi

pliée par e~", les deux systèmes de valeurs coujuguées 

j - = u ; , * = v „ 

7 = 0 , . T = \ \ , 

et prenant la différence des deux résultats, on trouve 

e • ' • [ u : + l ( ï V . + S + ! ) ] - , - v . . l ( . , V , - b J + 

x 

Tello est la relation qui aurait dû remplacer l'équation (1). Il faudrait 

encore, bien entendu, y remplacer s , S, 7, S par leurs expressions, savoir 

» - . - f e [ - « - & + T . ( i + Ê ) ] ' 

enfin il resterait à calculer, avec le degré d'approximation qu'on jugerait 

convenable, l'intégrale 
, y o dx 

e~"-
'V, i: 

dont la valeur exacte n'est pas connue. On pourrait , à cet effet, em

ployer le développement en série de e~°", savoir : 

ax a? x1
 se3 x' a} x1 

1.2 1.2.3 1 . 2 . З . 4 

d'où résulterait 
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et, par suite, 

CHAPITRE CINQUIÈME. 

é" v° dx 

= l o , h y P J - ^ ^ +

 a 3 i V ^ ^ - . . . . 
" 1 r V, I I . 2 J 

103. Réservoir d'air en communication avec une pompe foulante. — Les 

réservoirs d'air sont utilisés dans d'autres circonstances que celles qu'on 

vient d'étudier. Ainsi, quand une pompe à simple effet refoule de l'eau qui 

s'élève dans un bassin supérieur par un long tuyau, le volume débité 

n'étant pas fourni d'une manière continue par le corps de pompe, mais 

seulement pendant fa course du piston dans un sens, la masse d'eau en 

mouvement dans le tuyau se ralentit pendant que le piston marche en sens 

contraire et produit une aspiration; lorsque ensuite il revient, il faut qu'il 

rende à cette masse la vitesse qu'elle a perdue par l'action de la pesanteur 

et dos frottements. Cela peut entraîner des variations considérables dans 

la force résistante que doit vaincre lo moteur; de là résultent aussi des 

secousses dans l'appareil et des pertes plus ou moins sensibles de travail. 

On atténue beaucoup ces inconvénients en plaçant un réservoir d'air sur le 

tuyau d'ascension, près du point où il pénètre dans le corps de pompe. Alors 

l'eau, refoulée à chaque coup do piston, s'emmagasine en partie dans le 

réservoir, dont le volume diminue pendant cette période; dans la période 

d'aspiration, l'air comprimé se détend et exerce toujours une pression, en 

vertu de laquelle Feau continue à monter presque uniformément dans le 

tuyau. 

Nous nous rendrons compte approximativement de la capacité à donner 

au réservoir d'air par la considération suivante. 

Soient 

U le volume engendré par le piston dans une course simple; 

V0 le volume maximum de l'air dans le réservoir ; 

V, le volume minimum; 

Po e' P\ ' e s pressions correspondantes. 

Le volume U d'eau est dépensé par le tuyau d'ascension dans un temps 

égal à celui quo le piston emploie pour faire une double course; donc, si 

nous admettons que le mouvement dans le tuyau d'ascension est à peu 

près régulier, la moitié de U seulement sera dépensée pendant la course 

employée au refoulement, et l'autre moitié sera emmagasinée dans le ré

servoir d'air. On aura donc 

v . - v , = i - C . 
' 2 

Pour la régularilé du mouvement, il faut que la pression varie peu dans 
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le réservoir d'air; nous poserons donc, en appelant n un nombre qu'on 

prendra plus ou moins fort, suivant le degré de régularité désiré, 

enfin, on aurait, suivant la loi de Mariotte, 

A , v „ = / ; , ¥ , . 

La résolution de ces équations donne successivement 

_ y\ = in + i 
Pu V, 2 « — i ' 

v , - v , u - 2 ' 

V . - J u ( » « - + - 1 ) , 

ce qui répond au problème proposé. Si par exemple on fait n = 3, on aura 

alors la pression maximum et la pression minimum seraient entre elles 

d a n s le rapport de 7 à 5 . 

104. Des cloches à plongeur et des bateaux à air. — Nous n'avons point 

ici à décrire en détail toutes les variétés de ces appareils ; nous dirons 

seulement quelques mdts d'un bateau à air comprimé, primitivement ima

giné par Coulomb, et employé par M. de la Gournerie, ingénieur en chef 

des Ponts et Chaussées, pour extraire des roches sous-marines. Nous ren

verrons les lecteurs qui désireraient des renseignements complets au 

Mémoire de M. de la Gournerio, inséré dans les Annales des Ponts et 

Chaussées, année 1 8 4 8 , I e r semestre. 

L'appareil dont il s'agit consiste essentiellement en une caisse rectan

gulaire de tôle portée par un bateau, qu'on amène à l'endroit où l'on veut 

travailler et qu'on charge ensuite de manière à le faire échouer. La caisse, 

entièrement ouverte à l'eau par sa face inférieure, est divisée en deux 

compartiments par un plancher horizontal, qui n'établit pas d'ailleurs une 

séparation complète; celui d'en haut, situé au-dessus du niveau de l'eau 

extérieure, présente une ouverture par laquelle on fait entrer les hommes 

et qu'on touche ensuite hermétiquement. Alors, au moyen de pompes 

foulantes, on comprime de l'air dans la caisse. Cet air force peu à peu 

l'eau de sortir du compartiment inférieur; et celui-ci finit par être mis à 

sec. Les ouvriers descendent sur le sol et font le travail demandé ; après 
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quoi ils remontent sur le plancher, et, laissant échapper l'air comprimé 
par un robinet, ils peuvent ouvrir l'issue par laquelle ils sont entrés. 

Le temps pendant lequel on comprime l'air dans la caisse pour en 
expulser l'eau étant perdu pour le travail des ouvriers, et celui-ci ne pou
vant s'effectuer qu'à marée basse, c'est-à-dire pendant quelques heures 
seulement de chaque journée, il importe d'employer un moteur assez 
puissant, qui soit capable de terminer assez vite cette opération préalable. 
Comme il suffit d'une approximation grossière, attendu qu'une erreur re
lative assez forte sur un temps de quelques minutes serait insignifiante 
en pratique, il semble qu'on peut se contenter de l'aperçu suivant, 

V le volume primitivement occupé par l'air dans la caisse, à la pression 
atmosphérique p a , quand les hommes viennent d'y entrer; 

V le volume total de l'air quand l'eau est complètement expulsée; 
S la surface de la coupe horizontale de la caisse; 
x la hauteur dont l'eau est descendue intérieurement, à un instant quel

conque de l'opération ; 

h la valeur finale de cette hauteur, c'est-à-dire la quantité dont le des
sous do la caisse est immergé relativement au niveau de l'eau am
biante ; 

n le poids du mètre cube d'eau. 

Quand l'opération est terminée, le résultat obtenu consiste en ce qu'un 
volume V — Y de liquide est sorti de la caisse et a été remplacé par de 
Vair. Si un tel effet se produisait au moyen d'un piston solide ayant la 
section S et découvert à sa partie supérieure, la résistance à vaincre, 
rapportée au mètre carré de la surface S, serait la différence n.r des pres
sions sur les deux côtés; cela ferait une force totale n S x , dont le travail 
élémentaire s'exprimerait par ïïSxdx et le travail total par 

Mais ici l'air remplit l'objet de ce piston idéal, et comme il se comprime 
en mémo temps qu'il chasse l'eau, le travail absorbé par cette compres
sion s'ajoute à celui qu'on vient de calculer, pour augmenter la dépense 
do force motrice. Le volume V d'air comprimé ayant passé do la pres
sion atmosphérique p a , qu'il avait d'abord, à la pression ^ u + n/;, il a 
fallu (n° 101 ) employer pour ce fait un travail 

Ainsi donc le travail total S à fournir par le moteur, abstraction faite de 

Soient 
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toutes les pertes et résistances accessoires, aurait pour valeur 

G = i n h (V - V) + V (pa+ nA) loghyp (j + y-

Maintenant supposons que ce travail soit donné uniformément dans un 

nombre t de secondes par une machine N chevaux, dont on utiliserait 

toute la puissance : on devrait poser l'équation 

7 5 N ' = S, 

attendu que le cheval-vapeur correspond à un travail uniforme de 7 5 kilo-

grammètres par seconde. On pourra déduire de cette relation, où E est 

déjà connu, la valeur de N, quand on se fixera le temps t ; mais, pour avoir 

égard aux pertes de travail qu'on a négligées, on fera bien d'augmenter 

ce nombre N en le multipliant par un coefficient plus grand que i, qui 

dépend de la perfection des machines employées, et qui, dans les circon-
3 

stances ordinaires, pourrait être pris égal à - • 

Exemple. — On suppose 

5 - ^ = o , 225, V = 13"' c, V ^ 3 7 "
, c , t = 600". 

L'avant-dernière équation devient, en faisant p a = I 0 3301"', 

S = io33o ^ • o,225 (37 — i3) + r ,225 x 37 loghyp 1,22sJ 

= 123 000 ( en nombres ronds ) ; 

la dernière donne alors 

45 000 N = i23 000 ; 
d'où 

N = 2 ,7 . 

En forçant ce résultat de moitié environ, on prendrait N = 4, c'est-à-dire 

QU'UNE machine ayant une puissance nominale de 4 chevaux suffirait dans 

le cas actuel. 

Voyons enfin comment on s'assurerait que le volume d'air injecté par 

seconde, pendant le travail des ouvriers, est suffisant pour empêcher que 

l'acide carbonique produit par la combustion des lampes et la respiration 

ne dépasse une proportion nuisible à la santé. 

Désignons par 

(3 la proportion, en volume, d'acide carbonique dans l'air extérieur; 

7 le rapport entre le volume du même gaz fourni dans un certain temps 

par les lampes et les ouvriers, et le volume d'air injecté dans le même 

temps, ces volumes étant mesurés sous la même pression. 
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Quand les pompes auront donné un certain nombre de coups de piston, 

l'air primitivement contenu dans la cloche n'ayant qu'un volume très-faible 

relativement à celui qui aura été introduit, sera pour ainsi dire sans in

fluence sur la proportion définitive d'acide carbonique. Or chaque mètre 

cube introduit contient par lui-même un volume fs de cet acide, auquel se 

joint le volume 7 produit simultanément en dedans de la cloche. Donc 

chaque mètre cube d'air de la cloche contient le volume £ + 7 d'acide 

carbonique, abstraction faite du mélange avec l'air primitif, dont l'in

fluence devient de plus en plus effacée à mesure que l'opération marche. 

Suivant M. Dumas, un homme exale З06 litres d'acide carbonique par 
jour, soit ia', 75 par heure; on pourra porter ce nombre à 15 litres, parce 

que les hommes travaillent et que leur respiration est plus active que 

dans l'état ordinaire ; une lampe qui consomme 45 grammes d'huile par 

heure transforme dans le même temps 120 litres environ d'oxygène en un 

pareil volume d'acide carbonique. De ces nombres et de la connaissance 

du volume d'air injecté par seconde, il est aisé de déduire 7. Ainsi, en 

supposant 16 hommes avec 4 lampes, on aurait la production suivante 

d'acide carbonique par heure : 

Pour les 16 hommes 16 x i5' = 240 litres 

Pour les 4 lampes 4 x 120 — 480 » 

Total 720 » 

et comme il y a З600 secondes par heure, cela ferait o1,20 par seconde. 
Si le volume d'air injecté dans ce temps est de 45 litres, on voit que •/ 

aurait pour valeur <—Çr-t soit o,oo44- Quanta [3, d'après M. Boussingault, 

il ne dépasse pas 0,0006. Enfin, d'après les recherches de M. Leblanc 

sur l'air confiné, la proportion d'acide carbonique s'élève quelquefois à 

0,009 e t même à 0,01 dans les salles d'hôpitaux ou dans les réunions 

nombreuses; ce sont là des quantités qui ne rendent pas l'air dangereux. 

On pourrait donc sans crainte s'imposer pour condition que p + 7 ne dé

passât pas o,oo5 ou 0,006. Dans l'exemple numérique cité ci-dessus, et 

qui se rapporte au bateau employé avec succès par M. de la Gounierie, 

on avait 
[3 -4- 7 — o ,oo5. 
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CHAPITRE SIXIÈME. 
DE LA PRESSION R É C I P R O Q U E D E S F L U I D E S ET D E S S O L I D E S , P E N D A K T L E U R 

MOUVEMENT R E L A T I F ; M E S U R E D E LA V I T E S S E D E S C O U R A N T S . 

§1. —Action exercée sur un solide par un fluide en mouvement (*). 

105. Généralités.—Nous avons à n o u s o c c u p e r m a i n t e n a n t 

de ce q u ' o n a p p e l l e o r d i n a i r e m e n t la résistance des fluides. Un 

corps sol ide p l o n g é p a r t i e l l e m e n t ou e n to ta l i té d a n s un fluide, 

par rappor t a u q u e l il est e n m o u v e m e n t , é p r o u v e s u r l es d i 

vers é l é m e n t s d e sa surface des p r e s s i o n s de la pa r t de c e 

fluide; la r é s u l t a n t e d e c e s p r e s s i o n s , dans les cas les p l u s 

usuels, est o p p o s é e au m o u v e m e n t relatif du s o l i d e , et à c e 

point de vue e l l e c o n s t i t u e par c o n s é q u e n t u n e vé r i t ab l e r é 

sistance : c 'es t là l ' o r ig ine de la d é n o m i n a t i o n d o n n é e à c e 

genre de p h é n o m è n e s . 

Il serai t faci le d ' é v a l u e r l a p r e s s i o n d u f l u i d e e n c h a q u e p o i n t 

et l 'action qu ' i l e x e r c e s u r les é l é m e n t s c o m p o s a n t la sur face 

du solide en c o n t a c t , si l 'on conna i s sa i t c o m p l è t e m e n t le m o u 

vement des m o l é c u l e s f luides , et si l 'on pouva i t e n o u t r e faire 

abstraction d e la v i scos i t é : on e m p l o i e r a i t à ce t effet les é q u a 

tions de l ' H y d r o s t a t i q u e mod i f i ée s par l ' i n t r o d u c t i o n des fo rces 

d'inertie, e t la r e c h e r c h e d o n t il s'agit r e s s e m b l e r a i t t ou t à fait 

à celle de la p r e s s i o n to ta le s u p p o r t é e par u n e surface p l o n g é e 

dans un fluide en é q u i l i b r e . Mais i n d é p e n d a m m e n t de ce q u e 

l'influence de la v iscos i té n ' e s t pas e n c o r e bien déf inie dans t o u s 

les cas, les p r o b l è m e s don t n o u s pa r lons se p r é s e n t e n t o r d i n a i -

(*) Pour p lus de déta i l s sur les mat ières de ce paragraphe , l e lec teur p o u r r a 

consulter : 

i° L ' In t roduc t ion à la Mécanique industrielle, par le généra l P O N C E L Ë T , 

Membre de l'Académie, des Sc iences , n o s 372 à j 

i° Le Traité d'Hydraulique de D ' A U B U I S S O X , n o s 200 à 22g et ^71 à 478-

H. 2 e L D I T . 9.5 
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r e m e n t sans c o m p o r t e r , c o m m e d o n n é e p r é a l a b l e , la connais 

s a n c e e n t i è r e du m o u v e m e n t relat i f du f luide par rappor t au 

so l ide : t o u t au p l u s on d o n n e le m o u v e m e n t abso lu du solide 

e t le m o u v e m e n t q u e le fluide p r e n d r a i t si le so l ide était en

l e v é . Pa r e x e m p l e , u n c o u r a n t d ' eau se m e u t , et l 'on donne la 

v i t e s s e p r i m i t i v e d e s e s di f férents filets; u n corps solide est 

e n s u i t e p lacé dans ce c o u r a n t e t a ssu je t t i au r epos absolu : 

a lors l e m o u v e m e n t d e s filets e s t d é r a n g é par la p r é s e n c e de ce 

c o r p s , e t p o u r d é t e r m i n e r la p r e s s i o n r é s u l t a n t e , il serait 

n é c e s s a i r e de c h e r c h e r d ' abord e n quo i cons i s t e le dérange

m e n t . Or c e t t e q u e s t i o n p r é l i m i n a i r e n ' a pas e n c o r e été réso

l u e . Auss i n e p e u t - o n d o n n e r s u r t o u t ce qu i concerne la 

r é s i s t a n c e d e s fluides q u e d e s i n d i c a t i o n s e n c o r e b ien vagues 

e t b i e n i n c o m p l è t e s . 

Dans u n s e u l cas , o n a p u a r r ive r à e x p r i m e r analyt iquement 

l ' i n t e n s i t é d e la r é s i s t a n c e , e n fonc t ion des quan t i t é s qui la 

d é t e r m i n e n t : c 'es t ce lu i q u e n o u s a l l ons e x a m i n e r ci-après. 

106. Choc d'une veine liquide contre un plan. — Consi

d é r o n s u n l i q u i d e s o r t a n t d ' u n vase par u n orifice et tombant 

dans l 'air , s o u s f o r m e d 'un j e t s e n s i b l e m e n t parabol ique . Ce 

j e t r e n c o n t r e un p lan fixe FD (fig. 56) qu i obl ige le liquide 
F %' 5 e - à se d é v i e r ; l ' e x p é r i e n c e p rouve alors 

F S ^ ' r á l l e les à la surface c h o q u é e , et nous 

s u p p o s e r o n s qu ' e f f ec t i vemen t , en tous 

l e s p o i n t s d u p é r i m è t r e d ' un c y l i n d r e droi t r eprésen té en 

c o u p e pa r EFCD, l e s m o l é c u l e s l i q u i d e s se m e u v e n t suivant 

d e s pa ra l l è l e s au p l a n . L e m o u v e m e n t est s u p p o s é arrivé à 

l ' é ta t de p e r m a n e n c e . On d e m a n d e la r éac t ion to ta le R exercée 

n o r m a l e m e n t par le p lan s u r le l i q u i d e , dans l ' é t endue de la 

q u e la v e i n e s e gonfle aux environs du 

p l an , ma i s q u ' à u n e ce r ta ine distance, 

à par t i r d e la s ec t i on AB, par exemple, 

s o n m o u v e m e n t r e s t e à très-peu près 

ce qu ' i l se ra i t s ans la p r é s e n c e de l'ob

s tac le ; d ' a i l l eu r s , en v e r t u de l'inflexion 

s u b i e par l es t ra jec to i res au-dessous 

d e AB, les filets t e n d e n t à devenir pa-
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base FD du cy l indre EFCD, d é d u c t i o n faite de la p r e s s i o n 

a t m o s p h é r i q u e . 

Le p r o b l è m e se r é s o u t e n a p p l i q u a n t au s y s t è m e m a t é r i e l 

formé du l i q u i d e c o m p r i s e n t r e AB et le cy l indre EFCD, le 

t h é o r è m e géné ra l des q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t p r o j e t é e s . 

Soient 

U la v i t e s se dans la s e c t i o n A B ; 

« son ang l e avec la n o r m a l e au plan ; 

P l 'angle d e ce lui -c i avec l ' ho r i zon ; 

P le p o i d s du l i q u i d e ABCDEF ; 

Q la s e c t i o n AB d e la v e i n e ; 

II le po ids du m è t r e c u b e d ' e a u ; 

0 u n t e m p s t r è s - cou r t p e n d a n t l e q u e l le s y s t è m e es t p a s s é 

de la p o s i t i o n ABCDEF à la pos i t i on A ' B ' C ' D ' E ' F ' . 

La q u a n t i t é de m o u v e m e n t d e la p a r t i e i n t e r m é d i a i r e 

A'B'CDEF é t an t la m ê m e au c o m m e n c e m e n t et à la fin du 

temps B, d i spara î t d a n s l ' a c c r o i s s e m e n t d e la q u a n t i t é d e m o u 

vement du s y s t è m e d u r a n t cet i n t e rva l l e de t e m p s . N o u s p r o 

je t terons s u r la d i r e c t i o n m ê m e d e la force R : a lors la p r o j e c 

tion des q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t des m o l é c u l e s q u i o c c u p e n t 

le v o l u m e a n n u l a i r e C D C ' D ' E F E ' F ' d i spara î t au s s i , et l ' a c 

c ro i ssement to ta l d e la q u a n t i t é de m o u v e m e n t p r o j e t é e e s t 

égal à la p r o j e c t i o n , c h a n g é e de s igne , d e la q u a n t i t é d e m o u 

vement p o s s é d é e pa r A B A ' B ' . Or la m a s s e d e ce l t e t r a n c h e a 

pour v a l e u r — Q U 6 et sa q u a n t i t é d e m o u v e m e n t p r o j e t é e sera 

— — Q."L'Q c o s a . Il faut d o n c éga le r 5 Q l j 3 5 c o s a à la s o m m e 

des i m p u l s i o n s d e s forces p r o j e t é e s s u r le m ê m e a x e . 

Nous a v o n s d ' abo rd la p e s a n t e u r , force c o n s t a n t e d o n t la 

projection s u r R es t — P c o s (3, e t l ' i m p u l s i o n c o r r e s p o n d a n t e 

— P S c o s S . E n s e c o n d l i e u , il y a p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e : 

elle s ' exe rce d ' abord s u r t o u t l e c o n t o u r d é c o u v e r t ACBE; e l le 

existe auss i s u r la sur face A B , p u i s q u e c ' e s t là u n e s e c t i o n faite 

dans u n e v e i n e p a r a b o l i q u e (n° 1 8 ) : d e p l u s , c o m m e n o u s n e 

cherchons pas la r é a c t i o n t o t a l e d e la sur face FD d a n s le s e n s 

normal , ma i s s e u l e m e n t l ' e x c è s de c e t t e force s u r cel le q u i a u r a i t 

2 5 . 
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l i eu si la p r e s s i o n y é ta i t p a r t o u t ce l l e de l ' a t m o s p h è r e , nous 

d e v o n s s u p p o s e r auss i la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e agissant sur le 

l i q u i d e dans l ' é t e n d u e FD : ce sera la force qui j o in t e à II don

n e r a i t l ' ac t ion to ta le d e la sur face F D . Enf in , on p e u t la consi

d é r e r c o m m e a p p l i q u é e s u r la sur face c y l i n d r i q u e CDEF, car 

l e s p r e s s i o n s s u r ce t t e surface d i spa ra i s s en t en projec t ion , et 

l e u r a l t é r a t ion n e cause ra a u c u n e e r r e u r . D e ce l t e manière la 

p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e agi t s u r t o u t le c o n t o u r du système 

m a t é r i e l ; e l le d o n n e d o n c u n e r é s u l t a n t e et u n e impulsion 

n u l l e s (n° 7) . Il n e r e s t e p l u s ap rè s ce la q u e la force R dont 

l ' i m p u l s i o n e s t R 9 . D o n c on a 

IP 
TJQ0 c o s a — = R 9 — P S c o s S , 

g 
d 'où l ' on t i r e l ' i n c o n n u e 

IP 
( i ) R = P c o s p -+- I l û c o s a . — 

La p r e s s i o n s u b i e par le p lan s e c o m p o s e d 'abord de la pres

s ion a t m o s p h é r i q u e e t de la m ê m e force R pr i se en sens con

t r a i r e . Le p r e m i e r t e r m e P c o s ( 3 r e p r é s e n t e la composan te nor

m a l e du p o i d s P , c ' e s t - à -d i r e la p r e s s i o n n o r m a l e q u e recevrait 

le p l an si le s y s t è m e ABCDEF res ta i t p o s é en équ i l i b re sur lui. 

L ' a u t r e t e r m e es t a n a l o g u e à ce q u ' o n a n o m m é en d'autres 

c i r c o n s t a n c e s la pression vive ou p r e s s i o n s u p p l é m e n t a i r e due 

à l ' e x i s t e n c e d e la v i t e s se : on v o i t q u e c e t t e p re s s ion est , toutes 

c h o s e s éga les d ' a i l l e u r s , p r o p o r t i o n n e l l e au car ré de la vitesse. 

Dans le cas d ' u n p lan ve r t i ca l c h o q u é h o r i z o n t a l e m e n t , il faut 

faire p = go°, a = o ; a lors R d e v i e n t éga le à la s eu l e pression 

IP 
v ive , d o n t l ' e x p r e s s i o n fort s i m p l e est U.H — ; c 'est-a-dire le 

p o i d s d ' u n c y l i n d r e d 'eau ayant p o u r base la sec t ion verticale 0 

d e la v e i n e e t p o u r l o n g u e u r le d o u b l e de la h a u t e u r due à la 

v i t e s s e I I . 

La section AB occupe uno position indéterminée dans la partie para
bolique de la veine; en la changeant sans sortir de cette partie, on pour
rait répéter les mêmes raisonnements pour arriver à l'expression de, H, 

U' 3 

qu'on trouverait égale à P'cos (3 + n n ' c o s a ' — ( n o u s appelons P', il', a', 
8 
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U', ce que deviennent P, i l , a, U par suite du déplacement en question). 

Il faut nécessairement que cetto seconde expression soit égale à la pre

mière, ce que rien n'empêche àprinri, puisque quatre quantités ont varié 

simultanément. La vérification directe de ce fait par le calcul est immé

diate quand on prend le plan FD vertical et perpendiculaire à celui qui 

contient l'axe de la veine parabolique. En effet, R se réduit alors à 

nu cosa • —• ou à — • î l U . U c o s a. • or - est un facteur constant; f lU, dé-

g g g 

pense de la veine par seconde, est indépendante de la position de la sec

tion transversale AB; et U c o s a , projection horizontale de la vitesse, est 

également constante, puisque les molécules liquides ont jusqu'en AB un 

mouvement uniquement dû à la pesanteur et à une vitesse initiale. 

Dans le cas le plus général, la même vérification se fait encore assez 

simplement comme il suit. Imaginons qu'on mène en un point quelconque: 

i " une parallèle à la vitesse U changée de sens ; 2° une parallèle à R; 

3° une verticale ascendante. Les angles de la seconde ligne avec la pre

mière et la troisième ont été nommés ci-dessus % et (3 ; nous nommerons 7 

celui do U avec la verticale, et A celui des deux plans verticaux conte

nant U et R. Cela posé, les trois l ignes dont nous parlons forment un 

trièdre dans lequel a, ¡3, 7 représentent les angles plans, et A l'angle dièdre 

opposé à a; on aura donc, suivant la formule principale de la Trigonomé

trie sphérique, 

c o s « = cos pC0S7 -+- sin(3 s i n 7 cosA, 

valeur qui, substituée dans l'équation (1), donne 

U 5 

R = P c o s p - f - n n — (cos p cos 7 -t- sin (3 sin 7 cos A ) . 
g 

Or la projection horizontale U sin 7 de la vitesse étant constante, ainsi que 

l'inclinaison A et la dépense i i U , quand la section AB se déplace dans la 

U 2 

veine parabolique, le terme s i n { 3 s i n 7 c o s A est lui-même constant , 

puisqu'on peut l'écrire - sin S c o s A . i l U . U s i n ? , et qu'alors tous ses fac

teurs sont visiblement indépendants de la section particulière AB qu'on 

a choisie; il suffit donc de démontrer qu'il en est de même pour l'expres

sion 
U 2 

P -t- n a — cos 7 , 
S 

qui, a part le facteur constant cos[3, forme le surplus de la force R. Pour 

cela nous attribuerons à AB un déplacement infiniment petit UE>, nui lui 

fera prendre la position A'B', et nous constaterons que l'accroissement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 g o C H A P I T R E S I X I È M E . 

c ^ 

A*A 

différentiel correspondant 

,_ n n U , T T 

d? -\ -rf.Ucosv 
g 

de l'expression ci-dessus est nul. Or on a dV = — n n U 9 ; comme Ucosy 
représente la projection verticale de la vitesse, on a en outre, par suite 
de propriétés bien connues, rf.Ucosy = g-S ; la différentielle en question 
peut dont s'écrire 

quantité identiquement nulle. Donc enfin la valeur déduite pour R de 
l'équation (i ) est bien indépendante de la position attribuée à la section AB 
dans la portion parabolique de la veine, comme on devait l'affirmer à 

priori. 

I n d é p e n d a m m e n t de la p r e s s i o n n o r m a l e , il doit encore 

s ' e x e r c e r u n f r o t t e m e n t o u force t a n g e n t i e l l e ; mais cette se

c o n d e force es t assez p e t i t e e t on p e u t la nég l ige r sans erreur 

s e n s i b l e . 

Q u a n d la v e i n e f lu ide , au l ieu de r e n c o n t r e r un plan uni, 

r e n c o n t r e u n e s u r f a c e c o n c a v e o u u n p lan m u n i de rebords, 

c o m m e dans la Jîg. S'], l ' app l i ca t ion du t h é o r è m e des quantités 

Fig. 5 ? i de m o u v e m e n t , a n a l o g u e à cel le que nous 

v e n o n s d e faire t o u t à l ' h e u r e , donnerait 

u n r é s u l t a t u n p e u différent . E n effet, si 

l ' on c o n s i d è r e le s y s t è m e fluide ABCDEF 

d a n s c e t t e p o s i t i o n e t dans la position 

À ' B ' C ' D ' E ' F ' qu ' i l o c c u p e ap rè s le temps 9, 

l ' a c c r o i s s e m e n t de la q u a n t i t é de mouve

m e n t d e c e t t e m a s s e , en pro jec t ion sur R, 

n e sera p l u s s e u l e m e n t égale à la quan

t i t é d e m o u v e m e n t ' p r o j e t é e de la t r a n c h e À B À ' B ' ; il faudrait 

e n c o r e y a jou t e r la q u a n t i t é d e m o u v e m e n t p ro je tée de la tran

c h e a n n u l a i r e C D E F C ' D ' E ' F ' , q u i d i spara i ssa i t p récédemment 

p a r c e q u e l e s v i t e s s e s de c e l t e t r a n c h e é ta ien t normales à R. 

La p r e s s i o n s u p p o r t é e par la su r face sera d o n c plus grande 

q u e s a n s l ' e x i s t e n c e d u r e b o r d ; car en s u p p o s a n t que la même 

v i t e s s e U' e x i s t e s u r t o u t e l ' é t e n d u e de la sec t ion CDEF et que 

t ous l e s l i le ts t r a v e r s e n t c e t t e s e c t i o n a v e c u n e m ê m e incli-
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naison a! s u r la d i r e c l i o n de R, on t r o u v e r a i t dans ce cas 

R = P c o s 3 4 - — Q U ( U c o s a 4 - U ' c o s « ' ) . 
g 

Si les ang les a et a' p o u v a i e n t ê t r e s u p p o s é s égaux e n t r e e u x , 

ainsi q u e les v i t e s s e s U et U', o n voi t q u e le r e b o r d a u r a i t 

pour effet de d o u b l e r la p r e s s i o n v ive , qu i d e v i e n d r a i t 

•i — Q I P c o s a . 
g 

Un fait c o n t r a i r e s e p r o d u i r a i t dans l e cas o ù le l i q u i d e c h o 

querait u n e surface c o n v e x e ou b i e n u n plan t r o p p e u é t e n d u 

pour le dév i e r c o m p l è t e m e n t [fig- 5 8 ) . La q u a n t i t é de m o u v e 

ment de la t r a n c h e a n n u l a i r e C D E F C ' D ' E ' F ' se r e t r a n c h e r a i t 

d e ce l l e p o s s é d é e par A B A ' B ' au 

v c„ l ieu de s ' a jouter , e t l ' é q u a t i o n p r é -

c é d e n t e sera i t mod i f i ée par le chan 
g e m e n t d e s igne du t e r m e U' c o s a ' : 

on aura i t d o n c u n e force R m o i n d r e 

q u e cel le q u i es t e x p r i m é e par l ' é 

q u a t i o n ( i ) . 

Dans les p r e m i e r s ins t an t s du choc d e la v e i n e l i q u i d e c o n t r e 

le plan, l ' ac t ion s u p p o r t é e par celui-c i doi t ê t r e p lu s c o n s i d é 

rable q u e l o r s q u e l e r é g i m e p e r m a n e n t est é t ab l i . En effet , 

quand l 'état p e r m a n e n t e x i s t e , l ' i m p u l s i o n d e la r é a c t i o n R d u 

plan p e n d a n t le t e m p s 9 n e do i t p r o d u i r e q u e la d i f férence a l 

gébrique e n t r e les q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p r o j e t é e s d e s t r a n 

ches A B A ' B ' et C D E F C ' D ' E ' F ' ; t and is q u e , au c o m m e n c e 

ment du c h o c , c e t t e i m p u l s i o n modi f i e auss i la q u a n t i t é d e 

m o u v e m e n t p r o j e t é e de t o u t e la p o r t i o n i n t e r m é d i a i r e 

A' B 'CDEF. 

107. Pression d'un liquide en mouvement permanent dans une con

duite cylindrique, contre divers obstacles. — Les problèmes que nous allons 

traiter maintenant ont très-peu d'applications possibles en pratique; ils 

offrent néanmoins de l'intérêt, en raison des analogies qu'ils peuvent pré

senter avec d'autres questions plus usuelles que nous examinerons après. 

Nous supposerons des obstacles de diverses formes dans une conduite 

cylindrique, où coulo un liquide animé d'un mouvement permanent; il 

s'agit de calculer la pression totale du liquide sur ces obstacles. 
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I ° Cas où l'obstacle est une plaque mince perpendiculaire au courant. 

— Soit CD (fig. 5g) cette plaque dont le centre de figure sera supposé 

situé sur l'axe de la conduite; soient À 0 B„, 

AB deux sections transversales, l'une en 

amont , l'autre en aval de la plaque, dans 

lesquelles on suppose les filets liquides 

sensiblement parallèles; A ' B V i ' , la sec

tion contractée minimum qui succède à la 

B

 1

 B , déviation forcée des filets par la plaque. 

Nommons 

P a , p, p' les pressions moyennes du liquide dans ces trois sections; 

z„ z, z' les hauteurs de leurs centres de gravité au-dessous d'un même 

plan horizontal ; 

U„, U, U ' les vitesses moyennes correspondantes; 

i l la section AB = A 0 B„ de la conduite; 

S l'aire de la plaque; 

n le poids du mètre cube de liquide. 

L'abaissement du niveau piézométrique do A 0 B 0 en AB est exprimé 

(n° 45) par z — — — ^ z 0 — n * ) ' 6 t c o m m e T a r suite de l'égalité des 

sections A 0 B„ et AB on a nécessairement U = U 0 , le théorème de Ber-

noulli (n° 15) montre que cet abaissement représente la perte de charge 

dans l'intervalle. En négligeant le frottement des parois, insensible sur 

une aussi faible étendue, la perte do charge est due au passage brusque 

de la vitesse U' à la v i tesse U ; sa valeur est donc — — (n° 32), et 

l'on a 
p / > . _ ( Q ' - U ) ' . 

Z ~~ Tï ~ Z° + "ÏÏ - 2g~ 

Maintenant, si l'on applique au système liquide A„ B„ AB le théorème de 

la quantité de mouvement projetée sur l'axe du tuyau, la variation de 

cette quantité dans un temps très-court G étant nulle, on en conclura 

que les forces qui sollicitent le système se font équilibre en projection 

sur lo même axe. Or le poids a pour valeur nn .A„A, et a étant l'angle 

de A 0 A avec la verticale, sa projection sera n i l . A , A . c o s a ou 1I£1 (z — ; 

les pressions pa il et pli sur A 0 B U et AB se projettent en vraie grandeur; 

les pressions latérales ont une projection nulle, en négligeant les frotte

ments ; donc enfin, si l'on nomme R la résultante des pressions exercées 

sur le liquide par les deux faces de la plaque CD, en sens contraire du 

mouvement, on aura 

R = 1 m ( z - z0 ) + p „ a - P n = 11 n ( z - z , + £ « - £ 
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ou, en vertu de l'équation précédente, 

2fT 

Afin d'évaluer la v i tesse U', soit m le coefficient de la contraction qui a 

lieu après le passage de la section occupée partiellement par la p laque, 

section dont l'aire est i l — S ; la section annulaire Â'B'a'b' s'exprimera 

par m ( i l — S) , et le volume dépensé devant y être le même qu'en AB, 

on posera 

m [Ci — S )U ' = n u , 

d'où 

En conséquence la valeur de R s'écrira 

i » R 

en posant 

= n s . ^ . " . r 
2 ¿7

 S L m ( il -
K n S -

2Éf 

m i l -

quantité qui ne dépend que du rapport — j s i , comme cela est probable, 

m n'est fonction que de ce rapport. On voit donc que, toutes choses égales 

d'ailleurs, la réaction de la plaque sur le liquide en sens contraire du 

mouvement, ou la pression du liquide sur la plaque dans le sens même 

de la vitesse, est proportionnelle au carré de la v i tesse; et que, la vitesse 

et le rapport ^ restant les mêmes , la force en question est proportion

nelle à la surface S de la plaque. 

On pourrait se demander quelles sont isolément les pressions sur les 

deux faces de la plaque. La pression sur la face d'aval doit peu différer 

dep'S; car ie liquide en contact n'ayant qu'un faible mouvement, appelé 

remua, la pression sur la section a b' varie suivant la loi hydrostatique, 

cl il on est de même dans la section annulaire A'B'a'6', à cause du paral

lélisme des filets (n° 18, 4'' r èg l e ) ; d'autre part , les centres de gravité 

de ces deux sections coïncident et se trouvent à peu près sur l'horizon

tale passant au centre de gravité de la surface CD : elles ont donc une 

même pression moyenne p', qui se transmet à CD par le liquide inter

médiaire, sensiblement en équilibre. Quant à la pression p1, on l'éva-

iuera au moyen du théorème de Bernoulli (n° l o ) , appliqué dans Tinter-
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valle entre A ' B V i ' et AB, qui donnera 

II II 2g- ~ 2 g ' 2g-' 

on bien 

/»' , , P , U' UU' 
n 1 1 g S 

soit, en mettant à la place de U' sa valeur en fonction de U, 

n ^ I I g . L m ( a - S ) J 

La pression totale R' sur la face d'aval de la plaque CD sera donc 

H'=jP'S = S [ / i - n ( x - . ' ) ] - n S ^ . a [ - j r ^ - S Î - , ] . 
Ensuite, si l'on nomme R" la pression totale sur la face d'amont, l'action 

résultante R du liquide serait égale à R" — R'; ainsi l'on a 

R" = R + R' = S [p — IT ( z — z')] 

On remarquera que p — Il ( z — z' ) est la pression hydrostatique moyenne 

du liquide en contact avec CD, déduite de la pression moyenne en AB, 

comme si l'équilibre existait; en nommant /i, cette pression, K'et K" 

deux coefficients numériques dépendant de m et de ^-j on pourrait écrire 

' R' = « , S - 2 K ' n S — , 

R " = » , S 4 - K " n S — , 

2g 

»! (il — S) 

IL 
K " = K ' ( K ' G 

n 

Voici un exemple. On suppose -g- = 4, m = o ,85; on adopte ici cette 
valeur de m, intermédiaire entre 0,62 et 1,00, parce que la contraction 

a lieu seulement tout autour de la plaque, et qu'une partie des filets, dans 

le voisinage des parois du tuyau, passe sans déviation notable. On trouve 

alors 

K ' = o , 5 7 , K " = o , i 6 , 
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et, par suite, 

R ' = p , S — 1 , 1 4 N S — , 
2 S 

R " = », S - t - o , i 6 n S — , 
a g-

R = R " — R' = 1 ,3oI lS — • 

On voit que R ' est inférieure à la pression hydrostatique, tandis que R " 

lui est supérieure ; la différence est dans les deux cas proportionnelle au 

carré de la vitesse. Suivant le langage adopté par Dubuat, la différence 

en moins, par la face d'aval, s'appellerait non-pressiun; l 'excès , pour 

la face d'amont, serait la pression vive; le terme j>tS serait nommé pres

sion morte. 

Il est naturel de se demander s'il arrivera toujours, comme dans l'exem

ple ci-dessus, que les coefficients K' et K" de la non-pression et de la 

pression vive seront positifs, de manière à conserver l'ordre de gran

deur des résultantes R', P l S, R". Pour étudier la question , nommons x 

g 
le rapport — ; on aura d'abord 

1 1 — m - 4 - mx 

m (1 — x) niyi — x) 

ce qui montre que K' est nécessairement positif, puisque m et x ne peu

vent varier que de o à 1 . Quant à K" il aura également le signe 4 - , si 

l'on a 

K' 
— 2 > o, 

X 
c'est-à-dire 

1 

• 2 > o. mx ( 1 — x) x 

De là résulte la condition 

— > ( 1 — x) ( 1 - 4 - ix). 

Or, depuis x = o jusqu'à x — - , le second membre reste inférieur à l'u

nité, et comme est au contraire supérieur, la condition est satisfaite ; 

mais entre x = ~ et x = 1 , la fonction ( 1 — X ) ( i - \ - - j . X ) devient supé

rieure à r et passe par un maximum égal à ~ : par suite la condition ne 
o 
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(U' — U ' 3 

culer U : connaissant U et 2 , on en tirerait U'; enfin on aurait™ 
ig 

# » U ' ( N — S ) = A U . 

2° Pivssion sur un corps arrondi en amont et plat en aval. — Rien ne 

serait changé dans les calculs précédents ; seulement m tendrait vers 

l 'unité, sans vraisemblablement pouvoir tout à fait y atteindre. Ainsi, 

dans ce cas, R se rapprocherait de la limite 

(4 ) H I A F - f l . Y N S - : 

^ ' 1 S V , A - S Y / 2g-s 
En faisant dans l'exemple numérique précédent m = o ,g5 , on trouve

rait par la formule (2) 

U 3 

R = o , 6 5 n S — , 
c'est-à-dire moitié de ce que nous avions trouvé pour la plaque mince. 

3° Cas d'un corps cylindrique de longueur modérée. — Prenons une 

conduite horizontale, pour plus de s implici té; plaçons à l'intérieur un 

obstacle également cylindrique dont J'axe coïncide avec celui du tuyau. Si 

l'obstacle est suffisamment long , les filets liquides, primitivement parai-

sera remplie que si la contraction est assez forte. Dans le cas le plus dé-
g 

favorable il faudrait avoir m < -• 
9 

En résumé, il ne peut y avoir doute sur le signe que pour K", et cela 

lorsque le rapport ^ devient supérieur à i ; le doute disparaît si le coef-

g 
ficient m de contraction descend au-dessous de - • Du reste les divers 

9 

filets n'ayant pas tous la même vitesse dans une même section, l'analyse 

qui a conduit aux formules (2) et (3 ) n'est qu'approximative, et l'on ne 

doit pas attacher beaucoup d'importance aux résultats anormaux que ces 

formules pourraient donner en y substituant certains nombres particu

liers. 

Ce qui empêcherait de pouvoir tirer dans la pratique un bon parti des 

formules (2) et ( 3 ) , si par hasard l'occasion se présentait de les appli

quer, c'est l'incertitude qui reste sur le coefficient m. On pourrait le dé

terminer expérimentalement en mesurant d'abord, à l'aide du piézomètre 

\V> T P I 

différentiel (n° 3 3 ) , la perte de charge - , puis la dépense du 
2g-

tuyau, ainsi que son diamètre. Ces dernières données permettraient de cal

culer U; conna" 

par la relation 
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trouvera, immédiatement à la suite 

de A"B"EF, un élargissement brus

que produisant un remou contre la 

*i B' B" B face EF du corps, et en AB les filets, 

redevenus parallèles, auront repris 

leur section totale et la vitesse moyenne qu'ils avaient en A 0 B 0 . Comme 

on le voit, ce qui distingue ce cas de celui d'une plaque mince, c'est que 

les filets, après s'être contractés au maximum en A'B'a'b1, ne reprennent 

pas de suite leur section primitive, mais qu'auparavant ils redeviennent 

parallèles dans une section intermédiaire. Il faut pour cela que le cyl in

dre CDEF ait une longueur notable, qu'on peut évaluer à un minimum 

de trois fois son diamètre, par analogie avec des expériences dont il sera 

question tout à l'heure. D'ailleurs nous ne supposons pas la longueur 

beaucoup plus grande, afin de pouvoir négliger le frottement du liquide 

contre les parois solides, ou sur lui-môme, quand il se meut par filets pa

rallèles. 

Soient 

p0, p, p\ p" les pressions moyennes dans les sections A 0 B 0 , AB, A'B', 

A"B" ; 

U,, U, TJ', U" les vitesses correspondantes; 

il la section de la conduite, S celle de l'obstacle; 

m le rapport de la section annulaire A'B'a'b' à la section A"B"EF ou 

i l - S ; 

II, R, R', R" les mêmes quantités que précédemment. 

Le théorème de la quantité de mouvement projetée, appliqué au liquide 

A, B0 AB, comme dans le premier cas, nous donnera 

R = [p»-p)n. 

Or, les vitesses U et U 0 étant identiques, la charge entre A u B 0 o t AB égalo 

la perte do charge dans le même interval le; la charge, c'est ^ — ^ , 

puisqu'il s'agit d'une conduite horizontale ; la perte de charge due au 

passage brusque de la vitesse U' à la vitesse U", et de la vitesse U" à la 

vitesse U, a pour valeur totale (n° 32) 

lèles dans une section A 0 B 0 prise en amont (Jïg. 60), seront déviés, et 

donneront lieu à une section annulaire A 'BVA' , puis ils redeviendront 

p i g g 0 parallèles dans une section précédant 

l'autre section annulaire A'B"EF, où 
A, A; A A 

_ 1 - - 1 i — _ se termine l'obstacle; enfin il se 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3CJ8 C H A P I T R E S I X I È M E . 

Donc on aura 
U ' - U " ) 2

 | ( U " - U ) 

De plus, l'invariabilité de la dépense dans les différentes sections exige 

que l'on ait 

m ( i l — S ) il — S 

ainsi nous pouvons écrire 

U 2 

( B. = K " ' n S — 

151 ' Ci - y - G r h - ) ' ] • 
On arrive donc à une expression de R ayant la même forme que pour 

une plaque mince ; seulement, il est aisé de constater que le coefficient K'" 

est plus faible que K, lorsque ^- et m sont supposés les mêmes ; en effet, 

si l'on pose 

-i=b. 
( I I - S ) ( / « ' ) ( i i - s ) V ' » / A - s 

il en résultera 

K = J ( a + &)3 et K ' " = ^ ( a

2 + è 2 ) ; 

donc K est plus grand que K'", car m étant inférieur à i et il supérieur 

à S, a et b sont des nombres positifs. 

Si nous faisons encore ^ = 4 et m = o,85, nous trouverons K"'= 0,6;, 

tandis que nous avions K = 1,3o. 

En ajoutant une proue au cylindre, on pourrait rendre m plus rapproché 

de l'unité ; alors le coefficient K'" diminuerait. Ainsi les valeurs — = 4 et 

m = o,g5 conduisent à K"'= 0 , 4 6 . 

Nous pourrions également, comme nous l'avons fait ci-dessus, calculer 
à part la pression R' sur la face d'aval EF et en conclure la pression R" 
sur la face d'amont. On aurait les équations 

p" ^ p U 2 UU" _ p U 2 / Q N 

» ~ » g g ~ N g V U - S V ' 

R" = R + R', 
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qui donneraient la solution immédiate du problème et conduiraient à des 
expressions de R' et H" pareilles à celles que nous avons déterminées, sauf 
le changement des coefficients numériques K' et K". 

En résumé, on voit que la pression totale supportée par l'obstacle, dans 
le sens de la vitesse du liquide, est proportionnelle : i ° au carré de la 
vitesse; 2° à l'aire que l'obstacle intercepte dans le courant; 3° à un coeffi
cient qui paraît dépendre seulement du rapport de cette aire à l'aire totale 
de la section transversale du tuyau. Une plaque mince supporte une 
aclion plus forte qu'un corps de même section, mais de longueur sen
sible; dans tous les cas, l'action diminuo par l'addition d'une proue du 
côté d'amont. La pression du courant sur la face d'amont, comme on l'a 
vu par un exemple, est supérieure à la pression hydrostatique, et le con
traire a lieu sur la face d'aval. Ce sont là des faits qui offrent un certain 
intérêt théorique, malgré le peu d'application qu'il est possible d'en faire, 
parce qu'ils sont, tout à fait analogues aux résultats observés par Dubuat 
sur des corps plongés dans un courant indéfini. 

108. Remarques générales sur la pression d'un liquide indé

fini contre divers obstacles, dans le mouvement relatif de trans

lation uniforme. — N o u s s u p p o s e r o n s u n canal o u r é s e r v o i r dé

couvert dans l e q u e l se t r o u v e n t u n c o r p s so l ide et u n l i q u i d e 

en m o u v e m e n t re la t i f ; l es d i m e n s i o n s d u p r e m i e r s o n t t r è s -

petites, et p o u r a insi d i r e n u l l e s , en c o m p a r a i s o n d e ce l l e s d u 

second; on d e m a n d e la r é s u l t a n t e d e s p r e s s i o n s é p r o u v é e s pa r 

le solide, o u s i m p l e m e n t la d i f fé rence e n t r e c e t t e r é s u l t a n t e et 

celle qui se p r o d u i r a i t , si la p r e s s i o n d u l i q u i d e var ia i t d ' u n 

point à l ' au t r e s u i v a n t la lo i h y d r o s t a t i q u e . 

Les d e u x cas pa ra i s san t de p r i m e a b o r d les p l u s s i m p l e s s o n t 

celui d 'un l i q u i d e e n m o u v e m e n t r e c t i l i g n e e t u n i f o r m e , d a n s 

lequel on p l ace ra i t u n o b s t a c l e i m m o b i l e , et ce lu i d ' un c o r p s 

qui reçoi t u n e t r a n s l a t i o n r e c t i l i g n e e t u n i f o r m e d a n s u n 

liquide p r i m i t i v e m e n t en r e p o s ; c e p e n d a n t ils d o n n e n t l i e u à 

une difficulté i n a t t e n d u e . D u b u a t a t r o u v é par e x p é r i e n c e q u e , 

à égalité de v i t e s s e r e l a t ive e t avec u n m ê m e s o l i d e , la p r e s s i o n 

totale étai t p l u s for te dans le p r e m i e r cas q u e d a n s l e s e c o n d . 

Le l iquide s u r l e q u e l il o p é r a i t é ta i t d e l ' e au . I l a e x p l i q u é le 

résultat a u q u e l il a r r iva i t , en d i s a n t q u e l ' e au en r e p o s se 

laissait p lu s f a c i l e m e n t d iv i se r q u e l ' e au e n m o u v e m e n t . Mais 

cette exp l i ca t ion para î t c o n t r a i r e a u x i d é e s g é n é r a l e m e n t r e ç u e s 

en M é c a n i q u e . On fait d é p e n d r e l ' ac t ion m u t u e l l e de d e u x m o -
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l é c u l e s , s e u l e m e n t de l e u r s m a s s e s e t de l e u r d is lance , quand 

la t e m p é r a t u r e et l 'é ta t é l e c t r i q u e s o n t s u p p o s é s invariables; 

o r d a n s des m o u v e m e n t s relat i fs i d e n t i q u e s , les masses et les 

d i s t ances r e s t e n t les m ê m e s : il faudra i t d o n c s u p p o s e r , pour 

t r o u v e r u n e ac t ion m u t u e l l e d i f férente , un c h a n g e m e n t d'élec

t r i c i t é ou d e c h a l e u r , ce qu i n ' e s t g u è r e p r o b a b l e dans le cas 

d o n t il s 'agi t . Il n o u s s e m b l e p l u s c o n f o r m e à la vé r i t é de sup

p o s e r q u e d a n s les d i v e r s e s e x p é r i e n c e s de D u b u a t les mouve

m e n t s re la t i fs n ' é t a i e n t pas i d e n t i q u e s ; e t voic i en effet, d'a

p r è s M. B é l a n g e r , c o m m e n t on p e u t le c o n c e v o i r . Les courants 

d ' eau s u r l e s q u e l s o p é r a i t D u b u a t s e c o m p o s a i e n t , comme 

t o u s l e s c o u r a n t s n a t u r e l s , d e s filets a n i m é s de v i tesses décrois

s a n t e s , d e p u i s u n e v a l e u r m a x i m u m V app l i cab le au filet su

perf ic ie l c e n t r a l , j u s q u ' à u n e v a l e u r m i n i m u m W qu'on ob

s e r v e p r è s d e s b o r d s . Un c o r p s é t a n t p lacé i m m o b i l e près de 

la sur face d u c o u r a n t e t dans s o n m i l i e u , si l 'on veut , sans 

c h a n g e r l e u r m o u v e m e n t relatif, r é d u i r e au r e p o s le filet pos

s é d a n t la v i t e s s e m a x i m u m V , il faudra i m p r i m e r à tout le 

s y s t è m e u n e v i t e s s e V en s e n s c o n t r a i r e ; a lors on aurait un 

s o l i d e se m o u v a n t avec la v i t e s se V, n o n pas dans un liquide 

s t a g n a n t , m a i s dans u n c o u r a n t d o n t les filets auraient des 

v i t e s s e s d a n s le m ê m e s e n s q u e ce l l e du c o r p s , croissantes 

d e p u i s le m i l i e u j u s q u ' a u b o r d , e n t r e l e s l im i t e s zéro et V —W. 

Or, en c o m p a r a n t la p r e s s i o n é p r o u v é e pa r le co rps ÀB trans

p o r t é e avec la v i t e s s e V d a n s ce c o u r a n t fictif, avec celle qu'il 

é p r o u v e r a i t s'il é ta i t t r a n s p o r t é de la m ê m e m a n i è r e dans un 

l i q u i d e s t a g n a n t , on t r o u v e u n e c a u s e q u i t e n d à rendre lapre-

m i è r e s u p é r i e u r e à la s e c o n d e : c ' es t q u e le v ide laissé parle 

c o r p s p e n d a n t s o n m o u v e m e n t relat i f devan t ê t re sans cesse 

r e m p l i par du l i q u i d e qu i pa s se de l ' avant à l ' a r r i è re , ce liquide 

t r o u v e s u r son t ra je t , au l i e u d e filets i m m o b i l e s , des filets 

p o s s é d a n t d e s v i t e s s e s en s e n s c o n t r a i r e , qu i contrar ient ce 

pas sage . L e m o u v e m e n t d u c o r p s p r o d u i t d o n c un plus grand 

i r o u b l e d a n s le c o u r a n t fictif qu ' i l n ' e n p rodu i ra i t dans le 

l i q u i d e s t a g n a n t ; le c o r p s e x e r c e d o n c u n e force plus grande, 

et par c o n s é q u e n t il do i t é p r o u v e r p l u s de r é s i s t ance . 

11 n 'y a d o n c pas e n c o r e d e r a i son suff isante, malgré les 

e x p é r i e n c e s d e D u b u a t , p o u r n e pas a d m e t t r e q u e la pression 
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totale é p r o u v é e pa r u n c o r p s so l ide q u i se dép lace dans un 

milieu fluide r e s t e la m ê m e q u a n d on i m p r i m e u n e m ê m e 

vitesse à t o u t le s y s t è m e , c ' e s t - à - d i r e q u e p o u r u n c o r p s et u n 

fluide d o n n é s , l ' ac t ion m u t u e l l e d é p e n d u n i q u e m e n t du m o u 

vement relatif : s e u l e m e n t , on voi t qu ' i l faut e x a m i n e r avec 

soin deux e x p é r i e n c e s avant d e déc l a r e r q u e le m o u v e m e n t 

relatif est le m ê m e dans les d e u x . M o y e n n a n t ce t t e p r é c a u t i o n , 

il est clair q u ' e n d o n n a n t à t o u t le s y s t è m e un m o u v e m e n t 

commun, on p o u r r a t o u j o u r s r e n t r e r dans le cas où le c o r p s 

solide sera i t i m m o b i l e . Cela p o s é , c o n s i d é r o n s u n o b s t a c l e 

fixe AB placé d a n s u n c o u r a n t l i q u i d e indéf in i , c o m p o s é d e 

filets p r i m i t i v e m e n t pa ra l l è l e s et à peu p r è s r ec t i l i gnes [fig- 61), 
F;s- 6 [ - t o u s a n i m é s d ' u n e m ê m e v i t e s s e . I )u 

c ô t é de. l ' a m o n t les filets f lu ides s o n t 

d é v i é s et d é c r i v e n t des c o u r b e s q u i 

p r é s e n t e n t l e u r c o n v e x i t é à AB, sauf 
1 1 p e u t - ê t r e dans l e s e n v i r o n s d e s b o r d s 

A et B. Au c o n t r a i r e , du cô t é d e l 'aval l e s filets t e n d e n t à r e 

prendre l eu r d i r e c t i o n p r e m i è r e ; h o r s d e l ' e space o c c u p é par 

le r emou , i ls d é c r i v e n t des c o u r b e s p r é s e n t a n t l e u r c o n c a v i t é 

au corps AB. II es t i m p o s s i b l e , p o u r avoi r l ' ac t ion to ta le s u p 

portée par ce c o r p s d e la par t du l i q u i d e , d ' a p p l i q u e r ici la m é 

thode qui n o u s a s e rv i au n" 1 0 7 ; l es f i lets vo i s ins d e AB s o n t 

en effet les s e u l s q u i é p r o u v e n t d e s c h a n g e m e n t s dans la d i 

rection et l ' i n t e n s i t é d e la v i t e s s e , e t c o m m e n o u s n e c o n 

naissons pas d ' avance les s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s d u c o u r a n t 

partiel fo rmé pa r l e s filets d é r a n g é s , n o u s n e p o u r r i o n s pas 

évaluer la p e r t e de c h a r g e d ' u n e m o l é c u l e p e n d a n t son t ra je t 

de l 'amont à l 'aval . La t h é o r i e d o n n e c e p e n d a n t e n c o r e q u e l 

ques ind ica t ions b o n n e s à c o n n a î t r e . 

D'abord, si l ' on é t u d i e c o m m e n t v a r i e n t l es p r e s s i o n s d u 

liquide, du cô t é d ' a m o n t , e n pa r t an t d ' u n po in t qu i a p p a r t i e n t 

àia por t ion n o n a l t é r é e du c o u r a n t et c h e m i n a n t v e r s AB, la 

loi hyd ros t a t i que sera mod i f i é e par l ' i n t r o d u c t i o n des forces 

d'inertie e t de ce l l e s q u e p r o d u i t la v i scos i t é . N o u s n é g l i g e r o n s 

ces d e r n i è r e s , e t p a r m i les fo rces d ' i n e r t i e , n o u s fe rons e n 

sorte d 'avoir s e u l e m e n t à t e n i r c o m p t e d e s forces cen t r i fuges : 

il suffira p o u r cela d e c h e m i n e r dans le l i q u i d e en s u i v a n t d e s 
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( * ) D a n s les c i rconstances ord ina ire s , les résu l tantes R" et R', aussi bien que 

les a e t i o n s h y d r o s t a t i q u e s c o r r e s p o n d a n t e s sur les d e u x part ies du corps, ont 

u n e d i rec t ion c o m m u n e , p a r a l l è l e au c o u r a n t : a lors cette conséquence devient 

é v i d e n t e . Mais il pourra i t se faire q u e la c o ï n c i d e n c e de d irect ion n'eût pas 

Heu, et c'est pour cela que n o t r e aff irmation n'est pas a b s o l u e . 

p e r p e n d i c u l a i r e s aux d i r e c t i o n s d e s f i le ts . On vo i t a lors , dans 

u n m ê m e plan ho r i zon t a l , la p r e s s i o n a u g m e n t e r à mesu re 

q u ' o n s e r a p p r o c h e d e l ' ob s t ac l e , p a r c e q u e les forces cent r i 

fuges y c o n c o u r e n t . Du cô t é d 'ava l , l e s forces cent r i fuges vont 

au c o n t r a i r e en s ' é lo ignan t de l ' ob s t ac l e , de s o r t e q u e la pres

s ion ca l cu l ée p o u r u n e s é r i e d e p o i n t s au m ê m e n iveau varie 

en s e n s i n v e r s e . M a i n t e n a n t i m a g i n o n s q u ' o n c i rconscr ive au 

c o r p s AB u n cy l ind re pa ra l l è l e à la d i r e c t i o n du c o u r a n t , et que 

ce c o r p s so i t ainsi d iv i sé pa r la c o u r b e de c o n t a c t en deux 

p a r t i e s , l ' u n e d ' a m o n t , l ' a u t r e d ' a v a l ; fa isons abs t rac t ion des 

p r e s s i o n s h y d r o s t a t i q u e s , faci les à r é t a b l i r q u a n d on a besoin 

d ' en t e n i r c o m p t e , e t n o m m o n s 

R" la r é s u l t a n t e d e s a c t i o n s d u e s aux forces cent r i fuges , qui 

s ' e x e r c e n t s u r la pa r t i e d ' a m o n t ; 

R ' la r é s u l t a n t e a n a l o g u e p o u r la pa r t i e d 'aval . 

Ce q u i r e s s o r t déjà d e l ' e x p l i c a t i o n d a n s l a q u e l l e nous ve

n o n s d ' e n t r e r , c 'es t q u e la force R" p r e s s e r é e l l e m e n t le corps, 

t a n d i s q u e R' t e n d à le t i r e r ; d e s o r t e q u e l ' ac t ion totale du 

c o u r a n t doi t en g é n é r a l s u r p a s s e r l ' ac t ion hyd ros t a t i que du 

c ô t é d ' a m o n t , e t lu i r e s t e r i n f é r i e u r e du cô té d'aval (*). R" et 

R' s o n t ce q u e D u b u a t n o m m e la pression vive et la non-

pression. 

Afin d ' a r r iver à c o n n a î t r e , a u t a n t q u e p o s s i b l e , les forces 

R" e t R' , s u p p o s o n s a p p r o x i m a t i v e m e n t q u e la vitesse soit 

c o n s t a n t e et égale à U p o u r t o u s les filets, e t q u e la figure de 

ceux-c i n e c h a n g e pas p o u r u n m ê m e c o r p s p l o n g é dans des 

c o u r a n t s i n é g a l e m e n t r a p i d e s ; l es fo rces cen t r i fuges rapportées 

à l ' u n i t é d e m a s s e et l es p r e s s i o n s s u p p l é m e n t a i r e s qu'elles 

p r o d u i s e n t c o n t i e n d r o n t le s eu l fac teur va r i ab le U' : donc la 

p r e s s i o n v ive et la n o n - p r e s s i o n son t p r o p o r i i o n n e l l e s a u carré 

de la v i t e s s e du c o u r a n t . E l l e s d o i v e n t a u s s i ê t r e proport ion

n e l l e s au po ids ET du m è t r e c u b e de l i q u i d e ; car si nous par-
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26. 

courons u n é l é m e n t de c h e m i n dr, s u r le p r o l o n g e m e n t du 

rayon de c o u r b u r e r d ' u n e t r a j ec to i re , la var ia t ion c o r r e s p o n 

dante dp de la p r e s s ion sera (n" 16 ) 

dp = — . H . dr, 
g r 

quantité p r o p o r t i o n n e l l e à I I , t o u t e s c h o s e s éga les d ' a i l l e u r s . 

L 'expér ience m o n t r e e n c o r e q u e d e u x co rps so l ide s s e m b l a 

bles étant s e m b l a b l e m e n t p l acés dans u n c o u r a n t indéf in i , l es 

filets déviés on t des f igures s e m b l a b l e s ; on en c o n c l u t q u ' a u x 

points h o m o l o g u e s d e s d e u x c o r p s , la p r e s s i o n par u n i t é d e 

surface, s p é c i a l e m e n t d u e a u x forces c e n t r i f u g e s , r e s t e la 

même. En effet, q u a n d on passe d ' u n s y s t è m e à l ' au t r e , l e s 

quantités r e t dr, c i - d e s s u s c o n s i d é r é e s , son t m u l t i p l i é e s 

toutes deux par le r a p p o r t d e s i m i l i t u d e , e t dp n e c h a n g e p a s . 

Ainsi, p o u r ces d e u x c o r p s , R' et R" s e r o n t p r o p o r t i o n n e l l e s 

au carré des c ô t é s h o m o l o g u e s , o u , ce q u i r e v i e n t au m ê m e , 

aux aires d ' u n e s e c t i o n o c c u p a n t dans les d e u x c o r p s u n e 

position s e m b l a h l e . 

En r é s u m é , d ' a p r è s ce qu i p r é c è d e , o n p e u t p o s e r 

TJ2 II 2 

R" = M ' I 1 S — , R ' = - M ' n S — , 
2.g 1g 

en désignant par S l ' a i re d ' u n e s e c t i o n faite dans le c o r p s ( p a r 

exemple la surface q u e c o u v r e la p r o j e c t i o n du co rps s u r u n 

plan p e r p e n d i c u l a i r e au c o u r a n t ) , e t pa r M" et M' d e u x c o n 

stantes qu i d é p e n d e n t de la fo rme du c o r p s , de la pos i t i on 

attribuée à la s ec t i on q u ' o n fait e n t r e r c o m m e fac teur , e t de 

l'orientation d u co rps dans le c o u r a n t . Si l 'on v e u t avo i r l ' a c 

tion totale s p é c i a l e m e n t d u e aux forces cen t r i fuges s u r l ' e n 

semble du c o r p s , il es t clair qu ' i l suffit d e c h e r c h e r la r é s u l 

tante de R" e t R ' , ce qu i d o n n e r a i t u n e v a l e u r de la fo rme 

U 2 

l i n s — j la l e t t r e M d é s i g n a n t u n e n o u v e l l e c o n s t a n t e . B a n s 
ig 

le cas le p lu s f r é q u e n t , où R' e t R" son t pa ra l l è l e s au c o u r a n t , 

leur r é su l t an t e es t éga le à l e u r s o m m e a r i t h m é t i q u e e t l ' on a 

simplement 

M = M" -+- M ' . 
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Voic i m a i n t e n a n t su r ce su je t q u e l q u e s r é su l t a t s d ' expé 

r i e n c e s . 

109 . Expériences de Dubuat sur des prismes entièrement 

plongés dans un courant d'eau. — L ' appa re i l e m p l o y é par cet 

o b s e r v a t e u r cons i s t a i t e s s e n t i e l l e m e n t en u n e bo î t e de fer-

b l a n c , ayant la f o r m e d ' u n p a r a l l é l i p i p è d e r e c t a n g l e ; la base 

d e ce p a r a l l é l i p i p è d e étai t un ca r r é de o m , 3 2 5 d e cô té , et son 

é p a i s s e u r é ta i t de o m , o o g . U n e d e s b a s e s c a r r é e s de cel te boîte 

se p laça i t n o r m a l e m e n t au c o u r a n t , t an tô t du côté d'amont, 

t an tô t du cô t é d ' ava l ; c e t t e b a s e étai t p e r c é e de pe t i t s trous 

r é g u l i è r e m e n t d i s t r i b u é s , q u ' o n pouva i t o u v r i r chacun isolé

m e n t , o u t o u s à la fois . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t qu ' i l s 'agisse de m e s u r e r la pression 

v ive s u r la face d ' a m o n t d ' u n e p l a q u e m i n c e . La base percée 

d e la b o î t e sera t o u r n é e d i r e c t e m e n t c o n t r e le courant , en 

la i s san t t o u s les t r o u s o u v e r t s ; a lo r s l ' eau en t re ra par les trous, 

e t si l ' i n t é r i e u r c o m m u n i q u e a v e c u n t u b e p i é z o m é t r i q u e , elle 

m o n t e r a e t s e m a i n t i e n d r a en é q u i l i b r e dans ce t ube à une 

h a u t e u r q u i d é p a s s e r a l e n i v e a u e x t é r i e u r . La différence re

p r é s e n t e r a , en c o l o n n e d ' e a u , l ' excès m o y e n de la pression 

pa r u n i t é d e su r face s u r la p r e s s i o n h y d r o s t a t i q u e , aux points 

où s o n t p e r c é s l e s t r o u s , c 'es t -à-di re dans la surface ent ière de 

la b a s e c h o q u é e pa r le c o u r a n t . E n n ' o u v r a n t q u ' u n seul trou, 

on p o u v a i t d é t e r m i n e r la p r e s s i o n par u n i t é de surface en 

c h a q u e p o i n t d e c e t t e b a s e , e t , par s u i t e aus s i , la pression 

to t a l e ; ce q u i p e r m e t t a i t d e c o n t r ô l e r la m o y e n n e ob tenue en 

la i s san t t o u s l e s t r o u s o u v e r t s . L ' e x p é r i e n c e donna i t ainsi R"; 

c o n n a i s s a n t U, I I , S, il é ta i t a isé d 'en d é d u i r e M". On procédait 

d e la m ê m e m a n i è r e à l ' éga rd de la n o n - p r e s s i o n , qui se mani

festait par u n a b a i s s e m e n t du l i q u i d e dans l e t u b e . Enfin, on 

p o u v a i t a u g m e n t e r la l o n g u e u r d e la b o î t e , e n lui ajoutant des 

p r i s m e s de b o i s d e d i v e r s e s l o n g u e u r s et de o m , 3 2 5 d'équar-

r i s sage , ce q u i d o n n a i t le m o y e n d e c h e r c h e r M" et M' pour 

d e s p r i s m e s p l u s o u m o i n s a l l o n g é s . 

D u b u a t a o p é r é d ' abo rd s u r la b o î t e s e u l e , qu i représentait 

u n e p l a q u e m i n c e , p u i s s u r u n c u b e , e t enfin sur un prisme 

ayan t p o u r l o n g u e u r le t r ip l e du cô t é d e la sec t ion transver-
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sale, soit O M , Q ' ] 5 . La v i t e s s e U du c o u r a n t é tai t de o m , g n 5 pa r 

seconde . Il a t r o u v é p o u r les t rois p r i s m e s la v a l e u r de M" 

égale à i , rg, c 'es t -à-di re u n e m ê m e p r e s s i o n vive ; m a i s le coef

ficient M' de la n o n - p r e s s i o n a var ié et a é t é 

P o u r la p l a q u e . . . 0 , 6 7 

le c u b e 0 ^ 7 

l e p r i s m e a l longé o , i 5 

Ainsi le coeff ic ient M e n t r a n t dans l ' ac t ion to ta le d u c o u r a n t , 

ou M" + M' , aura i t l e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s 1,86, 1,46, 1,34. 

En faisant m o u v o i r la p l a q u e dans u n l i q u i d e s t agnan t , D u -

buat a t r o u v é M" = 1,00 e t M ' = o,43 ; a d m e t t a n t e n s u i t e q u e 

cette d e r n i è r e v a l e u r devra i t s u b i r dans le cas a c t u e l d e s r é 

ductions a n a l o g u e s à ce l l e s t r o u v é e s tou t à l ' h e u r e , q u a n d il 

s'agissait du c u b e ou du p r i s m e , il a p r i s p o u r le p r e m i e r 

M ' = 0 , 4 3 x = 0 ,17, 
o , 67 

et pour le s e c o n d 

TR, 1 - 0 , 1 5 
M' = 0,43 X 7 T - = 0 ,10. 

0 ,67 

Ainsi M"-1 -M ' sera i t s u c c e s s i v e m e n t 1,43, 1,17, r , i o , n o m 

bres n o t a b l e m e n t m o i n d r e s q u e c e u x q u i se r a p p o r t e n t a u x 

mômes co rps i m m o b i l e s dans u n c o u r a n t . 

Nous a v o n s d o n n é p l u s h a u t u n e exp l i ca t ion p l aus ib l e de ce 

résultat s i n g u l i e r . D 'a i l l eu r s l es e x p é r i e n c e s d e D u b u a t n e s o n t 

pas à l 'abri de t o u t e cause d ' i n c e r t i t u d e ; il sera i t à d é s i r e r 

qu'on les r é p é t â t avan t d ' a d m e t t r e le fait c o m m e p a r f a i t e m e n t 

démon t r é . 

110. Résultats relatifs aux corps prismatiques flottants, 

garnis de proues et de poupes. — Par ana log ie avec, ce q u ' o n 

vient de vo i r e t aus s i en v e r t u des c o n s i d é r a t i o n s g é n é r a l e s 

du n° 108, on r e p r é s e n t e r a e n c o r e ici l ' ac t ion to ta le R du 

l iquide, e x e r c é e dans le s e n s de sa v i t e s se r e l a t i v e , par la fo r 

mule 

U J 

R = M H S —- ) 
2 g" 
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dans l a q u e l l e M d é s i g n e u n coeff ic ient n u m é r i q u e variable 

avec la f o r m e et l es d i m e n s i o n s d u c o r p s , I I le po ids du mèt re 

c u b e d e l i q u i d e , U la v i t e s s e r e l a t i v e , S la s e c t i o n de la partie 

p l o n g é e , ce t t e s ec t i on é t a n t faite p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la di

r e c t i o n d e U. 

Si la l o n g u e u r du p r i s m e es t au m o i n s t ro i s fois la d imen-

s i o n . m o y e n n e de la s e c t i o n S o u 3 ^ 8 , e t q u e ce corps soit 

en m o u v e m e n t d a n s u n e eau t r a n q u i l l e , d ' ap rès les expé

r i e n c e s de D u b u a t (n° 109) , on p e u t p r e n d r e 

M = I , I O . 

A v e c u n e p o u p e su f f i s ammen t a i g u ë , on d i m i n u e r a i t beau

c o u p la n o n - p r e s s i o n , e t l ' ac t ion t o t a l e t e n d r a i t à se rédu i re à 

la p r e s s i o n v i v e ; a ins i l 'on au ra i t à p e u p r è s (n° 109) 

M = l , 0 0 , 

Si le p r i s m e es t en o u t r e m u n i d ' u n e p r o u e formée d'un 

d e m i - c y l i n d r e ver t ica l d e m ê m e l a r g e u r q u e l u i , ou de deux 

p l ans v e r t i c a u x se c o u p a n t s o u s u n a n g l e vois in de 6o degrés, 

la r é s i s t a n c e es t r é d u i t e à m o i t i é e n v i r o n ; on pose ra donc 

M = o ,5o . 

Si la p r o u e est f o r m é e pa r le p r o l o n g e m e n t des faces laté

r a l e s , c o u p é e s en d e s s o u s par u n p lan inc l iné de 3o degrés 

e n v i r o n s u r l ' h o r i z o n , o n t r o u v e u n e n o u v e l l e d iminu t ion , et 

M = o , 3 3 . 

Enf in , s u i v a n t Nav ie r , d a n s le cas d ' u n c o r p s ayant la forme 

d ' u n n a v i r e , si S d é s i g n e la p a r t i e p l o n g é e de la sec t ion maxi

m u m , d i t e m a î t r e - c o u p l e , on p o u r r a i t avo i r 

M = 0,16. 

On c o m p r e n d a i s é m e n t q u e ces n o m b r e s n ' o n t r i en d 'absolu, 

e t q u ' i l s p e u v e n t v a r i e r e n ve r tu de c i r c o n s t a n c e s secondaires 

d o n t il se ra i t à p e u p r è s i m p o s s i b l e d e t en i r c o m p t e . La loi 

d ' a p r è s l a q u e l l e la r é s i s t ance R se ra i t , p o u r un m ê m e corps, 

p r o p o r t i o n n e l l e a u ca r ré de la v i t e s s e , d o n n e m ê m e lieu à 

q u e l q u e s d o u t e s : d ' a p r è s c e r t a i n s a u t e u r s , q u a n d un corps 
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floltant se m e u t de p l u s e n p l u s v i te d a n s u n e eau t r a n q u i l l e , 

la section p l o n g é e S d i m i n u e , en s o r t e q u e si l 'on c o n s e r v e la 

même va leu r , il faut p r e n d r e M d e p l u s e n p l u s p e t i t , o u e n 

core d i m i n u e r l ' exposan t d e U. E n d ' a u t r e s t e r m e s , si II c o n 

tient le facteur U 2 , il do i t auss i avo i r u n a u t r e f ac t eu r d é 

croissant avec U, d o n t l ' i n f l uence d e v i e n d r a i t s e n s i b l e d a n s les 

grandes v i t e s s e s . 

111. Action supportée par un corps, de la part d'un milieu 

gazeux. — Si d a n s t o u t e s les q u e s t i o n s t r a i t é e s d u n° 10G au 

n° 109 i n c l u s i v e m e n t on s u b s t i t u a i t u n gaz au l i q u i d e , c e se

rait une n o u v e l l e c o m p l i c a t i o n i n t r o d u i t e d a n s la t h é o r i e , car 

il faudrait t e n i r c o m p t e d e s c h a n g e m e n t s d e d e n s i t é d'uri 

point à l ' au t re du gaz. E n g é n é r a l , c o m m e c e s c h a n g e m e n t s 

sont peu s e n s i b l e s , on p e u t p r a t i q u e m e n t c o n s e r v e r l e s m ê m e s 

formules, en ayan t so in d e m e t t r e p o u r I I le p o i d s par m è t r e 

cube qui c o n v i e n t a u m i l i e u g a z e u x d o n t on s ' o c c u p e . T o u t e 

fois il faut r e s t r e i n d r e l ' a p p l i c a t i o n d e c e t t e r èg l e a u c a s des 

vitesses m o d é r é e s , c a r d a n s l e cas c o n t r a i r e la d e n s i t é p o u r r a i t 

subir de for tes a l t é r a t i o n s d a n s l e s e n v i r o n s d e l ' o b s t a c l e , et 

l'on se t r o m p e r a i t b e a u c o u p e n l e s n é g l i g e a n t . 

112. Calcul théorique de la pression totale supportée par une surface 

placée dans un courant liquide ou gazeux, le mouvement relatif étant 

supposé quelconque. — La pression supportée par l'un dos éléments de 
la surface peut toujours être regardée comme se composant de la pres
sion hydrostatique et d'une pression spécialement due à la vitesse rela
tive du fluide. On se propose seulement ici de calculer la résultante des 
pressions produites par la vitesse, parce que les autres sont connues d'a
vance et qu'il est facile d'en tenir compte après coup. 

Pour effectuer ce calcul, on a souvent fait usage d'une hypothèse qui 
consiste à considérer chaque filet fluide comme allant isolément rencon
trer un élément de la surface, sur lequel il produirait une pression ana
logue à celle d'une veine fluide contre un plan choqué par elle [n" 100) , 
la partie de cette pression spécialement due à la vitesse serait propor
tionnelle : i° à la section transversale du filet; 2 ° au carré de sa vitesse 
relative ; 3° au cosinus de l'angle que cette vitesse fait avec la normale 
à l'élément de surface. Cela étant admis, tout se réduit à un simple exer
cice de calcul intégral. Nous allons en donner trois exemples simples. 

Considérons d'abord une surface plane S placée dans un courant fluide 
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dont la vitesse U fait avec la normale au plan un angle a. Un filet de sec

tion w produira une pression « w l P c o s a , « étant une constante; la pres

sion totale s'obtiendrait en faisant une somme de quantités analogues pour 

tous les filets qui rencontrent la surface, e t comme n, U, a. ne varient 

pas de l'un à l'autre, cette somme sera le produit de « U ' c o s a par la sec

tion totale S cosa du courant détourné par le plan, ou « U ! S c o s 3 a . C'est 

ce qu'on exprime en disant que dans le cas dont il s'agit, la pression 

totale varie comme le carré du sinus de l'angle sous lequel la surface S 

est rencontrée par le courant. 

Prenons en second lieu un cylindre circulaire de hauteur h et de rayon 

/•; soient ABCD (jïg. 62) sa section droite; OE, OE' les traces de deux 

„. 0 plans diamétraux infiniment voi-
Fig. 62. 1 

sins, dont le premier fait un angle 

x avec le plan AC perpendiculaire 

au courant ; U la vitesse de ce 

courant relativement au cylindre. 

L'élément de surface cylindrique 

projeté sur EE' est A.EE' ou 

hrdx; il intercepte des filets dont 

la section totale est hrdx.sinx. 

Ces filets font d'ailleurs avec lo rayon OE un angle complémentaire de x. 

ou x; ainsi la pression exercée sur l'élément dont il s'agit a pour 

valeur, en désignant par n un coefficient constant, nhrdx.Vs'm'x, et 

comme elle est dans la direction EO, on peut la décomposer en deux 

autres nhrXJ1 sïn'xdx et nhrX?sin3x cosa ;dx , parallèles à BO et AO. 

La somme des premières composantes dans l'étendue AC rencontrée 

par le courant sera 

J flZ / / » 7 1 / » 7 1 

sìnsxdx — nhrXi1 I / %\wxdx— / sin.rcos 2xr/j" 
• \ i / 0 Jo 

= nhr\J< ( * - | ) =\nhrV\ 

Les autres composantes ne comprennent que des termes qui se détrui

sent deux à d e u x , et donnent par conséquent une somme nulle. Ainsi 

l'action totale du courant se réduirait à une force ^ nhrU2, dirigée dans le 

sens de la vitesse U. Si le plan diamétral AC avait été mis à la place du 

cyl indro, l'action totale aurait été dans ce cas n.ilirZ*, c'est-à-dire 

moitié en sus de la précédente. 

Supposons enfin que le cercle tracé dans la fig. 62 représente une 

sphère exposée à un courant, qui possède relativement à elle la vitesse U; 
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OB est le rayon parallèle à cette vitesse. Les notations seront les mêmes 

que dans le problème précédent. Les rayons OE, OE', en tournant autour 

de OB, engendreraient deux cônes circulaires, interceptant une zone E E ' 

sur la sphère. La surface de cette zone est 

2 7v r COS x. r dx ou 2 T r r 2 cos.rrf.r ; 

les filets la coupent tous sous un angle x, et par conséquent la somme 

des actions qu'elle supporte sera 

n.ïTrr2 COSrdx.V7 s in 2 .r . 

Ces actions sont distribuées symétriquement autour de la zone, suivant 

les rayons tels que OE ; il est visible que la somme de leurs projections 

sur un axe quelconque perpendiculaire à U est nulle, et il suffit pour avoir 

leur résultante de les projeter sur la direction de U, ce qui donne 

2 « i r r ! D ! sin^x cosxdx. 

Il faut ensuite faire la somme des résultantes analogues pour toutes les 

zones, quand x varie de o à — j et on trouve alors pour valeur de la pres

sion totale 

7T 

2 « 7 r r J U ! / J s in ' j ; cosjr^/r OU - - T c r ' T P , 
Je a 

c'est-à-dire moitié de ce que supporterait un grand cercle de la sphère 

directement exposé au courant. 

11 faut reconnaître que ces calculs , et les autres qu'on pourrait faire 

en partant des mêmes hypothèses , reposent sur une pure fiction. D'abord 

on ne tient aucun compte de la non-pression ou diminution de pression 

vers l'aval ; ensuite les divers filets ne se comportent pas comme s'ils 

étaient isolés, et si l'un d'eux est dévié, la pression qu'il exerce sur son 

voisin oblige également celui-ci de se détourner, et l 'empêche d'agir di

rectement sur la surface. Par conséquent, on ne sera nullement surpris 

de trouver les résultats de ces hypothèses en désaccord avec les faits. 

Ainsi nous avons trouvé qu'un cylindre supporte les deux tiers de la 

pression exercée sur son plan diamétral, et que pour la sphère le rapport 

analogue se réduit à —• Borda, dans diverses expériences sur l'action des 

courants d'air, a trouvé que ces rapports sont respectivement 0 , 5 ; et 

0 , 4 1 ; le rapport expérimental, pour d'autres surfaces, a été quelquefois 

supérieur au rapport calculé, et l'écart dans un sens ou dans l'autre peut 

atteindre d'assez grandes valeurs. 

La loi suivant laquelle varierait la pression du fluide pour une surface 
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( * } Voir l 'ouvrage i n t i t u l é : Traces on mathematical and philosophical sub

jets, etc.; by Charles Hutton; London, 1812. M. T e r q u e m a d o n n é une traduc

t ion française d e la part i e de l 'ouvrage à l a q u e l l e n o u s r e n v o y o n s ici, sous le 

titre de Nouvelles expériences d'artillerie. 

La f o n c t i o n sin*' 1 ' 8 4 """ est d 'un calcul p é n i b l e , ma lgré l 'emploi des tables 

l o g a r i t h m i q u e s . On la r e m p l a c e r a i t avantageusement par la fonction plus 

s i m p l e 

. , . s i n 5 2*" , . , . 2 , 8 — i . 8 s i n 3 t 
s i n s t 4 - 0 , 2 . o u b ien s i n 1 * — . — , 

1 -+- cos 1 3 — s i n 1 * 

qui en r e p r o d u i t les va leurs avec u n e exac t i tude remarquable , entre les limites 

7 T 

1 = 0 et 1 = — • C'est ce q u e m o n t r e le tab leau su ivant , dans l eque l nous dési

g n o n s s i n i 1 , B 4 c o B I par A, et l ' expres s ion subs t i tuée par B. 

A N G L E S i s i s 1
 i A B A N G L E S i S I N 1 i A B 

0° 0,0000 0,0000 0,0000 5o° 0 , 5868 0,7296 0,7241 

5 0,0076 0 ,0114 0 ,0106 55 0,6710 0,8102 0,8039 

10 0,0302 0,0419 0,0420 60 0,7500 0,8760 0,8700 

i5 0,0670 o , o g o 5 0 ,0929 65 0,8214 0,9263 0,9210 

20 0 ,1170 0,1564 0,160g 7° o , 8 8 3 o 0,g6i6 0,9070 

2.5 0,1786 0,2378 o ,243o 75 o ,g33o o,9839 o,9799 
3o 0 , 2.500 o ,3314 0,3357 80 0,9698 o , g 9 5 i 0,992.5 

35 0,3290 0,^327 0,43/|7 85 ° , 9 9 2 4 °,99 8 4 
4o 0,4l32 o , 5 3 6 4 0,5354 90 1,0000 1,0000 [,0000 

45 o ,5ooo 0,6370 0 , 6 3 3 3 

C o m m e o n l e voi t , l 'écart en tre A et B reste tou jours infér ieur À o ,oo63 , T A N 

dis que À — s i n s i a t te indrai t j u s q u ' à o , 1 4 2 8 . 

plane exposée à un courant, sous diverses inclinaisons, n'est pas non plus 
vérifiée par l'expérience. En appelant i l'angle des filets fluides avec le 
plan, c'est-à-dire le complément de celui qu'ils font avec la normale, nous 
avons trouvé tout à l'heure que la pression totale était proportionnelle à 
sin'i. D'après Hutton, l'exposant du sinus serait variable avec i, et au 
lieu de sin !z, on devrait prendre, quand il s'agit de courants d'air, 
smil'*"°" (*). 

Cependant, malgré les imperfections de cette théorie, nous avons cru 
devoir en donner une idée, parce que souvent, à défaut d'expériences sur 
des corps semblables à ceux que l'on considère, on n'a pas d'autre moyen 
d'évaluer la pression totale d'un courant fluide sur un obstacle. 
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, — d i r e c t e m e n t e x p o s é e à l ' a c t i o n 

~- , ' : § - " d ' un c o u r a n t l i q u i d e d o n t o n v e u t 

m e s u r e r la v i t e s s e a u x e n v i r o n s du 
S*~Y*~£^^ p o i n t A. Le l i q u i d e e n t r e pa r l ' o u 

verture A et s ' é lève dans le t u b e à u n e h a u t e u r h a u - d e s s u s 

du niveau e x t é r i e u r . N o m m o n s 

Z la hauteur du c e n t r e d e l ' o u v e r t u r e A a u - d e s s o u s du m ê m e 

niveau; 

p la press ion m o y e n n e du l i q u i d e s u r le p lan A, r a p p o r t é e à 

l 'unité de su r face , a b s t r a c t i o n faite de la p r e s s i o n a t m o 

sphé r ique ; 

II le poids par m è t r e c u b e du l i q u i d e ; 

V la vi tesse d e m a n d é e . 

Puisque le l i q u i d e e s t s e n s i b l e m e n t e n é q u i l i b r e dans le 

tube, on aura 

( i ) p = Jl(h + Z); 

d'un autre cô té , par l es i nd i ca t i ons t h é o r i q u e s e t e x p é r i m e n 

tales données au p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , n o u s s avons q u e la 

pression m o y e n n e par u n i t é d e sur face s u r le p lan A d é p a s s e 

la pression h y d r o s t a t i q u e d ' u n e q u a n t i t é p r o p o r t i o n n e l l e au 

carré de la v i t e s se V, e t n o u s p o s e r o n s par c o n s é q u e n t 

¡2) p = n Z -+- M" 

M" étant un coeff ic ient n u m é r i q u e d o n t les e x p é r i e n c e s de 

M Mémoires de VAcadémie des Sciences de Paris, a n n é e i ^32. 

§ II. — M O Y E N S E M P L O Y É S P O U R OBSERVER LES V I T E S S E S D E S FLUIDES. 
— J A U G E A G E D E S COURANTS. 

113. Du tube de Pitot. — L e t u b e de P i t o t , a ins i a p p e l é du 

nom de son i n v e n t e u r (*), c o n s i s t e en u n s i m p l e t u b e AB 

F i e . 6 3 . [fie- 6 3 ) r e c o u r b é , ouve r t par les 

^ d e u x b o u t s , d o n t la p l u s g r a n d e 

A b r a n c h e BC est p l a c é e v e r t i c a l e -

* m e n t , p e n d a n t q u e l ' au t r e AC es t 
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( 3 ) lt = 
V 2 

M" — = 
2g 

1,1g 

D u b u a t a o p é r é d i r e c t e m e n t s u r u n t u b e en fer-blanc de 

o r a , o 4 de d i a m è t r e e x t é r i e u r , d o n t la b r a n c h e hor izonta le avait 

e n v i r o n o m , 3 5 d e l o n g u e u r . L e n i v e a u de l ' eau dans le tube 

é ta i t i n d i q u é pa r u n f lo t t eur . E n faisant m o u v o i r cet appareil 

dans u n e eau t r a n q u i l l e a v e c d ive r se s v i t e s se s , Dubua t a trouvé 

d e s v a l e u r s de M" u n p e u va r i ab l e s , c o m m e l ' indique le ta

b l e a u c i - d e s s o u s : 

V i t e s s e du t u b e par 1". . . o m , 7 8 , im,o8, i r a , 8o , 

V a l e u r de M" 1 , 2 2 , 1 , 1 1 , 1 ,08. 

On p e u t a d m e t t r e q u e ces i néga l i t é s de M" ont peu d'im

p o r t a n c e en p r a t i q u e , car la m o y e n n e 1 , 1 5 ne s'écarte du 

m a x i m u m 1 ,22 e t d u m i n i m u m 1,08 q u e de ~ au plus , ce qui 

n ' e n t r a î n e r a i t q u ' u n e e r r e u r p r o p o r t i o n n e l l e de ^ - sur la vi

t e s s e . Mais on r e c o n n a î t r a t o u j o u r s , c o n t r a i r e m e n t à une opi

n i o n q u e l q u e f o i s é m i s e , q u e le coeff ic ient M" n ' es t pas égal à 1 , 

et qu ' i l y a n é c e s s i t é de l e d é t e r m i n e r p a r d e s essais préalables, 

avant de p o u v o i r se s e rv i r d ' u n i n s t r u m e n t . 

P o u r r e n d r e l ' i n s t r u m e n t p l u s s e n s i b l e , Dubua t a proposé 

a insi c o n s t r u i t , D u b u a t a t r o u v é u n coefficient M" égal à i ,5o; 

F i g . 6 1 . 

B 

d e d o n n e r à la b r a n c h e horizontale 

la forme d ' u n e n t o n n o i r (fig. 64); 

la base CD de ce t e n t o n n o i r est per

c é e d ' u n seu l t r o u A vers son cen

t r e . Ce l t e d i spos i t ion a pour effet de 

r e n d r e p lus forte la press ion qui fait 

m o n t e r l ' eau dans le t u b e ; c'est-à-

d i re q u e , à v i tesse égale, la hau

t e u r h sera p lu s grande et plus fa

c i le à o b s e r v e r . Avec un instrument 

D u b u a t (n° 109) s e m b l e n t fixer la va l eu r à 1,19. La soustrac

t i on m e m b r e à m e m b r e d e s é q u a t i o n s (1) et ( 2 ) donne 
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ainsi 

2 1g 

ou bien 

— = 3 h. 
2g 3 

Le t ube d e P i l o t p r é s e n t e u n défau t g r a v e , d o n t n ' e s t 

exempt d ' a i l l eurs a u c u n d e s i n s t r u m e n t s e m p l o y é s j u s q u ' à 

ce jour p o u r m e s u r e r l e s v i t esses des fluides. L ' i n s t r u 

ment étant t o u j o u r s u n co rps so l ide q u ' o n p lace au m i 

lieu d 'un c o u r a n t l i q u i d e ou g a z e u x , p r o d u i t n é c e s s a i r e 

ment une dév ia t ion de ce c o u r a n t ; son p r e m i e r effet e s t 

d'altérer p l u s o u m o i n s la v i tesse q u ' o n p r é t e n d lui faire 

mesurer. II faudra i t t r o u v e r u n m o y e n de s u i v r e avec les 

jeux les m o l é c u l e s fluides, e t d e v o i r , sans y t o u c h e r , l e u r 

déplacement dans u n t e m p s d o n n é . I l y a r é e l l e m e n t ici u n e 

lacune dans les m o y e n s d ' o b s e r v a t i o n , l a c u n e auss i f âcheuse 

pour les p r o g r è s d e l ' H y d r a u l i q u e e x p é r i m e n t a l e q u e ce l l e 

qui conce rne la m e s u r e des p r e s s i o n s , d o n t n o u s avons pa r l é 

au n° 15. 

111. Tube de Pitot perfectionné par MM. Darcy et Baum-

garten. — L 'appare i l don t n o u s a l lons p a r l e r a é t é p r i m i t i v e 

ment conçu par M. D a r c y ; il a é t é c o n s t r u i t e t modif ié d a n s 

quelques déta i ls par M. B a u m g a r t e n . 11 s e c o m p o s e e s s e n t i e l 

lement de d e u x t u b e s a n a l o g u e s à c e l u i q u e r e p r é s e n t e la 

fig. 6 3 ; les d e u x b r a n c h e s v e r t i c a l e s , fai tes en v e r r e , s ' é l è v e n t 

dans un plan pa ra l l è l e au fil du c o u r a n t ; les d e u x b r a n c h e s h o 

rizontales s o n t e n c u i v r e , e t l ' u n e d ' e l l e s es t t o u j o u r s d i r i gée 

dans le fil du c o u r a n t , en s e n s o p p o s é ( c o m m e dans la fig. 6 3 ), 

pendant q u e l ' a u t r e p e u t r e c e v o i r d e s ajutages d e d ive r se s 

formes. Ces a ju tages son t o r i e n t é s d a n s le c o u r a n t d e 

manière à ce q u ' i l se p r o d u i s e su r l e u r e n t r é e u n e n o n -

pression. Par e x e m p l e , dans u n m o d è l e q u e p o s s è d e l 'Éco le 

des Ponts e t C h a u s s é e s , l 'a jutage es t p l acé h o r i z o n t a l e m e n t 

sous la p r e m i è r e b r a n c h e , mais son o u v e r t u r e G est en des -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 I 4- C H A P I T R E S I X I È M E . 

Fig. C5. 

h la h a u t e u r r e p r é s e n t a t i v e de la pres

s ion vive e n À, l aque l l e se manifeste 

par l ' é l éva t ion du n iveau dans le tube 

AB a u - d e s s u s du n iveau ex té r i eu r ; 

H la h a u t e u r r e p r é s e n t a t i v e de la non-

p r e s s i o n en G, man i f e s t ée au con

t r a i r e par u n e d é p r e s s i o n dans le 

t u b e G F ; 

M" et M' d e u x coeff ic ients , dépendants 

de la c o n s t r u c t i o n de l 'appareil , et 

q u e n o u s s u p p o s o n s indépendants de 

la v i t e s s e V du l i q u i d e , ce qui n'est 

pas p a r f a i t e m e n t ce r ta in (n° 113). 

On aura 

Z I 

V 1 

h = M" 

H = M' 
' - S 

r e l a t i ons q u i , a p r è s avo i r é t é a d d i t i o n n é e s m e m b r e à membre , 

d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t 

2g 

H 

M" -+- M' 

L o r s q u e le coeff ic ient M" H- M' , spéc ia l à c h a q u e instrument , 

aura é t é d é t e r m i n é u n e fois p o u r t o u t e s , la m e s u r e d 'une vi

t e s se n ' e x i g e r a p l u s q u e l ' o b s e r v a t i o n d e la s o m m e A + H , 

q u a n t i t é qu i e s t la d i s t a n c e d e s p l a n s de n i v e a u dans les deux 

t u b e s . F o u r r e n d r e c e t t e o b s e r v a t i o n facile, les deux tubes 

c o m m u n i q u e n t à l e u r pa r t i e s u p é r i e u r e , e t , au moyen d'une 

e m b o u c h u r e f e r m é e à v o l o n t é par u n r o b i n e t on peut faire 

u n v ide pa r t i e l , en a s p i r a n t , ce q u i n ' a l t è r e pas la différence 

de n i v e a u / i - t - H ; l e s n i v e a u x des deux c o l o n n e s sont ainsi 

a m e n é s su r la g radua t ion q u e p o r t e u n e p l a n c h e t t e l iée aux 

t u b e s . Alors o n f e r m e un r o b i n e t R qu i e m p ê c h e le liquide 

s o u s [FIG. 65 ) , au l i eu q u e l ' o u v e r t u r e À d e la première 

b r a n c h e es t en face du c o u r a n t . Cela posé, 

s o i e n t 
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entré dans les t u b e s de s o r t i r ; on r e l i r e l ' i n s t r u m e n t , et o n 

lit à loisir su r la g r adua t i on la d i s t ance h -+- H . 

Les avantages de c e t t e d i spos i t ion son t : i° d e s u p p r i m e r 

l'examen du n i v e a u du l i q u i d e e x t é r i e u r , c h o s e à p e u p r è s 

impossible dans les r i v i è r e s et dans les c o u r a n t s n a t u r e l s , 

à cause d e l 'agi ta t ion e t d e s va r i a t ions i n c e s s a n t e s d e n i 

veau qu' i ls p r é s e n t e n t ; 2° d ' a u g m e n t e r la h a u t e u r à o b s e r v e r 

(puisque la n o n - p r e s s i o n s 'a joute à la p r e s s i o n v i v e ) , et d 'a t té 

nuer ainsi l ' i n f luence des e r r e u r s de l e c t u r e ; 3° enfin u n 

moyen c o m m o d e p o u r la l e c t u r e des h a u t e u r s . 

115. Pendule hjdrométrique, tachomètre de Brünings. — 

Le pendule h y d r o m é t r i q u e c o n s i s t e en u n e b o u l e d ' i vo i r e o u 

de métal c r e u x , s o u t e n u e p a r un fil d o n t l ' e x t r é m i t é e s t a t t a 

chée au c e n t r e d 'un q u a r t d e c e r c l e g r a d u é . L e fil es t ver t ica l 

lorsque la b o u l e n ' e s t so l l i c i t ée q u e par son p o i d s P ; ma i s si 

une force h o r i z o n t a l e Q v i e n t à ag i r , le fil s ' i n c l i n e r a d e m a 

nière à p r e n d r e la d i r e c t i o n d e la r é s u l t a n t e des fo rces P e t Q ; 

son inc l ina ison s u r la v e r t i c a l e é t an t a lors a, o n aura 

ne qui d o n n e r a i t l e m o y e n d e c a l c u l e r Q, si l ' on conna i s sa i t P 

et z. Or on p e u t p r o d u i r e c e l t e force Q par l ' ac t ion d ' u n cou

rant hor izonta l dans l e q u e l la b o u l e sera i t p l o n g é e ; Q es t a lors 

proportionnel au ca r r é de la v i t e s s e V des filets d e ce c o u r a n t 

qui v i ennen t r e n c o n t r e r la b o u l e . E n d é s i g n a n t pa r c un coef

ficient cons t an t , o n p o s e r a d o n c 

On voit d o n c q u e p o u r u n i n s t r u m e n t d o n n é la v i t e s s e V se ra 

proport ionnel le à la r a c i n e c a r r é e de la t a n g e n t e de l ' ang le <x, 

que le fil fait avec la v e r t i c a l e , l o r s q u e la b o u l e est en é q u i 

libre dans le c o u r a n t . L ' ang le a se lit i m m é d i a t e m e n t su r le 

quart de c e r c l e . 

Q = P t a n g a , 

c V = P t a n g a , 

d'où 
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F i g . 66. 

SL 

o 2) 

à l ' ac t ion d ' u n c o u r a n t q u i produi t sur 

e l le u n e force r e p r é s e n t é e par c V 2 ; 

c e t t e force se t r a n s m e t à l ' ext rémité D 

d ' u n e r o m a i n e CD par u n e tige hori

z o n t a l e FG q u i fait co rps avec S, tra

v e r s e à f r o t t e m e n t d o u x , e n E,la pièce 

ve r t i ca l e fixe AE, et t e n d la corde HD. 

La c o r d e pa s se s o u s la pou l i e de ren

voi B. La force c V ! es t équ i l ib rée au 

m o y e n d ' un po ids P m o b i l e sur la 

b r a n c h e ÀC. Si l 'on s u p p o s e le le

v ie r CD é q u i l i b r é par l u i - m ê m e , q u ' o n nég l ige les frottements, 

q u ' o n n o m m e x la d i s t a n c e d e P à la ve r t i ca le du point 

d ' a p p u i A, e t a la d i s t a n c e c o n s t a n t e d e ce m ê m e point à la 

pa r t i e ve r t i ca le d e la c o r d e , on aura 

acY' — Px, 

ce q u i m o n t r e q u e V se r a i t p r o p o r t i o n n e l à la rac ine carrée de 

x. Mais les f r o t t e m e n t s p e u v e n t u n p e u modi f ie r ce résultat . 

E n p r a t i q u e , l e r appor t -
y ' tang: 

: p o u r le p r e m i e r instrument, 

e t le r a p p o r t —= p o u r l e s e c o n d , s e r a i en t d é t e r m i n é s par des 
dx 

e x p é r i e n c e s d i r e c t e s ; o u m i e u x e n c o r e on ta re ra i t ces instru

m e n t s e n c h e r c h a n t e x p é r i m e n t a l e m e n t q u e l l e s valeurs de a 

ou d e x r é p o n d e n t à d e s v i t e s s e s V c o n n u e s . 

116 . Moulinet de Woltmann; anémomètre de M. Combes.— 

La p i è c e e s s e n t i e l l e d u m o u l i n e t d e W o l t m a n n est un arbre 

AB (fig. 6 7 ) t o u r n a n t s u r des a p p u i s fixes, et por tan t deux ou 

q u a t r e b r a s , au b o u t d e s q u e l s s o n t d e s a i le t tes planes , telles 

q u e C et D . L ' a r b r e AB e n g r è n e , à la v o l o n t é de l 'observateur, 

a v e c u n s y s t è m e de r o u e s d e n t é e s qu i c o m m u n i q u e n t avec un 

c o m p t e u r et d o n n e n t le m o y e n de savoir le n o m b r e de tours 

de ce t a r b r e dans u n t e m p s d é t e r m i n é . P o u r m e s u r e r la vi

t e s s e d 'un c o u r a n t l i q u i d e , un c o u r a n t d ' eau par exemple , 

L e t a c h o m è t r e d e B r ü n i n g s e s t fondé s u r u n p r inc ipe ana

l o g u e . U n e pe t i t e p l a q u e S (fig. 6 6 ) e s t e x p o s é e d i rec tement 
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voici c o m m e n t on p r o c è d e . L ' i n s t r u m e n t , d o n t l e s d i m e n s i o n s 

sont assez p e t i t e s , es t p l o n g é d a n s le c o u r a n t , au p o i n t où l 'on 

„. , v e u t c o n n a î t r e la v i t e s s e , 

FIG. 6 7 . , 
c c et d i s p o s e de m a n i è r e q u e 

- R f rj " ~ ^ N ^ l ' axe AB so i t pa ra l l è le au 

fil de l ' e a u e t dans le 

m ê m e s e n s . Il es t ma in -

; t e n u dans c e t t e pos i t i on 

par un p i q u e t fixe, le long 

d u q u e l il p e u t g l i s se r . L e s 

a i le t tes C, D, ayant l e u r s 
1 p l ans o b l i q u e s à l ' axe , re -

, jj^'â v ç o i v e n t du c o u r a n t u n e 

1 \\ force d o n t la c o m p o s a n t e 

!,,\ y " ' p e r p e n d i c u l a i r e s u r A B 

<wj \ ob l ige l ' appare i l à t o u r 

n e r , et au b o u t de p e u de 

temps le m o u v e m e n t d e v i e n t à p e u p r è s u n i f o r m e . Un sys

tème d ' embrayage p e r m e t de m e t t r e le c o m p t e u r en m a r c h e 

à l ' instant où l 'on v e u t , ce q u e l 'on fait q u a n d t o u s les 

préparatifs s o n t t e r m i n é s e t q u e l ' o b s e r v a t e u r , d e v e n u l i b r e , 

peut su ivre des y e u x l 'a igui l le d ' u n e m o n t r e à s e c o n d e s o u écou

ler les osc i l l a t ions d ' u n p e n d u l e . Q u a n d un ce r ta in n o m b r e de 

secondes s 'est é c o u l é , on a r r ê t e le c o m p t e u r , on r e t i r e l ' ins t ru

ment de l 'eau e t on c o n s t a t e le n o m b r e de t o u r s qu ' i l a faits 

dans le. t e m p s q u ' o n a m e s u r é . De c e t l e d o n n é e on d é d u i t i m m é 

diatement le n o m b r e N d e t o u r s par m i n u t e , e l n o u s a l l ons 

montrer c o m m e n t de N on d é d u i r a la v i t e s s e V du c o u r a n t . 

Supposons l e m o u v e m e n t d e r o t a t i o n de AB p a r v e n u à l 'un i 

formité, et so i t a lors w la v i t e s s e a n g u l a i r e . D é c o m p o s o n s u n e 

ailette C en é l é m e n t s r e c t a n g u l a i r e s t e l s q u e E F E ' F ' par d e s 

lignes c o n t e n u e s dans u n plan para l lè le à l ' a x e ; l ' a i l e t t e é tan t 

supposée peu la rgo , n o u s c o n s i d é r e r o n s t o u s les p o i n t s d e 

EFE 'F ' c o m m e é t an t à u n e m ê m e d i s t a n c e r de l ' axe , et p o s s é 

dant u n e m ê m e v i t e s se a b s o l u e car, p e r p e n d i c u l a i r e à r. N o m 

mons en o u t r e 

r1, r" les v a l e u r s l imi t e s de r, p o u r le b o r d i n t é r i e u r e l l e 

bord e x t é r i e u r d e l ' a i le t te ; 
II . 2" É D I T . 27 
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a. l ' angle q u e le p lan d e c h a q u e a i l e t t e fait avec la vitesse V 

d u c o u r a n t ; 

/ la l a r g e u r E F de l ' a i l e l t e ; 

n un coeff ic ient c o n s t a n t . 

E n n o u s fondant s u r les h y p o t h è s e s du n° 1 1 2 , n o u s cherche

r o n s le m o m e n t , par r a p p o r t à AB, des a c t i o n s exercées par le 

l i q u i d e su r u n é l é m e n t p l a n te l q u e E F E ' F ' . On sait que l'ac

t i on to ta le est p r o p o r t i o n n e l l e à la sur face Idr de cet élément, 

e t au c a r r é de la v i t e s s e r e l a t i ve avec l a q u e l l e il est frappé, 

p r o j e t é e s u r la n o r m a l e au p lan E F E ' F ' . Or la composan te nor

m a l e d e la v i t e s se re la t ive es t la d i f fé rence e n t r e la projection 

V s i n a d e V, e t la p r o j e c t i o n w r c o s a d e w r ; l 'act ion dont il 

s 'agit s ' e x p r i m e r a d o n c par n ( V s i n a — wrcosa j^e rV . Pouravoir 

son m o m e n t , il faut d ' abo rd la m u l t i p l i e r par r et ensuite par 

c o s a , a t t e n d u q u ' e l l e e s t p e r p e n d i c u l a i r e à E F E ' F ' et fait avec 

AB u n angle c o m p l é m e n t a i r e de a . L e m o m e n t de cet te action 

i n f i n imen t pe t i t e se ra d o n c 

« ( V s i n a — c o r c o s a ) " / c o s a . rdr, 

e t , pa r s u i t e , le m o m e n t to ta l p o u r u n e a i l e t t e , obtenu par 

l ' i n t ég ra t i on de l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e , r e l a t i v e m e n t à r, entre 

r e t r" , aura p o u r v a l e u r 

nlcosa ^ V 3 s i n 2 a ( r " 3 — r'2) — ^ r a V s i n a C O S a ( r " 3 — r") 

+ £ co 2 COS 2 a(r" '— r")J . 

P o u r c h a c u n e d e s a i l e t t e s l ' e x p r e s s i o n du m o m e n t total sera 

i d e n t i q u e , pa rce q u e l ' axe é t an t pa r a l l è l e à la v i tesse V, l'ai

le t te se p r é s e n t e d e la m ê m e m a n i è r e au c o u r a n t dans toutes 

ses p o s i t i o n s s u c c e s s i v e s : on a u r a i t d o n c la s o m m e toialedes 

m o m e n t s , en d o u b l a n t ou q u a d r u p l a n t n, su ivan t qu'i l y au

rait d e u x o u q u a t r e a i l e t t e s . On voi t dé f in i t i vemen t que cette 

s o m m e p r e n d r a i t la forme 

« V 5 — ò w V - r - C M ' , 

a, b, c é t a n t des coeff ic ients c o n s t a n t s p o u r u n m ê m e moulinet. 
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V = |3N -4- fpW^JyW — $), 
2 7 . 

Cherchons à é v a l u e r le m o m e n t d e s r é s i s t a n c e s . D ' abo rd , 

si l 'appareil f onc t ionna i t à v i d e , il faudra i t u n ce r t a in m o m e n t 

moteur Vp, p o u r e n t r e t e n i r le m o u v e m e n t u n i f o r m e , m a l g r é 

les f ro t t ement s , q u i d o n n e r a i e n t u n m o m e n t égal e t de s e n s 

contraire. Dans l ' eau ce m o m e n t s ' accro î t : i° à c a u s e de la 

résistance o p p o s é e a u m o u v e m e n t d e s b r a s d u m o u l i n e t , la

quelle é tan t en c h a q u e p o i n t p r o p o r t i o n n e l l e à co! p r o d u i t u n 

moment total de la fo rme eco 3, e d é s i g n a n t e n c o r e u n e con

stante p o u r u n m ê m e i n s t r u m e n t ; 2° à cause du f r o t t e m e n t s u p 

plémenta i re q u e la p r e s s i o n de l ' eau p r o d u i t su r les a p p u i s . 

Or, l 'act ion de l ' eau ayant é t é , p o u r c h a q u e é l é m e n t , d é c o m 

posée en force n o r m a l e et force pa r a l l è l e à l ' axe , on voi t q u e 

l 'ensemble des fo rces n o r m a l e s à l ' axe , p o u r d e u x a i l e t t e s o p 

posées, d o n n e l i e u à u n c o u p l e m o t e u r n e p r o d u i s a n t pas de 

pression su r l e s a p p u i s d e l ' a r b r e . Q u a n t a u x ac t i ons para l 

lèles, cel le qu i s ' e x e r c e s u r E F E ' F ' a p o u r v a l e u r 

« ( V s i n o : — c o r c o s a ) ' Isina.dr; 

l ' intégrale de c e t t e e x p r e s s i o n p o u r u n e a i l e t t e es t e n c o r e u n e 

fonction h o m o g è n e du s e c o n d d e g r é e n V e t co, e t par c o n s é 

quent il e n sera de m ê m e d u f r o t t e m e n t c o r r e s p o n d a n t . A ins i 

donc en r é u n i s s a n t t o u s les m o m e n t s d e s r é s i s t a n c e s n o u s au -
« 

rons u n e q u a n t i t é 

a ' V ! — i ' u V - R - c'co' -+- Vp, 

qu'il faut éga le r au m o m e n t m o t e u r , p u i s q u e le m o u v e m e n t 

est u n i f o r m e . N o u s p o s e r o n s e n c o n s é q u e n c e 

a V ! — 6 u V - F - eco3 = a'Y' — 6'coV-F- c'co' -+- Pp. 

Dans c e t t e é q u a t i o n , on p e u t r e m p l a c e r co par le n o m b r e N 

de tours qu i lu i e s t p r o p o r t i o n n e l , sauf à m u l t i p l i e r l e s coeffi

cients q u i af fectent co et co3 pa r d e s n o m b r e s c o n v e n a b l e s . 

Toute r é d u c t i o n faite, n o u s t r o u v e r i o n s u n e é q u a t i o n du s e 

cond d e g r é t e l l e q u e 

V 3 — 2 ( 3 N V - T - y N ' = ó\ 

d'où r é s u l t e r a i t 
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CHAPITRE SIXIÈME. 

(4) v = N 

en d é s i g n a n t par ¡3, ô, e t ro i s coef f ic ien ts q u i n e varieront pas 

p o u r un m o u l i n e t d o n n é . 

M . B a u m g a r t e n a fait c o n s t r u i r e d e s m o u l i n e t s dans lesquels, 

au l ieu d e s a i l e t t e s p l a n e s , il a e m p l o y é d e s a i les hélicoïdales 

se p r o l o n g e a n t j u s q u ' à l ' a rb re A B . Ce t t e d i spos i t ion modifierait 

l es ca l cu l s p r é c é d e n t s : i° en c e q u e la r é s i s t ance opposée au 

m o u v e m e n t d e s b r a s s e r a i t s u p p r i m é e ; 2 ° en ce q u e les inté

g r a t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r t r o u v e r le m o m e n t total de l'action 

m o t r i c e , o u la p r e s s i o n l o n g i t u d i n a l e s u r l ' épau lement AB, 

d e v r a i e n t ê t r e faites en c o n s i d é r a n t « c o m m e variable avec r, 

t a n d i s q u e n o u s le s u p p o s i o n s c o n s t a n t . Or cela n e changerait 

p a s la f o r m e d e s e x p r e s s i o n s a u x q u e l l e s on ar r ive en w et Y; 

l ' é q u a t i o n (4 ) s u b s i s t e r a i t d o n c e n c o r e , ma i s avec des valeurs 

d i f fé ren tes p o u r les coef f ic ien ts (3, ¿5, e. L ' avan tage du moulinet 

modi f ié par M. B a u m g a r t e n c o n s i s t e en ce q u e sa sensibilité 

es t p l u s g r a n d e , c ' e s t - à - d i r e qu ' i l fait p l u s de t o u r s dans un 

t e m p s d o n n é , s o u s l ' ac t ion d ' u n m ê m e c o u r a n t . 

L ' e x p r e s s i o n (4 ) é t an t d ' u n u s a g e p e u s i m p l e à cause du ra

d ica l , on a c h e r c h é à la r e m p l a c e r a p p r o x i m a t i v e m e n t par une 

a u t r e p l u s c o m m o d e . Voic i c o m m e n t on y pa rv ien t . On admet 

en p r e m i e r l i e u q u e l ' a i l e t t e est assez pe t i t e p o u r ê t re assimi

l é e à u n seu l é l é m e n t p l a n ; a lors le m o m e n t de l 'action mo

t r i c e , p o u r u n i n s t r u m e n t d o n n é , es t s i m p l e m e n t proport ion

ne l à [ V s i n a — c o r c o s a ) 1 . D ' u n a u t r e cô té on suppose le 

m o m e n t r é s i s t a n t c o n s t a n t ou c o m p o s é d ' u n e par t ie constante 

e t d ' u n e p a r t i e p r o p o r t i o n n e l l e au m o m e n t m o t e u r , ce qui 

r e v i e n t à n é g l i g e r la r é s i s t a n c e o p p o s é e au m o u v e m e n t des 

b r a s . 

A lo r s l ' é q u a t i o n d ' é q u i l i b r e d e v i e n t 

d 'où l 'on t i r e , a p r è s avoi r r e m p l a c é M par sa va l eu r en fonction 

V s i sin a — w r cosa: = con st . ; 

de N , 
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en désignant e n c o r e par }, e t p d e s coeff ic ients c o n s t a n t s p o u r 

un m ê m e m o u l i n e t . 

On pour ra i t s ans d o u t e a r r i ve r à e x p r i m e r a n a l y l i q u e m e n t 

les coefficients (3, ô, E OU 1 e t <l, en fonct ion des d i m e n s i o n s 

de l 'appareil . Mais si l ' on s e r a p p e l l e c o m b i e n d ' i n c e r t i t u d e s 

affectent la t h é o r i e , q u a n d il s 'agi t d e d é t e r m i n e r l ' ac t ion d ' u n 

courant su r u n e su r f ace , o n r e c o n n a î t r a sans p e i n e q u e c ' e s t 

assez d'avoir t r o u v é t h é o r i q u e m e n t la f o r m e de la r e l a t ion q u i 

lie V à N. Les v a l e u r s n u m é r i q u e s d e s coeff ic ients se d é t e r 

mineront au m o y e n d ' u n ce r t a in n o m b r e d ' e x p é r i e n c e s , dans 

lesquelles on conna î t r a i t V et N . Ces e x p é r i e n c e s p o u r r a i e n t 

se faire, par e x e m p l e , en d é p l a ç a n t l ' i n s t r u m e n t a v e c u n e 

vitesse c o n n u e d a n s u n e eau t r a n q u i l l e . On p o u r r a i t a u s s i 

l'exposer à l ' ac t ion d e c o u r a n t s d o n t la v i t e s s e e n ce r t a in s 

points aurait é t é d é t e r m i n é e p r é a l a b l e m e n t par les m o y e n s 

simples i n d i q u é s a u n" 117 c i - a p r è s . 

L ' anémomèt re d e M. C o m b e s es t un m o u l i n e t a n a l o g u e à 

celui de W o l t m a n n et q u i p e u t ê t r e e m p l o y é p o u r m e s u r e r la 

vitesse des c o u r a n t s g a z e u x . Sa t h é o r i e n e diffère pas de ce l l e 

qui vient d ' ê t r e d o n n é e . 

117. Mesure de la vitesse à la surface d'un courant. — La 

vitesse à la sur face d ' u n e r i v i è r e o u d ' u n c o u r s d 'eau q u e l 

conque p e u t se m e s u r e r à l ' a ide de d ive r s m o y e n s . D u b u a t 

employait u n e p e t i t e r o u e à p a l e t t e s , t r è s - m o b i l e s u r son a x e , 

qu'il disposait a u - d e s s u s du c o u r a n t de m a n i è r e q u e l 'eau v î n t 

choquer les pa l e t t e s à l ' i n s t an t où ce l l e s - c i p a s s e n t a u - d e s s o u s 

de l 'arbre. Si l 'on a d m e t q u e la r é s i s t ance à la ro t a t i on d e la 

roue est s e n s i b l e m e n t n u l l e , la v i t e s s e d e l 'eau se ra égale à 

celle des a u b e s , au c e n t r e d e la sur face f r appée pa r le c o u 

rant, v i tesse q u ' o n dédu i r a a i s é m e n t d u n o m b r e de t o u r s . 

Pour plus de r i g u e u r , o n p o u r r a i t d ' avance é q u i l i b r e r les f ro t 

tements au m o y e n d ' u n p o i d s s u s p e n d u à l ' a rb re par u n e 

corde qu i se d é r o u l e r a i t p e n d a n t la r o t a t i o n . 

Un m o y e n p l u s u s u e l c o n s i s t e d a n s l ' e m p l o i de f lo t t eurs . On 

choisit u n e p o r t i o n s u f f i s a m m e n t r é g u l i è r e d 'un c o u r a n t ; eu 

un point , un p r e m i e r o b s e r v a t e u r A a b a n d o n n e au fil de l 'eau 

un flotteur f o r m é d 'un co rps l ége r d é p a s s a n t peu la su r face , 
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pa r e x e m p l e u n p e t i t d i s q u e d e l i ège l e s t é avec un c lou ; un 

s e c o n d o b s e r v a t e u r B , p l acé à u n e d i s t a n c e c o n n u e d du pre

m i e r , ave r t i t ce lu i -c i , pa r u n s igna l c o n v e n u , de l ' instant où le 

f lo t t eu r a fini de p a r c o u r i r l ' i n t e rva l l e d qu i l es sépare . A ce 

m ê m e in s t an t A l âche u n s e c o n d f lo t t eur t o u t pa r e i l ; quand 

ce s e c o n d f lo t teur a p a r c o u r u la d i s t ance d, s u r un nouveau 

s ignal de B, il en l â c h e u n t r o i s i è m e , e t a insi de sui te , pen

dan t q u e l q u e s m i n u t e s , o u s e u l e m e n t p e n d a n t un temps 

m o i n d r e , si l 'on a le m o y e n de l ' o b s e r v e r avec assez de préci

s i o n . E n n o m m a n t t le t e m p s to ta l , e n s e c o n d e s , que n flot

t e u r s a u r o n t e m p l o y é à p a r c o u r i r l es d m è t r e s d'intervalle, la 

v i t e s s e m o y e n n e d u filet qu i l e s a t r a n s p o r t é s sera évidem

m e n t 

nd 

I l faut q u e la d i s t a n c e d n e soi t pas t r o p g r a n d e , afin que la 

v i t e s s e n e va r ie pas s e n s i b l e m e n t s u r le p a r c o u r s d'un filet; 

d ' u n a u t r e c ô t é , si e l le é t a i t t r o p p e t i t e , le m a n q u e de coïnci

d e n c e e x a c t e e n t r e l ' i n s t an t où u n flotteur a c h è v e sa course et 

c e l u i où le f lo t teur su ivan t la c o m m e n c e , pou r ra i t entraîner 

d e s e r r e u r s n o t a b l e s . L e t e r m e à a d o p t e r n e p e u t pas être fixé 

d ' u n e m a n i è r e a b s o l u e : o n l ' app réc i e ra su ivan t les circon

s t a n c e s . I l y a e n c o r e u n e p r é c a u t i o n i m p o r t a n t e à observer : 

c ' e s t q u e le flotteur d é p a s s e t r è s - p e u la sur face de l 'eau, sans 

q u o i la r é s i s t a n c e d e l 'a ir d i m i n u e r a i t sa v i tesse dans une pro

p o r t i o n s e n s i b l e , e t f ausse ra i t a ins i le r é s u l t a t c h e r c h é . 

L e s officiers a m é r i c a i n s a u x q u e l s on do i t les expériences 

déjà c i t é e s au n° 68 o n t e m p l o y é les flotteurs, m ê m e pour 

m e s u r e r la v i t e s s e d e s c o u r a n t s à d e s p r o f o n d e u r s plus ou 

m o i n s c o n s i d é r a b l e s . L e u r appa re i l se c o m p o s a i t d 'un double 

flotteur f o r m é d e d e u x c o r p s r é u n i s par u n e co rde mince ; le 

flotteur s u p é r i e u r , t r è s - l é g e r , é ta i t à la sur face de l'eau et per

m e t t a i t d e s u i v r e la m a r c h e de l ' e n s e m b l e ; le flotteur du des

s o u s , p l acé à la p r o f o n d e u r v o u l u e , s'y m a i n t e n a i t en vertu 

d ' u n les t c o n v e n a b l e . Il avai t d ' a i l l eu r s u n e masse et des di

m e n s i o n s assez for tes r e l a t i v e m e n t à ce l l e s de l ' au t re , afin que 

sa v i t e s s e n e fût pas i n f l u e n c é e d ' u n e m a n i è r e sensible par la 

l i a i s o n . 
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118. Flotteurs donnant directement la vitesse moyenne d'un 

courant sur une même verticale.— Q u a n d la p r o f o n d e u r d ' u n 

cours d 'eau es t a s sez r é g u l i è r e , on p e u t d é t e r m i n e r a p p r o x i 

mat ivement la v i t e s s e m o y e n n e s u r u n e m ê m e v e r t i c a l e , par 

le procédé s u i v a n t . 

On a b a n d o n n e au fil d e l ' eau u n f lo t teur AB [fig- 6 8 ) d e 

forme p r i s m a t i q u e , l e s t é à sa pa r t i e i n f é r i e u r e B , d e m a n i è r e 

F i e . es. à s e m a i n t e n i r p r e s q u e n o r m a l a u x 

A filets, d a n s le p lan ver t ica l où l ' on 

> > - v e u t m e s u r e r la v i t e s se m o y e n n e d u 

D ~ c o u r a n t . Au b o u t de p e u de t e m p s , 

g i ce f lo t teur p o s s è d e u n m o u v e m e n t 

R J I ^ W W W s e n s i b l e m e n t u n i f o r m e , et n o u s a l l o n s 

montrer q u e , s'il o c c u p e t o u t e la p r o f o n d e u r du c o u r s d ' e a u , 

sa vi tesse différera ' p e u de la v i t e s s e m o y e n n e c h e r c h é e . 

En effet, le m o u v e m e n t du f lo t t eur é t an t u n e t r ans l a t i on 

rectiligne e t u n i f o r m e , t o u t e s les forces qu i le so l l i c i t en t d o i 

vent se faire é q u i l i b r e . C o m m e la p r e s s i o n h y d r o s t a t i q u e e t la 

pesanteur n e d o n n e n t e n s o m m e q u ' u n c o u p l e de forces v e r 

ticales, il faut d o n c n é c e s s a i r e m e n t q u e les p r e s s i o n s s p é c i a l e 

ment dues aux v i t e s s e s d e s filets ( l e s q u e l l e s p r e s s i o n s s o n t 

toutes i nc l i nées p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à AB ) d o n n e n t u n e 

somme n u l l e , sans quo i la r é s u l t a n t e to t a l e n e p o u r r a i t pas 

s 'annuler. Il faudra p o u r cela q u e les filets s u p é r i e u r s , q u i s o n t 

les plus r a p i d e s , e x e r c e n t u n e p r e s s i o n v ive dans le s e n s d e la 

translation du f lo t teur , e t , par c o n s é q u e n t , q u ' i l s a i e n t u n e vi

tesse s u p é r i e u r e à la v i t e s se u de c e l u i - c i , t and is q u e le c o n 

traire ar r ivera p o u r les filets i n f é r i e u r s . Soit CD le filet q u i a la 

vitesse u; a u - d e s s u s de CD, dans la p o r t i o n AC, il y a u r a d e s 

pressions v ives m o t r i c e s ; a u - d e s s o u s , su r CB, il y a u r a d e s 

pressions v ives r é s i s t a n t e s , et la s o m m e des p r e m i è r e s d o i t 

être égale à la s o m m e d e s a u t r e s . Afin d ' e x p r i m e r a n a l y t i q u e -

ment ce fait, a p p e l o n s 

v la v i t e s s e du filet q u e l c o n q u e , s é p a r é de la sur face l i b r e 

par u n e d i s t ance ve r t i ca l e y; 

a et b d e u x c o n s t a n t e s ; 

h la p r o f o n d e u r t o t a l e ; 
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x le r a p p o r t i n c o n n u d e AC à AB, e t par c o n s é q u e n t xli la 

p r o f o n d e u r du p o i n t C. 

On sait d ' abord q u e la loi des v i tesses des filets sera expri-

« é tan t u n n o m b r e a u q u e l on p e u t , d ' ap rè s l ' e n s e m b l e des no

t ions t h é o r i q u e s et e x p é r i m e n t a l e s a c q u i s e s s u r ce sujet, attri-
3 

b u e r d i v e r s e s v a l e u r s , n o t a m m e n t les va l eu r s 2 ou - ( n 0 1 68 

e t 6 9 ) ; on a u r a d o n c auss i la r e l a t i on 

u — a — bx"h", 

p u i s q u e la v i t e s se du filet l i q u i d e p a s s a n t au point C est la 

m ê m e q u e ce l l e du flotteur. E n s u i t e , un filet d 'épaisseur dy, 

p o s s é d a n t la v i t e s se a b s o l u e v e t la v i tesse re la t ive v — u, exerce 

u n e p r e s s i o n vive p r o p o r t i o n n e l l e à (v—ufdy; on posera 

d o n c 

L ' i n t é g r a t i o n e f fec tuée , le fac teur h,n+' d ispara î t , et l 'on trouve 

m é e par 

v = a — by", 

Or v — u b (x"h" — y"); pa r s u i t e on a 

4 re3 IX1 

-+-
( n + I ) ( 2 n • + I ) ri + 2 / 1 -+ - I 

é q u a t i o n qu i d e v i e n t , par la s u p p o s i t i o n n 

et , p o u r n = - , 

10 0 4 

La p r e m i è r e de ces é q u a t i o n s d o n n e x— 0 ,610; la seconde 
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serait satisfaite à p e u p r è s par la v a l e u r x = o , 5 6 3 . Or on sait 

(n° 69) q u e dans l ' h y p o t h è s e d e n = 2, la v i t e s s e m o y e n n e U 

du couran t se t r o u v e à u n e p r o f o n d e u r o , 577 h, et q u e , p o u r 

3 

n = - j ce t te p r o f o n d e u r d e v i e n t o , 5 4 3 / ; . La v i t e s s e u du flot

teur, qu i a l ieu a u n e p r o f o n d e u r t r è s - p e u s u p é r i e u r e , sera 

donc t r è s - s e n s i b l e m e n t égale à U. On voi t q u e c e t t e d e r n i è r e 

vitesse doi t ê t r e tant soi t p e u p lu s g rande q u e l ' au t r e . 

Le résul ta t d e l ' ana lyse p r é c é d e n t e c o n d u i t n a t u r e l l e m e n t à 

un moyen de r e n d r e p lu s exac te l ' ind ica t ion du flotteur : c 'es t 

de faire en s o r t e q u ' a u l i e u d ' o c c u p e r , en p ro jec t ion ve r t i ca l e , 

toute la p r o f o n d e u r d u c o u r a n t , il en o c c u p e s e u l e m e n t u n e 

fraction qu ' i l e s t a isé de d é t e r m i n e r . S u p p o s o n s e n effet q u e h 

désigne, dans le ca lcu l c i - d e s s u s , la p ro j ec t i on ve r t i ca l e du 

flotteur : la r e c h e r c h e du r appor t x n e se t r ouve ra en r i en m o 

difiée, e t l'on a r r ivera i t de m ê m e à t r o u v e r la pos i t i on du p o i n t 

C pour l eque l on a v = u. M a i n t e n a n t si l 'on a p p e l l e I I la p r o 

fondeur to ta le du c o u r a n t , on sait q u e le filet p o s s é d a n t la 

vitesse m o y e n n e de l ' e au se t r o u v e à la p r o f o n d e u r 0 , 5 7 7 II 

3 
ou o ,543 I I , s u i v a n t q u e « a la va leu r 2 o u - • P o u r faire e n 

sorte q u e ce filet passe par le po in t C et q u e par c o n s é q u e n t 

le flotteur soi t a n i m é de la v i t e s se m o y e n n e de l ' eau , on devra 

donc pose r 

O , 6 I O / J = 0 , 5 7 7 ! ! dans l ' h y p o t h è s e de « = 2, 

o , 5 6 3 h = o , 5 4 3 H dans l ' h y p o t h è s e de w = ^> 

d'où l 'on t i re r e s p e c t i v e m e n t 

/i = o , g 4 6 H et /¿ = 0 , 9 6 4 1 1 . 

On pour ra i t r é a l i s e r p r a t i q u e m e n t ce r a p p o r t d e A à H , en 

adoptant II p o u r la d i m e n s i o n l o n g i t u d i n a l e AB du flotteur et 

faisant en s o r t e , a u m o y e n d u les t , q u e ce f lo t teur e n t r a î n é par 

le courant pr î t s u r la ve r t i ca le u n e i nc l i na i son de 16 à 18 d e g r é s 

sexagés imaux. C'est à q u o i l 'on a r r ive ra i t par u n t â t o n n e m e n t 

expé r imen ta l . 
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119. Jaugeage des cours d'eau. — Q u a n d il s 'agit d 'un cours 

d ' eau de faible i m p o r t a n c e , on s ' a r range p o u r faire passer tout 

s o n d é b i t s u r u n d é v e r s o i r ou s o u s u n e v a n n e ; à défaut d'ou

vrages d e c e t t e n a t u r e déjà ex i s t an t s , on é tabl i t des barrages 

p r o v i s o i r e s en p l a n c h e s . A l o r s on ca l cu l e la d é p e n s e par les 

f o r m u l e s du c h a p i t r e I I £ m o . 

Un a u t r e p r o c é d é t r è s - s i m p l e e t t rèa-expédi t i f , qu 'on em

p lo ie ra q u a n d on n ' au ra pas b e s o i n d e b e a u c o u p de précision, 

c o n s i s t e à m e s u r e r au m o y e n de f lo t teurs ( n ° 117) la vitesse V 

m a x i m u m à la surface d u c o u r a n t . On en d é d u i t la vitesse 

m o y e n n e U par l ' u n e d e s f o r m u l e s e m p i r i q u e s du n° G8, et 

o n la m u l t i p l i e par la s e c t i o n t r a n s v e r s a l e du cou ran t . La me

s u r e su f f i s amment e x a c t e de ce d e r n i e r é l é m e n t du calcul 

ex ige q u e le l i t n e so i l pas t r è s - r a b o t e u x , ou d u mo ins que les 

i néga l i t é s s o i e n t p e u s e n s i b l e s r e l a t i v e m e n t aux profondeurs. 

Si le déb i t à m e s u r e r est ce lu i d ' u n e assez g rande rivière, 

o n d iv i se la s e c t i o n to ta le en u n ce r t a in n o m b r e de petites 

su r faces &J, p o u r c h a c u n e d e s q u e l l e s la v i t e s s e c, considérée 

c o m m e c o n s t a n t e , se m e s u r e en e m p l o y a n t un des instruments 

c i -des sus d é c r i t s . L e d é b i t e s t égal à la s o m m e des pro

du i t s A s s e z f r é q u e m m e n t , on n e m e s u r e , su r u n e même 

v e r t i c a l e , q u e la v i t e s s e à la sur face et la v i t e s se de fond ; on 

e n p r e n d la m o y e n n e q u i d o n n e a p p r o x i m a t i v e m e n t , pour 

c e t t e ve r t i c a l e , la v i t e s s e m o y e n n e d e s filets : ce t te règle, de

p u i s l o n g t e m p s su iv i e , d o n n e , d ' a p r è s M. F o u r n i e , de bons 

r é s u l t a t s ( n " 6 8 ) . La s e c t i o n é t an t e n s u i t e d iv i s ée en tranches 

v e r t i c a l e s , o n m u l t i p l i e c h a c u n e d ' e l l e s par la v i tesse moyenne 

c o r r e s p o n d a n t e , e t on fait la s o m m e d e s p r o d u i t s . Toutefois 

c e p r o c é d é ex ige b e a u c o u p de t e m p s , ce q u i le rend d'une 

app l i ca t ion difficile, s u r t o u t a u x é p o q u e s où il se produit des 

c h a n g e m e n t s assez r a p i d e s d a n s le r é g i m e de la r iv iè re . 

Enf in , on a i n d i q u é au c h a p i t r e I V i m e d ivers p rocédés pour 

c h e r c h e r par le ca lcu l la d é p e n s e d ' u n c o u r s d ' e a u , mais vu 

l ' i n c e r t i t u d e qu i affecte l ' e x p r e s s i o n du f r o t t e m e n t sur les pa

ro i s d u lit , les m o y e n s d ' o b s e r v a t i o n d i r e c t e do ive être géné

r a l e m e n t p r é f é r é s . 
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CHAPITRE SEPTIÈME. 
DES MOTEURS H Y D R A U L I Q U E S E T D E Q U E L Q U E S M A C H I N E S A É L E V E R L ' E A U . 

§ I. — Généralités sur les moteurs hydrau l iques . 

120. Rappel de quelques définitions ; théorème de la trans- • 

mission du travail dans les machines. — On a p p e l l e machine 

un corps o u e n s e m b l e d e co rps d e s t i n é s à r e c e v o i r en q u e l q u e s -

uns de l e u r s p o i n t s c e r t a i n e s fo rces , e t à e x e r c e r , par d ' a u t r e s 

points , d e s forces q u i d i f fèrent g é n é r a l e m e n t d e s p r e m i è r e s 

par l eu r i n t e n s i t é , l e u r d i r e c t i o n e t la v i t e s s e d e l e u r s p o i n t s 

d 'appl icat ion. 

L'effet dynamique d ' u n e m a c h i n e es t le t ravai l t o t a l , en g é 

néral négat i f o u r é s i s t a n t , q u ' e l l e r e ç o i t d e s c o r p s e x t é r i e u r s 

qu 'on a e n v u e d e s o u m e t t r e à son a c t i o n . Il a r r ive q u e l q u e f o i s 

que l'effet d y n a m i q u e est u n t ravai l posi t i f ; par e x e m p l e , 

quand on fait d e s c e n d r e l e n t e m e n t u n fa rdeau par u n e c o r d e 

en rou l ée s u r u n e p o u l i e , l e p o i d s d u fardeau fait u n travail 

m o t e u r s u r le s y s t è m e d e la c o r d e e t d e la p o u l i e . 

S u p p o s o n s , p o u r fixer les i d é e s , q u e l'effet d y n a m i q u e soi t 

un travail r é s i s t a n t . I n d é p e n d a m m e n t de c e l u i - l à , la m a c h i n e 

en sub i t e n c o r e d ' a u t r e s , qu i s o n t e m p l o y é s à v a i n c r e l e s frot

t e m e n t s , la r é s i s t a n c e de l 'a ir , e t c . L e s r é s i s t a n c e s qu i d o n n e n t 

lieu à c e s a u t r e s t r a v a u x négat i fs o n t r e ç u le n o m d e résis

tances secondaires, t a n d i s q u e l 'effet d y n a m i q u e e s t dû à ce 

qu 'on a p p e l l e l e s résistances principales. 

L e t h é o r è m e géné ra l de M é c a n i q u e en v e r t u d u q u e l u n e 

re la t ion es t é t ab l i e e n t r e V a c c r o i s s e m e n t de fo rce v ive d 'un 

sys tème m a t é r i e l et le travail d e s f o r c e s , e s t a p p l i c a b l e à 

u n e m a c h i n e , c o m m e à t o u t e n s e m b l e d e c o r p s . P o u r en 

écr i re l ' e x p r e s s i o n , s u p p o s o n s t o u j o u r s l 'effet d y n a m i q u e 
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négatif, et n o m m o n s : 

T„ la s o m m e d e s t r a v a u x d e s forces m o t r i c e s qui ont agi sur 

la m a c h i n e p e n d a n t u n ce r ta in in te rva l l e de t e m p s ; 

T e l 'effet d y n a m i q u e p e n d a n t le m ê m e t e m p s ; 

Tf la va l eu r c o r r e s p o n d a n t e d u travail des rés is tances se

c o n d a i r e s ; 

v e t v, l es v i t e s s e s d ' un p o i n t m a t é r i e l , de masse m, faisant 

pa r t i e d e la m a c h i n e , au c o m m e n c e m e n t e t à la fin du 

t e m p s c o n s i d é r é ; 

H et H 0 les h a u t e u r s c o r r e s p o n d a n t e s du c e n t r e de gravité 

de l 'apparei l m e s u r é e s en d e s s o u s d ' u n p lan horizontal ; 

2 u n e s o m m e é t e n d u e à t o u t e s les m a s s e s m. 

Le t h é o r è m e c i té d o n n e i m m é d i a t e m e n t 

I Z i m , > _ l 2 m „ ; = T . - T . - l > - l - < H - n . Img. 

D a n s u n e m a c h i n e m a r c h a n t r é g u l i è r e m e n t ; chacune des 

v i t e s s e s v c ro î t d e p u i s z é r o , v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e à l'état de 

r e p o s , j u s q u ' à u n ce r t a in m a x i m u m q u ' e l l e n e dépasse pas : le 

p r e m i e r m e m b r e d e l ' é q u a t i o n a d o n c n é c e s s a i r e m e n t une 

l i m i t e s u p é r i e u r e , e n d e s s o u s d e l a q u e l l e il se t rouvera , ou 

qu ' i l a t t e ind ra tou t a u p l u s , q u e l q u e soi t l ' interval le de 

t e m p s a u q u e l se r a p p o r t e n t les v a l e u r s in i t ia le et finale v, et v. 

Il e n est t o u t à fait de m ê m e d u t e r m e ( I I — He)2mg, quand 

la m a c h i n e m a r c h e s u r p l ace , pa r ce q u e son c e n t r e de gravité 

r e p a s s e p é r i o d i q u e m e n t par les m ê m e s pos i t i ons . Au contraire, 

les t e r m e s Tm, T. , T/ c ro i s sen t i n d é f i n i m e n t avec le t emps , si la 

m a r c h e de la m a c h i n e se p r o l o n g e , car de n o u v e l l e s quantités 

d e travail s ' a jou ten t sans ce s se à ce l les q u i on t é té précédem

m e n t a c c o m p l i e s . Ces t ro i s t e r m e s finiront d o n c par l 'emporter 

b e a u c o u p s u r les a u t r e s , e n s o r t e q u e l ' é q u a t i o n devra, pour 

un in te rva l l e d e t e m p s i l l imi t é , se r é d u i r e à 

T„ = T . -+- T/. 

C'est c e q u i aura i t l i eu r i g o u r e u s e m e n t , sans s u p p o s e r un in

te rva l le d e t e m p s inf ini , si les i n s t an t s e x t r ê m e s de cet inter

valle r é p o n d a i e n t à u n r e p o s d e la m a c h i n e , e t si l 'on avait en 
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même t e m p s H = H 0 . Ainsi d o n c on p e u t d i re q u ' e n m o y e n n e 

le travail m o t e u r es t égal au travail r é s i s t a n t ; m a i s , c o m m e ce 

d e r n i e r c o m p r e n d , o u t r e l'effet d y n a m i q u e p o u r l e q u e l la m a 

chine est é t ab l i e , le travail des r é s i s t ance s s e c o n d a i r e s , on voi t 

qu'on n 'u t i l i se pas c o m p l è t e m e n t l ' ac t ion de la p u i s s a n c e m o 

trice, p u i s q u ' u n e pa r t i e est c o n s o m m é e i n u t i l e m e n t p o u r 

équilibrer le travail T/. 

T 
Il est clair q u e le r a p p o r t T~- m e s u r e la p e r t e p r o p o r t i o n 

nelle qu ' on fait ; le r a p p o r t =^ ou i — — d o n n e , au c o n t r a i r e , 
1/ 1» 

une idée n e t t e d e la po r t i on du travail q u ' o n u t i l i s e . Ce d e r n i e r 

rapport es t ce q u ' o n n o m m e le rendement : il es t é v i d e m m e n t 

toujours p lu s pe t i t q u e i , car dans les m e i l l e u r e s m a c h i n e s T/ 

conserve u n e c e r t a i n e va l eu r . T o u t l 'ar t du c o n s t r u c t e u r c o n 

siste à se r a p p r o c h e r a u t a n t q u e p o s s i b l e de l ' u n i t é . 

121. Considérations analogues appliquées à une chute 

d'eau.— U n e c h u t e d ' eau c o n s i s t e e n u n e c e r t a i n e d é p e n s e 

d'eau, c e n s é e p e r m a n e n t e , q u i , e n t r e d e u x s e c t i o n s CB, 

EF (fig. 6g ) d 'un canal où el le c o u l e , p r é s e n t e u n e p e n t e s u 

perficielle I I , d e g r a n d e u r n o t a b l e , ma lg ré le r a p p r o c h e m e n t 

de ces s ec t i ons . L e s y s t è m e m a t é r i e l l i q u i d e c o m p r i s à c h a q u e 

instant dans l ' in te rva l le CBEF p e u t ê t r e c o n s i d é r é c o m m e u n e 

machine se r e n o u v e l a n t sans c e s s e , au m o y e n des m o l é c u l e s 

qui en t r en t par CB et r e m p l a c e n t e x a c t e m e n t ce l l e s qu i s o r t e n t 

par EF . L e travail m o t e u r sera ce lu i de la p e s a n t e u r , r é u n i à 

celui des p r e s s i o n s s u r le c o n t o u r e x t é r i e u r du s y s t è m e ; l'effet 

dynamique sera le t ravai l r é s i s t an t e x e r c é s u r la c h u t e par u n 

appareil q u e l c o n q u e , u n e r o u e h y d r a u l i q u e par e x e m p l e , 

/71 

T, 

F i B . 6g. 
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[*) ?Jous d i s o n s sensiblement, car l 'égal i té des ac t ions mutue l l es entre l'eau 

fit la roue n 'entra îne pas ce l l e des travaux c o r r e s p o n d a n t s . Cette égalité n'est 

r igoureuse qu'en s u p p o s a n t n u l l e f ro t t ement d u l i q u i d e sur les parois solides 

de la r o u e , f r o t t e m e n t qui est en effet assez faible . 

s o u m i s à s o n a c t i o n . A s o n t o u r la r o u e h y d r a u l i q u e , consi

d é r é e c o m m e m a c h i n e , r e c e v r a d e la c h u t e u n travail moteur 

s e n s i b l e m e n t égal à l 'effet d y n a m i q u e d o n t on v ien t de par

l e r (*), et n ' e n t r a n s f o r m e r a q u ' u n e p a r t i e en u n travail utile, 

q u i s e r a s o n effet d y n a m i q u e p r o p r e . Mais dans t o u t ce qui va 

s u i v r e n o u s n o u s b o r n e r o n s à é t u d i e r l 'effet dynamique de la 

c h u t e e t t ion ce lu i de la r o u e . 

B ien q u e le m o u v e m e n t du l i q u i d e n e p u i s s e ê t re rigoureu

s e m e n t p e r m a n e n t , pa r ce q u e la r o u e n e se p r é s e n t e pas tout 

à fait c o n s t a m m e n t de la m ê m e m a n i è r e , c e p e n d a n t on peut le 

c o n s i d é r e r c o m m e te l , s a n s g r a n d e e r r e u r ; car après un inter

val le d e t e m p s 0, o r d i n a i r e m e n t t r è s - c o u r t , e m p l o y é par une 

a u b e o u p a l e t t e p o u r p r e n d r e la p lace d e la su ivante , toutes 

c h o s e s r e d e v i e n n e n t les m ê m e s . E n s u p p o s a n t le mouvement de 

la r o u e r é g u l i e r e t l es p a l e t t e s u n i f o r m é m e n t d i s t r ibuées , il y a 

u n e p é r i o d i c i t é t r è s - f r é q u e n t e dans l ' é ta t du sys t ème , ce qui 

e s t p r e s q u e d e la p e r m a n e n c e . N o u s a p p l i q u e r o n s donc le 

t h é o r è m e d e B e r n o u l l i à u n e m o l é c u l e q u e l c o n q u e , de 

m a s s e m, q u i , pa r t an t d e la s e c t i o n CB a v e c la v i tesse U 0, arrive 

en E F avec la v i t e s se U. La c h a r g e to ta le n ' e s t aut re chose 

q u e H , si l ' on a d m e t le p a r a l l é l i s m e des filets dans les sections 

e x t r ê m e s , car a lo r s la p r e s s i o n va r ie su ivan t la loi hydrosta

t i q u e d a n s c h a c u n e d e s d e u x sur faces CB, E F , en sorte que 

les p o i n t s C e t E p e u v e n t ê t r e p r i s c o m m e n iveaux piézomé-

t r i q u e s p o u r l e s p o s i t i o n s in i t ia le et finale d e la masse m. Dé

s i g n o n s pa r — t. e t — tf l es t r avaux r a p p o r t é s à l 'unité de 

m a s s e e t c o n s i d é r é s c o m m e r é s i s t a n t s , q u e m a subis dans son 

p a r c o u r s e n t r e CB et E F , par s u i t e d e l 'act ion de la roue et 

de la v i s c o s i t é . E n r a i s o n n a n t c o m m e au n° 15 , on poserait 

l ' é q u a t i o n 

H - - ( / . + (/)-HLn£l = o ; S 2g 
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mt, = mg[ti. -i — mtf. 
~>-g ~~ 

Par c o n s é q u e n t on vo i t q u e c h a q u e p o i d s mg, q u i pa s se r a 

de CB à E F , d o n n e r a l i eu à u n effet d y n a m i q u e mt„ d o n t l e 

second m e m b r e fourn i t u n e e x p r e s s i o n . L ' e n s e m b l e des m o l é 

cules m c o m p r i s e s d a n s le po ids total P q u e le c o u r a n t d é b i t e 

dans u n e s e c o n d e , p r o d u i r a u n effet d y n a m i q u e égal à u n e 

somme 2 d ' e x p r e s s i o n s a n a l o g u e s , é t e n d u e à t o u t e s c e s 

masses; e n c o n s i d é r a n t U 0 e t U c o m m e d e s v i t e s s e s c o n 

stantes dans les s e c t i o n s r e s p e c t i v e s CB, E F , c e t t e s o m m a t i o n 

donnera 

(il 3.mtt=v(ft + ^± — —\—2mtf. 
\ ig 2g! 

Or, dans c h a q u e s e c o n d e , u n n o u v e a u p o i d s P e s t fourn i pa r 

le couran t ; il y a d o n c n a i s s a n c e d ' u n n o u v e l effet dyna 

mique ~Lmte, qu i r e p r é s e n t e a insi l 'effet d y n a m i q u e m o y e n 

par s e c o n d e . 

/ U ' U ' \ 
La q u a n t i t é P [ H H ) s e r é d u i t à P I I , d a n s le cas 

où U0 et U son t s e n s i b l e m e n t n u l l e s , c e qu i a l i e u en m e s u 

rant la dif férence de n jveau e n t r e d e s b a s s i n s d e d é p a r t e t 

d'arrivée, où l ' eau se ra i t à p e u p r è s s t a g n a n t e : o n n o m m e a l o r s 

le produit P U puissance absolue de la chute. L e r a p p o r t 

est le r e n d e m e n t ; 2 n i i / e s t le t ravai l p e r d u . E n d iv i san t la d e r 

nière équa t ion par P o u Zmg, e t s u p p o s a n t U = o , U„ = o, e l le 

deviendrait 

(2) l p = l l _ l p : 

g2. m gz, m 

on pourra i t a lo r s a p p e l e r I I la chute absolue; ^^ll ]a chute 
gZrn 

utilisée, c ' e s t - à - d i r e la h a u t e u r q u i , m u l t i p l i é e pa r le p o i d s 

dépensé P , d o n n e r a i t l 'effet d y n a m i q u e par s e c o n d e ; — l a 

chute perdue se r e t r a n c h a n t de la c h u t e a b s o l u e , q u a n d il s 'agi t 

de calculer la c h u t e u t i l i s é e . On voi t , en se r e p o r t a n t aux dé -

on en tire 
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122. Remarques générales sur les moyens d'assurer un bon 

rendement à une chute d'eau faisant marcher un moteur hy

draulique. — P o u r avoi r u n b o n r e n d e m e n t , il faut chercher à 

d i m i n u e r a u t a n t q u e p o s s i b l e le t e r m e 2mty de l ' équa t ion ¡1), 

, 2 m ( < „ . . 
ou la p e r t e d e c h a r g e m o y e n n e 2im P a r m i l e s causes qui 

p r o d u i s e n t c e t t e p e r t e , n o u s a l l ons en s igna le r que lques -unes 

et vo i r s u c c i n c t e m e n t c o m m e n t on p o u r r a i t l e s a t t énue r . 

D ' a b o r d , si l ' eau e n t r e d a n s la r o u e e t p e u t en conséquence 

agir s u r e l l e , c ' e s t q u ' e l l e p o s s è d e u n e c e r t a i n e v i tesse rela

t ive w\ o r , d a n s la p l u p a r t des cas , c e t t e v i t e s se d o n n e lieu à 

u n e agi ta t ion t u m u l t u e u s e du l i q u i d e e t à des m o u v e m e n t s 

v i b r a t o i r e s , d 'où r é s u l t e u n e p e r t e d e cha rge év idemment 

c r o i s s a n t e , t o u t e s c h o s e s é t a n t éga le s d ' a i l l eu r s , avec la cause 

qu i la p r o d u i t . Il y a d o n c en géné ra l i n t é r ê t à faire entrer 

l ' e au avec p e u de v i t e s s e r e l a t i v e . C e p e n d a n t cela n 'es t pas 

n é c e s s a i r e q u a n d w a sa d i r e c t i o n t a n g e n t e aux parois qu'elle 

v i e n t r e n c o n t r e r , e t q u e la d i spos i t i on p a r t i c u l i è r e des appa

re i l s p e r m e t à l 'eau d e c o n t i n u e r son m o u v e m e n t relatif dans 

la r o u e sans qu ' i l y ait c h o c d e s filets s u r les paro i s solides ou 

s u r le l i q u i d e déjà i n t r o d u i t , p u i s q u e a lo r s on n'a p lus à craindre 

l ' ag i ta t ion t u m u l t u e u s e d o n t n o u s p a r l i o n s t o u t à l ' h eu re . 

Q u a n d l ' e au , a p r è s sa so r t i e d e la r o u e , do i t ê t re déposée 

d a n s un bief de n i v e a u i n v a r i a b l e , où e l le p e r d sa v i tesse ab 

s o l u e d e s o r t i e v , o n c o m p r e n d f a c i l e m e n t qu ' i l faut réduire 

c e t t e v i t e s se v' a u t a n t q u e p o s s i b l e . En effet, l ' eau qui sort de la 

r o u e e m p o r t e avec e l l e , dans c h a q u e s e c o n d e , u n e demi-force 

v ive qu i au ra i t p u ê t r e a n n u l é e par u n travail rés is tant du 

m o t e u r h y d r a u l i q u e , e t a u g m e n t e r d ' a u t a n t l ' e f f e t dynamiqueT , ; 

t and i s q u e c e t t e demi - fo rce vive n e servi ra le p lus souvent 

f in i t ions du n" 15 , q u e es t la p e r t e de charge m o y e n n e 

é p r o u v é e pa r les m o l é c u l e s d a n s l e u r trajet e n t r e CB et E F ; 

car ce t t e e x p r e s s i o n r e p r é s e n t e i d e n t i q u e m e n t le travail moyen 

de la v i scos i t é s u r u n e m o l é c u l e , r a p p o r t é à l ' un i t é de masse 

et d iv isé par ^ ( o u , si l 'on v e u t , r a p p o r t é à l ' un i t é de po ids ) . 
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qu'à p r o d u i r e de l 'agi tat ion et des r e m o u s dans le bief i n fé r i eu r 

et entrera dans le t e r m e 2 m/y. Il y a c e p e n d a n t des cas où l 'on 

est forcé de d o n n e r à v' u n e va l eu r p lus ou m o i n s cons idé rab le : 

nous ve r rons u l t é r i e u r e m e n t , par q u e l q u e s e x e m p l e s , c o m m e n t 

il est poss ib le q u e l q u e f o i s d ' a t t é n u e r c e t t e c i r c o n s t a n c e d é 

favorable. 

Généra lement les c o n s i d é r a t i o n s c i -dessus p r é s e n t é e s se 

résument en d i san t q u e l ' eau do i t e n t r e r sans c h o c et s o r t i r 

sans v i tesse . On p e u t e n c o r e a jou te r qu ' i l es t b o n de n e pas la 

faire couler r a p i d e m e n t dans des canaux t rop é t ro i t s ou p r é 

sentant des c h a n g e m e n t s b r u s q u e s de s ec t i on , p u i s q u e cela 

entraînerait des p e r t e s de cha rge à c o m p r e n d r e dans l ' e x p r e s -

Imtf 
sion .. ' • 

glm 

Nous a l lons é t u d i e r m a i n t e n a n t les m o t e u r s h y d r a u l i q u e s les 

plus r é p a n d u s , e n n o u s o c c u p a n t t o u j o u r s p r i n c i p a l e m e n t d e s 

moyens d 'u t i l i se r la c h u t e le m i e u x p o s s i b l e dans c h a q u e cas , 

et de calculer l 'effet d y n a m i q u e r é a l i s a b l e avec les d i s p o s i t i o n s 

adoptées. Les r o u e s h y d r a u l i q u e s se d iv isen t e n d e u x g r a n d e s 

classes, ce l les q u i o n t l e u r a x e ho r i zon t a l , e t ce l l e s q u i on t 

leur axe vert ical ; l e s va r i é t é s r e n f e r m é e s dans ces d e u x c lasses 

feront l 'obje t d e s d e u x p a r a g r a p h e s su ivan t s . 

§ II, — Roues hydraul iques à axe horizontal . 

123. Roue en dessous à palettes planes, emboîtée dans un 

coursier. — L e s r o u e s d o n t il s 'agit son t o r d i n a i r e m e n t c o n 

struites en b o i s . Un a r b r e A po lygona l [fig. 70) est e n t o u r é 

d'une e s p è c e d e co l l i e r C en fon te , a p p e l é tourteau, qu i es t 

calé au m o y e n d e t a s s e a u x d e bois b. Des b r a s D e n t r e n t dans 

des r a inu re s m é n a g é e s s u r le t o u r t e a u , et lu i son t r e l i é s par 

des b o u l o n s ; ces b ras s e r v e n t à s u p p o r t e r u n e c o u r o n n e E E , 

dont les s e g m e n t s son t assu je t t i s e n t r e e u x et aux bras par des 

ferrures. Sur la c o u r o n n e s ' i m p l a n t e n t l es coyaux F , F , . . . , 

petites p i èce s de bois é g a l e m e n t e s p a c é e s , d e s t i n é e s à s o u t e n i r 

les aubes ou pa le t t e s G, G , . . . , l e s q u e l l e s son t des m a d r i e r s 

de o m , o 2 à o™,o3 d ' é p a i s s e u r , s i t u é s dans d e s p lans passant 

par l 'axe de la r o u e , e t o c c u p a n t t o u t e la l a rgeu r de c e l l e - c i . 

II. I e É D I T . 2-8 
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Un s e u l s y s t è m e d e t o u r t e a u , b r a s , c o u r o n n e et coyaux, ne 

suffirait pas p o u r d o n n e r un a p p u i c o n v e n a b l e aux a u b e s ; dans 

Fifj. 70. 

les r o u e s q u i on t p e u de l a r g e u r p a r a l l è l e m e n t à l 'axe, on se 

c o n t e n t e de d e u x s y s t è m e s p a r e i l s ; si les r o u e s son t larges, on 

p e u t en m e t t r e t ro i s ou p l u s . 

L e n o m b r e des b ras c ro i t avec le d i a m è t r e d e la r o u e ; dans 

l e s r o u e s les p l u s o r d i n a i r e s , de 3 à 5 m è t r e s de diamètre, 

c h a q u e t o u r t e a u p o r t e s ix b r a s . L e s a u b e s p e u v e n t ê t re espa

c é e s d e o m , 3 5 à o m , 4 o , e t avoi r u n e p r o f o n d e u r u n peu supé

r i e u r e dans le s e n s du r ayon , c o m m e o m , 6 b ou o m , 7o par 

e x e m p l e . 

A p r è s ces i n d i c a t i o n s s o m m a i r e s s u r la r o u e e l l e -même, 

v o y o n s c o m m e n t on p e u t se r e n d r e c o m p t e du travail qu'elle 

r eço i t de la par t de la c h u t e d ' eau . L ' eau a r r ive sous forme 

s e n t a n t s u r une por

t i on GH u n e surface c y l i n d r i q u e qu i la isse t r è s - p e u de jeu 

c 

Fig. 7 1 . 
d 'un cou ran t sensi

b l e m e n t hor i zon ta l , 

pa r un cou r s i e r BGHF 

(fig-11) ^ e m ê m e lar

g e u r q u e la roue , pré-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M A C H I N E S H Y D R A U L I Q U E S . 435 

28. 

aux pa le t t e s . L e s m o l é c u l e s l i q u i d e s o n t e n t r a v e r s a n t la s e c 

tion CB u n e v i t e s se e; mais u n p e u a p r è s e l les s o n t e m p r i s o n 

nées dans les i n t e rva l l e s l im i t é s par d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s 

et par le c o u r s i e r . E l l e s son t e n t r é e s dans c e s i n t e r v a l l e s avec 

une v i t e s se r e l a t ive m o y e n n e m e n t égale à la d i f fé rence e n t r e 

la vitesse h o r i z o n t a l e v et la v i t e s s e v' du m i l i e u d e la p o r t i o n 

plongée des p a l e t t e s , l a q u e l l e es t auss i à p e u p r è s h o r i z o n t a l e . 

11 résu l te de la v i t e s s e r e l a t i ve u n c h o c et u n e ag i t a t ion qu i se 

calme p e u à p e u , p e n d a n t q u e les p a l e t t e s p a r c o u r e n t la p o r 

tion c i rcu la i re du c o u r s i e r ; d e so r t e q u e si c e t t e p o r t i o n c i r c u 

laire est assez l o n g u e , e t s'il n 'y a pas t r o p de j e u e n t r e l e s 

palettes e t le c o u r s i e r , l ' eau q u i so r t i r a de la r o u e p o s s é d e r a 

sens ib lement la v i t e s se v'. L ' ac t ion e x e r c é e pa r la r o u e s u r l ' eau 

est la cause de ce pas sage de la v i t e s s e v à la v i t e s se v' ; ce q u i 

permet, c o m m e o n va le vo i r , de c a l cu l e r l ' i n t e n s i t é to ta le d e 

cette ac t ion . 

Pour cela , on a p p l i q u e r a au s y s t è m e l i q u i d e c o m p r i s e n t r e 

les sec t ions t r a n s v e r s a l e s CB, E F , o ù les filets s o n t s u p p o s é s 

parallèles, le t h é o r è m e des q u a n t i t é s de m o u v e m e n t p r o 

jetées sur u n axe h o r i z o n t a l . A p p e l o n s : 

b la l a rgeur c o n s t a n t e d u c o u r s i e r e t d e la r o u e ; 

h, h' les p r o f o n d e u r s CB et E F des s e c t i o n s e x t r ê m e s , q u i 

sont r e c t a n g u l a i r e s ; 

F la force t o t a l e e x e r c é e pa r la r o u e s u r l ' eau o u i n v e r s e 

m e n t , dans le s e n s h o r i z o n t a l ; 

P la d é p e n s e d u c o u r a n t , en k i l o g r a m m e s , par s e c o n d e ; 

11 le p o i d s du m è t r e c u b e d ' e a u ; 

6 un t e m p s t r è s - c o u r t p e n d a n t l e q u e l CBEF es t v e n u e n 

C ' B ' E ' F ' . 

L 'évalua t ion du gain de q u a n t i t é de m o u v e m e n t du sys 

tème CBEF p e n d a n t le t e m p s 6, a ins i q u e le ca lcu l d e s i m p u l 

sions c o r r e s p o n d a n t e s p r o d u i t e s par la p e s a n t e u r e t par l e s 

pressions s u r la sur face e x t é r i e u r e du s y s t è m e l i q u i d e , r e s 

semblent c o m p l è t e m e n t à ce q u ' o n a v u au n° 8 5 , à l ' occas ion 

du res sau t dans l e s c o u r s d ' eau . Avec, l es n o t a t i o n s a c t u e l l e s , 

on t rouvera i t : 
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i° P o u r le gain m o y e n de q u a n t i t é de m o u v e m e n t projetée 

I A P o u r les i m p u l s i o n s r é u n i e s de la p e s a n t e u r et des pres

s i o n s , auss i en p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e , - TibQ(h1 — A' 3 ); à ces 

i m p u l s i o n s , il suffit d e j o i n d r e ce l l e q u e p r o d u i t F , ou — F 9, 

p o u r avo i r la s o m m e d e s i m p u l s i o n s p r o j e t é e s . 

On aura d o n c 

— Iv' — v) = lllbB[h'- A") — F 0 , 
g 3 

d 'où l 'on t i r e 

F = - ( v — v' ) — I n b( h" — A' ). 
G 2 

L e s forces d o n t F es t la r é s u l t a n t e e n p ro jec t ion horizon

ta le son t e x e r c é e s en s e n s con t r a i r e pa r l ' eau su r la roue , en 

d e s p o i n t s d o n t le m o u v e m e n t ver t ica l e s t à p e u p rès nul , et 

d o n t la v i t e s se es t a p p r o x i m a t i v e m e n t v' dans le sens horizon

tal . La r o u e r e c e v r a d o n c d e la par t de ces forces , dans chaque 

u n i t é de t e m p s , u n travail F / , q u i r e p r é s e n t e l'effet dyna

m i q u e T „ sauf u n e l é g è r e e r r e u r ( n ° 121) . Ains i donc 

T. = F / = -S(v — v')— -llbv'lh" — h>). 
g 2 

On a d ' a i l l eurs 
P = U.bhv = Ubh'v' : 

on p o u r r a d o n c é c r i r e 

T . = ^ ( . - o - ï p ( * ' - i > ^ l . - ^ - i M ^ - i 
A u' 

so i t enf in , en r e m a r q u a n t q u e = — > 

P i tv v' 
( . ) T . = - i . ' ( f - < / ) P / W l - l 

G 1 \V V 

P o u r q u e c e t t e f o r m u l e so i t p a s s a b l e m e n t e x a c t e , il faut que 

les h a u t e u r s h e t A' s o i e n t assez p e t i t e s , sans quo i les aubes 
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La valeur de X q u ' o n en t i r e d é p e n d de on t r o u v e ar>-

proximat ivement 

P o u r ê ^ = o , o o , x = o , 5 o o , A = o , 5 o o , 

o , o 5 , o , 5 5 3 , o , 4 3 i , 

o , i o , 0 , 5 9 5 , 0 , 3 ^ 3 . 

Assez h a b i t u e l l e m e n t on nég l ige l e t e r m e Ë L I I - —X\, e t 
V1 \X J 

alors on a i = o , 5 o , A = o , 5 o ; en en t e n a n t c o m p t e , le 

maximum de A e s t assez f o r t e m e n t a l t é r é , m ê m e p o u r d e 

faibles va l eu r s de ELI. Mais l ' e x p é r i e n c e ne conf i rme pas le r é 

sultat du ca lcu l e n ce qu i c o n c e r n e la m e i l l e u r e va leur du 

auraient u n e inc l ina i son n o t a b l e su r la ve r t i ca l e à l ' instant où 

elles so r t en t de l ' e a u ; la v i t e s se d e s p o i n t s où son t app l i 

quées les forces ayant F p o u r r é s u l t a n t e n e p o u r r a i t plus ê t re 

regardée c o m m e h o r i z o n t a l e , c o m m e on l'a s u p p o s é c i - d e s s u s , 

et il se p rodu i r a i t u n e r é s i s t ance p a r t i c u l i è r e à l ' émer s ion des 

aubes, à cause du l i q u i d e i n u t i l e m e n t s o u l e v é par e l l e s . 11 faut 

aussi que l 'eau soi t e m p r i s o n n é e assez l o n g t e m p s dans la r o u e 

pour passer à la v i t e s se V'. 

On peu t dans la f o r m u l e ( i ) c o n s i d é r e r V e t H c o m m e des 

données fixes e t c h e r c h e r la v a l e u r la p l u s c o n v e n a b l e d e la 

vitesse V' des p a l e t t e s , p o u r r e n d r e T, le p l u s grand p o s s i b l e . 

V' V' 
Si l 'on pose a ce t effet — = X, T « = À P — , la formule (r) 

V 2G 

donne 

A = A * ( . - * ) - ^ - * ) , 

et il faut cho i s i r X de m a n i è r e à ce q u e A so i t m a x i m u m . Ce 

maximum s 'ob t i endra en p r e n a n t la va l eu r q u i a n n u l e la d é -

nvee -^i ce qu i condu i t a 1 é q u a t i o n 

ffA / ' 
i — 2.X -+- s - — 4 - i = o. 

2V' XX7 
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n o m b r e x, e t n e c o n d u i t pas à le p r e n d r e a u - d e s s u s de o,5o, 

c o m m e n o u s v e n o n s de le t r o u v e r ; e l le i n d i q u e r a i t p lutôt un 

r a p p o r t de v' à v vo i s in de 0,4, ce qu i t i en t p r o b a b l e m e n t à ce 

q u ' u n e m a r c h e t rop r ap ide de la r o u e e m p ê c h e le l iquide de 

pas se r c o m p l è t e m e n t de la v i t e s se v à la v i t e s s e v', pendant son 

sé jour e n t r e les pa l e t t e s : u n e p o r t i o n de l 'eau s'échappe 

avant d 'avoi r p r o d u i t t o u t son effet d y n a m i q u e , e t la formule (1) 

ces se d ' ê t r e c o n f o r m e à la r é a l i t é . 

A i n s i , S m e a t o n , i n g é n i e u r ang la i s , a fait des expér iences , 

e n 17%, s u r u n e pe t i t e r o u e à a u b e s p l a n e s d e o m , 609 de dia

m è t r e ; ce t t e r o u e é ta i t e m b o î t é e d a n s u n c o u r s i e r à fond plat, 

c e q u i es t un défaut , p a r c e q u e l e s i n t e rva l l e s compr i s entre 

les a u b e s et le c o u r s i e r n e s o n t j a m a i s c o m p l è t e m e n t fermés. 

Le p o i d s P var ia i t d e o k , 8 6 à 2k,84. Dans c h a q u e expér ience , 

le t ravai l t r a n s m i s à la r o u e é ta i t d é t e r m i n é par l 'élévation 

d 'un p o i d s a t t a c h é à u n e c o r d e q u i s ' e n r o u l a i t s u r l 'arbre. La 

o' 
v a l e u r la p lu s c o n v e n a b l e d e x = — a e t e a insi t rouvée va-

v 
r iab le d e 0 , 3 4 à o , 5 2 , so i t en m o y e n n e éga le à o , 4 3 . Le 

n o m b r e A, c o m p r i s e n t r e 0 , 2 9 e t o , 3 5 , avait p o u r valeur 

1 
m o y e n n e ^ e n v i r o n . 

N o u s n o u s en t i e n d r o n s d o n c dé f in i t i vemen t au rapport 

u' 

— = 0 , 4 fourn i par l ' e x p é r i e n c e . L ' e x p r e s s i o n de À devient 

a lo r s 
A = 0 , 4 8 — 2 ,1 

qu i p o u r ^ = o , o 5 e t ^ = 0 , 1 0 d o n n e les n o m b r e s 

A = o , 3 7 5 e t A = o , 2 7 , 

assez r a p p r o c h é s de c e u x t r o u v é s par S m e a t o n . 

Voici e n c o r e q u e l q u e s r e m a r q u e s a u x q u e l l e s il serai t bon 

d 'avoi r égard dans la p r a t i q u e . 

i" Il c o n v i e n t , a u t a n t q u e p o s s i b l e , q u e la h a u t e u r h soit 

d e o m , i 5 à o m , 2 o . U n e t r o p faible é p a i s s e u r de la l ame d'eau 

q u i a r r ive su r la r o u e d o n n e r e l a t i v e m e n t de l ' impor tance au 
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jeu inévi table e n t r e la r o u e et l e c o u r s i e r , j e u q u i d é b i t e e n 

pure pe r le u n e p a r t i e de l 'eau m o t r i c e . U n e t r o p g r a n d e é p a i s 

seur aurai t a u s s i d e s i n c o n v é n i e n t s : car d e la r e l a t i o n 4- = —. 

il suit q u e p o u r — = o,4 e t h = o m , 20 on a u r a déjà 

o m 1 0 
h'= — V = o m , 5 o ; 

0,4 

les aubes s e r o n t i m m e r g é e s d e o m , 5 o , en a d o p t a n t l ' é p a i s s e u r 

de o™,20, e t si e l l e s l ' é t a i en t d a v a n t a g e , e l l e s é p r o u v e r a i e n t 

une rés i s t ance a s sez for te p o u r so r t i r d e l ' e a u , c o m m e on l'a 

déjà dit . Il faut d o n c q u e h n e so i t ni t r op pe t i t , n i t r o p g rand : 

les l imites de o m , i 5 à o m , 20 s o n t c o n s e i l l é e s par M. B é l a n g e r . 

2 0 On év i te ra a u t a n t q u e p o s s i b l e les p e r t e s de c h a r g e , p e n 

dant le t rajet d e l ' e au d e p u i s le b a s s i n d ' a m o n t j u s q u ' à s o n 

arrivée à la s e c t i o n CB p r è s de la r o u e , p e r t e s q u i s e t r a d u i s e n t 

en une d i m i n u t i o n d e r e n d e m e n t (n° 1 2 1 ) . T o u r lu i d o n n e r la 

forme d ' une l a m e m i n c e , de o m , i 5 à o m , a o d ' é p a i s s e u r , . o n la fait 

couler sous u n e v a n n e , par u n or i f ice r e c t a n g u l a i r e : on a u r a 

soin de b ien r a c c o r d e r les b o r d s d e ce t or if ice avec l ' i n t é r i e u r 

du bassin de r e t e n u e , afin d ' é v i t e r u n e c o n t r a c t i o n s u i v i e d e 

l ' épanou i s sement b r u s q u e des filets, c o m m e dans les a ju tages 

cylindriques. O n i nc l i ne r a la v a n n e , c o m m e dans la fig. 72 , 

afin qu' i l y ai t p e u d e d i s t ance e n t r e l 'or if ice e t la r o u e , c e qu i 

diminue la p e r t e d e charge p r o d u i t e par le f r o t t e m e n t de l ' eau 

sur le canal MG d ' a m e n é e . 

3" L ' eau s o r t de la r o u e en E F avec u n e v i t e s se c' = o , | c , 

Fi(T. 7 5 . 

K 
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( * ) Ce coefficient - a été fixe par s i m p l e aperçu : e n le r emplaçant par l'unité, 

l 'eau ne pourra i t p l u s se re lever j u s q u ' a u p o i n t G, p u i s q u e cela exigerait une 

perte de charge n u l l e d a n s l ' interval le entre EF et GK; par conséquent l'eau du 

b i e f d'aval v iendra i t p r o b a b l e m e n t noyer les aubes et gêner leur mouvement. 

C'est afin d'éviter u n te l i n c o n v é n i e n t que le n o m b r e en ques t ion est pris au-

1 e ' 1 . vl 

dessous de i; la valeur a d o p t é e la isse d i s p o n i b l e une hauteur , soit o .o5 —» 

à i% 

p o u r c o n t r e - b a l a n c e r la charge p e r d u e par les m o l é c u l e s l iquides après leur 

sortie d e la roue , et assurer l e d é g o r g e m e n t de ce l l e - c i . 

Si l 'on voula i t p r o c é d e r avec p l u s de r igueur, o n calculerait d'abord la pente 

de la part ie Dl , de m a n i è r e à e n t r e t e n i r le m o u v e m e n t u n i f o r m e de l'eau avec 

la sect ion bh' et la d é p e n s e bh'V ( n ° 75, 3 ° ) . Cette pente , c o m m e nous l'avons 

s o u s f o r m e d ' un faisceau ho r i zon t a l d e filets para l lè les . Si pour 

se r e n d r e dans le bief d ' a \ a l , dans u n e sec t ion GK, où sa 

v i t e s se sera s e n s i b l e m e n t n u l l e , el le n 'ava i t à sub i r aucune 

p e r t e de cha rge , il y aura i t e n t r e E F et GK u n e charge négative 

v'1 v' 
d o n t la va l eu r a b s o l u e se ra i t — ou 0 , 1 6 — •, c ' e s t - a - d h e que 

2 g 2 g 

le po in t G sera i t a u n e h a u t e u r o , 16 — a u - d e s s u s de E, puisque 

les n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s en E F et GH p e u v e n t ê t r e confon

d u s avec ceux d e s p o i n t s E et G. Il n ' e s t pas poss ib le de faire 

e n s o r t e q u e t o u t e p e r t e d e charge soi t s u p p r i m é e en t re EF et 

G K ; ma i s on a t t é n u e b e a u c o u p ces p e r t e s , au m o y e n d'une 

d i spos i t i on q u e M. Bé lange r a c o n s e i l l é e le p r e m i e r . Le fond 

du c o u r s i e r , a p r è s la pa r t i e c i r cu la i r e AD, p r é s e n t e une faible 

p e n t e , su r u n e l o n g u e u r DI = i m è t r e à 2 m è t r e s ; ' puis il se 

r a c c o r d e avec le b ief d 'aval par u n e l igne 1K i n c l i n é e de oa,oj 

à o m , 10 par m è t r e ; les ba joyers q u i l i m i t e n t l a t é ra lement le 

c o u r s i e r £ o n t p r o l o n g é s s u r la m ê m e l o n g u e u r , soit en conser

van t le p a r a l l é l i s m e de l e u r p lan , so i t avec u n faible évasement, 

s ans d é p a s s e r un ang le d e 3 ou 4 d e g r é s ( n° 9 0 ) . Le point D se 

p l ace à u n e h a u t e u r h' -+- •= X 0 ,16 — ( * ), soi t 2 ,5 h -1-0,11 — 
3 2g> 1 1g 

a u - d e s s o u s du n i v e a u d e l ' eau d a n s le b ief d 'aval . Voici alors 

ce qu i s e p a s s e : l ' eau f ranchi t la d i f férence de niveau de E 

v7 

a G, o u la h a u t e u r 0 , 1 1 — , en v e r t u de sa v i t e s se o ,4e, soit 
2 £ 
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d'où 

_ i v% 

° > 9 5 2 ê " 

dit, serait g é n é r a l e m e n t faible et ne dépasserai t pas q u e l q u e s m i l l i è m e s tout au 

plus. A la suite d e T)I se trouve le canal à sec t ion rec tangu la i re IK, assez for

tement inc l iné p o u r entra îner , dans l 'hypothèse de la p e r m a n e n c e , la f o r m a 

tion d'un profil appartenant à la classe B ( n ° 8 3 ) . Connaissant la d é p e n s e et la 

profondeur h' — EE à l 'origine, on pourra i t a lors é tudier , par les m é t h o d e s 

exposées dans le chapitre quatr ième III et IV) , la figure de la surface l ibre 

dans ce canal , surface qui ne présenterai t aucun ressaut superficiel ou pourrai t 

au contraire en présenter u n 3 suivant les c irconstances part i cu l i ères qui de

vraient se p r o d u i r e dans la sect ion ex trême d'aval. D a n s tous l e s cas, la déter 

mination qu'on aurait faite des profils réa l i sables permettra i t de dire avec p r é 

cision la quant i té d o n t le niveau est suscept ib le de r e m o n t e r entre les points E 

et G. Mais les calculs nécessaires p o u r y arriver s o n t assez l o n g s et, par leur 

nature m ê m e , sujets à q u e l q u e i n c e r t i t u d e ; n o u s p e n s o n s d o n c que , p r a t i q u e 

ment, le mieux est de s'en tenir à notre première i n d i c a t i o n . 

par une c o n t r e - p e n t e supe r f i c i e l l e , soi t par un r e s s a u t b r u s q u e 

avec c o n l r e - p e n l e ( c o m m e dans l ' e x p é r i e n c e de B i d o n e c i tée 

au n° 84), de so r t e q u e la cha rge p e r d u e se r é d u i t a o , o 5 — • 

Dans b e a u c o u p d e r o u e s on a négl igé ce l t e p r é c a u t i o n e t 

l'on a placé le n iveau du bief in fé r i eu r à la h a u t e u r du po in t E 

et quelquefois m ê m e a u - d e s s o u s . N o u s a l lons m o n t r e r q u ' o n 

obtient de ce t t e m a n i è r e u n r e n d e m e n t m o i n d r e . P o u r ce la , 

cherchons q u e l l e do i t ê t r e , avec la d i spos i t i on c i - d e s s u s d é 

crite, la s i tua t ion d u c o u r s i e r r e l a t i v e m e n t au bief d ' a m o n t , e t 

l 'expression du r e n d e m e n t . E n v u e d e s impl i f ie r ce t t e r e 

cherche, n o u s a d m e t t r o n s q u e les l ignes MA, D F , f a ib l emen t 

inclinées, font pa r t i e d ' u n e m ê m e h o r i z o n t a l e . D an s l ' h y p o 

thèse d 'une p e r t e d e charge n u l l e j u s q u ' à BC, la v i t e s se c sera i t 

due à la h a u t e u r z du n iveau N dans le bief d ' a m o n t , a u - d e s s u s 

du filet s u p é r i e u r de la ve ine ( n° 28) ; m a i s , à c a u s e des p e r l e s 

de charge, o n affecte z d 'un coeff icient d e r é d u c t i o n , q u e n o u s 

supposons ( faute d e d o n n é e s b i e n p r é c i s e s ) égal à o , g 5 , c 'es t -

à-dire q u e n o u s é c r i r o n s 
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La d i s l ance du fond MA au n iveau N sera d o n c H h — — 

el le s ' e x p r i m e auss i d ' u n e a u t r e m a n i è r e , pa r 

2 v2 

H + 2 , 5 A - + - - X o , i 6 — , 
3 2g-

en a p p e l a n t I I la c h u t e a b s o l u e o u la h a u t e u r e n t r e G et N. 

D o n c 

1 v7
 I V 7 

n H p = H + 2 , 5 / t - 4 - - X o , 16 — , 
0,g5 2g- 3 2 £ 

e t , pa r s u i t e , 

— = 1,057 ( H -+- - H), 

r e l a t i o n qu i fait c o n n a î t r e c, p o u r u n e c h u t e d o n n é e , quand 

on se se ra fixé la v a l e u r de H. De là on d é d u i r a Z et H + Z, ce 

q u i suffit p o u r déf inir la pos i t i on du c o u r s i e r . L'effet dyna-

m i q u e T . , d ' a p r è s ce q u ' o n a vu t o u t a l ' h e u r e , sera À P — , 
2S 

v' 

o u , en faisant — = 0 , 4 , 

(2) T . = ( o , 4 8 - a i . ^ ) p ^ ; 

s u b s t i t u a n t a la p l ace de —- sa v a l e u r , c e t t e re la t ion devient 

T . = P ^ o , 4 8 . i , o 5 7 (FL-h * /1}-2,1 • 1 H = P ( o , 5 o 7 I I — 0,289/1). 

L e r e n d e m e n t -jr^ aura d o n c p o u r e x p r e s s i o n , en nombres 
I n 

r o n d s , 

(3J 0 , 5 0 - 0 , 3 ^ ; 

p o u r H = o m , 2o et H c o m p r i s e n t r e 1 m è t r e et 2 m è t r e s , il va

r ie ra i t d e o , 4 4 à o , 4 7 -

M a i n t e n a n t s u p p o s o n s q u e , sans c h a n g e r la c h u l e H , on 

v e u i l l e p l ace r l e n i v e a u du bief d'aval a u - d e s s o u s de E ou tout 

•a H n n r /1 - j . 

0,g5 2 g ' 
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(*) Il ne faudrai t c e p e n d a n t pas d o n n e r à c e t t e affirmation u n sens trop 

absolu. Nous s u p p o s o n s ic i , c o m m e dans tout l e cours du n ° 123, q u e les filets 

au plus à la m ô m e h a u t e u r ; il e s t c la i r q u ' i l faudra r e l e v e r le 

fond du c o u r s i e r . Alors v d i m i n u e r a , e t A devra a u g m e n t e r , 

pour q u e le d é b i t P r e s t e le m ê m e ; p a r ces d e u x r a i s o n s T , 

diminuera, c o m m e le m o n t r e la f o r m u l e ( 2 ) c i - d e s s u s . Pa r 

exemple, en s u p p o s a n t q u e le b i e f d 'aval so i t à la h a u t e u r 77 au -
v2 

dessous de E , l ' é q u a t i o n q u i d é t e r m i n e — d e v i e n d r a 

1 v2 

A -l p = H + 2 , 5 A — 7j, 

o , 9 5 ig 
d'où l'on t i r e s u c c e s s i v e m e n t , e u é g a r d à l ' é q u a t i o n ( 2 ) , 

— = o ,q5 ( H — /1 -+- - h | -, 

2g 'J \ 2 j 
T. = P ^0,48x0,95 ^ H — 7, A^ — i , o 5 A j 

= P [ o , 4 5 6 ( H — Ï ] ) — o , 3 7 5 A ] , 

el, en a r r o n d i s s a n t l e s n o m b r e s , 

(4) ^ = o , 4 5 J ) - o , 3 3 5 
hesdonnées yj = o, A = o m , M et I I = 1 m è t r e c o n d u i r a i e n t à u n 

rendement d e o , 3 8 , au l i eu de o,44 ; a v e c H = 2 m è t r e s , on 

obtiendrait u n r e n d e m e n t de o,4«, t a n d i s q u e n o u s a v i o n s 

trouvé o,47- U y aura i t u n e i n f é r i o r i t é b i e n p lu s m a r q u é e , si 

l'on a t t r ibua i t à n u n e c e r t a i n e v a l e u r , e n s u p p o s a n t , par e x e m 

ple, le n iveau d u bief d'aval à la h a u t e u r du fond d u c o u r s i e r , 

ainsi q u ' o n l e p r a t i q u a i t a n c i e n n e m e n t . 

La d i spos i t ion d u canal de fui te q u e n o u s a v o n s i n d i q u é e 

d'après M. B é l a n g e r p e u t ê t r e a v a n t a g e u s e m e n t r e p r o d u i t e d a n s 

tous les s y s t è m e s d e r o u e s h y d r a u l i q u e s q u i a b a n d o n n e n t 

l'eau avec u n e v i t e s s e n o t a b l e , s o u s f o r m e d 'un c o u r a n t h o r i 

zontal à filets p a r a l l è l e s . L e r e l è v e m e n t de la sur face d e ce 

courant ayant l i e u au delà de la r o u e , c e l l e - c i sub i r a la m ê m e 

action de la par t de l ' eau , si t o u t es t p a r e i l l e m e n t d i s p o s é d e 

puis le bief d ' a m o n t j u s q u ' à la s o r t i e d e la r o u e ( * ) . A v e c le 
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canal de fui te en q u e s t i o n , le n i v e a u s ' é l ève , au l ieu de rester 

au m ê m e p o i n t ou de s ' a b a i s s e r ; on o b t i e n t d o n c u n e même 

ac t ion s u r Ja r o u e a v e c u n e c h u t e m o i n d r e , et par conséquent 

on p e u t avoi r davan t age , à égal i té d e c h u t e . 

C e p e n d a n t on voi t par la f o r m u l e ( 3 ) q u e lé1 r e n d e m e n t de 

ces r o u e s n ' a t t e i n t j a m a i s la l i m i t e de o , 5 o , ma lg ré toutes les 

p r é c a u t i o n s p o s s i b l e s ; ce s y s t è m e es t donc désavantageux 

c o m p a r a t i v e m e n t à c e u x q u e n o u s a l l o n s é t u d i e r . 

1 2 i . Boues à la Poncelei. — La p r i n c i p a l e cause de perte de 

travail dans la r o u e en d e s s o u s à paleLtes p l anes es t le passage 

b r u s q u e de la v i t e s se v à la v i t e s se K>\ d e u x fois et demie 

m o i n d r e , ce q u i p r o d u i t n é c e s s a i r e m e n t dans le l iquide une 

agi ta t ion t u m u l t u e u s e . D e c e t t e ag i ta t ion n a i s s e n t de grandes 

d é f o r m a t i o n s i n t é r i e u r e s et u n travail négat i f p rodu i t par la 

v i s c o s i t é , l e q u e l se r e t r a n c h e d e l'effet d y n a m i q u e . L'eau pos-

l i q u i d e s traversant la sect ion EF sont s e n s i b l e m e n t para l l è l e s et rcetilignes : la 

pres s ion varie a lors , de l 'un à l 'autre, su ivant la loi hydrostat ique f n ° 1 8 , 

4 e r è g l e ) , et la force rés i s tante d u c au l i q u i d e d'aval est toujours - Ubh'1, de 

q u e l q u e m a n i è r e que les choses se passent au de là de EF. Mais on conçoit que, 

si cette sect ion était i m m é d i a t e m e n t suiv ie d'une chute brusque , de manière à 

p e r m e t t r e le l ibre d é v e r s e m e n t d e l 'eau, avec u n m o u v e m e n t parabolique, la 

press ion en EF tendra i t à deven ir par tout égale à la press ion atmosphérique 

( n ° 18, 3 e r è g l e ) , et la rés i s tance du l i q u i d e d'aval tendrait à s'annuler théori

q u e m e n t , ou d u m o i n s e l l e passerait de Ja va leur - FI bh!i à u n e valeur beaucoup 

m o i n d r e . En s u p p o s a n t sa d i spar i t ion to ta le , il en résul terai t un accroissement 

-Wbk'^v' — de l'effet d v n a m i q u e . D a n s le cas de la roue en dessous on a 
a 2 . i 

h' = 2 , 5 h : ce gain de travail s 'exprimerait d o n c par î , 25 Ph, et, par suite, la 

f o r m u l e ) dev i endra i t 

Il faudrait d'a i l leurs faire y au m o i n s égal à h' ou à '2}bh p o u r rendre possible 

le d é v e r s e m e n t l ibre au de là de EF, d 'où résul te 

résul tat en généra l m o i n s favorable q u e ce lui de la f o r m u l e [ 3 ) , quoique nous 

ayons p r o b a b l e m e n t exagéré le bénéfice pr oc ur é par la facil ité du déversement. 

PII < 
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sède aussi u n e g r a n d e v i t e s se de s o r t i e , q u ' o n n ' u t i l i s e tou t au 

plus q u e p a r t i e l l e m e n t . Le géné ra l P o n c e l e t s ' es t p r o p o s é 

d'éviter ces i n c o n v é n i e n t s , t o u t e n c o n s e r v a n t à la r o u e son 

caractère spécia l , qu i es t de m a r c h e r r a p i d e m e n t ; c ' e s t - à - d i r e 

qu'il a c h e r c h é à r e m p l i r , p o u r la r o u e e n d e s s o u s , l es d e u x 

conditions g é n é r a l e s d ' un b o n m o t e u r h y d r a u l i q u e ( n ° 1 2 2 J , 

savoir : l ' e n t r é e de l ' eau sans c h o c , et sa so r t i e s a n s v i t e s s e . 

A cet effet, il a i m a g i n é les d i spos i t i ons s u i v a n t e s . 

Le fond du bief s u p é r i e u r , s e n s i b l e m e n t ho r i zon t a l , est rac

cordé avec le c o u r s i e r , d o n t le profil se c o m p o s e d ' u n e d r o i t e 

inclinée à o m , i o par m è t r e , su iv i e d ' u n e c o u r b e . 

La droi te f o r m e u n e p e n t e du cô t é d e la r o u e , et son p r o 

longement se ra i t t a n g e n t à la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e de 

celle-ci; e l le se t e r m i n e au p o i n t où l ' eau c o m m e n c e à e n t r e r 

dans la r o u e . La pa r t i e c o u r b e es t e l l e - m ê m e c o m p o s é e d ' u n e 

courbe spéc i a l e , s u r le t r acé d e l a q u e l l e n o u s r e v i e n d r o n s t o u t 

à l 'henre , et q u i s ' a r r ê t e au p o i n t où e l le v ien t r e n c o n t r e r 

la c i rconférence e x t é r i e u r e . A la s u i t e , l es a u b e s s o n t e m 

boîtées dans u n e p o r t i o n de c o u r s i e r c y l i n d r i q u e , d ' un d é v e 

loppement u n p e u s u p é r i e u r à l ' in te rva l le e n t r e d e u x a u b e s 

consécutives, t e r m i n é e par u n a p p r o f o n d i s s e m e n t b r u s q u e ; 

cet a p p r o f o n d i s s e m e n t a son s o m m e t au n i v e a u m o y e n des 

eaux d'aval ; son b u t est de faciliter le d é g o r g e m e n t d e la r o u e . 

L'eau arr ive d a n s le c o u r s i e r en passan t s o u s u n e v a n n e 

inclinée de 3o à 45 d e g r é s e n v i r o n s u r la v e r t i c a l e ; les cô tés 

de l'orifice s o n t a r r o n d i s , afin d ' év i t e r la p e r t e de cha rge a n a 

logue à ce l le des a jutages c y l i n d r i q u e s . 

Les a u b e s s o n t a s s e m b l é e s e n t r e d e u x c o u r o n n e s a n n u 

laires qui e m p ê c h e n t l ' eau de se d é v e r s e r l a t é r a l e m e n t ; l 'écar-

tement i n t é r i e u r de ces c o u r o n n e s d é p a s s e de q u e l q u e s cen t i 

mètres la l a rgeu r de l 'orif ice la issé l ihre par la v a n n e . L e s 

aubes sont c o u r b e s ; e l les c o u p e n t la c i r con fé rence e x t é r i e u r e 

de la c o u r o n n e s o u s u n angle voisin de 3o deg ré s , e t la c i r c o n 

férence i n t é r i e u r e s o u s u n angle à p e u p r è s d r o i t ; l e u r c o u r 

bure est d ' a i l l eurs à p e u p r è s ind i f fé ren te . I l y en a o r d i n a i r e 

ment 36 p o u r les r o u e s d e 3 ou 4 m è t r e s d e d i a m è t r e , e t 48 

pour ce l les de 6 et 7 m è t r e s . 

La théo r i e exac te de ce t t e r o u e n ' e s t g u è r e p o s s i b l e d a n s 
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l ' é ta t a c t u e l de la s c i e n c e . On la s impl i f ie d ' abord en consi

d é r a n t la m a s s e d ' e au q u i p é n è t r e e n t r e d e u x aubes con

s é c u t i v e s c o m m e u n s i m p l e p o i n t m a t é r i e l q u i , pendant son 

m o u v e m e n t relat i f d a n s la r o u e , n ' é p r o u v e r a i t a u c u n frotte

m e n t . On s u p p o s e d é p l u s q u e la v i t e s s e abso lue de ce point 

e s t d i r i gée s u i v a n t l ' h o r i z o n t a l e q u i t o u c h e la r o u e en son 

p o i n t le p lu s b a s , e t q u e les a u b e s se r a c c o r d e n t langentielle-

m e n t avec la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e . So ien t main tenant v la 

v i t e s s e a b s o l u e d e l ' eau à son e n t r é e , e t u la vitesse de la 

r o u e su r ce t t e c i r c o n f é r e n c e ; l ' eau p o s s è d e re la t ivement à la 

r o u e , à l ' i ns tan t de son e n t r é e d a n s l e s a u b e s , u n e vitesse ho

r i zon ta l e v—u, en v e r t u d e l a q u e l l e e l le va se mouvo i r à l'in

t é r i e u r du v a s e f o r m é pa r d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s . Si l'on 

a s s i m i l e , p e n d a n t ce m o u v e m e n t relat i f de t r è s - c o u r t e durée, 

le m o u v e m e n t des a u b e s à u n e t r ans l a t i on u n i f o r m e suivant 

l ' h o r i z o n t a l e , l es fo rces a p p a r e n t e s s ' a n n u l e r o n t , en sorte que 

la p e t i t e m a s s e l i q u i d e d o n t n o u s a v o n s pa r lé m o n t e r a le long 

• ( f —u Y j • i d e s a u b e s a u n e h a u t e u r •> en v e r t u d e sa vitesse rela-
2 g 

t ive i n i t i a l e , p e u à p e u d é t r u i t e par l ' ac t ion de la pesanteur. 

E n s u i t e c e t t e m a s s e r e d e s c e n d r a e t r e p r e n d r a la m ê m e vitesse 

re la t ive v — u, q u a n d e l le sera s u r le p o i n t d e qu i t t e r l 'aube; 

m a i s c e t t e v i t e s s e r e l a t i ve se ra e n s e n s con t r a i r e d e la précé

d e n t e , e t par c o n s é q u e n t aus s i e n s e n s c o n t r a i r e de la vitesse u 

d e s a u b e s . La v i t e s s e a b s o l u e de l ' eau à sa so r t i e égalera donc 

la d i f férence e n t r e u e t v — u, so i t 2 « — v; on voi t qu 'e l le sera 

n u l l e p o u r v u q u e l ' on p r e n n e u = ^ v, c ' e s t - à - d i r e pourvu que 

la v i t e s se à la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e de la r o u e soit moitié 

de ce l le de l ' eau d a n s l e canal d ' a m e n é e . 

On aura i t d o n c ainsi r éa l i s é les d e u x c o n d i t i o n s principales 

q u i font u n e b o n n e r o u e . M a i s , c o m m e l'a r e m a r q u é le gé

néra l P o n c e l e t , l e s c h o s e s n e se p a s s e n t pas t o u t à fait ainsi 

d a n s la p r a t i q u e . 

L ' eau n e p e u t pas e n t r e r d a n s la r o u e l a n g e n l i e l l e m e n t à sa 

c i r c o n f é r e n c e , c o m m e on l'a s u p p o s é c i -de s sus . En effet, nom

m o n s ds la l o n g u e u r d ' u n é l é m e n t d e ce t t e circonférence 

p l o n g é d a n s le c o u r a n t , b la l a r g e u r d e la r o u e , (3 l 'angle de ds 
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avec la v i t e s se r e l a t ive w d e l ' eau par r a p p o r t à la r o u e ; il e n 

trera pendant l ' u n i t é de t e m p s , par la su r face bds, u n v o l u m e 

prismatique de l i q u i d e ayant p o u r s e c t i o n d r o i t e bds.sin|3 e t 

pour l o n g u e u r w, so i t u n v o l u m e bds.wsmfi, q u a n t i t é n u l l e 

en même t e m p s q u e (3. Ains i w do i t c o u p e r la c i r c o n f é r e n c e 

sous un cer ta in ang l e q u i n e p e u t ê t r e n u l ; il faut d ' a i l l eu r s le 

faire aussi pe t i t q u e p o s s i b l e , afin q u e , a u p o i n t de s o r t i e , la 

vitesse re la t ive du l i q u i d e e t la v i t e s s e d e s a u b e s p u i s s e n t ê t r e 

sensiblement o p p o s é e s e t d o n n e r u n e r é s u l t a n t e n u l l e ; d ' u n 

autre côté, il n e faut pas qu ' i l soi t t r o p pe t i t , p o u r n e p a s r e n d r e 

difficile ou m ê m e i m p o s s i b l e l ' i n t r o d u c t i o n de l ' e au . C'est afin 

de conci l ier ces d e u x c o n d i t i o n s c o n t r a i r e s , q u ' o n a fixé la 

limite de 3o d e g r é s p o u r l ' angle (3, qu i se ra é g a l e m e n t c e l u i 

des aubes avec la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e , p u i s q u e l e s filets 

doivent en t r e r t a n g e n t i e l l e m e n t aux a u b e s . Mais a lo r s la v i t e s s e 

absolue de l 'eau n ' e s t pas n u l l e à la s o r t i e , car s e s d e u x c o m p o 

santes u et w n e s o n t p lu s s u i v a n t la m ê m e l i g n e d r o i t e , m a i s 

font ent re e l les u n ang l e de i8o° — 3o° o u i5o° . On s u p p o s e r a 

toujours w = K, p a r c e q u e l ' ang le d e s d e u x c o m p o s a n t e s é t a n t 

assez ouver t , on o b t i e n d r a a ins i u n e faible v i t e s s e a b s o l u e v'. 

Toutefois c e t t e v i t e s s e au ra e n c o r e p o u r v a l e u r 2 « c o s 7 5 ° 

ou vc.os-jS", ou enf in o ^ g t - ; e l le es t d ' a i l l e u r s d i r i g é e s u i 

vant la b i s sec t r i ce de l 'angle c o m p r i s e n t r e u e t w, c ' e s t - à -d i r e 

qu'elle est p r e s q u e v e r t i c a l e , e t par c o n s é q u e n t on n e p e u t 

l'utiliser par u n e c o n t r e - p e n t e ; e l le s ' a n n u l e e n p r o d u i s a n t 

une agitat ion i n u t i l e dans le b ief i n f é r i e u r , d ' o ù r é s u l t e u n 

travail négatif égal à P —i P é t an t le d é b i t de la c h u t e . C'est 
2g-

donc aussi u n e p e r t e de c h u t e e x p r i m é e p a r — , so i t o ,067 
2g- 2g 

Comme cause de p e r t e o n p e u t e n c o r e c i t e r le f r o t t e m e n t 

de l'eau su r le c o u r s i e r et c o n t r e les a u b e s . U n e a u t r e o b j e c 

tion très-grave à la t h é o r i e c i - d e s s u s , c ' e s t q u e les m o l é c u l e s 

liquides n e s e m e u v e n t pas c o m m e si e l l e s é t a i e n t i s o l é e s : 
w 2 

quand l ' une d ' e l l e s , p a r v e n u e à la h a u t e u r — Î e n t r e les a u b e s , 
?.g 

tend à r e d e s c e n d r e , u n e a u t r e v i e n t d ' e n t r e r ; e t il es t difficile 

d'admettre qu ' i l n e r é s u l t e pas de là d e s p e r t u r b a t i o n s n o t a b l e s 

dans le m o u v e m e n t d e ces m o l é c u l e s . 
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Par t o u t e s ces r a i s o n s , l ' e x p é r i e n c e i n d i q u e s e u l e m e n t un 

r e n d e m e n t m o y e n de 0,60 p o u r ces r o u e s . C'est déjà un pro

g ré s t r è s - c o n s i d é r a b l e s u r l e s a n c i e n n e s r o u e s en dessous à 

pa l e t t e s p l a n e s , don t le r e n d e m e n t n ' é t a i t g u è r e q u e de 0,25 

à o , 3 o et n e pouva i t j a m a i s a t t e i n d r e la l imi t e de o , 5 o . Quant 

au r appor t le p l u s favorable d e s v i t e s se s u et v, l 'expérience 

le d o n n e égal à o , 5 5 au l i eu d e - • 

On a dit tou t à l ' h e u r e q u e la pa r t i e d ro i t e du cours ier était 

su iv ie d ' u n e c o u r b e ; vo ic i la cond i t i on qu i en dé te rmine le 

t r a c é . La v i t e s s e re la t ive w d e l 'eau à son e n t r é e , égale à celle 

q u i e x i s t e à la s o r t i e , es t auss i la m ê m e q u e la v i tesse d'en-

t r a t n e m e n t u; d o n c la v i t e s s e a b s o l u e , r é s u l t a n t e de ces deux 

v i t e s s e s , se t r o u v e d i r igée su ivan t l e u r b i s s ec t r i c e , et puisque 

l ' ang le de la t a n g e n t e à la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e avec la vi

t e s s e re la t ive es t de 3o d e g r é s , ce lu i de la m ê m e tangente avec 

la v i t e s se a b s o l u e se ra d e i 5 d e g r é s . Il faut d o n c q u e tous les 

filets v i e n n e n t r e n c o n t r e r la c i r c o n f é r e n c e s o u s u n angle de 

i 5 d e g r é s . P o u r en d é d u i r e la fo rme du fond, n o u s admettrons 

q u e t o u t e n o r m a l e au fond e s t s i m u l t a n é m e n t no rma le à tous 

l e s filets q u ' e l l e c o u p e . Soi t a lo r s A[Jig. ^3) le p o i n t d'entrée 

p e r p e n d i c u l a i r e OB' a b a i s s é e du c e n t r e 0 s u r le prolongement 

d e BÀ a d o n c u n e v a l e u r c o n s t a n t e e t égale à AO sin i5" . Par 

s u i t e , t o u t e s les n o r m a l e s au fond du c o u r s i e r son t tangentes 

à un m ê m e c e r c l e de rayon O B ' ; la c o u r b e CBD est donc une 

d é v e l o p p a n t e de c e r c l e . On la t e r m i n e d ' abord à sa rencontre 

a v e c la c i r c o n f é r e n c e OA, au p o i n t D, et de l ' au t re côté en un 

p o i n t C, te l q u e la n o r m a l e CE, p r i s e j u s q u ' à la circonfé-

d ' u n filet d o n t la vi tesse abso

l u e Av fait u n angle de i5 de

grés avec la t angen t e A u ; la 

p e r p e n d i c u l a i r e B A B ' à Ae 

es t u n e n o r m a l e au fond du 

c o u r s i e r . E n m ê m e temps , si 

l 'on m è n e le r ayon AO, l'angle 

OAB' sera égal à uAv, comme 

ayant l e u r s cô tés perpendicu

l a i r e s ; d o n c OAB' = i5" . La 
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125. Roues à aubes, dans un courant à grande, section. — 

Ces roues son t p l acées dans un c o u r a n t d o n t la s e c t i o n a u n e 

largeur b e a u c o u p p lu s g r a n d e q u e ce l le d e la r o u e ; assez s o u 

vent elles son t p o r t é e s par des b a t e a u x , et on l e s a p p e l l e roues 

pendantes. Dans l ' imposs ib i l i t é d e ca l cu l e r t h é o r i q u e m e n t 

l'effet d y n a m i q u e du c o u r a n t su r ces r o u e s , n o u s n o u s c o n t e n 

terons de l ' ape rçu s u i v a n t . 

La force h o r i z o n t a l e F q u e la r o u e e x e r c e s u r le l i q u i d e 

étant c o n s t a n t e , son i m p u l s i o n dans l ' u n i t é d e t e m p s a n u m é 

r iquement la m ê m e va l eu r q u e son i n t e n s i t é . Si d o n c , en 

vertu de ce t t e i m p u l s i o n , u n e m a s s e m d ' eau p a s s e , dans u n e 

seconde, de la v i t e s se v du c o u r a n t à la v i t e s se u de la r o u e , 

on aura 

F = m [v — u), 

et par su i t e le t ravai l e x e r c é su r la r o u e dans le m ê m e t e m p s , 

s ens ib l emen t égal à l 'effet d y n a m i q u e du c o u r a n t , sera 

I I . 2 e É D I T . 

F M = mu (v — u). 
3 9 

rence OA, ait u n e l o n g u e u r égale à l ' épa i s seu r de la l ame 

fluide. Cette é p a i s s e u r est d ' a i l l eu r s var iable avec la c h u t e ; 

elle doit ê t r e , d ' ap rès l ' e x p é r i e n c e , de o m , 2 o à o m , 3 o p o u r les 

chutes a u - d e s s o u s de i , n , 5 o , et p e u t d e s c e n d r e à o m , 10 e n v i 

ron pour les c h u t e s a u - d e s s u s de 2 m è t r e s . 

L'eau s 'é lève dans les a u b e s à u n e h a u t e u r — : or le t r i ang le 
*g 

, ^ ^ , . w sin 15° „ _ 
des v i tesses (jïg. 73) d o n n e — = s i n 3 u 0 — 0 , 5 1 7 b , e t , pa r 

UVa I f 2 I 

suite, — diffère p e u de - 7 ou d e -, I I , en appe l an t H la hau-

2 g- 4 2 g - 4 

teur de c h u t e . Il faudrai t d o n c q u e la d i s t ance des d e u x c i r 

conférences q u i l i m i t e n t les a u b e s fût au m o i n s i- I I ; afin 

d'éviter p lus c e r t a i n e m e n t q u e l 'eau n e p o s s è d e e n c o r e de la 

vitesse re la t ive en a r r ivan t à l ' e x t r é m i t é des a u b e s , ce q u i 

donnerait l ieu à u n j a i l l i s s e m e n t d e l 'eau à l ' i n t é r i e u r d e la 
roue, M. P o n c e l e t a c o n s e i l l é d e p o r t e r c e t t e d i s t ance à ̂ 1 1 . 
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Or le géné ra l P o n c e l e t s u p p o s e q u e la m a s s e m doit être 

p r o p o r t i o n n e l l e à v, e t de p l u s il es t assez na tu r e l d 'admettre 

q u ' e l l e es t p r o p o r t i o n n e l l e à l 'a i re S d e la p o r t i o n immergée 

d e s a u b e s . Il p o s e d o n c , e n a p p e l a n t h u n coefficient et II le 

p o i d s du m è t r e c u b e d ' e a u , 

, a n 
a' 
H 

d 'où r é s u l t e 

• r / T T C v u l > v — " ) I u = h II S • 
S 

Cet te f o r m u l e est assez b i e n vér i f iée par l ' e x p é r i e n c e , en pre

n a n t /r = o , 8 . 

Q u a n d on d o n n e v, le m a x i m u m de F « r é p o n d à u = c — u, 

p u i s q u e la s o m m e de ces d e u x fac teurs es t c o n s t a n t e : on en 

t i r e u = ^ v, c o m m e on l 'avait t r o u v é p o u r les d e u x roues pré

c é d e m m e n t é t u d i é e s . L ' e x p é r i e n c e i n d i q u e le r appor t — = 0 ,4 

c o m m e é tan t le p lu s c o n v e n a b l e ; ce r a p p o r t n ' a l t è r e q u e très-

f a ib l emen t l e m a x i m u m t h é o r i q u e , d o n t la va leu r est 

v2 

o , 4 n s c — ) 
2 g-

L e s a u b e s d o i v e n t avoir p o u r h a u t e u r de g à j du rayon. Des 

r e b o r d s m i s s u r l e u r c o n t o u r , du cô t é qu i r eço i t le choc de 

l ' eau , a u g m e n t e r a i e n t l ' ac t ion m u t u e l l e . L e d i a m è t r e est ordi

n a i r e m e n t d e 4 à 5 m è t r e s e t l es a u b e s au n o m b r e d e 12. 

126. Des roues emboîtées dans un coursier circulaire, dites 

roues de côté. — Ces r o u e s r e s s e m b l e n t b e a u c o u p , quant à 

l e u r c o n s t r u c t i o n , aux r o u e s e n d e s s o u s é t u d i é e s au n° 123; 

mais- u n e di f férence e s s e n t i e l l e , qu i p e u t en p r o d u i r e une con

s i d é r a b l e dans le r e n d e m e n t , c o n s i s t e dans l e m o d e d ' intro

d u c t i o n de l ' e a u ; ce l l e - c i n e p é n è t r e p lus dans la r o u e par sa 

pa r t i e i n f é r i e u r e , mais s e u l e m e n t à u n e faible h a u t e u r en des

s o u s de l ' axe , c ' e s t - à - d i r e par c ô t é , c o m m e l ' i nd ique le nom. 

L e s q u e s t i o n s q u e n o u s a l lons e x a m i n e r s u c c e s s i v e m e n t se-
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9.9. 

ront : i° la v i tesse la p lus c o n v e n a b l e de la r o u e ; a 0 le m o d e 

d'introduction de l ' eau ; 3° la s i t ua t ion du c o u r s i e r r e l a t i v e 

ment aux biefs d ' a m o n t e t d ' ava l ; 4° le calcul de l'effet d y n a 

mique. Enfin n o u s fe rons c o n n a î t r e au sujet de c e t t e r o u e d i 

verses d o n n é e s p r a t i q u e s . 

[a) Détermination de la vitesse de la roue, de sa largeur, 

de son immersion à Vaplomb de l'arbre. — So ien t 

Q le v o l u m e d ' eau q u e la c h u t e d é p e n s e dans u n e s e c o n d e ; 

b la l a rgeur de la r o u e , q u i sera auss i cel le du c o u r s i e r ; 

A la h a u t e u r d e la par t ie p l o n g é e des a u b e s , À l ' a p l o m b d e 

l 'arbre ; 

c l ' épa i sseur d e s a u b e s ; 

C leur e s p a c e m e n t d 'axe en a x e , m e s u r é su r la c i r c o n f é 

rence e x t é r i e u r e ; 

R le r ayon de c e t t e c i r c o n f é r e n c e ; 

u la v i t e s se d e l ' un q u e l c o n q u e de ses p o i n t s . 

L'eau c o m p r i s e e n t r e d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s à l ' a p l o m b 

de l 'arbre au ra p o u r h a u t e u r A, p o u r l a rgeur m o y e n n e 

C^i — c, et b p o u r é p a i s s e u r p a r a l l è l e m e n t À l ' axe d e 

la roue ; s o n v o l u m e est d o n c kbC (i 4 r — ' e t , a t l e n d u 
\ aR LJ 

qu'il se d é b i t e p e n d a n t u n e s e c o n d e u n n o m b r e ^ de ces v o 

lumes, on aura 

En p r a t i q u e e t ^ s o n t t o u j o u r s d ' assez p e t i t e s f r ac t ions , 

dont la s o m m e e x c è d e r a r e m e n t o , i o ; on aura d o n c , sauf 

une l égè re e r r e u r , 

Q = o,c) hbu. 

Q étant d o n n é , on p e u t sat isfaire À ce l t e r e l a t i on en c h o i s i s s a n t 

arbi t ra i rement u et h, et d é t e r m i n a n t b en c o n s é q u e n c e . Dans 

ce cas on p r e n d r a i t A de o m , i 5 à o M , 2 . 5 , « = i m , 3 o , e t enfin 

A L O Q i J • Q , , 

» = ; la d é p e n s e "TJ-par m è t r e d e l a r g e u r , e x p r i m é e par 
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o,ç)liu, var iera i t a lo r s de 17a à 290 l i t r e s e n v i r o n . Voici com

m e n t on just i f ie l es va l eu r s q u e n o u s v e n o n s d ' i nd ique r pour 

h e t u. 

L e calcul d e s p e r t e s de cha rge s u b i e s par l 'eau, dans son 

t ra jet du bief d ' a m o n t au bief d 'aval , m o n t r e , c o m m e on le 

v e r r a p l u s lo in , q u e t o u t e s ces p e r t e s a u g m e n t e n t avec la vi

t e s s e de la r o u e . On se ra i t d o n c n a t u r e l l e m e n t por té à prendre 

c e t t e v i t e s s e t r è s - p e t i t e , p o u r a u g m e n t e r le r e n d e m e n t . Mais 

p l u s i e u r s c o n s i d é r a t i o n s m o n t r e n t qu ' i l es t bon de n e pas trop 

r a l e n t i r la r o u e . E n effet, on voi t q u e si u étai t très-petit , le 

p r o d u i t hb = — . — se ra i t c o n s i d é r a b l e , et il faudrait que l'une 
Ç) u 

d e s d e u x d i m e n s i o n s b o u h fût a s sez g r a n d e . Or une grande 

l a r g e u r b d o n n e r a i t l ieu à u n e r o u e l o u r d e , d i s p e n d i e u s e à éta

b l i r , p e r d a n t b e a u c o u p d e t ravai l par le f r o t t e m e n t des touril

l o n s ; u n e g r a n d e v a l e u r d e h p r o d u i r a i t d e s inconvénients 

déjà s igna lé s à l ' occas ion de la r o u e e n d e s s o u s ( n" 123). Enfin, 

il e s t b o n q u e la r o u e fasse j u s q u ' à u n ce r t a in po in t office de 

vo l an t p o u r l e s m a c h i n e s q u ' e l l e m e t en m o u v e m e n t , ce qui 

e s t e n c o r e u n e ra i son p o u r lu i l a i s se r u n e ce r t a ine vitesse. La 

v a l e u r u = i m , 3 o a é t é i n d i q u é e par l ' e x p é r i e n c e . Quant à la 

h a u t e u r h, il es t b o n , à c a u s e d u j e u inév i t ab l e en t r e la roue 

e t l e c o u r s i e r , q u ' e l l e n e d e s c e n d e pas b e a u c o u p au-dessous 

d e o m , i 5 , p o u r n e pas p e r d r e u n e t r o p g r a n d e propor t ion d'eau. 

Mais il a r r ive q u e l q u e f o i s q u ' e n p r e n a n t u = i m , 3o et h dans 

l e s l i m i t e s c i -de s sus é n o n c é e s , on est c o n d u i t à u n e grande 

v a l e u r d e b, o u à u n e va l eu r q u i d é p a s s e u n e l imi t e imposée, 

s o i t par l es l oca l i t é s , soi t par l ' é c o n o m i e d e la construction. 

O n es t a lo r s forcé d ' a u g m e n t e r h ou u. U n e convien t guère 

q u e h s u r p a s s e o m , 4 5 ou o m , 5 o , et q u a n d ce t t e l imite est at

t e i n t e , il n e r e s t e p l u s qu ' à a u g m e n t e r u. 

E x e m p l e : so i t Q = o r a c , 5 o . E n p r e n a n t U = I M , 3o, h = OM,IO, 

o n au ra i t b ~ - - ° • = 2m,ii, va l eu r g é n é r a l e m e n t très-admis-
9 h a . 

s i b l e . Mais s i , par s u i t e de c i r c o n s t a n c e s pa r t i cu l i è r e s , on ne 

p o u v a i t d é p a s s e r u n e l a r g u e u r de o m , 7 i , e n v i r o n le tiers de 

a m , on a u g m e n t e r a i t d ' abord A; en le po r t an t à o m , 5o, on 
en t i r e r a i t u = — . ~ — 1 0 1 5 6 . Ou b i e n e n c o r e , c o m m e la vi-

9 b h 
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Fie- IK-

Le cours ie r en m a ç o n n e r i e AB se p r o l o n g e pa r u n e p i è c e e n 

(onte BC, d i te col de cygne; ABC est u n arc de c e r c l e c o ï n c i 

dant avec la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e d e la r o u e , sauf un j e u 

aussi faible q u e p o s s i b l e . Une v a n n e D, m u n i e à sa pa r t i e s u 

périeure d 'un pe t i t a p p e n d i c e m é t a l l i q u e a r r o n d i E, p e u t g l i s 

ser en s ' a p p u y a m s u r le col de c y g n e ; un s y s t è m e de d e u x 

tesse i m , 5 6 n ' e s t pas e n c o r e t r è s -g r ande , on se c o n t e n t e r a i t 

de prendre h = o m , 4 o , ce qu i c o n d u i r a i t à u = i m , 9 6 . 

En r é s u m é , on voi t q u e les c o n s i d é r a t i o n s p r é c é d e n t e s p e r 

mettent de cho is i r , o u t r e la v i t e s se u, l es d e u x d i m e n s i o n s b 

et h. 

( b ) Mode d'introduction de l'eau. — A i n s i q u ' o n l'a déjà d i t 

[n° 122), afin d e d i m i n u e r a u t a n t q u e p o s s i b l e la p e r t e de Ira-» 

vail produi te par l ' i n t r o d u c t i o n de l 'eau dans u n e r o u e , il faut 

s'arranger p o u r avo i r u n e faible v i t e s se re la t ive de l ' eau à son 

point d ' en t r ée , o u , q u a n d cela ne p e u t ê t r e réa l i sé , il faut q u e 

la vitesse re la t ive soi t t a n g e n t e au p r e m i e r é l é m e n t des a u b e s , 

et que l 'eau se m e u v e à l ' i n t é r i e u r de la r o u e sans c h o c , en 

glissant s i m p l e m e n t le l ong d e s pa ro i s s o l i d e s . 

Si la r o u e es t l e n t e , c ' e s t - à - d i r e si la v i tesse à la c i r c o n f é 

rence est aux e n v i r o n s d e i m , 3 o par s e c o n d e , on a m è n e r a l ' eau 

de la maniè re q u ' i n d i q u e la Jig. 74 c i -après . 
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c r é m a i l l è r e s m u e s par des r o u e s d e n t é e s p e r m e t d 'é lever celte 

v a n n e au p o i n t c o n v e n a b l e . L ' a p p e n d i c e m é t a l l i q u e E forme 

le seu i l d ' u n d é v e r s o i r p a r - d e s s u s l e q u e l l 'eau s 'écoule pour 

a r r i v e r à la r o u e ; ce seu i l doi t ê t r e e n v i r o n à o m , 2 o ou o M , 2 ^ 

a u - d e s s o u s du n i v e a u dans le b ief d ' a m o n t . 

L e d é v e r s o i r é tan t a ins i e x t r ê m e m e n t r a p p r o c h é de la roue, 

la v i t e s s e a b s o l u e d e l ' e au à son p o i n t d ' e n t r é e , d u e seulement 

a la faible dén ive l l a t i on q u i se p r o d u i t dans le bief d'amont, 

se ra par c o n s é q u e n t p e t i t e ; e t c o m m e la r o u e va elle-même 

l e n t e m e n t , la v i t e s s e re la t ive sera m o d é r é e , et l 'agitation qu'elle 

e n t r a î n e r a p e u s e n s i b l e . On vo i t q u e p o u r a t t e i n d r e ce but il 

faut r é d u i r e s u f f i s a m m e n t la cha rge s u r le seu i l du déversoir, 

car dans le cas c o n t r a i r e la v i t e s se d ' é c o u l e m e n t aurait une 

v a l e u r p l u s o u m o i n s forte ; il n e faut pas d 'a i l l eurs pousser la 

r é d u c t i o n t r o p l o in , afin q u e la p e r t e d ' e a u e n t r e la roue et le 

c o u r s i e r n e soi t pas i m p o r t a n t e . L e s l i m i t e s de o m , 20 à om ,27 

r e m p l i s s e n t a ssez b i e n c e t t e d o u b l e cond i t i on ; e l les répondent 

à p e u p r è s a u x l i m i t e s de o m , i 5 et o r a ,2 .5 i n d i q u é e s ci-dessus 

p o u r l ' é p a i s s e u r h d u c o u r a n t à l ' a p l o m b d e l ' a rbre , car un dé

v e r s o i r sans c o n t r a c t i o n la té ra le p o u r r a d é b i t e r environ 

180 l i t r e s par m è t r e de l a r g e u r , avec o m , 90 de charge sur le 

s e u i l , e t 280 l i t r e s avec la c h a r g e de o m , 27. 

L ' a p p e n d i c e m é t a l l i q u e a r r o n d i E a p o u r b u t de diminuer la 

c o n t r a c t i o n de la l a m e d é v e r s a n t e , et d e d é p e n s e r ainsi plus 

d ' e au à égal i té de c h a r g e : la cha rge et la v i t e s se d 'écoulement 

s o n t d o n c m o i n d r e s , p o u r u n e d é p e n s e d o n n é e , ce qui dimi

n u e l ' ag i ta t ion du l i q u i d e à s o n e n t r é e . La p i è c e E peu t égale

m e n t se rv i r à d i r i ge r la v e i n e de m a n i è r e q u ' e l l e ne coupe pas 

la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e de la r o u e s o u s u n angle trop fort; 

ce la est a v a n t a g e u x , car , t o u t e s c h o s e s éga les d 'ai l leurs, la vi

t e s s e r e l a t ive d e l ' eau c ro î t avec l 'angle d o n t il s'agit, comme 

le m o n t r e n t l es c o n s i d é r a t i o n s s u i v a n t e s , b i e n qu 'e l les s'ap

p l i q u e n t p l u s s p é c i a l e m e n t à u n cas d i f férent . 

E x a m i n o n s m a i n t e n a n t le cas des r o u e s rap ides . La vi

t e s s e u d e la r o u e à sa c i r c o n f é r e n c e a é t é fixée ainsi qu'on 

l'a vu t o u t à l ' h e u r e ; m a i s n o u s d i s p o s o n s e n c o r e , puur at

t é n u e r la p e r t e d u e à l ' i n t r o d u c t i o n de l ' eau , de la vitesse 

a b s o l u e v q u e cel le-ci p o s s è d e , e n i n t e n s i t é e t en direction. 
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v o n s c h e r c h e r d ' a b o r d à r e n d r e w auss i 

pe t i t q u e p o s s i h l e . Or on aura i t w = o, si y 

éta i t nu l e t c égal à u; ma i s il n ' e s t pas p o s 

s ib le q u e l ' eau e n t r e s a n s v i t e s s e r e l a t ive 

et s o u s u n ang le n u l . Un filet p o u r l e q u e l 

y aura i t la v a l e u r o, s e ra i t l a n g e n t à la c i r 

c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e d e la r o u e ; il es t 

c la i r q u e les a u t r e s filets j u x t a p o s é s para l lè 

lement à celui- là n e p o u r r a i e n t pas r e m p l i r la m ê m e c o n d i t i o n , 

sans que l ' épa i s seu r to t a l e de t o u s c e s filets r é u n i s fût e l l e -

même n u l l e , ce q u i e s t i n a d m i s s i b l e d a n s le cas d ' u n e d é p e n s e 

finie. On a vu q u e d a n s la r o u e à la P o n c e l e t l ' angle y avait é t é 

pris égal à i 5 d e g r é s ; d a n s la r o u e d e c ô t é on le s u p p o s e a s sez 

ordinairement égal à 3o d e g r é s , p o u r faci l i ter un p e u p l u s l ' i n 

troduction de l ' eau . A lo r s , p u i s q u e U es t un p o i n t d é t e r m i n é 

ainsi q u e la d i r e c t i o n MV, la p l u s p e t i t e v a l e u r p o s s i b l e de 

UV = ue sera i t la p e r p e n d i c u l a i r e a b a i s s é e de U s u r MV, ou 

bien usiny, o u enf in ^ u si l ' on p r e n d y — 3o° ; v a u r a i t p o u r 

valeur c o r r e s p o n d a n t e « c o s y , ou o , 8 6 6 u , avec y — 3o°. 

Toutefois ce n e s o n t pas ces v a l e u r s q u e l 'on a d o p t e p o u r v 

etev. Il es t b o n , e n effet, q u e le p r e m i e r é l é m e n t d e s a u h e s 

soit dans la d i r e c t i o n d e w, afin de d i m i n u e r l ' agi ta t ion de l ' e au 

à l ' in té r ieur de la r o u e . Or si c e p r e m i e r é l é m e n t é ta i t p e r 

pendiculaire à MV, il ferai t un ang l e d e 120 d e g r é s avec M U , 

c'est-à-dire avec la c i r c o n f é r e n c e de la r o u e , et par c o n s é q u e n t 

un angle d e 3o d e g r é s avec le rayon q u i pa s se en M. Q u a n d c e 

rayon, par l 'effet de la r o t a t i o n , a r r ive ra i t s u r la v e r t i c a l e , à 

l 'aplomb de l ' a rb r e , le p r e m i e r é l é m e n t de l ' a u b e se ra i t déjà 

incliné d e 3o d e g r é s su r la ve r t i ca le , e t il le serai t e n c o r e p l u s 

aupoin l d ' é m e r s i o n , ce qu i gêne ra i t le m o u v e m e n t de la r o u e . 

C'est p o u r q u o i on p ré fè re q u e la v i t e s s e r e l a t i ve M W pas se 

par l 'axe de ro t a t i on et so i t p e r p e n d i c u l a i r e à MU ; le p a r a l l é l o -

Soicnl, au p o i n t M d ' e n t r é e [fig, ^5), MU la v i t e s s e u d e 

la roue, MV la v i t e s se a b s o l u e v d e l ' e a u , y l ' ang le d e ces d e u x 

droites. La l igne M W , égale e t pa ra l l è l e à U V , sera la v i t e s s e w 
F 'E- ? 5- de l ' eau r e l a t i v e m e n t à la r o u e . N o u s de 
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g r a m m e d e s v i t e s s e s es t a lo r s r e p r é s e n t é par le rectangle 

M U V ' W , dans l e q u e l MÜ = u, MW7 = w, MY = v. L'angle y 

c o n s e r v a n t t o u j o u r s sa va l eu r d e 3o deg ré s , il en résul te les 

r e l a t i o n s 

v — = i 155 u, 
c o s i o " ' ' 

w = u t ang 3o° = o ,577 u. 

L ' i n t e n s i t é d e v et son a n g l e avec u é t an t d é s o r m a i s déter

m i n é s , il r e s t e à savoi r c o m m e n t en p r a t i q u e on réalisera ces 

d e u x c o n d i t i o n s . P o u r y ar r iver , on ca lcu le ra d 'abord la hau-

v' 
t e u r — ; on l ' a u g m e n t e r a u n p e u , du d i x i è m e d e sa valeur 

^ ë 

pa r e x e m p l e , p o u r t e n i r c o m p t e a p p r o x i m a t i v e m e n t des pertes 

de c h a r g e s u b i e s pa r le l i q u i d e d e p u i s le bief s u p é r i e u r jusqu'à 
v2 

s o n p o i n t d ' e n t r é e , e t 1 , 1 — s e r a la h a u t e u r de ce point 

d ' e n t r é e a u - d e s s o u s du n iveau dans le b ief d ' a m o n t . La direc

t i on d e la v i t e s se v s ' o b t i e n d r a i t en m e n a n t pa r le po in t d'entrée 

q u ' o n v i en t d e d é t e r m i n e r ( p u i s q u ' i l s e t r o u v e sur la circon

f é r e n c e e x t é r i e u r e d e la r o u e e t s u r u n e h o r i z o n t a l e connue) 

u n e l i gne i n c l i n é e d e 3o d e g r é s s u r ladi te c i rconfé rence . On 

ob l ige ra i t e n s u i t e l es filets à p r e n d r e c e t t e d i r ec t i on au moyen 

d ' u n c o u r s i e r d e o^ .So à o m , 6 o d e l o n g u e u r , d o n t le dernier 

é l é m e n t sera i t t a n g e n t à v, et d a n s l e q u e l l 'eau arr iverai t , soit 

en passan t s o u s u n e v a n n e , so i t par u n d é v e r s e m e n t sans 

o b s t a c l e , le fond d e ce c o u r s i e r é t an t a lo r s le seui l même du 

d é v e r s o i r . P o u r ê t r e b i e n s û r d e l'effet q u ' o n v e u t ainsi pro

d u i r e , on devra i t e n c o r e c h e r c h e r la pa r abo l e q u e le filet 

l i q u i d e in fé r i eu r déc r i r a i t dans l 'air, si le cou r s i e r était sup

p r i m é : il faudrait q u e ce t t e p a r a b o l e , ayant son or igine en 

a m o n t c o m m u n e avec le c o u r s i e r , res tâ t dans tou t son parcours 

i n f é r i eu re à ce lu i - c i , s ans quo i l ' eau p o u r r a i t b i e n n e pas suivre 

la t r a j ec to i r e s u r l aque l l e on a u r a i t c o m p t é . 

(c) Situation du coursier relativement aux biefs d'amont 

et d'aval. — N o u s n ' a v o n s ici q u ' à r é p é t e r à peu p rès exacte

m e n t ce qu i a déjà é t é dit à l ' occas ion d e la r o u e en dessous à 

a u b e s p l a n e s . Q u a n d l 'eau p o s s è d e , en q u i t t a n t la r o u e , une 
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i " Perte de charge entre le bief d'amont et le point d'entrée 

vitesse n o t a b l e , il es t avan t ageux d e p lacer le n iveau de l ' eau 

. entre les a u b e s , à l ' a p l o m b de l ' a rb r e , a u - d e s s o u s du n i v e a u 

2 W 2 

du bief in fé r i eu r , d ' u n e q u a n t i t é éga le à > u é tan t la v i -

3 ag-

tesse de la r o u e à sa c i r c o n f é r e n c e . La v i t e s s e u ayant u n e 

valeur p r é c é d e m m e n t fixée, a ins i q u e la h a u t e u r h d e l ' eau 

entre les a u b e s , la s i t ua t ion du fond du c o u r s i e r e s t d o n c auss i 

définie, du m o i n s e n d e s s o u s d e l ' a rb r e . Du cô té de l ' a m o n t , 

ce fond a u n profil c i r cu l a i r e de r ayon s e n s i b l e m e n t égal à ce lu i 

de la r o u e ; on le r a c c o r d e r a avec le b ief d 'aval , e n su ivan t l es 

règles i n d i q u é e s par M. B é l a n g e r , d o n t n o u s avons pa r lé a u 

n° 123. 

Quand la r o u e e s t l e n t e , u é t an t i m , 3 o e n v i r o n , ^ est 

3 2 g-

une h a u t e u r u n p e u a u - d e s s o u s d e o m , o 6 . P o u r p e u q u e la 

chute soi t g r a n d e , la p e r t e ou le gain de o m , o 6 n 'a pas b e a u 

coup d ' i m p o r t a n c e , e t l 'on p o u r r a i t a l o r s , par é c o n o m i e , s u p 

primer le canal de fuite a p r è s la r o u e , ou t o u t au moins s e d i s 

penser de faire u n canal m a ç o n n é ayant u n e s ec t i on r é g u l i è r e . 

Le n iveau d e l 'eau e n t r e les a u b e s devra i t a lors c o ï n c i d e r 

avec ce lu i du bief d 'aval . Mais dans le cas d e s g randes v a l e u r s 

de u, s u r t o u t si e n m ê m e t e m p s on n 'a q u ' u n e c h u t e u n p e u 

faible, la h a u t e u r p o u r r a c o n s t i t u e r un profit n o t a b l e 
3 2 g 

qu'on n e dev ra pas nég l ige r . 

(d) Calcul de l'effet dynamique d'une chute d'eau qui met 

en mouvement une roue de côté. — E n a p p e l a n t P le p o i d s d e 

l'eau d é p e n s é e par s e c o n d e , H la h a u t e u r de c h u t e m e s u r é e 

entre les d e u x biefs s u p p o s é s s t agnan t s , on sait (n° 121 ) q u e 

l'effet d y n a m i q u e T e de la c h u t e p e n d a n t c h a q u e s e c o n d e a 

pour va leu r le p r o d u i t d e . P par la h a u t e u r 11, d i m i n u é e de la 

perte de c h a r g e m o y e n n e q u ' o n t s u b i e les m o l é c u l e s l i q u i d e s 

par l'effet des f r o t t e m e n t s , dans l e u r passage d ' u n bief à l ' a u t r e . 

Or cet te p e r t e de cha rge se c o m p o s e d e p l u s i e u r s par t ies q u e 

nous a l lons ana lyse r . N o u s c o n s e r v e r o n s les n o t a t i o n s déjà e m 

ployées c i - d e s s u s (n° 126, a, b, c). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 5 8 C H A P I T R E S E P T I È M E . 

«/' u2 ' 1 u-
— = — t a n g y = 2 

g 2 g 3 2 g 2 

Q u a n d on a la p r é c a u t i o n d ' i n t r o d u i r e l ' eau avec u n e vitesse 

r e l a t ive t a n g e n t e aux a u b e s , e t q u ' o n lu i offre u n e surface le 

l o n g de l a q u e l l e e l le p e u t m o n t e r en v e r t u de ce t t e vitesse 

r e l a t i v e , il es t p r o b a b l e q u e la p e s a n t e u r i n t e r v i e n t aussi pour 

de l'eau dans la roue.— On la r end faible en évi tant , au moyen 

de c o n t o u r s a r r o n d i s , les c o n t r a c t i o n s s u i v i e s d 'épanouisse

m e n t b r u s q u e , et e n p laçan t le p o i n t d ' e n t r é e aussi près que 

p o s s i b l e du bief d ' a m o n t . N é a n m o i n s il y a t o u j o u r s une cer

t a ine p e r t e : n o u s l ' é v a l u o n s , par s i m p l e a p e r ç u , à un chiffre 

v2 v2 

c o m p r i s e n t r e o , o 5 — et 0,1 S'il y avai t u n canal entre 
' 2 g 2 g 

la r o u e et le bief d ' a m o n t , il faudra i t t e n i r c o m p t e du frotte

m e n t dans ce cana l , par u n ca lcul a n a l o g u e à celui qui sera 

d o n n é t o u t à l ' h e u r e p o u r le c o u r s i e r c i r c u l a i r e . 

2 0 Perle de charge due à l'introduction de l'eau. — L'étal 

ac tue l d e la s c i e n c e n e p e r m e t t a n t pas d ' a n a l j s e r le phéno

m è n e t r è s - c o m p l i q u é q u i se p r o d u i t à l ' i n s t an t où l 'eau pénètre 

d a n s la r o u e avec u n e v i t e s se r e l a t ive w, o n ca lcu le habituel

l e m e n t c e t t e p e r t e e n se fondan t s u r d e s h y p o t h è s e s plus ou 

m o i n s d o u t e u s e s . On s u p p o s e q u e c h a q u e m o l é c u l e liquide 

d e m a s s e m p e r d la force v ive in i t ia le mw1 q u ' e l l e possède rela

t i v e m e n t à la r o u e , pa r l 'effet exc lus i f du travai l rés is tant dû à 

la v i scos i t é , ou e n c o r e par l ' é b r a n l e m e n t i n u t i l e c o m m u n i q u é 

a u x c o r p s e n c o n t a c t : c e l l e m o l é c u l e s u p p o r t e r a i t a lors , indé

p e n d a m m e n t de sa pa r t dans l'effet d y n a m i q u e total , un travail 

r é s i s t a n t - mw2, q u i , r a p p o r t é à l ' u n i t é de m a s s e e t divisé parg , 

w2 

d o n n e r a i t u n e p e r t e de c h a r g e c o r r e s p o n d a n t e egale a — , 
2 S 

so i t à — f v2 4- u2 — 2 « c c o s y ). Dans le cas d e s r o u e s lentes, 
2 g 

c e t t e p e r t e a p e u d ' i m p o r t a n c e , c o m m e t o u t e s les au t res que 

n o u s p a s s o n s en r e v u e ; d a n s u n e r o u e r a p i d e , si l 'on a pris 

11 

y = 3o°, v =. , on aura 
' c o s y 
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c o n t r i b u e r à a n é a n t i r ce t t e v i t e s se , e t c 'es t a u t a n t de m o i n s à 

c o n s o m m e r en ag i t a t ion t u m u l t u e u s e : le travail r é s i s t a n t d û 

a la v i scos i té do i t d o n c ê t r e m o i n d r e , e t l ' e x p r e s s i o n -— de la 

ig 

per te d o n t il s 'agit do i t d e v e n i r t r op for te . Ce t te c o n s i d é r a t i o n 

justif ie l ' emplo i d e s a u b e s po lygona le s , t e l l es q u ' o n les a r e p r é 

sen tées dans la Jïg. 74, p . 453, a u b e s don t la d i s p o s i t i o n a é t é 

imaginée par M. Bé lange r en 181g. E l l e s se c o m p o s e n t d e t r o i s 

plans faisant e n t r e e u x des a n g l e s d e 45 d e g r é s , d o n t le p l u s 

éloigné du c e n t r e e s t d i r igé su ivan t u n r a y o n , le p l u s r a p p r o c h é 

t o u c h e la c i r c o n f é r e n c e de la c o u r o n n e , e t l e t r o i s i è m e f o r m e u n 

pan c o u p é a v e c les d e u x a u t r e s . L e s p l ans qu i son t t a n g e n t s à la 

c o u r o n n e l a i s s en t e n t r e eux d e s i n t e r v a l l e s v ide s p o u r facil i ter 

le d é g a g e m e n t de l ' a i r . t I l faut d ' a i l l eu r s q u e le p o i n t d ' e n t r é e 

de l 'eau soi t a u - d e s s o u s du c e n t r e d e la r o u e , afin q u e l ' eau 

i n t r o d u i t e t r o u v e d e v a n t e l le u n p lan i n c l i n é a s c e n d a n t . 

N o u s m a n q u o n s d e d o n n é e s p o u r a p p r é c i e r l'effet p r o d u i t 

par l ' e m p l o i d e c e t t e e s p è c e d ' a u b e s . 

3° Perte de charge produite par le frottement de l'eau sur 

le coursier circulaire. — On sait q u e l e f r o t t e m e n t d ' un c o u r a n t 

d é c o u v e r t s u r s o n lit , par m è t r e c a r r é , a p o u r e x p r e s s i o n 

1000 6,U 2 ( n ° 7 2 ), U é t an t la v i t e s s e m o y e n n e . On a vu , e n o u t r e , 

q u e si l 'on n o m m e V et W la v i t e s s e à la surface e t au fond , c e s 

q u a n t i t é s s o n t l i é e s par les r e l a t i o n s a p p r o x i m a t i v e s (n° 68) : 

U = ^ ( V + W ) , U = o , 8 o V ; 

d'où r é s u l t e 

u = <w. 

Si d o n c on a d o p t e la va l eu r 6, = 0,0004 C p r o b a b l e m e n t u n p e u 

e x a g é r é e d a n s le cas a c t u e l , vu la n a t u r e des p a r o i s ) , le f ro t -

113 
t e m e n t par m è t r e c a r r é de lit se ra 0,4 X — W 1 , ou 0,71 W 2 . 

M a i n t e n a n t , L d é s i g n a n t la l o n g u e u r du c o u r s i e r c i r c u l a i r e , 

L (b -+• 2 A) se ra la sur face m o u i l l é e , et le f r o t t e m e n t to ta l s ' ex 

p r i m e r a par 0,71 \.{b -+- 2/1) u1, a t t e n d u q u e la v i t e s se de fond 

n ' e s t a u t r e ici q u e la v i t e s s e à la c i r c o n f é r e n c e de la r o u e . L e s 
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(* ) Lorsque la d é n i v e l l a t i o n ayant p o u r hauteur q sera suffisante pour per

m e t t r e le l ibre d é v e r s e m e n t , sous f o r m e de ve ine p a r a b o l i q u e , de l'eau qui 

a b a n d o n n e la roue , la p r e s s i o n de cet te eau dev iendra éga le à la pression at

m o s p h é r i q u e : l ' aba i s sement du niveau p i ézumétr ique d e p u i s l ' ap lomb de l'arbre 

jusqu'au b ie f infér ieur ne sera p l u s , en m o y e n n e , que yj au l ieu de /3 , et la 

. - h 
perte de charge en q u e s t i o n devrait en c o n s é q u e n c e se réduire a 17 H 

•2 g '2 

C'est une r e m a r q u e à ce l l e q u ' o n a déjà faite dans la n o t e de la page 4 ^ - ^ a i s 

la l iberté parfaite du d é v e r s e m e n t , dans des c o n d i t i o n s te l les que chaque m o 

l é c u l e décr ive sa parabo le c o m m e si c l i c tombai t s e u l e , n'est peut -ê tre qu'une 

c o n c e p t i o n t h é o r i q u e : on agira d o n c p r u d e m m e n t d a n s la prat ique en ne 

c o m p t a n t pas sur lu d i m i n u t i o n p o s s i b l e que n o u s s i g n a l o n s . 

p o i n t s d ' app l i ca t ion d e t o u t e s l e s forces q u i c o m p o s e n t ce 

f r o t t e m e n t se m o u v a n t t o u s avec la v i t e s s e u, l e u r travail n é 

gatif dans l ' un i t é de t e m p s s e r a 0 , 7 1 L ( b -+- ih) u1 ; on obt iendra 

la p e r t e d e c h u t e c o r r e s p o n d a n t e en d iv i san t par P ou approxi-

, , . , L ( 6 -t-2/1) , 
m a t i v e i n e n t par 1000 bliu, ce qu i d o n n e 0,00071 ^ u', 

,L(b-r-ih) u' 
so i t e n c o r e 0 ,014 ——j-, -• 

bli 2 g 

4° Perle de charge depuis l'aplomb de l'arbre jusqu'au 

bief inférieur. — Si le n i v e a u de l 'eau e n t r e l e s a u b e s , au-

d e s s o u s d e l ' a r b r e , d é p a s s e d ' u n e h a u t e u r yj le n iveau du bief 

i n f é r i e u r , la v i t e s s e de l ' eau va s ' acc ro î t re e n v e r t u de cette 

c h u t e . Ce l te v i t e s s e , s e n s i b l e m e n t égale à u au sor t i r de la 

r o u e , d e v i e n d r a s/u1 -+- zgri, p o u r . l e po jn t où l 'eau c o m m e n c e 

à e n t r e r dans le bief i n f é r i eu r . A ce l t e v i t e s se c o r r e s p o n d une 

u1 

p e r t e de charge n H 1 c o m m e on l'a vu au n° 1 2 2 ( * ) . 

Q u a n d on a d o p t e la d i s p o s i t i o n du canal de fuite r e c o m 

m a n d é e par M. B é l a n g e r ( n u 123) , n d e v i e n t négat i f et égal à 
i u2 . , - , , 1 

; la p e r t e se r é d u i t d o n c a ^ 
3 1g 3 2g 

{e) Données pratiques diverses. — P o u r le n o m b r e de bras, 

on p e u t p o s e r la m ê m e r è g l e q u e ce l le qu i se r appo r t e a u \ 

r o u e s en d e s s o u s ( n u 123 ). 

L e n o m b r e d ' a u b e s e s t m u l t i p l e du n o m b r e des b r a s ; leur 

e s p a c e m e n t p e u t ê t r e d ' u n e fois e t un t i e r s à u n e fois et demie 
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la charge su r le s o m m e t du d é v e r s o i r , q u a n d il s 'agit des r o u e s 

len tes . Dans les r o u e s r a p i d e s , il faudrait t ou jou r s p r e n d r e cet 

e s p a c e m e n t un p e u s u p é r i e u r à la p o r t i o n de la c i r con fé rence 

in t e r cep tée par la l a m e d 'eau qu i a r r ive su r la r o u e . Il e s t n u i 

sible de t r o p e space r les a u b e s , en ce q u e ce r t a in s filets p o u r 

raient t o m b e r d ' u n e assez g r a n d e h a u t e u r avan t de les r e n c o n 

t re r ; il es t auss i n u i s i b l e de les t rop s e r r e r , pa rce q u e l 'eau 

en t re ra i t p é n i b l e m e n t dans la r o u e e t q u ' e l l e sera i t e n pa r t i e 

projetée au d e h o r s . 

La h a u t e u r d e s a u b e s dans le s e n s du rayon n e d é p a s s e 

guère o m , 7 0 . Dans l 'état n o r m a l , la capac i té des vases f o r m é s 

par d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s devra i t ê t r e à p e u p r è s d o u b l e 

du v o l u m e d 'eau q u ' i l s c o n t i e n n e n t : on p o u r r a i t d o n c p r e n d r e 

la h a u t e u r d o n t il s 'agit éga le à ih, t o u t e s les fois q u e h ne 

dépassera pas o m , 3 5 . 

Le d i a m è t r e d e la r o u e doi t ê t r e de 3 m , 5 o au m o i n s ; r a r e 

ment il d é p a s s e 6 ou 7 m è t r e s . L ' a x e de l ' a rb re e s t p l acé un 

peu p lu s h a u t q u e le n i v e a u d u bief d ' a m o n t . 

Les r o u e s d e cô t é c o n v i e n n e n t pa r f a i t emen t aux c h u t e s de 

1 m è t r e à 2 m è t r e s ou 2 m , 5 o . En d e h o r s de ces l im i t e s , on 

peu t e n c o r e s o u v e n t e n faire un usage avan tageux . 

L o r s q u ' u n e r o u e de cô t é l en t e es t é t ab l i e dans de b o n n e s 

cond i t ions , l 'effet d y n a m i q u e de la c h u t e p e u t a l le r a ssez p r è s 

de la p u i s s a n c e a b s o l u e ; M. le géné ra l M o r i n , dans ce r t a ines 

e x p é r i e n c e s s u r ce t t e e s p è c e de r o u e s , a t r o u v é des r e n d e 

men t s s ' é l evan t j u s q u ' à o , y 3 . Mais , a t t e n d u q u e la m e s u r e d 'un 

débi t es t t o u j o u r s un p e u e n t a c h é e d ' i n c e r t i t u d e , e t q u e par 

c o n s é q u e n t la p u i s s a n c e a b s o l u e d ' u n e c h u t e p e u t ê t r e impar

fa i tement é v a l u é e , il sera p r u d e n t de n e pas c o m p t e r d ' avance 

en p r a t i q u e , s u r u n r e n d e m e n t s u p é r i e u r à 0,80. 

127. Exemple de calculs sur une roue de côté rapide. — La roue dent 

il s'agit a été expérimentée par M. le général Morin; elle appartenait à la 

fonderie de Toulouse. 

L'eau sortait du bief d'amont sous une vanne levée de o m , 147 au-dessus 

du seuil, lequel était situé à i™,4a3 en contre-bas du niveau dans le bief 

d'amont. L'orifice étant prolongé par un coursier à peu près horizontal, 

la vitesse v avec laquelle l'eau arrive à la roue sera due à la charge sur la 

portion supérieure de l'orifice (n° 28), sauf un coefficient de correction 
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assez voisin de i, que nous évaluerons à o ,g5 ; ainsi 

v = o , 9 5 v /2^( i m , 423 — o , n , 147) — 4 m , 7 5 -

La vitesse à la circonférence de la roue était u= 3 m ,o6, et l'angle de u 

avec v, au point d'introduction, avait pour valeur 3o degrés. Il résulte 

d'abord de ces indications que la perte de charge pour amener l'eau du 

bief d'amont à la roue devait être ^ de la charge ( i m , 4 2 3 — o™, 147), soit 

o m , i 3 ; on peut calculer aussi celle que produisait l'introduction de l'eau, 

laquelle avait pour expression (n° 126, cl) 

w2 1 
= ( ( J 2 - | - « J —2«oC0S3o°) = O m , 34. 2g 2g 

Le niveau de l'eau entre les aubes, à l'aplomb de l'arbre, se trouvant à la 

hauteur du niveau dans le bief d'aval, il faut compter encore une perte 

« ! 

égale a — (n° 126, ri), soit o m , 4 8 . 2 S 
Enfin, il y a la perte sur le coursier circulaire. La profondeur rie l'eau 

en dessous de l'arbre et la largeur de la roue ayant respectivement pour 

valeurs o m , 20 et i m , 55, et la longueur du coursier étant 2 m , 5o, on trouve 

2 5o 1 n5 M? 

pour cette perte o,014 x — '-4-? • — ou o m , n . 
r r 0,20 x i , 55 2g 

Toutes ces pertes réunies font une hauteur de 
0", i3 + o m , 3 4 4 - o m , 4 8 + 0 ™ , 11 ou de i m , o6 . 

La chute étant de 1™, 72, on voit que le rendement calculé serait seule-

1 7 2 — 1 06 
ment de —— - — 1 c'est-à-dire de o , 3 8 ; le général Morin a trouvé 

1,72 
expérimentalement 0,41, nombre qui correspond à une chute utilisée de 

i m , 7 2 x 0,41 —- o m , 7o5 , 

au lieu de o m , 66 que le calcul précédent nous donne. Cette ditlérence, 

peu sensible d'ailleurs, de o m ,o45 tient probablement à une évaluation un 

peu trop forte de la charge perdue par l'introduction de l'eau : nous 

avons vu en effet que dans certains cas une portion de la vitesse relative 

pouvait s'éteindre par l'action de la pesanteur, ce qui diminuerait d'au

tant l'agitation à l'intérieur des aubes et donnerait lieu à une perte de 

charge moindre. 

Pour augmenter le rendement do cette roue sans changer sa vitesse, 

voici ce qu'on aurait pu faire. D'abord placer le coursier à 1 soit 

i 2g 
o' n ,32, plus bas qu'il n'était, en ayant soin de disposer le canal de fuite 
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conformément aux indications de M. Bélanger (n° 123), c'est-à-dire sans 

variation brusque de section, et avec un fond à pente modérée, jusqu 'à 

son raccordement avec le bief d'aval ; puis relever le point d'introduction 

u , 3"' 06 
de manière à réduire la vitesse v à r ;—1 soit à — J T T T T T - = 3,n,5'>.. La 

cosio o,Bbo 
perte depuis la roue jusqu'au bief d'aval aurait alors été réduite à ^ • — 

ou à o™, 16, au lieu de o"' ,48; la perte pour l'introduction se réduirait 

aussi à la même valeur o m , i 6 , au lieu de o m , 34; ce qui procurerait 

un bénéfice total de o™,5o. Les autres pertes restant sensiblement les 

mêmes, la chute utdisée serait o m , 6 6 -+- o m , 5 o = i m , 16, et le rendement 

s'élèverait à 1 ' = o, 6 7 environ. 
1,72 

128. Roues à augets ou roues en dessus. — Ces r o u e s n e s o n t 

plus, a ins i q u e l e s p r é c é d e n t e s , e m b o î t é e s dans u n c o u r s i e r . 

L'eau s ' i n t rodu i t à la p a r t i e s u p é r i e u r e ; e l le e n t r e dans les au

gets, qu i s o n t en q u e l q u e s o r t e des vases fo rmés par d e u x 

aubes c o n s é c u t i v e s , t e r m i n é s l a t é r a l e m e n t par des c o u r o n n e s 

annulai res , et au fond par u n e sur face c y l i n d r i q u e c o n t i n u e , 

concen t r ique à la r o u e . N o u s a l l ons pas se r en r e v u e l e s q u e s 

tions q u e p e u t p r é s e n t e r l ' é t a b l i s s e m e n t de ce g e n r e de m o 

teurs . 

(a) Introduction de l'eau dans la roue. — On e m p l o i e p o u r 

introduire l 'eau d e u x d i s p o s i t i o n s qu i son t r e p r é s e n t é e s c i -

après [fig. 76 et 77 ). Dans la fig. 76 , le s o m m e t D d e la r o u e 

est placé u n p e u a u - d e s s o u s d u n i v e a u NN du bief s u p é r i e u r , 

à om,2o ou o m , 2 5 p l u s bas q u e ce n i v e a u ; l ' eau es t a m e n é e 

jusqu'à un p o i n t C s i t u é à om,4o ou o m , 5 o e n a m o n t de l ' a p l o m b 

de l 'arbre, au m o y e n d ' un canal AB en p l a n c h e s , t e r m i n é pa r 

une p l a q u e m é t a l l i q u e t r è s - m i n c e BC, q u i , p r o l o n g é e , s e r a i t à 

peu p rès t a n g e n t e en D à la c i r con fé rence e x t é r i e u r e . L e s 

bords l a t é raux du canal ABC se p r o l o n g e n t à 1 m è t r e au delà 

du poin t C, p o u r e m p ê c h e r l ' eau de t o m b e r à cô t é d e la r o u e . 

L'eau franchit la d i s t ance CD en v e r t u de sa v i t e s s e a c q u i s e , 

et en t re dans la r o u e à p e u p r è s au s o m m e t de ce l l e -c i . C o m m e 

les b o r d s d e s a u g e t s n e l a i s sen t e n t r e e u x q u ' u n e o u v e r t u r e 

assez é t r o i t e , on d o n n e à l ' eau qu i c o u l e dans le canal ABC la 

forme d ' u n e l ame m i n c e , en la faisant passer s o u s u n e v a n n e 
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p l a c é e ve r s A e t l evée s e u l e m e n t d e o m , o 6 à o m , 10. Cette vanne 

p r é s e n t e u n orif ice à b o r d s a r r o n d i s , p o u r év i te r les r emous à 

Fig . 76. 

la s o r t i e d e s filets l i q u i d e s . C o m m e on le voit , il y a peu de 

h a u t e u r e n t r e le p o i n t d ' e n t r é e de l ' eau e t le n iveau du bief 

d ' a m o n t ; par c o n s é q u e n t l ' eau a r r i v e d a n s la r o u e avec une 

faible v i t e s se a b s o l u e , et si la r o u e t o u r n e l e n t e m e n t , comme 

cela doi t ê t r e p o u r avoi r u n b o n r e n d e m e n t , la vi tesse relative 

se ra e l l e - m ê m e fa ib le , a insi q u e la p e r t e de travail qu'elle 

e n t r a î n e . 

La d i spos i t ion d e la Jîg. 7 7 , qu i a é t é s o u v e n t employée, 

para î t b e a u c o u p m o i n s b o n n e ; m a i s on es t que lque fo i s forcé 

d ' en faire u sage si le n i v e a u du bief d ' a m o n t es t très-variable. 

Ce bief se t e r m i n e t o u t p r è s d e la r o u e par u n e cloison en 

bo i s AB, p e r c é e de fen tes CC à faces ve r t i ca l e s , analogues à 

ce l l e s d ' u n e p e r s i e n n e ; u n e v a n n e m o b i l e p e r m e t de recou

vr i r t e l n o m b r e de ces fentes q u e l ' on v e u t , de man iè re à ne 

d é p e n s e r q u e le v o l u m e d 'eau d i s p o n i b l e . L ' i n c o n v é n i e n t de 

ce t t e m é t h o d e , c 'es t q u e l ' eau t o m b e d ' u n e assez grande hau

t e u r dans l ' i n t é r i e u r d e s a u g e t s e t a c q u i e r t a insi beaucoup de 

v i t e s s e ; l ' agi ta t ion de l ' eau dans la r o u e d e v i e n t beaucoup plus 
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plus lou rde e t p lus d i s p e n d i e u s e . En o u t r e , le p o i n t o ù les 

augets ont p r i s u n e inc l ina i son suffisante p o u r qu ' i l s c o m m e n 

cent à se d é v e r s e r , es t s i tué à u n e p lu s g r a n d e h a u t e u r 

au-dessus du p o i n t le p lu s bas de la r o u e , car c e t t e h a u t e u r 

est p r o p o r t i o n n e l l e au d i a m è t r e ; il y a d o n c ainsi u n e p lu s 

grande p e r t e de c h u t e , a t t e n d u q u e le t ravai l d e la p e s a n 

teur sur les m o l é c u l e s so r t i e s des a u g e t s , p e n d a n t q u ' e l l e s 

tombent dans le bief in fé r ieur , est é v i d e m m e n t p e r d u p o u r 

la r o u e . 

(b) Forme de la surface de l'eau dans les augets; vitesse de 

la roue. — N o u s a v o n s d é m o n t r é (n° 20 ) q u ' u n l i q u i d e p e s a n t 

et h o m o g è n e n e p e u t pas ê t r e e n é q u i l i b r e r e l a t i v e m e n t à un 

système qu i t o u r n e u n i f o r m é m e n t a u t o u r d ' un axe h o r i z o n t a l . 

Si malgré cela on a d m e t q u e l ' équ i l i b r e relat if de l ' eau ex i s t e 

app rox ima t ivemen t dans les a u g e t s , ce q u i p e u t avoir l ieu 

quand l 'agi ta t ion d u e à l ' e n t r é e du l i q u i d e est à p e u p r è s ca l 

mée, voici c o m m e n t on d é t e r m i n e r a la fo rme affectée p a r i a 

surface l i b r e . 

II . 2 e É D I T . ^o 

l'ifj- il-

considérable . E l le c o n d u i t d ' a i l l e u r s , p o u r u n e m ê m e h a u t e u r 

de c h u t e , à a u g m e n t e r le d i a m è t r e d e la r o u e , ce qui la r en d 
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Soit M (fig- 7 8 ) u n e m o l é c u l e l i q u i d e de niasse m, s i tuée à 

la d i s t a n c e 0 \ ï = /• de l 'axe de ro ta t ion 0 ; e l le est en équil ibre 

Fig- 7". r e l a t i v e m e n t à u n système de 

c o m p a r a i s o n qu i tou rne au

t o u r de cet axe avec la vitesse 

a n g u l a i r e w. Cet équil ibre 

ex i s t e s o u s l 'ac t ion : i ° du 

p o i d s mg, force rée l le , qui 

agit v e r t i c a l e m e n t su ivantMG; 

2 ° d e la force cen t r i f ugemtc ' r , 

d i r igée s u i v a n t le prolonge

m e n t MC d e OM, force appa

r e n t e à i n t r o d u i r e parce qu'il 

s 'agit s e u l e m e n t d 'un équi

l ib re re la t i f ; 3° des p res 

s i o n s p r o d u i t e s par les m o l é c u l e s e n v i r o n n a n t e s . On sait par 

les t h é o r i e s de l ' H y d r o s t a t i q u e q u e la r é s u l t a n t e des deux 

p r e m i è r e s forces est n o r m a l e à la sur face de n iveau (ou d'égale 

p r e s s i o n ) qu i pa s se en M. Si d o n c M se t r o u v e à la surface 

l i b r e , c o m m e la p r e s s i o n y e s t p a r t o u t la p r e s s i o n a tmosphé

r i q u e , la r é s u l t a n t e en q u e s t i o n sera n o r m a l e à ce t te surface. 

P r e n o n s MG = mg, MC = moù'r, la d i agona le MB du parallé

l o g r a m m e MGBC r e p r é s e n t e la r é s u l t a n t e de mg et de m u ' r , 

et pa r c o n s é q u e n t el le es t n o r m a l e à la sur face l ib re . Or on a, 

en m e n a n t la ve r t i ca le OA j u s q u ' à la r e n c o n t r e de cette nor

m a l e , 

OA OM 

MG GB ' 

d 'où 

Q A — _ m g r _ g 
GÏ} m w J r w ! ' 

la d i s t a n c e OA es t d o n c c o n s t a n t e , ce qu i m o n t r e que dans 

u n e s e c t i o n p l a n e p e r p e n d i c u l a i r e à l 'axe t o u t e s les normales 

à la sur face l i b r e s o n t c o n c o u r a n t e s . L e profil de la surface 

l i b r e , s'il y a é q u i l i b r e relat i f , e s t d o n c n é c e s s a i r e m e n t un 

c e r c l e d é c r i t du p o i n t A c o m m e c e n t r e . 
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3o. 

Ce résu l t a t p r o u v e q u ' e f f e c t i v e m e n t L 'équ i l ib re relatif es t en 

toute r i g u e u r i m p o s s i b l e . Car à m e s u r e q u e l ' auge t se d é p l a c e , 

le point A r e s t a n t t ou jou r s le m ê m e , la surface l ib re aura i t un 

rayon c ro i s san t , ce qu i est i n c o m p a t i b l e avec la s u p p o s i t i o n 

de l ' équ i l ib re RELATIF, p u i s q u e dans c e cas la fo rme de la s u r 

face l ib re n e devra i t pas c h a n g e r . La fo rme q u e n o u s t r o u v o n s 

est celle q u e l ' eau t end à p r e n d r e , s ans p o u v o i r s'y m a i n t e n i r . 

Pour a c h e v e r d e d é t e r m i n e r le c e r c l e qu i l imi t e l ' eau dans 

un auget d o n n é , ce rc l e don t n o u s n e c o n n a i s s o n s e n c o r e q u e 

le cent re A, il faut t en i r c o m p t e d e la q u a n t i t é d 'eau q u e l 'au

get A dû r e c e v o i r . A ce t effet, s o i e n t N le n o m b r e des a u g e t s , 

b la l a rgeur d e la r o u e p a r a l l è l e m e n t à L'axe, Q le v o l u m e dé

pensé par la c h u t e dans u n e s e c o n d e . C h a q u e auge t o c c u p e 

sur la c i r c o n f é r e n c e u n angle ^ ( e x p r i m é en a rc du c e r c l e de 

rayon 1), et c o m m e la r o u e t o u r n e avec u n e v i t e s se angu la i r e « , 

HN 
— r e p r é s e n t e r a le n o m b r e d ' auge t s d é b i t é s dans l ' u n i t é de 
27. 

2 71 Q 
temps. Chacun d ' e u x r e n f e r m e d o n c un v o l u m e — d e m a -

nière q u e L'aire o c c u p é e par l 'eau dans le profil t ransversa l de 

2 rrQ 
l'auget A p o u r v a l e u r . ' • L ' a r c DME sera d o n c d é t e r m i n é , 

0 1 OcoN 
puisque L'on c o n n a î t son c e n t r e et la surface D M E F I qu ' i l doi t 

intercepter d a n s le profil d o n n é de l ' auge t . 

Dans u n e c e r t a i n e pos i t ion F F ' E ' de l ' auget , LA sur face l i b r e , 

déterminée c o m m e il v i en t d ' ê t r e dit , r a se le b o r d e x t é r i e u r E ' ; 

cette pos i t ion p e u t ê t r e t r o u v é e par t â t o n n e m e n t . D è s q u e 

l'auget LA d é p a s s e , L'eau c o m m e n c e à se d é v e r s e r ; p o u r t o u t e 

position en d e s s o u s de ce l l e - l à , il est clair q u e LA sur face l ib re 

aura p o u r profil u n ce rc l e d é c r i t de A c o m m e c e n t r e et rasan t 

le bord e x t é r i e u r , ce qu i p e r m e t t r a de d é t e r m i n e r le v o l u m e 

d'eau res tan t e n c o r e dans l ' auge t . Q u a n d le c e r c l e d o n t il s 'agit 

passera e n t i è r e m e n t a u - d e s s o u s du profil de l ' auge t , le d é v e r 

sement sera fini. 

En p r a t i q u e , s'il s 'agit de r o u e s n e p o s s é d a n t q u ' u n e v i tesse 

angulaire m o d é r é e , sera u n e g rande d i s t a n c e , e t les ce rc l e s 
w 
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déc r i t s de À c o m m e c e n t r e , p o u r l i m i t e r la surface de l'eau 

dans les d ive r s a u g e t s , p o u r r o n t ê t r e c o n f o n d u s avec des hori

z o n t a l e s . E x e m p l e : la r o u e a 4 m è t r e s de d i a m è t r e et une 

v i t e s se de i m è t r e à la c i r c o n f é r e n c e : il en r é su l t e w = - i et 
2 

- 5 - = 3 g m , 24 ; le c e n t r e A se ra i t d o n c à 3g m è t r e s environ an
co 

d e s s u s de l ' axe . 

L o r s q u ' u n e r o u e en d e s s u s t o u r n e r a p i d e m e n t , la dis-

g 
t ance — p e u t ê t r e assez p e t i t e p o u r q u e la figure de la surface 

l i b r e p r é s e n t e u n e concav i t é n o t a b l e en d e s s o u s de l'horizon

t a l e ; a in s i , p l u s la v i t e s s e angu la i r e a u g m e n t e , mo ins un au-

ge t d a n s u n e p o s i t i o n d o n n é e p e u t c o n t e n i r d ' eau , ce qui se 

c o m p r e n d f ac i l emen t à priori, p u i s q u e la força centrifuge de

v i e n t de p l u s e n p l u s g r a n d e , e t q u e c e t t e force tend à projeter 

l ' eau en d e h o r s de l ' auge t . C'est là u n i n c o n v é n i e n t des roues 

r a p i d e s ; e l les p e r d e n t u n e p lu s g r a n d e q u a n t i t é d'eau par dé

v e r s e m e n t , e t pa r s u i t e d o n n e n t u n r e n d e m e n t mo ind re . 

L e s p e r l e s d e cha rge p r o d u i t e s par l ' i n t r o d u c t i o n de l'eau 

dans les a u g e t s , el par la v i t e s se de l ' eau q u a n d elle quitte la 

r o u e , a u g m e n t e n t aussi avec la v i t e s s e a n g u l a i r e . On se trou

vera i t d o n c c o n d u i t , p o u r é c o n o m i s e r a u t a n t q u e possible la 

force, m o t r i c e , à faire t o u r n e r la r o u e t r è s - l e n t e m e n t . Mais nous 

avons déjà vu , à p r o p o s d e r o u e s d e c ô t é , qu ' i l n e convient 

pas de ra len t i r u n e r o u e h y d r a u l i q u e o u t r e m e s u r e , sans quoi 

p o u r d é p e n s e r un v o l u m e d 'eau no t ab l e il faudrait établir l'ap

pare i l avec de t r è s - g r a n d e s d i m e n s i o n s . Une vitesse à la cir

c o n f é r e n c e de i m è t r e à i m , 5 o d o n n e de b o n s résu l ta t s . 

(c) Largeur de la roue ; profondeur des augets dans le sens 

du rayon. — On a dit c i - d e s s u s q u e dans u n e r o u e bien dispo

sée l 'eau sor t du bief d ' a m o n t en passan t sous une vanne 

l evée de o m , o 6 à o m , 10 au -des sus du seu i l , qu i lu i -même est 

à o m , 2 o ou o™,25 a u - d e s s o u s du n iveau de ce bief. Si nous 

a p p e l o n s 

Q la d é p e n s e par s e c o n d e ; 

b la l a rgeur c o m m u n e de la r o u e et de l 'orifice sous la vanne ; 
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x la l evée d e la v a n n e ; 

/f la h a u t e u r de l ' eau d ' a m o n t a u - d e s s u s du s e u i l ; 

v la v i t e s se de s o r t i e de l ' eau s o u s la v a n n e ; 

la v i tesse v sera d u e à peu p rès à la cha rge h — x, e t c o m m e 

on s ' a r range p o u r qu ' i l y ait peu de c o n t r a c t i o n , on p e u t p o s e r 

Q = o,ç)5bx \Jig(h — x), 

ce coefficient o , g 5 é tan t d e s t i n é à t en i r c o m p t e , par a p e r ç u , 

de la p e r t e de cha rge q u e l ' eau é p r o u v e t o u j o u r s dans un 

m o u v e m e n t q u e l c o n q u e , e t de la c o n t r a c t i o n qu i s u b s i s t e r a i t 

encore p a r t i e l l e m e n t . En faisant dans ce t t e r e l a t i on h —- o m , 20 , 

x = o m , 06, o n en l i r e = o m c , oo ,5 ; de m ê m e p o u r h = o m , i5, 

x = o m , 10, on t r o u v e r a i t ~ = o m c , i63; c ' e s t - à - d i r e q u ' a v e c la 

vanne d i sposée c o m m e il a é t é di t , on p o u r r a i t d é p e n s e r de g5 

à i63 l i t res par m è t r e de l a r g e u r d e r o u e . Il se ra i t facile de dé

penser m o i n s q u e g5 l i t r e s , en d i m i n u a n t u n p e u h et x; on 

dépensera i t au beso in p lus q u e 163 l i t res par le m o y e n i n v e r s e . 

Mais l ' e x p é r i e n c e fait c o n n a î t r e q u e , p o u r ê t r e dans les m e i l 

leures c o n d i t i o n s , la d é p e n s e par m è t r e de l a rgeu r n e do i t 

guère e x c é d e r 100 l i t r e s ; car a u t r e m e n t on p o u r r a i t se t r o u v e r 

conduit , soi t à faire les a u g e t s p r o f o n d s , soi t à faire t o u r n e r la 

roue r a p i d e m e n t , ce qui t e n d r a i t à a u g m e n t e r la v i t e s se de 

l'eau tant à son e n t r é e dans la r o u e q u ' à sa so r t i e , e t par su i t e 

à d i m i n u e r le r e n d e m e n t . 

Pour m o n t r e r la re la t ion qu i e x i s t e e n t r e la p r o f o n d e u r / ? d e s 

augets dans le s e n s d u rayon et la dépense - j^ pa r m è t r e d e 

largeur, c o n s e r v o n s les no t a t i ons déjà e m p l o y é e s dans le p r é 

sent a r t i c l e , c l n o m m o n s en o u t r e 

R le r ayon de la r o u e ; 

u sa v i l e s s e à la c i r c o n f é r e n c e ; 

„ 27T R , , , , , . 
L = 1 e c a r t e m e n t des a u g e t s , c l e u r é p a i s s e u r . 

Le v o l u m e d 'un auge t sera égal au p r o d u i t d e ses t ro is d i 

m e n s i o n s m o y e n n e s , savoir : sa l o n g u e u r b, sa h a u t e u r p, 
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sa l a r g e u r C ^1 — c ; ce v o l u m e a d o n c p o u r valeur 

pbC ^ — ^ - Or il se ra i t b o n , p o u r r e t a rde r le déverse

m e n t de l ' auget , qu ' i l n e fût p l e i n d ' e a u qu ' au t i e r s ; le volume 

de l'eau qu'il contient serait donc ^ pbC l^i—^—^J> et 

, . , • . 27 :0 
comme nous 1 avons deja exprime ci-dessus par —^-» on aurait 

so i t , a cause de C = ^ et w = ^> 

i / p c\ Q 

b 

C o m m e le facteur e n t r e p a r e n t h è s e s dans le s e c o n d e membre 

diffère p e u d e r , on p o u r r a i t p o s e r s i m p l e m e n t 

Q i 
-b = 3Pu-

Cette é q u a t i o n m o n t r e q u e l o r s q u e est g rand , il faut néces

s a i r e m e n t q u ' u n des fac teurs p ou u le soi t auss i . Par exemple , 

si l 'on a ^ = o , i o o l i t r e s et u = i m è t r e , on en conclurait 

£> = o m , 3 o . Il es t d é s i r a b l e q u e p n e dépasse pas beaucoup 

ce t t e va leur de o r a , 3 o . C e p e n d a n t il es t b i en e n t e n d u que si 

l 'on avai t b e a u c o u p d ' e a u à d é p e n s e r , il faudrait se résigner, 

soi t à r e c u l e r u n p e u c e t t e l i m i t e , so i t à avoir u n e r o u e p lus 

r a p i d e , soi t enfin à r e m p l i r l es a u g e t s p lus q u ' a u t i e r s . 

La d é p e n s e pa r m è t r e de l a r g e u r ayant é té fixée, d 'après ce 

q u i p r é c è d e , a u t a n t q u e p o s s i b l e a u - d e s s o u s de 100 litres par 

s e c o n d e , la l a r g e u r de la r o u e r é s u l t e n a t u r e l l e m e n t du volume 

d ' eau to ta l à d é b i t e r . Il e s t ra re q u ' o n é tabl i sse des r o u e s ayant 

u n e l a r g e u r s u p é r i e u r e à 5 m è t r e s . 

(d) T racé géométrique des augets. — L ' é c a r t e m e n t des au

gets es t u n p e u p lu s g rand q u e l e u r p r o f o n d e u r ; assez souvent 
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celle d e r n i è r e d imension, es t de o m , 25 à o m , 28, e t l ' au t re aux 

environs d e o m , 3 2 à o m , 3 5 . L e u r n o m b r e do i t ê t r e d iv is ib le 

par ce lu i d e s b r a s , p o u r la facilité des a s s e m b l a g e s , à m o i n s 

que la c o u r o n n e et l e s b r a s n e s o i e n t d ' u n e s e u l e p i è c e . 

Quant à l e u r profil , on e m p l o i e s o u v e n t , p o u r les r o u e s en 

bois, le t r a c é r e p r é s e n t é c i -dessous (Jig. 7 9 ) . A p r è s avo i r d iv i sé 

deux p r e m i è r e s . Les r a y o n s O A , O A ' , O A " , . . . , é t an t e n s u i t e 

menés par l e s po in t s d e d iv i s ion , o n j o ind ra A B ' , À ' B " . . . . 

et l 'on o b t i e n d r a les profi ls A B ' D ' , A ' B " D " , . . . , q u i , sauf 

l ' épa isseur , s e r o n t c e u x d e s a u g e t s . 

Des c o n s t r u c t e u r s hab i l e s p e n s e n t q u e , au l i eu d e s l ignes 

telles q u e AB ' , A ' B " , . . . , on p o u r r a i t e m p l o y e r les l ignes a B ' , 

a ' B " , . . . , qu i p r o d u i s e n t u n cer ta in r e c o u v r e m e n t m u t u e l des 

auge t s ; p a r e i l l e m e n t , aux l ignes BD, B ' D \ B " D " , . . . on a q u e l 

quefois s u b s t i t u é les d r o i t e s i n c l i n é e s Bel, B ' d ' , B" d", Ces 

deux modi f i ca t ions o n t p o u r b u t c o m m u n d ' a u g m e n t e r la p r o 

fondeur d e s a u g e t s dans le s e n s pa ra l l è l e à la c i r c o n f é r e n c e , 

et par s u i t e de r e t a r d e r le d é v e r s e m e n t . El les o n t p o u r i ncon

vénient d e c o m p l i q u e r u n p e u la c o n s t r u c t i o n ; d ' a i l l eu r s , il 

ne faudrait p a s exagére r le r e c o u v r e m e n t Aa, s ans q u o i le 

passage r e s t a n t l ibre e n t r e le p o i n t B et le c ô t é « B ' sera i t 

p e u t - ê t r e t r op d i m i n u é . Cet te d i s t ance m i n i m u m doi t excé 

der de q u e l q u e s c e n t i m è t r e s la l evée de la v a n n e , afin q u e 

l 'eau e n t r e b i e n ' d a n s la r o u e et ne soi t pas p ro j e t ée au 

deho r s . 

L o r s q u e les auge t s s o n t c o n s t r u i t s en tô le , on r e m p l a c e les 

F i e - 79-

0 

la c i r c o n f é r e n c e e x t é 

r i e u r e OA en pa r t i e s 

A A ' , A 'A" , . . . t o u t e s 

éga les à l ' é c a r t e m e n t C 

des a u g e t s , o n p r e n d 

AD=p, p r o f o n d e u r des 

a u g e t s dans le s e n s du 

r ayon , et l 'on d é c r i t la 

c i r c o n f é r e n c e O D ; on 

déc r i t e n c o r e u n e t ro i 

s i è m e c i r c o n f é r e n c e OB 

à égale d i s t a n c e d e s 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



47?- C H A P I T R E S E P T I È M E . 

profi ls b r i s é s , c i - d e s s u s d é f i n i s , pa r dos profi ls c o u r b e s qui 

s ' en é c a r t e n t p e u . 

L e s a u g e t s en bo i s on t g é n é r a l e m e n t d e i 5 à 3o mi l l imètres 

d ' é p a i s s e u r ; e n t ô l e , i ls n ' o n t q u e d e 2 à 4 m i l l i m è t r e s , ce qui 

a u g m e n t e un p e u l e u r c a p a c i t é , t o u t e s c h o s e s égales d'ail leurs. 

Us son t l i m i t é s l a t é r a l e m e n t p a r d e s c o u r o n n e s annulaires , 

q u ' o n re l ie à l ' a r b r e au m o y e n de b r a s d 'au tan t p lus nombreux 

q u e la r o u e es t p l u s h a u t e . I ls p r é s e n t e n t u n fond cont inu sur 

t o u t e la c i r c o n f é r e n c e D D ' D " . . . ; p o u r les r o u e s très-larges, 

ce fond doi t ê t r e s o u t e n u par d e s a p p u i s en un ou deux points 

p l acé s e n t r e les c o u r o n n e s e x t r ê m e s . On pour ra i t également 

e m p l o y e r d a n s ce cas u n e ou d e u x c o u r o n n e s in termédia i res . 

(e) Calcul de l'effet dynamique d'une chute qui fait mar

cher une roue à augets. — Les d e u x c i r c o n s t a n c e s principales 

q u i d o n n e n t l i eu aux p e r t e s de cha rge à r e t r a n c h e r de la chute 

a b s o l u e p o u r avo i r la c h u t e u t i l i s é e , s o n t la v i tesse relative à 

l ' e n t r é e d e l ' eau dans la r o u e et ce l l e q u ' e l l e possède à l'in

s tan t où el le t o m b e au n i v e a u du bief i n f é r i eu r . 

U n e éva lua t ion r i g o u r e u s e de la p r e m i è r e est p resque im

p o s s i b l e ; p e n d a n t le t e m p s q u e l ' auge t s e r empl i t , le point 

d ' e n t r é e d e s m o l é c u l e s q u i a r r i v e n t s u c c e s s i v e m e n t change 

d ' u n e m a n i è r e c o n t i n u e . L e s p r e m i è r e s r e n c o n t r e n t les parois 

s o l i d e s ; c e l l e s q u i v i e n n e n t a p r è s r e n c o n t r e n t l 'eau déjà en

t r é e , e t de là r é s u l t e u n p h é n o m è n e b i e n difficile à analyser. 

O n en s impl i f ie l ' é t u d e en a d m e t t a n t , c o m m e on l'a fait au 

n° 126 (d), q u e la h a u t e u r — ? d u e à la v i t e s s e relative w de 

l ' e au à son p o i n t d ' e n t r é e , r e p r é s e n t e la p e r t e de charge en 

q u e s t i o n . D ' a i l l e u r s , si l 'on a p p e l l e v la vi tesse absolue de 

l ' eau , « la v i t e s se d e la r o u e , 7 l ' angle de ces deux vitesses, 

c o m m e w es t le t r o i s i è m e cô t é du t r i ang l e fo rmé par v et u, 

on aura 
cv' — « 2 -+- i'7 — 2 u v e o s y . 

En réa l i t é , la r e n c o n t r e d e l ' e au avec la r o u e se fait en des 

p o i n t s q u i v a r i e n t s u r t o u t e la p r o f o n d e u r de l ' auget . Eu égard 

à ce q u e le r ayon de la r o u e es t g rand r e l a t i v e m e n t à l 'épais

s e u r de la c o u r o n n e d e s a u g e t s , cela n e change pas sens ib le-
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ment u; niais p o u r é v a l u e r v e t y, p e u t - ê t r e serait-il b i e n de 

supposer le p o i n t d ' e n t r é e , non sur la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e , 

mais vers le m i l i e u de la p ro fondeur des a u g e t s . 

Passons à la s e c o n d e p e r t e . SJit u n e m o l é c u l e de musse m 

quit tant la r o u e à u n e h a u t e u r z a u - d e s s u s du bief d 'aval . Cet te 

molécu le n ' ayan t dans l ' auge t qu 'un m o u v e m e n t relat if i n s e n 

sible, p o s s è d e , à l ' i ns tan t où elle sor t , la v i tesse u de la r o u e , 

e t à l ' ins tant où e l le ar r ive au niveau du bief i n fé r i eu r e l le pos

sède u n e v i t e s se v' éga le à ^ /« ! + 2 g ~ z . E n s u i t e e l le p e rd p r o 

g re s s ivemen t t o u t e sa v i t e s s e en c h e m i n a n t dans le bief infé

rieur, sans q u e son n i v e a u p i é z o m é t r i q u e change (car n o u s 

supposons la surface l i b re hor i zon ta le dans le b i e f ) ; e l le 

éprouve d o n c (n° 34) u n e p e r t e de c h a r g e éga le à 

i , , u -
U2 -f- 2gZ = h z. 

?. g a y. ¡2' 

Pour t ou t e s les m o l é c u l e s c o m p o s a n t le po ids P d é p e n s é 

dans u n e s e c o n d e , ce se ra u n e per te m o y e n n e e x p r i m é e par 

i v f n2 \ u2 i „ , ., 
-2.msr h z ou b ien e n c o r e par h - z m » z , a s o m m e 2 

P " \ a g - / 2g P " 

s 'é lendant à t o u t e s ces m o l é c u l e s . Ce sera la s e c o n d e h a u t e u r à 

re t rancher de la h a u t e u r a b s o l u e de la c h u t e ; e l le est c o m p o 

sée de d e u x t e r m e s d o n t n o u s conna i s sons i m m é d i a t e m e n t le 

p remier , et il r e s t e s e u l e m e n t à voi r c o m m e n t on ca l cu le ra i t 
le t e r m e p 2 mgz, q u i e x p r i m e l'effet spécial du d é v e r s e m e n t 

des a u g e t s . 

La q u a n t i t é p 2 mgz n ' e s t a u t r e chose q u e la h a u t e u r m o y e n n e 

compr i se e n t r e le p o i n t de sor t ie d ' u n e m o l é c u l e e t l e n i v e a u 

du bief d ' ava l ; c o m m e t o u s les auge t s s o n t dans des c i r c o n 

stances i d e n t i q u e s , il suffit é v i d e m m e n t de c h e r c h e r ce t t e 

moyenne p o u r les m o l é c u l e s c o n t e n u e s dans un auge t . A ce t 

effet, on d é t e r m i n e r a d ' abord , c o m m e il a é t é di t c i -dessus (6 ) , 

les pos i t ions de l ' auget p o u r l e sque l l e s le d é v e r s e m e n t c o m 

mence et finit, e t , p o u r u n certain n o m b r e de p o s i t i o n s inter

média i res , on cons ta te ra la quan t i t é d 'eau qu i r e s t e dans l 'au-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4̂ 4 CHAPITRE SEPTIÈME. 

et par s u i t e 

Jrd<i ^qy—J 9 d y . 

f ydq = q„c—( qdy; 
Jo Je' 

la m o j e n n e c h e r c h é e e s t d o n c 

i 

P 

Le calcul d e l ' i n t ég ra l e d é f i n i e ^ * qdy s 'effectuera par la mé

t h o d e de S i m p s o n , à défaut d ' ana lyse r i g o u r e u s e , pu i sque nous 

s o m m e s en m e s u r e de c o n n a î t r e la v a l e u r de q répondant à 

u n e v a l e u r d o n n é e d e y. Si l 'on voula i t se con ten te r d'une 

a p p r o x i m a t i o n p l u s ou m o i n s g r o s s i è r e , mais ordinairement 

suff isante , on p o u r r a i t , s o u s le s i g n e ^ i r e m p l a c e r la variable q 

par la m o v e n n e - a» d e ses v a l e u r s e x t r ê m e s ; on trouverait 
i 

a lors 

P 2 m g z — c — - [c — c') = -'c-\-c'). 

ge t . S o i e n t a lo r s 

q0 le v o l u m e de l 'eau c o n t e n u e dans un auge l quand le dé

v e r s e m e n t c o m m e n c e ; 

q la va l eu r va r iab le de ce v o l u m e d a n s u n e pos i t ion intermé

dia i re q u e l c o n q u e ; 

y la h a u t e u r c o r r e s p o n d a n t e du bord e x t é r i e u r de l'auget 

a u - d e s s u s du bief d ' ava l ; 

c et c' les va l eu r s de y au c o m m e n c e m e n t et à la fin du dé

v e r s e m e n t , c ' e s t - à -d i r e p o u r q = q, e t q = o. 

P e n d a n t u n d é p l a c e m e n t i n f i n imen t p e t i t de la r o u e , auquel 

r é p o n d l ' a b a i s s e m e n t — dy, il s ' é c o u l e u n v o l u m e infiniment 

p e t i t •— dq, qu i t o m b e d a n s le b ie f d 'aval , de la h a u t e u r / ; la 

i fi, 
h a u t e u r m o y e n n e d u d é v e r s e m e n t sera d o n c — I ydq.OrYm-

1" Jo 
t ég ra t ion par pa r t i e s d o n n e 
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Aux p e r t e s p r é c é d e m m e n t c a l c u l é e s il faudrai t e n c o r e en 

ajouter u n e p o u r a m e n e r l ' eau d u bief d ' a m o n t à la r o u e . Ains i 

que n o u s l ' avons déjà vu en é t u d i a n t d ' au t r e s r o u e s , e l le se ra 

très-faible si l 'on a d o p t e u n e b o n n e d i s p o s i t i o n ; a lo r s on p o u r -

rait l ' éva lue r a o, i 
2g 

(/) Données diverses. — L e s m o l é c u l e s l i q u i d e s p r e n a n t , 

pendan t l e u r c h u t e qu i su i t le d é v e r s e m e n t , u n e v i t e s s e s e n 

s ib lement ve r t i ca l e , il n 'y a g u è r e m o y e n d 'u t i l i s e r ce t t e v i 

tesse par u n e c o n t r e - p e n t e , et pa r c o n s é q u e n t le n i v e a u d'aval 

doit r ase r le p o i n t le p l u s bas d e la r o u e . P o u r l e s r o u e s qu i 

t o u r n e n t r a p i d e m e n t ^ p e u t - ê l r e se ra i t - i l a v a n t a g e u x de les e m 

boî ter dans u n c o u r s i e r q u i n e la i ssera i t é c h a p p e r l 'eau q u ' à 

la par t ie i n f é r i e u r e , et a v e c u n e v i t e s se à p e u p r è s h o r i z o n 

ta le ; on aura i t so in de m u n i r c h a q u e a u g e t d ' u n e s o u p a p e , 

placée ve r s le fond, e t s ' o u v r a n t d e d e h o r s en d e d a n s , p o u r 

p e r m e t t r e à l 'a ir d e r e n t r e r q u a n d l ' eau so r t i r a i t . A lo r s il s e 

rait pos s ib l e d ' a t t é n u e r b e a u c o u p la p e r t e de c h u t e p r o d u i t e 

par la v i t e s s e q u e l ' eau p o s s è d e e n q u i t t a n t la r o u e ; m a i s par 

contre on a u g m e n t e r a i t , d a n s u n e m e s u r e n o t a b l e , les frais de 

p r emie r é t a b l i s s e m e n t , e t p r o b a b l e m e n t auss i d ' e n t r e t i e n . 

Les r o u e s en d e s s u s c o n v i e n n e n t p a r f a i t e m e n t aux c h u t e s 

de 4 à 6 m è t r e s ; a u - d e s s o u s d e 3 m è t r e s , la r o u e d e cô té se ra i t 

p référable . D ' a i l l eu r s , c o m m e e l l es on t u n d i a m è t r e à p e u p r è s 

égal à la h a u t e u r d e c h u t e , l e u r e m p l o i d e v i e n d r a i t p o u r a ins i 

dire i m p o s s i b l e avec d e s c h u t e s t r è s - é l c v é e s . 

L ' e x p é r i e n c e m o n t r e q u ' a v e c u n e r o u e en d e s s u s b ien é t a 

blie et m a r c h a n t l e n t e m e n t , le r e n d e m e n t d e la c h u t e d ' eau 

peut a l ler j u s q u ' à o,8o e t m ê m e p l u s . Mais dans l e s r o u e s r a 

pides il t o m b e q u e l q u e f o i s à o,4o. 

§ III . — Des r o u e s h y d r a u l i q u e s à axe v e r t i c a l . 

129. anciennes roues à cuillers ou à cuve. — L e s p a l e t t e s 

des r o u e s à c u i l l e r s p r é s e n t e n t u n e f o r m e l é g è r e m e n t c o n c a v e 

dans le s e n s de l e u r l o n g u e u r e t d a n s c e l u i d e l e u r l a r g e u r , 

ce qu i jus t i f ie le n o m de cuiller q u ' o n l e u r a d o n n é . E l l e s 

sont d i s p o s é e s a u t o u r d ' u n a r b r e v e r t i c a l , e t r e ç o i v e n t à p e u 
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p r è s h o r i z o n t a l e m e n t le c h o c d ' u n e ve ine fluide qu i , sortie 

d ' un r é s e r v o i r s o u s u n e c h a r g e assez g r a n d e , es t a m e n é e tout 

p r è s d e la r o u e par u n canal en p l a n c h e s . P o u r ob ten i r une 

ac t ion p lu s i n t e n s e , on fait a r r i ve r l 'eau d a n s la concavi té des 

pa l e t t e s (n° 10G). 

A p p e l o n s 

v la v i t e s se a b s o l u e , s u p p o s é e h o r i z o n t a l e et pe rpend icu

la i re à la pa le t t e f r appée , d e la v e i n e qui ar r ive sur la 

r o u e ; 

oj la s ec t i on de ce t t e v e i n e ; 

u la v i t e s s e d e s p a l e t t e s au po in t où e l l es r e ç o i v e n t le choc; 

I I le po ids d u m è t r e c u b e d ' e a u . 9 

La v i t e s s e r e l a t ive de l 'eau e t d e s pa l e t t e s sera horizontale et 

égale à v— u; d o n c si l ' on a s s imi l e le p h é n o m è n e à celui du 

c h o c d ' u n e v e i n e fluide c o n t r e u n plan (n° 106) , la force exer

c é e s u r la r o u e sera II&) — — ; le t ravai l q u e ce t te force fait 
S 

s u r la r o u e dans l ' un i t é de t e m p s au ra p o u r va l eu r lit» " ' 

q u a n t i t é s e n s i b l e m e n t éga le à l 'effet d y n a m i q u e de la chute 

(n° 121) . Cet te e x p r e s s i o n var ie avec u, et p r e n d son maxi-

1 „ 4 c 3 

m u n i p o u r u =- -a v; c e m a x i m u m es t IIr<> — • — 7 ou , en remar-
3 2-j g 

8 i>J 

q u a n t q u e ITwc d o n n e le p o i d s P d é p e n s e par s e c o n d e , — P — • 
^ J " b 

c 2 

La h a u t e u r — n e p e u t ê t r e q u ' u n e fract ion de la chute H; 
2 S 

a ins i l'effet d y n a m i q u e se t r o u v e en d e s s o u s d e — P I I , et le 
2 7 

r e n d e m e n t a u - d e s s o u s de — ou o , 3 o e n v i r o n . Ce nombre ne 
2 7 

p e u t d 'a i l l eurs ê i r e c o n s i d é r é c o m m e par fa i t ement exact, car 

l ' imper fec t ion d e s t h é o r i e s r e l a t ives à la r é s i s t a n c e des fluides 

n o u s a c o n t r a i n t d ' é v a l u e r p l u s ou m o i n s g r o s s i è r e m e n t l'ac

t i o n r é c i p r o q u e d e l 'eau et d e la r o u e : tou te fo i s l 'expérience 

v i e n t c o n f i r m e r le r é s u l t a t d u c a l c u l , du m o i n s en ce sens, 

q u ' e l l e i n d i q u e , p o u r ce g e n r e de m o t e u r s , un r e n d e m e n t tou

j o u r s assez faible, va r iab le de o, 16 à o ,33 . 
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La r o u e à cuve n e d o n n e pas un r é s u l t a t b e a u c o u p m e i l l e u r . 

Une c u v e c y l i n d r i q u e ver t i ca le en m a ç o n n e r i e reço i t l 'eau d u 

bief d ' a m o n t par un canal d ' a m e n é e A ( Jig. 80 ), dont les c ô t é s 

F l- g o l a t é r a u x p r é s e n t e n t u n évase-

celui de la c u v e , c o n s i s t e en un ce r ta in n o m b r e d e pa l e t t e s 

r é g u l i è r e m e n t d i s t r i b u é e s a u t o u r d ' u n a r b r e ve r t i ca l . Les p a 

let tes, en c o u p e h o r i z o n t a l e , on t u n e fo rme l é g è r e m e n t c o u r b e 

et concave du cô té où e l les r e ç o i v e n t l ' ac t ion de l ' e a u ; c o u 

pées par u n cy l ind re c o n c e n t r i q u e à la c u v e , e l les d o n n e r a i e n t 

des l ignes i n c l i n é e s p l u s ou m o i n s a n a l o g u e s à d e s a rcs d ' h é 

lice. Le j e u de l ' appare i l se c o m p r e n d sans p e i n e : l 'eau a r r ive 

par le canal A avec u n e assez g r a n d e v i t e s s e , tend à c i r cu l e r 

tout a u t o u r de la c u v e , e t , r e n c o n t r a n t l es pa le t t e s su r son 

passage, les ob l ige à t o u r n e r a ins i q u e l ' a rb re qu i les p o r t e . 

En m ê m e t e m p s e l le obé i t à l ' ac t ion de la g rav i té , t r a v e r s e la 

roue par l ' e space l ibre e n t r e l e s pa le t t e s et t o m b e dans le 

bief d 'aval , qu i do i t ê t r e t r è s -peu a u - d e s s o u s . On voi t q u e 

l 'eau doi t é p r o u v e r u n e agi ta t ion c o n s i d é r a b l e en e n t r a n t 

dans la r o u e , e t de p lus q u ' e l l e agit t r op p e u de t e m p s s u r 

cel le-ci p o u r b ien p e r d r e sa v i t e s se r e l a t i ve . Aussi le r en 

demen t , q u e l q u e f o i s t rès - fa ib le e t vo i s in d e o, i 5 , n e dépasse 

jamais 0 , 4 0 . 

N o u s a l l o n s laisser d e cô té ces m a c h i n e s p r i m i t i v e s p o u r en 

é tudier d ' au t r e s b e a u c o u p p lu s p e r f e c t i o n n é e s . 

130. Des turbines. — Le p r i n c i p e des r o u e s à r é a c t i o n , tel 

qu 'on le m e n t i o n n e o r d i n a i r e m e n t dans les Tra i t é s de P h y s i q u e , 

est t r è s - a n c i e n n e m e n t c o n n u ; ma i s il para î t q u e c 'es t s e u l e 

men t ve r s le m i l i eu du s ièc le d e r n i e r q u ' o n a s o n g e a l 'u t i l i se r 

et à l ' app l ique r à la c o n s t r u c t i o n de r o u e s h y d r a u l i q u e s d ' u n e 

gnan t de la c u v e , c 'est-à-dire 

q u e ses cô t é s font un angle à 

p e u p r è s égal à 11 ou 1 2 d e g r é s . 

L 'un d ' eux est d'ail l eu r s t angen t 

à la c i r c o n f é r e n c e de la cuve . La 

r o u e , don t l 'axe co ïnc ide avec 

m e n t d e •= e n v i r o n en s 'é loi-
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{*) Histoire de VAcadémie de tleilin. 

c e r t a i n e p u i s s a n c e . S e g n e r , p r o f e s s e u r à G œ t t i n g u e , et plus 

lard E u l e r , en 1752, en firent l 'obje t de l e u r s r e c h e r c h e s . 

En 1754 (*), E u l e r c o m p o s a u n e a u t r e m a c h i n e , toujours 

f o n d é e su r le p r i n c i p e des r o u e s à r é a c t i o n , ma i s en différant 

par p l u s i e u r s d i s p o s i t i o n s i m p o r t a n t e s ; ce l t e m a c h i n e offre la 

r e s s e m b l a n c e la p l u s f rappante avec u n e r o u e fort en usage 

a u j o u r d ' h u i , a p p e l é e dans l ' i ndus t r i e turbine Fontaine, Au 

n o m de l ' hab i l e c o n s t r u c t e u r qu i en a é tab l i un très-grand 

n o m b r e d e p u i s q u e l q u e s a n n é e s , e n é t e n d a n t e t complétant 

d ' a i l l e u r s , dans le déta i l de l ' a p p l i c a t i o n , l ' idée première 

d ' E u l e r . Il n e s e m b l e pas q u e l ' on ait b e a u c o u p employé ce 

g e n r e d e r o u e j u s q u e v e r s 1824, é p o q u e où la ques t i on fut de 

n o u v e a u é t u d i é e par M. B u r d i n , i n g é n i e u r on chef des Mines, 

q u i cons t ru i s i t u n e m a c h i n e a n a l o g u e n o m m é e par lui turbine 

à réaction. Dans les a n n é e s s u i v a n t e s , M. F o u r n e y r o n , s 'inspi-

r a n t d e s i d é e s d e M. B u r d i n , é tabl i t d e s t u r b i n e s dans les

q u e l l e s il i n t r o d u i s i t d e s p e r f e c t i o n n e m e n t s t rès -notables . 

D e p u i s , les t u r b i n e s se s o n t r é p a n d u e s et m u l t i p l i é e s à profu

s ion ; d ive r s m é c a n i c i e n s en o n t c o n s t r u i t , de sor te qu'il en 

ex i s t e u n t r è s - g r a n d n o m b r e de m o d è l e s qu i diffèrent plus ou 

m o i n s les u n s d e s a u t r e s . 

Sans n o u s a t t a c h e r à s u i v r e p l u s c o m p l é l e m e n t l 'historique 

d e s t r a n s f o r m a t i o n s s u c c e s s i v e m e n t é p r o u v é e s par ce genre de 

r o u e s à axe v e r t i c a l , n o u s a l lons d ' abord déc r i r e sommaire

m e n t les t ro is t y p e s p r i n c i p a u x a u x q u e l s p e u v e n t se rattacher 

les t u r b i n e s a u j o u r d ' h u i en u s a g e ; p u i s n o u s en donnerons 

u n e t h é o r i e g é n é r a l e , e t enfin n o u s r e v i e n d r o n s sur quelques 

dé ta i l s a u x q u e l s s ' a t t ache u n i n t é r ê t p a r t i c u l i e r . 

1 3 1 . Turbine Fourneyron. — Cet te t u r b i n e est représentée , 

d a n s s e s o r g a n e s e s s e n t i e l s , par la Jig. 81 {voir la planche 

g r a v é e ). 

L ' e a u du bief d ' a m o n t A d e s c e n d d a n s le bief d'aval fi en 

su ivan t u n e cuve à s e c t i o n h o r i z o n t a l e c i r cu la i r e dont CD est 

l ' o u v e r t u r e s u p é r i e u r e . Cet te c u v e , pa r f a i t emen t fixe, repose 

s u r des a p p u i s en c h a r p e n t e ou en m a ç o n n e r i e ; elle se pro-
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longe par u n a u t r e cy l ind re c i r cu la i r e en fonte E G I F , m o b i l e 

ve r t i ca l emen t , q u ' o n p e u t aba i s se r p lu s ou m o i n s , a insi q u ' o n 

l ' expl iquera pa r la s u i t e . L e fond K K ' K " L " L ' L de la c u v e es t 

relié à u n c y l i n d r e c r e u x abcd q u e l 'on s o u t i e n t à sa pa r t i e 

s u p é r i e u r e ; ce c y l i n d r e , n o m m é luyau porle-fortd, es t e n 

outre d e s t i n é à p r é s e r v e r du c o n t a c t d e l 'eau l ' arbre ver t ica l ef, 

auquel u n m o u v e m e n t d e r o t a t i o n do i t ê t r e c o m m u n i q u é pai
la c h u t e . On c o m p r e n d an effet q u e si l ' eau arr ivai t j u s q u ' à 

l 'arbre, il se ra i t n é c e s s a i r e , p o u r év i t e r les fu i tes , d e faire p a s s e r 

celui-ci dans des g a r n i t u r e s h e r m é t i q u e s f o r t e m e n t s e r r é e s , ce 

qui o c c a s i o n n e r a i t des f r o t t e m e n t s , i n d é p e n d a m m e n t de c e u x 

qui na î t r a i en t du con tac t m ê m e du f lu ide . L ' a r b r e a ins i q u e 

le tuyau por te - fond son t d ' a i l l eu r s c o n c e n t r i q u e s avec la c u v e . 

En t r e le bas GI de la v a n n e c y l i n d r i q u e E G I F et le p l a t eau 

annulaire K L , il r e s t e t o u t a u t o u r du p é r i m è t r e du fond u n e 

ouver tu re G K , I L , par l a q u e l l e p e u t s ' é c o u l e r l ' eau . Mais 

comme il es t i m p o r t a n t , a ins i q u ' o n l e v e r r a , q u e les filets n e 

s 'écoulent pas dans u n e d i r e c t i o n q u e l c o n q u e , on les g u i d e à 

leur sor t ie par u n ce r t a in n o m b r e de c lo i sons c y l i n d r i q u e s à 

généra t r ices v e r t i c a l e s , q u e s o u t i e n t le p l a t eau KL et d o n t la 

coupe h o r i z o n t a l e déf ini t su f f i s ammen t la d i s p o s i t i o n ; p a r m i 

ces c lo i sons d i r e c t r i c e s , les u n e s , t e l l e s q u e gh, von t r e jo ind re 

les parois K ' K " , L ' L " ; les a u t r e s , t e l l e s q u e ik, s o n t p l u s 

courtes , afin d ' év i t e r un t r o p grand r a p p r o c h e m e n t de ces c l o i 

sons ve r s l e u r s e x t r é m i t é s v o i s i n e s de l ' axe . 

En r ega rd de l ' o u v e r t u r e GK, I L , se t r o u v e la t u r b i n e p r o 

prement d i t e , c o m p r i s e e n t r e deux p l a t e a u x a n n u l a i r e s SIIMN, 

LTPQ; ces p l a t e a u x s o n t r e l i é s e n t r e e u x par l es a u b e s de la 

turbine , q u i son t des c y l i n d r e s à g é n é r a t r i c e s v e r t i c a l e s , d o n 

nant en c o u p e h o r i z o n t a l e u n e s é r i e de c o u r b e s , t e l l e s q u e Im, 

pq,. . . ; le p la teau i n f é r i e u r est d e p l u s r e l i é à l ' a rb re par u n e 

surface de r é v o l u t i o n T a S P , ca lée s u r c e l u i - c i , d e m a n i è r e à 

former u n t o u t pa r f a i t emen t so l ida i r e . L ' a r b r e r e p o s e s u r un 

pivot i n f é r i e u r ; u n levier y§, m û par u n e t ige ôe qu i se t e r m i n e 

en un p o i n t f ac i l ement a c c e s s i b l e , p e r m e t de s o u l e v e r t an t 

soit p e u c e t a p p u i , l o r s q u e l ' u su re d e s sur faces f ro t tan tes a 

produit u n e l é g è r e d e s c e n t e de l ' a r b r e . 

Pour c o m p r e n d r e c o m m e n t l ' act ion de l ' eau Ya m e t t r e la 
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m a c h i n e en m o u v e m e n t , s u p p o s o n s d ' abord q u e l 'arbre soit 

r e n d u fixe : a lors les filets l i q u i d e s , s o r t a n t de la cuve par les 

c lo i sons d i r e c t r i c e s , v i e n d r o n t f rapper la concav i t é des aubes ; 

i ls e x e r c e r o n t d o n c u n e p r e s s i o n p lu s for te su r la par t ie con

cave q u e su r la pa r t i e c o n v e x e d 'un cana l , tel q u e Impq, formé 

d e d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s , d ' abord à c a u s e du choc , et aussi 

à c a u s e de la c o u r b u r e qu ' i l s s o n t ob l igés de p r e n d r e . Il résul

te ra i t de là u n e sé r ie d ' ac t i ons don t les m o m e n t s , re la t ivement à 

l ' axe , t e n d r a i e n t t o u s à faire t o u r n e r le s y s t è m e des aubes dans 

le s e n s d e la f lèche m a r q u é e su r la c o u p e ho r i zon ta l e ; donc il 

se p rodu i r a e f f ec t ivemen t u n e ro ta t ion dans le sens dont nous 

p a r l o n s , si l 'on r e n d à l ' a rb re la l i b e r t é de t o u r n e r , m ê m e en 

lui o p p o s a n t u n e r é s i s t a n c e don t le m o m e n t serai t inférieur 

au m o m e n t to ta l d e s a c t i o n s m o t r i c e s . 

Afin de d i m i n u e r a u t a n t q u e p o s s i b l e la pe r t e de charge 

é p r o u v é e par les m o l é c u l e s d ' eau p e n d a n t l e u r trajet du bief 

d ' a m o n t j u s q u ' à la r o u e , on a so in : i" d e d o n n e r à l 'ouver

t u r e CD u n d i a m è t r e assez g rand e t d 'en a r r o n d i r les bords; 

2 0 de m u n i r la v a n n e c y l i n d r i q u e d ' a p p e n d i c e s en bois GG', II', 

p l a c é s à la pa r t i e i n f é r i e u r e et a r r o n d i s su r l e u r s bords , comme 

le r e p r é s e n t e la figure. On évi te ainsi dans u n e m e s u r e suffi

s a n t e les r e m o u s e t t o u r b i l l o n s c a u s é s par les changements 

b r u s q u e s de la d i r ec t i on des filets l i q u i d e s . La garniture de 

b o i s n ' e s t pas d ' a i l l eu r s c o n t i n u e ; e l le se c o m p o s e d 'une sé

r i e d e m a d r i e r s o c c u p a n t c h a c u n l ' e space l ibre en t re deux 

c lo i sons d i r e c t r i c e s c o n s é c u t i v e s , d e m a n i è r e q u e la vanne 

p u i s s e s 'abaisser sans obs t ac l e j u s q u ' a u fond K K ' L ' L . 

N o u s v e r r o n s , en n o u s o c c u p a n t de la t h é o r i e générale des 

t u r b i n e s , c o m m e n t on r e m p l i t les a u t r e s cond i t i ons essen

t i e l l e s d 'un bon m o t e u r h y d r a u l i q u e . 

132. Turbine fontaine. — La Jig. 82 (voir la p lanche gravée) 

r e p r é s e n t e u n e c o u p e g é n é r a l e de ce t t e m a c h i n e par un plan 

ver t i ca l . Un p ieu ou s u p p o r t m é t a l l i q u e ver t ica l AB est fixé 

auss i b i en q u e p o s s i b l e dans la m a ç o n n e r i e formant le fond 

du bief i n f é r i e u r ; il s o u t i e n t à la pa r t i e s u p é r i e u r e A un arbre 

c r e u x en fonte GDEF q u i l ' e n t o u r e ; cet a r b r e est prolongé 

a u - d e s s u s par un a r b r e p l e in , su r l eque l son t les transmis-
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sions de m o u v e m e n t . Une v is , avec u n é c r o u C, p e r m e t de 

régler la pos i t i on«de l ' a rb re dans le s e n s ve r t i ca l . A p e u p r è s 

au n iveau d e s e a u x d'aval ( o u , si l 'on v e u t , a u - d e s s o u s ) se 

t rouve la t u r b i n e H I K L M N O P , r e l i é e i n v a r i a b l e m e n t au bas de 

l 'arbre c r e u x ; e l le es t c o m p r i s e e n t r e d e u x sur faces de r é v o 

lution a u t o u r d e l 'axe v e r t i c a l du s y s t è m e , l e s q u e l l e s on t H K 

et IL p o u r l i gnes m é r i d i e n n e s ; d a n s l ' e space i n t e r m é d i a i r e on 

place les a u b e s , q u i r e ç o i v e n t l ' ac t ion de l ' e a u , e t e n m ê m e 

temps r e n d e n t l e s d e u x s u r f a c e s so l i da i r e s . L ' eau a r r ive du 

bief s u p é r i e u r a su r les a u b e s de la t u r b i n e en s ' é c o u l a n t par 

une s é r i e d e c a n a u x d i s t r i b u t e u r s , don t les q u a d r i l a t è r e s 

QRHI, STMN r e p r é s e n t e n t la c o u p e . Ces c a n a u x s o n t r épa r t i s 

d 'une m a n i è r e c o n t i n u e s u r u n e s p a c e a n n u l a i r e , i m m é d i a t e 

men t a u - d e s s u s des a u b e s ; i ls s o n t l i m i t é s l a t é r a l e m e n t par 

les surfaces Q I I T N , R I S M ; l ' in te rva l le e n t r e ces su r faces r e s t e 

d 'ai l leurs l i b r e , sauf le v o l u m e o c c u p é par l es c l o i s o n s d i r e c 

tr ices , qu i l e ' s u b d i v i s e n t e n un ce r t a in n o m b r e de canaux in

cl inés, dans l e s q u e l s l e s filets l i q u i d e s se m e u v e n t avec u n e 

figure e t u n e d i r e c t i o n d é t e r m i n é e s . 

Afin de d o n n e r u n e i dée n e t t e d e la fo rme d e s c lo i sons d i 

rec t r ices et des a u b e s , i m a g i n o n s q u ' o n fasse u n e c o u p e pa r u n 

cyl indre ou u n c ô n e c o n c e n t r i q u e avec l ' axe du s y s t è m e , p a s 

sant par le m i l i e u des in t e rva l l e s QR, I I I , K L , e t q u ' o n d é v e 

loppe ce t t e c o u p e s u r u n p l a n . La c o u p e d é v e l o p p é e des cloi

sons d i r e c t r i c e s d o n n e r a u n e s é r i e de c o u r b e s t e l l e s q u e cd, 

ef,comprises dans u n e b a n d e d r o i t e ou c i r c u l a i r e ; de 

m ê m e , p o u r les a u b e s d e la t u r b i n e , on ob t i end ra les c o u r b e s 

dg> fh, • • • j é g a l e m e n t c o m p r i s e s d a n s u n e a u t r e b a n d e . Ces 

courbes ayant é t é t r a c é e s c o n f o r m é m e n t à des r èg l e s d o n t on 

s 'occupera p l u s l o i n , r e c o n s t i t u o n s par la p e n s é e le cy l ind re 

ou c ô n e qu i avait é t é d é v e l o p p é , e t c o n c e v o n s d e s sur faces 

gauches e n g e n d r é e s par u n e d r o i t e h o r i z o n t a l e qu i s ' a p p u i e 

rait c o n s t a m m e n t su r l 'axe e t s u c c e s s i v e m e n t p o u r c h a c u n e d e s 

cou rbes en q u e s t i o n ; n o u s a u r o n s a ins i défini l e s su r faces des 

c loisons e t a u b e s . 

Nous p e n s o n s qu ' i l es t i n u t i l e d e d é c r i r e les d i s p o s i t i o n s par 

suite d e s q u e l l e s l 'eau du bief d ' a m o n t n e t r o u v e , p o u r s ' é 

coule r dans le bief d 'aval , d ' a u t r e i s sue q u e les canaux fo rmés 
I I . 2 e É D 1 T . 3 I 
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la Jig. 8 3 , c o u p e ver t i ca le de l ' appare i l . Les c lo isons direc-

pa r les c lo i sons d i r e c t r i c e s ; à ce t égard , la f igure paraî t donner 

d e s i nd i ca t i ons su f f i s ammen t c l a i r e s . 

On se r end ra i t c o m p t e , c o m m e dans le cas de la turbine 

F o u r n e y r o n (n° 131 ), du s e n s dans l e q u e l t o u r n e r a i t la machine 

pa r s u i t e de l ' ac t ion d e l ' e au ; ce s e n s est ce lu i de la flèche 

t r a c é e a u - d e s s o u s du d é v e l o p p e m e n t des a u b e s . 

133 . Turbine Kœcldin. — La t u r b i n e K œ c k l i n , d o n t la dispo

s i t ion d ' e n s e m b l e a é t é p r i m i t i v e m e n t i m a g i n é e par un méca

n i c i e n n o m m é J o n v a l , n e s e d i s t i n g u e pas e s sen t i e l l emen t de 

la t u r b i n e F o n t a i n e q u a n t à l ' a r r a n g e m e n t des a u b e s et des 

c l o i s o n s d i r e c t r i c e s , ni q u a n t au m o d e d ' ac t i on de l 'eau. La dif

f é r e n c e la p l u s r e m a r q u a b l e c o n s i s t e en ce q u e la tu rb ine est 

a u - d e s s u s du n i v e a u du b ie f d ' a v a l , c o m m e le représente 

Fit;. 8 3 . 
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t r ices , é t ab l i e s d a n s u n e space a n n u l a i r e d o n t l e s t r a p è z e s 

QIUII, STMN i n d i q u e n t la c o u p e , s o n t r e l i é e s à u n e e s p è c e de 

tour teau en fonte q u i e m b r a s s e l ' a rb re AB, sans c e p e n d a n t faire 

corps avec l u i , n i le p r e s s e r f o r t e m e n t : e l l e s f o r m e n t u n e s u i t e 

de canaux i n c l i n é s , par l e s q u e l s l 'eau du bief d ' a m o n t s ' é c o u l e 

et arr ive s u r l es a u b e s d e la t u r b i n e , p l acée s i m m é d i a t e m e n t 

au-dessous , c o m m e d a n s la t u r b i n e F o n t a i n e . Ces a u b e s font 

corps avec u n a u t r e t o u r t e a u ca lé s u r l ' a r b r e ; e l l e s o c c u p e n t 

l 'espace a n n u l a i r e H I K L , M N O P . 

Les c a n a u x i n c l i n é s c o m p r i s e n t r e d e u x a u b e s ou c l o i s o n s 

consécu t ives s o n t l i m i t é s e x t é r i e u r e m e n t par u n e c u v e fixe en 

fonte p o s é e s u r l es b o r d s d ' un p u i t s e n m a ç o n n e r i e ; c ' e s t u n e 

surface de r é v o l u t i o n a u t o u r de l ' axe AB, ayant Q H K I ) p o u r 

profil m é r i d i e n . A u bas d e c e t t e c u v e se t r o u v e n t u n c e r t a i n 

nombre d e b ras q u i s o u t i e n n e n t u n s i è g e cen t r a l s u r l e q u e l 

on place le p i v o t d e l ' a r b r e t o u r n a n t . 

L'eau so r t i e de la t u r b i n e , pa r les or i f ices K L , O P , s ' é c o u l e 

jusqu 'au bief i n f é r i e u r e n d e s c e n d a n t par le p u i t s en m a ç o n 

nerie, e t p a s s a n t e n s u i t e d a n s u n e o u v e r t u r e q u ' o n p e u t r é 

trécir o u a u b e s o i n f e r m e r à v o l o n t é , par lo m o y e n d ' u n e 

vanne V . Au m o m e n t d e la m i s e en t r a in , on p e r m e t d ' a b o r d 

à l 'eau du b ie f d ' a m o n t d ' a r r ive r à la t u r h i n e , en ayan t s o i n 

de fe rmer la v a n n e V, p o u r q u e le p u i t s se r e m p l i s s e d ' e a u ; 

on ouvre e n s u i t e c e t t e v a n n e p r o g r e s s i v e m e n t e t l e n t e m e n t , 

de m a n i è r e à ce q u e l ' é c o u l e m e n t s ' é t ab l i s se d e p u i s la s o r t i e 

de, la t u r b i n e j u s q u ' a u bief d 'aval , s a n s q u e l ' eau du p u i t s 

cesse d e f o r m e r u n e c o l o n n e l i q u i d e c o n t i n u e , a n i m é e 

d'une faible v i t e s s e . M o y e n n a n t ces p r é c a u t i o n s la h a u t e u r 

comprise e n t r e le p lan h o r i z o n t a l K L O P et le n i v e a u d'aval 

ne doit pas ê t r e c o m p t é e c o m m e u n e p e r t e d e c h u t e , car 

elle c o r r e s p o n d à u n e d i m i n u t i o n d e p r e s s i o n s u r l ' eau q u i 

sort de la t u r b i n e , et l 'on v e r r a , par la t h é o r i e g é n é r a l e q u e 

nous a l lons b i e n t ô t e x p o s e r , q u e cela fait u n e c o m p e n s a t i o n 

exacte. 

La s i tua t ion d e la t u r b i n e a u - d e s s u s du bief d 'aval p e r m e t 

i rès-a isément ( e t c ' es t là s o n p r inc ipa l avan tage ) d e la m e t t r e 

à sec ; il suffit p o u r cela d e l a i s se r o u v e r t e la v a n n e d u canal 

de fui te , e t d ' e m p ê c h e r l ' eau d ' a r r i ve r j u s q u ' a u x or i f ices d e s 

3 i . 
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c a n a u x d i s t r i b u t e u r s Q R H I , STMN. On p e u t alors visi ter la 

m a c h i n e et faire les r é p a r a t i o n s j u g é e s n é c e s s a i r e s . 

134 . Théorie des trois turbines précédentes. — Une théorie 

c o m p l è t e d e s t u r b i n e s q u e n o u s v e n o n s d e déc r i r e sommaire

m e n t , devra i t d ' abord r e n f e r m e r la s o l u t i o n de la ques t ion gé

n é r a l e s u i v a n t e : E t a n t d o n n é e s t o u t e s les d i m e n s i o n s d'une 

t u r b i n e , sa s i t ua t i on r e l a t i v e m e n t aux biefs d ' a m o n t et d'aval, 

e t enfin sa v i t e s se a n g u l a i r e , d é t e r m i n e r le v o l u m e d'eau 

q u ' e l l e d é p e n s e e t l 'effet d y n a m i q u e de la c h u t e . On cher

che ra i t e n s u i t e l e s c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r q u e le ren

d e m e n t fût un m a x i m u m , avec u n e c h u t e e t u n e dépense 

d o n n é e s . 

Mais n o u s n e t r a i t e r o n s p o i n t la q u e s t i o n e n t e r m e s aussi gé

n é r a u x . Afin de s impl i f ie r la r e c h e r c h e t h é o r i q u e dont nous 

a v o n s à n o u s o c c u p e r , n o u s a d m e t t r o n s dès à p résen t que 

t o u t e s les d i m e n s i o n s o n t é t é c h o i s i e s e t les dispositions 

p r i s e s , p o u r q u e la t u r b i n e r e m p l i s s e le m i e u x possible les 

c o n d i t i o n s d 'un b o n m o t e u r h y d r a u l i q u e . A ins i , d e p u i s le bief 

d ' a m o n t j u s q u ' à la s o r t i e d e s c l o i s o n s d i r e c t r i c e s , on aura eu 

so in d ' év i t e r l es c o n t r a c t i o n s et l es c h a n g e m e n t s b rusques de 

d i r e c t i o n d e s filets, on au ra pol i e t a r r o n d i les surfaces en con

tact avec l 'eau qu i s ' é c o u l e , afin q u e dans c e t t e p r e m i è r e par

t ie de son t ra jet e l le n ' é p r o u v e a u c u n e p e r t e de charge sen

s i b l e . A s o n p o i n t d ' e n t r é e d a n s la t u r b i n e , el le possède une 

c e r t a i n e v i t e s s e r e l a t i v e ; on s ' a r r ange ra p o u r q u e cet te vitesse 

soi t d i r i g é e t a n g e n t i e l l e m e n t a u p r e m i e r é l é m e n t des aubes, 

afin qu ' i l n 'y ait pas d e c h o c e t d ' ag i ta t ion t u m u l t u e u s e à la 

s u i t e . C'est u n e c o n d i t i o n qu ' i l es t p o s s i b l e d e remplir , en 

cho i s i s s an t c o n v e n a b l e m e n t la v i t e s s e de la r o u e , ainsi que les 

d i r e c t i o n s des a u b e s e t c lo i sons au p o i n t où e l l es v iennent se 

r e j o i n d r e . Enf in , c o m m e l ' eau sor t de la t u r b i n e dans toutes 

les d i r e c t i o n s a u t o u r d ' u n e c i r c o n f é r e n c e , e t qu ' i l n 'es l guère 

p o s s i b l e d ' év i t e r q u e la v i t e s s e a b s o l u e q u ' e l l e possède alors 

n e soi t c o n s o m m é e e n p u r e p e r t e p o u r p r o d u i r e des remous 

dans le bief in fé r i eu r , n o u s s u p p o s e r o n s q u ' o n a eu soin de 

r e n d r e c e l l e v i t e s se p e t i t e . T o u t ce t e n s e m b l e de circonstances 

s impli f iera c o n s i d é r a b l e m e n t n o s ca lcu l s , en n o u s permettant 
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{*) Ces d e u x d i s tances s o n t souvent égales d a n s les turbines Fonta ine et 

Kœeklin; mais e l l e s diffèrent f o c é m e n t l 'une de l 'autre dans la t u r b i n e F u u r -

neyron. Il conv ient en outre d'observer que , d a n s les turb i nes F o n t a i n e e t 

Kœcklin, les orifices par l e s q u e l s l 'eau sort des c lo i sons d irectr ices o u de la t u r 

bine ont u n e cer ta ine d i m e n s i o n p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à l 'axe de r o t a t i o n ; l e s 

langueurs r et r' do ivent , b i e n e n t e n d u , se rapporter a u x p o i n t s m o y e n s de ces 

orifices. Ains i , dans la Jlg. 83 par e x e m p l e , r serait la m o y e n n e entre UM et U i \ ; 

r' serait de m ê m e — . On fait d 'a i l leurs en sorte q u e M \ e t 0 1 ' so ient 
i 

petits re la t ivement à r et r', pour q u e la c o n s i d é r a t i o n u n i q u e du filet d'eau 

moyen n 'entra îne pas d'erreur sens ib le . 11 est c lair q u ' u n e c o n d i t i o n ana logue 

est imposée , dans la t u r b i n e F o u r n e y r o n , aux l o n g u e u r s R T , SLT {fîg. 8 i , p lan

che gravée) comparées avec la hauteur de chute H. 

d'y nég l ige r , sans e r r e u r t r o p s e n s i b l e , les d i v e r s e s pe r t e s de 

charge é p r o u v é e s par l ' eau j u s q u ' à son po in t d e sor t ie de la 

tu rb ine , p e r t e d o n t l ' e x p r e s s i o n a n a l y t i q u e , p l u s ou m o i n s 

compl iquée , su r cha rge ra i t n o s f o r m u l e s et les r e n d r a i t b e a u 

coup m o i n s m a n i a b l e s . S e u l e m e n t , il e s t b i e n e n t e n d u q u e 

nos résu l ta t s s e r o n t app l i cab le s e x c l u s i v e m e n t au cas où la ma

chine f o n c t i o n n e dans les c o n d i t i o n s du r e n d e m e n t m a x i m u m . 

Cela p o s é , a p p e l o n s 

v la v i t e s se a b s o l u e de l ' eau q u a n d e l le q u i t t e les c lo i sons 

d i r ec t r i c e s e t q u ' e l l e va e n t r e r dans la t u r b i n e ; 

w sa v i t e s se d ' e n t r a î n e m e n t e t w sa v i t e s se re la t ive , au m ê m e 

po in t , pa r r a p p o r t à la t u r b i n e pr i se p o u r s y s t è m e de c o m 

para ison ; 

v', u' e t w1 les t ro is v i t e s ses a n a l o g u e s p o u r le po in t où l 'eau 

qu i t t e l e s a u b e s de la t u r b i n e ; 

p et p' les p r e s s i o n s c o r r e s p o n d a n t e s en ces d e u x p o i n t s ; 

pa la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e ; 

r et r' l es d i s t a n c e s d e s d e u x m ê m e s p o i n t s à l ' axe de r o 

ta t ion d u s y s t è m e (*); 

H la h a u t e u r d e la c h u t e , m e s u r é e e n t r e les n iveaux des 

biefs d ' a m o n t e t d 'aval , s u p p o s é s s e n s i b l e m e n t s t a g n a n t s ; 

h la h a u t e u r , pos i t ive ou néga t ive , du p o i n t d ' e n t r é e d e l ' eau 

à l ' i n t é r i e u r de la t u r b i n e , a u - d e s s o u s d u n i v e a u du bief 

d'aval ; 

h' la h a u t e u r d o n t l 'eau d e s c e n d p e n d a n t son m o u v e m e n t 
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à l ' i n t é r i e u r de la t u r b i n e , q n a n t i t é n u l l e quand on adopte 

l e s d i s p o s i t i o n s d e M. F o u r n e y r o n ; 

I I l e p o i d s d u m è t r e c u b e d ' e a u . 

M a i n t e n a n t , l ' e n s e m b l e d e s i n t e rva l l e s e n t r e deux cloisons 

d i r e c t r i c e s c o n s é c u t i v e s é t an t c o n s i d é r é c o m m e u n premier 

s y s t è m e de c a n a u x c o u r b e s , e t l ' e n s e m b l e des interval les entre 

d e u x a u b e s c o n s é c u t i v e s c o m m e u n s e c o n d s y s t è m e , on ap

p e l l e r a e n c o r e , 

P o u r le p r e m i e r s y s t è m e d e c e s c a n a u x : 

P l ' ang le aigu s o u s l e q u e l ils c o u p e n t le p lan des orifices qui 

l es t e r m i n e n t à la d i s t a n c e r d e l ' axe ; ce t angle ¡3 est aussi 

ce lu i s o u s l e q u e l la c i r c o n f é r e n c e inr es t coupée par les 

c lo i sons ; 

b la h a u t e u r o u l a r g e u r d e s orif ices d o n t on vient de parler, 

m e s u r é e p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à la c i r con fé r ence mr; 

P o u r le s e c o n d s y s t è m e : 

9 l ' ang le du p lan des orif ices d ' e n t r é e avec la direction des 

a u b e s , o u , ce q u i r e v i e n t au m ê m e , l 'angle de ces aubes 

a v e c la c i r c o n f é r e n c e znr, à l a q u e l l e on a t t r ibuera d'ail

l e u r s la d i r e c t i o n o p p o s é e à la v i t e s se u, la direction de 

l ' a u b e é t an t p r i s e d a n s le s e n s d u m o u v e m e n t relatif de 

l ' eau ; 

y l ' ang le a igu s o u s l e q u e l les c a n a u x c o u p e n t leurs orifices 

d e s o r t i e , o u b i e n e n c o r e l ' angle d e s a u b e s avec la circon

f é r e n c e a T i r ' su r l a q u e l l e s o n t d i s t r i b u é s lesdi ts orifices; 

b' la h a u t e u r ou l a r g e u r des orif ices de so r t i e , m e s u r é e per

p e n d i c u l a i r e m e n t à l ad i t e c i r c o n f é r e n c e i.~r'. 

Il s 'agit d ' é t ab l i r l e s r e l a t i ons qui e x i s t e n t en t r e toutes ces 

q u a n t i t é s , d a n s l ' h y p o t h è s e où les c o n d i t i o n s du maximum de 

r e n d e m e n t son t sa t i s fa i tes . P o u r cela n o u s a l lons d'abord suivre 

le m o u v e m e n t d ' u n e m o l é c u l e d ' e au su r sa t ra jectoire entre 

les d e u x b iefs , e t é c r i r e l e s é q u a t i o n s fou rn i e s par le théorème 

de B e r n o u l l i . 

E n t r e u n p o i n t d e d é p a r t p r i s d a n s le b ief d ' amon t , où il n'y 

a pas de v i t e s s e s e n s i b l e , et le p o i n t de sor t i e à l 'extrémité 

des c l o i s o n s d i r e c t r i c e s , il y a u n e cha rge expr imée par 
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II —t— /1 —f— ̂ " Ï Ï P ; la v i t e s s e é tan t v, on a d o n c , dans l ' h y p o t h è s e 

d 'une p e r t e de c h a r g e nég l igeab l e e n t r e l e s deux p o i n t s d o n t 

il s 'agit , 

n '•S H 

L'eau s e m e u t e n s u i t e le l ong d e s a u b e s d e la t u r b i n e 

avec u n e v i t e s s e r e l a t ive d ' abo rd éga le à w e t f i na l emen t 

à w' : d a n s c e t t e s e c o n d e p é r i o d e , si l 'on n o m m e u la v i t e s s e 

angula i re de la m a c h i n e , on sai t (n° 20) q u e , p o u r a p p l i q u e r 

le t h é o r è m e de B e r n o u l l i au m o u v e m e n t relatif, il faut à la 

P — Pr 

charge r é e l l e h' -h r j o i n d r e u n gain de cha rge fictif 

u ' r " — u'r2 . u''—u' 

1 so i t ; en n é g l i g e a n t e n c o r e les p e r t e s d e 

charge , ce q u i e s t p e r m i s a p p r o x i m a t i v e m e n t q u a n d l ' e au e n t r e 

avec u n e v i t e s s e re la t ive t a n g e n t e a u x a u b e s , on devra d o n c 

poser 

(2) w'2 — w2 = 2g-î li' + -P p ^ -+- u1'1 — u2. 

L o r s q u e la t u r b i n e es t i m m e r g é e et h -hh' positif, le po in t d e 

sortie d e l ' eau se t r o u v e à u n e h a u t e u r li 4 - h' a u - d e s s o u s d u 

niveau de l 'aval ; c o m m e d ' a i l l e u r s , p o u r le m a x i m u m du r e n 

d e m e n t , il faut q u e l ' e au s o r t e a v e c u n e faible v i t e s s e a b s o l u e , 

on p e u t sans g r a n d e e r r e u r a d m e t t r e q u e la p r e s s i o n va r i e , 

dans l e b ief d 'aval , su ivan t la loi h y d r o s t a t i q u e , ce q u i d o n n e 

( 3 ) + 

Cette r e l a t i o n e s t e n c o r e vra ie dans la t u r b i n e Kceck l in , b i e n 

que h + h' d e v i e n n e négatif , p o u r v u q u e le p u i t s p l acé au-

dessous de la t u r b i n e et l 'orif ice par l e q u e l il c o m m u n i q u e a v e c 

l'aval a i e n t d ' a s sez g r a n d e s d i m e n s i o n s ; car a lors l ' eau y p r e n 

dra p e u d e v i t e s s e e t p o u r r a y ê t r e c o n s i d é r é e c o m m e en é q u i 

l i b r e ; la p r e s s i o n p' se ra i t a lo r s i n f é r i e u r e à pa d ' u n e q u a n t i t é 

r e p r é s e n t é e par la h a u t e u r —(h + h'), p o m m e l ' e x p r i m e 
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l ' é q u a t i o n (3 ) c i - de s sus . On p o u r r a i t é g a l e m e n t la conserver , si 

le p lan i n f é r i eu r de la t u r b i n e , c o n s t r u i t e su ivan t l 'un des deux 

p r e m i e r s s y s t è m e s , affleurait le n i v e a u du bief d'aval : on aurait 

e n effet 

p„=p' et h + h'—o, 

l es h a u t e u r s h, h' é t a n t éga les e t de s ignes con t ra i r e s , ou bien 

n u l l e s t o u t e s d e u x , s u i v a n t qu ' i l s 'agirai t d ' u n e t u r b i n e Fon

ta ine o u d ' u n e t u r b i n e F o u r n e y r o n . 

L ' i n c o m p r e s s i b i l i t é d e l ' eau n o u s fourni ra la qua t r i ème équa

t i o n , e x p r i m a n t q u e le v o l u m e d ' eau é c o u l é en t r e les cloisons 

d i r e c t r i c e s es t égal à c e l u i qu i so r t d e la t u r b i n e . Les orifices 

d i s t r i b u t e u r s , l a i s sés l i b re s e n t r e les c l o i s o n s , occupen t un 

d é v e l o p p e m e n t to ta l I N R ( sauf la faible é p a i s s e u r des cloisons) 

e t u n e l a r g e u r b, d ' o ù r é s u l t e u n e surface fr.br; c o m m e ils 

s o n t c o u p é s par les filets l i q u i d e s a n i m é s de la vi tesse v, sous 

l ' ang le |3, on a p o u r p r e m i è r e e x p r e s s i o n du v o l u m e Q débité 

d a n s l ' u n i t é d e t e m p s 

Q = 2 7T6rs in[3 . f . 

D e m ê m e , les or i f ices d e so r t i e à l ' e x t r é m i t é des aubes ont 

u n d é v e l o p p e m e n t to ta l 271 r', u n e l a rgeu r b', u n e surface 

2 7 i b'r', e t ils s o n t c o u p é s par l e s filets avec u n e vi tesse rela

t ive w', s o u s l ' ang le y ; d o n c 

Q = 2 7rô' r' s'my.w'. 

P l u s e x a c t e m e n t , à c a u s e d e l ' é p a i s s e u r des a u b e s ou cloi

s o n s , ces d e u x e x p r e s s i o n s d e Q d e v r a i e n t s u b i r une légère 

r é d u c t i o n r e l a t ive d e ou m a i s en t o u s cas la réduction 
20 00 

é t an t à p e u p r è s la m ê m e p o u r les d e u x , on aura par l'égalité 

d e s v a l e u r s de — 1 

(4) brvsinj3 = b'r'w' s i n y . 

L e s t ro i s r e l a t i o n s s u i v a n t e s s o n t en q u e l q u e so r t e géomé

t r i q u e s . 
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R e p r é s e n t o n s - n o u s [fig- 84 ) u n e a u b e BC et u n e c lo i son 

d i rec t r ice A B ; u n e m o l é c u l e l i q u i d e ayant su iv i la t ra jec

t o i r e AB a r r ive en B avec 

u n e v i t e s se a b s o l u e v, e t 

u n e v i t e s s e w r e l a t i v e m e n t 

à la t u r b i n e q u i p o s s è d e 

e l l e - m ê m e , au p o i n t B, la 

v i t e s s e M . Ce t te d e r n i è r e 

w - r r - ^ M " j " ' TJ ' r o t a t i o n . é t an t la v i t e s se d i te d ' e n -
v t r a î n e m e n t , on sai t q u e v 

est la d i agona le d u p a r a l l é l o g r a m m e c o n s t r u i t s u r M e t w ; e t 

c o m m e l ' angle de v avec u es t p r é c i s é m e n t (3, le t r i ang le BUV 

donne ra 

ÏÏV^BiT + B V 2 ^ 2 B Û . B V c o s ( 3 , 

c ' es t -à -d i re 

( 5 ) w'=u' + v'—2wcosp. 

De m ê m e la m o l é c u l e l i q u i d e , a p r è s avo i r p a r c o u r u r e l a t i v e 

m e n t à la t u r b i n e la t r a j ec to i r e BC, a r r ive en C a v e c la v i t e s se 

re la t ive w', q u i , c o m p o s é e avec la v i t e s se d ' e n t r a î n e m e n t u', 

d o n n e la v i t e s s e a b s o l u e v' ; d o n c , l ' angle y é t a n t s u p p l é m e n t 

de ce lu i fait par u' et w', o n aura 

(G) v" = u'' -+- w'1—2a'w'cosy. 

D 'un a u t r e c ô t é , l es v i t e s ses u et u' a p p a r t i e n n e n t à d e u x p o i n t s 

d e l à t u r b i n e s i t u é s r e s p e c t i v e m e n t a u x d i s t a n c e s r e t r' de 

. u u' 
I axe de ro t a t i on : on a d o n c - — — > o u b i e n 

r r 

(rj) u' r = ur'. 

W n o u s r e s t e à e x p r i m e r d e u x c o n d i t i o n s n é c e s s a i r e s p o u r 

o b t e n i r le m e i l l e u r r e n d e m e n t . Il faut d ' a b o r d , au p o i n t B, 

q u e w so i t d i r igé t a n g e n t i e l l e m e n t aux a u b e s BC, sans quo i il 

y aura i t u n c h a n g e m e n t b r u s q u e de v i t e s se re la t ive , d 'où r é 

su l t e ra i t de l 'agi tat ion et u n e p e r t e de c h a r g e d o n t n o u s n ' a v o n s 

pas t e n u c o m p t e . Donc l ' angle d e w avec u es t s u p p l é m e n -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 g O C H A P I T R E S E P T I È M E . 

t a i re de 0, e t a lo r s le t r i ang l e BUV d o n n e 

B U _ s i n B V U _ s i n ( B U V - l - V B U ) 

B v ~ s i n B Ü V ~ s i n B U V ' 

ou b i e n e n c o r e 

tt_sin(0 + (3) 

v s i n ô 

Il faut e n c o r e q u e la v i t e s s e a b s o l u e v' p o s s é d é e par l 'eau à sa 

v" 
so r t i e d e la t u r b i n e so i t a s sez faible, p u i s q u e — e n t r e dans la 

p e r t e de c h u t e (n° 122) : on satisfait ici d ' u n e m a n i è r e suffi

s an t e à c e t t e c o n d i t i o n , en p r e n a n t l ' ang le y p e t i t e t posant 

( 9 ) u' — w1; 

car a lors le p a r a l l é l o g r a m m e C U ' V ' W se t r a n s f o r m e en un 

l o s a n g e t r è s - ap l a t i d ' un c ô t é e t t r è s - a i g u de l ' au t r e , et la diago

na l e j o i g n a n t l e s s o m m e t s o b t u s n 'a q u ' u n e faible l o n g u e u r ; 

a u t r e m e n t di t , l es v i t e s s e s « ' e t w' s o n t éga le s , et se rappro

c h e n t b e a u c o u p d ' ê t r e d i r e c t e m e n t o p p o s é e s , ce qu i r en d leur 

r é s u l t a n t e assez p e t i t e . 

N o u s a v o n s d o n c o b t e n u e n t o u t n e u f é q u a t i o n s e n t r e seize 

q u a n t i t é s va r i ab les d ' u n e t u r b i n e à l ' a u t r e , savoi r : 

s ix v i t e s s e s u, v, w, u', v', w' ; 

d e u x p r e s s i o n s p, p' ; 
r b 

d e u x r a p p o r t s —1 — ; 
r b 

t ro i s h a u t e u r s H , h, h'; 

t ro i s ang le s (3, y , 9. 

Ces é q u a t i o n s n o u s s e r v i r o n t à r é s o u d r e d e u x q u e s t i o n s d i s 

t i n c t e s q u e l ' on p e u t p o s e r a insi : i° é t an t d o n n é e s u n e tu rb ine 

e t t o u t e s ses d i m e n s i o n s ( c 'est-à-dire les h u i t q u a n t i t é s ¡3, y, 0, 

r b 

— > p - , I I , h, li'), i n d i q u e r les c o n d i t i o n s a u x q u e l l e s ces d imen

s ions d o i v e n t sat isfai re p o u r q u e la t u r b i n e p u i s s e fonc t ionner 

avec le m a x i m u m d e r e n d e m e n t , c ' e s t - à - d i r e p o u r q u e les 

n e u f é q u a t i o n s c i - d e s s u s p u i s s e n t avoi r l i e u ; et dans l 'hypo-
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(n+h-h h' + - ^ j - ^ ) " ' 2 — 2 « e c o s [ 3 , 

soit , en ayant égard à ( 3 ) e t ( g ) , 

(10) uvcosÇi = gU. 

La c o m b i n a i s o n des é q u a t i o n s (4) e t ( 9 ) d o n n e f ac i l emen t 

( u ) bt/rsm (3 = fi' u' r' s i ny ; 

faisant le p r o d u i t m e m b r e à m e m b r e d e s é q u a t i o n s ( 7 ) , (10] 

et (11), n o u s t r o u v e r o n s 

c ' . 6 r ' s i n j 3 cos(3 = g H . f i ' r ' 3 s i n y , 

d 'où r é s u l t e u n e des i n c o n n u e s 

fi'r'2 s iny 
<=gU 

fir2sin(3cos|3 

s'il' 
On a d ' a i l l eu r s , d ' ap rès (10), u1 = -f—— : d o n c 

f 2 cos 2 {3 

( l 3 II'= gïl yj—, 
^ 1 b fi'r" s i ny 

thèse o ù ces c o n d i t i o n s s e r a i e n t r e m p l i e s , i n d i q u e r la v i t e s se 

la p l u s c o n v e n a b l e de la t u r b i n e , a ins i q u e sa d é p e n s e d ' eau 

c o r r e s p o n d a n t e à ce t t e v i t e s se , son r e n d e m e n t et son effet 

d y n a m i q u e ; 2° é t an t d o n n é s le déb i t e t la h a u t e u r d ' u n e c h u t e , 

établir s o u s c e t t e c h u t e u n e t u r b i n e dans l e s m e i l l e u r e s con 

d i t ions . 

La p r e m i è r e q u e s t i o n c o m p o r t e h u i t i n c o n n u e s , qu i s o n t u, u, 

w, u', v', w', p, p'; l ' é l im ina t i on de ces i n c o n n u e s e n t r e les 

neuf é q u a t i o n s d o n n e r a d o n c u n e é q u a t i o n de c o n d i t i o n à 

r emp l i r par l es d i m e n s i o n s d e l ' appare i l , é q u a t i o n à l a q u e l l e 

il faudra e n j o i n d r e d e u x a u t r e s p o u r e x p r i m e r q u e les p r e s 

s ions p et p' s o n t e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i v e s . L e ca lcu l c i -après 

a p o u r ob je t de faire r e s s o r t i r c e s t ro i s c o n d i t i o n s et e n m ê m e 

t emps de d o n n e r la v a l e u r d e s i n c o n n u e s . 

A jou tons m e m b r e à m e m b r e l e s é q u a t i o n s (1), ( 2 ) et ( 5 ) ; il 

v iendra 
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e t en v e r t u de ( 7 ) 

( l 4 , u>, = g R ^ i l . 

P o u r avoir v', on fera d ' abo rd w' = i*' d a n s l ' équa t ion (6) , ce 

q u i d o n n e r a 

v'*= 2 « ' a ( i — c o s y ), 

et par s u i t e , au m o y e n d e la v a l e u r ( 1 4 ) d e u', 

( i 5 ) o " = a g H ft,s.^ ( i - c o s y ) . 

Conna i s san t M', on a par cela m ê m e w', e t si l 'on tenait à 

avoi r w, cela sera i t facile en s u b s t i t u a n t dans l ' équa t ion (5} les 

v a l e u r s d e v e t u. Ains i t o u t e s les v i t e s se s p e u v e n t maintenant 

ê t r e c o n s i d é r é e s c o m m e c o n n u e s ; on en d é d u i r a i t la vitesse 

angu la i r e oo avec l a q u e l l e doi t m a r c h e r la t u r b i n e , quand elle 

f o n c t i o n n e d a n s les c o n d i t i o n s du m a x i m u m d e r e n d e m e n t ; on 

aura i t en effet 
u u' 

co = - == — • 
r r 

L e d é b i t c o r r e s p o n d a n t Q a p o u r v a l e u r 2 T T / / « > ' / • ' s i n y , soit, 

en s u b s t i t u a n t au l i eu d e w' l ' e x p r e s s i o n (i4) d e son égale u', 

(16J Q = 2 7 T r' \/bb' y/g-H tang ¡3 sin y , 

f o r m u l e d o n t il faudrait p r o b a b l e m e n t affecter le second mem

b r e d ' u n fac teur p l u s pe t i t q u e 1, p o u r t e n i r c o m p t e de l 'espace 

o c c u p é par l es a u b e s , e t auss i p o u r c o m p e n s e r l ' inf luence des 

p e r t e s de c h a r g e n é g l i g é e s dans le c a l c u l . 

C h e r c h o n s m a i n t e n a n t l e s t ro is é q u a t i o n s de cond i t ion que 

d o i v e n t r e m p l i r l es d i m e n s i o n s d e la t u r b i n e . D 'abord en fai

sant le q u o t i e n t m e m b r e à m e m b r e d e s é q u a t i o n s ( i 3 ) et (12), 

et ex t r ayan t la r a c i n e c a r r é e du q u o t i e n t , n o u s t r o u v e r o n s 

u br's'm (3 

et à ca,use d e ( 8 ) 
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c'est la c o n d i t i o n o b t e n u e pa r l ' é l i m i n a t i o n d e s h u i t i n c o n n u e s 

entre les n e u f é q u a t i o n s . Res t e e n c o r e à e x p r i m e r q u ' o n a 

p^>a, p'^>o. Q u a n t à c e t t e d e r n i è r e c o n d i t i o n , on voi t 

d 'après ( 3 ) q u ' e l l e e s t sat isfai te d ' e l l e - m ê m e p o u r les t u r b i n e s 

F o u r n e y r o n et F o n t a i n e , en s u p p o s a n t q u ' e l l e s aff leurent le 

bief d 'aval ou q u ' e l l e s y son t n o y é e s , c o m m e n o u s l ' avons a d 

mis dans t o u s l e s p r é c é d e n t s c a l c u l s ; car a lo r s h -4- h' es t p o 

sitif e t l 'on a p'^>pa- D a n s la t u r b i n e Koeckl in , au c o n t r a i r e , 

le d e s s o u s d e la t u r b i n e s u r p a s s e e n réa l i t é le n iveau du bief 

P' 
d'aval, d ' u n e h a u t e u r p o s i t i v e e x p r i m é e par — ( h -h h'); j - a 

pour va l eu r ou i o m , 3 3 , m o i n s c e t t e h a u t e u r ; d o n c il faut 

a b s o l u m e n t q u ' o n ait 

— (h-h h')< i o m , 3 3 . 

Il est m ê m e n é c e s s a i r e d e c o n s e r v e r u n e d i f fé rence s e n s i b l e 

ent re les d e u x m e m b r e s de ce l t e i néga l i t é , car c e r t a i n e s p e r t e s 

de charge n é g l i g é e s dans n o i r e ca lcul d e v r a i e n t se r e t r a n -

, p' 

cher de la v a l e u r q u e n o u s a s s i g n o n s a J J ' e t , de p l u s , si la 

press ion p' d evena i t t r op faible, on sera i t e x p o s é à u n d é g a g e 

ment de l 'a ir p r i m i t i v e m e n t c o n t e n u dans l ' eau , p h é n o m è n e 

qui, en d é t r u i s a n t la c o n t i n u i t é d e la c o l o n n e l i q u i d e e n d e s 

sous de la t u r b i n e , d o n n e r a i t l i eu à u n e p e r t e de c h a r g e assez 

forte, s u r l a q u e l l e n o u s n ' a v o n s pas c o m p t é . P o u r év i t e r cet 

effet, p e u t - ê t r e conviendra i t - i l de p o s e r 

(18) - [h + A ' ) < 6 » ' . 

D'ai l leurs la p r e s s i o n p se d é d u i t de ( i ) , a p r è s y avoir m i s la 

valeur ( 1 2 ) au l ieu de v2, ce qu i d o n n e 

, . p T T , p* 1 T T r '=SÌn V 

1 9 ) ^ = H + 4 4 7 I I 7 . . „ ' „ • 
7 7 ' II H 2 ó r 2 s in ¡3 cos p 

Il faudrait , b i e n e n t e n d u , q u e le s e c o n d m e m b r e de ce l t e rela

tion fût p lu s grand q u e z é r o ; ma i s on p e u t lui fixer u n e l imi le 

plus é l e v é e . E n effet, si l ' on e x a m i n e la d i s p o s i t i o n des d ivers 

sys t èmes de t u r b i n e s , on vo i t qu ' i l y a t o u j o u r s c o m m u n i c a t i o n 
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i n d i r e c t e d e s or i f ices d i s t r i b u t e u r s s i t u é s à l ' e x t r é m i t é des 

c l o i s o n s d i r e c t r i c e s , soi t avec l e b ief d 'aval , so i t avec l ' a tmo

s p h è r e . Cet te c o m m u n i c a t i o n s e fait par le j e u n é c e s s a i r e m e n t 

la i ssé e n t r e la t u r b i n e p r o p r e m e n t d i t e et les orifices distribu

t e u r s . Q u a n d e l le a l i eu avec le b i e f d 'aval , p n e p e u t pas s'écar

t e r b e a u c o u p d e la p r e s s i o n h y d r o s t a t i q u e /»«4- II h, qu i aurait 

l i eu dans u n e c o l o n n e p i é z o m é t r i q u e c o m m u n i q u a n t avec ce 

bief, e t à la h a u t e u r d u po in t d ' e n t r é e d e l ' eau dans la t u r b i n e ; 

sans q u o i il y au ra i t , pa r le j e u d o n t n o u s v e n o n s de parler, 

so i t j a i l l i s s e m e n t , so i t a sp i r a t i on d ' e au , ce q u i p rodui ra i t du 

t r o u b l e d a n s le m o u v e m e n t . Q u a n d c 'es t avec l ' a tmosphè re , il 

faut, pa r u n e ra i son a n a l o g u e , q u e p so i t s e n s i b l e m e n t égal 

à p„. I l es t d o n c p r u d e n t , si l ' on es t d a n s le p r e m i e r cas, de 

s ' i m p o s e r la c o n d i t i o n q u e les d e u x t e r m e s affectés du fac

t e u r H d a n s l ' é q u a t i o n ( 1 9 ) se d é t r u i s e n t à p e u p r è s , ou de 

p o s e r , e n d é s i g n a n t par h u n n o m b r e d ' au t an t m o i n s différent 

d e 1 q u e H se ra p l u s g r a n d , 

, 6 ' r ' 3 s i n y f 10 J n = : 
v 2 è r 2 s i n ( 3 c o s | 3 -

h es t e n o u t r e r i g o u r e u s e m e n t assu je t t i à ce q u e l 'on ait 

fa.) / i 4 - | + H ( . - ^ ) > o . 

E t de m ê m e , p o u r le s e c o n d cas , on é tab l i ra i t la condi t ion 

, ^ tt / b'r"sit\y \ . 
2 2 H 1 1 . Q -'—^ ) -hh = h", 

K ' \ 2 6 r J s i n ( 3 c o s ( 3 / 

h" d é s i g n a n t u n e h a u t e u r assez p e t i t e . 

On p o u r r a i t e n c o r e s e p r o p o s e r , p o u r u n e t u r b i n e connue 

f o n c t i o n n a n t avec le r e n d e m e n t m a x i m u m , de che rche r ce 

r e n d e m e n t , ainsi q u e l'effet d y n a m i q u e . C o m m e n o u s suppo

s o n s n é g l i g e a b l e s t o u t e s les p e r t e s d e c h u t e a u t r e s q u e celle 

q u i es t d u e à la v i t e s se de s o r t i e v', la c h u t e u t i l i sée sera 
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et par s u i t e l e r e n d e m e n t p au ra p o u r e x p r e s s i o n 

H - — 

1G V 1 

^ = H = = ' ~ ~ 2 £ ~ H ' 

ou, en r e m p l a ç a n t v'2 par sa v a l e u r , 

6 tans¡3 , 

L'effet d y n a m i q u e T e s ' ob t i end ra i t en c h e r c h a n t le p r o d u i t 

, U T I Q H du r e n d e m e n t par la p u i s s a n c e a h s o l u e de la c h u t e : 

donc on au ra i t , d ' a p r è s les é q u a t i o n s ( ifi ) et ( 23 ), 

sin y 

(>4) r 6 tang(3 X I — -rj-^- ( '— COSV) • 
L o s i n y s ' 1 \ 

Les e x p r e s s i o n s ( 16), ( 23 ) e t ( 2 4 ) d e la d é p e n s e , du r e n d e 

ment et de l'effet d y n a m i q u e s o n t , c o m m e on le voi t , i n d é 

p e n d a n t e s d e s h a u t e u r s h e t h', q u i n ' i n t e r v i e n n e n t q u e dans 

les c o n d i t i o n s (18), ( 21) e t ( 2 2 ) , e n r e s t r e i g n a n t dans" u n e cer

taine m e s u r e le c h o i x d e s a u t r e s d i m e n s i o n s . Ains i se t r o u v e 

c o m p l è t e m e n t vér i f ié ce q u e n o u s avons d i t p l u s h a u t ( n n 133 ) 

sur le r e n d e m e n t des t u r b i n e s Kceckl in : l e u r s i t ua t ion a u -

dessus du bief d 'aval n ' e n t r a î n e d i r e c t e m e n t a u c u n e p e r t e d e 

chute . 

Ma in t enan t n o u s avons r é s o l u la p r e m i è r e des d e u x q u e s 

tions g é n é r a l e s p o s é e s t o u t à l ' h e u r e . Q u a n d on a b o r d e la s e 

conde, qu i c o n s i s t e à é tab l i r u n e t u r b i n e p o u r u n e c h u t e 

donnée , Q et H d e v i e n n e n t les d o n n é e s , e t l 'on n ' a , e n t r e l e s 

neuf q u a n t i t é s ¡3, -/, S, r, r', b, V, h, h', q u i dé f in i s sen t l es d i 

mens ions i n c o n n u e s , q u e les é q u a t i o n s (16) , (17 ), ( 2 0 ) ou ( 2 2 ) , 

auxque l les il faut j o i n d r e ( s ' i l s 'agit d ' u n e t u r b i n e K œ c k l i n ) 

l ' inégalité (18); e n c o r e ce t t e i néga l i t é la isse- t -e l le u n e c e r t a i n e 

marge; e t il e n est de m ê m e d e s é q u a t i o n s (20 ) e t ( 22 ) , car les 

quant i tés h e t h" n ' o n t pas u n e va l eu r p r é c i s e . Il s e m b l e d o n c 

qu'il y a u n e g r a n d e i n d é t e r m i n a t i o n e t q u ' o n p o u r r a i t p r e n d r e 

a rb i t r a i r emen t p r e s q u e t o u t e s l e s d i m e n s i o n s c i - d e s s u s é n u -
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135 . Remarques sur les angles (3, y, 9 et sur les dimensions 

b, b', r, r', h, h'. — Si l ' on n e c o n s u l t a i t q u e l ' express ion [iZ] 

du r e n d e m e n t , on s e r a i t t e n t é d e faire nu l un des angles (5 o u y ; 

le r e n d e m e n t t h é o r i q u e d e v i e n d r a i t a lors en effet égal à i . Mais 

on voi t q u e la d é p e n s e Q s ' a n n u l e r a i t , a insi q u e l'effet dyna

m i q u e T„ : la v a l e u r z é r o n ' e s t d o n c a d m i s s i b l e ni pour l 'un 

ni p o u r l ' au t r e de ces d e u x a n g l e s . 

E n faisant y t r è s - p e t i t , les c a n a u x fo rmés par deux aubes 

c o n s é c u t i v e s s e r a i e n t t r è s - r é t r é c i s aux e n v i r o n s du point de 

s o r t i e de l ' e a u ; l ' e au s ' é c o u l e r a i t avec difficulté par cet étran

g l e m e n t , e t il s e ra i t à c r a i n d r e q u ' e l l e n e su iv î t pas exacte

m e n t les pa ro i s d e s a u b e s , ce q u i o c c a s i o n n e r a i t des r e m o u s et 

d e s p e r t e s d e c h a r g e . D ' u n a u t r e c ô t e , u n e g r a n d e valeur de y 

d i m i n u e r a i t p e u t - ê t r e t r op le r e n d e m e n t . E n t r e ces deux 

é c u e i l s à év i t e r , l ' e x p é r i e n c e i n d i q u e u n e va l eu r d e 20 à 3o de

g r é s c o m m e d o n n a n t d e s r é s u l t a t s sa t i s fa isants . 

Q u a n t à l ' angle f3, o u t r e la r a i son d o n n é e t o u t à l ' heu re , il 

en e x i s t e e n c o r e u n e a u t r e p o u r n e pas le faire nu l : cette 

s e c o n d e r a i son , c 'es t q u e , d ' a p r è s l ' é q u a t i o n ( 1 9 ) , / ) serait né 

gatif p o u r ( 3 = o et p o u r ¡ 3 = 9 0 ° . On n e p e u t d o n c s 'approcher 

t r o p ni de z é r o ni de 9 0 d e g r é s ; l es l i m i t e s d e 3 o à 5o degrés 

o n t é t é c o n s e i l l é e s pa r q u e l q u e s p r a t i c i e n s , mais elles n'ont 

r i en d ' a b s o l u . 

S u p p o s o n s q u ' o n so i t dans le cas d ' app l ica t ion de l 'équa

t ion ( 2 0 ) ; en la m u l t i p l i a n t m e m b r e à m e m b r e avec l 'équa

t ion ( 1 7 ) , on t r o u v e 

ksin (9 + (3) 1 

s i n 9 ~ 2 c o s p ' 

d 'où l 'on t i re 

1 2 cos ¡3 sin (5 -4- p ) — s i n 9 

k sin 6 

or on a la f o r m u l e c o n n u e de t r i g o n o m é t r i e 

%\n(x + y) ->r s in (a; — y) — 2 C O S ^ s i n x , 

m é r é c s : t ou t e fo i s les r e m a r q u e s s u i v a n t e s i m p o s e n t des r e s 

t r i c t i o n s a u x q u e l l e s il se ra bon d ' avo i r éga rd . 
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d'où r é s u l t e , en faisant x = 0 -f- ¡3, j = ¡3, 

acos (3 s in (P -+- 0 ) = sin (2(3 + S) + s i n 5 ; 

donc on p e u t é c r i r e 

Sin ( 2 (3 -+- 0 ) _ I 25) 
sin 0 

On a vu p r é c é d e m m e n t q u e /r devai t ê t r e un n o m b r e assez 

r app roché de i ; il en r é s u l t e q u e sin (2 ¡3 -t- 9 ) do i t ê t r e pe t i t , 

et par su i t e q u e 2¡3 + 5 doit peu s ' éca r t e r de 180 d e g r é s ( *) . Si 

l'on p rena i t , par e x e m p l e , (3 a u x e n v i r o n s de 45 d e g r é s , 9 se ra i t 

voisin d e l 'angle d ro i t . 11 n e c o n v i e n t pas d ' a i l l eu r s q u e 0 d é 

passe go d e g r é s ; car si l 'on se r e p o r t e à la fig. 84, on voi t 

qu ' avec 0 o b t u s les a u b e s d e v r a i e n t avoir u n e fo rme te l le 

que B ' C , p r é s e n t a n t u n e assez forte c o u r b u r e , et l ' e x p é r i e n c e 

fait c o n n a î t r e q u e , dans un canal f o r t e m e n t c o u r b é , l 'eau 

é p r o u v e u n e p e r t e de charge p lu s g r a n d e , t o u t e s c h o s e s éga les 

d ' a i l l eu r s ; les m o l é c u l e s l i qu ides t e n d e n t a lo r s à se s é p a r e r 

de la par t ie c o n v e x e , ce q u i d o n n e l i eu à un r e m o u s . On voi t 

(*) Si a/3 -t- 6 est égal à 180°, a t t endu que , dans le triangle ÌWV(fig. 8 j , p . 4813), 

les angles en B et U sont respec t ivement ¡3 et 0, et que la s o m m e des trois angles 

doit aussi égaler 180°, i l en résultera 

ang le B VU = /3, 
et, par sui te , 

u = w. 

C'est au resta ce qu'on pourra i t voir , p e u t - ê t r e un p e u p l u s d i r e c t e m e n t , d'une 

autre manière , en partant de l 'hypothèse h = 1, à l a q u e l l e r é p o n d [ n ° 134, 

équat ion (19)] 

n 11 

Portant cette va leur d a n s ( i ) , on trouve 

v ' = V H , 

relation qui , c o m b i n é e avec ( 5 ) , d o n n e , uu égard à (10), 

w — IL, 

R é c i p r o q u e m e n t , après avoir dédu i t de l 'hypothèse k = i l 'égal i té des vi

tesses u et w, o n en conclurai t l 'égalité des angles BVU et VBU, et la relat ion 

II. 2 e É D I T . 

213 n- 0 — i8o°. 

32 
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auss i , s u r la fig. 84, q u ' e n p r e n a n t 9 t r è s - a i g u , le coté VU du 

t r iangle BUV, c 'es t -à -d i re la v i t e s se re la t ive à l ' en t r ée , tendrai t 

à d e v e n i r p lus o u m o i n s c o n s i d é r a b l e , ce qu i se ra i t un incon

v é n i e n t , p u i s q u e le f r o t t e m e n t d e l 'eau su r les aubes s'en 

t r o u v e r a i t a u g m e n t é . Ains i d o n c il conv iend ra q u e 0 soit un 

angle a igu , ma i s r a p p r o c h é de l 'angle d ro i t : on pour ra i t , par 

e x e m p l e , le, faire va r i e r de 8o à go d e g r é s . 

Si c 'es t l ' é q u a t i o n (22) e t n o n l ' équa t i on ( 20) qu 'on doit 

a p p l i q u e r , les m ê m e s ra i sons s u b s i s t e n t p o u r p r e n d r e 6 aigu 

e t vo i s in de 90 d e g r é s ; m a i s il n ' e s t p l u s n é c e s s a i r e que la 

s o m m e 2(3 + 6 diffère p e u d e 180 d e g r é s . 

A p r è s avoi r fixé les v a l e u r s (3, y , S, on ca lcu lera par la for

e r 2 

m u l e (17) le r a p p o r t ^ — - > qui se rv i ra a c o n n a î t r e l 'un des 

r a p p o r t s ^ ou q u a n d l ' au t r e au ra é t é cho i s i . 

II es t a v a n t a g e u x p o u r le r e n d e m e n t q u e ^ soi t p lus petit 

q u e 1, c o m m e l e m o n t r e la f o r m u l e (23) ; il faut c ependan t ne 

pas e x a g é r e r la d i f férence b' — b, e t la p r o p o r t i o n n e r à la lon

g u e u r d e s a u b e s , afin d e n e pas avo i r un é v a s e m e n t trop rapide 

dans les c a n a u x c o m p r i s e n t r e d e u x a u b e s consécu t ives , car 

ce t é v a s e m e n t d o n n e r a i t l i eu à u n e p e r t e de charge (11° 59). 

On p e u t s ' i m p o s e r la c o n d i t i o n q u e b' — b soi t in fér ieur à — de 

la l o n g u e u r des a u b e s . 

r' 
Ains i q u e n o u s l ' avons déjà dit , le r a p p o r t — est souvent 

p r i s égal à 1 dans l e s t u r b i n e s F o n t a i n e e t K œ c k l i n , mais il est 

f o r c é m e n t p l u s g rand q u e 1 d a n s la t u r b i n e F o u r n e y r o n . S'il est 

p r i s d i f férent de l ' u n i t é , il n e faut pas c e p e n d a n t augmente r 

s a n s mot i f p a r t i c u l i e r la d i f fé rence r' — r o u r-— r', car on 

a l longe ra i t a ins i l e s a u b e s et l ' on a u g m e n t e r a i t les f ro t tements . 

r' 

Dans la t u r b i n e F o u r n e y r o n , — var ie o r d i n a i r e m e n t de i ,25 

à 1, 5o. 

La h a u t e u r h', d o n t l 'eau d e s c e n d à l ' i n t é r i e u r d e la t u rb ine , 

es t t o u j o u r s n u l l e dans les t u r b i n e s F o u r n e y r o n ; dans les deux 

a u t r e s s y s t è m e s , on la cho i s i t de m a n i è r e à ce q u e les aubes 
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aient u n e l o n g u e u r suff isante , ma i s n o n e x c e s s i v e , eu égard 

à la dif férence b' — b. Q u a n t à la h a u t e u r h, s'il s 'agit d ' u n e 

tu rb ine K œ c k l i n , on la fixe d ' ap rès les c o n v e n a n c e s l oca l e s , 

en ayant égard à l ' inéga l i té ( 1 8 ) ; s'il s 'agit d ' u n e t u r b i n e F o u r -

neyron ou F o n t a i n e , on s ' a r range p o u r q u e son p lan i n f é r i e u r 

affleure le n i v e a u du bief d'aval q u a n d les eaux y son t à l e u r 

m i n i m u m de h a u t e u r . 

M. F o u r n e y r o n r e c o m m a n d e e n c o r e de d o n n e r à la s e c t i o n 

c i rcula i re de la c u v e , où s o n t l es c lo i sons d i r ec t r i c e s d e s e s 

t u r b i n e s , u n e sur face au m o i n s égale à q u a t r e fois la s e c t i o n 

droite des or i f ices d i s t r i b u t e u r s , afin q u e les filets f lu ides pas 

sent assez fac i l ement d e la d i r e c t i o n ver t i ca le à la d i r e c t i o n 

hor izonta le q u ' i l s d o i v e n t avoi r à l e u r p o i n t de s o r t i e . Avec 

les n o t a t i o n s du n° 134, on- devra i t d o n c é c r i r e 

7r r 3 ] > 4.2TT rb sin ¡3, 
ou b ien 

(?.6) r > 8 6 s i n [ 3 , 

le s igne > n ' é t a n t pas exc lus i f de l ' éga l i té . 

R a p p e l o n s enfin u n e r e m a r q u e déjà faite au n° 134 : c 'es t 

que les d i m e n s i o n s l i néa i r e s b, b' d o i v e n t ê t r e p e t i t e s , soi t 

r e l a t i vemen t à r, r' d a n s les t u r b i n e s F o n t a i n e e t K œ c k l i n , 

soit r e l a t i v e m e n t à H dans la t u r b i n e F o u r n e y r o n , afin qu ' i l 

n'y ait pas u n e e r r e u r t r op forte dans la s u b s t i t u t i o n t h é o r i q u e 

ment a d m i s e d ' un filet m o y e n u n i q u e , à l ' e n s e m b l e des filets 

l iquides c o m p r i s e n t r e d e u x c l o i s o n s ou d e u x a u b e s c o n s é c u 

tives. S'il en é ta i t d i f f é r e m m e n t , les c o n d i t i o n s du r e n d e m e n t 

m a x i m u m , q u o i q u e satisfaites p o u r le filet m o y e n , n e le s e 

raient pas m ê m e a p p r o x i m a t i v e m e n t p o u r les a u t r e s , et le ré

sultat total p o u r r a i t ê t re m é d i o c r e ou m a u v a i s . 

V o y o n s m a i n t e n a n t , par d e u x e x e m p l e s , c o m m e n t ces cons i 

déra t ions p e r m e t t r a i e n t de fixer les d i m e n s i o n s d ' u n e t u r b i n e 

à é tab l i r . 

136. Exemples des calculs à jaire pour l'établissement d'une turbine. 

- Soit d'abord proposé d'établir une turbine Fourneyron avec les données 

suivantes : 

Hauteur de chute H = 6™, 00; 
Volume dépensé par seconde Q = i ° c , 5 o . 

3 s . 
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(* ) La turbine é t a n t supposée pare i l l e à c e l l e q u e représente la fig. S i (planche 

gravée) , on se trouve d a n s l e cas d 'appl icat ion d e l 'équat ion (20) du n° 134. 

( ' * ) La f o r m u l e a été d é m o n t r é e sans avoir égard à l 'épaisseur des aubes 

et des c l o i s o n s d irectr ices , n o n p l u s qu 'aux divers frot tements subis par Veau 

d a n s s o n trajet d u bief d ' a m o n l au bief d 'aval , c irconstances qui tendent à 

p r o d u i r e u n e d i m i n u t i o n de déb i t . P r a t i q u e m e n t , on pourrait avoir égard à 

cet te inexac t i tude en é tab l i s sant la t u r b i n e c o m m e si l 'on devait dépenser un 

peu p l u s que le v o l u m e Q d o n n é d'avance : par e x e m p l e , dans le cas actuel, on 

cherchera i t les d i m e n s i o n s p o u r Q — i n i c , 6 o ou i m c , 6 5 , ce qui modifierait lé

g è r e m e n t les résu la t s d o n n é s c i -après . 

La puissance absolue de la chute est de i5oo x 6 k f i m ou de 9000 kilo-

grammètres par seconde, ce qui répond à 120 chevaux. 

Puisque l'angle 7 ne se détermine pas théoriquement, nous le pren

drons de suite (n° 13o) égal à 25 degrés; nous ferons aussi A = 1 (*), 

ce qui nous assure que p sera positif (n n 1 3 5 ) ; enfin nous prendrons 

S = 90 0. L'équation (25) donne alors 

sin 4 - G) _ o, 
d'où 

2 S + G = 180° et (3 = 45°. 

Comme nous avons satisfait à l'équation (20), qui résulte de l'élimina-

b' r'2 si n v 
bon de , , —f- entre les formules (17) et (20) il suffit de conserver 

or sin p 

l'une de ces dernières ; on tire de l'une et de l'autre 

br1 

(a ) -n-F. — sin a5° — 0,4226. 
or . 

La condition de dépenser i™c, 5o d'eau s'exprime par la formule ( iG), qui 

devient ici 

i m c , 5 o — 271 r'\fbb' / 6 ^ 0 , 4 2 2 6 , 

ou bien, tout calcul fait, 
j 

(a') i*y[W = o ; o 4 7 8 5 ( " ) . 

11 faut encore écrire l'inégalité (24), qui donne 

r > 8 6 s i n 4 5 ° ou / • > 5 , 607e; 
nous prendrons 
[a") r = 6 È . 

On n'a ainsi que trois équations entre les quantités à, b'} r, r'; mais, 

à cause de leur forme particulière, on peut cependant déjà en lirer les 

valeurs de h et de r. Extrayant en effet la racine carrée de l'équation (a) 
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et la multipliant membre à membre avec [a'), on fait disparaître r' \fb' et 

l'on trouva 

br = o,o3i 107, 

relation qui, combinée avec r = 6 6 , donne sans difficulté 

r = o m , 4 3 2 , è = 0 m ,072. 

Cela fait, le système des trois équations ( « ] , (a ' ) , (a") ne donnerait plus 

que r\/b'; pour faire cesser l'indétermination, on prendra b arbitraire

ment et l'on conclura r\ sauf à vérifier après coup les conditions indi

quées au n" 13rj et non exprimées jusqu'à présent. Si l'on prend, par 

exemple, b' = o™,ogo, l'équation (a') deviendra 

r' v^OjOgo x o, 072 = 0,04785, 

d'où résulte 

r , = o » , 5 g 4 . 

Ces valeurs de b' et de r' peuvent être conservées, c a r ' - = 1 ,37, et la 

différence b' — b = om,oii n'est que - de r' — r, quantité qui, d'après 

l'obliquité des aubes sur la circonférence extérieure, ne doit guère sur

passer les deux tiers de la longueur de celles-ci ; l'évasemenl ne sera dune 

pas trop rapide. La fraction ^ est d'ailleurs assez petite pour qu'il ne 

semble pas utile de la diminuer. 

Il ne resterait qu'à choisir la hauteur h : si le niveau d'aval était con

stant, on forait h = o, sinon il faudrait avoir égard à le remarque faite 

ci-dessus (n° 135) à ce sujet. 

Le rendement théorique s'obtiendrait par la formule ('A3); on trouve 

° > ° 7 2

 t , M 1 - C0S25" 
u. = 1 '—s—, tan» 45 . : =— — 0.823. 

0,090 sinaa" 
En pratique, on ne compte que sur un rendement net de 0.70 à 0.75 

au plus: cela est prudent, à cause de toutes les pertes de charge que 

nous avons négligées, et aussi parce qu'il est bien difficile de faire mar

cher rigoureusement la machine avec la vitesse et la dépense d'eau qui 

conviennent au rendement maximum. 

Enfin, pour connaître la vitesse avec laquelle doit tourner la turbin?, 

on appliquerait la formule (14) et on en tirerait « ' = i o m , 555, puis la 

vitesse angulaire M = —, — 17 ,77 , et enfin le nombre de tours par nii-
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Soit encore proposé, comme second exemple, d'établir une turbine Fon

taine, avec une chute de i mètres, débitant o™ c,6o d'eau par seconde, ce 

qui répond a u n e puissance absolue de 1200 kilogrammètrcs, soit 16 che

vaux. Nous supposerons que l'eau du bief d'aval ne s'élève que jusqu'au 

plan inférieur de la turbine, de telle sorte que l'intervalle ou jeu entre la 

turbine et les cloisons directrices communique avec l'atmosphère, et que 

la pression p doive être sensiblement égale à la pression atmosphérique. 

Nous admettrons donc l'équation (22), en y faisant A" = o, c'est-à-dire 

que nous poserons 

H 1 j - , , . - ' 0 4 - h = 0. 
\ 2 or s inp cos p J 

Suivant l'usage habituel, nous ferons r= r'\ de plus, nous remarquerons 

que, d'après la position attribuée au plan d'aval, h est égal à et de 

signe contraire. L'équation ci -dessus peut donc s'écrire 

1 ' \ 2 6 s inp cos p / 

Comme 8 doit peut s'écarter de 90 degrés, nous lui attribuerons cette 

valeur; l'équation de condition (17) prend alors la forme 

br2 tang (3 _ 

soit, à cause de / • = r\ 

[S') è 's in y = b tangfi. 

En introduisant i ' s i n y au lieu de i t a n g S dans l'expression ( 1 6 ) de la 

dépense, elle devient 

{S") Q = 27r/•' bsmy v/g'H. 

Les équations (£, o*', S'') sont celles du problème. Il y entre six incon

nues , savoir : ¡3, 7 , b, b\ r', h'; ou voit par conséquent qu'il y a indé

termination et que nous pouvons nous donner trois des inconnues ou trois 

équations nouvelles. L'angle 7 ne pouvant être déterminé par la théorie, 

nous le prendrons d'abord égal à 3o degrés (n° 135) ; alors ( S") deviendra, 

par la substitution des nombres à la place des lettres, 

n i ° - 6 ° /•> 

O r = • — = = O 1 04 i I 2, 

relation à laquelle on satisfait par les valeurs 

r1 = o°°,6o, b'=o™,oji. 

On voit que le rapport —, n'est que 0,12 : par conséquent l'inégalité de 
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2cos ! p H 4° 
d'où résulte 

2cos 20 = ^ > a c o s ' S — i = C O S Î B = — , 
3 7 ¿1 

et par conséquent 

S — 42" 40' environ. 

Connaissant p, on tire de l'équation (S1) 

b = o m , o 3 g . 

La différence b1— b = o m ,o33 est peut-être trop grande relativement à 

la hauteur o m , i5 de la turbine, car les aubes ayant un développement 

de o m , 20 à o m , a5 tout au plus, l'évasement atteindrait le chiffre - en

viron. On essaye alors une autre valeur de h'; soit, par exemple, 

h' = o m ,3o . 

Procédant comme ci-dessus, on aura successivement 

2 C o s 2 S - = — , C O S Î S = A , ¡3 = 40", 6 = o ~ . o 4 3 . 
• 7 ' 7 

La différence b1 — b serait encore de o m ,02g; mais comme les aubes au

raient une longueur voisine de o m , 40 (à cause de leur inclinaison sur le 

plan inférieur do la turbine), ce nombre semble parfaitement admissible. 

On s'en tiendrait donc aux résultats 

7 = 3 o ° , p = 4 o ° , S = 9 0 ° , r=r' = o m , 60, 

6 = o m , 043, 6 ' = o m , o 7 2 —h = h' = o°, 3o. 

Le rendement f i serait donné par l'équation (23), qui, eu égard à l'é

quation [S'), devient 

^ — cos 7 = cos 3 o ° — o , 8 6 6 . 

Pareillement l'équation (14) se simplifierait et donnerait 

d'où 
u' = 4™, 429; 

vitesse des filets liquides dans l'orifice de sortie ne sera pas trop sensible. 

Maintenant, comme il reste trois inconnues b, h', ¡ 3 , l iées seulement par 

les deux équations (S), (5'), nous nous donnerons encore h' — o m , i 5 ; 

éliminant alors \ entre (a) et (S1), il viendra 
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on en déduirait enfin la vitesse angulaire à donner à la machine 

W = — = 7 , 382, 
r 

et le nombre de tours par minute 

N = — = 70,5. 
77 

En général, comme on le voit, le problème qui consiste à fixer les di
mensions d'une turbine pour laquelle on donne le débit et la hauteur de 
chute est un problème indéterminé; on en profite pour se donner en 
partie les dimensions inconnues, sauf à tâtonner, si cela est nécessaire, 
pour satisfaire aux diverses conditions qu'il est bon de remplir, mais qoe 
les équations n'expriment pas. 

137 . Des moyens de régler la dépense d'eau dans les tur

bines. — U n e t u r b i n e c o n s t r u i t e avec d e s d i m e n s i o n s dé t e rmi 

n é e s doi t , p o u r m a r c h e r avec le m a x i m u m d e r e n d e m e n t , dé

p e n s e r u n v o l u m e d ' eau p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é , au tant du 

m o i n s q u e la h a u t e u r d e la c h u t e n e va r ie p a s . Cependant , en 

p r a t i q u e , o n est ob l igé de r é g l e r la d é p e n s e d ' ap rès le volume 

f o u r n i par l ' a l imen ta t i on d u bief d ' a m o n t ; car si l 'on dépensait 

davan tage o n s ' expose ra i t à m a n q u e r d ' e au , a p r è s que lque 

t e m p s , e t l 'on se ra i t forcé a lo r s d ' i n t e r r o m p r e la marche de la 

m a c h i n e . E n c o n s é q u e n c e , on ca lcu le les d i m e n s i o n s de ma

n i è r e à d é b i t e r c o n v e n a b l e m e n t u n ce r t a in v o l u m e d'eau 

m a x i m u m q u ' o n s 'est d o n n é à priori, e t l 'on s 'arrange pour 

d é b i t e r m o i n s , q u a n d l ' a l i m e n t a t i o n d e v i e n t in fé r ieure à ce 

m a x i m u m . P o u r cela d i v e r s m o y e n s o n t é té e m p l o y é s . 

D a n s la t u r b i n e E o u r n e y r o n , la c u v e m o b i l e E G F I {fig. 81, 

p l a n c h e g ravée ) p e r m e t d ' a t t e i n d r e le b u t : il suffit de l 'abais

s e r p l u s ou m o i n s , p o u r r é t r é c i r les o u v e r t u r e s GR, IL, ou les 

f e r m e r tou t à fait. Le m o u v e m e n t de t rans la t ion verticale de 

c e t t e c u v e s ' o b t i e n t au m o y e n de trois t iges ver t ica les , telles 

q u e rs, tu, q u i lu i s o n t a t t a c h é e s , en t rois po in t s formant les 

s o m m e t s d ' u n t r i ang le ho r i zon ta l à cô t é s é g a u x . Les tiges en 

q u e s t i o n se t e r m i n e n t en vis à l e u r par t ie s u p é r i e u r e , et en

t r e n t dans des é c r o u s assu je t t i s à t o u r n e r su r p lace . Les trois 

é c r o u s son t d ' a i l l eurs m u n i s d e t ro i s r o u e s d e n t é e s , tou t à fait 

p a r e i l l e s , q u i e n g r è n e n t avec u n e m ê m e r o u e , folle sur l 'arbre 
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de la t u r b i n e . En t o u r n a n t u n des é c r o u s au m o y e n d ' u n e m a 

n ive l l e , l es d e u x a u t r e s t o u r n e n t e x a c t e m e n t d e la m ê m e q u a n 

t i t é , et la c u v e se t r o u v e s o u l e v é e ou a b a i s s é e p a r a l l è l e m e n t 

par l es t ro i s t iges à la fois. 

II y a u n i n c o n v é n i e n t assez g rave à l ' o b s t r u c t i o n p a r 

t iel le des o u v e r t u r e s GK, I L ; c 'es t q u e les v e i n e s f lu ides qu i 

s o r t e n t par ces o u v e r t u r e s , e n t r e n t i m m é d i a t e m e n t d a n s des 

canaux de sec t ion p l u s g r a n d e , où e l l es c o u l e n t n é c e s s a i r e 

m e n t à p le in t u y a u , p u i s q u e la t u r b i n e es t a u - d e s s o u s d u bief 

d 'aval. 11 se p r o d u i t d o n c là un c h a n g e m e n t b r u s q u e de s e c -

l ion , et par s u i t e u n e p e r t e de c h a r g e p l u s ou m o i n s c o n s i d é 

rable (n° 32 ) . L ' i n f l u e n c e en est q u e l q u e f o i s t e l l e , q u e M. le 

généra l Mor in a c o n s t a t é , dans d ive r se s e x p é r i e n c e s s u r u n e 

t u r b i n e , u n e d i m i n u t i o n d e r e n d e m e n t de 0 , 7 9 à o , ? 4 , q u a n d 

l ' o u v e r t u r e l i b r e s o u s la v a n n e c y l i n d r i q u e d e s c e n d a i t de sa 

h a u t e u r m a x i m u m j u s q u ' à ~ e n v i r o n d e c e t t e h a u t e u r . L ' i n 

c o n v é n i e n t est d ' au t an t p l u s g rand q u e la d i m i n u t i o n d e r e n 

d e m e n t c o r r e s p o n d à cel le du v o l u m e d ' e au d é p e n s é , ce q u i 

tend à r e n d r e e x c e s s i v e m e n t i r r é g u l i e r l 'effet d y n a m i q u e de 

la m a c h i n e . P o u r y r e m é d i e r , M. E o u r n e y r o n a p r o p o s é de 

s u b d i v i s e r la h a u t e u r d e la t u r b i n e e n p l u s i e u r s é t ages par 

deux ou t ro is p la teaux a n n u l a i r e s h o r i z o n t a u x , pa re i l s a u x pla

t eaux SRMN, U T P Q de la Jig. 8 1 , d o n t i ls d iv i sen t la d i s t a n c e 

en t ro i s ou q u a t r e pa r t i e s é g a l e s . E n s u p p o s a n t , par e x e m p l e , 

t ro is é t a g e s , on voi t qu ' i l n 'y aura pas d e c h a n g e m e n t b r u s q u e 

I 2 

de s e c t i o n q u a n d la l e v é e d e la v a n n e c y l i n d r i q u e sera ^ ' ^ ou 

la to ta l i t é de la h a u t e u r de la t u r b i n e ; en t o u t cas le p h é n o m è n e 

de l ' é p a n o u i s s e m e n t b r u s q u e n 'affectera q u ' u n e fract ion d e la 

ve ine l i q u i d e . Mais , par c o n t r e , on c o m p l i q u e la c o n s t r u c t i o n 

de l ' appare i l e t on a u g m e n t e le f r o t t e m e n t de l 'eau s u r les pa 

rois so l i de s . M. F o u r n e y r o n a e n c o r e p r o p o s é de n ' e m p l o y e r 

q u e les d e u x p l a t e a u x SKMN, U T P Q ; ma i s c e l u i d e d e s s o u s 

por te ra i t s eu l les a u b e s , e t ce lu i de d e s s u s se ra i t p e r c é d ' en 

ta i l les qu i lu i p e r m e t t r a i e n t de s ' e n f o n c e r l i b r e m e n t e n t r e les 

a u b e s , s o u s la s e u l e ac t i on de s o n p o i d s . Ce p la teau s u p é r i e u r 

po r t e r a i t s u r u n r e b o r d t e r m i n a n t e x t é r i e u r e m e n t la v a n n e c y -
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l i n d r i q u e à sa par t ie i n f é r i e u r e . Q u a n d la v a n n e descendra i t , le 

p la teau SRMX descend ra i t d ' au tan t , et la h a u t e u r de la tu r 

b i n e sera i t t o u j o u r s égale à la l e v é e de la v a n n e . Le plateau 

m o b i l e en t r a îné avec la t u r b i n e t o u r n e r a i t d 'a i l leurs en frot

tan t s u r le r e b o r d q u i lui s e r t d ' a p p u i ; m a i s la p ress ion mu

tue l l e é tan t fa ible , cela n ' o c c a s i o n n e r a i t pas u n supp lémen t 

no tab le de r é s i s t a n c e . 

M. F o n t a i n e e m p l o i e p o u r rég le r la d é p e n s e de ses turbines 

u n e s é r i e de v a n n e s à ta lon , a n a l o g u e s à ce l l e q u e représen te 

v o l u m e d ' eau d é b i t é , à tel d e g r é qu ' i l es t n é c e s s a i r e . Le 

m o u v e m e n t de t r a n s l a t i o n v e r t i c a l e s ' i m p r i m e s imu l t anémen t 

à t o u t e s les t iges E F par u n p r o c é d é a n a l o g u e à celui de 

M. F o u r n e y r o n : c e s t iges s o n t t o u t e s a s s e m b l é e s dans une 

c o u r o n n e m é t a l l i q u e , e n t ro i s p o i n t s de l a q u e l l e son t fixées 

d e s vis v e r t i c a l e s , m u n i e s d ' é c r o u s q u e l ' on assuje t t i t à tourner 

s u r p l a c e . Les t ro i s é c r o u s s o n t r e s p e c t i v e m e n t so l ida i res avec 

t r o i s r o u e s d e n t é e s éga l e s , e n t o u r é e s par u n e cha îne sans fin, à 

la V a u c a n s o n , q u i l es ob l ige à t o u r n e r s i m u l t a n é m e n t de la 

m ê m e q u a n t i t é . Il suffit d o n c de faire t o u r n e r u n e des trois 

r o u e s , au m o y e n d ' u n e m a n i v e l l e à e n g r e n a g e s , p o u r q u e tout le 

s y s t è m e des v a n n e s p r e n n e u n e t r ans l a t i on dans la d i rec t ion de 

la v e r t i c a l e . La f e r m e t u r e p a r t i e l l e des c a n a u x in j ec t eu r s , ici 

c o m m e d a n s la t u r b i n e F o u r n e y r o n , n ' e s t pas sans inconvé

n i e n t s , car le c h a n g e m e n t b r u s q u e d e s e c t i o n dans ces canaux 

d o n n e e n c o r e l i eu à u n e p e r l e d e c h a r g e : toutefo is cette 

p e r t e se t r o u v e a t t é n u é e d a n s u n e p r o p o r t i o n n o t a b l e . 

Aux^vannes à t a lon M. K œ c k l i n , a s u b s t i t u é des c lapets pou-

la fig. 85 . AB est u n e c lo i son d i r e c t r i c e , BC une aube de 

t u r b i n e , D u n e v a n n e pouvant 

s ' en fonce r p lu s o u mo ins dans 

l ' i n te rva l l e c o m p r i s en t r e AB et 

la c lo i son s u i v a n t e , placée à 

g a u c h e . De c e t t e m a n i è r e , on ré 

t r éc i t a u t a n t q u ' o n veu t le pas

sage l i b r e d a n s cet in terval le , et 

c o m m e on agit su r tous d'une 

m a n i è r e i d e n t i q u e , il est visible 

q u ' o n a le m o y e n d e rédu i re le 

Fig. 85 . 

F 

E 
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vant t o u r n e r a u t o u r d ' u n e c h a r n i è r e , de façon à s ' a p p l i q u e r 

e x a c t e m e n t s u r l ' e n t r é e des c a n a u x d i s t r i b u t e u r s , q u a n d la 

f e r m e t u r e es t c o m p l è t e . La d i s p o s i t i o n de la t u r b i n e K œ c k l i n 

p e r m e t auss i de m o d é r e r la d é p e n s e d ' eau , en se s e r v a n t de la 

v a n n e V (fig. 8 3 , p . 482 ), q u i p e u t b o u c h e r la c o m m u n i c a t i o n 

e n t r e le p u i t s p lacé a u - d e s s o u s de la t u r b i n e e t l e bief d 'aval . 

Mais l ' e x p é r i e n c e a m o n t r é q u e par ce m o y e n on p e r d u n e 

p lus g r a n d e fract ion de la c h u t e , q u ' e n se s e rvan t des c l a p e t s . 

11 y a de si g r ands i n c o n v é n i e n t s , au p o i n t d e v u e d e l ' é c o 

n o m i e du travai l m o t e u r , à f e rmer p a r t i e l l e m e n t les c a n a u x d e 

d i s t r i bu t i on , q u ' o n a d û c h e r c h e r t ous les m o y e n s p o s s i b l e s 

d'y r e m é d i e r . N o u s en a v o n s déjà c i té d e u x , i m a g i n é s par 

M. F o u r n e y r o n . M. Char les Cal lon, i n g é n i e u r civil et hab i l e 

c o n s t r u c t e u r , en a p r o p o s é u n a u t r e , qu i c o n s i s t e à r e n d r e i ndé 

p e n d a n t e s les u n e s d e s a u t r e s t o u t e s les v a n n e s p a r t i e l l e s qu i 

o b s t r u e n t les c a n a u x d o n t il s 'agi t ; p o u r m o d é r e r la d é p e n s e , 

on f e rmera i t c o m p l è t e m e n t u n ce r t a in n o m b r e de v a n n e s , e n 

laissant l es a u t r e s c o m p l è t e m e n t o u v e r t e s . Mais c o m m e l e s 

canaux fo rmés par l es a u b e s de la t u r b i n e p a s s e n t a l t e rna t ive 

m e n t d e v a n t d e s orif ices o u v e r t s et des or i f ices f e r m é s , il y a 

là e n c o r e u n e c a u s e de n o n - p e r m a n e n c e et de t r o u b l e dans le 

m o u v e m e n t . 

L ' i d é e de M. Callon a é t é r e p r o d u i t e s o u s u n e a u t r e f o r m e 

par M. F o n t a i n e . L e s orif ices d ' e n t r é e d e s c a n a u x d i s t r i b u t e u r s 

o c c u p a n t u n e sur face h o r i z o n t a l e c o m p r i s e e n t r e d e u x c e r c l e s 

c o n c e n t r i q u e s avec l 'axe de la t u r b i n e , M. F o n t a i n e d i s p o s e 

deux r o u l e a u x en fo rme de t r o n c de cône q u i p e u v e n t r o u l e r 

sur c e t t e sur face a n n u l a i r e . L e s d e u x r o u l e a u x s o n t a s s e m b l é s 

sur u n m ê m e e s s i e u ho r i zon t a l m u n i d ' un co l l i e r q u i e n 

toure l ' a rb re de r o t a t i o n . Q u a n d ils m a r c h e n t d a n s u n c e r t a i n 

sens , c h a c u n d ' e u x d é r o u l e u n e b a n d e d e cu i r , q u i a l ' u n e de 

ses e x t r é m i t é s fixée au r o u l e a u e t l ' au t r e au p lan des or i f ices 

d ' en t r ée : u n e pa r t i e des orif ices est a ins i e n t i è r e m e n t b o u 

chée , p e n d a n t q u e les a u t r e s r e s t e n t t o u t à fait o u v e r t s . Q u a n d 

les t r o n c s d e c ô n e m a r c h e n t en s e n s i n v e r s e , ils e n r o u l e n t l es 

deux b a n d e s de cu i r et d é c o u v r e n t l es o u v e r t u r e s . M. F o n t a i n e 

a é g a l e m e n t i m i t é les t u r b i n e s à p l u s i e u r s é t ages de M. F o u r 

neyron , e n p r o p o s a n t des t u r b i n e s d iv i sées en p l u s i e u r s z o n e s , 
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pa r d e s su r faces de r é v o l u t i o n a u t o u r de l 'axe du s y s t è m e ; 

c h a c u n e de ces z o n e s p o u r r a i t ê t r e o b s t r u é e i s o l é m e n t . 

1 3 8 . Turbine hydropneumatique Girard et Callon. — Le 

p r o b l è m e du r è g l e m e n t d e la d é p e n s e , sans p e r t e trop sen

s i b l e , paraît avo i r é té r é s o l u de la m a n i è r e la p lu s h e u r e u s e 

d a n s un g e n r e d e t u r b i n e q u e s e s i n v e n t e u r s , MM. Girard et 

Cal lon, on t a p p e l é turbine hydro pneumatique. L e u r sys tème 

c o n s i s t e e s s e n t i e l l e m e n t à e n t o u r e r la t u r b i n e F o u r n e y r o n 

d ' u n e c l o c h e e n tô le , d o n t le plan in fé r i eu r est à peu près à la 

h a u t e u r des p o i n t s où l ' eau so r t d e s a u b e s . Dans ce t t e c loche, 

a u m o y e n d ' u n e pe t i t e p o m p e m i s e en m o u v e m e n t par la 

m a c h i n e m ê m e , o n c o m p r i m e de l 'a ir qu i p e u à peu expulse 

c o m p l è t e m e n t l ' eau de la c l o c h e ; a l o r s , si l 'on suppose la 

v a n n e c y l i n d r i q u e p a r t i e l l e m e n t s o u l e v é e , la v e i n e l iquide qui 

s ' é c h a p p e a u - d e s s o u s a u n e h a u t e u r m o i n d r e q u e la distance 

e n t r e les d e u x p l a t eaux de la t u r b i n e ; mais il n ' e n résul te pas 

p o u r cela un c h a n g e m e n t b r u s q u e dans la s e c t i o n du l iquide , 

p a r c e q u e la t u r b i n e s e m e u t d a n s l 'a ir c o m p r i m é , et qu'el le 

n ' e s t p o i n t n o y é e par l ' eau du bief d 'aval . L ' eau cou le dans la 

t u r b i n e s o u s u n e é p a i s s e u r q u i , à l ' o r ig ine des a u b e s , égale la 

l e v é e de la v a n n e ; le p la teau s u p é r i e u r n ' es t p lu s mou i l l é , et 

c o m m e il n e s e r t qu 'à l ' a s s emb lage d e s a u b e s , on peu t l 'évider, 

al in d ' a s su re r la l i b re c i r c u l a t i o n de l 'air au -des sus de la veine 

l i q u i d e . Ains i la p r i nc ipa l e cause d e p e r t e d e c h u t e , d u e à une 

l e v é e par t i e l l e d e la v a n n e , se t r o u v e s u p p r i m é e , et l 'on doit 

s ' a t t e n d r e à o b t e n i r un r e n d e m e n t p e u va r i ab le . 

L e s ca lcu ls d e la t u r b i n e h y d r o p n e u m a l i q u e p e u v e n t être 

r e g a r d é s c o m m e u n cas pa r t i cu l i e r de ceux du n° 134. En 

c o n s e r v a n t l es m ê m e s n o t a t i o n s , il faut c o n s i d é r e r b' comme 

u n e i n c o n n u e , et en m ê m e t e m p s s u p p o s e r 

p = p' =pa -+- I I A ; 

en effet, A r e p r é s e n t e l ' i m m e r s i o n de la t u r b i n e a u - d e s s o u s du 

n i v e a u d 'aval , e t pa 4 - 11/; es t b i e n la p r e s s ion de l 'air dans la 

c l o c h e . Ains i , d ' après c e t t e va l eu r d e p, les équa t ions (19) et 

( 2 0 ) m o n t r e n t d ' abord q u e h = 1, et par su i t e (n° 135) qu 'on a 

2j3 -4- 6 = 180°, c o n d i t i o n u n i q u e à l a q u e l l e do iven t satisfaire 
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Q = 2r:6r s in ¡3 ^ / sg 'H, 

•cosy); 
r'2 

9 . r 2 C 0 S ! ( 3 

ces f o r m u l e s , t rès-faci les d ' a i l l eu r s à d é m o n t r e r d i r ec t emen t (* ) , 

font c o n n a î t r e : i ° la v i tesse a n g u l a i r e " de la t u r b i n e , qu i 

c o r r e s p o n d au m a x i m u m du r e n d e m e n t ; 2 0 sa d é p e n s e Q et 

son r e n d e m e n t p d a n s la m ê m e c i r c o n s t a n c e . Si l 'on avait à 

é tabl i r u n e t u r b i n e p o u r u n e c h u t e et un d é b i t d o n n é s , l ' équa

tion en Q, j o i n t e à l ' inéga l i té ( 2 6 ) ( n ° 133) , p e r m e t t r a i t de t r o u -

(* ) Repor tons -nous en effet à la Jig. 8'j, p . 4^9 : le niveau p iézométr ique en B 

étant ce lu i du bief d'aval, la vitesse a b s o l u e de l 'eau à son entrée dans la t u r 

bine est d u e à la charge H, et l 'on a d 'abord 

y2 = igW, 

relat ion d'où résu l te la va leur de Q, parce que la surface cy l indr ique 77:br 

des orifices d i s t r ibuteurs se trouve c o u p é e sous l 'angle fi par des filels l iquides 

animés de la vitesse v} ainsi 

Q = 2 7 T br s in fi s/igU • 

Maintenant le théorème de D. B e r n o u l l i , a p p l i q u é au m o u v e m e n t hor izonta l 

de B en C, eu égard à c e que la pres s ion reste tou jours égale à ce l l e de l 'air 

dans la c loche , condu i t à poser 

t v " — — ur* — «a ; 

et, c o m m e on p r e n d w' — u' pour rendre assez faible la vitesse abso lue v', on a 

aussi 

Le tr iangle BUV est d o n c i socè le , et si l 'on égale à deux droi ts la s o m m e d e 

les d i m e n s i o n s de l ' appare i l . El le d o n n e ¡3 -+- 0 i8o° — p ; 

l ' équa t ion (17) d e v i e n t d o n c 

b' r'2 sin y — br- s in 0 — br2 s in2[3, 

d 'où l 'on t i re ra i t b' en fonc t ion d e la l e v é e d e v a n n e b, p o u r 

u n e t u r b i n e m a r c h a n t avec le m a x i m u m de r e n d e m e n t . En 

vertu de la re la t ion p r é c é d e n t e , l es é q u a t i o n s ( i 3 ) , ( 16) et ( 23 ) 

p r e n n e n t la fo rme 

6 r 3 t a n g ( 3 g l l 
0 b r 1 s i n y 2 c o s 2 p 
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ou enfin 

2u r vr 
• :— i I — C O S y ") — ; ; — I I — C O S y ) , 

I- ' ' 2 r ' C 0 S ,

/ 3 " " 

r ' c o s * ^ 

Ces ca l cu l s c o n d u i s e n t i m m é d i a t e m e n t à la vitesse u de la turbine en b cl a la 

va l eur //. du r e n d e m e n t , savoir 

4 cos s /3 2 c u s 1 ^ 

ve r r e t b sin ¡3, et par c o n s é q u e n t b, q u a n d on aurai t choisi ¡3. 

Q u a n t a y, on le p r e n d r a i t t o u j o u r s d e 20 à 3o d e g r é s ; 5 devrait 

ê t r e 180°—2(3 et p e u in fé r i eu r à go d e g r é s ; enfin r' serait 

p r i s auss i pe t i t q u e p o s s i b l e [à cause d e l ' exp res s ion de p) , 

m a i s pas c e p e n d a n t au p o i n t de r e n d r e les a u b e s t rop cour tes . 

L e p r o c é d é de MM. Girard et Callon p o u r r a i t également 

s ' adap te r à la t u r b i n e F o n t a i n e . 

139. Données pratiques diverses au sujet des turbines. — Les 

c lo i sons d i r e c t r i c e s e t a u b e s se font o r d i n a i r e m e n t en tôle; 

on les fixe aux surfaces q u i do iven t les s o u t e n i r , soit par des 

fers d ' ang le , soi t en les i n t r o d u i s a n t dans des n e r v u r e s venues 

de fonte avec ces su r faces . E l l e s d o i v e n t ê t r e assez mult ipl iées 

p o u r d o n n e r à la v i t e s s e de l ' eau l e u r d i r e c t i o n p r o p r e . L 'es

p a c e m e n t d e d e u x a u b e s ou c l o i s o n s s u c c e s s i v e s , m e s u r é nor

m a l e m e n t à la sur face d e l ' u n e d ' e l l e s , n e doi t dépasser en 

a u c u n po in t u n e l imi t e d e o m , 06 à o r a , 08, e t o rd ina i r emen t on 

le fait p l u s fa ible . C e p e n d a n t il n e faut p a s le d iminuer à 

l ' e x c è s , car on d o n n e r a i t a lors t r op d ' i m p o r t a n c e au frotte

m e n t d e l 'eau s u r les pa ro i s so l i de s . 

D an s la t u r b i n e F o u r n e y r o n , les a u b e s é tan t p lacées plus loin 

ses tro i s ang le s , i l v i endra 
2 / 3 -h 0 — i 8 o ° . 

La co i j s idérat ion de ce t r iang le et du tr iangle ( X ' V d o n n e , de plus , 

v = 2 u C O S / 3 , 

v'* = 2Un \ i — cos y ) , 

et, e n v j o i g n a n t l ' équat ion itr' = n'y, on en tire 
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de l 'axe q u e les c lo i sons , c 'es t-à-dire d i s t r i b u é e s s u r u n e c i rcon

férence p l u s g r a n d e , l e u r n o m b r e d é p a s s e d ' un t i e r s ou de 

moi t i é ce lu i d e s c l o i s o n s , afin d 'avoi r p a r t o u t u n e s p a c e m e n t 

c o n v e n a b l e . 

Sauf la c o n d i t i o n de c o u p e r les p l ans des or i f ices s o u s des 

angles d é t e r m i n é s , la c o u r b u r e des a u b e s et c l o i s o n s e s t à p e u 

près ind i f fé ren te . C e p e n d a n t , c o m m e u n e c o u r b u r e t r o p forte 

ou un c h a n g e m e n t b r u s q u e de t a n g e n t e p e u v e n t e m p ê c h e r 

les filets de s u i v r e les pa ro i s et p r o d u i r e ainsi des p e r t e s de 

charge , il faut év i t e r ces deux défauts . Il se ra i t b o n q u e le 

rayon de c o u r b u r e fût au m o i n s t ro i s ou q u a t r e fois l ' e s p a c e 

men t m e s u r é su ivan t la n o r m a l e . 

Les t u r b i n e s c o n v i e n n e n t à t o u t e s les h a u t e u r s d e c h u t e et 

à tous les d é b i t s . Ains i , l 'on en c i te don t l es c h u t e s n e s o n t 

que de o m , 3o ou o™,4o, t and is qu ' i l e x i s t e dans la F o r ê t - N o i r e 

u n e t u r b i n e é t ab l i e par M. F o u r n e y r o n avec u n e c h u t e de 

108 m è t r e s . La d é p e n s e p e u t ê t r e c o n s i d é r a b l e , m ê m e a v e c 

des d i m e n s i o n s assez fa ibles . Dans l ' u n d e s e x e m p l e s ca l cu lé s 

au n° 136, on a vu q u ' u n e t u r b i n e de o m , 6 o e n v i r o n de rayon 

ex té r i eu r et de o m , o g d e h a u t e u r d é p e n s a i t c o n v e n a b l e m e n t 

i m c , 5 o par s e c o n d e . 11 y a des t u r b i n e s c o n s t r u i t e s dont la dé

pense va j u s q u ' à 4 m è t r e s c u b e s par s e c o n d e , e t au b e s o i n il 

serait facile d e d é p e n s e r e n c o r e p l u s . 

Dans les c i r c o n s t a n c e s o r d i n a i r e s , l es t u r b i n e s m a r c h e n t 

assez r a p i d e m e n t , et p e r m e t t e n t a ins i d ' é c o n o m i s e r les e n g r e 

nages de t r a n s m i s s i o n . 

P o u r c h a q u e t u r b i n e é t ab l i e dans des c o n d i t i o n s d é t e r m i 

nées , la t h é o r i e du n D 134 i n d i q u e u n e v i t e s se p a r t i c u l i è r e à 

lui d o n n e r , afin d ' o b t e n i r le m a x i m u m d'effet u t i l e . Mais si on 

lui d o n n e en r éa l i t é u n e v i t e s s e di f férente de ce l l e - l à , e t s ' en 

écar tant de 25 p o u r ioo en p l u s ou en m o i n s , l ' e x p é r i e n c e 

p rouve q u e le r e n d e m e n t n e change pas b e a u c o u p , ce qu i est 

une p r o p r i é t é fort i m p o r t a n t e p o u r b e a u c o u p d ' u s i n e s o ù , 

malgré les va r i a t ions é p r o u v é e s par le débi t de la c h u t e d ' eau , 

il c o n v i e n t d e l'aire t o u j o u r s m a r c h e r les appa re i l s avec u n e 

vi tesse à p e u p r è s c o n s t a n t e . 

Ces m o t e u r s on t d o n c de s é r i e u x avan tages s u r l es r o u e s à 

axe h o r i z o n t a l . M a l h e u r e u s e m e n t l e u r r e n d e m e n t p r o p o r t i o n -
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nel n ' e s t pas t o u j o u r s c o n s t a n t , m ê m e d ' u n e m a n i è r e approxi

ma t ive , p o u r des c h u t e s à d é b i t t rès-var iable ; l e u r construct ion 

et l eu r s r é p a r a t i o n s n e p e u v e n t ê t r e confiées qu 'à des méca

n i c i e n s h a b i l e s , e t son t par c o n s é q u e n t assez d i s p e n d i e u s e s ; 

au l ieu q u e les r o u e s en d e s s u s e t les r o u e s de cô té se prêtent 

fort b ien à u n e c o n s t r u c t i o n é c o n o m i q u e , t o u t en conservant 

u n r e n d e m e n t s u p é r i e u r ou au m o i n s égal à ce lu i des turb ines . 

Ces r o u e s p o u r r o n t d o n c ê t r e e n c o r e s o u v e n t p ré fé rées , lors

q u e le d é b i t e t la h a u t e u r de c h u t e s e r o n t favorables à leur 

é t a b l i s s e m e n t . 

140 . Roues à réaction. — C o n c e v o n s u n e t u r b i n e Fourney-

ron don t on a u r a i t s u p p r i m é les c lo i sons d i r ec t r i ce s , en ayant 

so in de p r o l o n g e r les a u b e s j u s q u ' à u n e assez faible distance 

de l ' axe d e r o t a t i o n ; s u p p o s o n s q u e l ' eau a r r ive jusqu 'aux 

a u b e s par u n t u y a u c o n c e n t r i q u e avec l ' axe , ayant pour rayon 

p r é c i s é m e n t la d i s t ance l ib re d o n t on v i en t de parler . D'ail

l e u r s la d é p e n s e d ' eau dans ce tuyau sera c e n s é e assez faible 

p o u r q u e la v i t e s s e a b s o l u e . d u l i q u i d e n 'y soi t pas sensible. 

N o u s a u r o n s a ins i l ' idée d ' u n e r o u e à r é a c t i o n . 

P o u r en d o n n e r la t h é o r i e , n o u s c o n s i d é r e r o n s le point 

d ' e n t r é e d e l ' eau d a n s la r o u e c o m m e é t an t su r l 'axe même de 

r o t a t i o n ; e n ce p o i n t la v i t e s se de la r o u e é t an t nu l le , aussi 

b i e n q u e la v i tesse a b s o l u e de l ' eau , il en sera d e m ê m e pour 

la v i t e s s e re la t ive d e c e l l e - c i . Dans les ca lcu l s du n° 134, il 

faudrai t d o n c faire v = o, u = o, w = o ; l es équa t i ons (i), (2; 

e t ( 3 ) d e v i e n n e n t a lors 

0 = n + h+Ei=P, 

d 'où l ' on t i r e sans p e i n e 

igR -+- u'\ 

On aura i t p u éc r i r e i m m é d i a t e m e n t ce l t e é q u a t i o n en appli-
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COS 4 y — 2 f/ c o s ' y - 4 - Y . 2 c o s 5
 Y ^ > O . 

II. 2 e É D I T . 3 3 

q u a n t le t h é o r è m e de Be rnou l l i ( n ° 2 0 ) a u m o u v e m e n t relat i f 

d ' u n e m o l é c u l e d ' eau à l ' i n t é r i e u r d e la r o u e , e t o b s e r v a n t q u e , 

d ' ap rè s n o s h y p o t h è s e s , les n i v e a u x d e s biefs d ' a m o n t e t d'aval 

p e u v e n t ê t r e p r i s p o u r n i v e a u x p i é z o m é t r i q u e s r é p o n d a n t au 

po in t d ' e n t r é e e t au p o i n t d e s o r t i e , d e s o r t e q u e la c h u t e H 

r e p r é s e n t e la cha rge r é e l l e e n t r e ces d e u x p o i n t s . 

Cela p o s é , si l 'on n é g l i g e l e s f r o t t e m e n t s , la s e u l e p e r t e de 
v" 

cha rge es t e n c o r e la h a u t e u r — d u e a la v i t e s s e a b s o l u e de 

2 g 

s o r t i e ; on en ca lcu le ra la v a l e u r au m o y e n d e l ' équa t i on ( 6 ) , 

qu i , c o m b i n é e avec (27), d o n n e r a 

v" = 2 u'2 - 4 - 2 g H — 2 a ' c o s y v ^ g H + u"'. 

Le r e n d e m e n t sera d o n c 

j f * 

2 g v" u'2
 U' I I I " 

<J. = . . — = I N — . . + COS V — = 1 / 2 H = - , 

u' 
soi t , en p o s a n t - — x, 

v'gu 

PL = — x2
 - 4 - x cos y \J 2 - 4 - x2. 

On p e u t c o n s i d é r e r u. c o m m e u n e fonct ion de x, e t c h e r c h e r 

son m a x i m u m q u a n d x v a r i e . A ce t effet, n o u s fe rons d i spa 

ra î t re le radica l en é c r i v a n t 

(y. -h x2)2 = x2cos2 y (2 + x1 ) , 

ou b i e n , t o u t e r é d u c t i o n faite, 

x ' s i n ' y — 2 . r , ( c o s ' y — p.) 4 - [>? = o . 

Si l 'on t i ra i t de là x' en fonc t ion d e /J., l e s r a c i n e s d e v r a i e n t , 

par l e u r n a t u r e m ê m e , ê t r e r é e l l e s ; par c o n s é q u e n t , on a la 

c o n d i t i o n 

( c o s 3 y — p ) 3 — p . ' S I N 2 Y > o, 

ou , en d é v e l o p p a n t e t r é d u i s a n t , 
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Si l ' on s u p p r i m e le fac teur posi t i f c o s 3 y , on t r o u v e 

c o s 2 y — a a -+- p.' > o, 
o u b i e n 

( i — >i.y — s i n 2 y > o, 

e t , a t t e n d u q u e i — fi es t n é c e s s a i r e m e n t positif, a ins i q u e sin-/, 

i — fi > sin y, 

f i < i — s i n y . 

L e r e n d e m e n t l i m i t e a u q u e l o n p e u t a t t e i n d r e es t donc 

fii = i — sin y. 

La v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e de x s ' o b t i e n t a i s é m e n t par la re la

t i o n e n t r e x et jx; si l ' on p r e n d l ' é q u a t i o n d é p o u r v u e de r ad i 

c a u x , en y faisant x = xl e t p = i — s in y, e l le dev iendra 

x\ s i n ' y — ix\ s in y (i — sin y) -+- (i — sin y ) 2 — o, 

s o i t , p lu s s i m p l e m e n t , e n e x t r a y a n t la r a c i n e c a r r é e , 

x\ s i n y — (i — sin y ) = o, 

d ' o ù r é s u l t e 

y s i n y 

Si l ' on s u p p o s a i t y = o, on t r o u v e r a i t ¡1, = i; m a i s x,, et par 

s u i t e u, d e v i e n d r a i e n t in f in i s . A la r i g u e u r la va leu r y = o 

sera i t r é a l i s a b l e ; il faudrait 

s e u l e m e n t q u e les canaux 

q u i c o n s t i t u e n t la roue fus

s e n t d i s p o s é s , n o n plus les 

u n s à cô t é des au t r e s sans 

i n t e r v a l l e s v i d e s , c o m m e 

dans les t u r b i n e s , mais con

f o r m é m e n t au c roqu i s c i -

c o n t r e [jig. 8 6 ) . On aurait 

u n ce r t a in n o m b r e de tuyaux 

c o u r b e s te l s q u e A B , r ac 

c o r d a n t en B la c i rconfé rence 

OB, à l a q u e l l e i ls se t e r m i n e n t , e t c o m m u n i q u a n t en A avec 

Fig. 86 . 
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33 . 

le t uyau a l i m e n t a i r e , a u q u e l ils s e r a i e n t i n v a r i a b l e m e n t l i é s . 

L e t u y a u a l i m e n t a i r e fo rmera i t a lo r s l ' a rb re de r o t a t i o n . Mais 

en a d o p t a n t c e t t e d i s p o s i t i o n , u' n e p o u r r a i t t o u j o u r s pas de 

v e n i r in f in i , n i pa r c o n s é q u e n t u a t t e i n d r e l ' u n i t é : on vo i t 

s e u l e m e n t qu ' i l faudrai t faire t o u r n e r la r o u e auss i r a p i d e 

m e n t q u e p o s s i b l e . I l es t d ' a i l l eurs difficile de d é p e n s e r 

u n g rand v o l u m e d 'eau sans d o n n e r u n fort d i a m è t r e au t u y a u 

cen t ra l ÀO, ce q u i r e n d r a i t i n a d m i s s i b l e l ' h y p o t h è s e cons i s t an t 

à s u p p o s e r » n u l l e s l e s v i t e s s e s u, v et w; il y a é g a l e m e n t d e s 

diff icultés p o u r m o d é r e r la d é p e n s e s u i v a n t l çs b e s o i n s . C'est 

sans d o u t e pa r c e s r a i s o n s q u ' o n fait p e u d ' u sage de ce g e n r e 

d e r o u e s . 

E n c o n s e r v a n t la d i s p o s i t i o n des a u b e s de la t u r b i n e F o u r -

n e y r o n , ce q u i d o n n e l i eu à u n e s é r i e de canaux c o n t i g u s , on 

n e p e u t p lus faire y = o, et a lo r s la l i m i t e s u p é r i e u r e d e r e n 

d e m e n t t h é o r i q u e d é c r o î t assez v i te à m e s u r e q u e y a u g m e n t e ; 

a i n s i , p o u r y = i5°, i — sin y n e sera i t déjà p l u s q u e o , 7 4 1 . Pa r 

c o n t r e , c o m m e o n offrirait à l 'eau p l u s de d é b o u c h é , on p e r 

drai t p e u t - ê t r e m o i n s en f r o t t e m e n t s , et le r e n d e m e n t t h é o 

r i q u e p o u r r a i t m o i n s différer du r e n d e m e n t r é e l . 

§ IV. — De quelques machines à élever l'eau. 

1 4 1 . Des pompes. — La d i s p o s i t i o n et la f o r m e des o r g a n e s 

d e s p o m p e s v a r i e n t à l ' inf ini , su ivan t l e s c o n s t r u c t e u r s . Il fau

dra i t u n t r a i t é spéc ia l p o u r en d é c r i r e s e u l e m e n t l es p r i n c i 

pa l e s e s p è c e s . N o u s s u p p o s e r o n s d o n c c o n n u e du l e c t e u r la 

d e s c r i p t i o n s o m m a i r e d e ces a p p a r e i l s , et n o u s n o u s b o r n e r o n s 

ici à q u e l q u e s g é n é r a l i t é s . 

(a) Effort nécessaire pour faire mouvoir le piston. — Il faut 

d i s t i n g u e r d e u x cas : c e l u i d e s p o m p e s à s i m p l e effet e t c e l u i 

des p o m p e s à d o u b l e effet. D a n s le p r e m i e r cas , le p i s t o n n e 

p r o d u i t l ' a sp i ra t ion d e l ' eau qu i r e m p l i t le c o r p s de p o m p e , ou 

b i e n n e c h a s s e l ' e au p r é c é d e m m e n t a s p i r é e , e n la fo rçan t à 

s ' é c o u l e r par l e t u y a u d ' a s c e n s i o n , q u e l o r s q u ' i l se m e u t dans 

u n s e n s d é t e r m i n é ; dans le s e c o n d , c e s effets o n t l ieu s i m u l t a 

n é m e n t , que l q u e so i t le s e n s d e la m a r c h e . S u p p o s o n s d ' abo rd 

l ' a sp i ra t ion s e u l e ; s o i e n t : 
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h sa h a u t e u r , 

Q. la s e c t i o n d u p i s t o n , 

pa la p r e s s i o n a t m o s p h é r i q u e , 

1T l e p o i d s du m è t r e c u b e d ' e a u . 

L e cô té du p i s ton e n c o n t a c t avec la c o l o n n e d ' eau asp i rée 

s u p p o r t e r a i t , e n s u p p o s a n t qu ' i l r e s t â t en é q u i l i b r e , u n e p r e s 

s ion égale à O (pa — I l h ), t and i s q u e l ' au t r e c ô t é , g é n é r a l e m e n t 

e n c o m m u n i c a t i o n d i r e c t e avec l ' a t m o s p h è r e , s u p p o r t e r a i t u n e 

p r e s s i o n d e s e n s c o n t r a i r e éga le à paQ; la d i f fé rence IIQA se

rai t la p r e s s i o n r é s u l t a n t e s u r l e p i s t o n . Si au c o n t r a i r e il n'y a 

q u ' u n r e f o u l e m e n t à u n e h a u t e u r h', o n t r o u v e r a de m ê m e q u e 

le p i s t o n s u p p o r t e , a b s t r a c t i o n faite d e s o n m o u v e m e n t , u n e 

p r e s s i o n r é s u l t a n t e JUlh'. Enf in , si la p o m p e é ta i t à doub le 

effet, c e s d e u x r é s u l t a n t e s se s u p e r p o s e r a i e n t , e t la p ress ion 

to t a l e a u r a i t p o u r v a l e u r I I Q ( h -+• h') o u H O I I , H dés ignan t la 

h a u t e u r c o m p r i s e e n t r e le n i v e a u du ba s s in q u i fourn i t l 'eau 

e t le n i v e a u d u ba s s in q u i la r e ç o i t . Dans c e r t a i n e s p o m p e s à 

s i m p l e effet, la m ê m e s u p e r p o s i t i o n d e s p r e s s i o n s r é su l t an te s 

s u r l es d e u x faces du p i s t o n a l i e u p o u r la m a r c h e dans un 

ce r t a in s e n s , e t c e s r é s u l t a n t e s s e font é q u i l i b r e q u a n d on 

m a r c h e e n s e n s c o n t r a i r e : c ' e s t ce q u i a r r ive par e x e m p l e p o u r 

les p o m p e s d i t e s êlêvatoires. Il e s t b i e n e n t e n d u q u e , si le pis

t o n n ' a v a i t p a s u n m o u v e m e n t h o r i z o n t a l , il faudrai t e n c o r e teni r 

c o m p t e d e s o n p o i d s e t d e ce lu i d e sa t i ge , d o n t la c o m p o 

s a n t e , s u i v a n t u n e pa ra l l è l e à l ' axe d u c o r p s d e p o m p e , s'ajou

t e r a i t a u x e x p r e s s i o n s p r é c é d e n t e s o u s ' en r e t r a n c h e r a i t , su i 

van t l e s ca s . I l faudra i t l e u r a jou t e r , e n o u t r e , le f ro t t emen t du 

p i s ton c o n t r e le c o r p s d e p o m p e , e t , s 'il y a l i e u , ce lu i de la 

t ige c o n t r e la g a r n i t u r e q u ' e l l e t r a v e r s e . 

Mais ces e x p r e s s i o n s d o n n e n t s e u l e m e n t la va l eu r de la 

force q u i se ra i t c apab l e d e m a i n t e n i r le p i s t o n , a insi q u e l 'eau 

a s p i r é e o u r e f o u l é e , en é q u i l i b r e d a n s u n e p o s i t i o n d o n n é e . 

L o r s q u ' i l y a m o u v e m e n t , l 'effort e x e r c é s u r le p i s ton peu t 

différer c o n s i d é r a b l e m e n t de c e t t e f o r c e . D ' a b o r d l ' eau n e se 

m e u t pas d a n s l e s t u y a u x e t n e t r a v e r s e pas l e s é t r a n g l e m e n t s 

f o r m é s p a r l e s s o u p a p e s , s ans é p r o u v e r d e s p e r t e s d e charge 

q u i s ' a jou ten t a u x h a u t e u r s h e t h'. Pa r e x e m p l e , dans le cas 
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de l ' a sp i r a t i on , s'il y a u n e p e r t e de cha rge Ç s u r la l o n g u e u r 

de la c o l o n n e a s p i r é e , la p r e s s i o n Q[pa— I I h ) se ra r é d u i t e à 

Q[pa — II(A-r-Ç)]> e t la r é s u l t a n t e YlQ.fi d e v i e n d r a i t ITÛ( A- t -£ ) . 

De m ê m e , si l 'on c o n s i d è r e u n s i m p l e r e f o u l e m e n t , e t qu ' i l y 

ait s u r t o u t e la c o l o n n e r e f o u l é e u n e p e r t e d e c h a r g e le 

n iveau p i é z o m é L r i q u e dans ce t t e c o l o n n e , au p o i n t où e l le 

t o u c h e l e p i s t o n , s e t r o u v e r a i t é l evé d e 'C, et la p r e s s i o n r é 

su l t an t e se ra i t HI2(A' Si la p o m p e est à d o u b l e effet, 

l ' e x p r e s s i o n ÏÏQ.H devra i t p a r e i l l e m e n t ê t r e r e m p l a c é e par 

I I Û ( I I -t- t -r-Ç') . I n d é p e n d a m m e n t d e s h a u t e u r s Ç e t Ç f, il faut 

e n c o r e e n a jou t e r d ' a u t r e s , si la m a s s e d ' e a u m i s e e n m o u v e 

m e n t n e s e d é p l a c e pas d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e . S o i e n t en 

effet P le po ids d u p i s ton a v e c sa t i ge , j s o n a c c é l é r a t i o n , P ' le 

p o i d s d e l ' eau m i s e e n m o u v e m e n t , q u i r e m p l i t l es t u y a u x 

d ' a sp i ra t ion o u d ' a s c e n s i o n , e t à l a q u e l l e n o u s s u p p o s e r o n s 

u n e a c c é l é r a t i o n m o y e n n e f , p o u r u n i n s t an t d o n n é : on voi t 

q u ' u n p r e m i e r s u p p l é m e n t de force — sera i t n é c e s s a i r e p o u r 

P ' 
va inc re l ' i ne r t i e du p i s t o n , et q u e l ' i n e r t i e de la m a s s e — d e -

8 

m a n d e r a i t e n c o r e un s e c o n d s u p p l é m e n t p r o p o r t i o n n e l au 

p r o d u i t — ^ - - L e s u p p l é m e n t t o t a l , t a n t ô t m o t e u r , t a n t ô t r é -

s i s t an t , p e u t p r o d u i r e d e s va r i a t ions c o n s i d é r a b l e s d a n s la 

force t o t a l e q u i do i t ê t r e a p p l i q u é e au p i s t o n , ce q u i a t o u 

j o u r s d e s i n c o n v é n i e n t s : car d ' abord il faut d é t e r m i n e r l e s 

d i m e n s i o n s d e s p i è c e s , n o n d ' a p r è s la m o y e n n e , m a i s b i e n 

d ' ap rès le m a x i m u m d e s efforts s u p p o r t é s , c e q u i c o n d u i t à 

faire u n appa re i l l ou rd e t d i s p e n d i e u x ; e n s e c o n d l i e u , il es t 

r a re q u e l e s g r a n d e s va r i a t i ons de r é s i s t a n c e n e d o n n e n t pas 

l i eu i n d i r e c t e m e n t à q u e l q u e d é p e r d i t i o n d e t ravai l m o t e u r . 

P / 
On d i m i n u e l ' i m p o r t a n c e du t e r m e — e n é q u i l i b r a n t le p i s ton 

par d e s c o n t r e - p o i d s , si P est grand ; on d i m i n u e auss i j ' e t par 

P ' / ' 
s u i t e ——» d a n s l e cas ou la c h o s e en vau t la p e i n e , au m o y e n 

d ' un r é s e r v o i r d'air (n° 103) p lacé à l ' o r i g i n e du t u y a u d ' a scen 

s i o n , q u i r end s e n s i b l e m e n t u n i f o r m e le m o u v e m e n t d ' u n e 
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g r a n d e pa r t i e d u p o i d s r e f o u l é , e t par c o n s é q u e n t s u p p r i m e ou 

a t t é n u e b e a u c o u p la force d ' i n e r t i e c o r r e s p o n d a n t e . 

Un a u t r e m o y e n p o u r o b t e n i r l ' u n i f o r m i t é a p p r o x i m a t i v e du 

m o u v e m e n t dans le t u y a u d ' a s c e n s i o n c o n s i s t e a le faire serv i r 

au d é b i t de p l u s i e u r s p o m p e s f o n c t i o n n a n t s i m u l t a n é m e n t , de 

m a n i è r e q u e l e u r p r o d u i t to ta l d a n s u n e s é r i e de t e m p s égaux 

soi t p e u var iab le : vo ic i c o m m e n t on y p a r v i e n t . Soi t O {Jig- 8 7 ) 

Fig. 8 7 . l ' axe de r o t a t i o n d ' un a r b r e q u i reçoi t d 'un 

»0 m o t e u r u n m o u v e m e n t r é g u l a r i s é par un 

' / ¡ X v o l a n t , e t e n c o n s é q u e n c e à peu p r è s u n i -

\ f o r m e . Cet a r b r e p o r t e d e u x m a n i v e l l e s O B , 

/ O B ' , faisant e n t r e e l l es u n ang le d r o i t ; à 

| B ' c h a c u n e d ' e l l e s s ' a r t i cu l e u n e b i e l l e , art icu

l é e à son a u t r e e x t r é m i t é avec u n piston 

g u i d é d a n s s o n m o u v e m e n t , e t q u i appar t i en t 

à u n e p o m p e à d o u b l e effet. P o u r fixer les 

i d é e s , n o u s s u p p o s e r o n s l ' a rb re O h o r i z o n 

tal , les t iges d e s p i s t o n s v e r t i c a l e s e t c o u p a n t par l eu r s p r o 

l o n g e m e n t s l 'axe d e r o t a t i o n ; les b i e l l e s a u r o n t , su ivan t l 'usage, 

u n e m ê m e l o n g u e u r , éga le à c i nq o u s ix fois ce l l e de la ma

n i v e l l e O B . I l r é s u l t e d e là q u e l ' o b l i q u i t é d e s b i e l l e s sur la 

v e r t i c a l e é t a n t t o u j o u r s assez p e u s e n s i b l e , l es v i t e s s e s v et v' 

d e s p i s t o n s s o n t s e n s i b l e m e n t ce l l e s d e s p r o j e c t i o n s de B et B ' 

s u r la v e r t i c a l e B O B , ; en d é s i g n a n t par co la v i t e s s e angu la i re de 

l ' a r b r e , b la l o n g u e u r O B , x l ' ang le de O B avec la ve r t i ca le B „ B , , 

on aura d o n c 

v = a b sin x, v' = « b s in = to b cosx. 

So ien t e n c o r e II la s e c t i o n c o m m u n e des d e u x p i s t o n s , et 0 un 

t e m p s t r è s - c o u r t ; a b s t r a c t i o n faite d e s p e r t e s pa r l es j e u x des 

a p p a r e i l s , le v o l u m e d ' eau f o u r n i p e n d a n t le t e m p s 0 à u n 

t u y a u d ' a s c e n s i o n c o m m u n , pa r l es d e u x p o m p e s r é u n i e s , sera 

la s o m m e a r i t h m é t i q u e des v o l u m e s e n g e n d r é s par l es deux 

p i s t o n s , so i t Q ( e -1 - v')B, o u b i e n e n c o r e Q M b û(sinx + cosx), 

f o r m u l e d a n s l a q u e l l e le s i n u s et le c o s i n u s do iven t ê t r e pr is 

e n v a l e u r a b s o l u e , p u i s q u ' i l s 'agi t d ' u n e s o m m e a r i t h m é t i q u e 

e t q u ' a l o r s l es v i t e s s e s s o n t e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i v e s . Il suf-
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4 T. 
sin x - 4 - s in [ x H — — 1 — s in I X H — — 

ou b i e n 

/ 2 7 7 \ 

sin x -t- s in I - — X \ -4- s in ( - - f - X \ , 

fit par c o n s é q u e n t p o u r avoi r le m a x i m u m , le m i n i m u m et la 

m o y e n n e de la q u a n t i t é va r i ab l e sinx - 4 - c o s x , d e s u p p o s e r 

7 7 

x c o m p r i s e n t r e o e t - - Or on t r o u v e dans ce t i n t e r v a l l e 

D e u x m i n i m u m s é g a u x à 1, p o u r x = o e t x = -: 
2 

Un m a x i m u m égal à 1 , ^ 1 ^ , r é p o n d a n t à x=~\l 

4 

Une m o y e n n e e x p r i m é e p a r - J (s\nx-i-cosx)dx=-^ — 1 , 2 7 a . 

Il y au ra i t a insi e n t r e le m i n i m u m et la m o y e n n e u n écar t r e -

o 2 T 2 
latif d e —^—— ou 0 , 2 1 4 e n v i r o n ; t a n d i s q u e , avec u n e s e u l e 

1,272 

p o m p e , l e p r o d u i t é l é m e n t a i r e , p r o p o r t i o n n e l à sin x, s e ra i t 

var iab le de o à 1 , e t au ra i t - ou 0 , 6 3 7 p o u r v a l e u r m o y e n n e , 

T T 

ce qu i p r o d u i r a i t u n éca r t relatif b i e n p l u s g rand e n t r e l e m i 

n i m u m et la m o y e n n e . 

On o b t i e n t u n r é s u l t a t e n c o r e p l u s sat isfa isant q u a n d on e m 

ploie t ro i s m a n i v e l l e s faisant e n t r e e l l es d e s ang le s de 120 d e 

grés . Le p r o d u i t é l é m e n t a i r e des t r o i s p o m p e s r é u n i e s est 

alors p r o p o r t i o n n e l à s i n x - 4 - s in ^x - 4 - ^ j -+- s in ^x - 4 - , 

c h a q u e s i n u s d e v a n t t o u j o u r s ê t r e p r i s p o s i t i v e m e n t q u e l q u e 

soit x. On vo i t d ' a i l l e u r s a i s é m e n t q u e la s o m m e a r i t h m é t i q u e 

des t ro i s s i n u s n e c h a n g e pas en a u g m e n t a n t l 'arc de 60 d e g r é s , 
de s o r t e qu ' i l suffit d e faire va r i e r x de o a - - Dan s ces l i m i t e s , 

les d e u x p r e m i e r s s i n u s s o n t posi t i fs e t le t r o i s i è m e néga t i f ; 

a insi la s o m m e d e s v a l e u r s a b s o l u e s a p o u r e x p r e s s i o n 
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o u enf in , en r e m p l a ç a n t la s o m m e d e s d e u x d e r n i e r s s inus 

pa r 2 s i n ^ c o s . r et o b s e r v a n t q u e 2 s i n ^ e s t égal à \ / 3 , 

S'INX — ^ 3 C O S X . 

L e s m i n i m u m s d e c e t t e q u a n t i t é r é p o n d e n t à i = o e t ^ = ^ , 

et on t p o u r v a l e u r y'3 ou 1 , 7 3 2 ; le m a x i m u m , r épondan t 

à X—~, es t - -+- - v/3 . J ' 6 , c ' e s t - à - d i r e 2 ; la m o v e n n e 
fa 2 2 

7T 

3 /» 3 _ g 
- J ( s in J 7 - 4 - v/3 cos^r ) <£r d e v i e n t - o u 1 ,910 . L ' éca r t relatif 

n u m et la m o y e n n e 

ou à o , o q 3 e n v i r o n . 
1 ,910 

II y a auss i b e a u c o u p d e r é g u l a r i t é d a n s le p r o d u i t é l é m e n 

ta i r e d e s t ro i s p o m p e s r é u n i e s c o m m e c i - d e s s u s , quand on les 

s u p p o s e s e u l e m e n t à s i m p l e effet. A d m e t t o n s , par e x e m p l e , 

q u e c h a q u e p i s t o n n e r e f o u l e de l ' e au q u e l o r s q u e sa m a n i 

v e l l e OB d e s c e n d de B 0 e n B , ; la s o m m e d e s p r o d u i t s é l é m e n 

t a i r e s sera e n c o r e p r o p o r t i o n n e l l e à l ' e x p r e s s i o n 

s in X -t- s i n I X - 4 - - y 1 - 4 - s in I X - 4 - ^ j -

m a i s les p o m p e s é t a n t à s i m p l e effet, au l i eu d e changer de 

s i gne l e s s i n u s néga t i f s , il faudra les s u p p r i m e r c o m p l è t e m e n t . 

Cela p o s é , fa isons d ' abo rd c ro î t r e X de o à %\ X e t X 4 - ^ se-
3 À 

• 4^ 
r o n t p l u s p e t i t s q u e la d e m i - c i r c o n f e r e n c e , et X 4 - -y- sera com

pr is e n t r e 7 T e t ? . T T . D a n s c e s l i m i t e s , il n e faudra d o n c conse rve r 
• / 2 A 

q u e la s o m m e sin a; 4 - s in LX-\—y j 5 q u on p e u t m e t t r e sous 

la f o r m e 

2 s in I X 4 - — Y c o s - o u s in I X 4 - -

p u i s q u e cos 3 = ~ i c e t t e s o m m e , éga le a sin - ou o,8fab p o u r 
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x = o, d e v i e n t m a x i m u m et éga le à i p o u r . r = g , j ) u i s 

déc ro î t j u s q u ' à 0 , 8 6 6 q u a n d x p a s se de ^ à — E n s e c o n d 

l ieu , si n o u s p r e n o n s les v a l e u r s d e x e n t r e ^ et ^ 5 l e s s i n u s 

de x-\- e t x-\- s o n t t o u s d e u x négat i f s , en so r t e qu ' i l faut 

c o n s e r v e r s e u l e m e n t s i n . r , l e q u e l a e n c o r e o , 8 6 6 p o u r v a l e u r 

m i n i m u m , r é p o n d a n t aux d e u x l i m i t e s , e t 1 p o u r m a x i m u m 

placé à éga le d i s t a n c e de c e s l i m i t e s . I l es t d ' a i l l eu r s i n u t i l e d e 

c o n s i d é r e r les va l eu r s dex s u p é r i e u r e s à car u n e ro t a t i on 

de 120 d e g r é s n e p r o d u i s a n t pas u n c h a n g e m e n t de figure d a n s 

l ' e n s e m b l e d e l ' appa re i l , o n r e t r o u v e r a i t les m ô m e s s i n u s . On 

voit d o n c q u e le p r o d u i t é l é m e n t a i r e d e s t ro i s p o m p e s f o n c 

t i o n n a n t s i m u l t a n é m e n t var ie c o m m e d e s n o m b r e s t o u j o u r s 

compr i s e n t r e 0 , 866 et 1, e t pa r s u i t e qu ' i l es t su f f i s ammen t 

r égu l i e r : l e m i n i m u m et le m a x i m u m son t r e s p e c t i v e m e n t 

moi t i é d e c e q u ' i l s é t a i e n t dans l e cas d e s t ro i s p o m p e s à d o u b l e 

effet. 

Nous a v o n s s u p p o s é c i - d e s s u s q u e l e s d e u x m a n i v e l l e s r e c 

tangula i res l ' u n e avec l ' a u t r e , o u ï e s t ro i s m a n i v e l l e s se s u c c é 

dant a v e c d e s a v a n c e s de 120 d e g r é s , s o n t f ixées au m ê m e 

arbre : il e s t v i s ib le q u ' o n p e u t l e s fixer à d e s a r b r e s d i f fé ren t s , 

pou rvu q u ' i l s a i e n t t o u s la m ê m e v i t e s s e angu l a i r e , l es m a n i 

velles é t a n t é g a l e s ; o u , p l u s g é n é r a l e m e n t , p o u r v u q u e le 

cen t re d ' a r t i c u l a t i o n de c h a c u n e d ' e l l e s avec la b ie l l e c o r r e s 

p o n d a n t e a i t , dans l e s t ro i s s y s t è m e s , la m ê m e v i t e s s e de r o 

tation a u t o u r d e s o n a r b r e . 

Il es t t o u j o u r s u t i l e , c o m m e on l'a déjà di t , d ' év i t e r d e 

grandes v a r i a t i o n s dans la force q u i d o i t è t r e t r a n s m i s e au p i s t o n 

d 'une p o m p e ; cela d e v i e n t p r e s q u e i n d i s p e n s a b l e q u a n d on le 

fait m o u v o i r a u m o y e n d e c h e v a u x a t t e l é s à u n m a n è g e . U n e 

cond i t i on e s s e n t i e l l e p o u r le b o n e m p l o i du travai l d e s c h e 

vaux, c ' es t q u e la v i t e s s e d e l e u r m a r c h e e t l 'effort q u ' i l s on t à 

exerce r s o i e n t p e u v a r i a b l e s ; il s e ra i t difficile d'y sat isfai re avec 

une p o m p e u n i q u e à s i m p l e effet r e fou lan t u n e l o n g u e c o l o n n e 
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d ' e a u , d o n t le p i s t o n r e c e v r a i t s o n m o u v e m e n t de l ' a rbre du 

m a n è g e par u n s y s t è m e de m a n i v e l l e avec b ie l l e , et l 'on n'y 

p a r v i e n d r a i t q u e p a r l ' e m p l o i d e v o l a n t s p l u s o u m o i n s l o u r d s . 

II se ra i t en g é n é r a l p r é f é r ab l e d e r é g u l a r i s e r la r é s i s t ance par 

les m o y e n s q u ' o n v i e n t d ' i n d i q u e r . 

(b) Travail à transmettre au piston. — S i l 'on connaissa i t 

e x a c t e m e n t , dans c h a q u e p o s i t i o n d u p i s t o n , la force à lui 

a p p l i q u e r p o u r lu i d o n n e r s o n m o u v e m e n t , il se ra i t aisé d 'en 

d é d u i r e le t ravai l q u ' o n do i t lu i t r a n s m e t t r e . Mais ce l le force 

n e p e u t pas ê t r e é v a l u é e b i e n e x a c t e m e n t ; a ins i , l ' appréc ia t ion 

du f r o t t e m e n t d u p i s t o n c o n t r e le c o r p s de p o m p e , ou con t re 

la g a r n i t u r e qu ' i l t r a v e r s e ( s i c ' es t u n p i s ton p l o n g e u r ) , est 

n é c e s s a i r e m e n t i n c e r t a i n e , p a r c e q u ' e l l e d é p e n d de l 'habi leté 

du c o n s t r u c t e u r ; u n e diff icul té a n a l o g u e se p r é s e n t e pour 

l ' é v a l u a t i o n des p e r t e s d e c h a r g e é p r o u v é e s dans les tuyaux 

d ' a sp i r a t ion e t d ' a s c e n s i o n , à c a u s e du défaut de p e r m a n e n c e 

e t d ' u n i f o r m i t é d a n s le m o u v e m e n t . C e p e n d a n t , q u a n d le luyau 

d ' a s c e n s i o n a u n e g r a n d e l o n g u e u r , o n a vu qu ' i l é la i t u t i le de 

faire en s o r t e q u e le m o u v e m e n t y fût u n i f o r m e , et alors on 

p e u t c a l cu l e r a v e c a s sez d ' e x a c t i t u d e la c h a r g e to ta le Ç" en t re 

les d e u x e x t r é m i t é s d e ce t u y a u . Cela p o s é , a d m e t t o n s d 'abord 

qu ' i l s ' ag isse d ' u n e p o m p e à d o u b l e effet : la p r e s s i o n r é su l 

t a n t e e x e r c é e s u r le p i s t on é t a n t e x p r i m é e par M 2 (II + Ç H - Ç ' ) , 

la force à lu i t r a n s m e t t r e sera r e p r é s e n t é e par (H + Ç") + F . 

N o u s t i e n d r o n s c o m p t e , pa r ce t e r m e addi t i f F , d u f ro t tement 

c o n t r e le c o r p s d e p o m p e et l es g a r n i t u r e s , d e l 'excès de 

Ç- i -Ç ' s u r Ç", e t enf in de l ' i n e r t i e . L e t ravai l tolal de cette 

force , d a n s u n e c o u r s e d e l o n g u e u r pa r t agée en é l é m e n t s dx, 

sera 

Or Q.I r e p r é s e n t e à p e u p r è s le v o l u m e d ' eau é l e v é dans une 

c o u r s e de p i s t o n ; si d o n c on v e u t le t ravai l e m p l o y é par mèi re 

c u b e d ' e au é l e v é à la h a u t e u r u t i l e H , il faudra ca lculer la 

q u a n t i t é 

o 
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Dans-Ja p r a t i q u e , vu la difficulté d ' a p p r é c i e r e x a c t e m e n t l ' i n t é 

grale / Fdx, on se b o r n e à m u l t i p l i e r l e t e r m e I I ( I I - t-Ç") 

par u n coeff ic ient n tel q u e i , 10 ou I , I 5 o u i , 20 , s u i v a n t l e 

plus ou m o i n s de pe r f ec t i on de la m a c h i n e . 

Si la p o m p e é ta i t à s i m p l e effet, on a r r i ve ra i t à la m ê m e 

expres s ion d u t ravai l , en r é u n i s s a n t d e u x c o u r s e s c o n s é c u t i v e s 

du p i s t o n . 

Q u a n d o n v e u t é v a l u e r e n c h e v a u x d y n a m i q u e s le travail 

t r ansmis au p i s ton , i l faut e n c o r e c o n n a î t r e la vi tesse ' m o y e n n e u 

du p i s t o n . On en d é d u i t s a n s p e i n e le déb i t m o y e n par s e 

conde Qu, si la p o m p e es t à d o u b l e effet, o u p o u r u n e 

p o m p e à s i m p l e effet ; on m u l t i p l i é ce d é b i t pa r « I I ( H -+- Ç"); 

divisant enf in par 7 5 , on a l e n o m b r e d e c h e v a u x c h e r c h é . 

(c) Vitesse moyenne du piston; produit des pompes. — La 

vi tesse m o y e n n e du p i s ton n e doi t pas ê t r e e x c e s s i v e m e n t 

faible, car p o u r d é b i t e r u n v o l u m e d 'eau n o t a b l e , il faudrai t 

donner au c o r p s d e p o m p e u n t r è s - g r a n d d i a m è t r e , c e q u i 

a u g m e n t e r a i t l e s frais d ' é t a b l i s s e m e n t . Mais u n e v i t e s se t r o p 

forte a auss i de g raves i n c o n v é n i e n t s : d ' abo rd on a u g m e n t e 

les p e r t e s d e c h a r g e dans u n e p r o p o r t i o n r a p i d e ; e n s u i t e il 

peut se faire q u e l ' e au f o u r n i e par le t u y a u d ' a sp i r a t ion n ' a r r i ve 

pas assez v i te p o u r s u i v r e le p i s t o n , et q u e l e c o r p s de p o m p e 

ne se r e m p l i s s e pas à c h a q u e c o u r s e , ce q u i o c c a s i o n n e r a i t u n 

déchet d a n s le p r o d u i t , e t uri c h o c au r e t o u r d u p i s t o n en s e n s 

con t ra i re . V u la diff iculté de ca lcu le r e x a c t e m e n t la v i t e s se d e 

l'eau a s p i r é e , o n a d o p t e o r d i n a i r e m e n t u n e v i t e s s e m o y e n n e 

du p i s t o n , dans les e n v i r o n s de o m , 20 pa r s e c o n d e ; r a r e m e n t 

on a t t e in t o™, 3o . I l es t c la ir q u e la l i m i t e p e u t ê t r e d ' a u t a n t 

élevée q u e le p i s ton s e m e u t à u n e h a u t e u r m o i n d r e a u - d e s s u s 

du ba s s in o ù l 'on p u i s e l ' e au , e t q u ' o n a m i s p l u s de so in à 

éviter l e s p e r t e s do c h a r g e d a n s le t u y a u d ' a s p i r a t i o n . 

Le p i s t o n ayant u n e c o u r s e de l o n g u e u r Zet u n e s e c t i o n 12, 

décrit , p e n d a n t u n e des p é r i o d e s e m p l o y é e s à l ' é l éva t i on d e 

l'eau dans l e bass in s u p é r i e u r , u n v o l u m e 12/; ce v o l u m e se ra i t 

aussi ce lu i d e l 'eau é l e v é e p e n d a n t la m ê m e p é r i o d e , s'il n ' y 
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avai t pas d e fui tes par l es s o u p a p e s , ou e n t r e l e p is ton et le 

c y l i n d r e c r e u x s u r l e q u e l il g l i s s e . Pa r c e t t e r a i s o n , le vo lume 

é l e v é var ie de o,ySLll à £2 / ; le coeff ic ient d o n t il faut affecter 

le v o l u m e déc r i t pa r le p i s ton va r i e a v e c le so in a p p o r t é à la 

c o n s t r u c t i o n e t à l ' e n t r e t i e n de la p o m p e ; dans les c i rcon

s t a n c e s o r d i n a i r e s , o n p e u t le s u p p o s e r d e 0 , 9 0 à 0 , 9 2 . 

142 . Boues à tympan. — Ce t t e r o u e c o n s i s t e e s sen t i e l l e 

m e n t en u n a r b r e ho r i zon t a l O [fig- 8 8 ) , a u q u e l sont re l iées 

Fig. 88 . 

—\ 

i n v a r i a b l e m e n t u n c e r t a i n n o m b r e d e su r faces cyl indriques 

ayan t l e u r s g é n é r a t r i c e s p a r a l l è l e s à l ' a x e ; l es s ec t i ons droites 

d e c e s c y l i n d r e s s o n t d e s d é v e l o p p a n t e s d e c e r c l e . L ' in ter

va l l e e n t r e d e u x c y l i n d r e s c o n s é c u t i f s f o r m e a ins i un canal 

a y a n t u n e l a r g e u r c o n s t a n t e , a u s s i b i en dans l e sens normal 

a u x d é v e l o p p a n t e s q u e p e r p e n d i c u l a i r e m e n t a u plan de la 

figure. L ' u n d e c e s c a n a u x , p a r e x e m p l e , au ra son ouver ture 

e x t é r i e u r e en AB et s o n a u t r e o u v e r t u r e en 1G. T o u t le sys

t è m e t o u r n e a u t o u r d e l ' axe O, d a n s le s e n s d e la f lèche; !e 

c e n t r e O est a u - d e s s u s d ' u n b a s s i n q u i f ou rn i t de l 'eau à éle

v e r , e t le n i v e a u d e c e bass in n o i e p l u s o u m o i n s la partie 

i n f é r i e u r e d e la r o u e . 

P e n d a n t t o u t le t e m p s q u e l ' o u v e r t u r e AB se t r o u v e au-des

s o u s du n i v e a u d u b a s s i n , en t o t a l i t é ou p a r t i e l l e m e n t , il 
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en t r e , pa r l 'effet de la r o t a t i o n , u n e c e r t a i n e q u a n t i t é d ' e a u d a n s 

le canal A B I G ; la r o t a t i o n c o n t i n u a n t , AB s 'é lève e t finit pa r 

se t r o u v e r a u - d e s s u s d e I G ; a lo r s l ' eau i n t r o d u i t e s ' é c o u l e 

en IG pa r l e s e m b o u c h u r e s l a i s sées l ib res t o u t a u t o u r de 

l ' a rbre , et t o m b e dans un canal q u i l ' e m m è n e au ba s s in d e s t i n é 

à la r e c e v o i r . 

N o u s n o u s p r o p o s e r o n s d e u x q u e s t i o n s : i° u n e r o u e à 

tympan d o n n é e t o u r n e avec u n e v i t e s se a n g u l a i r e c o n n u e , e t 

o c c u p e u n e s i t ua t i on c o n n u e r e l a t i v e m e n t au bass in i n f é r i e u r : 

quel sera s o n déb i t pa r s e c o n d e ? 2 0 q u e l se ra le t ravai l q u e le 

m o t e u r d e v r a lu i t r a n s m e t t r e ? 

A p p e l o n s S la s e c t i o n AB p r o j e t é e s u r le p lan p a s s a n t pa r 

l 'axe 0 et le c e n t r e d e A B ; N l e n o m b r e de t o u r s d e la r o u e 

par m i n u t e ; n le n o m b r e de d é v e l o p p a n t e s ; I I la h a u t e u r OC 

du p o i n t 0 a u - d e s s u s du n iveau d e l 'eau à é p u i s e r ; r', r" l e s 

d i s t ances d e s p o i n t s A et B à l ' axe d e r o t a t i o n . L e p o i n t A 

décr i ra a u - d e s s o u s d e l 'eau u n a rc DAD' , d o n t n o u s d é s i g n e 

rons l ' ang le a u c e n t r e par 2 a ; p a r e i l l e m e n t le p o i n t B d é c r i r a 

l'arc E B E ' , r é p o n d a n t à l ' angle au c e n t r e 2(3. On a u r a d ' a b o r d 

H H 
c o s c c = - , cos(3 = ^ ; 

arc DAD' — ir'a. — ir' a r c cos —7t 
r 

arc E B E ' = 2 r" |3 = 2 r " a r c cos - u , 

l'arc d é c r i t a u - d e s s o u s de l ' eau par l e c e n t r e d e AB d e v a n t 

peu différer de la m o y e n n e - (DAD' - i -EBE ' ) sera donc, e x p r i m é 

par 
, I I „ H 

r' a rc c o s — -+- r arc c o s — —L. 
r r 

Or le v o l u m e e n t r é par l ' o u v e r t u r e AB es t E D E ' D ' , o u le p r o 

duit LS d e ce t a rc m o y e n par la s e c t i o n p e r p e n d i c u l a i r e S ; 

donc , p u i s q u ' i l y an c a n a u x q u i p u i s e n l l e m ê m e v o l u m e d a n s 

chaque t o u r d e r o u e , le v o l u m e é l e v é se ra , pa r t o u r , « L S ; 

N 
enfin, le n o m b r e d e t o u r s pa r s e c o n d e é t an t 7 ^ - 1 le d é b i t Q d e 

00 
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la r o u e d a n s le m ê m e t e m p s au ra i t p o u r v a l e u r - ? - N n L S , c 'est-
o o 

à-dire q u ' o n do i t avo i r 

^ 1 HT c / r I I « H 
Q = 7 7 - N n S R' a rc cos — -+- R • a r c cos —„ 

bo \ R R 

Mais ce ca l cu l s u p p o s e qu ' i l e n l r e p e n d a n t c h a q u e c lément 

rie t e m p s DT, pa r l ' o u v e r t u r e ÀB, u n v o l u m e d ' eau égal à celui 

q u ' e n g e n d r e AB d a n s le m ê m e t e m p s ; de ce t t e man iè re on 

n e t i e n t c o m p t e ni de la c o n t r a c t i o n q u e p e u t ép rouver le 

l i q u i d e à s o n e n t r é e , n i du m o u v e m e n t c o m m u n i q u é à l'eau 

e n v i r o n n a n t e , q u i p e u t j u s q u ' à u n c e r t a i n p o i n t fuir devant la 

sur face AB a u l i eu d e la t r a v e r s e r . P a r ces r a i s o n s , il serait bon 

en p r a t i q u e d ' a d m e t t r e u n e c e r t a i n e r é d u c t i o n dans la valeur 

de Q c i -de s sus d o n n é e ; on p o u r r a i t l 'affecter , par exemple , 

d ' u n coef f ic ien t q u e n o u s é v a l u o n s , par a p e r ç u , à 0 , 80 , faute 

d ' e x p é r i e n c e s p r é c i s e s s u r ce s u j e t . 

Vo ic i u n e x e m p l e du ca lcu l d e Q . So i en t d o n n é s IV = 1 2 , 

re = 4 , r ' = 2 r a , 5 o , r " = 3 m , o o , H = 2 m , 00 , S = o m i , i n . On 

aura 

H o H . 7T 

— = 0 , 0 0 0 0 , a rc c o s - 7 = 0 , 4 1 0 - ; 

? ? = 0 , 6 6 6 7 , a rc cos 3; = o , 5 3 5 - ; 

V / - 2 

R a rc c o s 7̂ - f - R" a rc c o s ^ = - (1 , o a 5 - h 1 , 6 o 5 ) = 4, I3 i ; 

d 'où l ' on d é d u i t 

Q = o™, 562 , 

n o m b r e q u ' o n d e v r a i t r é d u i r e à o i i , c , 4 5 e n v i r o n , en le mul t i 

p l iant par 0 , 8 0 . 

Q u a n t au t ravai l m o t e u r à d é p e n s e r p o u r é l e v e r un certain 

p o i d s P d ' e a u , il se c o m p o s e : i° du t ravai l P I I d e s t i n é à vaincre 

ce lu i de la p e s a n t e u r ; 2 0 du t ravai l du f r o t t e m e n t sur les tou

r i l lons et é p a u l e r n e n l s d e l ' a r b r e O, l e q u e l p e u t ê t r e évalué par 

les f o r m u l e s c o n n u e s ; 3° d u travai l n é c e s s a i r e p o u r vaincre les 

f r o t t e m e n t s d e l ' eau s u r l es p a r o i s so l i de s en contac t , travail 

p e u s e n s i b l e , si l es d é v e l o p p a n t e s f o r m e n t par l eu r réunion 
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des c a n a u x assez l a r g e s ; 4° le t ravai l n é c e s s a i r e p o u r d o n n e r à 

l ' eau la v i t e s s e a b s o l u e avec l a q u e l l e e l le q u i t t e la r o u e . Ce 

d e r n i e r t ravai l sera é g a l e m e n t assez faible, si l 'on a so in de 

faire t o u r n e r l ' a r b r e l e n t e m e n t ; car le po in t le p lu s bas d ' u n e 

d é v e l o p p a n t e q u e l c o n q u e se t r o u v a n t t o u j o u r s s u r la ve r t i ca l e 

du p o i n t I , on vo i t q u e l ' eau déjà e n t r é e à l ' i n t é r i e u r du ca 

nal ABIC-, e t c e l l e qu i e n t r e r a e n c o r e dans la s u i t e de la m ê m e 

r é v o l u t i o n , n e s e r o n t c o m p l è t e m e n t é c o u l é e s q u ' a p r è s un t o u r 

e n t i e r à pa r t i r d e la p o s i t i o n r e p r é s e n t é e p a r la f igure . L ' eau 

s ' é l ève d o n c avec p e u de v i t e s s e a b s o l u e dans la m a c h i n e , e t 

par c o n s é q u e n t u n e faible pa r t i e d u travai l m o t e u r est e m 

p l o y é e à lu i d o n n e r u n e force v ive i n u t i l e . Mais il n e faut 

pas o u b l i e r q u e cela s u p p o s e la l e n t e u r d e la r o t a t i o n a u t o u r 

de l ' axe 0 . 

E n r é s u m é , o n ca lcu le ra l e s d e u x p r e m i è r e s pa r t i e s du t r a 

vail m o t e u r q u i son t l es p l u s i m p o r t a n t e s , e t p o u r t en i r 

c o m p t e a p p r o x i m a t i v e m e n t des d e u x a u t r e s , o n m u l t i p l i e r a 

la s o m m e d e s p a r t i e s c a l c u l é e s pa r u n coeff ic ient un p e u s u 

p é r i e u r à l ' u n i t é . 

L ' i d é e p r e m i è r e de la r o u e à t y m p a n es t fort a n c i e n n e , 

p u i s q u e V i t r u v e pa r le d ' u n e m a c h i n e a n a l o g u e ; c ' e s t Lafaye 

q u i , en 1 7 1 7 , 8 p r o p o s é de lu i d o n n e r la f o r m e q u e n o u s avons 

d é c r i t e c i - d e s s u s . Cet te m a c h i n e para î t s u s c e p t i b l e d 'un assez 

b o n r e n d e m e n t , e t se p r ê t e à l ' é p u i s e m e n t d e g rands v o l u m e s 

d ' e a u ; m a i s la h a u t e u r à l a q u e l l e on m o n t e l 'eau é p u i s é e , 

t o u j o u r s m o i n d r e q u e le r ayon de la r o u e , se t r o u v e n é c e s s a i 

r e m e n t l i m i t é e ; de p l u s la r o u e es t l o u r d e et d ' un t r a n s p o r t 

difficile à c a u s e de son p o i d s . 

143 . Turbines élévatoires; pompe centrifuge. — La p lupa r t 

des m a c h i n e s q u i s e r v e n t à u t i l i se r la p u i s s a n c e m o t r i c e d ' u n e 

c h u t e d ' eau p e u v e n t , avec q u e l q u e s mod i f i c a t i ons , se t r a n s 

fo rmer e n m a c h i n e s à é l e v e r l ' e au , et i n v e r s e m e n t . A i n s i , pa r 

e x e m p l e , si u n e r o u e de cô t é e m b o î t é e dans u n c o u r s i e r r e 

çoi t u n m o u v e m e n t a u t o u r de son axe h o r i z o n t a l , par l 'ac t ion 

d ' u n m o t e u r q u e l c o n q u e , de m a n i è r e q u e les p a l e t t e s r e m o n 

t e n t la p a r t i e c i r c u l a i r e du c o u r s i e r , ces p a l e t t e s e n t r a î n e r o n t 

a v e c e l l es l ' e au du bief d'aval e t la r e j e t t e r o n t dans le b ie f 
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d ' a m o n t : on o b t i e n d r a i t a in s i , en p r i n c i p e , la r o u e é l éva to i r e . 

De m ê m e , q u ' o n p r e n n e u n e t u r b i n e F o u r n e y r o n , q u ' o n fasse 

c o m m u n i q u e r les i n t e r v a l l e s e n t r e les c l o i s o n s d i r ec t r i ce s 

avec le b ief d 'aval e t d é b o u c h e r les orif ices e x t é r i e u r s de la 

t u r b i n e dans u n e s p a c e f e r m é , d ' où par t i ra i t u n tuyau d ' a s 

c e n s i o n ; l o r s q u ' o n i m p r i m e r a u n m o u v e m e n t de ro ta t ion à 

l ' appare i l , l ' eau c o m p r i s e d a n s les a u b e s sera p o u s s é e vers 

l ' e x t é r i e u r par la force cen t r i fuge , e t a r r i ve ra dans l 'espace 

f e r m é , avec u n e x c è s de p r e s s i o n qu i la fera m o n t e r dans le 

t u y a u à u n e c e r t a i n e h a u t e u r , d ' a u t a n t p l u s g r a n d e q u e la 

ro t a t i on sera p l u s r a p i d e . Si le t uyan n ' e s t pas t r o p é l e v é , un 

é c o u l e m e n t s ' é tab l i ra à s o n e x t r é m i t é ; ce t é c o u l e m e n t sera 

d ' a i l l eu r s c o n t i n u , l ' eau chassée, pa r la force cen t r i fuge é tant 

sans ce s se r e m p l a c é e p a r ce l l e d u bief d 'aval , q u i t e n d à com

b l e r le v i d e fait dans les c l o i s o n s . 

La t h é o r i e d ' u n e t e l l e t u r b i n e , q u ' o n p o u r r a i t appe le r tur

bine élévatoire, r e s s e m b l e r a i t b e a u c o u p à c e l l e d u n° 1 3 i . Mais, 

c o m m e il s 'agit là d ' u n e m a c h i n e q u ' o n n 'a p o i n t e n c o r e établie 

n i e x p é r i m e n t é e , n o u s n e c r o y o n s pas devo i r n o u s y ar rê ter 

d a v a n t a g e . N o u s n o u s b o r n e r o n s à é t u d i e r u n e p o m p e di te cen

trifuge, q u i r e n t r e dans la m ê m e c lasse d e m a c h i n e s , mais qu i 

c e p e n d a n t a p l u t ô t d e l ' ana log ie a v e c l e s r o u e s à réac t ion . 

U n e r o u e c o m p o s é e d ' u n e s é r i e d ' a u b e s c y l i n d r i q u e s , telles 

q u e BC (fg- 89 ) , a s s e m b l é e s e n t r e d e u x p l a t e a u x annu la i r e s , 

F i e . gg_ est a s su j e t t i e à t o u r n e r au

t o u r d ' un axe hor izonta l 

p r o j e t é e n A . L 'eau du 

b a s s i n à é p u i s e r arr ive l i 

b r e m e n t dans le ce rc leAB, 

q u i l i m i t e i n t é r i e u r e m e n t 

_ œ 4 l e s a u b e s , soi t pa rce que 

— le c e n t r e A es t u n p e u au-

ZIL ZI d e s s o u s d u n iveau NN de 

ce bief, so i t au moyen 

de t u y a u x d 'asp i ra t ion . Le 

m o u v e m e n t de ro ta t ion im

p r i m é à c e t t e r o u e chasse 

l 'eau des c a n a u x B C B ' C d a n s l ' e s p a c e a n n u l a i r e D où elle a c -
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q u i e r t u n e p r e s s i o n suffisante p o u r la faire m o n t e r par le 

tuyau E , s e u l e i s s u e q u i lu i soi t o u v e r t e , e t par où e l l e a r r ive 

d a n s u n ba s s in s u p é r i e u r . La v i t e s s e angu la i r e d e l ' a rb re À 

é t an t c o n n u e , a ins i q u e t o u t e s les d i m e n s i o n s d e l ' appare i l et 

sa s i t ua t i on r e l a t i v e m e n t aux d e u x bas s in s de dépa r t e t d ' a r r i 

v é e , on p e u t d e m a n d e r le déb i t d e la p o m p e pa r s e c o n d e , le 

t ravai l m o t e u r q u ' e l l e c o n s o m m e et son r e n d e m e n t . 

Afin d ' é t u d i e r c e s q u e s t i o n s , n o m m o n s : 

I I la d i f fé rence d u n i v e a u des d e u x b a s s i n s ; 

h l ' i m m e r s i o n du c e n t r e À a u - d e s s o u s du bass in i n f é r i e u r ; 

r le r ayon e x t é r i e u r AC de la r o u e ; 

b la d i s t a n c e des d e u x p l a t e a u x a n n u l a i r e s q u i r é u n i s s e n t 

l e s a u b e s ; 

M la v i t e s s e angu la i r e de l ' a rb re A ; 

v la v i t e s s e a b s o l u e de l ' eau q u a n d e l le q u i t t e l es a u b e s ; 

u la v i t e s s e sor à la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e de la r o u e ; 

w la v i t e s s e re la t ive de l ' e au p o u r le m ê m e p o i n t ; 

y l ' angle a igu d e s v i t e s s e s w e t u, c ' e s t - à - d i r e l ' ang le s o u s 

l e q u e l l es a u b e s c o u p e n t la c i r c o n f é r e n c e e x t é r i e u r e ; 

II le p o i d s d u m è t r e c u b e d ' e a u . 

N o u s c o m m e n c e r o n s par s impl i f ie r u n p e u le p r o b l è m e au 

m o y e n de q u e l q u e s h y p o t h è s e s . D ' abo rd n o u s n é g l i g e r o n s la 

v i t e s se a b s o l u e de l ' eau d a n s le t u y a u d ' a s c e n s i o n e t d a n s le 

c o n d u i t q u i l ' a m è n e j u s q u ' a u x a u b e s , ce qu i sera p e r m i s si l es 

s e c t i o n s t r a n s v e r s a l e s de ces c o n d u i t s s o n t a ssez g r a n d e s rela

t i v e m e n t au v o l u m e d é b i t é . T o u t e f o i s , le r ayon AB devra e n 

core ê t r e assez pe t i t p o u r q u e la v i t e s se de r o t a t i o n du p o i n t B 

soit n é g l i g e a b l e ; e n d ' a u t r e s t e r m e s , n o u s c o n s i d é r e r o n s l ' i n 

t r o d u c t i o n d e l 'eau d a n s la r o u e c o m m e se faisant s u r l ' a x e , 

sans v i t e s s e d ' e n t r a î n e n i e n t , e t par c o n s é q u e n t auss i s a n s v i 

t e sse r e l a t i v e . S e c o n d e m e n t , n o u s r a i s o n n e r o n s c o m m e si 

l 'axe d e r o t a t i o n é ta i t v e r t i c a l , ca r s a n s cela l ' h y p o t h è s e d ' un 

m o u v e m e n t p e r m a n e n t d e l ' e au p e n d a n t son p a s s a g e d a n s 

l ' apparei l se ra i t en t o u t e r i g u e u r i n e x a c t e . C e p e n d a n t , la r o u e 

ayant p e u d e h a u t e u r r e l a t i v e m e n t à I I , on c o n ç o i t q u e sa p o 

si t ion h o r i z o n t a l e o u v e r t i c a l e inf lue p e u s u r l e r é s u l t a t final. 

I I . 2 e É D 1 T . 3 4 
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D'a i l l eu r s r i en n ' e m p ê c h e r a i t en p r a t i q u e de p r e n d r e l ' a rbre A 

ve r t i ca l , mais ce sera i t à p e u p r è s ind i f fé ren t . 

Cela p o s é , si l 'on a p p l i q u e le t h é o r è m e de Bernou l l i au 

m o u v e m e n t relat i f d ' u n e m o l é c u l e s u i v a n t la c o u r b e BC (n° 20), 

cha rge r é e l l e par — I I , a t t e n d u q u e , d ' ap rè s n o s hypo thèses 

s impl i f i ca t ives , le n iveau NN e t le n i v e a u d u bass in s u p é r i e u r 

p e u v e n t ê t r e r e s p e c t i v e m e n t p r i s p o u r n i v e a u x p i é z o m é l r i -

q u e s en B et C. On t r o u v e r a d o n c 

é q u a t i o n q u i fait c o n n a î t r e w, p u i s q u e u es t d o n n é . Ce p re 

m i e r r é s u l t a t p e r m e t d e c a l c u l e r le d é b i t Q de la machine 

d a n s c h a q u e s e c o n d e . E n effet, l ' e au s o r t a n t d e s a u b e s coupe 

u n e sur face c y l i n d r i q u e zitbr s o u s l ' ang le y e t avec la vi tesse 

r e l a t i ve w; d o n c l 'or if ice to ta l de s o r t i e , m e s u r é p e r p e n d i c u 

l a i r e m e n t à w, e s t 2 7 T & r s i n y , et pa r s u i t e 

( 2 ) Q — 2 7 T b r w s i n y . 

Le t ravai l m o t e u r c o n s o m m é par s e c o n d e p o u r faire t ou rne r 

la r o u e c o m p r e n d d ' abo rd l e t ravai l u t i l e IIQH; ensui te on 

o b s e r v e r a q u e l ' eau a r r ive d a n s l ' e s p a c e a n n u l a i r e D avec une 

v i t e s s e a b s o l u e v, q u ' e l l e p e r d e n ag i t a t i on i n u t i l e ; d 'où ré -

s u i t e un travai l m o l é c u l a i r e IIQ Ains i d o n c , abstraction 
2 g , 

faite d e s a u t r e s f r o t t e m e n t s , o n d é p e n s e r a par s econde un 

m e n t n Q H , l e r e n d e m e n t u au ra p o u r v a l e u r 

( 3 ) F- — — ~ — 2 — 1 — 
H -+- — * 

Res te à c a l cu l e r v; or c es t la r é s u l t a n t e de w et d e u, et l'on a 

V7 = u7 -+- W1 — 2 UW C O S y , 

so i t , à c a u s e de ( 1 ) , 

le gain d e c h a r g e iicti i s e x p r i m e r a par ou — > et la 

W7
 = — 2 g - H - t - U1, 

t ravai l u t i l e est s eu le -

( 4 ) 2 f f H -+- U'. 
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x2 — x cos y \j x1 — 2 

on aura d o n c le m a x i m u m de p , c o n s i d é r é c o m m e fonc t ion 
de x, en c h e r c h a n t le m i n i m u m d u d é n o m i n a t e u r , o u , c e q u i 

r e v i e n t a u m ô m e , le m i n i m u m de - • On p r o c é d e r a d a n s 

F 
ce t t e r e c h e r c h e c o m m e au n° 140 : on écr i ra 

X2 = X C O S V \Jx'' — 2 , 

F 
o u , en faisant d i spa ra î t r e le radical e t o r d o n n a n t , 

/ 1 \ 1 x' s i n 2 y — IX1 — — c o s 3 y H = 0. 

' \F I R 1 ' 
Or y. n e p e u t r e c e v o i r q u e les v a l e u r s q u i , m i s e s d a n s c e t t e 
é q u a t i o n b i c a r r é e , d o n n e r o n t x2 rée l e t posi t i f ; d o n c o n a 

1 V 1 
c o s 2 y s i n 3 y ~ > o , 

F I F' 
soi t s u c c e s s i v e m e n t 

1 2 _ 
— c o s ' y c o s 2 y -+- co s ' y ~> o, 

I 2 

1- co s 3 y > o, 

F F 
1 \3 

1 "> s i n ' y . 

F I 
C o m m e sin y et - — 1 son t d e s q u a n t i t é s p o s i t i v e s , on p o u r r a F 

34. 

L e s é q u a t i o n s ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) e t (4) d o n n e n t sans p e i n e la s o l u 
t i o n d e s q u e s t i o n s p r o p o s é e s . 

V o y o n s e n c o r e par que l m o y e n o n t i r e r a i t le m e i l l e u r par t i 
p o s s i b l e d e la p u i s s a n c e m o t r i c e . L ' e x p r e s s i o n (3 ) du r e n d e 
m e n t d e v i e n t , e n y s u b s t i t u a n t p o u r v sa v a l e u r e t faisant a 

1 

F: 
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e x t r a i r e la r a c i n e c a r r é e de d e u x m e m b r e s et p o s e r 

i i 
i > s i n v o u - " > i + s i n y ; 

l e m i n i m u m de — a d o n c p o u r v a l e u r i - t - s i n y , et le r e n d e -

m e n t l imi te w., sera : La v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e xx de x 

i -t- s in y 

s e t i r e de l ' é q u a t i o n b i c a r r é e c i - d e s s u s , q u i d o n n e 

i 
c o s ' y 

fi, ' i - t - s i n y — c o s ' y i + s i n y 
s i n 2 y s i n ' y s i ny 

Ains i , la v i t e s s e u la p l u s favorable au r e n d e m e n t s ' ob t i en 

dra i t par l ' é q u a t i o n 
i -t- s in y _ 

s in y 

on e n conc lu r a i t la v i t e s s e a n g u l a i r e co — - et le n o m b r e de 
• R 

t o u r s par m i n u t e N = — - • L e r e n d e m e n t é t a n t a lors ; 

7f i -I- s in y 

on p e u t ê t r e t e n t é , p o u r l ' a u g m e n t e r , d e faire y t r è s -pe t i t ; 

m a i s on vo i t q u e l e s v i t e s s e s « e t o v d e v i e n d r a i e n t t rès-grandes , 

et l 'on p e r d r a i t b e a u c o u p en f r o t t e m e n t s de l ' eau con t re les 

a u b e s . D ' a i l l e u r s on a, en v e r t u des é q u a t i o n s ( i ) et ( 2 ) , 

Q = 27r òr s in y J U' — 2 G 11 = 2 ir B R y^g-H-s iny. \JX2 — 2 ; 

le d é b i t Q, q u i c o r r e s p o n d au m a x i m u m d e r e n d e m e n t sera 

d o n c 

Q, = 2 7r6r y /g - l l . s i n y . y / 1 s ir l
 Y _ 2 

= I R . B R ^ G I I v/sin y (1 — s in Y ) . 

Ce déb i t s ' a n n u l e r a i t e n m ê m e t e m p s q u e y ; l o r s q u e y varie 

s e u l , Qi d e v i e n t m a x i m u m p o u r sin y = 1 — sin y, ou sin y = ~ ' 

1 , 2 
o u e n c o r e y = 3o° ; le r e n d e m e n t est a lo r s c ' e s t -a -d i re y 

i + -
2 
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la v a l e u r y = o es t par c o n s é q u e n t i n a d m i s s i b l e c o m m e a n n u 

lant le d é b i t ; ma i s à ce p o i n t de v u e il n 'y a pas d ' i n t é r ê t à dé

pas se r y = 3o°. D ' u n a u t r e c ô t é , c e t t e d e r n i è r e v a l e u r n e d o n n e 

pas u n r e n d e m e n t t h é o r i q u e b i e n é l e v é ; p e u t - ê t r e ce qu ' i l y 

aura i t de m i e u x à faire en p r a t i q u e se ra i t de p r e n d r e y e n t r e 

i 5 e t 20 d e g r é s . P o u r y = i5° , par e x e m p l e , le r e n d e m e n t 

s ' é l ève à t _^ Q = °> 794> e t le p r o d u i t ^sïny (1 — sin y ) 

s ' aba isse à o , 4 3 8 , t and i s qu ' i l est o , 5 o p o u r y = 3o° ; c ' es t u n e 

d i m i n u t i o n q u e l ' on p o u r r a i t c o m p e n s e r par u n e pe t i t e a u g 

m e n t a t i o n d e r o u d e b. 

Au l i eu d e d i s p o s e r la r o u e c o m m e le r e p r é s e n t e la fig. 8g, 

on au ra i t p u a d o p t e r l es c a n a u x i s o l é s , c o m m e dans la fig. 8 5 . 

Dans ce cas , l ' e x p r e s s i o n du d é b i t change ra i t , et l ' angle y p o u r 

rait d e v e n i r n u l ; m a i s , a t t e n d u q u e u n e p e u t c ro î t r e j u s q u ' à 

et il f audra i t s ' é ca r t e r p l u s ou m o i n s du r e n d e m e n t l i m i t e . De 

p l u s , à d é b i t é g a l , on p e r d r a i t p r o b a b l e m e n t davan tage en 

f r o t t e m e n t s . 

U e x i s t e au C o n s e r v a t o i r e des Ar t s et M é t i e r s u n e p o m p e 

cen t r i fuge q u i f igurait à l 'Expos i t i on u n i v e r s e l l e d e L o n d r e s 

en I 8 5 I ; u n a u t r e m o d è l e , e x p o s é à Pa r i s , en 1855, s o u s le 

n o m d e pompe centrifuge d'Appold, d o n n a i t , su ivan t le c o n 

s t r u c t e u r , u n r e n d e m e n t de 6g p o u r 100, Ces m a c h i n e s s o n t 

r e m a r q u a b l e s en ce q u ' e l l e s p e u v e n t avec d e faibles d i m e n 

s ions d é b i t e r b e a u c o u p d ' eau , p o i n t d e v u e s o u s l e q u e l e l l e s 

on t d e la r e s s e m b l a n c e avec les t u r b i n e s . 

l ' inf ini , la v a l e u r 
1 -l- s in y 

sin y 
n e sera i t p lu s a d m i s s i b l e p o u r 

gH 
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S UH 

IIS POINT DE DÉTAIL DE LA THÉORIE DU RESSALT. 

Après avoir établi les équations (i) , (2), (.3), au fond identiques [eu 

égard à la relation U, n , = U, i i D ) , on s'est demandé ( p . 296) les condi

tions nécessaires et suffisantes pour qu'on puisse y satisfaire sans sup

poser l'identité des sections i l , et i l , . 

A cet effet on a d'abord mis l'équation (1) sous la forme 

O 3 r h i l d h Chl » 
( 5 ) l i . - * = i 

et jusque-là rien n'est à modifier; mais la suite, jusqu'au premier alinéa 

de la page 3oi, exclosivement, deviendra plus complète, plus précise e t , 

sous certains rapports, plus simple, en la présentant comme nous allons 

le faire. 

Au lieu de l'équation (5 ) ou peut écrire, en réunissant tout sous un 

même signe J"> 

ou bien, à cause de Q = U n , 

(5 bis) 

Cela montre déjà que s'il existe en réalité deux profondeurs différentes h0, 

vérifiant les équations (1), (2), (3 ) et par suite (5 bis), elles doi

vent comprendre dans leur intervalle une profondeur h' capable, d'an-

VI 
nuler 1 ; car sans cela tous les éléments do l'intégrale définie ( 5 bis) 

auraient le même signe et ne pourraient, se détruire. Ainsi le ressaut su

perficiel, toutes les fois qu'il se produit dans un cours d'eau, ne peut 

avoir pour effet que de faire franchir au niveau, par un saut brusque, la 
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profondeur critique h\ impossible à réaliser, comme on le sait, (n° 80) , 

dans un courant en mouvement permanent varié par iilets parallèles. On 

trouve ici la généralisation d'une remarque faite plus haut sur l'une des 

expériences de Bidone. 

La profondeur h' possède donc une double propriété : elle est infran

chissable tant que le parallélisme des filets se conserve d'une manière 

suffisamment approximative, et au contraire elle est inévitablement fran

chie toutes les fois qu'un ressaut superficiel vient à se produire. On est 

porté à conclure (non pas sans doute avec une certitude complète, mais 

avec beaucoup de probabilité) que la seconde exception mentionnée au 

n" 80 (cel le qui est caractérisée par la rencontre du profil calculé avec 

le profil fictif des profondeurs h') annonce la production d'un ressaut. 

Cependant, comme l'expérience n'a jusqu'à présent constaté que des res

sauts dans lesquels la profondeur augmente suivant le fil de l'eau, la pru

dence commande de restreindre l'énoncé ci-dessus au cas où cette aug

mentation aurait effectivement lieu. Nous dirons plus loin quelques mots 

du cas contraire, non encore observé, où l'on supposerait une diminution 

brusque. 

Reprenons maintenant l 'étude analytique de notre équation ( i ) , mise 

sous la forme équivalente (5 bis): et demandons-nous s i , étant donnés 

arbitrairement le débit et l'une des quantités ha ou ht, on pourra tou

jours trouver pour l'autre une valeur réelle, et positive capable de véri

fier cette équation. Sans chercher à discuter la question dans le cas le 

plus général, nous répondrons affirmativement si la section transversale 

du lit, prise au lieu même du ressaut, remplit les conditions, encore très-

larges, qui ont été admises au n° 83 . Pour* le démontrer, il faut observer : 

i ° que la quantité ( î I i l croît d'une manière cont inue , de — c o à 

-H os ; lorsque h varie de o à ce , et que le passage du négatif au positif 

répond à h — h', valeur unique et toujours la même dans tous les profils ; 

nière continue, depuis n jusqu'à oo , quand on fait varier la limite h, 

soit de h' à o, soit de h' à °° (*). Cela posé, on écrira l'équation (5 bis) 

sous la forme 

on voit alors que si l'on donne ha ou hit l'un des deux membres de cette 

(*) Ces diverses r e m a r q u e s p r é l i m i n a i r e s se d é m o n t r e n t avec une extrême 

facil ité : n o u s c r o y o n s inut i l e de n o u s y arrêter. 

s." que l'intégrale définie Lidh croît e l l e -même d'une ma-

(5 ter) 
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dernière équation prend une valeur positive déterminée, et comme l'au

tre membre peut acquérir toutes les valeurs possibles en choisissant 

convenablement la limite supérieure de l'intégrale, nous sommes en droit 

de dire que le problème, dans les termes où il est actuellement posé, 

comporte toujours une solution. 

CettB conclusion suppose qu'on ne ee préoccupe nullement de l'ordre 

de grandeur des lignes A0, h', /;,, auquel notre raisonnement n'a fait au

cune allusion; mais si, d'après les indications de l'expérience, on regarde 

comme nécessaire d'avoir A0 < ht, alors la fonction i étant nulle 
g^ 

pour la valeur intermédiaire h = h', et décroissant en outre d'une ma

nière continue quand h augmente (n° 8 3 ) , il en résulte les inégalités 

I I 2 / T l 2 / 

Suivant qu'on aura donné h0 ou ha la première ou la seconde do ces con

ditions sera la condition nécessaire de l'existence d'un ressaut : elle ne 

contient en effet que des quantités connues, et doit se vérifier à priori, 

tandis que l'autre dépend de la profondeur inconnue, et devra se trouver 

satisfaite d'el le-même quand cette inconnue aura été convenablement dé

terminée. 

Les profondeurs h0, ht se trouvant dans une dépendance réciproque, il 

est assez naturel de se demander la relation entre leurs variations simul

tanées, le débit étant supposé invariable. Pour l'obtenir il suffit do diffé-

rentier l'équation (5 bis) par rapport à ha et /«,, ce qui donne 

Si la section transversale satisfait aux conditions du n° 83 , les inéga-

U 2 ' C ' / 
lités (d) montrent immédiatement que les facteurs i — > i — 

sont de s ignes contraires, et comme les surfaces U p £l 0 sont essentiel le

ment positives, on voit que l'équation précédente donne toujours une 

valeur négative au rapport '•— • Les profondeurs A„, varient donc en 

sens inverse l'une de l'autre, si le débit ne change pas; l'une s'accroît 

pendant que l'autre diminue. 

FIN D E L A S E C O N D E P A R T I E . 
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TABLES NUMÉRIQUES. 

T A B I t E X ; donnant le i hauteur g correspondantes à des vitesses comprises 
entre l m , OO et l O m , OO par seconde. 

TV. B. On a pr is p o u r le n o m b r e g" ( a c c é l é r a t i o n des graves d a n s le v i d e ) la va leur 

£ = g m , 8 a 8 8 , soit — = o ,o5o974635. . . . 

Toute v i tesse e u dehors d e s l i m i t e s de la table p e u t y être r a m e n é e au m o y e n d 'une 
mul t ip l i ca t ion par i o", n é tant u n exposant entier , pos i t i f ou négatif. La hauteur d o n n é e 
par la tab le , e n regard de la vitesse a ins i modif iée , devra i t alors ê tre d iv i sée par I O 1 " , 
pour avoir l a h a u t e u r q u i c o r r e s p o n d à la vi tesse p r i m i t i v e . 

Exemple. O n d e m a n d e la h a u t e u r d u e à u n e vitesse de om,/\5~] par seconde . — Ce 
dernier n o m b r e m u l t i p l i é par 10 dev ient /\m,5/j en regard d u q u e l on t r o u v e dans la 

table im,o6^6- l e résultat cherché sera —; • ini,o6*4G, soi t o r a,oioG4G. 

H A U T E U R S H A U T E U R S H A U T E U R S 1 I A U T E I M 1 8 

V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres
pondantes. pondantes. pondantes. pondantes. 

m m m m m m m m 
I ,01 0 , 0 3 2 0 0 1,26 0,08093 I , 5 I 0,11623 1 , 7 6 0,]5790 
I , 0 2 O,o53o3 1,27 0,08222 1,02 0,11777 1 , 7 7 ° , ' 5 9 7 ° 
i ,o3 O,o54o8 . 1,28 o,o8352 1,53 0 , 1 ig33 . ,78 0 , i 6 .5 i 
i , O 4 o,o55i3 o,o8483 1,54 0,12089 1,79 0,1G33 3 
i,o5 O , 0 5 6 2 O 1,3o 0,08610 i ,55 Oj12247 1,80 0,1651G 

13oG 0 , 05728 . , 3 . 0,08748 1,56 o ; xilfoS . ,81 0,16700 
i ,07 0,05836 1,32 0,08882 1,37 o, 12565 , ,82 o,i6KS5 
1,08 o,o5o/,6 1,33 • , o g o 1 7 i ,58 0,1272.S i , 83 0,17071 
' , °9 o,o6o56 1,34 0,ogi53 i .Sg 0,128H7 . ,8 / , 0,17258 
1,10 o,o6i68 1,35 0,09290 1,60 0, i3o5o i ,85 0 , 1 7 4 4 « 

1,11 0,06281 i ,36 0,09428 I , 6 I 0, i3ai3 i,8G 0,17CI35 
1,12 o,o63o.4 1,37 0 ,09567 1.62 0ji33y8 1,87 0,1782J 
. , , 3 0 ,oG5og . ,3â o,09708 i,G3 0,13543 1 , 8 8 0 , 1 So 1G 

0,06625 1 , 3 9 0,0984g i ,64 0 j 13-j 10 1,89 0 ,18209 
. , , 5 0 , 0 6 7 4 . l , 4 O 1,65 0,13878 • ,9" 0 ,18402 

. , . 6 0 , 06839 ! , 4 L O , I O I 3 4 1,66 i , 9 ' 0,.85gG 
' , •7 0 ,06978 1 , 4 2 0,10279 1,67 0,1421b" 1,92 0,18791 
. , , 8 0,07098 1 , 4 3 0,10424 . ,68 o, 1^387 i ,93 

' ,94 
0,18988 

< , '9 0 , 07219 1 , 4 4 0,10570 ' , 6 9 0,14559 
i ,93 
' ,94 0 ,191S5 

1 , 2 0 0 ,07340 1 , 4 5 0,10717 1,70 0,14732 • , 9 5 0,ig383 

1,21 0 ,07463 . , 4 6 0,ioS6fi 1 1 7 1 0, 1^905 >,gs 0,19582 
1,22 0 ,07587 >,47 0 ,1 io i5 1,72 o,i5oSo 1,97 0,19783 
1,23 0,07712 . , 4 8 0 ,11165 i ,73 0 , 1 5 Î 5 6 >,98 0,1998;) 
1 , 2 4 0 , 0 7 8 ) 8 ' , 49 0 , 1 1 3 i 7 i ,74 o ;15433 •,99 0,20186 
1 , 2 5 0,07gG5 1,5o O , I I 4 6 ' 9 . ,75 O , I 5 6 I 1 2 ,00 o,2o3go 
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5 / | 2 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I . ( S u i t e . ; 

H A U T E U R S H A U T E U R S H A U T KCRS H A U T E U R S 

V I T E S S E S . c o r r e s 

p o n d a n t e s 

V I T E S S E S . c o r r e s 

p o n d a n t e s . 

V I T E S S E S . c o r r e s -

p o n d a n t e a . 

V I T E S S E S . r . n r r e s -

p o n d a n t a s . 

m 

2 ,01 
2,02 
2,o3 
2 , o4 
2 , o 5 

m 
0; 2o5g 
0,2080 
0 ,2101 
0 ,2121 
0,21^2 

m 

2,4» 
2,42 
2,43 
2 ,44 
2 ,45 

m 
0,2961 
o,2985 
o , 3 o i o 
0 ,3o35 
0,3oGo 

1 
m 

2 ,81 
2 ,82 
2 ,83 
2,84 
2 ,85 

m 
0,4025 
a ,4o54 
o , 4 o 8 3 
0 , 4 1 1 1 
0 , 4 1 4 ° 

m 
3 ,2 1 
3 ,22 
3 ,23 
3,34 
3 , 3 5 

m 
0,5252 
o,5u85 
0 , 53 .8 
o , 5 3 5 i 
0,5384 

2 ,06 
2,07 
2 ,oS 

2, 10 

0 ,2 l63 
0 ,2 l84 
0,2200 
0,2227 
0,2248 

2 ,46 
2 ,47 
2,48 
2,49 
2 ,5o 

o , 3 o 8 5 
0 , 3 1 1 0 
0 , 3 i 3 5 
0 , 3 i 6 o 
o , 3 i 8 6 

2,86 
3,87 
2 ,88 
2,89 
3,90 

0,4170 
o , 4 ' 9 9 
0,4228 
0,4337 
0,4287 

3 ,26 
3,27 
3,28 
3,-^9 
3 , 3o 

0,5417 
o , 5 4 5 i 
0,5484 
a,5518 
o ,555r 

2 , 1 1 
2 , 12 
2, l 3 
2, 14 
2, l5 

0,2269 
0 ,22gi 
Ù , 2 3 l 3 
0,2334 
0 ,3356 

2 , 5 l 
2 ,52 
a , 53 
2 ,54 
2 ,55 

0 ,3211 
0,3237 
0,3263 
0,3289 
o , 3 3 1 5 

2 , 9 ! 
2 ,92 
2 ,93 

2 ,94 
2 ,95 

0,4317 
0,4346 
0,4376 
0,4406 
0,4436 

3 , 3 i 
3 , 32 
3 , 3 3 
3,34 
3 , 3 5 

o ,5585 
o , 5 6 i g 
0,5653 
0,5687 
0,5721 

2 , iG 
2 , 1 7 
2 , 1 » 
2 , 1 9 
2 ,20 

0,2378 
0 , 2^00 
0,2423 
0,2/145 
0,2467 

2 , 5 6 
3,57 
2 ,58 
2 ,5g 
2,60 

0 ,3341 
o , 3 3 6 7 

0,33g3 
0,3419 
0 ,3446 

2 ,96 
3,97 
2,98 
2 ,9g 
3 , o o 

0,44G6 
0 ,44g6 
0,4527 M 
0 , 4 5 5 7 * 
0 , 4588 

3 , 3 6 
3 , 3 7 . 
3 , 3 8 
3 , 3 g 
3,4a 

0,57.55 
0,578g 
o,5824 
0,5858 
0,58g3 

2 ,21 
2,22 
2,23 
2,24 
2 ,25 

0,2490 
0,2512 
0,2535 
0,2.558 
o , 258 i 

2 ,61 
2 ,62 
2 , 6 3 
2 ,64 
2,65 

0 ,3472 
0,3499 
0 ,3526 
0,3553 
0 , 3 5 8 o 

3 , o i 
3,02 
3 , o3 
3,o4 
3 , o 5 

0 ,4618 
0,4649 
0 , ,4680 
0 , 4711 
0,4742 

3 , 4 . 
3,43 
3 ,43 

3 ,44 
3 ,45 

0,5927 
o , 5962 
° , 5 997 
0,fio32 
0,6067 

2,26 
3,27 
2,28 
2,29 
2 ,30 

0,2604 
0,2627 
o ,265o 
0 ,2673 
0,2697 

2 ,66 
2,67 
2 ,68 
3 ,69 
2 ,70 

0,3607 
0 ,3634 
0 ,3661 
0 , 368g 
0,3716 

3 , o6 
3,07 
3,o8 
3 , o g 
3,10 

0,4773 
0,4804 
0 ,4836 
0,4867 
o , 4 8 g 9 

3 ,46 
3,47 
3 , 4 8 
3,49 
3 , 5 a 

0.6102 
o l 6 i 3 8 
0 ,6173 
0,6209 
0,6244 

z , 3 i 
2, 32 
2,33 
2 ,3 ' , 
2 ,35 

0,2720 
0,2744 
0,2767 
0,2791 
0 ,28l5 

2 , 7 1 
2 ,72 
2 ,73 

5 ,74 
2 ,75 

0 ,374/, 
0,3771 
o , 3 7 g g 
0,3827 
0 ,3855 

3 , n 
3, 12 
3 , i 3 
3 , 1 4 
3 , i 5 

0,4g3o 
0^,962 
0,4994 
0,5026 
o , 5 o 5 8 

3 , 5 i 
3 , 5 2 
3 , 5 3 
3 , 54 
3 , 55 

0,6280 
o ,6316 
o ,6352 
0 ,6388 
0,64 24 

" 2 ,36 
2,37 
2,38 
2 ,3g 
2,40 

0,283g 
0,286.3 
0,2887 
0,2912 
0,2936 

2 , 76 

2 ,77 
2 , 7 H 
2 ,79 
2 ,80 

o , 3 8 8 3 
o , 3 g n 
o,?,Qr,o 
o , 3 g 6 8 
o , 3gg6 

3 , i 6 
3 . -7 
3 , i 8 
3 , ' 9 
3,20 

o , 5ogo 
0 , 5 l 2 2 
o , 5 i 5 5 
0 ,5187 
0 ,5220 

3 , 5 6 
3 ,57 
3 , 5 8 
3 , 5 g 
3 ,6o 

0 ,G46o 
0,6497 
o ,6533 
0,6570 
0,6606 
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T A B L E S N 

T A B L E 

U M É R I Q U E S . 

! I . ( S u i t e . ) 

H A U T E U R S H A U T E U R S H A U T E U R S H A U T E U R S 

V I T E S S E S . c o r r e s -

p o n d a D l e s . 

V I T E S S E S . c o r r e s 

p o n d a n t e s . 

V I T E S S E S . c o r r e s -

p o n d i i n t . e s 

V I T E S S E S . c o r r e s 

p o n d e n t e » 

m 
3 , 6 i 

3 , 6 2 

3 , 6 3 

3 , 6 / , 

3 , 6 5 

m 
0 , 6 6 4 3 
0 , 6 6 b o 
0 , 6 7 1 7 
0 , 6 , 5 4 
0 , 6 7 9 1 

ra 
4 , 0 1 
4 , 0 2 
4 , o 3 
4 , 0 4 

4 , o 5 

m 
0 , 8 1 9 7 

0 , 8 2 3 8 

0 , 8 2 7 9 

o , 8 3 ' j o 

o , 8 3 6 i 

m 
4 , 4 l 
4 , 4 2 
4 , 4 3 

4 , 4 4 
4 , 4 5 

ra 
o , 9 9 > 4 

0 , 9 9 5 9 
I , 0 0 0 4 
i , 0 0 4 9 
i , o o g ' 4 

[11 
4 , 8 1 
4 , 8 2 

4 , 8 3 

4 , 8 4 
4 , 8 5 

m 

' , 1 7 9 4 

1 , 1 8 9 2 

i , ' 9 4 > 

i , ' 9 9 ' 

3 , 6 6 

3 , 6 , 

3 , 6 8 

3 , 6 9 

3 , 7 0 

0 , 6 8 2 8 
0 , 6 8 6 6 

O , 6 9 0 3 

0 , 6 9 4 1 
0 , 6 9 7 8 

4 , 0 6 

4 , 0 7 
4 , 0 8 
4 , 0 9 
4 , 1 0 

0 , 8 4 0 2 

0 , 8 4 4 4 
0 , 8 4 8 5 
0 , 8 3 2 7 
0 , 8 J 6 9 

4 , 4 6 

4 , 4 7 
4 , 4 8 

4 , 4 9 
4 , 5 o 

I , 0 l / | 0 

1 , 0 1 S 5 

I , 0 2 3 l 

1 , 0 2 7 7 

I , o 3 2 2 

4 , 8 6 

4 , 8 7 
4 , 8 H 

4 , 8 9 
4 , 9 0 

i , 2 0 4 0 

1 , 2 0 9 0 

1 , 2 i 3 g 

1 , 2 1 8 9 

i , 2 2 3 g 

3 , 7 1 

3 , 7 2 

3 , 7 3 

3 , 7 4 
3 , 7 5 

O , , 0 l 6 

0 , 7 0 5 4 
0 , 7 0 9 7 . 

o , , i 3 o 

0 , 7 1 6 8 

4 , 11 
4 , 1 2 

4 , . 3 

4 , . 4 
4 , i 5 

0 , 8 6 1 1 
o , 8 6 5 3 
0 , 8 6 9 3 
0 , 8 7 3 7 

o , « 7 7 9 

4 , 5 . 

4 , 3 2 

! 4 , 5 3 

1 4 , 5 4 
4 , 5 5 

i , o 3 6 8 

> , O 4 ' 4 
1 , 0 4 6 0 

i , o 5 o 7 

i , o 5 5 3 

4 , 9 ' 

4 , 9 ' J 

4 , 9 3 

4 , 9 4 
4 , 9 5 

1 , 2 2 8 9 

1 , 2 3 3 g 

1 , 2 . 3 8 9 

1 , 2 4 4 0 

1 , 2 4 9 0 

3 , 7 6 

3 , 7 7 

3 , 7 § 

3 , 7 9 

3 , 8 o 

0 , 7 2 0 7 

0 , 7 2 4 5 

0 , 7 2 8 3 
0 , 7 3 2 2 

0 , 7 3 6 i 

4 , 1 6 

4 , 1 7 
4 , 1 8 

4 , 19 
4 , 2 0 

0 , 8 8 2 1 

o , 8 8 6 4 

0 , 8 9 0 6 

° - 8 9 4 9 
0 , 8 9 9 2 

4 , 5 6 

4 , 5 , 

! 4 , s 8 

4 , 5 y 
4 , G o 

1 , 0 5 9 9 

1 , 0 6 4 6 

1 , 0 6 9 3 

1 , 0 7 3 9 

1 , 0 7 8 6 

4 , 9 6 

4 , 9 7 
4 , 9 8 

4 , 9 9 
5 , 0 0 

1 , 2 5 4 i 
1 , 2 5 g i 
1 , 2 6 4 2 
1 , 2 6 g 3 

1 , 2 , 4 4 

3 , 8 i 

3 , 8 2 

3 , 8 3 

3 , 8 4 

3 , 8 5 

0 , 7 4 0 0 

o , , 4 3 8 

° > 7 4 7 7 
0 , 7 5 1 7 
o , , 5 5 6 

4 , 2 1 

4 , 2 2 

4 , 2 3 

4 , 2 4 

4 , 2 5 

o , g o 3 5 

0 , 9 0 7 8 

0 , 9 1 2 1 

0 , 9 1 6 4 

0 , 9 2 0 7 

4 , 6 i 
4 , 6 2 

4 , 6 3 

4 , 6 4 
4 , 6 5 

i , o 8 3 3 

1 , 0 8 8 0 

1 , 0 9 2 7 

1 , 0 9 7 5 

I , 1 0 2 2 

5 , o i 

5 , 0 2 

5 , o 3 

5 , o 4 

5 , o 5 

' , 2 7 9 5 
1 , 2 8 4 6 
1 , 2 8 9 7 

1 , 2 9 4 8 

i , 3 o o o 

3 , 8 6 

3 , 8 7 

3 , 8 8 

3 , 8 9 

3 , 9 0 

0 , 7 5 9 5 

0 , 7 6 3 4 

0 , 7 6 7 4 

0 , 7 7 1 / , 

0 , 7 7 5 3 

4 , 2 6 

4 , 2 7 
4 , 2 8 

4 , 2 9 
4 , 3 o 

o , g 2 5 i 

0 , 9 2 9 4 

o , 9 3 3 8 

o , 9 3 8 i 

0 , 9 4 2 5 

4 , 6 6 

4 , « 7 
4 , 6 8 

4 , 6 9 

4 , 7 ° 

i , 1 0 6 9 

1 , 1 1 1 7 

1 , 1 i 6 5 

1 , 1 2 1 2 

1 , 1 2 6 0 

5 , o 6 

5 , o 7 

5 , o 8 

5 , 0 9 

5 , i o 

1 , 3 o 5 r 

I , 3 I O 3 

1 , 3 i 5 5 

1 , 3 2 0 7 

1 , 3 2 5 g 

3 , 9 i 
3 , 9 2 

3 , 9 3 

3 , 9 4 
3 , 9 5 

0 , 7 7 9 3 
0 , 7 8 3 3 
0 , 7 8 7 3 
0 , 7 9 1 3 
0 , 7 9 5 3 

4 , 3 . 
4 , 3 2 

4 , 3 3 

4 , 3 4 

4 , 3 5 

0 , 9 4 6 9 

o , g 5 i 3 

0 , 9 5 5 7 

0 , 9 6 0 1 

0 , 9 6 4 6 

4 , 7 ' 

4 , 7 ' J 

4 , 7 3 

4 , 7 4 

4 , 7 5 

i , i 3 o 8 

1 , 1 3 5 6 
1 , 1 4 0 5 

1 , i 4 5 3 

1 , 1 J O 1 

5 , . 1 
1 3 , 1 2 

5 , i 3 

5 , i 4 
5 , i 5 

1 , 3 3 1 1 
1 , 3 3 6 3 
, , 3 4 . 5 

. , 3 4 6 7 

1 , 3 5 2 0 

3 , 9 6 

3 . 9 7 
3 , 9 8 

3 , 9 9 
4 , 0 0 

o , 7 9 9 4 
o , 8 o 3 4 
0 , 8 0 7 5 
0 , 8 1 i 5 
o , 8 i 5 f i 

4 , 3 6 

4 , 3 , 
4 , 3 8 

4 , 3 9 
4 , 4 0 

0 , 9 6 9 0 
0 , 9 7 3 5 

o , 9 7 7 9 
0 , 9 8 2 4 
0 , 9 8 6 9 

4 , 7 6 

4 , 7 7 
4 , 7 « 
4 , 7 9 
4 , 8 o 

1 , i 5 5 o 

. , , 5 9 8 

1 , 1 6 4 7 

1 , 1 6 9 G 

1 , 1 7 4 5 

5 , i 6 

5 , 1 7 

5 , i 8 

5 , i 9 
5 , 2 0 

i , 3 5 , 2 
I , 3 6 2 3 

1 , 3 6 7 8 

1 , 3 7 3 1 

. , 3 7 8 4 
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5 4 4 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I . ( S u i t e . ) 

5, 2 2 
5,23 
5 , 2 4 
5,25 

5,26 
5 ,27 
5 ,2» 
5 , 2g 
5.3o 

5 ; 3 I 

5 , 3 a 
5 , 3 3 
5,34 
5,35 

5 , 3 6 
5 , 3 7 

5 . 3 8 
5 . 3 g 
5 ; 4b 

5,41 
5,42 
5,43 
5 , 4 4 
5,45 

5,46 
5 / 1 7 

5,48 

5 , 5o 
5 ,5 i 
5. 52 
5',53 
5 . 54 
5 , 5 5 

5 , 5 6 
5,57 
5 , 5 8 
5 , 5 g 
5, Go 

H A U T E U R S 

corres

pondantes . 

, 3 8 3 7 

, 3 8 g o 
, 3 g 4 3 
, 3 t ) 9 6 
,4o5o 

,4103 

, / | ' 2 I I 
,4265 
, 4 3 i g 

, 43 7 3 
, № 7 
,448 . 
, 4 5 3 6 
, 4 5 9 0 

,4645 
,4700 

,480g 
,4864 

, 4 9 ' 9 
, 4 9 7 5 
, 5 o 3 o 
, 5o85 
, 5 . 4 i 

, 5 l 9 6 

, 5 3 o 8 

,5420 

,5476 
,553a 
, 558g 
,5645 
,5701 

, 5 7 5 8 
, 5 8 t 5 
,5872 
,5g2g 
, 5g8S 

5 , f i t 
5 , C2 
5 , G 3 
5 , 6 4 
5 , 6 5 

5 , 6 6 
5 , 6 7 
5 , 6 8 
5 ,Gg 
5 , 7 0 

5 . 7 1 
5 i 7 2 
5 , 7 3 
5 ,74 
5,75 

5 , 7 6 

5,77 
5,78 
5 ,79 
5 , 8 0 

5,82 
5 ^ 3 
5 , 8 4 
5 , 8 5 

5 , 8 6 
5,87 
5,88 
5,8g 
5 ,go 

5,9i 
5,92 
5,93 
5,94 
5 ,g5 

5 , g 6 
5,97 
5,g8 
5,99 
6,00 

H A U T E U R S 

corres 

pondantes . 

,6o43 
,6100 
,6157 
, 62 l5 
,6272 

, 633a 
,6388 
, 6446 
, 6 5 o 4 
,6562 

,6620 
,6678 
, 6 7 3 6 
,6795 
, 6853 

,6g 1 2 

;697> 
,7o3o 
,7089 
, 7 ^ 8 

,7207 
, 7266 
,7326 
, 7 3 8 5 
, 7 № 

,7 5o.'i 
,7564 
,7624 
, 7 G84 
, 7 7 4 4 

,7804 
,7865 
,7925 
,798S 
,8o46 

,8107 
,8168 
,822g 
,8290 
, 8 3 5 i 

H A U T E U R S 

corres

pondantes. 

, 8 4 1 2 

, 8 4 7 3 
, 8 5 3 5 
, 85g6 
, 8 6 5 8 

,8720 
,8782 
,8843 
,8goG 
,8968 

,go3o 
,gog2 
, g i 5 5 
• 92>7 
,92.80 

,g343 
,94o5 
.94GS 
, g53i 
,9595 

,9658 
,9721 
,97^5 
,9848 
-99 '2 

1 , 9 Q 7 6 

2 ,0040 
2 , U I 0 4 
2,0168 
2,0232 

2,02Ç)6 
2 , o 3 6 o 
2 ,0425 
2,0490 
2 , 0 5 5 4 

2,0619 
2,068/, 
2,074g 
2 ,o8l , ' ( 

2,0879 

6 , 4 l 
6,43 
6 , 4 3 
6 , 4 4 
6,45 

6,46 
M 7 
6.48 
fi,49 

6, 5o 

6 , 5 i 
6, 02 
6,53 
6,54 
6,55 
6 , 5 6 
6 , 5 7 

6 , 5 8 
6 , 5 g 
6,60 

G,Gi 
6,62 
6 , 6 3 
6,6.' ( 

6 ,G5 

6 , 6 6 
6,67 
6 ,68 
6 , 6g 
6,70 

6,71 
6,72 
6,7.3 
6,74 
6 , 7 5 

6 , 7 6 
6 , 7 7 
6,78 
6 ,79 
6,80 
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TABLES NUMERIQUES. 545 

T A B L E I . (Su i t e . ) 

H A U T E U R S H A U T E U R S H A U T E U R S n A U T E i : r . s 

V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres V I T E S S E S . corres
pondantes. pondantes. pondantes. pondantes. 

m 
6 , 8 2 

6,S.', 
6 , 8 5 
6 , 8 8 
6 , g o 

m 
2 , 3 7 1 0 
2 ,38;J9 
2 ,3g88 
2 » 4 I 2 9 
2,4269 

m 
7 , 6 2 

7 , 6 4 
7 , 6 6 

7 , 6 8 
7 , 7 ° 

m 
2,9698 

2,9910 
3,0066 
3,0223 

m 
8 , 4 2 

8 , 4 4 
8 , 4 6 
8 . 4 8 

8 , 5 o 

m 
3 , 6 l 3 g 
3 , 6 3 u 
3,6483 
3,6G56 
3 , 682g 

m 
9 , 2 3 

9,24 
g , 2 6 

9 , 2 8 
9 , 3 ° 

m 
4 , 3 3 3 3 
4 , 3 5 2 i 
4 , 3 7 1 0 
4 , 3 8 9 g 
4 ,4088 

6 , 9 2 

6,9'i 
6,gG 
6 , 9 8 
7 , 0 0 

2 , 4 4 to 
2 , 4 5 5 i 
1,46g3 
2 , 4 8 3 5 
2 , 4 9 7 8 

7 . 7 2 
7 - 7 4 
7 . 7 5 

7 , 7 8 
7 , 8 0 

3 , o 3 8 o 
3 , o 5 3 8 
3,0696 
3,oS54 
3 , i o i 3 

8 , 5 a 
8 , 5 4 
8 , 5 6 
8 , 5 8 
8,Go 

3 ,7003 
3 , 7 ' 7 7 
3 , 7 3 5 i 
3 , 7 5 2 6 
3 , 7 7 0 1 

9 , 3 2 
9 , 3 4 
9 , 3 6 
9 , 3 8 
9 , 4 o 

4 , 4 2 7 8 
4 , 4 4 6 8 
4 , 4 6 5 g 
4 , 4 8 5 o 
4 , 5 0 4 1 

7 , 0 2 

7 , ° 4 
7 , 0 6 
7 , 0 8 
7 , 1 0 

2 , 5 l 2 I 

2 , 5 2 6 4 
2 , 5408 
2 , 5 5 5 2 
2 , 5 6 9 6 

7 , 8 2 
7 , 8 4 
7 ,86 
7 , 8 8 
7 , 9 ° 

3 , I I 7 2 

3,1332 
3 , l4f)2 
3 , 1G02 
3 , I 8 I 3 

8 , 6 2 

8 , 6 4 
8 , 6 6 
8,68 
8 , 7 0 

3 , 7 8 7 6 
3 , 8 o 5 a 
3 , 8229 
3 ,8406 
3 , 8 5 8 3 

9 , 4 3 
9 , 4 4 
9 , 4 6 
9 , 4 8 
g , 5 o 

4 , 5 2 3 3 
4 , 5 4 2 5 
4 , 5 f i i 3 
4 , 5 8 t i 
4 ,6oo5 

7 , 1 2 

7 , 1 6 
7 , 1 8 
7 , 2 0 

2 , 5 8 4 i 
2 , 5987 
2,Gl32 
2,6279 
1 , 6 4 2 5 

7 . 9 3 

7 , 9 4 
7 , 9 S 

7 ,98 
8 , o o 

3 , i g 7 5 
3 , 2136 
3 ,2298 
3,2461 
3,2624 

8 , 7 2 

8 , 7 4 

8.7IÎ 
8 , 7 8 
8 , 8 0 

3 , 8 7 G o 
3 , 8 H 3 8 
3 , 9 ' > 7 
3,9296 
3 , 9 4 7 5 

9 , 5 a 
9 , 5 4 
g,5fi 
9 . 5 8 
9,60 

4 , G i g g 
4 , 6 3 q . i 
/ , , 6588 
4 , 6 ; S 3 
4 , 6 9 7 8 

7 , 2 2 
7 ,54 
7 , 2 6 
7 , 2 8 
7 , 3 o 

2 , 6 5 7 2 
2 , 6 7 2 0 
2,G8GS 
2 , 7 0 1 6 
2 , 7 1 6 4 

8 , 0 2 

8 , 0 4 

8,06 
8 , 0 8 
8 , 1 0 

3,2787 
3,2951 
3 , 3 1 1 5 
3 , 3 ^ 0 
3 ; 3 / i v , 

8 , 8 2 

8 , 8 4 

8 ,86 
8 , 8 8 
8,90 

3 , 9 6 5 4 
3 , 9 S 3 4 
4 , 0 0 1 5 
4 , 0 1 9 6 
4 , 0377 

9,62 
9 , 6 4 
y,06 
9,68 
9 , 7 ° 

4 , 7 ' 7 4 
4 ,7371 
4 , 7 5 6 7 
4 , 7 7 6 4 
4 , 7 9 f i j 

7 , 3 2 

7 , 3 4 

7 , 3 6 
7 , 3 8 
7 , 4 ° 

a , 7 3 1 3 

a ,7463 1 
2 , 7 G 1 3 
2 , 7 7 6 3 
2 , 7 9 ' 4 

8 , 1 2 

8 , 1 4 

8 , 1 b ' 
8 , 1 8 

8,20 

3 , 3 6 1 0 
3 , 3 7 7 6 
3 , 3 9 ^ 2 
3 , 4 i o 8 
3 , 4 2 7 5 

8 , 9 2 

8 , 9 4 

8,96 
8,98 
g , 0 0 

4 , o 5 5 g 
4 , 0 7 4 1 
4 , o g 2 3 
4 , 1 1 0 6 
4 , 1 2 8 g 

g . 7 2 
9 , 7 4 
9 , 7 6 
9,78 
9,80 

4 , 8 1 6 o 
4 , 8 3 5 8 
4 , 8 5 5 7 
4 , 8 7 6 6 
4 , 8 g 5 6 

7 , 4 2 

7,44 
7 , 4 6 
7 ,48 
7 , 5 o 

2 , 8 o 6 5 
2 , 8 2 1 6 
2 ,8368 
2 , 8 5 2 1 
2 , 0673 

8,22 
8 , 2 4 

8 , 2 6 
8 , 2 8 

8 , 3 a 

3 , 4 4 4 3 

. 3 , 4 6 1 1 
3,4779 
3 ,49 ' t7 
3 J 5 I 1 6 

9 , 0 2 

9 , ° 4 
9,o(5 
g,08 
9 , ' ° 

4 , 1 4 7 3 
4 , i 6 5 7 

4 , 1 8 4 2 
4 , 2027 
4 , 2 2 1 2 

9 , 8 2 
9 , 8 4 
9,86 
9 , 8 8 
9,9<> 

4 , 9 , 5 6 
4 , 9 3 5 6 
4 , g 5 5 7 

4 , 9 7 ° 9 
4 , 9 9 G o 

7 , 5 2 

7 . 5 4 
7 , 5 6 
7 58 
7 , 6 0 

2 , 8826 
2,8980 
2 , g i 3 / , 
2 ,9288 
2 , 9 4 4 3 

8 , 3 a 
8 , 3 4 
8 , 3 6 
8 , 3 8 
8 , 4 0 

3 , 5286 
3 , 5 4 5 6 
3 , 5 6 2 6 
3 , 5797 
3 , 5 9 6 8 

9, ' 2 

9 , i 4 

9 , 1 8 
9 , 2 0 

4 ,2.3g8 
4 ,2584 
4 , ^ 7 7 ' 
4 , ' 9 5 3 
4 , 3 i 4 5 

9 , 9 2 
9 , 9 4 
9>S6 
9 ,98 

10,00 

5 , 0 1 6 2 
5 , o3G5 
5 , o 3 6 8 
5 , 0 7 7 1 
5 , 0 9 7 5 

I I . 2 e É D 1 T . 35 
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T A B L E S N U M E R I Q U E S . 

T A B L E I I . C o e f f i c i e n t s d e d é p e n s e , d'après M. L E S D K O S . 

( A ) . Orifices rec tangula ires en m i n c e paroi , de o m , 20 d e largeur sur diverses 

h a u t e u r s , d é b o u c h a n t l i b r e m e n t d a n s l'air. 

C H A R G E S 

s u r 

l e s o m m e t 

d e s 

o r i f i c e s . 

O j 

0,02 

o , o 3 

0,0^ 

0,06 

0, 10 

0, 20 

o ; 3 o 

0,/,0 

o,Go 

1 ,00 

1 , 5o 

2 , 0 0 

3 , o o 

o 

0 , 0 2 

o , o 3 

0 , 0 4 

o , o S 

0 , 1 0 

O , 2 0 

o , 3o 

0,40 

0,60 

1 , 0 0 

1,5o 

2,00 

3 , o o 

C O E F F I C I E N T S D E D E P E N S E 

pour les h a u t e u r s d'orii ice d e 

0 m , 2 0 

0,572 

0,578 

0,582 

0,587 

0,592 

0,598 

0,600 

0,602 

0,604 

o ,6o5 

0,602 

0,601 

o , 6 o i 

° , 5 9 9 

o ,6o3 

o ,6o5 

0,610 

o , 6 i 5 

0,621 

0,622 

0,623 

0,624 

0,624 

0,624 

0 ,61g 

0,614 

0 m , 10 

0,596 

0,6oD 

o ,6o3 

0,607 

0 ,611 

o , 6 i 5 

0 ; 6 l 6 

0,617 

0,617 

o , 6 i 5 

0 ,611 

0,607 

0,6o3 

0,624 

0,629 

0 , 633 

0,637 

o,G43 

0,648 

o , 6 4 8 

0,648 

0 , 648 

0,647 

0 , 6 4 4 

0,641 

o , 6 3 g 

0 m , 0 5 

0,616 

o , 620 

0 , 6 Q 3 

0,626 

o , 6 3 o 

o ,G3i 

o , 6 3 o 

0,629 

0,627 

o , 625 

0 ,619 

o , 6 i 3 

0,606 

0,664 

o,6G5 

0,666 

0,667 

0,66g 

0,670 

0,670 

0,669 

0,668 

0,666 

0 , 665 

0,664 

0,662 

0 m , 0 3 0™, 02 

0,639 

o , 6 4 i 

o , 6 4 o 

0 , 63g 

0,637 

0,634 

0,632 

o , 6 3 i 

o , 6 3 o 

0,627 

0,621 

o , 6 i 3 

0,607 

0,691 

0,687 

o,G86 

0,686 

o , 6 S 4 

0,681 

0,681 

0,681 

0,679 

0,676 

0,675 

0,675 

0,675 

o ,660 

0,659 

0 , 6 5 g 

I o , 6 5 7 

I o , 6 5 5 

0,649 

0,645 

0 , 6 4 2 

o , 6 3 8 

0,632 

o, 620 

o , 6 i 3 

0,608 

0,703 

0,702 

0,701 

0,699 

0,698 

0,696 

o ,6g5 

o , 6g5 

0 ,6g3 

0,692 

0,687 

o , 6 8 3 

0,680 

0 m , 01 
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T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I . ( S u i t e . ) 

5 4 ; 

( À ) . O r i f i c e s r e c t a n g u l a i r e s e n m i n c e p a r o i , d e o m , 2 o d e l a r g e u r s u r d i v e r s e s 

h a u t e u r s , d é b o u c h a n t l i b r e m e n t d a n s V n i r . 

C H A R G E S 

sur 
la sommet 

ft 
2 « 

C O E F F I C I E N T S D E D E P E N S E 

p o u r l e s h a u t e u r s d'orifice d e 

des 
orldces. 0 m , 2 0 0 m , 10 0 ' " , 05 O m , 03 0 m , 0 2 O m , 0 1 

ra 
0,02 „ H 0 ,655 tl ff 0 , 7 1 5 

o , o 3 II It o , 6 5 3 II It o , 706 

o , o 4 0 ,64g il o , 6 5 i H rr 0,699 

o ,06 0,647 •> o ,648 tl " 0 ,691 

0 , 1 0 0,645 <t o ,645 It I! o , 6 8 3 

0,20 0 ,641 » 0,642 It it 0 , 675 

o , 3o 0 , 639 II 0,642 II / / 0 , 671 

o , 4 o 0,639 If o , 6 4 i '• II o ,6C8 

o , 6o o , 6 3 8 If 0,639 If « 0 , 6 6 5 

I , o o 0 , 638 II 0,634 •' o, 658 

i , 5 o 0,637 II 0,627 ft o , 6 5 r 

2 , 0 0 0 , 636 If 0,621 " 0,647 

3 ,00 o , 6 3 4 11 0,614 II " 0 , 6 4 4 

0,02 „ II II It 11 it 

o ,o3 ri rr If » V 

° i ° 4 II rr If II It 

o ,06 » II 0,699 If ir 

0,10 t> II 0,696 tt •< tl 

0, 20 0,708 tl 0,693 It tt 11 

o ,3o 0,687 If 0,691 If 11 11 

0,/|0 0,682 II 0,690 II » Tl 

o , 6 o 0,679 tt 0,688 ff n 

I ,00 0 ,676 11 o , 6 8 5 tt tl 

i , 5 o 0,672 It 0,68! It n It 

2 , 0 0 0,668 II 0,680 It » II 

3 , o o o , 6 6 5 ft 0,678 It n 

35. 
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548 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I . 'Suite . ) 

( B ) * Orif ices rec tangula ires en m i n c e p a r o i , d e o™, 20 de largeur sur diverses hauteurs , 

p r o l o n g é s en dehors par u n cana l rec tangula ire , hor izonta l et découvert , de m ê m e 

l a r g e u r q u e l 'orif ice. 

« es 

C H A R G E S 

sur 
le sommet 

C O E F F I C I E N T S D F . T J I ^ P E N S K 

p o u r l e s h a u t e u r s d'orifice d e 

des 
orifices. 

0 m , 1 0 0 m , 0 5 0 m , 0 3 0"° ,02 O m , 01 

m 
0,02 0,480 0,484 0,488 o , 5 o i If 0 ^ 9 9 

o , o 3 0,493 0,507 o , 525 o , 5 5 i 17 0,626 

0,04 0,5o3 0,527 o , 5 5 5 0,598 » 0,645 

0,06 o , 5 i 8 0,557 o,5g4 0,632 If 0,667 

0, 10 0,542 0 . 586 0,624 o ,G33 ff 0,671 

0 ,20 0 ,574 0,606 o , 6 3 i 0 ,632 n 0,664 

0 ,3o o , 5 g i 0, 61 2 0,629 o , 6 3 i if o , 6 5 3 

0,40 o , 5 9 7 o , 6 i 5 0 ,626 o , 6 3 o tt 0, 652 

0,60 o , Goo 0,61 5 0,623 0,628 ff 0 , 6 4 4 
I ,00 0,601 o, 615 0,624 0,625 tf O J 6 3 I 

1,5o 0,601 0 ,612 0 ,619 0,G20 0,618 

2,00 0,601 0,607 o , 613 o , C i 3 ff o ,Gi3 

3,00 0,601 0 , 6 o 3 0,606 0,607 u,Gog 

0,02 0,480 „ 0,487 / / It a ,616 

o , o 3 o ,4 9 3 •> 0 ,526 fi If 0,642 

0,0'| O , 5 0 2 n 0,552 n If 0. G60 

0,06 0 ,517 » 0,583 n 11 0,676 

0,10 0,538 u O , 6 Q 5 11 If 0.GS2 

0,20 0,566 ,1 0 ,617 11 It 0)^79 

o , 3 o o ; 5 8 o n 0,622 II If 0 j G76 

0,40 o , 5 S 7 » 0,625 II If 0,673 

0,60 o , 5 g 5 0,627 n If 0,670 

I ,00 0,600 n 0,628 II If o ,6G5 

j , 5 o 0,602 „ 0,627 II If 0 ,G57 

2,00 0,602 I, 0,623 ri II 0 ,654 

3,00 0,601 " 0 ,618 II a 0,652 
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T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I . (Su i t e . ) 

D
E

 

s" 
id 0 

Zi ce 

% w 0 

M ce 6 

R- h 

IÛ 0 

FI tyi c 

< LJJ 
J 

u •< 
ce 

c 
H U 

-W f-
> K 

SI 
p e: C •id 
c a: 
es 
u 

•< s 
u 

ta 
;* _9 •S 

(K ce 
'J 

u 
№ fS f-

c 
5 

C S u 
C 

«ï 

m 

b] 
O Ê. 

0 

e: 

< 

CS 

5 
c 
& 

U j 

T. e» -« T. ce 
0 w 'W 

0 
a P-J 

13 es 
H c 

M 5 
0 AI 0 
0 ^ 0. 

en 

< — 

w 
u UT •R. 

f i 
•ta 

0 h " 

• 2 
u 0 

C H A R G E S 

s u r 

C O E F F I C I E N T S D E D É P E N S E 
C H A R G E S 

s u r 
pour les h a u t e u r s d'orifice de 

1B s o m m e t 

d e s 

o r i f i c e s . 0">, 20 0 » 10 O m , 05 O m , 0 3 0 ™ , 0 2 0 m , 0 l 

m 

0,02 o , 4 g 6 „ 0,557 

i 

0 , 6 ; 5 

o ,o3 o , 5 i o 0,577 o,G83 

0,0$ 0 , 5 i 2 II 0,592 » o ,6S8 

o , o 6 0,53g N 0,611 TF N o , G 3 3 

o , ro o , 5G3 N 0,628 » II o ,6g4 

1 0,20 o , 5 g i IL 0,637 TT o ,684 

( o , 3 o 0,607 " 0 , 6 3 6 II TT 0,677 

o. i jo o , 6 i 5 M o , 6 3 5 TL II 0,673 

0,60 o ,G25 RR 0 , 635 TF II 0,669 

I ,00 0,628 RI 0 , 635 » o , 6 6 3 

1,5o 0,627 TF o,G34 N 0,656 

2,00 0,626 N o , 6 3 4 II II o , 6 5 i 

3 , o o 

1 

0,624 II 0,632 TL II o ,64S 

1 
0,02 / / r, 0 ,5]2 II „ 0,625 

o ,o3 N II 0,543 M o , 6 5 i 

0,04 o , 5 i 8 II o , 5 6 6 TT 0,667 

o,oG o , 5 3 6 « o , 5g5 " II o,G86 

0 ,10 0 j5Go 0,62t 11 RI 0,697 

1 0,20 0 , 58g IF 0 ,637 N >T o ,6g8 

/ o , 3 o o,Go3 " 0,643 " II 0,696 

o , i o 0 ,613 II o,64G H o , u g 4 

0,60 0,623 N o ,64S » o ,6go 

I ,00 o , 6 3 o RR o,G4g IF o ,6S5 

i , 5 o o,G33 IF 0,647 A >L 0,67g 

2,00 0,632 F 0 , 644 - TL 0,674 

3 , o o o , 6 3 o N o , 6 3 g TI !/ 0,670 

( B ) . Orifices rec tangula ires e n m i n c e p a r o i , d e o m , 20 de largeur sur diverses hauteurs , 

pro longés en dehors par un canal rec tangula ire , hor izonta l et découvert , de môme 

largeur q u e l'orifice. 
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55o T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I . (Sui te . ) 

Déverso irs rectangula ires j d é b o u c h a n t l i b r e m e n t dans L'air ( A ) 

p r o l o n g é s e x t é r i e u r e m e n t par un canal hor izonta l 

d é c o u v e r t , d e m ê m e sec t ion q u e l 'orif ice . . . . . ( B ) 

Les d i spos i t ions À et B p e u v e n t présen ter l e s variantes i , 2 , 3 , 3 bis, l\ bis3 définies 

c i - a v a n t dans les quatre premières pages d e la Tab le II, pour l e s orifices rectangulaires 

fermés à l eur part i e supér ieure . 

C O E F F I C I E N T S D E D É P E N S E C O E F F I C I E N T S H E D É P E N S E 

C H A R G E S p o u r l e s dévers oirs p r é s e n t a n t p o u r les déverso irs présentant 

sur la d i spos i t ion A, la d i spos i t ion B , 

le seuil 

du 
avec la v a r i a n t e avec la variante 

déversoir 

1 9 3 4 bis 1 2 3 bis k bis 

m 
O , o i 0 , 4 2 4 0 , 3 8 / , 0 , 4 9 2 0 , 2 9 2 11 Ff 0 , 3 9 5 11 

0 , 0 2 0 , 4 1 7 O , / | 0 2 0 , 4 7 3 O , 3 I 8 o , igG 0 , 2 0 8 0 , 3 8 3 0 , 1 7 5 

o , O 3 o, 412 0 , / , I 0 0 , 4 5 G o , 3 3 7 n , 2 3 4 0 , 2 3 2 0 , 3 7 3 0 , 2 O 5 

0 , 0 / , 0 , 4 0 7 0 , 4 " ° , 4 4 9 
0 , 3 5 2 0 , 2 6 3 O , 2 J I 0 j 3 G 5 0 , 2 3 4 

O , O J 0 , 4 0 4 o , 4 n 0 , 4 4 2 0 , 3 6 2 0 , 2 7 8 o , 2 G 8 o , 3Go 0 , 2 6 0 

0 , 0 6 o , 4 o i 0 , 4 1 0 0 , 4 3 7 0 , 3 7 0 0 , 2 8 6 o , 2 8 1 0 J 3 5 5 0 , 2 7 6 

0 , 0 7 o , 3 9 8 0 , 4 0 9 o , 4 3 5 0 , 3 7 5 N , 2 G 2 0 , 2 8 8 0 , 3 5 a 0 , 2 8 5 

0 , 0 8 o , 3 9 7 0 , 4 0 9 0 , 4 3 4 0 , 3 7 G 
° - 3 9 7 

0 , 2 9 4 0 , 3 4 9 0 , 2 9 1 

0 , 0 9 0 , 3 9 6 O , 4 ° 9 0 , 4 3 4 o , 3 8 o 0 , 3 O I 0 , 2 9 8 0 , 3 4 7 0 , 2 9 5 

O , 1 0 0. 3 G 5 O , 4 O S 0 , 4 3 4 n , 3 8 2 a , 3 O 4 O , 3 0 2 o , 3 4 5 ° , ' 9 9 

0 , 1 2 o , 3 9 4 0 , 4 0 8 0 , 4 3 4 o , 3 8 3 o , 3 O G 0 , 3 O 8 0 , 3 4 3 o , 3 O 6 

0 , l 4 o , 3 G 3 0 , 4 0 8 0 , 4 3 4 o , 3 8 3 o , 3 I 3 0 , 3 1 2 0 , 3 4 1 0 , 3 I 1 

O , 1 6 o , 3 g 3 0 , 4 0 7 0 , 4 3 3 o , 3 8 4 o , 3 : 6 0 , 3 I 6 0 , 3 / | 0 o , 3 I 5 

0 , l 8 0 , 3 G A o , 4 O 6 0 , 4 3 2 0 , 3 8 3 o , 3 I 7 o , 3 I 9 o ' , 3 3 G o , 3 I G 

0 , 2 0 0 , 3 G O o , 4 O 5 0 , 4 3 2 o , 3 S 3 o , 3 I G 0 , 3 2 3 o , 3 3 S 0 , 3 2 2 

0 , 2 2 o , 3 8 6 o , 4 O 5 0 , 4 3 0 0 , 3 8 2 • , 3 2 0 0 , 0 , 3 3 7 0 , 3 2 5 

0 , 2 3 o , 3 7 9 o , 4 ° 4 o , 4 A S o , 3 S I 0 , 3 2 1 o , 3 2 9 0 , 3 3 6 0 , 3 2 9 

O , 3 O 0 , 3 7 1 O , 4 O 3 0 , 4 2 4 0 , 3 7 8 0 , 3 2 4 0 , 3 3 2 o , 3 3 4 0 , 3 3 2 

e n u n i lut: P A I O I j L i e 

o r a , 2 0 de l a r g e u r . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T A B L E S N U M É R I Q U E S . 55 I 

T A B Z I Z J I I X , relative au mouvement de l 'eau dans les tuyaux de conduite. 

( V o i r l e s n°" 52 et 5 3 . ) 

niFFËIlEMCES 

D I A M E T R E 

du 

A I R E 

da 1000 bt 

J 

Q ' 

île 

la c o l o n n e précédente . 

tuyau. la aeclion. 

J 

Q ' 

Première . Seconde. 

m 
0,010 

uig 
0,0000785 1,801 1.6790000 8,0673g —0,23630 0 ,02l3o 

O ; 0 1 1 o , o o o o g 5 o i 7683 67779000 7 , 8 3 i o g —0,21000 0,01785 

0 ,012 o , o o o i 1 3 1 1 , 5 8 5 41314000 7,61609 — o , i 9 7 i 5 0 ,01518 

o , o i 3 0 90001327 1,5o2 2623gooo —0, .8197 O , O Ï 3 O / | 

O , O J 4 o , o o o i 5 3 9 . , 4 3 . 17257000 7 ,23G97 —0,.68g3 0 ,01134 

0 j0 i5 0,0001767 1,370 11696000 7,06804 — 0 , 1 5 7 5 g o , oogg5 

0,016 0,0002011 i , 3 i 6 81368oo 6,91045 —0,14764 0,00880 

0,017 0,0002270 1,268 5,g1800 6,76281 — 0 , 1 3 8 8 4 0,00782 
0,018 0,0002545 1 ,206 4207000 6,62397 —0, l3 l02 0,00701 

0,019 0,0002835 1,188 3i n 3 o o 6,49295 —0,12401 o,onfi'îi 

0,020 O , 00031L(3 . , . 5 4 23385oo 6 , 3 6 S 9 4 — 0 , 1 1 7 7 0 0,00571 

0,021 0,0003/(64 I , 123 1783400 6,25124 — 0 , 1 1 1 9 9 O , O O 5 Q I 

0,022 0 , o o o 3 8 o i 1,090 1378000 6 , i 3 g 2 5 —0,10678 0,00474 

0 ,023 o ,ooo4155 1,070 .077600 6 , • 3 LI 4 7 —0 , I02n4 O , O O 4 3 5 

0,024 0,0004524 1,046 801970 5 ,g3o43 — 0,09769 0 ,00400 

0^025 0,0004909 I ,025 68o35o 5,832 7 4 —o ,og3Gg 0,Oo3Gg 

0,026 0,000530g . ,oo5 54834o 5 , 7 3 g o 5 —0,09000 0,on343 

0 , 0 2 7 0,0005726 o ,g8G 445710 5,6.',go5 —0,08607 o , o o 3 i 7 

0,028 o , o o o 6 i 5 8 o , 9 s 9 3 6 5 i 5 o 5,56248 —o ,oS34o 0,00295 
0,029 o ,ooo66o5 0.953 3oi35o 5 ,47908 — O , o 8 o 4 5 0,00276 

o , o 3 o 0,000706g o , g 3 8 2 J O ^ O O 5 , 3 g 8 6 3 —0,10280 0,00^67 

0,032 0,0008042 " , 9 " i"6 i3o 5,24583 — 0 , I 4 3 I 3 o , o o 8 5 4 

0 ; o34 0,0009079 0,888 126680 5,10270 —0,13409 0,00760 

0, o36 0,0010179 0,867 92919 4,96811 —0,12699 0,00679 
o , o 3 8 0,001 i3 / j i o ,848 6g3Gi 4,84112 —0,12020 0,00612. 

0,0^0 0,001257 o , 8 3 o 525g2 4,72092 —0,11408 0,oo554 

0,042 0,001385 0,8 .5 4o443 4,60684 — 0 , 1 o 8 5 4 o,ou5o3 

0,0'|4 0,001521 o , 799 31499 4 ,4g83o —0,1o351 0,00458 

0,046 0,001G62 0,788 24819 4 , 3 9479 — o , o g S g 3 0 , 0 0 4 2 1 

0,048 0,001810 o , 777 .9763 4 , 2 9 5 8 6 - 0 , 0 9 4 7 2 o , o o 3 8 8 
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55a T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B U ! I I I . ( S u i t e . ) 

D I F F É R E N C E S 

D I A M È T R E A I R E 
t i e 

D I A M È T R E A I R E 

1000 6 4 

J J la c o l o n n e précédente . 
( lu d e 1000 6 4 

Q « 
Log Q , 

tuyau. 1« s e c t i o n . 

P r e m i è r e Seconde. 

m m q 

o ,o5o 0 , o o i g 6 3 0 , 766 i 5 8 g i [\ ,201 l 4 —0,0908/, 0,00356 

o ,o5a 0,002-12/[ 0,7 56 12891 4 , 1 io3o —0 ,08728 o ,oo33o 

o , o54 0,002290 io544 4 ,02302 — o , o 8 3 9 8 o ,oo3o7 

o , o 5 6 O , 002/(63 0,738 86 go 3,93go4 — 0,08091 0,00284 

o , o 5 8 O,O02G42 0,730 72i3 3 , 8 5 S i 3 — 0 , 0 7 8 0 7 0,00267 

o , o 6 o O ,O02S27 0,723 6026 3 ,78006 —0 ,07540 0,00 3/18 
o , 062 o , o o 3 o i g 0 , 7 1 6 5o66 3 , 7 0 4 0 6 —0,07292 0,00233 

0.064 o , oo3a17 u , 7 0 9 4s83 3 ,6317 / j —0,07059 0 , G 0 2 1 9 

0,066 0 , 0 0 3 ^ 1 0,703 364o 3 , 5 ( i i t 5 - o,oG84o 0,00206 

o ,oC8 0,003G32 0,697 3i 10 3,49275 — o , o 6 6 3 4 0,00193 

0,070 o ,oo3S48 0, G92 2669 3,42641 —0,064/(1 0,00[83 

0,072 0,004072 0,687 2.3oi 3 ,36200 —0 ,06258 0,00173 

0.074 o ,oo43oi 0,682 i9g3 3,29942 — 0 , o 6 o 8 5 0,00164 

0,076 0 , oo/(536 0,677 1732 3 ,23857 — o , O 5 G 2 I 0 ,ooi54 

0 ,078 0,004778 0,673 I 5 I 1 3 ,17936 —0 ; 0 3 7 6 7 0 ,uo i48 

0 , 0 8 0 0 ,00002; 0,669 i3z3 3 ,121G9 —o,13786 0,oo8i3 

0 ,oS5 0 ,005675 0,637 953 ,4 2,98383 —0,12973 0,00725 

0 , 090 0,006362 o , 6 5 i 7 ' 4 . 7 2 , 8 5 4 1 0 —0,12248 0 ,oo6/|7 

0 ,ot)5 0 ,oo7oS8 0,643 53g ,0 2 ,73162 — 0 , 1 1 6 0 1 0 ,oo58/( 

0,100 0 ,007 H :i / ( 0 , 6 3 6 4 i 2 , 7 2 , 6 l 5 G I 0 , I I D I 7 0,00327 

0, IO5 0,008659 o , 6 3 o 320,2 2 , 5 o 5 4 4 — O , I 0 4 g O 0,00481 

0 ,110 OjOog5o3 0,625 2 5 1 , 5 2 , 4oo5 / | — 0 ,10009 0,00437 

0 , 1 1 5 0 ,010387 0,620 ' 9 9 , 7 2,3oo/j5 —",09572 0 , 00,̂ 02 

0,120 o , o r I 3 I O o , 6 i 5 160, 2 2,20473 —0,09170 0,00369 

0 , 125 0,012272 0 ,611 129,7 2 , 1 i 3 o 3 —0,08801 o ,oo34i 

0 , 1 3 o 0 ,01327 0,607 i o 5 , g 9. , 0 2 3 0 2 — 0 j08460 0 , oo3 i6 

0,135 0 , 0 1 4 31 o , G o 3 87, , 8 I , 94o43 —0,08144 0,00292 

0 ,1 jO o , o i 5 3 9 o ,5 | )9 72,27 i , 858g8 —0,07852 0 , 0 O 2 ; 3 

o,i45 0,01651 o , 5 g 6 60, 32 1,780.46 —0,07579 0,00 255 

0, i5o 0 ,01767 o , 5g3 5 o , 6 6 " H 
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T A B L E S NUMERIQUES. 

T A B L E I I I . ( S u i t e . ) 

553 

D I A M E T R E 

d u 

t u y a u . 

A I R E 

d a 

l a s e c t i o n . 

1000 fi, 
.1 

0* 

D I F F É r 

ri 

l a c o l o n n e 

P r e m i è r e 

E N C E S 

û 

p r é c é d e n t e . 

S e c o n d e . 
m m q 

5o,66 o. i 5 0 , 0 1 7 6 7 0 , 5 g 3 5o,66 I ,70/i67 — 0 , 1 4 4 1 0 0,00892 

o, 16 0 , 0 2 0 1 I o , 5 8 8 3 6 , 3 6 î , 5 G o j 7 — o , i 3 5 i 8 0 ,00790 

o , 17 0 ,02270 o , 5 S 3 26 ,63 1 t 4 ' i 5 3 g — 0 , 127- /8 0 ,00703 

0 , 1 8 0 , 02545 0,579 ' 9 .87 1 , 2 9 8 1 1 —0,12025 0,00629 

o , ' 9 0 ,02835 0 , 5 7 5 [6,06 . , 1 7 7 8 6 — 0 , i 1 3 9 6 0,00567 

0 , 3 0 0 , 0 3 l 4 2 0 , 5 7 2 1 1 , 5 g 1 ,oG3go — 0,10829 0 , o o 5 1 2 

0 , 2 1 0 , o3464 o , 5 6 g 9,028 O j 9 j 5 G i — 0 , i o 3 i 7 0,00468 

0 , 2 2 0 , o 3 8 o i 0 , 5 6 6 7 > " 9 o , 852 / î4 —0 ,09849 0 , 0 0 4 2 6 

0 , 2 3 0 , 0 4 155 0 , 5 6 3 5,675 o ,753n5 - - 0 ,094^3 0,00392 

0 , 2 4 0 ,04524 o , 5 6 i 4 , 5 0 8 0,65972 — 0 , 0 9 0 3 I 0,oo359 

O , 2 D 0 ,04909 0,55g 3 , 7 1 0 o , 5 6 q 4 i —0,08672 o ,oo333 

O ,26 o ,o53og 0 , 5 5 7 3 ,o3g 0,48269 - g ,oS33g 0,oo3o7 

0 , 2 7 0 , 05726 o , 5 5 5 2,5o8 0,39930 — 0 ,oSo32 0,00287 

0 , 2 8 o , o 6 i 5 8 0 , 5 5 3 2,084 o , 3 i S g S —o,u?745 0 ,00266 

0 , 2 9 o ,o66o5 o , 552 1.744 0,2^i53 0,00249 

o . 3 o 0 , 0706g o , 5 5 o 1,468 0,1667.'! —0 ,07280 0,00233 

o , 3 i 0 , 07548 o , 54g 1,243 0 , 0 9 ^ 4 — 0 ,06997 0,00217 

0 , 32 0 ,08042 0 , 5 4 7 j , o58 0,02447 —0 ,06780 0 ,00206 

0 , 3 3 0 , o 8 5 5 3 0 , 5 4 6 o , go5o j ,9.5(167 — • ,06574 0,00193 

0 , 3 4 0 , 0907g 0 , 5 4 5 0 ,7779 1,89093 — 0 ,o63Si 9,00181 

0 , 3 5 o , og62 i o , 5 4 4 0 , 6 7 1 6 1,82712 — 0 ,06200 0,00173 

0 , 36 0 , 1 0 1 7 9 o ,543 0 , 5 8 2 3 1 ,7G512 —0,06027 0,00162 

o , 3 7 0 , 1 0 7 5 2 0 , 5 4 2 o,5oG8 1 j70485 — 0 , o 5 8 G 5 0 , 0 0 1 5 4 

o , 3 8 0 , 1 i 3 4 i 0 , 5 4 1 0 ,4 ' | 28 1,64620 — 0 , 0 5 7 1 1 0,00147 

o , 3 g 0 , 1 1 9 4 6 o , 54o 0 , 3882 1,58909 — 0 , o 5 5 6 4 o , o o i 3 g 

0 , 4 0 0 , 1 2 5 7 o , 53g o , 3 4 i 5 7 ,53345 — 0 ,o5.'|25 0 , o o i 3 i 

0 , 4 1 O , l 3 2 0 o , 5 3 g o , 3 o i 4 1,47920 — 0 , 0 529'( 0,00127 1 

0 , 4 2 o , i 3 8 5 0 , 5 3 8 0 , 2668 1,42626 -0,05167 0,00119 \ 

0 , 4 3 0 , 1 4 5 2 0 , 5 3 7 0 , 2 3 6 g 1,37459 —o ,o5o / |S 0 , 001 iG 1 

o,44 0 , 1 3 2 1 o ,53G 0 , 2 1 0 g 1 , 3 2 4 1 1 —o ,o4g32 0,00108 1 
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554 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I I . ( S u i t e . ) 

D I A M È T R E 

[la 

tuyau. 

A I R E 

de 

la sect ion. 

1000 b , 
J 

Q ' 

D I F F E R E N C E S 

de 

la c o l o n n e p r é c é d e n t e 

1 

Première . Seconde. 

m mq 
— 0 ,o4824 0 ,45 0,1 5go o , 5 3 6 o , i 8 8 3 ¿ ,27^79 — 0 ,o4824 o , oo io5 

0,46 0,1662 o , 535 o , i 6 8 5 I ,22655 —0,04719 0,00101 

0,47 0 ,1735 0,535 0 , i 5 i i i , i 7 g 3 6 —0,04618 0,00096 

0,48 0,1810 0,534 0 , i 3 5 g i , i 3 3 i 8 —0,04522 0,00092 

o , 4 9 0 , i 8 S 6 0,533 0,1225 1 ,08796 —0 ,o443° 0,00088 

0 ,5o 0 , i g 6 3 o ,533 0 , i i 0 6 i ,04366 — 0,04342 0,00086 

o , 5 i 0,2043 0,532 0,1001 1,00024 — 0,0.42.56 " 
0,52 0,212.4 o ,532 0,09072 2,95768 —0,04174 

0,53 0,2206 o , 5 3 i 0,08240 2 ,g i5g4 —o ,o4og7 " 
o , 5 4 o ,22go o , 5 3 i 0,07498 2,87497 —0,04020 " 

o , 5 5 0,2376 0,5 31 0 ,o6836 2 , 83477 —o ,o3g46 

0 , 56 0,2/(63 o , 53o 0,06242 2 ,7g53 i —0,03877 N 

o , 5 7 0,2552 o ,53o 0,05709 2,73654 — 0 , o 3 8 o g •1 

o , 5 8 0,26^2 o , 5 29 0,u522g 2,718.45 —0,03743 " 
0 , 5g 0,2734 0,529 0,04798 2,68102 •—0,o368o TI 

0,60 0,2827 o , 5 a g 0,04408 2 , 6 4 4 2 2 — o , o 3 6 i 8 

0, fii 0,2922 0,528 o ,o4o55 2,6oSo4 —0,o355g 

0,62 0 ,3o i9 0,528 o , o 3 7 3 6 2,57245 —0,o3502 

o , 6 3 0 ,3117 0,528 o , o 3 4 4 7 
5 ,53743 —o ,o3446 

o,G4 0,3217 0,527 o , o3184 2,5o2g7 —o , o33g2 TI 

0 ,65 o , 3 3 i 8 0,527 0,02945 2,4Ggo5 —0,o334o .. 
0 ,66 0,3421 0,527 0,02727 2 , 43565 —o , o32go 

0,67 0,3526 0,526 0,02328 2,402 7 5 —0,03241 » 

o,G8 0,3632 0,526 0,02346 2,37034 — o , o 3 i g 2 •1 

0,09 o , 3 7 3 9 0,526 0,02180 2,33842 — o , o 3 i 4 7 RI 

0 ,70 o ,3848 o ,525 0,02027 2,3o6g5 — o , o 3 i o i TT 

° , 7 ! o ,395g o ,525 0,01888 • ,27594 —0,o3o5g 

0,72 0,4072 0,525 0,01759 2,24535 —0 ,o3o15 •• 

0,73 o , 4 i 8 5 0,525 0,01641 2,21520 —o ,02g74 TI 

0 .74 o , 43o i 0,524 o , o i 5 3 3 2,18546 — o ,02g35 " 
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T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I I I . ( S u i t e . ) 

555 

D I F F E R E N C E S 

D I A M È T R E A I R E 
de 

J J la c o l o n n e p r e c e d e n t e . 
d u d e 1000 h j 

Q ' 

p r e c e d e n t e . 

t u y a u . l a E e c l i o a . 
Q ' 

P r e m i è r e . S e c o n d e . 

m m q 

o , 7 5 0,4418 0,524 0 ; O l 4 3 3 2 , 1 5 6 1 1 —0,02895 » 

0,76 o , 4 5 3 6 0,524 o , o i 3 4 o 2 , 1 3 7 1 6 —0,02856 n 

o , 7 7 o , 4 6 5 7 0,524 o 7 o i 2 5 5 2,og86o —0,02820 n 

0,78 0,4778 0,524 0 , 0 1 I ; 6 2,07040 —0,02784 II 

0.79 o , 4 g o 2 o , 523 0 ,01io3 2 j04-256 —0,02748 n 

0,80 0,5027 0,523 o , o i o 3 5 2 ,o i5n8 —0,02714 If 

0,81 o , 5 i 5 3 0,523 0,009726 —0,02681 tf 

0,82 o ,528[ 0 ,523 0,009144 3 ,961 i3 —0,02648 » 

o , 8 3 o , 5 4 n 0,523 o,oo8Go3 3 , 9 34G5 —0,02616 » 

0,84 0,5542 O , 522 0,008100 3 j 9 O 8 4 9 —0,02585 It 

o , 8 5 0 , 5675 0 ,522 0,007632 3,88264 —0,02554 n 

0 ,S6 0,5809 0,522 0,007196 3 , S 5 7 i o —0,02525 n 

0,87 0 , 5945 0,522 0,006790 3 , 8 3 ] 8 5 —0,02496 

0,88 0,6082 0,522 0,0064 i0 3,806^9 —0,02467 " 

0,89 0,6221 0,522 O , o o 6 u 5 6 3,78222 —0,0244° tr 

0,90 0,6362 0,521 0,005726 3,75782 —0,02412 11 

° . 9 ' o , 6 5 o 4 0,521 0,005416 3 ,73370 —0,02387 II 

0,92 0,6648 0,52 1 0 ,oo5i27 3,70983 — O ,02.3fio 

0,93 0,6793 0,621 0,00^855 ÏÏ.6S623 —o ,02335 

o , 9 4 0 »694o 0,521 o ,oo4Goi "3,6628s —o ,o23og n 

o , g 5 0,7088 0,521 0,oo43G3 3,63979 —0,02286 n 

n . 9 6 0,72.3« 0,520 0,004 139 3 ,6i6 'g3 —0,02262 

0.97 0,7390 0,520 0,003929 3,5g43i —0,0223g " 

0,98 0,7543 0 ,5ao 0,003732 3 , 5 7 i g a —0,022 i5 

0.99 0,7698 0, 520 0 3 003546 s A I 9 7 7 —0,0219 .4 

i ,00 0,7854 0,520 0,003372 3,52783 —0,10646 0,00498 

i ,o5 0,8659 o , 5 i g o ,oo263g 3,42137 —0, I O I / J 8 0,00452 

1 ,10 o , g5o3 o , 5 i g 0,00208g 3,31989 —0,09696 0,00 .415 

i , i 5 i , 0387 0 , 5 i 8 0 , O G 1 6 7 I 3 ,2 9.2g3 —0,09281 // 

i ,20 i , 1310 o , 5 i 8 0,00134g 3, l 3o i2 n 
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556 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I V . — V a l e u r s de l a f o n c t i o n ^ (•?)• 

( V o i r le n» 81). 

P R E M I È R E P A R T I E , c o m p r e n a n t l e s v a l e u r s d e X entra o e t i. 

.V - H * ) D I F F E R . [ X D I F F E R . X D I F F E R . 

0 , 0 0 —0,6o4G 0 0100 o , 3 o — 0 3o25 0 0102 o,Go O j o325 0 0129 

O , 0 I - o , 5 g 4 G 0 0100 o , 3 i —0 2923 0 oro4 0,61 O ,0454 0 O P 3 O 

0,02 —o ,5S4 G 0 0 100 o , 3 a — 0 2SI9 0 oio3 0 , 6 2 0 , o5S4 0 0 1 32 

o , o3 —0,5 /4 G 0 0100 0 , 3 3 — 0 2716 0 010.4 o , 6 3 0 ,0716 0 0135 

o ,o4 —o,5G4fi 0 0100 0,34 —0 261 a 0 0104 0,64 o , o 8 5 i 0 0136 

o , o 5 — 0 , 5 5 4 G 0 0100 0,35 — 0 25o8 0 o io5 0 , 65 0 ,0987 0 0140 

0 , 0 6 —0,5446 0 0100 o ,3G — 0 0 o io5 0,66 0 ,1127 0 0141 

0,07 — 0 , 5 3 4 G 0 0100 0,37 — 0 22 H8 0 oiu6 0,67 0 ,1268 0 0145 

0 , 0 8 —0,5246 0 0100 0 , 3 8 —0 2192 0 0106 0,68 0 , I 4 I 3 0 0147 

0 , 0 9 — o , 5 i 4 G 0 0100 J 0,39 — • 2086 0 
0106 1 0,69 0 , i56o 0 

O I 5 I 

0 , 1 0 —o , 5o46 0 0100 o , 4 ° — 0 1980 0 0108 0,700 0 , 1 7 " 0 0076 

0 ,11 —o ,494S 0 O I O I J 0,41 — 0 1872 0 n I 0 7 0 ,705 0 -•787 
D 0077 

O , 12 —o , 4S45 0 0100 0,42 — 0 1765 0,010g 0,710 0 ,1864 0 0079 

0, i3 —0,4745 0 0100 0,43 — 0 i65G 0 010g 0 ,715 0 , '943 0 0079 

0 ,14 —0,4545 0 0100 0,44 —0 .547 
0 010g 0,720 0 , 2022 0 0080 

0 , i 5 —0,4545 0 O I O I 0,45 —0 143s 0 o u i 0 , 7 2 3 0 ,2102 0 C 0 8 2 

0 , 1 6 - 0 , 4 4 4 4 0 0100 0,40 — 0 1327 0111 0 ,730 0 ,2184 0 U082 

0,17 - 0 , 4 3 4 4 0 O I O I o , 47 - 0 I 2 I 6 0 0112 0 ,735 o , 22G6 0 0084 

0 , 1 8 —0,4243 0 0100 o , / |8 — n 1 104 0 n 113 0,740 0 , 23 5o 0 0084 

0 ,19 —0,4143 0 O I O I o , 4 g — 0 0991 u o u 3 
1 

0,745 0 ,2434 0 0086 

0,20 — 0 , 4 0 4 2 0 
1 

O I O I ' o , 5 o — 0 0878 0 
1 

o u 5 0 ,750 0 , 2.520 0 0087 

0,21 0,3941 0 O I O I o , 5 i — • 0763 0 0 1 1 6 0 , 7 5 5 0 ,2607 0 0089 

0,22 —0,3840 0 O I O I 0,52 —0 0647 0 0117 1 0,760 0 ,26g6 0 0089 

0,23 —0,373g 0 O I O I 0 , 5 3 —u u53o 0 U I I S 0 , 7 6 5 0 ,2785 " 0092 

0,24 - 0 ,353s 0 0102 o , 5 4 —0 04l2 0 0119 0,770 0 ,2877 0 0093 

0 , 25 — 0 , 3 5 3 6 0 0102 o , 5 5 — 0 02g3 u 0 1 2 1 0 ,775 0 ,29/0 0 oog4 

0,26 - 0 , 3 4 3 4 0 O I O I o , 5 6 - 0 0172 0 0122 0 , 7S0 0 3c64 0 0096 

0 , 2 7 —o ,3333 0 oio3 0,57 — 0 uo5o 0 01^4 o , 7S5 0 , 3160 0 0098 

0 , 2 8 - o , 3a3o 0 0102 o , 5 8 -I-Q 0074 0 0125 o ,790 0 3258 0 o°99 

0,29 —0,3l2H 0 oio3 o , 5 g - 4 - 0 ° ' 9 9 0 0126 o , 7 9 s 0 , 3 3 5 7 0 0102 
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T A B L E S N U M É I U Q U E S . 5 5 7 

X D I P P E R . X D I F F E R . X + D I F F E R . 

0,800 o,3159 0,010.3 0,920 o ,Gg53 0,0092 o , 9 7 5 1 , 1 0 2 0 o , o i 4 o 

o 3 8 o 5 0 , 3562 OjOioG 0 ,g22 0,70^5 0 0093 0 , 9 / 6 1 , 11C0 0 , 0 1 , 5 

0 ,810 0,3668 0,0108 0,924 0 , 7 1 3 8 0 0096 o ,977 1 , i 3 o 5 0,0l52 

o , 8 i 5 0,3776 0,01 10 0,926 0,7234 0 0098 o , 9 / 8 1,1457 o , o i 5 8 

0,820 0 ,3886 0 , 0 1 1 2 0 , 928 0,733a 0 0 I 0 I 0,979 1 , 1 6 1 5 0,0166 

0 , 825 o,39!)8 0 ,0116 o , g 3 o 0,7433 0 0104 0,980 1,1781 0,0174 

o , 8 3 o °,4"4 0,0118 o , g 3 2 0,7537 0 0106 0,981 i , i g 5 5 0,0184 

o , 8 3 5 o,4^3a 0,0121 0,934 0,7643 0 O M O o , 9 s 2 i , 2 i 3 g o , o i g 4 

0 , 8 4 0 0,4353 0,0125 o , g 3 6 0,7753 0 0113 o ,983 1,2333 O , 02o5 

o ,S45 0 ,44 /8 0,0127 o , 9 3 S 0,7866 0 01 16 o ,984 1,2538 0,021g 

o , 8 5 o o,46o5 0 ,0l32 o , g 4 o o , 7 9 S 2 0 0120 o , 9 S 5 1 , 2 7 5 ; 0,0233 

o , 8 5 5 o ,4 ;37 0 , o i 3 5 o , 9 4 2 0,Sl02 0 0124 0,986 ' , 2 9 9 ° 0,025l 

o,8Co 0,4372 0,0140 o , 9 4 4 0,8226 0 0128 o , 9 8 7 1,32.41 0 ,0270 

0 , 865 o ,5o i2 0,0144 o ,946 o , 8 3 5 4 0 0 .33 0,988 1 , 3 5 i 1 0 ,o2g3 

0,870 0 , 5 i56 o , o i 4 g 0,948 0,8487 0 0137 0,989 i , 3 8 o 4 0 ,032I 

0,875 0 ,53o5 0,0154 o , 9 5 ° 0,8624 0 0143 0,990 . , 4 , 2 5 0 , o 3 5 5 

0,880 0 , 5 ^ 9 0,0160 0,912 0,8767 0 0 l 4 g o ,99 i i , 4 4 S o o , o 3 g 6 

o , 8 S 5 0,5619 o , o i 6 S 0,9^4 0,8916 ° o i 5 5 0,99^ 1,4876 0 , 0 4 4 8 

0,890 o , 5 ; 8 5 0,0173 o , g 5 6 0,9071 0 0162 o , 9 9 3 . , 5324 0 , o 5 i 7 

o ,8g5 o ,5o58 0,0180 o , g 5 S 0,9233 0 0169 o ,994 1,584i 0 ,0611 

0,900 o , 6 i 3 8 0,0075 0,960 0,9,02 0 0178 o , 9 D 5 1,6452 0 ,0748 

0,902 0,Ö2l3 0 , 0 0 7 0 0,962 O , g 5 8 o 0 0187 0,996 1,7200 0 ,0962 

0 ,904 0,6289 0,0077 o ,g64 0 , 9 7 6 7 0 0198 o ,997 1 , 8162 a, 13 55 

0,906 0 ,6366 0,007g 0,966 o , 9 g 6 5 0 0209 o ,99S ' , 9 5 1 7 0 ,23 14 

0,908 0 ,6445 0,0080 0,968 1,0174 0 0222 0,999 2 , 1 8 3 1 00 

0,910 0,6525 0,0082 0,970 1 , o 3 0 6 0 0116 1,000 oc 

0 ,912 o,6Go7 o , o o S 4 o ,97" 1 ,05l2 0 0120 

o , 9 ' 4 o,66gi 0 ,oo85 0,972 I ,0632 0 0125 

0,916 0,6776 0,0088 ° , 9 7 3 1,0757 0 0129 

0,918 0,6864 0,008g 0,974 1,0886 0 0134 

T A B L E I V . ( S u i t e . ) 

P r e m i è r e P a r t i t . 
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558 T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E I V . ( S u i t e . ) 

D E U X I È M E P A R T I E , c o m p r e n a n t l e s va leurs d e X entre i et c o . 

I 
X D I F F E R . 

1 
X i{x) D I F F E R . 

X X 

i{x) 

1 ,000 1,0000 CO 0,970 i , o 3 o g 1,o497 — O , 0 2 l 5 

O ,999 1 ,0010 2,1834 —0,2311 o,g6B 1 , o 3 3 i 1,0283 — 0,0202 

0.938 1 ,0020 1 ,g5-23 — 0 , i 3 5 i 0 ,966 1,o353 1,0080 —0,0 i90 

0,997 1,oo3o 1,8172 — o , o g 5 g 0 ,964 1,0373 0,9890 —0 , 0 l8 l 

° , 9 U 6 1 ,0040 1,7213 —0 ,0744 0,962 i , o 3 g 5 0,970g —0,0170 

0,995 1,oo5o 1,6469 —0,0608 0,960 1,0417 0,953g — 0 , O l 6 3 

0,994 1,0060 I , 5 8 6 I — o , o 5 i 3 0 ,958 i , o 4 3 8 0,9376 —0 , 0 i 5 5 

O , 9 9 3 1,0070 1 ,5348 —o ,o446 o , 9 5 6 1,0460 0,9221 —0 ,0148 

O ,993 1 , o o S i I , 4 g 0 2 —o , o3g2 o ,954 1,0482 0,9073 —0,0142 

0 , 9 g 1 1,0091 1 ,45 io — o , o 3 5 i o , g52 i , o5o4 o , 8 g 3 i —0 , 0136 

O , 9 D O 1,0101 i , 4 i 5 g — o , o 3 i 8 o , g5o 1,o526 0,8795 —0,013o 

° ; 9 S 9 1 ,0111 i , 3 8 4 , —0,0290 o , 9 4 S 1,o54g o,8G65 —0 ,0126 

0,988 1,0121 1 ,355i —0,0267 0 ,946 1,0571 o ,853g —0 ,0121 

0,987 J , 0 l 3 î 1,3284 —0,0247 o ,944 1,o593 0 ,8418 —0 , 0117 

0,986 I ,0L4A, I , 3 o 3 7 —0,023o 0 ,942 1,0616 o , 8 3 o i —0 , 0 1 i 3 

0 ,985 1 ,o i5a 1,2807 —0,0215 o , g 4 o 1,0638 0,8188 —0,0109 

0,984 1 ,o iC3 1,2592 — 0 , 0 2 0 3 o , g 3 8 1,0661 0,807g —0,0106 

0,983 1,0173 i , 23go —0,0191 o , g 3 6 i , o684 O , 7 9 7 3 —0,0102 

0,982 1 , o i 8 3 i , 2 i g g — o , o i 8 o 0,934 1,0707 0 ,7871 —0,0099 

0,981 1 , o i g 4 1,201g —0,0171 o , g 3 3 1,0730 0,7773 —0,0097 

0,980 1,0204 I , I S 4 8 —0,0162 o , g3o 1,0753 0 , 7675 —0,0094 

O , 979 I , 0 2 l 5 1,1686 —0,0 i55 0,928 1,0776 o , 7 5 8 i —0,0091 

o , 9 7 8 I ,0225 1,1531 —0,0148 o ,g26 i ,0799 0 ,7490 —0,0089 

° , 977 i ,0235 i , i 3 8 3 —0,0142 0,924 1,0823 0,7401 —o ,ooB6 

0,976 I ,0246 1,1241 — o , o i 3 6 0,922 1,0846 O , 7 3 i 5 —0,0084 

O , 9 7 5 1,0256 1,1 io5 — o , o i 3 i 0 ,920 1,0870 0 , 7331 —0,0083 

O , 974 I ,0267 ' , 0974 —0,0126 0,918 1,0893 O , 7 i 4 9 —0,0080 

° , 9 7 3 1,0277 i ,0848 —0 , 0121 ; 0,916 ' , 0 9 1 7 0 ,7069 —0,0079 

" , 9 7 3 1,0288 1,0727 —0,0117 o , G I 4 i , o g 4 i 0,6990 —0,0076 

0,971 I , 0 2 9 9 1,0610 —0 , 0 1 i 3 0 , 91a 

i 

i , o g 6 5 0,6914 —0,0075 
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T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

I 

X 

X D I F F E R . 
i 

X 
X D I F F E R . 

o . g i o 

o ,go8 

0,906 

o , g o / | 

0,90a 

1,0989 

i , 10 j 3 

i , i o 3 8 

1,1063 
1,1086 

0,6839 

0,6763 

0,6695 

0,6625 

o,655G 

— o , o o 7 3 

—0,0071 

— 0,0070 

—0,006g 

—0,0067 

0,775 

0,770 

0,765 

0,760 

0,755 

i ,2go3 

i , 2 9 8 7 
i ,3072 
i , 3 i 5 8 
1,3245 

o , 3 8 i 3 

o , 3 7 4 i 

0 ,3671 

o , 3 6 o 3 

o , 3 5 3 6 

—0,0072 

— О , 0 0 7 0 

—0,0068 

—0,0067 

—0,0066 

0,900 

o , 8 9 5 

0,890 

0 , 885 

0,880 

1 , 1 1 1 1 

1 , 1 1 7 3 

i ,12З6 

i , ' 2 9 9 

i , i 3 6 4 

0,6.489 

0,6327 

0 ,6173 

0,6025 

o , 5 8 S 4 

—0,Ol62 
—0 ,o i54 

—0,0148 

— O , O I 4 I 

— o , o i 3 5 

0 , 7 5 о 

o , 7 4 5 

o , 74o 

0,735 

о , 7 З о 

i ,3333 

i ,3423 

I , 3 5 I 4 

i , 3 6 o 5 

1,3699 

0,3470 

0,34o5 

o ,3343 

0,328a 

0,3221 

—0,0064 

-—0,oo63 

-—0,0061 

—0,0061 

—0,0059 

o , 8 7 5 

0,870 

0 , 865 
0,860 

o , 8 5 5 

1,1429 

494 
I , I 5 6 I 

1,1628 

1,1696 

o , 5 7 4 g 

o , 5 6 i g 

0,5494 

o , 5 3 7 4 

o , 5 a 5 8 

— o , o i 3 o 

—0,0125 

— 0,0120 

—0,0116 

—0,0112 

0,725 

0,720 

o , y i 5 

0,710 

0 , 7 o 5 

i , 3 7 9 3 

i , 3 8 8 g 

i , 3gS6 

i , 4 o 8 5 

1,4184 

0 ,3l62 

o , 3 i o 4 

0,3o47 

0,2991 

0,2937 

— o , o o 5 8 

—0,0057 

— o , o o 5 6 

— o , o o 5 4 

—o , oo54 

o , 8 5 o 

o ,845 

0,840 

o , 8 3 5 

o , 8 3 o 

1,1765 

1,1834 

i , i g o 5 

b ' 9 7 6 

1,2048 

o , 5 i 4 6 

o , 5 o 3 7 

o ,4g32 

o , 483 i 

0 ,4733 

—0,0109 

— o , o i o 5 

—0,0101 

—0,0098 

—0,0096 

0 , 7 ° 

0,69 

0,68 

0,67 

o,G6 

i ,4286 

1 , 4 4 9 3 

1,4706 

i ,4925 

i , 5 i 5 2 

o,2883 

0,2778 

0,2677 

o ,258o 

0,2486 

— o , o i o 5 

—0,0101 

—0,0097 

— o , o o g 4 

—0,0091 

0,825 

0,820 

o , 8 i 5 

0,810 

o , 8o5 

i ,2121 

1 ,3195 

i , 2270 

1,2346 

I ,LLJ22 

0,4037 

0 ,4544 
0 , 4 4 5 4 

0,4367 

0,4281 

—0,0093 

—0,0090 

—0,0085 

—0,0086 

— O , o o 8 3 

o , 6 5 

o,G4 

o , 6 3 

0,62 

0,61 

i , 5 3 8 5 

i , 5625 

i , 5 S 7 3 

1,612g 

i , 6 3 g 3 

0,2395 

0,23o6 

0,2221 

0 ,2l38 

o ,2o58 

—0,0089 

— o , o o 8 5 

— o , o o 8 3 

•—0,0080 

—0,0078 

0,800 
o , 795 

0 ,79° 

0,783 

0,780 

i , г 5 о о 

1,2579 

i ,2658 

1,2739 

1,2821 

0 ,4198 
0 , 4117 
0,4039 

o ,3gGa 

o ,3S86 

—0,0081 

—0,0078 

—0,0077 

—0,0076 

—0,0073 

0,60 

0,5c, 

o , 5 8 

0,07 

o , 5 6 

1,6667 

i , 6g4g 

1,7241 

i , 7 5 4 4 
1,7857 

0 , i g S o 

0 , i g o 5 

o , i 8 3 2 

0,1761 

0,1692 

—0,0075 

—0,0073 

—0,0071 

—0,0069 

—0,0067 

T A B L E I V . ( S u i t e . ) 

D E U X I È M E P A R T I E . 
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56o TABLES NUMÉRIQUES. 

T A B L E I V . (Su i t e . ) 

D E U X I È M E P A R T I E . 

X D I F F E R . 
1 

X + D I P F Ë E . 
X X 

+ 

0 ,55 1,8182 0,1625 — o , o o 6 5 0,25 4,0000 o 3 o 3 ] 4 — 0 , 0 0 2 4 

0,5.', i , 8 5 i g 0 , i 5 6 o — o , o o 6 3 0 ,24 4 , 1667 0,0290 0 , 0024 

o , 5 3 i ,88C8 o,i<Î97 —0,0062 0, 23 4 ,3478 0702ÖG — O ,0023 

o , 5 a i ,g>3i 0, i435 —0,oo5g 0 , 22 4 ,5455 0,0243 —0 , 0 0 3 2 

o , 5 i 1 ,g6o8 0 ,1376 — o , o o 5 S 0,21 4 , 7 r " 9 O j 07 .21 —0 , 0020 

0,5o 2,0000 o , i 3 i 8 — o , o o 5 6 0,20 5 , o o o o 0,0201 — 0 , 0 0 2 0 

M 9 2,0408 0,1262 —o ,on55 0,19 5,2632 0,0181 —0,0019 

0,48 2 , o833 0,1207 —o ,oo53 0 , l8 5 , 5 5 5 6 0,0162 —0,0017 

0 , 4 7 2 ,1277 0 , 1 1 5 4 —o , oo52 0 ,17 5 .8S24 0 , 0 1 4 5 — 0 , 0 0 1 7 

0,46 2 , i 7 3 g 0 , 1 1 0 2 — o , o o 5 o O , 16 6 , 2 5 D O 0,0128 — 0 , 0 0 1 5 

o , 4 5 2,2222 0 , I o 5 2 — o , o o 4 g o , i 5 6 ,6667 0 ,01 i3 —0,0015 

° , 4 4 . 2 , 2 7 2 7 0 , ioo3 —0,0048 0,14 7 , ' 4 ^ 9 o , o o g S — o , o o i 3 

0,43 2,3256 o , o g 5 5 —0,0046 0, i3 7,6923 o , o o 8 5 — o , o o i 3 

0 ,42 2 , 3 8 i o o , o g o g - - 0 , 0 0 4 4 0 ,12 8 ,3333 0,0072 —0,0011 

o , 4 j 2,4390 o , o S 6 5 — o , o u 4 4 0, H 9 , °9°9 0,0061 — 0 , 0 0 1 1 

0 , 4 ° 2 , 5 o o o 0,0821 — 0 , 0 0 4 2 0 , 1 0 1 0 , 0 0 0 0 o , o o 5 o —0 , 0009 

o , 3 g 2 , 5 6 4 r o , ° 7 7 9 —0,0041 0,09 1 1 , 1 1 1 1 0 ,0041 —0 , 0009 

0 ,38 2 , 6 3 1 6 0,0738 —o , oo3g o , o S I 2 , 5 0 0 0 0,oo32 - 0,0007 

0,37 2,7027 o , o6gg —0,oo3g 0,07 14 ,2857 0,0025 —0^0007 

o , 3 6 2,7778 0,0660 —0,0037 0 , 06 16,6667 0,0018 —o , ooo5 

o , 3 3 2,8571 0,0623 — o , o o 3 6 o , o5 20,0000 o , o o i 3 —0 ,ooo5 

o , 3 4 2 , g 4 1 2 0 1 0 3 8 7 —o , oo34 0 , 04 25,0000 0,0008 —0 ,ooo3 

o ,33 3 ,o3o3 0,o553 —o ,oo34 0 ,o3 33,3333 o , o o o 5 —o ,ooo3 

0,32 3 , i25o o , o 5 i g —o ,oo33 0,02 5 o , o o o o O , 0 0 0 3 —0,0001 

o , 3 i 3,2258 o ,o4S6 — o , o o 3 i 0,01 100,0000 0,0001 —0,0001 

o , 3o 3,3333 o , o455 —o ,oo3o 0,00 ac 0,0000 *> 

0,2g 3 ,4483 o ,o425 —o ,oo3o 

0,28 3 , 5 7 i 4 o , o 3 g 5 —0,0028 

0 ,27 317037 0,0367 —0,0027 

0,26 3,8462 o ,o34o —0,0026 
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TABLES NUMÉRIQUES. 5 G l 

T A B I i B V . — C a r r é s e t c u b e s d e s n o m b r e s d e t r o i s c h i f f r e s . 

Cette tab le p e u t d o n n e r l e s premières figures du carré o u du c u b e d'un nombre? 

q u e l c o n q u e ; il suffira de d iv i ser ce n o m b r e par I O " , n é t a n t u n n o m b r e ent ier te l , q u e 

le q u o t i e n t so i t c o m p r i s dans la tab le : en regard on t rouvera le carré ou le cube , 

qu'on aura 6 o i n d e m u l t i p l i e r par i o , n o u io" 1 . 

La m ê m e table p e u t servir a u x extract ions de racines carrées ou c u b i q u e s . P o u r trouver 

la racine carrée d ' u n n o m b r e , on c o m m e n c e r a par séparer à la droite d e ce n o m b r e 

assez d e groupes de d e u x chiffres p o u r q u e l e résultat soit compri s e n t r e i o o o o et 

i o o o o o o ; ou b i e n , si l e n o m b r e est u n e fract ion d é c i m a l e , on parv iendra au m ê m e 

b u t en le m u l t i p l i a n t par 100, i o o o o , e tc . Cela fa i t , o n cherchera le n o m b r e ainsi 

modif ié d a n s la c o l o n n e des carrés , e t en regard on t rouvera la rac ine , q u ' o n devra, 

du reste , m u l t i p l i e r o u d iv i ser par 10, 100, e t c . , su ivant la nature de l 'opérat ion pré

l i m i n a i r e qu'on v i e n t d ' e x p l i q u e r . 

On vo i t a i s é m e n t , par a n a l o g i e , ce qu'i l y aurait à faire p o u r extra ire u n e racine 

c u b i q u e . 

3 2 

Enfin on pourra auss i f o r m e r l e s p u i s s a n c e s - et —, opérat ion q u i se c o m p o s e r a 

d'une é lévat ion au c u b e o u au carré, et d 'une extract ion de racine carrée ou c u b i q u e . 

Il est à p e i n e b e s o i n de d ire q u e , dans tous ces c a l c u l s , les résul tats p o u r r o n t être 

rendus p l u s a p p r o c h é s au m o y e n d ' i n t e r p o l a t i o n s . 

N O M 

B R E S . I 

01 
o 3 

o 4 

i oG 
[ 07 
[ 08 
1 09 

i 3 

• 4 

i 5 

16 

'7 
iS 

' 9 

00 00 
02 01 
04 04 
06 09 
08 16 

10 25 
1 2 36 

' 4 4g 
iG 64 
18 8 1 

2 I OO 

23 21 
25 44 
27 69 
29 9^ 

32 25 
3 4 56 
36 89 
3g 24 
4 i 61 

I ODO OOO 

i o3o 3oi 
i 0C1 208 
I 092 727 
i 124 864 

1 157 6 î 5 
1 191 016 
1 225 o43 
1 25g 712 
1 295 02g 

1 331 000 
1 367 631 
i 4 ° 4 928 
1 4 4 2 897 
1 481 544 

1 520 875 
1 56o 896 
1 601 613 
1 6/|3 o32 
1 685 15g 

N O M -

E R E S . 

r 2 0 

I 2 1 

I 2 2 

I 2 3 

I 2 4 

I 2 3 

I 26 
I 27 
I 28 
1 2 g 

i 3o 
i 3 i 
I 32 
i 33 
. 2 4 

i 35 
1 36 
1 37 
1 38 
1 3g 

4 4 00 
4 6 4 . 

4 8 8 4 

5i 2g 
53 76 

56 25 
58 76 
61 39 
63 8 4 

66 4 1 

6g 00 
71 Gr 

7 4 ' 4 

76 89 
79 56 

82 25 
84 96 
87 6g 

9° 4 4 

g3 21 

1 728 000 
1 771 561 
1 8 i 5 8',8 
1 860 867 
I 906 624 

1 g53 12.5 
2 000 376 
1 048 383 
2 og7 i52 
2 1 4 6 68g 

2 ig7 000 
2 248 ogr 
2 29g 968 
2 35a 637 
2 406 104 

2 4Go 375 
2 515 456 
2 571 353 
2 628 072 
2 6S5 619 

N O M 

B R E S . 

1 gG 00 
! g S 8 , 

2 or 6f\ 
2 0/| /)9 
2 O7 36 

2 10 25 
2 l 3 [6 
2 16 O p 

2 19 of{ 
2 22 01 

2 25 OO 

2 28 O t 
2 3l 0/| 
2 3/| 09 
2 3 7 16 

2 4 o 25 
2 43 36 
2 /¡6 49 
2 /¡9 6/j 
2 hi 81 

H. 2 e E D I T . 36 
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T A B L E S N U M É I I I Q U E S . 

T A B L E V . ( S u i t e . ) 

N 0 4 -

B R L S . 
C A R R É S . C U B E S . 

N O M -

R U E S . 
C A R R É S . C U B f c S . 

A M 

O R E S . 
C A R R É S . C U B E S . 

[ 60 
i Gi 
i 6'i 
i 63 
1 6 4 

2 56 0 0 

2 5 9 21 
2 62 4 4 

2 65 69 
2 68 gG 

4 096 0 0 0 

4 17З 2S1 
4 25l 528 
4 33o 7 ,7 
4 4 1 0 944 

2 о5 
2 О б 

2 07 
2 08 
2 од 

4 20 25 
4 2 ' | 36 
4 28 4 g 

4 32 6 4 

4 36 81 

8 6 i 5 125 
8 7 1 8 16 
8 869 74З 
8 gy8 g i 2 
9 1 J 9 32g 

2 5o 
2 5l 
2 52 
2 53 
2 5 4 

6 2 . 5 00 
6 3o 01 
6 35 o'| 
6 4 o 09 
6 4 5 1 6 

i5 625 000 
1 5 8 l 3 2 J I 

iG 0 0 З 0 0 8 

iG i g 4 277 
1 6 З87 0 6 4 

1 65 
1 6G 

\U 
• 69 

2 7 2 25 
2 75 56 
2 78 89 
2 82 2 4 

2 85 61 

4 4 9 2 125 
4 S74 296 
4 6i>7 46З 
4 741 6 3 2 
4 826 809 

2 1 0 

2 I I 

2 1 2 

2 l3 
2 l 4 

4 4 т 0 0 

4 45 21 
4 49 44 
4 3.S 69 
4 37 96 

9 261 ООО 

9 З9З g3 i 
9 5 i8 128 
9 663 597 
9 800 34 4 

2 55 
2 5G 
2 57 
2 58 
2 5g 

fi 5o 2.5 
6 55 36 
6 60 4 g 

6 65 64 
6 70 81 

16 581 З75 
16 777 216 
16 974 5g3 
17 17З 5 l2 
•7 З7З 979 

1 7 0 
1 7 1 
1 7 2 
1 7 3 
, 7 4 

2 8 g 0 0 

2 92 4 1 

2 95 8 4 
2 99 29 
3 02 76 

4 91З 0 0 0 

5 0 0 0 2 1 1 
5 088 4 4 8 

5 177 717 
5 268 0 2 4 

2 l5 
2 1 6 

2 17 
2 I S 

2 ig 

4 62 25 
4 6 6 56 
4 70 89 
4 7 5

 2 4 

4 7 9 6 1 

9 938 3 7 5 
10 077 69G 
10 2 1 8 31 3 
1 0 З60 2 З 2 

1 0 5o3 45g 

2 60 
2 6 1 

2 6 3 

2 63 
•1 6 4 

6 76 00 
6 8 1 2 1 
6 8 6 4 4 
6 g i Gg 
6 gG gG 

17 576 ООО 

17 779 581 
17 g « 4 728 
18 igr 4 4 7 

•8 399 744 

i 76 
1 77 
i 78 
1 79 

3 oG 25 
3 09 76 
3 1 3 29 
3 16 s>, 
3 20 4 1 

5 35g З75 
5 4 5 1 776 
5 545 2ЗЗ 
5 63g 752 
5 7З5 ЗЗ9 

3 20 
2 21 
2 2 2 

2 2З 
2 24 

4 8 4 0 0 

4 8 8 4 1 
4 92 84 
4 97 29 
5 01 76 

10 648 0 0 0 

1 0 79З 861 
10 g>|i o',8 
I I 089 5 6 ; 
11 2З9 4 2 . , 

2 65 
2 66 
2 6 7 

2 68 
2 69 

7 02 25 
7 07 56 
7 12 8g 
7 iS 2 4 

7 2З 6 i 

18 609625 
18 821 096 
i g 0 З 4 163 
19 248 8З2 
1 9 465 iog 

i 80 
i 8 1 

1 82 
i S 3 

• 84 

3 2 4 0 0 

3 27 61 
3 3i 2 4 

3 3 4 89 
3 38 56 

5 8З2 0 0 0 

5 929 74 i 
6 028 568 
G 128 487 
G 22g 5o4 

2 25 
2 26 
2 27 
2 28 
2 29 

5 06 a5 
5 1 0 76 
5 1 5 2g 
5 19 8'i 
5 2 4 4 1 

I 1 3 g O 625 
I I 54З I 7 6 

I I 697 08З 
) i 852 352 
12 008 98g 

2 70 
2 71 
2 7 2 

2 7З 
2 7 4 

7 2g 00 
7 34 4 > 

7 3g 84 
7 4з 2 9 

7 5 o 76 

i g 683 000 
i g 902 5i г 
20- . 2 3 648 
20 З46 4 l 7 

20 570 824 

i 85 
[ 86 
i 8 7 

1 88 
1 89 

3 4 2 25 
3 45 96 
3 4 g 69 
3 53 4 4 

3 57 21 

6 331 6г5 
6 4З4 856 
6 53g 20З 
fi 6 4 4 672 
6 7 5 1 269 

2 Зо 
2 3l 
2 32 
2 33 
2 З4 

5 29 0 0 

5 33 61 
5 38 2 4 

5 4 2 89 
5 47 56 

1 2 167 ООО 

1 2 З26 З91 
12 487 l 68 
12 64g ЗЗ7 
12 812 go4 

2 7 5 
2 76 
2 77 
2 78 
2 79 

7 56 25 
7 61 70' 
7 67 29 
7 72 8. ' , 

7 7 s 4i 

2 0 796 87,1 
21 0 > 4 57G 
21 253 дЗЗ 
21 4 8 4 g5a 
2 1 717 6З9 

i go 
i 91 
i 92 
19З 
• 9 4 

3 61 0 0 

3 6.4 81 
3 68 64 
3 72 4 g 

3 76 36 

G 85g 0 0 0 

6 g67 871 
7 077 888 
7 18д 0.57 
7 3o i За., 

2 35 
2 36 
2 З7 
1 38 
2 Зд 

5 52 25 
5 5G 96 
5 6 i 69 
5 6 6 4 4 

5 71 2 1 

1 2 g77 8 -5 
1 3 i 4 4 256 
i3 З12 o53 
i3 481 272 
i3 65 i g i g 

2 80 
2 8 1 

3 82 
2 83 
2 8 4 

7 8 4 00 
7 89 Gi 
7 95 2 4 

8 00 89 
8 06 56 

21 g5a 000 
2 2 .88 О.") . 

22 425 768 
2 2 665 187 
22 д о б З04 

i 9 5 
> g6 
1 97 
, 98 

} 99 

3 80 2 5 
3 84 16 
3 88 og 
3 92 0 4 

3 96 0 1 

7 4 i 4 8 7 5 
7 529 536 
7 645 З7З 
7 762 З92 
7 8S0 099 

2 40 
2 4 1 

242 
2 4 З 

2 4 4 

5 7 G 0 0 

5 80 81 
5 85 64 
5 9 0 4g 
5 g5 36 

13 824 0 0 0 

1.3 9Q7 521 
1 4 172 488 
1 4 3 4 8 907 
i 4 526 784 

2 85 
•1 86 
2 87 
2 88 
2 8 g 

8 12 2 . 5 

8 17 gfi 
8 2З 6g 
8 2g 4 4 

8 35 2 1 

2З 149 .25 
2З Зд'З 656 
23 63g 90З 
зЗ 887 872 
24 1З7 5og 

1 0 0 

2 01 
2 02 
2 o3 
2 0 4 

4 0 0 0 0 

4 0 4 0 1 

4 08 0 4 

4 12 og 
4 1 6 16 

8 0 0 0 ооо 
8 1 2 0 6o i 
8 2 4 2 4 ° 8 

8 365 427 
8 48g 6G4 

2 4 5 

2 46 
2 47 
2 48 
2 49 

6 0 0 25 
6 o5 1 6 

6 1 0 09 
6 1 5 o.'i 
6 2 0 0 1 

i4 706 12.5 
1 4 8S6 g36 
15 069 2 2 3 

i5 2Й2 992 
i 5 438 2 4 g 

2 go 
2 9 ' 
2 92 
2 g3 
2 94 

8 4 ' 00 
8 46 81 
8 52 64 
8 58 4 g 

8 64 36 

2 4 З89 000 
2 4 6^2 171 
2 4 897 oSS 
25 153 737 
25 4' 2 184 
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T A B L E S N U M É R I Q U E S . 

T A B L E V . ( S u i t e . ) 

563 

S O M 

B R E S . 

3 9 3 

a 9 6 

2 97 
a 98 

= 99 

3 00 
3 01 
3 02 
3 o3 
3 0 4 

3 o5 
3 o5 
3 07 
3 08 
3 09 

3 10 
3 11 
3 1 3 

3 i3 
3 1 4 

3 1 5 
3 iG 
3 ,7 
3 18 
3 19 

3 2 0 

3 21 
3 22 
3 23 
3 2 4 

3 2 3 

3 26 
3 27 
3 28 
3 29 

3 3o 
3 3i 
3 3a 
3 33 
3 34 

3 35 
3 36 
3 37 
3 38 
3 3 9 

8 70 25 
8 76 i6'| 
8 82 09 
8 88 04 
8 94 01 

9 00 00 
9 06 01 
9 1 2 04 
9 ' s °fl 
9 2 4 ' 6 

9 3o 25 
9 36 36 
9 4

 2 ¿9 
9 4 8 6 4 
9 5 4 8 1 

9 61 00 
9 G 7 21 
9 7 3

 4 4 

9 79 69 
9 85 96 

g ga 25 
9 98 56 
o 0/, 89 
o 11 24 
0 17 61 

0 24 00 
o 3o 4 i 1 

0 36 81 
0 43 29 
o 4g 76 

o 56 25 
o 62 76 
o 6g 29 
o 75 84 
o 82 4 1 

o 8g 00 
0 g5 61 
1 02 24 
i 08 8g 
i i 5 56 

i 22 25 
i 28 96 
i 35 6g 
i 4 2 4 4 

i 49 21 

a 5 6 7 2 3 7 3 

2 5 g3' | 336 
26 icj8 073 
2 6 463 5g2 
26 730 8gg 

27 000 000 
27 270 901 
3 7 543 608 
27 818 127 

28 094 4 6 4 

28 372 625 
28 6j2 616 
28934443 
29218 112 
29 5o3 629 

29 791 000 
30 0S0 23l 
3o 371 328 
3o 664 297 
30 g5g 1 4 4 

31 255 8 7 5 
3i 554 4 9 6 
31 8H5 o i3 
32 i 5 7 432 
3a 461 75g 

32 7O8 000 
33 076 161 
33 386 248 
33 6g8 267 
34 012 2 2 4 

34 3s8 125 
34 645 976 
34 965 783 
35 287 552 
35 611 28g 

35 g37 000 
36 264 69r 
36 5g', 368 
36 ga6 037 
37 25g 704 

37 5g5 375 
37 g33 o56 
38 272 753 
38 614 472 
38 938 219 

N O M 

B R E S . 

3 40 
3 41 
3 /,2 
3 43 
3 4 4 

3 45 
3 46 

3 4 7 
3 48 
3 49 

3 5o 
3 51 
3 5a 
3 53 
3 54 

3 55 
3 56 
3 57 
3 58 
3 5g 

3 60 
3 61 
3 62 
3 63 
3 64 

3 65 
3 66 
3 67 
3 68 
3 6g 

3 70 
3 7 . 
3 7 2 
3 , 3 
3 , 4 

3 7 3 

3 78 
3 7 7 
3 78 
3 79 

3 80 
3 81 
3 82 
3 83 
3 84 

i 56 00 
i 62 8 1 

i 69 6 4 

i 7 6 4 g 

i 83 36 

i 90 25 
1 g 7 16 
2 0 4 og 
2 1 1 o 4 

2 1 8 0 1 

2 2.5 00 
2 3 a 01 
2 3 g 0 4 

2 46 0 9 

2 53 16 

2 60 2.5 
2 67 36 
2 7I 4 9 
2 8 1 6 4 
a 88 8 1 

2 96 00 
3 o3 21 
3 1 0 4 4 

3 17 69 
3 2 4 96 

3 32 25 
3 3 g 56 
3 46 89 
3 5 4 2/, 
3 61 61 

3 69 00 
3 76 4t 
3 83 84 
3 gì 2 g 

3 9 S 7 6 

4 06 25 
4 i3 76 
4 21 2 g 

4 2 8 8 4 

4 36 4 1 

4 4 1 0 0 
4 5i 61 
4 59 2 4 

4 66 89 
4 7 4 56 

3g 3o4 000 
3g 65 i 821 
4o 001 688 
4o 353 607 
40 707 584 

41 o63 625 
41 421 736 
4 i 781 ga3 
42 144 192 
42 5o8 54g 

4a 875 000 
43 243 55 i 
43 614 2 U S 

43 gS6 g / 7 
44 36 i 864 

44 738 8 7 5 
45 118 016 
45 499 2g3 
45 882 712 
46 268 279 

46 G56 000 
47 0)5 881 
4 7 437 ga8 
47 83a 147 
48 228 544 

48 627 125 
4g 027 8g6 
4g 43o 863 
4g 836 o32 
5o 243 4og 

50 653 000 
51 064 811 
5i 478 848 
51 8g5 117 

52 3 i3 62.4 

52 734 375 
53 i 5 7 376 
53 582 633 
54 010 J 52 
54 439 9 3 g 

54 872 ono 
55 3o6 34i 
55 742 968 
56 181 887 
56 623 io4 

N O M 

B R E S . 

3 85 
3 86 I 

3 87 
3 88 
3 8 g | 

3 go 
3 g ì 
3 ga 
3 93 

3 94 

3 g5 
3 g 6 
3 9 7 
3 g8 
3 99 

4 00 I 

4 01 
4 0 2 1 
/, o3 
4 o 4 

4 o5 
4 06 
4 07 
4 08 
4 ag 

4 10 
4 " 

4 12 
4 1 3 
4 14 

4 i 5 
4 ' 6 I 

4 ' 
4 -
4 > 9 

4 20 
4 21 
4 22 
4 23 

" í 4 2 . 1 

423 
4 26 

4 2 ' 

4 28 
4 2g 

14 82 25 
4 89 96 

: 4 97 Cy 
o5 44 

;5 i 3 21 

15 21 00 
i5 28 81 
15 36 64 
i5 4 4 49 
i5 5a 36 

i5 60 25 
i5 68 16 
i5 76 09 
i5 84 04 
15 g2 01 

16 00 00 
16 08 01 
16 1604 
[6 34 09 
16 32 16 

r6 40 25 
i6 48 36 
16 56 4g 
16 64 6/, 
16 72 81 

16 81 00 
1689 21 
1697 4 4 

17 o5 69 
17 i3 96 

[7 23 a5 
[7 3o 56 
17 38 89 
17 4 7 24| 
1 7 55 6 1 

17 64 00 
17 72 41 
17 80 84 
17 89 29 
17 97 7 6 

18 06 25 
18 14 76 

23 29 
.8 3i 84 
18 40 41 
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T A B L E V . (Sui te . ) 

H O M 

B R E S . 

4 3o 
Z 3l 
432 
4 33 
4 34 

4 35 
4 36 
4 3 7 

4 38 
4 39 

4 4o 
44> 
4 42 
4 43 
4 44 
4 45 
446 
4 47 
448 
4 49 
4 5o 
4 5i 
4 52 
4 53 
4 54 

4 56 
4 5 7 4 58 
4 5g 

4 60 
4 61 
4 62 
4 63 
4 64 

4 65 
4 66 
467 
4 68 
4 69 

4 7° 
4 7' 
4 72 
4 7 3 
4 74 

8 49 00 
8 5 7 61 
8 66 24 
8 74 89 
8 S3 56 

8 g2 25 
9 0 0 9°" 
9 ° 9 69 
9 i 8 44 
9 27 21 

9 36 00 
9 44 8i 
9 53 64 
9 6 2 4 9 
9 7 1 36 

9 80 25 
9 89 16 
9 9» °9 

20 07 o/j 
20 16 01 

20 25 00 
20 34 01 
20 43 04 
20 52 09 
20 61 06 

20 70 'j5 
20 79 36 
20 88 49 
20 97 64 
21 06 Hi 

21 16 00 
21 25 21 
2134 44 
21 43 69 
2 I 52 96 

21 62 25 
21 71 56 
21 80 89 
21 90 24 
21 gg 61 

22 09 00 
22 18 41 
22 27 84 
22 37 29 
22 46 76 

79 507 000 
80 062 991 
80 621 568 
81 182 7 3 7 

81 746 5o4 

82 3 1 2 8 7 5 
82 881 856 
83 453 453 
84 027 672 
84 6o4 big 

85 184 000 
85 766 121 
86 35o 888 
86 938 3o7 ; 

87 528 384 

88 121 125 
88 716 536 
8g 314 623 
8g 915 392 
90 5 i8 84g 

gi 125 000 
91 j33 851 
92 345 408; 
92 g5g 677 
g3 576 664 

Í 
g4 196 375 
g4 818 816 
g5 443 9 9 3 
96 071 912 
96 702 5791 

97 336 000 
97 9 7 3 "8i 
98 611 128 
gg 252 847 
99 8 9 7 344 

100 544 625 
101 1g4 696 
101 847 563 
102 5o3 232 
103 161 709 

103 823 000 
104 4 8 7 1 1 1 
105 15/, 048 
105 823 817 
106 4g6 424 

N O M -

B K E S . 

4 7 3 

476 
4 77 
4 7» 
4 79 

4 80 
4 81 
4 82 
4 83 
484 

4 85 
4 86 
487 
4 8S 
489 
4 9° 
49 1 

4 92 
495 
4 94 

495 
496 
4 97 
498 
4 99 

5 00 
5 01 
5 02 
5 o3 
5 04 

5o5 
5 06 
5 07 
5 08 
5 09 

5 1 2 
5 i3 
5 14 
5 i5 
5 16 
5 .7 
5 18 
5 ig 

22 56 25 
22 65 76 
22 75 29 
22 84 84 
22 94 4 ' 

23 04 00 
23 i3 61 
2.3 23 24 
23 32 89 
23 42 56 

23 52 25 
23 6 l 96 

123 71 6g 
[23 81 44 
23 91 21 

24 01 00 
24 10 81 
2-4 20 64 
24 3o 4g 
24 40 36 

24 5o 2.5 
24 60 16 
24 70 09 
24 00 04 
24 90 01 

z5 00 00 
25 10 O I 

25 20 o4 
2.5 3n og 
25 40 16 

25 5o 2.5 
25 60 36 
25 70 49 
25 80 64 
25 90 81 

26 01 00 
26 I I 21 
26 ?.i 44 
26 3 i 69 
26 41 96 

26 52 25 
26 62 56 
26 72 89 
26 83 24 
26 g3 61 

07 171 87.5 
07 85o 176 
08 53i 333 
09 215 352 
09 902 23g 

10 092 000 
11 2 8 4 C41 
11 980 16B 
12 678 587 
13 3 7g 90.4 

14 084 125 
14 791 256 
15 5oi 3o3 
16 214 272 
16 g3o 169 

17 64g 000 
18 370 771 
i g o g 5 488 
19 823 157 
20 553 784 

21 287 375 
22 023 g36 
22 763 473 
23 5o5 gg2 
24 a 5 i 499 

25 000 000 
25 751 5oi 
26 5o6 008 
27 263 527 
28 024 064 

28 787 625 
29 554 216 
3b 323 843 
31 096 512 
31 872 229 

32 65i 000 
33 432 83 i 
34217 728 
35 oo5 697 
35 796 744 

36 5go 875 
3 7 388 og6 
38 i88 4 i3 
38 991 832 
3 9 7 9 s 35g 

N O M 

B R E S . 
C A R R E S . 

5 20 
5 21 
5 22 
5 33 
5 24 

27 o4 00 
27 l4 4 ! 

27 24 84 
27 35 29 
27 45 76 

5 25 
5 26 
5 27 
5 28 
5 29 

27 56 25 
27 66 76 
27 77 29 
27 87 84 
27 98 41 

5 3o 
5 3i 
5 33 
5 33 
5 34 

28 og 00 
28 19 61 
28 3o 24 
28 40 89 
28 51 56 

5 35 
5 36 
5 37 
5 38 
5 3g 

28 62 25 
28 7a 96 
28 83 69 
28 94 44 
2g o5 21 

5 40 
5 4i 
5 42 
5 43 
5 44 

29 16 00 
2g 26 81 
29 3 7 64 
29 48 49 
29 5g 36 

5 45 
5 46 
5 47 
5 48 
5 49 

29 70 a5 
2g 81 16 
2g 9 2 og 
30 o3 04 
3o 14 01 

5 5o 
5 5i 
5 5a 
5 53 
5 54 

3o 25 00 
3o 36 01 
3o 47 04 
3o 58 og 
3o 6g 16 

5 55 
5 56 
5 5 7 

5 58 
5 5g 

3o 80 2 3 

30 g i 36 
31 02 4g 
3i i3 64 
3i 24 81 

5 60 
5 61 
5 62 
5 63 
5 64 

31 36 00 
31 47 21 
3i 58 44 
3i 6g 69 
3i 80 g6 
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TABLE V . (Suite . ) 
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N O M 

B R E S . 

5 65 
5 66 
5 67 
5 68 
5 69 

5 70 
5 71 
5 72 
5 73 
5 7 4 

5 75 
5 76 
5 77 
5 78 
5 79 

5 80 
5 8 i 
5 82 
5 83 
5 84 

5 85 
5 86 
5 8 7 

0 90 
5 91 
5 93 
5 9 3 
5 94 

5 9 5 
5 96 
5 97 
5 9 8 
5 99 

6 00 
6 01 
6 02 
6 o3 
6 04 

6 o5 
6 06 
6 07 
6 08 
6 09 

31 92 25 
32 o3 56 
32 14 8g 
32 26 34 
32 37 61 

3a 4g 00 
32 60 41 
33 71 84 
32 83 39 
33 g4 76 

33 06 a5 
33 1 7 7 6 
33 3g 2g 
33 4o 84 
33 52 4 1 

33 64 00 
33 75 61 
33 87 24 
33 98 8g 
34 10 56 

34 22 25 
34 33 96 
34 45 6g 
34 57 44 
34 6g 21 

34 81 00 
34 92 81 
35Ó464 
35 f6 4g 
35 28 36 

35 40 25 
35 ¿ 2 16 
35 64 09 
35 76 o4 
35 88 01 

36 00 00 
36 I 2 01 
36 24 04 
36 36 og 
36 48 16 

36 60 25 
36 72 36 
36 84 4g 
36 96 64 
3 7 08 81 

80 3G2 125 
81 321 496 
82 284 263 
83 25o 432 
84 220 009 

85 ig3 000 
86 169 4 n 
87 i4g 248 
88 i32 5 i 7 

89 1 i g 224 

90 10g 3 7 5 
gi 102 g 7 6 
g2 100 o33 
g3 100 552 
g4 104 53g 

g5 112 000 
g6 122 941 
g7 137 368 
g8 i 5 5 287 
99 >7 6 7°4 

200 201 625 
201 23o o56 
202 262 oo3 
203 2g7 472 
204 336 46g 

205 37g 000 
206 4 y 5 071 
207 474 688 
208 527 857 
20g 584 584 

210 644 876 
su 708 736 
212 776 173 
213 847 ig2 

»'4 9 2 1 799 

216 000 000 
217 081 801 
218 167 208 
21g 256 227 
220 348 864 

221 445 125 
222 545 0l6 
223 648 543 
224 755 712 
225 866 529 

S O M 

B R E S . 

6 10 
6 I I 

6 12 
6 l3 
6 14 

6 i5 
6 1 6 
6 , 7 
6 18 

6 19 

6 20 
fi 21 
6 22 
6 23 
6 24 

6 35 
6 26 
6 27 
6 28 
6 29 

6 3o 
6 3 i 
6 32 
6 33 
6 3 4 

6 35 
6 36 
fi 37 
6 38 
6 3g 

640 
6 41 
642 
643 
6 4 4 

6 4 5 
6 4 6 
6 4 7 
6 48 

6 49 

6 5o 
6 5i 
6 52 
6 53 
6 54 

37 21 00 226 981 000 
37 33 21 
37 45 44 
37 5 7 69 
37 69 96 

37 82 25 
37 94 56 
38 06 89 
38 19 24 
38 31 61 

38 44 00 
38 56 4i 
38 68 84 

228 ogg 13 
229 220 928 
230 346 3g7 
231 4?5 544 

232 608 375 
233 744 8g6 
234 885 113 
236 O29 o32 
237 176 65g 

238 3a8 000 
2.3g /(83 ofii 
240641 848 

38 81 2g '24i 8o4 367 
38 g3 76 242 g70 624 

3g 06 25 244 i 4 ° 625 
3g 18 76,245 3 i4 376 
3g 3 i 29 246 4gi 883 
3g 43 84 247 673 i52 
3g 56 41 [248 858 189 

3g 69 00 
3g 81 61 

250 o47 000 
251 23g 5g i 

3g g4 24 25a 435 968 
4o 06 89^53 636 137 
4o 19 56 ¡254 840 104 

4o 3a 25 
40 44 96 
4067 6g 
40 70 44 
40 83 2i 

40 g6 00 
41 08 81 
4 1 2 1 64 
4 1 3 4 49 
4 1 4 7 36 

256 047 875 
a5i a5g 4 5 6 

358 474 853 
a5g 6g4 072 
a6o 917 119 

262 144 000 
263 374 72> 
264 609 288 
265 847 7°7 
267 089 984 

4 i 60 25!a68 836 ia5 
4i 73 i6Í26g 586 1.36 
4 1 86 og 

41
 99 o4 

42 13 01 

4 2 2 5 00 
4 2 3 8 0 1 
4 2 51 04 

270 840 023 

2 7 2 "97 792 
2 7 3 3 3 9 449 
274 625 000 
275 8g4 4 5 i 

277 167 808 
42 64 og 278 445 077 
42 77 16127g 726 264 

N O M 

B R E S . 

6 55 
6 56 
fi 57 
6 58 
6 5g 

660 
661 
6 6a 
6 63 
6 64 

6 65 
6 66 
667 
6 68 
6 6g 

6 70 
6 71 
6 72 
6 7 3 
6 7 4 

6 7 5 
6 7 6 
6 77 
6 78 
6 79 

680 
6 81 
6 82 
6 83 
684 

6 85 
6 86 
687 
6 88 
6 8g 

6 90 
691 
6 92 
6 93 
6 94 

6 g 5 
6 g6 
6 97 
6 g á 
6 9 9 

42 go 2.5 
43 o3 36 
43 i G 4g 
43 ag 6iî 
4 3 4 2 8 1 

43 56 00 
43 6g 2i 
43 82 44 
43 g5 6g 
44 08 g6 

44 22 a5 

44 35 56 
44 48 89 
44 62 a4 
44 70 61 

44 8 9 00 
45 02 41 
4 5 1 5 84 
45 ag 2g 
45 42 76 

45 56 25 
45 6g 76 
45 83 29 
45 96 84 
46 10 41 

46 24 00 
46 37 61 
46 5i 24 
46 64 8g 
46 78 56 

281 011 375 
282 3oo 416 
283 5g3 3g3 
284 890 312 
286 i g i 17g 

287 496 000 
288 804781 
290 117 528 
c g i 434 247 
292 754 944 

ag4 079 625 
2g5 4o8 296 
296 74o g63 
2g8 O 7 7 632 

2gg 418 3og 

3oo 763 000 
302 m 711 
303 464 448 
304 821317 
306 182 02.4 
307 546 875 
308 915 776 
3 io 288733 
3i 1 655 752 

313 046 83g 

314 43a 000 
315 821 241 
3 1 7 214 568 
318 6 I I 987 
320 o i3 5o4 

46 92 201321 4 i 9 ia5 
47 o5 g6 | 322 828 856 
47 i g 6913a4 242 703 
47 33 44 325 660 672 
47 47 2 1 3a7 082 76g 

47 61 00 328 5og 000 
47 74 81 32g g3g 371 

47 88 64 331 373 888 
48 02 4g!332 812 557 
48 16 3 6 j 3 3 4 a55 384 

48 3 D 25¡335 702 3 7 5 
48 44 16,337 i53 536 
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