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AVANT-PROPOS

DE LA PREMIERE EDITION.

En commencant la premiére Partie de ce Cours, consacrée a
la Résistance des Matériaux, nous avons déjia fait connaitre
sommairement les principales questions qui sy trouvent trai-
tées et lesaxiomes fondamentaux qui permettent d’en obtenir
Ia solution; il nous reste ici a remplir la méme tiche pour
I'Hydraulique, objet de la seconde Partie.

Dans la Mécanique rationnelle, on prend pour point de dé-
part quelques propositions, en trés-petit nombre, empruntées
a la philosophie naturelle beaucoup plus qu'a I'observation,
qui doit seulement les vérifier dans leurs conséquences plus
ou moins indirectes et e’loigne’cs : sur celte base le raisonne-
ment seul construit en entier I'édifice scientifique. Quand il
s'agit des diverses branches de la Mécanique appliquée, el
particulierement de I'Hydraulique, l'expérience a une puart
beaucoup plus grande, car on y puise la counaissance des faits
qui servent a guider la théorie et I'aident & résoudre, par des
apercus approximatifs, les problémes que leur complication
rend encore inabordables a une analyse rigourcuse. Mais ce
n’est point une raison pour dédaigner la théorie : sans clle, les

faits d’observation scraient plus difficilement compris dans
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leurs détails, étudiés et classés; souvent on n'en saisirail
pas les lois, ou bien l'on ne saurait pas choisir les formules
empiriques les mieux appropriées pour représenter tel ou tel
phénoméne. Aussi nousavonseru bonde commencer 'Hydrau-
lique par un résumé des notions les plus importantes de la
Mécanique rationnelle des fluides, laquelle comprend, comme
on le sait, 'Hydrastatique et I'Hydrodynamique.
L’Hydrodynamique est malheureusement encore dans I’en-
fance. On établit bien les équations générales aux différences
partielles qui représentent le mouvement d'un fluide quel-
conque, mais comme on ne sait pas les intégrer, on n'en fail
pour ainsi dire aucune application; on pourrait méme arriver
par d’autres voies, plus directes peut-étre, a quelques consé-
quences utiles qu’on a coutume d'en tirer et qui concernent
surtout le mouvement permanent. Malgré ccla, nous en avons
reproduit la démonstration, parce qu’elle n’est ni longue ni
difficile, et qu’il y a toujours utilité a montrer aux éléves, par
des exemples, comment les problémes de Physique mathéma-
tique peuvent se mettre en équation, alors méme que la solu-
tion devrait rester inachevée. Le théoréme le plus fécond en
applications, pour la suite de notre Cours, est celui de D. Ber-
noulli, qui dounne une relation entre certaines quantités rela-
tives a chaque point d’un méme filet liquide en mouvement
permanent. Ce théoréme n’a été d’abord démontré par son au-
teur que dans le cas des fluides parfaits, lorsqu’on peut né-
gliger la wiscosité ou cohésion des molécules entre clles : en
le présentant comme une conséquence du théoréme des forces
vives, on voit facilement qu’il s’étend au cas des fluides natu-
rels, moyennant l'introduction d’un terme de plusdans I'équa-
tion, pour représenter le travail des forces dues a la viscosité.

Un nouveau terme s’ajoute encore quand on considere un
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mouvement relatif, au lieu d’'un mouvement absolu : c’est
{(sauf un facteur constant) le travail de la force d’inertie du
mouvement d'entrainement. Ainsi modifié et complété, le
théoréme de Bernoulli nous a fourni la solution d’'un grand
nombre de problémes, et I'on sera peut-étre tenté de trouver
que nous en avons fait un usage trop étendu, car d’autrcs mé-
thodes auraient été parfois avantageuses sous le rapport de la
simplicité.Maisle casinverse a lieu encore plussouvent,ct d’un
autre cdté I'uniformité ordinaire des procédés de démonstra-
tion, dans un Cours comme le ndtre, nous semble présenter
deg avantages auxquels il nous aurait cotté de renoncer.

Les préliminaires de théorie générale une fois posés, nous
abordons les applications proprement dites. La premiére con-
siste dans I'étude des circonstances que présente ’écoulement
d’un liquide par un orifice percé dans un réservoir entretenu
a un niveau constant. Ici la théorie fournit seulement une ex~
pression satisfaisante de Ja vitesse possédée par le liquide un
peu au dela de Vorifice; mais, hors le cas d’écoulement par
un ajutage rentrant, elle ne peut conduire a la valeur du vo-
lume dépensé dans un temps donné, parce qu’on n'a pas
encore su détermincr la forme des trajectoires que suivent les
molécules, forme inconnue & priori ct qui joue un rdle impor-
tant, car elle donne lieu ala contraction de la veine. 11y a
done 1a une lacune que 'expéricnce scule doit combler quant
a2 présent. Nous avons fait connaitre les résultats ohtenus par
beaucoup d’hydrauliciens distingués, notamment par M. Les-
bros, auquel nous avons emprunté plusieurs remarques ultiles
ct une série de coefficients de dépense.

Parmi les questions qui se présentent dans le service des
Ingénieurs et qui exigent des connaissances en Hydraulique,

celles qu’ils ont le plus souvent a étudier concernent les con-
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duites d’eau et les eaux courantes. La théorie de ces questions
se fonde sur V'expression de la force de frottement mutuel
entrc le liquide et la paroi qui le renferme. Les expressions
données par Prony et Eytelwein, d’aprés d’ancicnnes expé-
riences, contenaient, comme on le sait, deux termes, le pre-
mier proportionnel a la vitesse moyvenne, le second au carré de
la méme quantité. C’était la une cause de complication dans
les calculs, que plusieurs personnes avaient déja cherché a
¢viter par la suppression du premier terme; mais cette sim-
plification laissait du doute et n’était point universellement
admise. Aujourd’hui les recherches expérimentales de feu
M. Darcy semblent avoir tranché la difficulté, et 'on peul
définitivenent supprimer lc terme en question, au moins
quand il s’agit d’'une conduite fonctionnant depuis un temps
sulfisant, ou d’'un canal découvert : nous considérons donc le
frottement comme simplement proportionnel au carré de la
vitess¢ moyenne. Mais M. Darcy a démontré, en outre, que le
coefficient de la proportionnalité varie avec les dimensions de
la section transversale. Ces conditions nouvelles nous ont
obligéa revoir les formules usitées, etd en modifier quelques-
unes. Nous avons profité d’ailleurs des ingénieuses méthodes
créées par M. Dupuit pour résoudre divers problémes auxquels
donnent lieu les conduites & diamétre ou & débit variable d’une
sectionauneautre, ainst que les conduitesaplusicursbranches;
a son exemple, nous avons intégré I'équation différentielle du
mouvement permanent varié dans un canal découvert, a pente
de fond constante, ayant une scction trés-large et compara~
livement peu profonde, mais nous nous sommes passé de
quelques hypothéses restrictives qui nuisaient a la généraliié
des résultats obtcnus. On trouve ainsi une solution assez

simple et souvent applicable de la question qui consiste &
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rechercher le profil en long d’un cours d’eau en amont d’un
barrage : pour les cas plus généraux, auxquels elle ne con-
vient pas, on a les méthodes approximatives indiquées par
M. Belanger, auleur des premiéres recherches sur ces matiéres
difficiles.

Les derniers Chapitres comprennent le mouvement des gaz,
la résistance des fluides, 1'étude des moteurs hydrauliques et
de quelques machines 4 élever 'eau. Enfin, le Cours se ter-
mine par cing Tables numériques destinées a faciliter divers
calculs que peuvent exiger les applications des formules.

A partun trés-petit nombre d’exceptions, nous nous sommes
borné a étudicr les mouvements remplissant la condition de
permanence. Ce n’est pas que I'écoulement par orifices, et sur-
toutle régime des riviéres, ne présente des cas trés-importants
ol cetle condition n’est pas satisfaite ; mais alors la théorie n'a
pour ainsi dire plus rien & enseigner, et U'hydraulicien doit
céder la place a Yingénieur.

Nous avons fait au Cours de notre prédécesseur, M. Belan-
ger, de nombrcux emprunts, dans tout le courant de notre
ouvrage, mais principalement dans le Chapitre consacré aux
roues hydrauliques. M. Belanger a, pour sa part, largement
contribué & rectifier des erreurs accrédilées au sujet de ces
moteurs, il en a perfectionné quelques-uns dans leur con-
struction, et enfin il en a présenté la théorie d'une maniére
aussi simple qu’élégante. Si nous n’avons pas en toute occa-
sion indiqué ce que nous lui avons pris, c’est par crainte de
ne pas toujours connaitre le véritable auteur de chaque dé-
couverte : histoire de la science est en général difficile a
faire, et nous avons regardé la tiche comme au-dessus de nos
forces. Mais nous espérons que notre ancien Professeur nous

pardonnera nos omissions, avec sa bienveillance habituelle;
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X AVANT-PROPOS DE LA PREMIERE EDITION.

l'autorité de son nom dans la science hydraulique est trop
bien reconnue de tous pour que notre témoignage pat rien

lui faire gagner.

Les formules données en Hydraulique, pour représenter les
faits d'expérience, n’élant pas toujours homogénes, ne sont
vraies qu'avec certaines unités de temps, de longueur, etc.;
si ces unités changeaient, les coefficients numériques des for-
mules devraient également subir une modification. Sauf indi-
cation expresse et contraire, nous avons constamment adopté
les unités suivantes :

Pour les longueurs, le métre; pour les surfaces, lc métre

carre; pour les volumes, le métre cube;

Pour les temps, la seconde sexagésimale, e’est-a-dire S
86400
de jour solaire moyen;
Pour les forces, le kilogramme.
Quant aux angles, les degrés, minutes et secondes se rap-
portent a la division sexagésimale de la circonférence, sui-

vant 'usage ordinaire.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



XI

DES CHANGEMENTS

INTRODUITS DANS CETTE DEUXIEME EDITION.

Sans vouloir énumérer ici les perfectionnements de détail
que nous avons essayé de réaliser, nous croyons cependant
bon de signaler les modifications profondes apportées au Cha-
pitre IV, c’est-a-dire a celul qui concerne le mouvement de
I'eau dans les canaux découverts.

D'abord il était nécessaire de faire connaitre, au moins som-
mairement, les résultats d’expérience obtenus par M. Bazin,
résultats trés-importants, pourlesquels I’Académie des Sciences
a donné son approbation a Vauteur ct lui 2 décerné le prix
Dalmont. En second lieu, nous devions tenir compte des pro-
grés qu’un ingénicur belge, M. Boudin, professeur a I'Ecole
du Génie civil de Gand, nous semble avoir réulisés dans la
théorie du mouvement permanent varié. En nous inspirant de
ses idées, sans les adopter entiérement, nous avons refait la
rédaction de cette théorie et nous y avons introduit, pour une
faible part sans doute, des développements entiérement nou-
veaux. Nous citerons, par exemple : 1° une transformation de
la formule générale applicable aux lits non prismatiques, d’ou
résulte un moyen pour intégrer approximativement cette for-
mule ct en déduire la forme du profil en long affecté par la
surface du courant; 2° les démonstrations de certaines pro-

priétés de ce profil, dans le cas des lits prismatiques a pente
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constante, qui possédent une section remplissant des condi-
tions trés-habituellement vérifides dans la pratique; 3° la gé-
néralisation des conditions analytiques de V'existence du res-
saut, qu’on n’avait encore établics que dans le cas restreint
d’une section reclangulaire.

Le Chapitre 1V ainsi modifié paraitra peut-&tre, a beaucoup
de nos lecteurs, trop théorique et trop abstrait. C'est 1a une
appréciation que nous ne voulons pas discuter; mais, pour
qu’on n’en tire pas des conséquences peu justes, nous ferons
observer que cet ouvrage n’est, en aucune facon, la repro-
duction exacte et textuelle de notre cours oral. Le professeur,
quand il s’adresse a ses éléves, se trouve 1ié par un programme
dont la rédaction a é1é arrétée par les autorités compétentes,
de maniére a satisfaire a des exigences multiples. Mais, en de-
venant auteur, il reprend naturellement sa liberté, présente
les choses comme il les concoit et développe, dans la mesure
de ses facultés, les théorics qui lui semblent offrir de I'in-
1érét. Dailleurs, ce qui pourrait étre excessif dans des lecons
destinées a de jeunes ingénieurs sera étudié plus tard avec
fruit par plusieurs d'entre eux, car il y a toujours dcs éléves
désireux d'approfondir les matiéres qu’on leur enseigne, et a
la portée desquels il est bon de metire les éléments d'une
instruction solide et compléte, autant que possible; ducl—
quefois ils y puiseront le germe d’idées nouvelles, dont la

mise en ceuvre pourra contribuer aux progrés de la science.
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ERRATA.

7, ligne 10 en remontant, aw liew de ces, lisez ses.
18, ligne 1, au lieu de cose, lisez sinc.

35, équation (14), au liew de — éfqz cosy ds, lisez +% g cOSY ds.
o

$ 5
36, ligne 2 en remontant, au lieu dgf ) li.fezf .
o So

98, ligne 4 en remontant, au liew de minces parois, lisez mince paroi.
108, fig. 25, au liew de 11, mettez G,.

115, ligne § en remontant, au liew de k =, lisez — k =.

116, ligne g en remontant, au llew de joujours, lisez toujours.
231, ligne 8, au lieu de AB =, lisez AB = L.

240, ligne 14 ¢n remontant, ax licu de 'angie NMQ, Zisez 'angle MNQ.
I+

I—0

272, ligne 2, au licu de log hyp —i—:_—:a lisez log hyp

- . Lo . la
285, ligne 7 en remontant, au liew de —, lisez -
X X

339, équation (), au lieu de ', lisez Q.

365, ligne 10, au liew de Lz, lisez Yz€.

391, fig. 58, au licx de Fgi, lisez Fig.

400, ligne 12, au licy de des filets, lZisez de filets.

407, ligne 7 en remontant, mettez point et virguleala fin de la ligne.
428, ligne 15, apres le mot « régulierement » mettez une virgule.
442, équation (3), au lieu de %, lisez %

485, ligne 11 cn remontant, au liew de focément, lisez forcément.

On appelle en outre l'attention du lecteur sur la Note complémentaire

et rectificative, p. 535.
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A L’'ECOLE IMPERIALE DES PONTS ET CHAUSSEES.

-SECONDE PARTIE.

HYDRAULIQUE.

CHAPITRE PREMIER.

HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES.

§ I. — Rappel des principales notions d'Hydrostatique.

1. Objet de I’ Hydrostutique, de I’ Hydrodynamique, de ' Hy-
draulique. — Les deux Parties de la Mécanigque rationnelle
spécialement consacrées a I'équilibre et au mouvement des
fluides ont respectivement pris les noms d' Hydrostatique et
d' Hydrodynamique. La premiére forme une doctrineassez com-
pléte; mais il n’en est pas de méme de la seconde. Aujourd’hui
encore, par suite de difficultés d’analyse que les efforts des
géométres n’ont pas réussi a surmonter, elle doit se borner 4
des généralités plus ou moins vagues et demeurer une science
presque purement spéculative.

L’Hydraulique est a I'Hydrostatique et a I'Hydrodynamique
ce que la Mécanique appliquée est a la Mécanique rationnelle.
Moins préoccupé d’établir des théories rigourcuses que de
pourvoir aux besoins de la pratique, Phydraulicien cherchera

IT1. 2¢ goit. 1
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2 CHAPITRE PREMIER.

les lois'de 1’équilibre et du mouvement des fluides, afin d’en
déduire les moyens les plus convenables pour diriger, conduire
et élever les fluides dans les divers cas qui peuvent se pré-
senter a un ingénieur. Aussi devra-t-il résoudre par des pro-
cédés quelconques, par des considérations théoriques et au
besoin par les indications de la Physique expérimentale, bien
des questions que les géométres ont provisoirement aban-
données. D'ailleurs, quand méme la théorie ne ferait pas quel-
quefois défaut, I'expérience n'en serait pas moins toujours
une sanction nécessaire pour les déductions de toute science
qui ne se compose pas uniquement d’abstractions; car pour
soumettre au calcul les lois du monde réel, il est impossible
de ne pas faire quelque hypothése, plus ou moins incertaine
@ priori, sur la constitution intime des corps.

Quoique ce Cours soit spécialement consacré a 1'Hydrau-
lique, nous le commencerons par I'étude succincte de la Mé-
canique rationnelle des fluides; cela nous permettra d’établir
plusieurs théorémes généraux dont nous aurons a faire un
fréquent usage. En premier lieu, nous rappellerons les princi-
pales notions d’Hydrostatique.

2. Définition de la fluidité parfaite ; division des fluides en
deux classes. — On appelle fluides une classe de corps dont
les molécules jouissent d’'une trés-grande mobilité les unes
par rapport aux autres. En supposant cette qualilé poussée a
I'extréme, nous la définirons par les faits suivants : 1° la ré-
sistance opposée par les actions moléculaires au glissement
relatif, soit de deux portions contigués d’'un méme fluide, soit
d’un fluide sur une surface solide, est une force nulle; 2° il
en cst de méme dans le cas d’une disjonction analogue a
I'extension simple, ¢’est-a-dire consistant dans I’écartement de
deux plans paralléles suivant la normale commune; 3° enfin,
tout changement de forme qui laisserait constant le volume,
€t qui, par conséquent, n'entrainerait pas une variation de la
densité d’'une portion quelconque du fluide, s’effectue sans
qu'il y ait, en somme, production d’aucun travail de la part
des ressorts moléculaires. C’est en gela que consistera pour
nous la fluidité parfuaite.
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HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES. 3

Il n’existe pas de fluides parfaits dans toute la rigueur du
mot. Tous les gaz et la plupart des liquides que 'on peut avoir
a considérer habituellement, comme I'eau, le mercure, etc.,
s'approchent sans doute beaucoup de la fluidité parfaite; ce-
pendant ils sont doués d’une certaine viscosité (*)ou cohésion
facile &4 mettre en évidence par les expériences les plus sim-
ples, qui s’'oppose dans une certaine mesure aux disjonctions
et déformations dont nous parlions tout a4 'heure, et dont |l
estindispensable de tenir compte en étudiant divers problémes
particuliers, comme on le verra plus tard. Mais cette nécessité
n'existe pas quand on ne considére que des fluides en équi-
libre; car toutes les expériences tendent 4 démontrer que les
forces produites par la viscosité ou cohésion entre les molé-
cules fluides, ou par I'adhérence de celles-ci avec les molé-
cules solides en contact physique avec elles, deviennent sen-
siblement nulles quand il s’agit de fluides & I’état de repos
absolu ou relatif.

On distingue ordinairement deux classes de fluides : les li-
quides et les gaz. Les premiers sont caractérisés par une com-
pressibilité trés-faible, et nous la supposerons théoriquement
nulle, ce qui ne peut entrainer que des erreurs assez petites
dans les applications ordinaires. Les seconds sont, au contraire,
éminemment compressibles, et reprennent leur volume pri-
mitif quand on supprime la force qui avait produit la compres-
sion; pour cette raison, ils sont aussi nommés fluides élas-
tigues.

3. De la pression en un point d’un fluide en repos; égalité
de la pression en tout sens. — Lorsqu’un {luide est en repos
absolu ou relatif dans un vase, il est facile de constater par une
expérience directe qu’il supporte une action répulsive de la
part de chaque élément superficiel infiniment petit de la paroi.
Cette force provient en réalité des répulsions mutuelles entre

(") Ce mot n’a pas ici le sens cxact quon lui donne dans le langage ordi-
naire, Pour nous, il exprimecra tout simplement I'imperfection de la fluidité
d’'un corps, et non point telle ou telle impression que ce corps produirait sur
le sens du toucher.
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4 CHAPITRE PREMIER.

les molécules fluides et celles du vase, et nous faisons une
ficiion quand nous disons qu’elle est exercée par la surface
géométrique de la paroi; mais au fond ccla est peu important,
et le langage se trouve simplifié. Quoi qu’il en soit, la force
dont nous venons de parler, divisée par la surface sur laquelle
elle s'exerce, est ce qu'on nomme pressicn par unité de sur-
face surI'élément de paroi dont il s’agit. Si le fluide est parfait,
elle ne peut étre que dirigée suivant la normale, vu I'absence
compléte de résistance au glissement.

Considérons maintenant un point quelconque M de la masse
fluide, et imaginons autour de ce point une surface fermée
quelcongue ayant ses dimensions infiniment petites. Le fluide
contenu a l'intérieur de cette surface étant en équilibre dans
un vase idéal formé par le fluide extéricur, chaque élément
superficiel de son contour supporte, comme on vient de le
voir, une certaine pression par unité de surface. Cette pression
est ce qu'on appelle pression rapportée @ [’unité de surface,
ou simplement pression du fluide au point M. Mais pour que
la définition précédente offre un sens précis, il est nécessaire
de montrer que la pression en M ne dépend ni de I'élément
qu'on choisit sur la surface fermée infiniment petite, ni de la
forme indélerminée de cette surface.

A cet effet, soit d’abord une masse fluide homogéne dont
chaque point supporte une force proportionnelle a sa masse
el de direction constante, comme V'action de la pesanteur, par
exemple. Cherchons une relation entre les pressions par unité
de surface en deux points A ct C de I'en-

Fig. 1.
B veloppe ( fig. 1). Tracons un canal trés-dé -
A ppe (fig. 1). Trac

lié ABCD, dont les deux sections normales
P ] AB, CD seraient des éléments égaux dé-
/ " coupés en A et Csurl’enveloppe. Le fluide
\_/ contenu dans ce canal, étant en équilibre,
doit satisfaire a I’équation générale du tra-
vail virtuel. Or nous supposerons un mouvement virtuel
dans lequel le fluide ABCD, sans changer de volume, pren-
drait la position abed, en avangant infiniment peu dans le
canal. Soient
w Jes aires AB et CD;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES. 5

ds les longueurs Aa, Ce, qui doivent étre dgales, attendu
que I'égalité des volumes ABCD, abed entraine celle des
tranches ABab, CDcd;

p, P’ les pressions par unité de surface en A et C; .
. . e . 1I
I le poids de I'unité de volume du fluide et — la masse cor-
g
respondante;

J laforce appliquée a4 chaque masse élémentaire, celle force
étant rapportée a I’'unité de masse;

h la projection de AC sur la direction de .

Pendant le déplacement virtuel que nous avons supposé, les
travaux des pressions pw, p’w, agissant en AB et CD, seront
pwds, — p' wds; les travaux des pressions latérales sur le con-
tour AC, BD seront nuls, puisque, d’aprés I’hypothése de la
fluidité parfaite (n®2), il n’y a pas de résistance au glissement
du fluide intérieur au canal sur celui qui I’environne; le tra-
vail des forces intérieures du fluide ABCD sera nul, d’aprés la
méme hypothése. Quant au travail des forces j, pour I'éva-
luer il faudrait, comme dans le cas de la pesanteur, multiplier
la force totale appliquée au fluide ABCD par le déplacement
du centre de gravité projeté sur la dircetion de j; on ne chan-
gera done pas ce travail en admettant que dans le passage de
la position ABCD & la position abed, la partic abCD est restée
immobile, et que la tranche ABab a pris la position CDed, car
dans ce mouvement les positions initiale et finale du centre de
gravité du fluide ABCD ou abed sont restées les mémes, ainsi
que la force totale qui le sollicite. Done le travail en question
aura pour valeur la force appliquée & la tranche ABab, soit

g-mas.j, multipliée par la projection /& de AC sur j. L’équation

du travail virtuel sera donc
r A\ H -
pwds — p'wds + — jhwds = o,
4
soit, en supprimant le facteur wds,

p— ’+E'/z——o
P =0
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6 CHAPITRE PREMILR.

ou enfin
II .
(1) '—p+ —jh.
P =P gJ

Ce lemme préliminaire établi, revenons 4 la portion de fluide
que nous avions isolée tout a I’beure dans une surface fermée
infiniment petite, comprenant le point M. Les forces qui agis-
sent sur cette portion étant supposées varier d’'une maniére
continue quant & la direction et quant a I'intensité rapportée
al'unité de masse, on peut toujours, dans 'espace infiniment
petit que nous considérons, les regarder comme paralléles et
proportionnelles aux masses qu’elles sollicitent. Dés lors 1'é-
quation (1) ci-dessus trouvée devient applicable, et attendu
que /£ est ici une quantité infiniment petite, nous pouvons
conclure que les pressions par unité de surface aux divers
points de l'enveloppe infiniment petite sont égales, ou du
moins qu'elles différent infiniment peu, et qu’elles tendent
vers la méme limite. De plus, cette limite ne peut qu’étre la
méme pour deux enveloppes tracées autour de M, parce que
le fluide compris entre les deux enveloppes doil lui-méme
satisfaire 4 I'équation (1). La pression en un point du fluide
est donc une gquantité bien définie.

Il résulie immédiatement de la démonstration précédente
gque tout élément superficiel infiniment petit tracé par le
point M, considéré comme faisant partie d’'une surface qui en-
ferme une portion du fluide, supporte de la part des deux por-
tions séparées une pression par unité de surface égale a celle
de tout autre élément passant au méme point. Cette propriété
importante constitue ce que 'on nomme I'égalité de la pres-
sion dans tous les sens, autour d’un point du fluide.1l est bien
essentiel de remarquer que tous les raisonnements que nous
avons faits pour y arriver ne subsisteraient plus sans I’hypo-
thése de la fluidité parfaite, qui est nécessaire dans la démons-
tration de I'équation (1). C’est un sujet sur lequel nous aurons
occasion de revenir plus loin.

k. Equations générales de U'équilibre d’un fluide. — Aprés
avoir pris trois axes coordonnés rectangulaires quelconques
Oz, Oy, Oz ( fig. 2), isolons dans la masse tolale, par la pen-
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HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUR RATIONNELLES. bi

sée, un élément de volume ABCDEFGH en forme de paralléli-
pipéde rectangle, dont les aréies, parali¢les aux axes, auraient
pour dimensions dz, dy, dz. Appelons

x, ¥, zles coordonnées du sommet A de ce parallélipipéde;

p la pression du fluide en A;

Xdm, Ydm, Zdm les composantes, paralléles aux axes, de
la force qui agit sur chaque masse élémentaire dm, prise
autour du point A ;

p la densité en A, c’est-a-dire le rapport entre la masse con-
tenue dans un volume infiniment petit autour de A et ce
volume lui-méme.

Nous supposerons que X, Y, Z varient d’'une maniére con-
tinue en passant d’un point a l'au-

2 Flg-:. tre, de sorte que toutes les masses
c/,,, :{F qui sont comlenues’dan.s le volume
1{//:[—‘/3 AB...H recoivent I'action de forces
% qui, rapportées a I'unité de masse,
auraient pour composantes X, Y, Z;

0 % deméme,nousconsidéronslefluide

comme homogéne dans une éten-
; due infiniment petite autour du
point A.

Cela posé, il est aisé de voir que toutes les forces qui agis-
sent sur le volume élémentaire dz dydz passent par son centre
de gravité; car, d’'une part, les pressions qu'il supporte &
I'extérieur sont appliquées normalement aux centres de ces

faces; et d’autre part la force totale pdz dy dz yX* + Y? - 72
" résulte dactions paralléles et proportionnelles aux masses. 11
est donc nécessaire et suffisant pour ’équilibre de I'élément
en question, en le supposant solidifié, que l#somme des pro-
jeetions des forces qui le sollicitent, sur les trois axes coordon-
neés, soit nulle. Or, la pression totale sur la face AEGC étant
exprimée par pdyds, la pression sur la face opposée sera

dp . .
P+ dz ) dyds,etcomme ces pressions sont directement

/
opposées, clles ont pour somme algébrique — Zi_fz)" dx dydz.
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8 CHAPITRE PREMIER.

Les pressions sur les quatre autres faces sont dans une direc-
tion perpendiculaire. Les forces extérieures au fluide, agissant
sur I'élément AB...H dont la masse est pdxdyds, donnent
une résultante qui, projetée sur l'axe des z, est p X dx dyda.
On aura donc d’abord

dp iz —
— drdy dz +pXdxdydz =o,
ou bien

dp _
Iz- ApX.

Pareillement, en considérant les projections sur Oy et Oz,
on trouverait

T]‘ZPY’
dp _
dz ~ PL

La pression p ne pouvant étre, dans un fluide en équi-
libre, fonction que de z, ¥, z, sa différentielle compléte dp est
dp dp dp .

ol id d ——dz; ell d 1 , 4 5
Tr dz + Iy Y+ 52 dz; elle a donc pour valeur, d’'aprés les
trois derniéres équations,

(2) dp —p(Xdz + Ydy + Zds),

relation unique équivalentie aux trois dont elle est la consé-
quence, puisque z, ¥, # désignent trois variables indépen-
dantes.

On voitdone que lestrois conditions d’équilibre d’un ¢lément
queleonque pris a 'intérieur du fluide peuvent s’exprimer ana-
Iyliquement comme il suit: la quantité p( X dx + Ydy + Zdz)
doit éire la différentielle exaclte d’une fonction des variables
indépendantes x, ¥, z. On sait que pour cela il faut et il suffit
que I'on ait

3 d.sX d.pY (Lgl(_d.pz d.pY_d.pZ_
(3) d}'gdx, dz ~ dxz dz ~ dy

Les relations (3) seront faciles a vérifier si X, Y, Z et p sont
donnés en fonctions de x, », z. En les supposant satisfaites,
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HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES. 9

I'intégration de I'équation (2) pourra s’effectuer et fera con-
naitre p en fonction de x, y, z, si les données parliculiéres de
la question que 'on traite permettent de déterminer la con-
stante introduite par I'intégration. Ici se manifeste la nécessité
d'une nouvelle condition d'équilibre, dans le cas d'un fluide
gazeux : on voit en effet que la pression p et la densité p sont
maintenant connues pour chaque point, et si ces quantitésont
une relation obligée l'unc avec I'autre, il faudra gqu’elle soit
vérifiée. C’est ce qui arrive pour les gaz, car, en supposant la
température constante, la densité est proportionnelle a la pres-
sion, tandis que dans le cas d’un fluide incompressible elle en
est indépendante. Il faudrait done, pour un gaz a température
constante, joindre aux équations (2) et (3)la suivante :

(4) p=Kp;

et généralement, pour un gaz a température variable, cn vertu
des lois de Mariotte et de Gay-Lussac,

(4 bis) o= TP

K et k désignant des constantes, « le coefficient de dilatation
des gaz, et § la température. ‘

Si la densité p d'un gaz 4 température constante était & prior:
inconnue ainsi que p, ces deux quantités se détermineraient
{dans I'bypothése de I'équilibre) par les relations (2) et (4).
La premiére devient, par la substitution de la valeur de p prise
dans la seconde,

ap — Xdzx + Ydy + Zdz;

Kp
dp oy ‘ i
Kp ¢tant une différenticlle exacte, X dz + Ydy + Zdz doiten
étre une aussi, et dans ce cas p sera connu en fonction de
z,y, 5:0on en déduira p, qui est égal a Kp.

Indépendamment des conditions dont nous avons parlé jus-
qu’a présent, et qui s’appliquent aux points pris a I'intérieur
du fluide, il y aura généralement d’autres conditions particu-
liéres relatives a la surface extérieure. Puisque les calculs pré-
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10 CHAPITRE PREMIER.

cédents nous ont donné p en fonction de x, 7, 2, la pression
sera connue en un point quelconque de la surface extérieure :
pour I’équilibre, il faudra nécessairement que cette pression
soit exercée en effet, soit par I'enveloppe, soit par toute autre
cause.

5. Surfaces de niveau. — Nous venons de voir tout a 'heure
un cas particulier de Véquilibre des fluides, dans lequel
Xdx + Ydy + Zdz doit étre la différentielle exacte d’une fonc-
tion de z, ¥, 2 : ce fail se produirait encore s’il s’agissait d'un
liquide homogéne, car I'équation (2) du n° 4 deviendrait

d.%’:xazx+¥dy+2dz;

enfin, il peut arriver dans d’autres cas généraux qu’il est inu-
tile de mentionner ici, Cette circonstance particuliére que pré-
sente la quantité Xdx + Ydy + Zdz entraine des consé-
quences assez remarquables.

Pour les établir, supposons donc que l'on ait

Xdz + Ydy +24ds =d.f(x, v, ),

f étant une certaine fonction de =z, », z. Si I'on pose
f(z, v, 2)=C, en donnant 4 C une valecur constante, cette
équation représentera une surface; et si la constante C prend
successivement une série de valeurs, on obtiecndra une série
de surfaces, auxquelles on a donné le nom de surfaces de ni-
veau. Voici quelles sont Jeurs propriétés :

D’abord la pression et la densité sont constantes dans toute
I’étendue d’une surface de niveau; car si 'on se déplace sur
I'une de ces surfaces, on a toujours

flz, ¥, 2)=const.;
par suite

dflz,y,z2)=0=Xdzr + Ydy + Zdz;

dp estdonc nul (n°4) et p est constant. Mainienant, quand on
passe d’une surface de niveau a une autre qui est infiniment
voisine, C et C + dC étant les deux valeurs de la fonciion f
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pour ces deux surfaces, I'équation (2) du n° 4 donne
dp = pdC;

or p est déterminé quand C est connu, puisque C suffit pour
définir la surface de niveau; donc p est fonction de C seule-

. . Y
ment; donc il en est de méme de la denveezi% ou de son
égale p; donc enfin p ne varie pas quand C reste constant, ¢’est-
a-dire quand on se déplace sur une surface de niveau. Si le
fluide est un gaz, il en est encore de méme pour la tempéra-
ture : on a en effet, & cause de la relation (4 bis) du n° &,

dp __dC
kp 7 14+af’

I dC
6:E<lrpd—P—1),

et comme p est fonction de C seulement, § est aussi déterminé
par cette seule variable.

Enfin, toute surface de niveau coupe normalement, en cha-
cun de ses points, la résultante des forces Xdm, Ydm, Zdm
qui agissent sur ce point. En effet, si 'on désigne par z, y, 3,
x -+ dz, y + dy, 2+ dz, les coordonnées de deux points infi-
niment voisins pris sur une méme surface de niveau, X, Y, Z
élant les composantes de la force rapportée a I'unité de masse
qui agit sur le fluide aux environs de ces points, on a, par suite
de la définition méme des surfaces de niveau,

d’ou l'on tire

Xdz +~Ydy +Zdz=o.

Or, soit Rla résultante de X, Y, Z, et a, b, ¢ ses anglesavec les
angles Oz, Oy, Oz; ds la distance des deux points, et o', ', ¢
les angles de ds avec les mémes axes : on aura

X = Rcosa, Y =Rcosh, Z —Rcosec,

dxr = ds.cosa’, dy —ds.cosb’, dz=ds.cosc,

d’ou nous tirons

Rds(cosacosa + cosbcosd + cosccose’)—o.
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12 CHAPITRE FPREMIER.

D’'un autre cOté, on sait que le cosinus de I’angle formé par R et
ds est précisément égal a cosacosa’ + cosbcosd’ + cosccosc’;
donc ce cosinus est nul; donc R est perpendiculaire a ds, et
comme ds a une direction quelconque sur la surface de ni-
veau, R est normal a cette surface.

Sile trindme Xdzx + Ydy + Zdz n’¢tait pas une différen-
tielle exacte, il n’y en aurait pas moins, dans tout fluide en
équilibre, une famille de surfaces définies par I'équation

p = const.,

qui jouiraient de la propriété de couper orthogonalement les
résultantes R issues de chacun de leurs points. On pourrait
encore les appeler surfaces de niveaw, mais I'invariabilité de
la pression n’entrainerait plus celle de Ia densité et de la tem-
pérature.

6. Cas particulier des fluides pesants. — Lorsqu’on suppose
que les forces Xdm, Ydm, Zdm sont uniquement dues 2 la
gravité, si 'on prend les axes des z et des y horizontaux, 'axe
des z étant vertical et descendant, X et Y seront nuls et Z ne
sera aulre chose que l'accélération g des corps pesants qui
tombent dans le vide. Donc la quantité Xdr + Ydy + Zdz se
réduiticia gdz, et I’équation des surfaces de niveau est dz —=o,
ou z = C; ces surfaces sont donc des plans horizontaux. C'est
la généralisation de ce résultat qui a fait adopter la dénomina-
tion de surfaces de niveau, parce que le mot niveau désigne
souvent un plan horizontal.

En passant d’'un plan de niveau a un autre, on a pour la va-
riation de pression

dp = pgds,
ou bien, en désignant par II le poids par unilé de volume,
c’est-a-dire le poids qui répond a la masse p,

dp =1 ds.

Sl s’'agit d'un liquide homogeéne, II est constant, et alors, en
intégrant I’équation précédente a partir d’un plan ou la pres-
sion serait p,, el ou z aurait la valeur z,, on trouve

(5) p=p+ I{z—23);
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p est alors le poids d'une colonne de liquide ayant pour base

P -+ 7z — 3z, : celte hauteur

II

est dite hauteur représentative de la pression. Lorsqu'il s’agit

I'unité de surface et pour hauteur

d’'un gaz, p et II sont variables avec p, dont la détermination
est alors moins simple : nous ne nous y arréterons pas.

Si Ja surface libre du fluide doit étre soumise a une pression
constante, ce sera une surface de niveau, ¢’est-a-dire un plan
horizontal.

Nous remarquerons enfin que 'éguation

dp=pgdz

suppose que les deux points voisins, entre lesquels la pression
varie de dp, appartiennent au méme fluide; ainsi done, cette
équation etl’équation (5), qui en est une conséquence, ne sont
applicablesentre deux points que dans le eas ol 'on peut aller
de T'un a T'autre sans sortir de la masse fluide.

1. Pressions tolales supportées par les surfaces plongées
dans un fluide, — Chaque élément d’une surface en contact
avec un fluide supporte une pression; il s'agit de composer
entre elles Loutes ces pressions agissant sur une portion finie
de la surface. 1l est clair que le probléme pourra toujours étre
résolu par 'emploi du calcul intégral; mais, sans nous arréter
a établir des formules générales, nous nous contenterons d’in-
diquer la solution dans quelques cas particuliers qui se pré-
sentent fréquemment.

Commencons par établir un lemme. Soit un élément super-
ficiel @ supportant une pression p rapportée a 'unité de sur-
face, ¢’est-d-dire la pression totale pw; soit, en outre, e 'angle
que fait avec un axe Oz la normale a 'élément  : on veut
avoir la projection de la pression pw sur I'axe Ox. Cette pro-
jection sera exprimée par pw.cose, Ou par p-ncos a; OF w COSa
n’est autre chose que la projection rectangulaire de w sur un
plan perpendiculaire 8 Ox. Donc on peut énoncer la proposi-
tion suivante : Pour projeter sur un aze la pression qui agit
sur un élément superficiel, il suffit de prendre la pression que
supporierait la projection dudit élément sur un plan perpen-
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14 CHAPITRE PREMIER.

diculaire & Uazxe, la pression par unité de surface restant ce
qu’elle est,

On déduit premiérement de la que, si une surface est plongée
dans un fluide pesant, toute tranche comprise entre deux plans
horizontaux infiniment voisins sera soumise a des pressions
dont les composantes horizontales se feront équilibre. En effet,
si I'on divise la tranche en prismes tronqués par des plans pa-
ralleles & une horizontale Oz, se succédant les uns aux autres
a des distances infiniment petites, d’aprés le lemme précédent
il y aura, pour les deux bases de chaque prisme, des pressions
égales et contraires en projection sur Oz, attendu que la pres-
sion par unité de surface est la méme en tout point de la tran-
che (n°6) et que les deux bases ont des projections identiques
sur un plan perpendiculaire & Oz. Les composantes de toutes
les pressions suivant des paralléles & Ox se détruisent donc
deux & deux, et comme Oz peut avoir une direction quelcon-
que dans un plan horizontal, I'équilibre existera entre les pro-
jections des mémes pressions sur ce plan.

Les composantes horizontales des pressions sur chaque
tranche se faisant équilibre, il en sera évidemment de méme
quand on prendra un ensemble de tranches successives, le-
quel serait alors compris entre deux plans horizontaux situés
a une distance finie. Le résultat serait encore identique pour
une surface fermée.

Quand un contour fermé se trouve soumis a des pressions
sur ses divers éléments, et que ces pressions rapportées a
I'unité de surface peuvent étre considérées comme constantes,
la pression résultante est nulle. Car en divisant, comme ci-
dessus, la surface en tranches horizontales, on verrait que les
composantes horizontales des pressions se font équilibre, et,
par suite, les pressions devraient se réduire a une résultante
verticale; mais le méme procédé ferait reconnaitre qu’elles
se font aussi équilibre dans le sens vertical : la résultante est
donc nulle.

Un corps plongé complétement dans un fluide pesant (ou
bien encore un corps flottant a la surface de ce fluide) sup-
porte une pression résultante égale au poids du fluide déplacé
par lui. C’est en cela que consiste le principe d’Archiméde,
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dont la démonstration est trop connue pour qu’il soit utile de
la rappeler.

Dans certains cas, la recherche de la pression totale sur une
surface courbe peut étre ramenée a celle de la pression totale
sur une surface plane. Si I'on imagine un corps dont [a surface
limitative se composerait d’'une partie courbe et d'une face
plane, le principe d’Archiméde permettra de déterminer la
pression résultante supportée par le contour extérieur de ce
corps. Ainsi donc la connaissance de la pression sur la face
plane entrainerait celle de la pression sur la surface courbe,
puisque cette derniére combinée avec une force connue de-
vrait produire une résultante également connue.

8. Cas particulier d’une surface plane plongée dans un li-
quide pesant homogene. — La pression dans un plan de niveau
du liquide étant p,, la pression p dans un autre plan horizontal
situé a la distance z au-dessous du premier sera (n° 6)

p=p+ 1z

8i maintenant w est I'un des éléments soumis & la pression p
par unité de surface, sa pression effective sera pw, et comme
toutes ces pressions sont paralléles, leur résultante aura pour
intensité Zpw, en désignant par & une somme étendue & tous
les éléments w. Or on a

Spow=2(ps+z)w=p. 2w+ OZuz.
Donc la pression moyenne sur la surface totale 2w, laquelle

) . . . L 2Zpw .
s’exprimerait par le quotient —,, ? aurait pour valeur
Q)]

w3 , .
el comme .0 est autre chose que 1'ordonnée du centre de
® :

gravité de la surface, on voit que cette pression moyenne est
précisément celle qui a lieu dans le liquide a la hauteur de ce
centre de gravité.

On appelle centre de pression le point de la surface plane
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16 COAPITRE PREMIER.

ol estappliquée la pression résultante. Pour ohtenir ce point,
on peut imaginer un cylindre ou prisme trongué dont la sur-
face pressée serait la section droite en méme temps que 'une
des bases, et dont lautre base s’obtiendrait en portant sur
chaque génératrice la hautcur représentative de la pression au
point ol cette génératrice coupe la section droite. Ce cylindre
étant construit, si I’on en prend la portion qui se projette sur
un élément w de sa section droite extréme, le poids de cette
portion exprimera la pression supportée par w : donc la pres-
sion résultante sera égale au poids total du cylindre et passera
en son cenlre de gravité, ce qui détermine sa position, puis-
que déja sa direction est connue. Cette résultante se confon-
draitavec le poids total du cylindre, sila pesanteur, changeant
de direction, prenait celle de la normale a la surface pressée.
La détermination du centre de pression est donc ramenée a
celle d’un centre de gravité.

Nous avons indiqué ailleurs (n° 10 du Cours de Résistance
des Matériaux, deuxiéme édition) un autre moyen général de
déterminer le centre de pression; il nous semble utile de le
rappeler en peu de mots.

Imaginons que le plan de la surface pressée soit prolongé
jusqu’a sa rencontre avec le plan de niveau ot la pression du
liquide s’annule (c’est-a-dire jusqu'a la surface libre, si la
pression atmosphérique ne doit pas entrer en ligne de compte),
et nommons (D) la droite suivant laguelle se fait I'intersec—
tion; alors nous pourrons d’abord énouncer ce théoréme: Le
centre de pression de la surface est identique avec son centre
de percussion relativement & l’horizontale (D). De la résulie
la construction géométrique suivante : 1° tracer, par le centre
de gravité de la surface pressée, le diametre conjugué de la
direction (D) dans son ellipse centrale d’'inertie; 2° aprés avoir
déterminé le carré r? du rayon de gyration de la surface, au-
tour d'unc paralléle a (D) passant par son centre de gravité,
mener au-dessous de ce point une seconde paralléle (D') a la
méme direction, telle que le produit des deux distances du
centre de gravité a4 (D) et a (D) soit égal & r* : la rencontre
de (D') avec le diamétre conjugué défini en premier lieu don-
nera le centre de pression cherché.
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Si la surface pressée avait un axe de syméirie perpendicu-
laire & ’horizontale (D), cet axe devrait contenir le centre de
pression; celui-ci serait donc placé sur une ligne connue
d’avance, en dessous du centre de gravilé, et 4 une distance
identique avec celle de la droite ('),

Dans le cas plus particulier o1 la surface pressée serait un
rectangle ayant deux de ses cotés horizontaux, 'application
des théorémes précédents conduit a des résultats fort simples
et qu’il est bon de retenir. Soient

z Pangle aigu fait par le plan du rectangle avec un plan hori-
zontal;

b 1a longueur des coOtés inclinés ;

[ la longueur des cdtés horizontaux;

y la distance verticale du centre de figure au plan de niveau
ol la pression du liquide est nulle;

R la grandeur de la pression résultante sur la surface /6 du
rectangle;

¢ la distance du centre de pression ou de la droite (D’) au
centre de figure de cette surface.

On aura ici

rz:Lb_';
2

d'ailleurs la distance du centre de gravité du rectangle a la
. , . . a
droite (D) s’exprimerait par ——; donc
(D) P Par

b2sin «
cC— ———
12y

La résultante R a pour valeur
R=11by;

clle agit normalement au rectangle, sur sa médiane inclinée,

a une distance ¢ au-dessous du centre de gravité. Il sera permis

de la remplacer par une force égale et paralléle agissant en ce

dernier point, pourvu qu’on lui joigne un couple, d’intensité Re,

situé dans un plan vertical perpendiculaire aux cités /; le mo-
I1. 2° éprr, 2
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s
ment Re de ce couple est encore égal a 1L lby. b_lc:_]s‘g ou a

L M. brsin e
i2

Si, au lieu d’un rectangle, on avait une surface quelconque,
de grandeur Q, la résultante serait 1IQ y, et le couple produit
par son transport au centre de gravité aurait, relativement aux
paralléles a (D), un moment exprimé par HQ r’sin a; seule-
ment ce couple ne serait pas, en général, dans un plan per-
pendiculaire aux horizontales de la surface Q, et cela n’aurait
lieu que si les horizontales dont il s’agit étaient paralléles a un
axe principal de 'ellipse centrale d’inertie de ['aire Q.

Quant au sens du couple, on verra sans peine, en faisant la
figure, que ce couple tend a rapprocher le plan pressé de la
direction verticale ou a I'en éloigner, suivanl que la pression
du liquide s’exerce au-dessus ou au-dessous de la surface.

§ II. — Hydrodynamigue.

9. De la pression dans un fluide en mouvement. — Quand un
fluide est en mouvement, il n’en exerce pas moins une cer-
taine pression contre les parois qui le terminent, et en divi-
sant la force que supporte un élément superficiel par 'aire de
ect élément, on aurait la pression rapportée a 'unité de sur-
face en un point de la paroi. Seulement, comme la viscosité
produit une certaine adhérence entre le fluide et la surface en
cortact, la pression ainsi déterminée s’éearterait plus ou moins
de la direction normale.

8i I'on veut ensuite, en procédant ainsi que nous 'avons fait
au n° 3, éicndre cette définition & un point intérieur de la
masse, on n’éprouvera pas de difficulté tant qu’il s’agira d’un
corps possédant la fluidité parfaite telle qu’elle est définie au
n° 2. En effet, la démonstration de I'équation (1) du n° 3 se
ferait de la méme maniére, en introduisant les forces d’inertie
des molécules, parce qu’il ne s’agirait plus alors que d’un
¢quilibre fictif enire ces forces et les forces réelles, confor-
mément au principe de d’Alembert. Mais comme en définitive
les forces proportionnelles aux masses disparaissent de 'équa-
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tion lorsque les dimensions du fluide décroissent indéfini-
ment {*), on reconnaitrait de méme que les éléments d’une
surface fermée infiniment petite, tracée autour d’un point du
fluide, supportent la méme pression par unité superficielle.

Ce serait encore la ce qu’on nommerait la pression du fluide
au point dont il s’agit; et en méme temps le principe de I'éga-
lité de pression en tous sens autour de ce point se trouverait
établi.

Dans la réalité physique, il y a beaucoup de cas ou I'on ne
commet qu’une petite erreur en faisant abstraction de la vis-
cosité; il y a, au contraire, des problémes ol il est nécessaire
d’en tenir compte, parce que les phénoménes observés sont
principalement dus 4 son influence. Alors la petite surface
dont nous venons de parler ne se trouvera plus également
pressée en tous sens, car P'équation (1) du n° 3 devrait étre
modifiée en tenant compte des forces produites par la visco-
sité, lesquelles ne disparattraient pas a la limite, car elles sont
des infiniment petits de méme ordre que les pressions nor-
males. Pour donner, dans ce cas, une idée précise et nette de
la pression, nous admettrons que, sans rien changer d’ailleurs
ala nature du fluide, on fasse disparaitre toute viscosité. Aprés
cette modification, il ne subsisterait plus en chaque point M
qu'une pression bien définie, que nous considérerons comme
étant la pression du fluide en M. En isolant autour du point M
une trés-petite quantité de fluide, tout élément de sa surface
limitative sera donc regardé comme soumis a deux forces :
1° une force normale provenant de la pression proprement
dite, telle qu’on vient de la définir; 2° une force de direction
inconnue & priori, provenant de la viscosité.

10. E'quations générales du mouvement d’un fluide, dans
Uhypothese d’une viscosité négligeable. — Rapporions lec mou-

(*) En toute rigucur, comme le fluide n'est pas continu, les dimensions d'une
surface qui en contiendrait une portion ne peuvent pas étre supposées infini-
ment petites, Cependant, eu égard & I'excessive ténuité des molécules, qui doi-
vent se trouver en nomhre considérable, méme dans un espace insensible, les
conséquences de cette supposition sont en géncral trés-acceptables, au moins
comme vérité approximative.

2.
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vemenl & trois axes rectangulaires Oz, Oy, Oz: il sera par-
faitement défini si 4 chaque instant on connait pour un point
quelconque : 1° les trois composantes u, v, w, paralléles aux
axes coordonnés, de la vitesse possédée par la molécule qui est
en ce point; 2° la pression p et la densité p du fluide. Les quan-
tités u, v, w, p, p sont fonctions des coordonnées =, y, z du
point auquel elles se rapportent, et du temps ¢, car a une
méme époque elles changent d’un point a 'autre, et pour le
méme point de I'espace elles varient avec le temps : ce sont
13 les inconnues que nous choisirons pour mettre le probléme
en équation. Le mouvement sera suppo:é produit par des
forces dont nous désignerons les composantes paralléles aux
axes coordonnés par Xdm, Ydm, Zdm, dm étant une masse
élémentaire, et X, Y, Z des fonctions connues de =z, ¥, 2, {.
En prenant un parallélipipéde de fluide, dont un sommet
serait le point considéré et les irois dimensions infiniment
petites dz, dy, dz, nous verrions, par les considérations déja
données au n° &, qu’il est soumis & une force totale ayant pour
composantes, dans I’hypothése d’une viscosité négligeable,

dzxdydz (pX — %) » suivant 'axe des x;

dxdyds (pY — %)a suivant l'axe des y;

d . .
dxdydz (p Z— TZ)’ suivant l'axe des z.
Et puisque la masse qui supporte cette force est exprimée par
sdx dydz, I'accélération totale correspondante aura pour va-
leur, en projection sur les mémes axes,

1 dp
X‘I—D_"dft’
1 dp
Y=g
, v dp
L= ods

Or les projections de cette accélération peuvent encore s’ex-
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primer autrement. En effet, la molécule qui actuellement a
pour coordonnées z, ¥, 3, au bout d’un élément de temps d¢
aura pour coordonnées x + udt, y+ vdt, 3 + wdt; u étant
fonction de x, ¥, 2, ¢, son accroissement, répondant aux ac-
croissements wdt, vdt, wdt, dt des quatre variables indépen-
dantes, aura pour expression

@ wdt + @ vdt + du wdt +- @ dt.

dx dy dz dt
Cetle quantité n’est autre chose que 'accroissement de la vi-
tesse u projetée sur 'axe des x, au bout d'un temps dt, quand
on suit une méme molécule sur sa trajectoire; en la divisant
par dt, on aura donc l'accélération de cette molécule en pro-
jection sur Oz, et par suite 'expression qu'on doit égaler a

v dp ., . . .

X——E-a;- Si T'on répete le méme raisonnement pour les

axes Oy, Oz, on aura les trois équations

X l.(lpi du du Wdu du

R R A S B PR P

1 dp dv dv dv dv

) e i A S T
7 1 dp  dw dw+wdw div
Tods Mde T Udy TV d: T

qui lient entre elles les cinq inconnues «, ¢, w, p, p et leurs
dérivées particlles. Elles sont les mémes pour les fluides in-
compressibles et pour les fluides compressibles.

La quatrieme équation prend le nom d’équation de conti-
nuité, parce qu'elle exprime qu'il ne se forme pas de vide
dans la masse fluide en mouvement. Pour Vétablir, soit
AB...H (fig. 2) le parallélipipéde dxdydz; pendant le
temps dt, il entre parla face ACGE, dans I'intérieur de ce pa-
rallélipipéde, un volume de fluide exprimé par v dy dz dt, soit
unc masse pudydszdt; il sort en méme temps par la face op-

posée BDHF une masse (pu + d—dﬂ d.z') dydzdt, de sorte
X

que la masse renfermée dans le parallélipipéde s’est accrue
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d.pu NI
de — —d% dz dy dzdt.De méme il y aura des accroissements

analogues par le fait des vitesses v, w, et 'accroissement total

sera

d.pu
dz

-+

—dxdydzdt( if‘“+d'9“’>-

dy dz

On obtiendra une autre expression de cette quantité, en remar-
quant que la masse, d’abord égale & p dx dy dz au commence-
ment du temps dt, sera égale, quand ce temps sera fini, a

d

o+ e dt) dzdyds.

di
Cela suppose qu’il ne se forme jamais de vide dans le fluide,
car autrement la masse contenue dans un volume ne s’obtien-
drait pas en multipliant ce volume par la densité. On posera
done, dans cette hypothese,

) ‘doou  doov  dow  dp\
e dy dzdt (L e —+—E)_o,

soit, apres la suppression du facteur dz dy dz dt,

dpuw dpv dow dp
(2) dz~ dy T Tdz T T

Cette équation, encore applicable aux liquides comme aux gaz,
prend une forme plus simple quand il s’agit spécialement d’un
liquide. Elle peut en effet s’écrire

I ’

dp dp dp do (du dv dw)
u +p

k4 w e T e S
dz dy dz ~ dt dx =~ dy = dz
or, dans un liquide supposé théoriquement incompressible,
p ne varie pas pour une molécule que I'on suit sur sa trajec-
toire, c'est-d-dire que dp ou 'expression égale

d

Pde + 92 gy 1 00 gy 90
dxd:c-ir—dyr/y—%—dz dz + dtdt

sera nulle, en prenant sa valeur correspondante a dx — udt,
dy — vdt, dz = wdt; donc pour un liquide I'équation (2) de
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continuité se dédouble en deux autres, savoir :

u,ﬂ dp + v—@ + dp =0,
b dz +° d) dt =
2
(2 bis) du dv dw

dz Tdy T T
Pour les gaz, il faudr-:la joindre & 1’équation (2) celle qui est
fournie par les lois de Mariotte et de Gay-Lussac (n° %), savoir:

(3) o= n@%'
Ainsi donc les cing €quations entre les cinq inconnues u, v,
w, p, p seront (1) et (2 bis), ou bien (1), (2) et (3), suivant
qu’il s’agira des liquides ou des gaz. Ajoutons toutcfois que,
dans ce dernier cas, il faudra supposer la température con-
stante, sans quoi une sixi¢me inconnue & s'introduirait dans
le calcul, et une nouvelle équation deviendrait nécessaire.

8i 'on pouvait intégrer ces cing équations d'une maniére
générale, et déterminer, d’aprés les conditions particuliéres
relatives a la surface extéricure du fluide ou a 'instant initial,
les fonctions arbitraires introduites par I'intégration, la ques-
tion serait résolue. Malheureusement ces équations sont si re-
belles, comme le dit Lagrange (*), qu'on n'y a réussi que dans
quelques cas trés-limités. Nous nous abstiendrons pour cette
raison d’aller plus avant dans cette étude, et nous allons indi-
quer une conséquence remarquable déduite des équations (1),
moyennant quelques hypothéses restrictives.

11. Définition de la permanence du mouvement; théoréme
relatif au mouvement permanent d’un fluide. — Nous suppo-
serons d'abord que le mouvement est permanent, c’est-a-dire
quen un lieu déterminé de I'espace le fluide présente tou-
jours le méme phénoméne, ou, en d’autres termes, que u, v,
w, p, p varient bien, 4 un méme instant, avec les coordon-
nées x, ¥, 2 du point auquel elles se rapportent, mais qu’elles
sont constantes quand le temps ¢ varie, x, ¥, 2 ne variant pas.

(*) Mécanique analytique, seconde partic, section X.
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Ainsi donc on aura

du dy dw __ dp dp

— =0 —— =0 —~5T =0 i o
dt Todt Todt Tt Todt
Laseconde hypothése consisteraen ce que Xdx +Y dy+Zdz
soit la différenticlle exacte d'une fonction des coordonnées;
c’est-a-dire qu’on posera

Xdz +~Ydy+ Zdz =dT,

T désignant une fonction de x, 3, z. Appelons J 'accélération
totale en un point quelconque, et J., J,, I. ses trois compo-
santes suivant les trois axes; les trois équations (1) pourront
s'écrire

x_l.fll’_; 1.,
p dx
1 dp
Yoo T
P
p dz

Si on les ajoute aprés les avoir respectivement multipliées par
dz, dy, dz, on aura

(4) dT~édp:J,dx+J,dy+J:(lz,

car, puisque le mouvenient est permanent, p n’est plus fonc-
tion du temps, et la différentielle compléte dp a pour valeur
dp
dx
fluide au point considéré, on a

d ] .
dz + L dy + 2P dz. D'un autre coté, V étant la vitesse du
dy dz

Vi= i + o+ a2,
ou bien, en différentiant les deux membres,
VdV = udu + vdv + wdw.

On peut appliquer cette derniére relation au cas ou I'on sui-
vrait une molécule sur sa trajectoire; il faut alors faire

dr —udt, dy—=vdi, dz—wdt,
du =1J.dt, dv=1,dt, dw=1J.dl,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES. 20
d'ou I'on tire aisément
VAV =1J,dx + I, dy +1.dz.

La relation (4) donne donc
(5) dT——-;—dp:VdV,

autre équation dont 'emploi supposera, bien entendu, que les
différentielles dT, dp, dV sont celles qui répondent a un dé-
placement élémentaire ds sur la trajectoire de I'une des mo-
1écules.

L'intégration de I'équation (5) devient possible et méme fa-
cile quand on admet, soit que le fluide est homogéne, soil
qu'il est gazeux et d température constante. Dan3 le premier
cas, p est un nombre invariable : on aura donc

] 1,
(6) T—]———V’:const.;

o2
dans le second, p sera remplacé par Kp (n° 4), K étant une
constante, et 'intégration donnera

1 1 .
(7) T—R—log hyp.p—;V = const.

Il est indispensable de ne pas perdre de vue que les deux re-
lations (6) et {7) ne sont démontrées que pour une suite de
points par lesquels doit passer une méme molécule, choisie
arbitrairement d’ailleurs. Elles auront de I'utilité pour le cas
ol les trajectoires scraient connues d'avance quant a lcur
forme. Leur énoncé en langage ordinaire constituerait le théo-
réme que nous avions en vue.

12. Application du théoréme précédent au cas d’un fluide
pesant et homogene; théoreme de Daniel Bernoulli. — Si les
forces généralement désignées ci-dessus par Xdm, Ydm, Zdm
consistent seulement dans les aclions de la pesanteur, I'axe

" des z étant supposé vertical et descendant, il faudra faire
X=:0, Y=o, Z:-- g-

La fonction T se réduira dans ce casa gz; supposant en outre
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que le poids de l'unité de volume (lequel a pour valeur P§)
soit désigné par II, la relation (6) deviendra

oz—g~ ——V’—const
ou hien encore, aprés avoir divisé par le facteur g,

(8) z—ﬁ—y—g_‘const.
I =g

Sauf le changement de forme, c’est dans la propriété expri-
mée par I'équation (8) que consiste le théoréme de Daniel
Bernoulli. On pourrait I'énoncer ainsi : i pour divers points
d’un fluide en mouvement permanent, lous situés sur la tra-
Jectoire d’une méme molécule, on prend la différence entre la
hauteur au-dessous d’un plan horizontal fixe, d’une part, et la
hauteur représentative de la pression, plus la hauteur due
la vitesse, d’autre part, celte différence sera une quantité
constante.

Si le fluide pesant était un gaz a température constante, il
n’y aurait qu’a remplacer T par gz dans I'équation {7) : nous
reviendrons plus loin sur ce cas particulier.

13. Autre démonsiration du théoréme établi au n° 12, —
L’équation (5) du n° 12, ou ses intégrales (6),(7) et (8), seront
d’un usage si fréquent dans ce Cours, que nous croyons utile
d’en donner une autre démonstration plus directe, qui les rat-
tache dun des théorémes généraux les plus importants de la Mé-
canique:nous voulons parler du théoréme concernant la force
vive d’'un corps et le travail des forces qui le sollicitent.

A cet effet, soit AB (fig. 3) une portion élémentaire du

Fig. 3. fluide, contenue dans une enve-

AB loppe de forme quelconque, mais

S A/ \ —" infiniment petite en tous sens; sui-
\ \ / vons par la pensée I'ensemble de
\ 0 molécules ainsi limité, dans son

\ E mouvement au milieu du fluide qui

I’entoure, et pendant que son centre
de gravité O décrit I'élément 00’ de
sa trajectoire, appliquons a ce point, considéré comme réu-
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nissant la masse entiére du systéme, le théoréme de I'effet du
travail. Désignons par

m la masse fluide totale renfermée dans le volume AB;

p sa densité qu'on est autorisé & supposer invariable d’un
point a I'autre pour un instant donné, puisqu’il s’agit d'un
volume infiniment petit;

V la vitesse du point O a l'instant actuel;

X, Y, Z les composantes, suivant trois axes rectangulaires,
de la force extérieure rapportée a I'unité de masse qui
agit sur les molécules fluides aux environs du point O;

dz, dy, dz les projections sur les trois mémes axes de la
distance QQ’;

ds celte distance;

R la résultante des pressions exercées sur 'enveloppe AB;

f son angle avec 00, soit 'angle O’OE de la figure.

L’aceroissement de la demi-force vive de la masse m conden-
sée en O s’exprimera par mVdV, si dV représente 'acerois-
sement de vitesse pris par le point O, aprés le temps employé
par luia franchir la distance ds; il faut I’égaler au travail fait par
la résultante de translation de toutes les forces. Or les forces
agissant sur les diverses masses comprises dans AB, transpor-
tées parallélement a elles-mémes en O, produiraient la résul-
tante m X? + Y*+ 22, dont le travail pendant le parcours 00’
sera m(Xdzx + Ydy + Zdz); les actions mutuelles transpor-
téesau méme pointse détruisentdeux a deux; il ne reste donc,
pour compléter le travail des forces, qu'a tenir compte du tra-
vail de la pression résultante R, exprimé par — R cosf3.ds.
Donc on aura ’équation

(9) mVdV=m(Xdxr+Ydyr+2Zdz)— RcosfB.ds.

Afin d’évaluer I'intensité de Vaction R exercée sur I'enve-
loppe AB parle fluide voisin, considérons, al'instant actuel, les
surfaces de niveau ( c’est-a-dire d’égale pression) dans les en-
virons de AB, et supposons que le plan CD représente la direc-
tion commune de cessurfaces. La pression p, par unité super-
ficielle, actuellement existante en un point quelconque de
I'enveloppe est uniquement fonction de la distance » de ce
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point au plan CD, distance qui délerminerait la surface de ni-
veau passanl au point en question; et attendu que v est infini-
ment petil, on pourra poser simplement

(1o} p=L—+ My,

L et M étant des constantes, car les termes suivants du déve-
loppementde p en fonction den disparaitraient devant ceux-la,
comme infiniment petits d’ordre supérieur. Orla pression uni-
forme L sur le contour fermé AB donnera une résultante nulle
(n°7}); quant au terme M, on voit qu'il représenterait la pres-
sion produite par un fluide pesant et homogéne, si CD était
un plan horizontal et si le poids de 'unité de volume du fluide
était M; done, d’aprés le principe d’Archimede, la poussée
totale R qui en résultera sera normale 4 CD et égale au produit

de M par le volume AB, c¢’est-a-dire & M ;l—-

Maintenant, M peut encore s’exprimer d’une autre maniére.
Supposons qu’aI'instant ol le centre de gravité de la masse m
occupe la position O, il y ait pour la molécule fluide qui se
trouve simultanément en O’ une pression différente de celle du
point O, et que la différence infiniment petite soit représentée
par dp. Cette différence correspond a celle des ordonnées =
pour O et 0, laquelle est égale & dscosf3; en vertu de I'équa-
tion (10), on écrira

dp —=Mds cos 5,

ou bien
__°p
" dscosf
Par conséquent on a aussi
m m dp

R=M

P :pcosﬁlz’

et, en substituant cette valeur dans I’équation (g},
(11) VdV:de—FYdy—#Zdz—éap.

Quand le mouvement est permanent, la pression enun point
déterminé du fluide ne dépend pas du temps; la variation dp
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représente donc aussi la quantité dont a augmenté la pression p
au centre de gravité O, aprés que ce point est venu prendre la
position O” : c’'est 'accroissement de p corrélatif de I'accrois-
sement dV de la vitesse V. En d’autres termes, on peut alors
remplacer ¢p par dp, et si d’ailleurs le trindme

Xdx + Ydy + Zdz

est supposé, comme tout a I’heure, la différentielle exacte
d’une fonction T de z, ¥, 2, la derniere équation deviendra
identique avec I'équation (5) du n° 12, dont on aura ainsi une
seconde démonstration.

Quand on n'admet pas I'hypothése de la permancnce du
mouvement, I'équation (11) cesse d’étre immédiatement inté-
grable, parce que les différenticlles dV et ép ne sont pour ainsi
dire plus de laméme espéce. La premiére suppose 4 la fois un
déplacement élémentaire ds sur la trajectoire du point O et
une variation df du temps. Pour le point O considéré seul dans
son mouvement sur sa courbe, ¢’est la différenticlle compléte
de V. Au contraire, dp est une différentielle incompléte, ne
comportant pas la variation du temps. On ne peut donc plus
intégrer, ni en supposant le temps invariable, pour savoir
comment varie p, 4 un méme instant, aux points successifs
0, 0',..., d’'une méme trajectoire, ni en supposant le temps
variable et le point O constant dans sa position. La nature du
premier membre de 'équation {11) rendrait la premiére inté-
gration impossible; quant a laseconde, elle serait incompatible
avec le second membre comme avec le premier,

1%. Introduction des forces produites par la viscosité dans
les équations générales du mouvement des fluides. — Cest a
Navier (*) que I'on doit les premiéres tentatives pour résoudre
cette question. Il admeuait, avec Newton, que la viscosité dé-
veloppe entre deux molécules une force mutuelle proportion-
nelle a Ia vitesse avec laquelle ces deux molécules s’écartent
I'une de l'autre. Quand il s’agit de deux molécules {luides, vu
lapetitesse de la distance a laquelle elles peuvent agir sensible-

*) Mémalres de " Académie des Sciences de Parts, t. Y1
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ment Pune sur 'autre, elles ont nécessairement des vitesses
trés-peu différentes, et la vitesse avec laquelle elles se séparent
est trés-faible. Soit a cette vitesse el f(a) une fonction de a qui
représente 'action mutuelle dont il s’agit; () peut étre dé-
veloppée, suivant les puissances de sa variable, sous la forme

A+Ba+Car+Da® +...;

or les expériences tendent toutes & prouver que f( a) s’annule
ou devient insensible quand a est nul; donc A = o, et

fla)=Ba+Ca+Da+....

D’un autre coté, nous avons dit que a est tres-petit; il estdonc
probable que les termes Ca?, Da?,. .., sont faibles relative-
ment au premier Ba, et qu'on est en droit de supposer, comme
I'a fait Navier, f(a) proportionnelle 2 a. Mais ce n’est qu'une
probabilité, car Ca’, Da?, ..., ne disparaissent devant Ba que
lorsque a est infiniment petit, et encore faudrait-il que B ne
fat pas nul, ce que rien n’établit & priori. ¥eu M. Darcy, in-
specteur général des Ponts et Chaussées, dans ses belles re-
cherches expérimentales sur le mouvement de I'eau dans les
tuyaux (*), a effectivement cru reconnaitre des faits qui ne
s’accorderaient pas bien avec I'hypothése de Navier, Dailleurs
le raisonnement que nous avons fait pour établir que f{a) de-
vait se réduire au terme Ba n’est plus applicable pour les mo-
lécules fluides en contact avec les parois solides; car alors a
n’est plus trés-petit et peut avoir une valeur quelconque.
L’hypothése admise par Navier n’est donc pas suffisamment
démontrée, et méme elle paralt en contradiction avec diverses
expériences; c’est pourquoi nous ne croyons pas utile de re-
produire ici I'analyse assez minutieuse par laquelle il a établi
les équations générales de I'Hydrodynamique, en tenant
compte de la viscosité. Le changement ne porte que sur les
équations (1) du n° 10, les équations (2), (2 bis) et (3) devant
rester les mémes pour les fluides parfaits et les fluides natu-
rels. Les équations (1) deviennent un peu plus compliguées,

(*) Mémoires présentés par divers savanis a I'Académie des Sciences de Pa-
ris, t. XV.
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ce qui en rendrait I'usage encore plus difficile; les voici, du
reste, avec les modifications qu’elles doivent subir :

X ldp+ d*u d2u+d2u_ f’ﬁ du+ L]g ﬂ
B A P i e ) e e A PR T
Y l.d_p_+ dl d’0+d20 v—u.d_u_+ ([i ﬂ+d9
o dy E(mﬁm Iz ) e Ty T T

1 dp dw  dw d“w) dw dw dw  dw
p dz

tl5—=+5— + 0= |=u5—+v—+u —+

dx*  dy* 4z dz " dy dz ~ dt’
les notations étant celles du n° 10, et ¢ désignant en outre une
constante qui dépend de la nature du fluide.

On peut arriver & ces équations par un procédé trés-rapide, mais qui
n'est pas (nous devons cn convenir) une déduction bien rigoureuse de
I'hypothése de Navier. Pour savoir le changement a faire aux équations {1)
du n° 10, il faut simplement chercher 'expression de la force rapportte
a4 unité de masse, qui agit, en vertu de la viscosité, sur un élément
guelconque du fluide, et l'introduire dans le premier membre des équa-
tions : tout se reduit donc & montrer que cette force a pour composantes,

suivant les trois axes,
: (_d’_“ AL ii!{) :
d.c? dy? dz?
d*e  d?o d*v
£ (J.L—+ dy? + (lz:’)7
d'w  d*w  d'w
: (7 Tt E) '

A cet effet remarquons d’abord que les faces ACGE et IIDBF { fig. 2) du
parallélipipéde fluide élémentaire AB...H, posscédant les vitesses diffé-

due v s . e
rentes z et u +T dc, s'écartent 'une de I'autre avec la vitesse o dx,
wxr [(n

c’est-a-dire que leur vitesse d’écartement rapportée & l'unité de distance

., d Coa
des deux plans serait JI—; De la doit résulter une force analogue a celle

que produit 'extension simple dans les solides, force & laquelle on peut
. . it .

supposer une intensité gz T Sur chaque unité de surface, en admettant

qu’elle est proportionnelle & la vitesse d’exlension relative, et désignant

par = un coefficient constant, qui scra en quelque sorte le cocfficicnt de

viscosité. Le parallélipipéde supportera donc sur la face ACGE une

. 1) .
action totale pecfyclz r—[E, dans lc sens des .« négatifs ; sur la face oppo-
axr
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ste HDBF, il y aura en sens contraire la mémo action augmentée de la
différentielle relativement a z, de sorte que ces deux aclions se réduircnt

2
a pededydz :j—; De méme les- faces opposées ABEF et CDGH, possé-

. . i
dant respectivement les vitesses « et u +$f dy, dans le sens paralléle
aux z, éprouvent dans cette direction un glissement simple, dont fa

. s . . du . R .
vitesse rapporléc & l'unité de distance est (T]; il en nait aussi une force

d . i .
0c = par unité de surface et une résultante pededydz :f des actions
*dy dy

exercées par la viscosité, dans la direction de l'axe des =z, sur les deux
faces paraileles dont nous nous occupons. Enfin le glissement relatif des
faces ABCD et EFGH produit encore, dans la méme direction, la force

1’ - . .
totale pedx dydz ’d—z[‘, En additionnant ces trois résultantes partielles et

divisant par la masse pdxdydz du parallélipipéde, on trouve bien la va-
leur ci-dessus indiquée, savoir:

. rf’u_]'_(l’u d*u
NV Var )

On procéderait de méme a 'égard des deux autres axes.

Les équations différentielles posées tout a 'heure s’appli-
quent seulement, bien entendu, aux points pris dans I'inté-
ricur de la masse fluide. Les moléeules situées sur la surface
libre doivent vérifier d’autres conditions spéciales que Navier
a également démontrées : mais nous nous abstiendrons de les
éwdier en général, et nous nous barnerons a les établir dans
les exemples particuliers qui se présenteront ultéricurement.

Ainsi que nous I'avons dit plus haut, les résultats des expé-
riences de M. Darcy sur le mouvement de I'cau dans les tuyaus
ont semblé contredire la loi hypothétique admise par Navier,
d’aprés Newton. Cette loi contient en effet implicitement une
conséquence qui peut étre établie par le ealcul; c’est quele
frottement de deux couches concentriques a I'axe du tuyauy,

ayant une différence de vitesse dV pour un aceroissement dr
. . . . dV .
du rayon, devrait varier proportionnellement a —, tandis que

dr

les mesures prises par I'observateur le conduisaient & suppo-
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N A . s [AV\?
ser plutdt ce méme frottement proportionnel 4 { —— 1 - Peut-
dr

étre le désaccord tient-il aux erreurs inséparables des expé-
riences de ce genre; car tout repose sur l'évaluation exacte
des vitesses possédées par les molécules liquides, et il faut
bien dire qu’on ne connail encore aucun instrument qui donne
le moyen de I’'obtenir avec quelque précision. Peut-étre aussi
les mouvements observés ne remplissaient-ils pas bien la con-
dition, qu'on leur supposait & priori, de ne présenter qu’une
série de trajectoires rectilignes et paralléles a I'axe du tuyau.

Dans ces derniers temps, la méme question a été ’objet de
recherches théoriques ou expérimentales de la part de plu-
sieurs ingénieurs des Ponts et Chaussées. M. Bazin, qui a été
le collaborateur et le continuateur de M. Darcy, a émis I'opi-
nion (sans d’ailleurs la développer ni faire connaitre ses mo-
tifs) que l'action mutuelle des filets fluides contigus dépend
non-seulement de leur vitesse relative, mais encore de leur
vitesse absolue (*). Quand il s’agit de forces moléculaires,
C’est-a-dire d’une classe de phénomeénes encore trés-impar-
faitement connus, il faut metire beaucoup de réserve avant de
rejeter formellement telle ou telle maniére de concevoir leurs
conditions d’existence : nous croyons cependant que cette
influence de la vitesse absolue est difficile & accepter, parce
qu’elle est en opposilion avec une de ces idées, pour ainsi
dire classiques, tenues pour vraies par tous les auteurs, et
auxquelles on n’aime & renoncer qu’en face de preuves bien
positives. L’idée dont nous voulons parler est celle qui fait
dépendre I'action réciproque de deux corps seulement de leur
mouvement relatif, quand leur nature intime et leur état phy-
sique restent toujours les mémes. Voudrait-on donc croire que
ces deux dcrniéres choses sont susceptibles de subir l'in-
fluence de la vitesse, el qu'un corps perd en quelque sorte
son identité quand on 'anime d'un certain mouvement au lieu
de le laisser en repos?

(*) Recherches hydrauliques, i¢ partie, p. 29 et 30. — Par vitesse absolue,
on doit sans doute entendre la vitesse relativement i la paroi supposée fixe,
afin de ne pas avoir 4 prendre en considération le mouvement de la terre.

II. 2° goir. 3
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Dans un Mémoire sur le mouvement rectiligne et uniforme
des liquides naturels (*), M. Lévy (Maurice) a adopté I'idée
de M. Bazin; il s’est attaché & montrer 'impossibilité de la loi
proposée par M. Darcy et la nécessité de reprendre celle de
Navier, en la modifiant de maniére a rendre ¢ fonction de la
vitesse. Il est arrivé a des résullats que nous aurons a men-
tionner plus loin, quand nous étudierons spécialement la théo-
ric des tuyaux de conduite.

Enfin M. Kleitz, inspecteur général, prenant un point de
départ différent, mois s’appuyant, ainsi que M. Lévy, sur
diverses considérations empruntées a la théorie mathématique
de 'élasticité, retrouve également comme conséquence la loi
de Navier, avec un coefficient variable d'un point 4 un autre
du fluide; seulement ce coefficient dépendrait, non pas de la
vitesse absolue, mais de la maniére dont varie, autour de
chaque point et dans les diverses directions, la vitesse avec
laquelle la molécule actuellement placée en ce point se sé-
pare ouse rapproche de loutes celles qui I'entourent, pendant
lc premier élément du temps qui va suivre.

La divergence des opinions que nous venons de passer rapi-
dement en revue prouve assez que la question n’est pas encore
résolue d’unc maniére satisfaisante, et que le champ reste ou-
vert a de nouveaux efforts.

13. Généralisation du théoréme de Daniel Bernowlli.—Sans
faire, quant,a présent, aucune hypothése qui nous permette
d’évaluer la grandeur de la force exercée sur chaque molécule
par suite de la viscosité, appelons ¢ I'accélération que cette
force serait capable d’imprimera lamolécule ety 'angle qu'elle
fait avee I'élément s parcouru sur la trajectoire. 8i nous répé-
tons les raisonnements au moyen desquels nous avons établi
I'équation (r1) du n° 13, il est clair qu'il suffira d’ajouter au
second membre uo terme représentant le travail de ¢ dans le
déplacement ds, puisque Xdz + Ydy + Zdz ou dT désigne

(*) Annales des Ponts et Chaussées, 1867, 1°F semestre. — M. Lévy, en pu-
bliant ce travail, en annonce un autre plus complet et de nature, suivant lui,
a lever tous les doutes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



HYDROSTATIQUE ET HYDRODYNAMIQUE RATIONNELLES. 35

la quantité analogue pour les forces autres que celles dues &
la viscosité. Ainsi donc on aura

(12) VdV:dT—%dp+q:cosyds,

ou bien, en intégrant entre deux positions quelconques d’une
meéme molécule,

(13) T—filpf-%—fcpcosyds—éVZ:const.,

équation dont en pourra faire usage lorsque, par un procédé
quelconque, on sera parvenu a évaluer le termefqa cosy ds,

représentant le travail fait par la force due a la viscosité, rap-
portée a I'unité de masse, pendant le déplacement fini d’une
molécule.

L’équation (13) sera pour nous lexpression du théoréme
de D. Bernoulli, généralisé par 'introduction des cffets de la
viscosité et par une supposition moins restreinte quant a la
nature des forces extérieures, qui peuvent étre d’autres forces
que la pesanteur. En admetiant qu’il s’agisse d'un liquide
pesant homogéne, et procédant comme au n°® 12, nous trou-
verions

p V?
4 _P_ 1 [ ot -
(14) z I fq) cosy ds P const.;

et dans le cas d’un gaz pesant, a température conslante,
T /2

1
— log hyp. +—ff cos 7 ds — — — const.
Kg g hyp.p g ¢ 7 g

Z —

L’équation (14) est d’'un usage continuel en Hydraulique;

Fig. 4. aussi nous allons chercher a rendre
% »  plus sensibles les faits qu’elle repré-
i senle, et en méme temps nous expli-

/‘0\ Tl querons quelques dénominations usi-

// //"‘ " tées. A cet effet, soit MyM (fig. §) Ia

— / trajectoire d’'une molécule qui appar-

Mo T .\\,f" tient & un liquide pesant homogéne,

N en mouvement permanent; soit en

outre B, B le plan horizontal en dessous duquel on mesure les
3.
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hauteurs z. En appliquant I'équation (14) successivement aug
points M et M,, distinguant par I'indice o les quantités rela-
tives 4 ce second point et retranchant 'une de l'autre les
deux équations, on trouvera

Y et 2SN Y=V
z— 2z T +g/s:<pcosyds 2g =o,

relation qui n’est autre chose que 'intégrale définie de 1'équa-
tion (r2), pour le cas particulier d’'un liquide homogéne sou-
mis seulement a 'action de la pesanteur. Maintenant imaginons
que la pression en M, soit produite par une colonne de liquide

M; A, dont la hauteur verticale serait% (n° 6), et que la pres-
sion en M soit égalcment due a une colonne de liquide MA

dom%scrait la hauteur. Les hauteurs des points A, et A au-

dessous du plan B, B auront pour expressions 3z, — Il)f et z— ﬁ

en appelant % la différence de niveau AA’ de ces deux points,
on aura done
y P
[T A P & s
fi- (= %)
et, par suile, '

s V:_ 2
/z+lf @ cosyds — YYJ:o.
g' 5 2o

o]

Lorsque ¢ — o, ce qui est le cas d’un {luide parfait, on voit par
la derniére équation que la vitesse varie comme celle d’un
point matériel qui glisserait sans frottement le long de la courbe
A A, lieu géométrique des points A, sous la seule action de la
gravité. Mais généralement 9 a une valeur différente de zéro,

. 5
et le travail f g €08 y ds est négatif; si nous posons
Jﬂ

%j geosyds =— ¢,
o u

la variation de la hauteur due a la vilesse ne sera plus égale
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qua i — %, comme si I'on avait retranché la quantité 7 de la
différence de niveau A.

Les colonnes telles que MA sont nommées colonnes piézo-
métriques, mot dont I'étymologie grecque signifie : mesn-
rant la pression. On concoit qu’elles pourraient étre réalisées
dans cerlains cas, en implantant dans les parois qui con-
tiennent le fluide, des tubes assez déliés pour ne pas géner
sensiblement le mouvement. Si le fluide est, par exemple, de
I'eau, et que le tube ayant une de ses extrémités ouvertes
en M débouche par 'autre dans I'atmosphére, I’eau s’y élévera
jusqu’a une certaine hauteur, et y restera en équilibre pourvu
que le tube soit assez long : il est clair alors que le niveau de
'ecau dans ce tube sera celui du point A haissé de row=, 33,
puisque cctte hauteur d’eau est celle qui représente la pres~
sion atmosphérique. On appelle alors niveaw piézométrique
tantdt le niveau A, tantOt celui de I'eau dans le tube, ce qui a
peu d'importance, parce que l'on a toujours & considérer la
différence de niveau de deux colonnes pidzométriques et que
le terme constant 107,33 disparait dans la soustraction. La
constatation directe, ainsi effectuée, de la pression en un point
quelconque d'un fluide en mouvement serait sans doute la
source de grands progrés pour I'Hydraulique; malheureuse-
ment, on doit reconnaitre qu’il est presque impossible de sa-
lisfaire & la condition essentielle de ne pas altérer le mouve-
ment par I'introduction de tubes dans le liquide, alors méme
qu'ils ne pénétreraicnt presque pas 4 l'intérieur,

L'abaissement du niveau piézométrique depuis M, jusqu’en
M, ou le relévement affecté du signe —, sera ce que nous ap-
pellerons la charge entre ces deux points; la quantité € s’ap-
pelle au contraire perle de charge, expression parfaitement
justifiée puisqu’elle se retranche de la charge quand il s'agit

unt V:—V; . -
d’avoir la valeur de ————" - Moyennant ces dénominations,
2 o
o]

le théoréme de D. Bernoulli, dans le cas de liquides pesants et
homogénes, s’énoncerait trés-simplement comme il suit: L'ac-
croissement de la hauieur due a la vitesse est égal @ la diffeé-
rence entre la charge et la perte de charge.

Nous ne chercherons point comment cet énoncé devrait se
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modifier pour s’adupter aux autres cas, lesquels se rencontrent
bien plus rarement dans les applications que nous avons &
¢tadier.

16. Fariation de la pression dans un fluide parfait en mou-
vement permanent, pour des points successifs dont le leu
coupe normalement les trajectoires.— Les équations ci-dessus
démontrées (n* 11, 12, 13 et 13) ont généralement pour objet
de montrer comment varie la pression dans un fluide en mou-
vement permanent, quand on prend une suite de points situés
sur la trajectoire d’'une méme moldeule. Iy a des cas ou il est
utile de savoir quelles sont les variations de cette quantité
dans un sens perpendiculaire au premier.

On peut en un point queleonque O du fluide (fig. 3) imagi-
ner trois directions rectangulaires entre elles, savoir: 1° celle
de la vitesse V, ou de I’élément OO’ = ds de la trajectoire suivie
par la molécule qui passe actucllement en O; 2° celle qu'on
obtient en prolongeant le rayon de premiére courbure a partir
de la méme trajectoire, soit O r; 3° celle qui est perpendiculaire
aux deux précédentes, et qu’on a représentée sur la figure par
la ligne OP. 11 s’agit de savoir ce que devient I'accroissement
différcntiel dp de la pression, quand on s’écarte infiniment
peu de O suivant la seconde et la troisiéme direction, a des
distances dr, do.

Il sera facile de répondre a cette question, dans le cas dela
fluidilé parfaite, en se rappelant qu’une petite masse de fluide
prise autour du point O doit, conformément au principe de d'A-
lembert, satisfaire aux équations d’'équilibre, pourvu que l'on
tienne compte des forces d’inertie. Or, pour la petite masse en
question, ces forces pourraicnt étre réduites a deux compo-
santcs, I'une paralléle a ds, 'autre en sens contraire du rayon
de courbure r, ayant respectivement pour intensits le produit

A 3

de la masse par les accélérations tangentielle et normale, o
S - . .

et —- Donc si N et P sont les projections de Ja résultante
,

N2 0 Y2 1 72 .

vX* =+ Y?*+ Z* des forces X, Y, Z, sur Or et OP, Or et OP

élant les sens positifs; si, en outre, ayani choisi O0’, Or, OF
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\

pour axes coordonnés, on applique I'équation (2) dun° b &
"équilibre fictif dont il s’agit, on en tirera

dp \AR
: P _ p.
(IGJ a’—a-_PP’

¢’est-a-dire que, dans le sens du rayon de courbure, la pression
varie suivant la loi hydrostatique, pourvu que Von joigne la
force centrifuge a celles qui sollicitent réellement chaque mo-
lécule ; dans le sens OP perpendiculaire au plan osculateur de
la trajectoire, la pression varie tout a fait suivant la loi hydro-
staligque.

17. AvrricaTions. 1° Section lransversale d’un courant cur—
viligne. — On suppose un courant sensiblement horizontal
Fig. 5. (fig.5), formé par un liquide ho-
N VA mogeéne et sans viscosité, dans le-
quel les trajectoires seraicnt des
cercles ayant tous leurs centres
sur la verticale projetée en C. La
vitesse V est supposée la méme
pour toutes les molécules. On de-
A mande quelle sera la coupe de la
B0 5 ¥ surface supérieure du courant par
un plan vertical quelconque CD qui contient 'axe C.
8i I'on parcourt dans le liquide une horizontale CODy du
plan CD, la pression variera suivant la loi hydroctatique, sauf
l'introduction de la force centrifuge; comme Ja pesanteur est
verticale, I'équation (15) ci-dessus donnera donc

£
!
|
i
}
-

dp !

ar P

ou bien en désignant par y la distance a 'axe vertical Cz de la
molécule O qui est soumnise & la pression p, attendu que I'on

ar=—yz,
’ dp _ V*,
;lvV_P JT’
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ou encore, po étant la pression en B et y; la longueur BC,
— 72 Y
p — po=1pV¥?log hyp. 3;’

relation qui exprime comment varie la pression sur une méme
horizontale perpendiculaire aux filets liquides.

D’un autre coté, la ligne perpendiculaire an plan osculateur
d’une trajectoire étant ici constamment verticale, la différence
de pression p — p, pour les deux points O et A, situés sur la
méme verticale 4 une distance z, suivra la loi hydrostatique
(n° 16), c'est-a-dire qu’elle sera (n° 6)

p—p=rgs

Or si les points A et B se trouvent tous deux a la surface libre,
de sarte que p, et p, soient égales 4 la pression atmosphérique,
on aura

P—=pPe—=P—=Pn

et, par suite,

72

z= L log hyp. r,
g Jo

ce qui fait connaltre I’équation de la courbe BA rapportée aux
axes Cy et Cz.

Bien que les circonstances supposées dans I’énoncé ne puis-
sent guére s¢ réaliser dans la pratique, le probhléme qu’on
vient de traiter donne cependant une explication plausible
d’un fait que plusieurs personnes disent avoir observé, et qui
consisterait dans la courbure de la ligne d’eau, pour certaines
sections transversales de riviéres. La raison en est probable-
ment asscz souvent dans la courbure des filets fluides, qui
donne lieu aux forces d’inertie centrifuges et rend les pres-
sions inégales sur une méme bande horizontale d’une section
donnée.

18. 2° Régles pour calculer la pression d’un fluide en mou-
vement dans certains cas particuliers. — Premikre REGLE. Lors-
que, dans un fluide parfait, chaque molécule posséde un mou-
vement rectiligne et uniforme, la pression varie d’un point &
Pautre suivant la loi hydrostatique. Cela est évident, autant
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du moins que la viscosité est réellement négligeable, car les
forces d’inertie sont nulles; les équations (1) du n® 10 se ré-
duisent donc a
dp dp
- =0X, S+ =pY, -L=pZ
dx — 777 e L
absclument comme s’il y avait équilibre. Nous remarquerons
en passant que, dans un liquide, e mouvement ne peut pas
étre rectiligne et permanent sans étre en méme temps uni-
forme. Car si I'axe des =z est pris paralléle aux vitesses de tous
les points, avec les notations du n® 10 on aura

¢v—o, w—o0,
d’on
dv dw

E—y::o, g;—-:o;

'équation de continuité qui est en général, pour un liquide,

ﬂ dv N dw
dz dy ' dz o
se réduit a
du

{E — 0.
Drailleurs, a cause de la permanence, la dérivée partielle %—I;
s'annule également; et comme, pour une molécule détermi-
née, u ne serait fonction que des deux variables x, £, on voit
que, sur la ligne parcourue par cette molécule, la vitesse con-
serverait toujours la méme valeur, en tous les points et & tous
les instants.

Druxiene rkcLe. Dans le cas d’un fluide animé de mouve-
ments quelconques, mais trés-lents, on admet encore que la
pression varie sutvant la loi hydrostatique. En effet, cette len-
teur est une preuve que les forces ne sont pas loin de satis-
faire aux équations d’équilibre; la régle donnera donc une
évaluation approximative de la pression.

Trowsikwe ricLe. Lorsque les molécules d'un fluide parfuit
ont des mouvemenls identiques avec ceux qu'elles prendraient
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sous la seule action des forces extérieures, la pression est con-
stante & un instant déterminé, dans toute ’étendue du fluide,
En effet, si nous reprenons les notations des n** 10 et 11, nous
aurons dans ’hypothése d’une viscosité négligeable :

1 dp 1 dp 7z ! dp

X—Eld—x:J,, Y——p dy——JJ-, _'p"‘(l_z‘ :Jl;

or, d’aprés 'énoncé, on aurait en méme temps

X=I, Y::.Jf, 7=1],

donc on en tire

dp dp dp _

@ =o, (Ty‘ =o, 712 =0,
c¢’est-a-dire que pour un méme instant la pression ne varie pas
d’un point & I'autre du fluide. Elle serait constante d’une ma-
niére absolue dans le cas de la permanence du mouvement,
puisque alors la pression en un peint donné ne varierait pas
avec le temps.

Le cas supposé par I'énoncé se réalise a peu prés quand un
liquide pesant sort d'un vase entretenu 4 un niveau constant et
s’écoule par un orifice de dimensions assez faibles relativement
a celles du vase, en obéissant a l'action de la pesanteur. On
obscrve alors un jet dont la forme parabolique ne différe pas
sensiblement (au moins dans une certaine étendue) de la tra-
jectoire que suivrait une molécule isolée.

Quarrikye rEGLE. Lorsqu’il existe dans un fluide naturel en
mouvement une section plane (S) rencontrée normalement par
toutes les trajectotres, et que celles—ci sont sensiblement recti-
lignes aux environsdu plan dont il s'agit, la pression varie sui-
vant la loi hydrostatique, pour un déplacement de direction
quelconque tracé dans la section {S). — Nommons en effet :

dsla distance infiniment petite de deux points situés dans (S)

p et p la pression et la densité aux environs de ces points;

P la projection sur la direction ds, de la force extérieure
rapportée a l'unité de masse, qui sollicite une molécule
quelconque voisine des mémes points, indépendamment
des actions du fluide contigu;
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Q, T, les projections analogues pour la Torce d’inertie et la
résultante des actions dues a la viscosité.

Les équations d’équilibre devant étre vérifiées quand on
tient compte de loutes ces forces, on peut écrire (n° &)
dp

m:p(P+Q+T),

et pour justifier I'énoncé de la régle il suffit de montrer qu’ona
Q=o0, T=o,

car alors I'équation ci-dessus resterait bien la méme que dans
Péiat d’équilibre, et la variation dp correspondante 4 ds n’au-
rait que la valeur bydrostatique. Or les forces d’inertie tangen-
tielles ont une direction perpendiculaire au plan (8) et par
suite 4 ds; les forces d’inertie centrifuges sont négligeables
puisque I'on suppose les trajectoires sensiblement rectilignes:
doenc en premicr lieu Q est nul. D’un autre c61é le fluide se
composant de filets normaux a (8) peut étre assimilé a un
ensemble de prismes trés-déliés qui glisseraient les uns sur
les autres paraliclement a leurs arétes, c’est-d-dire perpendi-
culairement a (S): on cong¢oit done que Jes forces dues a la
viscosité, opposées aux glissements réciproques, ou encore
aux extensions simples des prismes ¢él¢mentaires, doivent éire
¢galement - normales a (8), ct par conséquent que la projec-
tion T aura une vileur nulle. Les formules de Navier citées
au n° 14 conduisent d'ailleurs au méme résultat, car si 'on
prend 'axe des « suivant la perpendiculaire a (S), les vitesses
composantes v et w doivent constamment s’annuler aux envi-
rons de cette surface : on aurait done

dv  de div drw d*w d?w

~-o, --o, —o0 EN: - —o0, —— —
dx? dy* dz T oda? > ody Cde T

et la résultante des actions de la viscosité deviendrait paral-

lele aux = (*)

(*) Les formules de Navier se déduisent d’une hypothése; d'un autre cdtd,

on peut conserver quelques doutes au sujet de Passimilation que nous admet-
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Donc enfin Q et T sont des quantités nulles, et I'énoncé de
la régle se trouve démontré,

19. Extension des théorémes d’Hydrostatique et d’Hydrody-
ramique ¢ des cas d’'équilibre ou de mouvement relatif, — On
Sait que les questions de mouvement d’un systéme matériel
quelconque, par rapport a un systéme de comparaison mobile,
peuvent sc mettre en équation etse traiter comme s’il s’agis-
sait d'un mouvement abhsolu, pourvu qu’aux forces réelles qui
sollicitent chaque molécule on joigne, pour chaque instant,
deux forces fictives, savoir : 1° la force d’inertie du mouvement
d’entrainement, c’est-a-dire la force égale et contraire a celle
qui donnerait a la molécule 'accélération totale du point géo-
métrique faisant partie du systéme de comparaison et coinci-
dant avec elle a 'instant considéré ; 2° une force dite comnposée
que nous ne définirons pas ici, parce qu’elle disparait dans les
énoncés que nous devons donner.

Quand il est question d’un équilibre relatif, on peutle consi-
dérer comme un cas particulier du mouvement relatif, celui ou
les vitesses relatives des différents points sont constamment
nulles. La seconde force est alors nulle, parce qu’elle contient
la vitesse relative en facteur; et il suffit d’exprimer I'équilibre
entre les forces réelles et les forces d’inertic du mouvement
d’entrainement.

Il suffit également de joindre ces mémes forces d'inertie aux
forces réelles quand on veut appliquer le théoréme de Ber-
noulli & un mouvement relatif; car le théoréme de Bernoulli
est une conséquence du théoréme des forces vives (n°13),
et le travail relatif de Ia seconde force fictive est nul parce
qu'elle a toujours une direction perpendiculaire & la vitesse
relative.

tons entre le fluide et un ensemble de prismes glissant les uns sur les autres.
Ainsi nos raisonnements laissent un peu a désirer sous le rapport de la rigueur,
en ce qui concerne la foree T. C’est un défaut que nous sommes obligé de
reconnaitre; mais ce défaut n'est-il pas dans lu nature des choses, et compren-
drait-on la possibilité de raisonner clairement sur une force, sans avoir au-
cune donnée bien précise sur la loi de son intensité, ni méme sur les circon-

stances qui lui permettent de se développer?
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Dans tout ce qui précéde, on a vu que les équations de
I'Hydrostatique et de 'Hydrodynamique renferment, non pas
les forces appliquées a chaque molécule, mais bien ces forces
rapportées a 'unité de masse ou divisées par la masse qu’elles
sollicitent, ou encore l'accélération correspondante & ces
forces. 8’il est question de I'équilibre relatif d’'un fluide ou
d’'un mouvement relatif permanent auquel on voudrait faire
Papplication du théoréme de Bernoulli, outre les accélérations
correspondantes aux forces réelles, on devra introduire celles
qui seraient égales ct contraires aux accélérations d’'entraine-
ment.

20. Exemples d’équilibre relatif et de mouvement relatif.—
Comme exemple d’équilibre relatif, nous prendrons celui d’un
liquide pesant et homogéne qui demeure en repos par rapport
a un vase animé d’'un mouvement de rotation uniforme autour
d’un axe vertical. Ici I'accélération d’entrainement prise en
sens contraire est l'accélération centrifuge; si nousappelons w
la vitesse angulaire du vase, et que nous imaginions trois axes
de coordonnées rectangulaires, parmi lesquels celui des z
coincidera avec l'axe de rotation, cette accélération sera paral-
léle au plan des zy et aura suivant les axes des x et des » deux
composantes w’x, w'y. Par suite, dans I'équation (2) du n° 4,
il faudra faire

X=u'z, Y=w'y, Z=—g,

cette derniére valeur supposant d’ailleurs que I'axe des z est
ascendant : de ceite maniére on aura

o i gds
dp = pw? (:cdz—+—)(1y— )
La quantité entre parenthéses est une dilférenticlle exacte;
I'équilibre relatif est donc possible dans ce cas, et s'il a effec-
livement licu, les surfaces de niveau seront données par 1'é-
quation générale

zdxr + ydy —

gz _
w?
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ou bien
._ 28%
x* + y*— —— —-const.,
)
équation représentant une série de surfaces de révolution au-
tour de I'axe des z. Chacune d’elles a pour courbe méridienne
une parabole dont l'équation s’obtiendrait en faisant = —o

dans I'équation de la surface, ce qui donne

. 2§

Z t
T — ———— == CONnslt.;
J n? ’

cette courbe est donc une parabole ayant son axc vertical ct
son sommet situé sur I'axe de rotation du vase.

La surface libre sera unec des surfaces de niveau si la pres-
sion y est partout la méme, comme cela est en effet quand le
liquide se trouve en contact avec 'atmosphére,

Sil’'axe derotation était horizontal et coincidait, parexemple,
avec l'axe des x, en appelant encore » la vitesse angulaire du
vase et ¢ le temps écoulé depuis que I'axe des z était vertical
et ascendant, les composantes de g suivant les y el les z se-
raient gsine?, — g cosw!; celles de 'accélération centrifuge
wly, w'z; slors I'équation (2) du n° & deviendrait

dp =pl(0y + gsinwl)dy + (w'z — gcoswt)ds];

ce qui montre P'impossibilité de 1'équilibre relatif, car le mul-
tiplicateur de p dépendant du temps, les surfaces de niveau
qui scraient la conséquence de I'équilibre devraient clles-
mémes varier d'un instant 4 lautre, et par conséquent le
liquide ne peut pas toujours conserver la méme position dans
le vase.

En dernier lieu, nous supposerons qu’on veuille appliquer
le théoréme de Bernoulli & unliquide pesant et homogéne qui
se meut relativement & un systéme tournant uniformément
autour d’un axe vertical, avec une vitesse angulaire w. Prenons
cet axe comme axe des z et le sens descendant comme sens
positif. Pour une molécule située a la distance r de laxe,
I'accélération d’entralnement prise en sens contraire se réduit
a 'accélération centrifuge w*r, et le travail élémentaire de w'r
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considérée comme force a pour valeur w?rdr; le travail pour
un déplacement fini est donc

X
. w’r? + const.

L'équation (14) du n° 13 doit par conséquent se modifier
comme ci-dessous ;

1 \'& wir®
PRy gcosyds — — + —— = consl.
I g 2g 28

En désignant par z, ps, s, Vi, 1o les valeurs particuliéres des

quantités z, p, s, ¥V, r, pour un point de départ situé sur la
méme trajectoire, on pourrait encore écrire

’

(PR el L (PPN
\z Z T —+—gf%‘<pc05/(ls

Vi—VI  w(rr—ri
( - Ly : —+_ . ﬂ):O’
28 29

ce qui montre qu’on tiendrait compte du mouvement des axes
mobiles en ajoutant a la charge réelle un gain de charge fictif
, ‘wi(’ﬂ_).?)

égal 3 ————2%, accroissement de la hauteur due a la vitesse

2g
d’entrainement pendant le parcours s — s, sur la trajectoire re-
lative. 1l est bien enlendu que, dans les deux équations ci-des-
sus, les variables s et V désignent un arc de trajectoire relative
et une vitesse relative; de méme [ ¢ cosyds désigne aussi un
travail relatif.
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CHAPITRE DEUXIEME.

ECOULEMENT PERMANENT D'UN LIQUIDE PESANT ET HOMOGENE

PAR UN ORIFICE PERCE DANS UN RKESERVOIR.

§ I. — Cas ou les effets de la viscosité peuvent étre négligés.

21, Généralités; premiéres indications de Uexpérience sur
les écoulements d'un liquide par orifice en mince paroi. — Un
liquide homogéne s’écoule par une petite ouverture pratiquée
en dessous de son niveau, dans la paroi d’un vase ou réservoir,
et forme une veine jaillissant dans un gaz indéfini qui l'en-
toure complétement sur une certaine longueur. L'écoulement
gst supposé permanent, ce qui exige qu'il y ait toujours la
méme quantité de liquide dans le vase, el par conséquent que
le niveau soit entretenu a une hauteur invariable; pour cels,
le liquide écoulé devra étre remplacé d'une maniére continue,
a moins que le vase n’ait une capacité indéfinie. La paroi n's
qu’'une faible épaisseur sur le périmétre de I'ouverture, de
sorte que celle-ci peut étre considérée comme percée dans
une membrane trés-mince. Enfin, le liquide ne regoit pas
d’autres actions extérieures que celles qui proviennent de la
pesanteur, & part les pressions exercées normalement sur tout
son contour par les corps en conlact,

Dans ces circonstances, en observant d’abord ce qui se passe
a l'intérieur du réservoir, on reconnait que les molécules li-
quides y possédent des vitesses tres-faibles, pour peu qu'on
les prenne a une distance notable de I'orifice, et que celui-ci
soit suffisamment petit par rapport au réservoir. On rend ce
fait sensible aux yeux en introduisant dans le liquide un corps
pulvérulent de densité a peu prés égale qui se méle avec lui
et participe a son mouvement. Une conséquence immédiate
qui en résulte, c’est que la pression dans le réservoir doit va-
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rier a peu prés suivant la loi hydrostatique (n° 18, deuxiéme
régle), et que la surface libre s’écarte peu d’un plan horizon-
tal.

Lorsqu'on observe au contraire la veine qui s’écoule, on
voit ses dimensions transversales diminuer a partir de I'orifice
jusqu’a une section minimum dite section contractée, ou les
molécules arrivent avec des vilesses sensiblement paralléles et
normales au plan de ladite section : cette contraction est due
a ce que les filets affluent de lintérieur vers l'orifice dans
toutes les directions, d’ou résulte une convergence qui ne
cesse pas immeédiatement au dehors. Aprés le passage de la
section contractée, les points matériels liquides décrivent 2
peu prés les mémes paraboles que dans le vide, de sorte qu’ils
supportent une pression constante (n° 18, troisiéme régle)
égale 4 la pression du gaz ambiant.

Soient Q V'aire de la section contractée, A celle de Vorifice:

Q . .
le rapport - a re¢u Ie nom de coefficient de contraction. La

théorie n’a pas encore réussi jusqu’a présent a calculer ce coef-
ficient, sauf dans un cas particulier que nous traiterons par la
suite, et I'Hydraulique expérimentale ne donne a son sujel que
des renseignements assez incomplets. Voici comment les expé-
riences peuvent étre faites. On mesure une scction quelconque
de la veine, en faisant passer celle-ci a travers un bati, par
lequel on supporte une série de tiges métalliques terminées
en pointe et toutes contenues dans le plan de la section qu’il
s'agit de connaitre; on enfonce avec précaution les tiges jus-~
qu'a ce qu'elles affleurent la veine sans y pénétrer, puis on
arréte I'éconlement; les pointes des tiges dessinent alors exac-
tement la section cherchée, qu’on peut relever a loisir. La po-
sition de la section minimum est déterminée par titonnement.
On arrive ainsi 4 trouver Q, et A étant immédiatement connu
par une mesure faite sur le réservoir, on en conclut le rap-

ISZ
port = -

Les expéricnces dont on vient de donner une idée ont ¢été
premiérement cxécutées sur des orifices circulaires, dont les
diametres variaient de o™, 02 4 o™,16. Divers hydrauliciens ont

JI. 28 EpiT. 4
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constaté : 1° que la section contraciée, de forme également cir-
culaire, se trouve a une distance de Vorifice 4 pcu prés égale
au rayon de l'aire Q; 2° que le rapport de ce rayon a celui de
I'aire A est environ 0,79, d’'ou résulterait

Q 0.6
X_(o,';g) = o0,624.

Ainsi, le coefficient de contraclion aurait, dans 1 cas actuel,

5 ] ,

g Au resle, ce n'est
la qu’une moyenne dont les observations peuvent s’écarter un
peu, en plus ou ¢n moins; il est difficile de croire que le rap-

une valeur trés-rapprochée de Ja fraction

Q .
portX est absolument constant et ne dépend en aucune facon

ni durayon de l'orifice, ni de sa situation sur la surfice du ré-

servoir, ni enfin d'aucune des nomhreuses circonstances se-

condaires par lesquelles une expérience différe d’une autre.
Quand I'orifice n’est pas circulaire, on admet encore comme

- Q .
valeur approximative du rapport N le nombre 0,62; mais alors

les erreurs peuvent devenir assez notables. En 1827, M. Pon-
celet et Leshros ont fait le relevé d’une veine d’eau qui s’écou-
lait par un orifice carré de o™, 20 de cH1é, avant son centre
a 1™,68 au-dessous du niveau du réservoir, et ils ont obtenu

2 = 0,536; a la vérité, M. Lesbros ayant repris la méme expé-
rience quelques aunées plus tard, avec toutes les précautions
possibles pour c¢n assurer l'exactitude, a trouvé %:0,58;
mais ce dernier nombre, quoiquc plus rapproché de la
moyenne o, 62, s’en €carte encore de 715 de sa valeur. Dans une
autre expérience du méme obscrvateur le rapport en question

a 616 o,64.

Les orifices pulyzonaux donnent licu & un phénomeéne curieux connu
sons le nom d'inversion de la weine, dont nous dirons seulement quelques
mots, parce que son étude ne pourrait fournir, dans Pétat actuel des
choses, aucune indication b'en utile pour 'Hydraulique pratique. Si I'ori-
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fice est un carré, la veine se transforme & une certaine distance et prend
une autre section encore sensiblement carrée, mais dont les cotés font
des angles de 45 degrés avec ceux de I'orifice. Par exemple, MM. Poncelet
et Lesbros, dans I'expérience citée ci-dessus, ont produit une veine dont
la fig. 6 représents trois profils consécutifs; les coupes ACGE, abedefgh,
ab'c'd’e'f'g'k' sont faites respective-
ment aux distances o™,00, o™, 15, o™, 30

de I'ouverture; la derniére donne la sec-
tion minimum. Avee un orifice en forme
de pentagone régulier, Bidone a obtenu
pour section contractée une étoile & cing
branches, dont les pointes correspon-
daient aux milieux des cdtés du pen-
tagone primilif. Enfin des mesures prises
par M. Lesbros sur une veine jaillissaut
par une fente rectangulaire verticale, de
o™60 de hauteur sur o™,02 de largeur,
ont dormé les figures suivantes ( fig. 7) pour sections transversales, aux

Fig. 7.
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distances 0™,00, 0™,10, 0,30, 0™,70, 1" 10 de Vorigine. Les cotes sont
exprimées en millimétres.

Dans la pratique des ingénicurs, la quantité qu'on a le plus
ordinairement besoin de connaitre ou de calculer & priori, d'a-

4.
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prés certaines données, c’est la dépense : on nomme ainsile
volume liquide Q écoulé dans chaque unité de temps, volume
qui est canstamment Ie méme, puisque la permanence existe,
et que le phénoméne étudié ne varie pas, a quelque instant
quon I'observe. Mais avant de consulter 'expérience a ce su-
jet, il convient de voir ce que la théorie pourra nous ap-
prendre.

Si nous nommons @ un élément superficicl de la section con-
tractée , et V la vitesse de la molécule qui traverse cet élé-
ment, dans un temps infiniment petit d¢, il sortira par @ un
cylindre de liquide ayuant la section w, la bauteur Vd¢, et par
conséquent le volume oV dt. Le volume total écoulé dans le
temps dt s’exprimera done par di2eV, 2 étant une somme
élendue 4 tous les éléments w; or la permanence [ait que le
méme volume s’écoule dans des temps égaux : donc

dtZwV:Q::dt:n,
el, par suite,
Q=2%2wnV.

Cherchons done en premier lieu la vitesse V.

22, Vitesse de [’écoulement, — La vitesse V se détermine
sans peinc au moyen du théoréme de Bernoulli (n°15),si1'on
admet d’avance (sauf vérification par I'expérience ) que la vis-
cosité est négligeable, Appliquons en effet ce théoréme 4 une
molécule en prenant son point de départ initial dans le réser-
voir, lorsqu’elle n’a pas encore de vitesse sensible (n° 21), et
pour position finale celle de I'élément w dans la section con-
tractée. Nommons

/i la charge entre les deux positions considérées de la molé-
cule;

{ la perte de charge correspondante, que nous supposons
trés-petite ;

z la hauteur verticale de 1'¢lément o au-dessous du niveau
du liquide dans le réservoir;

p la pression par unité de surface sur ce niveau;

J’ la pression du gaz qui entoure la veine;

I le poids de I'unité de volume du liquide.
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La vitesse initiale étant nulle ou négligeable, ainsi que 2, le
théoréeme de Rernoulli donne

\72

28

:/l;

or le nivesu piézomdétrique, pour la position initiale, s’¢léve

ala haumur% au-dessus de celui du réservolir, puisque dans

celui-ci Ja pression varie suivant la loi hydrostatique (n° 21 );
pour la position finale, la colonne pi¢zométrique a seulement

’
la hauleur% : donc on a

et, en substituant dans équation précédente,

v — =z + P—,U
2g o

o P—P
V—\/2 Z + I )7

relation qui détermine I'inconnue V. On I'énonce en disant que
la hauteur due ala vitesse dans un élément de la section con-
p—p
11
nairement le mot charge indique (n° 15) une différence de ni-
veau entre les colonnes pié¢zométriques de deux points; mais
les colonnes piézométriques pour tous les points du bassin s’é-
levant toutes a la méme hauteur, pourva qu’on se place asscz
loin de l'orifice, le point de départ est ici indifférent.

ou bien encore

tractée est égale & la charge z + sur cet élément. Ordi-

Quand la veine et la surface supérieure du liquide dans le
bassin sont entourées d’'une méme atmosphére gazeuse, on a
irés-approximativement p = p’, et V se réduitd v2 gz.

La valeur de la vitesse fournie par I'équation (1) se vérifie a
peu prés par l'expérience, quand il s'agit d’'un écoulement
d’ean. Diverses observations de Bossut et Michelotti, faites sur
des veines qui sortaient par des orifices circulaires de petit dia-
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métre (o™,027 environ ), avec une charge n’excédant pas 7,1,
montrent que le rapport n de la vitesse réelle a la vitesse cal-
culée est compris entre 0,97 et 1,00. La petite errcur en plus
que nous constatons ici s’explique trés-bien par existence de
la viscosité, dontl nous avons négligé l'effet; car nous aurions
di écrire

Vn
=kt
28
et comme I'expérience donne
—_—
V=ny2gh,

on en conclut sans peine, par I'élimination de V,
t=Mh{1— n?).

La viscosité consommerait done, d’aprés cette explication,
la fraction 1 — n? (soit de o & v,06) de la charge.

Muis il est probable que le calcul de I'équation (1) contient
d’autres inexactitudes que celle qui cousiste a négliger la vis-
cosité. En effct, dans 'expérience citée plus haut (ne 21), &
propos de I'inversion d’une veine sortant par un orifice carré
de o™, 20 de c61é, M. Lesbros a reconnu que le nombre r excé-
dait I'unité de 0,04 environ. Or on ne peut vraisemblablement
supposer que la viscosité produise un travail positif et par suite
un gain de charge ; quoique nous ne puissions pas nous rendre
un compte exact el détaillé des effets de cette cause, nous pré-
férons croire que son travail est toujours résistant, comme
celui du frottement dans un systéme composé de corps solides,
mais que la perte de charge correspondante est compensée
quelquefois par d’autres circonstances secondaires que Ia
théorie laisse de coté, comme, par exemple, I'existence dans
le réservoir d’une vitesse sensible qui trouble la loi hydrosta-
tique des pressions, le défaut de permanence du mouve-
ment, ete.

Quoi qu’il en soit, l'erreur a craindre sur la vitesse, dans
le cas de charges modérées, étant limitée a 3 ou 4 centiémes,
on doit regarder le probléme de sa détermination comme
résolu d’'une maniére satisfaisante. Quant aux vitesses qui se
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produiraient avec des charges excédant beaucoup la limite de
7 métres, nous ne connaissons aucune observation qui puisse
nous faire savoir jusqu’a quel pointla formule (1) les donnerait
exactement ().

La vérification expérimentale de cette formule suppose qu'on sache
mesurer la vitesse avec laquelle les filets traversent la section contractlée.
Pour cela, on peut emplover deux moyens. D’abord il est possible de re-
cueillir et d’évaluer par une cubature le volume Q dépensé dans I'unité
de temps, et de relever le dessin sxact de la veine, pour en déduire
Paire Q. ou 2o de la section contractée; cela fait, on aura, comme on

I'a vu au n°® 21,
Q = Emv,

et &i P'on divise "'une par I'autre les quantités connues Q et 2o, le quo-

. SwV . .

tient > donnera la vitesse moyenne dans cette section. Un second
4]

moyen consisterait & observer 'amplitude du jet dans la portion ol les
moléeules décrivent des paraboles : nommant x la longueur parcourue
dans la direction de la vitesse initiale V, y I'abaisserent vertical corres-
pondant au-dessous de cette ligne, ¢ le temps employé & le décrire, on
sait qu'on a

1
.Z‘:Vl, J’:;gt’,

V = V*gf'
2y

Ainsi le calcul de V pourrait s'effectuer en mesurant les deux lon-
gueurs .x ct y.

d'ou T'on tire

23. Calcul théorique de la dépense, en supposant connue la
section contractée. — Si I'on admet que Ia formule (1) donne
avec une exactitude suffisante la vitesse en tout point de la
section contractée, et que celle-ci soit définie quant a la forme
et & I'étendue, il deviendra facile de procéder au calcul de la
quantité eV, qui exprime la dépense (n° 21). D’abord il peut

_ ’
se faire que les charges z E—Hl n’'aient entre elles que de

(") I existe des réservoirs dont l'ean s’écoule sous des charges pouvant aller
jusqu’a 50 métres, 11 serait & désirer qu'on en profitait pour vérifier la for-

mule (1) avec des charges plus fortes que celles des expériences connues.
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faibles différences relativement a leur valeur moyenne : alors
la vitesse serait sensiblement constante pour tous les points,

etégale & \/zg <z. + L?IL) »enappelant z, 'ordonnée z du

centre de gravité de la section contractée. Donc on aurait

(2) QZSl\/zg(z,+/)_YI]1).

Quand la hauteur verticale de la section contractée n’est pas
petite en eomparaison de la charge sur son eentre de gravité,
les vitesses que la formule (1) attribue aux divers filets liquides
ne sont plus rapprochées de 1'égalité; il semble alors néces-
saire, au premier abord, d’effectuer par le calcul intégral la
sommation des produits de chaque élément superficiel w parla
vitesse V qui lui correspond. Mais nous allons montrer par
deux exemples que cette maniére de procéder est inutile, et
qu’on peut encore s’en tenir a la formule (2).

Le premier exemple sera celui d'une section contractée rectangulaire
ayant deux cotés horizontaux de longueur / et deux autres verticaux de
longueur a. Appclons H la charge sur le bord supérieur et H +yla
charge sur un point quelconque, y étant variable de o 4 4. Le volume
dépensé par unc tranche horizontale infiniment minee /¢y de la section
contractée aura pour valeur Zdvy/2g (1L 4 y); la dépense cherchie Q

a
g’exprimera donc par l'intégrale déﬁnief Idyy/ag (H=+y7), et Pon po-

Q
sera

a I 3 3
Q;/(z};‘f dj\/ll—}—j:%Z/zg‘[(ﬂ—*—a)"——ll‘].
(8] -

Or, si la dépense avait été calculée comme dans le cas d'une section de
petite hauteur, la formule (2) aurait donné

Q= la \/2g (H+§>ﬁ;

le rapport des deux résultats sera donc

(H4-a) —1

a <H+ g)

3 3
2 i

2
3

nj=—
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Voici la valeur numérique de cette expression pour diverses valenrs du

apport il H
rapp il :

“+a
Rapport H 2 0,4 0,6 8
ppo Hya " ©° 0, , , o, 1,0
Rapport des deux
dépenses....... 0,943 0,979 0,992 0,997 0,999 1,000 (*).

Comme on le voit, I'éeart relatif entre la formule (2) et le résultat de
Iintégration n’atieint jamais 6 cenliemes, et méme il scrait beaucoup
en dessous pourvu que H fut seulement le quart de la hauteur «, car

alors

serait égal 4 o,2, et la limite de 6 centiemes s’abaisserait
H+a b=} 4

a 2. Ajoutons que dans le cas d'une petite valeur de g les deux expres-

sions de la dépense ne mériteraient pas plus de confiance l'une que
I'autre; car le calcul indiquant une vitesse beaucoup plus petite pour le
bord suptrieur que pour le bord inférieur de la veine, il est impossible
d’admettre que les différents filets liquides ne se contrarient pas dans
leur mouvement; et la supposition ci-dessus énoncée (n°21) d'un jet
parabolique avec une pression constamment €gale 4 celle du gaz ambiant
devient une pure fiction. Donc la formule {2) est aussi bonne que celle
obtenue par Vintégration : quand leur emploi est justifié par les circon-
stances physiques de I'écoulement, elles donnent des résultats trés-sen-
siblement égaux; quand elles divergent un peu, il faut les considérer

. 0 . . .
(*) Ce rapport se présente sous la forme — quand « est infiniment petit rela-
8
tivement 4 H, ce qui donne
H .
Hta
mais alors on a d’aprés la formule du bindme, en négligeant les infiniment

petits d’ordre supcérieur au premicer,

1
(H+a)*=H §a[{’ B
2

a : . ) N B . . : .
d’ailleurs 1a quantité a (H -+ :) simplifiée de meme se reduit & aH*; donce i

la limiite, pour @ = o0, on pourra écrire

k] 3
2 (H-{ a)”—H' 23l

El
43 (H—q-g)
7‘;

3
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toutes deux comme défectueuses, attendu qu'elles reposent alors sur pn

hypothése trop inexacte.

Nous prendrons pour second exemple celui d’'une veine a section cir
culaire ayant un diamétre contracté «. Appelant / la longueur variabl
d’'une tranche horizontale de la section contractée, et conservant le
autres notations du premier exemple, nous aurons encore

a - ——— .
Q :f Ly vVag (H+y);
0

mais ici / n’est plus constant, c’est une variable liée & y par la relation

I, 1 2
- /? —a — — g%
7 +(2 a _y) 411

Pour effectuer Iintégration, on posera

I
y=1a(i—cosy),

d’ott résulte
! = asingy,

dy = é asing dy,
I T -
Q:Ea"/g,—rf sin’y doy/2H + 2 — acoso;
(o]

”
ou encore, en posant & —= —————
’ P 2+«

./ AN (T T oo sin?
OQ=-=n \/ ag II-+—; V1 — kcosg.sin’odp,
0

La dépense calculée par la formule (2) serait
S (e 3.
Q:Zwa \/2g <H+7>,
le rapport des deux résultats s’exprime donc ici par
2 [°7 .
- f V1 — & cosg.sin’y dy.
T Jo

On pourrait aisément le développer en série ordonnée suivant les puis-
sances ascendantes de 4 (*); mais il nous suffira d'en chercher les va-

N~

(*) Celte série aurait pour ses premiers termes

T /(‘_»105
32 1024 02030

] — —

et pour terme général
1.0.3.5...(4i—3)

1
2.4.6.8.. .41 4.
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leurs limites correspondantes 8 A — o et A =1. Si I'on a & = o, le rap-

. A A
port en question se réduit a - f sin“ydg. Or
T Jo

o T 1 .
fsm"f'l‘?: 5 ¢ Singcosy,

2

[T
sin“gdy = — =,
A 2

, 2 7 o
donc le rapport des deux dépenses calculées est =- ~ ou 'unité, comme
™

. a
on devail s'y attendre, car >H 2 ne peul pas s’annuler sans que a

devienne infiniment petit par rapport & H, et alors on retombe dans le
cas d'une section contractée de trés-petite hauteur. Si 4 était égal 4 1,
ce qui supposerait H = o, il faudrait calculer

2 (T, e
—f Vi—cosg.sin’y do,
T Jo

G . I ¢
soit, & cause de la relation 1 — cosy = 2 sin’ 5 ®

2v2 T 1 .,
— sin — g sin’p dop,
7 Jo 2 !

. 1
ou bien encore, en posant — » = €,
2

s
16 v/ 2
—‘/;f sin®6 cos?€ (/6.
T Jo

Or on a
fsinaé c08%6 d§ ;fsinﬁdﬁ cos’f (1_ COSHJ)
.
:fCOSZC sinG 6 —~/ cos'6 siné db
! cos?6 - Lo '8
- C c0sE-
3 5 (08703
par suite
5T
2 I 1
/ §in*€ cos™E b = o — > = 2,
v 0 3 5 15
et le rapport cherché
bis
162 7, 32 /5
py2 Sin*f cos*6df — "2 V2 _ 0,g960.
g o 157 ?
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La limite de Perreur relative commise en substituant la formule (2) au
résultat de I'intégration ne serait plus ici que do 4 centiémes; les con-
clusions données apres le premier exemple subsistent donc & fortiori, et
par induction nous admettrons qu’elles se vérificraient aussi pour d'autres
figures que le rectangle et le cercle.

Ainsi donc, en définitive, le calcul de ladépense d'un ori-
fice en mince paroi se réduirait a multiplier I'aire Q de la sec-
tion contractée par la vitesse du filet central, saufle cas excep-
tionnel d’une faible charge sur la partie supérieure de la veine.
La section contractée n’étant pas ordinairement une donnée
immeédiate de la question, on introduirait approximativement,

au licu de z, dans Ia valeur \/2g<zl + 1%{/1) de la vitesse

qui anime le filet central, 'ordonnée analogue pour Iorifice
lui-méme. Quant & I'aire Q, on la déduirait de 'aire A de 'ori-
fice en prenant (n°21) Q —o,62A.

Si 'on réfléchit un peu sur la mani¢re dont nous sommes
arrivé a la regle qui vient d’éire exprimée, on voit quc prati-
quement le calcul de la dépense présenterait des incertitudes
assez graves. On serait exposé a commetire de petites er-
reurs, 1° sur l'ordonnée z,, 2° sur la vitesse du filet central,
3o sur l'aire Q, ces quantités ne pouvant éire obtenues qu'a-
vec une approximation plus ou moins satisfaisante : toutes ces
erreurs, en se comhinant, pourraient fausser le résultat final.
Aussi les hydrauliciens préférent-ils employer un autre pro-
cédé, dans lequel on emprunte aux considérations théoriques
sculement la forme de I'expression de la dépense, en se ré-
servant de déterminer expérimentalement un coefficient qui
corrige en bloc toutes les inexactitudes dont nous avons parlé.

2h. Caleul pratique de la dépense par un orifice en mince
paroi. — Soient z, 'ordonnée du centre de gravité de Porifice
relalivement au niveau supéricur du liquide, U la vilesse
moyenne dans la section contractée, ¢’est-d-dire la quantité qui,
multipliée par son aire Q, donne la dépense; les autres nota-
tions resterontles mémes que dans les articles précédents. On

sait (n** 22 et 23) que U différe peu de \/z g<zz + /J__;Ip );
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on sait de plus que Q est avec A dans un rapport sensiblement
constant. On doit donc poser

(3) | Q=mA \/2g<zl+P—EE>a

m étant un coefficient numérique donné par U'expérience pour
chaque cas particulier qui peut se présenter. Ce coefficient

représente principalement 'effet de la contraction, mais il
n’est cependant pas identique avec le coefficient de contrac-
tion; en effet, QU exprimant aussi la dépense, on a

QU= mA \/2g<z=+[)——Tp'>'

U .

== —— - — =
A '
P=—P
Voslo i)
Le nombre m est donc le produit du coefficient de contraction
par le nombre, peu éloigné de 'unité, qui doit multiplier

d'ou résulte

I'expression \/23‘(2; + L Tlp ) pour qu’elle deviennc égale

a la vitesse moyenne U dans la section contractée.

Le nombre m s’appelle coefficient de dépense; dans le lan-
gage et dans l'usage on le confond trés-souvent avec le coef-
ficienl de contraction, ce qui a pratiquement peu d’impor-
tance.

Quand l'orifice cst circulaire, et que son diametre varie de
o™,02 a o™,16, un grand nombre d’expériences faites, il est
vrai, sous des charges inférieures a 6™,80 (*) concordent assez
bien pour faire attribuer au coefficient de dépense la valeur
0,62. On aurait donc dans ce cas

Q—=0,62A \/2g<27+}7_?#>'

Quand l'orifice présente une autre forme, la valeur m —o,62

(*) ¥oir le Traité d’Hydrauligue, de d’Aubuisson, p. 28 de la 178 édition.
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ne peut plus étre conservée que comme une moyenne ap-
proximative. MM. Poncelet et Lesbros ont entrepris ensemble,
et le dernier a plus tard continué seul, des expériences trés-
multipliées au sujet des écoulements par orifices rectangu-
laires ; voici les principales conclusions qui en ressortent pour
les orifices en mince paroi débouchant librement dans I'air :

1° Le coefficient de dépense dépend du plus petit intervalle
qui sépare les hords opposés de l'orifice, et reste le méme,
toutes choses égales d’ailleurs, quelle que soit 'autre dimen-
sion, pourvu qu’elle n’excéde pas vingt fois la premiére;

2° Les orifices pratiqués dans une paroi ¢paisse donnent,
toutes choses égalesd’ailleurs, les mémes résultats que ceux en
mince paroi, lorsque la veine se détache de tout leur pourtour
et que leurs quatre cs‘nés sont dans un méme plan vertical ;
cetie derniére condition est essentielle; dans un cas ou le
bord supérieur de lorifice était formé par une vanne faisant
saillie de o™, 05 sur le plan des trois autres cdtés, M. Lesbros
a constaté, comparativement aux orifices pratiqués dans un
méme plan vertical, des augmentations relatives de dépense
variables de 0,02 4 0,06;

3¢ La disposition des parois el du fond du réservoir n’a au-
cune influence appréciable sur la dépense, quand I'orifice en
est suffisamment loin; mais I'influence commence a se faire
sentir quand la distance des parois ou du fond au bord corres-
pondant de l'orifice est réduite & 2,7 fois la largeur de celui-ci.

Nous donnons a la fin du Cours une table extraite de celle
de M. Lesbros (*), ot sont consignés les coefficients de d¢-
pense applicables a divers orifices rectangulaires en mince
paroidébouchant librement dans 'air et entiérement isolésdes
parois ou du fond. Mais comme cette table convient encore a
d’autres cas d’écoulement qui nous restent a passer en revue,
nous renvoyons plus loin (n°31)les explications sur son usage.

Les anciens auteurs, faisant abstraction de 1'obliquité des
filets liquides dans leur passage a travers le plan de Iorifice,

*) Expériences hydrauliques sur les lois de 'écoulement de I'eau, ctc., par
M. Lesbros, colonel du genic. (Extrait du tome XIUI des Mémoires presentés par
divers savants & {' Académie des Sciences de Paris. Prix de Mécanique de 1830.)
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admettaient que la théorie devait donner pour expression de la
dépense A \/2g <z, + P?%’) et en conséquence ils appe-
laient cette quantité dépense théorique. Cette expression s’est
conservée quoiqu’il n’y ait pas besoin d’une théorie bien avan-
cée pour reconnaltre que la dépense est en réalité plus faible.
Eneffet, indépendamment de I'obliquité des filets sur le plan
deTorifice, il y a dans ce plan et vers le milicu de la veine une
pression plus forte que celle du gaz ambiant, ce qui doit dimi-
nuer la vitesse, puisque, dans la formule (1) du n° 22, p’ doit
recevoir une valeur plus forte. L’excés de pression dont il
s'agit est di a la courbure des filets, qui tournent leur con-
vexité vers I'axe de la veine, en sorte que les forces d’inertie
centrifuges sont aussi dirigées vers le méme axe; il en césulte
que dans un méme plan horizontal les pressions du liguide
vont en augmentant depuis les bords de la veine jusque vers
son milieu (n°® 16 ).

Navier a essayé de tenir compte approximativement, par le calcul, de
l'obliquité des filets. Attribuant sans doute peu d’importance aux varia-
tions de pression produites par les forces centrifuges, il supposait que
tous les filets traversent le plan de l'ouverture avec une méme vitesse U,

a0 r )
sensiblement égale & la valeur \/o.g (Z_, +1

F

T >, qui convient un

peu plus loin, dans la section contractée. Il admettait, en oulre, que leur
inclinaison varie uniformément depuis zéro jusqu’a l'angle droit. Si g
désigne cette inclinaison pour un filet occupant l'élément « de la surface A,
le volume dépensé par « dans l'unité de temps sera un prisme oblique
avant « pour base, U pour longueur d’arétes et «Usiny pour volume.
Donc on aura, en faisant la somme des dépenses élémentaires,

Q = U2« Sin'/.

Cela posé, imaginons que tous les éléments « soient égaux et en nombre
infini; nous pouvons partager ungle droit en un nombre pareil de frac-
tions égales ayant pour valeur commune v, et alors chaque ligne de di-
vision donnera l'inclinaison 7, correspondante a un ¢lément 2. De cette
maniére, nous aurons bien exprimé la répartition uniforme des inclinai-
sons. Or il en résulte immédialement

o ady
R

A T
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et par suite

T
N 2
Q=- AUf sinydy,
w o
T
2

ou bicn, A cause def sinydy =1 et de —Z: 0,637,

0
Q = 0.0374U = 08374 | fug (5, + 52,

résullat assez rapproché de la vérité, bien qu’on I'ait déduit d’un raison-
nement trés-peu rigoureux.

23. Ecoulement par ajutage rentrant. — Ce cas est cité ici a cause de
son intérét théorique, plutdt que pour les applications qu'il serait pos-
sible d’en faire. L'orifice par lequel Je liquide s'écoule, au lieu d'étre en

Fig. 8. mince paroi, se présente sous la forme

: d’un cylindre pénétrant & Il'intérieur du

e vase, comme lindique la fig. 8. Ce cy-
lindre doit étre mince et avoir une lon-

2
[

oL

gueur comprise dans de justes limiles; car
s'il était trop court, son influence tendrait

A g’annuler; ¢’il était trop long, sa parol
intérieure serait mouillée, ce que nous ne
supposerons pas dans Panalyse qui va sui-
vre; on peut prendre une longucur & peu

prés égale au diawetre.

Dans ces circonstances, il est remarquable quon arrive 4 déterminer
théoriquement le coeflicient de contraction, tandis que lorifice étant en
mince paroi, nous ne pouvions trouver que la vitesse. Pour lec montrer,
appliquons au liquide compris eotre le niveau CD du vase et la section
contractée cd de la veine, le théoréme général des quantités de mouvement
et des impulsions projetées. L'accroissement de la quantité de mouvement
de ce systéme matéricl pcndant un temps trés-court €, en projection sur
Vaxe du cylindre, que nous supposerons horizontal pour fixer les idées,
sera égale & la quantité de mouvement de la tranche liquide cde'd’ qui
dans ce temps est sortie par la section cd. En effet, si le systéme maté-
riel CDed est arrivé, au bout du temps 9, en C'D'e'd’, & cause de la per-
manence (n°414) la quantité de mouvement de la partie intermédiaire C'D'ed
scra la méme dans les deux positions du systéme; donc pour avoir l'ac-
croissement en projection sur 'horizontale, on devrait calculer la quantité
de mouvement projetée de la tranche ede’dd’ et celle de la tranche CDC'D),
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puis retrancher la seconde de la premiére. Or celle-ci se projetle en
vraie grandeur, puisque I'axe de projection est parallele a la vitesse U de
sortie; la seconde est négligeable, d'abord parce que la vitesse des mo-
lécules comprises dans CDC'D’ est & peu prés perpendiculaire a l'axe, et
aussi parce que cette tranche, de méme masse que cdc'd’, ne posséde
qu'unc vitesse assez petite relativement & U. (L’égalité des masses CDC'D’,
cdc'd’ est une conséquence immédiate de I'incompressihilité du liquide ;
lc volume CDed devant rester invariable pendant son déplacement, on a
CDed = €'D'c’d', ce qui, en retranchant la partie commune C'D'ed,
donne 1'égalité des tranches extrémes.) Ainsi, en appelant II le poids du

métre cube du liquide, Q laire de la section ¢, U4 sera la longueur cc’,
U6 le volume et g QU0 la masse de la tranche edec'd’; donc le systéme
matériel CDed aur: gagné dans le temps 8 une quantité de mouvement
projetée sur I'horizontale, qui s'exprimera par 2 atu2s.

b

Calculons maintenant la somme des impulsions des forces extérieures
projetées aussi sur l'axe de I'ajutage. Ces forces sont : 1° la pesanleur,
dont l'impulsion projetée est nulle; 2° les pressions que le liquide recoit
sur son contour, tan! de la part des gaz ambiants que de ses parois. Or
la pression sur le niveau CD dunne une force verticale qui disparait en
projection, comme la pesanteur; la pression du gaz qui s’exerce sur le
contour extérieur de la veine et se transmet a Ja surface ed, dans I'hypo-
thése du jet parabolique (n° 48, 3¢ régle), donne une résultante égale &
la pression que le méme gaz exercerait sur la surface plang AB (n° 7);
p 6lant la pression du gaz par metre carré et A I'aire AB, cette force a
pour valeur absolue p'A, et son impulsion projetée est — p’Af. Il ne reste
plus qu'a composer toutes les pressions exercées par les parois du vase
sur le fluide, lesquelles varient suivant la loi hydrostatique, parce que
les vitesses sont trés-petites tout le long des parois. A cet effet, on ima-
ginera ce vase décomposé en une série de tranches horizontales : sur
chacune de ces tranches, tant qu'elles offriront un contour fermé, la ré-
sultante des pressions sera nulle dans le sens horizontal; or toutes les
tranches seraient fermées si I'on remplacait 'aire AB par une paroi qui
supprimerail I'écoulement ; donc la pression résultante projetée sur 'ho-
rizontale sera ¢gale a la pression hydrostatique supportée par l'aire AB
ou A dans cette hypothése. Donc, si 'on nomme p la pression par metre
carré sur CD, et z, la hauteur du liquide au-dessus du centre de gravité de
la surface AB, cette composante horizontale aura pour valeur { p--11z,) A
et produira l'impulsion (p + Mz,) Af, puisqu’elle est dirigée suivant
l'axe de la veine.

Cela posé, l'application du théoréme général des quantités de mouve-

1I. 2® Eoit. 5
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ment et des impulsions projetées donnera I'équation
m .. , .
P QU8 = — p'Ab 4 (p+1iz,) A9,

soit, en divisant par 11Q0,

v A/ p—p
woa (o)

D'un autre cGté, tout ce qui a été dit plus haut sur la détermination de la
vitesse s'applique encore ici; le centre de gravité de la section contractés
se trouvant a trés-peu prés sur la méme horizontale que celui de Vorifice,
ona

U p—p

ag =TT

A X .
Donc le rapport o ot égal 4 a2, et par conséquent le coefficient de con-

traction doit étre E ou 0,50. Ce résultat a été veérifié par une expérience

de Borda.

1l est naturel de se demander pourquoi la présence d’un ajutage ren-
trant est nécessaire pour justifier la théorie précédente, et pourquoi cetle
théarie ne s'appliquerait plus si I'on prenait un orifice en mince paroi.Cest
ce dont on se rendra compte en remarquant que nous avons admis plus
haut la loi hydrostatique comme celle des pressions le long des parois du
vase. Cela est permis dans le cas de I'ajutage rentrant tel que nous 'avons
défini, parce que toutes les molécules en contact avee les parois du vase
proprement dit sont encore a une distance notable de leur point de
sortie, et que, par suite, elles ont pcu de vitesse. Mais il n'en est plus
de méme quand l'ajutage est supprimé, et tout & 'entour de lorifice il
existe alors une zone ou les molécules en contact avec la paroi du vase
ont déja une vitesse sensible, ce qui modifie la loi hydrostatique. Si l'on
veut savoir dans quel sens, on se rappellera que, conformément au théo-
reme de Bernoulli (n® 15), le niveau piézométrique restant constant au
point de départ d'une molécule, ainsi que sa vitesse initiale, la vitesse
en un autre point sera d’autant plus forte, que le nivcau pi¢zométrique
y sera plus bas, et réciproquement. Ainsi la zone dont nous avons parle
aura des pressions moins fortes sans 'ajutage qu'avec L'ajutage. Et comme
ces pressions s'exercent de la part du vase sur le liquide en sens con-
traire de la vitesse U, la résultante totale des pressions dans le sens méme
de cette vitesse éprouverait une augmentation. On aurait donc l'inégalité

0 A p—p
bT = o (2.1 + i ) '
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p—p
il

. . . U . A
ui, combinée avec la relation — = z, + » donnerzit — < 2 ou
q bl 2 2 Q
o
b

R | . N oA
bien X> —; ce qui en effet est conforme a I'expérience,
2

Les mémes considératinns montrent ¢galement que ’ajutage doit étre
mince, sans quoi les pressions supportées par sa surface donneraient en
projection horizontale une résultante difficile 4 évaluer.

96. Ecoulement par des orifices parfailement évasés en
dedans.— L’orifice AB{ fig. 9), dont V'aire a é1¢ désignéepar A

Fig. o.

ARTETTTEETRY

aux n* 24 et suivants, peut étre préeédé d'un évasement, ainsi
que le représente la figure. Si le conduit ABA’ B’ recoit a peu
prés la forme et les dimensions d’'une veine contractée, les
choses se passeront comme si A’B’ était un orifice en mince
paroi, sauf la faible influence retardatrice du conduit. Daus ce
cas la section de Uorifice AB devienten méme temps la section
contractée de la veine, de sorte que la dépense Q différe peu

™

du produit A \/2 g (z, -+ %ﬂ) de I'aire A parla vitesse due

a la charge sur le centre de Porifice. L’écart relatif ne doit pro-
bablement atteindre qu’une valeur de gquelques centiémes; et
en effet, dans diverses expériences de Michelotti et de d’Au-
buisson (dont quelques-unes exécutées sur une assez grande

’

échelle), le rapport Q: A \/2g<zz+p;ip > » ou le coeffi-

cient de dépense, a été trouvé voisin de o,980.
Cependant, comme il est difficile en pratique de réaliser bien
complétement la forme d’'une veine contractée, dans I'dvase-

ment ABA’B’, nous pensons qu'il sera prudent de compter en

5.
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général sur une réduction un peu plus forte, de 5 a 6 cen-
tiémes, par exemple.

27. Ecoulement par des orifices imparfaitement évasés. —
L’orifice peut étre plus ou moins bien évasé, de maniére a ob-
tenir une dépense toindre qu’avec la disposition du n° 26,
mais plus considérable que celle de Vorifice en mince paroi, Le
coefficient de la dépense, c’est-a-dire le rapport de la dépense

effective a la quantité A\/zg(z, + P_;[_P> » varierait alors

de 0,62 d 1,00.
Par exemple, si une ouverture rectangulaire AB ( fig. 10 est
Fig. 10. établie en mince paroi, on augmen-
tera sa dépense au moyen d'une
plaque BC qui prolongerait un de
ses cotés vers Uintérieur du liquide;
on concoit, en effet, que les filels
liquides qui glisseront sur le plan
BC arriveront a leur point de sortie
avec des vitesses normales a AB,
AT ce qui diminuera la contraction de
la veine. Suivant qu’une portion plus ou moins forte de
I'orifice est ainsi prolongée au dedans, le coefficient de la dé-
pense peut varier de 0,62 & 0,73 environ. D'aprés Bidone,
quand 'orifice est rectangulaire, on aurait pour déterminer lu
valeur de ce coefficient, la formule

J \

m ::0,62 (l +0,152 F),

. /

dans laquelle P désigne le périmétre de Porifice, et N la lon-
gueur de la partie prolongée iniérieurement. On comprend

d'ailleurs que F ne peut pas trop se rapprocher de I'unité; car

i cette limite 'ensemble des plans BC formerait un ajutage
intérieur, ce qui changerait la loi de I'écoulement. On tom-
berait alors soit dans le cas traité au n° 25, soit dans un autre
qui sera examiné plus loin, suivant que cet ajutage serait plus
ou moins long.
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M. Lesbros, dont nous avons déja cité les expériences sur
les écoulements par orifices rectangulaires en mince paroi dé-
"bouchant librement dans I'air, et complétement isolés du fond
et des parois latérales du réservoir, en a également fait un
grand nombre avec des dispositions analogues & celles dont il
s'agit ici, 'orifice restant rectangulaire. La Table II fait con-
naitre en partie les résultats qu'il a obtenus et qui ne sont pas
parfaitement d’accord avec la formule ci-dessus : cette for-
mule, déduite seulement de quelques observations, ne meérite
donc pas une entiere confiance. Sans proposer de la remplacer
par une autre plus ou moins analogue, M. Lesbros s'est borné
a énoncer la proposition suivante :

« Le coefficient de dépense augmente, non en raison du nom-
bre des cotés de lorifice sur lesquels la contraction est suppri-
mcée, mais en raison de la fraction du périmétre total sur la-
quelle cette suppression a lieu; toutes choses égales d’ailleurs,
'augmentation est plus forte quand la base est au nombre des
¢0tés privés de contraction que lorsqu’elle en est exclue. »

98, Ecoulement par un orifice évasé iniérieurement, suivi
d'un canal découvert de méme section. — On suppose un ori-
fice AB, évasé vers l'intérieur, comme lindique la fig. r1;
puis, & la suile, un canal de faible pente, découvert a sa partie
supérieure, dans lequel les filets liquides conservent un mou-

Fig 11. vement sensiblement recti-
ligne et uniforme aprés leur
sortie. Avec cette disposi-
tion, la pression dans la veine
liquide n’est plus constante
et égale 4 la pression atmo-
i . sphérique; mais on doit ad-
§ meltre (n°18, 4°régle) qu’elle

AT varie suivant la loi hydrosta-
tique, an moins quand on se borne i considérer les diffée-
rences d'un point a4 'autre, dans une méme section transver-
sale. Le niveau piézométrique sera donc le méme pour tous
les points de la section contractée AB; car ce serait celui du
point supérieur A, relevé de la hauteur représentant la pres-

Nt
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sion p’ du gaz ambiant, ¢’est-a-dire de Pﬁ, sinousappelonsIlle

7

poids du métre cube de liquide. En second lieu, nous avons
déja remarqué (n° 22) qu'en prenant un poinl quelconque
assez loin de l'orifice, dans le réservoir, son niveau piézomé-
trique se trouverait au-dessus du niveau NN’ du réservoir, ala

P

hauteur 1 représentative de la pression p quis’exerce a la sur-

face NN’. Donc, si I'on désigne par II la distance du bord su-
périeur A de la veine contractée au plan NN’, la charge prise
entre le point de départ d’'une molécule et celui ou elle tra-
verse la section contractée AB sera toujours H + B—Tl—
toutes les molécules traverseront donc cette section avec une
méme vitesse V, ayant pour valeur, d’aprés Je théoréme de
Bernoulli (n° 15),

V= \/2g<H +P——;I”>,

puisque la vitesse initiale dans le réservoir est supposée
nulle.

Ainsi, I'influence du canal se fait sentir, en ce que dans le
calcul de la vitesse moyenne, et, par suite, de la dépense, il
faut prendre la charge sur le bord supérieur de la veine con-
tractée, au lieu de la charge sur son centre. Mais il fayt remar-
quer que nos raisonnements ne subsisteraient plus, si l'on
modifiait la disposition de Porifice conforme 4 la fig. 11 et dé-
crite tout & Pheure. Notamment, si Uorifice était un rectangle

percé en mince paroi et prolongé par un canal prismatique,
les filets pourraient, en vertu de la contraction, se détacher
du fond sur une certaine longueur, immédiatement aprés lew
sortie, cela aurait pour effet, comme on le verra plus loin,
d’augmenter l'action de la viscosité, ct par conséquent de mo-
difler I'écoulement. Cest pourquoi la formule précédente est
rarement employée pour arriver & connaltre la dépense; on
préfere calculer d’abord la dépense dite théorique, en mulii-
pliant la surface de I'ouverture par la vitesse due & la charge
sur son centre de gravité; puis on multiplie le résultat par uy
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coefficient de dépense que 'on emprunte aux recueils d'ex-
périences, 4 celui de M. Lesbros, par exemple.

8i dans les sections faites immédiatement a la suite de AB
dans le canal, eau ne s’élevait qu'a un niveau inférieur au
point A, de maniére & produire seulement une immersion par-
tielle de l'orifice, la dépense aurait une valeur intermdédiaire
entre celle de I'orifice supposé complétement dégagé et celle
dont on vient d’indiquer le calcul. Quelques auteurs propo-
sent d’employer dans ce cas une formule qui revient a faire la
somme des dcbits partiels obtenus en considérant : r° la
partie de 'orifice placée au-dessus de la section la plus étran-
glée, comme un orifice débouchant librement dans l'air; 2° la
partie inférieure restante comme un orifice noyé, assimilable
4 l'orifice AB de la fig. 11. Cette régle parait d’une exactitude
contestable; mais on pourra s’y conformer, faute de mieux.

29. Vannes inclinées. — Il arrive souvent que l’'eau s’écoule
par un canal rectangulaire, en passant sous une vanne dont la
face intérieure (celle qui se trouve du c6té du réservoir) a
une cerlaine inclinaison sur la verticale, de maniére a faire un
angle obtus avec la direction du courant extérieur. Ce dispo-
sitif est surtout usité dans I’établissement de certaines roues
hydrauliques. En le comparant avec celui d'une vanne verti-
cale, toutes choses étant d’ailleurs censées les mémes, on
comprend sans peine qu'il doit entrainer une augmentation de
dépense, car les filets supéricurs ont moins a se dévier, et ils
éprouvent, par conséquent, une contraction meindre. Quant
3 la grandeur de l'effet produit, il est clair qu’elle doit dé-
pendre de l'angle  que la vanne fait avec le plan vertical, et
Fobservation secule pourrait, dans I’état actuel de la science,
nous apprendre la relation entre ces deux quantités.

Malheureusement, malgré 'intérét bien réel que la ques-
tion présente dans Ia pratique, les expérimentateurs s’en sont
trés-peu occupés. Suivant le général Poncelet, le coefficient
de dépense m deviendrait 0,74 pour { = 3o degrés environ et
0,80 pour /=45 degrés, 1andis que, la vanne étant verticale, on
aurait eu m=—o,60 environ. On constateainsi une augmentation
proporiionnelle de 0,235 dans le premier cas, et de 0,333 dans
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le second. Ces résultats sont trés-bien reproduits en multi-
pliant Ie coefficient relatif & 1a vanne verticale par le facteur

1+ 0,47 sin{;

mais les expériences ne sont ni assez nombreuses, ni faites
dans des limites assez étendues pour qu’on puisse avoir hcau-
coup de conflance dans la vérité de cette formule. En tout
cas, il conviendrait de ne I'appliquer qu’a des valeurs de i in-
férieures 4 45 degrés.

80. Ecoulement par un déversoir. — On donne le nom de
déversoir i des orifices découverts a leur partie supérieure, et
dont le bord inférieur est une droite horizontale appelée seu:!.
Les bords latéraux sont généralement des droites verticales, de
sorte que l'orifice peut étre considéré comme un rectangle
dont on aurait enlevé le ¢6té supérieur; I'assimilation serait
d’ailleurs toujours permise dans le cas ou le seuil du déversoir
aurait une grande longueur relativement a I'épaisseur de la
nappe liquide qui s’écoule au-dessus.

Soient L la longueur du seuil;

y-la distance verticale entre le seuil et le niveau du liquide,
en un point du réservoir ou il serait sensiblement sta-
gnant;

n I'épaisseur de la lame liquide passant sur le déversoir;

Q la dépense par seconde,

L'écoulement élant supposé se produire librement dans
lair ou dans un gaz quelconque, on voil d’abord que, si l'on
voulait suivre larégle établie au n° 24, il faudrait faire p =—p';
de plus la quantité désignée par 3, s’exprimerait ici par

1 . , o .
¥y, On devrait done poser, m étant le coefficient de dé-

pense applicable a I'écoulement dont nous nous occupons,

;

Q=mLn \/2g< r— ;n\)

Dans cetle expression m et 1 sont des inconnues auxiliaires
que la théorie ne peut encore déterminer. A I'égard de la hau-
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teur v, on peut dire seulement qu’elle doit rester au-dessous
de y, car 'écoulement des molcécules supéricures a lieu sous
la charge  — =, laquelle ne peut devenir négative, suivant Ie
théoréme de Bernoulli; 'expérience montre d'ailleurs que le

n . . s .
rapport — n'est pas constant, mais qu’il ne descend guére au-
y

dessous de o,72 pour des déversoirs dont le seuil est établi
en mince paroi : nous le supposerons donc égal a 0,86, valeur
moyenne. Quant & m, puisque 'on a vu plus haut qu'il ne va-
riait pas beaucoup avec la charge et les dimensions d’'un orifice
en mince paroi, il est assez naturel de le prendre égal a la
moyenne 0,62 (n° 24). On obtient ainsi

Q:o,62.0,86Ly'\/2g 0,57.y:0,403Ly\/;g?‘.
En réalité, si 'on pose
Q=rLy V/V?.OTJV',

r étant un rapport a déterminer expérimentalement, on recon-
nait que rn’a pas une valeur constante. Ainsi, MM. Poncelet
et Lesbros, dans une série d’expériences sur un déversoir en
mince paroi, de o™, 20 de longueur, assez éloigné du fond et
des parois latérales du réservoir, ont trouvé r variable de 0,385
a v,424. La plus forte valeur correspond aux plus petites
charges, ce qui s’explique peut-étre par I'influence de la con-
traction latérale, influence d’autant plus grande, que la charge
devient une fraction plus forte de la longueur L. La moyenne
des nombres 0,385 et 0,424 est 0,405, qui s'écarte bien peu
du résultat 0,403 auquel nous a conduit le calcul approxima-
1if donné plus haut. Ainsi donc, pour les déversoirs en mince
paroi, séparés du fond et des parois latérales du réservoir par
une distance suffisante, et débouchant librement dans un gez,
on aurait & peu pres

(4) Q=o0,405Ly y2gy;
mais cette formule pourra donner un résultat un peu trop fort

ou trop faible, suivant que le rapport L sera grand ou petit.

L
1l est bien difficile de tenir compte, méme par des évalua-
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tions plus ou moins incertaines, de toutes les circonstances et
dispositions locales qui peuvent influer sur la valeur de r; a
cet égard nous ne pouvons que renvoyer le lecteur aux re-
cueils d’expériences, comme nous l'avons déja fait dans
d’autres cas. Cependant, si un canal se trouvait barré sur toute
sa largeur par un déversoir en mince paroi dont le seuil serait
assez loin du fond, il serait convenable de prendre r sensible-
ment plus fort; M. Lesbros indiquant, dans ce cas, des nom-
bres variables entre 0,424 et 0,492, on pourrait adopter la
valeur moycnne r=—= 0,45 et poser

(5) Q=0,45Lyv2gy,
ou, ce qui revient au méme,
(6) Q=2Ly".

Nous citerons encore un cas particulier assez remarquable,
en ce que la théorie peut donner une limite supérieure du
coefficient r et la valeur correspondaunte de v. C’est celui oti le
scuil R du déversoir ( fig. 12), raccordé par un évasement avec
le réservoir, est' prolongé par
un canal découvert de faible
pente, dans lequel le liquide
prend un mouvement sensi-
blement uniforme. Alors la
vitesse commune de tous les
filets qui passent en AB esi

Fig. 12.

y/zg(yw-r,) (n° 28), et at-
tendu qu’il n'y a plus de contraction sensible au dela de cette
section, la dépense Q est donnée par la relation

Q—=Lnya2g(y—mn).

Lorsque L et y sont invariables, Q n’est plus fonction que de 7,
et il est aisé d’en trouver le maximum. On a, en effet.

=iy — )=yt =

le maximum du second membre, et par suite de Q, s'obtient
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en égalant & zéro la dérivée prise relativement a =, ce qui

donne
n(2y —3n)=o,
d'ol

atiendu que » =—=o conduirait & une dépense nulle. Faisant
ensuite » — % y dans 'expression de Q, on trouve
2 o rans
Q=-— Ly y2gy=0,385Lyv2gy.
3y3
L'abaissement superficiel y» — 7 auquel correspond la dépense
. 1
maximum est donc 3 de la hauteur y, et le rapport r corres—

pondant a pour valeur o,385. Dans la pratique, les hypothéses
de la théorie n’étant jamais complétement réalisées, si le seuil
du déversoir est suivi d’un canal, » n’atteindra que bien rare-
ment la limite supérieure o,385. Suivant les expériences de
M. Castel et de M. Lesbros, on aurait moyennement, pour le
genre de déversoirs dont il s’agit,

(7) Q=0,35Lyy2gr;
mais ici encore le rapport r est susceptible de varier notable-
ment d’'un déversoir a un autre.

Lorsqu’en amont du déversoir il y a un courant qui a une
vitesse sensible U, au lieu d’'un réservoir a peu prés tranquille,
. . 1 N
les expressions \/2 g (y— 2 n> et y2g(y— r) ci-dessus con-

sidérées ne représentent plus la vitesse des filets fluides au-
dessus du scuil. Le théoréme de Bernoulli donne alors, en
appelant U cette vitesse,

ou bien

suivantqu'il s’agit d’un orifice débouchant librement dans I'air
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ou suivi d’un canal découvert. Les valeurs de la vitesse et de
la dépense deviennent les mémes que si y était augmenté de

?

U - . . .
;(”r On est donc porté & penser qu'il suffit, pour avoir la dé-
-

pense, de remplacer y dans les équations ({), (5), (6)et{7)

3
° .

').g'

Déversoirs incomplets. — On nomme ainsi les déversoirs
dont le seuil est situé au-dessous de I'eau d’aval. Nous essaye-
rons plus loin (Chap. IV, § V) de douner sur ce sujet quclques
apercus théoriques : nous nous bornerons, quant a présent,
4 indiquer une formule empirique, due 4 M. Lesbros, pour le
calcul dela dépense. Si 'on nomme # la contre-charge, c’est-
a-dire la hauteur entre le seuil du déversoir et le niveau dela
section la plus déprimée qui se trouve a la suite, du cOté

par y +

d’aval, les autres notations étant celles qu'on connait déja, on
aura, d’aprés cet auteur,

Q=rLy \/2g(y—— n),
7‘_

. B n
et le coefficient r, variable avec le rapport: » prendra les

valeurs contenues dans le tableau ci-dessous :

! | oy Ty 71
i Y—n y—n
! RAPPORT -7— COEFFICIENT 7 ||RAPPORT COEFFICIENT 7 OBSERVATIONS.
| - )
j 0,001 0,227 0,06 0,519 Les trais promlers ot |
0,002 0,295 U,OS 0,517 \les six derniers coelli-
| 0,003 0,363 0,10 0,916 "cients répondent a dos |
i 0,004 0,430 0,15 0,312 données prises en dehors l
i o ,005 0, /|{)6 0,20 0;507 des limites des expérien-
i 0,006 0,556 0,25 0,502 ‘ces. On les a ohtenus‘
en prolongeant, au senti-
0,007 0’597 0’3? 0”/‘97 ment, la représentation !
0,008 0,605 0,35 0,492 'graplilque des résultats -
0,000 0,600 0,40 0,187 fournls par lobserva-
0,010 0,546 0,45 0,480 tion.
0,015 0,580 0,50 0,474
0,020 0,570 0,55 0,466
0,025 0,557 0,60 0,459 !
0,030 0,546 0,70 0,444 "
0,035 0,43y 0,80 o427 |, \
0,040 0,531 0,60 a,409 I
0,045 0,526 1,00 0,3g0
0,050 0,022 l
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31. Conclusion de ce paragraphe; table des coefficients de
dépense. — Quand on se rappelle I'ensemble des questions
traitées dans les n°® 21 a 29, on voit qu'il est ordinairement
possible de trouver assez exaclement la vitesse d’écoulement
d'un liquide par un orifice en mince paroi plane ou évasé inté-
rieurement, ou suivi d’un canal découvert a pente faible, le-
dit orifice débouchant dans un gaz. Malheureusement il n’en
est pas tout a fait de méme pour une quantité qui aurait plus
d'importance pratique, la dépense. Elle dépend, en effet, non-
seulement de la vitesse avec Jaquelle les molécules traversent
le plan de Yorifice, mais aussi des angles sous lesquels ce plan
est coupé par les divers filets liquides, angles qui varientd’un
point & I'autre de Porifice suivant des lois encore inconnues.
Tout ce qu’on peut affirmer, c’'est que la dépense effective est
plus petite que le produit de I'aire de I'orifice par la vitesse des
filets qui le traversent, quantité improprement appelée dé-
pense théorique. La difficulté consiste a connatire dans chaque
cas le rapport variable de 0,50 4 1,00, de la dépense effective
4 la dépense théorique, ou le coefficient de dépense. Dans le
cas d’'un déversoir une difficulié analogue se présente au sujet
du coefficient r (n° 30). Nous avons indiqué divers nombres
qui, pour certains cas particuliers, permettront de résoudre
approximativement la question. Mais en réalité, dans chacun
de ces cas particuliers, le coefficient de la dépense n’est pas
constant; il varie suivant des circonstances secondaires dont
Iinfluence est trés-imparfaitemsnt connue, telles que les di-
mensions de I'orifice et sa position relativement au fond ou
aux faces latérales du réservoir. Par conséquent, ce qu'on peut
conseiller de mieux, quand on ne voudra pas se contenter de
Fapproximation donnée par les coefficients moyens de dépensc
quenous avons indiqués, ¢'est de rechercher dans les recueils
d’expériences celles qui s¢ rapprochent le plus du cas que
I'on a en vue, pour en déduire le coefficient applicable 4 ce
cas. Parmi les recueils les plus étendus et qui paraissent mé-
riter le plus de confiance, nous avons cité (n° 24, 27, 28 et
30) celui de M. Lesbros, qui embrasse plus de deux mille
expériences, dans les conditions les plus variées.

La Table 1I qui se trouve a la fin du Cours a pour but de
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suppléer aux tables plus étendues et plus complétes puhliées
par M. Lesbros, auquel nous avons emprunté les coefficients
de dépense qu’il nous a semblé le plus utile de faire connaitre.
Ces coefficients se rapportent tous aux orifices rectangulaires
a bords horizontaux et verticaux, de o®,20 de largeur sur di-
verses hautcurs; mais, en généralisant ce qui a été dit aun° 24
pour les orifices en mince paroi débouchant librement dans
I'air, on doit les considérer comme encore bons quand la plus
petite dimension du rectangle est une des six hauteurs portées
dans les tableaux, c’est-a-dire un des nombres o™, 20, o",10,
o™,05, 0™,03, 0™,02, 0,01, pourvu que la plus grande n’excéde
pas vingt fois celle-1a. 8i 'on avait besoin du coefficient relauf
4 une dimension minimum comprise entre les nombres pré-
cédents, on procéderait par interpolation.

Les orifices soumis a 'observation présentaient deux dispo-
sitions principales, savoir :

{A) Orifices en mince paroi débouchant librement dans un
gaz;

(B) Orifices en mince paroi suivis d'un canal découvert,
horizontal ou faiblement incliné, de méme largeur que
I'orifice, ayant son fond en prolongement du bord infé-
rieur de celui-ci.

Dans chaque disposition, quatre variantes ont été admises;
en voici la définition :

r° L’orifice est complétement isolé, c’est-a-dire séparé par
une distance suffisante (n° 24) du fond et des parois latérales
du réservoir;

2° La eontraction est supprimée sur la base inlcrieure de
I'orifice, qui se trouve alors au niveau du fond;

3° Les bords verticaux de I'orifice sont en prolongement des
faces latérales du réservoir; mais la méme chose n’ayant pas
lieu pour le fond, la contraction latérale est seule supprimée;

4° Les bords verticaux restant comme on vient de le dire,
le bord inférieur est placé au niveau du fond du réservoir, ce
qui supprime la contraction sur trois cétés de la veine.

Dans la disposition (B), M. Lesbros n’a pas étudié précisé-
ment les variantes 3 et 4; il les a modifiées en ce sens que les
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faces latérales du réservoir, au lieu de prolonger exactement
Jes hords correspondants de l'orifice, en sont séparés par une
feuillure de o™, 02 de largeur. Ces variantes portent les nu-
méros 3 bis et 4 bis.

Enfin la Table se termine par les coefficients r relatifs aux
déversoirs(n° 30), avec les dispositions et variantes qu'on.vient
d’indiquer.

Quand il s’agit des écoulements par orifices, la charge por-
1ée dans la Table est la distance verticale entre le bord supé-
rieur et le niveau du réservoir, en un point ou il n'y ait pas de
vitesse sensible : on en déduit sans peine la charge servant au
calcul de la dépense théorique, puisqu’il suffit d’ajouter la
demi-hauteur de 'orifice, plus la hauteur représentative de la
différence des pressions p et p’ sur la surface libre du réser-
voir ¢t sur la veine. Les expériences ont toutes cu lieu dans
lair, c’est-a-dire avec des pressions p et p’ égales; s'il en élait
différemment, il semble (mais ce n’est la qu'une induction)
que le coefficient de dépense ne changerait pas a égalité de
hauteur de liquide au-dessus de 'orifice.

Pour les déversoirs, 'argument est la hauteur y (n° 30).

Voici un exemple de 'usage de la Table. Soit proposé de chercher la
dépense d’un orifice rectangulaire en mince paroi débsuchant librement
dans I'air, de 0™, 14 de hauteur sur 1 métre de largeur, le bord supérieur
élant 4 0™,25 en dessous du niveau du réservoir, et la contraction devant
avoir lieu sur les quatre cdtés. On est ici dans la disposition (A), pre-
miére variante; si U'on cherche d'abord le coefficient #2 de la dépense, on
aura donc successivement :

Charge de o™,20 sur le bord supéricur.

Hauteur d'orifice de o™,20. ... ..ottt m = 0,598
Id. de 0™10. ...l m= 0,615
Id. de o™,14 (par interpolation). m = 0,608

Charge de o™ 30 sur le bord supérieur.

Hauteur d'orifice de o™,20. .. ...ovvvnnnns, n == 0,600
Id. de 0™ 10 Lol m = 0,616
Id. de o™,14 (par interpolation). m = 0,610

La comparaison du troisiéme et du sixiéme résultat montre que le nombre
m cherché serait environ o,6og, en interpolant relativement & la charge.
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Maintenant, pour avoir la dépense Q, on poserait

Q= 0,609.0714.1700.\/25; (0,25 +é.o,14>.

La Table I donnerait le radical y2g.0,32, c’est-a-dire la vitesse due &
la hauteur de o™, 32, laquelle differe peu de 2™,506; ainsi
Q = 0,609.0,14.2,506 = o™,21.

La dépense cherchée se trouverait aux environs de 210 litres par seconde.

Ajoutons enfin que, dans la pratique de 'ingénieur, on est
ordinairement bien loin des conditions de précision ou se trou-
vent des expérimentateurs opérant sur des appareils construits
avec le plus grand soin : les bords des orifices sont plus ou
moins inégaux et mal dressés, le fond des canaux raboteux, le
réservoir soumis a une agilation et a des variations de niveau
incessantes, etc. Par tous ces motils, la dépense d’un orifice
dans les conditions ordinaires est trés-difficile a évaluer avec
quelque exactitude; quoique nous n'ayons a I'appui de notre
opinion aucune donnée bien positive, il nous semble que des
erreurs relatives de o, 05 (et quelquefois davantage ) n’auraient
rien qui dit étre regardé comme surprenant.

§ II. — Cas ou il est nécessaire d'avoir égard aux farces
produites par la viscosité.

32, Effet d’un élargissement brusque de section dans un

Fig. 13. conduit fermé. — On sup-
pose un liquide coulant dans
un vase ABCD (fig.13); en
CD, la veine débouche tout a
coup dans un espace i sec-
tion transversale plus grande,
de forme a peu prés cylin-
drigue sur une certaine lon-
gueur, et déja rempli de li-
quide. Alors on observe que
tout le liquide qui entoure la
veine au delade la section CD
ne participe que lentement
au mouvement général; il tournoie sur lui-méme et s'écoule
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peu 4 peu, pendant que d’autre liquide fourni par le contour
de la veine vient le remplacer. Au droit de la veine elle-méme
il ya une agitation assez considérable, qui se calme progressi-
vement, de sorte que, dans une section transversale GH, les
molécules se meuvent avec des vitesses parall¢les entre elles
et normales & cette section. On congoit que, dans ce phéno-
méne, le liquide est soumis a des déformations intérieures
beaucoup plus grandes et plus rapides que dans un écoulement
sans changement brusque de section : on ne pourrait done ap-
pliquer le théoréme de Bernoulli entre deux positions d’une
molécule, prise I'une & 'amont, lautre a I'aval de CD, sans
avoir égard aux forces produites parla viscosité du liquide et &
la perte de charge qui en résulte. Cette perte de charge est ce
que nous nous proposons maintenant de déterminer.

Il n’est guére possible, dans I’état actuel de la science, de
donner une solution compléte et irréprochable de la question,
car il faudrait suivre chaque molécule dans son mouvement
¢t se rendre compte des actions qu’elle exerce sur les autres.
Faute de pouvoir appliquer cette méihode rationnelle, on est
contraint d’avoir recours & des hypothéses secondaires qui
simplifient beaucoup le probléme. L’analyse suivante est due
a M. Belanger.

1l y a autour de la veine, dans I'espace annulaire ECDF, du
fluide animé de mouvement lents : on peut donc admetire que
la pression sur la partie de la section EF non occupée par la
veine varie suivant la loi hydrostatique (n® 18, 2° régle). Il en
serait de méme dans les sections CD et GH, si les molécules
qui les traversent étaient animées, pendant leur passage, de
mouvements sensiblement rectilignes et normaux a ces sec-
tions (n° 18, 4¢ régle), ce que nous admettrons comme suffi-
samment exact. Par conséquent, si nous élevons par la pensée
un tube piézométrique en un point queleconque de CD ou de la
section annulaire ECDF, le nivean du liquide dans ce tube
sera indépendant de son point de départ inféricur. Un fait exac-
tement semblable se produira em GH; de plus les pressions
moyennes sur les surfaces EF, GH s’exerceront en leurs cen-
wres de gravité respectifs (ne 8). Cela une fois admis, toute
difficulté disparait.

II. 2¢ gwiT. o
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Soient, en effet,

h 1a différence des niveaux piézométriques en EF et en GH;
¢ la charge perdue a déterminer;

T, et U les vitesses moyennes du liquide en CD et GH;

II son poids par métre cube;

S T'aire de la section droite du cylindre EFGH.

8i, comme le représente la figure, le nivcau piézométrique en
G dépassc celui qui répond a I'entrée de la veine dans I'es-
pace plus grand, I’'abaissement qui aura licu, dans le passage
de la seconde & la premiére, sera — /i. Le théoréme de Ber-
noulli (n° 15) donnera donc
2 |12

(1) U—z} — b1,

d’ou 'on conclura ¢ quand on aura pu, d'une maniére quel-
conque, évaluer L. Pour cela, nous appliquerons le théoréme
général des quantités de mouvement projetées, & tout le sys-
téme matériel fluide compris, & un certain instant, entre les
plans EF et GH. Pendant un temps trés-court 8, il sort de la
capacité EFGH une tranche GHG' I’ ayant pour volume 8U6;
et, en méme temps, il entre une tranche CDC’'D’ dont le vo-
lume est nécessairement le méme, sans quoi la masse totale
du liquide compris dans le volume EFGH aurait varié, ce qui
est impossible 3 cause de l'incompressibilité. Aux deux in-
stants extrémes dutemps 8, le liquide compris entre C'D’ et GII
a la méme quantité de mouvement, parce que le phénoméne
est supposé permanent; donc la variation de la quantité de
mouvement du systéme liquide EFGH, en projection sur une
paralicle aux vitesses U, et U, pendant Pintervalle de temps 6,
sera ¢gale a la différence entre les quantités de mouvement
des tranches GUG'H’ et CDC'D’. Or ces tranches ont méme

. . || Qi e
volume 8U§ ct par suite méme masse — SUG; la différence
[

dont il s’agit est dene

SUG(U— LU,),

LY =

quantité a laquelle il faut égaler la somme des impulsions des
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forces extérieures projetées sur le méme axe. Ces forces sont
la pesanteur et les pressions exercées sur tout le contour du
" volume EFGH. Les pressions latérales sur la surface eylindrique
sont normales a I'axe de projection, et il n'y a pas lieu d’en
tenir compte; nous négligerons 'adhérence entre le liquide
et cette surface, ce qui est permis, comme la suite le démon-

trera, en raison de ce que EG est une faible longueur. Reste
donc ]a pesanteur et les pressions totales sur les plans EF, GH.
Il est aisé de voir que la pesanteur serait équilibrée, si Ja co-
lonne piézométrique en GH s’élevait exactement au méme
niveau que celle d'amont menée en EF; car [ étant la projec-
tion verticale de EG, I1S7 représenterait a la fois la composante
de la pesanteur suivant l'axe, et I’excés de la pression totale
du plan GH sur celle du plan EF. Aiunsi les trois forces dont
nous nous‘occupons donneront une résultante, en sens con-
traire du mouvement, égale a la pression totale produite sur
la surface S par la colonne de liquide de hauteur £, ¢’est-a-dire
a I8 h, force dont 'impulsion projetée est — IS /6. On a par
conséquent

gsuew — U= — NSKG,

ou bien, en divisant les deux membres par — 1189,

(2) p— CU—U)
g
L'élimination de /i entre les équations (1) ct (2) nous donne
finalement
(L, —Ujp

28

(3) ;=

ce qu'on exprime abréviativement en langage ordinaire en di-
sant que Ia perte de charge produite par un élargissement
brusque de section est égale o la hauteur représentative de la
perte de vitesse moyenne. La démonstration repose d’ailleurs,
il ne faut pas 'oublier, sur 'hypothése du parallélisme des
filets, dans les sections ou sont mesurées les vitesses U, et U,

La fig. 13 suppose que la condition d’avoir les filets paral-

léles dans la section CD cst remplie au moyen d'un évasement
6.
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pratiqué en amont. Si I'évasement n’existait pas, et que le
changement brusque {Gt produit par un diaphragme mince MX
( fig. 14), ne laissant libre que I'ouverture OP, les filets devien-

Fig. 14. draient néanmoins paralléles
dans la section CD de la veine
contractée. Ce serait donc au
point de la contraction maxi-
mum que l'on devrait mesurer
la vitesse désignée par U, dans
les calculs précédents. Sous la
réserve de cette modification,
tous les mémes raisonnements
pourraient étre répétés etla for-

mule qui donne £ ne serait point altérée.

Au lieu des vitesses U, et U, on pourrait introduire dans
Ia formule (3) des quantités plus commodes a mesurer.
Soient en effet Q le volume de liquide débité dans 'unité de
temps, et §, 'aire CD ( fig. 13). Nousavons déja remarqué que
dans un temps 6 il se débite par les sections GH et CD un
méme volume exprimé par SU@; mais ce volume peut aussi
s’exprimer par S, I, 6 : on a donc

Q=50=8.L,
et par suite
Q /1 1\?
7= < —_— - .
(4) T 2g\8 S
Dans le cas de la fig. 14, si 8 désigne Paire OP et m le coeffi-
cient de la dépense, qu'on supposera égal approximativement

4 0,62, on aura
Q =SU=mS,1,,

d’ol Uon tire, en se servant de I’équation (3),

\

33. Pérification expérimentale des résultats précédents;
piézometre différentiel. — Si I'on pouvait observer directe-
ment la différence & des niveaux piézométriques dans les sec-
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tions CD et GH ( fig. 13), on conclurait de 'équation (1)

U: U
=L — —h,
28 28
LA L o (U —=Uyp
etle second membre devrait étre égal a—————— en suppo-

sant vraie la théorie donnée au n° 31. Or U, et U pourraient
étre calculées, comme on vient de le voir, en mesurant le
débit Q et les aires §,, S, des sections CD, GH. 1] serait donc

facile de constater si I'on a réellement

(v-ur_t_uv_,
2g 285 28

ou bien, ce qui revient au méme, si A satisfait 4 'équation (2).
L'instrument que M. Belanger a nommé piézométre dif-
férentiel a précisément pour but de mesurer la hauteur /£,
et il peut étre employé généralement toutes les fois qu’il
s'agit de constater par expérience la différence de pression
entre deux points peu éloignés. Deux tuyaux flexibles en
plomb s’adaptent en A et E ( fig. 15) aux points dont on veut
Fig. 15. conmnaitre la différence de pression,

et sont réunis par un tube recourbé
en verre BCD, percé au point C d’un
trou capillaire qu’on peut a volonté
ouvrir ou fermer hermétiquement.
Les robinets A et E sont d'abord fer-
més et les tuyaux de I'appareil rem-
plis d’air. On ferme le trou C et on
ouvre les deux robinets; le liquide
cntre alors dans les tubes en vertu
de la pression, mais il ne les remplit
pas, puisque l'air n'a pas d’issue. On
veille & ce que cel air ne puisse pas
rester emprisonné dans les sinuo-
sités des tubes en plomb. Alors si le
liquide ne monte pas a la hautcur du
tube en verre, on laisse peu & peu
échapper P'air par 'ouverture G, ct si cela est nécessaire, on
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aspire pour produire un vide particl, jusqu’a ce que I’on voie
les deux niveaux dans les branches BC, DC. La distance verti-
cale entre ces deux niveaux sera la hauteur A que Von de-
mande, car ils supportent tous les deux une méme pression
de la part de Fair qui reste dans le tube. Si 'on ne pouvait
réussir a faire monter le liquide jusqu’au tube en verre, cely
montrerait que les tubes en plomb sont trop hauts, et il fau-
drait recommencer I'expérience en placant plus bas leurs
extrémités supéricures.

3%. Perte de charge subie par une veine tiquide d son entrée
dans un réservoir découvert. — On suppose une veine liquide
qui par une cause quelconque a pris une vitesse U, normale 4
la section CD et commune & tous les filets, & l'instant ou ils

Fig. 16. traversent cette scction,
Au dela de CD se trouve
une capacité de section
transversale plus grande,
remplie du méme liquide,
dans laquelle débouche la
veine. Le liquide étant
toujours supposé homo-
gtne ¢t soumis seulement a la pesanteur, quelle perte de
charge subira-t-il au dela de la section CD, si le réscrvoir ou
canal CDGH, ou entre la veine, est découvert a la partie su-
périeure?

Ici nous ne pourrions pas appliquer sans modification 'ana-
Iyse du n° 32, parce que la section EF, sur laquelle s'exerce
une pression & introduire dans I'équation des quantités de
mouvement projetées, n’est plus connue & priori comme V'était
la section EF de la fig. 13. Ce scrait une difficulté de plus.

Sans nous y arréter davantage, nous supposerons le cas par-

R ’,ZLDLLLO\Z, T
AR R R R R T‘\\#\W

ticulier ot la capacité EFGH ct la hauteur EG de liquide au-
dessus de la veine seraient assez considérables pour que le
liquide pit étre considéré comme & peu prés stagnant, sauf fe
mouvement dans la veine et tout autour d’elle, surune certaine
étendue. Alors le niveau EG sera horizontal, ¢’est-a-dire que
le niveau piézométrique, pour lequel on peut prendre celui
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du réservoir EFGH, sera le méme en CD et en GH, section ou
il ne reste plus de vitesse sensible. Donc si I'on applique le
théoréme de Bernoulli au passage d'une molécule de CD a GH,
¢ étant la charge perdue dans cetl intervalle, on aura

_ U,

)

(6) 4

28
mais cette expression ne serait plus vraie si le niveau piézo-
métrique était différent en CD et en GH, ce quiarriverait peut-

étre pour de faibles valeurs de la hauteur EC; il y aurait aussi
une restriction analogue si la vilesse ne pouvait pas étre
considérée comme nulle dans une section GH, prise a I'aval
de la veine.

35. Ecoulement d’un liquide par un tuyau court, présentant
une série d’élargissements brusques. — On adapte a un réser-
voir un tuyau composé d’une suite de cellules cylindriques de
longucur modérée séparées les unes des autres par des dia-
phragmes avec ouvertures en mince paroi ( fig. 17). Deux ou-

Fig. 17.

vertures de celte espéce permettent au liquide d’entrer dans

le tuyau et de s'échapper au dehors. On demande la vitesse

d’écoulement, & la sortie du tuyau, et la dépense par seconde.
Soient

A, A, As,... les sections successives des arifices percés
en mince paroi;

8, Si,... les sections des cylindres qui composent le tuyau;

U la vitesse du liquide dans la veine contractée, apres le

Passage du dernier orifice en mince paroi;
6i
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) le volume dépensé par seconde;

p la pression par unité de surface au niveau du réservoir;

p' la pression du gaz dans lequel s’écoule la veine liquide;

z la hauteur verticale entre le niveau du réservoir et le

. centre de la veine contractée aprés 'orifice de sortie;

% la perte de charge totale éprouvée par le liquide pendant
qu’il traverse le tuyau.

En raisonnant comme au n° 22, on reconnaitrait que la
charge entre un point du bassin et Ie centre de la veine con-
tractée, aprés sa sortic, a pour valeur

p—r
z + T

B

et comme la vitesse est supposée insensible dans le bassin, le
théoréme de Bernoulli (n° 15) donnera

Uz
;g:
Or, si on suppose que le tuyau est asscz court pour que
I'adhérence du liquide contre ses parois puisse étre négligée,

les pertes de charge seront uniquement produites par les
élargissements brusques, et I'on aura (ne 32)

o 1 1\? N r\* I 1\?
(8) C__gr mA S J{_(mA,—S. RT3 IR |
m étant le coefficient de dépense applicable aux orifices en
mince paroi du tuyau. De plus, si A, désigne l'sire de celul

de ces orifices qui est situé a 'extrémité d’aval du tuyau, on
aura I'équation

(9) Q—mA,U.

Cela fait done trois équations entre les inconnues U, £, Q; il
sera bien facile d’en éliminer deux, pour calculer la troisiéme.
- Par exemple, on calculerait Q par la relation

Q . 91 ( I 1\? 1 1\?
;gmiAfl;h_zg[ _m_s> +<H.7S_)

I 1\? :l
+ mA, S, +"'.,

(7)

h—Z.
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ou bien encore

Q h

N R S A T S A S U
mA: T \mA S mA, § mA, S,

ce qu'on peut écrire en abrégé

Q: h

fr0) 2_11': 1 1 1\
o
+ 2 —=
m*A; (mA S>
la somme 2 étant étendue A tous les élargissements brusques.

La vitesse U s’obtiendrait ensuite aisément par la combinaison
des équations (9) et (10), qui donne

v__ 0
25 I—i—m’A,’IE(—[— £>2

(11}
mA S

Quoique tous ces ::alculs se rapportent 4 une disposition
d'orifice inusitée dans la pratique, ils offrent nédanmoins un
certain intérét, parce qu’on en a déduit une vérification expé-
rimentale des formules du n® 32. Dans une expérience d’Eytel-
wein, citée par d’'Aubuisson, le tuyau se composait d’'un cy-
lindre de o™, 0262 de diamétre, de c™,g42 de longueur, divisé
en trois compartiments par des diaphragmes; toutes les aires
ci-dessus -désignées par A, A,, A,,..., A, étaient égules, les
orifices en mince paroi étant tous des cercles de o™,0005 de
diameétre. Avec ces données la formule (10) devient

g . h h

Qg_ I 1 1\? mAN:
gnmz*"’(m‘s) ’+3(’_T>

/ \

d’ou I'on tire

Q=Ayagh — " .
I+ 3 (1 — mA\
s )
Le coefficient m différe peu de 0,62 (n° 24); quant au rap-
A . . 0,0065\? L .
port 5’ il est ici de <m> s SOit & En substituant ces
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valeurs, on trouverait
Q=0,319A \/;gT/i,
tandis que Vexpérience a donné
Q=0,331A y2 gh.

La différence du résultat théorique avec le résultat expéri-
mental est peu sensible, ce qui semble confirmer les formules
du n° 32; elle s'explique un peu par I'incertitude qui affecte
le coefficient m, et peut-étre aussi par le trop grand rappro-
chement des diaphragmes qui empéchait les filets de prendre
tous la méme vitesse, aprés le passage d’un élargissement
brusque et avant d’arriver au diaphragme suivant. Eytelwein
a en effet constaté que la dépense augmentait quand on dimi-
nuait la distance des diaphragmes.

36. Ecoulement par un orifice perc®entre deux réservoirs.
— Deux réservoirs dont les niveaux sont différents communi-
quent entre eux par une ouverture; le niveau est d'ailleurs
constant dans chaque réservoir, et la permanence du mouve-
ment existe. Il s’agit de connaitre la vitesse d’écoulement el
la quantité de liquide qui passe du réservoir supérieur au ré-
servoir inférieur dans I'unité de temps.

La question se résout sans peine si 'on admet que les deux
réservoirs sont assez grands pour que, a une certaine distance
de Porifice, il n’y ait pas de vitesse sensible. En effet, soiten A
(fig. 18) une molécule qui au bout d’'un certain temps sera

Fig. 18. en B; puisque dans ces deux
positions extrémes lavitesse
est 4 peu prés nulle, il faut,
d’aprés le théoréme de Ber-
noulli (n° 15), que la perte
de charge £ dans le parcours
AB soit égale a la charge,
¢’est-a-dire a la différence
de niveau des colonnes pié-
romdétriques élevées aux points A et B. Or p et p’ éiant les
pressions sur les niveaux N, N’; z la distance verticale de ces
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niveaux, II le poids du métre cube de liquide, on reconnait

!

P—P
11

dans plusieurs exemples analogues. Ainsi nous poserons

que la charge a pour valeur z + y comme on 1'a vu déja

p—r,
1

C:Z+

Mais on a vu (n° 34 ) que si U désigne la vitesse dans la section
contractée de la veine, I'épanouissement de cette veine dans
le réservoir inférieur donne lieu a une perte de charge expri-

. U: i . .
mée par %; donc en négligeant les pertes, relativement fai-
bles, qui auraient lieu dans le réservoir supérieur, on devra
derire

d’ou 'on tire

(12) U:\/Qg(HL}’),

expression tout a fait pareille & la formule {1) du n° 22, 4 part
cette différence que z désigne ici la hauteur entre les niveaux
des dcux bassins, tandis que cette lettre avait une autre signi-
fication au n°22. Au reste, il est évident que I’on pourrait con-
server ici cette méme signification, si I'on admettait que p’
représente la pression mesurée, non pas sur le niveau du bas-
sin inférieur, mais sur les filets qui s'écoulent, 4 leur passage

14

dans la section contractée : z et % s'augmenteraient ainsi d'une

méme quantité et la valeur de la vitesse ne changerait pas.
La vitesse étant déterminée, pour avoir la dépense il fau-
drait multiplier cette vitesse par Vaire de lorifice et par le
coefficient de dépense applicable dans chaque circonstance
spéciale. 1l semble assez naturel d'admettre que le coefficient
de dépense ne dépend que du mouvement du liquide dans le
réservoir supérieur, et, d’autre part, que ce mouvement n’est
pas sensiblement altéré par 'agitation du bassin inférieur, en
sorte qu'il ne serait pas changé si la veine liquide débouchait

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



92 CHAPITRE DELUXIEME.

dans un gaz dont la pression aurait été choisie de maniére a

p—r
1
au § I de ce Chapitre, pour le cas d'une veine débouchant

dans un gaz, seront done immédiatement applicables.
D’aprés ce qui a été dit & la fin du n° 3%, la valeur de Ia vi-

tesse U donnée par la formule (12) pourrait offrir de Vincer-

titude si 'orifice p’était pas assez noyé pour rendre sensible-

ment horizontal le niveau N,

ne pas altérer la charge y + - Les indications données

37. Des ajutages cylindriques. — Lorsqu’un orifice pratiqué
dans une paroi plane e¢st prolongé au dehors par un tuyau cylin-
drique, de longueur égale a une fois et demie le diamétre, il 'y
a plus de contraction sensible, a la sortic de la veine. Ainsi la
dépense Q doit étre égale a la vitesse d’écoulement U multi-
plice par la section A de l'orifice ou du tuyau, c’est-a-dirc

qu’on g
Q= AU.

Mais la vitesse ne reste pas ce qu’elle serait sans ’existence
de I'ajutage, ct elle éprouve, comme on va le voir, une dimi-
nution notable. En effet, si nous nommons, comme dansle §]
de ce Chapitre,

2, la différence de hauteur mesurée verticalement, entre le
niveau du réscrvoir et le centre de gravité de orifice;

p la pression sur le niveau du liquide dans le réservoir, par
unité de surface;

P’ la pression exercée sur la veine a sa sortic;

II le poids du métre cube du liquide;

on sait (n® 22 et 23) que, dans le cas ou 'écoulement se pro-
duit librement dans un gaz, par un orifice en mince paroi, la
vilesse U s’obtient, a quelques cenlti¢nes pres, par la formule

U-= 2g<Z;—+—PT—1p—>,

qui peut éire conservée dans le cas examiné au n° 36. Au con-
traire, lorsque lorifice est accompagné d'un ajutage cylin-
drique, P’expérience montre que la vitesse U, mesurée en
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prenant le quotient du débit Q par Vaire A, n’est plus en
moyenne que les 0,82 de celle qui résulterait de la for-
mule précédente; ainsi

(13) U:0,82\/2g<zg+P—ﬁp>,

i4) Q=0,82A 2g(zz+£%_pl).

La relation qui donne U se met encore sous la forme

U o8 (PP
2—g_0,87, <52+ —H—>,

ou approximativement

v_» p_r

— ==z L1 ),

2g 3 < AT > ’
la bauteur due a la vitesse de sortie est donc seulement les
deux tiers de la charge, ou, en d’autres termes, d’aprés le
théoréeme de Bernoulli, la charge perdue £ est un ticrs de la
charge totale. On peut encore dire, en comparant les valeurs

ur .

de - et de &, que la premiere est double de la seconde;

8
I'égalité

fournira une seconde expression de la perte de charge.
Voici comment la théorie rend compte de ces faits. Le li-
quide sortant par 'ouverture AB ( fig. 1g) forme une veine qui
Fig. 19. se contracte jusqu’en ab, & une
distance a peu prés égale au
rayon de cette derniére section,
si elle est circulaire, puis qui
tend a reprendre des dimen-
sions plus fortes (n° 21). 11
reste donc dans le tuyau ABCD
un espace annulaire tout au-
tour de la veine, lequel est
rempli d’air & Vorigine du mouvement, si I’écoulement a lieu
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dans Pair. Mais cet air est peu a peu entrainé par le frotte-
ment du liquide ; la veine, soumise en CI) 4 une pression plus
forte qu’en ab, se ralentit dans l'intervalle de ees deux sec-
tions; en conséquence clle tend a se dilater, et bientdt le li-
quide remplit complétement le tuyau. On a done en ab une
veine qui débouche dans une secction plus grande ddéja oc-
cupée par le méme liquide, d’ot résulte une agitation et une
peric de charge. Cette perte est exprimée par la formule (5]
du n° 32, dans laquelle il faut faire §, =8 = A, ce qui donne

r Qz _I_ )1
‘72gA7<m_I/ ’

ou bien, attendu que %j U,

17 /1 \ 2
= (L L.
2g \m

Cela posé, si I'on applique le théoréme dc Bernoulli 4 une mo-
lécule qui, partie du réservoir, serait arrivée a la section (D,
U —p
— g+ PP
2g 11
I’hypothése d’'une perte de charge nulle, on devra ¢crire

v p—=y L’“(r )2
?

au lieu de I'égalité s employée au n® 2% dans

— g, + — — 1

2g I _Tg ni

d’ou résultera

Lorsque dans celte expression de £ on suppose le coefficient
de dépense m = 0,62, cc qui esL & peu prés sa valeur exacte

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ECOULEMENT D'UN LIQUIDE PAR UN ORIFICE. 95

pour un orifice circulaire, on trouve pourle rapport entre % et
. 1oL o
la charge le nombre 0,273, au lieu de 3 qui résulte des indi-

cations expérimentales. Cette différence montre que, sila
théorie ne donne pas une explication compléte de ce qui se
passe dans les ajutages cylindriques, du moins elle en rend
compte d’une maniére & peu prés satisfaisante. Au reste Uer-
reur commise en adoptant la perte de charge théorique se tra-
duirait en une erreur plus faible dans I’évaluation de la vi-
tesse ou de la dépense; car on aurait
2 _ ’
%:(1—0,273) (zz—-ir—p “P ),

o

Q . n
U:KZO,SS\/2g<Z.Y:+P—H—p—)7

expression dont 'emploi n’entratnerait qu’une erreur relative

d’ol

1 .
en plus de — environ.
27

On peut se proposer de calculer la pression moyenne p” qui
s'exerce sur la veine contractée. Pour cela, remarquons d’abord
que la charge moyenne entre le point de départ M d’une molé-

"

cule etson passage dans le plan ab a pour valeur z, + &Tll’

et d’'un autre cO01é que, suivant la définition méme du coeffi-

clent de dépense m, la vitesse en ab est exprimée par

mA
Le théoréme de Bernoulli, appliqué entre M ct ab, donnera
donc
o o )//
LS Rt
2 gm? A 11

or la formule (14) donne

Qo = <z2 + =P ) .0,821;

1I

donc nous aurons aussi

(o o PPN o8 (2 o PP,
m <z,‘ i )_0,82 <22+ T >
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La substitution du nombre 0,62 a la place de m nous conduira
définitivement a I’expression de la quuntité cherchée

pr_p 3 pP—r.
(15) mo 4(”2+ i >

Ainsi la pression p” est inférieure 4 p', et la hauteur représen-
tative de la différence p’ — p” serait les trois quarls de la
charge sous laquelle a lieu I'écoulement.

Ce résuliat a été confirmé par une expérience remarquable
de Venturi. Ayant établi un orifice avec ajutage cylindrique
de o™, 0406 de diametre, en un point situé a o™, 018 de son ori-
gine il a adapté un tube recourbé en verre, qui descendait au-
dessous de I'ajutage etallait plonger dans une cuvette remplie
d’eau. Ayant ensuite fait couler de I'eau par I'ajutage sous une
charge de o™,88, il a constaté que I'eau de la cuvette était as-
pirée et montait dans le tube a o™,65 au-dessus du niveau de

s

pl . p//

i —o™,65, et la théorie don-

la cavette. On avait donc

N ppt 3 .
nant pour cette méme dlﬂ‘erencez-om,SS ou o™, 66, on voit

qu’elle est d’accord avec I'expérience.

Il y a encore une ohservation intéressante a faire, au sujet
du résultat renfermé dans la formule (15). D’aprés la défini-
tion de la fluidité parfaite (n° 2) les (luides parfaits sont inca-
pables de se trouver dans un état de tension proprement dite,
et généralementil en est 3 peu prés de méme des fluides natu-
rels, malgré 'effet de la viscosité. Ainsi la pression en un point
d’un fluide ne peut jamais devenir une tension, et par consé-
quent, puisqu’il n’y a pas d’erreur possible dans le sens des
forces, quand on calcule une pression inconnue on doit tou-
jours trouver un résultat positif. Le fait contraire indiquerail
qu’il y a, dans les hypothéses ou théorémes servant de base au
calcul, quelque chose d’inexact ou tout au moins inapplicahle
au cas particulier que l'on traite. 1l faut donc que lon ail
p” > o, C'est-a-dire

’

(z,%—})——;[)’) > 0.

==
BN
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Par exemple si le liquide est de I'eau et que Vécoulement ait
licu librement dans l'atmosphére, le niveau NN supportant
aussi la pression atmosphérique, on aurait
’

% — % — 10", 33,

et, par suite, la condition ci-dessus deviendrait
z,< 13", 77.

Donc, avec les circonstances que nous supposons, sila théorie
des ajutages cylindriques donnée tout a I'heure était absolu-
ment vraie, il faudrait que la pression en ab {it nulle quand z,
serait ¢gal & 13™,77 et négative pour de plus fortes valeurs de
z, Or une pression négative ne peul pas se réaliser; donc fina-
lement il faut conclure que la théorie précédente ne peut pas
éure appliquée quand 2, atteint ou dépasse 13™,77. Il y aurait
méme du doute avant d’arriver 4 cette limite, car lorsque Ia
pression devient trop faible, I'air contenu dansl’eau s’en séparc
ettrouble I'écoulement. 11 serait a désirer qu’on edt quelques
expériences pour indiquer les formules a employer dans le cas
d’exception dont nous venons de parler.

Voici un procédé qui permet de trouver théoriquement, sinon le coeffi-
cient de dépense réellement applicable a ajutage dans le cas en question,
du moins une limite supéricure que ce coefficient ne pourra dépasser.
Soi’ en effet u sa valeur; les autres notations étant celles qu'on a déja
employées, la dépense Q s’exprimera par les formules

=mA 22 z.—i—})_]) = uA 20 z,-i—u )
o 2 1L P‘ 1 2 1L

d'olt résulte

-
5t n .

—_l’
P—?
ST

p=im

el, attendu que la pression p”, suivant les observations présentées ci-des-
sus, ne saurait devenir négative,

=
A
T

II. 2¢ goim, 7
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soit encore, sous une autre forme,

w < .
m\/ L TP —p +llz

L¥égalité des deux membres répondrait a 'hypothése limite p” = o. Nous
donnons ci-aprés un tableau des valeurs du second membre quand on
7
. . P — e,
suppose m = 0,62 ct qu'on attribuc diverses valeurs & p—P[fL—J;
quand il s’agit d'un écoulement de l'eau dans I'air atmosphérique, ce
rapport exprime le nombre de fois que la charge contientla hauteur 107,33,

ou, si 'on veut, c’est la charge évalude en atmospheres.

. p—p z imi
Rapport, P Q’ﬁ e correspI(;;n(;:t:te de p.
1,333 0,820
i, 0,800
2 0,759
3 0,716
4 0,693
5 0,679
7,5 0,660
10 0,650
15 0,640
20 0,635
3o 0,630
© 0,620

Si I’écoulement avait lieu dans le vide, p’ serait nul et I'ex-
pression de p” forcément négative. Ce serait donc encore un
cas d’exception ou la théorie se trouverait en défaut. 1l est
vraisemblable que la veine coulerait sans remplir le tuyau ou
que le mouvement permanent ne s’établirait pas.

L’emploi des formules (13), (14)et(15) suppose encore que la
section AB de V'ajutage est assez loin du fond et des bords du
réservoir, et que celui-ci a des dimensions asscz grandes pour
que le liquide y soit sensiblement stagnant.

Ainsi qu’on I'a va, Teffet des ajutages cylindriques, compa-
rativement aux orifices en minces parois, est de produire une
augmentation de dépense par la suppression de la contraction,
en méme temps qu'une diminution de vitesse due & la perte de
charge. 11 n’est pas sans utilité de rappeler que cette perte
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de charge correspond 4 un travail négatif des actions dues a la
viscosité (n° 15), lequel annule une partie du travail de Ia pe-
santeur et des pressions et diminue proportionnellement la
force vive du fluide sortant. La diminution relative est i.oi

I ‘.
deg- C'est ce que les formules metient en évidence. En effet,
la [orce vive de la masse liquide écoulé¢e par I'ajutage dans

I'unité de temps sera EgQU’, soit par kilogramme de liquide
. IR ' 4 .
dépensé —» ou enfin 3 %, en représentant par £ la charge
P ;’
R T Au contraire, si l'orifice edt €té en mince paroi,
nous aurions trouvé approximativement 2/, Donc 'emploi de
I'ajutage réduit la force vive du liquide sortant aux deux tiers
environ de ce qu'elle serait pour un orifice en mince paroi, a
égalité de volume dépensé. On arriverait a un résultat ana-
logue si l'on comparait les forces vives des volumes dépensés
pendant le méme temps, par exemple pendant t seconde, car

les deux valcurs de I'expression 11Q v scraient
g
M.0,82A s/zg/l.%h soit 1,09ITALy2gh,

.0,62A y2gh.2h ou bicn 1,2{TARY2gh;

seulement le désavantage du tuyau cylindrique serait ici moins
sensible. Donc, en définitive, 'emploi de 'ajutage n’est utile
que si I'on a pour but principal d’'augmenter la dépense de li-
quide dans un temps donné; mais il faut I'éviter dans toutes
les circonstances ou I’économie du travail de la force motrice
est une condition essentielle.

38. Des ajutages coniques divergents. — On adapte 4 un vase
ou réservoir un ajutage composé : 1° d’une embouchure ABCD
(fig.20) ayant la figure d’'une veine qui sortirait librement par
lorifice AB en mince paroi, cette figure étant prise jusqu’a la
section contractée; 2° d'un tube CDEF s’élargissant progressi-

7.
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vementjusqu’en EF et se raccordant tangentiellementavec I'em-

Fig. 20. bouchure. Dans de telles cir
constances, si I'écoulement
permanent est élabli, que le
liquide coule a plein tuyay,
enfin si les effets de la vis-
cosité peuvent étre négligés,
la vitesse U de sortic en EF
correspondrait & lacharge sur
le centre de cette sectiong de
sorte qu'en conservant les
notations du n° 37, on devrait poscr

LY S 4

2g nm’

formule dont la démonstration secrait identique avec celle
qu’on a donnée pour le cas des orifices en mince paroi (n° 22
et 23). D’'un autre c6té, comme la contraction est supprimée
apres le passage de la section EF, en appelant S I'aire de cette
scction, la dépense Q serait SU, soit

(16) Q:S\/zg<22+lj—;—[{>-

I1 semble donc au premier abord qu’on peutaccroltre autant
qu'on veut la dépense faite par une méme ouverture AB, en
augmentant seulement l'aire S, puisque la vitesse ou le rapport

%est une quantité constanle. Mais, comme nous allons le mon-

trer, si Fon allait au deld d’'une certaine limite, on ne tarderait
pas a rendre impossible Phypotheése d’un écoulement perma-
nent et a plein tuyau. Soient en effet Q Vaire €D, U, la vitesse
du liquide ¢t p” la pression dans la section CD. Par les mémes
raisonnements qui ont fait connaitre la vitesse U, on trou-
verait

i

— Yy

2g TN

2
1
28

et, comme il n’y a pas non plus de contraction au passage de
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la section CD, on aurait une seconde expression de la dé-
pense

(17) 0=y /og (25"

La comparaison des équations (16) et (17) conduit 4 poser

(IS) —_ =

Or, ainsi qu’on T'a déja vu (n® 37), p” reste forcément positive
dans I'écoulement d’un fluide parfait; sous peine de rendre
impossible la continuité ou la permanence du mouvement, il

) CL .
faut donc qu’on ait g supérieura la valeur prise par le second

membre de 'équation ci-dessus lorsque p” == o, d’ou résulte

L P
B
-,
PP

1

8<CQ

le signe < n’excluant pas I'égalité. Dans le cas ou I'on sup-
poserait celte égalité, p” serait nulle; alors, d'apres I'équa-
tion (17), Q atteindrait sa plus grande valeur possible. En la
désignant par Q', on aurait

Q,:SZ\/zg<z,+—ﬁ>;

c'est-a-dire qu'on devrait obtenir la dépense capable de s5'é-
couler par un orifice CD évasé intérieurement et débouchant
dans le vide.

On a plusieurs expériences de Venturi sur les ajutages dont
nous nous occupons; mais malheurcusement ces ajutages
étaient simplement formés de deux troncs de cone ABCD el
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CDEF { fig. 21), en sorte qu'il n’y avait pas en CD le raccorde-
ment tangenticl que nous avons supposé. 1l devait en ré-

Fig. a1,

BT

o

sulter probablement que les filets ne suivaient pas exactement
les lignes brisces telles que NACE, GBDF, et que des remous
se formaient, principalement aprés le passage de CD, contre
les purols de I'ajutage, ce qui donnerait & une perte de charge
analogue a celle des ajutages cylindriques.

L’expérience qui, a égalité de charge et de section { d’em-
bouchure, a donné la plus grande dépense, avait lieu dans les
circonstances suivantes. Les dimensions étaient :

Diamétre AB............ o™, 0fob1
Diamétre CD . vvvvvn .. o™, 03497
Diametre EF....... ..., . o™, 06091
GOt AC.vor oo o™, 02482
Coté CE..ovvvn e, o™, 3334
Hauteur z;..... veieev... o™, 88
Section AB........... .. o™, 001296
Section CD........ «. ... 0™000960
Section EF ............. 0™9,002013

Les pressions p et p’ étaient la pression atmosphérique ; ainsi
le liquide étant de 'eau, on avait

;

P _P _ om 33,

o 1

La dépense a é1é par seconde de 61,53, soit Q = o™,00053, Par
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Jorifice AB, en mince paroi, on aurait eu le débit
Q=0,62.0,001206 y/22.0,88 = 0™,00334,

¢'est-a-dire environ deux fois moins. Mais le maximum théo-
rique Q' était loin d’étre obtenu, car on a

Q' = 0,000960 \/zg(o ,88 +10,33) —o™c,0141,
soit plus du double de la dépense réalisée. DVailleurs Venturi
ne s'était pas beaucoup écarté du rapport % auquel correspond
une pression nulle en CD; car d’aprés la formule (18) ce rap-

. 0,88 o . )
port serait \/m ou 0,28, et dans I'appareil en ques-

0,000g60

tion il était u 0,33.

0,002913
Pour s¢ rendre compte de la perte de charge, due aux re-
mous dant nous avons parlé, et sans doute aussi a 'adhérence
entre le liquide et les parois solides, on peut remarquer que
. L 0,006653
la vitesse U de sortie était sculement de ———— vu de 2™,24
0,002913
par seconde, laquelle correspond ala hauteur o™,256 environ,
Or ¢ étant la charge perdue, on sait que
2
— — 07,88 —;
28
donc
¢ = 0™,88 — o™,256 — o™,624,

cest-a-dire 71 pour 100 de la charge totale. Les considérations
développées a la fin du n° 37 s’appliqueraient & fortiori a I'aju-
tage conique divergent dont nous nous occupons.

Venturi a constaté que si 'on percait quelques trous capil-
laires sur le périmétre de CD, l'ajutage divergent cessait de
produirc une augmentation de dépense. Cela suffit pour réfu-
ter une opinion ¢émise par guelques auteurs, qui attribuent
celte augmentation a 'attraction du tube, car il serait étrange
que celte attraction s’anéantit par la seule présence d’un petit
nombre de trous imperceptibles.
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§ III. — Applications diverses (*).

39. Barrage a poutrelles. — Un cours d’eau passe entre
deux bajoyers ou murs paralléles, dont I'intervalle est ferms
sur une cerlaine hauteur par des poutrelles A, A/, A”, A”,..,
superposées ( fig. 22 ), formant un déversoir par-dessus lequel

Fig. 22.

AT

i - —
[R5 SRR TIA RS RIS TR T A MRSV CIIRTRE RIS SUN USRI

le liquide s'écoule dans le bief inférieur. Quand on veul
exhausser le barrage, une autre poutrelle B, qui flotte dans
Ie bief supérieur, est amenée dans la position B/, de maniére a
faire porter ses extrémités contre les feuillures qui retiennent
les autres poutrelles déja placées. A peine est-elle dans cetle
position, qu’on Ia voit tomber d’elie-méme sur la poutrelle A",

Ce fait s’explique aisément. L’intervalle entre les poutrelles
A" et B forme une espéce d’ajutage; la pression sur la face
inférieure de B’ devient moindre que la pression atmosphé-
rique (n® 37) qui s'exerce sur la face supérieure. La poutrelle
obéit done a4 la différence de ces forces et 4 son poids qui,
scul, scrait déja plus que capable de la faire descendre, malgré
le frottement latéral contre les feuillures. Si la faible largeur
des poutrelles paraissait, dans certains cas particuliers, un
obstacle a la production du phénoméne des ajutages, du moins

(*) Nous plagons ici 1a théorie de divers appareils employés dans les barrages
mobiles. Pour quelques-uns il n'y a réellement hesoin que des notions d'lly-
drostatique; mais pour d’autres il était hon d'avoir va la théorie des ajutages
eylindriques, et de connaitve les formules de Pécoulement des liquides. Ne
voulant pas d’ailleurs séparer des questions qui avaient entre elles de I'analogic,

nous avons du en ditférer 'examen jusqn’a présent.
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on doit reconnaitre que la pression dans la veine jaillissante
est peu différente de la pression atmosphérique (n° 18,
3*r¢gle) et que les pressions sur les deux faces horizontales
de la poutrelie B’ tendent a s’équilibrer, ce qui serait a la ri-
gueur suffisant.

Il est @ remurquer que les premiéres poutrelles A, A',... qui
doivent étre posées au-dessous du niveau du bief inférieur,
ne descendent pas ainsi d’elles-mémes a lcur place : cela n’a
lieu que lorsqu’elles sont en nombre suffisant pour dépasser
le niveau du bicf inférieur.

40. Buteau vanne. — Un bateau AA’ ( fig. 23), dontla sec-
tion transversale est rectanglaire, s’appuie contre deux piles
Fig. 23. en magonnerie, dont
I'intervalle est fermé
dans sa partie infé-
rieure par un radier
BB’ plus élevé que le
fond CC’ de la riviere,
L’cau passe entre A et
B avec une ccrlaine
vitesse U, et les filets
qui coulent au-des-
sous du bateau ont
une vitesse moindre U’. Comme on est dans des circonstances
qui présentent de 'analogie avec celles que 'on considérait au
n° 28, en appelant & la hauteur de A au-dessous du nivau N,
on doit poser

0 —n -
LA CLIANAIM NINURNS R REEEA RN RAN SN S S

U:
——:/l.
28

D'un autre ¢01é, si dans une section DD’ tous les filets pou-
vaient étre considérés comme paralléles et d’égale vitesse,

a el b désignant les hauteurs AB et DIV, et le canal étant sup-
posé rectangulaire, I'incompressibilité de I'cau donnerait

Ua="U'b,

relation nécessaire pour que la masse de 'cau comprise dans
Fintervaile ABDD' reste toujoursla méme. Enfin, lapplication
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du théoréme de Bernoulli, pour une molécule passant dy
point D ou elle a la pression p’ et la vitesse U’ au point A oy
ces quantités deviennent p et U, donnera I'équation

p—p_L2—U"

11 2g

On déduit sans peine de ces trois relations
PP (2.
TR he (1 5

Ce calcul de la pression p’ sur le fond du bateau peut offrir
de I'incertitude, surtout parce que les vitesses de toutes les
molécules qui traversent la section DD’ ne sont pas égales, et
que la convergence des filcts vers U'orifice AC empéche aussi
ces vitesses d'étre horizontales; mais il suffit pour faire com-
prendre que p' doit étre supérieur & p et que Pexcés est crois-
sant avec 2. Le poids du bateau et son frottement contre les
piles peuvent éire trop faibles pour faire équilibre a la force
verticale produite par cet excés p’ — p; dans ce cas, on ouvre
des robinets placés sur la face d’amont du bateau; on y intro-
duit ainsi la quantité d’eau nécessaire pour I'équilibre du ba-
teau, dans la position qu'’il doit occuper. Quand on veut faire
descendre le bateau, on augmente cette quantité; quand on
veul le faire remonter, on ocuvre d’autres robinets placés sur
Ia face d’aval pour faire écouler I’eau.

Le bateau, une fois équilibré, s’éléve de lui-méme et agran-
dit l'ouverture, si le niveau N vient & monter, puisque A et
par suite p’ — p seraient augmentés; il descendrait dans le
cas contraire. On voit par conséquent que ce bateau, dont
I'idée premiére est due a M Sartoris, pourrait étre employé
pour maintenir le niveau N a peu pres constant, malgré les
variations du débit qui passe par 'ouverture AB.

k1. Premier systeme de vannes Chambart (*). — Dans un
canal & section rectangulaire se trouve une vanne inclinée AB

(*) Ce systéme de vannes est déerit avec soin dans un Rapport de M. I'Inge-
nieur Schlesing,inséré dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1835, 2° semcstre.
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(fig. 24 ) occupant toute la largeur du canal. Cette vanne porte
une courbe en fonte CD, invariablement liée avec elle, et as-

sujettie a rouler sur un plan ho-
. rizongal EF. Dans la position

initiale de la vanne, le niveau N
% de leau affleure son sommet,
et 'on s'arrange pour que la
résultante des actions exercées
L sur Pappareil par la pesanteur
el par les pressions de l'eau
vienne passer en G, point ac-
tuel de contact de CD avec EF.
Alors I'équilibre existe. Mais si par une cause quelconque il
arrive plus d’eau dans le bief avec lequel communique cette
vanne et que Ie niveau N vienne a monter, le centre de pres-
sion se reléve, ce qui tend a faire passer la résultante en avant
de G. 11 se produit alors un mouvement de bascule par suite
duquel le point de contact se déplace de G en G'; la vanne
s'incline davantage, prend la position A’B, et le trop-plein
¢'écoule, tant au-dessus de A’ qu’au-dessous de B'.

Dans cette nouvelle position A’B', il peutarriver, si la courbe
CD a été convenablement déterminée, que la résultante passe
en &’ quand lc niveau sera redescendu en N. Il est clair que,
moyennant cette condition, la vanne s’arrétera dans la position
A'B et qu'elle la quittera seulement quand un nouvel exhaus-
sement de niveau la forcera de s'incliner encore davantage, ou
qu'un abaissement la fera se rclever. En un mot, elle ne res-

B —
NCECMERTR IS WY

tera en équilibre dans une des positions qu’elle peut prendre
que si le niveau du bief atteint sa hauteur normale ; pour une
hauteur plus grande, elle prendrait un mouvement qui aceroi-
trait le débouché; pour une hauteur moindre, elle se mouvrait
de maniére a4 produire l'effet inverse. L’appareil, comme on le
voit, pourra donc étre employé pour obtenir dans un bief un
niveau constant malgré les changements qui surviendraient
dans I'alimentation ; mais il faut pouvoir résoudre le probléme
suivant : Quelles doivent étre la forme et la position de la
courbe CD pour que, si elle roule sur I'horizontale EF en en-
tralnant la vanne avec elle, dans toutes les positions la résul-
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tante des forces agissant sur la vanne passe toujours par le
point de contact, la pression de l'eau étant, bien entendu,
calculée d’aprés 'hypothése d’un niveau N invariable ? Ce pro-
bléme, I'inventcur M. Chaubart I'a résolu par des titonnements
quil'ont conduit & adopter pour la courbe CD un are de cercle
dont il détermine le rayon 4 I'aide d’une formule empirique,
Yoici comment on peut théoriquement en trouver la solution.
Prenons la vanne dans une position quelconque AB ( fig. 25).
Fig. 23. La figure représente une coupe
faite par un plan vertical mené
perpendiculairementa la vanne
en son milicu; AB est la coups
de la surface plane rectangu-
laire pressée par I'eau, 1 son
centre de figure, O le centre de
gravité du corps de la vanne,
K le centre de pression. Tr-
cons, en outre, dans le plan de
la figure, deux systémes d’axes
coordonnés : le premier, fixe dans I’espace, sera compost
d’une verticale quelconque Ny et d'une horizontale Nz,
suivant le niveau normal de 1'eau; le second, mobile avee la
vanne, aura le point I pour origine, et sera composé : 1° du pro-
longement inférieurIy’ de AB; 2° d’'une perpendiculaire 12/, le
sens positif étant ascendant pour ce deuxiéme axe. Appelons
enfin

z, y les coordonnées du point I dans le systéme Nz, Ny;

£, n les coordonnées, dans le méme systéme, d’un point G
quelconque;

J Tabscisse DG, m 'ordonnée ID du méme point G, dans le
systéme mobile L2/, Iy’;

a la longueur 10;

b la dimension AK de la vanne, /sa dimension dans le sens
horizontal;

0 I'angle 2’10 compté positivement en allant de T2/ vers Iy

« I'angle de la vanne avec le plan horizontal;

II le poids de I'unité de volume du liquide;
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P le poids du corps de la vanne appliqué en O, et /i une hau-
teur définie par Végalité P = 1 ibh;
‘R la pression résultante appliquée en K.

Pour simplifier notre caleul (et méme pour le rendre pos-
sible), nous admettrons que la pression varie suivant la loi
hydrostatique sur toute la surface AB, bien que cela puisse
offrir du doute, surtout prés des extrémités A et B ol les mo-
lécules d’eau posseédent déjd une vitesse notable, La résul-
tante R aura par suite une intensité Il/by (n°8), et I'on pourra
la remplacer par une force égale R’ agissaut ¢n I, pourva qu’on
lui adjoigne un couple (R, —R) ayant pour moment

L 111D, b*sin a.
12

Cela posé, on peut calculer la somme des moments, relative-
ment au point G, de toutes les forces qui sollicitent la vanne;
le sens positif étant celui qu'indique la fleche, on y trouvera
les termes suivants :

1° Le moment de la résultante R transporlée parallélement
i elle-méme en IR/, soit R.ID, ou my, abstraction faite du
facteur TI{b que nous retrouverons et supprimerons partout;

2 Le moment du couple (R, — R}, soit, en ayant égard au
sens et divisant par II/b comme ci-dessus,

— —II—Z b*sina;

3 Le moment du poids P ou II/bA, dont le bras de levier
sera la projection horizontale de OG; cette projection, égale a
celle du contour GDIO, s’exprime facilcment au moyen des
angles « ¢t 0, et I'on trouve, pour ce troisiéme terme privé du
facteur W {b, la quantité

hlhsina + nmcosa — asin (e + 0)].

Donc, en résumé, I'unité de force étant censcée représentée
par le poids 11{b d'un prisme d'eau qui aurait b pour base et
pour hauteur l'unité, la somme M de ces moments s’'expri-
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mera par

T,
(1) SM_my—;bsma

f +hlksine +mecosa — asin{a + 6)].

Cette expression peut se transformer quand le point G, au
lieu d’étre quelconque, devient le centre instantané de rota-
tion du profil AB pendant son mouvement élémentaire dans
le plan de Ia figure. 8i 'on incline un peu plus la vanne surla
verticale, en la faisant tourner de — d« autour de G, le pointl
décrira normalement a GI un élément ds de trajectoire tel que
ds = — Gl.dx, d’ol résulte

—— ds

Gl=— 73
comme Gl a une direction perpendiculaire aulieu des points |,
les cosinus des angles faits par cette droite avec les x et lesy

dy dx . .
ont pour valeurs PR de sorte que les projections heri-
zontale et verticale de la longueur GI sont respectivement
.. dy dx . N
oy 2 Projetant ces projections sur DG et ID, onen

da dz
déduit

k sin dy -+ cos i

L — x — a4 ——

da da’

m cosa 2L sina 2%

= — o —— — Sl -

da “da’

valeurs qui, portées dans ’équation (1}, conduisent a

—M:% b*sin a + ahsin (« + 0)

j—z +(h+ ycosa) Z;

Lorsque le mouvement de la vanne est guidé par le roule-
ment d’'une courbe mobile C'D’ ( fig. 24), faisant corps avec
elle, sur une ligne fixe EF, le point de contact G’ est a chaque
instant le centre instantané de rotation; et, puisque les forces
doivent constamment se faire équilibre pour toutes les posi-
tions du systéme, pourvu que le niveau de I’cau ne change
pas, il faudra satisfaire a la condition M == o, ¢’est-a-dire qu'on

“+ysinga
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devra poser

% b*sina + alrsin({a + 0)
12
(2) dr

dy _
T2 +(h +ycosa)5— =o.

do

—+ ysina

Cette équation est la seule a laquelle soient assujetties les
trois variables z, y, «; il en résulte qu’on pourrait se donner
arbitrairement le lieu des points I{ fig. 25), ou, ce qui revient
au méme, une relation entre x et y, et alors I'équation (2)
ferait connaitre « en fonction de x ou de y. Le mouvement
de la vanne scrait déterminé, puisque I’on connaitrait Ia trans-
lation de 'un de ses points I et ses rotations successives da
autour de ce point. On en conclurait les courbes qui, roulant
I'une sur lautre, peuvent produire ce mouvement. Le pro-
bléme consistant dans la recherche de ces courbes est donc
indéterminé, puisqu’il dépend d’une relation arbitraire entre
z et y. Parmi toutes les solutions qui peuvent étre déduites
de I'équation (2), la suivante est remarquable par sa grande
simplicité; elle se rapproche d’ailleurs beaucoup de la disposi-
tion adoptée par U'inventeur.

On prendra, pour le licu géométrique des points I, une
droite horizctl)male, paralléle a I'axe des x; alors y est une con-

‘4

stante C et =0 Si, de plus, on suppose 6§ = o ou § —180°,
. 24

I'équation (2) devient

—[b”i—ah—}—Cix—:o,
12 da

d'ou I'on tire

I
P
dxirlzb_ab ]
de ¢ "
Or pui dy —=o, ds=dzx et ds—-dx-donclad't Gl
r puisque dy = o, ds—=dzx Ta=da) istance G

est constante, ce qui montre que le centre instantané de rota-
lion décrit, relativement a la vanne, un cercle ayant r pour
rayon et [ pour centre. D'un autre c61é, la distance verticale
de G & 'axe des z aura pour valeur C + r, puisque le point I
se meut horizontalement, et que, par suite, la ligne IG reste
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toujours verticale. 1l en résulte que, relativement aux axes Nz,
Ny, le centre instantané G s¢c meut sur une droite horizontale,
Maintenaut il suffit de se rappeler cette propriété générale du
mouvement des figures planes dans leur plan, savoir : que ce
mouvement peut toujours étre produit en faisant rouler Je licu
géométrique des points de la figure mobile qui coincident suc-
cessivement avec le centre instantané de rotation, sur le lieu
géométrique de ces centres tracés dans le plan fixe. On en con
clura sans peinc que, dans le cas actuel, il faut lier a la vanne
un cercle décrit autour du pointI'avec r pour rayon, et le faire
rouler sur I'borizontale menée en dessous de 'axe des z 2 la
distance C -+ r. La constante C sera d’ailleurs connue par la
position initiale que !'on veut donner & la vanne, et qui peut
étre choisie arbitrairement, dans certaines limites, sans que la
théorie précédente cesse de s’appliquer.

Si, par exemple, la position initiale était verticale et que
I'extrémité A affleurdt le niveau normal de ["cau, on aurait

b .
C= - €L par suite

I 2ah 2 2ah
Ty 2ah S N
rﬁﬁb_ 5 C+l*3b_ b

Dans les applicalions, il faut se rappeler qu'on a fait § =¢
ou 9 =180°; il faudrait donc construire la vanne de maniére
satisfuire 4 Pune de ces conditions, dont 'expression en lan-
gage ordinaire est que la ligne joignant le centre de gravité de
la vanne au centre de figure de la surface pressée par I'eau doil
étre perpendiculaire a celte surface.

Cette solution se démontre synthétiquement d’une maniére

trés-rapide. Soit en effet AB ( fig. 26)

A une position quelconque de la vanne,
CGD un cercle invariablement lié avee
elle, ayaut son centre au milieul de
AB etroulant sur une horizontale EF.

Le poids P=—=1l{bA du systéme est

¥ appliqué au point O, tellement placé
que Ol soit perpendiculaire a AB. §i
I'on nomme C la hauteur constante du
point I au-dessous du niveau normal de¢ U'eau, la résultante R

Fig. 26.

=
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des pressions aura pour valeur I176C, et I'on pourra la suppo-
ser transportée au point I, moyennant 'adjonction du couple

L. brsina qui tend & augmenter 'angle «. L’équilibre des
12

moments autour de G donnera donc l'équation

T4 . OL.sing + IBC.Glsine — i 1. b*sinx = o,

ou, plus simplement, en posant OI = a, GI=r,

ah+rC— = b =o;
12
de la résulte

1—12 b — ah
r— ————(‘ ?
valeur ci-dessus obtenue dans I'hypothése de § = 180°. Ainsi
donc, pourvu qu’on adopte cette valeur de r et que le centre
de gravité O soit placé comme le suppose la figure, on aura
satisfait a toutes les conditions du probléme. En placant le
point O de I'autre coté de AB, on retrouverait de méme la so-
lution relative @ 'bypothése 6 — o.

42, Modification du premier systéme de vannes Chaubart ;
théoreme sur Uexistence d’un centre d’action. — Le point G
{ fig. 25) étant supposé arbitraire dans le plan yNzx, on aura
taujours la relation

y=un-+kcosa—msing;

substituant cette valeur dans I'équation (1) et ordonnant apres
avoir développé sin(e <+ 8) par la formule connue, I'on trou-
vera

M=mn+ (mk +~mh —ahsin0)cosa

3 .
(3) — <m’—i—l%bz—/rh—+—ah cos 0) sin a.

Si donc le point & devenait la projection, sur le plan de la
figure, d'un axe fixe autour duquel la vanne serait assujeltie &

tourner, le moment qui tendrait a produire la rotation aurait
11, 2% Enrr. 8
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une valeur de la forme
A+ A cosa— A;sing,

A, A, A, désignant des constantes, autant du moins que le ni-

Fig. 27. veau de l'eau conserverai
X x o sa situation normale. On en
Y ;T’_ conclut la possibilité d'équi-
7 librer ce moment, quell
A

que soit Yinclinaison de Ii
vanne, au moyen de trois
contre-poids P’, P”, P* dis-
posés comme lindique h
Sig. 27. Le premier P’ agi-
rait, par un intermédiaire
flexible, sur un bras de le-

vier constant G_F::p'; le second P” agirait au liout d'une
ligne GF = p” dirigée parallclement & AB, tandis que le troi-
sicme P” scrait au bout d'un rayon perpendiculaire GL=p'.
La somme des moments de ces contre-poids s’exprime par

—P'p— P"p"cosa + P"p"sine,

de sorte qu'on atteindrait le but cn faisant les produils P'p/,
P’p”, P”p" respectivement dégaux a A, A, A,

Les deux contre-poids P” et P”, qui occupent une position
invariablo relativement a la vanne, pourraient se remplacer
par un scul, agissant au centre de gravité de lcur ensemble:
il n’y aurait plus alors, en tout, que deux contre-poids.

Pour que kb vanne remplisse son but, il faut, comme nous
Pavons dit, qu’elle augmente le débouché, en s’inclinant de-
vantage sur la verticale lorsque le niveau NN s'éléve, et que
le contraire ait lieu lorsque ce méme niveau s'abaisse. O
c’est bien ce qui a lieu avec la disposition de la fig. 27. Ou
s’en convaincra sans peine en considérant 'expression {3) dc
moment M : suivant que le niveau de I'eau monte ou des-
cend, le seul terme variable m» prend un accroissement po-
sitif ou négatif; le moment total autour de G n’est plus alors
égal a zéro, mais prend une valeur dans le sens de la fléche
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s'il y a exhaussement de NN, ou en sens contraire si NN a
descendu.

La substitution d'un axe fixe a la courbe de roulement de
M. Chaubart présenterait peut-étre quelques avantages au
point de vue de la solidité. Elle permettrait d’ailleurs d'¢carter
une objection qu’on peut faire a la théorie du n° 41, en mu-
nissant la vanne d’appendices cylindriques AA’, BB’, qui éloi-
gneralent les aréles A ct B des orifices laissés libres a 'écou-
lement de I'eau, et rendraient ainsi la pression sur la vanne
plus égale a la pression hydrostatique, sans cependant modi-
fier le moment M, puisque les pressions supplémentaires sur
ces appendices iraient toutes rencontrer 'axe. Mais il faut
reconnaitre que les résistances passives, dont l'effet a été
négligé dans les calculs précédents, deviendraient plus consi-
dérables, surtout avec le surcroit de charge que les contre-
poids preduiraient sur I’axe de rotation. Ce serait a la pratique
a décider quelle est, en définitive, la meilleure des deux dis-
positions,

Lorsqu’on admet les hypothéses particulicres 8 =o ou

=180°, le point G peut occuper, dans chacun de ces deux
cas, une position remarquable sur la ligue 12’ ( fig. 25). Sup-
posons, par exemple, 8§ = o et le centre de gravité en O;
placons le point G en G, les coordonnées m et & ayant les
valeurs particulicres

m=—o,
b2
l—=a+—:
12/
on voit alors que tous les termes de M s’annulent identi-
quement, guelque valeur qu’'on attribue & a et & v; done Ia
résultante du poids de la vanne et de la pression de I'eau sur
le plan AB passera constamment par un point G, fixe relati-
vement a la vanne. La méme conclusion aurait lieu dans le

2
cas de 6§ —=180°; il faudrait seulement prendre b == a — l—zh’

ce qui donnerait le point G: au lieu de G,. Elle subsisterait
encore si I'on remplacait la surface rectangulaire AB par une
autre aire plane de forme quelconque, mais symétrique rela-

tivement a l'axe 1y'; le carré »* du rayon de gyration de cetio
8.
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aire autour de I'horizontale I devrait alors se¢ substituer

T v . . \ .
a— b, Cela permet d'énoncer le théoréme suivant:

8i une vanne symétrigue relativement & un plan veriical
est pressée parl'eau stivant une aire plane, et si en méme
temps son centre de gravité se trouve, avec celui de la surface
pressée, sur une méme perpendiculaire au plan de celle-di,
alors la résultante du poids de la vanne et des pressions de
Ueau sur la surface plane passe toujours par un point fize
relativement & la vanne, quelles que soient U'inclinaison de
Uappareil et son immersion dans ’eau, pourvu que la surface
pressée ne change pas, et conserve les mémes lignes pow
horizontales.

Voici une application possible de ce théoréme. Puisqu'il
est démoniré que, moyennant une certaine précaution i
prendre par le constructeur de la vanne (s’arranger pour faire
0- o ou 0—18u"), les pressions du liquide et le poids de
I'appareil ont toujours une somme de moments nulle autour
d’un certain axe G; ou G,, invariable relativement a ladite
vanne; on n'a qu'a rendre cet axe fixe dans l'espace pour
étre certain que la vanne sera en équilibre indifférent dans
toutes les positions qu’elle pourra prendre autour de lui, et
cela mulgré les variations gqu’éprouverait le niveau de I'eay,
pourvu qu’il restit toujours au-dessus du bord supérieur de
la surface plane primitivement soumise a la pression.

On voit que si une vanne formant barrage était ainsi con-
struite, quand il s’agirait de la manceuvrer, afin d’obtenir,
soil une augmentation, soit une diminution dans le débouch¢
qu'elle laisse libre, on n’aurait jamais a vaincre que les frot-
tements, puisque les forces principales se trouveraient natu-
rellement équilibrées. Ce sysiéme parait donc, & certains
¢gards, préférable & celui qu'on a employé dans le barrage
éclusé de la Monnaie, a Paris. La forme circulaire des sec-
teurs qui composent le barrage de la Monnaie fait bien cor-
verger sur 'axe de rotation toutes les pressions de 1'eau; mais
le poids de T'appareil n’est pas équilibré et entre dans les
résistances & vaincre pour 'ouvrir ou le fermer,
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43, Second systéeme de vannes Chaubart. — Par le moyen des vannes
ci-dessus décrites, M. Chaubart a résolu le probléme consistant a obtenir
dans un bief un niveau constant malgré unc alimentation variable; main-
tenant il s’agit, au contraire, de débiter un volume d'eau constant par
un perluis rectangulaire ouvert dans un bief dont le niveau varie : c'est
le but dans lequel M. Chaubart a imaginé les vannes dont nous allons
parler.

Dans sa position initiale, la vanne AB (/ig. 28) laisse une ouverture

Fig. 28. libre entre son ax.'ete infé_rieure B el

le fond du pertuis; le niveau N du

A bief, qui est alors & son maximum
d'élévation, affleure & peu pres le

dessus A de la vanne; un certain vo-

lume d’ecau Q se débite dans l'unité

c de temps par louverlure libre con-
venablement déterminée a cet effet.
Pour que la vanne reste en équi-
— libre, la ligne AB s'appuie contre une
FEETREE. 8 WwwsesTs courbe CC/CY, et la résultante des

RN

aclions exercées tant par les pressions
de I'eau que par la pesanteur passe au point de contact actuel C. Lorsque
le niveau s'abaisse et vient en N', la pression totale doit également
s'abaisser, et la vanne bascule pour prendre une autre position d’équi-
libre A'B’, en g'appuyant sur un autre point ¢’ de la courbe fixe. Le
point B se releve en B’, ce qui augmente la section d’écoulement. On
congoit done que si la courbe CC'C" a 616 convenablement tracée, aug-
mentation de hauteur de T'orifice puisse compenser I'abaissement du ni-
veau, et que la dépense reste toujours la méme. En appelant / la largeur
du pertuis, » la hauteur du point B’ au-dessus du fond FF, Y la hauteur
du niveau N’ au-dessus de la méme horizontale, /2 le coefficient de dé-
pense applicable dans le cas actuel, on auraif, pour cxprimer Pinvariabi-
lité de la dépense (n° 28),

équation d’oll V'on déduirait les valeurs de Y correspondantes a celles
de y ou inversement. La condition & remplir pour que Vappareil fonc-
tionne convenablement peut en conséquence étre ainsi poscce : le niveau
de 'eau étant descendu en N'; & la hauteur Y au-lessus du fond FF, en
fait rouler la ligne AB de la vanne sur la courbe fixe CC'C" jusqu’a ce que
le point B vienne en B’, a la hauteur y au-dessus de ¥F, de maniére a
satisfaire & V’équation (4); on demande quelle doit étre la courbe CC'C”
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pour que la résultante des pressions de 'eau et du poids de la vanne
passe au point de contact de A’B' (position nouvelle de AB apres le rou-

lement), avec cette courbe.
La mise en équation du probleéme se fait au moyen de procédés ana.
logues a ceux qui ont été employes au n° 41. Soit, en cffet {fg. 29}
BB'B” la courbe décrite par le

Fig. 2g.

point B; la question serait résolue
' si I'on connaissait cette courbe el
Iinclinaison « de A'B’ sur la ver-
ticale pour chaque position B’ du
point décrivant. Il serait facile d'en
déduire le lieu des centres instan-
tanés de rotation C' par rapport i
0 la ligne mobile A'B’, et le liew
F AR IR W TN S analogue dans le plan fixe; o
aurait ainsi les deux courbes qui,
roulant l'une sur ['autre, produiraient le mouvement de la ligne A'B'
Les inconnues principales que nous adopterons seront donc I'angle « et
les coordonnées z, y du point B' relativement 4 deux axes O.z, Oy, I'm
coincidant avec la ligne du fond FF, 'autre vertical. Le centre instantand
de rotation C’' de A’B’ se trouve sur la normale B'C’ a Ja courbe BB'B,

[‘.
une distance B'C’ = {Ts, els étant I'élément de celie courbe, qui répond

au changement = d’inclinaison a partir de A’B’: nous devons par consé-
quent égaler a zéro la somme des moments des forces relalivement 4 €.
Or, si l'on admet pour simplifier que les pressions varient suivant la li
hydrostatique, la pression totale de I'eau est appliquée normalement a A'B',
au tiers de la longucur B'N' & partir de B; son intensité est exprimée
(Y —yi?

cosa T désignant le poids du

par HLEN. - (Y —») ou par ~ 1/
métre cube d’eau et /la largeur de la vanne; la distance de celte force au
centre C' est d'ailleurs égale a la projection de B'G/ sur A'D/, moins%ﬁ-’;

donc en appelant 8 'angle de B'C’ avec la verticale, son moment s’expri-
mera par

Hl

2 o8z dz

(Y— ) [ ds Y
! 3cosx

. dr . oy
ou Dbien, a cause de cosP = —, sin3 = -0 par
P=

s

X (Y—)’) x Y-y
Tt —. i v —
2 Ccos2 ({lz S‘+ Sml 5uosa>
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Le moment, par rapporl au méme point C' du poids P de la vanne, appli-
qué en son centre de gravité G’ sera égal & ce poids multiplié par la dif-

férence entre les projections horizontales de B'C et de B'G', soit &
P [B'Csin3 — B'G'sin (z — G'B'A") ],

s0it enfin, en posant les constantes B'G’ = @, G'B'A' =6,

P [ﬂ — asin (a — O)]-
oz b
Donc on a la relation )

(5) Ly Y =27 (’l—”cosz+ﬂsina_1‘l> — P[”l_asm (e — 9)]-
2 cosz \d« d2 3cosz do

On pourrait substituer & la place de Y sa valeur tirée de 'équation (4),

et 'on aurait finalement une relation unique entre les inconnues =, y, «,

ce qui montre que le probléme est encore indéterming.

Malhcureusement, méme en profitant de I'indétermination pour simpli-
fier I'équation (5) par des hypotheéses particuliéres, il est encore fort
difficile d’arriver & deux relations, sous forme finie, entre .z, y ot . Aussi
nous contenterons-nous d’'indiquer un procédd de calcul approximatif,
applicable au cas ou, suivant P'usage adopté par M. Chaubart, le lieu des
cenfres instantanés C' relativement a la vanne serait le profil méme de
cetle vanne. Il faut alors une nouvelle équation exprimant que A’B’ cst
la normale & la courbe BB'B": cette équation sera

(6) Z%: = tangz,
Cela posé, on partira d'une situation initiale dans laquelle les variables
Y, z, y, « auront des valeurs Y, =, y,, o, satisfaisant & I'égquation (4);
on donnera & I'angle «, un trés-pelit aceroissement qu’on traitera comme
une différentielle d«,, et I'on déduira des équations (5) et {6) les ac-
croissements correspondants dux, dy, des coordonnées z,, ¥,; par suite,
la substitution de y, + dr, a la place de y dans Uéquation (4) fera con-
naitre la seconde valeur de Y. On sera donc en possession d’un nouveau

systtme de valeurs, savoir :
o +do, =a, z,+dz,= z, y,+dy, =y, Y

%]

répondant 4 une position de la vanne, trés-voisine de la premicre; de
celle-1a, on passera de méme & une troisiéme, puis de la troisieme & la
quatriéme, et ainsi de suite. Apres cela, on tracerait la courbe BB'B’; sa
développée (ou I'enveloppe de ses normales) ne serait autre que la courbe
demandée CC'C".
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Ce procédé ressemble beaucoup 2 celui qui permet de tracer approy
mativement, par points, unc courbe définie par son équation différen

tielle
AN
f(-T,Jv E)*‘%

il ne deviendrait rigourcux qu’en prenant les accroissements successifs dz
infiniment petits, ce qui est pratiquement impossible. Mais il faudra du
moins les prendre d'autant plus pelits qu'on voudra mettre plus de ju-
tesse dans le calcul. Peut-8tre serait-il bon aussi de considérer le coeff-
cient de dépense m comme variable en fonction de Y, y et « (n°20;
mais il faudrait pour cela que les données expérimentales ne fissent o
défaut.

Les deux systémes de vannes Chaubart ont été essayés sur le canal k-
téral & Ja Garonne, et ont donné des résultats trés-satisfaisants, pour
lesquels 'inventeur a recu les encouragements de 'Administration sugé-
rieure. 11 semble donc que ces systémes peuvent 2ire utilement employés
dans le service des canaux de navigation ou d'irrigation, ainsi que dans
le reglement des niveaux des biefs d’usine.
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CITAPITRE TROISIEME.

ECOULEMENT PERMANENT DE L'EAU DANS LES TUYAUX DE CONDUITE.

§1. — Etude théorique du mouvement rectiligne et uniforme d'un
liquide pesant et homogéne, dans un tuyau cylindrique a sec-
tion circulaire.

b4, Evaluation des forces produites par la viscosité du
liquide. — Une expérience bien simple permet de conslater
que la viscosité produit des forces retardatrices, quand un
liguide s’écoule par un tuyau : il suffit d’adapter & un orifice
percé dans un réservoir un tuyau de diamétre constant, mais
de longueur variable, dont I'extrémité libre déboucherait dans
Patmosphére toujours au méme niveau. Si Je niveau du réser-
voir est en outre mainlenu a une hauteur et 4 une pression
constantles, et si la pression atmosphérique ne change pas
non plus, on voit alors la dépense diminuer en méme temps
que la longueur du tuyau va cn augmentant. La seulc expli-
cation plausible de ce fait, c’est qu’il existe entre le liquide
et les parois solides qui le contiennent une certaine adhé-
rence qui s‘oppose au mouvement, et que cette force est une
fonction croissante de la longueur du tuyau. Mais il ne suflit
pas d'admettre I'existence de cette action résistante : en effet,
tous les phénomeénes physiques tendent a prouver que les
altractions ou répulsions moléculaires ne s’cxercent qu’a des
distances insensibles; Ia résistance des parois solides ne doit
se faire sentir direetement que sur une couche contigué de
liquide, ayant une épaisseur presque nulle, el par conséquent
elle ne peut altérer la dépense que d'une fraction excessi-
vement petite. Comme, au contraire, l'aliération est en réalité
trés-notable, on est forcé de reconnaitre que les différentes
couches fluides concentriques, dans lesquelles on peut décom-
poser le liquide remplissant le tuyau, ne se meuvent pas les
unes sur les autres sans qu’il y ait une force opposée a leur
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glissement réciproque. Ainsi, la couche extérieure est reta-
dée par son adhérence a la paroi; la couche qui vient apreés est
retardée par la premicre, la troisiéme par la seconde, et ainside
suite; d’ol il résulte immédiatement, 4 cause du principedel
réaction égale a l'action, que la seconde couche entraine la
premiere, la troisiéme entraine la seconde, ete. : en d'aulres
termes, quand on traverse les couches de la circonférence au
centre, on voit chacune d’elles retardée par celle qui la pré-
céde et entrainée par celle qui la suitl, de maniére toutefois i
supporter de la part de ces deux couches une force résultants
en sens contraire du mouvement,

Quand un liquide se meut dans un tuyau cylindrique 2
génératrices droites, il n’est pas certain pour cela que le mou-
vement des diverses molécules soit rectiligne; ce mouvemenl
serait méme certainement curviligne aux environs du point
ou le tuyau communique avec le réservoir, s’il n’y avait pis
Ia un évasement parfait. Mais nous admettrons ici qu’il s'agit
d’une portion de tuyau cylindrique & section circulaire, dans
laquelle il y a un mouvement permanent rectiligne, chaque
vitesse étant paralléle & 'axe : ainsi qu’on I’a vu au n° 18, cel
entraine comme conséquence immeédiate que la vitesse de
chaque molécule est constante, ¢’est-a-dire que le mouvement
est aussi uniforme. Dans ces circonstances, quelles sont les
forces mises en jeu par la viscosité du liquide?

D’abord, si I'on consulte I'expérience, en mesurant les vi-
tesses de divers filets au moyen d’instruments dont il sera
question plus lein, on reconnait que pour une méme couche
concentrique au tuyau, les vitesses des molécules sont égales
et que les vitesses sont croissantes d'une couche a laulre,
quand on va de la circonférence au centre. 11 en résulte que
ces différentes couches sont comme des cylindres solides
glissant les uns dans les autres, a la maniére des tuyaux qui
composent une lunette, et I'on congoit par suite que leur
adhérence réciproque donmne lieu & des forces analogues a
frottement et paralléles & 'axe des cylindres (*). Nous con-

(*) Dans le Mémoire déja cité (u® 14), M. Lévy (Maurice) a démontré que
Ie frottement sur les surfaces cylindriques dont il s’agit entraine comme consc-
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nzissons done déja, par cette considération, la direction des
forces & évaluer.

L’expérience montre encore que, dans certaines limites,
les forces dont nous nous occupons sont indépendantes de la
pression du fluide, au point ou elles s’exercent. Ainsi, Dubuat
ayant fait osciller une colonne d’eau dans un siphon ou tuyau
recourbé, constata que la loi du mouvement ne changeait pas,
pourvu que la différence initiale de niveau dans les deux bran-
ches restdt la méme, et cependant il est évident que la pres-
sion augmentait & mesure qu’il y avait plus d’eau dans chaque
branche. Cette premiére loi a été confirmée par les expé-
riences plus récentes de M. Darey sur le mouvement uni-
forme de 'cau dans les tuyaux de conduite, et cette vérifica-
tion est d’auntant plus importante que M. Darcy a eu soin de
faire varier les pressions ahsolues entre des limites beaucoup
plus écartées 'une de Vautre que ne lavait fait Dubuat. §'il
en est ainsi, la résistance opposée au glissement du liguide,
par un élément de paroi solide, rapportée a 'unité de surface,
ne doit plus étre fonction que de la vitesse de glissement,
c’est-a-dire de la vitesse des molécules formant Ja couche
liquide extérieure; cette fonction peut d’ailleurs varier d’un
liquide & un autre et d'un tuyau 4 un autre, suivant lcur con-
stitution intime. Quant a la résistance au glissement réciproque
de deux couches concentriques du fluide en contact I'une
avec l'autre, bien qu’on ne puisse encore se former & cet égard
que des idées trés-incertaines et trés-confuses, on est porté &
eroire {n° 14) qu'elle doit étre proportionnelle & une certaine
puissance de la vitesse relative de ces deux couches, qui
serait la premiére daprés Navier, et la seconde d’aprés

quence le développement d’actions tangentielles sur leur section droite. Mais
en admettant comme un fait 'existence du mouvement par filets rectilignes, il
est clair que ces actions normales aux trajectoires ne produisent pas d’effet sur
le mouvement; elles sont d’ailleyrs identiques pour toutes les sections, de
sorte qu’elles n'entrent pas non plus daus les équations différentielles qui expri-
ment la variation de pression en passant d’un point a un autrve. Elles restent
douc pour ainsi dire & 1'état latent, et puisqu’elles ne modifient pus les qnan-
tités que nous devons introduire dans nos calculs, nous pouvons sans inconvé

ment oublier leur existence.
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M. Darcy. On remarquera d’ailleurs que, si 'on désigne pary
Ja vitesse d’une couche quelconque située a la distance rde
I'axe, et par Ar la distance trés-petite qui sépare les miliew
des épaisseurs des deux couches, la vitesse relalive en ques-

. L dv s ,
tion sera exprimée par I Ar; et, comme Ardoit étre supposi
r

constant quand il s'agit de comparer les adhérences de divers
groupes de deux couches, on voit que la résistance au glisse-
ment, rapportée au métre carré, pour chaque élément de sur-
face commun a deux couches contigudés, est proportionnelle
Ldv o fde\T L .
40U a (E) » suivant qu’on admet la théorie de Navier on
celle de M. Darcy. Le coefficient de la proportionnalité varie
probablement d'un liquide a l'autre, el, méme quond il ne
s’agit que de I'cau, M. Darcy pense qu’il varie également aves
la température et avec le rayon du tuyau (*).
En résumé, si nous appelons

W Ia vitesse des molécules qui glissent le long des parois
du tuyau,

(*) Cette influence qu’aurait le rayon du tuyau sur la viscosité d’un liguils
est un fait assez inattendu, dont il ne semble guére possible de donner um
explication satisfaisante; en le tenant pour absolument vrai, il faudrait en con-
clurc ou que les molécules agissent les unes sur les autres a des distances sen-
sibles, ou que Vaction mutuelle de deux molécules trés-rapprochées ne depeni
pas sculement de leur mouvement et de lcur état propre. Aussi M. Darcy n
s’appuie-t-il que sur un raisonnement détourné. Comme il le fait observer, I'hyps
thése d'un mouvement par couches concentriques a I'axe du tuyan n’est jamais
rigoureusement réalisée ; Iés aspérités de la paroi, d’une part, et d’autre parth
contraction de la veine fluide & son entrée donnent naissance 4 des mouvemen's
gyratoires plus ou moins irréguliers, qui se propagent dans toute la masse e
mouvement, Ces effets sont d’autant plus marqués et les trajectoires d'autut
plus différentes de Ju ligne droite que le rayon est plus grand, ce qui fait cot-
cevoir jusqu’a un certain point la variation de e avec cette dimension.

Le fait qui sert de base & ce raisonnement est exact, tous les expérimentaten:
le reconnaissent. Mais 'interprétation n’en serait-elle pas devenue plus Jogiqu
si M. Darey avaitdit : « Les mouvements de I'eau dans les tuyaux de conduir,
en les prenant tels qu’ils se produisent naturellement, sans précaution particuliét
pour les modifier, ne remplissent pas la condition d’é¢tre rectilignes et uni:
formes, ct ils la remplissent d'aulant moins que la section est plus grande J
les ai néanmoins toujours considérés comme soumis & celte condition, et sur
chercher la vitesse absolue de chaque point, j’ai déterminé seulement {parle
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v lavitesse des molécules appartenant a la couche de rayon r
concentrique au tuyau;

les inductions qu'on peut tirer de tous les faits d'expérience
ncus conduisent :

r A représenter 'adhérence a la paroi, par métre carré, par
une fonction f de la vitesse W, soit f (W); .

2° A exprimer la cohésion de deux couches contigués, éga-
lement rapportée au métre carré, par ¢ (%_)m, m étant un
exposant égal a 1 ou a 2, et ¢ une constante pour un méme
tuyau.

Nous nous bornerons pour le moment a ces indications, qui
sont suffisantes pour traiter le probléme ci-aprés.

48, Lol de lu distribution des vitesses dans la section transversale di
teyaw. — Dans une méme section transversale, la pression varie suivant
la loi hydrostatique (n° 18, 4° régle), et par conséquent on peut ajouter
que Je niveau piézométrique v est le méme pour tous les points, puisque
la différence de hauleur des colonnes doit égaler la différence de niveau

movens imparfaits dont je pouvais disposer } sa composante paralléle 4 'axe du
tuyau. Alors j'ai constaté que les variations de cette composante, aux divers
points d'une méme scction transversale, pouvaient se calculer par les mémes
{ormules que dans ’hypothése du mouvement rectiligne ¢t uniforme, mais en
avant soin d’adopter une valeur de e croissante avec le rayon R du tuyau. »

Suivant cette mani¢re d’envisager les choses, la variation e avec R ne serait
pas 'expression d’une loi véritable, mais un procéde empirique pour corriger
Terreur que 'on commet en voulant appliquer a2 un phénoméne naturel des
formules faites pour un phénoméne hypothétique entiérement différent.

Au reste, d'uprés les opinions émises par d’autres personnes, il ne faudrait
méme pas considérer ¢ comme invariable dans étendue d’un seul et méme
twyau. MM. Bazin et Lévy feraient varier ce cocfficient en fonction de v (n® 14)
{ou, ee qui revient au méme dans le cas actuel, en fonction de r); M. Kleitz
veut qu'il soit lié aux inégalités des vitesses avec lesquelles se séparent ou se
rapprochent les molécnles, autour de chaque point et dans les diverses direc-
tions. Ces opinions peuvent ¢tre contestées; mais au moins elles ne font dé-
pendre Vaction mutuelle de deux couches fluides que des choses qui carac-
térisent leur maniére d'étre et leur appartiennent en propre : en cela elles
paraissent plus rationnelles que celles de M. Darcy.

11 est fachcux que le manque d'un bon instrument pour la mesure des vitesses
ne permette pas de vérifier un peu de prés les conséquernces de chaque hypothése,
en tant qu’elles seraient accessibles a l'expérience.
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de leurs bases ; connaissant ce niveau pour deux sections AB, CD { fig- 3o,
ou plutdt 'abaissement du niveau piézométrique entre ces mémes sections,

Fig. 3o. nous nous proposons de
trouver la vitesse de l'mn
quelconque des filets flui.
des, dont chacun se mat
uniformément, par hvpe
these, suivant une ligne
droite paralléle & l'axe du
tuyau.

Soient N et P les doux
niveaux piézométriques en
AB et CD, et par con-
quent MP la charge d'une molécule enlre deux positions exlrémes,

T'une prise dans le plan AB, I'autre dans le plan CD; posons MP =% Ia
vitesse de la molécule étunt constante, d’aprés le théoréme de Bernoull
(n® 48) la charge % doil étre égale & la perte de charge exprimée par

I - . -
—- ‘/'qa cosy els, suivant les notations du n° 415. Or les explications pré-
-4

liminaires du n® 44 montrent que v est un angle de 180 degrés dans le
cas actuel, et de plus que ¢ est constant sur tout le parcours d'une mo-
lécule, car en chaque point de ce parcours ¢ dépend unigquement de iz
loi de variation des vitesses d'une conche a l'autre : donc on a la rel-
tion

() (.:?L!

L désignant la lonzueur AC. On voit, par conséquent, que o est le méme
pour toutes les molécules comprises dans le volume ABCD, puisque Tex-

proession gLE n’a rien qui appartienne a l'une plutdét qu'a 'autre. Done »
peut encore se calculer en prenant la force totale que la viscosité produit
pour le volume fini ABCD et la divisant par la masse de ce volume. Or la
force totale dont il s'agit est simplement celle qui s’exerce sar la surfuce
de la paroi, car les réactions mutuelles des couches se composent de forees
égales deux a deux et de sens contraire; sa valeur, rapportée au meétre
carré, s'exprime par f(W), W étant la vitesse & la paroi (n° 44); d'o
il suit que si I'on appelle R le rayon du tuyau, son intensité totale sera
owRL. f(W); comme d’ailleurs la masse ABCD est dgale au volume nR'L
multiplié par le poids I du metre cube de liquide et divisé par g, ona

L _2rRL.f(W) ¢ o2g .
(2) y = rRzL_'ﬁwlilRf(“)’
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gquation qui, combinée avec (1), donne

. RZ 1
(3) T (W).
Sil'on connaissait la fonction f, cette équation ne contiendrait plus que
linconnue W, el servirait par conséquent a la déterminer.

Nous remarquerons en passant que si 'on nomme L' 1a longueur qui
sépare deux sections transversales entre AB et CD, %' la charge corres-
pondante, on aurait, d'aprés ce qui a €16 dit tout & I'heure,

) oL/
U="-
4
Cl
p conservant la méme valeur que dans I'équation (1), Donc R

vest-a-dire qu'en passant de AB & CD, le niveau piézométrique descend
uniformément. Cette observation permet de trouver aisément le niveau
pitzométrique correspondant & une section quelconque, et par suite la
pression en toutl peint du volume ABCD.

Maingenant nous allons chercher une troisiéme expression de ¢ qui
nous permettra de trouver li loi suivant laquelle les vitesses varienl
d'ume couche a 'autre. Pour cela nous suivrons encore une fois le pro-
cédé qui nous a donné l'expression {2); mais au lieu de appliquer & tout
le liguide compris entre les sections AB et CD, il ne faudra I'appliquer
quiau liquide renfermé dans un cylindre concentrique a I'axe, de rayon
quelconque OH = r, se terminant d’ailleurs aux mémes sections, et pos-
stdant la vitesse ¢ sur ses génératrices extéricures. Alors le frottement

) \ dv\"™ .

27RL /(W) se trouvera remplacé par 27rLe (Tj) (n® 44); mais
[¢

comme ¢ est fonction décroissante de -, afin d'avoir toujours la valeur

. i d mn
absolue de ce froltement, nous I'exprimerons par 2n rls (— ;1—:) - Ayant

- o

winsi la somme des forces du frottement pour une masse —- =7°L, on en
b

conclut

\ 28 (A",
4] ‘?‘ﬁ?'< ,/r)

L'élimination de ¢ entre les éguations (1) et (4) donne

ne 1 do\"™"
asL  r\ dr ’

1
dv [ HELA™ ;"—,
@ \ael) T

01 encore
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de 1a résulte par l'intégralion

Lo L
ne \» = )
—_— = ael » -+ COnat-,
— 41

0w

soit, en nommant V la vitesse du filet central qui correspond & r = o,

A
m g \» 7t
'5 — A d mo
(3) v=V m 41 <25L> r

L’équation (5) doit donner la vitesse W a la paroi, en y faisant » = R:
ainsl nous poserons

(6) W=y (K)R*

T+ \2:L

Cette relation déterminera YV en fonction de W que nous connaissons
déja; puis V étant connu, I’équation (5) donnerait la vitesse d'un il

quelconque.
L'ensemble des deux derniéres équations fournit encore la suivahte:
et
V_—=« r "
(7) —w= (&) >
Yy—Ww R

qui exprime aussi la loi des vitesses dans une méme section transversale.

Or M. Darcy ayant constaté dans plusieurs séries d’expéricnces, et par
V—v

m, a reconnu

que 'égalité (7) était convenablement satisfaite en posant

une mesure directe des vilesses, les valeurs du rapport

m -1 3
n 2

d’oi résulte la valeur adoptée par lui
m=a.

D'aprés les conceptions purement hypothéliques de Navier, il faudrait
prendre m = 1; par suite Péquation (7) deviendrait .

s0it encore

ce qui montre que les vitesses décroitraient, & partir du flet centrd
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comme les ordonndes d'un paraboloide de révolution ayant méme axe
que le tuyau.

48, Fitesse moyenne. — On appelle vitesse moyenne dans une section
celle qui, multipliée par I'aire de la seclion, donnerait le débit. Si nous
conservons les notations du n® 43, Je débit par I'élément de surface
GHKI { fig. 30) sera vrdadr, et par conséquent le débit total Q s'expri-

mera par
Q:f[‘ur{{ac(h"

p dtant une fonction de la seule variable », définie par I'une des équa-
tions (5) ou (7). D'un autre coté, I'aire totale de la section est = R* donc,
pour délerminer la vitesse moyenne U, on devra poser

«R?U :ffur(lx(/r.

L'intégrale double doit étre étendue & tous les éléments, tels que GHKI;
on peut prendre d'abord tous ceux qui sont entre les circonférences Ol,
0G; pour ceux-la r et ¢ sont constants, de sorte que I'intégration relati-
vement a la variable z, entre les limites o et 2w, nous donnera

R
~R*U :f amerdr.
0]

Supprimant ensuite le facteur commun =, remplacant ¢ par sa valeur tirée
de I'équation (7 ), nous aurons

K o
WU:z]1 V—(V—“U(—) rdr,
A R

soit, aprés avoir effectué l'intégration
) 5 k)

o e o R "
RU = RV 3"I+I(V—W T
R “
ou enfin
2am
{8) U=V—§;Iﬂv_wy

Lorsqu'on fait m = 1, il en résulte

U=-(V4+ W),

1
2

II. 2¢ €pir. 9
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cest-a-dire que la vitesse moyenpe est la moyenne des vitesses extrémes:
si m = 2, on obtient
3 4
{9 U==-V4- W=
) 7 7

1

. 1 .
S (VW) — 2 (V—W),

valeur un peu différente.
Si T'on veut savoir & quelle distance r' du centre se trouvent les filets
qui possédent la vitesse moyenne, on remarquera que I'équation (8) peut

s’écrire
V—U  am

V—W 3111+1;

d'un autre cdté I'équation (7) nous aurait donné, en y faisant v = U, r=1r,

YU _(r\".
V—W \R
On a donc, pour déterminer 7,

il

r’ o _am
R T 3m41
d'olt 'on tire

m

mtl
. am
(In) r ‘(31)1—%1) R

, —~ .
r X 1 .

Le rapport n est égal a \/; ou a o,707 quand m =1; pour m =z,

il change peu et devient § /- ou 0,689 environ. Si I'on faisait encore m

successivement égal &

37 4’ 57 65"" w’

!
. r
on aurait pour valeurs correspondantes de ® les nombres

0,682, 0,678, 0,676, 0,674,..., 0,667,

Ainsi, quelque valeur qu'on attribue & I'exposant m entre 1 et o, le filet
qui posséde la vitesse moyenne est toujours & une distance du centre com-

prise entre les % et les 0,707 du rayon du tuyau; mais vraisemblablement

r . s T .
TS rapproche plus de ce dernier nombre, cu égard aux indications

théoriques et expérimentales qui tendent a faire prendre m dans le voi-
sinage de 1 ou 2.
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¥1. De la délermination expérimentale du coefjicient de
viscosité e et de la fonetion f(W). — Dans une série d’expé-
riences, on pourrait faire varier les quantilés R et %, cn opé-
rant toujours sur le méme liquide, de maniére a laisser II con~
stant; on mesurerait les vitesses V et W correspondant a des
valeurs données de ces deux variables. Cela posé, 'équation {6),
dans laquelle on mettrait pour Vet W les valeurs fournies par
expérience, ne contiendrait plus comme inconnues que m
ete:deux expériences suffiraient donc a larigueur pour les dé-
terminer; un plus grand nombre d’expériences donnerait plus
de certitude & cette détermination et permettrait de controler
les hypothéses et inductions qui servent de base a la théorie.
Quant a la fonction (W), I'équation (3) nous apprend qu’elle

ca I .
doit étre égale a > IR %; on pourrait donc calculer sa valeur,

correspondant a la valeur de W donnée par Uexpéricnee,
¢'esta-dire qu'on auraitla grandeur de la fonction pour chaque
valeur de sa variable W. On pourrait ensuite cssayer de la re-
présenter analytiquement de diverses maniéres, par exemple
au moyen d'un développement de la forme

a+bW 4+ cW 4+ dW3 ..,

a, b, ¢, d,... étant des constantes.

M. Sonnet, dans un Mémoire qui avait principalement pour
base les idées de Navier, en se fondant sur d’anciennes expé-
riences citées par de Prony, a proposé pour 'eau les valeurs

m=ri, e——— et FIW) —-0,019W + 0,371 W?;

le metre carré et le kilogramme étant pris pour unités, et la vi-
tesse étant exprimée en métres par seconde sexagésimale. Cetie
expression ne tient pas compte de la nature des parois, ce qui
en rend la compléte exactitude peu vraisemblable.

M. Darcy a été conduit, comme nous l'avons déja dit, & faire
m =23 I'équation (6) devient alors

YA IAUE
{11) v:V_§<25L> re.

9-
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1
2
3
stant d’un tuyau & lautre, mais varic en raison inverse du

rayon R (*); on aurait donc

21\ _ K
§<2E TR

K étant un nombre constant, et par conséquent

Suivant le méme ingénieur, le facteur (7— n’est pas con-
) €

2 I R?

(l'z) E:—Q—KT-

M. Darey fixe a 1,74 la valeur de la constante ;—lgquand il

s’agit de I'eau, c’est-a-dire qu’il suppose K —11,3; on aurait
donc définitivement, d’apres lui, pour I'cau coulant uniformé-
ment dans un tuyau cylindrique a la température ordinaire,

e—1,74R%

Il ne s’est pas occupé de la fonctign f{ W), parce que, suivant
la méthode ordinalrement usitée, dont nous allons bientdl
nous occuper, il a représenté d’une autre maniére la résistance
qui s’exerce a la paroi.

La formule {12) conduit & une conséquence remarquable. 11 en résulte

1
n\*> 3K,
2:) 2R’

portant celte valeur dans la formule (x1), aprés y avoir fail #=R e
¢ = W, on trouve I'dcquation

1
W—=V—_K (BT) ,

qui, combinée avee (3), donne, par I'élimination de

»

L )

w_;v—K\/"-”T’,

(*) Poirla note de 1a page 12].
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ou bien encore

(13) V:W+K\/§(Twl-

Quand il s'agit de tuyaux d'une nature déterminée, et que le liquide
est toujours aussi le méme, les explications du n° 44 tendent & montrer
que la fonction (W) ne doit contenir aucune variable autre que la
vitesse W elle-méme., Cela étant, les relations (g) ot (13}, ol n’entreraient
que ‘es trois vitesses U, V, W, détermineraicnt complétement deux d'entre
elles en fonction de la troisiéme.

Dans le cas out f (W) serait réductible & un mondme du second degré
tel que y W7, on pourrait déduire des deux relations dont il s'agit les
rapports numériques entre U, V et W. On aurait

{3 /ﬁ) :
U—<l+;K\/ i W;
les trois vitesses, rangées par ordre de grandeur, seraient donc propor-

tionnelles aux nombres
3 /1 oy
1, l+;K\/i’ 1+ K o

Linvariabilité de ces rapports (autant, du moins, que le liquide ct la
paroi ne changeraient pas de nature) conslituerait un fait heureux pour
la facilité des calculs pratiques. Malheurcusement 3} est difficile d'y eroire,
et 1y a méme lieu de douter que W soit function de U seulement. Car,
sila connaissance de U entrainait celle de W, on serait en droit de con-
sidérer toute fonction de W comme exprimgble aussi en fonction de U;

on aurait donc
S{W) =F(U),

F étant une fonction qui ne contiendrait que U. Or lexpérience ne con-
firme pas, comme nous le verrons un peu plus loin, cetle relation, et le
frottement & la paroi ne dépend pas exclusivement de la vitesse moyenne :
M. Darcy a trouvé qu'il dépend en méme temps du rayon R.

La contradiction & laquelle nous conduisent sinsi les considérations
théoriques du n°® 44 et les lois expérimentales proposées par M. Darcy,
montre que les unes et les aulres ne peuvent éire acceptées qu'avec une
certaine réserve.

8. Théorie nouvelle de M. Lécy (Maurice). — L'exposition détaillée
et la discussion des raisonnements de cel ingénicur exigeraient des déve-
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loppements trés-étendus; c’est pourquoi nous renverrons le lectenr qui
voudrait approfondir la question, au Mémoire méme de M. Lévy, et nous
nous bornerons a indiquer ses formules relatives aux tuyaux.

La formule faisant connaitre la distribution des vitesses dans la section
transversale serait, avec les notations des n®™ 45 et 46,

ng

(14) vi=V? T

A désignant une constante numérique pour chaque liquide. La fonction
N IRY
J(W) qui exprime la résistance & la paroi, et qu'on doit égaler a i

{n° 48), aurait pour expression approchée
(15) SIW)=1bW?,

¢t le coefficient b ne devrait varier qu'avec la nature de la conduite; toate-
fois M. Lévy conseille de préférence unc expression ou & serait encor
variable en fonction de R, savoir
. , now?

(15 bis) f(W):_;_‘
1+ 232yR

Si lon voulait, par un calcul semblable & celui du n® 46, déduire de la
furmule (14) une relation entre les vitesses U, V, W, on aurait & chercler

i
I mrmymlef rdr \/\/2 “ L r*: pour éviter cette difficulté, M. Léw

emploie un procédé approximatif, et trouve finalement

3VI4- fW?

116} U =
7

U

Faisons maintenant » = R dans 'équation (14) : il vient

IR [
Wi—YV¥ M_-LR’

relation qui, combinde avec la précédente, donne

3ng

W= D-_ZS/\'L

*) La présence de 'clement R dans f(W ) est anormale; elle tend i [air
supposer que les expériences dont les résultats ont conduit M. Lévy 4 Ta fo-

mule (15 fis) portaient sur des mouvements imparfuitement rectilignes. Clestun
:

vertu de ln méme raison qu'on voit figurer dans la formule (14) un terme en /s,
tandis que la théorie du mouvement rectiligne (d'aprés M. Lévy ) aurait dom

un terme du second degré.
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substituons enfin la valeur de W dans I'une ou l'autre des équations [15)
- . . TTR% . .

ou {15 bis), aprés y avoir éerit TL"au lieu de f(W), et nous aurons

duns les deux cas un résultat de la forme

v

7 (U 3D = (-3, V),

. fe , 311D
), désignant encore un coefficient numérique égal a i

la formule (15), ou & la méme quantité augmentée de X si I'on adopte la
formule (15 bis).

M. Lévy, en se fondant sur les résultats des expériences de M. Darcy,
a fixé les valeurs des coefficients 4, &, 3, %, de maniére & représenter le
mieux possible les faits observés. On aurait suivant lui, quand le liquide
est do I'can,

si I'on emploie

A = 0,0947;
et quand le tuyau est en fonte, aprés un certain temps d’usage,
— t
b=
Va 20,5’
A =3.

Quant & %, M. Lévy n’en indique pas la valeur; mais, comme on I'a vu
plus haut, X et X doivent &tre liés par la relation

311b
b=+ 144’
(ot résulterait
) = o0,307.
§II. — Formules pratiques relatives au mouvement permanent

et uniforme de l'eau dans les conduites cylindriques simples a
débit constant.

1. Observations générales. — La marche suivie dans le
§ I qui précede, pour résoudre le probléme de I'écoulement
uniforme de 'eau dans les tuyaux cylindriques, quoique pré-
sentant bien des imperfections et donnant licu, sur plusicurs
points, & des doutes légitimes, ouvre cependant une voie ra-
tionnelle aux recherches ayant pour but d’améliorer ceite
partie de I'Hydraulique. Mais il y a des méthodes adoptées
depuis longtemps et sanctionnées par un fréquent usage, mé-
thodes moins rationnelles sans doute, mais cependant recon-
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nues suffisantes par les hommes de pralique : & notre avis, lo
moment n’est pas venu d’y renoncer, et nous allons maintenant
nous en occuper d'une maniére exclusive.

50. Expression du frottement contre la parot, par unité de
surface. — La modification la plus essentielle de la théorie
donnée au § I porte sur I'expression de la force retardatrice
ou frottement exercé par le tuyau sur le liquide; au lieu de
représenter cette [orce, rapportée a 'unité de surface, par
une fonction de la vitesse a la paroi f(W), nous la repré-
senterons, comme I'a d'abord fait de Prony, par une fonetion
de la viltesse moyenne F (U). Cela serait trés-légitime si U
éait déterminé quand on donne W ; caralors une fonetion de W
serait par cela méme une fonction de U. Mais comme il est
pour le moins trés-douteux qu’une pareille relation exisie
(n° ¥7), on n’agit pas tout a fait rationnellement lorsqu'on
cherche a représenter par F (U) la résistance dont nous par-
lons; et cependant, comme 1'a dit M. Darcy, cetle maniére de
procéder n’entraine pas d’erreur sensible en pratique.

De Prony, s’appuyant sur cinquante et une expériences de
Couplet, Bossut et Dubuat, a proposé pour F(U) I'expression
I (aU+ bU?), I étant le poids du meétre cube d'eau ex-
primé en kilogrammes, et les deux constantes a, b ayant les
valeurs ci-aprés :

a=—0,0000173, b=0,000348.

Plus tard, Eytelwein et d'Aubuisson ont indiqué pour ces
coefficients a et b d’autres valeurs, savoir :

a— 0,0000222, b= 0,000280 (Eytelwein);
¢ =0,0000188, b—o0,000343 (d’Aubuisson).

D’autres personnes, pour simplifier les calculs, ont encore
proposé de supprimer le terme aU dans le binéme aU + b17
le coefficient @ donné par de Prony n’est guére, en efflet, que

1 . N ) «
o de b, de sorte que si U n’est pas trés-petit, on ne commel

pas ainsi d’erreur bien notable. D'ailleurs, comme le fait ob-
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server M. I'inspecteur général Dupuit (*), lorsque U est petit
le frottement des parois est lui-méme trés-petit, et il est rare,
dans les applications, qu’il soit alors utile de 1'évaluer avec
une compléte exactitude; en outre, quelque coefficient que
'on adopte, il peut se trouver en défaut dans certains cas
particuliers : il est donc bon de procéder ici, dans une juste
mesure, comme on le fait dans les calculs sur la résistance
des matériaux, en évaluant largement le nombre b, pour étre
aabri des éventualités. Ainsi M. Dupuit n’hésite pas a poser
une formule qui revient a prendre
a=o, b=o0,0003855;

en adoptant ainsi une valeur de & un peu plus forte que celles
données ci-dessus, on compense jusqu'a un certain point la
suppression du terme aU.

M. Barré de Saint-Venant a reconnu que les résultats des
cinquante et une expériences dont s’était servi de Prony pou-
vaient &tre assez bien représentés en remplacant le bindme
alU—+ dU? par un mondme ¢U”; il a indiqué pour m et ¢ les

valeurs

12
m=—s ¢-==0,0002955,

Enfin, M. Darcy, par ses belles recherches expérimentalcs
sur écoulement de I'eau dans les tuyaux, que nous avons
déja citées plusieurs fois, a montré :

1° Que lorsqu’il s’agit de tuyaux neufs, le frottement de
'eau contre les parois varie considérablement avec la nature
et le poli des surfaces; ainsi la fonte neuve donnerait lieu a
un frottement une fois et demic égal 4 celui qui aurait lieu
sur une surface en bitume;

2° Que la nature de la surface tend a perdre son influence
amesure que les tuyaux se recouvrent d’une couche de dé-
pots amenée par I'eau elle-méme; que cctle circonstance,
dans le cas de la fonte, donne lieu a un frotiement deux fois
plus grand que lorsque le tuyau était neuf (**);

(*) Traité théorique et pratique de la conduite et de la distribution des eaux .
(**) En réalité, M. Darcy a déterminé ses coefficien(s pour Jes tuyaux de fonte
neuve; il a ensuite admis [ peut-ttre sur la foi d’un trop petit ncmbre d’expé~

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



138 CHAPITRE TROISIEME.

3° Que le frottement par unité de surface peut étre repré-
senté par II(aU + bU?); mais que dans les tuyaux qui ont
quelque temps d’usage on peut se contenter du mondme &, 0,
le nombre b, variant seulement avec le rayon R du tuyau, tandis
que a ct b varieraient en outre avec la nature des surfaces s
les tuyaux étaient neufs;

4° Que les coefficients a, b, b, peuvent étre calculés por
les relations suivantes, dans le cas de tuyaux recouverts de
dépots :

0,000 000003 76
bl

(1) « — 0,000032 + =

(2) b:o,000443+9~_(ﬂ;{‘3)_(’ﬁ’
/H

o b= 0,000 507 -+ 2222020047,

Pour la fonte neuve, il faudrait diminuer les nombres a ct b
environ de moitié.

Comme en pratique il faut toujours compter sur I'existence
de dépots au bout d’un temps plus ou moins long, on voit
qu’en définitive on peut adopter le mondme b, U? au lieu du
binéme aU + bU?; seulement il parait que cc nombre &,
varic avee le rayon du tuyau, contrairement a 'opinion de
Prony,.ct qu’il est plus grand pour les petits tuyaux que pour
ceux d’un calibre assez fort. Toutefois il faut dire que ces
variations ne sont pas considérables quand on ne prend que
Ies tuyaux analogues & ceux qu’on peut rencontrer dans les
distributions d’eau : les rayons au-dessous de o™,03 n'y sont
en effet employés que sur de faibles longueurs, en quelque
sorte exceptlionnellement, et il n’existe guére de tuyaux au-
dessus de o™,50 de rayon. Voici entre ces limites extrémes
les valeurs de b, :

riences ) que lexistence de dép6ts dans des tuyaux de nature quelconque devait
faire doubler ces coefllcients. Nous nous en tenons cependant a cette conclusion,
parce qu’elle conduit a évaluer la résistance due au frottement plus haut qu'on
ne le fait en général, cc qui peut eviter des mécomples dans les applications

pratiques.
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Rayons R, b,.
N m
0,03 0,000 723
0,04 0,000 669
0,05 0,000 636
0,06 0,000615
0,08 0,000 558
0,10 0,000 572
0,15 0,000 550
0,20 0,000539
0,25 0,000533
0,30 0,000 529
0,40 0,000523
0,50 0,000 520

La moyenne entre les valeurs extrémes de ce tableau est a
peu prés (o0,025)?, soit o,000625, nombre que I'on pourra
adopter quand on aura besoin d’'une expression analytique trés-
simple de la fonction F (U); dans les autres cas il serait mieux
de recourir a 'expression (3) de b, ou au tableau précédent.

Nous allons maintenant examiner quelques problémes aux-
quels peut donner lieu Vécoulement permanent et uniforme
de Peau dans les conduites eylindriques simples a débit con-
stant. Nous appellerons conduites cylindriques celles dont la
seetion transversale est constante, Ie profil longitudinal pou-
vant d’ailleurs présenter des accidents quelconques, pourvu
que les alignements dont il est composé se raccordent par des
courbes assez adoucies; une conduite sera dite simple, si au-
cune aulre conduite ne s'embranche sur elle entre les points
extrémes; enfin elle est & débit constant quand il n’y a pas
d'orifice percé sur elle dans son parcours. Nous désignerons
toujours, dans nos calculs, par

D le diameétre constant de la section transversule;

L la longueur du tuyau;

% la charge entre les sections extrémes, laquelle est aussi la
perte de charge dans le méme intervalle, puisque la vi-
lesse ne varie pas;
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J le quotient %, c¢’est-d-dire la charge ou perte de charge par

métre courant de conduite;

Q le débit par seconde qui s’écoule par une section trans-
versale quelconque;

U la vitesse moyenne, également constante pour toutes les

sections, puisqu’elle est égale au quotient é)ﬁ?'
i

)

81. Relations entre les quatre quantités D, J, U, Q. — §i
nous répétions sans aucune modification les raisonnements
par lesquels a été démontrée I'équation (3) du n° 43, en ayant

soin seulement de remplacer R paré D et f{W) par F (U},

nous trouverions

Ipf="Lyu
4 L1 ’
ou bien encore
(4) ZDI = —F(U).
+ A I

D’un autre c6té, par la définition méme de la vitesse U, l'ona
I

(5) DU =Q.
4

Les relations (4) et (5) entre les quantités D, J, U, Q, per-
mettent de résoudre tous les problémes dans lesquels, don-
nant deux de ces quantités, on demande les deux autres. Ces
problémes seraient au nombre de six; on les a indiqués dans
le tableau ci-apres :

DoxNEES. INCONNUES.
D, I U, Q
D, U; J, Q;
D, Q; J, U;
J, U; D, Q;
J, Q; D, U;
U, Q; D, J

Nous nous bornerons a4 examiner avec détail le premier et le
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cinquitme, qui se rencontrent fréquemment dans la pra-
tique.

52. Prosrixe. Connaissant le diamétre d’une conduite, ainst
que la charge par métre courant, déterminer la vilesse et la
dépense. — On connait D et J, on demande U et Q. La rela-
tion (4) ci-dessus, dans laquelle tout est connu excepté U,
fournira cette inconnue; puis U étant calculé, Q s’obtiendra
par la relation (5).

Duansles idées de Prony, Eytelwein ct autres, F (U) était une
fonction de U seulement (n° 50), et ces auteurs ont donné des
wbles a simple entrée, indiquant les valeurs de I_II F(U)oude

al -+ bU? pour une séric de valeurs de U. Avece une telle table
le calcul de U est on ne peut plus simple. 11 suffit de faire le
produitil)J, et de chercher le nombre égal a ce produit dans

la colonneﬁF (U); en regard se trouve la valeur de U.

Suivant M. Darcy, F(U) est a la fois fonction de U et de D;
Il faudrait done, pour suivre une marche analogue, avoir une
table & double entrée dont les arguments seraicnt U et D, ou
bien, ce qui revient au méme, une série de tables simples
comme celles de Prony, dont chacune serait relative a un
diametre déterminé. Dans chaque probleme on prendrait celle
qui convient au diamétre donné; rien ne serait d'ailleurs
changé a ce qui vient d’étre dit. Si 'on voulait traiter la ques-
tion par I'analyse, on poserait

£
(6] IMi=bu= 0,000507 4 2200001294 Uz,
| A b
d’oi
. nJ
U:; 0,00001204
0,000507 + —————1
D
ou bien encore
DI /3
) Usmoozy [ s =220\ g o5
S
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En adoptant la valeur moyenne b, — 0,000625 = (0,025, o
aurait

1
- DJ = (0,025 )02,
7 ( )

et par suite
(8) U= 20DJ.

Les équations (7) et (8) s’accordent quand on fait D =~ o™iy
pour les diamétres plus faibles, on a U << 20 yDJ, et pour les
diametres plus forts U > 20 /DJ. L’erreur relative sur U, con-
mise en prenant toujours U = 20 y/DJ est d’environ 7 pour 1no
si D =o0m,06, et g pour 100 si D =1™, 00.

Lorsque la vitesse U sera calculée, la relation (5) donunerns
aisément la dépense.

La Table III qu'on trouve a la fin du Cours, et que nousavons
construite d’aprés les données expérimentales de M. Darcy,
permet également de résoudre avec facilité le probléme ac-
tuel. En regard du diamétre D, on y a inscrit les valeurs cor

L ] - J
respondantes de 'aire - = D?, du coefficient b,, de — et du

4 Q
J

logarithme de ;- Toutes ces quantités ne sont en effet [onc-

Q

tions que de la variable D, comme on le sait déja pour les deux

\ . . Qi
premiéres; quant a g on le voit en éliminant U entre lcs
relations (5) et (6), ce qui donne

;DJ: (0,000507 + M) 160

4 D =D’
ou hien
J 64 0,00001294
(9) —@:W<o,000507—+——n—>-
Cela posé, quand on donnera D, la table fera connaitre %7 di-

rectement ou par son logarithme; on en déduira Q, puisque
J est, ainsi que D, une donnée du probléme. Ensuite on cl-
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culerait U par la relation (5) en divisant Q par 1'aireé m D2,

mais le plus souvent, en pratique, U n’est qu’une inconnue
auxiliaire, et Jorsqu'on a la dépense, on n’a pas besoin de
chercher la vitesse moyenne,

Afin de faciliter les interpolations destinées a fournir les va-

I 5 Do .
leurs de G correspondantes a des diamelres compris entre ceux
qui figurent dans la table, on a indiqué les différences pre-

miéres et secondes des logarithmes de % Les différences des
logarithmes étant beaucoup plus faibles que celles des nom-
bres, on aura plus d’exactitude en faisant de préférence I'inter-
polation sur le logarithme ; pour plus d’exactitude encore, on
interpolerait paraboliquement, en se servant des différences
secondes. Toutefois, comme a parlir de D —=o0=,50 les diffé-
rences premieres deviennent faibles et lentement variables, on
a pens¢ que l'interpolation par parties proportionnelles suffi-
rail, et on a supprimeé, en conséquence, l'indication des diffé-
rences secondes.
Deux exemples vont rendre ces explications plus claires,

Premiérement, soit donné J = 0,00357, D = o™,15. On trouvera dans

la Table III, en regard de D = o™,15, la valcur il = 50,66; donc

Q

I 0,00357
7. - _— —-————} = 4
Q' 50,66 50,066 0100007047,

Q = v/0,00007047 = 0™, 0083q;

la dépense serait de 8™, 4 par scconde environ. Pour avoir U, on divi-

et par suite

serait 0,00839 par%wD’, nombre égal, d'aprés la table, a 0™%,01767. On

auralt ainsi
- o ()(}83()
I 3 -

00176, 47

Si l'on avait voulu se servir des logarithmes, la table aurait fourni celui

J . oo
de -~ ct voici comment on aurait disposé le caleul :

Q:
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logQi, =1,70467
log J = 3,55267

1 . iy
log o= 4,15200 (Par soustraction des deux précédents;

log Q = 3,92400
- log %rD’ = 2,24724

logU =71,67676 (Par soustraction des deux préeédents,
U= o™, 475

Le second exemple montrera I'usage de l'interpolation pour obtenir la
J . B
valeur de o On demande cette quantité en donnant le diaméte
D = o™,0106. Le calcul direct fail avec la formule générale conduirait au
] . . -

résultat [0 = 83720700 eunviron. Il s’ugit de voir comment on approche
rait plus ou moins de ce nombre au moyen de la Table 11 et de Uinterpolation
lintaire ou parabolique.

D'abord on pourrait employer I'interpolation lincaire entre les valeus

J . : .
de o correspondant 8 D — o™,010 et D=o0™,011. On a, suivant la table,
m J
Pour D=o0o™o010..... @:116790000)

o™oIr..... 67779000;

il faudrait ensuite prendre la différence entre ces deux résultats, la mul-
tiplier par o,6 ot retrancher le produit de 1167g90000. En d’autres termes.

. . ’y I S
on admet que depuis D = o™,0100 jusqu'a D = o™0110, o varie unifor-
mément avee D, et 'on pose en conséquence, pour I = 0™,0100,

0‘“,0106—0"‘,0100( 5 6 000)
I Ep——— — (116790000 — 70000
0o™,0110 — 0%,0100 79 7773

= 116790000 —

]

= 87383400,

valeur qui, comparée & la valeur exacte, nous permet de constater we
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erreur absolue en plus de 3662700, soit une erreur relative, dans lo méme
I -
sens, de 0,044 ou o3 caviron.

Quoique, eu égard & P'incertitude des coefficients numériques entrant
dans lexpression de b,, une telle erreur n’ait rien qui puisse effrayer un
pralicien, nous pensons qu’il convient de ’atténuer, parce qu'on peut le
faire sans compliquer le calcul, en opérant d'une maniére toute semblable

sur les logarithmes de Qi’ On poserait donc
n J

Pour I} = o™,010..... loga,:s,oﬁﬂg,

0™, 0IL..... 7,83109;

d'ott 'on déduit, pour D = 0™,0106,
log(%z = 8,06739 — 0,6(8,06739 — 7,83 109).

Onprend encore dans la table la différence 7,83109 — 8,06739 = —0,23630,
et en achevant le calcul on arrive &

J
10g6:2 =7,92561,
d'odl résulte définitivement

Qi" = 84258000,

Lerreur absolue se trouve donc réduite & 537300, et Verreur relative
1 v I .
20,0064 oua 1&g environ.

Rappelons enfin la formule d'interpolation parabolique. Pour trois ab-
scisses en progression arithmétique de raison £, on a les trois ordonnées y,,
Y.y, d'une courbe, et on veut avoir Pordonnée y répondant 4 une ab-
seisse déterminée prise entre celles de 7, et y,. Dans l'interpolation linéaire
on admet que, entre les points définis par deux ordonnées consécutives,
la courbe peut se remplacer approximativement par une droite joignant
ses deux extrémilés, ce qui a lieu en effet si les ordonndes sont suffi-
samment rapprochées, et que les différences y, — 7, et », — y, alent des
valeurs presque égales. Ici nous admettrons que les trois points situés
sur y,, ¥, ¥, appartiennent & une méme parabole ayant son axec paral-
lele aux y. Nous placerons de plus l'origine arbitraire des abscisses x
sur ¥,, et alors, nommant « et $ deux constantcs, nous devrons avoir
généralement, entre y, et y,,

y =y, +azx+ B2
1L, 2¢ Eoir. 10
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Les cocflicients « et  pourraient étre déterminés par la condition d'avoir
)=, pour z =1,
7 0, pour x — 2/;
mais 1l v a une formule d'interpolation bien connue, due & Newton, qu.
nous dispense de ce calcul. Cette formule s'applique aux interpolations

par expressions paraboliques de degré n quelconque, lorsqu’on cennal
les 2 -t-1 valeurs de I'ordonnée

_9’07 ,_Tl! ,7‘-;1 ]—37"'! .yu—ﬂ .yny
répondant a des abscisses en progression arithmétique

o, by 2, 30, (n—1)h, nh:

? k)

dans le cas actuel, il faut faire 2 = 2, ot la formule devient

z(x—h)

x
y:].0+7?‘5f0+ Z Az.)’m

1.2/

. < e ' . f Z
ou bien, si 'on définit 'abscisse x par le rapport = le nombre
(]

devant varier de o & 2,
]-:)-u-+—1115fu-+—;m (m—1) Ay,

La valeur y = ¥, 4+ mAy,serait celle que fournirait I'interpolation linéaire;
le surplus du second membre s’introduit par 'emploi des courbes parz-
boliques du second degre.

Dans Pexemple numérique ci-dessus traité, quand il s’agit de déter-

miner logQi._. pour D =o0™.0106, on a comme données fournies par I
table, les nombres
- >, = 8,06739, Ay,=—0,23630, A’y,= 0,02130;

0,0106 — 0,010

d'ailleurs m — = 0,6. Par suite la formule précédeni

0,011— 0,010
donnera

logé2 = 8,00739 — 0,14178 — 0,00256 = 7,92305;

dot I'on tire

]
L 83763000,
valeur exacte & 0,000505 0u —.— prés.
1980
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53. ProsLiME. — Connaissant la charge par métre courant et
la dépense d’une conduite, calculer son diamétre et la vitesse
moyenne, — lci J et Q sont les données, U et D les incon-
nues. Pourles trouver on peut d’abord employer une méthode
de titonnements. On suppose a D une certaine valeur; alors
au moyen de D et J, en suivant la marche indiquée au n° 82,
on détermine U et Q :la valeur de D qu'on a essayée est
bomne lorsque Q ainsi calculé se trouve égal au nombre
donné.

Quand on admet que le frottement de 1'eau sur chaque métre
carré de paroi est exprimé par II(aU + bU?), comme I'a fait
de Prony, on peut se servir avec avantage de tables dressées
par M. Mary, Inspecteur général des Ponts et Chaussées, et par
M. Fourneyron.

La Table de M. Mary (*) est une table a double cntrée, fai-
sant connaitre U et J au moyen des arguments Q et D. Pour la
construire, avec les données Q et D, on calcule immédiate-
ment U par la relation (5); puis, comme la relation (4) devient

4

on en tire sans peine la valeur de J. Cette table permet de ré-
soudre immédiatement le probléme dont nous nous occupons.
Parmi les valeurs de J qui répondent a la valeur donnée de Q
(et qui sont en méme nombre que les diamétres figurant dans
la table), on cherche le nombre donné auquel J doit étre égal;
I'argument I} correspondant est un des nombres demandés, et
Iautre, la vitessse U, est celle qui répond aux arguments Q et
D, maintenant connus. Comme les données ne se retrouveront
pas inscrites exactement dans la table, on pourra se contenter

(10) DI —=aU—+ bU,

des résultats carrespondant aux nombres les plus rapprochés
des données, ou bien faire des interpolations.

La Table de M. Fourneyron donne les valeurs de J*Q en
fonction de U. 8i 'on élimine D entre les relations (5) et (10),

(*) Cette table est reproduite & la suite des leguns lithographiées faites a
I'Ecole des Ponts et Chaussées, sur les distributions d’eau, par M. Mary.
10.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



148 CHAPITRE TROISIEME.

on obtient
(x1}) JQ=4aU(aU+bU%);

on voitdonc que J et Q étant donnés, J*Q est un nombre conny
et que I'équation (11) détermine U. Cette détcrmination est
immédiate par la Table de M. Fourneyron, dans laquelle sont
inscrites les valeurs de 4nU(aU + dU?)2 ou de J2Q qui corres-
pondent & des valeurs données de U : il suffit de chercher le
nombre connu J*Q) dans la colonne intitulée I’Q, en regard on
aura la vitesse U. On en déduira D par I'équation (5).

Les expériences de M. Darcy n’étant pas complétement d’ac-
cord avec 'expression du frottement adoptée par de Prony, cet
auteur a ¢également donné une table & double entrée, qui fait
connaitre J et Q en fonction des arguments D et U. Ces argu-
I
4
de I'équation (6), puis Q au moyen de I'équation {5); on con-
¢oil que la table puisse étre construite au moyen d’un ensemble
d’opérations analogues. L’usage de cetie table ressemblerait
beaucoup a celui de la Table de M. Mary; avec 'une ou 'autre,
on résoudrait sans peine toutes les questions qui consistent a
trouver deux des quatre quantités D, J, U, Q, connaissant les
deux autres. Seulement il faut se rappeler que M. Darcy a cal-
culé sa table en adoptant Ja valeur de b, relative & la fonte
neuve, c’est-a-dire la moitié de celle qui résulte de Ia for-
mule (3); comme b, devrait étre doublé au bout d’un cerlain
temps d’usage, il convient, si la charge par métre courant J est
une donnée, de faire le calcul de D, U ou QQ en ne comptant
que sur la moitié de cette charge; on bien si J est une incon-
nue, de doubler le résultat que le calcul aura donné pour cette
quantité. Cela se justifie en remarquant que, d’aprés 1'équa-
tion (6), J est proportionnel a b, toutes choses égales dail-
leurs : si les équations (5) et (6), qui sont celles du probléme,
sont satisfaites par un systéme de valeurs de D, J, U, Q, elles
seront encore satisfaites en doublantJ et b,. M. Darey conseille
en outre, quand on a déterminé un diamétre D, de 'augmen-
ter un peu pour tenir compte par apercu de I'épaisscur de la
couche déposée par les eaux.

ments étant donnés, on calcule - DJ, et par suite J, au moyen

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TUYAUX DE CONDUITE. 149

La disposition adoptée par M. Darcy pour sa table n’est pas
sans inconvénient au point de vue pratique; son défaut prin-
cipal consiste en ce que ni la dépense Q) nila charge J ne f{igu-
rent parmi les arguments pour entrer dans la table. Par suite,
quand J et Q sont comme ici les données immédiates de la
question, la table ne fournit pas facilement les inconnues D et
U; on ne peut les obtenir que par un titonnement, lequel se
fait du reste avec la table elle-méme. On essaye unc valeur de
U; avec les données U et J on trouve Q et D; on reconnalt
que Ua é1é bien choisie quand la dépense Q ainsi obtenue est
¢égale au nombre donné.

La Table Il que nous avons déja citée (n° 52) permel de pro-
céder d'une maniére plus directe. Connaissant J et Q, on cal-

J . .
cule —— ou bien son logarithme; on cherche ce nombre dans

Qz

la table, et en regard sur la méme ligne horizontale, on trouve
le diamétre D, avec une approximation variable de o™,001 &
o™, 01 (pourvu que D soit au-dessous de 1™,00), sans qu’on
ait besoin d’aucune interpolation. Au deld de 1™,00 jusqu’a
1™ 20 les diamétres inscrits dans la table croissent par diffé-
rence de o™,05; la limite de 1™, 20, & laquelle on s’est arrété,
parait d'ailleurs plus que suffisante dans les cas ordinaires.
Quand on aura le diamétre, puisque 'on connait déja la dé-
pense, on calculera sans peine la vitesse moyenne, comme on
I'a vu au n° 52.

Indiquons enfin une solution analytique du probléme dont
nous Nous occupons, et qui consiste & déduire directement le
diametre des données J et Q. A cet effet, on éliminera U entre
les relations.

I I
-DJ =510 et -—TTD’U:Q,
4 4

ce qui donne

I
Dt = 6———4.1)'
pu

Q:’

et par suite

o) D_’\/b/b Q’_
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Le nombre b, étant a la rigueur variable avec D, le rapport de

v 8 Q- . . . T
Da \/(—;— cst aussi variable; mais si U'on prend les valeurs cx-

trémes de b, données au n° 50, savoir o,000723 €t 0, 000520,
qui se¢ rapportentaux diamétres u"’,oG et 1'", 00, On trouve (ue

s/ 4

les valeurs correspondantes de \/ sont o,3421 et o, 3203;

on aurait donc une solution sufﬁsame pour la pratique en
prenant

1/
(13) D;3 J )

mais cette solution ne serait pas applicable si elle conduisait a
une valeur de D de beaucoup inféricure a o™, 06, car pour les
diamétres trés-petits b, peut s’écarter beaucoup de 0,000723:

ainsi, quand D=_o"™, 01, I'expression

. Lo 1
2 0,41, nombre assez différent de 3"

En procédant comme il suit, nous obtiendrons une autre
formule approximative aussi simple que I'équation (13), mais
applicable seulement sous le bénéfice des mémes restrictions.
Dans I'équation (12), nous remplacerons b, par sa valeur
0,c00012g94 0,0255>

D

D s CL

0,000507 + ou par 0,000507 (1 +

nous aurons

D s /64.0 000507 0,0255 5 g;
D J
o 32\/ \/ o 02575

Or, pour peu que D atteigne o™,05 ou o™,06, le facteur

5 0,0255 R . . .
I+T peut €ire approximativement remplacé par

~
0,000 A -
i » car la formule du bhinéme de Newton donne

0,0255 L4l 0,0255 2 [0,0255\2
(1252 ) =14 5 (2F7) = 5 (252) +
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développement qu’on peut borner aux deux prewiers termes

[~
, . 0,0255 |
lorsque, D étant au-dessus de o™,06, la fraction —’D— nat-

teint pas 0,425. On aura donc

D=o 32\/()2 290'5),

3 —__7 ray r
et, attendu que 0,32 \/QT est déja une valeur approchée de D,

(14) . D=—=0,32 \7% —+ 0,005.

Voici trois exemples numériques :

1° Q = 0™,22, J — 0,000163. On obtient par la formule (13) D = 1™ 04;
par la formule \14), = 1™,00; par la Table Il ou par celle de M. Darcy,
D =17,00. La Table de M. Fourneyron aurait donné I) = 0™ g4.

2° Q = 0™,000302, J=0,2127. Au moyen des formules {13) et (14,
nous trouvons D = 0™,018 ¢t D = o™,022; par la Table I, D = o™,02;
par ceile de M. Fourneyron, D = o™ 016.

3 Q = 0™,006283, J = 0,01649. Résultats des formules (13) et (14):
D=0"100 et D = o™ 101; par la Table lll on trouve D = 0™,100; par
celle de M. Fourneyron, D = o™,08q.

84. Cas d’une conduiic cylindrique simple faisant commu-
niquer deuzx réservoirs ou débouchant dans 'atmosphére. — On
donne deux bassins A et B { fig. 31), la différence de leurs ni-

Tig. 31.

veaux z, les pressions p et p’ sur ces niveaux; une conduite
cylindrique simple, a diamétre et & débit constants, améne
I'ean de A dans B; 1a longueur L de la eonduite étant donnee
et le mouvement étant supposé permanent, il s’agit soit de
déterminer la dépense Q correspondant & un diometre D, soit
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de résoudre le probléme inverse, c’est-a-dire d’avoir D m
moyen de Q.

La question rentrerait immédiatement dans les termes ol
elle a été posée aux n> 52 et 53, si I'on connaissait les niveaux
piézométriques en deux sections CD, EF, 'une prise & peu
de distance de I'entrée de la conduite dans le réservoir 4,
l'autre a son extrémité d’'aval. Pour les trouver, appelons Uly
vitesse moyenne dans la conduite; supposons en outre que le
tuyau pénétre dans le réservoir A sans raccordement, comme
un gjutage cylindrique, et qu’'on prenne la section €D assez loin
de l'origine pour que les filets y soient redevenus paralléles;
alors, en allant de 'intérieur du réservoir & la section CD, une
molécule quelconque aura dit se mouvoir sous une charge cx-

. 3 2 . . 4o
primée par ;-Q(n" 37); donc le niveau piézométrique en Cl)

dépasse le niveau de la surface libre dans A d’une hauteur

p_3b D’ailleurs la veine qui arrive en EF perdant rapi-
I 2 2g

dement sa vitesse, elle se trouve cntourée d’une eau sensible-

menl stagnante et le niveau piézométrique dans EF est & peu
4

prés le niveau de la surface libre dans B, relevé de % La charge

totale ¢t la perte de charge entre CD et EF sont donc expri-

—_ 4 T2 )¥r
£ p——-—ﬂ,soilenposanth:z-i-] P

mées par 2 + > 28 m

[

par h ——g-;—‘g, et la quantité J est égale a r —§—U— On aurz

done (n° 51)

1 h 3 U I S
(15) ZD<f—ETgL):ﬁF(U)’

équation qui, jointe a 7 7I'U = Q, suffit pour résoudre les
questions proposées.
Quand on admet que F (U) =15, U7, cette équation devient

1 h 3 U
R
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cc qu'on peut éerire

ok 3D \v /. . 3D
ZDE‘—(E+_MgL>L__hb<1+16&gL}

\

ou hien

(16) %D_J%T:am
L+

16b. g

I
4
précédemment employée, on voit qu’elle lui ressemble com-
plétement, sous la seule condition de calculer J en cherchant le

.Si I'on compare I'équation (16) avec 'équation - DI = b, T?

. . D
quotient de A par une certaine longueur L —+ ©h g un peu
1
supérieure a celle de la conduite.
Ordinairement, dans les applications, la longucur L étant

assez considérable, n’est qu'une petite fraction de L;

160, g

on peut donc poser, au moins comme premiére approximation,

in%:am

ce quirevient a supposer que la charge totale & disponible entre
les deux bassins est entiérement absorbée par le frottement
de la conduite. Cette simplification étant admise, on rentre
dans les problémes des n* 52 el 33, sans aucun changement,
h
L
on donne D, ou inversement. Lorsque D est I'inconnue, on
Pobtient facilement ainsi d'une maniére approximative; pour
plus d'exaciitude, on peut recommencer le calcul avec une
nouvelle valeur de J égale au quotient de £ par la longueur

puisque I'on connait J — —, et qu’il s’agit de calculer Q quand

corrigée L+ : ¢’est la méthode des approximations

3D
160, g
successives. Si au contraire 1) est donné et Q inconnue, on
applique les formules et procédés du n® 52, en prenant pour J

le quotient de A& par L augmentée de ; cette longueur

3D
106, g
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additive varic de 26 a 37 fois le diamétre quand le diaméteg
varie lui-méme de 0™,06 a 1™,00; clle aura généralement pey
d’importance comparativement a L, au moins dans le cas of
il s’agit de grandes conduites d’eau.

Il est bon de remarquer que 1'équation (15) aurait pu éue
immédiatement obtenue par I'application du théoréme de Ber-
noulli (n° 13), & une molécule qui passe du bassin A au
bassin B. Les vitesses initiale et finale étant nulles, la charge 4
égale la somme des pertes de charge éprouvées pendantle
trajet. Or ces pertes sont :

1° A 'entrée de 'ajutage cylindrique é % (n° 37);

2° Dans la conduite, par chaque métre courant, % FiUy,

puisque telle est la valeur de J, d’aprés I'équation (4) du n°3;
cela fait par conséquent, pour le parcours entier du tuya,
4L

_ Al U -

i (0

, . . %
3° A Tentrée dans le bassin B, — (n° 34).
20
o
Donc nous aurons

1 U 4L U2
/t_;-gr—%—»nDF(U)—Fgru

lp(ﬁ_EiE_):LF(U),

ou bien

11

ce qui est précisément I'équation (15).

Si la conduite débouchait dans une atmosphére gazeuse ali
pression pf, il n'y aurait rien a changer aux calculs qui pre-
cédent; seulement 2 désignerait la hauteur verticale entre le
niveau de A et le centre de la section CD formant Dorifice
d’écoulcment.

Voyons encore ce qui arriverait dans le cas ou le tuyau pré-
scoterait entre les scctions CD et EF un robinet dont nous
assimilerons Peffet & celui d’un diaphragme réduisant le dis-
métre D dans le rapport de 1 4 n. Il faudrait alors ajouter au
pertes de charge énoncées tout a I'heure, une perte exprimée
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(U —Up

» U’ étant la vitesse dans la scction contractée

qui suit "étranglement. On aurait done

3 U U — Uy L
po 30 U Ur 4L F(U).

2 28 2g D
8i m désigne le coefficient de contraction applicable dans le
1
4
le débit par cette section et une autre quelconque ou la vitesse
moyenne est U, fournirait par conséquent I'égalité

cas actuel, la section contractée sera - nn?D?*m; I'égalité entre

1 L
stiDimU = - DU,
4 4
ou hien

U

';i_—.
n*m

Cette valeur de U’ substituée dans celle de /» donne

R IE 1 4L
h“@[;+<nem—‘”+m”“>’

. ) . L3 e
onvoit que dans ’équation (15) le coefficient 5 de Y doit ¢tre

augmenté de (—n}[—m — 1) - Remplacant ensuite F(U) par 114, U2,

et multipliant I'équation précédente par-— elle deviendra

4L
v h 3_*—')‘(n'*m_l>z
ZDr:bIL l—i———IW D )
ou encore
(17) %D : U
3+ 2 (n“ln —I>
I
L+ 160,8 D

La longueur fictive qu’il faudrait ajouter a L pour pouvoir
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faire abstraction des charges non consommées par le frottemen
(o .
3+ 2 (7 S—1
\ n*m

166, g

que nous avions dans I'équation (16).

de la conduite serait donc ici D, au lieu &

3D
160, g
Si le robinet se trouvait placé dans la section EF, la perte de
(U -1
28

. 1 ? - .
(n° 34), et le coefficient (m—x> devrait étre remplacé tou

. U
charge qu’il occasionne serait alors — au lieu de
2g

simplement par - D’autre part, on économiserait la peite

n‘m’
2
z—gqui se produisait tout a I'heure aprés le passage de la sec-

tion EF. En modifiant d’aprés ces indications les calculs pré-
cédents, on devrait poser

1 h ”

(18) ZD > -——bllﬁ-
nim?
L+ b g

11 est clair que n peul toujours étre supposé assez petit pour
que lavaleur de U tirée de I'une des équations (17) ou (18) soft
aussi petite que 'on voudra. Le cas de » = o, répondraitah
fermeturc compléte du robinet; alors on trouverait U=y,
comme cela doit éire. Mais dans les conduites trés-longues il
faut que n soit assez petit pour influer d’une maniére bixn
sensible sur le débit. Exemple :

1

L = 2000®, D =om,15, /l:?.o“‘, n:§;

. 8 .
comme le robinet obstrue les 9 de la section, on peut suppo-

ser m— 0,62; on sait d'ailleurs que b, —0,00055. La for-
mule (18) donne alors U— 0™,7006, tandis que la formule (16
donnerait U-—o0m™,825, Ainsi donc, dans cet exemple, la section
d’écoulement étant diminuée dans le rapport de g a 1 parle
robinet, la vitesse et, par suite, la dépense ne seraient dimi-
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nuées dans le rapport de 0,825 & 0,706, ou, en nombres
ronds, de 7 & 6.

88, Calcul de la pression en un point quelconque d'une con-
duite cylindrique simple ; exception dans Uapplication des for-
mules. — La charge par métre courant d'une conduite cylin-
drique ou la perte de charge (ce qui est la méme chose dans
le cas actuel ) a pour valeur, comme on vient de le rappeler,

%F(U); cetle quantité ne varie pas dans toute I'étendue de

la conduite si celle-ci est simple et 4 débit constant, car D, U
et II conservent toujours la méme valeur. Donc, si la conduite
est en outre composée de parties raccordées entre elles par
des courbes peu sensibles, de maniére que le frottement des
parois soit la seule cause des pertes de charge, on voit que
l'abaissement du niveau piézométrique, a partir de l'origine,
sera proportionnel a la distance entre cette origine et la sec-
tion considérée. Il sera donc bien facile d’avoir le sommet de
lacolonne piézométrique répondant a une section quelconqgue,
Soient, en cffet, £ la charge entre les deux extrémités du tuyau,
dont la longueur totale est L, [ la distance entre une section
et origine du tuyau; le niveau piézométrique répondant a
cette section sera en dessous de celui qui répond a l'origine,
4
T
le lieu des sommets des colonnes piézométriques, représen-
tées en chaque point par une verticale, serait unc autre ligne
droite; il en serait encore de méme, approximativement, pour
une conduite composée de lignes 4 faible pente dont la lon-
gueur pourrait étre confondue avec la projection horizontale.
Le licu géométrique dont il s’agit est ce que M. Dupuit a
nommé ligne de pression ou ligne de charge, suivant que les
colonnes piézomélriques comprennent ou ne comprennent
pas la hauteur représentative de la pression atmosphérique.
En supposant que les coloiines menées en chaque point dé-
bouchent dans Patmosphére, lcurs hauteurs représenteront les
pressions diminuées de la pression atmosphérique. Par suite,
quand la ligne de charge sera, dans une section, au-dessus de

d'une quantité =-- Dans le cas ou la conduite est en ligne droite,
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I'axe longitudinal du tuyau, cela voudra dire que, dans la mémg
section, la pression moyenne dépasse la pression atmosphi-
rique; quand, au contraire, le licu dont il s’agit passera e
dessous de I'axe, la pression moyenne deviendra inférieures
celle de l'atmosphére. En général, II étant le poids du metre
cube d’eau, y la distance verticale prise positivement en
montant, entre I'axe du tyyau et la ligne de charge, p.la pres
sion atmosphérique, p la pression moyenne dans la seclion;
laquelle se rapporte y, on aura

p=p. + Iy.
Cette expression montre que pour ) négatif et supérieuren

valeur absolue 2 %’; c’est-a-dire a 10™,33 s'il s’agit de conduites

d’eau, p devient négatif. Or on a déja vu (n° 37) que la pres-
sion ne peut pas étre négative, et que les formules doiven
alors cesser de s’appliquer, parce qu’elles reposent sur des
hypothéses impossibles a réaliser dans le cas dont il sagi.ll
faut méme éviter, en établissant des conduites d’cau, que k
pression ne devienne notablement inférieure & la prossio
atmosphérique, en aucun point des tuyaux; car lair en dissi-
lution dans I'eau pourrait s’en dégager; la continuité du mou-
vement serait peut-&tre troublée, et d’ailleurs I'eau privée dir
devient moins salubre et moins convenable pour la boisson.
On devra donc toujours s’assurer que la ligne de charge u
passe pas notablement en dessous de I'axe longitudinal b
tuyau, pour tout point de celui-ci. Cette vérification sera inx
tile pour les tuyaux rectilignes, pourvu que y soit positif ats
deux extrémités; la ligne de charge étant droite, y sera néces
sairement positif dans Pintervalle. Mais il peut en étre diffi-
remment quand I'axe est une ligne courbe ou brisée.

56. Détermination expérimeniale des coefficients numi-
riques de la fonction F(U). — Il a é1é démontré plus ha
(n®51) qu’on a I'équation

1 I

4DJ—_—1~

; F(U)
entre la vitesse moyenne U, le poids II du métre cube de I
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quide, le diamétre D du tuyau, et la charge par métre courant J.
Concevons maintenant qu’on ait exéculé une série d’expé-
riences sur I’écoulement de I'ecau dans les tuyaux cylindriques,
en notant pour chacune d’elles la valeur numérique des quan-
lités D, J, U, lesquelles sont faciles & observer. Pour D, il n'y
aura en effet qu’a prendre une mesure directe; J sera connu
au moyen de piézomctres placés en divers points, qui donne-
ront la charge totale entre ces points, et par suite la charge
pour chaque métre courant; U se mesurera en recueillant le
liquide écoulé dans un certain temps, d’ou I’'on déduira d’abord
la dépense Q par seconde, puis la vitesse moyenne, égale au
4Q
D+

De Prony, ayant & sa disposition cinquante et une expé-
riences, comme nous l'avons déja dit, chercha les valeurs

quotient

n o - ©
de = puis il construisit une courbe dont les U étaient les

4U
. DJ , I
abscisses et iU les ordonnées. Cette courbe différait peu d’'une
droite; par conséquent de Prony en conclut qu'on pouvait

poser
DJ

iC

a ¢t b désignant des constantes, ou bien

:a—!—bU,

%DJ:aU—%—bU’,

on enfin
F(U)=1I{aU + bL3).

. . . . DJ
La construction de la droite représentative de A donnait les

valeurs de a et de b; a ¢tait ordonnée de la droite 4 I'origine,
pour U=o0; b était son coefficient angulaire.

M. Darcy a procédé avec un peu plus de rigueur. Il a cher-
ché & part les valeurs de @ et de b, pour une nature déterminée
de paroi et pour des diamétres également délerminés; faisant
ensuite varier successivement la nature de la paroi et le dia-
métre, il a pu constater les lois énoncées au ne 50.
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La méthode graphique indiquée ci-dessus est extrémement
simple et son emploi peu sujet & erreur. Cependant on a sou-
vent fait usage d’'une méthode dite des moindres carrés. 11 sa-
git de satisfaire le mieux possible aux résultats d’un certain
nombre d’expériences auxquelles on accorde une confiance

égale, en exprimant ; DJ par un binéme de la forme aU+ 50",
+

Les valeurs de a et de b ne pouvant vraisemblablement pas
satisfaire d’'une maniére rigoureuse a toutes les expériences,

’ » l T M
Perreur absolue sera pour I'une d’clles - DI — (aU + b, et
4
par conséquent 'erreur relative aura pour expression

4(aU + bU")
- dlaz 2o,

Or Laplace a démontré que pour réduire au minimum Perreur
relative moyenne & craindre, il fallait prendre @ et b de maniére
a rendre minimum la somme des carrés des erreurs relatives.

Posant donc
. B 4(aU+4b0%)T
S_z['__ﬁ_ ’

.on aura pour déterminer a et b les équations

s ds_
da — % 46— %

Z[’ aU—+—bU’:|D£_
U—+—bU2 U
[ =

ce qu’on peut encore écrire
U: Us 1 U
gt U= D0
1 U?
aZDZJ’ + Enw ZZW

Cest un systéme de deux équations du premicr degré entre
les deux inconnues @ et b. Les calculs des six sommes qui

ou bien

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TUYAUX DE CONDUITE. 161

entrent dans ces decux €quations sont nécessairement longs et
pénibles quand il y a beaucoup d’expcriences; dailleurs le
procédé a l'inconvénient d'accorder aveuglément la méme
confiance a une série d’observations dont quelques-unes peu-
vent étre mal faites, tandis que la méihode graphique rend les
anomalies sensibles aux yeux.

§III. — Du mouvement permanent de l'eau dans les conduites
simples & diamétre ou & débit variable d'une section a l'autre.

87. Cas ont les variations de diaméetre et de débit ne sont
pas continues. — Supposons une conduite recevant Peau d'un
bassin ( fig. 32) et la débitant sur son parcours, au moyen de

Fig. 2.

tuyaux trés-courts adaptés en B, C, F, G, H, K,..., el terminés
par des robinets qui permettent de régler le volume dépensé.
Le diamétre de la conduite n’est pas constant : il change brus-
quement en des points tels que E, I,.... La siluation de ces
points, ainsi que celle des tuyaux sccondaires, est définic par
les longueurs données

AB=1I, Bu=1!, CE=/L, E

Appelons

=

=l.,....

dyd\, dy. .., les diamétires des portions AE, EI, IM,...;

¥y ¥ ¥ s -, les distances verticales mesurées en des-
cendant, entre le plun de niveau du bassin et les sommets
des colonnes piézométriques élevées en B, C, F, G,. ..,
ces sommelts étant soumis, comme le niveau du bassin, a
la pression almosphérique (*};

(*) On admet ici q@1’i] y a un scul et méme nivean piézomélrique dans la
conduite principale, au droit de chaque ouverture telle que B, C, F,.... Cela
n'est yrai qu'approsimativement, comme on le verra un peu plus loin (n® G1)

II. 2% fwiT. I
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U, u, w, u;..., les vitesses dans les portions AB, B(
CE, EF....

2

s 1 u - ; ,
Une charge exprimée par ;E” est perdue al'entrée de l'eay

du réservoir dans le cylindre AB (n® 37); une autre charge,

4
1ILd
sommée par le frottement de la conduite entre A et B (n°bi);

on aura donc, d’aprés le théoréme de Bernoulli {n° 13), s
vitesse élant sensiblement nulle dans le réservoir,

dont la valeur par métre courant est F (u) se trouve con-

uo 1w 41
og VT aag T wal ™
ou bien
3w 41
Y=y oe 2g IIdF “)-

Dans la partie BC il n’y aura que les pertes de charge dues au
frottement de la conduite; on trouvera donc, en appliquant
I'équation (4) du n° 31, et remarquant que J peut étre rem-

placé par Q’L?X’

4

l \

Ny = Ii;?lt F(u).
Entre C et F il y aura une partie de la charge consommée par
le {frottement et une autre par le changement bhrusque de sec-
. . . Uy — Uy ) ,
tion en F; celte derniére perte s'exprime par (—’TQ (n° 32},

et alors le théoréme de Bernoulli, appliqué entre C et F,
donne

u? °; (s — 1) 41 41,
By M, T Flu,
2[; gg ] ‘7 'lg Hdr() IIll ‘\
soit encore

_ww (m—w) | fh ib by
PN Ty et g wa M) g

De méme on trouverait facilement, pour les portions ¥G, GH,

41 41
. p— {J nilg - — T3 T .
75 p—-n¢rum,3. Y= rd ()
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Pour HK, il faudrait tenir compte d’une perte produite par le

changement brusque de section en I, perte analogue a celle

qui a lieu a 'entrée d’an ajutage cylindrique, et dont I'expres-

sion est (n® 37) L (i —1)2, en appelant m le coefficient de
28 m

contraction a U'entrée du tuyau IK; le théoréme de Bernoulli,

appliqué & I'intervalle HK, donnerait alors en fin de compte

L _w_wmw (N gl 4,
]s—]4~;§*¥r+¥r<m—l)+Hle(us)+iId2F(u7).

On pourrait continuer et exprimer ainsi, de proche en proche,
I'shaissement piézométrique en passant d’un orifice a l'autre,
au moyen des vitesses moyennes successives.

Maintenant, supposons qu'on donne le volume d’eau qu'un
orifice quelconque doit dépenser par seconde. On en conclura
sans peine le débit de chaque portion de la conduite : il suf-
fira en effet d’additionner les débits de tous les orifices situés
enaval de la partie considérée. Par suite, si les diametres sont
également donnés, on aura toutes les vitesses u, u,, Uy, Usy..ny
car il suffira d’appliquer la relation (5) du n° 31 successivement
atoutes les portions AB, BC, CE, EF,.... Les équations ci-
dessus posées permettront alors de connaitre les quanlités
¥y ¥is ¥as ¥ar- -5 C'est-d-dire les niveaux pi€zométriques aux
points B, C, F, G,.... Il faudra que ces niveaux soient au-dessus
de ceux des orifices correspondants, car une certaine charge
est nécessaire pour produire I'écoulement par lesdits orifices.
D'ailleurs, pour peu que la charge fat sensible, on dépenserait
levolume voulu, en prenant Uorifice suffisamment grand ; mais,
dans la pratique des distributions d’eau, les orifices ont des
dimensions & peu prés fixes, et, pour obtenir une dépense
convenable, on s’arrange de maniére a ce qu’il y ait toujours
sur chacun d’eux, immédiatement en amont, une charge de
07,50 &4 0,60 environ. Comme les orifices ne peuvent pas étre
percés immédiatement dans les parois mémes de la conduite,
mais qu’ils en sont séparés par des tuyaux plus ou moins longs,
la charge consommeée par cet appendice doit encore s’ajouter
a celle de o™,50 ou 0™,60. Par exemple, si le tuyau de dériva-

tion avait 1o métres de longueur, o™,03 de diamétre, et que sa
(.
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dépense fit de omc,0005 par seconde, son frottement absorbe-
rait unc charge de o™,63 environ; le niveau piézométrigue
dans la conduite devrait donc dépasser de 1'",20 ou 1™,25 celui
de l'orifice en regard.

Cettc considération montre que les niveaux piézométriques
dans la conduite, en regard des points B, C, F, G, ..., sont assez
souvent des données, car ils doivent se trouver a des hauteurs
connues au-dessus des orifices correspondants, dont la situa-
tion est (ixée ¢ priori par des convenances locales. Le pro-
bléme qu’on doit alors résoudre, c’est de calculer les divers
diameétres de maniére & ne consommer qu'unc charge déter-
minée, avee un volume d’cau connu, sur chaque portion de la
conduite. Un comprend que la solution peut s’obtenir par -
tonnement, puisque, si 'on avait la valeur des inconnues, les
Gquations posées tout & I'heure permettraient de trouver les
abaissements successifs du niveau piézométrique.

Ordinairement les tuyaux de conduite ayant des longueurs
assez considérables, les pertes de charge occasionnées par les
changements brusques de section, et les différences des hau-
teurs dues aux vitesses, sont négligeables devant les charges
absorbées par le frottemnent et proportionnelles aux longueurs
41, L, L,.... Si i celte simplification on joint 'hypothése d'un
diameétre constant entre deux orifices conséculifs, le probléme
que nous venons de mentionner rentrera complélement dans
les termes de celui que nous avons résolu au n° 33. La solution
ainsi obienue scra tout au moins une approximation; pour plus
d’exactitude, on pourra évaluer les termes négligés, en se ser-
vant des vitesses calculées par ce moyen, et recommencer la
recherche des diameétres, aprés avoir défalqué des charges
¥y ¥i— ¥ 3r— X, ¥s— ¥u---, la valeur approximative des

termes négligés dans le premier essai.

88. Cas oa les diametres et les débits varient par degrés in-
senstbles. Relation différentielle entre la charge et la vitesse
moyenne.— On emploie rarement des conduites quine seraient
p-s composées de tuyaux cylindriques mis les uns & la suite
des autres; cependant on peut avoir & considérer accidentel-
lement un écoulement par un tuyau de section progressive-
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mentvariable. De méme les orifices B, G, I, G,... sont quelque-
fois rapprochés au point que la distance entre deux consceutifs
n'est qu’une faible fraction de la longueur totale de la conduite,
et il semble alors qu’il est permis de regarder les distances

AB, BC, CF,..., comme des éléments infiniment petits de
cette longueur totale. Nous avons ainsi une conduite dont le
diamétre et la dépense sont censés varier d’'une maniére con-
tinue, quand on passe d’'une section a l'autre; nous n’admet-
lons pas d'ailleurs de variation avec le temps dans une méme
seclion, ¢’est-a-dire que le mouvement est toujours censé per-
manent.

Pour arriver 4 I'équation du mouvement dans un tuyau dé-
fini comme on vient de le dire, quelques hypothéses et consi-
dérations nouvelles sont encore nécessaires. D’abord nous
admettrons que les variations du profil transversal sont assez
lentes pour que les filets traversant une section puissent tou-
jours étre regardés comme sensiblement paralléles entre eux
eta l'axe du tuyau; il en résulte immédiatement que leur gli-
sement réciproque, et, par suite, les forces dues a la viscosité,
ont & peu prés la méme direction; donc aussi, dans chaque
section, la pression variera suivant la loi bydrostatique (n° 18,
f régle). 11 n’y a donc encore qu’un niveau piézométrique
pour tous les points d'une méme section, comme nous l'avons
vudans un autre cas (n° 43).

Maintenant considérons deux sections distantes d'une lon-
gueur ds infiniment petite, entre lesquelles le niveau piézomé-
trique aura baissé d’une hauteur dy: soit v la vitesse d’une
molécule de masse m, a U'instant ou elle traverse la premiére;
v+ dv la vitesse aprés le parcours ds, ¢ la force retardatrice
dued la viscosité et rapportée & 'unité de masse. Le théoréme
de Bernoulli (n® 15) donne immédiatement, I'angle y étant ici
de 180 degrés,

vy —dy - l_rga's,
& 5
ou, en multipliant par m, .
medy 1
= mdy — — mods.
5 g
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Taisons la somme des équations pareilles & la derniére pour
toutes les molécules comprises entre les deux sections dont il
s’agit, et divisons par la masse totale 2m; comme dy et ds
sonlles mémes pour toutes les masses m, on aura, si 1'on isole
dy dans le premier membre,

Smede 1 , Zmo
U="eSm

Le premier terme du second membre est la valeur moyenue

. vdv v* ,
de l'accroissement —— que prend ;-é, pour le groupe de molé-
3

cules considéré; dans I'impossibilité de I'évaluer exactement,
on le remplace par la différenticlle de la hauteur due ala vitesse

UdU . . .
moyenne, ou par - U d051gnant celte vitesse. Quamamg,
b5

c’est 1a force due a la viscosité pour la molécule m; dansly
somme 2my, il est donc évident que les forces mo vontse dé-
truire deux & deux, comme actions mutuclles des divers poinls
d’un systéme, 4 l'exception toutefois du frottement exercé
par la paroi sur les molécules contigués, lequel frottement est
une force extéricure (*). 2m¢ exprime donc ce frottement,
que nous pouvons aussi représenter par le produit de la sur-
face mouillée et d’une fonction f( W) de la vitesse W des fi-
lets contigus a la paroi (n° &4). Donc si 'on nomme Q Taire
de la seclion, % son périmétre, II le poids du métre cube de
liquide, on aura

Zngst et Emo =y dsf(W)

par suite

(*) A la rigueur, la cohésion du liquide pourrait encore produire des forees
exercées sur les deux sections transversales qui limitent la tranche considere;
mais attendu que ces forces, dans le cas du mouvement uniforme, se détruisent
réciproquement (& cause de l'identité des vitesses dans toutes les sections), e
que nous supposons le mouvement lentement vari¢, nous pouvons supprimer
feur résultante comme négligeable devant le frottement de la paroi.
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Ici encore, pour n’avoir pas 4 s'occuper des variations de vi-
tesse dans une méme seclion transversale, il est naturel de
chercher a mettre an lieu de f( W) une fonction de la vitesse
moyenne. Mais cette fonction doit-elle étre la méme que dans
le mouvement uniforme ? Une réponse alfirmative supposerait
que la loi des vitesses dans une méme section est identique
pour le mouvernent uniforme et le mouvement varié, car on
admettrait dans les deux cas une méme relation entre W et U.
Or ce serait 1a une hypothése gratuite et méme peu vraisem-
blable, comme le montrent des considérations sur lesquelles
nous reviendrons ultérieurement (Chap. IV, § V). Cependant,
pour ne pas trop compliquer une analyse ou existe déja de
lincertitude, on prend le parti de remplacer (W) par ¥ (U),
F étant la fonction définie au n® 50. Nous écrirons donc

, _udu Ve
‘1) (iy——-—g——-f‘mF(U)ds,

équation dont nous aurons a faire de nombreuses applications,
non-seulement dans le cas des tuyaux fermés, mais aussi quand
il sera question de canaux découverts. Malheureusement la
démonstration qui I’établit est loin d’étre bien rigoureuse, et
'on ne peut guére compter sur la parfaite exactitude du résul-
tat : cependant, comme cette formule devient exacte dans le
cas particulier du mouvement uniforme, il y a lieu de croire
qu'elle est assez approchée de la vérité lorsque le mouvement
est lentement varié, sans étre complétemenl uniforme.

La section transversale des tuyaux employés dans les con-
duites d’eau ¢tant toujours circulaire, on a, en appelant D le

diamétre,
I

_:wD, Q=
x A

D2,
si nous faisons en outre
F(U)=11b U,
I'dquation {«) deviendra, par la substitution de ces valeurs,
_udu

() dy + %’ U ds.
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On aurait de plus
(2) Q= % nD2U;

cela fait donc deux relalions entre les quatre quantités y, [,
D, Q, toutes fonctions de la seule variable s. Si I'on donne
deux d'entre elles, les deux autres pourront étre dée-
minées. Nous allons indiquer quelques exemples particu-
liers des recherches qui ont leur point de départ dans cols
théorie.

59. Des conduites simples a diamétre variable et & délu
constant. — Soil y la charge totale correspondante a lu lop-
gueur entiere L de la conduite ; U, et U, les deux vitesss
moyennes pour s —o et s — L; I’équation {1} intégrée entr:
les limites o et L devient

Uz — U2 Lp U

On voit que ¥ se¢ compose de deux parties @ 1° 'aceroisse-
ment total de la hauteur due a la vitesse; 2°Ja perte de chary
gu’on aurait eue, si chaque élément ds de la conduite pouyail
étre assimilé & un tuyau cylindrique simple, ou l'cau coulenit
d'un mouvement uniforme.

Ordinairement on en simplifie 'expression en observant que
r__ qi?

L% estoune

28

dans les grandes conduites la premiére partie

assez petite fraction de la charge totule, laquelle est absorber
presque complétement par le frottement de la conduite. De
plus, les variations de b, deviennent peu importautes, quind
il s’agit de diaméltres supérieurs a o™,00; il serait superflu d'en
tenir compte, d’autant plus que nous avons admis (n® 58} une
expression assez incertaine du froltement, et que nos calculs
manquent déja de précision par celte cause. Nous poserons
donc

Lirds 646, L Qds
3) J:4b.f0 = [
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s0il, puisque ici nous supposons Q constant quand s varie
1

0 . 64b, Q" tas
) T T ), B

Lg
L’intégralef ITf ne dépend que des dimensions de la con-
[}

duite et nuillement de son débit ou de la charge y; la relation
entre ces deux quantités reste donc la méme, pourvu que 'on
considére une série de conduites pour lesquelles 'intégrale
ne varierait pas. Par exemple, une conduite de longueur L' et
de diamétre constant D’ serait, a ce point de vue, équivalente
a la conduite primitive, si I'on avait

L L s

o= .
D Jo D#

D'une mapiere générale, nous arrivons a "énoncé d'une loi

remarquable signalée par M. Dupuit :

Deux conduites simples a débit constant, mais & diamétre
variable suivant des lois quelconques, débiteront le méme vo-
lume d’eau sous la méme charge et seront alors dites équiva-
lentes, lorsque la somme des produits des longueurs élénen-
taires qui composent chaque conduite, multipliées chacune
par la cinquiéme puissance de Uinverse du diamétre corres-
pondant, conserve la méme valeur dans les deux conduites.

Nous avons dit que le diamétre pouvait varier suivant une
loi quelconque : cela comprend le cas de diamétres constants
sur une certaine longueur, puis variant brusquement. Alors si
I'on nomme d le diamétre constant sur la longueur [ faisant

Ld
. y . - . s v
partie d’'une des conduites, il est clair que s serait rem-
o

. { {
placée par une somme de termes de la forme > Ou par b TR

Le théoréme qui vient d’étre énoncé monlre que si la con-
duite a un petit diamétre sur une fraction notable de sa lon-
gueur, sur la moilié par exemple, la dépense sous une charge
donnée serait peu supéricure a ce que l'on obtiendrait si ce
petit diamétre régnait sur la longueur entiére. Exemple : Une
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conduitea un diamétre constant D surlalongueur L; sa dépense
étant reconnue insuffisante, on veutl'augmenier, et on double,

L
a cet effet, le diamétre, sur la longueur%L. L’intégralef %f',
0
primilivement égale a D devient par cetle modification
L 4 L ou 33 L.
2D " 2(2Dp 4 D’

. .. /64
Q est donc augmenté dans le rapport de 1 a \/3?;, comme e

montre I'équation{4), c’est-a-dire dans le rapport de ra 1,3
Au contraire, si le diameétre avait é1é doublé sur la longueur
entiere, I'intégrale et été réduite a 35 de sa valeur premicre,
et la dépense multipliée par y/32 ou par 5,66.

Cas particulier : le diametre varie uniformément avec la
longueur. — Sinousappelons D, et D, les diamétres qui répon-
dent &4 s = L et s = 0, nous aurons par hypothése

D,—D, L

D:DU—F—_‘L‘ s et ds:mdD.

Par suite 'équation (4) deviendra

5 646 Q'L fD!Q_IGb. LQ* (1 1)
( Vr=—= héd DI—D.. D D DI_DO( :—F

o 1

2 _ iz

Le terme —’—Ei, que nous avons négligé, aurail pour valeur

16 Q" AW
nag (D‘ D_o>
son rapport absolu avec celui que nous avons conservé serail
100(D, —D,)
() gL L
que b, est supérieur a o,000507 (n° 50). Ce rapport sera effec-

tivement petit pour peu que L soit grand, ce qui justifie
PR

par consé¢quent ————7 SOit au maximum s puis-

suppression de la quantité
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L’équation (5) permet de calculer sans peine y en fonction
de Q ou inversement, pour une conduite dont les dimensions
sont connues. Elle prend une forme plus élégante quand on y
introduit les charges yv, 31 qui répondraient au méme déhit Q
sile diamétre prenait successivement les valeurs constantes Dy,
D.iona en effet, d’aprés la formule ( 3),

6456, Q'L 645, Q2L
A 7‘:%—’
et par suite
_ I)o)% —_ I)ljﬂ
7= =D,

On peut se demander quel est le diamétre D’ qui, demeu-
rant invariable dans toute la longueur du tuyau, jouirait de la
propriété de donner le méme débit sous la méme charge, c’est-

- . C ds . .
a-dire de ne pas altérer l‘mtegralefﬁ;- Ce diameétre devrait
satisfaire a 'équation

I

SRS SR A0 SRR
D 4D —D,j\D; D7)’

_ 41) D
D, = D,)(D: +-D?)

Pour arriver & une expression plus simple, scient D” la

d’ol résulte

moyenne arithmétiquc—;— (D.=-D,) et & le rapport D,—D., on

D+ D,
aura
D=D"(1+a) D,=D"1—a)

valeurs qui substituées dans D’ conduisent a

5 213 2
1— o) 1—a
D' =D” /_( =D", - —.
\ 1+ o yi—a

Comme on le voit, le rapport

D”’ toujours plus petit que

I'unité, varie avec «; le tableau ci-dessous donne une idée de
la corrélation mutuclle de ces deux rapports. De plus il fait

53

if?

connaitre » nombre égal a cclui par lequel on devrait mul-
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tiplier la charge »” correspondante au diamétre constant I’
pour avoir celle qui est récllement consommée dans [a con-
duite a diamétre uniformément variable.

| :
1 ’ D D’ D"
“ I D" (R
o . .
‘ 0,00 1,0000 1,000 ‘ 0,50 0,7597 3,95
0,03 0,9975 l 1,013 0,60 0,680 8,11
‘ 0,10 0,9900 ! 1,051 0,70 0,5388 27,03
0,20 0,0603 ‘ 1,224 | 0,Bo 0, joon 97,64
0,30 0,91315 ‘ 1,590 0,90 0,2352 1389
0,40 0,8444 ‘\ 2,330 1,00 0,0000 o«
|

Il y aurait donc une errcur parfois considérable dans b
substitution (qu'on pourrait, & priori, croire approximative)
de la charge »” 4 y; leur rapport, quand « n’est pas Lrés
pelit, s'écarte rapidement de r; pour « = 0,50, ou, ce qui

revient au méme, pour D, = 3 Dy, il est déja presque égalaj.

En terminant, nous remarquerons que si le diameétre aug-
mente avec s, c’est-a-dire en suivant le mouvement de l'cay,
il convient que l'augmentation soit Iente; un évascment trop
rapide pourrait empécher les filets liquides de suivre les po-
rois, ce qui entrainerailt des remous le long de ces parois ct
des pertes de charge plus ou moins sensibles,

60. Conduite & diameétre constunt, débitant uniformément
de Ueau sur sa route. — Reprenons Ia relation ci-dessis

établie
L
Urds
.7 —41)1-/(: D_’

D est supposé constant, mais U est variable avec s, en verlu
. I .
de la relation Q :an)’U, dans laquelle Q est une fonction

donuée de s. Ici nous supposons Q décroissant uniformément;
en d’autres termes, nous posons

Q:Qn_ l{'S,
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Qset k éiant des constantes. Appelons encore P le volume
total débité en route, pendant I'unité de temps, par les orifices
percés sur la conduite, et Q, le volume débité simultanément
par la section extréme, nous aurons

Q|:QD_ Ix‘L,
Q="r+Q,

¢t, en éliminant Q, et /& entre les trois derniéres équations,

Ps

Q=P+Q — L

L Q24
TR

Maintenant il est facile de calculer I’intégrale/v
0

L
vremplace U par 1%% et ds par — P dQ, ce quidonne, D étant

__64[)‘1‘ P+Ql 1
rediyg ), @de

une constante,

soit, tout caleul effectué,

640, 1.
- sl I

<Qf+PQ.+§pz>.

On tirerait de 12 une quelconque des quantités 'll, b, Q. P, si
les autres étaient connues,

On peut se demander quelle est, en fonction de Q, et de P,
la dépense Q' qui coulerait dans le méme tuyau, sous la méme
charge, le service en route P étant supprimé. Q' scrait évi-
demment donnée par I'équation

Q"= Qi+ PQ + , P

onen déduit sans peine

Q'>Q.+;P et Q<<Q +P \/E'

/1 L .
Or v §:0,577; ces deux limiles sontdonc assez rapprochées,
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¢t I'on prendra, sans grande erreur,
Q' =0Q,+o0,55P,

comme 1'a indiqué M. Dupuit (*).

Si I’on voulait comparer le volume Q, qu'une méme conduite
cylindrique peut porter a son extrémité, sous une charge don-
née et sans aucun service en route, avec le volume P qu'clle
débiterait uniformément en route, sous la méme charge, l¢
débit extréme Q, étant supposé nul dans le second cas, o

devrait poser

_64bL ., 64b,L 1

= mDe Q1_ T D* ;d—P,

Q=P \/%20,5771).

Enfin, si 'on voulait connaitre les charges y, ¥' qui rendraient

d’ou résulte

(*) La quantité \/Q: + PQ, —f—i; P! se mettant sous la forme

Vi)~ (Ga)

on pourrait la changer approximativement en fonction linéaire de Q, et de?,

au moyen de I'ingénieuse méthode indiquée par le général Poncelet, dans sor
Cours lithographié de I'Ecole de Metz. On serait ainsi conduit a 'expression

Q' =0,9827Q, + 0,5673P,
. . . . Iy T . .

et I'erreur relative possible ne dépasserait guére i Mais les coefficients o,y8;
5

et 0,5673 ont I'inconvénient d’étre plus compliqués que ceux de M. Dupuit. La

Jimite de erreur relative possible avec ceux-ci est i peu prés de —; elle repord

21
a Q, = o. Cette limite s’abaisserait presque a o sl Yon prenait l'expression

12
Q' = Q,+ 0,2635P,

et _5_[' environ, en adoptant la valeur plus simple
9

9
! -— -
Q=0Q+ %P
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ces quantilés Q, et P égales entre elles, on aurait

_ 64bL ., 64bL_
B A A P27

c'est-a-dire que la charge doit étre triplée quand, au lieu de
dépenser complétement en route, d'une maniére uniforme,
un certain volume d’eau, il faut le porter intégralement & 'ex-
wémité de la conduite.

Toutes ces remarques sont susceptibles d’étre utilisées dans
les calculs qui doivent accompagner un projet de distribution
d’eau. Par exemple, les conduites sont souvent distribuées a
un service mixte composé d’un débit en route et d’'un débit
extréme : si le débit en route est uniforme, il sera fucile de
calculer - au moyen de ' ou inversement; puis, en se don-
nant 'une des deux quantités P ou (},, on calculerait bien faci-
lement l'autre par la relation Q' = Q.+ 0,55P ou mieux
=0+ —P Si Q, et P sont données, on en déduirait Q’,
646 Q"L
n* D®

On pourrait imaginer une grande variété de questions du
méme genre : ce qui précéde servirait d’exemple pour les
résoudre.

puis y ou D par I'équation y =

§IV. — Des conduites complexes ou a plusieurs branches.

61, Des variations de niveau piézoméirique aux environs
d’unpoint dembrancliement.— Lorsqu’une conduite ¢( fig. 33)
Fig. 33. s'embranche sur une autre C qui
I'alimente, il y a une variation de
niveau piézométrique entre les sec-
tions AB et ab, tant i cause du chan-
gement de vitesse que de la perte
decharge quialieu dans I’intervalle.
Cette perte est principalement due
ace que la veine 11qu1de entrant dans la dérivation se contracte
d’abord et n‘occupe pas toute la scction du tuyau ¢ : il se
pesse 1a un phénoménc analogue a celui des ajutages cylin-
driques. La théorie ne peut encore déterminer la perte dont il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 CHAPITRE TROISIEME.

s’agit; quelques expéricnces exécutées par Genieys, de concer
avec M. Belanger, semblent indiquer qu’elle serait double dels
hauteur due a la vilesse en ab; mais ces expériences sont trop
peu étendues pour qu'on puisse compter d’'une maniére géné.
rale sur I'exactitude de cette évaluation, applicable d’ailleurs
au seul cas d'un embranchement a angle droit. Ainsi donc, en
appelant

u la vitesse en ab;

U la vitesse en AB;

h T'abaissement du niveau piézométrique dans le passage
de AB i ab;

¢ la charge perdue dans Ie méme intervalle,

- nous sommes conduit & poser

u?
L —=2

bl
{({Qr
25

ct par suite le théoréme de Bernoulli nous donne

Dans le passage de AB & A’ B, sur la conduite principale, §'
n’y avait aucune perte de charge, le niveau piézométrique de-
vrait sc¢ relever d’'une quantiié égale a la diminution de la hau
teur due 3 la vitesse; la vitesse est en effet moindre en A'R,
puisque, la section restant la méme, la dépense a diminué de
toul le volume qui s’écoule par I'embranchement. Mais comme
il y a toujours une perte de charge, et qu’ici en particulier il
est difficile d’admettre que la présence de 'embranchementne
causc aucun trouble dans I'écoulement en aval, on pourra sup
poser que le niveau pi¢zométrique est sensiblement le méue
en A’B’ qu'en AB:une expérience citée par d’Aubuisson est
conforme a cetle opinion.

Au surplus, I’évaluation exacte des différences dont i s'agil
n’a qu’une faible importance pratique, pour les conduites d'une
grande longueur. La c’est le frottement di a I'action des paros
qui joue le role principal, et qui détermine, pour ainsi dire
seul, les lois de I'écoulcment, comme nous P'avons déji w
précédemment.
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62. Solution succincte de deux problémes généraux que
peuvent présenter les conduites complexes. — Les deux pro-
blémes que nous avons en vue sont les suivants :

r* Etant donné un systéme de conduites, avec toutes ses
dimensions, ainsi que les niveaux de 1’eau dans les bassins,
trouver la vitesse et la dépense dans chaque parlie du systéme.

2 Etant données les mémes choses que précédemment,
sauf les diamétres des différentes portions, on demande de
déterminer ces diametres, de maniére a ce qu'a chacun d’eux
réponde une dépense donnée.

Pour résoudre la premiére question, nous négligerons d'a-
bord les pertes de charges secondaires et généralement toutes
les charges non consommées par le frottement des conduites.
Alors le niveau piézométrique sera le méme, en chaque point
d'embranchement, dans tous les tuyaux qui s’y réunissent
(n°61). S'il y a m points d’embranchement, on aurait ainsi &
considérer m mniveaux piézométriques; on prendra pour in-
connues auxiliaires les m cotes de nivellement qui définiraient
leurs positions relativement a un méme plan horizontal. Sup-
posons en outre qu’il y ait » tuyaux a diamétre constant ou
variable, avec ou sans service en route, la dépense en route
étant connue pour chacun d’eux, s’il y en a une; ces n tuyaux
vont 'un embranchement a un autre, d'un embranchement a
un bassin, ou réciproquement. Au moyen des m cotes prises
pour inconnues auxiliaires, et des cotes définissant le niveau
des bassins, on exprimera la charge totale entre les extrémités
de chacun des n tuyaux : on pourra donc poser unc équation
entre cette charge, la dépense inconnue du tuyau correspon-
dant et ses dimensions données. Cellte équation sera l'équa-
lion {3) du n® 59, I'intégration étant convenablement effectuce
suivant le cas ol l'on se trouvera, comme on I'a vu par des
exemples. Cela fera déja autant d’équations que de tuyaux,
soit un nomhre . De plus, en chaque point d’embranchement
le volume total débité par les tuyaux qui amenent 'eau a ce
point doit étre égal au volume total débité par les tuyaux qui
'emportent : cela fournira encore une équation entre les in-
connues pour chaque dérivation, soit en tout m équations.
Nous avons done finalement m —+ n équations entre un pareil

II. 2% emir. 12
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nombre d’inconnues. Le probléme est donc détermingé; Iy
résolution des équations fera connaitre les débits inconnus ot
les niveaux piézométriques cherchés subsidiairement.

Dans ce qui précéde, nous avons raisonné comme si le sens
de I’écoulement était connu dans chaque tuyau; dans le cis
contraire on procéderait par 1itonnement. Les résultats mon-
treraient si I'on est parti d’hypothéses exactes; car I'écoule-
ment doit toujours avoir lieu dans le sens de 'abaissement du
niveau piczométrique, puisqu’'une certaine charge est néces-
saire pour vaincre la résistance opposée par le frotlement,

Aprés avoir trouvé la solution en négligeant les pertes de
charge et charges secondaires, on pourra généralement s'en
contenter en pratique; ccpendant on pourrait aussi faire une
correction, en évaluant de nouveau, d’aprés les résultats mémes
du premier essai, comme il a été dit a la fin du n® 57, les
charges réellement consommeées par le frottement des tuyaux,

Examinons maintenant le second probléeme général. Lesn
premiéres équalions posées tout & I'heure dans le probléne
précédent subsistent encore; mais les m derniéres ne conte-
nant que les dépenses se changent en autant d’équations de
eondition, auxquelles doivent satisfaire les données, et dans
lesquelles n’entrent pas les inconnues. On n’a donc plus quen
équations entre les diametres inconnus, qui sont au moins er
nomhre égal, puisqu’il y a n tuyaux, et les m inconnues auxi-
liaires. Par conséquent le probléme est indéterminé. Eten
effet, il est clair qu'on pourrait se donner arbitrairement, entre
certaines limites, les m niveaux piézométriques aux points
d'embranchement, puis déterminer en conséquence le dis-
meétre de chaque tuyau, d’apres sa charge totale et son déhit
Mais toules les solutions ainsi obtenues ne scront pas iden-
tiques au point de vue des frais d’établissement du systéme d¢
conduites, et I'indétermination cesse, comme on va le voir,
quand on s'impose la condition du minimum de dépense e
argent,

63. Introduction, dans le second probleme, de la conditior
du minumum de dépense en argent. — Une question préalable
a résoudre, c'est de savoir comment varie le prix d’un mét¢
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courant de tuyau en fonction de son diamétre. Or, si 'on con-
sulte les analyses de prix dressées pour 'établissement ou
entretien de distributions d’eau dans diverses localités, on
reconnait que le prix en question s’écarte peu d’étre propor-
tionnel au diamétre. C'est ainsi qu'a Paris le prix d’établisse-
ment d’'un métre courant de tuyau en fonte, avec un diamétre D,
tous frais de pose compris, est & peu prés 160D}, le prix étant
exprimé en francs et D) en métres. 11 en résulte que la dépense
pour un tuyau de longueur L sera proportionnelle au produit
LD, et par suite, pour '’ensemble des tuyaux, a la quantité
21D, 2 désignant une somme éiendue a toutes les parties du
systeme.

Cela posé, considérons un des points d’embranchement. En
ce point A ( fig. 34) se réunissent des tuyaux en nombre quel-
conque, les uns tels que AB, AC,...,
amenant 1’eau en A, les autres tels
que AH, AK,..., emportant au de-
la : provisoirement nous admettrons
qu’ils sont tous a diamétire et & débit
constants. Les cotes b, c,..., A, k,...,
des niveaux piézoméiriques en B,
C,..., H, K,...au-dessous d’un méme
plan horizontal, é1ant supposées fixes et invariables, Ie prix total
dusystéme AB, AC,..., AH, AK,... sera encore variable cn
fonction de la cote y' du niveau piézométrique en A, On peut
donc se propuser de déterminer ce niveau de maniére a rendre
un minimum le prix total des tuyaux dont A est le point de
réunion, avec la condition que chaque tuyau débite toujours
le méme volume.

Soient

Fig. 34.

D, IV,..., les diamétres des tuyaux AB, AC,...;

0, Q,...,lesdépenses, L, L/, .. ., les longueurs correspon-
p g I
dantes ;
dd,. .., q,q,..., L, ',..., les quantités analogucs pour

les tuyaux AH, AK,....

Pour que I'écoulement ait lieu dans le sens que nous avons

supposé, » doit étre supérieur a la plus grande des hauteurs
I2.
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b,e,..., et inférieur d la plus petite des hauteurs i, &, . ..; les
charges par metre courant seront

y—b ry—c h—y h—y
L R 7 e

el par suite, d'aprés I'équation (13) du n° 53, 2 LD scrait ici

représenté, sauf le facteur constant 32 par Pexpression

\/QL L,\/Q/zl/ o
Y

8i, au lieu de I’équation approximative (13) nous avions ew-
ployé I'équation (14), qui est du méme genre, nous aurions
obtenu la méme expression affectée d'un coelficient un peu
différent etaugmentée d’une constante : ce serait donc toujours
la quantité P qu’il s’agirait de rendre minimum, en disposanl
convenablement de y. On voit que P deviendrait infini poury
égala chacune des valeurs b, ¢,..., &, I, .. ., el par suite, pour
chacune de ses deux limites extrémes; il existe donc bien réel-
lement un minimum dans U'intervalle de ces limites. Pour I'ch-

.. . . .. . dPp .
tenir, il faut égaler a zéro la dérivée ——; ce qui donne

dy
e 2 _f 8 2 _5
(l) _LaQs(},_b) 5_L15Q15(‘7._C) 5_+_
a 2 _€ e 2 _£
+ gt th—y) P+ 0 gk —y) P+, .=
Les charges par métre courant
r—b y—c h—y k—y
L L} L, L] l k2 _Z, A |

sont respectivement proportionnelles (n° §9) a

Q QL T,
D"’ D,h. H d” d""’ )

substituant ces derniéres quantités a la place de leurs home-
logues dans I'équation (1), on fait prendre a celle-ci la forme
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plus simple
De D’s de  d’s

(1 bis —G—m—---—k?—i——q—,;—‘r---:o.

Quelle que soit celle des deux derniéres équations dont on
veuille faire usage, il n'y entrera, implicilement ou explicite-
ment, que la seule inconnue y; on la déterminerait douc au
moyen de titonnements aisés a concevoir.

Le calcul qui précéde a é1é fait dans 'hypothése ot chague
tuyau serait établi avec le méme diametre sur toute sa lon-
gueur : on peut démontrer que cette disposition est la plus
écunomique, dans le cas d'un niveau pi¢zométrique déterminé
aux deux extrémités, pour débiter un volume d’eau également
fixé d'avance. Supprimons en elfet, dans la fig. 34, p. 179, les
wyaux AC et AK, et considérons BAH comme un seul tuyau
formé de deux parties BA, HA, auxquelles on se réserve la
faculté de donner des diamétres différents, si I'on y trouve
de économie. On peut alors appliquer 'équation (1 bis) en
y supprimant tous les termes qui ne contiennent pas 1) ou d,
et faisant Q = ¢ : on trouve ainsi

Dﬂ*dﬂ
T

Ce raisonnement s’appliquant & deux éléments consécutils
quelconques d'un tuyau, tant que son débit n’est pas altéré par
quelque dérivation, il s’ensuit que le diamétre ne doit pas
changer dans le méme intervalle.

—o, soit D=d.

Il pourrait encore se faire qu'un ou plusieurs des tuyaux
AB,AC,..., All, AK,... cussent a fournir un service ¢n route;
mais on sera joujours libre de maintenir lIa condition contraire,
admise dans I'analyse ci-dessus, car il suffira pour cela de con-
sidérer chaque prise d’eau comme un point d’embranchement.
8i, de plus, le débit d’unc de ces prises d'cau doit s’écouler
par un tuyau de longucur négligeable ou de diamétre fixé a
l'avance, il est clair qu'on devra supprimer le terme qui lui
correspond dans I'équation (1) ou (1 bis), purce que ce Luyau
r'introduirait aucun terme variable dans I'expression du prix
total.
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Maintenant, comment procédera-t~on dans la recherche du
minimum de frais d’établissement d’un systeme complexe, cn
supposant qu'il y ait m points d’embranchement analogues
4 A? Soient ¥, ¥, ¥a,- -+, ¥n les cotes des niveaux piézome-
triques pour ces divers points; ce sont les quantités dont il
faut disposer le mieux possible pour réduire le prix total. Or,
quand une fonction dépend de m variables, on sait que pourl
rendre minimum il faut remplir les m équations de condilion
que I'on obtiendrait successivement, sil’on cherchait fe mini-
mum dans I’hypothése ou une seule des variables pourrail
changer, toutes les autres élant transformées en paramétres
constants. On considérera donc d’abord la cote y relative i
un des points d’embranchement comme seule variable, e
Y1 Y- --» ¥Ym—s cOmme des constantes; la condition de mini-
mum sera alors I’équation (1) ci-dessus, sauf les notations; puis
en procédant de méme pour y,, on aurait une autre éguation
analogue, et ainsi de suite pour les m points. Comme lc pro-
bléme, ainsi qu'on I'a vu plus haut, ne présentait que m indé-
terminées, il en résulte que toute indétermination a dispary,
puisque la condition du minimum de frais d’établisscmenl
nous a fourni m équations nouvelles.

Aprés ces généralités sommaires sur les conduites com-
plexes, nousallons examiner avec un peu plus de détails di-
vers cas particuliers.

6%. Conduite complexe faisant communiquer deuz bassins.
— Nous supposerons deux bassins A, B (fig. 35), dont les sur-
faces libres, toutes deux soumises a la pression atmosphérique,

Fig. 35. sont séparées par
une distance ver-
ticale constanteh,
De A partent deux
conduites CF, EF,
qui se réunissent
au point F en une

¢ seule FG, laquelle

se subdivise a son tour en deux autres GH, GI. Ces deux der-
niéres versent I’eau dans le bassin B. On suppose les conduites
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a débit constant; de plus on donne toutes les dimensions du

sysiéme, ainsi que la hauteur £. On demande le volume d’eau

qui passera du bassin A 4 'autre dans 'unité de temps.
Soient

y et ¥, les hauteurs des niveaux piézométriques en F et G,
au-dessous de la surface libre dans A, les colonnes pié-
zométriques étant ouvertes dans V'atmosphere;

D, D, Dy, Dy, D, les diamétres supposés d’abord constants
des tuyaux CF, EF, FG, GH, GI;

L, L, L, L;, L, les longueurs de ces mémes tuyaux;

U, Uy,..., Q, Q... les vitesses et les débits correspon-
dants.

1l s'agit de connaitre Q, Q., Q:, Q,, Q:, connaissant / ainsi
que toutes les longueurs et tous les diamétres.

On pourrait d’abord procéder par titonnement. Une hypo-
thése étant faite sur la valeur de y, on connaitrait les charges
J etd, par métre courant, dans les tuyaux CF, EF, savoir

_ Y —r.
J = L et J = i
on en déduirait Q et Q, en calculant d'abord U et U, par
I'une des formules (7) ou (8) du n° 52; puis Q, par I'égalité
Q: = Q + Q.. Connaissant Q,, on poserait les équations

I

- wDi U, — Q.
4

I JYr—r 2
ZD; B bh,U2,

dont la premiére permettrait de calculer U, et la scconde yy.
Ensuite on calculerait

h—y

Sy =— Ji=—=

L, L

et au moyen des formules citées du n° 52 on obtiendrait Q,
et Q.. Ces deux valeurs devraient vérifier I'égalité Q;—Q,+ Q,;
si elles ne la vérifiaicnt pas, on essayerait une autre valeur de y-.

Il'ya un procédé plus direct et plus commode, lorsque les
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variations du coefficient b, sont négligeables, ce qu’on peut
admelttre pour les tuyaux usités dans les grandes conduites
{n° 50). On aurait alors, d’aprés la formule (4) du n° 59,
_64bQ° L _ 64607 L
= DT T DE

par suite, en posant 8

0=s/%. a=sy/E,

d’ou nous tirons
() 0.=Q 4+ Q. — ﬁﬁ(/m+vmv

Pareillement la considération des tuyaux GA et GI conduirnil
a I’équation

(2) Q=0Q,+0.=pyh= (\/%+\/%>

Maintenant désignons par L’ et D', L” et D” deux couples d'in-
déterminées tellement choisies qu’on ait

Vi=VEvVi

D" l)s /D’
L/l

[)— = B, les débits Q et Q, seraient

on pourra prendre arbitrairement D’ et D”, par exemple, et
calculer 17 et I* au moyen de ces relations. Cela posé, s
équations (1) et (2) deviennent

N b4~y
—o\/h 0 e/

ou bien, sous une autre forme,

64b.Q7 L/

(3) y=A2 0L
640,Q:L”
(4) h—y = 4133—
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Or, puisque le tuyau FG doit débiter le volume Q. sous la
charge totale y, — », on a aussi

_640,Q} L,
ro—r= D3

—
(523

Par suite, 'addition membre & membre des équations (3), (4)
et (5) donne

(6) h==""{p T oz T

—
i

646,0: (L’ L, L“>

ou plus simplement
645,Q;1
(7) h = *T;dff—!
si 'on assujettit les deux nouvelles indéterminées [ et d & vé-
rifier I'égalité
L _ L 4 L. N L
d* D* Dy D

qui Jaissera encore le choix arbitraire de [ ou de d. L’équa-
tion (6) résout la question, car Q, y est la seule inconnue.

Dans tout ce qui précede, 'emploi des indéterminées L', I,
L", D", I, d ne semble avoir pour but que de simplifier I'éeri-
ture des équations ; mais on peut aussi leur attribuer un autre
sens assez remarquable, comme I'a fait M. Dupuit, auteur de
la méthode que nous cxposons ici. Imaginons que les tuyaux
CF et EF soient remplacés par un tuyau unique de diamétre D’
et de longueur L’; que GH et GI deviennent de méme un scul
tuyau dont D” et L” seraient le diamétre ct la longueur; enfin
que la conduite simple ayant les diamétres sucecessifs V', D,, D,
respectivement sur les longueurs L', L., L”, se transforme en
un tuyau cylindrique de longueur / et de diamétre constant d.
Par toutes ces transformations on n’aurait rien changé au dé-
bit Q, ni aux cotes y et y,, car les équations (1), (2) el (6),
qui font connaitre leurs valcurs, resteraient cn définitive les
mémes, eu égard aux équations de condilion enire les indé-
terminées.

Ainsi donc V'artifice de caleul employé revient a fusionner
plusieurs tuyaux en un seul, de deux manié¢res différentes,
savoir :
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1° Quand il s’agit de plusieurs tuyaux ayant tous une méme
charge totale, on peut débiter le méme volume total sous cetie
méme charge, en prenant un tuyau unique tel, que la racine
carrée du quoticnt obtenu quand on divise la cinquiéme puis-
sance de son diamétre par sa longueur, soit la somme des
quantités analogues pour les tuyaux donndés;

2¢ Quand il s’agit de plusieurs tuyaux se faisant suite et
débitant un méme volume d’eau, on les raméne 4 un diamétre
constant au moyen de la propriété établie au n° 59; la lon-
gueur totale du wyau substitué, divisée par la cinquiéme puis-
sance du diamétre, doit égaler la somme des quotients ans-
logues pour les tuyaux primitifs.

Une marche toute semblable conduirait encore au résulta
cherché, dans le cas ou le bassin alimentaire A serait subdivisé
en plusicurs autres, pourvu que la surface liquide exposée a
la pression de I'atmosphére fut pour tous un secul et méme
plan horizontal. Une remarque identique s’applique au bassin
alimenté B.

8i les tuyaux CF, EF, ete., n’étaient pas a diamétre constani,
on pourrait les y ramener par la régle du n° 59 ci-dessus rap-
pelée : on rentrerait ainsi dans le cas que nous avons traité.

Nous démontrerons encore que pour Lransporter un volume
d’eau déterminé d’un bassin a un autre, sous la méme charge,
une conduite unique a diamétre constant présente plus d’éco-
nomie que plusieurs conduites distincles, pourvu que les lon-
gucurs de toutes ces conduites soient les mémes. D'abord, on
a déja vu (n°63) que chaque conduite distincte doit étre a din-
metre constant; il suffit de montrer qu'il est avantageux, au
point de vue de la dépense en argent, de fusionner toules ces
conduites en une scule qui débiterait le méme volume total.
Supposons, afin de fixer les idées, qu’il y ait sculement deuy
conduites dont les diamétres scraient D et D,; le diamétre I
de la conduite équivalente serait donné par I'équation

% =1 D,
attendu que toutes trois ont une méme longucur. Les prix des

deux systémes seraicnt d’aillcurs dans le rapport de D' 3
D + D, (n° 63}, et par conséquent tout se réduit & démontrer
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Pinégalité
D'<D + D,
ou bien

s 1
D*<(D+ D)),
ou encore, & cause de I'équation ci-dessus,
5 5 5
(D+D)? >D*+4 D2,
2 D
En divisant les deux membres par D? et posant c — —, cette

D.
inégalité devient

L) 5
(1+p) >1+0%

or on peut démontrer plus généralement que, si p désigne un
nombre positif quelconque et m un exposant positif supérieur
a1, On aura

(14+pr>1-+¢m
ou, ce qui revient au méme,
{(1+p)"—p™—1>o0.

Eneffetle premier membre a pour dérivée m(u+p )™ — mp™!,
/

1 m—1
soit mp’"“[(x —+ E) — 1], expression dont les deux fac-

teurs m et p==* sont positifs par leur définition méme, et dont
le facteur entre crochets sera également positif tant que m dé-
passera l'unité. Le premier membre de I'inégalite ci-dessus
est donc une fonciion croissante de 5, et comme il s’annule
pour p = o, il doil rester toujours positif pour g > o, ce qui
justifie notre proposition.

Nous pouvons donc conclure finalement que D’ est plus
petit que D + D, ; par conséquent la conduite unique présen-
tera plus d'économie que ’ensemble des deux autres. S'il y
en avait plus de deux, ce qui précéde montre qu'il y aurait
avaniage a en fusionner deux en une seule, puis celle-la avec
une troisiéme, et ainsi de suite, jusqu’a ce que tout le sys-
téme fat réduit & un scul tuyau eylindrique.

Dans Ie cas ol plusicurs conduites allant d’un bassin & un
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autre auraient des longueurs dilférentes, la propriété qu'on
vient de démontrer subsisterait & fortiord, en attribuant ay
tuyau unique équivalent une longueur qui ne dépasserait pas
la plus petite parmi celles des conduites primitives.

65. Cas de trois conduites aboutissant & un méme point e
faisant communiquer trois bassins de niveaux différents. —
Soient A ( fig. 36) le bassin le plus élevé, B le plus bas, C le
bassin intermédiaire; ils communiquent entre eux par lrois

tuyaux EF, FL,FG, dort

les axes concourent ¢n
B F. Avec cette disposi-
tion, A ne peut que dé-
) penser de leau, et B
ne peut qu’en recevoir;
mais il y a incertitude
pour C, qui, suivant les
cas, peut recevoir J’eau du bassin supérieur ou en donner au
bassin inférieur. 11 s’agit, étant données toutes les dimensions
du systéme, de reconnaitre si le bassin C est alimenté ou ali-
mentaire, ¢t ensuile de calculer les dépenses des trois bran-
ches EF, FI, FG.

Premiérement, on peut supposer, sans diminuer la généralité
de la question, qu’il y a pour '’ensemble des trois branches ur
méme diamétre constant, car si cela n'avail pas lieu primiti-
vement, on transformerait chaque branche en un tuyau cylin-

drique par la seconde régle rappelée au n° G4, On calculerait
/‘L

pour chaque branche la valeur de l’intégralej D’ et on éga-
a

Fig. 36.

4 ”

lerait respectivement les trois résultats a 50 éja ’Za? d dési-
gnant un diamétre arbitraire et I, ', [” trois longueurs a d¢-
terminer, qui seraient les longueurs réduites de EF, FI, ¥G.
Rien ne serait changé aux débits du systéme ni au niveau pié-
zométrique en F aprés que les tuyaux de longueur [, I/, " ¢t
de méme diamétre ¢ auraient remplacé les tuyaux primitifs, I
est ais¢ de voir en effet que les équations du probléme reste-
raient les mémes aprés el avant la transformation.
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Maintenant appelons :

h la dilférence de niveau des surfaces de 'eau dans les bas-
sins A et B;

i la différence analogue pour A et C (les surfaces des bas-
sins sont censées soumises a une méme pression, celle de
I'atmosphére, par exemple);

ylahauteur, au-dessous de la surface libre dans A, du niveau
piézométrique au point d’embranchement F;

Q, ', Q” les débits inconnus des trois branches EF, I1, FG.

Si I'écoulement dans FG a licu de F vers G, les équations du
probléme seront
_ 640,071 ~__64le'=1’
=T 0 MTr= o
/l’ —_ ‘7' — %LQ_L

e

Q=0+ Q7%

les trois premiéres-résultent immédiatement de la formule (4)
du n° 59, On élimine facilement Q, Q', Q”, et I'on obtient Ia
relation

—

y _Jh=r JF—r_
(I) \/l \/ l/ \/ l” = 0,

a laquelle il faut satisfaire par une valeur de y comprise entre
oet /', car si P'on prenait ¥ en dehors de ces limites, I'écoule-
ment dans EF ou dans I'G n’aurait pas licu suivant la direction
supposée. Or le premier membre de I’équation étant constam-
ment croissant pour 3 compris entre o ¢t 2/, il est clair qu'une
valeur de 3 supérieure a la racine cherchée le rendrait positif,
tandis qu’une valeur plus petite donnerait un résultat de signe
contraire : done si I'équation convient au probléme tel qu'il est
posé, cn faisant y=— I/, le premier membre devra étre positif,
c'est-i-dire qu’on aura

' h— W
ViV e

% I W /
(2) iy ey (M Wy puy

ou bien encore
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Telle est la condition nécessaire pour que y ait une valeur
réelle comprise entre o et &', ¢’est-a-dire pour que C puisse

recevoir I'eau de A. On remarquera que /z ! =7 serait [a cote
du niveau piézométrique en F, dans le cas oli aucune dériva-
tion ne serait faite en ce point sur le tuyau EFI (n° 55): Ia
condition revienta dire que ce niveau doit étre au-dessus dz
la surface libre dans le bassin C.

Si I'écoulement avait lieu dans FG de G vers F, il faudrait

poser .
L6460, 64670

""55 ot
__hl 64szl s Qf:Q+QI/;
el

et 'on devrait alors chercher y entre les limites A’ et 4. L'éli
mination de Q, Q’, Q” donne

SR Y oty =

on verrrait comme ci-dessus que Ia condition de possibilité
consiste en ce que A et &' substitués dans cette équation don-
nent respectivement des résultats négatif et positif, ce qui
conduit a I'inégalité

//L~/L \//L
> o,

soit, en tirant de la le rapport /—

n 1

C’est justement la négation de T'inégalité (2); ainsi donc
aucune ambiguité n’est possible, et, suivant que cette inég-
lité (2) sera ou ne sera pas satlisfaile, le bassin intermédiaire
recevra 'eau du bassin supéricur, ou alimentera le bassin in-
férieur.

Quand on aura reconnu celle des équations (1) ou (3) que
I'on doit adopter, il sera facile de compléter la solution du
probléme.
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On peut d’abord (et nous croyons que pratiquement ce se-
rait [e meilleur moyen ) trouver Ia valeur de y par de simples
litonnements numériques, en substituant dans 'équation a
résoudre diverses valeurs prises entre les limites ci-dessus
indiguées. Ces limites sont o et &’ pour I'équation (1), &' et &
pour P'équation (3); mais il est facile d’en obtenir de plus rap-
prochées, Considérons en effet les hauteurs

, Ik o gy V=),
Al e A A ey A ey

elles représentent les cotes, prises relativement au niveau dans
le bassin A, des niveaux piézométriques qui se produiraient
au point d’embranchement F, si 'on établissait une commu-
nication directe, sans dérivation intermédiaire, 1°de A a B, au
moyen de la conduite EFI; 2°de A a C par EFG; 3°de C a B
par GFL. La substitution de y’ et de y” dans I'équation (1), a
la place de y, donne un résultat négalif, car on a

7./ h —_Y’ ,'V” b .7"’
L — *—1, y =

{ {

de sorte que deux termes se détruisent et qu’il reste seule-
ment un radical affecté du signe —. Il en sera de méme quand
on substituera »’ ou y” dans I'équalion (3). Au contraire,
y = I rend positifs les premiers membres des deux équations :
done, si 'on doit employer I'équation (1), la racine sera com-
prise cntre 2’ et 1a plus forte des deux hauteurs y', »”; si cest
I'équation (3) qui devient applicable, la racine tombera entre /'
et la plus faible des hauteurs y/, y” (*).

(*; Cette discussion met en évidence un fait assez intéressant que nous signa-
lons en passant. Quand on fait une prise d’eau sur une conduite, le niveau pié-
zomeirique baisse au point d’embranchement, de sorte que le débit augmente
en amont et diminue en aval; quand on établit au contraire un tuyau qui
améne un volume d’eau supplémentaire en un certain point de la conduite, le
niveau piézométrique et le débit des deux portions d’amont et d’aval éprouvent
des variations en sens inverse. Soit, par exemple, la conduite EI'l faisant com-
muniquer les bassins A et B; aucun embranchement n’egistant en F, le niveau
piézométrique s'y ¢lévera jusqu'a la hauteur marquée par la cote y'. On fait
cosuite une dérivation par le tuyau FG, pour avoir de I'ecau en G, ce qut s¢
produira effectivement, pourvu que A’ soit plus grand que »'; alors le niveau
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Les titonnements numériques seront d’ailleurs facililés beau-
coup par 'emploi de la Table V, qui fournira immédiatement
les racines carrées a extraire.

On peut aussi trailer la question d’une maniére plus purement algé-
brique. Prenons, par exemple, 1'équation (1) : en I'élevant au carré aprés

avoir isolé le radical \/h 7 7 dans ls second membre, on a

_Z_z\/y(/z—y)+h—y_/¢ —,

{ A o0

1 1 A A ly h—y)
7(7*7'+F')+f"17_2\/ 2

relation qui, élevée elle-méme au carré et ordonnée, devient
(1L L\, 4
. IR | I h /z") 2k i W “_0
+“’(7’r*7ﬂ(r—w A AV Ik

Par des opérations analogues, I’équation (3) se transformerait en
ffror oy, 4T
At 2)
1 r 1 oW 2h AN
+2)’[<7— 7 p> <7’+l"’) *7] +(Z;+F> =0

On voit donc que, dans tous les cas, la détermination de y n’exige que
résolution d'une équation du second degré; mais ces équations sont lon-
gues & calculer, & cause de la complication de leurs coefficients, ¢t I'on
perd de cette maniére 'avantage qu’on pourrait trouver dans la suppres-
sion des titonnements exigés par la premiére méthode. Elles paraissent
aussi présenter I'inconvénient de conduire chacune a deux valeurs posi-
tives de ¥, tandis qu'une seule convient au probléme d’hydraulique; tou-
tefois cette difficulté n’est qu'apparente, et voici comment on la lévera,

ou bien

(1 Ais)

piézométrique en F devient intermédiaire entre ceux que définissent les cotes
R’ et y' : done il a baissé. Le sens de l'écoulement change-t-il dans FG, alors
c'est qu'on a y' > A'; la cote finale y étant d'ailleurs tonjours comprise enlre
les limites y’ et &', il s’ensuit que le niveau piczométrique de la conduite EFI,
au point F, aura monté par le (ait de Ia construction du tuyau FG. La prope-
sition se serait aussi hien vérifice en considérant 'éconlement direct, soit de A
en C par EFG, soit de C en B par GFI.
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Considérons, en premier lieu, I'équalion (1 &/s) : elle contient, outre la
valeur réelle et positive de y qui satisfait & I'équation primitivo (1), une
seconde racine néressairement réelle comme la premiere, et de plus po-
sitive, puisque le coefficient de »* et le terme counu sont tous deux af-
fectés du signe +-. Cette racine étranzére s'est introduite parce que les
giévations au carré ont fait disparailre le signe propre des radicaux de
l‘équation (1), de sorte que cette équation ne se distingue plus des deux
suivantes :

)_’ h—y '/1’—7*
(M} \/—— — +\/1 =o,
/I—Y A=y
M Vi T

Or la substitution de y == y' dans (M) annule I'ensemble des deux pre-
miers radicaux, et donne ainsi un résultat positif; il en est de méme quand
on fail y = ¥ dans (N), car le premier radical devient égal au troisiéme.
Dun autre e6té, Ja valeur » = o, mise dans les mémes équations, donne
deux résullats de signes contraires, dont I'un esl par suite négaltif : il existera
done, soit pour (M) une racine comprise entre o ¢t ', soit pour (N) une
racine enire o et y". Ce sera la racine étrangére de 'équation (1 bis);
mais, comme la racine qui répond au probléme d’hydraulique tombe, sui-
vant ce quon a vu précédemment, entre A’ et la plus forte des deux hau-
teurs ¥, »", il en résulte qu'elle est toujours plus grande que la racine
¢trangére, et que par conséquent on n'aura aucun embarras pour la dis-
tinguer.

Le rajsonnement est tout semblable pour 1'équation (3 &is). Outre la
valeur réelle ct positive que I'on cherche, il s’en est introduit une seconde,
égaiement réelle et positive, qui vérifie 'une des équations suivantes, ob-
tenues en variant les signes des radicaux de I'équation primitive (3):

) \/"" *+\/*_":o

8] \/ﬁ l—/j’+ \/“lf \/3’1—,,7":0.

” h h— W
Suivant I'ordre de grandeur des rapports o,z y deux cas pourront

A

se présenter @ ou bien (R) aura une racine entre y' et Z, ou bien (S)aura
une racine entre y* et /. Quoi qu'il arrive, cette racine, qu’on retrouvera
cans (3 bis), scra toujours plus grande que la vraie racine satisfaisant a
Véquation (3), puisque celle-ci tombe entre 7' et la plus faible des hau-
teurs ¥', ¥”. Ici encore il n'y a done pas de difficulté & choisir entre les
deux solutions : ¢’est la plus voisine de A’ qui est toujours la bonne.

II. 2° gorr. 13
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Les équations (1) et (3) sont enfin susceptibles de so résoudre per vy
procedé géomitrique. La premicre se mettrait sous la forme, déjd men-
tionnée,

11 1 oA [y (h— )
7(7—F+Z">+7“1"_ S VA
et Pon voit ainsi qu’elle est le résultat de I'élimination de x entre les

relations
1 I 2.0 3 /3

-y(7_7'+ll”> E T e
2 =ylh—y).

Or, en considérant z el y comme des coordonnées rectangulaires dansun
plan, ces deux relations représentent une droite et un cercle lacilesa
construire, et dont lintersection déterminerait 'inconnue y. D'apres ce
qu’on vient de voir, on devrait choisir la plus grande parmi les deux or.
données y des points de rencontre.

On procederait de méme dans le cas o ce serait 'équation (3) qu'ils-
girait de résoudre, et 1'on aurait alors a prendre la plus faible des deux
ordonnécs.

La hauteur du niveau piézoméirique en F étant une {ois
connue, on connaitra les charges totales y, A —y, i/ — y, o
on en déduira sans peine les débits Q, 7, Q7.

Dans I'analyse précédente, on a négligé les variations du
coefficient b, en fonction du diametre et les charges ou pertes
de charge secondaires qui correspondent aux changements
progressifs ou bruques de vitesse. Toutes ces circonstances
auront en général peu d'influence sur le résultat; cependantsi
F'on voulait en tenir compte, on le pourrait sans autre diffi-
culté que la longueur des calculs. Ayvant choeisi une valeur
de y, on connaitrait la charge totale pour chaque branche, e
par suite on serait en mesure de ealculer les trois dépenses
Q, ', Q". On tatonnerait, cn faisant varier y, jusqu’a ce gu'on
eit vérifié la relation Q =0Q" +Q” ou Q' = Q = Q”, suivant
les cas.

66, Des conduites alimentées & leurs deux exirémités, —
On suppose une conduite qui doit desservir sur son parcours
des orifices dont la dépense et la situation sont déterminées;
ellc estalimentée d ses deux extrémités par deux bassins AetB
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dont les niveaux sont connus. On demande quels seront les
orifices alimentés par chaque bassin.

Le probléeme se résout par titonnement. On fait une hypo-
thése sur la position occupée par le point de la conduite ol
s'opére la séparation des parties qui recoivent I'eau de chaque
hassin. Ce point étant connu, il est facile, par une marche ana-
logue & celle du n° 57, de déterminer le niveau piézométrique
dans une section transversule quelconque. Si le point a été
bien choisi, le niveau piézométrique doit y rester le méme,
quand on le détermine soit en partant de A, soit en partant
de B.

Afin d’éclaircir ces indicativns générales par un exemple,
prenons le cas particulier ot la conduite aurait un diamétre
constant et devrait faire en route un service uniforme, c'est-a-
dire fournir 'eau & des orifices d’égal débit, également espacds,
el en nombre assez grand. Appelons :

A la hauteur du niveau de 'eau dans le bassin B, au-dessous
du niveau dans le bassin A, qui sera par hypothése le plus
élevé;

¥la hauteur du niveau piézonmétrique au point de séparation
cherché C, mesurée en dessous du niveau de 'eau dans B
{on aidniet encore ici ue ces trois niveaux sont soumis &
la pression atmosphérique);

L la longueur totale de la couduite, D son diameétre;

Q la dépense totale des orifices, par seconde;

lla distance du point de séparation a 'entrée de la conduite

dans A.

Entre A et le point €, nous avons une conduite de longueur?
el de diametre D, débitant uniformément en route un vo-

l . G
lume ——, sous une charge & + », et sans service d'extrémité,

L
attendu qu’au dela de C l'alimentation des orifices est donnée
par le second bassin. Nous poserons donc {n° 60)

- B4 b
T o8 3D

h+y

Onaurait de méme, en considérant Ia portion alimentée par B,
13.
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QL—1)

dont L. — 7 estla longueur, D le diamiétre, —i la dépense

uniforme en route, y la charge,

_ 64b,Q (L — 1)

o 3 LD
Ces deux équations suffisent pour déterminer les inconnues
{ et . On a, par I'élimination de cette dernicre, 1équation
finale en

__ 646,00 ;
(1) h_m[l—(L—l)].
Afin de simplifier I'écriture, nommons A’ la charge totale

qui serait consommée dans la conduite si le débit total (,

fourni uniquement par le bassin A, était dépensé uniformé-
ment en route, sans service d’extrémité : on aurait (n° 60,

= 840 QL
3nrps
posons en outre
h { 1
F =, E = ; -+ x.

Avec ces nouvelles notations, I'équation (1) deviendra

T 3 I \ 3
(i) o)
2 2
ou bien, en réduisant et divisant tout par 2,

3 x
{2) 2+ - x— —=a.

4 2
Le nombre « étant essentiellement positif, on voit sans peine
que cetlte équation n'admet pas de racine négative et qu'elle
admet une seule racine positive; pour que celte racine con-
vienne & la question, il faut et il suffit qu’elle soit inférieurs
1 l , L .
a— (aﬁn que y-ne dépasse pas | umte> s etdelarésulte lacon

2

dition

(3) a<1,
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nécessaire et suffisante pour que le probléme soit possible.
On en comprend bien, & priori, I'existence; car si I'on avait
@>1, lahauteur £ excéderait /’; dans ce cas U'eau du bassin A,
aprés avoir desservi tous les orifices, arriverait encore a l'en-
rée de B, avec un niveau piézométrique supérieur a Ja surface
libre de ce bassin, et par conséquent pénétrerait & son inté-
rieur. 8i la condition (3) est remplie, on voit d'ailleurs que x
doit étre supérieur (‘lga car ; mis a la place de x dans le pre-

mier membre de I’équation a résoudre donne un résultat né-
gatif; ainsi donc, finalement, = doit étre cherché entre les li-

Lo T S . . .
mites — et~ la premiére étant nécessairement la plus faible
si le probleme est possible tel qu'on 'a posé.

Quant a la solution exacte de I'équation [2), ce serait unc
alfaire de tdtonnement. Un bon procédé pratique consiste a
former d'abord une table des valeurs que prend la fonetion

3
'+ - &,

lorsque x varie de centiéme en centicme, entre les limites o
1 o ,

et —; ces valeurs sont celles de -, de sorle qu'on a une table
2% 2

donnant « au moyen de Uargument z. Par des interpolations

aisécs a concevoir, on ¢n deduit une table inverse dont Par-

gument serait « et qui donnerait #. Voici eette table, quand
on fait croitre « par différence de 0,02 :

R
[ 0,00 0,000 a, 26 0,167 0,5 | 0,308 0,78 0,421
! oo,02 0,013 0,28 0,179 | 0,5% | 0,317 0,8 0,428
I 0,04 0,077 \ 0,30 0,191 0,56 | 0,327 0,82 0,436
1 0,06 ‘ 0,040 0,32 0,402 ‘ 0,58 0,336 .| 0,84 0,444
‘ 0,08 | 0,05 ‘ 0,34 0,214 | 0,60 0,313 0,86 0,451
| 0,10 0,066 1 a,36 | 0,220 | 0,62 | 0,33] | 0,88 | 0,458
| onn 0,009 ' 0,38 0,336 ! 0,64 0,363 | o,q0 0,163
014 0,092 | 0,40 0,247 0,60 0,372 0,92 0,473
| 06 . o,10b ‘ 0,42 0,257 , 0,63 0,380 0,94 0,480
o8 0,8 | 044 | 0,968 | oy 0,388 | 0,06 | 0.486
[ 0,20 0,130 . 0,46 0,278 | 0,72 0,397 0,93 0,493
"o | 0,143 0 0,48 0,288 | 0,74 0,405 1,00 0,300
0,24 ‘ 0,15 . 0,5 0,298 | 0,76 0,413

' I |
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On reconnait, au moyen d’une comparaison directe, que les
nombres x sont reproduits assez exactement par la formule

1 N 3 ( |

X = =2 —all—a),

2 16 !
mais, malgré la simplicilé de cette solution approchée, il vaut

encore mieux faire usage de la table.

Aprés avoir trouvé « et par suile {, on connaitrait les dé-
. ! (L — 1
penses respectives (‘I)— et C(—Lr
On pourrait connaltre également les niveaux pi¢zomérriquss
dans les dilférentes sections de la conduite, et on s’assurersit,
comme il a été dit au n° 57, qu’ils sont suffisamment au-dessus

des orifices correspondants.

) des deux bassins A et B,

67. Recherche di minimum de dépense en argent dans un cay parti-
culier. — Le cas particulier dont nous nous ozcuperons ici sera celui d'une
conduite maitresse BCEF ( fig. 37) partant d’un réservoir A et alimentant

Fig. 37. sur son parcours diverses
conduites secondaires, teJes
que CG, EM,.... Nous trai-
terons la question comme
s'll y avait seulement deux
de ces conduites secondai-
res; mais la solution s%-
tendra sans difficulté a un
nombre quelcongue. Onsup-
pose connues les longueurs
des diverses portions de conduite BC, CG, CE,. .., ainsi que leurs débits
par scconde; on donne également les cotes de nivellement de la surface
libre de I'cau dans le bassin, et des orifices placés en G, M, F, lesquels
sont, comme la surface libre de A, soumis a la pression de I'atmospherc.
On veut déterminer les diamétres des tuyaux BG, CG, CE,.. ., de maniere
2 obtenir les débits indiqués, en s'imposant la condition du minimum de
frais d’établissement.

Dans la solution ci-aprés, on fera abstraction de toutes les charges non
employées 4 vaincre le frottement des tuyaux : les diamétres trouvis par
ce moyen devraient ensuite subir une correction, comme on I'a déja vu
{n° 57 et 62).

Soient :

L, L', L", {, ' les longueurs des tuyaux BC, GE, EF, CG, EM;
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D, I, D", d, d'les diametres correspondants, qui doivent étre conslants
sur chaque branche et entre deux embranchements de Ja conduite
maitresse, car on a vu (n° 63) que c¢’est une condition de la moindre
dépense en argenl ;

0, Q,Q" g, ¢’ les débits, dont les deux premicrs se déduiront sans
peine de ceux des orilices G, M, F, cest-a-dire de ¢, ¢/, Q", si ces
derniers sont les données immédiates;

7, 7" les cotes mesurées en dessous du niveau de U'ean dans A, des ni-
veaux piézoméiriques aux points d’embranchement C, E;

h, /', H les cotes de nivellement, par rapport & ce méme plan de com-
paraison, des orifices G, M, F, relevés fictivement de o™, 50 a o™, 60;
ces cotes sercnt alors celles des niveaux piézomdtriques G/, M, F/,
immédiatement en amont des orifices (n°® 57 ).

Les équations du probléme seront alors :

1° Pour exprimer (n° 59) que l'eau coule dans chaque tuyau avee la
dépense donnée et la charge correspondante évaluée en fonctlion des in-
connues auxiliaires ¥, »',

64 b, Q1.

o =y

. 640, 41

\2] lz—]':_ﬂzd{ ’
5 SOOI X
’ Y Y = 71'2 Dr'; ?

, ., 6hb gl
o LT
, 6/;1) Qann
‘5 L 1 .
L ) H .) 7?“ Dvl; ?

2* Pour exprimer que les frais d’établissement sont au minimum (n° 63)

(6] D a4 DY
v Q) (12 QL H
. Drh {l 16 I)HD

g ¢

Cela fuit en tout sept équations entre les cing inconnues principales D
D', D", d, d' et les deux inconnues auxiliaires y, »'.

Ce systéme d’équations se résout par titonnement. On fait une hypo-
thése sur la valeur de y; les équations (1) et (2) donnent D et o; 1'équa-
tion{6) donne alors D'; au moyen de D’ on calcule ' — y, et partant 3/,
par I'équation (3); connaissant y', les équations (4) et (5) fournissent ¢
et D", qui, conjointement avec la valeur déja trouvée de D', doivent véri-

b
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fier I'équation (7). Si la vérification ne réussit pas, on recommence un
autre essai. Les calculs numériques relatifs aux cing premiéres équations
seront d’ailleurs facilités par la Table III. Quand, par exemple, on se ser
donné », et qu'on voudra connaltre D, on écrira I'équation (1) sous la forme

64 b,

logy — logLQ?* — log ="

Le premier membre représente alors le logarithme du quotient obtenu
en divisant la charge consommeée sur un meétre courant, par le carré de la
dépense : c’est un nombre immédiatement calculable. On en détermincrs

la valeur, qu’on cherchera dans la colonne de la Table IIT, intitulée ]og&;

en regard, sur la méme ligne horizontale et & gauche de la page, on trou-
vera le diamétre D correspondant. Parcillement, lorsqu’il s’agira, D'étant
connu, d’avoir y’— » par I'équation (3), on écrira

y 64 b

log (" — ) — logL'Q"™ = log —7% -

La Table Il fournira immédiatement le second membre en fonction de D,

R J . . "

dans la colonne inlitulée logG; en lui ajoutant le logarithme de 1/Q",

on aura celui de ' —y, et parlant cette quantité. Quant aux équations

(6) et (7), on en rendrait aussi le calcul plus facile au moyen d'une table

spéciale qui dennerait D¥ en fonction de D; la Table V peut & la rigeewr
s'effectue en

¢levant d'abord le nombre donné au cube, puis ce cube au carré.

en lenir lieu, puisqu’une élévation & la sixiéme puissance

Nous allons mainlenant monlrer qu'il existe toujours un ensemble de
valeurs réelles des inconnues, par lesquelles on satisfait a toutes les équa-
tivns du probleme, de sorte que les titonnements ci-dessus indiqués con-
duiront nécessairement ala solution.

En effet, supposons d’abord qu’on essayc la valeur y = o; on trouver:
successivement D= < , = une valeur finie, D' = o, ' =y =0,d'=
une valeur finie, D" = une valeur finie : donc lo premier membre de I'é
quation {7) sera égal a U'infini positif. En second lieu, essayons une va-

. . D8t o . -
leur y, qui annulerait e ou la quantité proportionnelle (n® €3}
6 2 _6 5 2 _8
L:,Q.'z.), 5_[3(15(11__‘),> 5;

o, devra satisfaire 4 la relation

G =[5 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TUYAUX DE CONDUITE. 201
d'ot 'on tire
o L S/T)
lh—y, 15/,}
et
_ hLYQ
On ay, < h; c’est donc une valeur admissible pour la hauleur y, essen-
tiellement assujettie a élre comprise entre o et 4. Y'essai de y, donnera
D et  finis, %I,Z =0 (Cest-a-dire D' = o), »' — y, = . Dailleurs il est
visible, par les équations (1) et (2), que D diminuc et / augmente quand y
6 ¢

o , . il
cro’t de zéro a y,; donc I'expression — — —

Qe ¢
infinics pour y = o, décroissent simultanément d'une maniére continue,
tandis que, au contraire; ' — y et ' augmentent de zéro & « . Il existera
donc une valeur ¥, de y, moindre que »,, et telle que son essai condui-
rait 4 trouver ' égal & la plus petite des hauteurs 24’ et H. L'un des dia-
metres ' et D” deviendrait alors infini; Pautre resterait fini, ainsi que D':
donc le premier membre de J'équation (7) serait I'infini négatif. Ainsi done

D’G
et son égale Q7' d’abord

ce premier membre varie de 4+ & — =, quand y passe de zéro & y,; il
existe donc entre ces limites une valeur de ) capable de Vannuler. Tl en
exisle d'ailleurs une seule, car en augmentant y, ' — 7 et y' augmente-
raient aussi; en vertu des équations (3), (4), (5], D! serait décroissant,
d'et D" croissanls : donc I'équation (7) ne serait pas satisfaite.

Il est bon de remarquer gue pendant que l'on fait croitre y de zéro
&y, y'augmentant toujours, comme on vient de le dire, les niveaux
piézométriques en C et I s’abaissent I'un en méme temps que l'autre. Or
poar ¥ = ¥, ces niveaux se trouvent déji suffisamment élevés pour étre,
le premier en dessus de G', le sccond en dessus de M’ et F' : la méme
chose aura donc licu, & fortiori, pour Ja valeur de y (Iinférieure a y,) qui
satisfait aux équations. Concluons enfin que cetle solution nous donnera,
dans chaque branche de conduite maitresse ou dérivée, des niveaux piézo-
métriques descendants suivant le sens de 1'écoulement, el que, par con-
séquent, elle n'est pas en contradiction sur ce point avec les données
physiques du probleme.

Mais il pourra se faire, par suite de la forme plus au moins accidentéde
du profii en long des conduites, que la ligne de charge (n® 83) se trouve,
sur une certaine étendue, notablement au-dessous de ce profil. Cest ce
¢u'on pourra toujours vérifier aisément, puisqu’on connait les niveaux
piézométriques a l'origine et & l'extrémité de chaque brauche. On sait
que celte circonslance a souvent des iuconvénients graves et qu'il faut
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Péviter en pratique. Quand elle se produit, la solution précédente ne peut
donc plus étre conservée, mais il serait peut-étre assez difticile alors d'in-
diquer d'une manicre généralo ce qu’il y aurait & faire : cela dépendra des
cas particuliers. Nous nous bornerons a dire que toute difficulté disparait
dans le cas ol la forme du profil est telle, qu'on peut reconnaitre d'avance
le point ol la pression est exposée & devenir moindre que la pression atmo-
sphérique. On se donnerait d'avance la cote du niveau piézométrigue en cc
point, ézale & la cote du profil en long de la conduite ; celle-ci se trouverait
ainsi divisée en deux parties situées de part et d’autre du point en ques-
tion, pour chacune desquelles on rechercherait le minimum de dépense
4 l'aide du procédé ci-dessus indiqué.

On obtient une grande simplification du probléme considéré en général,
quand les conduites de dérivation n’ont qu’une importance secondaire, en
sorte qu'il n'y a pour ainsi dire d’économic & chercher que sur la conduite
maitresse. 11 faut alors, dans les ¢équations (G) et (7), supprimer les
termes en « et d’, ce qui donne

DG Dv_u Duz
(8) VR ik
ou bien
, D D
{9) 75 == ?QA'
5 15 '
Tirant des équations (1), (3), (5) les valeurs de L. D—, el ies

g
portant dans les équations (8}, celles-ci deviendront, si Von fait abstrac-
tion des faibles variations de &, avec le diametrs,

DL DL DL

7

ou encore, ca ¢gard aux équations (g9},

v

2y =y H—y'

3 3/ 3~
L\/Q B L v/()l B L”\/Q”,
ce qui signifie que la charge consommde par métre courant dans chague
portion de la conduite maitresse est proportionnelle & la racine cubigue
du débit. On tirerait sans peine de ces relations :

3=

_— Ly Q
- 3 R v S
LyQ+LVQ +L"yQ

LIS—V
=y ,a\/—Q—T—’
LyQ +LVQ +L'VQ
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et 1a solution du probléme serait exempte de titonnement, sauf le cas ol
il v aurait rencontre de la ligne de charge ct de I'axe longitudinal de la
condlli[().

Ici se termine l’étude du mouvement permanent de Yeau
dans les tuyaux; il y aurait sans doute bien d’autres questions
qui pourraient offrir de Vintérét; mais dans Yimpossibilité de
les traiter toutes, nous avons dd nous borner aux géndéralités
et 2 quelques exemples. :
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CIIAPITRE QUATRIEME.

DU MOUVEMENT PERMANENT DE L'EAU DANS LES CANAUX DECOUVERTS.

§ I. — Variations de la vitesse aux différents points de la section
transversale d'un courant rectiligne et uniforme.

68. Généralités; faits d'expérience. — On a vu au n® 43 que
la pression, dans la section transversale d’un tuyau rempli d'un
liquide qui coule uniformément et en ligne droite, varie sui-
vant Ja loi hydrostatique. La méme propriété existe encore en
vertu de la méme raison, pour un liquide coulant dans un canil
découvert. Par conséquent, les lignes d’égale pression doivent
étre des horizontales, si 'on ne sort pas d’'une méme section,
et s’il s’agit d’un liquide pesant; la ligne qui termine la surface
libre dans le profil est donc aussi une horizontale, puisque la
surface libre supporte en tous ses points une méme pression,
celle de 'atmosphére. Enfin, le niveau piézométrique pour
tous les points d’'une méme section est le méme : les colonnes
étant censées déboucher dans I'atmosphére, se terminersient
toutes a la ligne horizontale dont on vient de parler.

Mais ces conclusions ne peuvent étre démontrées rigoureu-
sement que dans le cas d’an mouvement recliligne et uniforme.
Comme cette condition n’est jamais remplie d’une maniée
absolue dans Ies cours d’cau naturels, il a pu arriver parfois,
surtout avec de grandes vitesses et des courbures trés-pre-
noncées dans les filets, qu’on ait constaté des différences do
niveau a la surface libre, sans sortir d’un méme profil en tra-
vers. Toutefois ce sont la des cas exceptionnels, et, en pr-
tique, ce qui a é1é dit tout a 'heure pour les courants recti-
lignes et uniformes peut approximativement s’étendre a des
courants quelconques.

Depuis longtemps 'expérience a fait connaltre que les vi-
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tesses aux différents points d'une méme section d'un cours
d’eau ne sont pas les mémes. La vitesse maximum V a lieu a la
surface, vers le point qui répond a la plus grande profondeur;
la vitesse minimum a lieu en quelque point du fond; nous
nommerons W celle du point situé au fond, sur la méme ver-
ticale que celui dont la vitesse est V. On appelle vitesse
moyenne celle qui, multipliée par l'aire de la section, donne
le débit ou la dépense du eours d’eau, c’est-a-dire le volume
jui traverse la scction pendant I'unité de temps. En désignant
par [ cette derniére vitesse, Dubuat a proposé la relation em-
pirique ’

I

) U=2(V+Wwy

v

2

d'un autre cOLé, de Prony a cherché le rapport entre U et V, et
l'a trouvé variable avec V : les expéricnces de divers hydrauli-
ciens I'ont conduit a poser

V42,3

(2] U—=V.o 227,
Y +3,15

L u, . .
S Uon calcule le rapport v d’aprés la formule (2), en attri-
buant diverses valeurs a4 V, voici ce qu'on trouve :

V=o0%00 o™50 1™00 1™50 2",00 2750
U

\7:0,75 0,79 0,81 0,83 0,8 0,8
0On voit par conséquent que ce rapport, variable de o,754 1,00,
ne s'écarte pas beaucoup de o,80 dans les circonstances ordi-
naires, ou la vitesse est modérée, sans élre tres-petite : aussi
heaucoup de personnes se contentent de la relation simple

(3) U =o0,8V.

Il serait difficile de croire & la compléte généralité des for-
mules (1), (2), (3), qui ne tiennent aucun compte de toutes
les circonstances par lesquelles un cours d’eau peut différer
d'un autre, et notamment des différences dans la forme et la
grandeur des sections transversales. D'ailleurs, les expériences
de Dubuat, qui ont contribué a I'établissement de ces formules,
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ont été faites dans des canaux en bois de petites dimensions,
qui ne pouvaient guére élre assimilés aux cours d’eau natu-
rels.

M. Defontaine, ancien inspecteur général des Ponls et Chaus.
sées, a observé la vitesse du Rhin, en divers points, tous
situés sur une mé&me verticale. Dans 'une de ces expériences,
il a trouvé des vilesses qui pouvaient étre assez hien repri-
sentées par la formule

v—=r1,226— 0,175y,

dans laquelle v désigne la vitesse répondant a la profondeury
au-dessous de la surface libre. Voici en effet le résultat deh
comparaison entre I'expérience et la formule :

PROFONDEURS 7. VITESSES OBSERVEFS. YITESSES CALCCULEES.

m m m

0,00 1,226 1,226
0,20 1,218 1,219
0,40 1,198 1,198
0,60 1,167 1,163
0,30 1,125 1,114
1,00 1,057 1,051
1,20 v,950 0,974
1,40 0,880 0,883
1,60 0,832

La plus grande différence entre I'observation et le calcul
aurait lieu pour la vitesse a la profondeur de 1™,20, et serail
o™,024; la différence moyenne, calculée sans faire attention au
signe, serait seulement de o™, 006.

On doit a M. Bazin, ingcricur des Ponts et Chaussées, un
assez grand nombre d’expéricnces destinées, soit 4 faire con-

naitre la loi des vitesses dans une section transversale, soit
T
le rapport v (*); voici les conclusions qu’il en a tirées et les

(*) Les Recherches expérimentales de M. Bazin (déji citées an n® 14) foat
partie du tome XIX du « Recueil de Mémoires preésentés par divers savants
PInstitut imperial de France » .
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formules empiriques par lesquelles il a eru pouvoir en repré-
senter les résultats.

Pour la premicre question, les lois réelles paraissent telle-
ment compliquées, qu’'on ne saurait penser, en général, a les
exprinaer par des formules; toutefois M. Bazin excepte les deux
cas simples d’une seclion rectanguiaire de trés-grande largeur,
et d'une seclion demi-circulaire. Dans le premier cas, en nom-
mant

vla vitesse du filet situé & une profondeur y au-dessous de
la surface,

H la profondeur totale,

i la pente longitudinale par unité de longueur,

K un nombre constant,

on aurait
[ ] 2
(4) v=V—KyHi(:)>
H
relation de méme forme que celle de M. Defontaine; on devrait
y faire
K— 2/|.

Si lasection a la forme d’un demi-cercle de rayon II, la vilesse
i la distance r du centre sera donnée par la formule

r A
(5) v=V—Kvyvli|s]>
' H
le coefficient K ayant cette fois une valeur égale & 21.

Quant 4 la relation entre U et V, M. Bazin y introduit encore
un produit analogue & H i seulement il met, au licu de H, ce
quon appelle communément le rayon moyen de la section,
c'estd-dire le quotient R obtenu en divisant laire de cette
section par son périmeétre mouillé (portion du périmétre ap-
partenant & la paroi solide et que le liquide vient touchcer) (*).

(*) Lorsque Ia section est un demi-cercle de rayon H, le rayon moyen R

i

xH
devient dgal & =

1 . .
i on a ~ . 1l prend alors la valear de la moyenne arithmé-
27T 2

tijue entre les rayons extrémes des couches fluides en lesquelles on pourrait
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La relation dont il s’agit serait
(6) V—-U=K VR,

K désignant un nombre sensiblement égal & 14.

Pour s’expliquer la présence du produit 117 ou Rz dans ces
formules, il est nécessaire d’avoir vu le rdle important qu'il
remplit dans la théorie du mouvement uniforme, qui sera
exposée plus loin. Nous aurons alors occasion de relever des
contradictions entre la derniére formule et les deux préceé-
dentes, contradictions déja reconnues, du reste, mais non
expliquées, par M. Bazin lui-méme. Nous nous bornons, quant
a présent, a une simple exposition.

D’autres expériences ont été exécutées en Amérique,de 185
4 1861, par ordre du gouvernement des Elats-Unis, sur le Mis-
sissipi et ses affluents. L’analyse du Rapport dressé a ce sujel,
par MM. Humphreys et Abbot, officiers de I'armée fédérle,
fait 'objet d’une publication récente de M. Fournié, ingénieur
des Ponts et Chaussées de France (*). Nous ne croyons pas
devoir rapporter ici les nombreuses formules empiriques pro-
posces par ces auteurs, car, comme on n’est encore arrivé &
rien de définitif, nous risquerions, sans grand profit, de fati-
guer le lecteur et de tomber dans la confusion. La propasition
suivante, énoncée par M. Fournié, nous semble cependant
bonne 4 mentionner, en raison de son intérét théorique et de
P'utilité qu’elle aurait pour les opérations de jaugeage:

Il existe un rapport a peu prés invariable entre la vitesse
moyenne de tous les filets liquides issus des divers points
d'une verticale et la vitesse du filet particulier ayant son ori-

imaginer le cours d’eau décomposé, depuis le centre jusqu’a la circonfirerce
C'est 1a sans doute I'origine de cette dénomination de rayon moyen.
Remarquons aussi que, dans le cas d’une section rectangulaire de largeur

et de profondeur H, on a
{H

EETLN
soit H & la limite, si la largeur { croit indéfiniment.

(*) Réswné des expériences by dranlignes exécutées par le gouvernement ame-
ricain sur le Mississipi, et remarques qui en déconlent relutivernent & la théorie

des eaux courantes. Paris, 1867,
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gine sur la méme ligne, a la moitié de¢ la profondeur. Ce rap-
port n’est affecté d’'une maniére notable, ni par les dimensions
deJa section transversale, ni par la grandeur des vitesses, ni
par I'état calme ou agité de 'atmosphére; sa valeur est peu
inférieure a 'unité.

69. Reckerche théorique de la i des wvitesses dans une section, la
ligne de fond étant supposée horizontale et de largeur indéfinie. — Nous
admettrons que le fond du cours d’eau est un plan dout les horizontales,
perpendiculaires au fil de I'eau, ont une largeur indéfinie. Sur ce plan, et
suivant Ia ligne de plus grande pente, glisse une premiére cuuche de
liquide infiniment mince; sur la premiére couche glisse parallélement une
seconde, sur la seconde une troisiéme, et ainsi de suite. Les différents
points d'une méme couche sont supposés animés de la méme vitesse, pa-
rallelement 3 la ligne de plus grande pente du fond. Il s'agit de cher-
cher comment variera la vitesse d'une couche & I'autre.

On peut suivre ici une marche tout a fait analogue & celle que nous
avons indiquée pour les tuyaux cylindriques (n° 43). En appelant

¢ la force retardatrice rapportée & 'unité de masse, subie & un certain

instant par une molécule quelconque en vertu de la viscosilé;

¢ la pente superficielle totale entre deux sections transversales séparées

par une distance L;

H la profondcur totale du cours d'eau;

y la distance d’un point quelconque a la surface libre;

v la vitesse en ce point;

V la vitesse a la surface;

W celle qui a lieu au fond;

U la vitesse moyenne;

f{W)(*) une fonction représentant la résistance du lit par métre carré;

11 le poids du métre cabe d’eau;

g laccélération des corps pesants dans le vide;

on reconngitrait d’abord que y est invariable sur le parcours d'une molé-
cule, puisque celle-ci se trouve constamment dans des circonstances iden-
tiques, et l'on aurait par le théoréme de Bernoulli (n° 13)

ol

g

=

b

() Les généralités exposées au commencement du chapitre troisiéme sur le
frottement des liquides contre les parois solides et des couches liquides sur
celles qui leur sont contigués, sont applicables au cas actuel. Nous y renvoyons

le lecteur.

II. 2¢ évit. 14
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ce qui montre que o est constant pour toutes les molécules. Par suite sa
valeur peut s'obtenir en divisant le frottement du lit sur un wmetre de

largeur et la longueur L, soit L (W), par la masse totale :EI LH sur la-

quelle ce frottement se fait sentir; donc on a

_8gt _gf(W)
L2 VU 7] TR
ou bien
1
(7) HE=1/ (W),

équation qui déterminerait W (*).

Une troisieme expression de ¢ s’obtient encore en considérant le frot-
tement motuel des couches planes qui glissent les unes sur les autres. Au
moyen des mémes inductions employées au n° 44, nous serions concuit
representer celte force, rapportée au meétre carré, pour deux couches

tiguéis dont les vitesses sont v et ® b var A" ¢ bt
contigués dont les vitesses sont ¢ o+@r_y, par e o y & élan

une constante pour un méme cours d'eau, et m un exposant numérique
égal & 1 ou A 2, suivant que I'on adople les idées dc Navier ou de M. Darcy.
Dos lors, si nous répélons le calcul de 'équation (7}, mais en ne prenan;,
au lieu de tout le liquide renfermé entre les scctions extrémes, quel
portion située au-dessus d'un plan mené paraliélement 4 la surface librs, &

la profondeur y, il faudra seulement remplacer f (W) par ¢ (— %i) *,
_ g (_d\"
Ty \Td)

(*) La quantité i ¢tant identique avec celle qu’on a nommeée ¢ au n® 68, o

et H par y. Donc

voit paraitre ici le produit H: ou Ri, introduit par M. Bazin dans ses formules
empiriques (4) et (6).

(**) Cela suppose cependant qu’aucun frottement n’est exercé sur ean i ln
surface libre. A la rigueur, il faudrait tenir compte de la rdsistance opposee
par Vair, laquelle pourrait devenir assez notable avee un vent contraire. Las
officiers américains dont nous avons cité les expériences au n° 68 pensent méme
que cette résistance, en temps calme, doit étre de méme ordre que le froft:-
ment des parois. Mais leurs expériences étaient faites sur l'un des plus grands
fleuves de la terre; il est difficile d’admettre que les données de la questicn
dont nous nous occupons y fussent observées, méme avec une approximation
grossicre, et par conséquent il n’y a pas lieu de s’arréter beaucoup aux diffé-
rences qu'on pourrait trouver entre leurs résultats et notre calcul. Disons-le,
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g%
L 7

de\™ Mg
dr s

1l est facile maintenant de trouver la vitesse » en fonction de la pro-

et, par suite, en égalant cette valeur &

fondeur y. Elevant I'équation précédente ¥ la puissance ’i"; il vient
i}
v - mey ™+
el, en intégrant

Tz\ ™ mL
) == (3 )

TL) m—+1

expression tout a fait analogue & la formule (5) du n® 43. D'ailleurs W,
qui est déja connu, s’obtiendrait en faisant dans cette équation y = H;
on a donc, pour déterminer V,

IZ\™ m Zid
(9 W_V—<E> m—+—1H !
d'ou 'on déduit encore
i+
\ V—o [\ "™
{1o] T—w (H)

Quand on fait 72 = 1, 'équation (ro) donne

b=V—(V—W) <{i>z,

du reste, puisque I’occasion s'en présente : ce n’est pas, en général, un bon
moyen de découvrir les lois de la nature que d’observer les phénoménes tels
qu'une disposition en quelque sorte fortuite des choses les fait se produire sous
nos yeux, parce qu'alors tous les effets susceptibles d’¢tre mesurés sont dus a
I'action simultanée d’une foule de causes, et qu’il est impossible, au milieu de
la complication quien résulte, de déméler la part d’influence revenant 4 chacune
d’elles. Dulong et Petit n’auraient jamais trouvé les lois du refroidissement s’ils
s'étaient bornés i noter les températures décroissantes que prend le premier
corps venu, quand on ’éloigne de la source ot il a puisé une quantité plus ou
moins considérable de chalcur. Le talent du pbysicien consiste a créer des dis-
positions artificiclles tellement combinées que, dans chaque séric d’expériences,
une seule cause intervienne pour produire les différences entre chaque observa-

14.

tion et toutes les autres,
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relation dont la forme s’accorde avec l'expérience de M. Defontaine citée
plus haut (n° 68).
Le débit total sur la largeur égale & 1'unité pouvant s’exprimer par Ul

H
et par/. edy, on a la vitesse moyenne
o}

H
vy,

U

_I
“HJ,

ou, apres avoir remplacé v par sa valeur tirée de I'équation (10},

B PR Caa S

—v_ (V_W):(III+I)V+IHW.
\ 201+ 1 am 41

m

Cette expreszion de U nest pas tout a fait d’accord avec la formule (1)
de Duhuat, car on peut I'écrire

V=g (VW) o (V= W)

21 4 1)
la formule (1), dans le cas de lits trés-larges et & fond plat, semblerait
donc exiger que la profondeur fat petite, auquel cas VY — W ne serat

I
pus trés-notable et YUY,

Si dans la valeur (11) de U on remplace W par l'expression (g}, on
trouve

' _ nt 184 mh
(12) U¥V_(m+l)(2m+l)(_si> s

(V — W) pourrait étre négligé.

3=

or en nommant y, la profondeur du filet qui posséde la vitesse moyenre,
on aurait aussi, d'aprés 'équation (8),

1
M\ m
UJV_(TL) mAal
on tire de l1a

m

m =
71 :H(21n+1) ’

soit y, = 0,577H ou y, = 0,543 1, suivant qu'on fait m =1 onm =2
En attribuant encore & m les valeurs hypothétiques

3, 4, 5, 6,..., =

1
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k2

on trouverait pour les valeurs correspondantes de 0

0,530, 0,523, 0,518, o,515,..., o0,500.

Ainsi donc, quel que soit I'exposant 2, entre 1 et o, le rapport en ques-
tion s'¢écartera peu de 0,55, c’est-a-dire que le filet possédant la vitesse
woyvenne se trouvera environ aux o,55 de la profondeur totale, & partir
de la surface libre.

8i, pour égaler I'exposant de y dans 1'équation théorique (8) ou (10)
avec celui que lui attribue la formule empirique (4), on fait m =1, il
'y aura pas accord entre I'équation (12) et la formule (6); car I'une

donne l'excés V — U proportionnel & H’% ou 11?7, tandis que l'autre le

donne proportivnnel & /H/. Au reste, la contradiction existe déja entre
Jes formules (4) et (6). On aurait, d’aprés la premiére,

U——ifﬂd—‘ H(v K\/ml’>d~v—5¢m
“nJ, “THJS, \'T wr) T T vEs

ou bien, en prenant K = 24,

U=V -8yl
d'aprés Ja seconde, au contraire,

U=V —14yH.

Linégalité des coefficients 8 et 14 est assez forte pour inspirer quelque
défiance : on peut supposer raisonnablement que les formules dont il s’agit
ne sont que provisoires, et que de nouvelles expériences conduiront & les
mod fier.

10. Cas de la section demi-circulaire. — Les calculs théoriques rela-
lifs au cas o la section prend la forme d'un demi-cercle de rayon H
reproduiraient presque exactement ceux qu'on a déja vus (n* 45 et 46),
d loccasion des tuyaux de conduite, et les résultats en seraient toul a fait
les mémes. Il serait donc oiseux de les recommencer, et 'on se conten-
tera ici d'une comparaison analogue & celle qui termine le n° 69. L’expo-
m4-1 .

m

sant de » étan dans I'équation théorique (5) du n° 433, et ce méme

exposant ayant la valeur 3 dans la formule (5) de M. Bazin (n° 68), on
est conduit d’abord & supposer

m-4+1

"

"y !
=3, dou m=_:
2
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il en résulte

n2;?
v=V———r
l2¢€

3
?

et, par suite, Pexpression de la vitesse moyenne

H 22713
2 *:*H
U—l—l-il/o‘ Ur(lr:v_—g(—)?-

Ainsi I'on aurait 'excés V — U proportionnel a /#H®; au contraire, il de-
vrait ’étre & v Hi d’apres la formule (6) du n° 68, car le rayon moyen

a pour valeur I;{ dans I'exemple actuoel.

Quand on calcule la vitesse moyenne par la formule (5} du n° 68,

vient
2 H 2 H —
Usz ur({rzmj: (V_K\/H’H—a> rdr
2K - -
:V‘—‘—S—V}ilzv—-s,lﬁvlll.

D’autre part, la formule (6), quand on fait R = %, donne

U:V—M\/%‘/E:V—g,g\/m.

On constate ainsi une seconde fois le défaut d’accord des formules par
lesquelles M. Bazin a exprimé la loi des vitesses dans une seclion trans-
versale, aussi bien entre elles-meémes qu’avec les indications de la théoris.
Cela ne peut que corroborer la conclusion par laquelle se termine le n° 69.

. Cas d’une section de forme quelconque. — La loi de la distribu-
tion des vitesses dans la section transversale d'un courant découvert rec-
tiligne et uniforme n’est point encore connue, méme en choisissant des
données particuliéres sur la forme de la section; et malgré les efforts des
personnes qui s¢ sont appliquées & la rechercher par P'expérience ou par
la théorie, on a pu voir, d’aprés ce qui précéde, combien il régne encore
d’obscurité sur cette question iniéressante. La circonstance d’une forme
arbitraire attribuée a la section n’esl pas de nature & rendre la solution
plus facile; aussi, pour ticher de l'obtenir théoriquement, nous croyons
devoir employer, a Uexclusion de toute autre, I'hypothése simple admise
par Navier pour représenter Iaction mutuclle des molécules fluides, ou
plutdt la partie de cette action qui résulte de la viscosits.
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Cela posé, soit MNP ( ffg. 38) la section transversale du courant; tra-
cons dans son plan deux axes de coordonnées rectangulaires, 'un Oy ver-
Fig. 38. tical et descendant, 'autre coinci-

dant avec la ligne MP, suivant
laquelle la surface libre est coupée
par le plan de la section. Imaginons
celle-ci décomposée en éléments
infiniment petits, tels que ABCD,
par des paraliéles aux axes. Con-
servons aux notations le sens défini
zun°69; supposons, de plus, que la valeur de I'exposant »z, laissée jusqu'a
présent indécise, soit fixée définitivement au nombre 1. Un prisme dont
ABCD serait la section droite et dont la longueur, mesurée parallélement
aux vitesses des molécules, serait désignée par L., va éprouver sur ses
quatre faces latérales les effets du frottement des couches voisines, qui

produiront les forces ci-aprés, savoir:
Sur la face projetée en AC, une force dans le sens du mouvement, que

dr
fondant sur ’analogie entre la question actuelle et celle du n° 69; sur la
fice opposée BD, une force de sens contraire, exprimée par

— Ledy (([u —+—d “111')

dr = dx*

nous représenterons par Ledy <— ﬂ) ou par — Lzdy (d ); en nous

Sur l'ensemble des faces projetées en AB el CD, une force résistante

v
= dady.

2

exprimée pareillement par — Ls i

La masse du prisme etant L(ery, on aura pour la valeur de ¢
g

 gsldlv d'
=1 ((x“+(h

Or, en raisonnant comme aux n® 43 et 69, on trouverait encore

g

bl

Jq

 —

=

donc on peut écrire I'équation

2 2 H'
d?o 1l:+_é_:0)

i3] }(z7+dj—' gL

qwon obtiendrait également par I'application des équations générales de
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Navier (n® 14). Il faudrait seulement supposer le troisiéme axe coordonng
(celui des z) parall¢le aux filets liquides.

Indépendamment de cette équation aux différences partielles ot la fonc-
tion ¢ de deux variables indépendantes x et y est seule inconnue, il ya
des équalions particuliéres pour les filets qui glissent le long de la pari
et ceux qui sont & la surface libre. Soit en effet EF = d'« un élément de
paroi, dont Ja normale EK fait avec les axes les angles X el p; on aura
dans le triangle EFG lc coté vertical EG = da cosh et le cdtlé horizontal
¥G = dacosp. Par suite, si EFG est considéré comme la seclion droite
d'un prisme de liquide paralléle au courant et de longueur L, ce prism
supportera respectivement sur les faces EG, FG des frottements qui tendent
a l'entrainer dans le sens de la vitesse, ayant pour valeur

dv o
— Ladocoslﬂ, — Lede cosF@,

et sur I'élément de paroi o lui-méme, un autre frotlement en sens con-
traire, dont nous supposerons que la valeur est Ldaf (o), toujours ¢
cause des inductions du n°® 44. Or, par suite de I'uniformité du mouvement,
ces trois forces doivent se faire équilibre; car, d’'une part, elles sont,
avec les pressions sur les sections droites extrémes du prisme, et une
composante de la pesanteur, les seules forces qui sollicitent le prisme
parallélement au courant; d’antre part, les pressions extrémes sont évi-
demment égales et se font équilibre { puisque toutes les sections présentes!
des phénoménes identiques), el la pesanteur ne donne qu'une force

1 - . . . -
;Hde’ cos* cosy infiniment petite relativement aux précédentes. Done

il faut qu’on ait en tout point de la paroi
v dv
(14) COS)\Z‘;+COSH{—{;+;f(K))TO,

F(v) étant une fonction connue. De méme, =i I'on suppose que I'ordonnée
du point A soit nulle, de maniére que AB soit placé sur l'axe des 2, Ix

o . . . . .
face CD supportera un frottement — Leelz ;1‘%_ infiniment petit du premier

ordre; en admettant qu'on néglige le frottement entre T'air el la surface
v

libre du liquide, il faudra que cette force — Lzelz -~ soil nulle, car -

ey "
semble des frottements sur les faces AC et BD, aussi bien que l'action de
la pesanteur, ne produisent que des forces infiniment petites du second

. ., dy . .
ordre. Donc, pour tous les points silués sur MP, P doit s’annuer,
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ou bien I'on a

3]  —o,
quand y = o.

Les deux conditions (14) et (15} serviront & déterminer les fonctions
arbitraires introduites par l'intégration de 1'équation (13).

Pour effectuer cette intégration, I'on cherche d'abord une solution par-
ticulitre, de la forme ¢ = 7 »?; il suffit de déterminer la constante v par

nmz . 1 .
I'équation 2 +5—E = o0, qui donne 3 —= — TE: Au moyen de cette in-
P . . . R 11!
tégrale particuliére, on fait ensuite disparaitre le terme constant E de

I'équation (13); on pose

_ &,
=73 +

et alors il faut que l'inconnue auxiliaire # vérifie la relation

6 d?u dlu
o) T e

L'intégrale générale de I'équation (16) est connue : on a, en appelant ¢
et ¢, deux fonctious arbitraires, et désignant par 8 le symbole imagi-

naire y/ —1,

w=1y(x+0y) +9 (z—0r),
d'oit résulte aussi Pexpression générale de ¢

; NN L ) :
(17) o= — 1+l +0r)+ 1 (r—0r)

. . . (.
Reste a déterminer y et 4,. A cet effet, on sait d’abord que % s’annule
pour ¥ = o; or on tire de I'équation (17)
o g

o= TR O (e O] = B (e =05,

! U

et o, étant les fonctions dérivées de % ct de v,. Faisant y = o dans
cette équation, nous trouvons

\L
7

¥ (z) =¥ (z) = o,
ce qui montre, puisque x reste indéterminée, que les fonctlions ¢ et i,
sont égales, & une constante prés. Nous la désignerons par C, et poserons
en conséquence

ne

) b= C— a4 00) 9 (2 — 0y),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



218 CHAPITRE QUATRIEME.

exbression dans laquelle figure wne seule fonction arbitraire. Il serait aisé
de la faire disparaitre, si 'on eonnaissait par des cbservations directes la
loi des vitesses & la surface libre du courant. Cette loi étant représentée
par une fonction F (z) de la variable , il faudrait qu’on et

F(r)=C+29(z),

puisque le second membre est bien ce que devient ¢ pour » = o. On tire
de 1a

Y(2) =5 F(2) — ;G5

par suite, z étant quelconque dans cette identité et pouvant étre rem-
placé par une autre valeur, telle que x + 6y ou x — Oy,

Ylr4-6r)=

T
2

Fle+0y) —=C,
1. I
wp(zﬁey]:EP(z—Gy)——;C.

1l est des lors facile de chasser ¢ de I'équation (18), qui devient

I 1 I
(19) o=t IF ek ) H1F(z — 5y,

Le sccond membre de cette derniére équation ne conlient des imaginaires
qu'en apparence.

Telle est la valeur de v, en fonction de x et de ¥, pour un point quel-
conque de la section transversale, quand on admet, d’aprés Navier, que
m = 1. Pour y arriver, nous n’avons fait aucun usage de I'équation (14),
applicable & un point quelconque de la courbe MNP. Si dans cette équa-
tion on substitue la valeur (19) de v, elle ne contiendra plus que les coor-
données z, ¥, et scra par conséquent I'’équation du contour MNP. Ce con-
tour pouvant étre observé et dessiné, on aurait 14 un moyen de vérifier
le plus ou moins d’exactitude des hypothéses théoriques; ou bien encore,
si f'(») n'était pas une fonction connue, on aurait un procédé pour la dé-
terminer,

Puisqu’on peut trouver le contour MNP quand on connait Pexpres-
sion (16) de ¢, réciproquement on concoit que si ce contour a une forme
fixée d’avance, v se trouve par la méme déterminée sans qu'on ait besoin
de connaitre la fonction F. Dans un Mémoire approuvé par I’Académie des
Sciences, M. Sonnet, & qui nous avons emprunté le fond de I'analyse pré-
cédente, a montré que si le courant a une section rectangulaire, ¢ peut
étre approximativement représentée par I'expression du second degré

(10] b=V —aat— 0y,
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dans laquelle on suppose que l'axe des y passe par le milieu du lit, et
que V, «, { sont des constantes. 11 faut d’aillenrs, pour que ce soit la une
so.ution de 'équation (13), gqu'on ait

o
(21) ?f—za—zﬁ:o.

Soit maintenant ABCD ( fig. 3g9) la section transversale rectangulaire;

Fig. 39. Oy la verticale menée par le milien O
Af ,:,01‘ —|2 % de AB, prise pour axe des y; OE =1I
- :i*}~ . Ia profondeur; AB =/ la largeur; W la
i N vitesse en E. On aurait, d'aprés I'équa-
¢ EI b tion (20),
y W =V —(H?,
d'ol résulte
. V—W
2= >

Péquation (21) donnerait alors la valeur de «, et v se trouverait exprimée
. ., Iz
en fonction de V, W, H, et de la quantité TL

Si I'on veut avoir la vitesse moyenne U, il faudra poser 1'équation

{HU :ffﬂdz‘dy:ff{V——uz*—@y’)dxn’],

l'intégrale double devant étre étendue & tous les éléments de la surlace
ABCD. On intégre d’abord pour une tranche parallele aux x; puis on fait
la somme pour toutes les tranches sur la hauteur Hi; cela donne

ff(V—a.z’—Q)")dxdj
I
H a3 H .
:f d)‘f (V—axz_@ﬂ{zx:f dy(Vl————al’—l{ﬂy’)
o Y 0 12
2

= (WH _LarH— 113}1&)-
12 3¢

Par suite, on trouve
1 1
U=V ——al>— - BH
A o & 3@ 1

Cette vitesse sera celle du point G, situé sur OD, & la distance

0 =00y /3
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a partir du point O; car en G on aura

- _
“:;v%’f:Hv}

et 4 ces coordonnées répond, d’aprés 'équation (20), une valeur dely
vitesse égale a cells trouvée pour U. Il est donc possible d’observer direc-
tement la vilesse moyenne en prenant celle d'un filet convenablement
placé dans le courant.
Si I'on nomme W' el W” les vitesses en B et D, on aura les trois éga-
lités
W =V — BH?,

W':V—%al’,

w":v_%azz_ BI;

on en conclut aisément les suivantes :

1

U= (V+ W4+ W),

wl

1

U=_(2V+W"),

wl

qui fournissent aussi des moyens simples pour déduire U de 'observation
de vitesses en des points déterminés. La derniére relation donne le rap-
port de la vitesse movenne & la vitesse maximum

U 2 W

V=33V

et comme W” est nécessairement positif et plus petit que V, ce rapport
2
3
parfaitement d’accord avec les formules (1), (2) et (3) données par Dubusl
et de Prony.

M. Sonnet faisait aussi connaitre la valeur numérique du coefficient de
viscosité , ainsi que V'expression capable de représenter Ia fonction f (v,
D'apres les idées qui ont servi de base a ce travail, le nombre ¢ aussi

est compris entre = et 1. On voit que toutes ces formules ne sont pas

bien que les coefficients de /() auraient des valeurs indépendantes de la
nzture et de 1'étendue des parois solides en contact avee le courant : ces
valeurs seraient donc identiques a celles qu’on a indiquéesaun® 47, a propos

1

des tuyaux de conduite, savoir : ¢ = T
X
7

et f{¢) = 0,0190+ 0,371¢".
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Suivant M. Bazin, les formules de M. Sonnet ne donnent pas des résul-
tats conformes a ceux de l'expéricnce.
Nous allons abandonner maintenant toutes ces recherches spéculatives,
et ue plus considérer désormais, dans la section d'un courant, qu'une seule
vitesse, sa vitesse moyenne.

§ II. — Formules pratiques pour le mouvement uniforme de l'eaun
dans les canaux découverts.

72. Ezpression du frottement de la paroi, en fonction de la
vitesse moyenne. — Quoique le frottement de la paroi, rapporté
en chaque point a 'unité de surface, doive étre, en vertu des
raisons exposées au n°® 4%, une fonction de la vitesse du liquide
immédiatement en contact, on a trouvé plus commode de le
représenter par une fonction de la vitesse moyenne, ce qui est
peut-étre moins rationnel, mais suffisamment exact en pratique.
Soient donc, dans un courant a mouvement uniforme,

U la vitesse moycnne;

L la distance entre deux sections;

y la longueur de la portion du profil en travers commune
au lit et & I'eau, c’est-a-dire le périmeétre mouillé ;

y sera une quantité constante, toutes les sections devant étre
identiques. Nous admettrons que le frottement sur la surface
Ly, mouillée par I'eau, dans Vlintervalle considéré, a pour
expression Ly F(U), la fonction F étant & déterminer par
expérience. De Prony et Eytelwein ont attribué a F(U) V'ex-
pression II (@ U + bU?), dans laquelle II désigne le poids du
métre cube d’eau, a et b deux coefficients qui ont pour va-
Jeurs :

Suivant de Prony. .. a = 0,000044, b = 0,000309,
Suivant Eytelwein. . a = 0,000024, b = 0,000366.

M. de Saint-Venant a proposé la formule mondme
F(U)=1I.cUn~,
dans laquelle il fait Yexposant m = —?—z et le coefficient

¢=o0,0004{01. Diverses personnes ont adopté, 4 'exemple de
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Tadini et des ingénieurs italiens, la valeur plus simple

F(U)—=1.0,0004 U?

proposée dés 1775, par M. de Chézy.

D’apres les expériences de M. Darcy sur les tuyaux, il paratt
bien vraisemblable que F (U) doit pouvoir étre représenté par
le mondme I15,U% b, étant une quantité constante pourun
méme cours d’eau, maijs variable probablement avec la forme,
les dimensions et la nature du lit. Dans le cas d’un tuyau de
diamétre D, on avait (n° 50)
0,000012G4

D

() b, = o0,000007 +

si un lit de canal était assimilable & un tuyau de grand dia-
métre, on devrait prendre b, = 0,000507; mais, outre quon
négligerait de cette maniére linfluence que doit avoir la na-
ture du lit, il faut se rappeler ce que nous avons dit a la note
de la page 137. En réalité, M. Darcy a recherché avee beau-
coup de soin la valeur de b, pour des tuyaux en fonte neuse;
puis il a admis, d’aprés un trés-petit nombre d'expériences
sculement, que b, devait étre doublé quand les tuyaux ont un
certain temps d'usage. Cela pouvait étre vrai en particulier
pour les diameétres sur lesquels opérait M. Darcy, dans ses
expériences sur les vieux tuyaux; mais la vérité résultait pro-
bablement d'une compensation d’erreurs. Soit, par exemple,
D =o0m,30: la formule de M. Darcy, pour la fonte neuve, l
donnait

0,00001294

(}3) b.:é (o,oooSo'] -+ D

> = 0,000275;
puis, Pexpérience lui ayant donné b, = 0,000550aveclafone
vieille, il concluait qu'il fallait doubler les deux coefficicnts
qu'on voit figurer dans Pexpression (). Mais il est clair
qu’on arriverait au méme résultat final (en ce qui concernele
diameétre de o™, 30), si 'on augmentait peu le premier coelfi-
cient, sauf 4 faire plus que de doubler 'autre; ainsi quand on
pose

0,000081

(7) b, = 0,000280 + —p
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on en déduit b, — 0,000550 pour D = o™, 30, comme avec 'ex-
pression («); et cependant on n'a pas doublé les deux coeffi-
cients de I'expression (3}, mais on a multiplié le premier par
1,107 et le second par 12,52. La régle de M. Darcy n’est donc
pas complétement exacte; elle réussit suffisamment bien pour
Ies diametres ordinaires, mais il parait qu’elle exagére le résul-
tat pour les forts diamétres. C’est pour cela qu'on arrive, en
lappliquant & un canal et faisant D =0 , & une valeur trop forte
de b,, du moins sil'on en juge par la formule de Tadini.

Auresteil y aun fait que bien des ingénieurs avaicnt reconnu
depuis longtemps : ¢’est qu’une valeur unique dece coefficient
ne saurait convenir a tous les canaux, c’est-d-dire aux petites
rigoles en planches ou en maconnerie, comme aux grandes
riviéres & fond irrégulier en terre ou en gravier. M. Bazin a eu
le mérite, non-seulement de rendre le fait palpable au moyen
d’expériences nombreuses, mais encore d’'indiquer les coeffi-
cients b, a employer dans les divers cas de la pratique. lla posé
a cet égard les régles suivantes.

On doit distinguer quatre catégories de parois, savoir :

1° Parois tres-unies, comme celles de ciment lissé, bois
raboté avec soin, etc.;

2" Parois moyennement unies, telles que picrres de taille,
briques, planches, etc.;

3" Parois peu unies, en maconnerie de moellons;

4° Parois en terre.

Maintenant, si I’on nomme R le rayon moyen de la section
(n° 68), ou lc quotient obtenu en divisant 'aire de la seetion
transversale par le périmétre mouillé y, lescoefficients b,scront,
pour chaque catégorie :

1™ catégorie........ b, = o0,00015

2t catégorie ....... b, = o0,00019

3¢ catégorie. ......-

4e catégorie.- .- . b, —=o0,00028
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Ces divisions n'ont dvidemment rien d'absolu, ¢t 'on con-
coit trés-hien I'existence de catégories intermédiaires.

« On peut regretter », dit M. Bazin, « de voir substituer §
une formule unique, une formule nouvelle a coefficients va-
riables ; mais I'indétermination des coefficients est un incon
vénicnt inhérent 4 la nature des phénoménes, et Jes progres
ultéricurs de la théorie ne pourront jamais la faire disparaitre,
Il est d'ailleurs bien peu de lois physiques dont I'expressionne
soit affectée d’'une indétermination semblable... »

Quoique M. Bazin ait.cu soin d’'introduire dans ses formules
certains éléments variables, dont l'influence était prévue, on
fera bien de ne pas trop compter sur leur exactitude lorsqu'il
s’agira de lits ayant des sections dont les formes s’écarteraient
considérablement des formes rectangulaires ou trapézoidales
expérimentées par lui; la méme restriction s’applique dail-
leurs aux diverses formules que nous venons de passer en
revue.

C’estce que nous nous réservons de montrer bientdt par un
exemple.

73. Relation entre la pente, la vitesse moyenne et les dimen-
stons de la section. — Nous supposons un courant qui coule
dans un lit 4 section et & pente constantes, avec un mouvement
uniforme. Les vitesses étant les mémes dans toutes les sections
et la dépense ne variant pas non plus, il est nécessaire que
I’cau mouille partout la méme portion de la coupe transversalz
du lit, en sorte que la pente longitudinale de celui-ci esth
méme que la pente a la surface du liquide.

Nous appellerons

[ celte pente, égale au quotient I_?i de I'abaissement £ du ni-
veau de l'eau entre deux sections, divisé par la distancel.

qui les sépare;
O la surface constante de la section du couraat; y son péri-
métre mouillé;

R le quotient %, dit rayon moyen de la section (n® 68},

En nous reportant aux raisonnements des n°* 45 et 69, nous
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verrons encore ici que la force retardatrice o, agissant sur une
molécule quelconque, cn vertu de la viscosité, et rapporiée &

I'unité de masse, a pour valeur, d’une parli— ou gi, d’autre

partle quotient du frottement du lit Ly F (U) par la masse to-
tale EQL sur laquelle il est exercé, soit g -~ ll&l F(U);'égalité
entre ces deux valeurs donnera done, aprés avoir remplacé le

quotient % par %{—,

. I ; T
(1) Rz:ﬁl’(b).

Les raisonnements qui servent a démontrer cette équation
supposent, a la rigueur, le courant rectiligne; mais on peut
l'appliquer approximativement si la courbure n’est pas trés-
prononcée.

On voit encore ici que le produit Ri joue unrole important
dans la détermination de la vitesse U. 1l éfait donc nalurel de
songer, comme ['a fait M. Bazin (n°68), a en faire dépendre la
loi des vitesses dans une méme section.

Si dans 1'équation (1) on remplace F (U) par T, U (n° 72 ),
ontrouve

Ri=013

d'ou résulte, en faisant b, = 0,0004, la formule connue sous
le nom de Tadini,
(2) U =50 yRi.

Daprés les observations faites plus haut(n°72), il sera mieux
de prendre

(2bis) U:\/bi vRi,

et d'attribuer 2 b, la valeur convenable, suivant le cas ou I'on
est placé.

4. Observation sur emploi des formules (1) et (2 )ou (2 bis),

dans le cas de lits trés-accidentés. — Comme nous Vavons déja
11, 2¢ Epi?. 15
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dit au n° 72, 'emploi de 'expression I (U) pour représenter
le frottement du lit par métre carré n’est pas complétement
rationnel ; et en effet si le lit est trés-accidenté, les filets con-
tigus a la paroi pourront avoir des vitesses trés-dilférentes entre
elles, et le frottement par métre carré ne serait pas le méme
partout, comme le suppose ladite expression. Il faut donc en
pratique s’attendre a des anomalies. En voici un exemple cilé
par M. Belanger (*) :

Soit un courant uniforme, dont le profil en travers serait

Fig. jo.

défini par la fig. 4o et dont la pente ¢ serait 0,0005. On aurait
ici :
L'aire
Q—=15.0,15+15.0,20 + 1,70 +16 + 1,60 = 247,53,
Le périmétre mouillé
% =30 + V2" + (1,6 — 0, 1) 4 10 + V22 + (1,6 )} = 45", 06,
R = S—Z = o™, 545,

-

R{ = 0,0002725.
Par suite la formule (2) nous donnerait
U =o™,8925;
la dépense Q serait donc
UQ — 20™,25.

Maintenant supposons que par une cloison verticale deo®,1o
en B, on partage le courant en deux autres bien distincts;cela

(*) Cours lithographi¢ de ’Ecole des Ponts et Chaussées, 1&50.
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ne produirait qu'une faible altération de dépense, et, en tout
eas, il y aurait diminution, puisqu’on a augmenté le frottement.
Voyons si lé calcul indiquera un résultat dans ce sens.

Or nous aurons :

1 Pour la portion ACBD,

Q-:5m1,25, 4 =30m,10, R’ =o07,174, R'{=o0,0000870,
d’ou résulte
U®=om,466 etla dépense Q' =—a2mc,35;
2° Pour la portion DBEFG,
Q" -19™,30, y’=15",16, R’=1",273, R"i=0,0006365,

d'ou résulte
U’=1m,261 et Q"=24"°24.

La dépense totale serait donc Q' +Q” ou 26,7, tandis
que l'application pure et simple de la formule (2) n'a donné
que 20™,25 ou 0,76 du second résultat, lequel serait proba-
blement plus approché de la vérité. En effet, les deux lits
partiels ACBD, DBEFG ont des formes analogues a celles qui
existalent dans les expériences ayant servi & I'évaluation du
coefficient b,.

Il convient de remarquer qu’on ne réussirait pas a corriger
I'inégalité entre Q et Q" + Q”, par 'emploi des coefficients b,
calculés suivant les formules de M. Bazin (n° 72), ou l'on a
cependant fait entrer le rayon moyen R. On trouverait en effet,
dans Ihypothése d'un lit de la quatriéme catégorie,

Pour la section entiére...... b, = 0,0009222,
Pour Ia partie ACBD....... « b, =o0,0022915,
Pour la partic DBEFG....... b, = 0,0005550;

on en conclurait par la formule (2 bis) du n° 73
U=o0",543, U =o", 190, U"=17,070.
Les dépenses seraient donc finalement
Q =UQ — 137,33,
QI — Ul Sll — Imc, 00,
Q' = " Q" — 20™°,65.

893
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Comme on le¢ voit, ces chiffres différent sensiblement des
premiers, parce que nous avons admis des valeurs plus fories
pour b;; mais le rappon,—Q7 reste toujours inférieur ar,

Q+Q
et il descend méme a moins de o,62.

Cet exemple montre comment on devrait opérer dans des
cas analogues, comme celui d'une rivicre débordée : il faudrait
avoir soin de calculer séparément le débit de la section com-
prise entre les herges (un peu exbaussées fictivenfent, comme
on I'a fait ci-dessus par I'addition d’une cloison BD), et celui
de la section supplémentaire due a I'inondation. Cependant il
y aurait alors d’autres causes d'incertitude; ce sont les planta-
tions, maisbns et autres accidents quelconques pouvant faire
obstacle & I'écoulement.

Certains lits de riviéres ou de canaux produisent en é1é dos
herbes abondantes qui occupent quelquefois une portion 1o-
table de la section et produisent une élévation de I'eau malgré
la diminution de dépense. L’influence de ces herbes peut
difficilement étre appréciée, faule de données expérimen-
tales sur le sujet dont nous parlons.

75. Problemes divers qui se résolvent par la formule du mou-
vement uniforme, — Parmi les problémes relatifs au mouve-
ment unilorme de 'eau dans les canaux, nous étudierons les
quatre suivants :

1° Etani données la section transversale d’un lit prismatigue
& penle constanlte, lapente et la (lépense, trouver la hauteuri
laquelle s éléve l'eau dans chaque section, quand le mouvement
est supposé uniforme. — Ce probléme peut se résoudre par
titonnement : une hypothése faite sur la position du niveau dz
I'eau relativement au lit permet de calculer la section Q du

courant, le périmeétre mouillé %, le rayon moyen —; etenfinh

vitesse U ¢gale au quotient Q de la dépense donnce Q par i

Q
section Q; par suite on vérifie si I'équation (2) ou I'équation
(2 bis) st satisfaite. Dans le cas contraire, on procéde &
autre essai,
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Dans I'hypothése d’un lit ayant une largeur assez grande
comparativement a la profondeur, le calcul se simplifie ct
devient plus direet, pourvu qu'on attribue en outre une valeur
constante au coefficient b,. Soit ABCDEF ( fig. 41) le profil du

Fig. 41.

N

2
I T e ST

lit, et MN le niveau cherché de l'eau dans ce profil. Nous ad~
mettons que, en dessous d’une horizontale connue BE, la sur-
face BCDE est équivalente au rectangle BIKE; que B’ est une
petite fraction de BE; que les talus BM, EN, situés au-dessus
de BE, ont des pentes assez notables, pour que la longueur MN
soit relativement peu différente de BE, c’est-a-dire pour que
BE
blement égale i la droite BE. Cela posé, si nous désignons BE

différe peu de r; enfin que la longueur BCDE est sensi-

parl, et Uinconnue B'1 par H, nous aurons approximativement

1 Q

Q=I1, y=I, R=1, = 71’

par suite, en substituant ces valeurs dans 'équation (1), apres
avoir remplacé F (U) par 115, Uz,
b,

o - i Q
EHT OO bien Hi'/ = A

(3) I = b,

La formule (3) peut &tre considérée comme la transformation
de la formule (1), spécialement applicable aux courants larges
etrelativement peu profonds. Elle ne présente pas grand avan-
gesi'on admet, comme M. Bazin, que b, dépend de H; mais
si by pouvait étre supposé constant, on en déduirait immédia-

lement
H— \/9l L_P,
1l
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ou plus simplement encore, lorsqu'on fait b, = o,0004,

2/ Q?
H= 0,073y N

2° Réciproquement, la ligne d’eau étant connue ainsi que
la pente, trouver lu dépense. — Les données permettent de cal

. - . Q .
culer immédiatement Q,y, et par suite R = —; I’équation}2)
X

ou (2 bis)fournitalors la vitesse U, puis onala dépense Q=UQ.
§’il s’agit d’'un courant trés-large et qu'on puisse supposer
b, = 0,0004, on tirera de I'équation (3)

Q=1 ?:501H~/Hi.

Mais nous devons faire observer que par suite de l'incerti-
tude qui affecte le coefficient b,, les résultats de ce calcul ne
seront pas en général trés-exacts; ils pourront le devenir un
peu plus en prenant b, suivant les formulesde M. Bazin, mais
encore faudra-t-il que le lit soit bien régulier sur une grande
étendue. En pratique, on préfére mesuarer le débit par des
observations directes, comme on le verra plus loin.

3° Connaissant la dépense et la section transversale, on de-
mande la pente. — On chercherait d’abord la vitesse moyenne
U— K et le rayon moyen R = %; puis, appliquant la formule
(2 bis), on prendrait

L@
i=b g

o

Pour les courants trés-larges et avec la valeur particuliere
b, = 0,0004, on aurait, d'aprésla formule (3)

2

Q
IBtE

[ —0,0004
4o Etant donnée la pente i, on demande la section trans-

versale capable de dépenser par seconde un volume Q égale
ment donné. — Soit Q laire de la scction, % e périmere
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mouillé correspondant; la vitesse U étant égale a 9, on aura

Q
—Q‘—l-,i bl—Q—z, ou bien %:leg-
4 L

(4)

Cette équation sera la seule entre les inconnues Q ¢t y, desorte
que le probléme est indéterminé. Pour faire cesser I'indéter-
mination, on peut s’'imposer une auire condition. Par exemple,
si le profil du litdoit étre composé d’une ligne horizontale AB
(fig- 42.) et de deux talus AC, BD, faisant un angle « avec la

Fig. §o. verticale, en posant AB =
AE =H, on aura

Q = (H + Hutang «,
2H

=1+
X cosa’

en conséquence ’équation (4) deviendra
e (l+Htanga) b .,
) - sw =7 &

COS &

Il serait done possible de se donner H ou /, ou une relation
entre ces deux quantités. La relation (5) compléterait alors la
solution du probléme, car b, s’exprimerait aussi en fonction
de ! et de H, si I’'on ne voulait pas le supposer constant.

On pourrait encore se donner un polygone semblable a la
section du courant. Dans ce cas, en nommant 2 I'une quel-
congque des dimensions de cette section inconnue, on aurait

Q—=ma et y-—=na,

m et n élant des nombres connus, qui dépendraient de Ia
forme adoptée. Done, en vertu de I'équation (4) on poserait

m®a®

b,
" 2
n [ Q
ce qui donnerait a et par suite Q et .
Enfin, comme ilarrive souventque le canal doit éire ouvert
4 fleur de terre, pour rendre aussi petit que possible le cube
des déblais, iPconviem alors de choisir pour condition gue
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soit un minimum. C'est a quoi 'on parviendra en se servant
des propositions suivantes, connues en Géométrie :

Parmi toutes les aires équivalentes terminées par une lori-

Fip. 43. zontale AF ( fig. 43) et par mn

N ¥ périmétre complémentaire quel-
Y conque ABCDEF, le demi-cercle
g E ayant son centre sur AF est

celle dans laquelle le périmétre
complémentaire est un minimum,

Sile périmeétre complémentaire doit nécessairement se com-
poser de lignes droites faisant entre elles des angles donnés,
dans un ordre également donné, le minimum en question
aura licu pour le polygone circonscriptible au demi-cercle, les
extrémités A et F devant se trouver sur le diamétre.

Voici alors comment il faut procéder. On décrirait un de-
mi-cercle quelconque sur un diamétre horizontal MN( fig. 44),
puis on lui ménerait des tangen-
tes AB, BC, CD, DE, EF, respec-
tivement paralléles aux droites
consécutives, de direction con-
nue, qui doivent limiter la sec-
tion trapsversale : on obtien-
drait ainsi un polygone ABCDEF, terminé par ces tangentes
et par le diamétre MN prolongé. La section cherchée devn
étre semblable a ce polygone, dans lequel AF représenteraitla
ligne d’eau, etl’on rentrerait ainsi dans un cas qui vient d'éirc
examiné tout 4 I’heure. En effet, supposons qu’aprés avoir
déterminé de cetie maniére la section (8) dont nous appelons
Vaire (, on en prenne une autre (S') équivalente en surface
et composée de cOtés ayant les mémes directions. D’aprés les
théorémes de Géométric ci-dessus cités, le périmétre mouilléy
de la premiére sera moindre que la quantité analogue ' deh

¢ D

¥ig. 44.

. Q ., Q
seconde; par suite, le rayon moyen — dépassera . Donc
% X
I'emploi de (§') au licu de (S) ferait diminuer la vitesse ctla
dépense, comme le montre la formule (2 bis) du n° 73(";

(*3 Cela est également vral quand on prend 4, constant, ol quand on le fait
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pour dépenser le volume donné sans changer la forme de ( §'),
on serait donc forcé d’augmenter ses dimensions et de rendre
ainsi son aire supéricure a . La section (8) est donc bien la
plus petite en surface, parmi toutes celles qui, ayant leurs
cotés dans les directions indiquées & priori, peuventdépenser
le volume d’eau également indiqué.

Si la forme de la surface était arbitraire, il faudrait adopter
un demi-cerele, puisque c’est dans ce cas qu'on a le maximum
absolu du rayon moyen, pour les figures ayant une aire don-
née. Mais la forme demi-circulaire serait assez difficile a réa-
liser; ilyaurait méme impossibilité, au point de vue pratique,
s les parois devaient Ctre formées par des talus en terre, car
la pente verticale prés des bords ne pourrait pas se conserver.

Les mémes considérations se représenteraient si 'on voulait
déterminer la forme de la section, d’aire donnée, qui consom-
merait le moins de pente, 4 égulité de dépense d'cau, ou qui
dépenserait le plus d’eau a égalité de pente.

§III. — Du mouvement permanent varié, par filets paralléles,
de l'ean dans les canaux découverts. -

76. Cas ot le mouvemen! uniforme est impossible. — Le
mouvement uniforme tel que nous 'avons €tudié aux §§ I et IT
de ce chapitre n’est pas toujours réalisable. Nous avons admis
en effet que chaque molécule posséde une vitesse constante,
et que toutes les scctions présentent des phénoménes iden-
tiques. Or cela n’aurait pas licu si la section transversale du lit
n'était pas invariable d’un point a l'autre du profil en long; il
en serait de méme dans unlita section constante, mais a pente
variable, car I'équation (1) du n® 73 ne pourrait que donner ¢
constant lorsque R et U le seraient aussi. Enfin, le mouve-
ment uniforme ne se produirait pas, méme avec un lit cylin-
drique & génératrices rectilignes, si par une cause quelconque
le niveau de I'eau se trouvait placé, dans une section, au-des-
sus ou au-dessous de 1a hauteur correspondant au régime uni-

variable suivant Ja loi proposée par M. Bazin, car alors &, décroit quand R ou

- augmente, et 1(,'01‘50111cnt.
4
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forme, el que nous avons appris & déterminer (n°75), quand
on donne la pente et la dépense.

Le mouvement, quoique n’étant pas uniforme, peut étre
permanent : lavitesse et la pression sont supposces constantes
relativement au temps, en un méme point du courant, mais
elles varient 4 un instant donné, d’une molécule liquide a une
autre, et aussi pour une méme molécule, d’un point a l'auire
de sa trajectoire. En joignant a ces conditions générales quel-
ques restrictions particuliéres qui vont étre définies au n® 17
ci-aprés, on obtient le mouvement permanent varié par filets
paralléles, c’est-a-dire tel que nous nous proposons de I'étu-
dier maintenant.

17. Formule fondamentale du mouvement permanent varié,
par filets paralléles, dans les canauzx découverts. — Nous sup-
poserons le mouvement permanent établi dans un lit de forme
et de pente variables; mais Ies changements de la section trans-
versale du courant devront ne pas étre brusques, et méme
s’opérer avec une cerlaine lenteur. En second lieu, nous ad-
mettrons que les filets liquides sont, dans toute section, sen-
siblemenl parall¢les entre eux ct 4 Faxe du courant : hypothése
qui n’est pas une conséquence forcée de la premiére, mais
qui scrait incompatible avec des variations rapides dansla
forme et les dimensions des profils en travers. Cette hypothése
est d’'ailleurs essenticlle; elle domine tous les calculs et rai-
sonnements que nous allons exposer dans le § 1L

Maintenant si I'on veut chercher une relation entre la pente
et la vitesse moyenne, il faudra recommencer ici une étude
complétement semblable a celle qui a été faite au n° 38, & pro-
pos des tuyaux ayant leursection et leur débit variables; ce qui
nous permet de supprimer pour ainsi dire toute démonsin-
tion. Ainsi les mémes considérations nous feront reconnaitre
d'abord que les forces dues a la viscosité ont & peu pres, en
chaque point, la direction de la vitesse ; que, par suite, la pres-
sion varie suivant la loi hydrostatique, d’un point & un autre,
situé dans la méme section, de telle sorte qu’il ya un scul et
méme niveau piézoméirique pour tous les points appartenant
3 une section donnée : ce niveau scra celui deWa ligne d'cau
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dans le profil considéré, siles colonnessont supposées débou-
cher dans 'atmosphére, puisque lasurface du courant est sou-
mise a la pression atinosphérique.

Ensuite, appelant comme au n° 58,

ds la distance qui sépare deux sections infiniment rappro-
chées;

dy l'abaissement correspondant du niveau piézométrique,
lequel est identique, ainsi qu’on vient de le voir, avee la
pente superficielle du courant, sur la longueur ds;

7 le périmétre mouillé et Q la surfuace des deux sections dont
il s’agit;

Q de la dépense Q

U la vitesse moyenne, égale au quotient Q

par la section Q;
F(U) la fonetion de la vitesse moyenne qui, dans le cas du
mouvement uniforme, représente le frottement du lit
par métre carré (n°'72);

Il le poids du métre cube d’eau;

on démontrera par la répétition exacte des mémes raison-
nements, et, il faut bien le dire, avee le méme défaut de ri-
gueur, I'équation

UdU X

dy = _g—+ﬁ§ (U) ds,
laquelle, en faisant F (U) = 1I'b, U2, devient
(1) d)‘:Lw+ b, Uds :
g Q

c'est la formule fondamentale qu’il s’agissait d’établir et dont
nous allons bient6t indiquer quelques applications; mais il
faut avant tout nous expliquer au sujct de la valeur numeé-
rique du coefficient b,.

Ce coefficient n’est probablement pas le méme que dans le
cas du mouvement uniforme; car le frottement du lit dépend
de la vitesse au fond W, laquelle peut ne pas étre identique
dans les deux cas, a égalité de vitesse moyenne U. On verra
plus loin (§ V) que le fait d’avoir, par exemple, une pente
superficielle sensible entre deux sections assez voisines, tend
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a rapprocher I'une de Uautre les vitesses U et W, et, par suite,
a rendre trop faible I'expression I b, U? du frottement. Toute-
fois M. Bazin dit avoir constaté dans quelques expériences
que la formule {1) représcnte assez bien les faits, lorsqu'on y
suppose b, égal a la valeur qu'il aurait prise si le méme déb
avait coulé dans le méme lit, avec un mouvement uniforme,
« Cette conclusion », dit M. Bazin, « nc peut éire acceptée
comme définitive; il faudrait, pour éclaircir ce point douteus,
des expériences sur une plus grande échelle. .. »

La conclusion de M. Bazin ne s’applique point dailleurs
aux lits non prismatiques, puisque le mouvement uniforme
n’y serait pas possible (n° 76). Nous n’insisterons donc pas
davantage sur cette difficulté, qui, au fond, n’est pas cncor
enticrement résolue. Pour les applications ultérieures, nous
supposerons désormais b, constant dans le cours d’eau dont
on s’occupe, et généralement nous lui altribuerons la valeur
0,0004. Dans chaque probléme pratique, on aurait a voir sice
chiffre convient aux données particuliéres de la question, ou
s’il faut s¢ scrvir de nos méthodes en lui attribuant une autre
valeur,

78. Prosrime. Connaissant la dépense Q d’un cours d’eau
en mouvement permanent varié par filets paralléles, et pow.anl
lever autant de profils en travers qil'on le voudra, on demande
de calculer la pente superficielle totale, entre deux sections
données. — L’équation (1) nous fournit immédiatement
solution de la question; si 'on nomme U, la vitesse dans une
section quelconque a partir de laquelle seront comptés les
abaisscments superficiels y ct les longucurs s, dans le sens du
courant, et qu’en intégre cette équation, on trouvera

G- U2 Sy
B

28

Orona
Q=0Q=1U,8Q,

en appelant Q, I'aire de la section prise pour point de départ:
on peut donc chasser les vitesses de ’équation précédente,
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qui devient alors

Q@ I N
m el e[ B

Toutes les sections transversales sont connues, ainsi que la
dépense Q; cette relation exprime donc la pente cherchée y,
en fonction des données.

s
l'on plt exprimer y et Q en fonction de s; cela ne sera pas gé-
néralement possible pour les lits de cours d’eau naturels, ol
ees quantités varient suivant des lois assez difficiles a repré-
senter analytiquement. Mais alors on remplaceraitl'intégration

A
L2

née 'une courbe dont 'abscisse serait s, I'intégrale en ques-

§
Le calcul exact de 'intégrale déﬁnief % s exigerait que
0

per un calenl approximatif; £ éant considéré comme l'ordon-

tion représente I'airc comprise entre cette courbe, 'axe des s
et les deux ordonnées répondant aux limites de s; or on sait
calculer approximativement cette aire, au moyen de divers
procédés. On a, par exemple, celui de Simpson, ou celui qui
consiste a regarder la courbe comme droite entre deux points
pris sur des ordonnées assez rapprochées 'une de l'autre, etc.

79, Prosiine. Efant donnés les mémes profils en travers et
le nivellement en long du cours d’eau, calculer le débit par
seconde, — On fait usage de la méme équation (2) ci-dessus
ftablie; seulement Q devient I'inconnue ¢t y une donnée.

Dans une portion de cours d’eau qui ne recoit pas d’aflluents
etn'alimente pas de dérivation, Q doit rester constant, quelles
que soient les deux sections extrémes que I'on adopte pour
faire I'application de I'équation (2). Cette application, répétée
en variant les sections extrémes, serail donc un moyen de con-
troler I'exactitude des hypothéses théoriques, ou encore de
déterminer la meilleure valeur de b, pour le cours d’eau dont
on s'occupe.

Les ingénieurs ont rarement a résoudre les questions posées
aux n* 78 et 79. Puisque l'on peut relever les profils en tra-
vers, il est tout aussi bien possible de déterminer y par un
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nivellement en long, et la dépense Q peut d'ailleurs s’obtenir
par un jaugeage, comme nous le verrons plus loin : ces
moyens directs sont préférables en pratique. Mais la question
suivante exige 'emploi du calcul, parce qu'il s’agit de déier-
miner 4 avance les modifications que subira le niveau d'un
cours d’eau, par suite d’ouvrages non encore exécutés.

80. Prosrime. Connaissani complétement une portion du
Ut d’un cours d’'eau en mouvement permanentvarié, par filels
paralléles, c’est-a-dire ses dimensions et sa siluation relative-
menti & un plan horizontal de nivellement, connaissant la dé-
pense Q par seconde, et enfin le niveau de I’eau dans Uune des
sections exlrémes, trouver ce méme niveau dans une aulre
section quelconque. — La question se réduit évidemment a
déterminer la pente superficielle totale y entre deux sections
consécutives, que I'on peut supposer assez rapprochées pour
que de 'une a 'autre il n’y ait pas de grands changements duns
les valeurs de y, Q, U; car, en allant de proche en proche, on
effectuerait complétement le nivellement en long de la surface
de l'eau. Pour cela, on se servira encore, si l'on veut, de
I’équation (2 ). Soient L, 3. les valeurs de Q et y dans la sec-
tion oule niveau del’eau est donné; ces quantités sont connues,
Soient £, et x.— les quantités analogues pour une section
assez rapprochée de la premiére, dont celle-ci est séparée par une
distance As; soit enfin y. Ia pente superficielle dans cet inter-
valle. Appliquons I’équation (2) a la portion comprise entre les
deux sections ainsi définies; si As est assez petit pour que

Q‘ et 22 n¢ sojent pas trés-différents, U'intégrale Q)% ds sera
n—l
XJL An
a1+ o,
Q2 1 I o f Xn Xn—1 As
(3) ynzﬁ Q—;_-'——q— +b|Q ('&2’3;4“*3—\)—-

n—i n—i 2

» r \ I
sensiblement égale a — As ( ) ; on aura donc

Cette équation ne donne pas immeédiatement 1, car y.— et
Q.. en dépendent implicitement; mais il est clair qu'un té
tonnement permettra d’avoir cette quantité. La pente superfi-
cielle entre deux sections peu éloignées devant nécessairement
étre asscz petite, on fera d’abord y,— o; le niveau de I'eau
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étant alors connu, par cela méme, dans la section que définit
l'indice » — 1, on calculera ., et Q._; puis on calculera le
second membre de 1'équation (3) qui donnera y, avec une
premiére approximation.. Si I'on veut plus d’exactitude, on
calculera de nouveau, en partant de cette valeur provisoire de
¥ les valeurs de ., et Q._,, pour les substituer encore dans
le second membre de I'équation (3) et avoir y. corrigé. On
sarrétera dans ces approximations successives, quand deux
valeurs consécutives de yw, ainsi obtenues, seront sensible-
ment égales, ce qui en général arrivera promptement.

Connaissant maintenant le niveau de l'eau dans la section
Q._, on trouvera de méme ce niveau dans la section suivante
{:-s €t, de proche en proche, le profil en long du courant sera
déterminé.

La méthode suivante, tout en étant aussi d'une application
assez pénible, nous semble préférable en ce qu’elle évite les
titonnements, et qu’elle a d’ailleurs I'avantage de metire en
évidence certaines propriétés utiles a connaitre, ainsi que les
cas d’exception. Elle repose sur I'application de la formule (1)
convenablement transformée.

A cet effet, soit DACFBE lascction transversale du lit; AB la
ligne d’eau, variable d’une section
a Tautre, et horizontale dans
—r e chaque section. Tracons dans la
figure DACFBE une horizontale
quelconque CC, occupant une
situation connue, relativement a
laquelle on mesurera la profon-
deur du courant. Cette ligne CC
restera d’ailleurs arbitraire; elle
ne sera soumise qu’a la condition
de varier d’'une maniére continue, et en descendant avec
une faible pente, peu différente de celle du lit et de celle
d’'un filet liquide quelconque, lorsqu’on passera d'une sec-
tion & une autre prise en aval. L’ensemble de toutes les ho-
rizontales CC formera ainsi une surface réglée, figurée par la
ligne droite ou courbe CC’ dans le profil longitudinal du cours
d’cau et de son lit, Appelons maintenant :

Fig. 45.

R 2
e 2
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I 1a profondeur mesurée entre le niveau de I'eau dans une
section, et 'borizontale CC;

Ila largeur AB, a la surface de 'eau;

s la distance de la section considérée a une autre prise pour
origine; cette origine sera supposée en amont, ct les dis-
tances s positives seront mesurées en descendant suivant
la ligne C{V, dans le sens du courant;

i la pente de la ligne CC' par unité de longueur, § la dis-
tance s de l'origine.

Conservons d'ailleurs les notations employées au n° 77.

Nous remarquerons d’abord que si 'on fait deux sectionsen
deux points infiniment voisins M et P de la surface du courant,
et que par M on méne une horizontale MQ et une paralléle MN
a I'élément de CC' compris entre les plans des deux scctions, ds

étant la distance MN, on aura
QN = MN tangNMQ = ids,

car les scctions devant éire menées 4 peu prés normalement
a tous les filets doivent étre, par cela méme, sensiblement
perpendiculaires & CC’, ¢t angle NMQ différe peu d’un droit.

Cela posé, remarquons que la pente ¢ est toujours faible
que les sections se confondent presque avec des plans vert-
caux : PQ est donc égal, sauf un facteur trés-peu différent de s,
a la pente superficielle dy entre les deux sections; d'un autre

616 QN est Paugmentation d4 dela profondeur; donc V'égalité

QP = QN — PN
peut s’écrire
dy = ids — dh.

On a aussi, d’apres la définition méme de Ia vitesse moyenne,
I’égalité
UQ=0Q;

d’ou l'on tire, par la différentiation,

UdQ +QdU=0 ct dU=—

Cle
=
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Or, en passant de M a P, la section Q s’accroft en premier lieu
d'un trapéze infiniment petit dont AB est une base et la han-
teur dh; secondement elle prend un accroissement qui répond
i la scule variation de s, la hauteur £ demeurant constante,

: , . dQ
accroissement quon peut exprimer par & ds; on a done
$

dQ = Ildh + 49 ds,
ds

¢, par suite,

dU=— g (ld/l LY d;)

8i 'on substitue dans I'équation (1) du n° 77 les valeurs de
dU et de dy, on trouve

Uzl U dQ

s — — e . L 2
ids — dh — ) dh 20 ds + ) b, Uds,
ou bien
U
. o §Q
(4) ds = TN 4o dh.
o™ ! bogx W)

Il faut remarquer que le multiplicateur de dA dans le second
membre de cette équation est, par la maniére méme dont la
question est posée, une foncilion connue des variablesset /i, ou
en d'autres termes une fonction qu’on peut calculer numéri-
quement lorsqu’on donne s et . En effet, la connaissance de s
détermine déja la position d'une section transversale, et, par
suite, la valeur de /; connaissant en outre f, on peul tracer la
ligne d’eau dans la section dont il s’agit, d’ol résulte la possi-
bilité de calculer le périmeétre mouillé y, la largeur /, 'aire Q,

e . d
la vitesse U= KQZ’ et enfin la dérivée partielle 7? (*). Ainsi

(*) Le: caleul de cette dérivée offrirait peut-étre une certaine difficulté dans
la pratique, parce qu'on n’a pas, en général, Pexpression analytique de (* en
fonction de s et de /4, mais seulement le dessin des profils successifs du lit. Pour
la calculer approximativement, il faudrait chercher les aires Q et O + A de
deux profils voisins situés aux distances s et s + A s de l'origine, ces aires répon-

I1. 2° Eoir. . 16
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done, si I'on nomme f(s, &) une certaine fonction, calculable
numériquement avec les données s et /&, on constate que
Péquation (4) est de la forme

(5) ds=f(s, h)dh.

11 est visible maintenant que l"équation (4) ou son équiva-
lente (5) définit la figure affectée par le profil en long de la
surface supérieure du courant : ¢’est en effet Péquation diffé-
rentielle qui lie & avec s, ou 'ordonnée du profil avec son ab-
scisse. Quand l'intégration exacte sera possible, elle donnera
I’équation de la courbe sous forme finie : si elle ne 'est point
(ce qui aura licu le plus souvent), on lui substituera un caleul
par approximation, analogue a celui qu'on a déja vu & prapos
du second systéme de vannes Chaubart (n° 43): partant d'une
section donnée ou I'on connait la ligne d’eau, ¢’est-a-dire d'une
section ou s et b ont des valeurs connues, on calcule numé-
riquement f(s, &), et 'on en conclut la variation As répondant
a une petite variation AA arbitrairement choisie; on obtient
ainsi les coordonnées s + As, &+ Ak, pour une seconde sec-
tion voisine de la premiére. De la seconde on peut de méme
passer & une troisiéme, puis de la troisiéme 4 la quatriéme, et
ainsi de proche en proche jusqu’a l'extrémité,

L’emnploi du procédé d’approximation qu’on vient d'exposcr
exige rigoureusement que la fonction f{s, i} varie trés-peu
dans l'intervalle de A a A + Ah; il faut donc que f(s, A) soit
continue dans cet intervalle et ne devienne pas infinie, il
en était différemment, on devrait diminuer A/ de maniére i
remplir la condition, ce qui serait toujours possible, sauf dans
le cas ol I’on voudrait partir précisément d’une section pour
laquelle on aurait

fls, h)y==
ou, ce qui revient au méme,
 Lp e L. 49N,
(6) t,Qb,U (r b ds)

Al
dant d'ailleurs & une méme valeur de & dans les deux profils: le quotient—A—S-

. P .. dQ
donnerait la valeur approximative de Ia dérivée —; pour les valeurs s et k sur

lesquelles on aurait opéré.
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Jn tomberait alors dans un cas d’exception, et le procédé dont
| s’agit deviendrait inapplicable.

Nommons H une valeur de A satisfaisant & I'équation (6)
juand on y donne a s une valear déterminée; I variera d’'unc
section a I'autre, en méme temps que s. Le raisonnement pré-
édent montre que si 'on construit un profil en long fictif avec
la série de profondeurs H, le profil en long cherché devra se
trouver entiérement au-dessous ou enliérement au-dessus de
celui-l, sans quoi 'intégration approchée deviendrait fautive.
Lorsque la section du lit reste constante, la dérivée partielle

dd—g- est toujours nulle, pourvu que V'horizontale de repere CC

'fig. 45) occupe partout la méme position; la pente ¢ devient
alors celle du lit, et I'équation (6) ne différe pas de la for-
mule (1) du n° 73. Si en outre ¢ ne change pas avec s, la hau-
teur I ne change pas non plus : c’est la profondeur corres-
pondant au régime uniforme dansle lit et avec le débit donnés,
On peut dire alors que, pour étre calculable par le moyen c:-
lessus indiqué, le profil en long de la surface du courant ne
Joit pas couper la ligne du régime uniforme.

Une autre circonslance peut créer un cas d’exception, mais
pour un motif difféerent. Supposons que, dans une section
léterminée par I'abscisse s, nous ayons trouvé une profon-
leur £ vérifiant I'équation

Sfi(s, h)=o
Ju bien
v
7) 1— EQ — oy
g rapport -7 s’annulerait pour cette section, ce qui signifie

dh
jue 'élément correspondant MP du profil longitudinal pren-
Irait la direction QN normale a la ligne CC'. Comme €/ est
supposée avoir toujours une pente 4 peu prés égale a celle du
it, les molécules liquides placées & la partie supérieure de la
section devraient donc posséder des vitesses normales a celles
les molécules qui se meuvent prés du fond; résultat incom-

satible avec I’hypothése du parallélisme des filets, admise au
16.
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commencement du n° 77, comme nécessaire a la démonstration
de I'équation (1). L’hypothése conduisant, dans le cas dont il
s’agil, 4 une conséquence quila contredit formellement devient,
par cela méme, inadmissible, ainsi que I'équation (1) et toutes
ses conséquences. Si donc on déterminait dans chaque sec-
tioh, eu égard a la coordonnée s qui s’y rapporte, une profon-
deur A’ vérifiant 1'équation (7) et que l'on construisit un
second profil en long fictif avec cette série de profondeurs /',
comme on en a déja construit un premier avec les profon-
deurs I, on aurait une autre barriére que le profil cn long de
la surface libre ne doit jamais franchir. Et quand une inter-
section viendrait a se présenter, il y aurait ici impossibilité
absolue d'appliquer la théorie, en raison d’un vice radical qui
la fausserait a son origine méme, tandis qu’'il ne s’agissait dans
le premier cas que d’une imperfection relative au procédé de
calcul, et conséquemment susceptible d’étre parfois corrigée
par I'intégration exacte de 'équation (5).

Maintenant que se passe-t-il dans la réalité physique, quand
il devient ainsi rigoureusement nécessaire de rejeter I'hypo-
thése du parallélisme des filets? C'est ce qu'évidemment les
formules démontrées plus haut ne sauraient nous dire, puis-
que, au contraire, elles admetiaient cette hypothése : mais
I'expérience peut jusqu’a un certain point nous venir en aide.
Elle nous apprend que, en suivant un cours d’eau dans le sens
de I'écoulement, on y observe quelquefois des augmentations
brusques de la profundeur %, quoique le lit présente toujours
une surface & perde continue. Il faut alors que la surface libre
du courant devienne & peu prés normale au fond, ce qui ne
saurait, comme on l'a déja fait observer, se concilier avec la
supposition de filets paralléles. Ce phénomene, connu sous le
nom de ressaut superficiel ou simplement de ressaut, n'est
donc point compris dans I’étude que nous avons faite jusqu'ici
(n°* 76 4 80); il exige une théorie particuliére que nous expo-
serons ultérieurement, Nous aurons alors occasion d’examiner
si les conditions analytiques de son existence n’ont pas quel-
que chose de commun avec I'équation (17), et si la seconde
exception qu'on vient de signaler n’annonce pas, au moins
dans certaines circonstances, la production probable d'un res-
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saut; nous verrons en méme temps comment cette théorie
concourt avec celle du mouvement permanent varié par filets
paralléles, & déterminer le profil en long de la surface libre.
Bornons-nous a dire, pour le moment, que la solution du pro-
bleme, telle que nous la donnons ici, exige I'absence en fait,
de ces changements brusques de profondeur dans la partie du
courant soumise au calcul.

Enfin la recherche théorique de la surface libre, d’aprés les
équations (1), (4) ou (5), ne comportant, comme données, que
la connaissance du lit et de la profondeur dans une section
extréme, il pourrait arriver, par suite de circonstaneces exté-
rieures quelconques, que la profondeur réelle dans la section
faite & 'autre extrémité ne f{t pas égale a celle qui résulterait
du calcul. Par exemple, supposons un canal quiaurait un niveau
connu en un certain point; supposons encore que, partant de 1a,
on trouve, au moyen de la formule (5) intégrie, les profondeurs
successives pour les sections en aval, et qu'on arrive ainsi a
un niveau déterminé pour la section extréme, formant 'em-
bouchure du canal dans Gn réservoir censé indéfini, comme
la mer : si ce dernier niveau de l'eau dans le canal ne coincide
pas avec celui du réservoir, il sera certain que la formule (5)
n'aura pas donné le profil en long véritable de la surface du
courant. Ce serait encore un cas d'exception ou ceite formule
ne suffirait plus, et cela pourrait tenir a plusieurs causes : ou
bien le mouvement ne remplirait la condition de permanence,
ou il présenterait au moins un ressaut superficiel, ou la loi du
frottement aurait subi une modification; ou bien, enfin, on
serait parti de données inexactes en se fixant la dépense et la
profondeur dans Fune des sections extrémes. Il faut en effet
remarquer que si les données d'un probléme théorique doi-
vent en général étre acceptées comme incontestahiles, sauf le
cas de contradiction réciproque ou d’absurdité, celles d'une
application pratique sont sujettes a discussion, lorsqu’elles
résultent déja d’un calcul préliminaire; alors il peut arriver
que I'impossibilité tienne aux bases inexactes sur lesquelles
on aurait fait ce calcul, et qu’on réussisse a la supprimer en
modifiant convenablement ces bases.

Lorsqu’on suppose la profondeur & trés-grande, la vitesse U
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tend 4 devenir constamment nulle, puisque la section Q tend
au contraire vers e . I.’équation fondamentale {1) montre alors
qu'on a dy = o, c’est-a-dire que le profil en long de la surface
libre se confond & la limite avec une horizontale. Cela doit
sembler tout naturel, car si Us’annule le courant se transforme
en un liquide stagnant. Ainsi donc, lorsque le développement
du lit, et un ensemble favorable de circonstances extérieures
permettent la production de profondeurs indéfiniment crois-
santes, la surface libre se raccorde asymptotiquement avec un
plan horizontal.

Nous craindrions, en restant plus longtemps sur le terrain
des généralités, de tomber dans le vague et de rendre nos pro-
positions difficiles 4 saisir. Nous allons donc restreindre la
question par des hypolheéses particuli¢res qui nous permet-
tront d’en développer beaucoup la solulion, et de parvenir
ainsi au degré de clarté désirable.

81. Cas particulier d’un lit prismatique & pente constante,
ayant une irés-grande largeur. — Nous supposons un lit dont
la section transversale, constante dans sa forme et sa grandeur.
satisfasse aux conditions exprimées (n°75)a proposde la fig. 41,
p. 229; de plus, en passant d’une section & l'autre, chaque
point du profil devra descendre d’'une quantité en rapport
invariable avec les distances s, de maniére a former un lit
dont la pente reste partout la méme. La ligne IK, qui occupe
toujours la méme place dans toutes les sections, sera celle i
laguelle nous attribuerons le role de I'horizontale CC ( fig. 45,
p- 239}; les profundeurs se comptant & partir de ceite ligne,
elle remplacera pour nous le fond véritable, et la pente dési-
gnée par ¢ au n® 80 ne dilférera pas de celle du lit.

Avec ces hypothéses, on constaterait sans peine que le se-
cond membre des équations (4) ou (5) ne contient plus la
variable s, car ¢ devient constant, %i—z cst nul, et les autres
ruantités ne changent qu'avec A. L’intégration se réduirait
alors a une quadrature, et I'on aurait

S:f(p(/L)d/l,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CANAUX DECOUVERTS, 247

¢ (h) désignant une fonction connue de la profondeur /i, Mais
au lieu de chercher ainsi directement, en partant des équa-
tions (4) ou (5), une relation entre s et A, nous avons jugé
plus commode de passer par I'intermédiaire d’une expression
de y en fonction de /i : ¢’est pourquoi nous prendrons I'équa-
tion (1) pour point de départ, et nous la transformerons de
maniére & n’y conserver que les différenticlles dh et dy. Voici
comment.

Nous conserverons toutes les notations du n® 80, et nous
nommerons en outre

g le quotient du débit Q par la largeur IK (fig. §1), cest-
a-dire le débit par métre de largeur;

H la prafondeur du régime uniforme compatible avec le lit
et le débit donnés.

La forme particuliére de la section permet de confondre la

largeur I a la surface avec 1K; et d'un autre ¢6té, on peut,
comme on I'a déja remarqué (n° 75), poser les égalités

Q=1IK.h=1Ih,

X:
f979f1
QT

Substituons ces valeurs dans I'équation (1) du mouvement per-
manent varié par filets paralléles (n° 77), en y remplacant
aussi ds par sa valeur tirée de la relation

(]]‘: ld.s‘ —_ d’!
trouvée au n° 80; il viendra

qg:dh bg’

==

(dy + dh),

s0it, en séparant les variables y et A,

l
| — ——
& b. ¢
d)‘: ————b—,-‘ (//l.
/Ia_éLl_(_I_ ¢

=l
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Or la profondeur H du régime uniforme est déterminée par la

relation (n° 738)

5_b'Q2_b‘qz.
W= ==
done on a aussi
J —(1_ i\ MWdh
TN\ T hg) =i
ou bien, si I'on pose x = h
1) p ‘—H’
] dx
8 Iy = __t .
(8) dy H(x b,g)x’—x

L’intégrale de ['équation (8) s'obtient sans peine sous forme
finie. Suivant la méithode ordinaire pour 'intégration des frac-
tions rationnelles, on écrira successivement

dx 1 1 zr + 2
—:_dz J—
2 —1 3 z —1 2P+ x + 1

l\ d 22 +1
<x+2/ d.z' . - ( \/3‘

BEERTIEN Y 373V iy
x+5>+5 '+(v§>

L’intégration devient alors immédiate, et 'on 4, en désignant

par C une constante arbitraire,

dx 1 1 1\ 3
E_—S—loghyp(:r—l)—glogh)pli<x+;) +ZJ

—%\/Earc langzxj_ Sy,
1 i ‘(x—r)’ R L oma -1
_Glogh§p17——+x+l 3\/33rclang N +C.
La derniére expression multipliée par H (: — bL> devien-
¥4

drait la valeur de la pente superficielle 5.

Pour faire disparaitre la constante arbitraire C, il faut indi-
quer le plan horizontal de comparaison & partir duquel on
compte les abaissements successifs y. Si ce plan passe en un
point de la surface du courant répondant a la profondeur A, ou
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zH, y devra s’annuler quand on fera # — x,, ce qui donnera
pour déterminer C, I'égalité

I (z,—1)? I 2X I
~lo - —_— = o.
5 ghyp T v a4 3 3 arc tang NG +C=o

On pourrait prendre, par exemple, z, = », ¢’est-a-dire comp-
ter les y a partir du plan horizontal vers lequel tend la surface
du courant (n°® 80) quand la profondeur augmente indéfini-

ment; alors on aurait
1

. {zy— 1) . X x}
lim 47— = lim — " — " =,
.+ x +1 1
I+~+_2
x, x!
. 27 +1
llmT_-—-‘-:w,
3

et par suite, le logarithme s’annulant,

1 S
C_§\/3arctangw__—6n\/3.

L'intégrale de I'équation (8) serait donc

2

—u (-2 M indl
]4H(l b.g) [6]0ghypx’+x+l

+13(E arctan"?‘x+1> ;
3\, ; - i o ﬁ_ ’

ou bien, en posant, pour abréger,

T T e A S A =1 22 1
mx)fﬁ]ochyp————(x_l)z 3\/33rccot N ;

(9)

i

at =— L

b

g
on pourrait écrire
(10) —y=H{t—a*)d(x)

Sous cette derniére forme, a laquelle nous nous arréterons, le
second membre exprime les ordonnées verticales des divers
points de la surface du courant, compiées en dessus du plan
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de comparaison choisi tout & I'heure et évaluées en [onction
du rapport z, qui lui-méme définit la profondeur A.

L’ordonnée verticale y étant connue en fonction de A, on en
conclut aisément la distance s. On a en effet

ids — dy + dh,
d’ol résulte par I'intégration
is +C =y+h,

ennommant C’' une nouvelle constante. On reportera dans cette
derniére équation la valeur de y, et I'on obtiendra

(11) “H =z —(1—a&)¢(x)h

La constante (' se déterminerait en indiquant, par exemple,

h, Co
la profondeur A; ou le rapport 2, = 1’ €0 un point situé a la

distance connue s; de 'origine des s. Ces deux quantités x. et s,
devant satisfaire a 'équalion (11), on aurait

s, + (' .

=% (1—a) Y (x2),
¢l par suite,

i(s—s)

(12) —g—=7r—m—(—a)[$(z] ()]

On peut regarder cctte équation comme déterminant complé-
tement s en fonction de x ou de £ : ce serait 'équation de la
courbe du courant a sa surface, sil’on prenait pour axes coor-
donnds, d'une part la ligne ayant la pente { sur ’harizon et re-
préscntant le fond du lit dans le profil longitudinal [¢’est-a-dire
le lieu des points analogues a 1 {fig. 41), dans ce profil],
d’autre part une perpendiculaire menée par origine des s
Cest done aussi 'intégrale de 'équation générale (4) ou (5§
du n° 80, en tenant compte des données spéciales a la ques-

. .. d Q)
tion actuelle, savoir ¢ =— const. ¢t s O

L’emploi pratique des équations (10), (11)et{r2), ol entrent
un logarithme hyperbolique et un arc défini par sa cotangente,
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ne laisserait pas que d’exiger des calculs numériques assez pé-
nibles, surtout si I'on devait en faire Papplication a un certain
nombre de points. Dans le but d’éviter ce grave inconvénient,
nous avons construit la Table IV (*) qui donne immédiatement
le résultat de la substitution d’'une série de valeurs de x dans
y{x). La profondeur A étant, par sa nature, essentiellement
positive, on ne peut avoir besoin des valeurs de § (x) qu’entre
les limites z == o0 et x =0 . Depuis # = o jusqu’a x = o, 70,
I'argument x procéde de centiéme en centi¢me; entre = o0,70
¢t z =1, l'accroissement de la fonction devient plus rapide,
¢t en conséquence on a successivement réduit la différence de
deux valeurs de z conséeutives, aux nombres 0,005, 0,002
eto,001. Au deld de @ =1, on a trouvé plus commode pour
effectuer le calcul numérique de la fonction ¢, de définir x par

. 1 : . ;
son inverse ——» qui varie seulement de 1 a o pendant que x

passe de 1 & oo ; dans cette seconde partie de la table les diffé-
rences de 'argument suivent d'ailleurs la méme loi que dans

la premicre, ¢’est-a-dire qu’elles sont de 0,01 pour inféricur

| . 1
40,70, et successivement de 0,005, 0,002 et o,co1 pour —
X

compris entre 0,70 et r,00. Afin de faciliter les calculs d’inter-
polation, la table renferme encore les différences des valeurs
successives de la fonction, c’est-a-dire les résultats de la sous-
traclion faite entre une quelconque de ces valeurs et celle qui
estimmédiatement a la suite. On congoit sans peine la con-
struction d'une pareille table, puisque I'on connait I'expres-
sion (g) de ¢ (x) sous forme finie : on pourrait la réaliser
(d'une maniére assez pénible, il est vral) par des substitutions
de nombres & la place de x, dans § (). Mais il y a des procé-
dés plus rapides, el nous parlerons tout & ’heure de celui que
nous avons réellement employé.

(*) Yoir le Recueil de tabiles numériques, a la fin de ce volume. — Daus ses

Eudes théoriques et pratiques sur le mouvement des eanx courantes, M. Dupuit,
Inspecteur genéral des Ponts et Chaussées, a le premier intégre 'équation dif-
ferentielle du mouvement permanent vari¢, pour divers cas particuliers, et donné

une table analogue.
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Il est aisé, avec la table dont on vient de parler, de résoudre
toutes les questions qui supposent la recherche du profil en
long de la surface de I'eau, pourvu toutefois que 1'hypothése
du parallélisme des filets ne cesse pas d’étre admissible. Si
I'on veut, par exemple, connaitre la distance entre deux poinis
ol I'on donne les profondeurs /i et /i, on la tirera immédia-
tement de I'équation (12) : aprés avoir calculé la valcur du
1z

h
= a— Itinli
I et H’ on la multipliera

H . . :
par — et I'on aura la distance demandée s — s,. Le probléme

second membre pour x =

inverse, dans lequel an voudrait déterminer I'une des profon-
deurs A ou /,, connaissant l'autre et la distance intermédiaire
§ — s, se résoudrait avec quelques titonnements. C'est ce
que nous allons montrer par un exemple numérique.

Soit donné un it défini, quant & son profil transversal, par la fig. 41,
p.239, en y supposant BE = 7o™, B[ = 0™,857, et attribuant aux berges des
talus & 1 de base pour 2 de hauteur; soient en outre / = 0,000115, la
dépense Q = §o™ par seconde, et enfin le coefficient b, = 0,0004. D'apris
ces nombres on aurait d'abord, pour déterminer H (n°® 75},

2

. jo
H%.0,000115 = 0,0004 e

égalité d’ou résultent les suivantes :

H= 1™°,1358,
H = 1™,0433,
H

14

\

; :.9072’“.

Maintenant supposons que, par un barrage, la surface du courant, prise
un peu en amont de cet obstacle, soit élevée & 1™, 50 au dessus du pln
du régime uniforme, de sorte qu'en cet endroit on ait

A =150 4 1™,0433 = 2™, 5433.

Le mouvement permanent varié par filets paralleles étant supposé se pro-
duire, on demande & quelle distance en amont le gonflement sera réduil
a o™, Go et la profondear 2, & 0™,60 -+ 1™, 0433, soit a 1™, 6433.

Nous avons jci

A - 2,5433 1
TEH T e 28 oo
o 1,6433 - 1 <
TLEH T 1oq33 0078 o= 0,035,
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Par suite, la Table IV donne
i) — ! .
() v<0,4[>—0,0865,

quant & ¥ {z,), comme la valeur L 0,635 ne fijure pas dans la table,
‘2

on fait un calcul approximatif en employant Pinterpolation linéaire, et

l'en pose

_ I . 1 0,64 — 0,635 I 1 ]
=45 63s) =¥ (5y60) 55t —oime Hovms) —+ (o77)

=0,2306 — i 0,0085 = 0,22064.

On a encore
N i 0,000115

a= ZE: 0,0004 > g,ﬁ: 0,0293.

Cela fuit, on substitue les nombres dans I'équation (12), qui devient

T 2,438 — 1,575 —(1—0,0293) (0,0865 — 0,2264 ) = 0,999;

on en déduit enfin la distance demandée
Il m H *x
§ 8= 0,999 = gofic™ environ (*).

Sils'agissait, au contraire, élant données s — s, — goGo™ et £ = 2™, 5433,
de calculer A,, voici comment on procéderait. Les quantités x et ¥ (z)
sont encore connues; on connail aussi

i(s—s,) goGo _
H " go72

a*=0,0293 et 0,999.
La substitution de ces valeurs dans I'équation (12) donnera, pour déter-
miner x,,

0,999 = 2,438 — z, — (1 — 0,0293) [0,0865 — ¥ (z,)],

ou bien, toute réduction faite,

(*) M. YIngénieur en chef Belanger, notre prédécesseur a I'Ecole des Ponts et
Chaussées, a traité la méme application numcrique dans son Cours lithographié,
et a trouvé 5§ — 5, = 9244 métres. L’écart entre ce résultat et le notre (bien pen
important, puisqu'il se réduil & 2 pour 100) tient en partie a ce que nous ad-
mettons 1'hypothése simplifieative d’un lit indefiniment large, et en partie a
lemploi que nous faisons de la formule monéme 14, U?* (n° 72) au lieu du bi-
néme donné par de Prony et Eytelwein, pour exprimer la résistance du lit.
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Cette équation se résout par des tatonnements que la Table IV rend tres-
faciles, Quant on met a la place de z, les inverses des nombres 0,5,
0,6, 0,7, le premier membre prend respectivement les valeurs 1,87,
1,474 ot 1,149, donc x, se trouve compris entre les inverses de o,6 et
de 0,7. Pour en approcher davantage, on interpolera linéairement, c
I'on posera en conséquence 1a proportion

T

;_'016:077’7 0;6 ::l1474 _17355 : 17474—171‘19:
2

d’ou résulte
0,119

0,325

I
;:0,6—]—0,! = 0,637,

2

L'inverse de ce nombre, substitué dans le premier membre de I'¢quation
a résoudre, le rend égal & 1,349, au licu de 1,355; donc z, est & peu

prés ézal a S (1337. Si I'on s'en tenait a cette approximation, on aurait
H
H m
o= 5 = ™ 638,

ce qui est en effet la profondeur cherchée a o™, 005 prés. Pour plus d'exac-
titnde, on pourrait faire une seconde interpolation entre ‘EL =0,6 e
2

1= 0,637; on aurait

Z,
I 1,474 — 1,355
—=0,640,037. 22— 1 .
z, ’ 1% ]’474_11349

et par conséquent

=0,635,

hy,= rI(-)'IB—S- = 1™,643.
Mais dans I'exemple actuel la correction précédente n’aurait pratiquement
aucune utilité, car les erreurs dues a l'incertitude de la théorie s'élévent
parfois bien au-dessus de celle qu'on ferait ainsi disparaitre. Seulement
cette correction permettrait de constater le degré d’approximation numé-
rique obtenu dans le premier essai.

Discussion de la courbe affectée par la surface du courant.
— Ainsi qu’on l'a dit tout a I'heure, cette courbe est repre-
sentée par I'équation (12); il s’agit donc de reconnatire com-
ment varie I'ordonnée s quand x passe par tous les” états de
grandeur possibles. A la rigueur, la profondeur élant toujours
réelle et positive dans les courants naturels, il suffirait de faire
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CANAUX DECOUVERTS. 255

varier z entre o et o ; mais, afin d’avoir la courbe compléte,
nous oublierons pour un instant les conditions physiques du
probléme, et nous attribuerons a #, outre les valeurs précé-
dentes, toutes celles qui s'étendent entre o et — e . Nous ex-
clurons d’ailleurs le cas de a négatif, c’est-a-dire que ¢ (égal &
@b g) représentera une pente proprement dite et non une
rampe, en marchant dans le sens du courant. Enfin, nous fixe-
rons l'origine des coordonnées au point correspondant & une
profondeur nulle; comme nous pouvons supposer que le point
arbitraire défini par les coordonnées s, x, coincide avec cette
origing, nous ferons s, = o, ;= o dans l'égquation (12), qui
prendra ainsi la forme
is

I_I_:.z';(l—aﬂ[q;(x)—q;(o)].
Or, d’aprés I'expression (g} de Y (x), on a
! __-l y ._1 _L-: —1 g:
(o) = loghypr 3\/—§arccot\/§ 97r\/
done finalement I'équation de la courbe deviendra
\ l-S 1 -
(13) H:x—(l—aajl:kp(x)—kgﬂ'v.%]'

Dans sa discussion, deux cas sont a distinguer, suivant que
on a 1 — @ positif ou négatif, c’est-a-dire a plus petit ou

plus grand que 1.
PrEmMIER CAS. a<C1; (< b.g.
Fig. 46.

G U

- “horizontale. P

Pegime T
“&ime """’)"me\-\f

Ligng 4 2 1
el fang 2

¥ Bt oa

. we des .

s M/ W‘“’T\

Asympwte horizontale.

Soient Os et Oz (fig. 46) les axes des coordonnées; le Pre-
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256 GHAPITRE QUATRIEME.

mier représente dans le profil longitudinal du cours d’eau Ics
points tels que I (fig. 41); le second est une ligne perpeni-
culaire a Os, au point O de la courbe, situé sur Os.

Faisons d’abord décroltre x de o & — o, et, pour voir com-
ment s varie, prenons la dérivée de 1'équation (13 ), savoir:

ids 1—a ¢&—x

(14) de ="'

1— 2 1—a?
. (o ds
Cette expression montre que, pour x négatif, az conserve 10u-
z

jours le signe + : donc s et z décroissent en méme temps, et
la courbe a une branche OV, située dans I'angle des axesnéga-
tifs. Quand 2 converge vers Uinfini négalif, on a, d'aprés (o),
1

/3.
377\3,

‘P(—w):éloghypl—%\/’Earccol(—w):—

donc I'équation (13) devient, a la limite,

is 2
r{':x+§(l—a)ﬂ'\/§,

équation d'une droite MS asymptlote & la branche OV, Cetie
droite coupe l'axe des profondeurs en dessous de P'origine

une distance OM égale en valeur absolue 4 %H (1—a)ry3

elle est d’ailleurs horizontale, car son angle avec Os a pour

Hdx . \ . .
tangente » ou [ d’apres son équation.

ds

e . , ds
Lorsque x croft ensuite a partir de zéro, 75 Feste encore po-

- , ds , .
sitif tant qu'on a # <7 a; pour x —q, gz S annule, et il reste

ensuite négatif pour toutes les valeurs de z compriscs entrea
et 1. 1l est aisé aussi de constater que s converge vers l'infini
négatif, & mesure que z se rapproche de I'unité. D’aprés cela,
on voit que la courbe s’éléve d’abord, en partant de O, dans
I'angle des coordonnées positives; arrivée au point C, dont
I'ordonnée CR répond & z = a, elle a une tangente perpendi-
culairc au fond, de sorte que la profondeur capable de satis-
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CANAUX DECOUVERTS. 257
faire a Péquation (7) du n° 80 est ici égale 4 all; puis, s com-
mengant a décroitre, la courbe revient sur elle-meme, suivant
la branche CBA asymptote a la ligne du régime uniforme, ayant
pour équation x — 1.

. . . ds
Les valeurs de x supérieures 4 'unité rendent —— constam-

dzx
ment positif, de sorte que la profondeur croit dans le sens du
courant. Si I'on part de x —=1, on a d'abord s == — o ; puis a

mesure que x augmente, s augmente aussi et devient infini
avec z : la courbe aura donc une branche telle que EFGU,
asymptote vers l'amont & la ligne du régime uniforme, et
gécartant indéfiniment de celte ligne, en aval. De ce cOté se
trouve une aulre asymptote, déja signalée plus haut; son équa-
tion serait la suivante :

H:xm(!—a“) [K.I)(OO)-FéT! \/—(i:, :x—-;(l~a°)n\/§,

lquelle représente une horizontale LIP coupant I'axe Oz 4 la
distance OL == H([— @) 7 y3 de 'origine, dans la partie po-
sitive de O .

Connaissant ainsi la description générale de la courbe, on
peut encore signaler les circonstances suivantes, afin d’en avoir
une idée plus compléte. '

1 La branche EFGU se trouve entiérement au-dessus de
Fasymptote horizontale LIP. En effet, I'équation (10) montre
que la hauteur d'un point quelconque au-dessus de cette ho-
rizontale est proportionnelle a la fonction ¢ (x), qui reste con-
summent positive pour z >>r1, comme on le voit par la Table 1V.
La méme table indique la valeur x == 0,57/ comme rendant
V{z)égale a zéro : dane LIP coupe la branche ARCOV en un
point D, répondant a la profondcur 0,574 H.

2 Pour avoir les ordonnées OB, OI des points B ct F situés
sur O, il faut résoudre par tdtonnement I'équation Lranscen-
dante

xr— (1— a*) [u}/(;r) + ény’g]zo,

oblenue en faisant s = o dans I'équation de la courbe. On en

I, 2 gwmir. 17
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258 CHAPITRE QUATRIEME,
déduira deux valeurs de z qui seront les rapports des ordon-
nées en question a la profondeur H du régime uniforme,
3 La distance OR est 'abscisse s répondant 4 Pordonnée
CR = aHl. Donc
i OR —
——=a—(1—a a)+—-—my3
n (1 ) [4—( JHgTy ]
4° La rencontre des asymplotes IT, [P s’effectue en 1, point
dont les cordonnées UK —s, 1K - x 1l doivent satisfaire 3
I'équation de la droite LIP. Doncon a, z étant ici égalé 1,
iOK
[T

1 B =
§ (' - aA)T: ‘/5,

ce qui fait connaitre OK. L'ordonnée correspondante de la
courbe, ou GK, se déduira de I'équation (13), en y faisanl

:onaura ainsi
+1ry3
g VY

Sr:O-——K,x: ﬂ

=5

l—é(l—aa)ﬁ\/g:%——(l—a’) [QJ (

ou bien, si 'on pose GK = H (1 + n},
n—(1—a)y{1+n)=o.

Cette relation permettra de calculer r par litonnement.
5° I’expression
ids a— a°
Hdx  1—2°

ci~-dessus employée donne, pour un point quelconque, la tan-

gente de T'angle que la courbe fait avec 'axe des s, car cetle

dx 1 (1— x%)
ou

H
tangente a pour valeur : ~ Pour x = o, en parti-
6 p ds as — z? yenpa

. . . sl . N
culier, elle devient égalea — ou a b, g, soit encore a 55 o
a 255

ron, quand on suppose &, == 0, 0004. Ainsi, la courbe coupe le
fond en O sous un angle trés-aigu.

6° Le rayon de courbure p serait, d’aprés une formule
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connue,
ds \? : /
+ o + a_
_ [’* (i) ] - [i(
b=y T T _d’s - ’
dh? H2d 2

s
expression qui devient, en remplacant ldz par sa valeur,

3 3

3 3\ 27]2 2
t[H—; (a x)] in’[(Ifxa)’%—.i_(a!—x"}‘]
AL — x* i

3(i—a*) x* o J(1—ad) x*(1— x?)
Hi \I— z° )

Pour z==0, on a p==00: la courbe est donc aplatie en O,
comme lindique la figure. En C, on ax= &, et par suite
Hi(i—a
i)
3a

ou, & cause de i = a° b, g,
1

P=3 bgHa (1—a*);

cette valeur esttoujours une trés-petite fraction de I, car, pour
a<1, le produit @ (1— ¢*) ne dépasse pas 0,4725, maximum

. . I 3’ Ay
répondant a @’ =— 1 et d’un autre c6té on a, pour &, = o,0004,
1
3 b g=—o0,001308,

Par conséquent le rayon de courbure en C serait, au plus,
0,00002 II : la courbe doit présenter 14 une pointe excessive-
ment aigué (*),

Le tableau suivant résume les principales données numé-
riques dont la recherche vient d'étre indiquée. Pour vingt-trois

(*) Cette pointe n’existe pas dans la fig. 40, parce gu'on a (ait 1a construction
avec une échelle des longueurs 200 fois moindre que celle des profondcurs, Ou
a supposé d’aileurs a* = 0,30 (soit une pente de 1™,175 par kilométre) et
H=1. )

"7

7-
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260 CHAPITRE QUATRIEME.

pentes particuliéres, il fail connaitre directementles longueurs
OM, OL, OB, OF, GK, OR, toutes définjes par leur rapport
a H. Dans le cas d'une pernte comprise entre celles du tableay,
I'interpolation conduiraitd des résullats approximatifs.

1 ‘PENTEDL’LIT ‘ ! |
@ | a4 | veMen o GE 0 GF | BB OF | CK | OR
i.1000™. ' I |
— : ‘___f‘—p,_
0,000 0,0000 0,000 1,209 | 0,605 0,000 1,133 1,34 0,0
0,001 0,1000 0,004 1,208 | 0,604 0,160 1,153 1,3{1] 15,1
0,005 0,1710 0,020 1,203 | 0,602 0,271 | 1,153 1,3/0! 32,8
0,010 0,210} 0,03y 1,197 |0 agg 0,370 | 1,151 P! 339 | 4.4
0,020 ' 0,271 0,078 1,18 | o 393 0,497 (1,147 1,338 920
0,030 ©0,3107 | 0,118 11,173 0,586 0,86 | 1,143 l'1.333 | 5.6
0,050 ' 80,3420 0,157 1,161 | 0,580 |9 534 | 1,13y } 1,333 | Gt
! 0,050 0,3694 0,196 1,199 10,574 ‘ ,372 1 1,135 \ 5,330 71,0
[ 0,060 0,391§ 0,233 1,137 | 0,568 ‘ 0,605 | 1,132 " 1,329 | 55,5
‘ 0,080 | u,430g 0,314 1,112 | 0,356 | 0,660 | 1,12} 1,325 833
0,100 ; 0,462 0,392 1,088 | 0,514 ‘ 0,105 ARV 1,322 go,t
[ 0,120 ‘ 09,5932 0,471 1,004 | 0,532 | 0,792 | 1,109 1,317 | 93,9
0,150 0,5313 ' 0,389 1,028 0,51“0,/89 1,008 | 1,310 [ 1036
0,200 | 0,588 I 0,795 0,967 | 0,488 0,818 | 1,081 | 1,299 1133
0,250 o G300 0,981 0,907 | 0,453 | 0,892 1,065 | 1,288 ‘ 123,
0,300 ‘ 0,G694% 1,177 0,846 | 0,423 0,924 | 1,051 | 1,276 | 13%,2 1
0,400 | 0,7368 1,509 0,726 | 0,353 | 0,907 | 1,026 | 1,251 | 150.3 ‘
0,500 | 0,7937 1,962 0,605 | 0,302 ‘ 0,988 | 1,010 ,_Al 1656 ¢
0,600 ‘ 0,8434 2,354 0,18} | 0,242 | 0,996 | 1,00 | 1,195 | 8o, |
0,/00‘ 0,8879 2,746 0,363 0,181 | 1,000 1,000 1,161%19’“3}
0,800 | 0,9283 3,139 0,242 [ 0,121 | 1,000 | 1,000 | 1,123 1 210}
| _
' 0,900 | 0,965 3,53 0,121 | 0,000 | 1,000 | 1,000 | 1,077 | 228,2
[

\ 1,000 , 1,0000

3,924 ’ 0,000 ’ 0,000 ] 1,000 | 1,000} 1,000 | 234,8

Dansle cas singulier de @ — 1, auquel se rapporte la dernicre
ligne du tableau,la courbe se réduit & une droite horizontale,
comme le montre 'équation (13), qui devient alors

it
H

Deuxikne cas. >0 > b.gn

Lorsque a recoit une valeur supérieure a l'unité, quelques-
unes des proprictés reconnues tout a Pheurs, daus le premier
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CANAUX DECOUVYERTS. 26]
cas, subsistent encore 1 ainsi, la courbe a encore trois asymp-
totes, savoir la ligne du régime uniforme et deux horizon-
tales; I'expression géncérale du rayon de courbure reste la
méme, et devient encore infinie pour x —o; la tangente a
'origine a sur lcs axes coordonnés une inclinaison exprimce
d'une maniére identique. Mais, malgré ces traits communs, la
forme de la courbe n’en subit pas moins une altération pro-
fonde, comme on peut en juger par la fig. 47, construite avec
lesdonnées @® = 2, H==1, I'échelle des profondeurs étant en
oulre 100 fois celle des longueurs s.

Fig- 47-

T

}?:'Asngy!olc hanizontale. G

Semd R

A
%
~
D ; ; s ids
Pour faire la discussion, reprenons la valeur (14) de -
Hux
. .. . ds .
Iei @® est supéricur a 1; donc dr conserve le signe + pour x
x
compris entre — o et 1, limites qui donnent respectivement,
daprés P'équation (13) de la courbe, s=—=—® el s—=+x;

donc aussi la courbe a deux branches infinies OF, ODEI
(fig. 47), 1a premiére dans I'angle des coordonndes négatives,
la seconde dans I'angle opposé. On reconnaitrait comme dans
le premier cas que ODEI est asymptote, vers 'aval, a la ligne
KNP du régime uniforme, répondant a z — 1, et que OF tend
du edté de 'amont vers 'asymptote horizontale MU représentée
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262 CHAPITRE QUATRIEME.
par Féquation
;—E:x—g(aa— 1)m V3.
Le point M ol cette droite coupe V'axe des profondeurs passe
au ¢Oté positif et la distance OM est égale a 29]—! (@8 — )7 y3
Quand z prend la série de grandeurs entre t et oo, il ya pour

. .. . ds .
x == a un changement de signe de la dérivée ——» qui passe du

dz
négatif au positif : par conséquent, la distance s, d'abord fonc-
tion décroissante de x a partir de z =1, devient croissante g
partir de x = a. La portion de courbe BCA correspondante
aura donc un retour au point C, dont Uordonnée (ﬁ(celle qui
satisfait & I'équation (7) du n” 80} est aH. On trouve encore
facilement que la branche infinie CB a pour asymptote laligne
du régime uniforme, tandis que la branche CA s’approche in-
définiment de 'horizontale LG définie par I'équation
;—‘;:x+é(a5—l)ﬁ\/§.

Les deux asymptotes dont il s’agit tendent vers leurs branches
respectives en aval; la scconde coupe I'axe des z du coté

négatif 4 unec distance OL de lorigine, ayant pour valeur

H -
—(a*—1) 7 3.
9
Voici encore quelques détails bons a connaitre pour faciliter

le tracé de I'épure analogue a la fig. 47.

1° Les deux branches infinies AC, CB, répondant i 2>,
sont entiérement au-dessous de Pasymptote horizontale LG,
car d’aprés I'équation(10)les cotes — y de leurs divers points
sont égales au facteur positif Hy () multiplié par Te nombre
négalif 1 — @ Siau contraire on prend la branche I10F seryp-
portant & x < 1, on suit que & (x) reste positif pourz>0,57]
et devient négatif pour o inférieur a cette limite, qui donne
Y (z)=o;donc la branche IOF, d’abord située en dessous de
LG quand « est rapproché de 1, coupe cetteligne en un point

D ayant Pordonnée DT =o0,574 H, puis passe au-dessus. La dis-
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tance OT s'obtient par I'équation (13 ), puisque DT est connn:
on aurail

i.0T
H

:0,574+é(a3*1)7:\"3.

2 La distance OR répond 4 x = «; sa valeur analylique est
l méme que dans le premier cas. La profondeur ER, répon-

dant 4 s = OR, résultera de I'équation

i.OR _ER ERY 1 -
T__IT+M_I)[¢(H_)+§WVS}
=a+(a3—l)[q/(a)+é7r\/§Ja
ou bien

ER ER ,
w0 e () =as o=y

On cherchera par titonnement une valeur deﬁ: infericure

a1, qui satisfasse a cette équalion.

Nous donnons ci-aprés le tableau des résultats numériques
relatifs a neuf valeurs particuliéres de ¢, comprises entre 1 et
10; les pentes correspondantes varient de 37,924 a 39“‘:235
par kilometre, quand on suppose, comnie nous le faisons to -
jours, b, — 0,0004. Toutes les distances ou profondeurs y sont
définies par leur rapport a H.

% ‘EPE\'TF. nu LIt % E
@ e | vekon. o {E oM ER OR oT
| i3000™. i :
! m \
1,0 1,0000 3,924 0,000 | 0,000 ‘ 1,000 { 25},8 | 146,3
1,y 11447 5,885 0,302 | 0,605 ‘ 0,900  204,4 | 148,9
2,0 | 1,2509 7,847 0,605 | 1,209 | 0,920 289,8 | 150,2
3,0 | 1,4422 11,771 1,209 | 2,4'8 ‘ 0,885 273,0 | 131,
4,0 11,587 15,69 1,814 | 3,648 ‘ 0,852 udg,2 | 1321
5,0 | 1,7100 19,618 2,48 | 4,837 | 0,828 ; 2/8,5 | 152,5
6,0 ' 1,8171 23,541 3,023 | 6,046 | 0,809 ‘ 240,2 ’ 152,8
8,0 | 2,0000 31,388 fs0o32 | 8,464 - 0,780 | 227,9 | 133,1
10,0 | 2,154% ! 39,235 5,441 110,883 | 0,739 i 219,4 | 153,3
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Ce tableau donne lieu & deux observations. D'abord OR passe par un

maximum, entre a* = 1 et a® = 2; secondement OT varie peu avec a ¢l
semble converger rapidement vers une limite voisine de 153 H. CUrst ce
qu'on peut reconnaitre & priori par 'analyse.

En effet, on a trouvé

Oli__a (1—a® )] 1 =
.ﬁ_____-———»[,‘a(a)—f—BW\/S:Ia

14 4
ou bien, & cause de la relation @* = L,
b g
be k=" (2 \[vi+ L=yl
H ‘az @ v 5‘

La valeur e, de a qui donne le maximum s’obtiendra en égzalant aziro la
dérivée du second membre; on trouve ainsi

St eva | = (=1 ) i) =o

—_— — ( —- T — |\ — % = 0.

a_li aAI ({ll 9 /l‘: 7‘ t"l
Or la dérivée de la fonction ¢ est connue, aussi bien que la fonction elle-
méme; on a généralement

1
! p—
4‘ (‘t) - I — .Z",

el par suite, en mettlant dans la derniére équation; au lieu de ' (a,),

— 9‘5+—3‘[+(a.)+$m/§]—a%:°:

a; a,;

s0it, aprés avoir réduit et multiplié par %af ’

—ar(a)+onyi=o
On tire de la, par des essais successifs,
a, = 1,157 environ.

La valeur correspondante de OR satisferait & la relation

W= () [ g

al a
T 1 ) '
= = | —=—1)a, =a, =1,157;
2 3 1 1 H /1
ai (a‘
. OR . 1,157 .
lo maximum de T serait donc é {,’/ ou 294,85.
1
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Quant & OT, en faisant / = «*. b, g dans son expression, nous trouvons

Wﬁwﬁgrf@fﬂgzoﬁ%' T 50,08 7,80

U™ gbg 9b g a TP IS

. . . or , .
Cemme &* varie de 1 & o=, on voit que H est toujours compris enfre
146,3 et 154, 1.

Construction de la Tuble IV donnant les valeurs de 4 (x). — Quand x
est petit, on prend l'équation
dd{r) 1
de T 1—2°

et on la développe en série suivant les puissances de la variable x. On
obtient ainsi
dy(r)

B T I R LT,
de

ou bien, en intézrant entre les limites o et

() f¢(o)+x+%x*+;xv+ Lt gt
Or, comme on le sait déja,
vio)= - 73 = — 0,604 Goo;
done ’
(15) ¥(z)= %0,604600—«}—1+i(r‘+%x’+Tlo—.i"‘q—%:;.:v”—i—...,

série trés-rap.dement convergente guand & n'a qu'une petite valeur. Si
se rapprochait de 1, on posecrait

X =1—x,
el par suite

4 (7} 1 1 1 1 I
T e PR R T i slr 2"
dr 1 —x 1 (1—a') Ja 34 x . *x'a}—]‘f
3
1 .
La fonction —— — = prut sc remplacer par un développement de la
1— x’+‘_T
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forme
I+ a2 42,242 a2 x4

%, %, @, « ..., étant des nombres qu'on trouve par la méthode des
coefficients indéterminés (*). On arrive de cette maniére a la relution

dy{z) ] U SR SR S
= 31‘ l—}—,c—+— x! +3.z —+—§1 _EI ﬁ:ﬁx
_i N ;L N ’lﬂ . 12
TR T 43 + 729"
+ H3_+___ IH+ W+“.>.
729" 2187 2187
On a de plus
dr = — dzx';
multipliant membre a membre et intégrant, on trouve
1 1 1 1 1 1
b)) = — [ B S S DL B
Liz) =K 310ghypx 32‘ gx 2770 ot jS(il
I I 1
‘Q) r'l o ne 7“/\2
) Va6 5(:7 +9/z +'1,187JC +7290x 2624’4’L

X U] i Ut !

! _28431x _45927'r T 98415 =

K étant une constante a déterminer. D'aprés I'équation précédente,
on voit dvidemment que K est la limite vers laquelle tend la fonction
t(x) +%loghypz' ou Y (r) +é10g hyp (xr — 17 pour z'= o, Cest
a-dire pour z = 1. Or la valeur (g) de ¢ (x) peut s'écrire
Y(2) = Llogl 9 — g hyp (- ot
! (x)~6 og hyp (1+ 2+ &%) —Gloghyp(.c—l —§v33rccot—f—»,
V3
done

K — lim [L (x) —+—é10g hyp(x —1 “J = (1) log hyp 3 —%‘/g arc cot /3

:élog

= — 0,119 198,

(*) La suite d’équations qui donne ces coeflicients se résout sans peine, chaque
\ q ¥ )
équation faisunt connaitre un nombre %, quund on a les deux precedents, La
solution peut d’ailleurs s'exprimer au moyen d'une seule formule : on a gene-
ralement pour n quelconque
2 (n—4=1)7
N - sin *—
v,

o
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valeur a reporter dans la série (16). Les séries (15) ¢t (16) permettront
de calculer assez rapidement la partie de la Table IV relative aux valeurs
de z comprises entre o el 1, la premiére séric sappliquant jusqu'a
r=0,50, et la seconde au dela.

Pour la seconde partie, relative aux valeurs de . supérieures & 1, nous
changerons encore de variable et poserons
=2

1
x !

. ) . \ 1
dfin de remplacer I'argument x, variable de 1 & oo, par un autre — ou z,
£

compris entre 1 et 0. Nous aurnns

dy(x) I

dc 1—x

i
dr = — —dz,
2

équation qui, multipliées membre @ membre, donnent

zelz

dy{z)= S

1 -z

Apres avoir développé le second membre suivant les puissances entiéres,
et positives de z, on effectuera I'intégration, et l'on trouvera successi-

vement
dy(z) = zdz 1+ 2+ 2"+ 2"+ 2"+, . ),

L [ I . 1 i | B
(17] xb(w)252’+5z°+§z“+;z“+ﬁz"+....

Iln'y a pas de constanic & mettre dans la série intégrale, car on sait déja
que % () s'annule pour x = o, c'est-a-dire pour z = o.

Il convient ézalement de chercher une autre série applicable aux valcurs
de z rapprochées de I'unité, cas dans lequel la précédente converge trop
lentement et devient d’un usage pénible. Alors on fait

z=1—17,
ol résulle
— z')dz dz’ 1— 2z
I (g) — — A Ehde  dr v—2
{f(‘r) lf(lle)j 3z , zrz
1— 2 4+ —
3
Le facteur —I? peut se remplacer par la série
[— 34—

3

=1 13
14 8 4,57 a2 a2 ..,
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dont on a dija parlé; et, tout calcul fait, il vient

(54 1 1 2 1 1
Joley — (Y Vos 2o LT
() EZ,(I 32 32 gz 9z A7z }— z

L L] i_ o L sl _]_ Y
+Blz +243z +2433 +7292

1 i
——‘f—Z“‘———-Z”ﬁ‘,” ey
2187 2187 L

Par suite I'intégration donne, en nommant K’ une constante,

¢ . T x gt g b,
Y(z)=K'— ovhypz—f— z + z +54z +|5> = AT
1 I 1 T
3 . w_ Ve o~ o om
(18) 1943° 21877 T 3645°  Boig 26245°

la UE] ‘17_7 ,'”5
| Tovesgt Tosqst T

'

K’ est la limite vers laquelle tend b (z) 4 % loghypz' pour =g,

c’est-a-dire pour z =1, x — 1; ainsi
K'— lim [@ () -+ 3 log hyp (1 - z',‘J — lim l:-q, () + 3 log h\p( m
/
= lim [,[» (r)+ % log hyp(z —1)*— (l) log hypr’],

et, altendu que log hyp 2? sannule pour =z =1,

K'=lim [Q(r) +é10; hyp (.r~l]’] =K= -—-o0,119198.

Tout est donc connu maintenant dans la série (18), applicable, concur-
remment avec la série (17), au calcul de la seconde partie de la Table IV.

(*) Si Von avait posé

ZrE - I—{//ﬁ‘z'—kﬁ_‘_z'* —+ /Eaz Tty
Ies coefficients 3,, £,, 3,,... auraicnt ét¢ exprimés par la formule générale

(n+2)m

2
B = T 008 e

qu’on pourriit an besoin déduire de la relation

Bo=o, — &, =Ar, .
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82 Cas d'un lit & pente constante, avec section reclangu-
laire de largeur limitée. — Aun° 81, nous avons remplacé ficli-
vement la section transversale du lit d'une riviére par un rectan-
gle BIKE' (fig. 41, p. 229), de largeur indéfinie; mais comme
on peut avoir aussi a considérer des rigoles ou canaux d'expé-
rience 2 section reclangulaire de faible largeur, nous allons
supposer ici celte dimension limitée. Tout restera d’ailleurs
dans les mémes conditions : les profondeurs seront comptées
apartir du fond du lit, et la pente i ne variera pas d'une sec~
tion 4 l'autre. Les notalions étant celles du n° 81, nous aurouns

.0 _q _ qdh
“uTw VT
w=lioh, Q=1h, ds— Ik

4

valeurs qui, portées dans I'équation (1) du n* 77, donnent
dy = — Lodh +— 2220 (dy + dh).
8

Orla profondeur H du régime uniforme doit satisfaire a 'équa-

tion connue £ = (—X) b, U2, ou bien

. {+2H

(== b

il

eu égard & celte relation, 'expression de dy devient

[ { Hs l+2h H

_— = . (d dh
dr bigl+2H I l+l+2H ha((f+ ')

d'ott résulte, en séparant les différentielles,

s d+2h N 1) I
d}(h—m[l>_dh<l—+—z/1—blgl>l+zﬁ-

Pour simplifier écriture, nous poserons encore

h=Hzx, a*—++—,

et de plus
ol =nrl, 2h=—niz,
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n désignant un rapport variable avec la largeur du lit : alors on
pourra écrire

1+ nr —ad

dj:de(l—%n}x"—nx——-I
(19) _ Hdx 1+ nx —ad
T i+n

(x—x)<x7+z‘+ ! )
1+ n

v

Cette équation s'intégre par la méthode des fractions ration-
nelles, et si, comme au n® 81, on détermine la constante ds
maniére 4 rendre ¥ nul pour x =, on trouvera

3+an 14 n—a m)ﬂ+x+x+n
(20) ¢ a7 2 8 Y1 (% —1)
— n?— 3 T
*Q%%f('i"—)—arccot(zz+x) Ly
Vii+n)(3—n) 3—n

Alin de continuer a imiter le caleul déja fait pour les lits trés-
larges, on écrira

s+ g

t —z 4L

H I’

par conséquent, en ayant égard a ’équation (20) et détermi-
nant C’ de maniére & faire s — o pour x — o, il viendra pour
I'équation de la courbe affectée par le profil longitudinal,

Rz log hyp

(1+n)(z+2;+1
(x—1})

3__ 2_3 3
-+ /_'f—gj_in) arccot(zx-ﬂ)\/ﬂ
V(1+n)(3 —n) 3—n

141
— arc cot \/—-—}
3—n

1+ cotp cotyq
colg —cotp

(3 +2n)£‘i:t(3+2n)x—

H

La formmnle de trigonométrie
cot(p —q)=

permet de remplacer par un seul are cotangente la différence
des deux ares qui figurent dans la derniére équation; on trouve
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définitivement

s 1+n— Y (t+n)(x*+ z) +
‘(3+9n)H (3+2n)x —2—10 hyp B ey
2 3—nt—3a*(1+n) 24 (14+n)x
— e ——— —arccot- - ——r -
Vir+n)(3—n) z (14 n)(3 —n)

I

oo e . as N - '
Il est utile d’avoir aussi Jo ' cette dérivée se déduitde l'équa-

tion {20}, ou plus simplement de la relation {19} combinée

avec
ids dy
Hdz = 'V Hdz’
ce qui donne
, ids 1+ nx —a@ (r+n)z*—a
P HET T 0 e w1 (i+n@—aw—1

Au moyen des équations (21] et (22), lorsque n prendra
une valeur numérique déterminée, on discutera sans beaucoup
de difficulté la courbe représentée par la premiére de ces
équations. L'hypothése n — o reproduirait Ies résultats et for-
mules du n° 81. Si n est différent de zéro, il y aura deux cas
a distinguer

alJi+n et a>yr4n

dins le premier on retrouverait unc figure assez semblahle,
quant aux traits généraux, a la fig. 46, p. 255; le second don-
nerait une figure ressemblant de méme a la fig. 47, p. 261.
Il'y aurait toujours trois asymptotes, dont deux horizontales
et Ja troisiéme coincidant avee la ligne du régime uniforme;
seulement les courbes auraient des inflexions et des tangentes
horizontales qui n’existent pas dans les fig. 46 et 47. Ces tan-
gentes se trouvent immédiatement par I'équation (1g); on voit,
en effet, que la valeur

at—1
xr —

n

cerrespond a dy =— o, el par suite 4 une tangente horizontale.
Lorsque n est supéricur & 3, les équations (20) ct (21) se
compliquent d’imaginaires; mais on les fait disparaitre au
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moyen de la formule

I o, — r—v
are cot ——== ——y —1 log hyp ——— ().
vy—u1 2 14y

Si 'on prend, par exemple, I’'équation (20), on fera

. 1 n—3
‘21'—f—1 n~+—1q

de méme on lransformerait I'équation (21) en prenant

__.Z‘\/(Il+l)(ll—3}
T aqx(n41)

Au reste, Yintégration pourrait étre conduite de manicre a
éviter les imaginaires, aussi bien avee n > 3 qu'avee n < 3.

Certaines valeurs particuliéres de n peuvent encore altérer
assez profondément les équations. Par exemple, si a est infé-
rieur 1, et que n vérifie la relation

3 —n?

 P—
4 T 3(1+n)

alors les arcs cotangentes sont affectés d’un coeflicient nul,
ce qui les fait disparaiire, et I'équation (21) ne renferme plus
qu'un logarithme. Le contraire arriverait et 'arc cotangente
resterait seul, sans logarithme, si « étant supérieur a 1, on
avait en méme temps

a’=—1+n.
La valcur n = 3, indépendante de a ou de la pente i, rend tou-
jours infinie la cotangente dont on doitl prendre 'arc : dans ce
cas, on pcut confondre I'arc avec l'inverse de sa cctangente,
el poser
2+ (r+n)x _x\i+n)(3—n)

arc cot ——— =
z V(14 n)(3—n) 2+ (1+n)x

I'équalion (21) devient en conséquence

2x —1

gliqu—L-~loghyp< r+{> +3(1+2a)- f—

(*) L'égalité résulte de ce que les denx membres, nuls pour v =0, out des
différenticlles identiques,
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C'estce qu'on aurait trouvé aussi en partant de I'équation (1g),
y falsant n = 3 et recommencant I'intégration. Enfin, si 'on a

simultanément
n=3 e a—§,

la courbe se réduit 4 une hyperbole représentée par I'équation

s 3x 4 a2x
— - —0

= - -,
H 22 + 1 24 41

la pente ¢ étant d’ailleurs égale a 4 b, g. Mais il est a remarquer
que 'équation différentielle d’ou 'on a tiré I'expression {19)
de dy admet dans ce cas le fucteur # —1; elle représente
donc, outre I'hyperbole précédente, la ligne droile du régime
uniforme.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces cas singuliers, non
plus que sur celui d’'une section rectangulaire en général :
nous allons aborder un cas beaucoup plus étendu, dans lequel
nous continuerons cependant a supposer la pente i constante
ainsi que la section transversale du lit, mais en laissant pres-
que entierement indéterminée la forme de cette section.

83. Casd’unlit prismatigue & pente et & section constantes,
la forme de la section étant d’ailleurs quelconque. — Quand
onadmet I'invariabilité de la section transversale ¢t de lapente
du lit, on peut démontrer d'une maniére générale une série
de propriéiés analogues & celles qu’on a trouvées plus haut
dans le cas des lits trés-larges (n° 81), et appartenant toujours
au profil longitudinal du courant, quelle que soit la forme de
la section, pourvu toutefois qu’elle satisfasse & certaines con-
ditions trés-habituellement vérifices dans la pratique. Pour
spécifier nettement ces conditions, placons I'horizontale de
reptre CC ( fig. 45, p. 239) au point le plus bas du profil trans-
versal : nous admettrons alors

. Q W . .
r° Que les quantités %, Q, 7 et;— sont des fonctions conti-

nucs et indéfiniment croissantics de la profondeur /i mesurée
& partir de ce point le plus bas;

Q
2° Quel'ona Q=0 el;:o, pour i —o;

I1. 2° goir. 18
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. [ . . .
3° Que le rapport =, nécessairement plus pelit que 1, varie
X

d’'une maniére conlinue et toujours dans le méme sens, entre
deux limites m et k, quand /i varie de o d .

Toutes ces bypothéses se démontrent bien facilement,
pourvu que le profil de la section soit formé d’un segment de
courbe ou de polygone tournant partoutl sa concavité vers le
haut, et ne se prolongeant pas au dela de ses lignes ou tan-
genles verticales, s’il en a (*). On est donc en droit de dire
qu'elles s’appliquent a presque toutes les sections qu'on ren-
contre dans les problémes usuels.

Le profil du lit ne changeant pas et 'horizontale de repére CC
occupant partout la méme position dans ce profil, ¢ désigne,
dans les formules générales du n® 80, aussi bien la pente du
lit que celle de la ligne CC' (fig. 45); il faul de plus faire

d
_Q —-o. Les équations (4 ), (6) et (7) deviennent alors

ds
I_U"l
(23) ds:\xg& dh,
L—leU’
(24) i—éb,U’:o,
Ul
(25) 1—@__0.

Toutes les quantités quifigurent soit dans le second membre
de 'équation ( 23), soit dans les équatious (24) et (25), ne dé-
pendent que de la seule variable £. Donc, premiérement, si
I'on veut intégrer par approximation ou autrement [I'équa-

(*) Relativement aux détails que nous omettons ici, et & plusieurs des ques-
tions que nous traitons dans les §§ Hl et IV de ce Chapitre, on pent consulter
un remarquable et trés-intéressant travail de M. Boudin, Ingénieur des Pouts
et Chaussées de Belgique, professeur 4 I'Ecole du Génie civil 4 Gand. Le Mé-
moire de M. Boudin a été publié dans les Annales des Travaux publics de Bel-
4 gique, t. XX, sous ce titre : « De U'axe hydraulique des cours d’ean contenus
dans un lit prismatique, et des dispositifs réalisant, en pratique, ses formes di-

VETieS. »
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tion (23), pour en déduire le profil en long de la surface libre,
I'opération se trouvera réduite & une simple quadrature, sus-
ceptible de s’effectuer par la formule de Simpson cu autres
analogues, & défaut de moyens rigoureux {*). Secondement, la
profondeur H qui satisfait a Péquation (24 ) ne change pas d’un
profil 4 'autre : c’est celle du régime uniforme. La profondeur
# déduite de I'équation (25) ne varie pas non plus. Par con-
séquent les deux profils en long fictifs construits avec ces pro-
fondeurs H et 4’ (n° 80) se réduisent & deux droites paralléles
aux génératrices du lit (**).

Les profondeurs H et A’ existent toujours en réalité; de plus
chacune d’elles est unique, c'est-a-dire qu’il y a une seule va-
leur réelle et positive convenant a I’équation qui la fournit.

En effet Q désignant la dépense, on peut remplacer U par Q

Q
dans les équations (24) et (25), et les écrire ainsi :
(26) i—5b@=o,
Q I x
; QX _
\27) g oa &Z]

(*} Si, par exemple, on veut déterminer par la formule de Simpson quelle
distance s, — s, répond au changement de profondeur A, — /4, on palculera la
fraction par laquelle est multiplié d2 dans I'équation (23), pour une série de
vuleurs

hoy R Ryl Ay,

t 3

en nombre impair et en progression arithmeétique; en appelant § la raison de
cette progression et
Ay, A, A, A

n

u{

les valeurs correspondantes de i, on aurait
i Xy
QO

)
S,— SQZS(AU—{-,ﬁAl 424, + hA 4.4 AL + A

(**} Jusqu’a présent nous n’avons inyoqué en aucune facon les conditions
restrictives imposées a la figure de la section : les remarques ci-dessus deduites
des équations (23), (24) et (25) restent donc vraies pour toute espece de lite
Prismatiques & pente constante.

18.
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Or, d'aprés nos hypothéses, O décroit contintiment de % a0
pendant que A passe de o a oo 5 les premiers membres des deux
équations précédentes passent donc simultanément el sans
discontinuité de l'infini négatif aux valeurs positives et 1. D'ol
il suit qu'il existe dans l'intervalle une valeur unique H an-
nulant le premier membre de la premiére équation, et une
valeur unique /' satisfaisant de méme a la seconde.

Dans la suite de cette discussion, nous conserverons toutes
lIes notations définies et employées au n° 80; en outre nous
appellerons

L, %, ., U, 5, ce que deviennent [, ¥, Q, U, s pour A =1I;

U, ', Q, U ce que sont les mémes quantités f, 5, O, U
pour i—= M.

Cela posé, nous allons suivre une marche assez analogue i
celle du n° 81, a part que les intégrations seront seulement
indiquées et non effectuées.

(a) Recherche des cotes du profil en long par rapport i un
plan horizontal. — On al’équation fondamentale

UdU

_ 4+ X
dy—=—— Q b U ds;
en y substituant
Qo _Qde QU
U—Q—a ds = (dy—+—a’h), dU——*QT~— T
elle devient 1l b
. Qdh Q Ly
ou bien
C_ il
. bQ oy bigyx
dy = - .Qi-l by -u_d/
i Q2

On mettra dans cette relation la valeur de Q* tirée de I'dqua-
tion (26), enayant soin d’observer que cette derniére estsalis-
faite par \

h—=H,

L]x

&247
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ony remplacera encore i par a*b. g, et I'on aura

. la I
@y Ty Y3
({ = ! - d/ —_ — - .
r =07, 1__527)(. ) o ij'dh
&)‘axl g..)‘f %
Si I'on intégre et qu'on veuille avoir y=—o pour & o, il
viendra
o0 la:i
I — —
—— N
{28) —y = 0y dh.
A 27y

Co L R .
Pour 1 ==, le quoticnt — devenant infini par hypothése,
X

la derniére expression de dy se réduit a dy =o0; a4 mesure
que la profondeur augmente la surface libre se rapproche done
d’un plan horizontal : c’est en dessus de ce plan que sont cen-
sces mesurées les cotes — y fournies par I'équation (28).

(b) Equation de la courbe du courant. — La relation
dy = ids — dh
donne, par I'intégration,
is = -y + h + const.;
quand on prend pour origine des s le point ou = o, on peut
done écrire, eu égard a (28),

la®

—
: X
(29) s = h— j{;dﬁ.
v, Q2

Cette équation représente une courbe dont les points auraient s
pour abscisse et fi pour ordonnée;lacourbe est celle qu'affecte
le profil en long de la surface libre. On va essayerd’en décou-
viir la forme générale, sans se préoccuper du probléme d’'Uy-
draulique par lequel on y a €1é conduit; mais en se bornant
toutefois & faire varier A deoa .
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(c) Distinction de deux cas principauzx dans la discussion
de la courbe. — Nous distinguerons deux cas, respectivement
définis par les inédgalités

¥ <H, k>N,

c’est-a-dire par I'ordre de grandeur des profondeurs 4’ et H.

‘s , . ds
La premiére deit, comme on le sait (n° 80), annuler o

doit donc poser, d’aprés (29),
l'a?
I— 7
X
0O =1— ——nAmn__

_ Q%
Q3

1

ou encore
' a? Q’a b4 —0o
x4
Or le premicr membre de la derniére équation serait me
{ ¢’est-a-dire positif) pour 4 = o, et
La
—_—
b4
pour i’ — H; donc il y aura ou il n’y aura pas changement de
signe de ce premier membre entre les valeurs o et H de I'in-

. la® . .
connue ', suivant que —— — 1 sera négatif ou positif; donc
4 g p ’

b4

.. B . e .
enfin la condition A/ <ZH revient a —'i— <1, et la condition

. lLa .
opposée A’ > H est I'équivalente de —'Xi > 1. Ainsi, les deux

cas a distinguer sc trouvent caractérisés par le fait d’avoir
3

Lo . . . .. S
—— inférieur ou supérieur a I'unité.
1
{ . .
Il est bon de remarquer que, le rapport — devant nécessai-
X
rement rester au-dessous de 1, par la définition méme des

. [
longueurs ! et y, les conditions &' <7 H ou ~—- <Z 1 seront tou-

X

jours satisfaites lorsqu’on supposera a* <1, ou la pente i plus
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petite que b g. La pente b, g représente, dans I’hypothése
bi=o0,0004, un abaissement de 3™, g2 par kilométre, ordinai~
rement supérieur & celui des cours d’eau naturels de quelque
importance. Cela fait comprendre que le cas défini par I'iné-
galité &' < H sera le plus ordinaire dans lesapplications; I'autre
ne se réalisera guére que sur des cours d’eau torrentiels ou
sur des canaux d’expérience.

: : la
(d) Discussion du premier cas: ' <H ou TR <(1; pente

modérée. — On prendra 'équation différentielle de la courbe,

savoir
I_lnz1 lad Oy,
. ids _ "X_ _Y Q¥
{30j —Wl—_x 75‘)‘—3&_ l_§23Xl ’
O3y Qix

et on cherchera le signe du second membre pour les diverses
grandeurs de /i, La valeur £ = o donne

i(ds> :a’lim%f ma“:m—l—-,

dh bog

) ) -
atlendu que i s'annule par hypothése. De 1a résulte
X

dsy _m
(d/L)u “bg

ce qui fait connattre ’inclinaison de la courbe sur I’'axe des 4,

L e . . . ids . .
i l'origine (7). AlnSlWl— commence par étre positif pour 2 —=o,

et s est une fonction croissante de 2. Le numérateur et le dé-

. . . . ids ,
nominateur de la fraction qui exprime a5 ot d’abord le

(*) Quand le profil de la section présente a sa partie inféricure une ligne ho-
rizontale, ou une courbe convexe avec un seul élément horizontal, le rapport
limite m devient 'unité, et la courbe coupe 1'axe de s sous un angle ayant &, &

. . I
pour tingente. Cela ferait, en supposant 8, = 0,0004, une pente relative de ==

environ, qui serait alors déterminée indépendamment de la forme du profil en

travers.
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. ; . [T o
signe -, 3 cause de la petitesse de ;; d'ailleurs on sait déja

que leurs changements de signes ont lieu respectivement
pour i = £', A="H. En faisant /s < /', les deux termes de la
fraction sont done positifs; si Pon désigne par N et D ces ter-
mes pris en valeur absolue, et qu’on metie leurs signes en
évidence, on a

ids + N

dh T D’

d’ol il suit que s commence par crofire avec & Pour A=/, le

. - ds | . ,
numcrateur ainsi que — deviennent nuls; quand A dépasse

I’ sans atteindre H, les deux termes ont des signes contraires,
c’est-a-dire que

ids —N

dh — FD’
el par conséquent s devient décroissant : la courbe rétrograde
en sens conlraire de I'axe des s, a mesure que /s augmente,
Cette rétrogradation cesse a I'instant ou A& dépasse H, parce que
les deux termes de la fraction reprennent le méme signe; ona

ids __ —N
Pt

ds . - . .
de sorte que h redevient posilif. On peut continuer ensuite

a faire croftre / jusqu'a o : aucun changement de signe nou-
. ds . L ,
veau ne se produira, Th restera toujours positif, et 'on ob-

tiendra une branche de courbe s’éloignant a 'infini dans l'an-
gle des coordonnées positives.

Comme on I'a déja fait observer plusieurs fois, 4 mesure
que 2t augmente et prend de trés-grandes valeurs, Pexpression
différentielle dy se rapproche indéfiniment de zéro, et par
suite le profil longitudinal du courant se confond & l'infini
avec une ligne horizontale 4 laquelle il est asymptote. L'é-
quation de ceute asymptote sera la limite de I'équation (2g)
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pour h=¢ec , ou bien

= la?

P — —

3 s —h — X gk,
(31) is—h 0y dh;

0 Qix

l'intégrale donne la valeur de A pour le point ou la droite en
question coupe l'axe des £X.

Indépendamment de 'asymptote horizontale qu’on vient de
trouver, il en existera généralement une autre : la ligne du
régime uniforme, ou la droite ayant pour équation A = H, que
la courbe ira raccorder a 'infini vers l'amont. Cela sera dé-
montré si nous faisons voir que s devient égal a — o pour

h—=1. A cet effet, soit:‘:’EZ; la fraction qu’on a trouvée ci-

ids
dessus pour exprimer —J ¢} on aura
tds _ o(h)
dh @ ()

Les fonctions ¢ et & sont toujours finies et continues pour
loutes les valeurs de la variable £4; la premiére, comme on
sait, ne s'annule que pour A = /’, la scconde que pour i — H;
leur quotient reste constamment positif, sauf dans I'intervalle
de ces deux valeurs. Cela posé, I'intégration de 1'équation pré-
cédente entre les limites o et H donne

m:j - *d/z,

ou en nommant e une longueur positive arbitraire, mais exces-
sivement petite,

Py H—: H .
_ cp(/l)d/ f o Gh) o(h)
HES + ‘d/+
y o W) ' h, w(h) H_.©(N)

ou encore, si 'on prend pour variable sous le troisiéme
signe ' la dilférence w =H — A,

4H—e
wﬂf uf, +f H‘“Mm
h' -— ()(’)
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Remarquons maintenant que la premiére intégrale reste n¢-
' o(h)
w(h)
elle-méme, dans les limites o et 4'; les deux autres ne se
composent que d’éléments négatifs et ne peuvent se détruire
réciproquement : donc il suffit de montrer que la troisiéme a
une valeur infinie. Or ¢ (I — w), n’étant pas nulle pour de
trés-petites valeurs de w, peut, dansleslimites o et ¢ de cette
variable, se remplacer par une constante ¢ (1), sauf une er-
reur de méme ordre que ¢; le dénominateur w{H — w), nul
pour w — o, s’exprimera, d’aprés la formule de Taylor hornée
aux deux premiers termes, par — ww' (H), toujours avec une
erreur comparable & . Nous pouvons donc écrire

fo(H— w) . ¢(H) fdw 9 (H) £
/; m(u—w)d‘”__ m'(ﬂ)]; W T (H) 8P

et nous arrivons ainsi a notre but, car si petite qu'on veuille

cessairement finie, parce que la fraction I'est toujours

. € . R,
supposer la Jongueur g, le logarithme de ; sera toujours infini,

I1 y a des cas particuliers ou la démonstration précédente
se trouve en défaut : nous allons en dire quelques mots.

1° Le premier terme du développement de & (H — w) par
la formule de Taylor peut ne pas étre — ww' (H), mais
wy! w!

Y =" (H) ou — 23 =" (H), ou plus généralement

( w
—1) 1.2.3...1n

= (H).

Dans ce cas 'intégrale & calculer serait

1.2.3...n.¢ (I)
(= Fom (1)

£
o}

n
[¢] w

fdw 1 I\ I\~ '],
o Wt on—1 0) E) )

on parvient donc encore & un résultat infini, quoique différent
de cclui qu’on avait trouvé en supposant n —1.

orona
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2° La formule de Taylor pourrait ne pas éire applicable au
développement de w(H — w), lorsque w ne prend que des
valeurs trés—faibles; et c’est ce qui arrivera dans le cas de
o (H) infinie ou discontinue. Ici 'exception existe bien réel-
lement, etle théoréme peut ne plus étre vrai. Si, par exemple,
on avait

= VH =T . w (h),

et que la fonction m, fat supposée ne pas s'annuler avee H, il
en résulterait

/‘99 w) 4o @) fidw  ag(H)ye
H—w

)y wm(H)J, Yw w (H)
I'intégrale aurait une valeur comparable a Ve, de sorte que le
raccordement de la courbe avec la ligne du régime uniforme
n'aurait plus lieu a Uinfini (*).

(*) Afin de micux étudier jusqu'a quel point ce cas d'exception est suscep-
tible de se réaliser dans les applications, on peut,chercher 'expression de la
dérivée w'(A). On a

Q7%
SCRE
d’ou résulte
’ X
U(}l)d’l:—ﬂ—f’;(lﬂzﬂ’dﬂ—ﬂ’d;{):—Q‘! (Sxd.Q. Q.a'z)

Oron connait déja la valeur de dQ, qui est
= ldh;

de plus, en nommant o et «’ les inclinaisons (relativernent a la verticale) des
deux berges au point ou elles sont coupdes par horizontale menée a la dis—
tance A du fond, et posant

1 1

P=se T’
on établit bien facilement Végalité

dy =pdh.
Done

Z
' (h)= _Qlayz (P —31y);

et, en particulier, si p, désigne la valeur de p pour 2 =H,
31

1 . . .
U’(H):WKP.Qafjltxx):'?—E"
1 /A 1 1
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3° Le méme fait peut encore se produire dans le cas singu-
lier de A" =H, car ¢ () et @ (/) s’annuleraient alors en méme
temps; leur quotient, qui n’est jamais exposé a devenir infini
que pour A= H, ne le serait plus, méme pour cette valeur,

"(H
si ¢ (H) avait une limite finie. L’intégrale qui représcnte is,

w' ()
H
¢ (h)
j: IU(/L)d/l

c’est-a~-dire

correspondrait donc 4 une aire dont toutes les ordonnées
seraient finies; donc elle le serait elle-méme, et par suite le rac-
cordement asymptotique avec la ligne du régime uniforme se
trouverait supprimé. On peut citer comme exemple le cas de
a =1, déja mentionné (n° 81); ce cas répond bien, dans I'hy-
pothése d'une largeur indcéfinie, a A’ = H, car la condition d'¢-
galité de ces deux profondeurs étant généralement

devient
at=1,

si 'on suppose /, = y,, comme cela est effectiment vrai dans
une section rectangulaire ot il y a un rapport censé pour ainsi
dire nul entre la profondeur et Ia largeur. On a vu (n° 81 que
dans ce casde a —= 1 le profil se change enune droite horizon-
tale, et celle-ci rencontre nécessairement a une distance finie
la ligne inclinée du régime uniforme.

En résumé, si nous laissons de c6té les cas singuliers, la
discussion que nous venons de faire a montré que la courhe

D’aprés nos hypothéses, x et 7 étant des fonctions continues et finies pour toute

valeur finic de &, la discontinuité de &’ (&) pour A= H ne peut venir que de p.
Elle a effectivement licu, et alors notre démonstration du racecordement asymp-
totique reste en défaut lorsque les berges présentent, soit un changement brusque
de pente, soit un ¢lément horizontal pour lequel 'angle « ou «' correspondant

deviendrait égal 8 =5 et que les particularités dont il s'agit se produisent juste-
2

ment sur la ligne de niveau du régime uniforme dans un profil transversai.
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. , L& .
supérieure du courant, lorsqu’on a —— < 1, offre une dispo-
%

sition assez analogue a celle qu'on a trouvée au n° 81 en sup-
posant a<C1, et que représente la fig. 46, p. 255 (*):1a courbe,
en partant de I'origine O, a d’abord une branche OC située dans
l'angle des coordonnées positives et terminée par un élément
normal 4 I'axe des s; a la suile vient une branche CA qui ré-
trograde du ¢6té de Famont, vers les s négatifs, et rencontre
al'infinilaligne du régime uniforme ayant pour équation A —=1;
enfin une troisiéme branche EU, ayant la méme asymptote du
c0té des s négatifs, s'éloigne a I'infini vers'aval, cOté des s po-
sitifs, a mesure que A croit indéfiniment, et tend vers une
asymptote horizontale.

Nous ajouterons encore que cette asymptole scra certaine-
ment la seule tangente horizontale a la courbe, sile rapport &
n'excéde pas I'unité, ainsi que cela se vérifie ordinairement
dans les cours d’eau non torrenticls. Les éléments horizon-,
taux doivent en effet satisfaire & la condition
ids
dh

dy —ids —dh =0, ou bien

, . ids . ,
Or 'expression (30) de —5- montre que si sa valeur est 'u-
)

d/

nité on aura simultanément

ce qui ne peut avoir lieu puisque — ne saurait alteindre 'u-
Z

1ité et que a* est supposé au-dessous de la méme limite.
la
Zt
un peu forte. — Cetie discussion, si on voulait la faire, con-
dnirait a répéter la méme série de raisonnements et calculs que
dans le cas précédent. Aussi nous nous bornerons 3 une ex-
position sucecinete des résultats. En prenant d'abord l'expres-

2
ie) Discussion du second cas : K’ >H ou = 1; pente

{*) Abstraction faite de la branche OV répoudant aux profondeurs négatives

qu'on s'est dispens¢ de considérer ici.
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. ids . .
sion (3a) de a5 cherchant a reconnattre son signe pour les
diverses grandeurs de &, on trouvera les trois formes suivantes
de la fraction qui figure au second membre :

: ids  +N.
DeOaII. ............. ﬂ',__—ﬁ,
T ids  —N_
DeHaAh...... . =T
s ids  —N
Deh dow............. Y it 1k

On en conclut I'existence de trois branches de courbe: la
premiére partant de T'origine des coordonnées et allant vers
Paval, co6té des s positifs, jusqu’d ce que la profondeur ait
atteint celle du régime uniforme; la seconde, correspondant a
des profondeurs intermédiaires entre H et A/, rétrograde vers
les s négatifs, ou de I'aval & amont, et se termine par un élé-
ment normal a I'axe des s; la troisiéme, relative aux profon-
deurs qui dépassent /’, fait suite 4 la seconde, s’avance indé-
finiment vers I'aval et tend vers une asymptote horizontale
représentée par I'équation (31).

A la profondeur H du régime uniforme répond générale-
ment, sauf certains cas pour ainsi dire singuliers, une distance
s, égale 4 l'infini positif: les deux premiéres branches se rac-
cordent donc asymptotiquement, du coté de I'aval, aveclaligne
du régime uniforme, et 'ensemble de Ia figure a beaucoup
d’analogie avecla fig. 47, p. 261, dont on aurait, bien entendu,
supprimé la partie OF, puisqu’on laisse de c¢0té les profondeurs

négatives.
e e as\ .., .. . m
L’inclinaison ( — | a l'origine aura la méme valeur .l
d/l > blg
pourra se renconirer une tangente horizontale, outre I'asym-
plote de la troisiéme branche : en effet, le cas actuel étant ca-

ractérisé par I'inégalité

—I_>I)
b4l

il faut que a® dépasse 'unité, puisque — reste nécessairement
ya

.
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.o
au-dessous; le produit ~X— comprend alors deux facteurs, I'un
plus grand et 'autre plus petit que rt, ce qui lui permet de de-
venir égal a 1. Mais comme on a supposé les variations de z

toujours dans le méme sens, entre les limites m et k, I'égalilé
la 1 . .
— =1 n¢ peut avoir lieu qu'une seule fois. Ce sera sur la
premiére branche ou sur l'une des deux derniéres suivant
qu’on aura

ma*<1 ou ka*<li,
lesigne << n’excluant pas I'égalité; il faut d’ailleurs qu’une des
deux inégalités précédentes se vérifie pour qu’il existe effec-
livement une tangcnte horizontale.

(f) Dénominations des diverses branches; observation sur
lo réalisation d’une branche unique, dans les profils de
cours d’eau en mouvement permanent U(lrl'é par_ﬁle!s pm‘al—
ltles, — 11 sera commode, pour la simplicité des énoncés a
donner ultérieurement, d’affecter des dénominations spé-
ciales aux diverses branches de courbes que nous venons
d’étudier, branches dont chacune se trouve comprise dans
l'unedes trois bandes limitées par la ligne de fond et par deux
paralléles menées aux distances H et A’ de cette ligne. Les
branches trouvées dans le premier cas, et analogues de
0C, CA, EU (fig. 46, p. 255), seront désormais désignées par

Al, AZ; AJ;

A, représentera la ligne du régime uniforme, intermédiaire
entre A, et A,. Pareillement les trois branches existant dans le
second cas, et analogues de Ol, BC, CA ( fig. 47, p. 261), seront
désignées par
B,, B,, B;;

B, représentera la ligne du régime uniforme, placée celte fois
entre les deux branches B,, B..

Sur ces diverses droites ou branches de courbes, trois
gélendent indéfiniment vers 'amont et vers 1'aval : ce sont
A, A, B.. Trois s’étendent 4 infini vers 'aval, mais sont li-
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milées vers 'amont : cesont By, B, B;. Une seule, A,, remonte
a I'infini vers 'amont et a une limite du c0lé d’aval, La der-
niére, A, est limitée dans les deux sens.

L’existence de la droite A, ou B, du régime uniforme ex-
clut évidemment celle d'une branche de¢ courbe quelconque,
puisque, si 'on excepte les cas singuliers, ces droites ne
rejoignent les courbes qu’a I'infini; le passage de A, 3 A,, celui
de B, a B,, et aussi les passages inverses ne se font également
qu’a I'infini vers 'amont ou l'aval, c’est-a-dire qu’ils ne sont
pas susceptibles de se réaliser pratiquement; les passages de
A, a A;, de B, a B; et leurs inverses ne sont pas possibles non
plus,comme on V'adéja remarqué(n° 80); ou,du moins, ils ne
peuvent se produire que dans les courants ne remplissant
pas partout la condition du parallélisme des filets. L'impossi-
bilité tient a ce que I'’élément commun aux deux brancles
devrail avoir sa tangente perpendiculaire a la ligne de fond:
non-sculement, par suite de cette circonstance, la section ou
elle se produit ne serait plus coupée normalement par les
filets, mais la surface libre devrait présenter deux nappes si-
tuées I'une au-dessous de l'autre, ce qui n’est pas physique-
ment réalisable. Il y a encore, pour les courants & filets tou-
jours paralléles, impossibilité dans les successions (A, A,
(As, A)), (B, By), (B, B,), parce que cela supposcrait un chan-
gement brusque dans la profondeur, et que le parallélisme
des filets ne pcut se concilier avec un tel changement. Enfin
il est & peine besoin de rappeler que 'ovrdre de grandeur des
profondeurs particuliéres A’ et 1 indique de suite celle des
deux classes A ou B qui est possible, & U'exclusion de 'autre,
quand on donne le lit du courant et sa dépense. Donc, nous
poserons ce principe général :

Tout courant liquide qui coule dans un lit prismatique
a penle constante, avec un mouvement umf{)rme o avec un
mouvement permanent varié et par filets paralléles, présente
une surface libre dont le profil en long est exclusivement
composé d'une seule des droites ou branches de courbes ci-
dessus énumérées, savoir : A, A, A, A,; By, By, By, B Le
passage de lU'une a Uautre est physiquement impossible.

Cette propriéié, jointe au fait de la limitation de plusieurs
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branches (au moins dans un sens) montre clairement qu'un
courant permanent et a filets parall¢les n’est pas toujours sus-
ceptible de s’étendre indéfiniment, soit vers I'amont, soit
vers 'aval.

Mais I'impossibilité en question pourrait disparaitre, comme
expérience le prouve par le phénoméne du ressaut superfi-
ciel, déja mentionné au n® 80, si Y'on cessait d’'imposer la con-
dition du parallélisme aux filets eompris dans l'intervalle de
deux sections trés-rapprochées. Il convient done d'étudier
maintenant ce phénoméne du ressaut, afin de ne pas laisser
de ¢01¢ certains profils parfaitement réalisables dans les cours
d’eau naturels. Ce scra I'objet du § 1V ei-aprés, ol nous au-
rons & faire voir en outre comment les théories du ressaut et
du mouvement permanent par filets parallgles se complétent
réciproquement, quand il s’agit de rechercher & priorile profil
qui se produira dans des circonstances données.

§ I[V. — Du ressaut a la superficie des cours d’eau.

84, Expériences de Bidone et autres observateurs. — Un
savant piémontais, Bidone, dont nous avons déja cité les ex-
périences sur la contraction des veines {luides, a le premicr
observeé et décrit en détail un cas particulier, trés-intéressant
au point de vue scientifique, de I'écoulement de l'eau dans
les canaux découverts. 1l avait a sa disposition deux canaux
magonnés, a section rectangulaire de o™,325 de largeur; la
pente du premier était voisine, en moyenne, de o™,03 par
metre, avec des dcarts notables, tant au-dessous qu’au-dessus;
celle du second élait au contraire constante et égale 3 o™,0618
par meétre, Il faisait écouler dans ces canaux un certain volume
d'cau, et avait soin de placer, & une dislance suffisante de
lorigine amont, un obstacle ou barrage d’une hauteur conve-
uahle : plusieurs expériences lui ont alors fajt reconnaitre que
le gonflement ou remous causé par le barrage s¢ terminait du
¢01¢ d'amont par une chute brusque. Nous citerons, par
excmple, une expéricnce exéeutée sur le premier canal avec
les dounées que voici : la dépense ¢tait de o™¢,0351 par se-
conde, la profondeur était de o™,28 i 1 métre en amont du

II, «® Epit. 19
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barrage, et de o™,064 seulement vers l’origine amont. Dans ces
circonstances, Bidone conslata que l'eau formait une nappe
d’'une épaisseur sensiblement constante et peu dilférente
de o™,064 jusqu’a 4,50 avant le barrage; puis la profondeur
prenait brusquement un accroissement considérable et se
trouvait presque lriplée; aprés quoi I’'eau poursuivait sa route
sans agilation notable, et avec une surface légérement con-
vexe, jusqu’au déversoir par-dessus lequel elle s’écoulait (%),

L’accroisscment brusque de profondeur ainsi produit, sans
inégalité de fond dans un canal découvert, a regu des hydrau-
liciens le nom de ressaut superficiel, ou simplement de ressaut.
Généralisant a tort les intéressantes observations qu'il avait
faites, Bidone avait cru que tout gonflement produit par un
barrage devait nécessairement se terminer par un ressaut: il
avail pris pour la régle ce qui est au contraire I'exception, car
lIa production du ressaut exige des conditions qui, habituelle-
ment, ne se trouvent pas remplies dans la pratique.

Depuis Bidone, d’autres observations analogues ont é1é
faites. Ainsi M. Baumgarten, Ingénicur en chel des Ponts ct
Chaussdées, a constaté un ressaut de o™,48 de hauteur verticale
sur le pont-aqueduc de Crau; M. Bazin en a aussi produit et
mesuré un assez grand nombre (**).

Etant données, dans 'une quelconque de ces expériences,
la définition géométrique du lit ainsi que la profondeur A du
courant, a son extrémité d'aval, on peut cherchera déterminer
théoriquerent le profil en long de la surface libre, par I'ap-
plication des théories exposées aux n°s 80 et suivants. Mais
alors on se trouve toujours arrété par celte circonstance que

ds . .
Th s’annule pour une profondeur comprise entre celles qui

existent aux deux points extrémes, et I'on tombe dans I'un de
ces cas d’exception ot la méthode ne peut plus donnerle
profil exact dans toute son étendue, parce qu’elle conduit 2
un résultat contraire & I'une de ses hypothéses fondamen-
tales (n°® 80). Ainsi dans l'expérience de Bidone, dont nous

(*) Mdémoires de I’ Académie des Sciences de Turin, t. XXV, année 1320

(**) Recherches kydrauliquos, p. 284 et suiv.
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avons rapporté les données numériques, on avait, les nota-
tions étant celles du ne 83,

Q=0"%,0351, (=o0™,325, Q=—0,325A,

U__g__o,0351 0,108
T Q70,3258 A

laprolondeur £’, qui rend nul dgliz’ devant satisfaire (n° 80) a

I'équation générale
Uz}

on posera donc ici
{0,108

gh*

h— V (0,108} — 0™,106.
. g

Ce nombre est bien compris, comme on le voit, cntre les
profondeurs o™,064 et 0™,28 aux deux extrémités du courant.
Test bon de dire aussi que toutes les expériences relatives
aux ressauts ont été faites sur des canaux a forte pente ol
peuvent se produire les profils de la classe B, c’est-d-dire
B, B, B:, B. (n° 83); et puisque la profondeur A’ se trouvait
comprise cntre les profondeurs aux deux extrémités, la plus
grinde de ces deux-la devait nécessairement appartenir a la
branche B, pendant que la plus petite appartenait 4 'une des
branches B,, B;, ou & la droite B.. On généralise toutes ces re-
marques par une induction biern naturelle, et on les formule
avec précision comme il suit : quand un courant coule dans
un lit tel, que les profils réalisables pour la surface de 'cau
rentrent dans la classe B, et que le profil du coté d’amont
présente des profondeurs inférieures & 4/, si un barrage ou
obstacle quelconque vient a exhausser le niveau dans I'une
des sections jusqu’a un point de la branche B,, ou, ce qui re-
vient au méme, s’il produit une profondeur qui dépasse /',
alors en remontant contrairement au fil de I'eau on finira par
arriver a un ressaut superficiel, formant le raccord des deux

1g.

d'ou résulte
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séries de profondeurs d’amont et d’aval. 1] est bien entendy
que cet énoncé suppose le canal assez long pour permetire au
ressaut de se produire; il faut ajouter aussi que, d’aprés une
observation de Bidone, le courant n’ayant pas d’agitation sen-
sible hors de I'emplacement du ressaut, les deux portions de
profil qu'il serta relier 'une a 'autre doivent chacune obéiraux
lois démontrées dans le § I1I. Celle d'amont, ol existent les
profonceurs moindres que A’, appartiendra a B,, B, ou B;;
celle d’aval fera partie de B,.

11 est assez plausible de croire qu’un ressaut pourrait égale-
menl exister entre un point de la branche A, et un point pris,
soit sur A; ou A,, soit sur A, : mais ici nous ne nous guiderions
que d’aprés une analogie, et I'expérience ne nous fournirait
pas de preuve a I'appui, les ressauts n’ayant pas été observés
dans des lits 4 pente modérée susceptibles d’engendrer Jes
profils de la classe A.

Quelles que soient les conditions dans lesquelles un ressaut
peut exister, et quelles que soient aussi les conditions qul en
rendraientla production nécessaire, nousavons certainementle
droit de considérer ce phénomeéne comme un fait possible dans
la réalité physique. Maintenant nous nous poserons et traite-
rons théoriquement cette guestion : Etant donné un ressaut,
quelles relations doivent exister entre les quantilés qui défi-
nissent le courant, aux environs du lieu ou il se produit?

83. Relation enire les profondeurs immédiatement avant el
aprées le ressaut., — Considérons une portion de courant d¢-
couvert, comprise entre les sections transversales A, B,, AB
(fig. 48), trés-voisines 'une de l'autre, dans lintervalle des-

Fig. 5. quelles s’effectue un ressaElL super-

e ficiel : appliquons au systéme ma-

1 tériel liquide A, B, AB le théoréme
v des quantités de mouvement pro-
jetées sur I'axe du courant. Pendant
un temps trés-court 6 ce systeme
aura changd de position etsera venu
en €, 1, CD; en vertu de Ja perma-
nence supposée dans le mouvement, il y aura en chague

D
S TRRSERR
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point de la partie intermédiaire C, D, AB, au commencement
etdalafin du temps 6, des masses égales animées des mémes
vilesses; dans ce temps 9, la variation de la quantité de mou-
vement projetée, apparienant au systéme matériel A,B, AB,
sera donc égale a la quantité de mouvement de la tranche
finale ABCD, moins celle de la tranche initiale A, B, C, D,.
Evaluons ces deux quantités de mouvement.

Soienta cet effet w un élémentsuyperficicl de AB et v la vitesse
du filet qui le traverse; ¢ 0 sera la longuecur parcourue par ce
filet entre AB et CD, dans le temps 8; wv0 sera le volume «’un
cvlindre ayant w pour base el cette longueur ¢f pour hauteur.

Ennommant Il Ie poids du métre cube de liquide, g wef estla
o

I .
masse correspondante, — wv?d la quantité de mouvement; donc
IS

sil'on désigne par 2 une somme faite pour tous les éléments a,
la quantité de mouvement de la tranche finale ABCD aura pour

expression y 2wv?, Maintenantappelons U, la vitesse moyenne
dans la secti?)n AB et Q, l'aire de cette section; on aura

U, QO =2y,
de sorte que si I'on pose .

v=U + w,

w élant la différence, tantdt positive, tantdt négative, entre v
et U, on aura

U =20 (U+w)=0108+2nw,
c'est-a-dire Zmw = o. D’un autre coté
2v=Za(U +w)p=U20+20, 20w+ 2ow}
ou, a cause de 2w =o,
Zot— U010, + 2w,

Ainsi 2w différe de U Q, et le surpasse d’autant plus que les
écarts w entre les vitesses ¢ el Ja vitesse moyenne sont plus
considérables. Cependant diverses hypothéses sur la distribu-
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tion des vitesses dans une section ayant paru démontrer que
2wvisurpasse peu U] &, nous admettons I'égalité, pour simpli-
fier (*). Il serait d’ailleurs impossible, ne connaissant pas la lui
de distribution dont il s’agit (puisque le mouvement est varic),
d’avoir la vraie valeur de Zwe¢?, et nous sommes forcé de

, . USRI | /e,
nous contenter de I'expression approximative — U}, pour
o

b
représenter la quantité de mouvement de la tranche ABCD. De
méme Q, et Uy élant I'aire de la section A, B, ¢t la vitesse dans
cette section, la quantité de mouvement de A, B, C, D, s’expri-

. 16 , ; .
merait par — U] Q,, et I'nccroissement cherché, pendant le
g

temps 8, par
g
g

(II?Ql—U:QU.

Il faut égaler cette quantité a la somme des impulsions des
forces extérieures du systéme, pendant le temps 0, en projec-
tion sur I'axe du courant. Or ces forces sort : 1° la pesanteur,
dont I'impulsion projetée est sensiblement nulle, parce quele

(*) Plusieurs auteurs ont cherché a évaluer la demi-force vive (ou puissance
vive, suivant le langage adopté par M. Felanger) d’'une tranche telle que ABCD,

L, . . . na
quantité qui s’exprimerait, avec nos notations, par — 2 wv*, On a
28

S =2w(l,4+wl=0'0, +302aw +3U, Zaw! + Zun’,

ou bien en supprimant Zww (qui est nulle) et réunissant les deux derniers

termes
' =010, +Zua’(3U, +w).

De plus, la vitesse additionnelle w, tantot positive et tantét negative, peut en
genéral étre regardée comme négligeable devant 310 ; cela serait encore vrai jus-
qu’a un certain point si w prenait des valeurs notables, car certains facteurs
3 U, +w diminueraient, et les autres augmenteraient, par la suppression dew.

Done il est permis de poser simplement
Savv=U01Q, + 30, Zwn.

La somme Zwv? esl, comme on le voit, supéricure a U?Q,, tout comme Luv
Testa UTQ,; et il y a une relation fort simple entre les deux excés.

En effet, si on élimine Sww? entre la derniére équation et

Swr*=UQ + Taw!,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CANAUX DECOUVERTS. 295

poids total du systéme, cu égard au rapprochement des sec-
tions A, By, AB, est petit relativementaux aulres forces, et aussi
parce que I'axe de projection est a peu prés horizontal; 2° les
pressions qui s’exercent sur tout le contour du systéme; 3¢ le
frottement du lit. De ces pressions on peut d’abord retrancher
la pression atmosphérique en chaque point, puisque, agissant
sur un contour (ermé, elle donnerait une résultante et par
suite une impulsion nulles (n° 7); on peut aussi négliger les
pressions latérales exercées par le lit, comme normales a
l'axe, si le lit est prismatique, ou, dans le cas général, comme
s'exercant sur une surface a peu prés nulle, car théorique-
ment nous considérons les sections comme inficiment voi-
sines. Le méme fait d'une petite distance entre A,B, ct AB
autorise & négliger le frottement du lit, dont 'effet n’est sen-
sible que sur une grande longueur. Il nc reste donc finalement
4 considérer que les impulsions des pressions sur AB et A, B,,
calculées abstraction faite de la pression atmosphérique.
Soient Y, et Y, les hauteurs des centres de gravité de ces sec-
tions, au-dessous de la ligne d’eau dans chacune d’elles; si

il viendra
S ot 11 I 2 T8 o 1/ 3av
Suv :L’I.Q,—+—ﬁ:(§]mu—[_Jl.()‘l):“.Q‘i [+§ m:—r .

Cela montre que le facteur par lequel il faut multiplier UiQ, pour le rendre
égal 3 v excede Punité d'une quantité sculement égale au tiers de la diffé-

Y

[J:Il Q‘l
La derniére différence a été calculée par les auteurs dont nous parlions au
commencement de cette note, en faisant des hypothéses plausibles sur la distri-

bution des vitesses dans la section €. Suivant Coriolis et Vauthier (Annales des

rence

—1I

. , Sav’ . L
Ponts et Chaussées, 1836) la valenr de o ! serait probablement exagérce
1 1
si on la portait & 0,50, et I'on pourrait, dans les cas ordinaires, la fixer & 0,10,
w 2
1
U 1 Q!
(Voir également les Etudes théoriques et pratigues sur le mouvement des eaix

Il s’ensuivrait que ne surpasserait I'unité que de quelques centiémes.

courantes, par M. Dupuit, ainsi que les Recherches hydranligues de M. Bazin.)

Mais il faut convenir que toutes ces évaluations offrent bien de 'incertitude,
et quela différence des quantités de mouvement possedées par Ies tranches ABUD,
A,B,C,D, n'est pas encore exprimée d'une maniére qu'on doive comsidérer

comme parfaitement exacte.
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nous admettons quen AB ¢t A, B, le régime par filets paral-
leles existe, la pression suivra lu loi hydrostlatique [n°® 18,
4¢ régle), et les deux pressions auront pour valeurs I, Y, et
1IQ, Y, (n°8), ce qui donnera lieu, dans le sens du mouvement,
a une impulsion représentée par MG (Q, Y, — Q,Y,). On a donc

B 0 — 120, = 16 (2 Y, — DY,

soit, apres la suppression du facteur IT6,

(1) (U2Q,— 1020 =0,Y.— QY

I
8
Au moyen de la relation U, Q, = U, Q,, qui exprime I'égalité de
débit dans les sections A, B, ct AB, on peut aussi ne conserver
qu'une seule vitesse, U, ou U, dans cette équation, qui
deviendra ainsi

U /9, _ Q
(2) _g_<§lﬁ1>_Yﬁ90Y.,
ou bien encore

U Q, Q,
(3) = (x— KT) Yo=Y,

suivant celle des deux vitesses que ’on conservera.

Il est visible que P'une ou l'autre de ces équations équive-
lentes scra satisfaite en supposant les deux sections égales,
s0it

&21:90, Yl :YD; I-}-l—: UO;

mais on con¢oit aussi que, aprés avoir mis de coté cette solu-
tion qui reviendrail & ne pas supposer de ressaut, il puisse en
rester une autre, et il faut bien que cela soit pour qu'il existe
effectivement des ressauts. Nous allonsg, en conséquence,
chercher les conditions nécessaires et suffisantes moyennant
lesquelles on pourra satisfaire aux équations (t), (2) et (3] sans
supposer l'identité des deux seclions, ‘

Reprenant a cet effet les notations du n° 83, nous remplace-

rons d'abord, dans I'équation (1), les vitesses U, ct T, par—g—
12
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e[g, ce qui donne
, Q (1

— | — == = ngl rl'
(4) g (szl m) &Y b

Les deux membres de cette nouvelle équation peuvent étre
considérés comme des inlégrales définies, prises entre les
limites %, et /i, valeurs de la profondeur £ dans les deux sec-
tions : ainsi 'on a d’abord

,Lﬁiﬂﬁf":h‘dg
Q0 il 9

et,attendu que dQ s’exprime par { dh (*),
1 [ YhoLdh

DRV A
D’un autre ¢6té on peut écrire

hl
Y, — Q‘Y.:—f 4.0Y;
hﬂ

QY exprime la somme des moments des éléments superficiels

qui composent Q relativement a la ligne d’eau, d’ou il résulte

que,pour un déplacement dh de cette ligne, QY doit s’accroitre

de la quantité .
1

Qdh + 5 {dh3

donc on a, en négligeant 'infiniment petit du second ordre
“Ldlr,
d.QY = Qdh,

(*) Quand il s’agit d’un lit non prismatique, la diiférentielle compléte 4 Q2 a
pour valeur ( n® 83)
dQ
d Q= ldh + ——ds;
ds
majs nous admettons ici qu'on fasse I'intégration sans sortir d’un méme profil
¢en travers. Puisque tout sc passe dans une longueur censée infiniment petite,
et que la profondeur varie au contraire simultanément d’une quantité finie, il
¢st parfaitement permis de négliger les variations relatives a s devant celles qui

se rapportent a k.
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et, par suite,

h!
QQYO—Q.Y.:—f Qdh.
ha

En vertu de ces transformations I'équation (1) devient

2 hl h‘l
Q[ Ldh f Qdh.
8 Jh, Q h,

Cr
—

Cela posé, nommons

14 " ;
oy, o'y oy, a2,

By B B ey POy,

les deux suites de valeurs positives que prennent respective-

ment les éléments %{—l ct Qdh, lorsque h passe, par degrés

insensibles, de /i, a h,; soient de plus A et X' les limites supé-
rieure et inféricure du rapport variable

PO _ . L _ 2
=i =7
I'égalité précédente revient a
Q' BH+pF +L+...  ZBY
g a+ad 4o +...  Zabd

Or on sait, par une propriété bien connue des fractions, quele
(i)
quotient 5~ est intermédiaire entre 1a plus grande et la plus

. ) . 0 . .
petite valeur prise parl’une des fractions i—m ; doncil en résulte
les inégalités
Q2
g

Donc, parmi la série continue de valeurs que prend le rapport

AY]
T < 7\) > )‘,'

£

Q3 .
7 entre A = h, et h = A, (s conservant la valeur fixe qui dé-
finit la position des profils A, By, AB}, il doit s’en trouverd la

fois de plus grandes et de plus petites que %, ou, en d'autres
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iermes, les quantités identiques
Q Q@ QO 0O
I g L g
et, par conséquent aussi, Iexpression
LILY)
gQ

]

I—

doivent changer de signe lorsque la variable & qui les dé-
termine passe de /i, ak,. Cela montre également que I'expres-
sion précédente devient nulle dans le méme intervalle, c’est~

a-dire que la profondeur /' capable d’annuler % aux environs

de A, B, ou de AB, ct par la de rendre inapplicable la théorie
dumouvement permanent par filets paralléles(n° 80 ), setrouve
comprise entre A, et f,. D'ailleurs le ressaut, tel que Vexpé-
rience nous le montre, constituant toujours une augmentation
de profondeur, il faut que ’ordre de grandeur soit le suivant :

hey, N, A

Il'y a dans le résultat qu’on vient d’obtenir une corrélation
tres-remarquable avec la théorie du n° 80. Nous avons vu que
si le profil en long fictif construit avec la série des profondecurs
k' dans les diverses sections vient a couper le profil en long
du courant, déterminé parl'intégration de I'équation (§) ou(5),
le profil calculé ne peut plus se réaliser, qu’on se trouve dans
un cas d'exception, et qu'on doit forcément rejeter la formule
fondamentale du mouvement permanent varié par filets paral-
léles, comme devenant inexacte quand s prend des valeurs
voisines de celle qui répond au point d’intersection. Mais alors
il arrive précisément que la théorie du ressaut est au contraire
applicable, et qu’elle ne le scrait pas sans cela; dumoins ap-
plication en sera permise pourvu que la profondeur augmente
dans le sens du courant.

Sauf cette restriction, on conclura donc, non pas avec une
certitude mathématique, mais avec asscz de probabilité, que
le cas d’exception dont il s’agit annonce I'existence d’un res-
saut superficiel.
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Nous avons di faire ci-dessus une restriction quant au sens
dans lequel varie la profondeur : nous dirons plus loin quel-
ques mols sur le cas ou l'on supposerait une diminution au
lieu d'une augmentation,

Quand on se place dans les hypothéses du n° 83 sur la forme

3

du lit, 1a fonction -7 varie loujours dans le méme sens et croit

indéfiniment avec A : il y a donc une seule valeur 2’ de /i qui
2

puisse la rendre égale a Q, et celte valeur ne change pas
d’une section a l'autre. La condition d'existence du ressaut est
partout la méme, savoir : A, plus petit et A, plys grand que
celte constante &', ou encore, si 'on nomme [, I, les voleurs
de / qui répondent aux profondeurs /4, £,
o 04

(6) I—g—SZ;<0’ I—g—Q—l>o.
En réalité ces deux conditions n’en font qu'une a vérifier, parce
que les diverses quantités introduites dans notre calcul ne
sont pas indépendantes, mais liées par I'’équalion (4) et par [a
relation U, Q. = U, £,; on se propose toujours, €tant données
celles de ces quantités qui appartiennent a 'une des deux
sections A, By, AB, de trouver les autres. Alors il suffit de vé-
rifier 'inégalité ou entrent les quantités données, car il est
évident qu’on peut disposer de la hauteur inconnue dans l'autre

3
0
voudra, ce qui assure la vérification de I'inégalilé restante.

Les hauteurs A, et /1, élant dans une dépendance réciprogue,
il est naturel de chercher comment 'une varie avec l'autre.
Pour cela, différentions I'équation (5), en leur supposant des
accroissements simultanés dh,, dh, el laissant au contraire le
débit Q invariable : il viendra successivement

Q <1, dh, 1, d/’o) = Q. dh, — Q. dh,,

scction de maniére & rendre = aussi grand ou aussi petit qu'on

FANCHEE
LS L
dh, g 0, gl
dh, — Q¢ Q, Uz
gl ™ TG
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Oril résulte des inégalités (6 ) que le multiplicateur de & dans

Q,
Ly . dh, . . .
la derniére expression de —(ma nécessairement le signe — :
donc dh, et dh,, sont de signes contraires, c'est-a-dire que
k. et i, varient en sens inverse Pune de 'autre : 'une s’accroit
guand lautre diminue, pourvu ccpendant que le débit ne
change pas.

Nous allons poursuivre nos calculsavec I'hypothése plusres-
treinte d’une section rectangulaire de largeur constante, et,
comme toujours, & bords verticaux. Dans ce cas, les équations
se transforment en des relations expliciles entre les profon-
deurs A, et A, avant et aprés le ressgut. On a en effct

' . T o Q,__/I,_
Yn—;hu, YI——-;‘/EU go__ﬁo,

les équations (2) et (3) deviennent donc

U/ _Iy h?
—E /l—._l —;— o—m’

E(I—E>—h° l/z.;

g he) — 2h 2

soit, en faisant disparaitre les dénominateurs A, et A,, et suppri-
mant le factear f, — A,

77]0
Uo 2 :i/ll(/ll-—i—/lu),
g 2
U & — L he(h + h);
g 2
soit enfin
2
(7] W hhy— o D
g
(8) by —2 U‘dh‘:o.
o

La premiére de ces équations fera connaltre £, en fonction des
quantités fi, et U, qui se rapportent a la section d’amant A, By;
inversement, la scconde donnera /i, quand on connaitra la vi-
tesse el la profondeur pour la section d’aval; en résolvant, on
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trouvera
U’h
_—_———}l +\/ ll n
(9) 4 g
1 1 Uzh
(10) Izn:-;lzl+\/zllf+2 .

Il est nécessaire, pour qu’il y ait effeetivement ressaut,
qu’on ait i, < h,, c’est-d-dire, d’aprés les formules (g) et (10),

he— Lot \/4 B Ug”"

U‘h
b, ——/1+\/ h! + X
= ' 4 g

faisant passer le terme négatif du second membre de ces iné-
‘galités dans le premier, élévant au carré et simplifiant, on ob-
tient aisément

2 2/
prc Uit g S ULAL
£
soit, sous une autre forme,
2 bl
_ e _
(11) g/lo<0’ g/h>o

Or, dans le cas de la section rectangulaire, la quantité désignée
2

. U U
généralement par 1 — __(j devient 1 — {,/t; on retrouve donc

d’une autre maniére la condition déja démontrée, et exprimée
par les inégalités (6). On pourrait aussi vérifier trés-facile-

dh,
ment, au moyen dcs valeurs (g) et (10), que ah est toujours

négatil, pourvu cependant qu’on ne fasse pas varier le débit,
et par suite les quantités Ughy, Ui k..

Les relations (g), (10) et (r1) se mettent encore sous une
autre forme que nous allons démontrer. Nous appellerons,
comme aux n* 81 ct 82,

¢. le débit du courant par metre de largeur, ¢’est-a-dire ¢!
son débit total;
@, le rapport de la pente £ du lit au nombre b, g = 0,003924;
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z, et x,, les rapports des profondeurs £, et A, ala profon-
- deur H du régime unilorme.
On a les égalités

U=21, y=4.

de plus, I'équation du régime uniforme R{ = 5,0 (n° 73) de-
vient .
(H . ., ¢
TR T
donc on a aussi
U:_ ¢ i IH W _ (Ha
g ght bigl+2H Il I[+2H =3
U2 Ha s
g [+2H 27

La substitution de ces valeurs dans 'une ou l'autre des équa-
tions (7) et (8), aprés avoir divisé les deux membres par Ii?,
donnera

3
Z, o (X + Xp) = 2la ,
’ {+2H
ou bien

(12) :——xg+\/ 2al [,
l+2ll Zs
o 1 1, 20| T
(13) xn—*;xl+\/‘/lxl+l+2ﬂ z

De méme, les inégalités (11) deviennent

atl a’l
3 s _ 1
(t4) Ol ey T N T ey

>o0

Dans le cas particulier d’'un courant trés-large (n° 81), le rap-

ort ! différe peu de 1 et t se remplacer par ce nom
port —— re p 1 ¢t peut se remp P -

bre dans les formules (12), (13) et (14). Si 'on supposait en
outre 4, = H, il faudrait faire z;, =1, et I'on trouverait

115) :-——+\/4+2a,
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la premiére des inégalités (14 ) donnerait d’ailleurs comme con-
dition du ressaut

(16) a*>>1 ou bien 12> 0,003924.

Applications numériques. — On trouve, dans les Recherches hydrau-
liques de M. Bazin (p. 2g2 et 293}, un tableau d'expériences qui permet
de vérifier les formules (9) et {10}, car il donne les hauteurs A, ct £,
ainsi que les vitesses U, et U,, observées dans des canaux & seclions ree-
tangulaires. Nous avons fait porter la vérification sur la formule {g), en
comparant lcs valeurs de /4, fournies par le calcul et par P'observation.
Nous nous sommes d’ailleurs borné aux séries n™ 92 el 93 de M. Bazin.
Yoici le tableau des résultats.

DONNEES RELATIVES PROFONDEURS /i, ;

NUMEROS | i ]a scetion d'amont. dans la section d’aval ERREURS ‘

des e np—— relatives ‘

expériences. ) 1084 en muins.
. h, } it} Calculées. Observées.
| 25
| I

|

Série n° 92. *

1

m m m mn i
1 0,040 0,148 0,190 0,224 0,15
2 0,127 0,210 0,208 0,285 0,08
3 0,174 0,219 ‘0,326 0,342 0,00
4 0,186 0,250 0,348 0,377 0,08
5 0,209 0,253 0,367 0,450 0,18
6 0,213 0,298 0,409 0,434 0,05
1 0,241 0,282 0,415 0,497 0,07
8 0,261 0,286 0,431 0,499 0,1}

Série n° 95.

1 0,740 0,456 0,86y 1,017 0,13
2 0,430 0,681 0,888 0,915 0,03

On voit, par ces chiffres, que la formule (9) conduit & des erreurs par-
fois assez considérables, mais cela tient aux imperfections de 'expérience
en méme temps qu’'a celles de Ja théorie. Comme 'a remarqué M. Bazir,
1l s’en faut de beaucoup que le phénomene du ressaut ait la simplicité que
nous avons di lui supposer pour le soumettire au calcul : il est presque
toujours accompagné de fluctuations et de bouillonnements qui rendent le
mesure des profondeurs trés-difficile et trés-incertaine. Il y a toutelols
lieu de remarquer aussi que les erreurs théoriques, d'apres le tableau ci-
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dessus, sont toutes dans le méme sens et conduisent & des profondeurs A,
trop faibles. Cela tient sans doute, au moins en partie, & ce que nous avons
remplacé la quantité de mouvement des tranches ABCD, A, B,C, D, ( fig. 48,
p.2g2) par des valeurs inférieures aux valeurs réelles, ainsi qu'on I'a

2}10

montré plus haut. Le terme 2 , sous lo radical de la formule {9), de-

vrait en conséquence étre affechté d’un coefficient plus grand que l'unité;
el si l'on en connaissait la valeur exacte en fonction des données (ce qui
n'est pas, malheureusement ) on aurait le moyen de corriger et d’atténuer
les différences dont il s'agit.

88. Perte de charge éprouvée par le liquide dans le ressaut. — Le
théoréme de Bernoulli, appliqué a4 une molécule pendant son passage de
la section A B, & la section trés-voisine AB (/fg. 48, p. 292), donnerait,
en appelant § la perte de charge,

vy

28 285

- ——/Ll—}—}zn—g,

car les niveaus piézométriques, au point de départ et au point d’arrivée,
sont 4, et A, de sorte que la charge s’exprime par £, — %,. On tire do &
72 2
= U U + hy,— kg

2g
d'un autre coté, les équations (7) et (8) du n° 85 peuvent s'écrire
U A

b A '}
(B =Py vg 4/¢ (b, 4 &),

U _
28 4/1

d'ou nous déduirons

o m h h
25’_2{,’ Z(Il +}l )(/’ —;U> 4/1 (h +/In/ (bl_llo)

o i
Donc enfin

C g (A o (= ) — (B — By)

1
= /}I|/1U (ll' _/lﬂ)[(lll +/10)7— 4/[./10_1’
ou bien
(h\ — l[g )3
TGkt

Cette perte de charge est toujours réelle et positive dans le cas d'un
ressaut constituant une augmentation de profondeur; mais son évaluation
se ressent nécessairement des incertitudes qui affectent la formule du res-
saut, dont elle est une consequence

II. 2% gpit. 20

»
<
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87. Du ressaut d’abaissement. — Uno chose digne de remarque, c'est
que si l'on supposait 2, > 4,, de maniére qu'en suivant le fil de I'eau on
rencontrit un abaissement brusque de la surface, rien ne serait changé
dans les calculs du n°® 83, sauf le sens des inégalités (6) et (11). Tl ne
semble donc pas absolument impossible qu’un ressaut de cette espéce
existe dans un courant; toutefols nous n'avons a cet égard qu'une pré-
somption théorique, et, avant de 'admettre comme suffisamment établie,
on doit attendre qu'un observateur & venir en ait montré la réalisation
matérielle.

Une objection sérieuse se présente @ priori contre la possibilitd des
abaissements brusgues, et les rend peu probables, il faut le reconnaitre :
c'est que la perte de charge & (n° 86) deviendrait négative, que par con-
séquent elle se changerait en gain, et que la viscosité aurait du faire un
travail positif (n°43) pendant le passage d'une molécule entre les sections
extrémes du ressaul. Or on est habitué & regarder la viscosité comme une
force analogue au frottement, produicant toujours en somme un travail
négatif. Mais ce n’est pas encore 13 une preuve absolue : outre que Pexpres-
sion de & peut donner matiere au doute, la nature des actions moléen-
laires dans un liquide est en définitive trop mal connue pour gqu'on soit
complétement sir du signe de leur travail. Les actions intérieures pro-
duisent bien un travail moteur dans un ressort qui se détend : I'ean, qui
est aussi pourvue d’une élasticité propre, ne pourrait-elle pas agir parfois
4 la maniere d’'un ressort?

88. Usage des formules du ressaut et du mouvement perma-
nent varié par filets paralléles, pour déterminer le profil en
long d’un courant permanent. — Voici quelles sont le plus
ordinairement, dans la pratique, les circonstances ou 1'on pent
avoir a rechercher le profil longitudinal affecté par 1'eau qui
coule dans un canal découvert. On a un cours d’ecau naturel
présentant, sur une certaine étendue, des profondeurs assez
faibles, et, soit pour le rendre navigable, soit pour créer une
dérivation, il est reconnu qu’un barrage doit étre établi sur ce
cours d’eau, en un point donné; de 1a résultera un exhausse-
ment général de niveau, dont il s’agit de se rendre compte
avant la construction effective du barrage, afin d’avoir la cer-
titude que cet obstacle apporté a I’'écoulement n’entrainera
pas comme conséquence Pinondation des propriétés rive-
raines, ou un trouble préjudiciable aux intéréts publics et
privés qui ont quelques rapports avec la riviére en question.
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[l faut done que lingénieur chargé d'une telle étude soit en
mesure de calculer le profil en long qui doit se produire quand
louvrage projeté aura ¢té construit. Les données dont il dis-
pose sont : le débit du courant, le niveau pris a peu de distance
en amont du barrage (*), enfin la connaissance de I'état pri-
mitif des choses et la définition compléte du lit.

Nous supposerons que I'exhaussement soit assez sensible
pour que le niveau derriére le barrage soit au-dessus des deux
profils fictifs tracés avec les séries des profondcurs A" et H
(n°80); nous raisonnerons aussi, en premier lieu, dans ’hypo-
thése d’un lit prismatique a pente constante comme ceux qu’on
aconsidérés au n° 83, ce qui nous permettra d'appliquer divers
théorémes démontrés spécialement pour cette espéce de lits.
Cela posé, deux cas sont encore & distinguer,

Previer cas t H>>A’.— Ce cas répond {n°83)a un lit modéré-
ment incliné, dont la pente se trouve au-dessous d’une limite
ala rigueur variable, mais au moins égale & b, g (ou 3=,92 par
Lilométre, en supposant b, =— o,0004 ). Alors l¢ point extréme
du profil, a quelques métres du barrage, appartient a la bran-
che A;, puisque la profondeur correspondante dépasse H: on
calculera done les ordonnées de cette branche, suivant la
forme de la section transversale, en employant les moyens in-
diqués aux n°* 80, 81, 82, 83. Il arrivera, en général, sauf dans
certains cas pour ainsi dire singuliers, que cette branche se
prolongera jusqu'a linfini vers amont, et par conséquent
qu'elle constituera seule la totalité du profil cherché; la sur-
face de I'eau se rapprochera indéfiniment du plan du régime
uniforme, et elle en arrivera d’autant plus prés que le lit s’é-~
tendra plus loin vers I'amont, sans présenter aucune discon-
tinuité qui vienne troubler la loi de I'écoulement et rendre
nécessaire la formation d’un autre protfil. Ce sera le cas du
naccordement asymptotique, et il se produira fréquemment
dans les cours d’eau de quelque importance, car les pentes

(*) Etant donnés le débit et Ja longueur du déversoir formé par le barrage,
les formules du n® 30 permettent de caleuler la charge lotale au-dessus du seuil
de ce déversoir, et par suite la profondeur du courant a une faible distance

en amont de l'obstacle.
2.0.
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supérieures & 3™,92 par kilométre ne s’y rencontrent guére
que par exception.

Decxiime cas : II < /. — Comme, dans ce cas, la pente dulit
est assez forte, le profil appartient a la classe B (n°83); a l'ex-
trémité aval, la profondeur étant par hypothése supérieure i
le dernier point se trouve sur la branche B,; puisque d'ail-
leurs cette branche est limitée vers 'amont, elle ne pourra
former le profil en long que sur une certaine Jongueur, en
conservant partout des profondeurs plus grandes que &', Si le
lit dépasse cette longueur, il faudra nécessairement admettre
(ct les expériences de Bidone semblent nous y autoriser suf-
fisamment) que les profondeurs dans la partie située plus en
amont n’aticignent pas /’, et que le passage de ces profon-
deurs & celles de la branche B; existant vers 'aval, s'effectue
par un ressaut brusque. De celte manicre, effet du bar-
rage ne se ferait sentir qu’a Paval du ressaut; les profondeurs
en amont resteraicnt ce qu'elles étaient dans I'état primiuif.
Quant & la hauteur et & 'emplacement du ressaut, leur déter-
mination pourrait s’effectuer par tilonnement : se plagant en
un point quelconque de la branche B;, on prendra sa profon-
deur pour la valeur de £, & introduire dans les formules du
ressaul (n° 83); on calculera la profondeur A, correspondante,
et on tracera un profil avec toutes ces profondeurs A; le
point ol ce profil rencontrera celui de la surface primitive de
I'eau sera 'emplacement demandé, et la hauteur du ressaut
sera la valeur de &, — A, pour le méme point de rencontre.

Nous étendons ces résultats, par induction, au cas d'unlit
a section et a pente variables, cas pour lequel on devrait ap-
pliquer la théorie et les formules du n° 80. Si la pente est
partout assez faible, le profil fictif des profondeurs H sera
partout situé au-dessus de celui des profondeurs £'; dés lors,
comme on part de 'aval, 3 proximité du barrage, avee un ni-
veau plus élevé que celui de ces deux profils, on pourra re-
monter indéfiniment vers 'amont, en calculant la courbe de
la surface, sans que cetle courbe coupe 'un ou l'autre des
deux profils en question : on aura donc obtenu de cette ma-
niére la figure véritable du courant relevé par le barrage. 5i
au contraire quelques portions du lit présentent des peutes
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assez fortes pour faire passer le profil fictif des H au-dessous
du profil des /', ce dernier pourra couper la surface calculée;
un ressaut se produirait aux environs du point d’'intersection,
de sorte que la surface primitive subsisterait en amont, et que
'effet du barrage se ferait sentir seulement en dessous. Le
lieu exact du ressaut et sa hauteur se détermineraient encore
par titonnement. Mais, comme nous I'avons déja dit, ce ne
sont la que des inductions : elles pourront se vérifier souvent
et aussi se trouver quelquefois en défaut. ‘

Parmi les données du probléme dont nous venons d’indi-
quer succinctement la solution, se trouve la condition d’un
débit déterminé et indépendant des altérations de hauteur
quon fait subir & une partie du cours d’eau. Cela peut étre
aiusi quand I'slimentation du courant est fournie en un point
assez éloigné du barrage pour que I'influence de celui-ci ne s’y
fasse plus sentir, ou bien quand elle provient du libre déver-
sement d’un hief supérieur assez élevé pour que le barrage ne
modifieque lahauteurde chute. Mais on concoit sans peine d’au-
tres modes d’alimentation au point extréme d’amont; Ie mode
d'évacuation au point extréme d’aval peut également chan-
ger, et de 'un ou 'autre de ces changements il peut résulter
que le débit ne soit plus déterminé & priori, comme nous
Favons admis. Si donc on veut poser dans les termes les plus
généraux le probléme consistant a rechercher la figure du
profil en long d’un courant découvert, dont I’état serait d’ail-
leurs permanent, il faut, comme M. Boudin (*), adopter"énoncé
que voiei :

Connaissunt complétement le lit d’un courant découvert
permanent, ainst que les disposilions prises pour assurer
Ualimentation et ['évacuation, déterminer le débit du cours
d’eau et le profil longitudinal de sa surface libre.

Comme type suffisamment général des circonstances qui
ont lieu dans les sections extrémes, on peut supposer, par
exemple : 1° que U'entrée du canal est fermée par une vanne
qu'on reléve plus ou moins, de maniére a passer progressive-
mentd’une ouverture trés-faible a une prise d’eau parfaitecment

[+ Mémoire déja cité dans la note de la page 274.
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libre; 2° que la section de sortic débouche dans un réservoir
dont I'’eau formera comme une espéece de retenue, et dont on
aura la faculté d’abaisser progressivement le niveau, depuis un
certain maximum d’élévation jusqu’a un autre point tel qu'aw-
cune résistance a4 I'écoulement n’existe plus en aval, et que
celui~ci se produise comme un déversement dans l'atmo-
sphere.

Le probléme ainsi posé conduit & examiner un assez grand
nombre de cas particuliers dont la discussion, trés-difficile, a
été présentée par M. Boudin avec beaucoup de talent et de
sagacité; mais, malgré les progrés incontestables qu'il a réa-
lisés, nous ne croyons pas qu’il ait réussi a dissiper tous les
nuages. La théorie générale du mouvement de I’eau dans les
capaux découverts a un défaut grave, qu’il faudrait d’abord
pouvoir corriger : elle suppose & priori I'existence de cer-
tains phénoménes et en étudie particllement les lois, mais
d’une maniére trop incompléte pour permettre den assigner
les conditions nécessaires et suffisantes. Tout au plus elle fait
parfois connaitre des conditions nécessaires; mais jamais on
n’a le droit rigoureux de dire que leur accomplissement en-
trainera la production réelle du fait supposé. Pour n’en citer
qu'un exemple, considérons le phénoméne du ressaut; la
théorie nous apprendra que le ressaut est impossible si, dans
une section prise en amont et dans le voisinage, la vitesse U,
la surface Q, de la section, et la largeur {, au niveau du cou-
rant ne satisfont pas a 'inégalité

Uzl
1— —" < o;
g
elle gjoutera encore que si le ressaut existe réellement, la
2]
quantité analogue 1 — g.i)‘" calculée pour la section d’aval,
[}

devra au contraire étre positive. Mais cela suffit-il, et, dans le
cas de la négative, que faut-il de plus? La théorie ne répond
pas a cette question, et il en est presque toujours de méme
dans tous les problémes d’Hydraulique : le fait de la perma-
nence y est lui-méme admis assez ordinairement sur la foi de
présomptions plus ou moins incertaines. Cela vient peut-¢ire
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de ce qu'on n’a guére étudié les mouvemenls non perma-
nents, ni la variation conlinue avec le temps, qui peut faire
passer un liguide soit de 1'état d’équilibre & un état de mou-
vement permanent, soit d'un mouvement permanent a un
autre (*). Quoi qu’il en soit, le défaut existe, et malheureuse-
ment les indications de I'Hydraulique expérimentale sont en-
core si peu nomhreuses, si dépourvues de lien mutuel et de
coordination, qu’elles ne peuvent guére suppléer a I'insuffi-
sance de la théorie. Il est résulté de 1a que M. Boudin a da
souvent conclure de la possibilité d’'un mode d’écoulement a
saréalité : une cerlaine inquiétude peut donc subsister dans
l'esprit de son lecteur quand il ne s’agit pas des cas simples
{comme ceux que nous avons traités au commencement de
cet article), que la vue, pour ainsi dire journalicre de ce qui
se passe dans les cours d’eau, nous a rendus familiers, en con-
firmant au moins les résultats généraux fournis par les induc-
tions théoriques. Et celte inquiétude semble d’autant plus
permise que la théorie, méme en la laissant sur le terrain ol
les auleurs ont jusqu'a présent voulu la placer, demeure en-
core sujette a des objections sérieuses : la loi du frottement,
surtout dans le mouvement varié, est connue d’une maniére
fort incertaine; la substitution de la seule vilesse moyenne
aux vitesses variables des filets qui traversent une méme sec-
tion, le défaut de parallélisme, les mouvements irréguliers
produits par les aspérités, etc., sont autant de causes d’erreur
dont il serait difticile de préciser 'importance.

Aussi ne croyons-nous pas devoir suivre M. Boudin dans
les détails minuticux et délicats qu’exige sa discussion, quoi-
quil I'ait restreinte au cas des lits prismatiques doués des pro-
priétés que nous avons définies au n°® 83. Nous traiterons ce-
pendant un exemple particulier d’'une maniére a pea prés
conforme a ses indications, afin de montrer les difficultés que
présentent les problémes de cette nature, et la maniére dont

(*) Tout le monde admet aujourd’hui qu’on ne saurait guére aborder les
questions que souléve 1'étude un peu approfondic des machines, avec la seule
connaissance de la Statique, et qu’il faut y joindre celle des lois du mouve-
ment. 11 en est un peu de méme ici, car le mouvement permanent a quelque
ressemblance avec 'équilibre, et sa théorie est comme une espéce de statique.
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I'état actuel de la science permet de les résoudre ou, pour
parler plus exactement, de s’en affranchir au moyen d’hypo-
théses plus ou moins probables.

BY. Profil d’un courant rectangulaire de granrle largeur, alimenté par

ur vannage €l s¢ versant dans wun réservoir inféricur. — Soit donné un
. . \ . i 2 s mivn:
réservoir R (fig. 49) fournissant Peau & un autre réservoir R', de niveay
Fig. 49-

TR W A

nécessairement inférieur, par l'intermédiaire d’un canal découvert, Un
vannage sépare le canal du réservoir alimentaire et permet de faire va-
rier Vorifice «5; cet orifice est évasé vers I'intéricur, de maniéred éviler,
autant que possible, toute contraction de la veine liquide aprés sa sortie.
Le canal est supposé avoir une section rectangulaire avec bords verti-
caux, une pente constante, et (afin de simplifier les calculs) une largear
indéfinie; sa pente ¢ par metre sera fixée en donnant le rapport &° (n° 81)
ézal a é Le niveau dans R étant censé invariable, il s'agit d'indiquer le
débit et le profil qui doivent se produire dans chaque cas, suivant la evée
de vanne 4f et la cote plus ou moins grande du niveau de R’, relativement
au plan de comparaison NN.

La cote c, relativement an méme plan, de 'origine § oti commence le
fond du canal, nous servira d'unité de longueur; c'est-a-dire cue dans
tout ce qui va suivre les dimensions linéaires s’exprimeront par leurs rap-
ports avec c. Nous adopterons en outre les notations des n® 80 et 81,
sauf les modifications spécialement indiquées.

Avant d’aller plus loin, il convient de signaler d’abord les trois modes
d'écoulement différents que peut avoir le liquide sortant par une ouver-
ture telle que «6.

PREMIER MODE : Orifice noyé. — L'eau du canal vient mouiller la paroi
extérieure du réservoir R au-dessus du point «, et la veine s'¢coule sous
cette eau. Si 'on nomme

z la levée de vanne;

4 la hauteur dont le niveau, & l'origine méme du canal, dépasse e

point a;
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la vitesse de sorlie en o8 sera due a la charge 1 — (z+ &), et la dé-
pense ¢ par unité de largeur se calculera au moycn dc la formule

1) g=2V2g (1—z—4).

La hauteur H du régime uniforme répondant & ce débit doit vérifier
(n° 73) la relation ’
= bl 7"
ou, & cause de { = b, g,

2

(2) e =L =az(1—2—#);
‘ g

de 14 résulte la valeur de H et aussi celle de la profondeur remarquable
I =Ha.

La valeur attribuée au rapport ' rendant seuls possibles les profils de
la classe A (n° 83), on doit se demander & quelle branche appartient le
premier point du profil, aprés la sortie de la veine. Pour cela on cherchera

7 -
2

les rapports stk ok

A7 H
mencera par un point de la branche A, si l'on a

» et leur grandeur décidera la question. On com-

A
Lo

on sera sur la branche A, quand on aura les deux conditions

24 A z 4+ 4 .
7 >1 et H <13
.z k . . . .
enfin si atteint ou dépasse 'unité on commencera par un point des

H
lignes A, ou A,. Ces inégalités se transforment en mettant pour 2’ et H

leurs valeurs tirées de I'équation {2); on obtient ainsi les suivantes :
Profil commencant sur A,

(3) (z4AP <22 (1—2z—4);
Profil commengant sur A,,
[§) (24 AP>as (1—s— k), (2P < 52—z — k)
Profil commencant sur A,
r \ 2 / \
(5) (z4+ AP = 522 (1—2—4);
e
Profil commencant sur A,

{6) (z+£‘)1>%z’[1—z—ﬁ).
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Lorsque z sera donné, ces inégalités détermineront les valeurs limites
de 4 ou de z + 4 pour lesquelles auront lieu les changements de branche.
DEUXIEME MODE : Orifice & fleur d’eau. — Ce mode se produit quand
le point « affleure exactement le niveau du courant a son origine; c’est
un cas particulier du mode précédent, qui répondrait & 4= o. Les for-
mules (1) et (2) ci-dessus trouvées deviennent alors :

(
(

les conditions exprimant qus le profil longitudinal commence sur telle ou
telle branche se simplifient d’ailleurs beaucoup, et 'on a:
Si le point « se trouve sur A,

) g=2vV2g(1—z},
) Ba* =227 (1—32);

~

®

(9) 2 <2z'{1—1z) ou z<§;

Si « se trouve sur A,,

) 2
22> 22 (1— z) ou z> 37
{10)
2 2
P = 21— 2
2 <52 z) ou <2+a“
Si 2 se trouve sur 4,
2 2
S — z° — =
(11) z . (1—z) ou 3 gyt
Si 2 se trouve sur A,
3 2 2 -~ 2
— 2 (1 ~— S ——
(12) > (1—z) ou z> b

Lorsqu’on discute les grandeurs successives de la dépense ¢, en faisant
varier z dans la formule (7), on reconnait sans peine que ¢ augmente de-

. . P 2 . .
puis z — o jusqu’a z = 37 valeur qui donne un maximum

; R T
(13) 7' = —=V2g;

3y3
puis, si z augmente au dela de %, la dépense diminue et devient nalle

pour z =1, comme elle I'était pour z = o. On comprendrait cependant
difficilement que, toutes choses restant d’ailleurs les mémes, un exhausse-
ment de Ja vanne pit amoindrir la dépense, puisqu’il semble tendre, au
contraire, & diminuer un obstacle qui génait la sortie de l'cau. On con-
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coit mieux I'explication que voici : lo deuxiéme mode d’écoulement ne
peut se produire avec une dimension «8 ou z supérieure 3 3 , que si lare-

tenue créée par les circonstances d'aval se fait sentir jusqu a Jextrémité
d’amont, ot oblige z & prendre une valeur de cet ordre; la vanne perd
alors toute influence sur le débit, qui s’effectue comme s'il y avait une
prise d'eau parfaitement libre, obtenue par la suppression du vannage.
In d'autres termes il faut, dans I'hypothese du deuxiéme mode, oter la

2 . s . .
vanne pour rendre z plus grand que 3¢ son existence n’est a considérer

que pour les levées n'atteignant pas cette limite.

TROISIEME MODE : Orifice en partie découvert, — On observe quelque-
fois une chute ou dépression assez sensible ala surface de la veine, aprés
qu'elle a traversé le plan «6. 11 existe alors une certaine partie de 1’0r1ﬁce,
vers la région supérieure, dans laquelle la pression opposéc & I’écoulement
n'est plus représentée par une colonne s'élevant jusqu’au niveau du point
«, comme cela devrait étre (n°28) pour justifier laformule (7);1la pres-
sion dont il s’agit se rapproche plus ou moins de la pression atmosphé-
rique, et le débit devient plus grand que zy2g (1 —z). Le plan «6 se
trouve donc divisé en deux parties, dont I'une celle du dessus ) fonctionne
& peu prés comme un orifice découvert et versant librement dans 1'at-
mosphére, tandis que Tautre fonctionne comme un orifice a fleur d'eau.
Cest le cas mentionné & la fin du n° 28, dans lequel nous n’avons pu in-
diquer une formule bien certaine pour le calcul du débit. En appliquant
Ja régle que nous avons posée, el nommant

m le coefficient de dépense applicable & la partie supérieure (lequel
serait ici vraisemblablement assez rapproché de l'unité),

z' la profondeur dans la section la plus étranglée, auprés delorifice «f,

on arriverait 4 'expression

(14) quz—z lzg( )+z (1—2')

1l serait bien nécessaire, pour la discussion du probléme qui nous oc-
cupe, de savoir au juste les conditions qui entrainent I'existence de chacun
de ces trois modes; mais nous n'avons sur ce sujct que des notions trés-
incomplétes, et nous ne pouvons que nous livrer a des conjectures. Nous
sommes portd & croire que le sccond mode tend naturcllement & se pro-
duire quand aucun obstacle ne géne le liquide apres sa sortie du réser-
voir R, puisque 'évasement de lorifice le dispose sous la forme d'un
faisceau de filets paralléles, coupant normalement la surface «f, et que
les circonstances initiales paraissent ainsi coTncider avec ce gqu’exige
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le second mode. On comprend aussi qu'une retenue suffisante, exercée
par une cause quelcongue, peut forcer la veine & se gonfler immédia-
tement, au point de lui faire prendre, dans le plan «6 lui-méme, une sec-
tion plus grande que l'orifice : on obtient alors le premier mode. Quant
au troisiéme, l'analogie porte & supposer qu'il cst, au contraire, amené
par une certaine insuffisance de la retenue; il se produit certainement
quelquefois, d’aprés I'observation, et il y a des cas ol la supposition de son
existence devient presque forcée, parce que c’est la seule maniére de
rendre possible la formation, dans le canal, d'un profil cn long per-
manent : il faut alors opter entre la négation de la permanence et I'hypo-
thése du troisiéme mode. Les lacunes de I'Hydraulique théorique ou ex-
périmentale ne permettent peut-étre pas de faite un choix bien motivé;
mais au reste, en prenant une valeur de &* inférieure a I'unité, nous avons,
en fait, écarté la nécessité de cette alternative. e troisieme mode figure
donc ici pour mémoire; nous ne supposerons que les deux premiers, en
choisissant le scecond de préférence et n’ayant recours au premier que
dans les cas ol l'autre deviendrait inadmissible.

Nous devons reconnaitre que les explications précédentes ont quelque
chose d’extrémement vague ; elles se préciseront toutefois un pen plus par
les développements qui vont suivre.

Circonstances compatibles avec le second mode, — Commengons par
supposer, jusqwa preuve contraire, que 'écoulement se fait suivant le
second mode. Pour étudier le profil en long qui doit se réaliser dans
cette hypothése, il faut encore distinguer plusieurs cas, suivant celle des
conditions (9), (10), (11) et (12) & laquelle satisfait la valeur de z. Comme

. I . .
nous avons pris ¢* = —; nous rencontrons ainsiles cas ol 'ona:
2

2 7 A . 7 (" -
z < 3 c’est-a-dire le cas d’une vanne effective;

2

3

2= 31 d’eau complétement libre et d¢-
J

z compris entre = ct é’
e

valeurs réalisables dans une prise

L. 4 pourvue de vanne.
Z superieur a 5,

Soit d’abord z < %: et prenons, pour fixer les idécs, z = 0,20, valeur
4 laquelle répond, d'aprés la formule (8),
H - 0,128 = 0,4 {2 = 0,50397.

Le premier point e du profil cherché se trouve sur la branche A, ; mais
comme cette braoche est limitée vers I'aval par une croupe analogue a C
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(fg. 46, p. 255) qui empéche de se prolonger au deld, elle ne pourra
former la totalité du profil que si le canal est assez court : la distance
de cette croupe au point « se calcule en effet par I'équation (12) du n° 81,

qui, si I'on y fait
T = a = \/

n=02ot \S/E — 0,39685,

2

= 0,79370,

N =

.
i= - b, g = 0,0002 < 9,81 0,001962,

H _ o0,503968 256,865,

i 0,001962

donnera, pour Ja distance en question,
s — 5, = 256,865 x 0, 12962 = 33,3.

(’est la limite que ne devrait pas atteindrela longueur du canal pour per-
mettre a la branche A, d’exister toute seule; il faudrait encore, bien en-
tendu, que le niveau du réservoir d’évacuation ne fit pas supérieur au
point extréme de la courbe ainsi déterminé, car autrement l'eau de ce
réservoir envahirait le canal et modifierait la surface libre, au moins par-
tiellement. Si cette double condition était remplie, 'excés de chute dis-
ponible & 'extrémité d'aval (sauf le cas du raccordement exact) détermi-
nerait probablement une petite dépression locale, analogue acelle qu'on
remarque en arriére du seuil d’'un déversoir.

Sans nous arréter plus longtemps au cas peu pratique d’un canal trés-
court, nous supposerons dorénavant la longueur notable et la prendrons
égale & 5o0o. Dés lors, si I'on admet qu'un mouvement permanent doit
s'établir nécessairement lorsqu’il est possible (bien que les données théo-
riques ou expérimentales nc permettent guére de le démontrer), pour
quun profil compatible avec cette hypothése puisse s'étendre jusqu’au
bout du canal, il faudra qu'un ressaut se produise avant d’arriver & la fin
de la branche A, et fasse passer le niveau en un autre point situé sur
I'une des branches A,, A, ou sur la droite A, du régime uniforme. Cela
n'a rien d'impossible & priori, puisque la profondeur du courant com-
mence par étre inférieure & 2', et qu'on salisfail ainsi a la condition in-
diquée par la théorie du ressaut (n® 85). Les profondeurs avant et aprés
le ressaut étant désignées par H.r,, Hr, les rapports x,, x, devront vérifier

les formules (12) et (13) du n° 83, lesquelles deviennent, quand on y fait

1
:oc,a3:—,

1 I 1
(15) xl:_;xa+\/zx:+a7
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et

(16) r‘,:—gx.+\/%.r':+xl-

Quand on veut que la profondeur immédiatement au deld du ressaut
soit H, il faut faire =, =1, et la formule (16) donne alors

1 5
(17) xoz—;—k\/Z:o,GISoM....

La distanee entre le point « et celui oui la profondeur devient Hax, se cal-
cule par la formule (12) du n° 81, comme on I'a montré tout a I'heure
a Poccasion de la croupe C: il faut mettre au lieu de x la valeur x, qu'on

. . H
veut choisir, et au lieu de «, et - les valeurs déja employées. Avec cette

formule et la formule (17) ci-dessus, on obtient sans difficulté le tableau
suivant :

RAPPORT Z, RAPPORT ‘ DISTANCE !
immédiatement immeédiatement . du ressaut
avant le ressaunt, apras le ressaat. f & loriglne .

0,39685 1,4013 ! 0,0
0,45 1,2826 : 6,3
v,50 1,1861 ‘ 11,9
0,55 1,1012 17,2
0,60 1,0367 22,2
0,618034 1,0000 i 23,8

Tous les nombres de la seconde colonne dépassent on atteignent I'unité:
donc si le ressaut se produit entre l'origine et le point qui en serait
séparé par la distance 23,8, il aura pour effet de porter le niveau sur la
branche A; ou sur la droite A,.

La profondeur Hz aprés le ressaut étant connue, on pourrait, toujours
par application de la formule (12} du n® 81, trouver la profondeur dans
la section exiréme d’aval, et en conclure la cote du nivean dans le réser-
voir R’ correspondante & chaque hypothése faite sur x,, c'est-d-dire sur
I'emplacement du ressaut. Soit, par exemple, x, = 1,4013, ce qui sup-
pose le ressaut placé immédiatement aprés le point «; dans la formule
citée on devra substituer

H . N

7= 256,865, z,=1.,4013, 5 —s,= 500, «'= 3

ot 'on trouvera
500

e =X — —Lyay4 Ly
256,865 — £ LA013 — o (#) + e (dord),
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roit, en cherchant J (1,4013) avec le secours de la Table TV et réduisant,

z— iq‘ (x) = 3,1963.

Cette équation se résout par tatonnement; elle donne
x = 3,2207,
d'ot résulte Ja profondeur & I'extrémité d’aval
Hzx = 3,2207 < 0,503968 —=1,6231,
etla co-te du niveau au-dessus du plan de comparaison NN
14 500{ — Hr =1,9810 — 1,6231 = 0,3579.

L'hypothése x, = 0,618034, donnant 2, = 1, conduit & unc cote d’aval
égale a 1,9810 — H =1,4770; toutes les hypothéses intermédiaires entre
z,= 0,618034 et z, = 0,39685 conduiraient, par un calcul analogue au
précédent, a une cote du niveau d’aval comprise entre 1,4770 et 0,3579.
Réciproquement, on congoit sans peine que si 1a cote du niveau d’aval est
donnée entre ces deux limites, on pourra, par titonnement, trouver
la valeur de z, qui répondrait & cette cote; on aurait alors un profil en
Jong ainsi composé :

Depuis la profondeur 0,39685 H — 28,

jusqu’a la profondeur Hz,......... Portion de la branche A,;
A la suite du point précédent, pour

passer a la profondeur Hx ....... Ressaut superficiel;
A partir de la profondeur Hez, jusqu’a

lexirémité d’aval................ Portion de la branche A,.

Les valeurs de x, supérieures & 0,618034. .. et inférieures a a (limite
quirépond a la fin de la branche A,) donnent x, < 1, ¢t, par conséquent,
le niveau du courant commence par étre sur la branche A,; & la suite du
ressaut. Mais avec un lit tant soit peu long, comme celui que nous avons
supposé, le moindre excés de .z, sur 0,618034. .., en produisant un exces
de méme ordre de 1 sur z,, aura pour conséquence de placer trop prés
du ressaut la croupe verticale (point C de la_fig. 46, p. 255} qui termine les
branches A, et A, (*) : de cette manicre le profil serait impuissant a se

(™) Soit, par excmple, x, = 0,625 : on trouvera x, = 0,9904; la distance de
la profondeur Hex, & l'origine «& du courant sera 24,/; la distance de Hx, a la
croupe qui termine la branche A, et ou la profondeur est He = A’ aura pour
valeur 8G,9. Le profil ne pourrait done s’étendre que sur une longueur totale

égale 4 24,4 + 89,9, soita r14,3.
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prolonger jusqu'a V'extrémité du canal. Si donc nous avons trouvé les
valeurs de z, et de x,, respectivement trés-peu différentes de o0,618034
et de 1, qui produiraient a 'extrémité d’aval une profondeur 2'=Ha =04
(c’est-a-dire une cote du réservoir R’ égale & 1,981 — 0,4 = 1,5810),
quand le niveau de R’ s’abaissera au-dessous de cette limite et que sa cole
deviendra supéricure 31,5810, nous n'aurons plus que cette alternative: ou
d’admettre, comme M. Boudin, que ’abaissement au dela de la cote 1,5810
est sans influence sur le profil qui répond & cette méme cote, et ne se
traduit que par une dépression locale, de faible étendue, précédant l'extré-
mité d'aval, comme on l'observe en arriére du seuil d'un déversoir; ou
bien encore d’admetire que le mouvement cesse d’étre permanent; cu
enfin de supposer que le mode d'écoulement doit changer. L'expérience
ainsi que la théorie restant muettes au sujet du choix a faire entre ces
hypotheéses, nous nous en tenons & la premiére, sans avoir pour cela de
raison bien décisive.

Nous résumerons les résultats qu'on vient d’obtenir, dans le cas ot le
canal a pour longueur 500, avec une levée 0,20 de la vanne, en disant :

Si I'existence du mouvement permanent est hypothétiquement reconnue
comme nécessaire quand elle est possible, le frottement dulit suffira, méme
sans qu’il y ait aucune retenue vers I'aval, pour déterminer la production
d’un ressaut entre l'orifice o6 et un point qui en est distant de 23,8;

Ie profil sera, en conséquence, composé d’un arc de la branche A, se
raccordant par un ressaut avec une portion de P'une des lignes A, A A,
suivant la cote d'aval;

Quand la cote d’aval décroitra depuis o jusqu'd 1,5810, le ressaut res-
tera fixe, & la distance 23,8, et le profil composé A A, n’éprouvera pas
d’altération sensible;

Quand le bassin R’ continuera & monter, en passant de la cote 1,5810 &
la cote 1,4770, la portion A, du profil et le ressaut ne se trouveront pas
sensiblement modifiés; mais la portion A, a la suite le sera progressive-
ment de maniére & se transformer en la droite A,;

L’élévation du bassin R’ continuant toujours, depuis la cote 1,4770
jusqu'a la cote 0,3579, la droite A, sera remplacée par une portion variable
delabranche A,; en méme tempsle ressaut se rapprochera de plus en plus
de l'origine «6, et augmentera, par cela méme, en hautear, puisque la
profondeur diminue dans la section qui le précede immédiatement (n° 85);
il aura sa plus grande hauteur et suivra de trés-prés le point «, quand la
cote d’aval sera égale a 0,3579 : la portion de branche A, qui commence
par former le profil, entre T'orifice et le ressaut, se trouve alors réduite
presque a zéro.

Une hypothése faile sur emplacement du ressaut enire les distances
o ¢t 23,8 de l'orifice, ou le choix de x, entre 0,39685 et une limite trés-
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peu supéricure & 0,618034, permettant d’obtenir une cote d’aval variable
entre 0,357g et 1,5810, 0n pourra réciproquement, si cette cote est donnée
dans les mémes limites, trouver x, ainsi que la distance du ressaut &
origine, et construire tout le profil; toute cote supérieure & 1,580 ré-
pondrait au méme profil que Ia cote 1,5810.

Ajoutons enfin que pendant tous ces changements dans le niveau d'aval
et dans le profil en long, le débit 4 aura conservé une valeur constante,
donnée par la formule (7) et égale &

0,2y/2g.0,8 on 0,7923.

On arrive & des résultats analogues en choisissant des levées de vanne
différentes de 0,20, pourvu cependant qu’on ne dépasse pas une certaine
limite que nous allons indiquer. Il faut en effet que le ressaut, supposé le
pius grand possible, c’est-a-dire placé immédiatement aprés la sortie du
liquide par Vorifice «8, ait pour effet d’élever la surface au moins jusqu’a
un point de la droite A,, ou plus exactement jusqu’d un point excessive-
ment rapproché de cette droite, sans quoi 'on tomberait dans I'inconvé-
nient de ne pouvoir prolonger le profil assez loin, comme on Pavu il y a
un instant dans I’hypothése d’un ressaut placé a la distance 23,8 de 6.
Nous avons ainsi la condition

21,

ou, ce qui revient au méme,

7St

et comme dans l'hiypothdse d'un ressaut succédant immédiatement & la

sortie du réservoir R le rapport z n’est autre chose que I_{’ il vient

J

<___
= + 7

o]}

soit, cu égard 4 1'équation (8) et & la donnée particuliére a® — i,
I 5
_z - S — -+ \/_
\/4 2 (1 — 2] 2 4

z bt /3 3
— S (—;+vz)’

{18) z =< 0,48567.

De 1a résulte

et enfin

Pour chaque valeur de z inférieure a la limite (18), on pourrait donc
II. 2¢ Epir- 21
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répéter des raisonnements et calculs en tout pareils & ceux qu'on a vus
pour z = 0,20 : on aurait notamment & chercher le débit q, les profon-
deurs &' et H, la limite X au-dessous de laquelle ne peut descendre la cote
de R’ sans rendre impossible le second mode d’écoulement, et enfin la
limite ¥ (égale & 1,9810 — %') au-dessus de laquelle la cote d'aval cesse
d’exercer une influence appréciable sur le profil et la dépense. Voici un
tableau des nombres qu’on trouve pour quelques valeurs parliculicres
de 7,y comprisz =o0,20:

L]
LEVEES PROFONDEUR
de du régime | PROFONDEUR | DEPENSE LIMITE LIMITE
vaone uniforme A q A 2 1
z H |
0,20 0,50397 0,/0000 0,7923 0,3579 51,5810
0,30 0,63164 0,50133 1,1117 0,3360 1,4797
0,40 0,72685 0,57690 1,3723 0,4064 1, 4o
0,48567 0,78583 0,62371 1,5427 1,1952 1,3573

Considérons maintenant les valeurs de z relatives au cas d'une prise
2

d’eau complétement libre, et premiérement celles qui se trouvent entre 3

ct %: il est clair, puisqu’elles font commencer le profil par la branche A,

qu’elles vont encore nous donner des profils incapables de s'étendre assez
loin, & moins que z ne différe extrémement peu de % Dans ce dernier

cas seulement on parviendrait & reculer la croupe finale de la branche A,
jusqu’au bout du canal, ou au deld; tout suire choix de z, dans les limites
dont il s’agit, rendrait impossible un écoulement permancnt du second
mode.

Pourz = %, on aurait, par application des formules (7) et (8),

3 S ——
H :\/4><o,8 > 0,2 = 0,80000 = 3,

-
h'=Ha=o0,8 Vi = 0,63496.
2
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Lorsqu'on prendra z trés-peu au-dessous de %, ces résultats n’éprouve-
ront pas de modification sensible; mais la profondeur d’aval pourra di-
minuer progressivement do H & Ha, et par suite la cote du réservoir R
pourra varier de 1,9810 — H & 1,9810 — %/, clest-a-dire de r1,1810
4 1,3460.

Si z dépasse %, la condition (12) est vérifiée; le premier point du

profil en amont appartient donc & la branche A, et comme cette
branche s'élend inddfiniment vers l'aval, elle forme la totalité du profil.
La valeur de z étant supposée connue, on pourrait, par la formule (8},
z
i
mule (12) du n° 81, dans laquelle tout serait connu excepté x, on cher-
cherait cette quantité. On obtiendrait ainsi la profondeur 2 = Hx & Vex-
trémité d’aval, et Ja cote correspondanto 1,9810 — 4 : ce serait la cote
obligée du réservoir R’, pour réaliser la valeur supposée de z. Récipro-
quement si cette cote était donnée, la dimension z qui lui répond pour-
rait s’obtenir par titonnement.

Ainsi donec, dans le cas d'une prise d'eau parfaitement libre, la cote

calculer H; on en déduiraitle rapport z,; puis au moyen de la for-

d’aval variant entre o et 1,1810, la dimension z variera de 1 a g, et s dé-

terminera par le calcul dont on vient d’'indiquer succinctement la marche ;
la cote d'aval variant de 1,1810 4 1,3460, le profil deviendra une partie
de la branche A, (au lien d'étre pris sur la branche A, comme il I'était
d’abord) ; mais, quoiqu’il se modifie progressivement a partir de la droite A,

[ER-N

du régime uniforme, z reste pour ainsi dire fixé 4 = etle débit ¢ a 1,5846.
»

Quant aux cotes d’aval supérieures a 1,3460, aucun profil avec prise d’eau
libre ne peut les faire obtenir; nous admettons en conséquence, par ana-
logie avec ce qui a été déja dit dans d’autres circonstances, que I'abaisse-
ment du niveau de R’audeld de la cote 51,3460 lui fait perdre toute
influence, non-seulement sur le débit, mais aussi sur le profil du courant,
celte influence devant se borner & une légére dépression en arriére de la
section extréme d’aval.

L’ensemble de nos explications fait encore ressortir quelques condilions
nécessaires pour l'existence permanente du second mode d’écoulement
dans le canal tel que nous I'avons défini, quant a la section, 4 la pente et
a la longueur :

Lorsque la vanne agit effectivement sur le débit, il y a deux condi-
tions : 1°que la levée z n'atteigne pas lout a fait 0,483567 ; 2° que la cote
du réservoir d’évacuation reste supérieure a une limite ), variable avec z;

21,
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Lorsque la prise d’eau est libré, nous ne trouvons plus de conditions;
sculement z devient une inconnue, dont la valeur ne doit 8tre cherchée

que de%‘an

Mais jusqu’a quel point ces conditions nécessaires sont-elles suffisantes?
Nous ne saurions le dire.

Circonstances compatibles avee le premier mode. — D’aprés les prin-
cipes hypothéliques déja énoncés et employés, nous devons admeltre que
le second mode est en quelque sorte le mode naturel d'écoulement sous
une vanne, mais qu’il se modifie et devient le premier quand il y a vers
I'aval une retenue trop forte pour qu'il puisse exister. I en résulte immé-
diatement que le premier mode aura lieu quand, la vanne étant levée
de o & 0,48567, la cote d’aval diminuera au-dessous de la limite ) ci-des-
sus trouvée.

Afin de montrer comment on devrait traiter le cas ol les données
rempliraient ces conditions, soit, par exemple, z = 0,20 : en aitribuant
2 & une certaino valeur dans les formules (1) et (2), nous calculerons ¢

et H; puis, connaissant la profondeur z+ k=4, et le rapport z, = %
dans la premiére section en amont, nous appliquerons la formule (12) du
n° 81 pour en tirer le rapport z, la profondeur 2 =Hux et la cote de
nivellement r,9810 — % dans la section finale d'aval. Réciprogquement, si
cette cote est donnée entre o et A = 0,3579, un titonnement fera con-
naitre 4 et par suite ¢. Voici un tableau des résultats relatifs & quelques
hypothéses faites sur &, z restant égald o,20 :

IMMERSION PROFONDEUR COTE
PROFONDELR ) PROFONDELR

e do DEPENSE | RAPPORT | RAPPORT de
Forif initiale régime finale la sectint
oriflce h uniforme q Z, e ) er'réma
k 2 H daval.
0,80 1,00 0,00000 | 0,0000 ” v 1,9810 | 0,0000
0,70 0,90 0,25198 | 0,2801 | 3,5717 | 7,4497 r 1,8770 | o,1040
o0,Go 0,80 0,31748 | 0,3962 | 2,5198 | 5,5775 1,7707 | o0,2103
0,50 0,70 0,36342 | 0,4852 | 1,9261 | 4,5610 | 1,6576 | v,323}
0,%0 0,60 0,40000 | 0,5603 | 1,5000 | 3,8422 | 11,5369 | 0,444t

\

Une interpolation parabolique entre 4= 0,40 et & = 0,50 donne
k= 0,4708, ¢t h, = 0,6708 pour valeurs de I'immersion et de la pro-
fondeur initiale capables de produire a l'extrémité du canal la cote o,3579.
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Le second mode étant possible quand la cote d'aval devient égale ou supé-
rieure & 0,3579, le tableau précédent dovrait se terminer & & = o,4708.
La cote 0,3379 indique lo point de séparation des deux modes, et & cette
cote répondent ainsi deux débits trés-diflérents, savoir :

G =0,7923 0 i e e e second mode,
g =0,2V2g(1— 0,6708) = 0,5082...... premier mode.

Le tableau précédent fournirait les éléments nécessaires pour avoir,
par interpolation, le débit ¢ et I'immersion % de l'orifice, répondant a
une cote quelconque d’aval entre les limites o et 0,357q.

On procéderait do la méme maniere pour toute lovée de vanne moindre
que o, 48567.

1l ne nous reste plus & examiner que le cas d’une levée comprise entre

ce dernier nombre et % lci, le second mode étant, comme on 'a vu, in-

conciliable avec la permanence, on pourra recourir au premier. L'impos-
sibilité du second mode tenait & ce que le profil commencait sur la bran-
che A,, a peu de distance do l'orificc 6, et se terminait avant la fin du
canal : on la fera disparaitre par un choix convenable de I'immersion 4.
Nous pouvons en effet déterminer 4 de manicre & faire commencer le
profil sur A, ou sur A,; il suffit pour cela d’employer les formules {5)

. . . 1 .
ou (6), aprés avoir remplacé &° par 3 et z par sa valeur connue. Sil’on

prend, par exemple, z = 0,6, on tire de la premiére
24 A =0,72993 ou k= 0,12993,
et de la seconde
z-+Ak>0,72993 ou 4> o0,12993.

La valeur de # pour z= 0,6 dépendrait de la cote d’aval. En suppo-
gant £ trés-peu inférieur 4 v, 12993, on serait, au point de départ, sur
la branche A,, mais assez pres de 'asymptote A, pour reculer la croupe
terminale jusqu'a la fin du canal; la cote de niveau y serait alors
1,9810 — a,729932 ou 1,4o17. Les niveaux plus bas du réservoir R
n'auraient aucune influence ni sur le débit ni sur le profi], sauf la dépres-
sion locale précédant le déversement au point extréme d’aval. Quand la
cote de R’ diminuerait de 1,4017 & 1,9810 — 0,7209 = 1,2511, le profil
serait une portion de A, de plus en plus rapprochée de Yasymptote A,
mais ¢ et A continueraient a ne varier qu'insensiblement ; entre les cotes
1,2511 et o, le profil appartiendrait 4 A,, et ¢ ainsi que 4 prendraient des
valeurs correspondantes qu’on pourrait oblenir par tatonnement, puisque
réciproquement la connaissance de & permettrait de calculer ¢ par la for-
mule (1} etla cote d'aval par la formule (12) dun” 81,
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La solution se trouve ainsi compléte. Mais le lecteur aura dd recon-
naitre, sans qu'il y ait besoin d’insister davantage, qu’elle est quelque peu
hypothétique et que des expériences de vérification seraient beaucoup 4
désirer.

Indications sommaires relativeinent au cas ou le rapport @ dépasse-
rait Punité. — Le cas ou la pente du canal serait assez forte pour
rendre a® supérieur 4 1 se traiterait par des moyens analogues. La diffi-
culté principale dans les problémes de cetle espéce consiste toujours &
prévoir quelle sera la nature du phénoméne physique auquel on appli-
quera ensuite le calcul, c’est-a-dire a choisir parmi les trois modes d'écou-
lement celui dont Pexistence sera seule possible ou tout au moins la plus
probable, et & voir en outre s’il y aura ou s'il n'y aura pas de ressaut.
Une fois cette difficulté vaincue, la solution se complétera toujours par
des calculs directs ou par titonnement. Or voici les considérations sur
lesquelles on pourra se fonder dans le choix dont il s'agit.

Si la levée de vanne est assez faible, et qu'on ait

2

z<z+a3,

il en résultera, d'apres la formule (8), z <C H, et par conséquent le point «
(fig. 49, p- 312) appartiendrait a la branche B, (n° 83). Cette branche, pou-
vant s’étendre a I'infini vers I'aval, se produira effectivement, et I'écoule-
ment se fera suivant le second mode, tant qu’aucutie retenue n’existera, ou,
s'il y a une retenue dans la section finale, tant qu’elle ne dépassera pas
le niveau de la branche B, dans la méme section. Les variations du niveau
de R’ n’influenceraient alors que la dépression locale précédant le déver-
sement du canal dans ce réservoir. Au contraire, une retenue plus con-
sidérable pourrait engendrer un ressaut superficiel qui ferait passer le
profil sur la branche B, ; I'emplacement du ressaut étant supposé d’abord
tout prés de 'orifice, puis a I’extrémité inférieure du canal, on aurait les
deux limites, supérieure et inférieure, de la retenue, compatibles avec
Pexistence de ce phénoméne dans ses conditions normales. Si la limite
supéricure ¢tait dépassée, on tomberait dans le premier mode d’écoule-
ment, avec orifice noyé; si la limite inférieure n’était pas atteinte, il se
produirait probablement un ressaut incomplet, accompagné de bouillon-
nements et de fluctuations, de maniére a dépenser I'excés de force vive
disponible & 'extrémité d’aval. ‘ :
Il y aurait lieu de répéter 4 peu prés les mémes observations pour le
2 2
2+ a o 3
La senle différence consiste en ce que la branche B, se substitue & B ;
ce serait la droite B, du régime uniforme, dans le cas intermédiaire ou

cas ou la levée z de la vanne se trouverait comprise entre
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'on aurait
2
z = -
2+ a

Supposons maintenant z > %; ce qui ne peut se rencontrer, avec le
second mode d'écoulement, que dans une prise d’eau entiérement libre, la
vanne étant supprimée. L'indgalité z > %’ jointe & Véquation (8), donne

z> Ha; par suite, si I'écoulement se faisait suivant le second mode, le
premicr point du profil en long appartiendrait a la branche B,, et ce
profil devrait se relever de plus en plus vers son asymptote horizontale,
en prenant, du c6té d’aval, des profondeurs croissantes. Une pareille con-
séquence semble inadmissible, & moins que le niveau du réservoir d'éva-
cualion R' n’ait justement la hauteur qui répondrait au tracé de cette
branche B,; en supposant d’abord z - 1 (¢’est-a-dire I'absence d'écoule-
2
3
varier le niveau de R’ pour permettre la réalisation du second mode,
avec le profil B,. Sile niveau d’'aval descend au-dessous de la seconde
limite, il faut nécessairement que le phénomene change de nature. D’apres
Popinion trés-plausible exprimée par M. Boudin, le troisiéme mode d’écou-
lement (qui permet 3 la dépense d’augmenter, z ne changeant pas) doit
alors se substituer au second; le nméme auteur pense en outre que z de-
vient égal 4 1, et que Ja profondeur 2, & peu de distance de Iorifice «6,
prend la valeur He qui convient au commencement de la branche B,. Le
profil en long débulerait done par un are de cette branche, et I'on re-

ment), puis z = -, on aurait les deux limites entre lesquelles pourrait

- . - N .. 2 P
tomberait ainsi dans le cas ou z variait entre —— et -
2+ a 3

avec celte différerice que le débit aurait augmenté : la branche B, persis-

» mais cependant

terait jusqu’au bout il y avait en aval un déversement plus ou meins
libre, tandis que, s’il y avait une retenue modérée, le profil comprendrait
un are B, suivi d'un arc B,, avec ressaut dans Iintervalle.

NOTE ADDITIONNELLE AUX §§ 11 ET Iv,

Les premieres recherches faites sur les questions traitées a partir du
n° 76 sont celles qui ont ét6 publides au commencement de 1828, par
M. Belanger, dans son Essai sur le mouvement des eaux courantes. Ce
travail, dont les bases avaient été trouvées par V'auteur dés 1826, ne fut
éerit qu'en x827, et approuvé au mois de juillet de la méme annde par
le Conseil général des Ponts et Chaussées, qui en demanda la publication.

Avant d’avoir lu le Mémoire de M. Belanger, dans Phiver de 1828,

Iy

M. le général Poncelet donna a I'Ecole d’Application de Metz la théorie
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géndrale des mémes questions, fondée sur la considération du travail des
forces, dont M. Belunger n’avait pas fait usage. '

Peu de temps apros la publication du Mémoire de M. Belanger, Navier
donna une théorie analogue dans son cours de 'Ecole des Ponts et Chaus-
sées, en l'appuyant sur une autre démonstration.

Les Annales des Ponts et Chaussées , année 1836, contiennent sur ce
sujet deux Mémoires, 'un de Vauthier, 1'autre de Coriolis, ol se trouvent
diverses applications des formules du mouvement permanent vari¢ et
quelques études sur des points de détail.

Feu M. I'inspecteur général Dupuit a publié, en 1848, un ouvrage ayant
pour titre : Etudes théoriques et pratiques sur le mouvement des eaux
courantes, dans lequel se trouvent des apergus nouveaux. L'auteur a no-
tamment intégré la formule différentielle qui donmne la longueur du courant
en fonction de la profondeur, dans divers cas particuliegs; il a ensuite
donné une table, fondée il est vrai sur des hvpothéses restrictives, pour
simplifier Ie calcul du profil longitudinal d'un cours d’eau dont le mouve-
ment n’est pas uniforme. Un travail remarquable de M. de Saint-Venant,
inséré dans les Annales des Mines (4° série, tome XX}, a montré qu'on
se passe au besoin de ces hypothéses restrictives ; des tables numériques
annexées A ce Mémoire peuvent remplacer celles de M. Dupuit, et s'ap-
pliguent & un cas qu'il avait laissé de coté, celui des lits a section trapé-
zoidale, dont la profondeur est comparable a la largeur. En nous bor-
nant au cas d’un lit trés-large et relativement peu profond, nous avons
donné (n° 81) une méthode qui ne suppose pas, corme I'a fait M. Dupuit,

2

U . . . . ;
que pe est négligeable devant 'unité (ce qui revient 4 admetire que le

frottement du lit consomme la pente superficielle tout entiére) : nos caleuls
n’en deviennent pas plus compliqués. Mais M. Dupuit peut revendiquer
en propre I'idée qui a rendu possible ld construction de tables comme
les siennes, celles de M. de Saint-Venant et la Table IV, susceplibles de
s'appliquer & des lits de pente quelconque. 11 était nécessaire, pour cela,
de trouver un artifice de calcul propre & faire disparaitre la pente i de
Vintégrale a chercher, de maniére que celle-ci ne fut plos fonction que du
rapport de la profondeur & une ligne constante.

Quant au ressaut, M. Belanger avait proposé¢, en 1827, une formule
obtenue en supposant qu'on pit dans ce phénoméne négliger les pertes
de charge. Plus tard, en 1838, il a donné la théorie que nous avons re-
produite d’aprés lui au n° 85 (en la généralisant un peu), ct qui semble
plus rationnelle.

11 convient enfin de rappelericile remarquable travail publié en 1863 dans
les drnales des Travaux Publics de Belgique, par M. I'lngénieur Boudin,
lequel a fait faire un pas important & la théorie du mouvement perma-
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nent de I'eau dans les canaux découverts, d’abord en généralisant divers
résultats qu'on n’avait encore démontrés que pour des cas particuliers,
puis en posant et traitant avec beaucoup plus de netteté le probléme du
profil Tongitudinal.

§ V. — Effets des changements brusques de section dans le lit
» des riviéres ou canaux.

90. Notions générales. — La théorie du mouvement per-
manent varié, donnée au § 11I de ce chapitre, suppose essen-
tiellement que les filets sont a peu prés paralléles dans chaque
section; elle ne peut done s’appliquer a des lits de section
ou dc pente variable que si les variations sont suffisamment
lentes. En supposant, par exemple, une diminution brusque
de section, il en résulterait d’abord une contraction suivie
d’épanouissement, et, par suite, une perte de charge analogue
a celle des ajutages cylindriques. De plus, la loi de répartition
des vitesses serait, dans la section contractée, tout a fait dif-
férente de ce qu’elle est dans fe mouvement uniforme. Pour
le montrer, soient v, et ¢ les vitesses d’'une molécule dans une

Fig. 50. section AB ( fig. 50) et dans la section

A contractée CD; soit en outre y la pente

T ¢ superficielle totale de A en C. Les
f filets étant supposés parallcies en AB
Ep—> : et CD, et ces scciions assez rappro-

N » chées pour qu’on puisse ncgliger le
PR frottement du lit et des couches

fluides les unes sur les autres, on aurait, d’aprés le théoréme
de Bernoulli,

2 2

v "_0_},
- 2

2g Zg

car dans chaque section le niveau piézométrique peut éire
confondu avec le niveau de l'eau. 1l y a donc une quantité
constante 2gy ajoutée au carré de la vitesse d’un filet quel-
conque, ce qui modifie tout a fait la relation entre la vitesse
moyenne et les vitesses au fond ou a la surface. Si la sec-
tion CD est plus petite que AB, il faut nécessairement ad-
metltre que y est positif, sans quoi les vitesses ¢ seraient plus
petites que les vitesses v,, et la dépense de CD ne pourrait
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égaler celle de AB. On voit alors que le terme constant 2gy
tend a rapprocher de I'unité le rapport de la vitesse minimum
qui a lieu au fond, & la vitesse moyenne; et comme le frot-
tement des parois parait surtout dépendre de cette vitesse
minimum, I'expression ordinaire Th U, qui représente le
frottement en question par métre carré, dans le cas du
mouvement uniforme, deviendra ici trop faible, attendu que
nous avons une vitesse au fond plus grande, & égalité de
vitesse moyenne (*). Quant a la convergence des trajectoires
‘suivies par les filets, on a dit quelquefois qu’il pouvait en
naitre une résjstance particuliére ; mais cetle résistance est
sans doute trés-faible, car dans I’écoulement par un orifice
en mince paroi, ou le fait de la convergence existe 3 un trés-
haut degré, la perte de charge produite est négligeable.
Considérons maintenant le cas d'un élargisscment de sec-
tion. §’il est brusque, il en résultera des remous et tourbillons
qui produiront une perte de charge analogue a celle dont la
valeur a été étudiée au n° 32. §'il est progressif, mais rapide, les
filets suivantlebord tendront a s’en détacher, ce qui sera encore
une cause de remous et de perte de charge. Il serait a désirer
qu’on pat fixer une limite précise de I'inclinaison relative des
bords, au dela de laquelle ce phénomeéne serait a craindre;
faute de données expérimentales sur ce sujet, il faut prendre
une limite assez faible, par exemple un angle de 3 ou 4 de-
grés. Cet angle n'atteignait pas 4° 30’ dans I'ajutage divergent
de Yenturi, dont nous avons cité les dimensions au n° 38, et
cependant la perte de charge y était considérable; mais le
frottement des parois contribuait sans doute a cette perte.
Les changements brusques de section peuvent donner lien,
dans certains cas exceplionnels, a des conséquences qui sem-
blent contraires aux opinions recues. Par exemple, on admet
généralement que si on élargit une riviére sur une assez grande
longuecur, la vitesse ainsi que la pente superficielle diminuent

(*) Cette considération montre 'incertitude qui affecte Pexpression adoptée
pour le frottement du lit contre un liquide en mouvement permanent varié,
aussi bien a l'intérieur de tuyaux fermés (n° 58) que dans les camaux décou-
verts (n° 7).
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dans la partie élargie; que, par conséquent, si le niveau en
aval de 1'élargissement ne change pas, 'opération fera baisser
celui de la partie située en amont. Mais les choses peuvent
ne pas se¢ passer ainsi pour un élargissement brusque et court.

En effet, la partie élargie formera une espéce de bassin, de
pente presque nulle, qui devra se trouver au-dessus du niveau
constant d'aval, d'une quantité représentant a peu pres la hau-
teur due a la vitesse de sortie. Rien n’empéche que cette suré-
I¢vation fasse plus que compenser I'affaiblissement de la pente
superficielle, et 'on aurait alors, a 'origine de I'élargissement,
un niveau plus élevé que dans I'état primilif.

Il'y a, au sujet des tuyaux cylindriques, une remarque ana-
logue qui vient a I'appui des appréciations précédentes. Si un
wyau a diamétre et & débit constants est, sur une certaine frac-
tion de sa longueur, remplacé par un autre de diameétre plus
grand, le frottement des parois consomme une charge moindre
sur la partie élargie; de sorte que, le niveau piézométrique
gélant supposé constant en aval, celuid’amont tendrait a baisser
pir celte cause, a égalité de volume dépensé. Mais d’un autre
¢6té il tend & monler a cause des pertes de charges produites
parles changements brusques de diaméire ; et comme ces der-
ni¢res pertes sont indépendantes de la longueur sur laquelle a
lieu I'élargissement, tandis que le gain obtenu lui est propor-
tionnel, on concoitbienqu’ellespuissentdevenirprédominantes
quand on n’élargit qu’une petite fraction de la longueur totale.

Les changements brusques de section dans les cours d’eau
donnent lieu a divers problémes d'un grand intéréL pour les
ingénieurs. Malheureusement il n’est pas encore possible,
dans I'état actuel de la science, d'en indiquer une solution
bien satisfaisante. Nous nous contenterons des exemples traités
dars les n° 91 et 92 ci-aprés, ou la théorie fournit quelques
apercus sans doute incomplets et peu rigoureux, mais que la
pratique peut cependant ultiliser.

91. Barrages noyés. — On suppose un barrage ou déversoir
établi en travers sur un cours d’eau, dont le niveau et la dé-
pense sont variables; pour simplifier les calculs que nous
avons 2 faire, nous considérons le lit comme sensiblement

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



332 CHAPITRE QUATRIRME.

rectangulaire et le fond comme horizoutal, aux environsde ce
barrage. La dépense ayant une valeur déterminée et connue,
on demande : 1° la plus grande hauteur que peut atteindre le
niveau d’aval, sans que celui d’amont soit influencé; 2° dans
le cas ol cette limite scrait dépassée, quelle chute s’éablira
de I’'amont & I'aval.

Nous appellerons :

L la largeur du courant;

fi, sa profondeur en amont, a quelques métres du barrage;

U, sa vitesse moyenne au méme point;

h et U les quantités analogues pour une section prise un peu
en aval; ’

¢ la hauteur de la créte du barrage au-dessus du fond du lit;

v la vitesse de la lame {luide au-dessus de cette créte;

7 'épaisseur de la méme lame fluide.

La contraction latérale n’existant pas, sile barrage fonctionne
comme déversoir en mince paroi, la dépense Q sera donnée
(n° 30) par la formule

U Uz
Q :o,45L(/1ﬂ—c+5§> \/2g</lo‘c+ 9_{,’) .

Le coefficient 0,45 devrait subir une certaine réduction et des-
cendre 20,385, ou peut-étre 3 un nombre plus faible, comme
0,36 ou 0,37, si la créte, au lieu d’étre en mince paroi, avait une
longueur notable, avec unelégere inclinaison. La formule sub-
siste tant que le déversoir débouche librement dans l'air, ce
qui exige seulement que ’eau d’aval soit a un niveau inférieur
a celui de la créte. Quand I'eau d’aval dépasse la créte, mais
seulement d’une quantité moindre que », il semble évident
que la formule ne doitpas étre modifiée; tout au plus il arrive
que les filets perdant lIeur forme parabolique et devenant pa-
ralieles en dessus du déversoir, comme dans le cas ou celui-ci
a une épaisseur notable, il faudrait réduire le coefficient numé-
rique, ainsi que nous venonsde le dire; ce qui reléverait fai-
blement le niveau d’amont, & égalité de dépense. En exami-
nant la chose de plus prés, on voit méme que le niveau d'aval
peut s’élever encore plus haut sans que la dépense ait a subir
d’altération sensible.
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Appliquons, en effet, le théoréme général des quantités de
mouvement projetées, au liquide compris entre le plan vertical
AB (fig. B1) qui passe par le seuil du barrage, et la section CD

Fig. 51. ot la vitesse est U. Par
desconsidérations sem-
blables a celles dont on
a fait usage a 'occasion
du ressaut, on reconnai-
tra d’abord que l'aug-
mentation algébrique

vement du systéme en projection sur I’horizontale, pendant
X mQo
un temps trés-court 0, est —Q— (U—v), en admettant que

o

8
toutes les molécules d’une méme section possedent une méme

vitesse. Quant aux impulsions, il faut tenir compte seulement
de celle produite par la pression sur Ies surfaces BAL et CD,
abstraction faite de la pression atmosphérique qui enveloppe
tout le systéme. Les pressions de ces surfaces doivent suivre
apeu prés la loi hydrostatique, parce que les filets sont sensi-
blement paralléles en traversant AB et CD, et que le liquide
en contact avec AE n’a qu'un mouvement assez lent; dés

lors 'impulsion projetée a pour valeur i HWOL[(c~4n)— ).

On a donc
H—(‘)G(U—v):iHGL[(c+n)’~/ﬂ],
g %
soit plus simplement
2Q 2 2
L—g(U—u)_(c—i—n) — .
On a en outre
%: v :U}l;

par suite, en éliminant Q et U, la relation précédente devient
2 ¢? n 5 ;
—n |5 —1 :(C—+—Y;)l—/ll,
& h

équation du troisiéme degré de £, d’ou 'on tirerait cetie quan-
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tité si 'on connaissait v et n. Pour calculer ces inconnues
auxiliaires, nous admettrons que, conformément 4 ce qu'on a
vu dans la théorie du déversoir (n°® 30), I'sbaissement superfi-
ciel en amont i, —n — ¢ est1ié a la charge totale sur le seull
par I’équation

U]

3n—=—2 (/lo — ¢+ l) 3

28

qui, combinée avec

U\ o (o U5
Q=0,37L <lz.,-c—+— —2—5,’) \/2g (h.—c+ Ezr)’

donnerait, pour déterminer »,
: 3 3 —_—
Q= 0,37L;n \/2g. 37 —0,68Ln \/zgm.

Ayant n, on calculerait v = g, et I'on aurait ainsi les éléments

Ly
nécessaires pour obtenir la valeur numérique de £.

Voici un exemple. Soient g == 1™%,20, ¢ = 2™; nous aurons d'abord

1,20 = 0,687 y2¢gn, dol »=o0"054;
puis

20 14
= 2™ u22, el — = o™,2515.
0,54 2g

Par suite, 'équation en A devient

1,000 < 0,54 O’l—fd——l) = (2,54 — A%,

ou bien
A —6,995h+ 0,293 = o.

Il y a une racine positive comprise entre o et 1; mais elle ne convient
pas & la question, puisque nous cherchons le relévement du bief d'aval
au-dessus du déversoir, et que par conséquent % doit étre supérieur 2 2.
Le titonnement donne une autre racine égale & 2™,623 environ : c'est la
limite demandée de la profondeur en aval, au dela de laquelle I'ean ne
pourra s’¢lever sans entrainer une élévation correspondante en amont.

Maintenant, si la profondeur en aval dépasse cette limite,
.quelle sera la profondeur en amont? Afin de répondre a cette
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question, désignons par n', ¢/, /., Uy, /' ce que deviennent
respeclivement »n, v, f, U,, A, la dépense Q restant toujours la
méme : nous aurons les équations

an' ' [ . . s
2 (—h—,—l> =(c+n")— A7

ulz UV“2

2g 28

/l’e_ c —Y)',

% —=q'v =11,

dont la premiére et les deux derniéres sont connues; la
seconde est une application immédiate du théoréme de Ber-
noulli au parcours d’'une molécule depuis la section FG, ou la
vitesse est U’,, jusqu’a la section AB. Ces quatre équations ser-
viront a déterminerles inconnuesy’, ¢, Ay, U’;, lorsque Q et ¥/
seronl donnés. L’épaisseur »’ de la lame d’'eau AB n’est pas
calculable par la méme relation que », parce que le barrage ne
fonctionne plus comme déversoir.

Pour continuer l'application numérique ci-dessus commencée, faisons

(r): 1™, 2, ¢=12" et A'=3",
. » . 1
Nous pouvons {aire dans Ja premiére équation ¢’ = L?(,: —’:f, et nous
/] N
aurons
2 ’
22 () a3,
gn 3

ou hien, en faisant disparaitre les dénominatears et ordonnant,
2”4 40— 5,0982"+ 0,2936 = o;
cette équation nous donne

»' = o™,g66 cnviron.

2 .
Par suite, ¢v'= ﬁi@ =1™,242 el ;—)6—, = 0,07806; substituant dans la

’

. - I,2
seconde équation et faisant U, = —7=: on trouvera

i

2
(I’Q%:/l’.— 2 — 0,066
0

‘0,0786 gk
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on tire de I

W+

0,0734 o
b/? — 3 70457

0

ce qui donne %, sensiblement égal & 3™, 037. 1l y aurait donc de 'amont &
l'aval une chute de 3™,037 — 3™, soit de o™ 037.

Tous ces calculs sont susceptibles de simplifications assez grandes quand
on veut se contenter d’un degré d’approximation ordinairement trés-
acceptable en pratique. Supposons d’abord le barrage fonctionnant comme
déversoir et proposons-nous de chercher la hauteur limite %, en aval,
compalible avec l'existence du déversoir. Soit 2 == A — ¢ — » la contre-
pente superficielle entre les sections AB et CD : Yéquation fournie par le
théoréme des quantités de mouvement pourra s'écrire

S

(1) Zz;v_(h 7 n):(/z—l—c‘—{—n)(/l-—C—ﬂy
ou bien .
(2) w=20. rlh=ml _ 20 n (e )

- g Iz(/1+(:—+—n)_ g (c+n+.‘t:)(2c+2n+.r)’.

relation du troisicme degré en x, qui détermine cetle inconnue (et par
suite %) quand » et ¢ sont donnés. Or si I'on considére la fonetion de =

c+x
(c+n+x)(20—+—27)+x)’

‘y:

en faisant varier 2 4 ¢ de o 4 «, on voit y croitre d'abord jusqu'd un
maximum répondant & z 4 ¢ = /v (¢ + 20), puis décroitre jusqu’a zéro;

le maximum dont il s’agit a pour valeur -- Comme dans

1
(Vo4 ve+2n)
lIa question actuelle r 4 ¢ ne peut étre que positif, on a donc nécessai-
rement

c+x 1

(C+YJ+$M'}«C+2’0—1—1)<(\/;’+VE—+T;[)7;

par conséquent, d'aprés 1'équation (2),

207 7

g (Vat+vetan)
ou encore

o? 4
(3) 1‘<2—g'

[ 2.
T+ 2—}—;‘

Si la hauteur ¢ du barrage pouvait s'annuler devant =, on tirerait de 1a

o? 4

0?
—s—— ou x<{0,906—-
28 (14+y3) Y
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Mais en réalité, pour qu'il y ait déversoir, ¢ ne peut guére descendre au-
dessous de trois ou quatre fois »; faisant ¢ —3 dans Pinégalité (3), clle
n

devient
4 ¢*
T iy
(1+v3)" 28
soit
pl
z < 0,38 —-
25
D'un autre coté, on a

Q = 0,68Ly V/Q‘_g_n)

b= L= 0,68 yagr,

et par suite

)2
z‘_g: (0,68)?1 — 0, §6m;
done nous posons enfin
x <£0,38.0,461,
cest-4-dire
x < a,1757.

Ie hut de cette discussion préliminaire est de montrer que si la pro-
fondeur en aval est suffisante pour permettre la formation d'une contre-
pente superficiclle, sans cependant dépasser la limite cherchée £, la hau-
teur o de la contre-pente sera une faible fraction de ». On peut doune,
sans grande erreur, supprimer .z dans le second membre de 1'équation (2)
devant ¢, ¢ 4+ »n, 2¢ <~ 2», d’autant plus qu'on aura diminué simultané-
ment les deux termes de la fraction y, et que les erreurs se compenseront
en partie; ainsi nous aurcns approximativement

(4) x—i-———znc =o0 zc—w1
Toag et T OV e

0u encore

(5) h:C+n+0192(:(T_:_;T)1'

Dans la seconde partie de la question, il §’agissait, étant données Q et 4,
de calculer »' et A;. L’équation des quantités de mouvement et des im-
pulsions subsistant toujours, un calcul pareil & celui quon vient de faire
donuerait enowre I'inégulité

1I. 2 EmiT, 22
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dans laquelle =’ désigne la nouvelle contre-pente superficiclle en aval du
barrage. On a en outre

et conséquemment

e O §

<2gL2nu'< P '
l—+—\/z+7

Le second membre est une fonction décroissante de =’ : donc, lorsqu’en
faisant croitre la profondeur en CD depuis 4 jusqu'a #’, on aura forcé
I'épaisseur de la lame surle barrage a prendre la valeur »’, plus grande que
I'épaisseur primitive », la limite supéricure de la contre-pente aura dimi-

. . x - o, . -
nué; et puisque le rapport — ne pouvait étre déja qu'une faible fraction,
n

r

A plus forte raison la méme chose doit se dire du rapport — - On posera
7
donc d'abord, en raisonnant comme toui & 'heure,

p'? an'c  Q° 2c¢
28 (e+n')" 2gl? w'{c+n)

x':/z'kcfn’:

23

d’ou résulte
2

! ll 2¢
N —C— — 3"
‘ 2gL? n'(c+n'}
! ’
x I —e¢ . -
Or on a reconnu que — ou -— — 1 est une petite quantité: on pourra
] n

donc, dans le second membre de cetle derniére égalité, faire approxima-
tivement n' = A'— r, et l'on aura

A P 1 Q”"
(6) W= o)
ou, en nommant U’ la vitesse r% dans la section CD,
) , U  a2c
(7) W=l —e— e

Il ne reste plus a trouver que /%, : pour cela, on prendra I'équation

2 T2
0 U
v i I
Hy=c+n +2g 28"
ony fera
o Q ux _ uw r—+—r’:/t'—plj'*i
Ty T W T =< 29 A —c¢
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et Uon trouvera
112 ' 2 2 ’ 2
PP L1 Py S A
2g p
On voit d'aprés cela que si les vitesses U, et U, sont modeérdes, #, diffé-
rera peu de 7', et par conséquent on peut, dans le second membre de
I'équation précédente, remplacer U, par U’; ce qui donnera définitivement

R | R
(8) Mol e
La vitesse U’ n’étant autre chose que l%’ on tirerait encore de I'équa-
tion (8),
X N
(9) Q=L# (%-—1) Vaglh, — ),

formule qui ferait connaitre la dépense d’'un barrage noyé, pour une hau-
teur suffisante de I'eau d’aval au-dessus du seuil; mais il faut reconnaitre
que la petite erreur commise dans I'évaluation de %) peut devenir impor-
tante relativement & 2, — &', et que par suite on ne doit pas compter
beaucoup sur la parfaite exactitude de la formule en question.

Les équations (5), (7) et (8) donnent une solution fort simple du pro-
bléme. Afin de voir jusqu'a quel point elles concordent avec celles que
nous avons d'abord employées, reprenons le méme exemple numérique.
Le barrage fonctionnant comme déversoir, on avait

Q -

T =120, n=0%54, c=2",

L

on tire alors de 'équation (5)

0,54\?
h=2,54 2 ——) = 2™ 623.
h = 2,54+ 0,92 2<2,54) 2™, 623
Si I'on fait ensuite 2'= 3™, il en résulte
,_ 1,20 o .
U= 30 , 40, E—g_o ,00816,

et en vertu de 'équation (7),
n'=3—2— 0,00816.4 = o™,967;
enfin 'équation (8) donne
My=3+ 0,00810.4 = 3™,033.

Tous ces résultats sont presque identigues avec ceux du premier calcul ,

s . . - . I
cependant l'erreur relative sur /4, — A’ atteindrait environ —-
9

22.
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L’influence d’un barrage noyé s’efface de plus en plus, c’est-
a-dire que la chute &'y — £’ devient de plus en plus petite, a
mesure que le niveau montle en aval. Cela se comprend &
priori, sans calcul; car si le barrage est recouvert par une
nappe beaucoup plus haute que lui, il n’occupe plus qu'une
petite fraction de la section transversale, et devient en quelque
sorte assimilable a une ondulation 1égére du fond.

92. Gonflement produit par le passage d’une riviére sousun
pont. — Nous supposerons ici un cours d’eau qu’on oblige &
passer dans un étranglement brusque de peu de longueur,
comme celui qui est produit par les piles et culées d’un
pont. La diminution de section n'a lieu d’ailleurs que dans le
sens horizontal, et le profil transversal du lit conserve ses
lignes primitives dans la partie non occupée par les obstacles.
Etant donnés la dépense par seconde, la définition compléte
de la forme du lit aux environs du rétrécissement et le niveau
de I'eau en aval, il s’agit de déterminer le niveau d’amont.

Cette question, aussi bien que la précédente, est extréme~
ment difficile 4 résoudre d’'une maniére satisfaisante. 1l n’est
guére possible d'analyser a fond le phénomeéne, a cause de sa
complication : la loi suivant laquelle se contractent et s'épa-
nouissent les filets fluides, l'influence de leur frottement
mutuel et des mouvements tumultueusx, sont des choses trés-
imparfaitement connues et qui jouent ici le principal réle. On
n’est pas méme complétement d’accord sur la maniére dont
les faits se passent : quelques personnes pensent que la dimi-
nution de vitesse au dela du rétrécissement doit correspondre
4 une élévation du niveau, ce qui aurait lieu en effet, d’aprés
le théoréme de Bernoulli, il n'y avait aucune perte de charge;
suivant d’autres, au contraire, ces pertes de charges sont telles,
que la diminution de vitesse n'occasionne pas de relévement.
Au reste, les observations sur ce sujet sont difficiles a fajre;
car, dans les circonstances ol cetic contre-pente pourrait étre
notable, la grande vitesse de'eau donne licu 4 des ondulations
de niveau et & une agitation qui rend les mesures presque
impossibles.

Nous sommes done forcé de nous contenter d’apergus théo-
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riques plus ou moins incomplets. D’abord nous admettrons
que la conire-pente dont on vient de parler est sensiblement
nulle; alors, comme c’est un fait d’expérience que le niveau
d'aval n'est pas modifié par I'exécution de I'ouvrage qui pro-
duit le réirécissement, nous connaftrons ainsi le niveau et la
profondeur de Peau dans le passage rétréci. En outre, nous
considérerons pour plus de simplicité le lit comme étant rec-
tangulaire et a fond horizontal, aux environs du passage dont
nous nous occupons. Cela posé, soient

Q le débit du courant;

7 la chute superficielle, entre une section (A) prise un peu
vers l'amont, et la section (B) prise dans le rétrécisse-
ment, a4 Pendroit ou la contraclion des filets atteint son
maximum ;

v le coefficient de cette contraction ;

L la largeur du lit avant le rétrécissement;

[la portion de ceite largeur laissée libre par les obstacles,
dans le passage rétréci;

hla profondeur connue de I'eau dans ce passage.

L’aire de la section (A ) aura pour valeur L (A + y), attendu
que i + y exprime la profondeur de 'eau, du c01é d’amont; la

. Q A o
355 . SR : de 1 -
vitesse est donc ) De méme cn (B) I'aire de la sec

tions'exprime par A, valeur a laquelle répond la vitesse :('l)ﬁ'

I

Maintenant on'peut appliquer le théoréme de Bernoulli dans
Uintervalle des sections (A) et (B), en négligeant le froite-
ment du lit, vu le peu de distance de 'une a l'auire : on aura
de celte maniére

0> I T _

et Ty =
¢quation du trojsieme degré en y, d’ou 'on tirera cetle incon-
nue par titonnement. On commencera par supposer y —o
dans le premier membre, et alors onen calculera la valeur, qui
sera une premié¢re approximation pour celle de y; cette valeur,
substituée a son tour dans le premicer membre de I'équation,
donnera l'inconnue plus exactement; et ainsi de suite, jusqu’a
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ce que deux substitutions successives donnent des résultats
peu différents.

D'aprés Eytelwein, pour appliquer cette formule au passage
de I'eau sous un pont, il faudrait prendre u == 0,85 quand les
piles présentent carrément leur face antérieure au courant,
el u —= 0,95 quand elles ont des avant-becs aigus. Dans le cas
ordinaire, ou les avani-becs ontla forme d’un demi-cercle, on
pourrait supposer . = o,go0. Mais il est vraisemblable que le
coefficient p. ne dépend pas uniquement de la forme des piles ¢1

e . l . .
qu’il varic un peuavec le rapport f> carsi ce rapport aticignait

I'unité, toute contraction disparaitrait, de maniére qu’on aurait
alors p —=1.

P o =
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CIIAPITRE CINQUIEME.

DU MOUVEMENT DES GAZ.

§I. — Ecoulement d'un gaz par un orifice ou dans un tuyau.

93. Modification du théoréme de Bernoulli pour un gaz pe-
sant & température constante (*). — Nous avons démontré au
n° 11 1'équation générale suivante, applicable aux gaz en mou-
vement permanent dans lesquels on suppose une température
constante :

T— iKloghyp p— ; V2= const.;
T désigne une fonction des coordonnées rectangulaires x, 7, z,
dont les trois dérivées partielles gf; (—ZI: ar donnent, en
dx’ dy  dz
chaque point, les composantes X, Y, 7 paralléles aux axes
coordonnés, de la force rapportée a l'unité de masse qui agit
en ce point sur les molécules gazeuses, non compris les pres-
sions des molécules environnantes; p et V designent la pres-
sion et la vitesse, K une constante qui multipliée par la pres-
sion donne la densité. On se rappellera enfin que le premier

{*) La condition d’avoir une température invariable dans toute 'étendue do
la masse gazeuse est nécessaire i la démonstration de la plupart des formules
de ce chapitre, car nous nous appuyons fréquemment sur la loi de Mariotte,
qui n’est vraie qu’avec cette restriction. Pour faire une théorie compléte, il
faudrait avoir égard aux principes de la Thermodynamique ( Theéorie mécanique
de la chalenry; mais cette théorie, qui a déja pris une grande importance, mal-
gré la nouveauté de sa création, n’est pas comprise dans le cadre de notre
P]'Ugl'illllnlﬂ.

Dans Ja pratique, il ne faut pas oublier que la détente d'un guz donue lieu
aune certaine consommation de chaleur, et que le phénomdne inverse résulte
de la compression. Certaines précautions seraient done nécessiaires pour réaliser

cliectivement Yinvariabilité de Ja température.
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membre est constant pour tous les points du gaz qui sont
silués sur la trajectoire d'une méme molécule.

Dans le cas ou la pesanteur est la seule attraction extérieure
qui agisse sur la masse gazeuse, et ou 'on néglige les frotte-
ments, si I'on prend pour plan des zy un plan horizontal, et
que I'axe des z soit vertical et descendant, alors on posera
T — gz, puisque la force rapportée & I'unité de masse est con-
stamment égale & g et paralléle 3 'axe des z. Donc on aura dans

ce cas
2

' logh v t
z-g—K og yppfiér#cons.

11 faut maintenant exprimer K en fonction des quantités qui
servent ordinairement a distinguer un gaz d'un autre, au point
de vue de la Mécanique.

Nommons a cet eflet

Il le poidsd'un métre cube de mercure a la température o”;

1L, le poids d'un métre cube d'air atmosphérique 4 la tem-

pérature o°, et sous une pression exprimée par o,761l,,
égale a la pression moyenne de J'atmosphére;

II le poids du métre cube du gaz considéré, sous la pression
et a latempérature qui viennent d’étre définies(*);

d lerapport I
pp I}
o le coefficient de dilatation des gaz, égal, d’aprés M. Re-
gnault, au nombre 0,00366, soita 2;—3 environ;

6 une température exprimée en degrés centigrades.

Le poids d'un métre cube de gaz, a la température o° et
sous la pression o,761I,, étant ¢1I,, devicndra, sous Ja pres-

sion p et ala méme température, 11,. — P, envertudelalol
0,7611,

dec Mariotte; et si en méme temps la température passe de o°

(™) A la rigueur, les trois quantités IT,, T et II ne sont pas des constantes;
elles doivent varier un peu avec la latitude et la hauteur du lieu ol Ion s¢
trouve. Mais dans les questions usuelles, on peut, sans aucun inconvénicnt, fuire

abstraction de ces difiérences, qui sont trés-faibles.
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4 6°, le volume primiuf de 1 métre cube devenant 1+ a6, le
poids du métre cube, a 6° et sous la pression p, sera

oI P__._1

" 0,76, 1+ «f

Ce résultat devrait étre divisé par g pour avoir la masse de
lunité de volume, c’est-a-dire la densité p : ainsi

— p_ .t
gp_éH"'o,’;GH. T+ 20’
et attendu que K désigne le rapportlp—),
9 11, 1

\gK

:0,76.II_,,,' 1+ ab

Le rapport FT" a été trouvé par M. Regnault égal a pour

10517
Paris, et a la hauteur du Collége de France. Par suite nous
prendrons

a

- d T 0
T 0,76.10517 1+ a8 7993 L+ af’

gk

ou en nombres ronds

I 0
gK:8000- 1+ b

L'équation posée tout a I'beure devient, par la substitution
de celte valeur,

. A& 1+ af
gy z————8000—\iloghypp:consl.;

2g [¢)
si 'on remplace les logarithmes hyperboliques par les loga-
rithmes ordinaires, il faut multiplier ces derniers par 2,3026
environ, ¢t I’on trouve
. \& 1+ of
(1 bis) 7 —— — 18_/{00—“7—logp:consl.
2g 4]

Les équations (1) et (1 bis) sont pour les gaz pesants a tempé-
rature canstante ce qu'est le théoréme de Bernoulli pour les
Iquides pesants et homogénes.
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9%k, Ecoulement permanent d’un gaz par un orifice percé
dans un réservoir. — Supposons un réservoir rempli d’un gaz
dont la température est partout la méme; ce gaz s’écoule pur
unorifice de petites dimensions, etils’agit de calculerla vitesse
d’écoulement ainsi que le volume dépensé par scconde. Nous
appellerons

p la pression d'une molécule a I'instant ou elle traverse une
section faite dansla veine fluide qui s’écoule, un peu aprés
Porifice, en un point ol les filets ont éprouvé la plus
grande contraction et sont devenus paralléles;

Po la pression dans le réservoir, en un point situé sur la tra-
jectoire de la méme molécule, & une assez grande distance
de Porifice;

z el g, les hauteurs de ces deux points au-dessous d’un plan
horizontal de comparaison;

Y ¢t 'V, les vitesses correspondantes;

e, 8 ct ¢ les mémes quantités qu’au n® 93,

L’équation (1) donuera immédiatement

V? 14 b
z— — — 800 —\a—loghypp: const.,
2 g o
V2 T+ af
Z,— — 8goo LT %Y loghyp p, = const.,
2g 6
ct par suite
1Y “+ 20
7 — z; — —— -+ Booo I—~°C—10Uhvpp"
20 g P

Le réservoir étant supposé assez grand et les molécules se
rendant vers T'orifice dans toutes les directions, V, est petit

(r 2

relativementa Vi on peut done négliger —< et poser
2g

'k ol )

Y —z— z,+ 8oco 27 6 loghy p/"

2g p
Habiluellement aussi on néglige la hauteur z — z,, & moins

qu’elle ne soit trés-grande ; il est alors assez indifférent de me-

surer la pression p, en tel ou tel point du réservoir, pourvu
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que ce ne soit pas prés de l'orifice, parce que ses variations
sont insensibles. Pour donner ace raisonnement plus de pré-
cision, soient z’ la hauteur d’'une molécule du réservoir au-
dessous du plan horizontal de comparaison, p’ la pression ctp’
la densité correspondantes. Comme il n’ya pas de mouvement
sensible dans le réservoir a une distance notable de Vorifice,
la pression y varie & peu prés suivant la loi hydrostatique
(n° 18); on aura donc (n° 6)

([p' — p' g dz'.

Or, comme on I'a vu au n° 93, on peut remplacer 2'g par

. ILp'

Do—— ——
0,70 lx 1+ b

précédente devient

2

a I . vz «
———— — p';parsuite, I'éguation
8ooo(x+a6)—p’p e

ou par
1+ af dp
—s" 7,
ou, en intégrant depuis le point ol la pression est p,, jusqu’a
un autre placé au niveau de Vorifice et o1 la pression serait P,

dz' — 8ooo

1+ af p
z*zo__SoooT loghypp—o-

2

. . , . \J
Sil'on substitue cette valeur dons I'expression (1) de Sa on
8

ifrouvera

(2) ;:SOOOﬂloghyp E:

‘ 2g 9 P
formule qui fait connaitre la vitesse d’écoulement, en fonction
de la pression p subie par la veine contractée, et de Ia pres-
sion P mesurée dans le réservoir, & une distance notable de
l'orifice et a Ja hauteur de celui-ci, ou a une hautcur quel-
conque si le réservoir n’est pas trés-grand dans le sens vertical.
L'emploi de I'équation (1 bis) aurait donné une formule ana-
logue, avec le coefficient 18400 au lieu de 8ooo, et les loga-
rithmes ordinaires au lieu des logarithmes hyperboliques.

La pression p est ordinairement conforndue avec celle de
l'atmosphére dans laquelle débouche la veine. Cela semble
exiger que la vitesse soit modérée, et, par suite, que le rap-
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port —ne soit pas trés-éloigné de 1. Car sila vitesse éiait con-
p

sidérable, les fileis s'épanouissant rapidement aprés la con-
traction, les forces d’inertie centrifuges auraient des valeurs
assez grandes pour les molécules qui traversent la section
contractée. Il en résulterait des augmentations notables de
pression dans cette section (n°16), en allant de la circonfeé-
rence au centre, et la formule conduirait, pour les filets inté-
rieurs, 4 une vitesse trop forte.

Le rapport; étant trés-peu supérieur a l'unité, on peut aisé-

ment remplacer la formule (2) par une autre ol n’entrent pas
les logarithmes. On a, en effet, x désignant une pression va-

riable enire p et P,
loz hy P Pa'x_
08 lbplj—— ; =z

or, puisque les limites de la variable x sont trés-voisines I'une
de l'autre, on peut approximativement remplacer sous le

signef, « par la moyenne de ses deux valeurs extrémes, ou

par é (P + p), ce qui donnera

P Pzdx_z([’—p)
]Oghyp]—)_‘[p‘ Pap= Pap .

Le tableau ci-dessous permet d’apprécier U'exactitude de cette
substitution :

P
Valeurs de —«-++.- ... 1,00, 1,05, 1,10, 2,00.

P
Rs log hyp — &
apport de log lypp 2 1,0000, I,0002, I,0008, 1,03gL.
sa valeur approchée. |

Il n’y a donc pas d’errcur sensible a craindre dans les appli-
cations de laformule (2), quand on remplace le logarithme par

sa valeur approximative, car si ]7 allait jusqu’a 2, il faudrait

renoncer 4 calculer théoriquement la vitesse. Ainsi, I'on
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aura

V2 1 6 P—
(3) _:]6000 l._—p.

2g 6 P4+p
C'est la formule a laquelle on serait parvenu en considérant le
gaz comme un fluide homogéne, ce qui est permis, puisque
sa pression et sa densité varient peu. En effet, le poids pg du
métre cube de gaz sous la pression ;(P + p)a pour valeur
(n°93)

I

— 6_ .I P+ Y-
PE = Booo 1+ al 2" P

la formule précédente s’écrirait donc
v: P—p
2g kg

etl'on voit qu’elle est tout a fait analogue a celle qui donne la

vitesse d’écoulement d’un liquide par un orifice en mince paroi,

3

P . .

car — et £ sont les hauteurs représentatives (en colonnes
rg P

gazcuses ) des pressions P et p, prises en des points situés au

—p

méme niveau, de sorte que est la charge mesurée cntre

I'intérieur du réservoir et la section contractée.

72

Quand on a calculé — au moyen de I'une des formules éta-
28

blies ci-dessus, on obtient facilement V, soit par un calcul nu-

mérique, soit par la Table I, faisant connaltre une vitesse en

fonction de la hauteur qui lui est due, ou inversement. Cepen-

dant si 'on voulait calculer V directement, sans passer par

2

intermédiaire potiLl poserait I'une des égalités
e}

, I+ af p
V= \/16000g—~6— log hyp ;5
_ 1 -+ af E!
V= \/36800g—*—8 log])

V= \/32000gl+a9 g—:‘]p’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



350 CHAPITRE CINQUIEME.

puis remplacant g par sa valeur g™, 8088 et faisant sortir le fac-
teur numérique du radical, on aurait

P
(4) Y = boo \/iaaﬁ—log_;,
. 1+af P—p
V__560\/ 3 P_‘*‘—P

93. Calcul de la dépense par un orifice en mince parot. —
Si nous supposons qu’on ait un orifice en mince paroi, les filets
fluides, aprés leur sortie, éprouveront d’abord une contraction,
suite de la convergence qu’ils onl a I'intéricur du réservoir
pour affluer de toute part vers le point de sortie, puis ils de-
viendront sensiblement paralléles en traversant une scction
minimum, dite section contractée, laquelle se trouve a une
faible distance de Y'orifice. Soient

Q l'aire de la section contractée, A celle de V'orifice;
V la vitesse d’écoulement;
Q la dépense;

il est clair d’abord que le volume gazeux qui traverse la sec-
tion contractée dans un temps trés-court dt est QVdt, ce qui
fait par unité de temps une dépense QV; I'expérience prouve
d'ailleurs, suivant d’Aubuisson, que Q est égal 4 0,65A; on
aurait donc

(5) Q—0,65AV,

résultat qui ressemble beaucoup a ce qu’on a vu pour lcs
liquides (n° 24%); la différence consiste seulement en ce que
le coefficient de dépense a été porté de 0,62 & 0,65,

11 faut observer que le volume Q est celui que rempliraitle
gaz écoulé dans chaque seconde, s'il conservait la tempéra-
ture O du réservoir et la pression extérieure p. Dans le cas ou
l’on voudrait le volume Q' occupé par le méme gaz & une autre
pression p’ et 4 une autre température 9', on aurail immédia-
tement, d'aprés les lois de Mariotte et de Gay-Lussac, o étant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU MOUYEMENT DES GAZ. 351

le cocfficient de dilatation des gaz,

, Tl p
0'=Q 1+ af -])—’,
ou, en remplacant Q par sa valeur (5),
(6) Q’_065AVl+ae P

1+ af p

8i 'on demandait enfin, non pas le volume, mais le poids dépensé par
seconde, il faudrait multiplier Q par le poids TI du metre cube de gaz 3 la

1 ps %
8000 1 b

pression p et a la température 6, soit (n°93) par ; le poids

demandé serait donc
e

0,654V~ 8000 1+a9’

ou, apres avoir remplacé V par sa valeur tirée de I’équation (2) du n° 94,

- / 249 r
(7) 0,65Ap mloghyp;-

Dans le cas ou P, 6, A et ¢ serajent supposés invariables, celte expres-
sion varierait encore avec p, et il est naturel de chercher la valeur particu-
liere de p qui la rendrait maximum. A cel effet, on cherchera le maximum

‘P
du facteur variable p \/log hyp;a ou plutdt de son carré p’log hyp ;

on obtiendra la valeur correspondante de p par I'équation

Ich . PN
(o) =

P
log hyp}—) =5

qui donne

ou bicn
P 1
’ = ¢e* =1,649,
e désignant la Dase des logarithmes hyperboliques.
Nous avons dit plus haut que les calculs faits pour obtenir la valeur

. P . . .
de la vitesse supposent 7 peu différent de 1; il est done trés-douteux

b
que P'expression (7) reste encore passablement exacle pour ;—) =—1,649

Comme la formule (2) exagerc probablement la vitesse V (n° 94), le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



352 CHAPITRE CINQUIEME,

maximum théorique du poids dépensé doit étre regardé comme une limite
supérieure en dessous de laquelle les résullats de I'expérience resteraient
toujours. Cette limite se met sous la forme

P gd
,649 \/ 8ooo (1+ 26’

0,65A
1

ou bien, en effectuant le calcul des coefficients numériques,

0,0138AP \/—L
| -1}

96. Effet d’un ajutage cylindrique ou légérement conique.
— Lorsque lorifice de sortie du gaz est suivi d’un ajutage cy-
lindrique, il convient, d’aprés d’Aubuisson, de calculer la dé-
pense en employant les mémes formules qu'au n° 95, sauf e
remplacement du coefficient 0,65 par 0,93. Si I'ajutage est lé-
gérement conique, 'angle de convergence ne dépassant pas 12
degrés, le coefficient augmente encore un peu et passea o,94.

97. Mouvement permanent d’un gaz dans une conduite cy-
lindrigue. — Nous étudierons seulement ici le cas d’'une con-
Fig. 52. duite cylindrique & diameétre con-
stant, n'alimentant aucun orifice
entre les sections extrémes de la
partie dont on s’occupe. Soient
AB., AB, (fig. 52) ces sections,
et AB, A’B’ deux sections intermé-
diaires quelconques, infiniment
voisines l'une de I'autre. Appelons

ds et L les longueurs AA’ et A A ;

dz la différence de hauteur, relativement & un plan hori-
zontal supérieur, des centres des sections AB, A'B’; £ la
quantité analogue pour les sections extrémes A, B, A B;

D le diamétre constant AB;

p la pression du gaz en AB, p sa densité, U sa vitesse
moyenne;

Pos 2oy Usy Pis oy, U, les quantités analogues pour les sections
A,B,, AB,;

d, «, 6 les quantités ainsi désignées au n® 93.
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D'abord la permanence exige que le poids de la masse ga-
zeuse comprise dans I'espace A;B;A,B, soit constant. Or dans
un élément de temps dt il entre par A;B, un poids exprimé

pargpo.;ﬁD’.Uodt, tandis qu’il sort par A, B, un poids égal a
4
1
..->nD.U,dt; donc on a
8P A
PnUu:P|Ul.

Le méme raisonnement pourrait étre répété en considérant le
gaz qui remplit le volume A;B,AB, et 'on en conclurait Ia re-
lation

pU=p,U; = p, U, = const.

D'unautire cOté, si nous supposons la température 6 constante,
la densité sera proportionnelle & la pression; on aura done
aussi

pL=pU,= p U, = const.,

relation d’ou il résulte que, malgré Uinvariabilité du diametre,
lavitesse change d’une section a l'aultre, si la pression n’est pas
constante, ce qui aura licu nécessairement, comme on va le
voir, dans I'état de mouvement.

A la vérité nous faisons ici abstraction des différences de
pression ou de densité qui existent d’un point a 'autre d’une
méme section transversale; mais cela ne peut pas entrainer
d'erreur appréciable. 11 est facile de reconnaitre en effet,
comme nous 'avons fait plusieurs fois pour les liquides, que,
par suite du parallélisme supposé des filets, la pression varie
dans une méme section suivant la loi hydrostatique; ce qui
veut dire qu’elle varie extrémement peu, car, a cause de la
grande 1égéreté du gaz, il faudrait une différence de niveau
considérable pour produire une différence de pression sen-
sible. D'ailleurs la loi de Mariotie nous montre que, si la pres-
sion pcut étre regardée comme constante, il en est de méme
de la densité.

Maintenant appliquons & un filet éiémentaire MM’ compris
entre AB et A'B’ le théoréme général établi au n° 15. Ici les
forces extérieures agissant sur une molécule, indépendam-

II. 2= Eoir. 23
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354 CHAPITRE CINQUIEME.

ment des pressions ct frottements des molécules voisines, sc
réduisent 4 la pesanteur; leur travail élémentaire dT rapporié
a 'unité de masse, pour un abaissement dz, scra donc gda.
Nous admettrons, comme nous 'avons fait pour les liquides
{n°s 58 et 77), que la force produite sur une molécule par le
frottement des molécules voisines est dirigée en sens con-
traire de la vitesse des filets, et nous appellerons ¢ son inten-
sité par unité de masse. Appelant en outre ¢ la vitesse en M,
I'équation (12) du n° 15 pourra dés lors s’écrire dans le cas
actuel
u—duza’z——l—dp—lcpds.
& PE g

Cetie relation est toute pareille a celle qu'on a établie au
commencement du n° 38, sauf que la quantité alors désignée
par dy se trouve ici remplacée par I'expression équivalente

1 . R . .
dz — — dp. Si donc on répélait la suite du raisonnement, en
PE

admettant, par analogie avec le cas des liquides, que le frot-
tement de la tranche gazeuse AA’BB’ sur la paroi ait pour va-
leur nDds.F(U), on retrouverait aussi 'équation {a) dun°58,
qui deviendrait, eu égard au changement indiqué en ce qui
concerne dy, ainsi qu'a 'hypothése particuliére d’une section
circulaire,

UdU

8

—di “dp— A FUas.
og T " Dpg ! e

I . A :
Nous supposerons encore que P—GF(U) puisse ¢&tre remplacé
o
par le bindme du second degré

al—+ bUe2,

sauf a contrdler cette hypothése par les indications expéri-
mentales ; nous aurons donc

UdU:(z———l—dp—4

- > B(aU+bUﬂ)tls.
8

Pour déduire de la une relation sous forme finie, on se rap-
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pellera d’abord (ne 93) que
1 po

P8 Booo 1 a0 5P

et, secondement, que le produit pU est une certaine con-

B . .
stante B; remplagant donc U par 7 el pg par I'expression ci-
dessus, on trouvera

! d 4 B:
Bdp_ g, 1.9 _r(a_I}J_z)d,
P P
soit, aprés avoir multiplié par p* et tout fait passer dans le
premier membre,

g gKkp D

B d
8 L pdp—pidz+aBp+bByds— B o,
(8] Pl —pds g (aBp + bB)ds — )

Il y a dans cette équation deux termes, savoir p'ds et
4aB
D
tion ne peut donc pas, a la rigueur, étre intégrée sans avoir
égard a la forme de la conduite, c’est-a-dire a la relation entre z
et 5. 8i, par exemple, la conduite était rectiligne, on aurait
3 =ns, n étant un nombre constant; I'équation (8) deviendrait
alors, en séparant les variables,

pds, qui ne sont point des différentielles exactes; I'équa-

2
2

I
skP T g
4

ds = 7
p[np’—— ﬁ(aB])—i—sz):I

dp,

formesouslaquelle I'intégration devient possible. Mais comme,
par suite de la grande légéreté des gaz, le terme en dz qui
provient de I'action de la pesanteur n’a ordinairement qu’une
influence assez faible; comme, de plus, dans les applications
pratiques, la pression p est en général trés-peu variable, on ne
commettra qu’une erreur sans importance en mettant, au lieu

de p*dz et pds, respectivement é (p?+piidz et é (p+ po)ds.

Alors 'équation (8) s’intégre indépendamment de toute rela-
23.-
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tion entre les variables s et z, el I'on trouve, en effectuant
cette intégration entre les limites qui correspondent a A, B,
et A,B,,

1 2 2 I 2 2
ﬁ%ﬁ([)' — Py 5(})' +pih
4L

- 2
-+ T[éaB(p‘ + pe) + bB*:| + %loghyp%‘: —o.

Suivant les cas particuliers qui pourront se présenter, on
substituera, pour la constante B, 'une des deux valeurs p,U,
p.Uy; alors la relation précédente déterminera Pune des pres-
sions extrémes quand on donnera 'autre ainsi que la vitesse
correspondante.

Soient données, par exemple, p, et Uy; on fera B = p,U, dans
la derniére équation; divisant ensuite le résultat par p, on

daura
(g 43 )
28K \p, 2\ p,

. -
+[i£[laU,, (’i+x> +bU;‘,} —+—L—110ghyp&i0,
\ D 2 P g P

. . . D, - : ;
ce qui permet de délerminer le rapport%- Dans I’hypothése
0

d’une pression peu variable, on simplifierait le calcul de ce

2
. ) .
rapport en prenant pour inconnue 1 — ]% = x; on aurait alors
[
2
DL,
Po

et d’'une maniére approximative, a cause de la petitesse sup-
posée de x,

1

&:(1—x)3:1—1x,
P 2
o P— _ 1orhy N1
logh)ppl log )p<1 2x)—2x'

En conséquence, I'équation {9) se transforme en la suivante:

- i—l(z—x)—{—é—L[aLTn(I—%) —+—bU§]+L;x:0,

20K D 2g
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d’ou I'on tire immédiatement

AL v, 4 bun —h

(10)

Siles données avaient été p, et U, on aurait fait B—=p, [,

dans I’équation (g); puis, divisant I'équation par p? et prenant
2

pour inconnue ]L‘,' — 1=y, on aurait trouvé, par une transfor-

mation semblable,

41)——L(aUl+bU.2)—/L

¥y _
) 2 1 U 2L
— +h—— — ="al
gK g D
On sait que gK a pour valcur ;._6_, et par suite que
Booo 1+ af
I 1+ af | ,
—- = 8000 —— cetle quantité — représente donc une
K o) sk

hauteur de plusicurs kilomeétres (*), devant laquelle on peut
le plus souvent négliger les autres hauteurs qui figurent & la
suite, dans les dénominatcurs des formules (10) et (11); mais
cela n’ajouterait pas beaucoup 4 la simplicité du calcul numé-
rique. Il semble que, sous ce rapport, le calcul précédent
luisse peu de chose & désirer.

Nous devons dire toutefois que les formules (ro) et (11) ne
sont point celles qu’emploient, dans I'usage habituel, les
ingénieurs chargés des distributions de gaz. La pression élant,
comme nous l'avons dit, peu variable, et le produit pU devant
rester constant, ils assimilent le gaz 4 un fluide homogéne qui
posséde une vitesse constante; ils admettent, de plus, vu la
1égéreté de ce fluide, que la hauteur A ne peut produire par
elle-méme une différence sensible de pression, et ils la né-

- ! . 1 .
{*) Pour l'air 2 0% on a K 8000 métres; pour le gaz d’éclairage  la tem-
o
g
pérature ordinaire, la densité n’atteignant pas Ja moitié de celle de l'air 4 09,

. L . .
o0 voit que —— dépasserait 16000 mdtres.
gk
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gligem'. Ia charge consommée entre les deux extrémilés

P f;,’&’ ce qui fait, par unité de longueur,

s’exprime alors par
une perte
J = Po— P,

pgl ’
en calculant J, d’autre part, au moyen de la formule (4) du
n° 51, établie pour les liquides, et faisant

F(U):Pg(aU +bU°),
I =opg,

on trouvera facilement
4 1.
(12) po—plz%pg(aU—i—bU’).

Les quantiiés g et T sont censées ici se rapporter indifférem-
ment & une section quelconque, puisqu’on ne tient pas compte
de leurs variations.

Les formules (10) et (11) conduisent aussi a la forthule (12}
lorsqu'on y suppose % négligeable, qu’on réduit le dénomi-

Y I - . ” I3 - H
nateur a EK (suivant ce quia été dit plus haut), et qu'en re-

garde U, et U, comme différant peu d’une vitesse intermédiaire

quelconque U. Moyennant ces approximstions, nous pouvons
écrire

Ty b= KLy g
2 2 P D

ou bien, attendu que p =Kp,
L .
pu—plz%—pg(aU 4+ bU2).

ce qui est précisément la formule (12).

Données expérimentales au sujet du frottement de lu parol.
— Ce frottement, rapporté a 'unité de surface, sur chaque
¢lément de la paroi, a été exprimé ci-dessus par

pg(al + by,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DU MOUYEMENT DES GAL. 359

a et b dlant des coelficients & déterminer de maniére & mettre
d’accord, le mieux possible, la théorie avec les faits observés.
Navier, d’aprés les expéricnces de Girard et de d’Aubuisson, a
proposé, pour un gaz quelconque, les valeurs

a=—o, — o0,000330,

ce qui rendrait le bindme aU + bU? généralement assez voisin
de la valeur que Prony lui attribuait quand il s’agissait de I'eau.
L’analogie entre les deux cas et les résultats trouvés par
M. Darcy dans le second (n° 50) portent cependant a croire
que ces coefficients ne sont pas constants, mais qu’ils dé-
pendent a la fois du rayon du tuyau et de la nature de sa paroi
intérieure.

Cest ce qui a été effectivement constaté dans des expé-
ricnces assez nombreuses faites en 1363 et 1864, d’aprés 'ordre
de MM. de Gayffier et Camus, ingénieurs des Ponts et Chaus-
sées, directeurs de la Compagnie parisienne du gaz, par M. Ar-
son, ingénicur en chef de la Compagnie, assisté de MM. Monard
et Honoré, éléves de I'Ecole centrale des Arts et Manufaciures.
Ce travail, exposé dans un Mémoire qui a remporté la mé-
daille d’or & la Société des ingénieurs civils, a été exécuté aux
usines de la Villette et de Saint-Mandé, en opérant tantdt sur
l'air atmosphérique, tantdt sur le gaz d’éclairage; comme con-
clusion, les auteurs donnent le tableau suivant des valeurs
de a et b, pour servir de point de départ au calcul du binome
al+ 017

i |
‘ DIAMETRE NOMBRE | ! NATCRE
) | VALEUR DE 4. YALEUR DE &. )
| de la conduite. des expériences. | de la conduite.
