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Sur la surface des ondes. 

(Par  M. A. CAPLET, ù Cambridge.) 

1. 1 1  y a dans les Annali di ICIutematica, tom. II (1859) deux Notes 
tr& intéressantes sur cette surface, COMBESCURE, SUY les lig?les de cozcrbztre 
de la surfuce des ondes, pp. 278-285 et B~roscar, Osservazioni sulla mede- 
simn quistione, pp. 283-287. J e  me prorose de réproduire et développer cette 
théorie, en changeant les notations et  l'arrangement des recherches de la 
manière qui me paraît convenable. 

2. J e  prends a ,  6 ,  c pour les carrés des semiaxes (LI > b > c) et j'écris 

a , p ,  y = b - c ,  c - a ,  a - b  

(LY $- ,d + y = O ,  et ainsi, a = +, -/ = + et p ,  = - a - 7 ,  = -, et en mn- 
gnitude absolue plus grand que a ou ;/): 

et de là reciproquement 

3. L'équation de la surface est 
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Ca y l e y  : Sur  lu surface des ondes. 

et de 18, en écrivant r: = t1 - a b c ,  on obtient pour un point de la surface 

Pyx"(O - a) ( ~ 1 -  b c ) ,  

yay2 = ( t - b ) ( a - C U ) ,  
~ p x = ( ( E -  c ) ( ~ -  ab),  

équations qui donnent les valeurs des coordonnées (z, y ,  x )  du point en termes 
de deus paramètres 5 ,  q. J e  remarque que ces équations donnent 

x2 y2 +-- z" 
i i -be+= ca-ab 

- O; 

la première équation, en y considérant [ comme dénotant x2 + y2 + z2, et la 
seconde équation en y considdrant vl comme denotant ax" by2 + cx" sont 
équivalentes l'une et 1' autre à l'équation t1 - r: + abc = 0 de la  surface. 

4. J e  prends 1, p ,  u pour les cosinus des inclinations de la normale (ou, 
ce qui est la même chose, de la perpendiculaire par le centre sur le plan 
tangent) aux trois axes, et v pour le carré de la longueur de ce perpendi- 
culaire, v = (Ax + p y + vz)?, on a 

équation laquelle (en reduisant à moyen des rélations a + B + y = 0 ,  
a u  + bB + c y  = O ,  a2a + beB + cey = - u p y ,  etc.) devient, 

a p y D e  = uBy( tv  - C) (4 - t e  + A5 - B), 
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C a  y  l e  y : Sur la surface des .ondes. 3 

5. On trouve de même manière 

ou, en y substituant la valeur de D, 

L a  première de ces équations donne 

et de là réciproquement 

aÀx $ bpy + c v x  = 

On a ainsi les formules 

ri alx f b p y  + C V X  = - 
,,G y 

c . bcÀx + c a p y  + abun= - ? d i +  B ~ Ü -  - 
\IV ' 

et de là aussi 
C a ( b + c ) ? ~ ~ + b ( c + a ) ~ y + ~ ( a + b ) v z =  v V Ü + - .  
\(; 

6. On peut introduire dans les formules v au lieu de ?; les deux para- 
mètres seront ainsi; E ,  carré de la distance au centre; v ,  carré de la per- 
pendiculaire sur le plan tangent. 
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4 Ca y l e  y : Sur Ta surface des ondes. 

On a d'abord 

et ainsi 

lesquelles sont les expressions des coordonnées 5 ,  q ,  en termes des para- 
mètres [, v. 

7. On n 
v 0" (5  1 -. C)O, 

ce qui donne 
(V - a)s 

~ - / p  = T 7 1 b r : - ( b + c ) ~ + v 5 1 ,  et de même v v-, 

lesquelles sont les expressions de 1, p ,  v e n  termes des paramètres 5 ,  v. 
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Ca y  l e  y : Sur la surface drs ondes. 5 
-- --- 

8. On obtient 

+ - / ( v -  C) 111b -(a + b)v f -  v i ? ,  
ou, en reduisant coinme auparavant, 

A* P2 v2 +-f -- - O. 
v - a  v - 6  v - c  

9. J e  rappèle que l'équation du plan tangent est 

ou v est déterminé comnie fonction de 1, p ,  Y par l'équation qui vient d'être 
donnée; et qu'en considérant A, p ,  v ,  v comme des paramètres variables qui 
satisfont à cette 6quation et à 17&quation ?? + p2 + uP = 1, l'on obtient la sur- 
face comme enveloppe de ce plan tangent. 

10. On a ainsi v comme l'une des racines de l'équation quadrique 

en dénotant par u l'autre racine, on a donc 

6 2 - f ( b + ~ ) ? b e + ( ~ + a ) , ~ ~ ( ( n + b ) v 2 ] 6 $ - b c i , g + c a p ~ a b ~ t = ~ - t ~  O-v,  

la prcmière de ces équations peut aussi s'écrire sous la forme 

A - u  -v-= a?? + bpe + c v2,  

et la seconde sous la forme 

B - U V  : = a ( t + c ) ? , 2 f - b ( c + a ) p 2 + c ( a + b ) v P .  

Il. J'observe que h ,  p ,  v sont les cosinus des inclinations de la per- 
pendiculaire par le centre sur le plan tangent au point x ,  y ,  z ,  la longueur 
de cette perpendiculaire étant \IG; il y a un plan tangent parallèle qui cor- 
responde aux mêmes valeurs de ?., I ; ,  v ,  et évidemment on a alors 1; pour 
la longueur de la perpendiculaire sur ce plan tangent parallèle; autrement 
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6 Cayley:  Sur la szirfuce des  ondes. 

dit, les équations de deus plans tangents sont 

il convient de rémarquer qu'on a pris (x, y, x )  pour les coordonnées du point de 
la surface qui est le point de contact du prkmier de ces'deux p h s ,  et qu'ainsi 
les deux quaiitités v et 21 n'entrent pas symétriquement dans les formules. 

12. En  substituant dans l'expression de u + v ou U V ,  ou ce qui est plus 
simple dans celle de A - u - v, les valeurs de A', p" u2 en termes de v, E ,  
on obtient 

1 % b y ( A  - u - v) =- ----: a u ( ~ - a ) ~  I b c - f b + c ) v + v 5 \  
v . v - - <  

+pb(v-b)"ca-(cf a )u+vEl  

équation laquelle (en réduisant comme auparavant) devient 

c'est à dire 
. v - a - v - b S v - c  

(v - 5 )  (v - U) = 7 
v 

équation qui donne dans des formes très simples, $ en termes de v, u, et 
aussi 24 en termes de v ,  i .  

13. On a comme auparavant 
51- C 

O =  
1 - 5 + ~ 5 -  B' 

je cherche l'expression de u en termes de 5,  q. En écrivant pour abréger 
r]  - ce + A 5 - B = JI, nous trouvons 
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Cap l e y  : Sur ta szrrface des ondes. 7 

ou enfin, et en réstituant pour M sa valeur, 

14. On peut introduire dans les formules u au lieu de 5, et ainsi ex- 
primer les coordonnées, etc. en termes des deux paramètres v ,  u. On a pour cela 

donc. 
v -  6 - v - c  v-a 

E - a = ( v - a ) [ l  c v.v-th 1 ,  =- v (v - u) ( b c  - ( b  + c ) u  + U V ! .  

De plus 
b c - ( b $ c ) v + v E = ( v - h ) ( v - c ) - v ( u - 5 ) =  

v - a  (v- b ) ( v - c ) - ( v - b ) ( v - c ) . - = v - b ~ v - c ~  (I + su) = 
0-u 

- u - a e v - 6 . v - c  
v - u  

Donc 

ou enfin, A moyen de la valeur de 5 - a ,  

U - a  ? - b c = -  
v-U 

I b c - ( b + c ) u + u v \ .  

Donc 
u - a a v - a  - B y x 2  = 
v(v - 2 ~ ) ~  

i b c  - (b  + c)u + t ~ v ) ~ ,  et de même 
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8 C a  y ley : Sur t a  sztrface des ondes. 

équations qui  donnent les coordonnées x ,  y, x en termes des deux para- 
métres v, u. 

15. De la valeur ci-dessus donnée pour v - b c  on déduit celle de q ;  en 
effet on trouve 

= v ( u 2 - ( a +  b + c ) u + a b + a c + b c l - n b c ,  
c'est à dire 

ainsi rl est l a  même fonction de v,  u et  de v, 5. 
16. De plus 

c'est à dire 
--,ByAz=u - a a v  - a ,  et de même 

équations qui se déduisent plus simplement des équations 

Je rappèle les équations 
r- 

I s f  p y  + v z =  Vv, 

- C a(b + c ) l x  + b(c  -+ a) t ry  + c(a + b ) v z  = q\1v f - -=; 

et j' ajoute aussi celles-ci 
d v  

e t  de même 
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Ca y t e  y : Sur la surface des ondes. 9 

17. Formules différentielles. Nous avons 
1 d u .  Adx + p.!y + vdz  = O ,  xdA f ydp + Z ~ L  = -- - 
2 \IV' 

ou, en réduisant comme auparavant, 

ou enfin 
1 1 dYl a A d z  + b p d y  + cvdz  - - - fÜd5  $ - - 
2 2 \I.' 

et de là en différentiant 1'6quation 

Yl a1.x + b p y  + c v x  - - vu ' 
on déduit 

18. Nous avons de plus 

BPyxdx  = ( q - b c ) d t  + ( E - a ) d ~ ,  
donc 

( ( x - a b ) d i + ( E - c ) d x ) f .  4 a p d z g  = 
5 - c - r i - a b  , - .  

Annnli di Matematica, tom0 XX. 
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10 Ca y l e  y ; Sur la szlrfuce des bzdes. 

et de là, après les r6ductions nécessaires, 

en écrivant la premiers de ces éqsations sous la forme 

19. De plus, de l'équation hZ + pz + u2 = 1 et des valeurs de .u $ v et 
U V ,  on déduit 

a d h +  p d ~ = = O  

1 a h d l  + b p d r  j- cvdv = -(du + du) 
2 
1 bchdh + capdp  + abvdr = - (vdu + udv). 
2 

ou, plus simplement des équations 

d l : d u . : d v = d ~ : d t j : d ~ ,  

20. gquation différentielle des courbes de courbure de la surface. En 
partant de l'équation 

équivalentes à cette première équation, on déduit 

d l ,  d r ,  dv 

dx,  d y ,  d z  

1 I I ,  Y 

(xdA + y d p  + xdv)(aAdx + bpdy + cvdx) 

- (xdx 4- ydy  + xdx) ( ahd l  + bpdp + C I J ~ Y )  = 0, 

c'est 5 dire 

-0, 

du - ( - J Ü & ~ .  + d - ? _ ) + 4 1 ( d ~ + d ~ ) - 0 ,  

1; \IV 
ou enfin 

dvdq + vdu dt; = 0, 

laquelle est la forme la plus simple de l'équation dont il s'agit. 
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Cayley. '  Sur Ia S U P ~ C ~ C ~  des ondes. 11 

21. On a ici 

et il s'agit de substituer ces valeurs dans l'équation différentielle, J'écris pour 
un moment 

où l'on a 
H=v(rZ-AE+B)-C,  

1' Qquation devient 

- (v - 5 )  1dHdv $ vdidUI + ( d u  - d i )  (Hdv f v u d t )  = 0, 

et l'on trouve 
d H -  ( E L  At $ B)dv + (2E -- A)vdE, 

et en substituant ces valeurs, on obtient 

Le cocfficient de dt-st v3 - AvP $ Bv - C', c'est à dire v - a . v -- b . v - c; 
de nieme le coefficient de due est t3 -- A te  + B [  - C, c' est à dire 
5 - a .  5 - b 5 -  c. Le coefficient de - d v d E  est 

l'Qquation différentielle est donc 
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12 Ca y 1 e y : Sur la surface des ondes. 

22. Mais on a identiquement 

donc en divisant par 

l'équation devient 

23. De même en substituant dans l'équation d v d ?  f v d u d t  = O  les 
- 

valeurs 

on obtient 

ou, ce qui est la même chose, 

u - u  9.3-b U - c  ") + du ' .  
u - a . u - h e u - c  

d u 2 - d u d v ( - +  v - a  - v - b  +--- v - c  P -= 0 ; 
b - a - v  - 6 - O - c  

les éq~ati<i~s'diff~rentielles entre 5 ,  v, et entre zc, v respectivement sont ainsi 
precisément de la même forme: on peut vérifier sans beaucoup de peine qu'en 
introduisant dans la première équation ,zc au lieu de 5 par la substitution 

on obtient la seconde équation: c'est là un théorème d'analyse assez rernar- 
quable. 

24. L'équation différentielle en u,  v est changée eu entrechangeant ces 
deux variables; cela doit être ainsi, car autrement les deux courbes de cour- 
bure par le point de contact du plan tangent ).X + Y $ Y Z - (/; = 0, e t  
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Ca y 2 e y : Sur Eu surface des ondes. 13 

les deux courbes de courbure par le point de contact du plan tangent pa- 
rallèle AX + p Y + iiZ - d i  = O seraient parallèles les unes aux autres, ce 
qui n'est pas en gén6ral vrai. Pour que les deux équations soient identiques 
on doit avoir 

v - a  v - b  v - c  u - a . # - 6 . ~ - c .  -+-+--- 
u - a  u-6  14-c .u 

c'est à dire 

ou enfin 
( U - V ) J ~ ~ C ~ U ~ - A ( Z C  + V)UV + 2 B u v -  C(Z~ $v)l = O ;  

zc = u donne le plan à l'infinité, qui coupe la surface selon les deux coniques 
imaginaires x" yye + a2 = O et axz  + by" czt = 0 ,  et aussi les plans tan- 
gents singuliers qui touchent la surface chacun selon lm cercle réel ou ima- 
ginaire; je n'ai pas considéré la courbe sur la surface que l'on obtient en 
égalant S zéro l'autre facteur. 

25. Rayons de courbure. 
Les équations de la normale au point (x, y, 2) sont 

X = X - R h ,  Y = y -  R p ,  Z = Z - R u ,  

et ,  en supposant que les coordonnées X, Y, Z se rapportent à un centre de 
courbure, on a 

d x  = RdA, d y  = R d p ,  d z  = Rdu ,  
et de là 

x d x  $ y d y  $ zdx = R(xdA + y d p  $ zdv), 

Rdv - d 6  - d 7  c' est à dire d l  = ; donc R .= \lu - , = 0 vu, en posant û = 2 : 0 est 
\l v du du 

donc déterminé en fonction de [, v par l'équation 

et les deux rayons de courbure sont alors données par la formule R = O J ;  

26. Surface des centres de courbure. En écrivant pour R sa valeur, = 

nous avons 
- 

X = Z  Y=ZJ -+fi, Z = Z - Y O ( ( V ,  
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14 Ca y l ey  : Sur la surface des ondes. 

où X, Y, Z dénotent les coordonnées d'un point de la surface cherchhe; et  
si nous formons les expression 8, H,  Z analogues a 5, s, <, savoir 

on obtient sans peine, à moyen des valeurs trouvées pour hx -+ py $ V X ,  

aLx  $ bpy + C V X ,  ah2 + bp2 + cu2, etc. 

où comme auparavant 

en éliminant entre ces six équations les cinq quantités i ,  YI, 8, v, U ,  on obtient 
l'équation de l a  surface des centres en termes de Z ,  II', Z qui sont des fon- 
ctions données des coordonnées X, Y, Z d'un point de la surface. 

27. J e  remarque que les sections principales de la surface des ondes sont 
des courbes de courbure de cette surface; en particulier pour fixer les idees, 
l a  section par le plan x = O ,  savoir le cercle 6 - c = O et l'ellipse q - bc = O 
sont des courbes de courbure. Pour l'une ou l'autre de ces courbes, il y a 
une suite des courbes de courbure de l'autre espèce qui coupent le cercle ou 
l'ellipse à angle droit, et qui sont symétriques aux deux côtés du plan z = 0. 
E n  considérant par exemple l'ellipse, les normales à la  surface aux points 
succéssifs de cette courbe sont situées dans le plan de xy  et se coupent selon 
une cwrbe  dans ce plan, la développée de l'ellipse, laquelle est une eourbe 
sur la surface des centres; l'ordre de cette développée est = 6. Mais, de 
plus, chaque normale de la surface à un point (x, y ,  O) de l'ellipse est ren- 
contrée par les normales de la surface aux points (x, y ,  zk dx) au-dessus et 
au-dessous du point de l'elljpse: les points d'intersection forment une courbe 
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Ca y 2 e y : Sur la surfare des o d e s .  15 

dans le plan de xy ,  laquelle est aussi une courbe sur la surface des centres, 
e t  den plus elle- est une coiirbe cuspidale sur cette surface: nous allons voir 
que l'ordre de cette courbe est = 6. De même pour le cercle, la développée 
du.çercle est le point x = O ,  y = O ,  lequel à ce que je crois doit être consi- 
deré comme cercle infiniment petit (ou deux droites imaginaires) x+ yYP = 0; 
le cercle donne lieu aussi à une csurbe qui est une courbe cuspidale sur la 
surface des centres, et nous allons voir que l'ordre de cette courbe est = 4. 
La section de la surface des centres par le plan xy  est donc composée comme 
suit: " 

développée de 1' ellipse ordre G 

courbe cuspidale, ordre 6, trois fois n 18 

développée du cercle I) 2 

courbe cuspidale, ordre 4 ,  trois fois 12 
n - 

38 ' 
et il parait 'ainsi que l'ordre de la surface des centres de 1a surface des ondes 
doit être = 38. 

28. J e  m'arrête pour un moment pour considérer la même théorie par 
22 y2 z? 

rapport A l'ellipsoide a + - + - = 1. L a  section par le plan z = 0, est ici 
b c 

x y" l'ellipse - + - == 1 ; et  pour la surface des centres on a dans le plan de xy, 
a b 

la développée d'ellipse, courbe d'ordre 6, et aussi une courbe cuspidale la- 
quelle est une ellipse. E n  effet pour trouver l'équation de cette courbe on a 
pour les coordonnées X, Y du point ou la normale au point (x, y, z) ren- 

X 
contre le plan z = O ,  les équations x = X + ; t ,  y = Y + 2; c'est A dire 

4 V 

X = z (1 - i), Y - y'(l - a). Dans ces équations s, y se rapportent A un 

x0 2J5 point de l'ellipse - + - = 1; en éliminant entre les trois équations x, y on 
a b  

axe 6 Y' aX4 bY2 obtient - 1, ou ce qui est la même chose -- f 7 = 1. 
(a-c)~'  (6%- B" 

L a  section principale de la surface des centres est donc composée de cette 
xZ ye ellipse trois fois, et de la développée de l'ellipse - + - = 1 ; l'ordre de la 
a b  

section, et ainsi l'ordre de la  surface des centres est donc 6 t 3 -  2, = 1 2 ,  
comme cela doit être. 
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'1 6 Ca y ley : Sur lu surface des ondes. 

, . X 
28. D e  même p u r '  la surface des ondes on a s = X+ ; z , y = Y+ @ 2, 

c'est à dire 

1.' Pour le cercle 5 = c ,  en écrivant xz = ce,  yZ = c ( l  - O ) ,  nous 
avons ? = u c 6  $ bc (1  - O ) ,  = c ( b  et de là - - .  

donc 

courbe de l'ordre 4, cuspidale sur la surface des centres. - 
, . 2.' Pour 1' ellipse q = a b ,  en écrivant x2 = be, y2 == a(1 - O ) ,  et de 
la t = b O + . a ( l - o ) 7  = a - 7 8 ,  on obtient , 

valeurs qui donnent - 

X =  \16 \IB 

Y =  \ I a v c ë  
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Ç a  y t e  y :  SUY ta surface des ondes. 17 

donc 

courbe de l'ordre 6, cuspidale sur la surface des centres. 
30. On aurait pu développer la théorie des courbes et rayons de cour- 

bure a moyen de la formule ci-dessus donnée, ds2 = EdS2 $ 2 Pd Eclq $ G d  q" 

(3' = O), mais pour cela il faudrait trouver plusieiirs expressions qui ne sont 
pas encore c~alculées, savoir les coefficients des formiiles 

E n  prenant comme auparavant R pour la rayon de courbure on aurait alors, 
[SALMON, G e o m e t y  o f  t h e e  dimensions, Ed. 4.e (1882), pag. 3471, 

R, EdS, 
EG, E'dE + F 1 d V ,  F'd1 + Gfd0 

e t  
II = O' 

dq,  R E 1 -  E'G, RF'  = O ,  

- d S ,  R F ,  R G '  - EG? 

formules pour les courbes et rayons de courbure: en particulier l'équation 
différentielle des courbes de courbure peut s'écrire sous la forme 

t lq2 ,  - d t d a ,  ' = 0: l E,  0, G' 
Er, F', G' 1 

a1~mn2i ch' iMalemnticn, toino SI. 
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18 Ca y l e  y : Sur la surface des ondes. 

Au reste cette equation en di$, d q  se déduirait plus simplement de l'&qua- 
tion dv d  vl $- vdt4dP = O ,  en y introduisant les expression de v ,  le en termes 
de 5 ,  ?. 

31. Courbes gdodésiques sur la surface. L' équation différentielle du se- 
cond ordre des courbes géodésiques depend seulement des coefficients E, F, G,  
savoir en supposant E' = O ,  cette équation est 

ou ce qui est la même chose 

( - - - E E , ,  2 E G i -  GE,, E G 2 - 2 G E 2 ,  GG,)(d[,  da)3+ 

2 E G ( d [ d 3 ?  - dqd2[) = O ,  
O a 

d E  d E  dG dG respectivement, Xi ,  Et, G,, G 2 = 7 2  - 9 - 9 -  
cl: GE.4 d5 d-II 

voir CAYLEY, On geodesic lines, in  particular those of a Quadric Surface, 
Proc. London Math. Soc., tom. IV (1572), paf;. 197. Nous avons vu que pour 
la surfa.ce des ondes dont il s'agit les expressions de E, G sont 

et l'on obtiendrait de là sans peine. les expressions des coefficients de la fon- 
ction cubique (-- EE,, . , .) ( d t ,  d ? ) Q u i  entre dans 1' équation différentielle. 
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11 concetto di lunghezza e la retta. 

(Di RODOLFO BETTAZZI, a Torino.) 

Il coiicetto di lunghezza si suole ordinariamente far dipendere da quelli 
di retta e di segmento: è scopo del presente articolo il dimostrare come possa 
stabilirsi anche indipendentemente da essi. S i  verrà cos1 a rendere legittima 
la nota detinizione di segmento come u linea di minor lunghezza fra due 
u punti n la quale altrimenti, col ricorrere all'idea di lunghezza fondata su 
quella di retta, si aggira in un circolo vizioso. 

E necessario avvertire cbe, per quello che segue, immagino già stabiliti 
con la dovuta esattezza i concetti di solido, di superficie, di linea, di punto 
con tutte le relative proprietà fondamentali, che io qui non credo dovere svol- 
gere per non dilungarmi troppo e non eccedere in quello che non è stretta- 
mente argomento del presente lavoro. Per  i concetti e le definizioni di solido, 
superficie ecc., rimando a quanto ho enunciato ne1 mio articolo: I postulati 
e gl i  enti geometrici (*) ed alla Nota 1." in fine del presente lavoro; per le 
proprietà che di essi occorrerà applicare risparmierb ogni dimostrazione, in- 
dicando col segno (6) il moment0 in cui se ne fa& uso. Se tali proprietà non 
enuncerb esplicitarnente ne1 testo, citerb in apposite note in fine del lavoro 
quali esse siano, senza preoccuparmi se sono d a  ammettersi come postulati O 

da dimostrarsi come teoremi poichè cib è indifferente per Io scopo che mi 
propongo, ma ritenendole come fatti geometrici indispensabili in ogni trattato 
di geornetria. 

I l  numero notevole di postulati che introduco non rechi nessuna mara- 
viglia, poichè è stata mia cura il cercare di enunciare i fatti (analoghi O 

corrispondenti a quelli della realtà) di cui si fa uso nelle dimostrazioni e 
dei quali spesso ci si aerve inavvertentemente; essendo necessità che l a  geo- 

(+) Periodico di iVl(itetnatica per l'insegnamento secondario. Anno 1.' 
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2 O B e t  t a x x i :  Il concetto d i  lulzghezza e Eu retta. 

metria adopri ragionamenti nei quali neppure un' idea sia nascosta , corne 
scienza logica in cui si devono solo dedurre conseguenze da premesse dopo 
avere enunciate queste tutte e chiaramente. Mi sono studiato di dimostrare 
il più che per me si poteva, persuaso della necessità di ridurre ininimo il 
numero delle verità arbitrarie (postulati); ma quello che non ho saputo pro- 
vare ho dato chiaramente corne postulato, senza escludere con cib che altri 
possa dimostrarlo. Del resto, vari dei miei postulati si trovano dati corne tali 
anche in pregevolissime opere, per es.: in quelle di geometria del P~scri (*) 
e del PEANO (**). 

Osservazio~ze. - Alcune note che si vedranno a pi8 di pagina non sono 
necessario completamento del testo, ma ne costituiscono semplici e non indi- 
spensabili dilucidazioni: e non vi sono inserite, parchè si parla spesso in esse 
d i  enti non ancora definiti O non definiti mai ne1 presente scritto, ma ai quali 
si ricorre perchè il Ioro concetto, certamente noto al  lettore supposto non di- 
giuno di studi geometrjci, faccia meglio afferrare e giudicare il metodo se- 
guito in questo lavoro. 

S 1. Le sfere e l'apertura delle linee. 

1. Definizione ).a - u Una linea si dirh trutto se h a  due estremi; ramo 
u se ha un estremo solo; linea chiusa se, essendo illimitata, si pub spezzare in 
u due tratti; Iinea aperta se, essendo illiinitata, si pub spezzare in due rami .  n 

Parlando in quello che segue di l ime senz'altro aggiungere, intenderemo 
linee non intrecciate, che siano O tratti o linee chiuse. 

Def. 2.a - u Una superficie o che divide 10 spazio in due parti si dirà 
u cl~iusa,  quando l'una O l 'altra di queste parti sia tale che in cinscun s ~ i o  
u punto posto l'estremo di un ranio qualunque 1. e prese le infinite posizioni 
u di r, ciascuna di queste abbia punti anche nell'altra parte del10 spazio. L a  
u parte i r i  quelle condizioni si dirà intemu a û, e si diranno interni a ri i 
u suoi punti. n 

2. Una coppia di pur?ti dati è una figura: la  mancanza di un ente 
che colleghi i due punti non toglie nieiite alla invariabilità di tale figura, e 
possiamo pensare che questa si muova comunque. Se  di una coppia di punti 

(') PASCH, Vorlesungen Ü ~ C T  neziere Geotnetrie. Leipzig, 1882. 
("') PEAXO , 1 pTinczj% d i  G e o m e t h  logicamer~te ôslîosti. Torino,  1880. 
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se ne tenga fermo uno, l'altro pub assumere infinite posizioni: il seguente 
postulato fissa la natura dell'ente da  esso generato. 

Postulato 1. - Il luogo geometrico delle posizioni d i  un punto d i  
u?za coppia il quale si rnuove mentre 1'ah.o sta fermo, è m a  superficie cliizcsa 
cr; cui il  pzcnto immobile è intemo. 

Def. - u L a  superficie precedente si dice supe~ficie s f e~ ica;  il punto 
u fisso, centro; una qualunque delle posizioni delle coppie di punti dati, coppia 
u ~adia le ;  ogni tratto cogli estremi nei due punti di una coppia radiale, linea 
u ~ a d i a l e ;  quella delle due parti in cui è diviso 10 spazio la quale contiene 
u il centro, s f e ~ a .  n 

COR. 1.' - Poichè una coppia di punti è rovesciabile (6) si h a  che le 
due sfere originate da una coppia di punti prendendo per centro l'uno O l'altro 
di essi sono uguali. 

COR. 2 . O  - I l  Iuogo geometrico delle posizioni di un estremo di un tratto, 
quando l'altro estremo è immobile ed il tratto assume tutte le posizioni pos- 
sibili, è una superficie fiferica di cui quella linea è radiale. 

COR. 3.' - Due superficie sferiche concentriche distinte non hanno punti 
comuni ; quindi, date due superficie sferiche concentriche, ciascuna giace tutta 
da una parte dell'altra, ( G )  (*). 

COR. 4.' - 1 postulati ordinari sui solidi (6) (**) ed il Corollario prece- 
dente ci permettono di concludere che se due sfere rese concentricbe non 
coincidono, una è parte dell'altra. In ta1 caso, se Si è la sfera parte di S,, 
deve la superficie u2 di S2 giac.ere rispetto a quella a ,  di S, da parte op- 
posta del centro comune: altrimenti sarebbe a, interna ad SI e S, parte di 
Si, mentre invece è Si parte di ,Y, ( G )  (***). 

COR. 5.' - Date due sfere S, ed S2 accade necessariamente uno ed 
uno solo dei tre casi: SI uguale ad S,, S, parte di S,, S, parte di S , .  

Se: dunque usiamo le parole u uguale n u maggiore n e u minore n ne1 
senso consueto facenciovi corrispondere i consueti segni =:, >, <, pub dirsi 
che date due sfere S, ed S,, avviene necessariamente uno ed uno solo dei 
tre casi S, S,. 

COR. 6.' - Data una sfera, esistono sempre sfere maggiori e sfere mi- 
nori di essa. 

(*) Vedi Nota 2.a i n  fiiie di quedo  scritto. 
(**) Vedi Nota 3.a in fine. 

(**") Vedi Nota 4." in fiiie, 
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3. $e dato un tratto t si fa rotare attorno ad uno dei suoi estremi, 
esso genera coll'altro estremo una superficie sferica di cui è linea radiale 
(2,  Cor. 2."). 

Def. 1.a - u L a  sfera descritta da 
u sfera d i  upertuva del tratto. n 

Con. 1 .O - L a  sfera di apertura di 
tenendo fermo I'iino O l'altro estremo. 

un tratto corne linea radiale si dirà 

un tratto si ottiene indjfferentemente 

Def. 2.a - u Data una linea chiusa diremo che essa ha  una s f e m  di 
u ape~tura ~zulla: e questa sfera diremo uguale a quella delle altre linee 
u chiuse e n~inore di quelle di qualunque tratto. 

Def. 3.a - u Date due linee 1, ed Z, diremo che l'apertura di 1, è uguale, 
11 magyiore O minore di quella di 1, sccondochè la sfera di apertura di 1, è 
u uguale, maggiore O minore di quella di 1,. s 

COR. 2.' - L e  linee chiuse sono quelle di apertura minima. 
Def. 4.8 - u Date infinite linee A ed un'altra 1 ,  diremo che le aperture 

u delle A possono differire da quelle di 1 tanto poco qzcanto si vuole, quando 
u considerate le sfere di apertura delle 1 e di 1, qualunque siano le sfere S, 
u ed S2 prese una maggiore ed una minore di quella di apertura di 1 ,  esiste 
u sempre la sfera di apertura di qualche I che è minore di Si e magg:ore 
u di S,. S'inteiide che se Z è di apertura nulla, la sfera da considerarsi è una 
u sola, la S,. n 

8 2. Sistemi chiusi di linee. 

4. Def. 1." - u Diremo gruppo di linee una figura formata da  un nu- 
u mer0 finito di tratti l , ,  l ,  ,.. . Zn, tali che ciascuno abbia comune un estremo 
r col precedente ed uno col seguente, ed il primo non necessariamente con 
u l'ultimo, e che del resto non abbiano nessun altro punto comune fra loro. n 

Un gruppo di linee è una linea, che è un tratto se Z, ed Z, non hanno 
un estreino comune, ed una linea p.hiusa ne1 caso opposto (6) (*). 

Def. 2." - u Data una linea, se per mezzo di punti la si scompone in un 
u numero finito di tratti e con questi si forma un gruppo qualunque (Def. l."), 
u questo gruppo è una linea che diremo linea di spezxumento della linea data. n 

Una linea ha infinite linee di spezzamento, sia per gli infiniti modi in 

(') Vedi Nota 5." in fine. 
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cui si pub diridere in parti, sia per le infinite posizioni che nei gruppi si 
possono dare a queste parti. 

COR. - Se 1, è linea di spezzamento di 1 ,  sarà 1 linea di spezzamento di 1,. 
5. Def. - u Diremo gruppo lineare di solidi il solido formato da un 

u numero finito di solidi S,, S,, ... Sa, quando ciascuno di questi ha  comune 
u una parte di superficie col precedente ed un'altra col seguente, ed il primo 
u e l'ultinio hanno O no parti di superficie comune, senza che i solidi abbiano, 
u oltre questi, nessun altro punto comune fra loro. n 

6. Def. 1.a - u Dato un sistema Z cornposto di una linea 1 e di tutte 
u le sue linee di spezzamento, un'altra linea 1' si dirà generata di 1, quando 
u per ogni solido arbitrariamente scelto S sia possibile costruire un gruppo 
Ü lineare formato con solidi S,, S,, . . . S?, uguali ad S od a sue parti, tale 
u che interne al solido cos1 risultante possano disporsi 1' ed una conveniente 
u linea 1 di 2 ,  in modo che: 1." su ogni solido Sv non giaccia che un solo 
u tratto tanto di 1' quanto di 1; 2." le aperture di tutte queste A possano 
u differire da  quella di 1' tanto poco quanto si vuole (3, Def. 4.a). n 

Def. 2.a - x Data una linea 1, se si costriiisc.ono tutte le sue linee di 
u spezzamento e tutte le sue linee generate, si ottiene un altro sisteina di linee 
u che si dirà sistema derivato di 2'. n 

COR. 1.' - Se 1, è linea di spezzamento di I l  il sisterna derivato di 2, 
è 10 stesso sistema derivato di 1 (4,  Cor.). 

& opportuno completare questo corollario col 

Postuïato II, - Duto il sis(ema derivato d i  una  litzen 1 ,  ed u m  
qualunque delle altre sue linee, A (sia p e s t a  d i  spezzamento d i  1 O gene- 
rata), il sistema derivato d i  A è quel10 stesso d i  1. 

Def. 3." - u Ogni sistema derivato di qualche linea si dirà sistema clziuso 
u d i  linee. n 

COR. 2.' - Se due sistemi chiiisi di linee hanno una linea comune, essi 
sono identici (Post. II): e quindi due sistemi non identici non possono avere 
nessuna linea comune. 

COR. 3.' - Se in due sistemi chiusi di linee si ha che una linea dell'uno 
non è nell'altro, i due sistemi non possono avere linee comuni. 

7. Def. 1.8 - u Se le linee di un sistema chiuso si trasportano in modo 
u da avere tutte un estremo (se sono tratti) O un punto qualunque (se sono 
u chiuse) in uno stesso punto dato ad arbitrio O, si dirà che si ha il fascio 
u delle linee del sistema col centro 0: e l'insieme di tutte le sfere di aper- 
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cl tura in questa posizione ( d o r a  concentriche) si dirà il fciscio delle sfere 
u stesse. n 

COR. 1.' - Descritto il fascio delle sfere di apertura del sistema deri- 
vato di una linea 1, se 1, è una generata del sistenla di 1 e delle sue linee 
di spezzamento e si considera la sua. sfera di apertura, fra due sfere qua- 
lunque concentriche ad essa, una niaggiore ed una minore di essa, si trovano 
infinite sfere di apertura di linee di spezzamento di 1,  giacchi: 1, essendo loru 
generata le aperture di esse possono differire da quella di 1, poco quanto si 
vuole (6, Def. laa). 

- Dato il fascio delle sfere di apertura di un sistema, deve necessaria- 
mente accadere uno di questi due casi: o esiste una sfera concentrica ad esse 
(con tutte le infinite maggiori di essa) a cui nessuna delle sfere di apertura 
abbia punti esterni, O tale sfera non esiste. 

Ossereaxione. - Yedremo in seguito ($ 5) clie effettivamente pub darsi 
l'un cas0 e l'altro. 

Def. 2.8 - u L)iremo sistemi $ d i  quei sistemi di linee chiusi tali che, 
u costruito il fascio delle loro sfere di npertura, esistono sfere concentriche ad 
u esse cui tutte le sfere di apertura sono interne: ed inJiniti gli altri. 77 

Postuïato III. - Se 1 2 una 2inea di u n  sistemu j n i t o  ed 1, è ujba 
sua pavte, 1 ec2 1, non fanno parte d i  uno stesso sistema, (*): e ciasczwa t i t~ea 
del sisierna derivato d i  1, è parte d i  colzvenz'enti Einee del sistenzn derivato di 1. 

COR. 2.' - Esistono infiniti sistemi chiusi non identici, per es.: quelli 
derivati di una linea 1 di un sistema finito, di una sua parte qualunque Z , ,  
di una parte 1, di 1, ecc. 

COR. 3.' - Una parte 1, di una linea 1 di lin sistema finito non pub 
essere uguale ad 1, non potendo appartenere al suo sistema derivato. 

Postulato IV. - Se 1,  ed 1? sono tr-atti d i  sistemi finiti, surà Ji~zito 
fl sistema derivato di ufia linea clte sia u n  gruppo q u a l u q u e  di 1, ed 1,. 

COR. 4.' - La  proprietà vale anche per un numero qualunque (finito) 
di tratti. 

Postulato V. - Dati  due sistemi firziti non identici, i n  uno di es8i 
esiste iina linea 1, parte di ufza Z, dell'altro. 

(') Questa parte del postulato è destinata ad iiltrodurre pcr il concetto di lurig1.liezza 
clie si sta svolgeiido la proprieta clie si suole sempre aminettere per gli eiiti finiti, quella 
che la pnrte non è eqiiivalente al tiitto. (Cfi.. n.O 9, Cor. 2.") 
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COR. 5.' - Per il Postulato precedente ed il Post. III si conclude che 
dati due sistemi finiti non identici tutte le linee di uno di essi sono parti di 
convenienti linee deli'altro. 

8. Def. 1.8 - u Data uiia classe I' di enti nella quale siano definiti i 
u concetti di uguale, maggiore e minore, uno dcgli enti di essa, 7, si dirà 
u limite sz4pelio1.e di uno speciale sisterna I" format0 con alcuni di essi, O con 
u tutti, quando, appartenendo y O no a l", nessun ente di I" è rnaggiore di 7, 
u e per qualunque ente di r minore di 7 ne esistono uno O più maggiori in T'. f i  

Postufato VI .  - Per o g n i  sistevna finit0 d i  linee esiste una sfera 
limite sz4perioi.e d i  tzclte le sfere d i  apertwa delle Zinee del sisten~a, clic è 
differente per sistemi differenti. 

Def. 2.8 - I La  sfera limite superiore delle sfere di apertura delle linee 
u di un sisterna finito si dirà sfera linzitntrice del sistema. n 

. COR. 1.' - Se si considera il fascio delle sfere di apertura delle linee 
di un sistema finito e si dispone concentrica nd esso la sfera limitatrice, ncs- 
suna sfera di apertura ha punti esterni a questa, ma vi è qualche sfera di 
apertura che ha la superficie esterna ad una sfera cuncentrica alla sfera limi- 
tatrice e parte di essa, ma del resto qualunque. 

COR. 2.' -- Se la sfera limitatricc b una delle sfere di  apertura del si- 
stetna, ogni linea del sistema che sia sua radiale ha l'aperturn massima fra 
quelle del sistema. 

COR. 3.' - Sisterni di linee identici hanno la s t e m  sfera limitatrice e 
reciprocamente. 

Teorema 1.0 - a Costruito un fascio delle linee di un sistema finito, 
u ciascuna in tutte le posizioni possibili, e posta col centro ne1 centro del 
u fascio la sfera limitatrice del sistema, tutte le linee del fascio hanno punti 
u non esterni a questa sfera. n 

II teorema è chiaro per i piinti estremi di queste linee, giacclih essi giac- 
ciono sulla siiperficie delle rispettive sfere di apertura, delle quali nessunn lia 
punti esterni alla sfera limitatrice 8. Se poi si considera un punto P non 
estreino di iina linea 1, esso pure dev'essere interno ad S. Infatti P, o da 
solo O col centro, divide 2 in due parti Z, ed 7, che sono due tratti, ilno I ,  
cogli estremi P ed O, un altro 1, cogli stcssi estremi se Z è chiusa O cogli 
estremi P ed O' se 1 è un tratto 00'. Col centro in P e colla linea radiale 7, 
descriva una superficie sferica (2, Cor. 2 . O ) ,  la quale clovrà non aver punti 

Amznli di ilfatw~ntirn, tom0 SS. 4 
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esterni ad b: altrimenti, s e  O" fosse un di essx esterno ad N, e PO' 
la corrispondente posizione della radiale Z,, il gruppo di OP e P O "  sarebbe 
una lineil di spezaamento di 1, e quindi farebbe parte del &tema ,  talchè una 
sfera di a p r t u r a  dovrebbe passare per 0' ed eçsere quindi in parte esterna 
alla sfera limitatrice S, contro il Corollario 1.". Arendosi che l a  superficie 
della sfera di centro P e di radiale 1, è non esterna a S, saranno interni i 
moi punti (6) e quindi il suo centro: e percib P, punto scelto comunque su 1, 
é interno, c. d. d. 

~ e o r e m a  2.0 - u Se 1 é una. linea di nn sistema finito ed 1, é iina 
u sua parte, anche il sistema deriviito di 1, è finito: e la afera limitatrice del 
s secondo sistema é minore di quella del primo. n 

Infatti, se resi concentrici i fasci dei sistemi di 1 ed Z,  un punto di una 
linea l ' ,  del secondo fosse .esterno alla sfera limitatrice W del primo, poichè 
(Post. III) d ' ,  è parte di una linea conreniente 1' del siatema di 1, anche 
qualche linea di ta1 sistema :ivrebbe un punto esterno ad R contro il Teor. 1.". 
Tutte le sfere di apertura. del sistemn di Z, sono dunque senza punti esterni 
ad S, ed il sistema di 1, è percib finito (7, Def. 2.") e la sua sfera limitri- 
trice è R O una sfera minore (8, Def. 2.7. E siccome tale sfera non pub 
essere $3 a causa del Post. V, non essendo Z,  appartenente al sistema deri- 
vatci di 1, corne sua parte (Post. III) sarà minore di S, c. d. d., 

COR. 4.' - Se una linea 1 di sistema finito è formata da1 gruppo di due 
tratti 1, ed I,, sarh l a  sfera limitatrice di 1 maggiore di quelle di 1, ed 12. 

$ 3. Le linee equivalenti e la lunghezza. 

9. Def. - u Due linee 1, ed 1, di sistemi finiti si dirà che sono eg&- 
u oulenfi  o non equivale~zti od anche che hnnno zcguale O cliszrgztale 12112- 
u gAexxa, secondochè appartengono O no ad uno stesso sistema chiuso. 7, , 

Osservaxione. - Fer  indicare i casi precedenti scriveremo rispettiva- - - -  - 
mente 1, = l,, /, =:= 1,. 

COR. 1." - Date due linee 2, ed 1, di sistemi finiti avviene necessaria* 
mente uno ed uno solo di questi due  casi: O hnnno uguale lunghezza, o l'hanno 
disuguale. 

COR. 22 - Se 1 è una linea di un sistema finito ed 1, B una sua parte, 
si ha 1=1=i (Post. III). 
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10. Def, - u Si dirà cbe la lunghezza J i  una linea 1 è equivalente 
u alla somma delle lunghezze di altre due linee date 1, ed l,, quando, sup- 
u posti finiti i sistemi derivati di 1, di 2 ,  e di l,, vi sia ne1 primo una linea 
ir composta di due parti equivalenti ad 1, ed 1,. n 

Osservuzione. - Per  indicare il caso precedente si scriverà 1=7, +%. 
COR. - Date due linee 2, ed l z  di sistemi finiti, esistono infinite linee 

(tutte quelle di un sistema ctiiuso) la cui lungliezza i: equi~alente alla somma 
delle lunghezze di 1, ed l?: giaccliè basta fare il sistema derivato della linea 
formata da un gruppo composto di 1, ed l,, O dei tratti loro parti (per il caso 
che 1, ed 1, siano linee chiuse) il quale è finito (Post. IV - 7, Cor. 4."). 

11. Dati due sistemi finiti non ideutici, se S, ed ,S, sono le loro sfere 
limitatrici, avviene sempre uno ed uno solo di questi due casi: S, [necessa- 
riamente (Post. VI) clifferente da S,] è parte di S,, O S2 è parte di SI 
(2,  Cor. 5."). 

Def. - u Dati due sistemi chiusi di linee finiti e non identici, secon- 
u dochè la sfera limitatrice del secondo è parte di quella del primo, O questa 
u dell'altra, diremo che le linee del primo sono pwuulerzli o sîivrale,tti a 
u quelle del secorido, oppure anche clie le prime hanno lunghexxa 1naggio1.e 
u O ~nilzore delle seconde. 

u Ogni linea di sistetna finito si dirà che lia rninor lungl-iezsn di ogni 
u linea di un sistema infiaito. n 

Ossemuzione. - Per  indicare i casi precedenti rispetto alle linee l , ,  1, 
scriveremo ?T >&, II  < L .  

COR. 1." - Date due linee Z,, 1, di sistemi fiuiti avviene necessaria- 
mente uno ed uno solo dei tre casi =z, > &, c< 1,. 

COR. 2." - Se 1, è parte di 1, sark c<l (8, Teor. 2."). 
COR. 3.' - Data una linea di sistema finito ne esistono infinite altre di 

lurighezza minore della sua; per es.: le sue parti. 
COR. 4." - Se i= 1; + 12, sarà I) 1, , T>T, giacclih eçsendo (10, Def.) 

uns delle linee equivalenti ad 1 composta di due parti equivalenti ad 1, ed l,, 
sarà la sfera lircitatrice di 1 maggiore di quelle di  1, e di 1, (8, Cor. 4.'). 

COR. 5.' - Se una linea 1 è preralente ad  un'altra l , ,  sarà 1, uguale 
ad  una parte Z r  di una linea equiralente ad 1. Ed infatti, i sistemi derivati 
di 1 ed 1,  non essendo identici, sarsinno (7, Cor. 5.") tutte le linee dell'uno 
parti di convenienti linee dell'nltro. E non potendo essere quelle del sistema 
di Z parti di quelle ùell'altro, altrimenti sarehbe (Cor. 2.') i< x, contro l'ipo- 
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tesi, dovranno essere quelle del sistema di 1, parti di quelle del sistema di 1. 
In particolare sa r i  Z, uguale ad una parte di una lineà equivalente ad Z. 

12. Se <?, ed è 1' la linea equivalente ad 1 della quale Z, è parte 
(11, Cor. 5.'), indicando con l ' ,  uno qualunque dei gruppi ottenuti dalle parti d ie  
restano in Z' toltovi Z,, sarh (10, Def.) 1 = + ri e quindi (ivi) T= ET + c. 

Def. - u Date due linee 2, 1, di cui Z, sia suvvalent,e ad 1, diremo che 
u la  lunghezza di una linea l ' ,  è equivalente alla differenxa fra quelle di 1 
u ed Z,, quando la lunghezza di Z sia la soinrna di quelle di 1, ed l',. 7, - - - 

Osservasione. - Per  indicare il cas0 ~recedente  scriveremo Z', = Z - 1,. 
COR. - Date due linee 1 ed I l ,  tali che <I; esistono sempre linee l', 

la cui lunghezza 7, è la differenza 7-, fra quelle di Z O di Z,. 
i3 .  Se ad ogni linea che appartenga a sisteini finiti si fa corrispondere 

un ente che si dica la sua lungkexxa ed a questo ente si attribuiscono le pro- 
prietà ora sviluppate per le liiiee corïispondenti riguardo ai  coricetti di equi- 
valenza, p r e d e n z a ,  suvvalenza, somma e differenza, si ha  che le lunghezze 
delle linee appartenenti a sistemi finiti sono grandezze le quali costituiscono 
una clisse rispetto all'operazione somma, classe che è ad  una dimensione, ad 
un senso, illimitata e propria (*). 

Il concetto di lunghezza è eosi pienamente stabilito. 

3 4. Il segmento corne linea di lunghezza minima. 

14. Passiamo a vedere corne, introdotta la lungliezza, debba essa usarsi 
per dare del segmento una definizione rigorosa, ne1 senso già citato nell'in- 
troduzione. 

Postuïato VIL - Fva tutti i tratli cogli strssi due estrenzi, ne esiste 
zino d i  un sistema J i d o  ecl uno SOTO che ha la lunyl~exxa nzinima d i  fronte 
agl i  al tr i .  

Def. 1." - u L a  linea di Iiinghezza minima fra tutte quelle cogli estremi 
u in due punti si dice segrnento. n 

Def. 2.a - u Nella sfera di apertura di un segmento, il segmento stesso, 
u che ne è l ima  radiale, si dice suo ruggio.  » 

(") Ve ii Iû, mia Teopin delle Granclezze. Pisû, 1890, ,S$ 3, 16, 21, 28, 30, 31. 
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B e  t t a  x x i :  II concelto di lmghezxa  e la retta. 2 9 

COR. 1." - Un sistema di cui fa  parte un segmento, cioè (Post. II) il 
sistema derivato di un segmentci, è finito. L'osistenza di sistemi finiti é ora 
dunque una verità (*). 

COR. 2.' - Una  parte di un segmento non è uguale né equivalente al 
segmento stesso (7, Cor. 3." - 9, Cor. 2."). 

Teorema 1.0 - u Yer due punti conie estremi passa un segmento ed 
u uno solo. n 

È conseguenza inimediata del Post. VII. 
Osservaxione. - hdicheremo il segmento di estremi A e B con A B. 
Teorema 2.0 - u Se due segmenti sono raggi di una stessa sfera di 

u apertnra sono uguali. n 

Infatti, se essi sono OA,  O B ,  poichè la  superficie della sfera di aper- 
tura è il luogo geometrico delle posizioni di un estremo quando l'altro estrenio 
è fisso, sarà B estremo di una posizione di A ,  e quindi per O e B passer& 
un segmento uguale ad O A ;  per il Teor. 1.' questo segmento è OB, e 
quindi O d  ed  OB sono uguali. 

COR. 3.' - Due segmenti disuguali hanno disuguale sfera d i  apertura. 
15. Teorema 1.0 - u L e  due parti in cui un segmento A B  è di- 

u viso (**) d a  un punto C che non ne sia un estremo, sono segmenti. n 

Infatti, se per es.: la parte C A  non fosse un segmento, sostituendola col 
segmento C A ,  che è di minor lunghezza, insieme all'altra parte CR darebbe 
un gruppo cogli estremi in A e B e di Iiinghezza minore di AR,  il che non 
pub essere. 

(*) Possiamo facilmente dare un esempio di lin sistema iiifinito. Sopra iina dire- 
zione A B  si stacchino a part i re  dnll'estremo A  segmenti A A , ,  A A , ,  A A , ,  . . . S A  ,,.. . 

a a a di lunghezze rispettive a, - - . . . . - , . . .; nei punti A,. s i  innlziiio scgmeiiti &A',. pcr- 
2 ' 3  72 c 

n 
pendicolari ad  A B ,  di luiigliezza - , e s i  coiigiungano le  coppie di puiiti A',., ,.il.+, . Ri- 

?' 

sulta u n s  linea A ,  A', A,  A', A, A', , . . . composta di infiniti t r a t t i ,  con un puiito limite -1, 
clie fa  da  estremo, la quale (luindi è da considerarsi comc un t rat to  coi due estrcmi A , ,  A.  
L a  linea h a  lunghezza maggiore della somma dci segmenti A,A1,. ,  cioe maggiore di 
a a a Ur 1 -- + + r + . . . + - + . . . , e quindi non finita, giacclié l a  serie 2 - é divergente. Il 
1 / 2 3  n n 
sistema derivato della linea in questione è cliiaro clie non e finito. Si pu0 discutcre se 
figure come quelle qui usate siaiio da dirsi l inee; m a  mi pare  che,  coinunque, alrneno 
con un postulato speciale, s i  possa dar  sempre loro questo nome. 

(**) Vedi Nota 6.= in  fine, 
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COR. 1.' - S e  B è un punto di un s e g m e n t ~  A C ,  C non è su AB: 
giacchè altrimenti A C  sarebbe parte di A B ,  e quindi di A C ,  cioè A C  
uguale a d  una sua parte, contro il Cor. 2." del n." 14. 

Teorema 2." u Di due segmenti disuguali, uno (quel10 la  cui sfera 
u di apertura è minore) è uguale ad  una parte dell'altro. n 

Infatti si pongano i segmenti dat i  s, ed s, con un estremo comune 0, 
e se ne descrivano le sfere di apertura S, ed S, col ceiitro in O. Se si ha 
A, > S,, l a  superficie di  A, è esterna ad  ,S,, e quindi i suoi punti sono d a  
parte opposta del centro rispetto alla superficie di S,. Se P è uno di essi, 
il segmeiito OP, raggio di Si e quindi uguale ad s,, incontra la superficie 
di HZ .almeno in un punto (6) (*) per es.: C, il qua10 divide OP in due seg- 
nienti parti di O P  (Teor. 1."). Una  di esse, O C ,  sarà raggio d i  S2 e quindi 
uguale ad s,: si ccinclude clie s, è uguale ad  una  parte di si. 

Postulabo VIXI.  - Se due sepnenti z p ~ a l i  hanno a conzzcnc un 
e s t r e m  ed zln al tro  pudo essi coiizciclono (**). 

Teorema 3." u Se due segmenti A C ,  ,4B con .un estreino co- 
u mune A hanno comuiie un  altro punto B, nno di cssi ha il suo estremo 
u sull'altro (e quindi coincide O con csso O con una sua parte: 14, Teor. 1." - 
u 15, Teor. 1 . O ) .  n 

Infatti, condotte le due sfere di apertura col centro in A ,  G esse coin- 
cidono cd i srgrnenti sono uguali (14, Teor. 2.') ed i l . ~ o s t .  VI11 dirnostra il 
teoïema - O non coincidono, e quella minore, sia per es.: quella di  AC, in- 
contrerà colla sua superficie il segmento A D  raggio dell'altra (che v a  a d  
un punto esterno ad essa) in un punto D', ed allora AD' ed A C  sono seg- 
menti ïaggi  di una stessa sfera di apertura e percib ugualj, che avendo R 
comune, per quanto si è già detto, coincidono, talchè C è un punto Dr di 
AD. Cosi il teorema é dirnostrato. 

16. ~ e o r e m a  1.0 - u Se  un segmento A R  ha immobili gli estremi, 
u h a  tutti i punti irn~nobili. n 

Infatti, poichè intanto frit due punti passa un solo segmento, i punti di 

(*) Vetli Pu'ota 7.qiii fiiic. 

('*) Qucsta appare verità iiidilmideiite da1 Post.  VI1 e sue coiisegueiizc: giaccliè se  
due segmcnti A C ,  A D  liaiino un puiito B comune, il Post. VI1 conduce a coiicludere 
clie il sesrilento A B ,  par te  di A C e di A D  e cornune a d  eiitrambi, ma niilla dice 
circa le  part i  restatiti B C e BD. Anche il PASCH (loco cit.) aiilinette rpalcosa di si- 
mile ne1 suo Assiorna VII, clie corrisponde a1 mio Teor.  3.'. 
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B e €  t a x x i :  Il concetto di  lli~zyfierxci e la od la .  3 1 

,dB' P o ~ ~ & ~  al pib scorrere su1 s e g m e n t ~  stesso: se dunque un punto C di  
AB si muova, dovrà andare su  un altro punto Cf di AU. Ora  C divide A R  
nei segmenti A C, CB (15, Teor. 1.") in  uno dei quali, per es. in A C ,  dovrà 
essere Cf, talchk AC '  è parte di A C. M a  ne1 moto le figure non si alterano, 
per cui A C ,  che si cambia in A C ' ,  dovrebbe essere uguale a d  AC', contro 
il Cor. 2.' del n." 14.  

Teorema 2 . 0  - tr Se  un segmento AB ha  imniobili due punti, anche 
u non estremi, C e D, ha  tutti i punti immobili. n 

. Premettiamo che C divide AB in due parti, in unn dclle quali 6 D: sin D 
in A C. S e  A e B inovendosi vanno in A' e B', andrà A C in A'C,  e D, che . . 
ê di A C  ed è immobile, sarà anche di A'C:  talchè A C ed A'C,  avendo a co- 
niune un estremo C cd un punto D, O saranno ilno parte dell'altro, O coin- 
cideranno (15, Teor. 3."). Non accndendo il primo caso, perchè A S ed A'C 
sono ugiiali essendo A"1a nuova posizione di A ,  dor~rà A' cadere in A. Mlora  
sono uguali AB' ed AB, e, avendo, un punto comune C (e L)) oltie l'estremo 
A ,  Io stesso motivo coincidono. Restando dunque A' in ,4 e B' i n  B, il 
segmento a d  immobili gli estremi, e qiiindi (Teor. 1.') tutti i punti. 

17.  COR. 1.' - Due segmenti disuguali ~ p p ~ r t e n g o n o  R sistemi chiusi 
disuguali (15, Teor. 2.' - Post. III) ed hanno quindi disuguale lunghezza. 

COR. 2.' - SB di un sistema finito fa parte un  seginento, non vi appar- 
tengono altri segmenti che i suoi uguali (Cor. 1."): in  altre parole due seg- 
menti equivalenti sono uguali. 

Teorema 1.0 - u Sc di un  sistcma chiuso fa parte un segmento, il 
u sistenia., rhe  b finito (14, Cor. l."), h a  per sfwa limitatrice la  s f ~ r a  di  nper- 
u tura del segrnento. n 

Sc inftltti si considera il fascio dclle linee del sistcmfi col centro in O, 
e G 6 l a  superficie della sfera S di npertura del segmento OA del sistema, 
nessiin punto di  esse linee pub cndere csterno ad S. Giacchè se P f o ~ s e  un 
punto di una linea 2 esterno ad  R ,  la parte  O P  della linon (O ln. Iinea in-  
tera  se P è estremo, o una  delle parti Ee ln linea è chiusa) lin due punti da 
parti opposte di G ,  e quinili incontra 'G almeno in un piinto B. La parie 0 B 
di O P  ha Iiinghezxa minore d i  O P  ( I l ,  Cor. 2.") e quindi di 1, e percib il 
segmento 0 8  ha Iungliezza minore di 1. Mn On è unn posizione cli O A  , - 
ed OA é del sistenia di 7, e quincli OB =l. Da questo assurdo discende clle 
tutti i pnilti delle linee del sistema ed in particolare quelli delle sfere d i  
npertura, sono non esterni ad S. Poiclii: $3 i: unn delle sfcre di a p ~ r t u r n ,  e 
tutte le a l tw sono interne ad essn, S k 1, sfera limitntrice. 
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COR. 3.' - Il segmento è fsa le linee equivalenti quella di apertura 
massima (8, Cor. 2."). 

Teorema 2.0 - u Di ogiii sistema finito fa parte un segmento. a 

Se infatti si costruisce la sua sfera limitatrice S di centro O, sia O P  un 
segmento suo raggio. Poichè O P  appartiene ad un sisterna finito la cui sfera 
limitatrice è la  sfera di apertura di OP stesso (Teor. 1.') ed è: quindi 5, il 
sisteina dato e quello di O P  hnnno la stessa sfera limitatrice, e quindi sono 
identici (Post. VI) talchè O P  fa parte del sistema dato, c. d. d. 

COR. 4.' - Sono sistemi finiti tutti e soli quelli di cui fa parte un seg- 
mento. 

COR. 5." - Ogni linea di un sistema finito è equivalente ad un seg- 
mento e ad uno solo, che è quello del suo sistema, raggio della sua sfera 
limitatrice. 

Def. 1.8 - u Ogni linea di un sistema finito si dirà ~ettiJicaOile (a causa 
u della proprieth del Cor. 5.'). n 

Def. 2.8 - u II segmento equivalente ad una l i n e ~  rettificabile pub dirsi 
u luvzghezza della Zinea. n 

Osservaxione. - Colla definizione precedente le proprieth dell'ente lun- 
ghezza, dato come si è visto fin qui, relative ai concetti di grandezza, sono 
espresse dalle corrispondenti del segmento che Io rapprasenta., come è facile 
a vedersi. 

18. Def. - u Si dirà spezxatu un gruppo di segment;, e spezzata in- 
(( scri t fa  in u n s  liriea 1 una spezzata coi vertici (estremi dei segmenti) punti 
u di 1, quando essa ed Z siano O entrambe sema  estremi O cogli estremi co- 
61 muni, in modo che se ,4, B sono due ~ e r t i c i  consecutivi della spezzata, 
u su uno dei tratti (O su1 tratto) A B di 1 non cadano altri vertici della 
u spezzata stesçn. n 

COR. f.' - La lunghezaa di una spezzata non chiusn che non sia un 
segmento,. & niaggiore d i  quella del segmento cogli stessi estremi. 

COR. 2.' - L a  lunghezza di una spezzata inscritta in una linea I di 
sistema finito è minore di quella della linea Z :  l 'apertura è uguale. 

19. Def. - CL Direrno apel-tzwa di un tratto il segmento che ha i suoi 
u stessi estremi. r 

Osseïvazioîle. - Si conservano cosi evidentemente per 17apertura, come 
segmento, le proprieth espresse dalle definizioni gih date di aperture ugiiali, 
maggiori, minori. 

COR. 1.' - Ne1 segmento, ed in esso solo, l'apertura è ugiiale alla lun- 
ghezza: ed è i l  segmento ~ t ~ s s o .  
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f i e t  t n x x i :  It concetto di  hmyhexza e la retta. 33 

COR. 2.' - I n  una linea rettificnbile, che non sia il segmento, la lun- 
ghezza è maggiore dell'apertura, essendo questa un segmento minore di  ogni 
linea coi suoi estremi, O essendo nulla. 

COR. 3.: - Dati più tratti per comporne un gruppo, fra tutti i modi 
possibjli di  &sporli quel10 che dà una linea di mnggiore apertura consiste 
ne1 disporre gli estremi dei tratti su uno stesso segmento: poichè in ta1 caso 
l'apertura è uguale alla Iiinghezza della spezzata inscritta ne1 gruppo doi 
vertici negli estremi dei tratti, mentre in ogni altro caso ne è minore (Cor. 2.'). 

5 5. La retta. 

20. Postuïato IX. - K Esiste utza lifiea qeq.tn, taie che ogtzi sao 
11 t~citto 1: 21-12 segnzento, e sulla p n l e  es is to~~o trntti wyunli n quctlmqne seg- 
11 nzento cwbit~a~'iamente dato. n 

Def. - u Ln linea precedente si dice retta. n 

Teorema 1.0 - u Per due punti qualunque passa un& retta. n 

Infatti per A ,  B come estremi passa un segmento, A B :  ora se 1 è un% 
retta, qualche suo tratto sarà uguale ad A B  (Post. IX) quinrli si potrh muo- 
vere 2 in modo che uno di essi coincidn con AB(G) (*) e percib passi per 
A ,  B. - Per A e R passa dunque 1,  c. d. d. 

Teorema 2.0 - u Se due rette hanno a comune due punti coinci- 
;1 dono, cioè per due punti passa una retta sola. n 

Infatti siano 2, ed 1, due rette passanti entrambi per due punti A e D, 
Per A e B presi corne estremi non passa che un segmento , 4 B ,  cornune 
quindi ad 1, ed 12, giacchè i tratti delle rette sono segmenti. Dico d i e  anche 
gli altri punti di una delle linee sono della seconda e viceversa. Poicliè in- 
fntti (6) (**) i punti A e B dividono 2, e cosi l,, ne1 tratto (segmento) AB 
e in due rami cogli estremi rispettivi A e B, sin P un punto del ramo di Z, 
che h a  per estremo B. Se con centro A e raggio A P  si descrive la sfem, 
la sua superficie deve tagliare quel ramo d i  1, coll'estreino in A che con- 
tiene B, giacchè la superficie della sfera è chiusa ed A è un su0 piinto in- 

(" Vedi Nota in fine. 
(*+) Vedi Nota 9." in fine. 

Annnli di Matematica, tomo XX. - 
3 
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3 4 B e t t  a z x i :  11 come t to  di lzuzgheztn e ln re t ta .  

terno e quindi questo ramo ha anche punti esterni e percib la incontra. Se R 
è un puntn d'incontro, AR è un segmento radiale della sfera, iiguale quindi 
ad A P (14, Teor. 2 .7 .  Il punto R non è su A13, altrimenti sarebbe A R  parte 
di A R  ed anclie di A P ,  mentre è uguale ad .4P (14, Cor. 2.'). 1 due seg- 
menti A Y ed A R  sono uguali ed hanno comune l'estremo A ed un punto Il, 
quindi (Post. VIII) coincidono ed è P in R ,  ossia P è un punto di 1,. Po- 
tendosi dimostrare che, reciprocxmente, ogni punto di l ? ,  anclie fuori di A B ,  
é un punto di Z,, si conchiude che le due rette coincidono. 

COR. Due punti qualunque individuano una retta. 
Teorema 3.0 - LL Tutte le rette sono uguali. n 

Infatti se A B  è un tratto di una, 1 ,  e si1 un'altra 1' considero lino dei 
siioi ugudi  A'T?', trasporto 1 in modo che A R  coincida con A'E' (6). Allorfi 
I erl 1' nvendo comuni due punti A ,  A' e R ,  R' coincidono (Teor. 2.') talclit 
sono uguali. 

Teorema 4.0 - u Se una retta ha due punti iinmobili, Ii ha immo- 
u bili tutti. 77 

Se infatti A e Il sono questi punti e C è un punto di AB, sarà C irn- 
mobile (16, Teor. 1."). Se C è un punto qudunque non di AB, per es.: del 
ramo di A che contiene B, il segmento AC ha immobili i due punti A e B 
che esso contiene, e quindi li ha irrimobili tutti (16, Teor. 2,'); percib C è 
irnmolde. 

rj 6. Coincidenza del concetto di lunghezza con quel10 ordinario. 

21. h facile ora dimostrare che poichè la lunghezza di una linea ret- 
tificabile è uguale al segmento che le equivale (che è il segmento raggio della 
sfera limitatrice del sistema derivato della linea) il concetto di lunghezza cosi 
considerato coincide con l'ordinario concetto, quando questo si definisca di- 
cendo lunghezza di una linea il segmento limite superiore (se esiste) della 
lunghezza di tutte le spezzate inscritte nella Iinea stessa. Si pub cioè dimo- 
strare che: 1." data una linea rettificabile, ne1 senso usato in questo scritto, 
esiste il limite superiore della lunghezza di tutte le spezzate inscritte nella 
linea, ed è ugunle al segmento equivalente, ne1 nostro senso, alla linea; 2." data 
una linea per cui esiste il segmento limite superiore delle 1ung.liezze delle spez- 
zate iiiscritte, essa è rettificabile ed il segmento equivalente ad essa è uguale 
al limite superiore accennato. 
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B e t t a x x i :  Il cowet to  di lung71exxu e la rettn. 35 

1." Se la linea 1 è rettificabile ed è s il segmento che le equivale, ogni 
sprezzata sl inscritta in essa ha  lunghezza minore di quella di 1 (18, Cor. 2."): 
quindi si ha intanto che la lunghezza di s è maggiore di quella di qualunque 
spezzata sl .  Per  completare la dimostrazione basta provare (8, Def. 1.") clie 
preso qualunque segmento s' minore di s esistono sempre delle sl la cui lun- 
ghezza è maggiore di s'. Infatti, costruito il sistema derivato di 1 e il fascio 
delle sue sfere di apertura, delle quali la sfera limitatrice S ha per raggio s,  
per il Cor. 1.' del n." 8 si ha clie, presa la sfera concentrica di raggio s', fra 
le superficie di essa e di S giacciono infinite superficie di sfere di apertura 
di Iinee del sistema, e quindi anche (7, Cor. 1.") di linee di spezzamento di Z. 
Presa una di tali linee di spezzamento, l', la sua apertura sarà dunque mag- 
giore di s', e cos1 dicasi di una qualunque spezzata inscritta in essa, la quale 
ha la stessa apertura: quindi la lunghezza di tale spezzata è (19, Cor. 2.") 
maggiore di s'. Ma fra tali spezzate vi è quella i cui vertici cadono nei puiiti 
in cui si sono ricongiunte le parti nelle quali è stata divisa 1 per comporre 
la linea di spezzamento l ' ,  e questa ha la stessa lunghezza della corrispon- 
dente inscritta in 1 ;  talchè fra le spezzate inscritte in 1 ve ne sono la cui 
lunghezza è maggiore di s'. Cod è provato che s è il limite superiore delle 
lunghezze delle spezzate inscritte in 1 ,  ed è dimostrata la prima parte del 
teorema. 

2.' Reciprocamente. Sia 1 una lineu per la quale si sappia esistente il 
limite superiore delle lunghezze delle spezzate inscritte. Si costruiscano tutte le 
sue linee di spezzamento; di esse quelle di ayertura massima, fra le varie cor- 
rispondenti ad uno stesso modo di spezzare 1, sono le linee in cui gli estremi 
delle parti ricongiunte sono in linea retta (19, Cor. 3 . O ) ,  e per essa l'apertura è 
uguale al segmento equivalente alla spezzata inscritta in 1 coi vertici nei punti 
di spezzaniento, Se si considerano le aperture di tutte quelle speciali linee di 
spezzamento, si vengono a considerare i segmenti equivalenti a tutte le ~pezzate 
possibili inscritte in 1, e reciprocamente. Per le ipotesi fatte, esisterà dunque 
un limite superiore delle aperture di quelle speciali linee di spezzamento, e 
quindi anche di tutte le linee di spezzarnento, essendo le prime quelle di aper- 
tura massima. Sia s questo segmento: dopo aver descritto un fascio delle linee 
di spezzamento di 1 ed una sfera S concentrica al fascio e col raggio s ,  sa- 
ranno tutte le sfere di apertura di quelle linee di spezzamento interne ad S. 
Prese anche tutte le generate del sistema e condotte a far parte del fascio, 
nessun punto delle loro sfere di apertura sarà esterno ad S; altrimenti poichè 
fra le superficie di esse e la superficie di S non cadono sfere di apertura di 
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COR. 2.0 - Se s ed s, sono i segmenti di due diversi sistemi ed è i->il, 
sarà (11, Def.) la sfera limitatrice di s maggiore di quella di s i ,  e quindi 
(Cor. 1.0) l'apertura di s maggiore di quella di s,. 

Postulato VIII1. - ri Per due pztnti come estremi passa sempye un 
u segmento. ,n 

Teorema. - u 11 segmento cogli estremi in due punti è liiiea di mi- 
& nima lunghezza fra quelle cogli stessi estremi. n 

Infatti se A e B sono due punti, s è il segmento A B ed 1 un'altra lineu 
di sistema finito avente per estremi A e B, avverrà uno ed uno solo dei tre --- 
casi: s 5 1. Non pub esseres =z avendo s ed 1 la stessa apertura, e dovendo 
invece il segmento (Def.) avere apeïtura maggiore delle linee equivalenti. - - 
Neppuïe pub essere s>?, giacchè sarebbe ancora s )  s,, dove si è il seg- 
inento equivalente ad 2, e quindi s avrebbe apertura maggiore di quella di s, 

(Cor. 2.9 il quale a sua volta, perchè equivalente ad 1, l'avrel~be per defini- 
ziorie maggiore di 1 :  e questo non pub essere poichè s ,  clie dovrebbe avere 
apertura rnaggiore di 1, ha jnvece gli stessi estremi A e B. Si conclude che - 
s <l, c. d. d. 

Osse~vaxione. - Si potrebbe continuare a dimostrare le altre proprietà 
del segmento; ma ce ne dispensa questo teorema, che mostra l'identità del- 
l'ente u segment0 n definito colla primitiva maniera e coll'attuale. 

N O T E .  

Nota  1." Stimo opportun0 il citare qui brevemente e sema nessuna spie- 
gnzione i concetti e le definizioni foildainentnli a cui intendo appoggiarmi, e 
che non si trovano completi nella mia Menloricl citata u 1 postulati e gli eiiti 
geometrici n .  

Le proposizioni clie seguono sono postulati e definizioni. Alcune defirii- 
zioni sono per brevità incluse nei postulati. 

Post. - Esiste un ente che si dice spu~io .  
Post. - Esistono infiniti enti che non sono 10 spazio, e si dicono p~nrti  

tieUo spaxio O solidi, e infiniti solidi che si dicono part i  di zm solido. 
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~ o s t .  - Per  ogni solido esistono uno O più enti (in numero finito) che 
non sono spazio nè solidi, il cui insieme costituisce il limite del solido, e 
ciascuno dei quali si dice superJicie. 

Per  ogni superficie esistono infiniti enti , che si dicono sue parti, ed altri 
enti pud i  di  queste, che pure sono parti della superficie data. Si dicono tutti 
superficie. 

~ o s t .  - Per  ogni superficie non limite di un solido esistono uno O più 
enti (in numero finito) non spazio, solidi O superficie il cui insieme è il limite 
O contorno della su~erficie, e che si dicono linee. 

Per  ogni linea esistono infiniti enti, sue parti, ed altri enti, purti di 
queste, cbe sono parti della linea data:  si dicono tutte linee. 

~ o s t .  - Per  ogni linea non limite di una superficie esistono uno O due 
enti, che costituiscono il suo limite e ne sono estremi, ciascuno dei quali non 
è spazio, nè solido, nè superficie, né linea, e si dice punto. 

Def. - Si dice clie gilrcciotzo su un ente tutte le sue parti, i limiti di 
esso e di queste, e tutti gli enti che, per questa stessa definizione, giacciono 
su quelle O su quei limiti. Co& su una linea giacciono infiniti punti, su 
una superficie infinite linee ed infiniti punti ecc.: e ne110 spazio giacciono tutti 
gli enti. 

Def. - Se un ente ,4 giace su R, A è d i  B, B co?ztiene A ,  passa per A. 
Def. - Sono parti associate di un ente A due parti di esso che, avendo 

comuni al più solo punti dei loi0 limiti, col loro jnsieme costituiscono l'ente A,  
cioè sono tnli che i punti di A sono tutti e soli quelli delle due parti. 

Def. - Un ente A di B divide B, quando esso O solo O con parti asso- 
ciate del limite di E costituisca il limite di due parti associate di B. 

Def. - Un a g g r e g ~ t o  O gruppo di enti si dice figura. 
Def. - Quando si considera una figura si dice anche che si hanno infinite 

figure coincidenti colt essa. 
Def. - 11 gruppo di tutti i punti di una figura si dirà che forma la 

figura. 
PO&. - Un gruppo di punti forma una figura sola e le sue infinite 

coincidenti. 
~ o s t .  - Esistono infiniti gruppi di punti che formano una stessa figura. 
Def. - Una figura ha diverse posixioni quando è formata da  diversi 

,gruppi di punti. Quando si considera una figura con diverse posizioni, si dice 
che si hanno altrettante figure ugzcali. 

Def. - Il passaggio della mente da una figura ad una sua uguale si 
dice moto della prima figura, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



R e t t u x x i :  11 cowetto d i  l z i n y l ~ e x x a  e la vetfcc. 3 9 

PO&. - Una figura pub muoversi quando sono immobili uno n dile 
dei suoi punti, ed assumeïe infinite posizioni. 

Nota 2." (al Cor. 3." del n.' 2). - Se date due superficie G, e oz ,  di 
cui g, divide 10 spazio, abbia D, punti dalle due parti di O,, esse ni7ranno 
anche puiiti comuni. 

Nota 3." (al Cor. 4." del n." 2). - Se date due superficie chiuse T ,  e al 

ciascuna giace tutta da una parte dell'altra, il solido interno ad una di esse 
i: parte di quel10 interno all'altra. 

Nota 4.n (ivi). - 1 solidi interni a qualche superficie chiosa (finiti) sono 
t d i  clie una loro parte non & uguale ad essi stessi. 

Nota 5." (alla Def. 1." del n." 4). - Esiste una linea di cui quelle di 
un gruppo sono parti,  e i cui punti sono tutti e soli quelli di qiieste parti. 

Nota 6." (al Teor. 1." del n." 15). -. Un punto di lin tratto divir l~ questo 
in due parti. 

Nota 7 . a  (al Teor. 2.' del n." 15). - Se una linea ha  punti dalle due 
parti di una superficie che divide 10 spazio, ha con essa punti comuni. 

Nota 8." (al Teor. 1." del n.' 20). - Se sopra una figura -4 giace un 
nltra figura B, si potrà muovere A in modo che B coincida con una figura 
qualunque uguale C. 

Nota 9." (al Teor. 2." del n." 20). - Un punto di un ramo (clie non 
sia il suo estremo) Io divide in un tratto d in un ramo. 

Torino, 14 novembre 1891, 
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Sulle funzioni a due variabili reali, le 
quali crescono o decrescono sempre ne1 
verso positivo di ciascuno degli assi in 
un pezzo di piano a distanza finita ("1. 

(Di Gru r~o  ASCOLI, a Milano.) 

- -- - 

VI. 

1. Sia ora A un'area connessa qualsivoglia a distanza finita posta ne1 
primo quadrante ed f , ( x ,  y) una funzione dei punti della medesima, continua e 
sempre crescente tanto ne1 verso positivo dell'nsse X che in qnello dell'asse Y, 
mentre lungo il contorno CA la  f,cx, y) è dotata di un numero limitato di 
massimi e minimi e di tratti in cui si mantiene costante. 

Al10 studio di tale funzione giova far pïecedere alcune considerazioni 
su1 contorno CA dell'area data. 

I l  limite CfB di una superficie B, il quale viene incontrato in soli due 
punti da  una retta qualunque uscente da un punto dell'area B - O e paral- 
lela ad uno degli assi, pub decomyorsi, corne si vide, iiellc quattro parti Ci', 
Cg', Cg', Ct', e questa decomposizione si fa al certo in una maniera sola, 
quando la curva CB non contenga dei tratti paralleli ad uno degli assi. f3 
chiaro che l'aren B non ha alcun punto sito ne1 primo quadrante rispetto ad 
un punto qualunque e della linea Cg) ed infinitamente vicino a quest'ultimo, tolto 
l'ente e ,  corne è chiaro. I n  modo analogo si dica delle curve Cg', CZ', C(') u 7 

sempre nell'ipotesi che l'elemento Cg sia scevro da tratti parnlleli ad  uno 
degli assi. 

Non è difficile il vedere che si pub fare una divisione del tutto analoga 
del contorno C A ,  qualunque sia la connessione dell'area data -4. 

L a  linea CA si compone di rami semplici creecenti o decrescenti e di 
segmenti rettilinei paralleli all'uno od all'altro dei due assi. Un ramo cre- 

(*) Continuazione e fille, vedi vol. S I S ,  p8g. 289. 
Ahnazi di &fatemat!'cn, tomo S X .  
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scente appartiene alla curva CT oppure all'altra C a ,  secondo che nelle estreme 
vicinanze di un suo punto interno qualsivoglia non cade una parte di A sita 
ne1 secondo O quarto quadraiite rispetto al medesimo per ordine; ed è mani- 
festo che ne1 primo caso la linea contemplata lascia alla destra l'area data., 
quando si percorra in guisa, che 1' ascissa cresca, ne1 secondo. invece alla 
sinistra. Un ramo semplice decrescente farà, parte all'incontro della curva Cd 
oppure C?), se si verifica la proprietà indicata relativamente al primo O terzo 
quadrante, e nella prima ipotesi rimarrà alla sua destra l'ente A ,  ne1 secondo 
alla sinistra, purchè si percorra nella maniera indicata or ora. 

Un segment0 della linea CA parallelo alla retta x = O, il quale abbia 
alla sinistra la superficie A ,  quando si percorra ne1 verso positivo dell' asse Y, 
pub aggregarsi ad arbitrio alla curva Cj) o CA; se pni il tratto in discorso 
ha alla destra l'area data, esso appartiene ad una delle due C2) O C2'. Delle 
considerazioni analoghe possono ripetersi riguardo agli intervalli rettilinei pa- 
ralleli all'asse X. 

I n  ta1 modo anche il contorno di una superficie connessa qualunque A 
pub scindersi nelle curve CA), CA), CI?), CA. Questa decomposizione pub farsi 
in una guisa soltanto se la linea CA non contiene dei tratti paralleli ad una 
delle linee xy = O ,  in caso diverso in 2 p  (p  2 1) maniere, quando il simbolo p 
indichi il numero dei tratti rettilinei paralleli agli assi dell'elemento CA. 

Ecco alcuni esempi di scomposizione del contorno CA. 
Sia l'area A limitata dalla circonferenza z2 + y" rre e dai due bordi 

del taglio eseguito lungo un tratto di retta di cui gli estremi m ed n sono 
i punti (O, + a), (O, - a), essendo O < a < Y. In questo caso la decompo- 
sizione del contorno CA pub farsi in 4(=  2') maniere diverse, peïchè esso 
contiene due segmenti rettilinei mpn. ed nqrn, laddove p e q sono due punti 
dei bordi del nostro taglio, il primo dei quali è alla destra di chi guardi ne1 
verso positivo dell' asse Y. 

Possiamo quindi fare: 

Se l'area A fosse un rettangolo la deconiposizione potrebbe farsi in 
8(= 23) maniere, corne tosto si avverte. 
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È degno di nota che due delle quattro parti del contorno CA possono 
mancare, non perd ad indice pari l'una e dispari l'altru. 

Infatti, ammetto cbe la parte C$' contenga un ramo semplice L, il quale 
è di necessità sempre decrescente all'aunientare della ascissa. Per un punto y 
di L -O posso tracciare una retta parallela all'asse Y, la quale penetri subito 
ilz ,4 - O ,  ed un'altra analoga parallela all'altro asse. La prima linea incontra 
di nuovo il contorno CA non appena esce dall'area contemplata, e si pub sup- 
porre che cib avvenga rtell'interno di un elemento, il quale è un ramo sem- 
plice oppure uil tratto parallelo all'asse X, che in ognuno dei due casi dirb K, 
purchè si scelga in modo conveniente il punto g in L - O. L a  linea K ap- 
parterrh alla curva Cd), quando sia un ramo decrescente; all'altra Ca', se 
crescente. Se per ultimo l'ente K fosse un tratto parallelo all'asse X, farebbe 
parte della curva Cd' O Ca) a piacere. La  seconda retta uscente da g taglia 
il oontorno CA alla sua prima escita dall'area contemplata in un punto in- 
terno di un ramo semplice crescente O decrescente, oppure di un tratto di 
retta parallelo all'asse Y, che chiamo indifferentemente H. Ne1 primo caso 
la  linea H appartiene alla curva Cs), ne1 secondo alla Ca, ne1 terzo all'una 
od all'altra ad arbitrio. 

Nella fatta ipotesi circa al ramo L il nostro asserto è dunque dimostrato. 
Sia ora L un tratto parallelo all'asse X, il quale possa computarsi alla 

linea Ca. La parallela all'asse Y pel punto y interno ad L e scelto in modo 
conveniente fora non appena esce dall'area data il contorno CA in un punto, 
che fa :parte di necessità di un pezzo decrescente di C(d, oppure crescente 
di Ca), O infine in un elcmento sito entro un tratto parallelo all'asse X, che 
pub computarsi a piacere ad una delle due linee CIJ' e CT. Una parallela poi 
alla retta y = O ed un tantino al di sotto di g si comporta al suo primo uscire 
dalla superficie A verso sinistra come la seconda delle parallele contemplate 
ne1 caso che l'elemento L, pur appartenendo all'ente CR', non è un segmento 
parallelo ad uno degli assi. Ed  in maniera conforme si ragionerebbe se l'ente L 
fosse un segmento psrallelo alla retta x = O e facesse parte della linea Cd. 

In  modo analogo poi si dimostrerebbe il teorema, se il punto y appar- 
tenesse ad una delle curve Ca,  C;), C i .  

Si è veduto or ora che il contorno CA, quando contenga soltanto p eeg- 
menti paralleli agli assi, pub scindersi in 2 p  maniere, e non in un numero 
maggiore, nelle quattro parti Ca ,  Ca', Ci), Cz). Ora, ponendo mente che un 
tratto parallelo ad uno degli assi pub considerarsi a piacere come il limite di 
una varietà di rami semplici crescenti O decrescenti, tornano forse opportune 
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le seguenti osservazioni. Bssunta una tra le 2 p  possibili partizioni, un seg- 
mento parallelo all'asse X od Y, il quale viene computato alla curva Cd' e 
si connette ad un ramo semplice decrescente, oppure ad un trntto della stessa 
parallelo all'altro asse, potrà considerarsi insieme a quest'ultimo corne un solo 
elemento della linea CA; e la medesima cosa si dica se la curva formata dai 
due enti contemplati ha un termine comune con un altro rarao semplice, op- 
pure con un altro intervallo parallelo ad uno degli assi della linea Cd', e con 
via. I n  ta1 guisa la parte CA' consta di un certo numero (r 1) di elernenti, 
i quali sono tra loro sconnessi, laddove ciascuno si compone di un solo pezzo. 

Valga ad esempio In figura generata ne1 seguente modo. 
Nell'area A che viene incontrata in non più di due punti da una pa- 

rallela ad uno degli assi, la quale contiene un suo elemento, eseguisco un 
tsglio Iungo In linea L ciisegnata in A - O. L'ente L procedendo da sinistra 
rerso destra si compone di un tratto parallelo all'asse X, di un ramo primi- 
tivo decrescente, di un ~iecondo intervallo normale alla retta x == 0 ed iiifine 
di un segmento parallelo alla retta x = O. Chiamo poi enmlk il bordo destro 
del taglio andando lungo il verso positivo dell'asse X ed efg  hlc l'altro. 

I l  contorno CA del nostro disegno contiene adunque sei segmenti paral- 
leli agli assi e sono ef, g h ,  h k ,  I C I ,  lm ,  n e ;  pub quindi decomporsi in 64(= 2O) 
maniere diverse nelle quattro parti CI:, CAJ, CA', C t .  Assumo la scomposi- 
zione 

Ci  = o z  + e l ô  + nm + a11 + k h ,  CA = D y  + k l ,  

La parte Cl) pub supporsi formata dalle tre linee b a ,  en + nvz + m 1 ,  k h ,  
le quali sono tra loro sconnesse e possono considerarsi come dei rami semplici 
decrescenti. 

Dirb q u i d i  innami ramo se~nplice crescertte O dectaescente per ordine utta 
culsva eonnessa, la quaIe mai decresce O cresce, lnentre I'ascissa ?ton dimi- 
nuisce, e rnmo semplice primitico m a  curva sempre crescente O decrescente, 
oppure uiz seymento parallelo ad uno clegli ussi. 

Un ramo semplice di cuwa è quindi composto di un numero limitato 
(% 1)' di rami primitivi. L a  projezione di una fiiffatta linea poi sull'asse X è 
un segmento di retta di lunghezxa maggiore od eguale al10 zero (un punto), 
e la s t e m  cosa si dica della sua imagine sull'altro asse. Queste due proje- 
zioni perb non sono manifestamente in pari tempo nulle. 

Pecomposto il contorno CA nelle quattro parti CY(s = 1, 2 ,  3, 4) per 
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9 s  

modo, che si abbia C?' 3 2, ($)Li (p, 5 O), essendo gli elementi ("Li, (s)L., . . . , 
1 

("Lq,(s k 1, 6 4) tra loro sconnessi, laddove ciascuno considerato a sè è con- 
nesso, possiamo asserire che la  curva Cg contiene i quattro enti: 

qi 
1. L a  linea C$'= Eci)Lv, la p a l e  non cresce mentre l'ascissa non 

1 

di~ninuisce e lascia alla destra l'area .4, puando si percorîa in guisa, d i e  
la gualztitic x rton decresca (prima parte d i  CA); 

q 9  
I I .  LJelemento Cz '=  xv(2)Lv,  che non decresce, Eaddove l'ascissa tzon 

1 

diminuisce e lascia alla destra E'area A ,  se percorso conze or ora (secondu 
purte del contorno CA); 

Pa 
I I I .  L a  curva CT = l , ( 3 ) L , ,  che pero lascia alla sinisfra la super- 

1 

ficie data (terza parte di  CA); 
9 4  

IV. L'ente C 2 = & ( 4 ) L ,  è analogo all 'altîo Cf ed .ha alla sua si- 
1 

nistra l'area A (quarta parte di  CA).  
2. Sono manifesti i teoremi: 
1. L a  funzione f, (x, y )  cresce ognora lungo una curva connessu trac- 

ciata i n  A ,  che non decresce, mentre 10 stesso si veriJica dellu uscz'ssa, ossia 
in  un ramo semplice crescente. Adunyue, in ogni elemento (2)L,, (4)Lt delle 
curve CA e CT. 

I I .  L'insieme dei punti della superficie A ,  ifi ciascuno dei qua& la 
f , ( x ,  y )  ha un valore costante ( s m ,  r M ) ,  è m a  Zinea non di  necessità 
connessa e sempre decrescente all'aumentare dell'ascissa, di cui gli estremi 
sono sopra CA, pi& u n  numero limitato (al caso nullo) di  punti isolati (non 
siti in A = O). L'ente f , (x ,  y )  = C è rettificubile. 

Se D ed E sono due segmenti della linea f,(x, y) == C, ciascuno dei 
quali ha  i suoi estremi sulla curva CA e tra loro sconnessi, non si potrà ma- 
nifestamente assegnare sopra uno dei medesimi un punto da cui si possa per- 
venire ad uno dell'altro mediante un ramo semplice crescente tracciato in A. 

L'ultima proposizione risulta manifesta decomponendo l'area A mediante 
delle parallele all'asse Y in più pezzi, ognuno dei quali sia connesso ed abbia 
per contorno una curva, la quale viene incontrata in soli due punti da una 
retta qualsivoglia uscente da un suo punto interno e parallela ad uno degli 
asei. Di più, la decomposizione sia fatta in maniera, che la f , ( r ,  y) raç- 
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giunga due volte soltanto 10 stesso valore lungo il contorno di ognuno di 
questi pezzi , fatta astrazione di due tratti , i limiti inclusi, ciascurio dei quali 
è maggiore od eguale al10 zero. In  uno di questi tratti la fi(z, y) raggiunge 
il suo massimo valore nella parte corrispondente di A ,  nell'altro il minimo. 

Giova dare qualche schiarimento circa questa partizione. 
Un punto b è sovrapposto O sottoposto ad un altro a, se ha una ordi- 

nata maggiore O minore del secondo per ordine, l'ascissa essendo la stessa. 
Cib premesso, considero l'estremo p di un ramo L rpq semplice della linea 
Cg, che sia anche primitivo e non parallelo ad uno degli assi, ed avverto su- 
bito che si potranno verificare tre casi: i punti vicinissimi al termine p del- 
l'arco L siti in A e ad esso sottoposti e sovrapposti, se pur ci sono, cadono 
in A - 0, cib ha luogo coi primi oppure coi secondi soltanto, nè con gli uni 
né con gli altri. 

Rispetto ad un intervallo di retta parallelo all'asse X, che per convenzione 
è pure un ramo semplice e prirnitivo, vanno ripetute le stesse considerazioni. 

Quanto ad un segniento parallelo all'asse Y, non potranno verificarsi che 
le due ultime ipotesi, come facilmente si avverte. 

Ora, le parallele all'asse Y, che servono a decomporre l'area data nella 
guisa voluta, devono uscire dagli estrttmi di ciascun ramo semplice primitivo, 
nonchè da quei punti iriterni dei rami ora detti, nei quali la f(s) muta anda- 
mento, e devono penetrare tosto nella superficie A - O. Queste parallele ces- 
sino non appena incontrano di nuovo la linea CA.  È inutile poi l'osservare che, 
se la f ( s )  muta andamento entro un ramo primitivo, questi è decrescente (*). 

3. Meritano attenzione i seguenti teoremi: 
1. In o p i  punto O tralto di massimo ralativo della f ( s )  tutto fiell'in- 

terw d i  ulz ramo primitivo della linea C;' la f i  (x, y )  ha pure un massimo 
relativo, e lzelle vicinanze di un minimo, sempre nelle stesse circostanxe, essa 
si comporta conte se 2'area data venisse forata due volte nel suo contorno da 
una parullela q~talsivoglia ud urco qualunqus degli m s i  uscente da un suo 
punto interno. 

Una proposizione analoga pub enunciarsi rispetto alla curva Cd). 
I I .  In ogni tratto, in cui lu f(s) si mantiene costante nè ha un mas- 

siwo o un minimo, tutto en t~o  un ramo primitivo della linea CB o CT, la 
f i ( z ,  y) si comporta come se l'ente A venisse inco~trato due volte soltanto 

(") Xe1 Volume già. citato dei Rendiconti dell'Istituto Lombardo espongo delle consi- 
derazioni che rendono più chiara l a  decomposizione di cui sto facendo parola. 
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le quali  crescotzo O decrescono sempre ne1 versa posàti~o ecc. 47 

nella curva CA da ulza parallela qualsivoglia ad umt delle rette xy = O per 
un suo punto kterno. 

Questi due teoremi hanno luogo perchè si pub sempre tome dall'area A 
un pezzo connesso B, di cui il contorno viene incontrato in soli due punti 
dalla solita parallela, che contiene in pari tempo il ramo primitivo, del p a l e  
è parola nei teoremi stessi. 

Sia ora pq un elemento semplice primitivo della curva Cy,  non perb un 
intervallo parallelo ad una delle rette x y = O ,  essendo p il termine più viciiio 
all'asse Y. Ora, entro il secondo quadrante del punto p non cade al certo il 
ramo primitivo che si' connette a quel10 che si considera nell' elemento p ; esso 
apparterrà di conseguenza ad uno degli altri, i limiti compresi. Cod pure, 
l'altro ramo primitivo che ha un estremo in y farà parte del primo, secondo 
O terzo quadrante soltanto del punto q ,  non esclusi i raggi che li limitano. 

Cib posto, se la f(s) ha un massimo in p ,  oppure è costante in un tratto 
p v dell' elemento p q di CIQ'(p v r p q ) ,  laddove il ramo primitivo di CA che 
ha il lirnite p a comune con la linea pq appartiene al terzo quadrante del 
punto p l  i lati compresi , oppure al quarto, stando perb alla sinistra del ramo 
pq per chi guardi ne1 verso positivo deli'asse Y, il modo di comportarsi della 
f i ( % ,  y) nella vicinanza del punto p è 10 stesso che pel caso di un'area ele- 
mentare (*). Questo fatto avviene per I R  ragione addotta ne1 dimostrare i due 
ultimi teoremi. 

La stessa cosa si dicit del punto q ,  puiché la linea primitiva diversa 
da py che ha un termine in q cada ne1 secondo quadrante di questo ultimo 
ed alla sinistra dell'elemento qp oppure ne1 terzo, i lati non esclusi. 

Se infine la f (s )  è costante nella curva q p ,  mentre i rami contermini 
in p ed in q si comportano nelle guise ora accennate, il tratto p q  sarà ne- 
cessariamente un massimo relativo tanto per la f ( ~ )  che per la f , ( ~ ,  y), e 
quest'ultirna si comporterà nella maniera nota nei pressi dell'elemento pq.  

Considerazioni rtnaloghe si possono ripetere rispetto ad un tratto parallelo 
ad uno degli assi ed appartenente alla curva Cd ,  nonchè rispetto ad un ramo 
primitivo qualsivoglia dell' elemento CZ'. 

Sia ora pq un ramo primitivo della linea Cz tale, che non si possa as- 
segnare uno maggiore di cui formi una parte. Di più, ammetto che non si 

(+) Dirb area elementare una superficie piana, di cui il contoiino viene incontrato in 
soli due punti da una parallela qualsivoglia ad  uno qualunque dei due nssi iiscente d:r 
un suo punto interno. 
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48 A s  C G  1 i: S u l l e  funziott i  a due variabi l i  r e a l i ,  ecc. 

possa tome dall'area A un pezzo B, il contorno del quale & venga incon- 
trato in soli due punti da ogni parallela ad uno degli assi uscente da un punto 
di B - O e cl-ie contenga in pari tempo una parte di Cg, la quale ha ne1 
suo interno l'elemento p q .  Nella nuova ipotesi se il secondo quadrante del 
punto p appartiene per intero all'area A nei pressi dell'ente p stesso; ne av- 
viene che da1 punto p esce una linea f ( x ,  y) = C, di cui una parte cade ne1 
seoondo quadrante dell'elemento p medesimo. Analogamente si dica del punto q 
rispetto al suo quarto quadrante. In modo conforme si ragiona poi di un ramo 
primitivo che appartiene alla curva C j .  Il ramo primitivo del quale si è fatto 
or ora parola potrebbe anche essere un segment0 parallelo ad uno degli assi 
coordinati (*). 

Posçiamo quindi enunciare il teorema: 
I I I .  I m a s s i m i  e rninimi re lat iv i  della funxione fi ( x ,  y )  cadono sol- 

tatzto ne i  ?~zass imi  e m i i z i ~ n i  della f ( s )  [pcmti  o t r a t t i ] ,  qzmzdo sien0 dcl 
tedto nel l ' in terno d i  un r a m o  primi t ivo  del la  c u v a  C'A oppure C z )  ordina- 
tamente. I t r a t t i  possono perb avere un estremo od anche amendue a comuue 
col 1-anzo rispett ivo,  purchè questi  possa considerarsi  come appartenente ad 
un'urea B, d i  cui  i l  contorno Cs vielze incontrato in soli  due p u n t i  d a  u n a  pu- 
w l l e l a  ad uno degl i  u s s i  uscente dall'elenzento B - O ,  laddove la linea Cg con- 
tiene un pexxo d i  CA , net cui  in terno cade u n o  od amendue g l i  estrenzi del  r a m o  
prinzitivo per ordine. In modo analogo s i  dica d i  u n  m a s s i ~ n o  e w i n i m o  della 
f ( s ) ,  il p a l e  è in un termine d i  u n  elemento priaaitivo del la  curva C y  + Cd'. 

IV. IZ numero  delle linee f , ( x ,  y )  = cost., ciascilma delle q u a l i  con- 
tietze dei  p u n t i  i solat i ,  è linzitato. 

Cib ha luogo perchè in un punto isolat0 le funzioni f ( s )  ed f , ( x ,  y )  hanno 
un massimo ed un niinimo relatiw. 

V. È altresè assegnubile i l  v w l m - o  delle linee f ,  (x, y) = cost., le qua l i  
Imlzno dei t r a t t i  a cornune col contorrzo. 

VI. IJ litnite superiore ed inferiore della fidnxione f , ( x ,  y )  vengono 
w g g i u n t i  ordinatamente ne118 curwe C i  e Cd'. 

Se scomponiamo l'area data mediante delle parallele all'asse Y'nella 
guisa accennata al paragrafo precedente, avvertiamo tosto che in ciascun ele- 
mento cos1 ottenuto reggono le proposizjoni enunciate nei §fj 3, 4 e 5 del N. II. 

(,) Ne1 Volume accennato dei Rendiconti si trovano delle ricerche piii miiluziose siil- 
1' nrgomento. 
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IKDICE DELLA NEJIORIA PRECEDENTE 
- - 

$ 1. Uiia funzione f,(.r, y) dei punti dell'arert connessa ,4 posta a 
tlistanza finita è crcscente secondo il verso positivo di amendue gli assi, 
quando sinno soddisfatte le condizioni 

f + , - f , > ,  f l ( ~ i ) y ~ + ~ ~ ) - f ( ~ l , y i ) > O ,  

( 1 0  O,  IL> O), 
-- 

esseildo (x,, y,) (xi + IL, y,); (x , ,  y,) (xi, y, + 1;) le coordinnte de$ estverni 
di due segmcnti che appartengono pcï intero all'area A .  

Ci p*opotzianzo d i  stzcdiure le proprietà della f i w i o r l e  f, ( x ,  y), s z i ~ p -  
n e d o  pr ima l'area A ta le ,  che i l  szio conionto venga ilzcortf~uto a l  vlussinlo 
in  due pzitzti da z i m  parallela. ad m o  d q i i  nss i  zcscettte da  zitb silo pu~zto.  

La f,(x, y) cade nella ïegione (4, +, $) del10 sp~z io ,  quando si rap- 
presenti geometricamente fiel solito modo. 

$ 2. Si pub circoscriverc, all'nrca A un ïettangolo di cui i lati sono 
paralleli agli assi, ciascuiio dei quali h a  a comune un solo punto con ln  
curva CA. Detto cr. il punto del contor~io Cli più discosto dalla retta x= 0, 
sieno p ,  7, 8 gli altri elcmenti comuni al rettangolo ed alla linea C A ,  girando 
da destra a sinistra. Quando gli eilti cc, @, 7, 3' sono tra loro distinti, la 
curva CA è cornpleta e risulta divisa nelle quattro parti Ci) r a p ,  C2) P T ,  
C a  5 7J, C$) ~ 3 ' ~ .  

Dirb ramo semplice cïesceiitc O decresceiite uila curva, clic cresce O dc- 
cresce sempre all'nuineiitare della ascissa e che si projetta semplicemente 
sull'asse X. 

Si iiisegna LZ costruire uri'area A ,  essendo i punti 4 ,  0, 7, d tutti tra 
loro distinti o no. 

$ 3. La espessiojle f i(x,  y j  cresce ognora 12111y0 2i12n c w v a  s e m ~ d i c e  
cl-escelt fe t îmc i t i tn  in J. 

/ l îuzc i l i  di 3Iate,t~citicn, f O ~ O  Lx. 7 
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3 4. Condotte per il punto a ne1 piano della superficie A due rette 
C E  X f  ed a Y' parallele agli assi coordinati e ne1 loro verso, dii.6 che un 
punto b è ne1 primo quadrantc rispetto all'elemento u ,  se appartiene all'an- 
go10 X' a Y', i lati compresi. Arialogo sigtiificato attribuiremo alle locuzioni: 
il punto 13 é ne1 secorido, terzo, quarto quadrante dell'elemento a. 

Preso t i i z  1jtitlt0 arbitrario f tzell'aren. A ,  la fzcnzioue f, (x, y )  asszme 
zcn 2:alore pi& grawde d e  in esso, i ~ z  ogni pzuzto r2ella styerficie A4, i l  qtiale 
rcppurtieiie a l  pr imo cyzruclrante clell'elenzento f, ed i ~ z  ogni  p n t o  del terxo 
nreielte Z'opposto. 

Questa asserzinne è una conseguenza della proposixione: 
Ln parte  di A - O ,  si tn ne1 primo qziudrurtie d i  ziîz ptlizto g clell'arctl ,4, 

lia l u  proprictà clle s i  pewewire dall 'ente y ad u n  szio putzto qzinlsivoglic~ 
~ueclinn!e z u z  ~ a n l i ,  seiqdice c~escetzte, di cui ciclsczuz pzoz10 i u t e m o  C itz A - 
o p p r e  per mexxo di mz sepnetdo dei w o ~ i  a s s i  sito nellu szcperjcie clufa. 

5 5. La f i ( $ ,  y) raggiunge il limite superiore M clci suoi valori in 
uno O più punti della curva Ca'. 11 limite iiiferiore lrz all'incontro viene cou- 
seguito nella linea Cf. 

Lcc filnxiom f ,  (x, y) mggiziizge wi valore qz~tilsiz.oylia C(> m, < JI) 
faute eolte, p a w t o  s i  t-uole. 

S 6 .  Si definiscono le funzioni f2 (x ,  g), f,(x, y), f i ( x ,  y), .le quwli 
sono crescenti per ordiue secondo le direzioni 

Queste funzioni sono dotale di proprietà analoghe a quelle dell'altra f ,(rr,  y). 
Alle quattro espressioni f8(x, y) ( s  = 1 ,  2, 3, 4) giova aggiungere altre 

ciiique, clie sono rispettivnmente costanti nelle direzioni dell'asse X od Y e 
crescenti O deorescenti ne1 verso + Y  oppure -+ X, costariti lungo la dire- 
zione della retta y = O e dell'altra x = 0. 

N. II. 
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te qzmli  crescorzo o decrescono semnpre net cerso positivo ecc. 5 1 

fi(x, y) = cost. ( t  - 1 , 2 ,  3, 4 )  (> ~ 2 ,  < J I ) ,  è 2 1 1 2 ~ ~  lirlecc comzessa decre- 
srente O crescente a l  crescere dell' crsrissu, d i  c u i  g l i  es tremi  S O H O  sopra CA, 
s e c o d o  che i l  Izunze7.o t è i n y a r i  o pari .  T o l t n  gzresta liuecc, In f u m i o n e  
fi(x, y )   NO^ ~ a y y i u n g e  i l  valore cost. 

L ' e l e ~ e l z  to f ,  ( x ,  y) = C ( m  < C < JI) i! rettificabile. 
$ 2. L'ente f , (x ,  y) = C' è sovrapposto all 'altro f,(r, 9) = C, se 

C r  > C, rrientre t1z < C < C' < JI. Qunndo poi si pub determinare un punto 
della rettn y = 0,  ne1 qiiale si projetti un punto interno di ciascuiia delle 
linee f,(x, y) = C, = C', quest'ultime si dicono effettivarnerate sowupposte.  

$ 3. L a  linen f ,  (x, y )  = f i  ( x , ,  y,) ( 1 -  == 1 , 2 ,  3 , .  . .) tende uniforsne- 
~ n e n f e  ull'ctltrn f ,  (x, y )  = f ,  (x,, y') - C(ln < C < Jf) d l '  a n ~ z z ~ l l u r s i  del 

(x, , y') 2112 p n t o  i s z  A - 0. 
€j 4. L ' a r e a  A 2 il l z l o p  della em.ietù f, (x, y )  = C(n2 r C r  Ai), 

e s i  p t d  a s s e p a r e  u n u  y a d e x x a  1(> 0 )  tcile, clle dzie lilzee qzrulzrnqziti 
f ,(x,  y) = C, = C + ?(1n < w1 5 C G  Ml < ICI) P Z O ~  abbitin0 u~ iu  dis tanxa 
wtrggiore della quantitic at.Oitraria a(> O ) ,  e s s e d o  m, ed fi, due fictlori Jissi. 

Questn proposjzione regge anche se la quantith yl è negativa. 
D a t o  un zuIore oppoî.tzino ?(> O ) ,  la sîlininzn d i s tanza  d d l e  due  l i?~ee 

f i ( $ ,  y) = C ,  = C + ui(m, r C M,) 12oîz è ahzore  cli zina yuantith assegtîn- 
bile,  clle s i  aiz~zzillu co12 ;7, qunIz~nc/ue s ia  In y ~ m z d e x z a  C 9zei l i m i t i  indicati .  

II valore potrebbe essere anche negativo. 
L e  litzee f i  (r , y )  - C(az & C L  Ji) SOIKJ co~ali~zue itc egziril 111ccrlie1.a. 

$ 5. Chiamntn s (C)  l a  lungliezzn della liiiea rettificabilc 
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5s' A s c o  Zi: SzcZle ficnxioni a dtbe vcr~.icthili rea fi, 

Dettn 9, l h rd ina t a  dell'estremo siniutïo della linea f,(r, y) = C ed y, 
l 'ordinata dell'altro estremo, si h a  la pioposixione: 

La fzi~zxione y, - y, c o m i d e ~ a f a  i n  un trut to  comesso  in terno ttd 21120 

dei  dzie s e g u z e h  & P del contorizo CA è positivn, co~zt i~awu,  912 ha per 2iinife 
infe?.iore de i  suoi  valori 10 xero. 

Analog!unente si dira della c l i f t ' r e ~ s a  x, - x2. 

N. III. 

$ 1. Si suppone clie nella, linea CA ciascuno degli elementi a !  P ,  ;/, d 
possa esaere un tratto (2  O) parallelo a d  ilno degli assi (U I I  7 II Y,  II 8 II X), 
stando sempre l'ipotesi clle il contorno CA venga incontrato in soli due punti 
da una. parallela ad  uno degli assi uscente d a  un punto interno dell'area A. 

Anche in questo caso si pub divideïe il contorno CA nelle parti CA', 
C(3) C(4), 

A ?  A1 A 

L e  proprieth gilZ enunciate della funzione f , ( x ,  y) reggono anche nella 
nuova, area. 

§ 2. L a  funxione f ( s )  dei punti del contorno CA rnggiiinga, se m a i ,  pih 
d i  due volte uno sterso valore, essendo perb scevrn d a  tratti in cui si man- 
ticne costante e da infiniti massimi e niinimi. 

Se il complesso f , ( x ,  y) = C consta di soli t ( l :  1) pezzi, ciascuno dei 
quali c,ade in A -  O ,  tolti i due terniini, essi pezzi formano una linea con- 
nessa sempre decïescente oppure possono considerarsi come delle parti tra 
loro sconnesse di una siffatta linea. 

Ogni massimo relativo della funzione f , (x ,  y) cade nella parte di CA clie 
è sempre decrescente ed è interposta agli enti u e p ,  i limiti non escluçi, e 
pub considerarsi come il limite di un pezzo connesso di linea f,(x, y) = C - 
6(c^ = f O ) ,  che h a  soltanto gli estremi sopra C A .  Ogni ininimo della. funzione 
f (s)  sito nella stessa parte di CA cade nell'interno di una l ines f , ( x ,  y) = C. 

Delle asserzioni analoglie possono ripetersi relativnmente ai minimi ed. 
ai massimi di quell'elemento sempre decrescente della cur ra  CA posto tra gli 
enti 7 e J. . . 

$ 3. Se zuza linea f , ( x ,  3) = C si conipone d i  p pexxi, il primo dei  
qzrci1i Ira so7fcitzto T ,  p m t i  i f t te twi  uZ suo co).so s o l v a  Ca, il secondo r , ,  e 
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qzraII tende a l l ' annu l lars i  clcila gziaatitci positiua E ml U N I  degl i  i?ztert.alli 
rowzessi, di czri s i  conîpone l a  vurieth f , ( x ,  y )  = C', avente o p i  s110 pr,î to 
i t i f e t xo  sol ia~zto  irz A - 0. 

Un'asserzione analoga Ta ripetuts rispetto nlln linen 

- P 
La carietù fi (T, y) = G + E non contie~ze a lcu~z  trcctto diuerso ( lu i  p + v , ~ ,  + 

1 

giit i~zclicati ,  d i  czli l a  1wqjexiolze szill 'asse X otl Y si azunte)ayn n t l i s t a w n  
,fi~zitcc dal la  pwjexione del co?~lplesso f , (x ,  y) = C al1'iizclcJi~~ito diuîitzuire 
delta g ~ m d e x x a  E .  - 

S e  il cornplesso f i (x,  y) = C ~ l o n  co~;tierzt! dei p w i t i  isolccti, l a  linen 
fl(x, y )  = C + E tende iqz egtml nzciuieva ul l 'n l tva  f , (x ,  y )  = C t m t o  per 
e = + O che per E = - 0. 

S e  l'insienie f i ( $ ,  y )  = cust. conteuesse zmo O ~ i i ~  pzi?zti i so la t i )  c i u s c ~ i m  
l i ~ î e a  f,(x, y )  = C + E te~zderebbe a2 wedesimo pers E = $ O et2 i ~ z  nm1zie1.a 
zinifornze, f a t t u  us t~ .az io~ze  d i  qtiesti zritinzi. 

L e  proposizioni dei $3 3-4 del niimero precedentc, noiiclib i l  teorema 
enuncjato ne1 successivo, reggono anche per la funzione f i ( r ,  y), di cui ci 
stiamo occiipando. 

3 4. Si suppone ndesso che la fiinzione fcs) possa essere dotnta di un 
numero liinitato di tratti t,ra loro sconnessi, in ogniiao dei quali non muta 
di valore. 

S 5. Ad un pezro romesso  T rli linecl f i@, y )  - CI corrisponde m a  
p w t e  clell' insietne f ,  (x, y )  = C $ E ,  hr: qz(ale cowreIqye i n  e p a l  g m d o  al l 'e-  
lemento T per E = + O oppzire pela ê = - O .  S o l f a u f o  m l  cuso che il trtitto T 
appartewga' generulnzel.zte purTamlo a l l ' a~ .ea  A - O ,  si î l o t rd  fart E - + 0 ,  
opptwe c = - 0. 

L a  dz'fferewa f , ( r t ' ,  y )  - C E d i  seglîo c o n t m r i o  dulle dzre ptirti d l  ~ r i i  

perno comzesso d i  2inea f, ( T ,  y )  = C sito in A - 0. 
I l  liliiite s z q ~ e r i w e  e 1' infeviore della f ,  (x, y) v e n p z o  c o ~ ~ s e y u i t  t s o p  

il conforno C A )  il p i m o  17elZu czwua C2', nelZ7altra C:' il secondo. 
S e  il conpplesso f,(x, y) = cost. è silo in A - 0, g e ~ ~ e ~ a l m e n  te parlamlo, 

12; coiatiene dei  p m t i  isolat i ,  l a  linen f ,  (x, y )  = C + E t e d e  irz e y m l  yrntlo 
n7Z'alk.a f , ( x ,  y )  = C tatzto pel7 e = + O clte per E = - 0. 

1,risultati dei €jS 4 e 5 del niimero precedente reggono anche iii qiiedn cnsn. 
Si definiscono gli infiniti delln funzime f , i r ,  y). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



N. IV.  

1. G i o m  I'occuparsi alqiianto delle fiinzioni ad una variabile sempre 
cresceriti e continue in un  dato intervallo, le quali rnggiungono gli stessi 
valori agli estremi del medesirno. 

k i l l i m i f a t o  i l  m m e r o  delle f i tw ion i  f ( r )  s e n z p v  cvescesti in ab( ( [  < h ) ,  
c i a s c z i ~ ~ a  delle qliali  ~ a g y i z n z g e  i l  zalore ,4 i n  a e B i n  b(A  < B). Ed il t  

p r t i c d a r e ,  ?ion h a  l imite i l  vzumero d i  p e l l e  c7re a dite a dzie ?ton s i  i m o n - .  -- 
t rano fzel t r n f t o  a $ O b - O. 

E s i s t o ~ i o  tante fiinxioni f j x )  qzlante s i  cogliono, Ee qztali s i  co~zfo~îdono 
ire 111s numero litwituto od i l l i?~ziiaio d i  pzol f i  t r a  loro scontzessi. 

N o n  lia fine i l  nuniero delle e s p e s s i o n i  f ( z ) ,  le quctli Iimzno a co?,zzr?le 
2111 12211i281'0 assegnabile O nze~zo d i  tratt iceil i  d i sg iun t i  t r a  loro. 

L a  sar ie th  delle f w z i o n i  f ( x )  non  è e g u a h e ~ z t e  continzca. -- 
Se  r ,  E z o z  p i ~ z f o  del s e g ~ ~ z u z t o  c.r $ O b + O ,  i l  l iw i t e  s y w i o r e  della 

g r u ~ ~ t l e x z a  f ( x , )  ? B, Z'inferiore è A. 
D a t a  ztrla vavie fù  contiizztcl y = p(z), che fa parte  d e l l ' a l t m  y =- f ( s )  s i  

pzd deiernîinu~.e zllz insieme IJ = ' p ( x )  ( t  ? 1 ) ,  apparteneî~te  a l  complrsso 
y - p ( x )  per nlodo, che s ia  sodd i s fu t fn  zcna delle t7isegz~ctylia1zxe 

essendo a < TC, < b ,  C tina qziuntitù nznygiore de220 zero, el1 ' E ,  zuz i l r j l l i fe-  
s i v ~ o  positico o p o m  decrescente. 

$ 2. I;na v w i e t h  cli fztnzioni I ( r )  dell'ins?énze f ( x )  tale, che qle p s s i  
m a  soltmzto per  ciasctcn p z t o  iv te iwo t l e l l 'weu  S liwitafir  dtrlle due  lifzee 
y ( % )  e +(x) del  s is tema f (x ) ,  ~ z v n  s i  ctccosta i~zclej?u'tu~nente ad  u f za  fiinxione 
cliscontinzra m l  t rnt to  a O. 

Essendo p(x)  e $(z) le funzioni di cui è parola nell'ultiina proposizione, 
si costruisce la varietil, y = A(x) tale, clie per ciascun punto dell'aren. S - O 
esca soltanto m a  funzione i,(x). 

Cj  3. Per facilitare le ricerche successive giovano i postulati c h  se- 
guono. 

1. Se ,4 4 trîz'awa a cogztorw~ conzyleto, la quale  vieîle i r îcoi~trafa  in 
soli  due pt iu t i  ( la  o p i  parallelu ad wzo cleg7i assi ztscmte d a  u)z szro p w t o  
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irlterno, e se P è zut. p u ~ z t o  dellu prinzn p m t e  d i  CA e Q uno della t e rxa ,  s i  
piih. determinare zrna con i spondenza  ~ O O C U  t r a  le due  c w c e  e QP pe i  
modo, c71e due pulzti corrispoizderzti possono considerarsi  colne i t e m i n i  di 
zwa linea setnpre decrescente. S e  poi il putzto si s i  mtiove d a  Q n P, il szto 
corrisportdente ' s ,  v a  d a  & a Y sempre scostandosi dall'elemento Q. 

Il r i scon t r .~  i i~d ica to  p h  f a m i  i f 2  qzia)zte l~znniere s i  vzcoie. 
Szqpo?lgo al tres i  che le cose dette r e g g m o  anclte se a l  p m t o  P od al- 

1'altr.o & od a w A e  n ciascwzo dei  due s i  sostituiscn zut t m t t o  del colttoi.)io, 
clze irzdicherb ancora con P e con Q, posto tzctto tzella curva Cd' O nel l ' lx l lw 
Cd) per ordine. 

I I .  d.al~îzetto poi d i e  esistnno in ,-1 tmti s is temi  d i  l i m e  quan t i  s i  
vogl io~lo  s e n i p e  dccrescenti e tn l i ,  c l ~ e  per o p i  p z d o  della superficie d a t a  
esca m a  littecc soltanio d i  ciuscuia s ; s t ewa ,  l n  quale abbia i siioi tcrrrzit~i itl. - 
p u d  cowispo~lclewti tleg7i arcIli Q P è & P. Lu co~.visponderzxa è yziella d i  
ctti è cenno net postulato 1. 

Citrscttr~a Iitlea d i  ogtii rarietd corlsic?eiwtu a sè sia c o n t i m a .  

§ 1. O g n i  cnl.ieth di linee R ,  d i  cu i  E pnvoia fiel postulctto II del 
5 3 clel ~zzinzer.o prececlefite, è cowtiruia i i~ n m t i e r a  eguule. 

S e  y = u ( x ) ,  = z ~ , ( x )  ( r  1 1) sot20 due lijzee del  sistema R ,  d i  c u i  Z r /  

prinla è Jissa ,  Eaddove z u z  esfrelno del la  seconda converge all'o~rzoiogo del- 
l ' a l t r a ,  l 'eletnento y = u,.(x) tercde uniforwenzente a l l ' u l f r o  IJ = ~ ( x ) .  

§ 2. Giovandoci di qiianto è detto nei $§ 3 c 4 del precedentc nii- 

mero, nonchè del primo di questo, torna facile costruire una funzioiic crc- 
scente secondo il verso positivo di nmeildue gli assi iiell'area A ,  l n  qziale 
consegua d e i  ualori  cojztinui dn t i  ad a ~ b i f r i o ,  per. quanto  è possibile, lungo 
lcr czirua CA.  

Corne conseguenza della costruzione fatta si lia il teorenia: 
Es i s t e  u n  n z m e r u  i l l i tnitato d i  fztnaiorci f i ( x ,  y )  crescetzti secomlo i l  eerso 

posif ico d i  nnzenclue g l i  as s i  coordinati  izell'area A ,  c i a s c l i ~ u  delle p u l i  as-  
sume  g i i  s tess i  valor i  f ( s )  d a t i  ad cwbitrio, per  qztnnto è possibile, lzcttgo 1ci 
c w v a  C,,, laddove l a  fzcwiorze f ( s )  vaggizuage a l  ~?znss iwo  due volte wzo stesso 
ua love. 

Due f~inzioiii p ( x ,  y) e q ( x ,  y) della specie indicata possono essere di- 
vcrsc l'iina dall'altra iu eiasc~in punto dell'nrea A - il. 
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56 A s c o  1 i: S d l e  fitrtzioni n due cariabili  rea l i ,  

Questa asserisione risiiltt~ poi chiarita da1 postulato, che é bene aggiun- 
gere ai due già enunciati. 

f i a  i sistenti, d i  cui  è pccrola tzel postzclato I I ,  esistotio p m t i  s i  vo- 
yliono t a l i ,  elze due linee qîialumpte c o n t e n n k i  d i  dzie dei t~ec2esinzi nolz 
abhialto ulcwt  pzmto contune entra i l  Eoro corso, laddove ogtti ele~rzento d i  unu 
di queste varietà è s o v y . y ~ o s t o  a l  c o w i s l m d e n t e  dell'ciltr.a, to l t i ,  ben si i n -  
tende, g l i  estremi. 

Laoncle : 
E'sistono tatite funziorti f , ( x ,  y), qunnte s i  vogliono, le qîiali non  assumono 

10 stesso valore irz 21120 stesso p n t o  dell'area ,4 - O e coimidono liingo CA. 
Si illustra la proposizione con un esempio. 

5 3 (*). IZ nuwero  delle futzxioni f , ( x ,  y), le punli coitzcidono i n  zmo 
O ldi p m t i  entro A ,  è senxa limite. Questi elemeuti possono essere dis tr i -  
bu i t i  in svaria te gzcise. 

L a  nostra asserzione riene cliiarita da  alcuni esempi. 
S e  p ( x ,  y) e q ( 2 ,  y )  sono due funxioni sempre crescenti i n  A e se 2 z i y o  

C A p ( x ,  9) - q(x ,  y) = 0 ,  ment1.e s i  possono detern~itzure due ptozti itt A - 0 ,  
i n  zozo dei  qua l i  essa differenxa E positiva e nell' a l tro  negat iva,  y l i  elellzenti 
della szcperJicie A i n  cui 

P ( X ,  Y) - q ( x ,  Y) = 0 

s lmxatzo la  connessione dell'area data. 
$ 4 (**). Ln carietil d i  funaioni f , ( x ,  y) non è continua i t t  ntajziera 

zi11iforme. 
U n  grzippo d i  fir~zxio?ze p ( x ,  y )  scelto dal l 'a l tro  f , ( x ,  y )  per modo, clie 

due p a l s i v o g l i a  non escano d a  uno stesso punto rispetto ad A - O ,  è in 
egual nzodo continua, quando fornzi 10 spaxio co~~zpreso da  due funxioni de- 
tern~iwate dell'insieme f,(z, y), cke non s i  iilcontrino ilt  A - 0. 

S e  y ( $ ,  y )  è zin insietne che appartiene ail 'altro f , ( z ,  y )  ed è disegual- 
mente continzco, esiste i n  A a l t n e w  2112 pzmto a nelle estreme vicinunxe clel 
p a l e  la p(x, y )  non è quasi  costante. 

, . Id nuvtero dei p u n t i  a ,  d i  czci s i  fu paroiu ~ze l  teorema precedente, p z 4  
essere tinzitato OS il l imitato,  e nell'ziltima ipotesi essi  p o t t m n o  essere disposti 
i n  svariate gzcise. 
- - - 

(') L'arguiueiito di questo pnraptfo C trattnto i i i  iiiaiiicra assai iiiipcifcttn, p r o  suf- 
iicientc al iiostro iiiteiito. 

(**) Anche la ti.;ittnzioiie di questo paragrah e del suçcessivo lascia al~liiniito s de- 
sidwniv, perché trolqn succiuta. Essq è peri) basbevole pei nost~i  studi, 
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te qua l i  wescowo O decrescotto sempre riel verso yositivo ecc. 57 

ij 5 .  Si costruisce una varieth di funzioni dotate di un nurnero illimitato 
di punti a disposti lungo unn curva tracciata in A - 0. 

fj 6. Esçendo di nuovo ,4 un'area, di cui il contorno CA viene incon- 
trato in soli duc: punti da una parallela qualsivoglia ad uno degli assi uscente 
da un silo punto interno, mi propongo di costruire una funzione senipre cre- 
scente in A ,  la quale vari ognoïa con l'arco s lungo CA,  né A b i a  infiniti 
niassimi e minimi sempïe ne1 contoïno. 

Si risolve 10 stesso problema nella ipotesi clle la fiiiizione da costruirsi 
possa essere dotata nella curva CA di un nlirnero liniitato di tratti ,  in ognuno 
dei quali si mantiene rostante. 

N. VI. 

5 1. Essendo A un'area coiinessa qualsivoglia a distanza finita si divide 
i l  contorno CA' nelle quattro parti CA', CA', CA', Cs'. L a  Iinea Cd) è formata 
da quei rami semplici decrescenti che lasciano alla destrn la siiperficie A ,  
mentre nelle estreme vicinanze di un punto c interiio ad un0 dei medesirni 
non cade alcuna parte dell'ente A ,  che sia ne1 primo quaclrante di c. Se d 
& un punto qualsivoglia sito entro un tïntto parnllelo ad ilno degli assi xppar- 
tenente al contorno C A ,  e se eutro  a1 suo primo qiiadrante non si trova alcun 
punto dell'aren A ,  che gli sin infinitamente vicino, csso tratto potrà compu- 
tarsi alla linea Pi). 

In modo analogo si definiecono gli enti Cd), Cd), Cd'. 
La decomposizione accennata pub farsi in iina maniera soltanto se il con- 

torno CA non contiene degli intervnlli païalleli ad uno degli assi, in caqo 
diverso in 2 P ( p  r: 1) maniere, quando il siinbolo 21 indiclii il numero dei tratti 
indicati dell' elemento CA. 

Si adducono due esempi di decomposizione. 
Due delle quattro parti C2), Cz), CA), CA) possono sinclie mnncnre, Holz 

perh ad iladice p a r i  1' wzn e d i spur i  1'  ah.^. 
Due esempi. 
Diri, quiizdi i m a a ~ i x i  m n l o  semplice crescente o'ciewesce~zte per orclilte rma 

czarsa cotznessa apertta, la  p u l e  utai decresce O cresce jite~zfre In s i  11crcor1.e 
da zoz  capo all' ri1t1.o in yuisa,  clle 1' uscissa m l i  r l i~? î i~z~ l i sca ,  e ruîuo sewplice 
pvijnitico utla czwva sempre crescenfe O decvesce~zie opptwe 2112 t m t f o  pa?.ullelo 
ad u??o JeyEi assi. 

A W Z O ~ L  di X ~ / ~ ~ i , ~ d i c ~ / ,  ~ O U I O  SS, S 
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58 A s c o  l i :  S i d e  furzxioizi a due dtsrinbiti r e n l i ,  

Fa t t a  una delle 2 p  decomposizioni possibili di un'area A ,  di 
torno CA contiene p segmenti paralleli agli assi, in enti primitivi, 

-- 

cui il con- 
si aggrup- 

pano i vari  rami ,  laonde ogni curva Ci) ( s  = 1, 2 ,  3, 4) consta di uno O piii 
rami semplici, ciascuno dei quali è connesso, che vengono indicati coi simboli 
cs)L,, cs)L ,,... , (S)L~< ( S  - 1, 2 ,  3, 4) per ordine. - U n  csempio. 

S 2. Sono manifesti i teoremi: 
1. Ln fzinxione f ,(z, y )  cresce o p o m  Zimgo zut Yamo s e î q ~ l i c e  crescetzte 

t m c c i a f o  n e l l ' a ~ e a  puu1sil;ogliu A;  a d z m p e ,  in o g d  elel~zento ('IL, et1 ('1.L 
delle c u w e  Cs) e C:'. 

II. L ' i w ' e v z e  dei  p u t i  della szqeqîc ie  A ,  i n  ciasczwo d e i  qua l i  l u  
f , ( r ,  y )  Ica u11 vulore costmzte (2 112, 5 ?II) è U I Z U  l i~zeu 12012 d i  ~zecessitù con- 
rilessa e s e q y e  decresce~zte a l l ' ae i~?zen ta~e  del l 'ascissu ,  d i  mi g l i  es tremi  sojzo 
s o p a  CA, piil z41z tzu1m.o l imi tato  (al  caso ?zzdlo) d i  p m t i  i solat i  (non s i t i  
i l2  A - O). L ' e n t e  f i  (x, y) = C B ~.ettificabile. 

Questa proposizione risulta manifesta decomponendo l 'area A inediante 
delle parallele all'asse Y in più pezzi, ognuno dei q u d i  sia conneeso ed abbin 
per contorno iina cuïva,  la quale viene incontratx in soli due punti da  una 
retta qualsivoglia uscente da  un siio punto ititerno e pnrallela a d  uno degli 
assi. Di più, la  f , (r ,  y) non raggiunga più di due volte Io stesso valore lungo 
il contorno d i  ciascuno di  questi pezzi, fatta nstrazione da  due tïatti  ( S Z  0). 

§ 3. Meritano attenzione i teoreini : 
1. I n  ogni  punto  O t m f t o  d i  ?)lnssinîo 9.elatil;o della f ( s )  tu t to  nc l l ' i~z -  

t e r w  d i  zut rama prii~zit ivo della liîzea C i )  l a  f , ( x ,  y) ha pzwe ~ 1 2   assil si lm 
g.elativo, e rzelle v i c i n a m e  d i  z i n  ~lzininzo, selnpre nelle stesse circostnîlxe, essn 
s i  c o ~ q ~ o r t c ~  collie se l'ateea d a t u  vewisse forata due volte ~ z e l  sua co t z tor~~o  d a  
zma parullela g~ialsivocjlia clci ulio q ~ i u l u n q u c  degl i  aasi  uscente d u  wz szro 
p w ? f o  i ~ ~ t e r m .  

Una proposizione ailaloga pub enunciarsi rispetto alla curva C:'. 
I I .  Ilt ogn i  t rut to ,  i n  cu i  lu  f ( s )  .si ?~zatztieîze costante 71; ha zin m s -  

si l~zo O u n  nz i~ziwo,  tu t to  elztvo zcn TanIo p r i ~ n i t i ~ o  della lilzea C2' O CA', la 
f,(x, Y )  s i  colî7portu c011ze se l 'ente A vejzisse i ~ ~ c o n t ~ - n t o  due volte soltunto 
fzella c w v a  CA d a  ulza p w a k l e l a  qzcalsivogiia ad z u i ( 1  delle rette xy  = O 21et. 
2112 stio p m t o  i n t e ~ w o .  

I I I .  I nzass imi  e ~ n i ~ k i  re lat iv i  della f~lnxiotze fi($, 9) caclo?io 801- 
tctl~to ?lei ~ ) m s i n z i  e ljzirzi~izi della f ( s j  (p lmt i  O tlvatti), rjzin~tclo s i e m  de7 
t d f o  nel l ' i i t te~.no d i  ufz m n z o  prinzitivo della c z iwa  CA) o p z i ~ e  CA' o d n a -  
tamenfe .  I trcrtfi 11ossolio pero avej'e un  e s t ~ w ~ o  01Z m c h e  a m e ~ d u e  CI co?1?we 
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col m n z o  rispettiuo, purcht? questi  possa c o n s i d e r u ~ s i  colne appartenente ad 
un 'area  B, d i  c u i  i l  contortao Cg viene i n c o ~ t r a t o  .ilz soli  due p u n t i  da l la  solita 
paral le la ,  laddove Zn linea CI, contiene zuz pexxo d i  C A ,  fzel cu i  in te r~zo  cade 
uno od anzendzce g l i  es tremi  del ~ a n z o  primitive per o d i ~ z e .  Itz modo anuloyo 
si dica d i  u.n mass i fno  O ~ l z in imo  della f (s ) ,  il p a l e  k 21% zuz termine d i  zcrz 
ele~nento  pri~niiiivo della curua C>) + CA. 

IV. Il numero  delle linee fl(x, y )  = C ,  ciascu?m delle qzrali colttie~ze 
dei  p u n t i  i solut i ,  2 l imitato.  

V. È al tres i  assegnal i le  i l  s u w e r o  delle linee f , ( x ,  y )  = cost., le p o l i  
hanno de i  t r a t t i  a colnune col contorrzo. 

VI. Il liwtite sziperiore ed itzferiore della funxiolle fl(x, 9) vetlgolzo 
r a y g h n t i  o~.d.i?aatamente .)telle curve CB' e Cj'. 

Se scomponiamo l'area data mediante delle parallele all'risse Y nella 
maniera indicata ne1 paragrafo precedente, avvertiamo tosto che in ciascun 
elemento cos1 otteniito reggono le proposizioni enunciate nei $5 3 ,  4 e 5 
del N. II. 
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Ricerche sulla deformazione 
ed  i f e n o m e n i  p i e z o e l e t t r i c i  

in un cilindro cristallino. 

110 studio delle defortnaziuni elasticlie dei corpi cristallini, studio fait0 
finora soltaiito in  un numero assai limitato di casi, presenta notevole interesse 
non solo per sè, nia anclie per Io studio di altre proprieth fjsiche di questi 
corpi, le quali strettamente si collegano colle proprieth elastiche. Tali sono 
quelle a cui sono dovuti i fenomeni termoelettrici e piezoelettrici. 

Il prof. VOIGT in un importante lavoro, recentemente pubblicato (*), ge- 
neralizzando concetti teorici dovutj prjncipalnîeiite a Tao~~sox ,  ha svjluppato 
una teoriit di questi fenomeni, lit qiiale appiinto presuppone risoluto il pro- 
blema della deformazione e conduce a molti risultati in perfetto accord0 colla 
esperie~za. 1 problemi di elasticità, nei quali il prof. VOIGT applica più par- 
ticolarmente la sua tcoria, sono stnti da esso studiati in una precedente 
Memoria (**), e sono, si pub dire, una generalizzazione del iioto problema di 
DE SAINT-VEXANT, in qunnto egli considera un corpo cilindrico sulle cui basi 
sono applicate forze e momenti dati, mentre la superficie lateralc è libera. 

Ne1 presente lavoro jo ho cercato le soluzioni particolari più semplici 
del problema dell'equilibrio ne1 caso, in certo modo opposto, in cui le basi 
sono libere da forze, e quecte soiio applicate invece sulla superficie laterale. 
Questo probIema è analogo a quel10 trattato da CLEBSCH nei $5 39-46 della 

(') Vorti~,  Allyerl~ei~le Y'lteo~k der- l~i<';o- zc~cl yyl~oelect1~isc?re,1 I .rsdici~ttrqw ((16 Iity- 
s/,allerz. Abhandliingeii der  K. Geçcl1~;cli:ift der lVisseiisc1iaftcii LU C+ijttiiqcn, Bd. S X S I ' I ,  
1890. 

(**) VOIGT, Tl~eorctisplte Stdietz <ber die Elc~.sti~~it<tsc ~rlriill~li.sse ( 7 0  lirystciilel~. Id. id. 
I3d. S S X I V ,  1887. 
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Thsor ie  der  Elasticitfit pel caso della isotropia, e generalizzato d a  DE SAIET- 
VENANT a1 cas0 della isotropia trasversale (*). 

Ai risultati ottenuti ho  applicato in  seguito la  teoria di V o r a ~ ;  questa 
è fondata sulla ipotesi che le variazioni dei momenti elettrici, prodotte dalla 
deformazione in un cristal10 termoelettrico O piezoelettrico, siano funzioni li- 
neari delle sei componenti di deformazione. L'azione elettrica esterna, che ne  
deriva, pub quindi essere studiata mediante la  funzione potenziale corrispon- 
dente a queste vnriazioni. Mei problemi d a  me trattati, ho potuto determinare 
per la funzione potenziale certe espressioni, abbastanza semplici, formate 
linearmente con funzioni circolari e certi integrali definiti, mediante le quali 
il modo di variare di questa funzione si pub studiare sotto certi rapporti senza 
grandi dificolth, e si pub quindi dedurne iina previsione teorica dei risultati, 
a cui condurrebbe l'esperienza. 

Siccome avrb frequentemente occasiorie di richiamare le due memorie di 
VOIUT, precedentementc citate, jndicherb, per brevitli, i Tlieoretische Sludielt 
con (VOIGT, Meni. l), e la  Bllgemeine I'lreor2é con ( V O I ~ T ,  Mem. II). 

PARTE PRIMA. 

Consideriamo un cilindro retto cristallino, che supporremo riferito a d  un  
sistema di assi ortogonali O X ,  O Y ,  OZ, in modo che le generatrici siano 
parallele all'asse O Z ,  e le basi cadano sui piani x = 5 Z. S e  ammettianîo 
che sopra queste non agiscano forze ed indichiamo le componenti di pressione 
elastica colla notazione di KIRCHHOFF, Xs) Yy, Zz,  Yz)  Z8, Xy, per x = rt Z 
dovre~no avere: 

2, = O 2, = O 2, = o. (1) 

Seguendo l'esempio di CLEBSCH, ci proporremo di trovare dei casi sem- 
plici di equilibrio, supponendo che queste equazioni siano soddisfatte, non solo 
sulle basi, m a  in tutto il corpo. 
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I~idichiamo con ïï il potenziale di elasticità; avremo, come è noto, 

r,, yy,  z,, yt, z ~ ,  xy,  rappresentano, colla notazione di KIRCIIHOFF, le com- 
ponenti di deformazione; c;h le costanti d'elasticità. 

Le eqiiazioni (1) divengono cosi 

Le componenti di deformazione sono formate linearmente colle derivate 
prime delle tre componenti di spoatamento u ,  u ,  zc; quindi noi potremo da 

azu  a l c  ô l u  queste equazioni ricavare le tre derivate - , --, - espresse in funzione 
B X  a y  a x  

delle derivate delle funzioni zc, u. Indichian10 con A il determinante delle 
equazioni da risolversi, cioè poniamo : 
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avreiiio cosi, poichi: A non pub essere zero, 

L e  tre  equazioni indefinite, a cui devono soddisfare in 
si riducono, a cagione delle (l), a due sole, dalle quali noi 
eliminata la tu mediante le formole precedenti. Supponendo 
forze di massa, si lianno cosi due equazioni lineari omogenee di 2." ordine, a 
cui dcvono soddisfare u ,  v :  

1; c34 c.35 

dove colle parentesi indichiamo che dalle componenti di pressione X,, I7y, & 
è stata eliminata la  zç. 

Quando per 21, v si prendono due integrali di queste equazioni, perchè 
sia possibile determinare zu mediante le (3) è necessario che i secondi membri 
di queste equazioni, moltiplicati per dx,  dy, d z  rispettivamente e sommati, 
diano un differenziale esatto. Scrivendo le condizioni percliè cib avvenga, 
otteniamo tre nuove equazioni lineari, omogenee di 2." ordiiie per le fun- 
zioni zc,  v. Avremo cosi in tutto cinque equazioni lineari, otnogenee di 2." or- 
dine con coefficienti costanti, a cui dovranno soddisfare le funzioni 1 4 ,  v: 

Jf C44 C45 

LV Cj4 csj 

Ora noi possiamo proporci d j  cercare se è possibile soddisfare a questo 
sistema di equazioni, prendendo per IL ,  v, tu  funzioni razionali intere delle 
variabili x, y ,  x. 

Prendendo per u ,  v due funzioni lineari omogenee y,, S, ,  le ( 5 )  risul- 
tano tutte soddisfatte, qualunque siano i coefficienti di qiieste funzioni. Pren- 
dendo in-race due funzioni omogenee di 2." grado,  zc = y,, v =  +,, le (5) 
dànno 5 relazioni fra i 12 coefficienti di y,, +,, e quindi potranno in gene- 
sale essere soddisfatte Insciando in p, S2 sette coefficienti arbitrari. 

Ponendo poi z l  = y , ,  v = +, , essendo y, ,  +,, funzioni omogenee di 
3." grado, avremo dalle (5) 15 relazioni fra i 20 coefficienti di p, 4,; quindi 
siinarranno in questo cas0 5 coefficienti arbitrari. 

Finalmente per u = <p4, v = $, otterremo dalle (5) 30 equazioni fra i 30 

. (3) 

generale zr, u, tu 

potremo supporre 
che non esistano 
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coefficjenti di queste funzioni, che, essendo omogenee, non potranno in gdne- 
sale essere soddisfatte. 

È facile vedere che parimenti con funzioni di grado superiore al  quarto 
non è possibile soddisfare al sistema (5) senza supporre relazioni speciali fra 
le costanti che entrano nelle equazioni. Riassumendo possianlo quindi dire 
che possono e s i s t e ~ e  casi  d i  e q u i l i b ~ i o ,  itz c u i  sono sodclisfatte le (2), e le 
u ,  v (e gu ind i  anche Zn w) s o ~ o  fiiwzio~zi mxionali itztere d i  g v d o  vton S M -  

pwiore  al  terxo. 
Noi studierenio queste soluzioni speciali delle equazioni di equilibrio, 

introdixcendo perb un'altra limitazione. Col procedimento indicato otterremo 
degli integrali pei quali le componenti di pressione X,, Yy7 Xy, saranno in 
generale funzioni di x ;  quindi le forze che si dovranno supporre applicate 
sulla superficie laterale del cilindro per mmantenere l'equilibrio potranno pure 
dipendere da questn inriabile. Noi escluderemo questa possibilità, supponendo 
che le X,,, Yy ,  .Y, siano anche ~zell ' i tatemo del  corpo indipendenti da z. 
Allora tut te  le cornponenti di pressione saranno indipendenti da questa va- 
riabile e guindi t d i  saranno anche le componenti di deformazione. 

Poniamo ora: 

o re  U, V, TV sono funzioni delle variabili r ,  y e g , ,  ,g,, y,, f , ,  f 2 ,  I b  sono 
costanti; le sei componenti di deformazione corrispondenti a qiieste espressioni 
per u, 21, tu risiiltano indipendenti d a  x ;  difntti si h ~ :  

ed è facile diinostrare (VOIGT, Mem. 1) clle le (6) sono le espressioni più 
generali per le q u d i  ha luogo questa proprieti. 

Araîali di Matei,latica, toino SX. . U 
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Som i y l i a  nu :  Ricerche szillcc. clefo~.maxione 

L a  terza 
lineare fra le 

delle equazioni (3) si riduce in questo caso a d  una relazione 
derivate delle funzioni U, V che pub essere scritta: 

ove A ,  B, C, D, c , ,  c , ,  c ,  sono costanti formate colle c h ,  g l ,  y,, g,, f i ,  f,, I l .  

L e  prime due equazioni (3) possono servire ad esprimere le derivate 
della TV mediarite le  derivate delle due funzioni U, V, e funzioni lineari di 
x, y. Elirriinando quindi fra esse la  TJ7 otteniamo una equ~z ione  a derivate 
parziali di 2." ordine per le funzioni U, V che poesiamo scrivere: 

ove Ii, è funzione lineaïe omogenea con coefficienti costanti delle derivate 
seconde di U, T7- e kl  una costa'nte. 

Le equazioni (4) ci clànno altre due equazioni della forma stessa: 

La equazione (7) pub essere scritta: 

e quiiîcli le espressioni più generali p w  U, 'Tc che soddisfanno ad essa, si 
otterranno ponendo: 

ove 12 è una f imione  arbitraria e a,,, a l? , .  .. , P l i ,  Fi? , .  .. sono costanti, le 
cluali delnbono soddisfare nlle tre relazioni: 

a,, 3 Pin + cl = O ai2 $ O?, 3 c2 = O d i  $- E? + c3 = 0. 

S e  ora sostituiamo le espressioni di U, TJ) che risidtano dalle due rela- 
zioni precedenti, nelle equazioni: 

, + 1 O K* .+ k 2 =  O lc: .f Xlls  = 0 ,  (9) 

otteniamo, t re  equazioni a derivate parziali di 3." ordine, a cui dovrh soddi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sfare la funzione Q ,  le quali sarailno della forma seguente: 

ove le n sono costanti. Se poniamo: 

(ove ni è una funzione ornogenea, razionale, intera di grado i nelle varia- 
bili x, y j  e sostituiamo qiiesta espressione nelle tre equazioni precedenti, i 
coefficienti di il,, fi,, dZz scompaiono e si ottengono tre relazioiii lineari fra 
i quattro coefficienti di 9,. Quindi a,, a,, 9, possono essere prese arbitra- 
riamente, ed in i>,, invece si avrà una sola costante arbitraria. Con funzioni 
di grado superiore al 3." non è possibile in generale di soddisfare al sistemn 
di egiinzioni che consideriamo. 

Ora 77, V sono formate (8) con funzioni di 2." grado nelle x, y e colle 
derivate di iZ; quindi pos~iamo concludere clie le soluxz'oni pi9 generali, va- 
uionali, intere del  nostro problenza si otterranlio p~enclendo pe,. U, V e qquilzdi 
m c h e  per IV, funxiotzi d i  2.0 gmdo  tzelle x, y. 

Vi è un caso, abbastanza generale, in cui le tre equazioni (9) si ridu- 
con0 a due sole ed allora sono possibili anche soluzioni di 3." grado. Se 
supponiamo clie il piano OXY sia un piano di sjmmetrja elastica pel corpo, 
si ha:  

C14 = col = ci5 = c ? ~  = c~~ = ~ 4 6  = c5(i = 0, 
, 

e le equazioni (2), quando per z ~ ,  v ,  zo si preridono le espressiorii (6), di- 
vengono : 

d i  cui le due ultime determinano immediatamente IF, da esse infatti risulta 
A. = O,  e, trascurando una costante addittiva, 

Resta quindi a considerarsi soltanto la prima, la  quale è l'equazione, a 
cui si riduce la (7), ne1 caso particolare che consideriamo. Non vi è quindi 
più da tener conto dell'equazione Ki + k ,  - O? e dalle eqiiazioni (9) baster3 
considerare le ultime due, 
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Un tale sistema aminette un integrale razionale intero della forma 

dove fi,, il,, no, sono completamente arbitrarie; !2, contiene due coefficienti 
arbitrari ed fi4 uno. Sono quindi possibili in questo caso anche soluzioni di 
3." grado. 

Noi studieremo ora separatamente le soluzioni di i.O, 2." e 3.0 grado, 
di cui abbiamo visto la possibilità. 

Richiamianio le condizioni ai limiti che servoiio a determinare comple- - - -  
tamente i problemi che dobbia~no c~nsiderare. Se indichiamo con X, Y, Z 
le componenti della forza applicata ne1 punto (x, y, x) della superficie Isterale 
del cilindro (riferite all'unità di superficie), sopra questa superficie dovrQ essere 

ove t t  indica la norinale diretta verso l'interno. Le  forze che agiscono sulla 
superficie laterale devono quindi essere normali dl' asse OZ, ecl indipen- 
denti da z. 

Indicando con do l 'elen~ento superciale di una sezione normale del ci- 
liiidro, dalle equazioni precedenti e dalle (4) si ricalla 

ove gli integrali sono estesi a tutta la sezione normale. Queste condizioni 
devono essere soddiafatte, perché il cilindro sia in equilibrio sotto l'azione 

- - 
delle forze lY, Y quando si consideïa come rigido. 

Riguardo al segno delle componenti di pressione ricordiarno che, se n 
indica la normale ad un elenlento di superficie dg, diretta da  quella parte 
di dt ove giace il corpo, si suole ritenere come positiva la pressione ela- 
stica P, esercitata sopra do,  quando la direzione secondo ciii agisce P, fa 
un angolo acuto colla normale 12. 

Finalmente per stabilire le condizioni che fissano ne110 spazio la posizione 
del cilindro, considerato conle rigido, riterremo clie l'origine delle coordinate 
non subisca spostamenti, cioè: 

u = v = z o = O  per x = y = x = O ,  
e quindi anche 

U=O V s O  1V=Oj .  
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inoltre che il cilindro non possa avere m0viment.i di rotazione attorno a questo 
punto. Per  questo basta porre, per .2: = x = y = 0, 

ossia 

od' anche: per x = y  = 0 ,  z = 2, 

21-0, v = O ;  
e, per x = y = z = O ,  

Queste condizioni equivalgono alle seguenti: 

Nell' un caso e nell'altro le f i ,  f, risultano determinate; noi non ci occu- 
pererno di queste 

Supponiamo 
poniamo : 

U = a X  

costanti , ritenendole determinate dalle condizioni precedenti. 

$ 2. Applicazioni. 

1. 

le u ,  v ,  lu funzioni lineari delle cooïdinate e precisamente 

f F Y  V = = ~ ~ X + O ~ ~  l o = a 1 ~ + p ' f y + 7 1 1 2 .  (11) 
Queste formole sono un caso speciale delle (6). Le  componenti di deformazione 
e di pressione risultano costanti; quindi, oltre le condizioni (l), potrcmo porre 
le seguenti: 

&==p Y y = q  X y = r ,  

ove p ,  q ,  Y sono costanti arbitrariamente date. Per  l'iinmobilità del cilindro, 
considerato corne rigido, basterà aggiungere una condizione, ad es. 

- ,. 
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Le cornponenti di deformazione diveiigono 

quindi le condizioni poste per le componenti di pressione ci clAnno le seguaiti 
equazioni lineari per determinare le costanti delle (11): 

Da queste equaziuiii risolvendo ed iiitroducendo le costanti s;h, clio VOIGT 
ehiama niodztli di elasticità (Mem. I I ,  yag. 28) otteniamo: 

e restano cosi determinate tutte le coetanti delle (11). 
a )  Supponianio r = O,  y = 1; sulla superficie laterale del cilindro 

avremo (10); 
Z=pcos(12, x) Y=~lcos( lz ,  y),  

e ottenian~o cos1 la  soluzione generale della defo~maxione di zilt cili?zdro ~ e t t o  
ci.istullino, d i  sexiojze c i~bi tnwia ,  sottoposto all'axione d i  Z ~ I I U  pressione nor- 
male costcmte szllla superficie luterale. 

b)  Supponiamo 1. = O ,  e che la sezione da1 cilindro sia un rettangolo, 
i cui lati siano .?: = 5 a ,  y = f b ;  avremo: 

- - 
sulle faccie y = rt ti ' ,Y = O y= - + 9. 

Le foimole ottenute risolvono quindi in questo cas0 il problema della clefor- 
wazione di ZM cilindro retto, c~is ta i l ino  a base m?ta?tyolam sottoposto al- 
I'azione di due pressioni tzorllznli costandi szdle due coppie d i  faccie opposte, 
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c) Supponiamo p = 9 = O ,  e ln sezione rettangolare come ne1 caao 
precedente; avremo : - 

sulle faccie x  = f a : XI = O y= - + 1. 
- 

sulle faccie y  = + b :  X =  - t 1. Y= O ,  

e ot tenimo quindi la deformaxione del prisma, conside?.alo tzel caso plsece- 
dente, s~ittoposto aiZ7axione di una fo~xa tangenxiule costante sulla superficie 
Interale. L a  diïezione di questa forza è tale che essa agisce sulle due coppie 
di faccie opposte, corne due coppie di verso contrario. 

d) Se finalmente il cilindro è circolare, indicando con 6 l'angolo che 
un piano passante per l'asse OZ fa col piano OZX, avremo sulla superficie 
laterale - - - X = = p c o s 8  -+ rsen9 - Y .= rcos4 + qsen8, 

e quindi una forza in generale variabile di direzione ed intensità, con una 
legge che è assai facile determinare. 

Supponiamo clle le U, ?,T, 14' nelle (6) siano funzioni d i  2.' grado, e 
precisamente poniamo : 

211 = a x 2  - t 2 B x y  $"/' 

2V = a ' ~ v f 2 ' ~ 2 /  +-/'2/'  (12) 

\ 2TV= a"xg $ 2$"'y + . / " ? j a  + 2 8 " ~  + 2c"tj. , 

Nelle u ,  v ,  w avremo quindi queste 11 costanti a, 9,. . . , E" ed inoltre 
le g,, y,, g3, h ,  che dovremo determinare in modo da soddisfare le equazioni 
che ahbiamo stabilito, mentre le f,, f, risultano determinate, come si B visto, 
dalle condizioni che fissaiio la posizione del cilindro nello spazio. 

Le  componenti di deformazione (6') divengono in questo caso: 
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7 2 Sonz i g  1 z'a tt a :  Bicerche sulla defo~nzaxione 
-- -- 

Se quindi supponiamo : 

g3 = O 6)' = - f  2 $ " = - f i ,  

esse risulteranno fiinzioni lineari omogenee delle x ,  y, e tali quindi saranno 
anche le componenti di pressione, per cui potremo porre: 

X z  = A,,X + A l , y  Y, = A 4 1 ~  + A,*L/ 

Y y = = A q , x  f A??y  Z Z = A j , x + A j ? y  

Z * = A : , X $ A ~ ~ ~  Xrz/=Aeix+dC?tj, 

dove le Air, sono costanti formate colle costanti di elasticith ci!, e le 12 co- 
stanti indeterminate delle formole precedenti. L e  loro espressioni si possono 
dedurre dalla tabella segucnte: 

dalla quale Aih si ottiene facendo la somma dei prodotti delle costanti - c i , ,  

- c i 2 , .  . . della prima linea per le corrispondenti costanti della h-esimcl. 
L e  due equazioni (4) dell'equilibrio portano che fra le costanti .4;,, sus- 

sistano le due relazioni: . 

A i , + & = O  A d - A , , = O ,  ' (13)a 

e le (l), per le nostre convenzioni, dànno: 

Da cib segue che per le tre componenti di pressiono che non sono zero 
s i .  avrà : 

Xi.= Al,x  + Ai29 Y , = A , , X + A , , Y  X,=-A,,x-A,,2/. 

Le condizioni per l'irnmobilith del cilindro non ci dànno altre relazioni; 
oltre quelle che determinano f,, t2. 

Supponiamo ora fissati arbitrariamente i valori delle quattro costanti A , , ,  
A,?, A, , ,  A,,; uguagliando le espressioni delle A;,,, che risiiltano dalla ta- 
hella, alle quattro costanti date, otteniamo un sistema di 4 equazioni lineari 
nei coefficienti a ,  0,. .. , h , le quali insieine alle 8 equazioni (13), (13\ia che 
sono della s t ~ s s a  formn, ci dànno in tutto un sistema d i  1 2  equazioni lineari, 
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quanti appunto sono i coefficienti indeterminati che compaiono nelle nostre 
formole. 

Quando avremo determinato questi coefficienti, otterremo una deforma- 
zione del cilindro, nella quale tre delle componenti di pressione Z,, YY, Zz, 
sono nulle; X,, ed Yy sono funzioni lineari, omogenee arbitrariamente date, 
a x  4- by, c x  + d g  e X, ha per valore - d x  - ay.  

F e r  eseguise ora effettivamente la determinazione dei coefficienti, osser- 
viamo che le 12 equazioni da  risolversi si possono scomporre in due gruppi 
di 6 ;  il primo gruppo: 

Ai ,  = a  A,, = c A,, = O  

r / S i = O  A G I = - d ,  

è un sistema di equazioni lineari nei 6 coefficienti 

a, P', 91, P U + h ,  a", a'+@, 

che ha per determinante il discriminante del potenziale di elasticità, che non 
è mai zero; esso determina quindi i valori di questi 6 coefficienti. II secondo 
gruppo : 

Al2 = b A92 = d  As* = O 

analogamente determina le 6 costanti 

B I  , 9 2 ,  y, p ' l -h ,  B f + y .  

L a  conotxenza di queste 1 2  costanti basta per ottenere i valori di tutte 
le costanti del nostro problema. 1 valori che cos1 si trovano sono i seguenti: 
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7 4 S o  nz i y 1 ia n a : Ricerche sutla defomzaxiorze 

Le  componenti della forza clle, applicata sulla superficie laterale del ci- 
lindro, produce la deformazione, ora determinata, sono date (10) dalle formole: 

y= ( a x f  by)cos(n, 2)-(dx+ay)cos( ,z ,  y) 
- 
Y =-(dx f- ay)cos(n, x) -t (cx + dy)cos(n, y). 

Se ora supponiamo che il cilindro sia circolare, di raggio Il, abbiamo 
sulla superficie laterale 

e le componenti della forza superficiale divengono: 

- 
Y =  scos26 $ ysen28, 

dove si è posto: 

e quindi p ,  r ,  s, q possono essere considerate corne quattro costanti arbi- 
trarie, al pari di a ,  b, c, d. 

Se consideriamo il problema generale della deformazione di un cilindro 
retto circolare per I'azione di forze costanti lungo le generatrici e normali 
a queste, applicate sulla superficie laterale, per espressioni gencrali delle com- 
ponenti di queste forze potremo prendere : 

supponendo che esse siano svjluppnbili in seric di FOURIER. Lsl soluzione ge- 
nerale si potrh quindi pensaïo  compost:^ di tante snluzioni particolari 

ciaçcuna delle qi~ali u,,, v,,, w, risolve il problema dell'equilihrio ne1 cas0 
in cui 

Possiamo allora dire che g l i  inteyrali che abbiumo trocuto dànno utta 

d i  queste soluzioni particoluri, e precisamente quella corrispondente ad n = 2. 
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Potremo poi scomporre anche questa soluzione in altre quattro, suppo- 
riendo successivamente nulle tre delle costanti p ,  r ,  s, y ;  abluiamo cosi cpattro 
soluzioni speciali : 

- 
X = p c o s 2 0  Y= O je) X = O  Y = s c o s 2 Q  (g) 
- - 
X = r . s e n 2 0  Y = O (f) X =  O Y =  qsen2Q. (1,)  

Nei casi (f), (lt) le forze superficiali sono nulle lungo le 4 generatrici 
intersezione della superficie cilindrica coi piani OZX, OZY ed acquistano 
valori n-iassimi e minimi rispettivnmente (+ r ,  - r ,  oppure + q ,  - q )  lungo 
le due coppie di generatrici che sono intersezioni dei piani bisettori degli an- 
goli dei piani preccdenti. Nei casi (e ) ,  (y) reciprocamente le forze sono nulle 
lungo le generatrici di questa seconda quaderna, e massime O minime lungo 
le generatrici della prima. 

III. 

Consideriamo infino il caso in cui, essendo il piano OXY un piano di 
simmetria,, si possono avere soluzioni di 3.' grado. Noi porremo: 

e, corne abbiamo visto, si avrà: 

TV = - f ,  x - f, y. 

P e ï  le componenti di deformazione troviamo: 

Le condizioni Yz = O ,  2, - 0 sono soddisfatte, e 1' equazione 2, = O diviene : 

da cui ricaviarno y, = gs = g3 = 0)  e quindi anche w = TV, ed inoltre z, = 0;  
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7 6 So nz ig lian a : Ricerche sulla deformazione 

di più dovremo porre: 

Per  le tre componenti di pressione che non sono zero, possiamo scriveie: 

dove i valori delle Bih si hanno dalla seguente tabella: 

facendo la somma dei prodotti delle costanti - cih per le corrispondenti CO- 

stanti delle tre linee orizzontali. 
L e  due equazioni indefinite dell'equilibrio ci dànno le seguenti relazioni 

fra le Bih 
B,,  + B,,= O B6, $ B,, = O 

Bi2 $- Bm = 0 -7362 + B23 = 0 , (1 6) 

le quali, insieme alle (15), costituiscono un sistema di 7 equazioni lineari 
omogenee nelle 8 costanti delle (14), che si devono determinare; da  esse si 
possono quindi ricavare i valori di queste costanti all'infuori di un fattore 
comune nrbitrario. 

L e  condizioni per l'immobilità del cilindro non ci dknno nulla oltre la 
determinazione di f,, f,. 

Tenendo conto delle (16) le espressioni delle componenti di pressione 
Xs,  Y,, Zy possono essere scritte: 
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ed i feizomeni piexoelettiici in un cilindro cristallino. 77 

Per determinare ora le costanti a ,  f i , .  .. poniamo 

d l + p = E  y 1 + 8 = É ,  

Fra le prime due di queste equazioni e la prima delle (15) possiamo 
eliminare a ,  E ;  e fra le ultime due di queste e l'ultima delle (15) possiamo 
eliminare d', sr .  Otteniamo cosi: 

Queste due equazioni, insieme alla seconda delle (15), 

C l 3  f i  $ C23 n/l $ ~ 3 6  (fi' $ 7) = O 

sono omegenee lineari nei coefficienti fi ' ,  f i ,  y e ne determinano quindi i 
rapporti. Sostituendo i valori che se ne ricavano nelle equazioni precedenti (16') 
si hanno le rimanenti costanti, risolvendo 2 sistemi di equazioni lineari con 
due incognite. 

Tralasceremo di fare questa sostituzione, che non porta a risultati sem- 
plici, se non si ammettono altre proprietà di simmetria, oltre quella già in- 
trodotta. 

Le formole del paragrafo precedente si semplificano grandementr, quando 
si suppone che il corpo abbia le proprietà di simmetria elastica speciali dei 
diversi gruppi cristallini, e che il cilindro sia opportunamente orientato rispetto 
agli assi cristallografici. Le semplicazioni più notevoli si ottengono supponendo 
che la direzione delle generatrici del cilindro venga a coincidere successiva- 
mente con una delle direzioni degli assi cristallografici dei diversi gruppi 
cristallini. 
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7 8 Sont ig l i a  w n : Ricerche sulla deformaxione 

Le 21 costanti d'elasticith c;h, riferite agli assi cristallograCici, hanno 
nei diversi gruppi relazioni speciali fra loro, per cui esse in parte sono nulle, 
in parte possono essere espresse mediante un certo numero minore di costanti 
indipendenti, i cui valori numerici sono dati dall'esperienza. Un quadro per 
queste costanti è riferito da VOIGT nella Mem. II (Tabella III) (*); io per bre- 
vità non riprodurrb questo quadro, siipponendo che il lettore I'alihia presente. 

Se indichiamo con OX', OY', OZ' gli assi cristallografici, le sostituzioni 
c.he converrà fare sulle nostre ~ariabili  x, y ,  x, quando pcr asse OZ si prende 
successi~amente uno degli assi cristallograficj, sono: 

x = y' 1 y = z  z = x' (asse OX') 

x = x' y = x' z = y' (asse O Y') 

x - x' y = 9' x = X' (asse OZ'). 

Quindi potremo anche, senza introdurre nuove variabili, ottenere gli stessi 
risultati permutando circolarmente le variabili x, y ,  x e conseguentementc 
anche gli indici 1, 2 ,  3 e 4 ,  5 ,  6. 

PARTE SECONDA. 

L'attude teoria dei fenomeni piroelettrici e piezoelettrici è fondata su1 
concetto [primamente enunciato da THOMSON (**)] clie i cristalli piroelettrici 
O piezoelettrici in condizioni naturali si trovino in uno stato permanente di 
polarizzazione elettrica, e che l'azione esterna, dovuta a questa polarizzazione, 
venga neutralizzata da uno strato elettrico, che si produce per induzione alla 
loro superficie. Quando Io stato di polarizzazione molecolare viene rapida- 
mente alterato, e prima che una corrispondente variazione si produca nello 
strato elettrico superficiale, si manifesta all'esterno un'azione elettrica uguale 
alla diiferenza fra l'azione dovuta alla polarizzazione e quella del10 strato 
superficiale. Tale azione esterna pub quindi essere considerata corne dovuta 

(*) Vedi anche LIEBISCH, PhysiJzaZische lir.yslallographie. Leipzig, 1801, pag. 552. 
(**) THOMSON, 0 1 2  the Thermoelastic, The~monzagîîelic, and Pyroelectric Y~.o~ierlies of 

Matter. Philosophical Magazine, V Serie, 1878. 
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ed i fenonzeni yiezoelettrici in, un cilindro cristallitlo. 79 

ad una polarizzazione degli elementi di rolume, i cui momenti elettrici siano 
uguali alle variazioni dei momenti primitivi. 

VOIG.T nella Mem. II suppone clie le variazioni a ,  b ,  c delle componenti 
dei momenti elettrici primitivi in ogni elemento di un cristallo piroelettrico 
e piezoelettrico siano funzioni lineari generali delle sei componcnti della de- 
formazione prodotta riell'elemento stesso d a  pressioni esterne O da  variazioni 
di temperatura; cioè pone: 

a = € 1 1  Xr $ E , S  y y  $ ~ i g  XZ t E U ~ Z  + E I ~ X S  + €16 Xy 

Z, = ~ 2 l  YS $ €22 yy $ ~ 2 3 ~ 2  t €24 y2 $ €2 2s f EZG xy 1 (17) 
c = s31 X E  + €37 y y  + €33 Za + €34 y a  -t €3; Zrn 3- c36 ry 7 j 

ove le tirz sono 18 costanti dipendenti dalla sostanza del cristallo e dalla orien- 
tazioiie degli assi coordinati. 

Siccome poi le componenti di deformazione sono funzioni lineari delle 
componenti di pressione, i momenti a ,  b ,  c si posrono esprimere anche come 
funzioni lineari di queste ultime componenti: 

Cih7 J i h  si hanno le relazioni: 

b = 

C = 

F r a  le costanti 

A cagione delle 
lazioni speciali , 

proprietà di simrnetria, fra le costanti O J i k 7  esistono re- 
qixando gli assi coordinati coincidono cogli assi cristallografici, 

nei 32 gruppi cristallini. L a  forma clie d o r a  assumono i secondi membri 
dclle formole (17) è esposta d a  VOIGT nella Tabella 1 della Mcm. II; noi ci 
serviremo di questi risultati per determinare i momciiti elettrici corrispondenti 
ai principali casi d i  deformazione, che abbiamo studiato rie1 $ 2. 

Indicheremo con a,, h,, r,, od ay,  O,, cy, od a,, bZ, c, le componenti 
a ,  O ,  c dei momenii elettrici secondo che il cilindro lia le generatrici pa- 
rallele (O, come diremo anche 
fico O X, od O Y, od OZ. 

(") VOIGT (Mem. II) p e n d e  le  

per brevith, è parallelo) all'asse crlstallogra- 

costanti &, con sesno contrario. 
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le .  sei componenti di deformazione ne1 problema 1 del $ 2 sono rispettiva- 
mente nguali ai sei valori di s,,h quando i l  cilindro è diretto secondo l'asse 
cristallografico OZ. Analogamente le s , h ,  S J ,  dànno le sei componenti di 
deformazione negli altri due casi. Percib dalle formole (17) avremo pei mo- 
menti elettrici le formole següenti: 

6 6 6 

0, = e , h   SE,^ = 2 & , h s y , h  oz = r( ~ , h  sa,h 
k=L k-1 tr=l 

Se invece esprimiamo i momenti elettrici in funzione delle componenti 
di pressione mediante le formole (1 7'), troviamo i 

È ora interessante, per poter dedurre qualche conseguenzs da  queste 
formole, il determinare come esse si semplifichino pei diversi gruppi cristal- 
lini, tenendo conto dei valori speciali che, per le proprietà di simmetria, de- 
von0 avere le costanti Sih, Eili, 8ih. 

Ci limiteremo a considerare le espressioni (18') dei momenti elettrici, a 
cagione della loro semplicità in confronto delle (18). Indicherenio poi i 32 
gruppi cristallirii coi nunieri progïessivi 1, 2 , .  . . , 32 nell' ordine seguito da  
YOIGT nella Mem. II. I risultati a cui si arriva sono raccolti ne1 seguente 
q u d r o  : 
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Gruppo 2: le formole (18'). 

II .  Sistema monoclino. 

I I I .  Sistcdrna rombico. 
Gruppo 7: 

a, = O b, = Ô2,r C X - ~ ~ I P ~  $ 3 3 q  

ay = Ôisr by = O cY = ' 3311  + ô31 q 
a, = O b, = O cz = 834 ( p  4- 2) + $ 3 ~  r. 

Gruppo 8: 
dlrr bx=O C ,  = O 

ny = O b, = d , , ~  c, = O 

a, = O ba = O cg = $ 3 6 ~ .  

IV. Sistema quadrutico. 

Gruppo 10: Gruppo 11 : 

a,=O b,=d,,r c,=Ô,,p+J33q a,=B,,r b,=O cd = O 

a, = d,,r by = O c, = o',,p + ii,, q ay = O by = - ûl,r c y = O  

a,=O b,=O c,=(i',,(p+q) a,=O . b z = 0  c,= 9. 
Annali di Matenzatica, tom0 X X .  11 
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Gruppo 13: Gruppo 14: 

a, = a,, r b,  = ôi5 r ex = d31 p + q nm = Ôl4 r bz = O cg = O 

a Y = J j 5 r  b y -- - 3 1 1  1- cY = d33p f o?3i q uY = O by = Ù,, r cg = O 

a,=O b,=O c ~ = d , ~ ( p - t q )  aZ=O b,=O, c,=d?,,r, 

Gruppo 15: 

a,=Û,,r h,= - ex=-8, ,p 

a y  = by = û14r  cY = &,q 

V. Sistema esagonale. 

Gruppo 17: Gruppo 18 : 

a,=O b,=8,,r c,=B,,p+S,,q aD=8,,r b,=O ex= O 

(ly = Bis r 6, = O cy = Ss3p t 03, Q ay = O by = - ti4 r cy = O 

a,-O &=O ~ , = & , ( p $ q )  a,=O b,=O c, = O. 

Gruppo 20: 

a x = & , r  bx= 8 c,=8,,p-/-8,,p 

ay=8,,r  b y = - a i 4 r  ~ ~ = 8 ~ ~ ~ f 8 ~ , ~  

a, == O bZ = O = $31 (p -t q). 

Gruppo 21: 

US - - Slip bx = O C, = O 

"y= 4 i q  b, = O C, = O 

az= a' , , (p-q) b,=-28, ,r  c,=o. 

Gruppo 22: 

a,= - h p  bm = 8 2 2  p cm = O 

ay = 84, g by = - a,, q cY = O 

as= S l i [ p - q ) - 2 8 ? ? r  b Z = - ~ 2 , ( p - q ) - 2 8 , , r  c,-O. 
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a,= Q,,r b,=-8,,q CY = 8 3 2 ~  + s 3 i  q 

CT, = - 4 b , = -  U P  - q )  cz = 83 ( p  + 2). 

Gruppo 25: 

a,=-B,,p+S,,r b,==O c, = O 

a, = Si1q by = S I 4  r C, = O 

a, = S,,(p - q)  b, = 2 S I i r  c, = O. 

Gruppo 27: 

a, = - L p  + h4r 6,  = S2,p + 8,; r CS = S3,p + S3,q 

a,  = L q  + by= - L p - S , , r  cy == b p  + 8 3 4  

al = 8 1 i ( p - q ) -  2S?2r  b = - 2 ( p - q ) - 2 1 r  c,= & ( p +  q). 

VI. Sistema regozare. 

Gruppo 29 ,  3 2 :  

a z  = r b, = O cx = O 

a,  = O b y = a I 4 r  cy=O 

O, = O bz = O  C, = 8i4r.  

1 gruppi che non compaiono in questo quadro sono quelli che, per qual- 
siasi deformazione, non sono elettrizzabili. 

Se supponiamo r - O ,  come ne1 problema (b) ,  e confrontiamo cib che 
diviene il quadro precedente colla Tabella IV di VOIGT che dit le espressioni 
dei momenti elettrici prodotti in un cristal10 per pressione normale uniforme 
esercitata su tutta la sua superficie, vediamo che, eccettuati i gruppi 15, 21, 
22,  2 4 ,  25 ,  27, in tutti i rimanenti i momenti che si annullano sono gli 
stessi. Se poi supponiamo p = y ,  la  differenza indicata scompare nelle espres- 
sioni dei momenti u Z ,  b,, c,. Possiamo quindi dire: 

Fissa t i  conîe abbiamo convenuto g l i  ussi  c~is tal log~.af ici ,  Zs condixioni d i  
elettrixxuxione per pressione normale uniforme esercitata sopru la superficie 
laterale d i  au cilindro retto, d i  sexione arbi traria,  parallelo all' asse O 2, 
sono identiche alle condiziotzi d i  elettî.ixoaxione per pressione normale uni-  
forme esercitata s u  tutta la  superficie d i  u n  cristal10 d i  forma q u a l z q u e .  
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Se huece  i l  cilhadro è paral ldo  agl i  assi  O X ,  O Y le condixioni d i  elet- 
trizzazz'one sono d i f e ren t i  nei  gruppi: 1 5  del sistema puadr~atico e 21, 22, 
24, 25, 27 del sistema esagonale. 

L'identità perb, di cui è parola ne1 teorema precedente, non si riferisce 
in modo assoluto a i  valori delle componenti dei momenti elettrici, ma soltanto 
al fatto c.he esse sono contemporaneamente uguali a zero O differenti da zero, 

Se poi si suppone p = q = O ,  e si confrontano le espressioni che ne ri- 
sultan0 pei momenti elettrici con quelle corrispondenti a l  cas0 in cui p = q ,  
r = O ,  si trova: che i cristalli dei gruppi 8, 11, 14,  15, 21, 22 i quali non 
sono elettrizzabili per pressione normale, laterale, uniforme p, quando il ci- 
lindro ha la  direzione di uno degli assi cristallografici (che deve essere l'asse 
O Z  pei gruppi 15, 21, 22), 10 sono invece per le pressioni tangenziali che 
dipendono, ne1 modo che si è visto, da  Y [problemi (c), (d)]. Reciprocamente 
i cristalli dei gruppi 10, 13, 17, 20 che non sono elettrizzabili in questo se- 
condo caso, quando il cilindro ha la direzione dell'asse OZ, 10 sono invece 
mediante la pressione normale p. 

I n  questi problemi le componenti di deformazione e di pressione sono 
funzioni lineari omogenee delle coordinate normali alla direzione del cilindro. 
P e r  le componenti di pressione si ha ,  quando il cilindro è diretto secondo 
1' asse O X :  

x,= Y,= 2,- O, 
secondo 1' asse O Y: 

xy= Y,= Zy = O ,  
secondo l'asse O Z :  

Distingueremo le componenti di pressione in questi tre casi con gli indici 
(l), (2), (3) in alto. 
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ed i fenomeni piexoelettrici in. un cilindro cristallino. 8 5 

Se consideriamo i problenii ( e ) ,  ( f )  , (g) , (h)  separatamente, abbiaino , 
colle nota.zioni già introdotte, la seguente tabella per le componenti di pres- 
sione differenti da zero: 

dove i valori delle componenti di pressione, scritte nella prima linea, sono 
dati dalle 4 espressioni, clie si trovano nella colonna corrispondente. 

L e  espressioni dei momenti elettrici corrispondenti sono raccolti ne1 quadro 
seguente: 
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Gruppo 18: identico al gruppo 11. 
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VI ,  Sistema regozare. 

Gruppi 29, 32: 

a, = Y,(') b, = O cm = O 

a, = O b, = a,, Z,(2) cg = O 

a, = O 6, = O c, = 8 6 4  XJ3). 

Semplificazioni notevoli non si ottengono in questo quadro ne1 caso dei 
problemi ( e ) ,  (y), poichè nessuna delle tre componenti di pressione corrispon- 
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denti si annulla. L e  formole precedenti invece si semplificano assai nei pro- 
blemi (f), (h), poichè una sola delle componenti di pressione & differente d a  
zero. Anche le cornponenti di deformazione acquistano valori molto semplici. 

Nei problemi ( f )  ed (h) sono nulli tutti i momenti elettrici, cioè si ha: 

a ,y , i=~a,y , ,=c . ,y , ,=O nei gruppi 8, 11, 14, 18, 29, 32. 

Inoltre pei gruppi 15, 21, 22,  25, 27 si ha: 

a, = b, = c, = O ne1 problema (f),  

a,= 6,- c, = O ne1 problema (h). 

Determinati i momenti elettrici a ,  b ,  c ,  l'azione che il cristal10 esercita 
all'esterno si deduce dalla funzione potenziale: 

ove d o  indica l'elemento superficiale, e d S  l'elemento di volume, relativi al10 
spazio occupato da1 corpo; inoltre: 

ed rz indica la  normale esterna. 
Ne1 nostro cas0 la superficie è composta delle due bnsi del cilindro oz, cl 

e della superficie laterale s; sopra le due basi, essendo i momenti a,  b ,  c in- 
dipeiidenti da z ,  avremo per ; i valori: 

e sopra la  superficie s - 
E S  = acos(n, l )  + b cos(@, v).  

L a  densita del10 strato superficiale y, ha quindi sempre valori uguali, 
ma contrari di segno, nei punti delle due basi che sono sopra una stessa pa- 
rallela alla direzione del cilindro. 

Annali di Mnlematica, tom0 XX. 12 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



9 O Somig l i a  f ia :  Ricel-che sulla deformaxione 

Per  la funzione potenziale V si pub prendere anche la espressione: 

e allora la determinazione della 7, si riduce alla determinazione di queste t r e  
funzioni V,, V2,  V3,  ossia, ne1 nostro caso, a quella della fuiizione poten- 
ziale di un cilindro retto, quando la densità è costante, oppure funzione di 
1." O di 2." grado delle coordinate dei punti di una sezione normale. 

Noi seguiremo questa via, limitandoci al caso del cilindro circolaïe. 
Ne1 Hundbuch der Kugelfunctionen di HEINE (Vol. II, pag. 175) è dimo- 

strata la formola seguente per la funzione potenziale di un cilindro retto. 
Siano 2, y, x le coordinate del punto potenziato, F ,  v ,  5 quelle di un 

punto attraente, corne nelle formole precedenti, e si introducario coordinate 
cilindriche ponendo : 

x = p c o s +  t = s c o s w  

Suppongasi inoltre sviluppata in serie di FOURIER la densità k ( i ,  v ,  <), 
ossia k ( s ,  <, w), e si abbia (*): 

La funzione potenziale di un cilindro circolare retto, il cui asse sia l'asse 
delle x ,  i l  cui raggio sia R e che si estenda da  x = - 1 ,  a z = $- 1 ,  si pub 
rappresentare mediante la  serie 

dove si ha: 

(') 11 segno ' aggiunto al siinbolo 2: indics che al teriniiie p = 0 deve essere attri- 
1 

buito il coefficiente + .  
2 
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e le funzioni UV, Vv sono definite dalle uguaglianze: 

nelle quali si devono prendere i segni superiori od inferiori secondo che 
x - <> O oppure x - < < O .  J, rappresenta la funzione cilindrica di prima 
specie e di ordine V. 

Le  formole (19) (20) (21) sono suscettibili di semplificazioni nei casi spe- 
ciali che noi abbiamo bisogno di considerare, quando cioè: 1." k è costante; 
2." è funzione lineare omogenea delle coordinate 5 ,  8 ;  3.' h funzione omo- 
genea quadratica delle coordinate stesse. 

Cominciamo ad osservare che, quando A,, B, sono indipendenti da <, 
corne avviene nei casi accennati, si pub eseguire la quadratura delle espres- 
sioni di UV, TV, e si trova: 

ezi sen h ( 1  A) per 2 s - 1  

u> v!J -=-= per - 1 r x s 1  
Av (8 )  Bv (s) 

per z s l ,  
1 

1 tre casi che noi dobbiamo considerare sono i seguenti: 
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dove le u sono costanti e si ha: 

Avremo quindi rispettivamente in questi tre casi: 

dove le a,, b, devorio essere determinate mediante le (22 )  tenendo conto 
delle (23) per i valori delle A,,  By. 

Ora una delle due quadrature, che compaiono nelle espressioni ( 22 )  nei 
tre casi indicati, si pub sempre eseguire, e precisamente quella rispetto ad S. 
Nelle espressioni (24) della funzione potenziale si avranno quindi solo inte- 
grali semplici. 

Poniamo infatti: 
R R 

P,, =( J,,(hs) ssm+<ds Q,,, =J J2n+i(ls)amds; 
O O 

gli integrali che dobbiamo calcolare sono casi particolari di questi. Prendendo 
una nuova variabile di  integrazione x = As, abbiamo: 

La funzione J,(x) soddisfa, corne è noto, all'equazione differenziclle 

d a  cui, moltiplicando per xp, si ottiene un'equazione che pub essere scritta 
nella forma seguente: 

Se in questa formola poniamo p - 1 = V,  si ha: 
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quindi integrando e ricordando che si ha (HEINE, 1, pag. 243): 

troviamo: 

Vediamo quindi che l'integrale indefinito della funzione xPJy pub essere 
calcolato colla formola ora ottenuta quando p ha il valore u + 1. Ora dalla (25) 
è facile dedurre formole che dànno il modo di calcolare l'integrale di x~ J, 
anche per p> Y + 1, purchè p e v non siano contemporaneamente pari O 

dispari, corne avviene in P n , m ,  Q,,. 
Supponiamo infatti Y = 2 n ,  p = 2 m  + 1, ove m ed n sono interi. La  (25) 

ci da : 

e di qui, integrando, potremo ottenere in termini finiti l'integrale di xgm-ti J,, 
quando sia noto l'integrale di X ? ~ - ~ J ~ , ;  quindi partendo dall'integrale d i  
~ ' n + i & ~ ,  che possiamo calcolare mediante la (26), potremo ottenere tutti gli 
integrali delle funzioni xPJ2,+,, dove p é un nurnero dispari superiore a 2n + 1. 

Supponiamo poi v = 212 f 1 ,  p = 2m; la (25) ci dà: 

e di qui integrando potremo ottenere in termini finiti l'integrale di ~ ' m J l n + i  

quando sia nota l'integrale di xz(m-1) J2n+i; quindi partendo dall'integrale della 
funzione x2n+eJZn+,, che sappiamo calcolare mediante la (26), potremo otte- 
nere tutti gli integrali delle funzioni X~J~,+~,  dove p é un numero pari su- 
periore a 2 n  + 2. 

Per ottenere le espressioni di Pn,rn, Qn,rn in termini finiti non avremo 
ora che a limitare fra O ed R gli integrali indefiniti che si possono trovare 
col procedimento ora indicato. 

Nelle formole (24) compaiono i eeguenti integrali: 
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ed applicando la (26), posto v = O,  1, 2 troviamo immediatamente: 

A 2 P 0 , 0 = [ ? \ ~ J , ( A ~ ) ] ~ ~ f  =ARJI(AR) 

l? Qo, = [A" s2 J, (1 s)] : ~ f  = A' Re J2 (1 R) 

'=' = ?? R3 J3(A R). h4 Pl, , = [h3 s3 JS ( A  s)] s=O 

Per calcolare Po,i faccjamo nella (25) = 0, p = 3;  avremo: 

$ 4x JI $ cost. = - x (x2 - 4) Ji - 2 xZ JO $  COS^. 

Quindi limitando : 

h4P0,, = ÀR(A%2- 4)Ji(1R) + ~ A ~ R ' J ~ ( ~ R ) .  

Abhiamo cos1 pei quattro integrali cercati le seguenti espressioni: 

IZ 2Rz Po, = - 1 3  (R2 )i - 4)  Ji ( A  R) + -p- J" (1 R). 

Sostituendo queste espressioni nelle formole (22) (24) t,roviamo per la fun 
zione potenziale nei tre casi considerati : 

formola che si trova anche ne1 Handbzlch di HEINE (Bd. I I ,  pag. 179) 
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dove ?(A, 2) é la funzione che abbiamo definito precedentemente (21'). 
Non sarà inutile il trovase corne si modifichino le forrnole prececientj, 

dlorchè l'altezza del cilindro diviene infinitesima, e tutta la massa del cilindro 
viene a condensarsi in una massa a due dimensioni. Dovremo allora nelle for- 

k mole precedenti mutare k in - e poi far tendere 1 a zero. 
2 1 

Ora si ha: 
1 Km-?(A, x)=e*zA per z ;O,  

z=o 2 1  
quindi : 

1 a) per In funzione potenziale d i  un disco di densità costante k' = - 
2 

abbiamo : 

(HEINE, Handbuch, Bd. II, pag. 180), 
b)  per la  funzione potenziale di un disco di densith kt  = ( u , c o s ~  + 

p,senw)s, si h a :  

1 c) e finalmente quando si h a  k' = - a', + ( a , c 0 ~ 2 o  f Posen20)st,  si 
2 

trova : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



96 Som i g  l i a %  a :  Ricerche su2la deformaxione 

11 procedimento sperimentale più semplice, e più comunemente usato, per 
studiare qualitativamente 10 stato elettrico di un cristallo, è quel10 delle mi- 
scele di polveri (di minio e solfo) di KUNDT (*). Una teoria rigorosa della di- 
stribuzione di queste polveri non è stata fin ora stabilita. VOIGT ammette 
(Mem. II, pag. 61) che le particelle elettrizzate positivamente siano attratte 
verso quei luoghi della superficie, ove la funzione potenziale ha valori pih 
piccoli, e quelle elettrizzate negativamente verso quelli, dove la funzione po- 
tenziale ha valori maggiori, quando non vi sia attrito. In pratica p e s t a  ultima 
circostanza non si verifica, quindi le due specie di polveri si troveranno di- 
sposte anche nelle adiacenze dei luoghi indicati. 

Le soluzioni, da noi trovate, si prestano specialmente per essere appli- 
cate a cilindri di altezza piccola rispetto alle basi; percib sarà interessante 
studiare il modo di variare della funzione potenziale sopra di queste. Imma- 
giniamo sulle due basi del cilindro una serie di circoli concentrici infinita- 
mente vicini col centro ne1 punto x = y = O. Sopra ciascuna di queste cir- 
conferenze la funzione potenziale avrà dei punti di massimo e dei punti di 
minimo; la successione di questi punti, quando si passa da una circonferenza 
all'altra, dà luogo a linee, che possiamo dire d i  massimo e d i  wtinirno, in- 
torno alle quali, da uns banda e dall'altra, dovranno disporsi le polveri. 

Analogamente potremmo considerare la successione dei massimi e minimi 
valori della funzione potenziale (quando esistano) sopra i diversi raggi del 
sistema di circonferenze e potremo avere altre linee di massimo e di minimo. 

In molti dei casi, in cui abbiamo trovato la funzione potenziale, la  prima 
classe di linee di massimo e minimo (che è anche la piii interessante, poichb 
esiste sempre quando la funzione potenziale 
terminata con facilità, come ora vedremo. 

Si aveva in generale ($ 5): 

av, av, v=---- a x  ay  
ove Y, ,  V,, sono le funzioni potenziali 

- 

non è simmetrica) pub essere de- 

a v3 -- a z 9 

del cilindro, quando si suppone 

(*) A. KUNDT, Ueber eine ei~fache Methode au,. untersuchu~tg der Theww-, Actino- 
und Piëzoelectricitcit der l i ~ y s t ~ d l e .  - Sitzungsberichte der k. Acad. der Wiss. zu Berlin, 
1883; Annalen der Physilr und Chemie, Bd. XX,  N. P., 1883. 
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che la densità sia rispettivamente uguale ai momenti elettrici a ,  6, c. Intro- 
ducendo le coordinate cilindriche del 3 5 avremo: 

per espressione della funzione potenziale. Limitandoci al cas0 di un cilindro 
circolare potremo prendere per V,, V,, V, le espressioni che abbiamo stabilito 
ne1 paragrafo precedente. 

Supponendo i momenti a ,  b ,  c costanti, e ponendo: 

avremo : 

v i = a P ( p , z )  V ,=bP( ,o ,z )  v3.',cp(p,x), 
e quindi: 

Se a ,  b non sono contemporaneamente uguali a zero possiamo porre anche: 

6 
ove è determinato dalla relazione tg+, = -.  1 valori che V assume in una 

a 

delle basi z = f Z, sopra una circonferenza p = p,, hanno quindi un massimo 
od un minimo nei due punti 

Questi valori di J, sono indipendenti da p,; abbiamo quindi sopra cia- 
scuna base due raggi vettori, giaoenti sullo stesso diametro, che sono rispet- 
tivamente linee di massimo e di minimo. 

Ne1 problema generale 1, ove la funzione potenziale h a  la forma ora 
considerata, a,, b,  ed ay ,  by non sono contemporaneamente nulli in nessun 
gruppo; a,, b, invece sono sempre nulli eccettuati i gruppi 2,  5, 21, 22 ,  
2 4 ,  25, 27. 

Annati di Matematica, tom0 XX. 13 
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Quando a = b = 0 ,  abbiamo : 

e quindi V è costante sopra ciascuna delle circonferenze p  = p,, e varia da 
una circonferenza all'altra. Si potranno quindi avere delle circonferenze di 
massimo O di minimo pei valori di p determinati dall'equazione: 

la v - = O ossia a P ( x g y ( l ,  O z)Jro(lp)Ji(lR)dl= 0 ,  

the soddisfanno alla condizione p < R. 

II. 

Quando i momenti elettrici a, 6, c sono funzioni lineari delle coordi- 
nate x ,  y ,  cioè: 

dove si è posto: 

Q ( p ,  z) = ~ T R ' Y ~ ( ~ ,  8) X ( ~ ~ ) J ~ ( A R ) ?  
O 

Applicando la formola (27) si trova: 

Se supponiamo c = O ,  ossia a, = 0, = O ,  sopra una circonferenza p = p, 
d i  una qualunque delle basi, i massimi ed i minimi di V dipendono dai mas- 
simi e dai minimi del fattore (a, - &) cos2 $J + (a, $ Pi) sen 2 +; essi sono 
quindi indipendenti da p,, e percib avremo due linee rette di massimo e due 
di minimo lungo i quattro raggi vettori determinati dall'equazione: 

giacenti sopra due diametri ortogonali. 
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Ne1 problema generale II la condizione supposta si verifica in molti casi; 
difatti si ha c, = c, = O  nei gruppi 8, 11, 14,  18? 21, 22, 25, 29, 32, e si 
ha c, = O nei gruppi 5, 11, 18, 21, 22, 25. 

Se invece supponiamo a = b - O la funzione potenziale assume la forma: 

quindi siamo ne1 caso del problema precedente 1; avremo due raggi vettori, 
l'uno su1 prolungamento dell'altro, lungo i quali V è rispettivaruente massima 
e minima. 

Ne1 problema generale II in nessun gruppo si ha a, = b,  = O oppure 
ay = by = O j invece la condizione a, = b, = O è soddisfatta in tutti i gruppi 
eccettuati solo i gruppi 2, 5, 21 ,  22, 24, 25, 27. 

I l  cas0 in cui non si verifica nè l'una né l'altra delle particolarità, ora 
considerate, presenta maggiori difficoltà ad essere discusso. L'equazione, che 
determina i massimi ed i minimi di V sopra ima circonferenza p = p,, è: 

e si riduce ad un'equazione di 4." grado rispetto a cos+ od a sen+; i valori 
reali, che da essa si potïanno ricavare per +, non saranno generalmente in- 
dipendenti da po. Quindi le linee di rnassimo e di minimo corrispondenti non 
coincideranno più coi raggi vettori. 

Considerazioni analoghe, ma meno semplici, si possono fare ne1 caso, in 
cui i niomenti elettrici sono funzioni quadratiche delle, coordinate x, y me- 
diante le espressioni che abbiamo precedentemente determinato per le funzioni 
po tenziali. 

Aprile, 1802. 
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Sui combinanti dei sistemi 
d i  f o r m e  b inar ie  

annessi alle curve gobbe razionali 
del quart'ordine. 

(Di L. BERZOCARI, n Puviu.) 

L a  curva gobba razionale del 4." ordine C, (detta anche d i  2." sperie) 
B conosciuta da lungo tempo ("), e, prescindendo dai lavori generali di SALMON 
e CAYLEY, in cui per la prima volta se ne trova stabilita l'esistenza, la mag- 
gior parte delle sue proprietà pih importanti si trova dimostrata con metodo 
sintetico nella Memoria fondamentale del prof. CREMONA, che ha per titolo 
Intorrto alla czcrva gobba del part'ordine, per lu qunle passa m a  soja su- 
perficie d i  secondo grndo (Annnli di Matem., Serie 1, tom. 4 . O ,  1861). 

Alcune di tali proprietl vennero nuovamento dimostrate, dieci nnni più 
tardi, da1 sig. EMIL WEYR (**), partendo dalla rappresentazione analitica della 
curva mediante quattro forme binarie biquadratiche. Invece l'anno appresso 
il sig. BERTINI (***), notata l'esistenza di tre corde (corde pri,zc+alQ, di  cui 
ciascuna è l'intersezione dei piani osculatori ne'suoi estremi, si giovb delle 
medesime per introdurre una particolare e assai semplice rappresentazione 
analitica, colla quale potè stahilire alcuni nuovi teoremi, ed in ispecie I'esi- 

(") Le notizie storiche d i e  seguono non s i  stimersnno, Spero, del tutto siiperflue, 
poichè non sembrano abbastanza hoti Galuni lavori itsliani relativi al presente argomento, 
od aventi con esso s t re t t a  attinenzs. 

(**) WEYR, Ueber rationale Raunzcume vierter 01.dnury (Sitzungsb. d. K .  Akad. d. 
Vissen .  zu Wien,  Bd. 63, 16 marzo 1871). 

(**IW) BERTIN, Sulla curva go6ba di 4.0 ordine e 2 . a  specie (Rendic. del R. Istituto 
Lombardo, Serie  II, vol. 5, 20 giugno 1872). - A questa Memoria s i  collegz nna min 
breve Nota pubblicata ne1 vol. 23 (1890) dei medesimi Rendiconti. 

Annali di  iMatematica, tom0 X X .  14 
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stenza e le più salienti proprietà di una notevole involuzione biquadratica di 
punti sulla curva. Quattro anni più tardi, questo lavoro diede occasione al 
sig. WEYR di riprendere (*) 10 studio della C, servendosi, come egli stesso 
aveva già fatto in un lavoro precedente (**), della rappresentazione della 
curva sopra una conica: con questo metodo egli ha dato dimostrazioni pura- 
mente geometriche dei principali risultati dovuti al sig. BERTINI, e di qual- 
che altïo. 

Ma prima ancora di questi due scritti del si$. WEYR era comparsa una 
Memoria  ARME AR MEN AN TE (***), nella quale, partendo dalla rappreeeritazione 
generale mediante quattro forme binarie biquadratiche, e facendo nso della 
notazione simbolica, egli dimostrava (con quella speditezza ed eleganza che 
sono proprie di questo metodo) la maggior parte dei teoremi dovuti al CREMONA 
ed al BERTINI, ed altri ne aggiungeva. In  particolare, ~'ARMEXANTE ha trovato 
jl significato geometrico di tutte le forme cornponenti il sistema completo della 
forma I% clie dà i punti di contatto dei quattro piani stazionari (****), dimo- 
strando ad un tempo che l'involuzione biquadratica, di cui sopra si  è parlato, 
non è altro cbe l 'huol~cxiolze sixigetica determinata sulla curva dalla forma k, 
e trovando quelle costruzioni dei diversi gruppi golari di k ,  che furono poi 
soltanto enunciate parecchi slnni più tmdi da1 WEYR (*****). 

In  questi ultimi anni 10 studio di C4 è stato proseguito con indirizzo 

p) WEPR, Weilere Berne~kunge~z ueher clie Abbildung cher 9.ationalen Raumcurve 
cierter Ordnung auf efizen Kegelschnitt (Sitzungsb. di Vienna, Bd. 73, 17  febbrajo 1876). 

(**) WEYR, Ueber die Abbildung einer rationalen Raumcurve zierler Ordnung auf 
einefz Kegelschdt (Sitzungsb. di Vienna, Bd. 72, 9 dicembre 1875). Specialmente con 
questi ultimi lavori del sig. WEYR si collegano tre Note pubblicate da1 sig. ADLER ne1 
Bd. 86 (2 novembre e 14 dicembre del 1882) dei medesimi Sitzungsb.: in  esse è sopra- 
tiitto stndiato il sistema delle direttrici semplici delle ool rigate cubiche passanti per 
C,; sono inoltre distinte le C, in quattro specie a seconda dclla realità dei loro elementi, 
ed infine vengono considerati alcuni casi particolari. Ne1 Bd. 93 dai Sitzungsb. (17 di- 
cembre 1883) trovasi pure iino scritto d'indole analitica dovuto al si:. WIRTINGER, ma 
esso lia molto di comune colla Nota del sig. WEYR citata in principio. V. nltresi l'lnau- 
yziral-Dissertation del sig. JOLLES : Die Raumcurve vierter Ordnung II. Species synletisch 
behandelt (Dresden, 1883). 

(***) ARMENANTE, Sulle czwce gobbe mzionali del quaj.to ordine (Gior~lnle di Aln- 
trm. del prof. BATTAGLINI, vol. 11 e 12, 1873-74). 

(*"*") Di questa rappresentazione della forma binarin biquadratica sulla C, si é 
anche occiipato, con metodo diverso, il sig. FRANZ MEYER ne1 § 24 dell'opera Apoln- 
~ i t i i t  ecc. (1883), dove perd é ricordata la Memoria  ARME AR MEN AN TE. 

("***%) WEYR, Notiz ueber harrnonische Mitlelpunkle eines Quadîyles  (Sitzungsb. di 
Vienna, Bd. 81, 13 maggio 1880). 
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alquanto differente, sopratutto per opera dei sig.' STUDY, JOLLES e STARI, (*), 
i quali hanno messo in rilievo il vantaggio che pub trarre la teoria delle 
curve razionali dalla considerazione di certe curve ad esse intimamente legate, 
a cui il sig. JOLLES ha dato il nome espressivo di osculanti. Non si è perb 
ancora osservato (cli'io sappia) che le osculauti di una curva gobba razionale 
del 4." ordine erano già state considerate in modo esplicito fino da1 1879 
da1 prof. BELTRAMI ne1 5 11 delle sue Bicerche di yeometria analitica (Mem. 
del17Accadem. d. Scienze dell'Istituto di Bologna, Serie III, tom. 10, 27 feb- 
brajo 1879), dove sono altresi dimostrate alcune loro proprietà; e che inoltre 
le prime osculanti della curva medesima non costituiscono che un caso parti- 
colare dei sistemi di cubiche gobbe studiati l'anno dopo da1 sig. GERBALDI (**): 
le due quaterne di forme wbiche da cui parte questo Autore sono, ne1 caso 
presente, le prinie polari delle quattro forme binarie biquadratiche clie defi- 
niscono C,. 

Da ultimo, negli anni 1890-91 è comparso (***) sullo stesso argoniento 
un lavoro del sig. ROHN, fondato sopra una rapprescntazione analitica parti- 
colare, e diviso in due parti: nella prima 1'Autore ritrova molte delle pro- 
prietà già note, e determina le equazioni delle principali curve e superficie 
annesse nlla C, ;  nella seconda, i risultati precedenti vengono applicati alla 
discussione della realità od immaginarietà delle più notevoli forme già studiate; 
poscia sono considerati alcuni casi particolari. Di questi ultimi (sui quali ne1 
seguito, per brevità, non inteiido trattenermi) hanno inoltre trattato molti 
Autori, fra cui ricordo i sig.i CATLET, CREMONA, CLEBSCB, BERTINI, WEYR, 
APPELL, PICARD, ADLER, WIRTINGER, STUDY, STAHL, BRAMB~LCA e DEL RE. 

Il presente lavoro trae la sua origine da un altro del Sig. G ~ o s s  (****) 

(') STUDY, Ueber die Iiaumcurven v i~r ter  Ordmng, zzoeiter A r t  (Bcrichte ueber die 
Verh. d. Ir. sachsischen Gesell. d. W. zu Leipzig, 11 gennajo 1886). - JOLLES, Die 
Theorie der Osculanlen, ecc. Aaclicn, 1886. - STAHL, Die Rauîncurve aierter O r d n u y  
zzoeiter Ar t  und die desmiscke Flüclze, ecc. (CRELLE'S Journal, Bd. 101, 1887); Ueber die 
FundamentalinvoEulionen nuf rationrilen Curven (CRELLE, Bd. 101, 1889). 

(**) GERBALDI, Sui sistemi di cubiclze gobbe, ecc. (Aleu. della R. Accad. d. Sc icn~e  
di Torino, Serie II, tom. 32, 1880). 

(***) ROHN, Die Raumcurve vierkr Ordnung zzoeiter Species (Berichte ueber d. Ver- 
band. d. k. sachsischen Gesell. d. W. zu Leipzig, Erster Theil, 8 giugiio 1800; Zweiter 
Theil, 12 gennajo 1891). 

(****) GROSS, Ueber die Covnbinanten hinn'rer Forrrzcnsyste)ne, ecc., Inaugural-Disser- 
tation, Stuttgart, 1887. - Un sunto di questa Rlemoria è comparso, col medesimo titolo, 
nel tom, 32 (1888) dei Math. Annalen, 
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relativo alle curve piane razionali, segnatamente del 3." e del 4." ordine. In 
esso, partendo da alcuni concetti generali del sig. BRILI,, l'Autore ha dimo- 
strato l'importante teorerna che tutte le forme algebriche (O, se si vuole, geo- 
metriche), legate in modo invariantivo ad uua C, razionale del piano, sono 
invarianti e covarianti binari simultanei di un numero fi~lito di tali forme 
(i combinadi elementari). Da questo punto di vista il sig. G ~ o s s  ha studiato 
diffusamente le curve piane del 3." ordine, ed lia esposto alcuni nuovi risultati 
su quelle del 4." 

L'estensione degli accennati principii generali alle curve raxionali del10 
spazio ordinario (come pure a quelle di un iperspazio) non offre difficoltà, e 
nell'Introduzione di questa Memoria essa è brevemente riassunta soltanto per 
la sua importanza, ed in quei soli punti ohe sono indispensabili per la chiara 
intelligenza delle cose che seguono. Invece Io studio e l'interpretazione geo- 
metrica dei detti combinanti e delle loro spinte (Ueberschiebztngen) presentano 
molto niaggiore varietà, e sono quindi meno semplici, per 10 spazio che non 
per il piano. Aggiungasi a questo che, già ne1 caso della quartica gobha, 
fra le rnutue spinte dei combinanti elementari e delle forme puramente binarie 
provenienti da  quella che dà i punti di contatto dei piani staxionari, sussi- 
stono numerose identità, che non sempre sono facili a scoprirsi, ma di cui 
è assai importante tener conto. 

Per  la C, ho trovato che i combinanti elementari sono in nurnero di 
sette, ed ho determinato il loro significato geometrico, come pure quel10 di 
un gran numero di spinte formate con essi. Cib mi ha dato altresi oocasione 
di dimostrare per via diversa dalla consueta, ma affatto spontaneamente e 
senza riferirmi ad alcuna rappresentazione analitica particolare, molte delle 
proprietà già note, e, fra le altre, pressochè tutte quelle che il sig. STUDY ha 
soltanto enunciato ne1 pregevole articolo sopra rifeïito. Al contrario mi sem- 
brano nuove, sopra tutte, talune proprietà dei coni qiiadrici aventi per triedro 
conjugato comune quel10 format0 dalle corde principali, ed altre relative a 
certi notevoli complessi di rette BATTAGLINI (non ancora, credo, osservati) con- 
tenenti tutte le tangenti di C,, e determinati dalle quadriche di un impor- 
tante fascio legato intimamente alla curva. 

Gli sviluppi puramente nlgebrici e le interpretazioni geometriche, per 
quanto mi consta, sono del tutto nuove, quando se ne eccettuino le cose dovute 
 A AR MEN AN TE, che richiamo ne] $ 2. 

Si noteranno in particolare le forme eleganti ed espressive che assumono 
le equazioni di molti enti che intervengono nella teoria della nostra curva, 
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quali la quadrica passante per essa, quella che è inviluppata dai piani se- 
canti C., in quattro punti equianaruionici, la superficie di STEINER di cui C, 
è un'assintotica, la quadrica contenente le quattro coniche singolari di questa 
superficie, la quadrica su cui giace la curva doppia della sviluppnbile oscu- 
latrice, l'insieme delle facce del triedro format0 dalle corde principali, l'in- 
sieme dei quattro piani stazionari, il comples~o tetraedrale a cui appartengono 
tutte le tangenti di C,, ecc., nonclie l'equazione del fascio gih ricordato di 
quadriche, espressa in coordinate e di punti, e di piani, e di rette. 

LE CURVE GOBBE RAZIONALI DI ORDINE QUALUNQUE. 

1. Le coordinate on~ogenee del punto correntc A di una curva gobbn 
raxionale C, di ordine n siano rappresentate dalle equazioni 

Una proprietà, od un ente geometrico qualunque (curva, superficie, complesso 
di rette, ecc.) si dicono invuriantivi, quando le forme algebriclie, colle quali 
sono composte le loro equazioni, godono della proprietà invariantiva tanto ri- 
spetto ad una trasformazione lineare qualunque delle variabili quaternarie z; 
e delle funzioni fi (A) ad esse proporzionali (grima tras forlîzaxiotze lineare), 
quanto rispetto ad una tïasformazione lineare qualunque delle variabili bi- 
narie A, ,  A, (essendo A = A, : A,) (seconda trasfor~nazione lineare). 

È chiaro che le equazioni, da oui sono rappresentati tali enti e tali pro- 
prietà aventi relazione colla curva C,, devono essere composte soltanto di 
comhirzanti delle quattro forme f i .  L'er cib che concerne quei combinanti, che 
contengono le sole variabili Ai ,  A,, essi sono combitzanti binwi delle forme f i, 
e, per un noto teorema del sig. GORDAN (*), coincidono col sistema degl'in- 
varianti e covarianti della aeguente funzione generatrice con quattro serie di 

(#) GORDAN, geber Combinnnten (Math. Annalen, Bd. 5, p q .  116). 
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Ma, insieme con queste forme, altre se ne hanno, le quali contengono, oltre 
ai coefficienti delle fi ed alle variabili ?,, , I , ,  anche coordinate di punti, di 
piani e di rette. Nelle forme che studiererno potranno dunque comparire g 
serie di variabili xi(') (i = 1, 2 ,  3, 4; p = 1, 2, .  .., 9). In  luogo poi delle 
coordinate di retta, che possono comparire in h serie pik(') (O = 1, 2 , . .  ., h),  
possiamo introdurre nuovamente coordinate di punti yi(Q, xp) (i = 1, 2,  3, 4), 
mediants le relazioni 

Finalmente in luogo delle coordinate di piano, che possono intemenire in k 
serie ui") (i = 1, 2 ,  3 ,  4 ;  r  = 1, 2 ,..., k), possiamo introdurre ancora coor- 
dinate di punti yi(r)J zi"), ticT) mediante le relazioni 

r = 1 ,  2 ,..., k. 

E si conclude allora facilmente: 
Tutte Ic forme, che sono invariantive rispetto alle .due trasformazioni 

lineari, sono invarianti e covarianti binari simultanei delle seguenti furzzioni 
genera trici: 

della funzione G = 
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delle fuazioni Gt'(pJ, x(P.)) = (3) 

delle funzioni G,(x(p)) = 
fi (P> f4-4 f3 (PI f4 (LI i 

fi (4 f&) f 3  (4 f 4  (4 7 (2) 

delle funzioni G, (y("> A") = G,(pik(") = . fdu) B ( d  f 3 ( d  fdd 1 
y,(.> y,(" y3V) 

&(3 X,(" )XJ(G) z p  
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Esse sono inoltre composte. algebricamente coi covarianti quaternari iden- 

La proposizione reciproca è evidente. 
1 combinanti che, insieme colle variabili binarie, contengono pure delle 

variabili qnaternarie, saranno chiamati forme bordate: le forme G , ,  G,  e G3 
si diranno rispettivamente una, due e trè volte bordate. 

2. Le funzioni generatrici G ,  G, e Ge sono rispettivamente divisibili per 
( A - r ) ( A - v ) ( À - p ) ( f * - ~ ) ( p - p ) ( ~ p P ) ,  ( ~ - r ) ( I r ~ ) ( , u - v ) ,  ) . - I I ,  ed i 
quozienti (*), che chiameïemo G', G',, G',, si possono sviluppare, colla nota 

(*) Circa l'espressione di questi quozienti, vedi BRILL, CeTeber Oin6r.e Fwmen und die 
Gleichuny sechsten G~acles (Math. Ann., Bd. 20, pag. 331); e STEPHASOS CYPARISSOS, MS- 
moire sur les faisceaux de formes binail-es ayant une meme jacohienne (Mémoires prés. 
par divers savants à 1'Acad. d ,  Sciences, Paris, tom. 27, pag. 20). 
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crnnessi alle czcrue gobbe raxio?zali de2 quart'ordine. 109 

formols di GORDBN, secondo le potenze dei determinanti (Ap), (X U) , . . , 1 coef- 
ficienti di queste varie potenze sono allora pola~i  binarié di forme contenenti 
una sola serie di variabili binarie, ed aventi per 10 studio delle curre razio- 
nali la massima importanza. Tali forme si diranno i combina?~ti ele?îzenta?.i 
relativi alla C,, e saranno non bordati quand0 provengano dallo sviluppo di 
G', e bordati una O due volte quando provengano da GIi O da G',. 

Considerando in6ne le forme G, corne combinanti elemenfal-i tre  volte 
Oo~duti ,  risulta il teorema (*): 

Tut te  le f o m e  algpbriche che intervengoîzo nella teoriu d i  una cuwu 
g o b h  raxionale C,, e che godono della proprietà inva~*iant iva rispetto trlle 
due trasformuxioni linearl, sono invarianti  O covarianti biizavi simulta?iei dei 
co ld inant i  elementari; e reciprocamente. - Interuengono inoltre le espres- 
sioni dei se()rlcenti t ipi:  

L'importanza di questo teorema non ha bisogno di essere rilevata. 
3. Alla determinazione dei combinanti elementari servono, oltre clle gli 

sviluppi precedenti secondo le potenze dei determinanti identici, anche altri 
metodi, fra cui accennerb soltanto al seguente, per chiariïe certe denoniina- 
zioni, rimandando per tutto il resto al lavoro del sig. G ~ o s s .  

Date p forme binarie 

di ordine n ,  esiste un sistema di rz - p  + 1 forme 

di ordine 91 ad esse apolari. Orsl è noto (vedansi i citati lavori dei sig.' BRILL 
e STEPBANOS) che i combinanti non bordati dei due sistemi sono gli stessi: 
non sono invece identiche le loro funzioni generatrici; pure, sviluppando 
queste ne1 cas0 delle y k ,  si possono determinare i combinanti elementari 
delle yk  stesse, cioè quelli delle f i .  Queate funzioni generatrici delle y k ,  in 

(*) Vedi G ~ o s s ,  loc. cit., 'riath. Ann., Bd. 32, pag. 13440. 

Annali di Matematira, tom0 XX. 13 
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virtù delle relazioni bilineari che per l'apolarità intercedono fra i coefficisnti 
delle fi e delle cpk, si possono esprimere per mezzo dei coefficienti delle fi ,  ed 
allora si chiameranno ficnzioni generatricici indirette del sistema delle forme f i .  

Applicando questi procedimenti al caso nostro, otterremo una funzione r, 
con n - 3 serie di variabili binarie, gener~trice indiretta dei combinanti non 
bordati; e in modo del tutto analogo avremo tre funzioni r,, r, e r,, rispet- 
tivamente con n - 2 ,  n - 1 ed n serie di variabili binarie, generatrici iudi- 
rette dei combinanti bordati una, due, tre volte. Le medesime funzioni, quando 
siano state divise per i determinanti identici (Ap) ,  ( A U ) ,  ..., Yerranno ordina- 
tamente significate con r', l?',, l?',, l?',. 

L A  C U R V A  G O B B A  R A Z I O N A L E  D E L  QUAR,T'ORDINE. 

§ 1. 

Le funzioni generatrici. - 1 combinanti elementari. 

4. Le coordinate di un punto A della curva C, siano espresse da 

P X i  = f i@) = aio 1' f ail l3 f ai2 hZ + Ili3 A f a;: ,  

i = 1 ,  2 ,  3, 4 ,  

e si abbia in notazione simbolica: 

f i  ( A )  := ai4, f , ( A )  = bl4, f )  = ci4 f i @ )  = dik. 

Le coordinate p i k  della tangente h sono date da 
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Le coordinate del p i a ~ o  oscoclatore 1 sono 

1 
r 2 4 i  = Qi(A,, A,) = - 

72 
a o f m  a e f n  @fa --- a ;  a x i a l 2  ah: 

aofk P f k  asfk --- a l ;  a x i a l ,  a l ;  

1 determinanti di 4." ordine, che comparirnnno come coefficienti nei combi- 
nanti, verranno denotati come segue : 

a,=(O123) A ,  =(xO12) 

u5=(0124)  A z = ( ~ O 1 3 )  

a,= (0134) A B  - (x014)  

a ,= (0234)  A4=(x023) 

cr,=(l234); A 5 = ( x 0 2 4 )  

A ,  =(xO34) 

A7 = ( ~ 1 2 3 )  

A s  = ( ~ 1 2 4 )  

Ag = (2134) 

Ai, = (2234); 
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dove, per esempio, si ha  

(O 1 2 3) - 
Porremo iuoltre 

5. Allora le funzioni generatrici dirette sono: 

La g3 non è altro che la G 3 ,  in cui perà le y ,  x siano combinate in deter- 
niinanti di 2." ordine: essa contiene quindi linearmente le coordinate di punto 
e quelle di retta, e precisamente si ha - 
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L e  funzioni generatrici indirette sono 

I" = 1 ï ~ h ~ + 4 ~ ~ 1 ~ $ 6 a ~ X ~ + 4 a . , l t - a , ,  

r', = ( 4 A , p 3  + 6 A 2 p 2  + 4 A p  +A7))? 
+ [6A2p3 + 4 ( 6 &  f A,)pe + (lGA:, 4- A P ) P  4- 4AelA" 

+ [4A4p3 + (16 A; + A,)p2 + 4(6A6 + A 8 ) ~  f 6A9]) 

$ A7p3 + 4Asp2  + 6A9p + 4 A i o )  

rr,= ( ( ~ ~ B , u ~ + ~ B ~ u  + 2 B 5 ) p 2 + [ 8 B 1 ! ~ P + 2 ( 6 B 3 + B 5 ) ~ - t  3 & ] ~  

+ 2B,v" $Bou + 2&l)? 

+ 1 [ 8 B , ) V  2 ( 6 &  + B,)v f 3&] p" 

+ [2(6B, +Bj)vz + 6(8B, $B,)v + 2(6& + BR)]? 

+ 3B,u2 + 2 ( 6 B 7  +- BJu + 8 B D l h  

+ ( 2 B , v ' + 3 B , ~ + 2 B ~ ) p ~ + [ 3 B ~ ~ ~ + 2 ( 6 B 7 $ B ~ ) ~ f  8B9Ip 

+ 2B,v2 + 8B3v +12B,o, 

= 00 h p u p  + . = w i w y . ~ ~ ~ ~ *  

6. L e  forme G' e r' dànno seriz'alcuno sviluppo i due unici combinanti 
elementari non bordati, che sono 

r' =MX' = a414 + 4a,A3 + 6a612 $ 4a7A + a , ,  

I n  secondo luogo, sviluppando G', e r', secondo le potenze dei determinanti 
( A p ) ,  . . . , si ottengono due combinanti elementari semplicemente bordati, 1' lino 
W16 di 6." grado, l'altro Q x q i  2." grado in A .  1 due sviluppi sono: 

8 r', = 4FK3WII3 + + (+y Q, Qp, 
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dove 
JV16=AiA6+3A4z l?+3(A,$ -2A3)À4+(A,+8AS)??  

+ 3(Ag  + 2.~t , )? .~  + 3A9À + A i o l  

Q1" ( A ,  - 3A3)Ae + ( A 7  - 2rJ,)A + Ag - 3 A 6 .  

Da G', e T', si ottengono similmente due combinanti elementari doppiamente 
bordati, l 'uno Vie di 6.' grado, l'altro Plg di 2," grado in 1.. 1 due svi- 
luppi sono: 

Infine dalle forme G,, rI3 e g,, y', si ottengono senza sviluppi i combinanti 
elementari tre volte bordati, cioè 

e le loro polari 
r13=n~CLpayCLp7 7 1 3 = O X W p W v I r ) i , .  

7. La nostra curva ha dunque i sette combinanti elementari 

20i4, Wx6, QxP7 Vxb7 PxZ, ai4, ml.'. 

Prescindendo dagli ultimi due, la cui formazione è del tutto ovvia, gli altri 
sono espressi simbolicamente mediante le quattro forme fi().)  ne1 modo che 
ora espongo. In primo luogo si h a  

wi4 = 96 (a 6) (ac) (ai d) (bc) (b d) (cd) a1 bl cl dl,, 

e questa forma non differisce che per un fattore numerico da  quella studiata 
 ARME AR MEN AN TE e da  lui chiamata kx4; si ha  infatti 
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a m e s s i  alle czwoe gobbe mxional i  del qua~.t'o~.di~re. 115 

In secondo luogo abbiamo 

&A' = xi A l i 0  -+ x, NAg $ s:, Ri? .f SA?, 
dove si è posto 

Alo = - 24 (b c) (cd) ( d b ) b ~ ' c ~ ~  di2, BiC = 24 (cd) (da) (u c) cA2 tl,? a,?, 

Ci6 == - 24 (da) (ab) (b d )  dlP aie bx", DA6 = 24(crIi) ( b c )  ( c c c ) ~ , ~ b , ~ a , ~ ;  

Mi2 = 6 (b c )  (C d) ((1 b) [(c d)qLx2 -t (d b)' cl2 $ (1) c)9 di2 ]  , 
hTl" - 6 (c d) (da) (a c) [(da)" cip + (a c)' diL + (C d)P al2], 

RA? = 6 (da) (ab) (b d) '[(a b)2 die $ (b d)P alL + (da)" b1'], 

= - 6 (a b) (b c) (c a) [ (b  c)" aig $ (c a)' bi? + (a  CA CA^]. 

Le sole prime qiiattro di queste forme sono gih date considerate da l l 'A~ ;u~  
NANTE, e ,  saho il fattore - 24, da lui denotate coi medesimi simboli: esse 
sono i combinanti sestici delle forme f i$ )  prese a tre a tre, mentre le .Ml0, 
Ni" RA', SlQe sono i combinanti qii~dratici (*). 

Sono poi da riotare le seguenti identith, di cui la prima é accennati 
anche ne1 na0 4 del ~ V O ~ O   ARME AR MEN AN TE: 

Da ultimo si ha 

dove, conie d'iiso, gli indici stanno a denotare le spinte. 1 coefficienti delle pit, 

nelle forme TriG e Pie sono rispettivamente i combinanti sestici e quadratici 
(i covurianti eleffzentari, secondo la denominixione del sig. GORDAK) delle f i 

prese a due a due e furono considerati  ARM AR MEN AN TE al n." 3 del ioc. cit. 
Mei parclgrafi seguenti assegnerb il significato geometrico di tutte le fun- 

zioni generatrici dirette ecl indirette, corne pure di tutti i combinnnti ele 
mentari e di molte loro spinte. 

(W) Cfr. Sat>fos, Leçons d'dlyébl-e Si~périetwe, La ediz. fraiicese, 1890, pig, 392 e se,. 
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II sistema completo della forma wA4. - Identità fondamentali. 

8. Chiameremo i e j i due invarianti, lz = hl4 l'hessiano, e t = tl"1 
covariante sestico di zox4. 1 significati geometrici di queste forme, nonchè delle 
polari di 2u14, sono stabiliti nella prima parte della Memoria MER N AR MEN AN TE, 
e sono i seguenti. 

È noto (*) che la eurva possiede quattro piani stazionari, i cui punti di 
contatto, per brevità, chiameremo pure stazionari; che inoltre essa animette 
una semplice infinità di rette trisecanti, che sono generatrjci di uno stesso 
iperboloide H (l'unico che contenga la curva), e di cui quattro tangenti a C,. 
Sappiamo inoltre (**) che le tre corde principali concorrono in uno stesso 
yunto O. 

Orbene, le equazioni 

w14 = 0,  hl4 - 0, 3 ili14 - 2 ju j i 4  = 0, t;i6 = O 

rappresentano ordinatamente i piinti stazionari, i punti di contatto ed i punti 
di secamento delle trisecanti tangenti, ed i punti d'appoggio delle corde prin- 
cipali. Le prime tre quaterne di punti appartengono pertanto all'involuzione 
sizigetica determinata sulla curva da w14 ed avente per punti doppi i punti 
fifi = 0. 

L' equazione 
O = Gr = 2 0 ~  WI, 20, fap 

rappresenta la condizione perchè i quattro punti A ,  p ,  v ,  p della curva siano 
in uno stesso piano. 

.L'anniillarsi di j espïime la conclizione perchè C, abbia un punto doppio; 
il contemporaneo annullarsi di i e j dà la condizione perchè C', abbia una 
cuspide. L'annullarsi del solo invariante i caratterizza una classe particolare 
di curve chiamate equianar?~zoniche per una ragione ovvia, e di cui si sono 
occupati il sig. BERTINI ( 1 ~ .  cit.) ed altri. 

È gib stato osservato  ARIENANTE ANT TE che si ha identicamente 

(*) CREXONA, loc. cit., Annali di Matem., tom. 4. 
(**) BERTINI, loc. cit., n.O 11. 
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e quindi 
(a w)' = O ,  

ossia che ogni piano del10 spazio taglia la curva in un gruppo di  punti che 
è apolare al gruppo dei punti stazionari. Si riconosce poi facilmente che l'c- 
quazione del punto O è 

(ah)' = 0 ,  

e che le sue coordinate sono quindi 

(a  hl4, ( O  (ch)', (d  h)'. 

Pertanto i piani passanti per O tagliano C, in gruppi di puriti che sono apolari 
a ciascun gruppo dell' involuzione sizigetica. In  altri termini : 

L'involuxio?ze (di 2.a specie) conjuyata all'il-zzioluxione sizigeticn è deter- 
mitlata sulla curva dai piani passanti per 0. 

9. T r a  le forme di cui ora si è parlato, i combinanti elementari e le 
loro mutue spinte sussistono molte identità (ben inteso, non tutte fra loro in- 
dipendenti), che sono della massima importanza per Io studio della curva: le 
più utili per noi si trovano fra le seguenti: 

-2 

23 (WW')4WA'W~'f - 10 (WQ)' Wi4 - 4 &A" O ,  (VIII) 

5(WWf)' ( W W ) ~  ( W ' W ) ~  - (wQ)= (Ww)' = 0 ,  (IX) 
15(TYW')4 (Wh)Z(FY' h)" - la(WQ)2(Wh)4 + 2 i ( Q Q ) ?  = O ,  (X) 
25 (WW1)Z ( W W ) ~  (W1 wf)4 - 60(WTY')4 (W h)g (W'h)' 

-8(WQ)'(Wh)'=O, ( X I )  

75(WW1)' (TVW)"(W'~~)~ - 15i(WQ)' (WW)' + 4j(QQ')'= O ,  ( X I I )  
AnnaZi di Jlatematica, tom0 XX. 1 ü 
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118 B e r x o l  a r  i: Sui conzbinnnti dei  sistmni d i  forme bilzarie 

300(WW')Z  (Wh)'(WJ - 900(WQ)2 (Wh)*  + 5j(W&)"(Wt0)~ 

+ 6 ie (Q Qr>e = O ,  ( X I I I )  

5 (Vwj3 Ti3 W A  $ (Pw) pi wwi3 = 0 7 

-2 
(XIY 

25 (vVo4 Vl2 'V i2 - 5 ( 7 P ) '  V A 4  - Re = 0 ,  (XV) 
75 (VV1)Z ( T ' W ) ~  ( V '  w')* - 225 ( V V ' ) 4  (Vhy (V' h)? - 25 i(PT1)6 

$ 1 5 ( V P ) 2 ( V h ) 4 + i ( P P ' ) ? = 0 ,  (XVI) 

5(W vy $ (PQ)". O ,  ( X V I I )  

(CL w)4 = O ,  ( X V I I I )  

(W 20)' = O ,  ( X W  

(Vty = 0. (XX) 

Le (1), ( I I ) ,  (VIII) e ( X V ) ,  came vedremo, sono casi particolari di relazioni 
generali dovute al sig. STEPHAHOS. 

Se, corne faremo talvolta, poniamo 

HA8 = (WW ')O Tl4 W X ' ~ ,  Jj.4 = ( wW')41vAe WA", KA' = (w  &)' w)', 
'4 = (WW')6, B = (& Q')', 

le identità (VIII),. . . , (X I I I )  prendono rispettivamente l a  forma: 
-2 

2 5 ~ ~ ' -  1 0 ~ ~ ~  - 4 & ~ =  O, (VIII)' 

5 (Jw)" ((Ku>)' = O ,  (IXY 
15(Jh)*-  18(I<h)4 + 2 i B  = 0 ,  (x)' 

175(Hw)'(Hw1)' - 120(JIi)' - 56(Kh)4  $ 3 5 i A  = 0, (XI)' 
525(Hw)'(Hh)' - 3 7 3 i ( J ~ ) ~  f 1 0 5 j A  + 2 8 j B  = 0, (XII) '  

2100(Kh)4 (Hh')' 4- 1200j(Jzoj" 600i(Jh)' $ 35j(Kw)'  

- 630i(K1ij4 $ 70i2 A + 42i2 B = O. (XIII)' 

Terminiamo facendo notare le seguenti relazioni, di cui faremo uso molte 
volte, e che si possono far discendere sia dalla formola di GORDAN, sia da 
alcune formole generali dovute al prof. D'OVIDIO (*). 

(*) D'OYIDIO, Estensione di alcuni teoremi s d l e  forme binarie (Atti della R. Accad. d. 
Scienze di Torino, vol. 14, 23 maggio 1579). 
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Primi risu'ltati intorno aile principali forme di punti. 

10. È f a d e  ricorioscere che se in Wi6 e QAZ alle xi si sostituiscono le 
coordinate del purito 0 ,  si ottiene rispettiramente t,.6 e zero. Di qui  deriva 
una conseguenza importante. Indichiamo per un istante con y , ,  y?, y3, y, le 
coordinate di O ,  e chiamiamo d' l'operazione definita come segue: 

È chiaro che tale opernzioile è della s t e m  natura di quella considerata da1 
CLEBSCH (*) nella sua classica Tlieolie der hziz. alg.  Fomae?z (S 36),  laonde 
possiamo dire : 

u Data una superficie qualunque d'ordine n avente in O un punto mul- 
u tiplo secondo r , e rappresentata dall' equazione 

u yer avere l'equazione del cono d'ordine Y ad essa tangente in  O basta ap- 
u plicare lz - r volte alla forma CD l'operazione o" secondo la regola data da1 
u CLEBSCII a1 loc. cit., ritenendo clle si lia: 

11. Denotando con A' , ,  A'? ,... cib che diventano i deterininanti ,4,,  A ,,..., 
(*) Circn il proccsso S ( d i  d i t o s i i u r . ~ )  \. e l.~si lliirr GORD \ Y .  I i ~ c w i n  ~lt'11llrm.i , 

Bd. 2, § 5. 
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quando in essi si facciano le sostituzioni xi = f i ( p ) ,  si trova: 

Colle medesime sostituzioni 

Wi6 diventa - ( A p ) 3  1vA3 w,, 

L'equaxione WAG = O rappresenta i l  piano osrzrlato~e a C, riel pun  to 2. 
- 

L'equazione Qi2 =. O m p p ~ e s e n t a  i l  piano passante per. i l  punto À e pet- 
i yutati d i  contatto dei tre piani osmlutori  uscenti da I (*). 

L'equaxione G', = O rapyresentu i l  piano deternzinato da i  tre  punt i  1, 
p ,  Y della czwva. 

Il significato geometrico di r', è meno semplice e trovasi ne1 3 5 .  
L'equazio?te 

O = B = ( Q  Q')" 

rappresetita il cofzo qzlad~ico, avente i l  vertice ne1 p m t o  O ,  ed itzviluppato 
da i  piani Q A L  O (**): esso ha per trieedro conjugato i l  trieclro forrnato dalle 
corde principali. 

Uguagliando a zero il discriminante di G r , ,  preso rispetto a Y, risulta 
che, dati  1. e p ,  l'epuaxione 

1 1 
( WW')21Vi.4Wp'4 + 5 ( 1 . ~ ) ~  (WW')6 + ( A p ) '  (QQ')' 

vappresenta Z'insieme dei due piani  tungerati a C', condotti pela la corda Ap. 

(%) PCP il tcorerna geoinetrico vedi CRE~IOSA, Ioc. cit., png. 96. 
("*) Il teorema geornctrico è dovuto al si:. C i z m o s ~  (loc. cit., pag. 98). - Un'altra 

dimostrazione sintetica e stata data da1 sig. STAHL (CRELLE, Bd. 101, pag. BO). - Vedi 
pure ROHN, IOC. cit., Erster Theil, pag. 2 0 ,  e WIRTIXGER, loc. cit. 
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In particolare per p = ?. si ha che, dato 1, l 'equazione 

5His - 2TV16. &ie = O 

~ a p p r e s e n t a  l ' insieme dei  due p i a n i  bitangenti  a C, coizclotti per lu tungente 
del  pun to  1.. 

Date inrece le coordinate xi di un punto gualunque dello spazio, gli otto 
valori d i  A che soddisfanno l'equazione precedente forniscono i punti di con- 
tatto dei quattro piani bitangenti a C, e passanti per i l  punto considerato. 

Se in particolare si assume il punto O, le sue coordinate annullano Q j 2 ,  

epperb i pujzti cercati sono quel l i  i l  czci corrispondente iporboloids HA8 = O 
passa per O. Si trova cosi che .i pu& d i  contatto de i  p i a n i  hitangenti  con- 
dot t i  da O CO?-risportdo~zo alle otto rad ic i  dell'equaxione 

Essa definisce due gruppi dell'involuzione sizigetica, che incontreremo nuo- 
vamente ne1 n.' 31, e il cui discriminante, a meno di un fattore numerico, 
coincide con quel10 di W. 

12. Se in ( W t ) 6  si fa xi -. f i ( p ) ,  si trova 

Adunque 2' equaxione 
( TVt)6 = O 

r a ~ j r e s e n t a  i l  piano corztermte 2'urzico gruppo del l ' involuz io~ze  sixiyetica i ctii 
yutntt?'o p n t i  siano in* u n  piano,  gruppo che, com'è noto (*), gode anche 
della proprietà che le sue prime polari sono apolari a l  gruppo dei punti sta- 
zionari. 

Corne vedremo fra poco, il piano precedente B il piano polare di O non 
soltanto rjspetto alla quadrica passante per C, (come risulta dalla inia Nota 
sopra citata), ma rispetto a molte altre quadriche non meno notevoli. 

Col sig. R ~ H N  chiameremo principale il tetraedro format0 da1 detto piano 
e dalle facce del triedro delle corde principali (**). 

(*) Vedi l a  mia Kota Sull'i~zvol~~;ioric cubicn (Rendic. d. R. l c c a J .  d. Scienze fis. c 
mat. di Napoli,  11 aprile 1801). 

(**) Nella, rappresentaaione, di cui fa sempre uso il sig. Rom ne1 lavoro rieordnto, 
il te t raedro di rif5rimento è il te t raedro priiicip,zle. Anche il sig. GEKBALDI nci due ultimi 
cupitoli del lavoro sulla superficie di STEIXER, di cui diremo in appresso, lia trat to  pro- 
fitto di questo medesirno tetraedro, assumendolo pure come fondamcntalc. 
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13. Da quanto si è detto in principio del n." 11, facendo le spinte op- 
portune, risulta 

H,." 

Ji4 

Ki4 

( K Q l 2  Ki2 

( K Q ) " K  &'Y 

( J t ) 4  th2 

( K t ) 4  t h L  

ancora che, ponendo xi = f i (p ) ,  

1 1 1 
diventa - op)< [- w,' . foi4 + 2 p)' hi2 hpP - 1:) ( j ip)4  i] , 

5 

n 
1 - (À P)2  [20p4 . wp2 1ri2 - 3 (1. p)' hp4],  

2 5 

n -- l (1 p)2 [ S  IO,< - w,' wi2 $ (1 p)< hp<] y 

10  

1 -2 

n -- wp4 - wp3 K I ,  
10 

1 -: 
n -- 20 top ' 

1 
Y ~ [ ~ ~ ~ ~ - ( ~ ~ t ) ~ ~ ~ ~ t , 2 t j ~ - 3 h p < * t c , ' t i . ~ ] ,  

25 

n 
1 -- 

1 O 
[3 lup4 - (LU t)' ~ ' p "  tp2 t h 2  + hpl tp4 tkz] .  

Di qui e da quwlclie altra considerazione, che omettü per abbreviare, risulta: 
L' equazione 

O = 11~' = ( TVTV')' Wi4 Wi4 

rappresenta  cd quadriche,  ognuna delle pua& contiene la  tangente in À a l la  
czlrva, ha  in 1 u n  contatto p a d r i p u n t o  con questa,  e la tay l ia  u l ter iorwe~zte  
irc quat tro  pzinti p :  l a  cor?.ispondenxa ft-a i p u n t i  1. e p è s immetr ica e d i  
4." grado, ecc. Ciascutza clelle due eyuaxioni 

rappresenta m1 quadriche tangent i  a l la  curva ne1 p m t o  i.., passant i  per O ed 
avent i  ir. esso per piano ta figente conzune quel10 rappresen tato dall'epuaxione 

( Q  t )2  f i 4  = 0 [vedi la (VII)]. 

Ciascuna delle eguaxioni 

O = (Kt)'tx" (TT&)' ( I V t ) ' t ) ? )  O = (Jt)l tit = ( IVIV ' ) '  (TVt )2  (W'  t )2tA2 

rappresenta c d  quadriche c i r c o s c ~ i t t e  a l  tetraedro principale, ed aventi  iîz O 
corne piano tangente comune il piano Qi2 == 0. 

L7 equaxione 
0 - ( K  Q)z  El2 = ( PV Q,' ( IV Q')"Vi2 
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rappresenta mi superficie del  3.0 ordine,  avent i  un p u n f o  doppio .in 0 :  u n a  
qrcalunque d i  esse tocca C, itz ciascuno dei  quat tro  pzinti s taxionari ,  passa  
per i l  punto  1, c tagl ia  ulteriormente C4 r ~ e i  punt i  d i  contcltto de i  p ian i  oscu- 
latori  uscent i  da i .  

11 con0 quadrico tangente in O ad una di queste superficie ha una equa- 
zione, che, per la (VIII)', si pub scrivere nelle forme seguenti: 

O = ( t  Q)' ( t  Q')' ti2 5 ( J t ) 4  ti2 - 2 (Kt)' t,? : 

t u t t i  quest i  coni hatlno per  tr ie lho conjztgato c o m m e  quel20 formato du l l e  
corde principali. 

Ponendo x; = f i(p), il secondo rnembro dell'equazione precedente diventa, 
salvo un fattore numerico, 

2 wp4 . (20 t)22up2 t; tA2 - Jî; tP4 t", 

e se di questa espressione si fa la seconda spinta sopra - ( j  ,O) wx tu: (che, 
corne sappiamo, è cib che diventa QA2 colle medesirne sostituzioni), facendo 
uso di alcune formole date da1 CLEBSCH ne1 $ 42 della Tlzeorie ecc., nonchè 

2 

dell'identità di CAYLEY, si trova tP6. 
E si ha la proprietà: 
L'equaxione 

O = ( t  &)O ( t  Q')' ( t  &'')2 = 5 ( J t ) *  ( Q  t)2 - 2 (K t ) '  ( Q  t)e 

rappresenta Z'insierîze delle t re  facce del triedro formato dal le  corde principali .  
14. Prima di proseguire cerchiamo in quali punti la  C, è tagliata da una 

qualunque delle quadriche rappresentate dall'una O dall'altra delle equazioni 

essendo A e p due parametri arbitrari. A ta1 fine osserviamo che per Io svi- 
luppo di GORDAN si ha: 

Ora, dovendo nei primi membri fare le sostituzioni xi = f i (p) ,  potremo 
invece eseguirle nelle spinte H, J ed A,  ed applicare poscia l'operazione di 
polare. Si è già trovato cib che diventano If e J con tali sostituzioni, ed è 
facile trovare che la quarta polare del primo risultato e la seconda polare 
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del secondo rispetto a fr sono 

Si trova poi subito che colle dette sostituzioni A diventa 

-- ,', wa: 
laonde si conclude: 

Se nelle forme 
( TV T V ' ) 4  JvA2 Wpr', ( TVTV')P TV14 775'4 

si funno le sostituzioni x; = f i ( p ) ,  si ottiene rispettivamente 

15. Dalle formole ora trovate discendono parecchie conseguenze, di cui, 
per ora, noteremo le  seguenti. Ponendo xi - f ; :(p) 

3 -2 (TVTVr)4 ( TV Q)p TVl'e diventa - ( A  p) wp' wx wy3, 
100 

(TVTV1y ( T F  Q)2 (TV' &I)% 3 -' 
n - 4 200 20" ' 

( WTV')4 ( TVTV1')2 ( TVr (TV" Q)2 n -- 1 -4  600 w ~ 4 ?  

(TVTV1)4 ( TV" Wt1')4 ( W TV ")2 ( IV' W"'Y n 
11 -4  

10000 W"l. 
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Ed allora seguono facilmente le proprietà: 
Czirsctcna delle epuaxioni 

1 0 = ( W W ' ) ~  ( WQ)' W L r 2  = (JQ)' J12 + - A QI.?, 
3 

rnppesenta  aoL szqe~f ic ie  cubiche tanyent i  a C, in cciascu~zo dei quattro punt i  
staxionari, pcrssanti per i l  pzcnto h e per i punt i  d i  contatto dei piani osczl- 
Zatori uscenti d a  A ,  e pcrssanti fizoltre per il punto O ed aveîzti yzrivi per 
piano tangente cornune quello rappesenta to  d a  &A" O. 

Cinscuna delle equaxiofzi 

mppf*eselata una superficie del 4 . O  ordine, che ha con C, u n  contatto puadri- 
pzi?zto 2n ciasczmo dei quattro punt i  staxiolzari, ed ha i?zo l t~e  zin punto cloppio 
in 0, e quivi coltze c o m  tangente quello t.app~.esentnto dall'eqwazione 

ruppresenta zina superficie del 4.0 oriline trvefzfe con C, z i n  confatto qzin(Zvi- 
punto i n  ciascuno dei punt i  stnxionari; essa ha in O u n  putzto trtjdo, ed il  
coîzo i v i  tangefzte s i  sperxa nelle tre facce del friedro fowzaio dalle corde 
y vi?zc@a li. 

Si hnnno inoltre i due seguenti risultati, di cui specialinente il primo & 
molto notevole per la sua semplicità: 

La (uwicu) supef'ficie S d i  STEINER, su  cui l a  C, é una  litzen asszizfo- 
tica (*), è rappesen  ta t a  dall'epcmxione 

' 2  

O = s = 5(  WQ,2 (IJ'Q')' (TT'&")' + (& 0')" ' 

, 

(*) Circa il legame esisténte fra la superficie di STEINER e le quarticlie gobbe di 
2." specie, vedansi i citati lavori dei sig.' CREJIONA, BERT~NI, ARMENANTE, BELTRAMI, STUDY, 
JOLLES, STAHL e ROHN; inoltre: CLEBSCH, Ueber die STEINER'SC~B Fkiche (Giornale d i  

Am.aZi di Matenzatira, tomo XX. 17 
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L'equaxione comp1essl;ucr dei guattro piani staxionari d i  C., è 
O 

0 = D = - 256(JVQ)2( WQ')s (WQ")2 + 144(WW1)e 

Che l'equazione S = O rappresenti effettivamente la detta superficie di STEINER, 
risulterà al § 7 per una via che ci condurrà ad altre conseguenze interessanti. 

In un0 studio aaalitico diretto sulla superficie di STEINER (*) anche il 
sig. GERBALDI ha dato le equazioni delle due ultime e di altre forme geome- 
triche, ma, naturalrnente, le sue equazioni sono composte con elementi affatto 
diff~renti dai nostri, e relativi alle quattro forme ternarie quadratiche che 
servono alla rappresentazione della superficie. Delle forme precedenti S e D, 
e d i  altre ad esse collegate, mi occuperb di nuovo ne1 paragrafo seguente, 
dove verrl anche stabilito il nesso fra le espressioni del sig. GERBALDI e le mie. 

Il fascio A + k B = O ed altre quadriche notevoli. 
La superficie di Steiner. - La re te  dei coni quadrici 

aventi per  triedro conjugato comme quel10 format0 dalle corde principali. 

16. Se ne1 secondo membro dell'equazione 

O=A+kB=(TYW')6+k(Q&')2  

poniamo xi = f i (p ) ,  otteniamo 

e si conclude : . 
L'equazioae A + k B  = O rappresenta gin. fascio d i  puadriche tangenti 

CRELLE, Bd. 67); CREMONA, Rappt*e~~ntazione della supeî$cie di STEINER e delle superficie 
yohbe cli lerzo ordine in u n  piano (Rend. del R. Istituto Lombardo, vol. 4' 1867), e la  
Memorin del sig. GERBALDI che citerb fra poco, e nella quaie trovansi pure molte notizie 
bibliografiche. 

(*) GERBALDI, L a  superficie di STEINER stucliata nelta sua rappresentazione atzalitica 
mecliante le forme temarie quadratiche (Torino, 1881). 
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a C, in ciascutzo d e i  p u n t i  s t n z i o n w i  ed avent i  come tetraedr.0 conjugato CO- 

mune  il tetraedro prim$x.de. 
Oltre al cono (& Q')" O di cui già si é parlato, appartengono a questo 

fascio parecchie quadriche avcnti un significato geometrico assai notevole. 

Per  k = - - l si lia l 'iperholoide (nnico) II passante per la  curvn (*). 
1 O 

2 Per  k = - si ha l n  quadrica E inv i luppa ta  d a i  p ian i  che -taglial10 C, 
5 

in p w t i  f o m i l n t i  U I Z  grz~ppo  eyuz'nnarmonico. Essa è inscritta nella svilup- 
pabjle osoulatrice di C,, ed è il luogo delle rette da  cui si possono condurre 
tre piani osculatori a C, (**). 

8 
Per  L - - - si ottiene la quadrica M a c u i  sono tangent i  t u t t i  i p ian i  

5 
bitangenti  d i  C,: essa contiene le tangent i  a Cd n e ' s u o i  p u n t i  staxio)zari (***). 

- 4 Per k 3 -. - 
15 

si trova la p a d r i c a  T contenede le qua t t ro  conicl~e sitz- 

golar i  della superjîcie d i  STEINER (****). 
Dalla ispezione delle formole date da1 sig. GERBALDI ne1 lavoro citato, 

non è difficile concludcre che, volendo che la forma da lui chiamah T 
(Capo II, n." 14) coincida anche nei fattori numerici con quella da noi ugual- 
niente sjgnificata, si deve porre: 

Inoltre chiamiarno ancora S e D le forme trovate alla fine del paragrafo 

(*) L'equazione simbolica di II trovasi pure, ma sotto forma del tutto diversa e 
meno espressiva, ne1 n.' 7 delia Memoria ~ ~ ~ ~ ' A R ~ ~ E N A N T E .  

(**) 11 teorema geometrico 6 dovuto al prof. CRE~IONA (loc. cit., Annali di Rfntcm., 
tom. 4, pag. 88). - Un'altra dimostrazione sintetica del teorema, che i piani oscnlatori 
di CL toccano una cpadrica (e di parecchi altri), trovasi ne1 lavoro citato del sis. STAIIL 
(Giornale di CRELLE, Bd. 101). 

(***) teorema geometrico B dovuto al sig. CREMONA (loc. cit., 14 e 30). 
(****) E noto (KUMMER, Monatsb. d. Berliner Akad., 1863, e Giornale di CRELLE, 

Bd. 64; CREMONA, Giornale di CRELLE, Bd. 63) che la  superficie di STEINER ammette 
quattro piani doppi, di cui cioè ciascuno la  tocca in tutti i punti di una conica (co~~icn 
singolare). A pag. 327 del lavoro ora citato il sig. CREMONA ha dimostrato che le quattro 
coniche singolari giacciono sopra una stessa quadrica, ed in un lavoro succesbivo (Rend. 
d. R. Istituto Lombardo, 1867) ha dimostrato inoltre che i piani doppi della superficie di 
STEINER sono i piani stazionari di tutte le quartiche assintotiche della medesima. Vedi 
anche GGRBALDI, 100. cit., Cagi 11 e 111. 
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precedente, e conserviamo, per ora,  ai simboli Y, U, V e TV (da non con- 
fondeïsi coi nostri V e IV) i sipificati loro attïibuiti da1 sig. GERBALDI. Si 
riconosce allora facilmente che il deterniinante (13)' che trovasi ne1 Capo II 
del lavoro di questo Autore cquivale a 

D'altra parte il sig. GERBALDI dimostra che 10 stesso determinante equivaie a 

1 - 4 2 y - t  3 W),  

quiadi risulta l'identità 
4 D = - ( 2 Y +  W). 

729 

Inoltre l'butore al principio dello stesso Capo ha trovato le identità 

1 YS BU+^ T', V = -  1 T2- 
3 

U, TV= 4 U + 2 T 2 ,  

da cui segue 
8 2Y+TV=3(3U+ T2),  

quindi si ha pure 

Iritroducendo S, si ha poi infine 

e p e s t e  sono le relazioni che legano le espressioni del sig. GERBALDI colle mie. 
Notiarno infine che il  discriminante del fascio A + k B  = O è 

3 9 
espressione che si riduce a - P per la quadrica E, ed a =j< per 1.1 qua- 

8 
drica H. 

17. Altre quadriche notevoli ci dànno il modo di interpretare geometri- 
camente alcuni altri covarianti. 
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È noto (*) che la sviluppabile osculatrice di C, è del 6.' ordine ed am- 
mette una linea doppia D, pure del 6." ordine, la quale giace sopra uua qua- 
drica 8 :  questa h a  per equazione 

e taglia G, nei punti forniti dall'equazione 

cioè nei punti stazionari e nei punti di secamento delle tangenti trisecanti. 
Cib è d'accordo con quanto ha dimostrato il prof. CREMONA (loc. cit., Annali 
d i  Matem., tom. 4,  pag. 93): i primi punti sono semplici, e gli altri cuspi- 
dali per D,. 

È pur noto che i piani osculatori della curva De toccano una medesima 
quadrica : questa quadrica h a  l'equazione 

e taglia quindi C4 nei punti dati da 

w ( 2 i h  - zu) -O. 

Lo spigolo di regresso (chiamato II da1 sig. CREMONA ed R, da1 sig. ROHN) 
della sviluppabile dei piani bitangenti a C, è situato sopra una quadrica A ,  
la cui equazione è 

Se ne1 secondo membro poniamo xi= f i (p ) ,  risulta ;hni: il che è d'aceordo 
coll'osservazione fatta da1 sig. CREMONA a pag. 99 del loc. cit., e completata 

(*) 1 teoremi a cui qui si allade sono tutti dovuti al sig. CREXONA (loc. cit., Annali di 
hfatem., tom. 4, 9 11 e seg.). - Vedansi inoltre le Memorie di ARMENANTE e del sig. STAHL, 
ed i 55 VI11 e IX della prima parte del lavoro del sig. ROHN, dove si trovano le eqiin- 
zioni delle quadriche che qui vengono considerate, corne pure di quclla che ne1 nuinero 
precedente si denotb, con M, riferite perb al tetraedro principale. - L'equazione di X fi1 
determinata anche da1 sig. BRAMBILLA (Rendic. d. R. Accad. d. Scienze fis. e matcm. di 
Napoli, 14 Novembre 1885), ma nella speciale rappresentazione dovuta al sig. BERTIYI. 
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clal sig. ROHN a pag. 242 della prima parte: i punti h di contatto delle tan- 
genti trisecanti sono punti cuspidali per R,, ed anzi hanno qui per tangenti 
cuspidali le rette che toccano C,.  

Ricordiamo infine che la sviluppabile osculatrice della curva D6 possiede 
una linea doppia F4 del 4.' ordine e di 2." specie; questa giace adunque sopra 
una quadrica N, la quale ha per equazione 

O = SOjz (IV + (32j2 - 15 i3) (& &')" - 100 ij(WQ)" Ww)' 

+ 150ia(WQ)e (Wh)' 

= 8Oji A + (32j" - 15i3) B - 100ij(Kw)" 150i2(Kh)4. 

Essa taglia quindi C4 nei punti rappresentnti da 

- 4Pwe - 3izhP $. Bi jwh  = 0. 

18. Facendo le sostituzioni X i  = f i (p)  si trova che 

2 (W Q)" (Ww)' diventa - - w h,  
5 

(WQl2 (Wh) '  n 
1 -- 
2 O 

(i w 2  + 2 he). 

Pertanto le due equaxioni 

(WQ) ' (WW)'=O,  (WQ) ' (Wh) '=O 

rcqpresentano due coni quadrici di vertice 0 ,  rispetto ai quali i l  triedro delle 
corde principali é un triedro conjz~gato comune; il primo taglia C, nei punti 
stazionari e nei punti di  contutto delle tungenti trisecanti, i l  secondo nei 

deEl' inüoluzione sizigetica. 
A1 fascio determinato da questi due coni manifestamente non appartiene 

il cono (& &')2 = O, epperb 
La rete dei coni quadrici di vertice 0,  di  cu,i i l  triedro delle corde prin- 

cipali è un triedro conjugato comune, pu6 venire rappresentuta dall'eguaxione 

doue a,, az, a, sono pclrametri variubili. 
Dalle formole pïecedenti risulta altresi l'interessante teorema, che, mal- 

grado la sua semplicità, non sembra ancor aoto: 
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Dato un gruppa q u a ~ s i v o g ~ i a  

dell'involuxione skiget ica,  nellu rete dei coni quadrici aventi i l  vertice ha O ,  
e di cui i l  triedro delle corde principali è u n  t ~ i e d r o  conjugato comune, esiste 
un  cono cAe tocca la curva C, in ciascuno dei puuttro punti  del gruppo con- 
sidera to. 

Dato A ,  un ta1 cono è rappresentato dall'eqiiazione 

(2): -i)(QQ')O + 5).(WQ)g(Ww)I + 1 0 ( W & ) e ( W 1 ~ ) 4  = 0, 

dn cui risulta che tutti i coni cosi ottenuti formano un sistema mi di indice due. 
L'inviluppo di questi coni è eviàentemente i l  cono che da1 p u d o  O pro- 

jettn la curva C,, e che pertanto è! rappresentato dall'equazione 

Dalle cose precedenti seguono pure nuove costruzioni dell'involuzione sizige- 
tica, qusndo si parta da uno qualunque de' suoi gruppi, per esempio da quel10 
costituito dai punti stazionari: i coni quadrici del fascio avente per basi le 
quattro rette che da  O projettano i punti del gruppo dànno ad urio ad uno i 
gruppi dell' involuzione (*). 

19. Le formole trovate ne1 n.' 14 ci permettono di determinare alcuni 
coni notevoli della rete testé considerata. Osserviaino iiitanto che, i n  virtù di 
quelle formole, la  quadrica 

( kvw)e (WW)'IVA'~ = O 

taglia C, nei punti  p forniti dal17equazione 

e che la  qundrica 
(WW'Y (TVA)4Wr1'4 = O 

taglia invece C, nei punti p dat i  dall'equaxlone 

1 -P 
&-  

1 11 1 
100 

wP4 . hi4 +- - WÀ' w,' . hpl + - j  (lP)I wpl - - i(AP)' hyl 
100 300 2 O 

3 -- 1 ' 

(Ap)"; hi4 hpt - - 
50 

i ( h p ) g ~ i , l .  tûle W: = O (**). 
25 

(') Cfr. BERTINI, loc. cit., n.' 13-17. 
("*) Qui occorre frtr capo alle ident i t i  ( A ) .  con cui si chiude il 5 2. 
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L e  quadi.ic?ze rappresentate si dalla prima che dal la seconda equuxz'olze pas- 
sailzo per i l  punto O :  le prz'me hanno in esso corne p h n o  tafiyente qudlo  rap- 
presentato dall' epuaztbne 

le n l t ~ e  il piano , 

1 2 O - (Wh)" ( T t ) *  th4-= - i(Qt)VA4 - - (Qt)?  (th)' fiVIÀz 
6 6 

Ci3 posto, 1' eqtlazione 
(IYnq4(Wk)? ( V I L ) ?  = O 

rupp~esenta  un cono della rete già sfudiatu; esso taglia C, nei pull fi t l u t i  da 

ossia nei due gruppi 

clell'irwoluxione sz'xigetics. Tutto cib E confermato dalla (X). 
Anche le eqiiazioni 

(FYW')2 (Wh)' ( W r  78')' = O 

rappresentano tre coni d i  qtbelln medesima rete: essi tûgliano rispetfiuamelate 
C4 ?lei punti 

Di qui segue che di  questi tre coni il primo deve appaitenere a l  fascio de- 
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terminato dai due coni 

(Q Q')' = O ,  ( w &)e (Ww)' = 0,  

ed il secondo al fascio determinato dai due coni 

( W&)' (VIL)' = O ,  ( WbPI)4 ('Ctll~)~ (TV' 1z)e == 0. 

Cib è confermato dalle identità (XII) e (XI); la (XIII) conferma poi che 11 
terzo cono appartiene alla rete suddetta. 

20. E'acendo xi = f i (p) 

4 (TVtu)' TVIP diventa - (,O A) h ,  h;, 
5 

Adunque Z'equnxione 
(TT.'~o)~ 115~ = O 

m p p r e s e ~ z t a  un piarzo secante C4 ne1 pun to  A e fzei t re  p n t i  costilzlenii In 
prima polure d i  A ~ i s p e t t o  a l  gvuppo de i  p u n t i  di contutto delle ta?lgeiati tn&+ 
carzti. Quesio p k n o  passa per O ,  ed al  var iare  di A imilupl9a il co~lo  qziad~iccî 

di cui si è parlato ne1 nuniero precedente. 
Anche i due ultimi covarianti sopra scritti rappresentano piani passant1 

per 0: al variare di A ,  il primo inviluppa il cono 

ed il secondo il cono 

O = (h  (Q h)? (QI hl)e = i2 ((Q Q')? f Gj(Q zo)? (Q' zu)? - 3 i ( Q  Il)' (Q' 

corne risulta dalla terza delle ( A ) .  
Alcuni coni della rete fin qui considerata si ripresenteranno ne1 $ 7 ,  

quando troveremo il con0 circoscritto da O ad una quadrica qiialunque del 
fascio A + k B  = O. 

Annali di Maîematica, tomo XX. 18 
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Le osculanti di CA. - Forme di piani. 
L'involuzione biquadratica determinata sopra C, 

da un punto qualunque del10 spazio. 

21. Coi sig.' JOLLES e STAHL diremo prima osculante di C, ne1 suo punto p, 
od anche brevemente cubica (p), la curva del 3." ordine, di cui le coordinate 
del punto corrente 1. sono rappresentate corne funzioni del parametro A ne1 
modo seguente: 

ossia simbolicamente: 

xi = ap a?, x2 = bp b13, x3 = cP ci3, x4 = d p  di3. 

Come risulta senz'altro dalla definizione, la prima osciilante di C, ne1 punto p 
6 ,  in gmerale, una cubica gobba, avente in comune con C', il punto p ,  ed 
inoltre la  tangente ed il piano osculatore relativi. Solo quando p sia uno dei 
punti stazionari, la cubica (p) è contenuta interamente ne1 corrispondente piano 
stazionario di C, .  L e  proprietà più notevoli di queste osculanti scaturiscono 
da1 seguente teorema : 

L e  prime osczila?zti d i  C, ha due s u d  punti quulunque h e p hanno un 
piano osculatore comune; e precisamente: il piano clre osczcla la cubica (A) vzel 
szro punto p b altresi i l  piano che oscula la cubica (r)  ne1 punto h d i  p e s t a .  
L7eqzcazio~ze d i  questo piano è 

e dalla sua simnletria risulta la verità del teorema ora enunciaio. 
Prendinmo ora a considerare la forma G,, ossia ai4, clle è l'unico coni- 

binante elementare il q u d e  contenga, oltre alle variabili A ,  soltanto le coor- 
dinate di piano. Dato A ,  questa forma, ugiiagliata a zero, rappresenta il punto 
A di  C,, e date invece le ui, rappresenta i quattro punti 1 comuni a C, ed 
al piano (u , ,  ZL, u,, u~): la (XVIII) è la traduzione analitica di questa pro- 
prietl. 

Cib posto, è chiaro che, dato p e facendo variaie À, l'equazione 
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rappresenta tutti i punti A della cubica ( p ) ;  nientre, se teniamo fisso 1, e fac- 
ciamo variare p ,  la stessa equazione rappresenta tutti i punti della tangente 
a Cd ne1 punto A. Da cib risulta che la cubica (p) h a  un punto comune cor1 
ciascuna delle tangeriti di C,, e precisatnente quel punto che, pensato sulla 
tangente, h a  il parametro p. Ognuna delle prime osculanti è cos1 rverita 
prospettiuamente al sisterna delle tangenti d i  C,, ne1 senso del sig. STUDY. 

Le tangenti di C, determinano sulle diverse prime osculanti altrettante 
punteggiate projettive. L e  tangenti a due cubiche (p) e (0 in due punti cor- 
rispondenti (cioè aventi 10 stesso parametro 1) giacciono in uri medesirno piano 
osculatore a Cd (ne1 punto di parametro A ) ,  quindi si tagliano, ed i punti 
d'incontro geiierano una conica (*), che chiameremo la secoda oscz~lante 
nzistcr: dei due punti p., v ,  od anche cettica ( p ,  v), mentre chiameremo P ( p ,  v) 
il suo piano. 

Pertanto due cubiche (,u) e (v) non solo hanno in comune un piano oscu- 
latore, ci06 il piano P(,u, Y), n ~ a  in esso hanno pure la stessa conica della 
rispettiva sviluppabile osculatrice, ci08 la conica ( p ,  Y). 

Le  coordinate di un punto A di questa scnr, espresse da  

ossia simbolicamente da 

laonde l'equazione di esso ,punto è 

Se v = p ,  si ottiene la secotzda osculante (pura) di C, ne1 punto p ,  che chia- 
meremo conica ( p ,  p l :  essa giace ne1 piano osculatore di  C, ne1 punto p ,  
piano che diremo P ( p ,  p), ed h a  in comune con C, il punto p. e la relativa 
tangente. 

22. L a  forma ai4 ha due invarianti r ed v ,  e per notissime proprieta 
risul ta: 

Uguagliando a zero i due invarianli t ed r ] ,  rispettivamente quadrntico 
e cubico, si ottengono le eyuaxioni tnngenxiali della quadrica già cltiamata E,  
e della szcperjicie S di STEINER. 

(x) Vedi STUDY, loc. cit., pag. 8. 
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S e  ora in luogo delle ui si sostituiscono le coordinate ai(?) del piano 
osculatore EL C4 ne1 punto p ,  i coefficienti ai di aX4 assumono i valori se- 
guenti (*): 

R I , =  a 4 p 3 + 3 u 5 p 3 f  3a ,p+a i ,  

a', = - 3a4p4 - 8a jp3  - 6 n , f +  as, 

Colle medesime sostituzioni, al4 diventa ( l p ) 3 ~ 3 ~ ~ ~ $ ,  e questa forma, biqua- 
dratica in 1, ha i suoi due invarianti identicamente nulli. Cib foixisce il teo- 
rema seguente, di cui l a  prima phrie fu soltanto enunciata ne1 n." 16:  

I piuni oscztlu5ori a C, tocca~zi, tan20 la pndrica  E,  pziunto la super- 
ficie di STEINER. 

Terminiamo qiieste prime cose osservando che I'equaxiofze fangewiale di 
z r m  q z ~ n d ~ i c a  pa l z impe  del fascio A -+ k B = O è ln seguente: 

essendosi chiamnto = xx4 l'liessiano di  &14. 

23. L a  nota teoria annlitica delle cubiche gobbe (**) ci clà modo di de- 
durre alcune proprieth delle osculaati, e di dare l'interpretazione geometricn 
d i  pnrecchi covarianti. Altri teoremi si possono stabilire osservando che, per 

(*) S i  noti che pcr questo non è necessario eseguire un nuovo calcolo: invero, do110 
aver  posto ri = f i().) in q6 (vedi n." I l ) ,  bsstcra  ccrcnro i coefficienti dellc diverse po- 
terne di A. 

("') Vedansi specidmente i lavori dei sig.' D 'Ovr~ro  (Stzdio szdle cubiche gobbe, ecc., 
Mcm. d. R. Accad. d. Scienze di Torino,  Serie  II, tom. 3 2 ,  1S70), e PITTARELLI (La 
citbicn yobba, ecc., Giornale di Mntem., tom. 17, pag. 200, 1879). La polaro q. gj,3 è ilel 
nostro caso la forma chiam2ta pi3 da1 sig. D'OVIDI~. 
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le proprietà del n." 21, e del resto per la stessa definizione analitica delle 
prime osculanti, queste rientrano corne cas0 particolare nei sistemi di cubiche 
gobbe gi8 studiati da1 sig. GERBALDI (*). Ne1 nostro cas0 le forme cubiche da 
cui parte quest,o Autore sono le prime polari di ai4, bi4, cl4, di4, ed il teorema 
fondameritale esposto in principio del u." 21 nlostra che il secondo sistema. di 
cubiche da lui trovato a pag. 2 1  coincide col primitive. 

L a  quantith, che da1 prof. D'OVIDIO viene indicata con A (loc. cit., pag. 6), 
ilel nostro caso diventa ?ri4, salvo un fattor numerico, e cib confcrma quanto 
già si era osservato, che le prime osculanti dei punti stazionari, ed esse sole, 
sono curve piane. Inoltre, formando il discriminante di ~ ~ 0 . 1 , ~  (D'OVIDIO, ]OC. 
c,it., pag. 19; PITTARELLI, loc. cit., pag. 265), si trova: 

L'equaxio~ze 
2 q a j . 4  - 3tXi4 = O 

vapp~esefzta, Mb coodinate d i  p i m i ,  la sviluypuOile osculatrice delln cubicn (2). 
Questa svili~ppabile tocca la sviluppabile osculatrice di C: lungo la tün- 

gente a questa ne1 punto A. 
I l  discriminante del primo membro dell'equazione precedente, salvo un 

fattore numerico, è 
( L 3  - 6 q z )  q 6  : 

il primo fattore è il discriminante della forma zl4, ed ~iguagliatci a zero rap- 
presenta la sviluppabile osculatrice di C,; l'altro fattore dà la soperficie di 
STEINER. Epperb si ha il teorema (**): 

I phzi osculntori delle prime asceclnnti d i  C,, ossia i piuni Pb, 2 )  delle 
seconde osczdanti, iwiluppatîo la szqerficie d i  STEINER. 

Uguagliando a zero I'hessiano di n,aA3, abbiamo 

e p e s t a  epuarioîie (D' OVIDIO, Ioc. cit., pag. 18; PITTARELLI, loc. cit., pag. 277) 
m ~ p r e s e n t a ,  in coorditinte d i  pialhi, la coraica ( A ,  p). 

L a  simmetria dell'equazione conferma quanto si é osservato verso la fine 
del n." 21. 

(*) GERBALDI, Sui sistemi di ctcbiclz gobbe, ecc. (Mem. d. R. Accad. d. Scienzc di 
Torino, Serie  II, tom. 32, 1880). 

(**) Questo teorenia é dovuto al prof. BELTRAMI (RicercJic cli gcomctrin nnnlilicti, 
AIem. del17Accad. di Bologna, 1870, pag. 62 e seg.) - Vedi pure STUDY, 10c. cit., pag. 0: 
JOLLES, 106. ~ i t . ,  § 7;  ROI-IN, loc. cit., pag. 222326. 
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Se iri particolare si pone p -- I ,  si ottiene il teorema: 
A'hess iano X14, zcgzcagliato a zero, rayp~ese?z ta  in coo)&tzate d i  piatzi 

lu seconda o s c u l n d e  del pun to  À d i  C,. 
Osserviamo clie l'equazione = 0 è anche cib clle risulta eliminando p 

dalle equazioni 
a ,apaXg=O, azaI*a12=07 

le qiiali esprimono le conclizioni perché, dato p,  la forma a,a13 abbia iina 
radice doppia. Si ha  pertanto ("): 

L a  secondu osculante del pzlnto 1. è 2'i1zviluppo delle talzgetzti a l le  p i lne  
oscatla~zti ne1 loro punto  d i  paranzetl-o 1, 
teorema che si potrebbe dimostrare facilmente anche colla pura geonietrin, 
come conseguenza della proprietà fondamentale del n." 21. Esso si pub enun- 
ciare anche dicendo che la tangetzte in p  a l l a  czibica (A) è pzwe lu t m g e n t e  
ilz A a l la  conica (p, p). 

24. L a  proprietà precedente si pub generalizznre come segue. Conside- 
riamo 1' equazione 

ai. 0:p Qu = 0, 

la quale ("*), dati p ,  A ,  p e Y ,  rappresenta il punto comune all'asse ),p (in- 
tersezione dei piani osculatori nei punti A e p) ed al piano osculatore in Y 

della cubica (?). Se un piano (u,, ZL, u3,  11,) deve contenere il detto asse, l'e- 
quazione precedente dovrà, essere verificata per qualunque valore di Y ,  cioé 
si avrà 

aF al ctp cci -; O ap al a, az = 0, 

da cui, eliminando p, si ottiene 

Ricordando cib clle si è trovato ne1 numero precedente, si conclude (***). 
Se in  tzitte le prime osculunti  d i  C4 s i  coizsiderano .i piatzi osczrlatori 

n e i  p u n t i  A e p ,  le rette (ass i  delle relative svilzlppabil?') cornuni a pztestc 
coppie d i  p i a n i  invilzcppano la coraica (h ,  t~). 

Anche qiresto teorema si potrebbe dimostrare geometricamente senza 
clifficoltà. 

(*) Cfr. GERBALDI, loc. cit., yag. 32. L a  nostra h r m a  xi4 e ci0 che diveilta la 9,4 
di rluesto Autore, moltiplicata per 2. 

(**) D'Ovro~o, loc. cit., pag, 15; PITTARELLI: loc. cit., pag. 266. 
(**") Cfr. GERBALDI, loc. cit., pag. 30. 
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In ciascilna delle prime oscnlanti possiatno altresi considerare la corda 
clie unisce i punti h e p ;  volendo cercare il luogo generato da queste 
corde (*), osserviaino che le equazioni 

rappresentano rispettivamente il punto 1. ed il punto p della cubica (,O); l'in- 
viluppo di un piano passante per la corda Ap è quindi 

G 6 xp $ (1 p)2 1. 

Laonde il luogo delle c o d e  Ap delle prime osculnnti G una quadrica. 
Siccome (n." 21) la tangente a C, ne1 punto 71 ha in comune con una 

prima osculante qualunque il punto che su questa ha il parametro A, cos1 le 
tangcnti a C, nei due punti A e p si trovano fra le generatrici del secondo 
sisterna della quadrica suddetta, la quale pertanto, in generale, non d ~ g e n e r a  
in una conica. 

Cerchiamo infine qunle sia il luogo delle corde I p  delle seconde oscu- 
Imti pure. 1 punti A e p della conica (,O, p) hanno per equazioni 

da cui, eliminando p ,  si lia 

Dopo facili trasformazioni, applicando la terza delle identiti ( A ) ,  ed 
ornettendo il fattore (Al*) ' ,  l'equazione precedente acquista la forma: 

laonde si conclude che i l  lziogo cercato è ufza superficie d i  4.n clusse. 
Per p = A ,  si ottiene 

3tXi4  - gqai4  = 0, 

la quale rappresenta la sviluppabile oaculatrice della cubica (A): cib dÀ sotto 
altra forma il teoromn enunciato alla fine del n." 23. 

25. L a  sviluppabile bitangente di C4 B manifestamente inviluppata d a  
tutte le superficie che si ottengono scriaendo le condizioni perchè le due CU- 

(") Cfr. GERBALDI, loc. cit,, pag. 30 
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biche aial', a z u ~ 3  abhiano due radici cornuni (cfr. GERBALDI, loc. cjt., pag. 25). 
Assumendo queste condizioni nella prima delle due forme considerate da1 
sig. GERBALDI, si ha (*) l'equazione 

1 (OP)" 8)") B A  71 81 N, p ,  y? 8, - (a# ( Y  cl')' ai BÀ j i j  $1 ai 7, d, + -7 r xA4 = 0 ,  12 

che si pub scrivere altresi come segue: 

Ma per la prima delle ( A )  abbiamo facilmente: 

quindi l'equazione precedente diventa : 

11 primo membro gode di proprietà molto notevoli, come 110 mostrato 
ne lh  Nota sopra ricordata. 

Se scriviamo le condizioni precedenti nella seconda forma loro assegnata 
clal sig. GERBALDI, si trovn: 

la quale, scambiando a con 6 nell'ultimo termine, e poi raccogliendo oppor- 
tunamente, diventa: 

q ( a , & ) ? ( a y ) a ~ ~ A ? y A 3  = O ,  
ossia : 

Y .  tic = 0 ,  

avendo indicato con tA6 il covariante sestico di N,'. Ora il primo fattore è 
estraneo alla presente questione, poichb ï~ = O rappresenta la superficie di 
STEINER, ed otteniamo cos1 il teoïema: 

Lu sz~iluppabile f o m a t a  d a i  piani bitagzgelzti a C, b i?~vi luppnta d a  fu t te  
le szlperficie d i  4.a d u s s e  vappssesentate, al  v a v i a ~ e  d i  2 ,  dall'ep~rnxione 

(") Qiiaiito 3 cib clie diventano ne1 nostro caso le forme clle qui intervengono, veg-- 
p s i  la nia Nota II I u t o r ~ i o  alln rapp1-ese)ztnzioize, ecc (Rendic. del Circolo Matematico 
di Palermo, tom. 5, 1891, p5.  41). 
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In ta1 modo abbiamo trovato il significato geonietrico di tutte le fornie com- 
ponenti il sistcma completo di ai4. 

L a  presenza del fattore estraneo 7 si spiega osserrando che le vere con- 
dizioni necessarie e suficienti perchè due cubiche f e cp abbiano due radici 
comuni, sono espresse (adottando i simboli del 5 61 d ~ l l a  Theoyie,  ecc. di 
CLEBSCH) dall'irlentico annullarsi del covariante (") 

che è di secondo grado nei coeficienti di ciascuna delle due forme. Invece il 
covariante 

~ ( f v  - y @ )  - ~ ( r p d  - f@) (2) 

è di terxo grado negli stessi coefficienti, e per conseguenza il suo ideiitico 
annullarsi si pub ritenere che rappresenti effettivamente quelle condizioni (ed 
è in cib che consiste la seconda forma data alle medesime da1 sig. GERBALDI) 
soltanto ne1 oaso di due forme date in modo affatto generale. Se, per esempio, 
rp fosse il corariante cubico di f, i covarianti lineari p e n saïebbero identi- 
camente nulli, quindi sarebbe nul10 (2), ma non (l), cioh le seconde condizioni 
sarebbero soddisfatte, senza che percib le forme stesse avessero due radici 
comuni. 

Malgrado cib (e Io stesso si pub dire in ogni cas0 analogo), è appena 
necessario rilevare il vantaggio che si pub trarre, colle debite cautek, anche 
dalla forma (2): il teorema prccedente ne è una chiara prova. 

26. Consideriamo la  cubica (p) e cerchiaino se alcuno de' suoi piani 
oçculatori possa essere tangente alla sviluppabile osculatrice di C,, cioè possa 
contenere la tangente a C, in un suo punto 1. A ta1 fine ricordiamo che 
(n." 21) questa tangente deve ne1 tempo stesso tagliare la cubica ne1 punto 1, 
di questa: basta quiiidi cercare se fra i punti A della ciibica (!) lTe ne sia 
alcuno il cui piano osculatore contenga il piinto A di C,, ossia basta eseguire 

(") Questo è strtto diinostrnto iii modo assai semplice clnl si;. GEKBALDI il1 mla huta 
stampata alla fine del vol. 17 dcl Gioriiale di Jlntem. (1879), ~3.3.  376; m a  il ruedesirno 
risult3to trovasi già, corne conseguenza di ricerclie molto pih geiierali, nella JIcmoria dcl 
GORDAN: Ueber die Rildung der Resdlante zweier Gleichzinyetz (\Ilth. A m .  Rd. 3, 1870. 
pag. 383). 

A m a l i  di Xatematicn , tomo SS. 10 
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in r', le sostituzioni x i  -fi(;.). Cib facendo si trova (ip)32i7i4, e pertanto si 
conclude che i l  piano osculatore in A alla cubica (i*) passa per la tangente 
A d i  C, in due soli casi: quando A coincide con p (cosa evidente); oppure 
quando A è uno dei quattro punt i  staxio.rzwi. 

Questa proprietà, combinata coll'altra, che il piano osculatore in A a C,  
contiene le tangenti a tutte le prime osculanti ne1 loro rispettivo punto A ,  dB 
il teorema (*): 

Tu t t e  le prime oscula~zti osculano ciascuno dei quattro piam' staxionari, 
e p~ecisamelzte sapa le t m g e n t i  a C4 contenute nei meclesimi. 

Quanto alle seconde osculanti, ricordiamo che (n." 23) l'eqnazione, in 
courdinate di piani, della conica (?., E*) è 

epperb colle stesse sostituzioni il primo meinbro dell' equazione precedente 
direnta 

da cui il teorema (**): 
Tzrtte le corviche (1, p) sono tclngenti a ciasczcno dei q u a t t ~ o  piani  sta- 

xionari. 
Notiamo poi che (***) le seconde osculanti p w e  giucc~ono sulla superficie 

di STEINER. 
27. Date le tre cubiche (i,), (p), (Y), sappiamo (ri.' 21) che le loro super- 

ficie sviluppabili hanno a due a due in comune una conica; e si riconosce 
facilmente che qzresfe ive coniche (p ,  v ) ,  (Y,  A), (A, p) hanno in  comune ut2a 
stessu tanyente, da cui sono toccate nei punti c-tventi ~ i s p e t t h n ~ n e n t e  per pa- 
rametri  A ,  p ,  v.  

(y BELTRAXI, 10c. cit., pa3. 0 2 ;  STUDY, l o ~ .  cit., pag. 6. 
(2") Questn proprietG 6 enunciata, p e r  le seconde osculanti putse, da1 sig. STCDY 

(loc. cit., pag. 9). 
(*a*) ARMEYOTE, ]oc. cit., n.' 11; BELTRAMI, loc. cit., pag. 63; STUDY, loc. cit., 

p g .  9. 
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Se ora consideriamo quattro cubiche (1,)) (i), (y), jP ) ,  i sei piani oscu- 
latori che esse hanno a due a due in comune passano per uno stesso punto il1 
avente per equazione (*) 

e, per cib che si è sopra osservato, costiiuiscono le facce di uiio stesso angolo 
quadrispigolo complet0 (**). Dato il punto M ,  i gruppi di punti 1, p ,  V ,  p 
che ne1 modo ora esposto conducono ad esso sono in numero semplicemente 
infinito e, conie risulta dall' equazione precedente, fomiatio ur~'i~zco2zuione di 
4.0 grado, a cui appartiene anche la  f o ~ m a  w14 dei p u d i  stuxio?tat.i [per 
la (XVIII)] . 

L a  relazione che h a  luogo fra due punti 1 e p appartenenti ad uno 
stesso gruppo di tale involuzione è 

dove in luogo delle xi  si siano poste le coordinate del punto $1. Per  ta1 guisa 
ogni punto M del10 spazio determina su C4 un7invo1u~io?~e  biquadratica a cui 
appartiene wi4, e reciprocamente; al punto O corrisponde l'involuzione sizi- 
get,ica individuata da wx4 (**". 

28. fi noto je***) che un fascio di forme biquadratiche possiede due cova- 
~ i a n t i  elementari, l'uno di 6." e l'altro di 2." grado nelle variabili, conosciuti 
i quali il fascio resta completamente determinato: essi sono, salvo fattori nu- 
merici, la prima e la terza spinta di due forme qualunqiie del fascio stesso. 
Ora se si confronta l'ultima equazione del numero precedente colla (1) a. 
pag. 68 della Memoria del sig. STEPHANOS, oppure colla (IV) a pag. 298 del 
libro del sig. GORDAN, si riconoscc che per 17inroluzione biquadratica trovata 
ne1 numero precedente i due covarianti elementari sono precisamente TV),fi e 
QI? Si è già trovsto che un gruppo dell'involuzione è wi4: ora dimostreremo 

(*) D'O~IDIO, ]oc. cit., p g .  15; PITTARELLI, loci cit., pag. 266. 
(**) STUDY, loc. cit., pag. 8. 

(***) Queste involuzioni su C4 furon0 indicate per la pi2ima volta da1 sig. STUUY 
nella Nota più volte citata. Veggasi inoltre STAHL, Ueber die Fundan~e~z~ali~zvol~ctionen airf 
rationabn Curven (Giornale di CRELLE, Bd. 104, 1889). Il caso particolare dell'involuzione 
sizigetica (determinata da1 punto 0) è dovuto, corne gia si è osservato, al sig. BERTIN. 

(**a*) GORDAN, 10~.  cit., Math. Ann., Bd. 3, e Inval-inntentlzeo~ie, Bd. 2, pag. 293 e 
seg.; STEPHANOS, Mémoire SZO' les faisceauz, etc. (Mém. prés. par divers savants, etc., 
Paris, tom. 27, 1881). 
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&e, quando l'invariante i non sia nullo, un altro gruppo é dato da 

5 ( W W ) ~  W X 3 ~ i  f ~ ( Q w )  Q ~ I u > ~ .  (il 
Baste&, a ta1 fine, trovare la prima e la terza spinta di questa forma con 1c14. 

Ora abbiarno 
3 1 

[ ( I V ~ U ) ~  Wi3 Z U J ,  w , . ~ ] ,  - (Ww)' ( W ~ u ' ) l l i ~  20, ~011"- - ( W ~ O ) ~ ( Z L ~  w') bVA3 zuif3 
4 

3 
= - (?Y~V)' m'i2 fui '2 [( Ww)? wi"- ( IV 20')~ toiz - (20 w')z Ti?] 

8 

-- 3 3 1 - - ( W W ) ~ ~ ~ / A ~  zui4 - - ( W / Z ) ~ W ~ ~  A i 2  - 4 ilV16. 
4 2 

Inoltre 
3 1 

[(& W) Q1 B)J, w'] = 4 (w~u ' )  (Qw) Qi WI.' t0it3 + (Qw) (Q tu') 1ui3 wit3 

Laonde la prima spinta di (1) su 1ci4 è 

e questa, in virtù delle identità (1) e (.IV), si riduce a 

5 
- - iPVi6. 

4 
In secondo luogo abbiamo 

os&, per le (III) e (V), 
=-- 3 (Q h)? hi2 - - i QA.. 

1 0  20 

Inoltre 
3 1 

[(Q K )  &A 1i.i3, >a4] - 4 (zc d)' (& I P )  (Q IO') !CI 11;i + (7~. )O)" (Q 10) QI II:)i 

-- 3 1 3 1 - - (IO M')' (Q MI)' ((1ir2 - - i Qi2 = - (Q h)2 hX2 - - i Q12. 
4 2 4 4 
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Peitanto la terza spinta di (1) su w x 4  è 

Abbiamo dunque il teorema: 
L' involz~xione hiquadratica detertniruta dal le  due forme (1) e 1rI4, a weno 

d i  coeflcienti  cosianti ,  An i f z  gelzerale per covar;anti elenenta7.i i due C O M -  

h inan t i  elementari  TV i6  e Q I ~ )  cioh coimide ~ 0 1 l ' i n v o Z u ~ i o ~ z e  sapa comideratlrl. 
Dalle formole generali che si trorano a pag. 28 ed a pag. 68 della Me- 

rnoria del sig. STEPHANOS seguono allora le (11, ( I I )  e (VIII). 
Si vede subito che le equazioni 

(FVM~)~TVI~ rr, = 0 ,  ( Q U . )  Q, rr13 = 0 ,  

dato l . ,  rappre~entano i piani polari del plinto A di C 4  rispetto alle quadriche 

e date Ee coordinate xi d i  u n  puntc, q u c ~ l m q u e  del10 spaxio, rappresetdano i 
p u n t i  A i~z c u i  la  puartica è ttryliata rispett izmzeizte d a i  p iau i  po1at.i d i  quel 
punto rispetto al le  vledesime sqer f i c i e .  

Di qui, rammentando (11." 1 6 )  l'equazione della quadrica E, risulta: 
La forma (l), uguagl iata  a xero, fornisce i pzinti in  cui ln guartica è 

tugiiuta du1 piano pokare del  punto  (xl, s,, x,, x,) rispetto ulla qundrica E. 
Questa è l'unica quaterna piana appartenente, in generalç., all'involu- 

zione determinata da1 punto stesso. 
Con cib resta anche dimostrata l'asserziune fatta da1 sjg. STUDY al n." 1 0 ,  

IOC.  cit. 

Forme di rette. - La funzione wA4. 

29. Ponendo p i k  = Fik(p), si trova the le B,, B,,  . . . assumono i valori 
seguenti: 

BI1= ~ ~ ~ p ~ + 2 a , p + a , ,  B'6 = - 2urr ï i  + 4 a s P 3 -  2 t z R f ,  

E', = - 2 a 4 f  - 9a,pz  + 0 7 ,  B'; = - 2 a5p5 - 3 a b p 4  + a,p2, 

Br3= a , , ~ ~ - 3 a , ~ ~ - 2 a , ~ ,  Bs == a 4 p E +  4a7,c3 4. 3 a l P 2 ,  

Br4 =- u , p 4 + 2 a 6 p 3 - F a , p 2 ,  B ; =  ~ , p * - 3 a , ~ ~ - P o , p ~ ,  

BI5= 3 a r p 4 + 4 a , p 3 + a p ,  B'io -- a, p6 + 2 u, p5 + a, p4. 
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Per  conseguenza VA"  PA^ diventano rispettivamente 

L'equaxione V i h  O rappesenta il complesso lineare speciale avejste per 
asse ln tangente a C4 ne2 punto A. 

L'equaxione Pie = 0 rappresenta i l  complesso Zineare determinato dal 
sisleuna nullo relativo alla cubica ( A ) :  questo complesso taglia la sviluppabile 
osculutrice di C, nelle tangenti situate nei piani staxionari, ed in due tan- 
genti infinitamente vicine alla tangente di C, ne1 punto A (*). 

Pih generalmente, Z'equaxione PA P, = O ruppresenta un complesso litteare 
contenente le tungenti a C, nei quattro punti stazionari, ed inoltre le tan- 
genti nei due punti A e p. 

Pertanto le quattro tangenti nei punti stazionari giacciono in un com- 
plesso lineare con due tangenti qualunque di C;, quindi sono yeizerakici d i  
uno stesso iperboloide (**), che è poi quel10 già denotato con M, e di cui si 
é data l'equazione a1 n." 16. 

S e  jnoltre poniamo un apice ad indicare cib che diventano le polari 
quando si faccia pik = F ~ ~ ( ~ ) ,  abbiamo : 

Di qui si deduce che, colle stesse sostituzioni, r', diventa 

Di qui segue tosto il significato geometrico di Gr,: esso, ugucrgliato a xem 

(*) L'ultima parte è enunciata da1 sig. STUDY (loc. cit., n.O 5). 
(**j CREMONA, ]OC. cit., Annali di Matem., tom. 4, psg. 92. 
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rappvesetzta i l  complesso litleare speciale, avente per asse la retta clle itnisce 
i p w t i  1, e p d i  C,  (*). 

Si trova pure: 
L'equazione 

vappl-esenta i l  complesso lineare speciale avente peî. asse la retta clie unisce 
i putzti A e p della cubica (.). 

In  particolare, per p - 1, 
L' ey ztaxione 

10 VA4 Vp2 - (1, p.)? Pn4 = O 

~appresenta  i l  conplesso livzea9.e speciale a v e ~ f e  per asse lu tangenfe allu 
cubica (?) nez suo punto 1.. 

Infine abbiamo : 
L' equazione 

t.appresenta i l  comnplesso lineare speciale mente  1 1 ~  asse la ?.etta cke einisce 
i pultti ?. e ,G della conicu ( u ,  u) .  

Ponendo in particolare p = l ,  ai  ha  il significato geometrico della fun- 
zione generatrice r', : 

L' equazione 

wppresenta i l  comnplesso 1irzeaî.e speciale avente per asse lu tangente c o m m e  
alle tre coniche (p ,  r ) ,  ( i ,  A), (1, ,u). 

La sirnmetria dell'ultima equazione conferma quanto si è osservato al  
principio del n." 27. 

30. Da1 significato dell'equazione PA P, = O (esposto ne1 numero prece- 
dente) risultrt in particolare che l'equaxione 

(P?o)PA~.ox~  = 0 

(*) Di qui risulta, coiue ne1 paragrafo yrecedente, che VIG e Pie sono i due cova- 
rianti elementari di un'involnzione biquadratica di punti segnata sopra C,: essa non & 
altro che quella deterininata da un piano ruotante intorno ad una retta qualunque del10 
spazio, di cui si suppongano sostituite le coordinate in VA% PA2. L'identita (XV) B allora 
una conseguenza della formola ('2) che trovasi a pag. 68 della Memoria del sig. STEPHKYOS. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



148 R e r z o  b a r  i: Sui coitabina& dei sistemi d i  f o r m e  binarie 

rappresenta i l  coî~zplesso lineare determinato da l le  quat tro tangenti  .rzei punt i  
staxionari,  e dalle tangenti  condotte ne1 punto 1. e nel punto Zn cui i l  piano 
osculatore i n  À tuy l ia  d i  vuovo la  quartica. 

Una retta qualunque dello spazio appartiene a quattro di qiiesti ultimi 
cornplessi, ed i quat tro p u n t i  À corrispondenti giacciono in uno  sfesso yiuno 
passante per O ,  la cui equazione, corne è facile verificare, è 

(P Q)" 0. 

Risulta di qui tosto il significato geometrico di questa equazione, sia quando 
in Y si considerino date le coordinate di una retta, sia quaiîdo in & si con- 
sidcrino date le coordinate di un punto: noi l'omettiamo per brevità, e fac- 
ciamo solo osservnre ch@ da1 medesinio, chiamnndo 2 il sistema dei cornplessi 
lineari passanti per le tangenti a C, nei piinti stazionari, risulta la proprietà: 

Siclno i,,, ).?, A3) ?,4 i punt i  in cui  C, vielze tagl iata  da un piano gua- 
liinque 1~assante  per i l  punto O ,  e siano p,,  p,, p,, p4 i punti d i  secatnento 
dei piani  oscztlatori ne i  p ~ i m i  pun t i :  allora i quat tro conqdessi l ineari d i  2 
clle vengono de termina f i  dal le  roppie d i  tangenti  i n  l.,, p,;  h? ,  p2;  As, p3; &, p, 
a p p r  tengono ad u n  nzeclesim , fascio. 

3 i .  Si trova. senza difficolta che, se nelle pik contenute in VA6 e Pi2 a l  
posto delle y; s i  sostituiscot~o le coordinate (vedi n." 8) del punto O ,  s i  ottiene 
r ispef  tivamenft!e 

1 (Wh)' TVA' hie - - hi4 QX2, 
5 (1) 

Adunque queste due forme, uguagliate a zero, rappresentano r i~~et t ivamet i te  
i l  piano clle da O projetta la tangente a C4 tzel punto A ,  ed i l  piano focule 
d i  O rispetto a l  comylesso lineare Pj4 = 0, ossia rispetto crlla cubica (1,). 

Mercè la (IV) si pub eliminare il simbolo TV dalla. (1))  la quale diventa 

Dei due piani precedenti, il primo taglia la quartica nei punti p forniti dal- 
1' equazione 

1 - O -- - ( A p )  (tri ~ l ; a  Z C ~ '  IL, Ai) r= - (1.~)' fii2 t14 (*) j 
3 

(*) CLEBSCR, Theo~ie, ecc., pag. 144. 
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il secondo nei punti p forniti dall'equazione 

tp' t A 2  = 0 .  

Di qui risultan0 i due seguenti teoremi che non credo noti: 
Il piano, che d a  O projetta Zn tangente ne1 punto h a l la  quart ica ,  tagl ia  

p e s t a  ul ter io~.mente  ne i  due punt i  costituenti i l  g ~ u p p o  polare dé 2.0 ordine 
d i  1 rlispetto al  covaria?zte t. 

Il piano focale d i  O rispetto a l  complesso l ineare determinato da l la  pvima 
o s c d a n t e  del  punto  A tagl ia  lu quart ica  n e i  picnti costituenti il gruppo polare 
cli 4.0 ordine di h rispetto a l  covariante t. 

1 piani focali di O rispetto ai diversi complessi Phe = O inviluppano il 
con0 quadrico avente l'equazione 

la quale, per la  (XIII), si pub scrivere anche nella forma: 

2i"Q + 1 5 j ( W d ) ) 2 ( W ~ o ) 4  - 30i(?V&)"WA)4 = 0. 

Il econo quudrico inviluppato d a i  p ian i  fvcali d i  O rispetto a i  complessb 
l ineari  PA2 = O appartiene a l la  rete s tudiata  nel  5 4 ,  e tocca i due p i a n i  
osculatori  n e g l i  e s t ~ * e m i  d i  ciascuna corda principale, lungo le rette in cua 
ess i  sono tagl ia t i  da1 piano contenente le a l tre  due c o d e .  

Questo con0 taglia poi C, nei punti dati da  

i2zc2 $ 6 i h s  - 1 2 j w h  = 0, 

cioè (n."il) nei punti di contatto dei piani bitangenti a C, e passanti per 0. 
32 .  Ricordando il significato geometrico (n.' 29) dell'equazione 

per ottenere l'equazione del piano che da O projetta l a  corda I F ,  basterà 
ne1 secondo membro sostituire le coordinate del punto O alle che entrano 
nelle p i k .  A questo scopo notiamo che la prima polare della forma (2) e la 
terza polare della forma (1) del numero precedente rispetto a p sono 

1 1 
2 (A p.)< (TV A)' IVi IVp - (IVhr Wa3 Wp hP2 + a ( W h ) '  W;PV$ hi' - , 

1 -- 1 3 
10 

Qp2hi3hr -, Q ~ ' h i  Y + - ( i p ) 2 ( Q h ) 2  b ihr .  
5 0 

Annali di illalemnticn, tom0 XX. 20 
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Laonde con alcune facili trasformazioni e applic~ndo la (III), l'equaxz'one del 
piano suddetto r i su l ta  

5 (  Wl~)~7Ei* W,"?Z~?L, - (It*)"Qh)2hx h, - QI Q, h i e  hp2 ='O. 

Yolendo eliiniuare il simbolo W, bastn ofiservare che la terza polare di (1)' 
rispetto a p B 

L'equazione del piano considerato diviene cos1 

5 1 - - 3 I ( l P ) z ( ~ ~ ~ ) 2 h ~ l i , +  B i ( i p y  ~i Q, + QÀ Q,. BPV 

Se, per trovare i punti comuni al piano ed alla quartica, poniamo ne1 
primo membro xi = f i (p ) ,  risulta 

Ora dall'identità (CLEBSCH, Theovie,  ecc., pag. 144) 

tus4 hy4 - 2oV4 tls4 = 4 (n: y) tx3 ty3 
segue 

Z O ~ ~  wLe hz  hg3 - W m  ZC; ha2 hz2 = ( X  Y) tx2 ty2 tz2 -t 2 (Z  y) tx3 tY2 tz 

epperb, dopo alcuni passaggi, l'espressione precedente diviene 

Si lia cosi il seguente teorema, notevole per la sua semplicitb: 
Il piano che da O projetta l a  corda Ap tagl ia  ulteriormente Cd n e i  pznzti p 

f w n i t i  dall' equaxione ti2 tPS t,2 := 0. 
33. Chiuderb questo paragrafo, dicendo delle principdi proprietà della 

funzione wj.'. L' equazione 
wx4 = O, 
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dato A e data una retta di coordinate p;k, rappresenta il piano passante per 
la retta e per il punto A di C,; dato I e dato un punto di coordinate X i ,  

essa rappresenta invece il complesso lineare speciale avente per asse la retta 
che unisce quel punto col punto 1 di C,; ecc. In  modo affatto analogo si in- 
terpretano le polari. 

I n  particolare 1' equaxione 
(a  h)' = 0 ,  

data utaa rettir d i  coordinate pikt rappresenta i l  pinfto che projetta la vetta 
du2 punto O ,  e dato u n  punto d i  coordinate xi, rappresenta i l  cowzplesso 
lineure speciale avente per asse la retta che utzisce O col punto dato. 

Chiamando i, ed j, i due irivarianti di ai4 si ha  tosto: 
Data una retta d i  coordinate p s ,  l'equaxioni 

L=O, - jw=O 

~app~esemztano rispettivamente l'insieme dei due piaîzi passanti per Eu retta 
e tangenti ulla quad~ica E,  e l'insieme dei tre piani passanti per la retta e 
tangenti alla superficie d i  STEINER. 

Se nella al4 in luogo delle xi poniamo le coordinate f i ( p )  di un altro 
punto p della quartica, otteniamo 

In particolare, se si fa b, : 1,- = h, : - Jz,, risulta: 
L' equaxione 

1 
(VA)' Vi3 61 + a (Ph) Pl hi3 = O ,  

data una retta di coordinate p i k )  rappreselzta i quuttro punti cornu& a C, 
ed al piano che da O projetta la retta data; dato invece i l  punlo I d i  C,, 
ruppesenta i l  comnplesso lineare speciale avente per usse lu retta che zcnisce 
il punto stesso con 0. 

Se infine in oh4 in luogo delle p i k  si sostituiscono le coordinate Fik(?) 

della tangente in p  alla C,, si ottiene 

ossia G r , ,  dove si sia posto i~ = p. Se si pone Ai : Az = hp : - h l ,  si ritrova la 
forma (1) del n." 31. 
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Il complesso tetraedrale, ed alcuni notevoli complessi Battaglini 
contenenti tutte le tangenti di Cd. 

Il sistema degl'iperboloidi contenenti le tangenti alla quartica 
nei punti dei gruppi dell'involuzione sizigetica. 

34. Ponendo un apice per denotare cib che diventnno le forme saritte 
fra le parentesi quando in esse al posto delle pik si sostituiscano le aoordinate 
della tangente in p a Cd, e ricordando le polari trovate ne1 n." 29, risulta: 

1 
[( VP)Z  VA^]^ = - - (A Y)' Wp<: 

15 
e quindi 

1. -2 1 -e  [(V P)2 (VZU)~]  ' = - - 
15 W p 7  

[(VP)' (Vh)4]' = - - l5 W; s 4,'. 

Inoltre si ba 
2 -2  

[(V Ti2  VA'^]' = - ( A , O ) ~ W ~ ' ,  
7 5 

epperb 
2 -3 2 -2 

[(VV'14 ( V W ) ~  (V' w ) ~ ]  ' = 75 w;, [(V V')' (Vli)' (VI Ii)2]' = - 2up4 hl,', 
7 5 

2 -2 

[(V VI)' (V (V' t)' ti2]' = 75 uy - t i  t,,(. 

Infine 
4 

da c,ui col10 svjluppo di GORDAN risulta 

Di qui abbiamo 
7 

[(V (Y w)' (V' w1)4]' - - w2 h ,  75 

1 1 6  . 
675 

:5 iwP 8 ,  [(V V')' (Vh)' (V' h')']' = - h3 + -9 w3 - - 9 

1 1 
[(VV') '(VW)~(V' h ) ] '  =- w h2 + - 225 iw3.  
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Notiamo poi che 

[(V Vf)6] ' = O , [(PPf)2j ' = O ,  
da cui riaulta: 

L' equazione 
(VYi)6 + Ic(PP')2 = O 

a l  uariare d i  k rnppresenta urn fascio d i  conzplessi d i  2.0 g r a d o  contefzenti 
tutte le tangent i  del la  quartica.  - Questi  cornplessi hanno t u t t i  i l  meclesiino 
cono d i  vertice O ,  e precisavzente quel10 che s i  è trovato (n." 32) esse9.e inv i -  
luppato d u i  p i a n i  foculi d i  O rispetto al le  diverse pr ime  osculanf i .  

35. Premesso questo, ricordiamo che (ARMENAUTE, loc. cit., n." 3) le coor- 
dinate del punto corrente p della tangente alla quartica in  x sono espresse da 

Sostituendo queste polari alle xi contenute in W,.6 e QI', otteniamo 

da cui risulta che, colle medesime sostituzioni, (WW')6 e (Q diventano 

O ,  sott' altra forma, 

Dalle ultime espressioni derivano alcune conseguenze interessanti, di cui 
diremo nei numeri seguenti: per osa le applicheremo a cercare i punti in cui 
la tangente in z taglia la  superficie di STEINER ed i piani stazionari. 

Occorre dunque (vedi il n." 15) cercare cib che diventa la forma 
(W Q)" W &')e (TVQf')e colle dette sostituzioni : per abbreviaïe, darb soltanto 
pochi cenni dei calcoli occorrenti. 

Chiamo per un istante ai6 e PA2 le due forme binarie (1) e (2), e pongo 
inoltre 
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per il sarà 
1 

q f i  = - 3 
4 (zp) ypi6 - aie, ,pi2 = 4 (zp)p? - v i l ,  

e la questione è ridotta a cercare l'espressione di 

(u ,y (a ,')"a 0' )'. 

Ora in primo luogo abbiamo immediatamente 

3 3 1 
(a ,qP UÀ4 = - (2 p)* (y , U ) P  71' - - (zp) (+y Ji4 - - (zp) (y u y  ?pi4 + (au)* ai4. 

16 4 4 
Na 

1 6 
15 

i (1~2)' + - (1 z)' br%h,: (Yr)2 y" = - wW" . wi4 + 
5 

1 2 3 1 + , ( A  ZP (p 4' hz4 + g ( 1 ~ ) '  (p 2)' hi' 6,' - - ( 1 ~ ) ~  Iip hzf + - (12)' (p 2)' i. 
2 O 24 

Quindi 
7 9 3 

(a P)2 4.' = -- (zp)' wi4 to i4  - - (hz)' ruZ4 wÀ2 wp9 - - (P 1)' . 2u12 u~~~ 80 40 40 

1 1 1 1 - - (1zY @ i ) 2 h ~ 4  4- - O g 4 h 2  T11p2 + ( ~ p ) ~  (12)* hiz h i  + - (~g)4@z)*  i. 
( 5 )  

5 10 8 0 

Da questa si ricava 
9 

(.a)yup?'ai' = - ,, 11 
(zp13 wZ4 , hlz kb2 + - ( c f )  (PA)i tut4 ht4 

320 
1 1 1 + Y- (2 p) (1 z)' wz4 . h: hz2 4- - (zp)t wi2 wz2 . h 2  - - (z p) (1 zy w; w2 . hZ4 64 8 O 20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



annessi alle cuwe gobbe raxionali del pzca~*t'ordine. 155 

e di qui la  formola cercata: 

I l  secofido rnembro pertanto, uguagl~uto a zero, fornisce i punti p in cui 
la tangente a C, ne1 punto x taglia la superficie di 4.0 ordine 

Ricordando allora (n." 15) l'equazione della superficie di STEINER, segue 
che i punti p i n  cui la tangente a C4 ne1 punto x taglia la superjicie di 
STEINER sono dati da 

D a  questa equazione si rileva che le tangenti di C, osculano la superficie ne1 
10r0 punto di  contatto, cioè clie C4 è una linea assintotica della szrperjicie 
di STEINER (*). 

Ricordando (n." 15) l'equazione D - O ,  risulta altresi che i punti p ,  in 
cui i quattro piani staxionari della quartica sono tagliati clalla tangente alla 
rnedesima ne1 punto x ,  sono dati da 

Di qui segue che le tangenti della yuartica tagliano i yuattro p k n i  staxio- 
nari in gruppi di punti aventi un rapporto annrmonico costante, eguale n 
quel10 dei punti staxionari. 

In altri termini: Le tangenti della quartica appartengono ad un conz- 
plesso tetraedrale ( O  d i  R E ~ E ) ,  il cui tetraedro fondamentale è costituito dui 
piani staxionari: l'invaria?zte assoluto del complesso tzon è altg80 che I'inva- 
riante assoluto della forma toi4 (**). 

(*) Vedi CLEBSCH, Ueber die STEINER'SC~~ Fln'che (Giornale di CRELLE, Bd. 67); CRI+ 
MoNA (Rendic. d. R. Istituto Lombardo, 1867); BELTRAMI, loc. cit., § 11. 

PX) Queste proprieta si trovano enunciate a pag. 9 della Nota del sig. STUDY. - 
Cirea il medesirno complesso vegçansi inoltre JOLLES, loc. cit., e STAFIL loc. cit., Giornnle 
di CRELLE, Bd. 101. - Il sig. LORIA (6ztorno alle cul-ve razzonali d'ordine n del20 spn.zio 
a n - 1 dtmensioni, Rend. del Circolo Rlatematico di Palermo, tom. 3, 1885, n." 5)  lia 
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156 B e  r x  O 1 a r i: Sui combinanti dei sis terni d i  forme binarie 

Dalle cose che précedono risulta inoltre che lo stesso cornplesso è formata 
dagli assi di tutte le cubiche (A), e che ad esso appartengono quindi tutte 
le cubiche gobbe tracciate sulla sviluppabile osculatrice di Cql e tutte le co- 
niche (?,, p). 

Il comnplesso pecedente ha per equazione 

36. Dalle (4) del numero precedente segue (vedi n." 16) che la  tanyente 
a C, i n  un suo punto qualunque x tocca la qzcadrica E (') ne2 punto i l  cui 
paranzetro p s i  ricava dall'equazione 

cioè, per quanto si è ultimamente dimostrato, ne1 punto castituelttg il gruppa 
polare d i  1.0  ordine del polo z rispetto alla quaterna di punti;  in cu i  la tan- 
gente considerata seca i piani siaxionari. 

Cib dimostra che la quadrica E e la sviluppabile osculatrice di C4 si toc- 
Cano lungo una curva razionale del 6." ordine: il punto corrente di questa 
curva ha  le coordinate espresse dalle formole 

ci06 ha per equazione 
(a W )  al3 wx3 = o. 

37. Dalle (3) del n." 35 segue che la  tangente in x alla quartica taglia 
1% quadrica 

O = ~ A + ~ B = U ( W W ' ) ~ $ / ~ ( Q Q ' > ~  

nei punti p dati dall'equazione 

esteso il teorema ad una curva razionale d'ordine n di un $,-,, assumendo come spazi 
fondamentali per la rappresentazione analitica gli spazi stazionari della curva. - Si noti 
come dalle due ultime equazioni seguano di nuovo talune proprietj delle prime osculanti, 
che ne1 paragrafo precedente vennero dedotte per altra via. 

(*) Vedi ROHN, loc. cit., alla fine del 3 V. 
(**) Si noti di passaggio che, per a = - 10, /3 = 1, il primo membro si riduce 3, (z p)zh / ,  

il die conferma (vedi n.O 16) clle l'equazione - 10A -t- B = O rappresenta l'iperboloide 
passante per C,. 
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Ponendo per semplicith 

le coppie di punti, in cui la detta tangente di C, taglia le quadriche ( a ,  Pl, 
(a,, p,)  del10 stesso fascio, si ottengono uguagliando a zero le due forme 

e chiamando iL e j, i due invarianti di questa forma biquadratica, si ha  (*) 

dove si è posto 

D = ( M ~ l f ' y ,  A = (NN')', T = (MN)P. 

Ne1 nostro caso abbiamo 

epperb si deducc l'interessante proprietà: 
Una coppia assegnata qualzcnque d i  puadriche del fuscio a A 3. f i  B = O 

è tagliata dalle tangenti d i  C, in gruppi d i  punti aventi un rapport0 anar- 
manico costante. 

Il caso piii notevole si ha  quando le due coppie di punti si separano fra 
loro armonicamente, cioè quando è T = O. Ponendo 

questa condizione prende l a  forma 

(*) PITTARELLI, Itztorno ad un problenza di eli~lnazione nella teoria analitka della 
cubica gobba (Giornale di Matem., vol. 17, pag. 200 e 253). 

Annali di  Matematica, tom0 XX, 2 1 
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158 Berxo  Jar i: Sui combintrnti dei sistemi d i  forme bharie 

e definisce quindi un'involuzione, i cui elementi doppi hanno per parametri 
5 - 10 e - Si ha  dunque il teorema: 
2 

Le quadriche de2 fascio p A + B = O sono a due a due conjugate ziz una 
stessa involuzione, essendo due quadriche conjugate palunqiue tugliate armo- 
nicamente da tutte le tangenti dellu yuartica. 

In altri termini: Le tangenti della quartica appartengono a tutti i com- 
plessi puadratici d i  BATTAGLINI (*), che vengono determinati da due yuadriche 
qualunque f ra  loro conjugate rtella. detta involuxione. Le quudriche doppie 
di questa sono quella ( H )  che contiene C,, e quella (E)  che è inviluppata dai  
piani secanti C, equianarmonicamente. 

38. H o  anche determinato l'equazione del complesso di BATTAGLINI indi- 
viduato da due quadriche qualunque del fascio suddetto. A tale scopo osservo 
che per 1'Uebertragungsprincip di CLEBSCH, se si denotano con aa2 e ba2 le 
fornie quaternarie che, uguagliate a zero, dànno le equazioni di due qna- 
driche, l'equazione di quel complesso è 

(nbzcv)" O ,  

essendo u e v le coordinate di due piani che determinano una retta variabile 
del complesso. Di qui, facendo uso inoltre dell' identità (XVI), segue : 

I l  complesso di BATTABLINI, determinato dalle due qzlndriche 

A + h B = O ,  . , 4 $ - k B = O  

del fios tro fascio, è ~appresen tato dali'eyuaxione 
h k X + ( h +  k ) Y + Z = O ,  

avendo posto 
3 i(PP1)'  + y (VP')4(VhY(B1 7 ~ ) ~  - 18 (VP)' (Ph)' ,  X =  , i (VPr ) '  - - 

10 

6 2 7 6 3 9 Y = - i ( V P 1 ) '  + i ( P  P ' p  - 4 ( V  V ' ) 4 ( V h P  (V' th)' + 10 (VP) I (Vh)< ,  5 

(*) È noto-clie cosi vengono chiamati i complessi di 2." grado (stuüiati, pe r  l a  prima 
volta, d d  prof. BATTAGLINI fino da1 18GB), la cui equazione contiene i soli quadrati delle 
coordinnte plückeriane della retta. Il sig. ASCHIERI ha  poi trovato (Sopra un complesso 
di 2 . O  grndo, Ctiornale di Matem., vol. 8, 1870, pag. 35 e 229) clie un  tale complesso si 
pub considerare, in  infiniti modi, corne l'insieme delle re t t e  che tagliano due quadriche 
in coppie di punti separate  f ra  loro armonicamente. 

Sullo stesso complesso veggasi poi specialmente il bel lavoro del sig. SEGRE SU una 
tiwsfornznzione irraaionnle del10 spnzio, ecc. (CTiornale di Matern., vol. 21). 
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Da1 noo 34 risulta che questo complesso contiene le rette che toccano C, 
nei punti forniti dall'equazione 

ossia: T u t t i  i cornplessi rappresentati  dal2'epazione ( 2 )  contengono le tan- 
genti  alla quaî.tz'ca ?te' suoi punt i  staxionari, e le tangenti trz'secanti. 

I l  primo fattore dell'ultima equazione coincide, salvo un fattore numerico, 
col primo niembro della (l), epperb: 

L e  coppie d i  quadriche conjugate ~zell'involuxione (1)  sono le sole del 
fuscio A + k B = O ,  i l  czci corrispondente co~nplesso d i  BSTTAGLINI c o n t e n p  
tutte le tanyenti d i  Cd. 

39. Ponendo h = IC nella (2) del numero precedente, risulta che Z'equu- 
zione, in coordinate d i  rette, della puadrz'ca A + k B = O è 

Volendo l'equazione del cono circoscritto da1 punto O alla quadrica pre- 
cedente, basta sostituire le coordinate di O alle che entrano nelle pii, con- 
tenute ne1 primo membro dell'ultima equazione. Ora,  ricordando (n.' 31) cib 
che con tali sostituzioni diventano V16 e PlZ, ed applicando le identità del 
5 2 ,  si trova che (VV')6 diventa 

5 e che (PP')Z diventa - di questa medesima espressione (cfr. n." 34); mentre 
2 

(VP)2  diventa 

4 e (VV')4(Vh)2(V'h)2 diventa m di questa stessa espressione. Di conseguenza 

le X, Y, Z del numero precedente diventano rispettivamente zero, 

Il primo risultato era da prevedersi, poichè per k = cu, 1' equazione 
A f k B = O foïnisce il con0 B - O avente il vertice in O. 
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160 B e r  x o l a r i :  Sui combinanti dei sistemi d i  forme bitzarie 

I coni d i  cui s i  trat ta ilppartengono pertanto alla rete studiata ne1 5 4. 
Da ultimo osservo, ch0 fra i cornplessi d i  BATTAGLINI rappresentnti dai- 

l'egzcaxione (2), ue ne è uno solo appartenente a l  fascio 

(VV')S + p ( P P ' ) 2 = o ,  (3) 

a cui appartiene il complesso tetraedrale trovato a l  12.0 35: esso ha l'epua- 
zione 

50(VV')6 + 3(PP1)e = 0 ,  

la p a l e  rappresenta, i n  coordinate d i  rette, la  quadrica E. 
Per ta1 modo viene completamente determinato il significato geometrico 

del fascio (3). 
40. Terminerb osaervando come dalla formola (5) del n.' 35 e dalla pe- 

nultima equazione del n." 18 si possa dedurre il teorema seguente (*), che, 
quantunque non si connetta colle cose esposte in questo paragrafo, pure non 
mi sembra privo d'interesse: 

Le tangenti a C, nei  quattro p m t i  d i  un gruppo qzcalungue dell'invo- 
luzione sizigetica giacciono sopra u n  iperboloide. 

Sia 
À w + h = O  

un gruppo qualunque dell'involuzione: ricordando la penultima equazione del 
n." 18, nonchè l'equazione dell'iperboloide passante per la quartica, risulta 
che il fascio d'iperboloidi tangenti a C4 nei punti del gruppo considerato ha 
per equazione 

(2À2 - z]B + 5 h ( W & ) g ( W ~ ) ~  + 10(W Q)"Wh.)4 + a(10A - B) = 0 ,  

denotando con il parametro variabile. Ora dalla (5) del n." 35 segue facil- 
mente : 

Con queste formole si trovano tosto i punti p in cui una quadrica qua- 
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annessi alle cuwe gobbe raxionali del quart'ordine. 161 

lunque del fascio suàdetto viene tagliata dalla tangente a C, ne1 punto x. 
Supponendo poi clle x sia uno qualunque dei quattro punti costituenti il gruppo 
considerato, nell'equazione cos) ottenuta potremo sostituire 

Sopprimendo allora il fattore 20,' zo,%w,', l'equazione che dà i punti p 
diventa 

( - 6 À 9 + 2 j + 3 i h - 4 5 ~ A ) ( x p ) g = 0 .  

Assumendo quindi per il valore 

si ba ne1 fascio una quadrica, la quale contiene le quattro tangenti nei punti 
considerati. 

I l  teorema è cos] dimostrato; inoltre segue che l'equazione dell'iperbo- 
loide corrispondente al gruppo 

h w +  h=O 
è 

(96 B - 60A)A3 + 225(Kiu)'A2 + [450(Kh)l+ 30iA - 48iB] h 

1 detti iperboloidi formano dunque un sistema di indice 3. 

Pavia, 26 aprile 1892, 

Poco dopo la  presentazione di questa Memoria alla Direzione degli Anîzali, 
è comparso ne1 1.' fascicolo del Bd. 40 dei Mathem. Annalen un esteso e 
notevole lavoro del sig. STAHL, avente per titolo Zur Erzeuguny der rutio- 
nalen Raumcurven. Ne1 3 17 1'Autore considera brevemente anche la C4, e 
verso l a  fine del n." 1, a pag. 48, trova che i gruppi di punti di C4 situati 
sulle sue trisecanti sono le prime polari di una forma biquadratica ai', avente 
10 stesso hessiano di quella che rappresenta i punti di contatto dei piani sta- 
zionari. Questn proprietà trovasi già dimostrata, partendo d a  altro punto di 
vista, ne1 n." 4 della mia Nota Sull'involuzione cubica (Rend. della R. Accad. 
d. Scienze fis. e mat. di Napoli, 11 aprile 1891), dove è inoltre assegnato 
il significato geometrico della forma stessa ai4. 

Agosto 1902. 
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ERRATA, CORRIGE. 

Pag. 102, lima 7 della nota: cd ce8 

» 104 » 17-18 si sopprimano le parole « e delle forme purame& . . . , . . , 
, . . . . , . dei piani stazionari ». 

> 112 B lL X 1 2  

» 115 » 13, 14, 23 dopo la parola « combinanfi % si sggiunga « elemeiitari B. 

% 117 » 13 si soGpriniano le parde le forme di cdi ara si 4 parlulta 1). 

?> 146 » dtima d ~ p a  1% p ~ o h  aiX qui > si aggjunga « e dd modo S ~ S S O  

6i fortnazione », 
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Rappresentazione geometrica 
delle 

caratteristiche di genere 3 e di genere 4 
e l o r o  gruppi  di  sostituzioni. 

(Di ERNESTO PASCAL, a Pavia.) 

U n  corso di matematiclie superiori sulla teoria delle soslitutioni, da 
me dettato nell'anno scolastico 1891-92 nella Università di Pavia,  mi ha  
dato occasione di completare gli studi che comincio a pubblicare con questo 
lavoro, il quale sarà seguito da altri lavori miei e dei miei discepoli. Con i 
quali altri lavori noi ci proporremo di mostrare tutto il vantaggio che si pub 
trarre dall'idea fondamentale sviluppata qui applicandola massimamente al10 
studio di certe configurazioni note e di altre nuove. 

Le  cxraiteristiche di genere 3 furono studiate da  WEBER, e quelle di 
genere 4 e di genere qualunque fiirono l'oggetto delle ricerche di NOETHER, 
di FROBENIUS e di altri. 

h noto, dopo i lavon di CLEBSCH, il legame che esiste fra le caratteri- 
stiche e i sistemi di curve di contatto, per modo che 10 studio della confi- 
gurazione delle caratteristiche, O altrimenti 10 studio del gruppo delle sosti- 
tuzioni fra le caratteristiche diventa 10 studio della configurazione dei diversi 
sistemi di curve di contatto, e in particolare, se si tratti di sole caratteristiche 
dispari, delle tangenti doppie della curva di 4." ordine (genere 3) O dei piani 
tritangenti della sestica storta (genere 4). 

Siccoms poi mediante le caratteristiche dispari si possono formare anche 
le pari, cos1 una prima rappresentazione geometrica di tutte le caratteristiche 
ci verrebbe data dall 'mieme di queste tangenti doppie, o di questi piani tri- 
tangenti. 

Ma queate configurasioni sono troppo cornplicate, perche noi le potessimo 
utilmente prendere per fondamento dei nostri studi. 
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Nelle ricerche di HESSE sulle curve di 4." ordine, le 28 tangenti doppie 
vengono a corrisponclere alle 28 rette che congiungono a due a due otto punti 
fondamentali nello spazio. II prof. KLEIN nelle sue lezioni a Gottingen si giovb 
di quest'ultima rappresentazione geometrica per ricavare alcune proprietà fon- 
damentali delle caratteristiche di genere 3; io ho cercato di completare que- 
st'idea ricavandone molti altri vantaggi fra cui la risoluzione di un problema 
già trattato in maniera completamente diversa dallo stesso prof. KLEIN (Math. 
Ann., Bd. I l ) ,  cioè un meezo per assegnare le caratteristiche nlle tangenti 
doppia di quella curra di 4.' ordine a tangenti doppie reali studiata da  PL~CKER. 

Ma la parte principale di questo lavoro è l'estensione di tale raypresen- 
tazione geometrica alle caratteristiche di genere 4 per le quali perb ci manca 
qualcosa di analogo agli studi di HESSE; ma perb per stabilire la rappresen- 
tazione non ci occorre altro che fondarci su di un teorema di NOETHER relativo 
all'esistenza di certi sistemi di dieci caratteristiche pari dotate di certe pro- 
prietà fondamentali. 

Allora immaginando 10 punti nello spazio, nell'assieme dei 120 piani che 
li congiungono a tre a tre, noi possiamo avere il complesso di tutte le carat- 
teristiche dispari, e abbiamo una figura che pub considerarsi come la diretta 
estensione di quella figura che risulta dalle ricerche di HESSE. 

Cib fa supporre (e 10 noto qui di passaggio, caso mai quest'idea possa 
venire utilmente raccolta da qualche geometra), che per la sestica storta di  
genere 4 si debba poter fare, introducendo Io spazio a 4 dimensioni, qual- 
cosa di analogo a quel10 fatto da HESSE per la quartica piana; solo che mentre 
nella rappresentazione di HESSE si prende per fondamentale un solo sistema 
di contatto con caratteristica pari, per la  sestica invece dovrebbero cornparire 
come fondamentali 10 sistemi di contatto con caratteristica pari. 

Prendendo come fondamento delle ricerche questa rappresentazione geo- 
metrica semplic:issima ne risultano in modo facile tutti i teoremi già trovati 
da WEBER e NOETHER, e possiamo poi passare a considerare i sistemi completi 
di caratteristiche dispari che pel genere 3 corrispondono ai  cosiddetti sistemi 
di ARONHOLD, e pel genere 4 soi10 i sistemi studiati d a  NOETHER. 

Nella iiostra rappresentazione i primi possono dar luogo solo a due figure 
diverse, mentre i secondi, come noi dimostriamo, dànno luogo a 13 figure. 

L'introduzione di questi sistemi ci porta a rappresentare geometricamente 
tutte le sostituzioni del gruppo di monodromia, mentre colla sola considera- 
zione delle 28 rette che congiungono a due a due otto punti fondamentali, O 

dei 120 piani Che congiungono a tre a tre 10 punti; si poteve rappresentare 
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delle caratteristiche d i  genere 3 e d i  genere 4 ,  ecc. 165 

solo quel sottogruppo di sostituzioni che lasciano inalterato l'assieme delle 
caratteristiche pari fondarnentali. 

Tenendo ora presenti gli studi di GEISER (Math. Ann., Bd. 1) sulla re- 
lazione fra le 27 rette della superficie di 3." ordine, e le 28 tangenti doppie 
della quartica piana si pub anche passare a studiare il gruppo delle 27 rette 
della superficie cubica (JORDAK, pag. 317). 

Di questo noi daremo qui solo un cenno in un capitolo finale; ci tor- 
neremo poi sopra di proposito in un prossimo lavoro. 

Cogli stessi principii si potrebbe allora passare a studiare nello spazio a 
quattro dimensioni una configurazione di 119 piani analoga a quella delle 
27 rette della superficie cubica nello spazio ordinario e una configurazione 
di 64 piani ne1 medesirno spazio 'analoga a sua volta a quella nota delle 
16 rette della superficie di 4." ordine a conica doppia stiidiata da Crsssc~. 
Ma cib 10 riserbiamo per un' altrn occasione. 

§ 1. Preliminari. - Teorema d'inversione. 

In questo paragrrifo non faremo rioordare alcune nozioni generali 
per riordinarle secondo il punto di rista che ci occorrerà in seguito. 

Si abbiano due gruppi di punti corresiduali su di una forma fondamentale 
di genere p: 

X i  Xz.. . X, 

ai a*.  . . a,. 

L a  condizione necessaria e sufficiente per la loro corresidualità è data da1 
teorenla di ABEL ed è: r +r + . . . +r - O (rnod. periodi), 

dove l'integrando è qiiello di un integrale abeliano di 1." specie, e la corri- 
spondenza fra i punti a e i punti x pub stabilirsi in un modo arbitrario. 

Con questo teorema pub ricercarsi (*) quando è che una somma di in- 

(*) WEBER, Abelsch. Fzinct., psg. GO. 
Annali di Matematica, tom0 XX. 
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166 Pau  c a 1 : Rappresentaxione geometrica 

pub trasformarsi in un' altra: 

k necessario evidentemente che i puoti z, b sieno corresiduali coi punti 
a ,  y di cui gli a sono dati, e resta a trovare solo (se esistono), i punti y. 

Coll'applicazione del teorema di RIEMANN e ROCH risulta che i punti y 
sono in numero mS-P; onde, se s è minore di p,  in generale non vi è alcuna 
soluzione al prohlema; se s è eguale a p, vi è un numero finito di soluzioni, 
e se s >p ,  vi sono infinite soluzioni. 

Di qui si ricava dunque che una somma di r integrali pub ilempre tras- 
formarsi in una somma di p integrali essendo p il genere della curva fonda- 
mentale. 

Consideriamo allora i p integrali di 1." specie w, w,. . . w, composti come 
somme di p integrali, caso cui, come abbiamo dimostrato, possiamo sempre 
ridurci : 

dove i liiniti inferiori sieno delle quantità fisse. Allora abbiamo una corrispon- 
denza fra il gruppo dei p punti x e i valori delle W .  

In  altro luogo (*) abbiamo parlato di questa corrispondenza pel cas0 spe- 
ciale iperellittico, e abbiamo introdotta una rappresentazione geometrica di 
questa corrispondenza. 

Irnmaginiamo ogni zo scisso nella sua parte reale e immaginaïia 

~ ' k  = ah + i B k  ( k =  1, 2 ,  ... 23). 

Assumiamo le ,& come le coordinate di un punto nello spazio a 2 p  
dimensioni, allora tale spazio resterà diviso in una serie di parallelepipedi 
congruenti i cui lati sono rispettivamente le lunghezze dei periodi degli in- 
tegrali di 1.B specie; ad ogni sistema di punti x corrisponde un punto in 
ciascuno di tali parallelepipedi. Quindi in luogo di tutto 10 spazio delle w 
basta considerare solo uno di questi parallelepipedi, 

(*) Sopra le fi~ngioni ip~rellilticiche, ecc, Annali di Matematica, tom. 18, 5 1. 
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delle caratteristiche di generc 3 e d i  genere 4 ,  ecc. 167 

Viene ora la domanda se questa corrispondenza è reciproca, cioè ad ogni 
punto del parallelepipedo corrisponde sempre un sistema di punti x. In  altri 
termini si domanda se assegnati valori arbitrarii alle w ,  si possa sempre tro- 
vare un gruppo di punti x: in modo che le relazioni precedenti sieno sod- 
disfatte. 

Il teorema d'inversione di WEIERSTRASS risponde a questa domanda, e 
dice che ad ogni punto w corrisponde un gruppo di punti r ,  ed uno solo. 

Cib torna a dire che: le funzioni razionali simmetriche dei p punti, sono 
funzioni monodrome delle W .  Sotto questa forma il teorema era stato enun- 
ciato da JACOBI pel cas0 iperellittico, e la dimostrazione di JACOBI si fonda 
sulla teoria delle funzioni 9 (*). 

Immaginiamo ora le w dipendenti solo da p - 1 punti. Allora esisterà 
fra le p w una unic.a relazione che corrisponderà ad una variet& immersa 
nello spazio a 2 p  dimensioni; per modo che mentre il punto w si muove su 
questa varietà, esisterà sempre il gruppo corrispondente di p - 1 punti, e se 
il punto w sta fuori di questa varietà, non esisterà il gruppo di p - 1 puriti. 
Consideriamo il parallelepipedo inizinle, cioè quel10 di cui uno dei vertici sin 
il punto zero; e congiungiamo in esso il punto zero con tutti gli altri vertici, 
e troviamo i punti medii di queste diagonali. Se Pi P, ... Y, sono le coor- 
dinate di un vertice, dove le P sono combinazioni lineari con coefficienti interi 
dei periodi di w ,  allora: 

saranno le coordinate di tali punti medii. 
Ora dalla teoria delle 9 risulta che ta1 punto medio sta su quella varietà 

di cui si è parlato avanti, sempre che il vertice (P) corrisponde ad un periodo 
dispari (**), cioè semprechè posto : 

eguale ad un numero dispari. 

(*) P e r  la dimostrazione di WEIERSTRASS s i  pub riscontrare: \VEIERSTRASS, Crellc, 
BJ. 52 - BURKHARDT, Math. Aniialen, Bd. 32, pag. 420 e seg. 

(**) CLEBSCH, Géon~étrie, III, pag. 2% e seg. ( e d i ~ .  fi2ûncese). 
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5 2. Curve d i  coatatto;  tangenti doppie; funzioni e forme radicali. 

Limitiamoci al cas0 del genere 3; allora la forma fondamentale è una 
curva piana generale di 4." ordine Cd. 

Chiameremo cuma di contatto alla C, ogni curva che in ogni punto in 
cui tagli Cd la tocchi. 

Con un computo di costanti si pub far vedere che unn curva di ordine r. 
di contatto alla C, esiste sempre (*). 

Noi vogliamo ora studiare coi principii precedenti quante ve ne sono e 
quali proprietà hanno. 

Sieno Cr, C,, due curve di contatto di ordine n ,  di cui una esiste sempre; 
sieno: 

a, a ~ . . .  &ta,  

i punti di contatto della prima, e 

Xi Xe-.. Xzn, 

quelli della seconda. 
1 punti a ciascuno contato due volte, formano un gruppo corresiduale a i  

punti x ,  ciascuno anche contato due volte; onde pel teorema di ABEL si ha  che; 

(y + . . . + r ) d ) d w i  - O (mod. periodi). 
" 

Deve cioè il primo membro essere eguale ad un periodo di w i ,  cioè a 

("'+...+r=$ - (mod. periodi). 

Ora qualunque sia il periodo Pi, essendo 2 n  > p per n > 1 e p = 3, si h a  
pel teorema d'inversione, che il sistema dei 2 n  punti x esisterà sernpre, e 
sarà 2% - 3 volte infinito. 

Vi saranno dunque tanti sistemi di 2 n  punti corrispondenti a curve di 

(*) CLEBSGH, Géométrie, III, pag. 230 nota, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle caratteristiche d i  geneîBe 3 e d i  genere 4 ,  ecc. 169 
- - --- 

Pi contatto (ciascun sistema 2n - 3 volte infinito), quante sono le quantità - 
2 

fra loro incongruenti, cioè 2Y = 26 = 64. 
Pel caso n - 1, cioè quando vogliitmo considerare le tangenti doppie 

della curvs di 4." ordine, 2 n  è minore di p, ed è eguale propriamente a p - 1, 
e quindi non possiamo applicare il teorema d'inversione. N a  in qiiesto caso 
ci è utile l'osservazione fatta alla fine del paragrafo precedente, cioè clie se 
il periodo Pi è dispari, allora esiste il sistema corrispondente di punti x, onde 
si ha  che vi sono tante tangenti doppie quanti sono i periodi Pi dispari fra 
loro incongruenti , cioè 28. 

Per  p = 4 la forma fondamentale è una sestica storta e colle stesse con- 
siderazioni si giunge a far vedere che vi sono 120 piani tritangenti, mentre 
vi sono 256 sistemi di superficie di contatto Sn ciascuno 6 n  - 4 volte infinito. 

Sieno ora C, 
tci.tto. Allora: 

- 
C', i primi membri delle equazioni delle due curve di con- 

sarà una funzione bidroma sulla superficie di RIEMANN, ed avrh per punti zero 
semplici i punti x ,  e per punti d'infinito semplici i punti w e solo essi ; quindi 
sarà una funzione non diramata. L a  chiameremo una funxz'one mdica le  (*), 
mentre chiameremo \(c una forma radicale ne1 senso di KLEIN (**). 

L a  periodicità della funzione radicale ha una relazione coi numeri interi 
m, costituenti il periodo Pi. 

Propriamente è facile trovare che percorrendo i 2 p  tagli canonici della 
superficie di RIEMANN, la funzione detta acquista rispettivamente i fattori 

Queste funzioni sono formate col quoziente di due forme radicali corrispon- 
denti a due curve di contatto. Possiamo formare, ne1 caso di n dispari, una 
funzione mediante un'unica forma radicale, e un'altra forma fissa. 

Costruiamo (n dispari) 
VE fi (xy) 

'n-i 
2 

(*) Vedi il 5 2 della hlemoria: Sulle funzioni syma 
matica tom. 18. 

(**) KLEIN, Math. Annalen, Bd. 36, pas. 30-3'3-19. 
(***) Idem, pag. 33. 

pari, ecc. Annali di Mate- 
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12-1 dove r, , è una fornia inters di grado - e Q(xy) è la forma introdotta - 2 
2 

Questa espressione é di grado zero in x e quindi è una fuwione sulla 
superficie di RIEMANN. 

Si fa vedere che la periodicità di tale funzione sulla superficie di RIEMANN 
é la seguente. 

Percorrendo i tagli canonici esaa acquista rispettivamente i fat.tori (*) 

- 
Se considero due forme radicali \IC, VC', e le divido fra loro, si ha che la 
periodicità della funzione che ne risulta sarà il quoziente delle periodicità 
delle due altre funzioni 

e quindi sarà: 
(- l)h~-h;, (-1)hrhfs, (-1)%-h1s, (-l)gi-9'1, (- l)q2-9'~, (- 1).%-g12, 

e paragonando colla periodicità ottenuta avanti si ha che i numeri 

saranno congruenti (mod. 2) coi numeri 

Di qui si rjcava che per due curve di contatto del10 stesso sistema, l'as- 
sieme dei numeri 12, g non muta (presi mod. 2) perchè la differenza dei nu- 
meri corrispondenti deve corrispondere alla periodicità della funzione che è 
il quoziente delle due forme radicali corrispondenti, e ta1 funzione, poichè le 
curve di contatto appartengono al10 stesso sistema, è, corne si sa ,  una fun- 
zione razionale e quiiidi la sua periodicith è .zero. 

(*) KLEIN, Opera citata, pas. 31, 
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Conoideriamo una curva di contatto C,. Ad essa e a tutte quelle del 
suo sistema (e solo ad esse) appartengono i numeri m, n ;  mutando il sistema 
muta il complesso di questi numeri. 

Noi allora possiamo assumere questi numeri come rappresentanti il si- 
stema cui appartiene c,, e il complesso di questi numeri nt, n lo chiamiamo 
la caratteristica del sistema. 

Perb osserviamo che il valore di questi numeri (mod. 2) dipende dalla 
scelta della curva C', che ha per punti di contatto i punti a. Quindi variando 
questa curva varia la caratteristica, almenochè non potessimo scegliere per 
la curva Cfn m a  ta1 curva di contatto che sia geometricamente distinta da 
tutte le altre. Cib avviene ne1 cas0 di lz pari, jn cui possiamo considerare 

I'assieme di rette del piano ciascuna eontata due volte. Tale assieme forma 
2 

una curva di contatto degenerata, e distinta geornetricamente da tutte le 
altre. Analogamente anche i numeri g, h possono assumersi come caratteristica 
del sistema, perchè abbiamo fatto vedere che essi non mutano facendo va- 
riare ne1 proprio sistema la curva di contatto. 

Allora per le curve di contatto di ordine pari noi assumeremo come 
caratteristica l'assieme dei nurneri (m, f i ) ,  prendendo per fondamentale la 
curva di contatto degenerata, e per quelle di ordine dispari noi assumeremo 
come caratteristica l'assieme dei numeri (y, h).  In ambo i caei allora queste 
caratteristiche figurano come caratteristiche assolute. 

La  caratteristica ( g h )  per la sua natura non potrebbe addattarsi a curve 
di contatto di ordine pari, mentre la caratteristica (mn) potrcbbe anche adat- 
tarsi a curve di contatto di ordine dispari perdendo perb il silo cnrattere as- 
soluto. Seguendo il KLEIN, le caratteristiche (mn)  si chiamano elementari, e 
le (g  h) prime. 

3 3. Monodromia della superficie di Riemann. 
Gruppo delle curve di contatto di ordine pari  e dispari. 

Gruppo delle caratteristiche. 

Iminaginiamo che i coefficienti della curva di 4.' ordine descrivano ne1 
piano complesso delle curve chiuse, cioè alteriamo i coefficienti e facciamoli 
poi tornare ai loro valori primitivi. Allora la curva di 4." ordine torna in sè 
stessa, e quindi considerando Ia superficie di RIEMANN corrispondente, questa 
torna in sè stessa, e tornano in loro stessi dopo aver subito uns certa per- 
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mutaaione fra loro tutti i punti di diramazione. I l  sistema dei tagli cano- 
nici del17antica superficie di RIEMANN torna in un sistema di tagli canonici 
della nuova, per modo che con questo mutamento i periodi w degli integrali 
abeliani si alterano con sostituzioni lineari; i nuovi periodi cioè risultano 
combinazioni lineari con coefficienti interi degli antichi. 

Si sa che ne1 caso della forma generale abeliana, da  un sistema di tagli 
canonici si pub passare a qualunque altro per monodromia, cioè per oppor- 
tuni cammini rientranti fatti percorrere ai  coefficienti di C,,' cioè in questo 
senso, tutti i sistemi di tagli canonici possono considerarsi fra loro come 
equivalenti (*). 

Questa trasformazione in sè stessa della superficie di RIEMANN si su01 
chiarnare trasformazione di monodromia, per la seguente ragione. Facendo 
percorrere ai coefficienti di C,  tu t t i  i cammini chiusi possibjli si ha eviden- 
temente un gruppo di sostituzioiii fra i punti di diramazione della superficie 
di  RIEMANN corrispondente. Ora una funzione dei punti di diramazione appar- 
tenente a ta1 gruppo, cioé che resta inalterata per le sostituzioni di questo 
gruppo, è una funzione monodroma dei coefficienti di Cd, e percib ta1 gruppo 
si chiama gruppo di monodromia (**) L'ordine del gruppo è 36 - 8  ! 

Esaminiamo ora come si comportano per monodromia le curve di con. 
tatto. Dobbiamo distinguere anche qui i due casi di curve di contatto di 
ordine pari e di ordine dispari. 

Per una sostituzione di monodromia un sistema di curve di contatto va 
in un altro; quindi si ha  una permutazione dei sistemi di curve di contatto. 

Tutte queste permutazioni formano un gruppo. Noi vogliamo studiare 
questi gruppi e per far cib siarno condotti a studiare la trasformazione per 
monodromia delle caratteristiche assolute corrispondenti ai  singoli sistemi di 
curve di contatto. Una trasformazione di monodromia corrisponde ad una so- 
stituzione lineare dei periodi. Sia tale sostituzione 

Perchè questa possa rappresentare una sostituzione di monodromia (sosti- 

p) KLEIN, Opera citata, pag. 47. 
(**) JORDAN, SuUst., pas. 277. 
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tuzione abeliana corne la chiama il JORDAN), è noto che fra i coefficienti deb- 
bono sussistere delle relazioni identiche (*). 

Con queste trasformazioni dei periodi o, si possono avere le formole di 
trasformazione delle caratteristiche (**). 

F e r  le curatterz'stiche elemeiztari si hanno le formole: 

E per le caratterist iche prinze si hanno invece le formole: 

Esaminiamo a parte i gruppi formati colle sostituzioni 
2.a snecie. 

(rnod. 2). (1) 

\ 

(rnod. 2). (II) 

della 1." O della 

1 

Essendo ornogenee le formole della prima trasformazione, si ha che dalla 
caratteristica (O) io passo sempre alla caratteristica (O), cioè per tuttc le so- 
stituzioni di monodromia vi è una caratteristica elementare che resta inalte- 
rata. Inoltre badando alle relazioni che debbono sussistere fra i coefficienti a ,  
6 ,  c ,  ... si trova clle tali relazioni non dànno alcuna altra limitazione, in 
modo che per ixna sostituzione (1) da un sistema di numeri (m,  PZ) POSSO 

passare a qualunque altro nieno i l  sistema (O, O). Cioè il gruppo delle sosti- 
tuzioni (1) è transitive fra tutte le caratteristiclie elementari, meno perb per 
la cnratteristic,a zero che non viene spostata da nessuna sostituzione. 

Inoltre se abbiamo due caratteristiche 

ml m2 m3 M, 31, If3 i.. .. .,i (Ni 1ï). 
si pub formare la espressione 

(*) HERXITB, Comptes Rendus, tom. 40. - JORDAN, Subst., paç. 171. - BURKHARDT, 
Math. Ann., Bd. 35, pag. 203. 

(**) KLEIN, Math. Ann., Bd. 36, pag. 36. 
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e questa colla sostituzione (1) diventa esattamente 

cioè resta inalterata; cioè esiste un invariante forinato con duc! caratteristiche 
elementari, mentre non ne esiste uno format0 con una sola caratteristica. 

Da questi risultati si pub passare ora senz'altro a considerazioni analoghe 
sulle curve di contatto di ordine pari. Geometricainente è chiaro che fra i 
sistemi di curve di contatto di ordine pari ne esiste uno (quel10 format0 col- 

l'assierne di - rette del piano ciascuna contata due volte) che non si altera 
2 

con qualunque sostituzione di monodromia. Se noi allora a questo sistema 
diamo la caratteristica zero (co.me appunto abbiamo fatto avanti per ottenere 
caratteristiche assolute) rioi ci accordiamo col fatto analitico che per le sosti- 
tuzioni di monodromia la caratteristica elementare zero resta inalterata. 

Allora siccome per le trasformazioni di monodromia rimane fisso sia quel 
tale sistema preso per base e sia la caratteristica che vi corrisponde, cos1 
quando la caratteristica (mn) è diventata (m'n') noi possiamo conchiudere 
che il sistema di curve cui apparteneva (ntn) è diventato il sistema cui ap- 
parteneva (a'n'). Ma abbiamo detto che il griippo delle caratteristiche ele- 
mentari è transitivo, cioè da ogni (mn) [meno (OO)] posso passare ad ogni 
(m'fi'), dunque per monodromia posso passare da ogni sistema di curve di con- 
tatto di ordine pari (meno il sistema di curve degenerate) in ogni altro sistema. 

Stabilito perb il passaggio da un sistema ad un altro rcsta limitata la 
permutazione di tutti gli altri sistemi, perchè colle caratteristiche di due 
sistemi si pub formare, come si è visto avanti, un invariante e quindi stabi- 
lito il passaggio di un sistema, resta limitato il passaggio degli altri dalla 
condizione che la espressione I avanti considerata resti inalterata. 

Passiamo ora alle ca~atteristiche przine. 
Dalle formole di trasformazione risulta, poichè esse non sono più Omo- 

genee, che dalla caratteristica (0) si potrà passare ad un' altra caratteristica 
non necessariamente zero. 

Inoltre con una sola caratteristica si pub formare un'espressione inva- 
rian tiva cioè : 

J= gi hi + g, h, + g, 12, (mod. 2),  

come è facile verificare, giovandosi delle sostituzioni generatrici di KRAZER (*); 

(*) Annali, vol. 12. 
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onde allora viene la necessith di  distinguere le caratteristiclie prime in pari e 
dispari secondoché è pari O dispari il corrispondente invariante J. 

Infirie da  ogni caratteristica pari si pub passare ad ogni altra pari, e da  
ogni dispari ad ogni altra dispari. 

Il gruppo delle sostituzioni fra le caratteristiche prime è dunque tran- 
sitivo rispetto alle sole caratteristiche pari fra 101-0 e dispari fra loro. L e  
pari sono 36 e le dispari 28. Passando ora a considerare le curve di con- 
tatto di ordine dispari si ha  dunque che .colle sostituzioni di monodromia non 
si pub passare da ogni sistema ad ogni altro, ma tutti i 64 sistemi si divi- 
dono in due classi, e si possono permutare fra loro solo i sistemi di una 
dessa classe. 

Questa scissione dei 64 sistemi di curve di contatto di ordine dispari in 
due classi corrisponde ad una proprieth geornetrica di tali sistemi, cioè clle 
fra i 64 sistemi di curve di contatto di ordine dispari ve ne sono 28 godenti 
di una proprietà geometrica di cui non godono gli altri. I n  primo luogo noi 
possiamo considerare una tangente doppia insieme con un complesso di rette 
contate due volte; allora si h a  una cmva di contatto che colle sostituzioni 
di monodromia non pub evidentemente che mutarsi in una della stessa natura, 
o poichè di queste non se ne possono formare che 28 (corrispondenti alle 
28 tangenti doppie), esistono 28 sistemi che possono trasformarsi fra loro ma 
non con alcixno dei 36 rimanenti; ognuno dei 28 sistemi resta dunque coor- 
d i n a t ~  con una delle 28 tangenti doppie. 

Si  pub poi dimostrare che per i punti di contatto di una curva di uno 
di tali sistemi e per i due punti di contatto della tangente doppia corrispon- 

f i t 1  dente si pub far passare una curva di ordine - (CLEBSCH.) 
2 

Evidentemente i due gruppi, quello delle sostituzioni fra i sistemi di curve 
di contatto di ordine pari, e quello per le curre di contatto di ordine dispari, 
sono fra loro isomorfi ad un grado, perchh ad ogni sostituzione dell'uno cor- 
risponde una sostituzione dell'altro, e al prodotto di due sostituzioni d i  un 
gruppo corrisponde il prodotto delle sostituzioni corrispondenti dell'altro. Con- 
sideriamo ora l'assieme di due curve di contatto. Evidentemente si lia una 
nuova curva di contatto il cui ordine è quanto la somma degli ordini delle 
due curve date. 

Ora supponendo le duc curve ambedue di ordine pari O dispari, vogliamo 
ricercare la caratteristica che competerh alla curva di contatto che è I'assieme 
delle due. 
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Tenendo presente la definizione di caratteristica è f a d e  vedere che in 
qualunque oaso per trovare la caratteristica risultante basterà sommare i nu- 
meri corriepondenti alle due curve date. Intanto se si tratti di due curve di 
ordine dispari, il loro assieme sarà di  ordilie pari, quindi la soinma delle due 
caratteristiche prime deve essere una caratteristica elementare. 

Ricordando che siccome i numeri che figurano nelle caratteristiche sono 
presi mod. 2 ,  cosi fare la loro somma O la loro differenza è la stessa cosa, 
si ricava che il risultato ultimamente ottenuto è d'accord0 con un'osservazione 
fatta ne1 paragrafo precedente. 

Inoltre deve allora evidentemente accadere che per le trasformazioni di 
monodromia, la somma di due caratteristiche prime deve trasformarsi colle 
stesse formole con cui si muta una caratteristica elementare, e ci6 si pu6 in- 
fatti facilmente verificare tenendo presenti le formole indicate su1 principio di 
questo paragrafo. 

Cosi se sommiamo tre caratteristiche prime si ha  di nuovo una carat- 
teristica prima, e in generale la  somma di un numero pari di caratteristiche 
prime dà una c a r a t t e d i c a  elementare, e la  somma di u n  numero dispari di 
esse dà una caratteristica prima. Cib è in corrispondenza col fatto che un 
numeïo dispari O pari di curve di ordine dispari, da una curva di ordine 
dispari O pari. 

I n  certo modo d o r a  le caratteristiche prime funzionano come le gene- 
ratrici di tutte le altre caratteristiche. 

Dalle cose dette risulta che la somma di due caratteristiche prime non 
ha una parità O disparità fissa colle sostituzioni di monodroniia, perchè si 
comporta come una caratteristica elementare; mentre che la  somma di tre 
caratteristiche prime h a  sempre una parità O disparità fissa. 

Infine è chiaro che accanto ai gruppi delle sostituzioni fra le curve di 
contatto c'è da considerare ancora il gruppo delle tangenti doppie. P e r  mo- 
nodromia le 25 caratteristiche dispari si permutano fra loro, e percib si per- 
mutano fra loro le 28 tangenti doppie cui, come sappiamo, (§ 2) competono 
appunto caratteristiche dispari. Il gruppo delle 28 tangenti doppie è tran- 
sitivo come risulta dalle cose precedenti. 

Ora passeremo a considerare due generazioni della curva di 4.' ordine, 
e quincli le due figure corrispondenti chiamate figura di GEISER e figura di 
HESSE, e i gruppi di sostituzioni corrispondenti a queste figure. 
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$ 4. Figure di Geiser e di Hesse. 

È noto che il GEISER e ~'IIESSE hanno studiata l a  curva piaiin di 4." or- 
dine in relazione colla superficie di 3." ordine e colla rcte di quadriche. 

Riassumeremo ora queste relazioni e comincinmo dalla figura di GEISER 
(Math. Ann., Bd. 1). 

Se  d a  un punto meniamo il con0 tangente a d  una superficie cubica S, 
abbianio un con0 d i  6.' ordine, e se il punto sta su S3 alibiaino invece un 
cono di 4." ordine e il piano tangente ad  & in quel punto contato due volte. 
Tagliamo questo cono con un piano, e abbiamo una curva di 4." ordiiie 
generale C, .  

Ogni curva di I;, tocca il cono di proiezione e quindi si proictta in uun 
curva di contatto a G,; onde le sezioni piane di S, diventano curve di 3." or- 
dine di contatto a C',; si h a  coSi un sistema di culoiche d i  contatto. I l  piano 
tangente a d  S, ne1 centro di proiezione taglia il piano di C, in una tangente 
doppia che cliiameremo tangente doppia fondamentale. 

Ogni piano passante per una dclle 27 rette di S3 e pel centro di proie- 
zione taglia ancora il piano di C, in  una tangente doppia di C, e cos1 si 
hanno tutte le 28 tangenti doppie di C,. 

L a  polare del centro di proiezione rispetto n S3 è una quadrica S:; l 'in- 
tersezionc di S,  con S, è una sestica storta C, pnssaiite pel centro di proie- 
zione e che è l a  curva di contatto di S3 col con0 ciwoscritto. 

L a  C, snrà la  proiezione di C6 clal ceritro di proiezione il qua1 punto k 
un punto doppio per G .  L e  due tangenti in ta1 punto doppio sono le con- 
giungenti il centro di proiezione coi due punti di contatto di una tangente 
doppia di (=,. 

L e  trisecanti di C, sono: 

1." Ogni retta passante pel punto doppio e per un nltro puiito di C , .  
2." Ogni generatrice rettilinea della quadrica S,. 

1 tre punti d'incontro della trisecante con C', coïrispondono per Cc ai  
tre punti in cui una retta passante pei. uno dei punti di contatto della tan- 
gente doppia fondamentale taglia la  C,. 

Corne si vede tutta questa figura è correlata a d  u n a  tangente doppia di 
C, che figura corne fondamentale; a d  essa è correlata ancora un sistemn di 
cubiche di contatto; quel10 ottenuto colle sezioni piane di S,. Onde vi sono 
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28 figure di GE~SER corrispondenti alle 28 tangenti doppie. Fer le sostituzioni 
di monodromia queste 28 figure di GEISER si permutano le une colle altre 
rnentre la curva C, resta inalterata. Per quelle sostituzioni di monodromia 
che lasciano inalterata una tangente doppia la figura di GEISER corrispon- 
dente resta inalterata; perb le 27 rette della superficie si scambiano fra loro; 
cioh il sot togrz~ppo che Zascia i n a l t e r a f u  u n a  cal-atteristica d i spar i  corri- 
spoîzde a l  gruppo delle 27 rette del lu  superficie d i  3.0 ordine. 

Passiamo ora alla figura di HESSE. 
Consideriarno una rete di quadriche; i vertici delle quadriche che dege- 

nerano in coni formano una sestica storta C, non situata su di iina quadrica; 
interpretando i corrispondenti parametri della rete corne le coordinate di un 
punto del piano, si ha una curvs piana generale di 4." ordine C,. Ad ogni 
punto di C6 corrisponde dunque un punto di C,.  

Gli ao3 ggrppi di 6 punti seçati su Cd da un piano del10 spa.zio corri- 
spondono su C, a 6 punti di contatto di una cubica, onde anche qui si ha 
un sistema fondamentale di cubiche di contatto; ai 12 piinti in cui una qua- 
drica taglia C, corrispondono i 12 piinti in cui una cubica taglia C,,  e alle 
quadriche della rete corrispondono le polari di un punto rispetto alla C,, 
mentre i coni della rete corrispondono alle polari di un punto di C, ri- 
spetto e C,.  

Ai quattro punti d'incontro di una retta con 9, corrispondono i quattro 
vertici dei quattro coni di un fascio di quadriche compreso nella rete, e questi 
quattro punti sono definiti da questa proprietà che il piano polare fisso di uno 
di essi rispetto a tutte le superficie del fascio è il piano degli altri tre punti. 

Per  ogni punto d i  C, passano tre trisecanti, e si pub stabilire una cor- 
rispondenza simmetrica (3 ,  3), senza coincidenze fra i punti di C, (*). 

Ai due punti di contatto di una tangente doppia di C', corrispondono 
due punti di C, che sono i vertici dei due coni compresi in un fascio di qua- 
driche in cui i quattro coni si riuniscono a due a due. 

Le congiungenti a due a due gli otto punti fondamentali della rete di 
quadriche incontrano in due punti la sestica; si dimostra che tali due punti 
sono i punti corrispondenti ai  due punti di contatto di una tangente doppia. 
Ne ricaviarno dunque che alle tangenti doppie di C4 corrispondono le rette 
che congiungono a due a due gli otto punti fondamentali della rete di qua- 
driche. I n  questa rappresentazione quindi non c'è alcuna tangente doppia che 

(*) Vedi M e ~ o r i a  IV: Sopj-a le funzioni sigma pari, ecc. Annali di Mat., tom. 18, 1800, 
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figura in modo distinto dalle altre e c'è solo un sistema di cubiche di contatto 
che figura come sistema base della rappresentazione e si pub far vedere che 
è uno di quei 36 sistemi corrispondenti alle 36 caratteristiche pari. Vi sono 
quindi 36 figure di HESSE. 

Colle sostituzioni d i  monodromia che lasciano inalterato il sistema fon- 
damentale di cubiche, cioè la caratteristica pari corrispondente, la figura di 
HESSE rimane la stessa, ma poiché le tangenti doppie si permutano fra loro, 
cos1 si permutano fra loro gli otto punti fondamentali della rete in tutti i 
modi possibili, perchè .da una tangente doppia noi possiamo passare a qua- 
lunque altra. Si permutano fra loro anche tutte le altre 35 caratteristiche pari. 

Potendo scegliere come fondamentale una qualunque delle 36 caratteri- 
stiche pari, si ha che l'ordine del sottogruppo che lascia inalterata una ca- 
ratteristica pari sarà l'ordine del gruppo totale diviso per 36 cioè 8 !, onde 
si ricava che permutando fra loro gli otto punti fondamentali in tutti i mndi 
possibili si ha il sottogruppo che lascia inalterata una caratteristica pari, cioè 
tale sottogruppo è isomorfo col g r t ~ p p o  simmetrico di otto elenietz ti. 

Tale sottogruppo è semy?licemente transitivo fra le 28 caratteristiche di- 
spari, perchè permutando fra loro gli otto punti io posso fare andare una 
caratteristicn dispari in un'altra qualunque, m a  non posso poi fare 10 stesso 
peï un'altra caratteristica dispari, perchè il trasporto di un punto in un altro 
porta con sè il trasporto di tutte le rstte che fanno capo i n  quel punto c 
quindi non posso più stabilire arbitrariamente il passaggio di un'altra carat- 
teristica presa ad arhitrio. 

Le figure di GEISER e di HESSE ci fanno conoscere in un molto facile la 
struttura del gruppo delle sostituzioni fra le caratteristiche prime. Risulta, in- 
fatti che ta1 gruppo, a differenza di quel10 delle caratteristiche elementari, non 
è transitiro in tutti gli elementi, m a  tali elementi si scindono in due classi di 
28 e 36 elementi, e fra gli elementi di ciascuna classe esiste la transitività. 

Questa transitività perb in un certo senso é doppia; cioè noi possiamo 
disporre arbitrariamente del pa.ssaggio di una caratteristica pari ad una pari, e 
ne110 stesso tempo di una dispari ad una dispari, ed esiste sempre la sostituzione 
che effettua contemporaneamente questi due passaggi arbitrariamente stabiliti. 

Cib 10 possiamo ricavare dalla figura di HESSE. 
Sieno infatti a, a' due caratteristiche pari, e b, h' due dispari; noi vogliamo 

far vedere che esiste una sostituzione che muta a in a' mentre muta b in b'. 
Costruiamo le due figure di HESSE aventi per basi le caratteristiche a ,  a'. 

Esistono sostituzioni che mutano la prima figura nella seconda. Sia s ilna di 
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queste. Questa s muti b in bu. Allora esiste ancora una sosiituzione s' che 
lascia inalterata a' e che muta b" in 6'. Quindi ss' muta a in a' e 6 in O'. 
D'altra parte la figura di GEISER ci mostra che ne1 solo assieme delle carat- 
teristiclie dispari esiste anche una doppia transitività. 

Tn altri terniini il gruppo totale è fatto in maniera che noi anzichè di- 
sporre del passaggio di una dispari ad  una dispari e contemporaneamente di 
una pari ad una pari,  possiamo disporre del passaggio solo di due dispari. 

Infatti abbiamo visto che il sottogruppo delle sostituzioni che lasciano 
inalterata una caratteristica dispari corrisponde al gruppo delle 27 rette della 
superficie cubica. Ora tale gruppo è semplicemente traiisitivo (*), onde sarà 
transitivo il sottogruppo di cui si parla; ma abbiamo giS disposto di un ele- 
niento che abbiamo lasciato inalterato (la base della figura di GEISER), dunque 
il gruppo totale è doppiamente transitivo. 

Se noi da tutte le sostituzioni del gruppo totale cancellinmo gli elementi 
che rnppresentano le caratteristiche pari, abbiamo il gruppo delle caratteri- 
stiche dispari O delle tangenti doppie, e quindi ricaviamo che ta1 gruppo t: 
anche doppiamente transitivo in senso assoluto. Se il gruppo totale è doppia- 
mente transitivo in rapporto alle 28 caratteristiclie dispari e alle 36 pari, i l  
suo ordine deve essere divisibile per 28 .  36 cib che infatti si trova. 

E cosi, se B doppiamente transitivo in rapporto solo alle 28 dispari, il 
suo ordine deve esseïe divisibile per 28 27 cib che anche si verifica. 

Ora viene la domanda se esiste anche la doppia transitività rispetto alle 
sole 36 pari. L'oidine del gruppo è divisibile per 36 - 3.5. In uno dei capitoli 
seguenti studiarido più adclentro la figura d i  HESSE e la rap~~esentazione geo- 
metrica delle caratteristiche, troreremo che tale doppia trarisitività esiste infatti 
perchè tutte le caratteristichc pari possono essere rappresentate da certe terne 
di rette che possono per monodromia trasformarsi le une nelle altre. (Vedi 
§ 7 in fine.) 

5 5. Introduzione alla rappresentazione gesmetrica 
delle caratteristiche di genere 3. 

La figura di HESSE considerata nel-paragrafo precedente ci dà il mezzo 
di rappresentare geometricamente le caratteristiche; infatti ivi alibiamo trorato 
che le tangenti doppie corrispondono alle 28 congiungenti a due a due gli 
otto puntj fondamentali della rete di quadriche. 
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Ora sappiamo che alle tangenti doppie corrispondono caratteristiche prime 
dispari, dunque ne1 complesso delle 28 rette che congiungono a due a due 
otto punti fondamentali abbiamo una rappresentazione geometrica delle carat- 
teristiche dispari (*). 

Allora noi possiamo fare astrazione da tutta la figura di RESSE, e con- 
siderare solo questa configurazione immaginando fissa una caratteristica pari 
pesa  corne base (che é quella corrispondente a quel sistema di cubiche di 
contatto che funziona come base nella figura di HESSE) e tenendo presente 
che la configurazione deve considerarsi come rientrante in sè stessa con una 
sostituzione di monodromia che lasci inalterata quella caratteristica pari, e 
quindi una parte della configurazione formante una certa figura qualunque, 
deve ritenersi equivalente cioè trasformabile in un'altra figura simile qualunque. 

Allora con sernplici oonsiderazioni di leggi combinatorie noi dedurrerno 
tutte le proprietà degli aggruppamenti di caratteristichc, e poi passeremo al 
caso delle caratteristiche di genere 4. 

5 6. Coppie di tangenti doppie. 

Incominciamo coll'esaminare le coppie di due caratteristiche dispari. h 
evidente che non esistono altri tipi che i due tipi 1, II rappresentati dalla 
fig. 1.". 

Per il prinoipio dell'equivalenza fra tutte le figure simili si ricava che 
tutte le figure come 1 sono fra loro equivalenti, e cos1 tutte le figure corne II. 
Intanto per quel10 che si è osservato ne1 $ 4 una coppia di caratteristiche 
prime non ha una parith O disparità fissa, quindi noi senz'altro non potremmo 
dire se la coppia 1 dà O no una caratteristica pari O dispari. 

Perb noi sappiamo che nella rappresentazione geometrica introdotta ne1 
paragrafo precedente dietro Io studio della figura di HESSE, comparisce come 
fondamentale una certa caratteristica pari, e d ' a h  parte è chiaro che le 
coppie di caratteristiche prime acquistano una parità O disparitk fissa quando 
ad esse si aggiunge costantemente una caratteristica fissa. Quindi possiamo 
asserire che il tipo 1 e II darà luogo ad una caratteristica di carattere definito 
se noi intendiamo sempre aggiunta la caratteristica fondamentale della rappre- 
sentazione. Ci resta allora a vedere quale dei due tipi dà luogo ad una ca- 

(*) KLEIN, Lezioni a Gottingen, 1888-89. 

Annali di Malematica, tom0 XX. 
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ratteristica pari e quale ad una dispari. Per 17equivalenza fra tutte le figure 
del tipo 1 O II, e tutte le caratteristiche pari O dispari, possiamo dire che 
tutte le caratteristiche dispari debbono essere esaurite da uno dei due tipi e 
tutte le pari dall'altro. Quindi adcsso non resta che effettuare un calcolo nu- 
merico e vedere quante figure del tipo 1 vi sono nella configurazione cornpleta 
e quante del tipo II. Allora fra i due numeri che otterremo ricercheremo 
quel10 divisibile per 28 (e vi dovrà essere) e ad esso corrisponderà il tipo che 
dà luogo a caratteristiche dispari. L'altro tipo dS naturalmente caratteri- 
stiche pari. 

Perb facciamo un'osservazione. Formando cos1 tutte le coppie di carat- 
teristiche dispari diverse e aggiungendo ogni volta la caratteristica pari fon- 
damentale, io potrb ottenere tutte le caratteristiche pari, meno una che è quella 
scelta per fondamentale; perchè per ottenero quella con questo procedimento 
occorrerebbe che la somrna delle due dispari fosse zero, il che non è possibile 
quando si tratti della somma di due caratteristiche diverse. Quindi le carat- 
teristiche pari che potrh ottenere saranno 35 e non 36. 

8 - 7 . 6  

2 
- 2 3 . 6  e del tipo II Ora del tipo 1 ve ne sono evidentemente - - 

1 8 . 7  6 . 5  ve ne sono - - . - - 
2 2  2 

- 3 5 .  6 ;  dunque ne conchiudiamo che il tipo 1 

rappresenta caratteristiche dispari, e ciascuna di esse 6 volte, e II rappre- 
serita caratteristica pari e ciascuna anche 6 volte. 

Se per caratteristica pari fondamentale prendiamo la caratteristica (O) ne 
ricaviarno di qui un teorema noto, clle cioè ogni caratteristica pari O dispari 
di genere 3 pub in 6 modi diversi essere rappresentata corne somma di due 
caratteristiche dispari (*). 

5 7. Terne di tangenti doppie. 

Tutte le possibili terne di caratteristiche dispari sono rappresentate dalle 
cinque figure della fig. 2.". Il nunlero di tali terne è rispettivarnente 

56;  2 8 - 3 0 ;  3 5 . 4 8 ;  2 8 - 1 5 ;  35.8. 

Ora ci proponiamo di ricercare quali di questi tipi sono tali che la somma 
delle caratteristiche dispari da esse rappresentate dia una caratteristica dispnri 

(") WEBER, Abelsch. Funet., pag. 18. 
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O pari (*). Anche qui possiamo servirci del principio di equivalenza e ritenere 
intanto che tutte le figure simili dànno tutte O una caratteristica pari O una 
dispari. 

Possiamo procedere in due modi e possiamo giovarci di questi teoremi 
noti sulle caratteristiche (**) : 

1. Ogni caratteristica pari si pub scomporre in 56 modi nella somma 
di tre caratteristiche dispari. 

2. Ogni caratteristica dispari si pub scomporre in 45 modi nella somma 
di tre caratteristiche dispari diverse. 

Di qui si ha che debbono esistere 35 56 terne di caratteristiche dispari, 
la cui somma è pari, ed esistono 45 28 terne la cui somma è dispari. 

Procederemo prima con un metodo basato essenzialmente sui principii 
sviluppati avanti e senza giovarci di questi teoremi; e poi indicheremo un 
metodo seguito da1 prof. KLEIN nelle sue lezioni e basato essenzialmeute sulla 
conoscenza dei teoremi enunciati sopra. 

Incominciamo col proporci il problema: Noi sappiamo clie le due rette in- 
dicate da1 tipo 1 della fig. l.a insieme colla caratteristica fondamentale rappre- 
sentano una caratteristica dispari. Quale caratteristica dispari rappresentano? 

h chiaro che chiamando a b c queste tre caratteristiche dispari (la somma 
e le due date) due di esse insieme colla caratteristica fondamentale debbono 
dare la terza, ci05 due di esse qualunque debhono formare sempre una figura 
come 1 (fig. l.a) e quindi non possono che formare ixn triangolo, cioè il tipo 1 
(fig. 2.") rappresenta la caratteristica pari fondamentale. 

Si potrebbe obbiettare che essendo questo ragionamento basato su1 fatto 
che a due a due le tre rette dobbono avere un punto comune, c'è anche il 
tipo V che soddisfa alla stessa condizione essendo esso composto di tre rette 
passanti per un medesimo punto. 

Perb se una delle figure del tipo V rappresenta la caratteristica fonda- . 
mentale, per il solito principio di equivalenza tutte la debbono rappresentare, 
e allora considerando due figure del tipo V differenti solo per una retta, do- 
vendo la somma delle tre rette di ciascuna figura rappresentare la stessa ca- 
ratteristica, la terza retta dell'una dovrà essere la stessa della terza retta 
dell' altra , e quindi si cade nell' assurdo. 

Siccome dunque si possono formare solo 56 triangoli si conchiude clie 

(*) KLEIN, Lezioni a Gottingen, 1889. 
(**) WEBER, Abelsch. Funct., pag. 23, 
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la caratteristica pari fondamentale pub in 56 rnodi (e non pih) rappresentarsi 
come somma di tre caratteristiche dispari diverse, e poichè esiste l7equiva- 
lenza fra tutte le caratteristiche pari, e potendo noi prendere a fondamento 
della rappresentazione una qualunque caratteristica pari, cosi possiamo dire 
che ogni caratteristica pari pub in 56 modi rappresentarsi come somma di 
tre dispari. Ritroviamo cosi il teorema che abbiamo enunciato sopra. 

Ci6 posto è facile riconoscere che carattere hanno tutte le altre terne 
della fig. 2." 

In  effetti pel tipo II osserviamo (vedi fig. 3.") che la somma di a b dà 
la caratteristica dispari d più la caratteristica fondamentale, in virtù di quel10 
che adesso abbiamo dimostrato. Ma cl + c dà ancora la caratteristica fonda- 
mentale più la caratteristica dispari e ,  dunque in tutto 

chiamando F la caratteristica fondamentale. 
Quindi il tipo II dà una caratteristica dispari. 
Analogamente troviamo che il tipo III dà luogo ad una ca.ratteristica 

pari perchè (fig. 4.") dà: 

d t c + F  

che, come sappiamo da1 capitolo precedente, è pari. Cos1 il tipo V è anche 
pari perchè (fig. 5.") è 

d + c +  F. 

I n  quanto al tipo I V  noi possiamo subito dedurre che esso corrisponde 
a caratteristica dispari ne1 seguente modo: Avendo gi& dimostrato che ogni 
caratteristica pari si scompone in 56 modi in tre dispari, si ha che debbono 
csistere 5 6 -  36 terne di caratteristiche dispari che dànno luogo a caratteri- 
stica pari. 

Ora noi abbiamo già trovato che le terne dei tipi 1 III V dànno pari, 
e il loro numero è 

56 + 56 30 + 56 - 5  = 56 36, 

dunque questi tipi esauriscono giLt tutte le terne pari, e quindi il tipo IV non 
pub essere che una terna dispari. Non è difficile esaminare qua17è la carat- 
teristica dispari che essa rappresenta. 

Infatti se questa avesse un vertice in uno dei 6 punti 1, 2,  3, 4 ,  5, 6 
e fosse per es. la retta (67) (fig. 6."), allora sommando le due rette (56), (67) 
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si avrebbe la retta (57) + F e quindi le tre rette (12) (31) (57)  formanti un 
tipo corne IV dovrebbero dare per somma F pari, contro cib che si è di- 
mostrato. 

Se ancora la retta somma avesse due vertici di comme colle tre rette 
(12) (34) (56) e fosse per es. (46) allora (fig. 6.") l'assieme delle tre rette 
(34) (46) (65) darebbe la retta (35) e la somma di (12) (35) dovrebhe dare 
zero; ora cib è impossibile perché Ia somma di due caratteristiche diverse 
non pub essere zero. 

Dunque la somma delle tre rette non pu6 clie essere la retta (78). 
Esponiamo ora il metodo tenuto da KLEIN nelle sue lezioni a Gottingen. 
Teniamo conto del numero delle terne di ciascun tipo esisteiiti nella con- 

figurazione generale e ricordiamo clle il numero di tutte le terne dispari deve 
essere 7 - 180. 

Indichiamo con a fi y d E dei numeri che sono O O O 1, e allora deve 
sussistere 

56.S 7 ~ 1 2 0 ~ + 7 ~ 2 4 0 y + 7 ~ 6 0 ~ + 7 ~ 4 0 ~ = 7 ~ 1 8 0 ,  
cioè 

2 a  +3Ofi +6Oy+ 1 5 6 +  1 0 ~ = 4 5 .  

Questa relazione ha la sola soluzione 

e quindi le terne dispari sono la II e IV corne abbiamo trovato direttamente. 
Adesso vogliamo far vedere che tutte le terne comprese in un tipo possono 

dare tutte le caratteristiche pari O dispari corrispondenti, salvo quelle del 
primo tipo che non dànno clie un'unica caratteristica pari (la fondamentale), 

I n  altri termini consideriamo per es. le terne II. 
Io dico che ogni caratteristica dispari pub essere rappresentata da una 

terna II e ciascuna naturalmente 10 stesso numero di volte, in virtù del prin- 
cipio di equivalenza. Cod una caratteristica pari (salvo la fondamentale) pub 
essere rappresentata da m a  terna III e ciascuna lo stesso numero di volte, 
e cos1 di seguito. 

La  prima asserzione è evidente perchè data una caratteristica dispari 
qualunque, basta prendere altri due puiiti fra i 6 rimanenti e congiungerli 
fra loro e ciascuno con uno degli estremi della caratteristica data. Questo 

6 . 5  procedimento 10 posso effettuare in 2 . - = 30 modi diversi, dunque esistono 
2 

altrettante terne II aventi tutte la, medesima somma. 
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In  quanto alla seconda asserzione che cioè ogni caratteristica pari possa 
sempre rappresentarsi con una terna III, noi ci ricordiamo cib che facemmo ve- 
dere riguardo alle coppie, che cioè ogni caratteristica pari (meno la fondamen- 
tale) si pub sempre rappresentare con una coppia del tipo II (fig. 1:) piU F. 
Allora sia data una tale coppia corrispondente ad una data caratteristica pari. 

Assumiamo un altro punto qualunque e congiungiamolo cogli estremi di 
una delle rette. Queste due congiungenti insieme coll'altra retta daranno una 
terna III (fig. 2.") la cui somma evidentemente è la caratteristica data. Cod 
si dimostrerebbe per tutte le altre figure. 

Di qui risulta che il numero delle terne di ciascun tipo (meno il primo) 
comprese nella configurazione generale deve essere rispettivamente un mul- 
tiplo di 28 O di 35 secondochè si considera una terna dispari O pari. E cib 
infatti si veïifica, Ed  inoltre ta1 numero diviso rispettivamente per 28 O 35 
dà il numero delle volte in cui una data caratteristica possa essere rappre- 
sentata mediante terne del tipo che si considera. Si ha  quindi che una Ca- 
ratteristica dispari pub essere rappresentata 30 volte con una terna I I ,  e 
15 volte con una terna IV; e una caratteristica pari pub essere rappresentata 
45 volte con una terna del tipo III e 8 volte con una terna V. 

Dalle cose ora dette risulta la dimostrazione di cià che abbiamo asserito 
in un capitolo precedente, cioè che il gruppo delle sostituzioni fra le carat- 
teristiche prime è anche doppiamente transitivo rispetto al complesso delle 
caratteristiche pari. Infatti poichè esiste sempre iina sostjtuzione che scambia 
fra loro in tutti i modi possibili gli otto punti fondamentali (5 4) io potrb 
passare da una terna ad un'altra qualunque terna simile; ma le terne di un 
medesimo tipo possono rappresentare tutte le 35 caratteristiche pari, dunque 
lasciando fissa la caratteristica pari fondamentale si pub passare da una ca- 
ratteristica pari ad un'altra qualunque. 

Dunque il sottogruppo che lascia fissa una qualunque caratteristica pari 
è semplicemente transitivo nelle caratteristiche pari, e quindi il gruppo totale 
è doppiamente transitivo in rapport0 alle 36 caratteristiche pari. 

$ 8. Aggruppamenti che dànno O 10 zero assoluto 
O la  caratteristica pari  fondamentale. 

Se sommianio una caratteristica con sè stessa abbiamo 10 zero assoluto, 
cioè una caratteristica zero che resta sempre inalterata per tutte le sostitu- 
zioni del gruppo. 
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Vogliamo allora ricercare quali sono quelli aggruppamenti di rette che 
dànno ne1 loro complesso 10 zero assoluto, intendendo perb che in tali aggrup- 
pamenti non vogliamo considerare quelli in cui comparisce una retta contata 
più volte. 

Possiamo prima di tutto far vedere che il numero delle rette di tnli ag  
gruppamenti deve essere pari. Giacchè se tolgo via una delle rette, le ültre 
debbono essere tali che sornmate dànno per somma quella che ho tolto vin,  
e cib indipendentemente da una qualunque trasformazione, cioè debbono dare 
per somma, una caratteristica dispari e che è sempre dispari qunlunque tras- 
formazione si faccia. 

Di qui si ha che la somma di tutte le rimanenti rette deve essere unn 
caratteristica p i m a  perchè possa avere una parità O disparità fissa; ma unn 
caratteristica prima non pub essere data che dalla somma. di un numero dis- 
pari di altre caratteristiche primc, diinque il numero di tutte le rimanenti 
rette deve essere dispari, e quindi tutto l'aggrupp~mento deve risultare di 
un numero pari di rette. 

In  quanto agli aggruppamenti di due rette che dànno Io zero assolutn 
B chiaro che non ne esistono almenochi? non si voglicz considerare unn retta 
contata due volte. 

Per  gli aggruppamenti di quattro rette noi possiamo procedere rosi: Tre 
delle rette debbono dare per somma la quarta, dunque consideriamo le terne 
dispari e aggiungiamovi la retta che rappresenta, proprio la somma della terna. 
Cos1 si vede che non si hanno che due soli tipi di quatemze-zero possibili, 
e sono quelle mppresentate dalla fig. 7.a. Fissata uncz delle rette, le nltre tre 

l ' ' 3, = 45 modi diversi. Ciob possono cssere disposte in - + - - . - (6a5  2 . 3  2 2 
si hanno 45 quaterne di rette aventi tutte una medesima retta comune, O 

anche 45 terne che con una data retta costituiscono una quaterna-zero. Queste 
45 terne corrispoiidono nella configurazione delle 27 rette della superficie di 
3.' ordine ai  45 triangoli di STEINER (vedi § 27). 

Vogliarno ora ricercare quali sono gli aggruppamenti la cui somma dll 
la caratteristica pari fondamentale. Si pub far vedere anche qui, analogamente, 
che tali aggruppamenti debbono essere formati di un numero dispari di rette. 
Infatti dovendo la somma di tutte le rette essere eguale alla caratteristica 
pari, dovrS tale somma essere una caratteristica prima, che conscrva cioè 
una parith fissa per qualunque trasformazione, e quindi per Io .stesso principio 
invocato sopra, deve risultare di un numero dispari di rette. 
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I n  quanto alla terna che dà la caratteristica fondamentale sappiamo già 
che è quella del tipo 1 della fig. 2.". 

Possiamo ricercare gli aggruppamenti di cinque rette. E per cib fare 
possiamo procedere cosi: Dividiamo le cinque rette in 2 + 3, e allora la terna 
che abbiamo staccata deve equivalere alla coppia piii la caratteristica fonda- 
mentale. Quindi evidentemente se la terna è pari anche la coppia deve essere 
pari, e se la terna è dispari, anche dispari deve essere la coppia. Onde non 
resta che unire le coppie pari O dispari colle terne pari O dispari che dànno 
la stessa somma. Cosi operando si vede clie non si lianno altre figure clie 
quelle rappresentate dalla fig. 8.". 

$ 9. Aggruppâmenti di sei coppie di rette 
che danno la stessa somma. 

Noi abbiamo visto ne1 5 6 che ogni caratteristica (salvo la fondamentale) 
pub in sei modi diversi rappresentarsi come somma di due caratteristiche dis- 
pari diverse e della fondamentale. Si hanno dunque 6 coppie di rette, e noi 
vogliamo ricercare ora quali figure possono formare tali 6 coppie di rette, 
secondochè la caratteristica somma è pari O dispari (*). 

Tali sistemi sono stati considerati da WEBER nel190pera più volte citata 
e poi da1 NOET~ER. 

Imrnaginiamo prima che la caratteristica somma debba essere dispari e 
sia rappresentata dalla retta (1 2) (fig. 9."). Allora tutte le coppie insieme con 
(1 2) debbono dare un triangolo, quindi assumendo un altro punto qualunque 
fra i sei rimasti, e congiiingendolo con 1, 2 si hanno in tutto sei coppie di 
rette formanti il sistema richiesto. 

Passiamo ora al caso in cui la somma debba essere una caratteristica pari. 
Sia (1 3) (2 4) una delle coppie (fig. 10.'); allora se costruisco le altre 

eoppie di lati opposti del quadrangolo 1 2 3 4, evidentemente ho coppie che 
dànno la stessa somma delle date, perche insieme alle date costituiscono una 
quaterna-zero. Inoltre se costruisco ancora le tre coppie di lati opposti del 
quadrangolo 5 6 7 8 format0 cogli altri quattro punti rimanenti, ho anche 
coppie che dhnno la stessa somma della data perchb colla data costiti~iscono 
anche una quaterna-zero. 

(*) KLEIN, Lezioni, 1889. 
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delle caratterist iche d i  genere 3 e d i  yenere 4,  ecc. 189 

Abbiamo dunque nelle sei coppie di lati opposti dei due quadrangoli 1 2 3  4, 
5 6 7 8 le sei coppie richieste. 

Tenendo ora presenti queste figure noi possiamo passare a dimostrare in 
modo facile e intuitivo tutti i teoremi dimostrati da WEBER per altra via (*). 
Chiamiamo gruppo il con~plesso delle sei coppie e indice del gruppo la somma 
fissa delle due rette di una sua coppia. 

Teorema 1." - In  ogni gruppo, tre rette, di cui due non formanti mai 
una coppia, dànno senipre una somma pari. 

Infatti se si tratti di un gruppo dispari (fig. 9.a) allora si vede che tali tre 
rette formeranno certamente una ternit corne III e V (fig. 2.a), e quindi poichè 
sappiamo che tali terne sono pari, per questo cas0 il teorerna è dimostrato. 

Se poi si tratti di un gruppo pari (fig. allora tali terne possono 
essere oome 1 III V della fig. 2.a e quindi anche in questo caso il teorema 
é dimostrato. 

Teorema 3." - Reciprocamente, se tre caratteristiche dispari hanno una 
somma pari, si possono formare dei gruppi contenenti quelle carat- 
teristiche in modo che mai due di esse formino una coppia del gruppo. 

Risulta dalla semplice considerazione delle figure. 

Teorema 3." - Due gruppi hanno O sei caratteristiche comuni di cui 
due non formano mai una coppia in nessuno dei due gruppi, ovvero 
quattro caratteristiche comuni formanti a due a due coppie in cia- 
scuno dei gruppi, 

Consideriamo infatti due gruppi dispari e tali che la  somma dei loro 
indici più la caratteristica fondamentale sia dispari, cioè, geometricamente, 
che i loro indici formino una figura come 1 (fig. Sia 1 il punto comuiie 
ai due iridici, e 2, 3, i punti non comuni. Allora il gruppo di indice (1 2) 
sarà formato congiungendo 1, 2 con 3 4 5 6 7 8, e il gruppo di indice (1 3) 
sarà formato congiungendo 1, 3 cogli stessi puiiti. Si hanno due figure che 
hanno di cornune le rette 

cioè sei rette comuni di cui due qualunque non formano mai una coppia in  
alcuno dei due gruppi. 

(*) WEBER, Abelsch. Funct., pag. 22 e seg, 

Annali di Matenzatica, tom0 XX. 
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Si considerino invece ancora due gruppi dispari, ma cogli indici (1 2); 
(3 4). Allora i gruppi hanno evidentemente di comune le rette (1 3) (1 4) (2 3) 
(2 4) formanti un quadrilatero, e mentre (1 3) (2 3) e (1 4) (2 4) formano coppie 
ne1 gruppo di indice (1 2); (1 3) (1 4) e (2 3) (2 4) forrnano analogamente 
coppie ne1 gruppo di indice (3 4). 

Analoganlente ora si potrebbero considerare due gruppi pari, ovvero uno 
pari e uno dispari, e si trorerebbero analoghi risultati. 

9 10. Passaggio dagli aggruppamenti di rette 
ad aggruppamenti di punti. 

Dalle cose dette risulta che una caratteristica pari O dispari pu15 essere 
rappresentata da un assieme di rette della configurazione totale; perà, asse- 
gnato il numero delle rette e la figura che debbono formare, una stessa ca- 
ratteristica potrà essere rappresentata in più maniere. 

k interessante ora far vedere come possiarno passare a rappresentare le 
caratteristiche non più mediante le rette ma mediante i punti della configu- 
razione. 

Una retta che congiunga due degli otto punti rappresenta una cnratte- 
ristica dispari (1 2); dunque possiamo dire che una coppia di punti rappre- 
senta una caratteristica dispari. 

Inoltre prendiamo gli altri sei punti e congiungiamoli a coppie con tre 
rette; allora si hanno tre rette l a  cui somma, come si sa, è dispari, ed è 
propria (1 2); dunque possiamo dire clie anche gli altri rei punti rappresentano 
la medecima caratteristica dispari; in altri termini unn. scissione degli otto 
punti in 2 + 6 corrisponde ad una sola caratteristica dispari. È cliiaro che 
in ta1 maniera ogni caratteristica dispari non verrà rappresentata che in un 
sol modo. 

Se ors separo gli otto punti in 4 + 4,  e considero due rette con- 
giungono a 2 a 2 quattro dei punti, cioè O i quattro della prima O i quattro 
della seconda categoria, ottengo, conie si sa, nella somma di tali rette e della 
caratteristica fondamentale sempre la stessa caratteristica pari. Posso diinque 
dire che la scissione degli otto punti in 4 -+ 4 corrisponde ad una deterrninata 
caratteristica pari, ed è chiaro d'altra parte che in ta1 maniera una delle 
35 caratteristiche pari (meno la fondamentale) non potrà essere rnppresentatn 
che in un sol modo. 
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Ci resta a vedere come potrà rappresentarsi Io zero assoluto e la carat- 
teristica fondamentale. 

Consideriamo due rette che hanno di comune un vertice. Allora si lianno 
tre punti di cui uno è contato due volte. L'assieme di tali due rette B ,  come 
sappiamo, la caratteristica dispari rappresentata dalla retta che congiunge gli 
altri due punti, più la caratteristica fondamentale. Possinmo dunque dire cho 
un punto contato due volte corrisponde alla caratteristica fondanîentale. 

Inoltre consideriamo un triangolo; si hanno tre punti ciascuno contato 
due volte, e d'altra parte sappiamo che un triangolo corrisponde alla carat- 
teristica fondatnentale. Dunque anche tre punti (e coçi cinque O sette) ciascuno 
contato due volte, corrispondono alla caratteristica fondamentale. 

In quanto al10 zero assoluto esso è dato da1 doppio di una caratteristica, 
e quindi in generale da un numero pari di punti ciascuno contato due volte. 

Perb pub essere rappresentato anche diversarnente e cioè da1 complesso 
degli otto punti; infatti da quel10 che si- è detto risulta che, se per es. due 
punti rappresentano una caratteristica dispari, gli altri sei rappresentano lit 
stessa caratteristica dispari, e quindi l'assieme di tutti gli otto punti rappre. 
senta il doppio di quella caratteristica e percib Io zero assoluto. 

Prima di passare oltre vogliamo notare un'analogia c,he ci è fra questa 
nuova rappresentazione delle caratteristiche e la  costruzione delle funzioni 4 
ne1 caso iperellittico. 

Ne1 caso iperellittico di genere 3 si ha  una forma fondamentale con otto 
punti di diramazione, cioè O una forma binaria di 8." grado, ovvcro uiia co- 
nica doppia con otto punti di diramazione (*). 

Ora si sa dalla teoria di KLEIN (**) che la separazione delle otto radici 
in 2 + 6 corrisponde ad una 9 di caratteristica dispari, e la separazione in 
4 $ 4  corrisponde ad un 9 di caratteristica pari, e la separazione in 8 + O  
corrisponde a quella speciale 9 pari che si presenta ne1 caso iperellittico di 
genere 3, e che restando fissa per tutte le sostituzioni di monodromia, deve 
considerarsi come avente per caratteristica 10 zero assoluto. 

Çome si vede dunque basta imnlaginare che gli otto punti fondamentali 
della nostra configurazione corrispondano agli otto punti di diramazione della 
forma jperellittica perchè si stabilisca l'analogia di cui parlavamo. 

(*) KLEIN,  0-ebw S7ei.lnuf der Abelsc., etc. Rlatli. Ann., Bd. 11. 
(+*) KLEIN, Math. Ann. , Bd. 27-32. - PASCAL, Sulle f u m  01ai Êl~ei.ellitt(.lte di g - 

nere 3, ecc. Annali d i  hlatem., tom. 17. 
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9 11. Sistemi completi di Aronhold. 

Esistono certi sistemi di sette caratteristiche dispari tali che per mezzo 
di esse possono esprimersi tutte le altre caratteristiche. Tali sistemi pel ge- 
nere 3 furono considerati da A ~ o ~ ~ o ~ ~ . p a r t e n d o  da un punto di vista di- 
verso (*), CLBBSCH (**), WEBER (***), FROBENIUS, e poi da NOETHER (****), e 
FROBENIUS (*****) sono state estese queste considerazioni al genere p qualunque. 

Noi adesso ci proponiamo di trovare quali figure costituiscono questi co- 
sidetti sistemi completi di ARONHOLD e poi di dimostrare su di essi tutti i 
teoremi dimostrati da WEBER per via conipletamente diversa. 

Definiarno un sistema di ARONHOLD come un assieme di sette caratteri- 
stiche dispari, tali che tre di esse dànno sernpre una somma pari. 

Allora dobbiamo costrujre sette rette tali che tre di esse non dànno inai 
una terna come le figure II IV (fig. 2.a). fi facile vedere che non si possono 
costruire altre figure dotate di questa proprietà che le due della fig. 11.". 
Siccome a ciascuna di queste due figure non potrebbe aggiungersi un'altra 
retta in modo che l'assieme delle otto rette conservi la medesima proprietà, 
si ricava che non esistono otto caratteristiche dispari tali che le terne formate 
con esse sieno tutte pari. 

La somma di tutte le sette rette del 1." tipo dà evidentemente la carat- 
teristica fondamentale; e la somma delle sette del 2." tipo dà la caratteristica 
pari corrispondente alla scissione (5 6 7 8) (1 2 3 4) (fig. 11 ."). 

Del 1." tipo ne esistono 8, e del 2." 280; quindi in tutto vi sono 288 
= 36 - 8  sistemi di ARONHOLD. 

Passeremo ora a dimostrare su questi sistemi i teoremi di WEBER. 
In primo luogo mediante alcune delle sette rette di uno di questi sistemi 

si possono esprimere tutte le caratteristiche pari e dispari (******). Infatti con- 
siderando cinque delle sette rette del 1.' tipo si hanno evidentemente tutte 
le altre 21 caratteristiche dispari cioè tutte le altre rette che congiungono a 

(*) Monatsh. Berl. Akad., pag. 400, 1864. 
("") CLEBSCH, Math. Ann. III, Bd. 50. 

(*") WEBER, Abelsch. Funct. 
(***") NOETHER, Math. Ann., pag. 14-16. 

(***"*) FROBENIUS, Crelle, tom. 80. Anche altri si sono occupati di queste ricerche. 
Vedi per es. STAHL, Crelle, tom. 88. 

(rtrt****) WEBER, pag. 26. 
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due a due i punti 2 ,  3, 4 ,  5, 6, 7, 8. Considerando per es. le cinque rette 
(1 2) (1 3) (1 4) (1 5) (1 6 ) ,  la loro somma è la retta (7 €9, e cos1 di seguito. 

Cos1 anche pel 2." tipo; se si considerano le cinque rette (4 5) (4 6) (4 7) 
(4 8) (1 2) si ha per somma (4 3); invece le altre cinque rette (4 5) (4 6) (4 7) 
(1 2) (2 3) dànno (2 8) e le altre cinque (4 5) (4 6) (1 2) (2 3) (1 3) dànno (5 6). 

Tre rette poi dànno tutte le caratteristiche pari, perché per es. le rette 
(1 2) (1 3) (1 4) (1." tipo) dànno il gruppo di quattro punti (1 2 3 4) e quindi 
la caratteristica pari corrispondente, e poiché in questa maniera si possono 
avere tutti i gruppi di quattro punti, cosi si possono avere tutte le caratte- 
ristiche pari. 

Dimostrinmo osa il seguente teorema di WEBER: 
u Si aggiunga ad un sistema di ARONHOLD un'altra caratteristica qua- 

lunque pari O dispari; allora questa da sola e sommata con ciascun gruppo 
di sei caratteristiche del sistema dà luogo ad otto caratteristiche di cui sono 
sernpre cinque pari e tre dispari (*) n. 

Tnfatti aggiungiamo per, es. al 1." tipo della fig. I l s a  la caratteristica 
dispari (2 3). Poichè la somma di tutte le sette caratteristiche dà luogo alla 
caratteristica fondamentale, cosi sei di esse dànno 1' ultima più la fondamentale, 
e quindi sarà 10 stesso sommare (2 3) con ciascuna delle altre sette e aggiun- 
gere ancora ogni volta la caratteristica F. 

Ora evidentemente 

sono dispari, e 

(2 3) + (1 4) + F, (2 3) + (1 5) + F, (2 3) + (1 6) -t- F, 

(2 3) + (1 7) + F, (2 3) + (1 8) + E' 
sono pari. 

u Quattro date caratteristiche dispari tali che la somma di tre di  esse è 
sempre pari, appartengono a due sistemi di ARONHOLD (**). n 

Per dimostrare questo teorema formiamo tutti i gruppi di quattro rette 
non contenenti alcuna terna dispari. Bisognerh aggiungere alle configura- 
zioni 1 III V (fig. 2.") un'itltsa retta in modo che essa con due qualunque 
di quelle che ci sono, formi sempre una terna degli stessi tipi. 

(*) WEBER, pag. 20. 
('") WEBER, pag. 31, 
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Si possono formare solo quaitro gruppi con tale proprietà, e sono quelli 
rappresentati dalle linee nere della fig. 12.". Ora si vede subito che ciascuno 
di quei gruppi fa parte di due sistemi di ARONHOLD rappresentati nella stessa 
fig. 12.a dalle linee nere insierne alle linee tratteggiate O alle linee punteggiate. 

Con cib il teorema resta dimostrato. 
u Sei caratterietiche di un sistema di ARONHOLD compariscono sempre in 

uno d i  quei gruppi di dodici rette in maniera che due di esse non formano 
mai coppia (") y7 (vedi $ 9). 

Evidentemente le sei rette (1 2) (1 3) (1 4) (1 5 )  (1 6) (1 7) del sistema di 
ARONHOLD rappresentato dalle liilee nere e tratteggiate della fig. ILa, appar- 
tengono al gruppo dispari che ha per indice (1 8). 

Lo stesso diciamo per ln fig. 14.". Nella prima parte di (pesta figura c;i 
vedono le sei rette segnate in nero appartenenti al sistema di ARONHOLD for- 
niato colle rette nere e tratteggiate, e che nello stesso tempo appartengono 
al gruppo pari di indice (1 2 3 4). Nella seconda parte della stessa figura an- 
zichè un gruppo pari si ha un gruppo dispari. 

4 Tre caratteristiche di un sistema completo appartengono sempre ad un 
iinico gruppo di dodici rette in cui non comparisce nessun'altra retta del si- 
stema completo (**). 97 

Infatti consideriamo (fig. 11.9 prima parte) le tre rette (1 2) (1 3) (1 4). 
Esse appartengono ad una figura corne la 10aa nella quale non entrano nes- 
suna delle altre rette (1 5) (1 6) (1 7) (1 8). 

Consideriamo inoltre (fig. I l  .a ; seconda parte) le rette (1 2) (1 3) (2 3). 
Esse appartengono ad una figura come la e ad una sola [cioè quella di 
indice (1 2 3 4)], in modo che delle altre rette (4 5) (4 6) (4 7) (4 8) non ce n'è 
nessuna appartenente alla stessa fig. IO,', 

Con~iderianio invece (1 2) (1 3) (4 5). Possiamo formare una figura come 
la 9.", prendendo per indice (1 5) e ta1 figura conterrà le tre rette e nessuna 
altra di quelle segnate nella fig. Il.", seconda parte. 

Consideriamo ancora (1 2) (4 5 )  (4 6); allora si pub costruire il gruppo 
pari (3 4 5 6)  (1 2 7 8) che contiene tali rette e nessun'altra. E infine le tre 
rette (4 5) (4 6) (4 7) appartengono esse sole al gruppo dispari di indice (4 8). 

In tutti questi casi si vede che la caratteristica del gruppo cioè la somma 
delle due rette di una delle sei coppie è data dalla somma delle altre quattra 
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rette del sistema di ARONHOLD a cui appartengono le tre rette che si con- 
siderano. 

Si possono aggiungere anche i segucnti teorcmi che ci occorrermno poi 
in seguito: 

u Esistono 72 sistemi di ARONIIOLD che poaseggono una rettn data; ne 
esistono sedici che posseggono due rette date; ne esistono cinque che posseg- 
gono una data terna pari; ne esistono due finalmente che posseggono una 
quaterna data in cui le terne sieno tutte pari. n 

$ 12. Proprietà delle terne di caratteristiche dispari. 

In un paragrafo precedente abbiaino considerato tutte le terne di rette, 
e abbianio con due metodi esaminato se esse sono dispari O pari. 

Ora ci è utile mostrare una proprietà fondamentale di quelle terne in 
rapport0 alla loro parità O disparità. 

Una terna é pari quando è formata di tali tïe rette che due di esse qua- 
lunque individuano sempre la terza, e cib O i n  senso assoluto, oppure in rap- 
porto ad una determinata scissione degli otto piinti in 4 + 4. Nel primo caso la 
tcrna corrisponde alla caratteristica pari fondamentale, e ne1 secondo ln terna 
equivale alla caratteristica pari corrispondente a quella scissione. Una terna é 
dispari quando essa individua un'altra retta, e l'assiemè delle quattro rette è 
tale che tre di esse individuano sernpre ne1 medesirno modo la quarta. 

Consideriamo il tipo 1 (fig. 2.a). Quel tipo i3 simmetrico rispetto alle sue 
tre rette, e due rette individuano la terza; effettivamente sappiarno che esso 
corrisponde alla caratteristica fondamentale pari. 

Consideriamo il tipo III riprodotto iiella fig. 15.'. Si vede che stabilita 
corne fissa la scissione degli otto punti in (1 2 3 4) (5 6 7 S), due delle rette 
individuano sempre la terza, perché se son date per es. (5 1) (5 2), la terza 
retta sarà la congiungente degli unici due altri punti del gruppo (1 2 3 4); e 
cosi se son date (1 5) (3 4) la terza retta sarà la ~on~iungeri te  del punto as- 
sonto ne1 2." gruppo (5 6 7 8) coll'unico altro punto del 1." gruppo. 

Cosi evidentemente il tipo V riprodotto nella fig. 16.Vndividua la scis- 
sione degli otto punti in due classi ed è tale che due rette individuano la terza, 

In quanto ai tipi dispari II IV (fig. 2.a) essi evidentemcrite individuano 
sempre unx quarta retta che con esse forma una figura corne le due della fig. 7." 
e in cui le quattro rette figurano sempre simmetricnmente. 
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5 13. Caratteristiche di genere 2. 

Dovendo nei paragrafi seguenti estendere queste considerazioni geome- 
triche al caso di genere 4, non è inutile vedere corne si pub stabilire anche 
una rappresentazione geometrica per le sedici caratteristiche di genere 2 e 
ricavarne tutte le note proprietà degli aggruppamenti di tali caratteristiche. 

Immaginiamo sei punti del10 spazio 1, 2 ,  3, 4,  5, 6 ad ognuno dei quali 
facciamo corrispondere una delle sei caratteristiche dispari di genere 2. 

Per effettuare la rappresentazione geometrica possiamo tener presenti le 
considerazioni svolte ne1 5 10 e far corrispondere ciascuno di tali punti a 
ciascuna delle sei radici della forma iperellittica di genere 2. 

Allora snpendo che ogni 4 dispari corrisponde a ciascuna delle scissioni 
di tali radici in 1 4- 5, ed ogni 4 pari corrisponde alla scissione in 3 + 3 (*), 
ne ricaviamo che ogni gruppo di tre punti 10 possiamo far corrispondere ad 
una caratteristica pari, e alla stessa caratteristica pari corrisponderà il gruppo 
dei tre punti rimanenti. 

Allora ne risulta che la somma di tutti i sei punti, cioè di tutte le sei 
caratteristiche dispari, sarà il doppio di una caratteristica pari e quindi Io 
zero assoluto (**). 

Fra  le sconiposizioni dei sei punti in 3 $. 3 ve ne sarà una che corri- 
sponderà alla caratteristica pari zero, e che quindi è da considerarsi 
fondamentale. Sia,  per fissare le idee, quella corrispondente alla scissione 
(1 3 5) (2 4 6). Allora possiamo dimostrare che u ogni caratteristica pub scom- 
porsi in un sol modo in due caratteristiche dispari n. 

Infatti la caratteristica diapari (1) sarà eguale a (3) + (5) perehè per ipotesi 

(1) + (3) i- (5) = (0). 

Si abbia inoltre la caratteristica pari (1 4 6) (2 3 5). Essa è eguale a (1) + (2) 
perchè 

Evidentemente la somma di due caratterstiche dispari è dispari O pari se- 
cohdochè le due caratteristiche appartengono O no alIo stesso gruppo fonda- 
riientale. 

(") KLEIN, Math. Ann., Bd. 27. 
(*") KRAUSE, Trasf. hyp. Funct., pag. 16. 
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' 

u Ogii  caratteristica pub sernpre scomporsi in tre modi nella somma di 
due pari. n 

Tnfatti la caratteristica dispari (1) pub scriversi 

(1) = (1 2 5) + (1 2 3) 

(1) = (1 4 5 )  + (1 4 3) 
' (1) = (1 6 5) + (1 6 3). 

D'altrn pnrtc la carnttcristica pari (1 4 6) (2 3 5) pub scriver~i 

(1 4 6) = (1 4 3) $ (1 6 5) 

(1 4 6) = (1 4 5) + (1 6 3) 

(1 4 O )  = (1 4 6) + (1 3 5). 

u Ogni caratteristica pub sempre iri quattro modi scomporsi in una pari 
e una dispari. n 

La caratteristica dispnri (1) pub scomporsi in 

(1) == (2 3 5 )  + (2) 

(1) = (4 3 5) + (4) 

( l )=  (6 3 5 )  + (6) 

(1) = (2 4 6) + (1). 

La caratteristica pari (1 4 6) pub scomporsi in 

(1 4 6) = (5 4 6) + (3) 

(1 4 6) = (3 4 6) $ (5) 

(1 4 6) - (3 4 5) $ ( O )  

(1 4 6) = (3 5 6) + (4). 

$ 14. Caratteristiche di genere 4. 
Fondamenti per  la rappresentazione geometrica. 

Coppie di caratteristiche dispari. 

Sceglinmo nello spazio dieci punti fondamentali. Questi congiunti a tre 
a tre dànno 120 piani, che possiamo far corrispondere alle 120 caratteristiche 
dispari di genere 4. 

La forma fondamentale di genere 4 è una sestica storta, che ha, corne 
Annali di Matenzaticcn, tom0 XX. 26 
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si sa, 120 piani tritangenti corrispondenti alle 120 caratteristiche dispari. Se 
la sestica degenera in una forma iperellittica allora si ha una cubica doppia 
cor, dieci punti di diramazione e i piani tritangenti diventano i piani che 
congiungono a tre a tre questi dieci punti; la configurazione dei piani tri- 
tangenti diventa cioè precisamente quella che noi assumiamo corne fonda- 
mentale per la nostra rappresentazione. 

Tutto cib è precisamente analogo a cib che B stato considerato pel ge- 
nere 3 ne1 § 10. 

Tutte le caratteristiche dispari sono rappresentate in questa maniera dai 
gruppi d i  tre punti; vediamo come dobbiamo rappresentare tutte le caratte- 
ristiche pari. 

Sappiamo che ne1 cas0 iperellittico i punti di diramazione presi a uno 
a uno oppure a cinque a cinque corrispondono a tutte le 136 caratteristiche 
pari (*). 

Quindi analogamente a cib che abbiamo osservato per p = 3 (5 10) noi 
ciascuno degli otto punti 10 faremo corrispondere ad una caratteristica pari, 
c ciascun gruppo di cinque punti anche ad un'altra caratteristica pari. 

Perb possiamo fondare su di una base rigorosa tutta quella rappresen- 
tazione ed ecco in che maniera. 

Il NOETHER nei suoi lavori sulle caratteristiche di genere 4 (**) ha trornto 
che esistono 2 . 51 . 128 sistemi di dieci caratteristiche pari tali che sommati 
n tre a tre, O a cinque a cinque dànno le altre caratteristiche dispari e pari. 
Quindi se noi facciamo corrispondere i dieci punti fondamentali nlle caratte- 
ristiche pari di uno di questi sistemi, abbiamo precisamente la configurazione 
che avevano costruita avanti fondandoci su ragioni di analogia. E ne rica- 
viamo dippiù, cioè che la caratteristica dispari rappresentata da un gruppo 
di tre punti non è altro che precisamente la somma delle tre caratteristiche 
pari rappresentate dai tre punti; e cosi anche per un gruppo di cinque. In- 
tanto evidentemente la somma di tutte le dieci caratteristiche pari corrispon- 
denti ai dieci piinti è zero assoluto perchè è il doppio di una caratteristicn 
pari corrispondente ad una scissione dei dieci punti in due gruppi di cinque. 
Un niirnero pari di punti dS una caratteristica di parità O disparità non de- 
finita perchè la somma di un numero pari di caratteristiche prime 
caratteristica elementare (3 3). Uoa coppin di piani (corrispondendo a 

dà una 
due ca- 

(%) KLEIN, Math. Ann., Bd. 32. 
(**) NOETF~ER, Math. Ann., Bd. 14,  pag. 279. 
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ratteristiche prime dispari, ovvero a sei caratteristiche prime pari) avrà anche 
una parith, O disparità non definita. Invece una terna di piani nvrà parith e 
disparità fissa, cioè inalterabile per le trasformazioni di monodromia. 

Formiamo ora tutte le possibili coppie di piani. 
Eridentemente esse saranno di tre tipi diversi, e saraniio quelle rappre- 

sentate dalla fig. 17.a. 
Con i principii stabiliti avanti si l in che il tipo 1 equivale alla somma 

delle caratteristiche rappresentate dai due punti (3), (4); il tipo I I  equivale 
alla somma delle caratteristiche dei quattro punti (2) (3) (4) (5); e finalmente 
il tipo III equirale alla somma dei sei punti (1) (2) (3) (4) (5) (6) O, cib d i e  
é 10 stesso, degli altri. quattro punti rirnanenti cioè (7) (S) (9) (IO). 

Di ooppie del tipo 1 ne esistono 28 .  45, del tipo II 28 - 133 e del 
tipo I I I  28.  75. 

3 15. Terne di piani. 

Tutte le possibili terne di piani sono dei dodici tipi rappresentati dalla 
fig. 18". 

Per riconoscere facilmente la loro parith o disparità, scindiaiilo ogni piano 
nella somma dei tre vertici, e alloïa se otteniamo un gruppo di tre punti, 
la terna corrispondente sarà dispari; se ottenianio un gruppo di uno O cinque 
punti la terna sarà pari. 

Cod troviamo che 

1 è pari ed è la cnratteristica rappresentnta da1 gruppo di punti 1 
II b pari n 11 11 1 2 4 5 6  

III è dlspari n n n 1 3  5 
IV è dispari n n 71 8 9  10 

V è pari n n n 1 2 3 4 3  
V I  é dispari Y n n 4 5 Ci 

VI1 è pari n n n 3 9 5 6 7  

VI11 è dispari n n n 4 5 6  

IX é dispari n n A 1 9  10 
X è pari 71 n 

n 5 

XI è pari 9' 
n n 1 O 

X I I  è pari n 
n n 2 4 5 6 7 .  
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II nimero di tutte le possibili terne dei diversi tipi è 

per 1 70 .12  per VI1 70 .360  
per II . . 70 510 per VI11 70 360 
per III 70 216 per I X  7 0 .  5-10 
per I V  70 . 180 per X 70 .108  
per V 7 0 . 3 6  Per XI 7 0 . 4 0  

per V I  70 .540  per XII 70 - 10SO. 

Si sa che ogni caratteristica di genere 4 pub in 28 modi scindersi nella 
somma di due caratteristiche dispari. Onde se o: è una ~arat te~is t ica  pari, e 
iS uiia dispari, a $ 8 potrà in 28 rnodi scindersi in due dispari 3" + d"', onde 

25 - 120 
o! poth  in ---- = 2 8 .  40 modi scindersi in tre dispari; onde vi debbono 

3 
essere 28 . 40 - 136 tcrne che dànno caratteristica pari. 

Infatti facendo la somma dei numeri corrispondenti alle terae 1 II V 
VI1 X XI  XII si trova 

Vedjamo ora come sussiste perfettamente qui una proprieth delle figure 
delle terne in relazione alla parità O disparità, la cui analoga abbiamo rico- 
nosciuta esistere ne1 caso del genere 3 (vedi 5 12). 

Possiaino dirnostrare i seguenti teoremi: 
u Se una terna è tale che in rapporto ad una determinata scissione dei 

dieci punti in 1 + 9 ovvero in 5 + 5, due piani individuano sempre il terzo, 
e l'assieme dei tre piani individua la scissione, cioè occupa tutti i punti al- 
meno di uno dei due gruppi, allora la terna rappresenta una caratteristica 
pari, e propriamente quella determinata dalla scissione dei dieci punti, n 

u Tulte le altre terne di piani non soddiafacenti a questa condizione sono 
dispari, ed esse debbono tutte individuare un quarto piano che sarà da repu- 
tarsi la loro somma. n Andiamo ad esaminsre separatamente le diverse terne. 

Nella terna 1 (fig. 18.") fissatn la scissione in  1 + 9 e propriamente se- 
parato il punto 1 dagli altri nove, si vede che in rapporto a tale scissione 
due piani individuano sempre il terzo. 
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delle caratteristiche di genere 3 e di yenere 4, ecc. SOL 

NeRa terna II filtta la scissione (1 2 4 5 6) (3 7 8 9 IO), dati i due piani 
(1 5 6) (1 3 4), il terzo piano sarà univocamente determinato come quel10 dei 
tre punti 1 (punto d'incontro dei due primi) 3 [punto non appartenente a1 
gruppo (1 2 4 5 6)] e 2 (rimanente punto del gruppo). 

E cos], se fossero dati (1 2 3) (1 3 4), non resterebbe che congiungere gli 
altri due piinti 5, 6 del gruppo, col punto 1 (che B il solo appartcnente al 
gruppo e che è coinune ai due piani già dati). 

Nello stesso modo si pub ragionare per tutte le altre terne. Nella fig. IfLa 
abbianio segnati con un cerchietto quei punti che costituiscono un gruppo. 

Aggiungendo ora alle terne dispari il quarto piano che è la loro somma, 
si ha un assieme di quattro $mi la cui somma è 10 zero assoluto. Di tali 
qiiaterne di piani ve ne sono solo di quattro tipi diversi che sono quelli rap- 
presentati dalla fig. 19.". 

3 16. Aggruppamenti di 28 coppie di piani 
che danno la medesima somma. 

Una coppia di piani non d i  una caratteristica di parità o disparità as- 

soluta, perchè dà una caratteristica elenze~ztwe, ma se noi fissiamo una de- 
terminata caratteristica pari che chiameremo fondamentale, allora la somma 
delle tre avrà una parità O disparità indipeiidente da una traeformazione di 
monodromia. 

È facile vedere che esistono 28 coppie di piani che dhnno sernpre la me- 
desima somma. Questa proprietà è nota e di essa noi ci siamo già serriti 
incidentalmente; ma noi la possiamo dimostrare qui diversamente. Evidente- 
mente le coppie di piani sono in numero di 28 255. Ora è chiaro che con 
una coppia di piani diversi e colla caratteristica pari fondamentale non si potrà 
mai avere tale caratteristica fondamentale, e d'altra parte si debbono potere 
avere tutte le altre 255 caratteristiche e ciascuna 10 stesso numero di  volt^, 
quindi possiamo conchiudere che ogni caratteristica risulterà 28 volte. 

Vogliamo ora studiare l'assieme di queste 28 coppie di piani che dànno 
la medesima somma. 

Distinguiamo naturalmente i due casi in cui questa somma è una carat- 
teristica dispari O pari; e inoltre dobbiamo fissai'e la caratteristica pari che 
assumiamo per fondamentale, come abbiamo detto sopra. Scegliamo allora 
quella rappresentata da1 punto 1. 
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Il piano che deve rappresentare la somma pot& allora essere O un piano 
di cui uno dei vertici è 1, O un piano di cui nessun vertice è 1 ; quindi sia 
O il piano (1 2 3) O il piano (2 3 4). 

Ne1 primo caso i due piani della somma insieme con (1 23)  debbono 
dare peï somma il punto 1; quindi tenendo presenti le terne della fig. 18.", 
e scegliendo quelle che dànno per somma un punto situato su di uno dei piani, 
si vede che non vi sono altri tipi c,he 1 e X che soddisfino a queste condi- 
zioni. Quindi il gruppo delle 28 coppie di piani è rappresentato in siiccinto 
dalla fig. 20." dovc (1 2 3) è il piano somma, e le coppie di piani sono 

( 1 W ,  (1341 ,  
ovvero 

( Z W ,  ( 3 5 6 ) l  

e tutte le coppie analogbe che si ottengono lasciando fissi i punti 1, 2 ,  3, e 
facendo vaïiare i punti 4, 5, 6. 

Si hanno cosi appunto 
7.6 7 + T = 2 8  

coppie. 
Ne1 secondo cas0 poi i soli tipi possibili di terne sono X ,  XI (fig. 18.'); 

e quindi il gruppo delle 28 coppie è rappresentato dalla fig. 21.8. Lasciando 
fissi i punti 1, 2,  3, 4, e facendo variare gli altri fra i rimanenti sei punti 
si hanno in tuito 

coppie. 
Consideriamo ora il cas0 in cui In somma è una caratteristica pari, rap- 

pre~enta ta  O da un punto (eccetto il fondamentale) O da un gruppo di cinque 
pun ti . 

Tale somma sja in primo luogo rappresentata da1 punto 2. Allora doù- 
bianio scegliere due piani la cui somma sia la somma delle due caratteristiche 
1, 2. Dalla fig. 17." risulta che non esistono altri tipi siffatti di coppie che 
il tipo 1. Onde risulta la  fig. 22.' dove lasciando fissi i punti 1, 2, e facendo 

8 . 7  variare gli altri si hanno in tutto - = 28 coppie. 
2 

Sia infine la somma rappresentata da un gruppo di cinque punti (1 2 3 4 5). 
Dobbiarrio disegnare due piani che dieno per somma i quattro punti 2,  

3, 4 ,  5 ovvero, cib che è Io stesso, 1, 6, 7, 8, 9, f O. 
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Dalla fig. 17.a risulta che tali coppie non possono cssere che o del tipo II 
O del tipo III. 

L a  fig. 23.a le rappresenta schemilticamente tutte. Si hanno tre coppie 
come (1 2 3) (1 4 5), 15 coppie come (2 3 6) (4 5 6) e 10 come (1 6 7) (8 9 10). 
In tutto 28. 

Dovremmo ora passare a studiare le stesse configurazioni quando si as- 
suma per fondamentale un gruppo di cinque punti anzichè un punto solo. 

Ma ci dispensiamo da1 fare quest'altra ricerca (che del resto non offrirebbe 
alcuna difficoltà) perché in seguito non ci occorrerh, e d'altra parte, essendo 
completamente arbitraria una caratteristica d'un sistema completo di NOETHER, 
si vede che colla nostra supposizione non si viene ad introdurre alcuna par- 
ticolarità nclla quistione. 

§ 17. Teoremi sui gruppi di 28 coppie di caratteristiche dispari. 

1 gruppi di 28 coppie caratteristiche dispari considerati ne1 paragrafo 
precedente sono stati considerati da NOETHER (*), e SU di essi si possono di- 
inostrare teoremi analoghi a quelli dimostrati da WEBER per p = 3 e da noi 
ripetuti e dimostrati coi nostri principii ne1 5 9. 

Noi vogliamo far vedere come si possono dimostïare i teoremi di cui si 
parla partendo dalla considerazione delle figure. 

Chiarnistmo i d c e  del gruppo la somma costante dei due piani della 
coppia e della caratteristica fondamentale. 

Teorerna. - Due gruppi di 25 coppie o hanno 28 piani comuni di cui 
due non fnrmano mai uila coppia in ricssuno dei gruppi, ovvero 
hanno 24 piani comuni accoppiati a due a due in ciancuno dei 
gruppi. 

Consideriarno due gruppi dispari, per es. I'uno che abbia per indice il 
piano (1 2 3) e l'altro che abbia per indice (1 3 4) (vedi fi$. 20."). La  somma 
dei due indici e della caratteristica fondamentale è dispari. Congiungendo 
due dei punti 1, 5 ,  6, 7 ,  8, 9, 10 col punto 3 si hanno piani che appar- 

7 . 6  tengono ad ainbedue i gruppi, e cos\ si hanno - = 21 piani comuni. Tnoltre 
2 

il piano (1 2 4) appartiene ad ambo i groppi, e infine gli altri sei piani che 

(*) Matli. Ann., Bd. 14. 
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si hanno congiungendo 2, 4, con uno dei punti 5, 6 ,  7 ,  8, 9 ,  10 sono ànche 
comuni. I n  tutto si hanno dunque 2 8  piani comuni, di cui due* non formano 
mai coppia. 

Consideriarno invece i due gruppi (vedi fig. 21.") di  indici (2 3 4), (2 5 6). 
La somma di questi due indici e della caratteristica fondamentale 1 è pari. 

1 piani (2 4 5) (2 4 6)  (2 3 5) (2 3 6) sono comuni come anche i piani 
(1  3 5) (1 4 5) (1 3 6) (1 4 6) che formano coi precedenti coppia in ciascuno 
dei due gruppi. Sono anche comuni i quattro piani che congiungono a tre  a 
t re  i punti 7 ,  8, 9 ,  10 e i piani ( 5 6 7 )  ( 5 6 8 )  ( 5 6 9 )  ( 5 6 1 0 )  ( 3 4 7 )  ( 3 4 8 )  
(3 4 9) (3 4 10) e infine i piani (1 2 7) (1 2 8) (1 2 9) (1 2 10). In  tutto 2 4  piani 
comuni accoppiati jn cinscurio dei due gruppi. 

$ 18. Sis temi  completi  d i  cara t te r i s t iche .  

Della ricerca dei sistemi completi di  caratteristiche si sono occupati-varii 
Autori. Pe l  cnso p = 3 abbiamo visto che si possono costruire i sistemi com- 
pleti di ARONIIOLD, e ne abbiarno studiato le figure e le proprietà. 

L o  STAHL seguendo certi teoremi di RIEMBBN trovb dei sistemi completi 
d i  223 + 1 caratteristiche di gcnere p (*). 

In  seguito il FROBENJUS trovb In forma generale dei sistemi completi (**). 
II NOETHER nei lavari più volte citati (Math. Ann. ,  Bd.  1 4 ,  16) si occuph dei 
sistemi completi. Egl i  dimostrb clle esjstono pel genere 4 ,  136  - 96 sistemi di 
dieci caratteristiche pari tali che a cinque a cinque dBnno tutte le altrn ca- 
ratteristiche pari ,  e a ire a t re  tutte le dispari. 11 NOETHER djmostrb inoltre 
che un  tale sistema è determinato da cinque delle sue caratteristiclie, e che 
le condizioni perchè la forma di genere 4 diventi jperellittica sono rappre- 
sentate dall'annullarsi delle funzioni 3 corrispondenti alle dieci caratteristiche 
di uno di tali sistcmi. 

D i  queste condizioni si erano occupati anche WEIERSTRASS ed altri (***). 
Non è inutile riportare qui togliendolo da1 haro citato di PRIKGSHEIN [ln 

sistema di dieci caratteristiche pari aventi le proprietà dette. Esso è 

(+) Crelle, tom. 98. 
(*a) Crelle, tom. 5'3, 

( r * ~ )  IC~NISBERGER, Crelle, tom. 64. - PRIXGSAETM, JIatli. Arin., Rd. 12, pzg. 
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Dai sistemi di dieci caratteristiche pari, il NOETEER ricava la definizionc 
di certi altri sistemi di otto caratteristiche dispari ne1 seguente modo: 

Assumiamo due sue caratteristiche q ,  q'; e aggiunginmole a tutte le altre 
otto; formiamo allora otto caratteristiche dispari che formeranno un sistema 
completo. 

1 0 . 9  
2 
- 45 si- D a  ogni sistema di dieci pari si possono dunque formare - - 

.stemi di otto dispari, e quindi esisteranno 136 - 9 6 .  45 sistcmi di otto dispari. 
Questi sisteini hanno la proprietà che a tre a tre o sette a sette dànno le ca- 

ratteristiche pari, e a cinque a cinque dànno tutte le altre caratteristiche dispari. 
L a  somma di tutte le otto caratteristiche dispari è q + q'. 
Queste proprietà insieme a molte altre ci risulteranno subito quando 

avremo ottenuta la  rappresentazione geornetrica di questi sistemi, cib che 
passiamo ora a ricercare. 

Dalla stessa definizione dei sistemi di otto, si ricava che considerando il 
sistema di dieci pari rappresentato dai dieci punti, un sistema di otto è quel10 
format0 cogli otto piani che congiungono due punti con ciascuno degli altri otto. 

Perb il sistema di dieci rappresentato dai dieci punti uno fra i 136 . 9G 
possibili; quindi bisogna andare a considerare tutte le altre confjgurazioni dei 
sistemi di dieci e ricavarne ogni volta i 45 sistemi di otto. 

Allora gli otto piani avranno configurazione diversa da quella ora otte- 
nuta, e noi faremo vedere che si possono avere in tutto tredici configusazioni 
diverse. Ne1 caso p = 3 è bene rammentare clie le configurazioni diverse che 
potevano avere i sistemi completi di ARONHOLD erano solo due. 

Per  la  formazione dei sisterni di otto compariscono corne fondamentali lc 
due caratteristiche pari q ,  q'. 

Ora tale coppia di caratteristiche pari pub prendersi in 136 ' 13' = 255 36 
2 

modi diversi, e dividendo il numero di tutti i sistemi di otto Fer ta1 numero, 
si ha che per ogni coppia q ,  p' esistono 64 sisterni corrispondenti. Allora noi 
faremo sulla rappresentazione delle due caratteristiche p, p' tutte le ipotesi 
possibili, ci05 che sieno rtmbedue rappresentate da  un punto, oppure che unn 

Annali di Miztematica, tom0 XX. 27 
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sia rappresentata da un punto e l'altra da un gruppo d i  cfnque punti, ovvero 
che sieno ambedue rappresentate da gruppi di cinque punti, e cercheremo di 
trovare ogni volta le 64 figure corrispondenti. 

Ma pr imaci  occorre di esporre una facile considerazione per poter pas- 
sare da un sistema di dieci ad un altro analogo. Si abbia il sistema rappre- 
sentato dai dieci punti, godente delle proprietà note. 

Allora se noi in luogo delle sei caratteristiche 

(3) (4) ( 5 )  (6) (7) (81, 
poniamo rispettivamente le altre 

(4 5 6 7 8) (5 6 7 8 3) (6 7 8 3 4) (7 8 3 4 5) (8 3 4 5 6) (3 4 5 6 71, (A) 

abbiamo un sistema di dieci caratteristiche pari, la cui somma è zero, e che 
a tre a tre dànno caratteristiche dispari, e a cinque a ciiique dànno pari. 

Infatti i due punti 1, 2 insieme col gruppo (4 5 6 7 8) dànno il piano 
(3 9 10). I l  punto 1 con due gruppi 

dà il piano (1 3 4), e i tre gruppi 

dànno il piano (6 7 8). 
Inoltre il punto 1 con i quattro primi dei gruppi (A) segnati sopra dà 

il gruppo pari (1 3 4 5  6); e cos1 i due punti 1, 2 con i tre primi dei gruppi (A) 
dànno (1 2 6 7 8) e i tre punti 1, 2 ,  9 con i due primi dei gruppi (A) dhnno 
(1 2  9 3 4); i quattro punti 1, 2 ,  9,  10 col primo gruppo (A)  dB (3), e final- 
mente i cinque gruppi ( A )  dànno il gruppo pari (3 4 5 6 7). 

Resta cosi dimostrato che le sei caratteristiche (A)  insieme con i quattro 
punti 1, 2, 9, 10 formano lin sistema completo di NOETHER. 

§ 19. Caso in cui le  caratteristiche q ,  y' sono rappresentate 
da due punti. 

In  ta1 caso abbiamo già ottenuta una delle 64 figure possibili; dobbianio 
cercare di ottenere le altre. 

È facile verificare che le dieci caratteristiche pari 

(1) (2) (3 4 5 1 2 )  (3 5 6 1 2) (3 4 6 1 2) (4 5 6 1 2) 

( 7 8 9 1 2 )  ( 7 9 1 2 1 0 )  ( 7 8 1 2 1 0 )  ( 8 9 1 2 1 0 ) ,  
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costituiscono un sistema di NOETHER, percliè la loro somma è zero, e a tre a 
tre dànno una somma dispari, mentre a cinque a cinque dànno una somma pari. 

Allora ricavando, ne1 modo indicato, da ta1 sistema un sistema di otto 
caratteristiche disparj, si ha la fig. 23." dove gli otto piani sono le otto facce 
dei due tetraedri. 

Fissati i due punti 1, 2 ,  di tali figure se ne possono formare 35. 
Inoltre le clieci caratteristiche pari 

(1) (2) (3) (4) (1 2 3 4 5) (1 2 3 4 6) (1 2 3 4 7) (1 2 3 4 8) 

formano un sisteina di NOETHER perchè ta1 sistema si pub ricavaie da quello 
dei dieci punti applicando il metodo del paragrafo precedente ai punti 5 ,  6 ,  
7 ,  8 ,  9, 10. 

Da ta1 sistema di NOETHER si ricava dunque un altro sistema di otto 
dispari ed è quello rappresentato dalla fig. 26." Restando fissi i punti 1, 2, di 
tali figure se ne possono formare 28. Dunque si son costruiti gli 1 + 35 + 
28 -- 64 sistemi completi corrispondenti alla coppia q ,  y' rappresentata da 
due punti. 

$ 20. Caso in cui la caratteristica q è rappresentata da un punto, 
e la q' è rappresentata da  un gruppo di cinque punti. 

Prima di tutto osserviamo che possiamo sempre supporre che 2 non 
faccia parte del gruppo di cinque punti; perchè se ne fa parte noi possiamo con- 
siderare il gruppo coniugato (quello degli altri cinque punti rimanenti) il quale 
rappresenterà la stessa q', e di cui allora evidentemente q non fa più parte. 

Applichiamo allora alle tre figure trovate ne1 paragrafo precedente ln tras- 
formazione indicata alla fine del $ 18 assumendo per punti fissi 1, 8, 9,  10 
e trasformando 

il punto (2) ne1 gruppo (3 4 5 6 7) 

(3) n (4 5 G 7 2) 

(4) n (5 6 7 2 3) 
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Allora gli otto piani della fig. 24,a diventano 

e si ha un sistema completo rappresentato dalla fig. 27.a 
Di tali configurazioni, lasciando fisse q ,  q' cioè il punto (1) e il gruppo 

(3 4 5 6 7), ve ne sono 5 . 4  = 20. 
Applicando la medesima trasformazione agli otto piani della fig. 25." si 

hanno gli altri otto piani 

( 1 2 3 )  ( 1 2 4 )  ( 1 2 5 )  ( 1 2 6 )  

che formano la  fig. 28.", e cogli stessi q ,  q' di tali figure ve ne sono quattro 
fra Ioro diverse. 

Finalmente applicando la stessa trasformazione alla fig. 26." si hanno gli 
otto piani: 

(1 2 3  ) (1 2 4) (2 6 7) (2 5 7) 

( 2 5 6 )  (348) (349)  (3410) ,  

che costituiti dànno la  fig. 29.". 
Di tali ultime figure se ne possono formare 40; onde evidenteniente sono 

esaurite tutte le possibilità perchè abbiamo trovato 20 + 4 -f 40 = 64 figure 
diverse, e sappiamo che per una determinata coppia q ,  q' non se ne possono 
formare dippiù. 

§ 21. Caso in cui  amendue le caratterist iche q ,  q' 
sono rappresenta te  da gruppi  di  cinque punti. 

C'è da  distinguere due casi inquantochè c'è da tener conto della posi- 
zione reciproca dei due gruppi di cinque punti, i quali possono avere O quattro 
punti comuni, O tre punti comuni. 

L a  supposizione che i due gruppi abbiano due punti comuni, O un punto 
solo cornune è la stessa rispettivamente di quella per la quale i due gruppi 
hanno tre O quattro punti comuni. Perchè basterà considerare in luogo dei due 
gruppi dati, uno solo di essi insieme al coniugato dell'altro, e se i dati aveano 
due punti comuni, questi nuovi gruppi avranno invece tre punti comuni. 
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Quindi dobbiamo considerare solo i due casi indicati. Operiamo la tras- 
formazione del § 18 lasciando fissi i punti 7, 8, 9, 10 e trasforrnando 

(1) in (2 3 4 5 6) 

(2) in (3 4 5  6 1) 

(3) in ( 4 5 6 1 2 )  

(4) in (5 6 1 2 3) 

e applichiamola agli otto piani della fig. 24.". 
Si hanno gli otto piani 

(1 2 6) (1 2 3) (1 2 4) (1 2 5 )  
( 7 8 9 )  ( 7 9  10) ( 8 9  10) ( 7 8  IO), 

che costituiscono la fig. 30.", mentre q q' saranno allora rappresentate dai 
gruppi (2 3 4 5 6) (3 4 5 6 1) che hanno qiiattro punti comuni. 

Fissati i due gruppi, di tali figure ve ne è sola una possibile. 
Perb si noti che la caratteristica (2 3 4 5 6) pub anche indicarsi con 

(1 7 8 9 10) e l'altra (1 3 4 5 6) con (2 7 8 9 IO), e quindi allora si pub co- 
struire un'altra figura simile scambiando il gruppo 7, 8, 9, 10 col gruppo 
3, 4, 5, 6. In tutto si hanno quindi due figure. 

Applichiamo ora la stessa trasformazione alla fig. 26.'; si hanno gli otto 
piani 

(4 5 6) (3 5 6) (1 2 6) (1 2 5) 

che dànno la fig. 31.". Di tali figure se ne possono formare sei e anche qui, 
corne sopra, per Io scambio del gruppo 7 8 9 10 col gruppo 3 4 5 6 si lianno 
altre sei figure simili; in tutto dodici. 

Trasformiamo ora la figura simile alla 25." ma di cui i piani sieno 

Si hanno allora i piani 
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the d h n o  la fig. 32." di cui se ne possono formare sedici diverse, e altre 
sedici pel solito scanibio di cui abbiamo parlato sopra. In  tutto 32 figure. 

E finalmente consideriairio l'altra figura simile alla 25." e di cui i piani 
sieno 

(3 4 7) (3 4 8) (4 7 8) (3 7 8) 

(5 6 9) (5 6 10) (6 9 10) (5 9 JO). 

Colla trasformazione si hanno i piani 

e si h a  la fig. 33." di cui se ne possono formare 18; se scambiamo i due 
gruppi 7 8 9  10 con 3 4 5 6 non si hanno figure diverse dalle prime. 

Poichè ora 
2  + 12 + 32 $ 18 = 64, 

cosi abbiamo raggiunte le 64 figure che dovevamo ritrovare pel caso in cui 
q ,  q' sieno rispettivamente rappresentate da 

(3 4 5  6 l ) ,  (2 3 4 5  6). 

Passiamo ora al caso in cui le due caratteristiche y ,  y '  sieno rappre- 
sentate da due gruppi di cinque punti che abbiano due punti cornuni. 

Per  far questo operiamo sulle fig. 27'.", 28.", la seguente trasforma- 
zione. Mutiamo 

(1) in (3 4 5 8 9) 

Allora q ,  q' saranno rappresentate da  

( 3 4 5 8 9 ) ,  ( 1 6 7 8 9 ) .  

Gli otto piani della fig. 27." diventano 

rappresentati dalla fig. 34.". 
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. Di tali figure ve ne sono sei e altre sei se si tien conto della permuta- 
bilità dei punti 3, 4 ,  5 coi punti 1, 6, 7 stante la simmetria in tali punti 
delle due caratteristiche fondnmentali q ,  1'. 

Inoltre considerando i gruppi coniugati rispettivamente dei gruppi (1 6 7 8 9) 
(3 4 5 8 9) si hanno i gruppi (3 4 5 2 10) (1 6 7 2 10) il che mostra che si pos- 
sono costruire altre 6 + 6 = 12 figure simili scnmbiando solo il gruppo 8, 9, 
col gruppo 2, 10. In tutto quindi 24 figure. 

Trasformando ora la fig. 29.a si hnnno gli otto piani 

che costituiscono la fig. 35.a. 
Di esse ve ne sono in tutto 2 . 1 8  - 36. 
Finalmente una figura simile alla 28." avrh i piani 

e questi trasformati dànno 

cioè la fig. 36." di cui se ne possono formare quattro tenendo conto delle 
solite osservazioni. 

In tutto abbiamo 
24 + 36 + 4 = 64 

figure. 
Raccogliendo i risultati ottenuti si ha che u esistono tredici figure diverse 

(dalla fig. 24.a alla 36.") rappresentanti tutti i sistemi completi di otto carat- 
teristiche dispari n. 

5 22. Teoremi sui sistemi completi di caratteristiche dispari. 

Sui sistemi completi il NOETHER dimostra i seguenti teoremi: 

1. Vi sono 8 36 136 sistemi completi contenenti iina data caratteri- 
stica dispari. 

2. Vi sono 2 . 16 72 sistemi completi contenenti due date caratteristiche. 
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3. Vi sono 6 , 36 sistenii contenenti tre date caratteristiche dispari la 
cui somma sia pari. 

4. Vi sono 2 . 16 sistemi contenenti quattro date caratteristiche e tali 
cbe a tre a tre dànno somme pari. 

5. Vi sono sei sistemi contenenti cinque date caratteristiche e tali che 
a tre a tre dànno somme pari. 

6. Vi sono due sistemi contenenti sei caratteristiche date tali che a tre 
a tre dànno somme pari. 

7. Otto caratteristiche diepari tali che n tre a tre dànno somme pari 
definiscono un sistema completo. 

8. Più di otto caratteristiche dispari tali che a tre a tre dànno somme 
pari, non esistono. 

9. Otto caratteristiche a, tali che, scelta una y pari, le somme q + a, $. a, 
sono tutte dispari definiscono un sisterna cornpleto di oui q b una 
delle caratteristiche pari basi. 

10. Otto caratteristiche dispari a, tali che, scelta un'altra caratteristica 
pari O dispari qualuuque y ,  le somme 

sono dispari, formano un eistema completo corrispondente a due ca- 
ratteristiche basi q ,  q' tali che 

A queste proprietà poi dobbiamo aggiungere le proprietà fondamentali 
dei sistemi completi e che noi abbiamo già enunciate, cioè che le otto ca- 
ratteristiche di un sistema completo zt tre a tre, O a sette a sette dànno 
sempre caratteristiche pari, e a uno a uno O a cinque a cinque dànno ca- 
ratteristiche dispari, e che la somma di tutte otto è q + r'. Per ottenere da 
un sistema completo tutte le caratteristiche pari e dispari bisogna considerare 
insieme alle otto caratteristiche del sistema anche una delle caratteristiche 
basi, per es. q. Allora tutte le dispari son date da: 
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Tutti i teoremi citati sopra possono risultare dalla semplice considem- 
zione delle figure. 

Per esempio dirnostriamo il teorema 3.". Immaginiarno tre piani passanti 
per una retta. Essi foimano, corne si sa, una terna pari. Tfediamo quanti 
sistemi completi possono contenere questa terna. 

Si  ha che: 

della fig. 24." ne esiste 1 contenente tale terna 

nessuno 

Annali di Maleînatica, tom0 SX. 

nessuno 

60 

nessuno 

nessuno 
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In tutto quindi ne esistono 

l +  1 0 + 5 0 + 2 0 $ 2 0 + 5 + 3 0  + 2 0  f 6 0 - 2 1 6 = 6 . 3 6 ,  

e con cib resta dimostrato il teorema 3.' con un metodo diverso di quel10 
seguito da1 NOETHER. 

Cos) anche potrebbero dimostrarsi tutti gli altri; ma a noi ci importa 
niassimamente far vedere come si possono dimostrare i teoremi 7 ,  8,  9 ,  10 
che sono importaaiti perchè fissano le eondizioni sufficienti per costituire un 
sistema completo. 

Per  far questo ci occorre far vedere prima come si possono rappresen- 
tare, mediante le permutazioni dei sistemi conipleti, tutte le sostituzioni del 
gruppo delle caratteristiche. 

$ 23. Rappresentazione cornpleta del gruppo delle caratterist iche 
di genere  3 e 4. 

Dalle cose sviluppate sinora risulta che pel genere 3, assunta come fon- 
damentale una caratteristica pari, la configurazione di tutte le altre caratte- 
ristiche è isomorfa a quella delle 28 rette che congiungono a due a due otto 
punti, insieme ai  35 doppi tetraedri che congiungono gli stessi punti a quattro 
a quattro. 

Il che in altre parole significa che il sottogruppo di monodromia for- 
m a t ~  con quelle sostituzioni che lasciano inalterata la, caratteristica pari fon- 
damentale, è isomorfo al gruppo degli otto punti, cioh ogni sostituzione di 
quel sottogruppo corrisponde ad una permutazione degli otto punti fra loro. 

Quindi se ne pub dedurre, come giit sappiamo, che que! sottogïuppo ha  
per ordine 8 !  

Ma se noi vogliamo rappresentare tutte le sostituzioni del gruppo, doh- 
biamo mutare anche la caratteristica pari fondamentale, e allora si lianno 
due sistemi di otto punti tali che il passaggio dall'uno all'altro potrà rap- 
presentare una sostituzione qualunque. 

Allora un sistema completo di ARONHOLD di un0 degli aggruppainenti di 
otto panti, diventerà necessariamente un sistema di ARONHOLD dell'altro ag- 
gruppamento. L a  ragione per la quale per una sostituzione di monodromia, 
un sistema deve trasformarsi in un altro la potremmo trovare per p = 3 nelle 
conosciute proprietà dei sistemi completi, che cioè (vedi $ 11) essi sono i soli 
sistemi di sette rette tali che a tre a tre dànno caratteristiche pari. 
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N a  noi, in vista anche della estensione che ne dobbiamo fare al caso 
p = 4 ,  vogliamo dimostrarlo diversamente, in modo che dalla nostra dimostra- 
zione si possa poi dedurre anche come corollario la proprietà fondamentale 
enunciata. 

Incominciamo col ricordare [cib che r i d a  da  una semplice enumpra- 
zione delle figure (vedi fig. Il.")] che esistono 8 - 36 sistemi conipleti, e che 
le sostituzioni di monodromia sono 8 !  36. Ora se noi trasformiamo un sistenia 
complet0 in un altro, cioè stabiliamo una sostituzione chc trasformi le sette 
rette dal17un sistema nelle sette rette de117altro (e questa corrispondenza pub 
farsi in 7 !  modi diversi) allora evidentemente la sostituzione è completamentc 
definita perchè tutte le altre caratteristiche componendosi mediante le sette 
del sistema, la loro trasformazione è individuata. 

Ora lasciando fisso il primo sistema e facendo variare il secondo fra tutti 
gli 8 . 36 possibili, si hanno cos) in tutto 7 ! 8 36 = 8 ! 36 sostituzioni fra 
loro diverse, e quindi tutte le sostituzioni di monodromia che sono proprio 
in ta1 numero. Ne risulta che una sostituzione di monodromia niuterh sempre 
un sistema completo in un altro, altrimenti esisterebbero più che 8! 36 sosti- 
tuzioni. Quindi i sistemi completi acquistano un'altra importanza speciale ne1 
senso che essi possono riuscire a rappresentare tutte le sostituzioni del gruppo 
di monodromia. 

Cosi, per es. sappiamo (S 11) che esistono 2 + 30 + 40 = 72 sistemi 
completi aventi una data retta fissa. E quindi se ne deduce che 

u Esistono 6! 72 sostituzioni che lasciano inalterata una data caratteri- 
stica dispari. a Questo numero corrisponde all'ordine del gruppo delle 27 rette 
della superficie di 3." ordine (*). 

E analogamente, dai teoremi del fj 11 ricaviamo ancora: 
u Esistono 16 . 5 ! sostituzioni che lasciano inalterate due date rette, cioè 

due date caratteristiche dispari. 3 Questo numero corrisponde all'ordine del 
gruppo delle 16 rette della superficie di 4.' ordine a conica doppia (**). 

u Esistono 5 4 !  sostituzioni che lasciano inalterate tre rette formanti una 
terna pari, cioè tre caratteristiche dispari la cui somma sia pari. n Questo 
numero corrisponde all'ordine del gruppo delle dieci rette della superficie di 
5." ordine a quintica doppia studiata da CAPORALI e DEL RE. 

u Esistono 2 - 3 ! sostituzioni che lasciano inalterate quattro rette formanti 
quattro terne pari. n 

(*) Jonoax, Subst., Pa:. 317. 
(**) J o R D . ~ ,  id., PL\;. 300. 
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Possiamo anche dedurre come corollario cib che abbiamo gih conosciuto 
per altra via cioè che un sistema di sette rette, tali che a tre a tre danno una 
somma pari individuano un sistema completo. Infatti consideriamo in primo 
luogo le tre terne pari di rette (1, III, V della fig. 2."). Evidentemente esiste 
sempre un sistema completo contenente una qualunque di quelle terne. Allora 
esistendo sempre una sostituzione che muti tutte le rette di un sistema com- 
pleto in tutte quelle di un altro, esisterà sempre una sostituzione che muti la 
terna 1 e la terna III nella terna Y. 

Se consideriamo il dato assierne di sette rette, si pub allora far vedere 
che esisterà sempre una sostituzione che 10 muti in un sistema di ARONHOLD, 
e quindi sarà esso stesso (per le cose dette avanti) un sistema di ARONHOLD. 

Infatti se tre rette di esso formano una figura come 1 O I I I  (fig. 2.a) si 
possono con una trasformazione ridurre ad un tipo V. Allora l'aseierne di 
sette rette diventerà un altro assieme di sette rette godente sempre della pro- 
prietà supposta [perchè quella proprieth non si altera per qualunque sostitu- 
zione del gruppo di rnonodromia ( 5  3)] e tale che tre rette formino il tipo Tr 
(fig. 2.a). Aggiungiamo ora a queste tre una quarta petta. Queste quatt.ro 
rette saranno tali che conterranno sempre solo terne pari, mentre le tre prime 
di esse passano per nn punto. Sieno (1 2) (1 3) (1 4) queste tre rette passanti 
per un punto; allora la quarta potrà essere O (5 6) O (1 5) cioS la guaterna pub 
essere solo di uno dei due tipi della fig. 37.". Ora il primo è una quaterna 
contenuta evidentemente in un sistema completo (il secondo della fig. Il."), e 
quindi esiste una trasformazione ehe Io riduce al secondo il quale evidente- 
mente a.ppartiene ad un sistema completo. Allora tutte le altre rette del sup- 
posto sistema si ridurranno ad altre rette che con le quattro passanti per un 
punto costituiscono sempre terne pari. Quindi considerando una quinta di  
queste rette, essa si ridurrà O a (6 7) O a (1 6) (fig. 38."). Il primo cas0 si 
pub al solito ridurre al secondo, e allora ci riduciamo sempre a cinque rettc 
passanti per un punto e a due rette che colle prime dhnno sempre terne pari. 
Ora se una di queste altre è la retta (7 8), l'altra non pub esistere perchè 
in qualunque modo si ponga darebbe sempre luogo ad una terna dispari. 
Quindi le due rette rimanenti -non possono ehe essere (1 7) (1 8), e quindi si 
ha un complesso di sette rette passanti per un punto, e quindi formanti un 
sistema completo. Con cib il nost,ro teorema resta dimostrato. 

Evidentemente poi risulta anche quest'altro; che non si possono costruire 
pi9 di sette rette godenti della proprietà che a tre a tre dànno terne pari. 
Perchè se cib fosse possibile io posso sempre con un asaieme di trasformazioni 
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ne1 modo indicato sopra, ridurre sette delle rette a sette rette passanti per un 
pilnto, e allora le altre in qualunque modo sieno situate daranno luogo sempre 
n terne dispari come si vede facilmente. 

Tutte queste considerazioni sulla rappresentazione del gruppo delle ca- 
ratteristiche di geilere 3 siano in grado di estenderle subito pel genere 4. 

Avendo scelto come foudamento della rappresentazione un sistema di 
NOETHER di dieci caratteristiche pari, il sottogruppo format0 di quelle sosti- 
tuzioni che scambiano fra loro queste dieci caratteristiche pari, è rappresen- 
tabile coll'assienie delle permutazioni fra i dieci punti. 

Passando da un sistema di NOETHER ad un altro qualunque dei 136 96 
esistenti, si hanno in tutto 136 . 96 IO! sostituzioni fra loro diverse; ma le 
sostituzioni di monodromia sono in ta1 numero, dunque in ta1 maniera si hanno 
tutte le sostituzioni di monodromia. 

In  ta1 maniera conoscendo le configurazioni di tutti i sistemi completi di 
dieci caratteristiche pari, si possono rappresentare tutte le sostituzioni. Ma noi 
possiarno utilmente sostituire ai sistemi completi di caratteristiche pari, quelli 
di caratteristiche dispari, di cui ahbiamo trovate avanti tutte le possibili con- 
figurazioni. 

E cib è tanto pih conveniente inquantochè i sistemi completi di caratte- 
ristiche pari, contenendo parecchie caratteristiche pari rappresentate da cinque 
punti dànno Iuogo ad una configurazione più complicata. 

Allora possiamo dire che tutte le sostituzioni di monodromia sono rap- 
presentate dalla perrnutazione di un sistema completo di caratteristiche dispari 
in un altro qualunque, accompagnata da una permutazione degli otto piani 
fra loro. 

Perb si noti clie siccome effettivainente il sistema di otto caratteristiche 
dispari non pub dare tutte le caratteristiche, se non si fissa una delle sue ca- 
ratteristiche basi p O q', cosi ne1 far corrispondere un sistema di otto ad un 
rtltro di otto, bisogna anche fissare la corrispondenza di una delle caratteri- 
stiche basi q O y'. 

Siccome i sistemi di otto sono 255 - 36 . 64 si hanno cos1 tutte le 
2 5 5 .  36 64 2 . 8! sostituzioni di monodromia. 

Troviamo qunnte sostituzioni esistono che lasciano fissa una data barat- 
teristica dispari. Basta trovare quanti sistemi completi vi sono che hanno un 
dato piano fisso. Da1 €j 22 sappiamo che ta1 numero è 8 36 136, onde mol- 
tiplicando ta1 numero per 2 - 7! si ha il numero richiesto delle sostituzioni. 

Corne conseguenza delle cose dette risulta che se si hanno due assiemi 
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dello stesso iiumero di piani, e un solo di essi forma una configurazione ap- 
parteneiite ad un sistema completo mentre l'altro no, allora non esieterh nes- 
suna sostituzione che muti il primo assieme ne1 secondo, percliè per una so- 
stituzione qualunque i sisterui completi si permutano fra loro. 

§ 24. Dirnostrazione di alcuni teoremi sui sistemi completi. 

Siamo ora in grado di esporre la dimostrazione dei teoremi 7 ,  8, 9, 10 
del § 22. 

Dimostriamo che otto piani tali che contengono tutte terne pari (cioè 
dei tipi 1, I I ,  V, VI I ,  X ,  XI ,  XII fig. 18.") formano necessariamente una 
delle 1 3  figure dei sistemi completi. 

Pe r  dimostrar cib faremo vedere che con una sostituzione di monodromia 
si potrà, sempre trasformare il sistema degli otto piani in uri sistema di otto 
piani passanti per due punti fissi, cioè iii un sistema completo, e quindi per 
i principii stabiliti ne1 paragrafo precedente se ne deduce che il sistema pïi- 
mitivo era anche un sistema completo. 

Consideriamo una terna del sistema dato. Tali  terne saranno dei tipi 1, II, 
Y, VI I ,  X ,  XI, XII, e poichè si verifka subito che queste coxnpariscono 
sempre in un sistema completo, cioè che esiste sempre un sistema completo 
contenente una di quelle terne (*), cosi si deduce che con un'opportuna sostitu- 
zione si potrà sempre ridurre quella terna ad una del tipo V, cioè a tre piani 
passanti per due punti. Allora tutti gli altri piani si trasformano in  altri in modo 
perb che resti inalterata la proprietà che l'sssieme possegga solo terne pari, 

Consideriamo ora un altro piano insieme con i tre ïidotti al tipo unico 
indicato. Si vede che non sono possibili che solo le tre figure (a) (b)  (c) della 
fig. 40.". 

Ora tali quaterne esistono in sisteini completi, e propriamente 

(a) esiste iiella fig. 27." O 30." ecc.; 
(b )  esiste nella fig. 26.& O 28.8 ecc.; 
(c) esiste nelln fig. 24." O 26." ecc. 

(') Si  noti per es. che le  terne XI esistono solo nelle fig. 3La e 35.a; nella prima 
di tali  figure ne esistono t r e  sole cioè quelle formate coi due piani (1 2 6) (89 10) e con 
uno degli altri t r e  (3 74), (7 4 5), (7 5 3), mentre n e l h  second3 ne esistono due e sono 
(3410) (267)  (185), (3410) (267)  (195). 
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Dunque possiamo sempre con una sostituzione ridurci al tipo (c) cioé a 
quattro piani passanti per due punti. 

Vediamo come pub d o r a  essere disposto un altro dei piani. 
Evidentemente un quinto piano 10 posso disporre in tre nltre maniere in 

modo clle si verifichi sempre la proprieth di non esservi che terne pari, e cioè 

(a') Quattïo piani passanti per due punti e un quinto piano avente 
nessun punto comune con questi. 

(b') Quattro piani passanti per due punti e un quinto avente un vertice 
in uno di questi due punti. 

(c') Cinque piani passanti per due punti. 

Ora tali configurazioni esistono in sistemi completi, cioè per es. 

(a ' )  esiste in fig. 27.a; 
(b') esiste in fig. 27.' ; 
( c f )  esiste in fig. 24.". 

Quindi ci possiamo ridurre, al solito, solo a1 tipo (cl). 
Un sesto piano pub riunirsi ai cinque di (c') al solito in tre sole ma- 

niere cioè 

(a") non avente alcun vertice comune coi piani di (c ' ) ;  
(b") aoente un vertice in uno dei due punti comuni dei pinni di (c ');  
(c") avente due vertici nei due punti comuni. 

È facile or8 verificare clie non esiste alcun sistenla completo eontenente 
una figura come (a"), perb si pub far vedere che se sdesso alla figura (a") 
voglio aggiungere un altro piano dotato delle medesime proprietà non lo posso 
pih fare, perchè in primo luogo sono esauriti tutti i dieci punti, e quindi que- 
st'altro piano non pub che avere tutti i suoi vertici comuni con piani della 
figura a"; intanto questo settiino piano dovendo formare sempre terne pari 
coi cinque piani passanti per due punti, pub O non avere con essi nessun 
vertice di comune O passare per uno dei due vertici comuni, O per amendue. 
Ma ne1 primo caso sarebbe Io stesso del sesto piano di (a"),  e negli altri casi 
dovendo poi avere due O un vertice comune con tale sesto piano darebbe 
sempre luogo ad una terna dispari, come é facile verificare. Dunque la figura 
(a") resta esclusa, e poichè (b") esiste in un sistema completo per es. nella 
fig. 26.", cos1 poesiamo sempre ridurci rt sei piani passanti per due punti. 
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Aggiungendo un altro piano, questo pub aggiungersi in due modi, cioè 
in modo che ne1 complesso formino O:  

(6"') Sei piani passanti per due punti, e uno avente un vertice in uno 
di tali due punti. 

(c"') Sette piani passanti per due punti. 

Poiohè. (bu') è contenuto in un sistema completo e propriainente per es. 
nella fig. 26.", cos1 con una sostituzione possiamo ridurci a (c") .  Allora final- 
mente l'ottaro piano non pub che passare per i due punti comuni, perchè in 
qualunque altra maniera darebbe luogo a terne dispari. 

Dunque il sistema dato essendo trasformabile in un sistema completo e 
propriamente nella fig. 25.", è esso stesso un sistema completo. 

Evidentemente ora si pub osservare chc se il sistema dato fosse stato com- 
posto di nove piani, allora otto di essi possono trasformarsi in otto piani pas- 
santi per due punti, e il nono dovrebbe trasformarsi in un altro ehe coi prirni 
dà sempre terne pari. Ma ad otto piani siffatti lion pub aggiungersi un nono 
piano con questa condizione, dunque non esistono nove piani colla proprietà 
detta. 

In ta1 maniera resta dimostrato anche il teorema 8.'. 
Dimostriamo ora il teorema 9.". 
Supponiamo che otto piani a, d, .  . . a, sieno tali che p f a, $ a, sia sempre 

dispari, dove q è una caratteristica pari. Questa q pari sia una di quelle rap- 
presentate da un punto solo, per es. da1 punto 1. Prendiamo allora due dei 
piani del sistema dato, e facilmente si vede che essi possono rispetto al punto 1 
avere solo le seguenti figure 

((6) (1 2 3) (1 2 4) 

(b )  (2 3 4) (2 3 5) 
(c) (1 2 3 )  (2 4 5 )  

(cl) (2 3 4) (5 6 7). 

Ora figure come quelle formate da questi due piani insieme al punto l s q  
esistono in sistemi completi, cioè la seconda esiste nella fig. 25.a e 26.a, la 
terza esiste in 26." O 27.", e la quarta esiste in e quindi adoperando una 
trasformazione conie quelle di sopra io posso trasformare tali sistemi c,ompleti 
in uno come la fig. 24.a, e allora le figure (b) (c)  (d) vengono tutte a trasfor- 
maisi nella figura (a). 
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Consideriamo ora insieme ad (a) ut1 altro piano dotato delle stesse pro- 
prieth. Esso potrà essere solo O (1 2 5 )  orvero (2 5 6). 

Ne1 secondo caso si hanno tre piani che con 1 formano una figura che 
esiste nella fig. 27." 28.", e quindi con una trtisformazione il secondo caso 
pub ridursi al  primo, che è una figura risultante di tre piani passanti per due 
punti di cui uno B il punto ' l ,  Apgiungiamo ora ancora un altro piano. Questo 
o passa per gli stessi due punti O pel punto 2 solamente, senza avere altri 
vertici cornuni coi piani già esist,enti. Tale seconda figura esiste nella fig. 28.a 
e quindi sempre ci riduciamo alla fig. 24.", e cosi di seguito finchè siamo giunti 
a cinque piani passanti per due punti 1, 2 e ad un altro piano (2 8 9) che è 
l'ultima configurazione di questa specie esistente nei sistemi completi e clle 
esiste propriamente nella fig. 28.". Quindi infine al  solito modo ci riduciamo 
a sei piani passanti per due punti di cui uno è 1 =p. 

Volendo aggiungere gli altri due piani, se uno di essi è (2 9 10) non se 
ne pub costruire un altro in modo da conservare inalterata la proprietà sta- 
bilita, e se invece uno di essi è (1 2 9) l'altro non pub eescre che (1 2 IO), 
e cosi ci siamo ridotti a otto piani passanti per due punti di cui uno è q ,  e 
con-cib - resta dimostrato il teorema. 

§ 25. Determinazione delle caratterist iche corrispondeniti 
alle tangenti  doppie della curva  di quart 'ordine. 

Ne1 volume 11 dei Matb. Ann. il KLEIN si propone di determinare le ca- 
ratteristiche delle tnngenti doppie di quella curva di quart'ordine di PLUCKER 
che ha tutte le tangenti doppie reali, e la cui forma è, come snppiamo, l'as- 
sieme di quattro ovd i  esterne l'una cill'altra (vedi figura ne1 lavoro citato di 
KLEIN). Messa l'equazione della, quartica sotto la forma 

dove le D sono quattro convenienti tangenti doppie e fi è l a  conica che passa 
per i punti di contatto di esse, facendo convergere A a zero si ha come caso 
limite una conica doppia che rappresenta la curva di quart'ordine ridotta ipe- 
rellittica. Su questa conica vi sono otto punti di diramazione, lc cui congiun- 
genti a due a due rappresentano le tangenti doppie. 

Il KLEIN considerando direttamente gli integrali abeliani determinn le ca- 
ratteristiche di queste congiungenti, e basta evidentemerite ljrnitarsi a questa 

Anmli di Matematica, tom0 XX. 20 
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sola determinazione perchè poi col principio di continuità si pub passare alle 
tangenti doppie della quartica primitiva. 

Ora la determinazione delle c.aratteristiche pel caso iperellittico si pub 
fare immediatamente paragonando la figura che noi olteniamo cogli otto punti 
di diramazione colla figura ,da noi presa per fondamento nelle ricerche pre- 
cedenii e che ha anche otto punti fondamentali. Per assegnare quindi le ca- 
ratteristiche basta scegliere arbitrariamente sette rette formanti una configu- 
razione di un sistema completo, cioh una delle due figure 11." e assegnare a 
tali rette le caratteristiohe di un sistema completo per es. (*) 

La somma di queste sette caratteristiche è c ; 
Assegnando (fig. 4lSa) queste caratteristiche alle sette rette partenti da 

uno degli otto punti per es. da 1, e ritrovando poi le caratteristiche di tutte 
le altre rette ( i j )  colla formola 

si viene a trovare la stessa figura trovata da KLEIN ne1 lavoro citato. 

$ 26. Determinazione delle caratteristiche 
dei 120 piani tritangenti della sestica. 

Una considerazione analoga possiamo fare pel caso della sestica storta 
di genere 4. 

Prima di tutto ricordiamo che possiamo inimaginare anche una sestica 
con cinque rami reali come la quartica di PLUCKER ha quattro rami reali. 

Infatti da un lavoro di HILBERT (**) risulta che il numero dei rami reali 

(z) Vedi WEBER, A6elsch. Funct., png. 183. 
(*") Xath. Ann., Bd. 38, pag. 122 (1891). In yuesti ultimi tempi è uscita una inte- 

ressante Nota di KLEIN in cui generalizza alle curve di genere qualunyue i risultati, 
sulla realità delle tangenti doppie della quartica, ottenuti da ZEUTHEN ne1 7."O vol. dei 
Math. Ann. Vedi: Ueber Renlit6tsverhàltm'sse im Gebiete der Abelschen Functionen. Got- 
tinger Nachrichten, n." 9, 1892. 
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1 di una curva storta irreducibile di nmO ordine è al più - (n. - 2)2 + 1 ovvero 
4 

t -(n - 1)(n + 3) + 1 secondochè n é pari O dispari, ed esistono effettivainente 
4 
nei due casi curve aventi tanti rami realj. Onde si h a  che esisterà una se- 
stica con cinque ovali. Se la forma diventa iperellittica si ha una cubica 
doppia con dieci punti di diramazione, e i 120 piani tritangenti diventano i 
piani congiungenti a tre a tre questi dieci punti. Per determinare quindi le 
caratteristiche dei diversi piani tritangenti ne1 caso iperellittico basta asse- 
gnare ai  dieci punti le caratteristiche di un sistema completo di NOETHER 
(vedi 5 18) e allora la caratteristica di un piano sarà la somma delle tre ca- 
ratteristiche dei vertici. 

$ 27. Gruppo delle 27 re t te  della superficie di terz'ordine. 

Vogljamo far vedere come mediante le considerazioni precedenti si pub 
studiare il gruppo e la configurazione delle 27 rette della superficie cubica (*). 

Teniamo presente la figura di GEIBER (§ 4) nella quale le 27 rette cor- 
rispondono a 27 tangenti doppie della quartica. Ogni sezione piana della su- 
perficie cubica corrisponde ad una cubica di contatto della quartica e pro- 
priamente ad una cubica del sistema di contatto coniugato alla 2€La tangente 
doppia, cioè tale che per i sei punti di contatto di essa cubica e per i due 
punti di contatto della 28.a tangente doppia passa una conica. 

Allora volendo studiare il gruppo delle 27 rette dobbiamo studiare il 
sottogruppo di monodromia che lascia inalterata una caratteristica dispari, e 
le sostituzioni di questo sottog~wppo le possiamo rappresentare tutte mediante 
le considerazioni svolte ne1 $ 23. 

Prima di tutto possiamo ricercare quanti sono i sistemi cornpleti conte- 
nenti una data retta fissa. Si trova che sono 72 (§ 23), oiide ne deduciamo 
che il gruppo delle sostituzioni fra le 27 rette ha per ordine 6!  72. Inoltre 
consideriamo tre tangenti doppie formanti una cubica di contatto del sistema 
coniugato alla 2 S a  tangente doppia; in altri termini consideriamo tre tan- 
genti doppie che insieme colla tangente doppia fissa formino una quaterna 
zero ($ 8). Allora per la figura di GEBER si ha che il piano ne110 spazio n 
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tre dimensioni che corrisponderà a questa cubica di contatto degenerata in 
tre rette, dovrà passare per tre rette della superficie cubica; cioè le 27 rette 
della superficie cubica a tre a tre stanno in piani; e poichè di quaterne zero 
aventi una, retta fissa ve ne sono 45 (vedi 8), cos1 esistono 45 triangoli 
formati dalle 27 rette (triangoli di STEINER) (*). 

I n  questa maniera le 27 rette di S, sono rappresentate colle 27 rette che 
congiungono a due a due otto punti fissi, quando si esclude una delle con- 
giungenti. 

Vediamo in questa figura schematica come saranno rappresentate le coppie 
di rette che sulla superficie di terz'ordine si vengono ad incontrare O no. 

Evidentemente due rette si taglieianno O no secondoch& nelln figura sche- 
matica saranno rappresentate da due rette che iiîsieme alla retta fissa, for- 
mino O no, tre lati di una quaterna zero. 

Quindi se (1 2) è la retta fissa (fig. 42.7 per segnare due rette clie rap- 
presentino due che non si faglino dobbianio segnare due rette che insieme 
con (1 2) non inclividuano una quarta retta; quindi possiamo segnare le coppie 
dei seguenti tipi: 

1 (1 8) (2 8) 

I I  (1 3) (1 4) 

I I I  (7 6) (6 5) 

I V  (1 3) (5 6). 

Vediamo quante di queste coppie possiamo segnare. Ve ne sono 

cioè esistono 2 7 . 8  coppie di rette che non si tagliano (**). 
Vediamo come si possono raggruppare queste coppie. 
Congiungiamo i sei punti 3,  4 ,  5, 6 ,  7, 8 coi punti 1, 2. Abbiamo sei 

coppie del tipo 1; queste sei coppie evidentemerite sono tali che prese due di 
esse, le due rette di una tagliano le due rette dell'altra, ciob considerando 
per es. le due coppie (1 3) (2 3); (1 4) (2 4), è evidente che le due rette 
(1 3) (2 4) e le due rette (1 4) (2 3) rappresentano coppie che rispettivamente 
si tagliano. 
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Inoltre nessun'altra coppia si trova in tale condizione rispetto ad una 
delle sei coppie considerate; abbiamo cos1 trovate sei coppie che si trovano 
fra loro in una relazione speciale, e tale relazione non pub evidentemente ve- 
nire alterata dalle sostituzioni del gruppo.; quindi ne possiamo dedurre che 

27 - 8 tutte le 2 7 .  8 coppie si riuniscono a sei a sei in -= 36 bisestiiple (bise- 
6 

stuple di SCHLAFLI). 
Vediamo ogni retta quante altre ne incontra; basta verificare la cosa per 

una retta speciale perchè poi in virtù della transitività del gruppo 10 stesso 
succederà per tutte le altre. Ora per es. (fig. 43.") la retta (1 3) incontra 
le rette 

(24) (25) (26) (27) (28) (34) (35) (36) (37) (38), 

perchè con ciascima di queste rette pub sempre formar parte di una qua- 
terna zero. 

Evidentemente con qudunque altra retta, la retta (1 3) formerebbe seinpre 
una coppia di uno dei tipi della fig. 42.8, e quindi possiamo conchiudere che 
ogni retta incontra dieci altre rette fra le 27 e si ritrova il teorema di STEINER. 

~mma~in ia rno  due triangoli di STEINER non aventi nessun lato comune. 
Essi saranno per es. rappresentati dalle rette (fig. 44.") 

(1 3) (3 4) (2 4) 
(1 5) (5 6) (2 6). 

Allora ogni lato del primo triangolo incontra un lato del secondo; cioB evi- 
dentemente 

(1 3) incontra (2 6) 

e le rette (3 6) (7 8) (4 5) evidentemente formano un nuovo triangolo che con 
i due primi é combinat0 in modo che i lati corrispondenti dei tre triangoli 
si incontrano a due a due formando altri tre triangoli 

Di queste terne di triangoli (formanti cib che si chiama un triedro di STEINER) 
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ve ne sono tante quanto è il terzo del numero delle coppie di triangoli non 
aventi alcun lato comune. Ora se (1 3) (3 4) (4 2) B uno dei triangoli, un 
altro nori avente con esso alcun lato comune O è del tipo 

4.3 di cui ve ne sono 2 - = 12 diversi O del tipo 
2 

(3 5) (4 6) (7 8)) 
4 . 3  di cui ve ne sono 2 .  - = 12, O del tipo finalmente 

2 

di cui ve ne sono 4 2 = 8. 

In  tiitto v i  saranno - 32 45 ooppie di triangoli non avenii alcun Iato co- 
2 

45 32 mune, e quindi - triedri di STEINER. 
2 . 3  

Nella Memoria seguente, che è già compiuta , esplicheremo largamente 
i concetti appena accennati in questo capitolo finale e ce ne serviremo per 10 
studio delle configurazioni. 

agosto 1801 
Milsilo, Pavia , 

aprile 1892 
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Tav. 1. 

Fig. 3-Y 
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Contribuzione alla teoria 
delle serie irrazionali involutorie a' 

wiacenti sulle varietà algebriche n 
ad una dimensione. 

( D i  FEDERICO AMODGO, a. Napoli.) 

Questa teoria b la naturale estensione della nota teoria delle serie lineari 
di gruppi di punti esistenti sopra m a  curva algebrica. 

Se sopra una varietà algehrica mi,  di genere qualunque, esiste uiia serie 
semplicemente infinita di gruppi di m punti (*) ciascuno, tali che ogni punto 
della varietà appartenga ad uno ed uno solo di questi gruppi, e che la va- 
rietà costituita dagli ml gruppi sia riferibile (bi)univocamente ai punti di una 
curva algebrica di genere n) O ,  questa serie si dice serie irraxionale i m o -  
lutoria dell'ordine m,  e di genere n; qui la indicheremo col simbolo gi,,, (**). 

Cib che era noto intorno a qiieste serie fu esposto da1 chiar. prof. S E ~ R E  
nelle sue lezioni dell'anno accademico 1890-91 sulla K Introduzione alla geo- 
metria su di una varietà algebrica cd n che io per sua cortesia ebbi I'op- 
portunità di ascoltare. 

Egli mostrb che la formola del sig. ZEUTHEN, sui punti di diramazione 
di due curve algebriche che sono in corrispondenza ( n z ,  m') fra loro (***), fa 
conoscere immediatamente che il nnnzero dei punti doppi (punti di dirama- 
zione) di u n a  gl,,, estkente  soya ulza varieth aigebrica oot d i  genere p è: 

(a) Estendiamo, come di solito, alla pnrola punto il significako di elemento semplice 
O generatore della varieta. 

( y )  Serberemo il simbolo gr* per le  ser ie  lineari (di genere zero) di ordine n ,  e di 
dimensione r. . 

(***) Math. Ann., Bd. 3. 
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Poi espose una importante forrnola del sig. SCHURERT la quale (nell'ipotesi 
che la varietà algebrica sia una curva di ordine n e di genere p di uno spazio 
Sv, e che il gruppo generico di m punti della serie irrazionale individui un S k ,  

e che sia z il numero dei gruppi di k: + 1 punti di uno stesso gruppo della 
serje irrazionale che appartengono ad un Sh-i invece che ad un S k )  fa CO- 

noscere il numero dei punti doppi della serie irrazionale in funziorie dell'or- 
dine e del genere della varietà algebrica, dei numeri k e x, e dell'ordine della 
varietà degli Sk. 

Dalle due formole eliminando il numero y ricarb l'altra non meno im- 
portante formola 

che lega il genere 21 e l'ordine n della varietà algebrica, su cui giace la serie 
irrazionale, coll'oïdine nr e col genere .rr della serie, coi numeri Ic e x ,  e col- 
l'ordine v della varieth ooi di & individuata da tutti i gruppi della serie (*). 

Da questa formola egli fece discendere, per il caso particolare di Ic = Y ,  

pel quale bisogna supporre = O ,  il seguente teorema, che è tuttora il più 
importante che per ora si conosca sulle serie irrazionali involutorie: 

,4llorquando sopra una  varietà algebrica d i  genere p esiste ulza serie 
i r~az iona le  involutor2a d i  yrado m e d i  genere x ,  i l  nzcnzero de i  gruppi d i  
r + 1 elementi, comuni a questa serie ed a u m  serie lineare gr, della ua- 
rietà è i n  generale 

In particolare si ha: 
11 numero delle coppie comulzi ad m a  serie irraxio~zale .in.uolutoria mi 

d i  ordine m e d i  genere T ,  e a una  s e ~ i e  lineare d i  ordine n ancAe essa CO', 

esistenti s o p n  ana uatietà algebrica w1 d i  getzere p è: 

Quest'ultiiria formola è stata anche ritrovata in altro modo da1 sig. CASTEL- 

?) Vedi per clueste formole la nota del Sig. SEGRE, Sulle varieta aSeOriche conzposle 
ch' una serie cd di spaaii (Rend. Acc. Lincei, serie 4.", vol. 3,, pag. 114153) e l'altra, 
lnlorno alla geomebia su unit riynla nlgeb~ica (Id., pag. 3-6) nella quale esse sono trs- 
vate per un caso particolare. 
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~ u o v o  in una sua recente pubblicazione (*); nella quale ha fatto conoscere 
una notevole ma parziale estensione alle serie irrazionali involutorie del teo- 
rema di RIEMANN e ROCH che riguarda le serie lineari speciali; ed inoltre ha 
dato un bel teorema sulla disposizione che hanno i punti doppi di una y',,, 
esistente sopra una curva algebrica. 

Scopo di questa Nota è di aggiungere ai teoremi suddetti alcune osser- 
vazioui intorno alla esistenza delle serie irrazionali involutorie sopra deter- 
minate varietà algebriche sernplicemente infinite, che potrebbero valere ad 
agevolare la ricerca della determinazione e costruzione di tutte le serie irra- 
zionali involutorie esistenti sopra una varietà di dato genere; e di mostrare 
la soluzione di un lato della questione riguardante il numero delle coppie co- 
muni a due serie irrazionali involutorie esistenti sopra una varieth algebrica ooi. 

1. Sulla esistenza delle serie irrazionali irivolutorie cd. 

1. Se una serie irrazionale involutoria cd y',,, di ordine m e di genere 
x> O esiste sopra una varietà algebrica semplicemente infinita di genere p, essa 
determina su questa varietà una  corrispondenza simmetrica di indice nz - 1 ; 
la quale, se la varietà algebrica è di moduli generali, pub essere solamente 
una corrispondenza yenerale (Werthigkeit-Correspondenz) con valenza posi- 
tiva O negativa, e se la varietà algebrica è di moduli particolari, pub anche 
essere una corris~ondenxa singolare (**). 

2. Limitiamoci per ora al caso che la corrispondenza sia generale ed in- 
dichiamone con y la valenza. Applicando la forrnola di CAYLEY-BRILL-HUR- 
wrm (***), che dà il numero delle coincidenze di una corrispondenza di dati 

(*) Alcune ossemazioni sopra le se& krazionali di g)-uppi di punti apparten.enti ad 
una curva algebrica (Rend. Acc. Lincei, Ser ie  4.", vol. 7,, 1801). 

("") GR. HURWITZ,  Ueber Algebraische Correspoizclenzen und das cerallgemeinm-te 
COI-respoizdenzprinzip, § 2 (Math. Ann., Bd. 28, pag. 561-685, 1887). Traduco in valenza 
il motto Werthigkeit, che fu dapprima usato da1 BI~ILL (nelle corrispondenze che vennero 
considerate dnl CAYLEY e da lui) per  indicare quanti fra i punti,  che corrispondono ad un 
dato punto X ,  coincidono con esso; eppoi fu iisteso in senso più generale da l l ' l Iunwr~z  - ~ 

anche  alle a l t re  corrispondenze che p&ono esistere sopra gli enti algebrici geiierali ne1 
loro genere. Tut te  queste corrispondenze che ~ 'HURWITZ chiama TVet-thig'gkeit-Co1~es210)~- 
denzen, qui le chiamerb con-isponde~ue generuli. 

("**) II principio di corrispondenza esteso alle cume di gemm p Eu dapprimn enunci ~ t o  
da1 CAYLEY (per quelle corrispondenze che sono determinate sulla curva mediante un si- 
s tema semplice di curve, O di un sistema format0 di più sistemi seniplici O multipli di 
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indici e di data valenza, il numero delle coincidenze di questa corrispondenza 
dovrebbe essere 

2(m - 1) + 2 p y .  

Ma queste coincidenze, che sono precisamente i punti doppi della serie 
sono, per la formola (l),  

dunque deve essere 
py  = p  - f12 n, 

cioé deve essere 
mr 1--, 
P 

un numero intero (positivo, negativo O nullo). 
Evidentemente intero e positivo non pub essere se n > O :  tenendo pre- 

sente il modo corne sono generate le corrispocdenze con valenza positiva 
(cfr. HURWITZ, IOC. cit., $ 8) si ha il seguente teorema: 

S u l l e  curve algebriche d i  gsnere p (di ?nocldi  ylenerali O particolar2;) d i  
zino 8, non  esistono serie i r ~ a x i o n a l i  involutorie sevnplicenzeizte irzfifzite, che 
possono essere segate d a  un sistelna coi n o n  l ineare d i  var ie tà  d i  din?e,z- 
sione r - 1. 

curve) nei Comptes Rendus, tom. 62, pag. 586-590, 1866 (Note sur la co~rispondence de 
deux points sur une courfie), nei Proceeding of the London Math. Soc., tom. 1, 1866 (018 
the correspondance of Tzoo Points on a Curve), e nei Phil. Trans. of the r. Soc. of London, 
uol. 158,, pag. 143-176, 1568 (Second Mernoir on the Gurues which satisfy given condi- 
l ims ) ;  e fil ciirnostrato da lui algebricamente nelle due ultime Yote solo per un caso par- 
ticolare, cioè pel caso in cui l a  curva dcl sistema individuata da1 punto avesse in quello 
un punto k-uplo, e confermato mediante nuinerose ricerclie sulla classe, punti di fiesso, 
lanyetzti doppie, punti sestatici delle curve, su1 numero delle coniclie di un sistema non 
lineare che toccano una curva data e SU$ inviluppi. Questo principio fu poi dimostrato 
per le corrispondenze a valenza positiva per la prima volta algebricamente da1 sig. BRILL 
nei Math. Ann., Bd. 6, pag. 33-65 (Ueber Entsprechen von Punktsystem auf einer Curve) 
e dûllo stesso con forma più geometrica nei Math. Ann., Bd. 7, pag. 607; poi da1 LIN- 
DEXANN, ne1 Journal di Crelle, vol. 81, pag. 301-301, per mezzo degli integrali abeliani 
in una lettera, ad HERMITE; da1 sig. SCHUBERT ne1 Calcul ahzcihlenden Geoînetric, 5 18 
mediante la  geometria enumerativa; da1 sig. BOBEK nei Sitz. ber. der Wiener Akad., 
vol. 93; ed ultimamente da1 sig. ZEUTHEN nei Math. Ann., Bd. 40, pag. 00-131, il quale 
ha pur considerato le corrispondenze con valenza negativa. Quegli d ie  ha  perb dimostrato 
il principio nekls sua massima generalita, p.er tutte le corrispondenze che si possono avere 
sopra un ente algebrico di moduli generali O particolari é il sig. HURWITZ (cfr. loc. cit.) 
che è ricorso per 10 scopo alla funzione 9 dell'ente algebrico. 
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112 ;i 3. Pub perb il numero 1 - - essere intero negativo O nullo, poichè 
2) 

1n 7 l'essere - = 1 ,  2 ,  3 , .  . . non è in contraddizione con l ' a h  condizione di 
23 

esistenza delle serle irrazionali 
p > n a n - m ,  

clle si ottiene osservanrlo che il numero y dei punti di dirnmazione di una 
serie irrazionale non pub essere negatiro. 

Tenendo presente queste due condizioni, e ricordando che sulle varietà 
nlgebriche di moduli generali non possono esistere a!tre corrispondenze diverse 
da quelle qui considerate, possiamo conchiudere che: 

Se sopra m a  carietà algebrica d i  genere p d i  modul i  gelzerali, esistolio 
serie irruxionai i  involutorie d i  genere 1 ,  queste debbono avcre l'ordine eyzlule 
a Irp ( k  = 1, 2 ,  3 , .  (.); e se esistono sopra l a  varietà serie ir.raxionn1i in-  

volutorie d i  geaere n > 1 ,  p e s t e  debbono avere l 'ordine egirale a : (*). 
< "  

Ed in particolare, 
Su17e v w i e t à  algebriche d i  modul i  generali i l  cui gctzere è u n  nzmlero 

p~.a'mo lzon possono esistere al tre  serie irraxional i  i?zvolzitorie oltre quelle d i  
genere 1. 

4. 1 teoremi precedenti stabiliscono che le seïie irrazionali involutorie che 
esistono sopra le varietà algebriche di moduli generali dànno luogo esclusi- 
vamente a corrispondenze generali con valenza negativa, la quale è = - 1, 
se il genere della serie è > 1, e pub essere in valore assoluto anche mag- 
giore di 1 per le serie di genere 1. E questo ci permette di conchiudere un 
teorema importante per la ricerca e la~costruzione effettiva delle serie esi- 
stenti sopra una varietà di dato genere, e che già trova riscontro nella co- 
struzione delle involuxioni fondumentali (le tre serie y',, ,) delle curve ellit- 
tiche; esso è, per il teorema del § 9 dclla Memoria di HÇRWITZ, il seguente: 

Le serie ,irraxionali irzvolz~torie esistenti s o p a  le c w v e  algebriche d i  ge- 
laere p d i  utzo S,. d i  nzoduli generali devolao essere costruibili i n  infirziti m o d i  
mediante due sistelni mi d i  varieth d i  diaze~lsiow. r - 1. 

5. Se si toglie la restrizione clie la varietà 
nerali, rimane solo la condizione 

P > ~ ( T -  11, 

(*) È già noto che: Stclle curve nlgebriche razionnli 
involutorie, 

algebricn sin di moduli ge- 

non esistono serie mi in-azionali 
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e quindi si hanno i teoremi seguenti, che quantunque facili a dedursi, non è 
male avere sott'occhio: 

Sop-a  le czcrre algebriche s i~zgolari  d i  generi 1 O 2 ,  lzon possono esi- 
stere seric irraxionali i î tvoluto~ie mi d i  genere > 1 (*). 

Sopra le czcrve algebriche singolari d i  genere 3, oltre le serie mg' irra- 
aionnli involutorie d i  genere 1 Tzon pu6 esservi che la  serie y',,,. 

Sopra le curve algebriclze singolari d i  genere 4 ,  non esistono serie irra- 
zionali involzrtorie no1 d i  9enel.e > 2 ,  e del genere 2 possono esservi sola- 
?nelate le serie gi2,, , gis,, . 

Sopra le curve algebriche singoluri d i  genere 5 ,  nolz possono esistervi 
serie ool irraxionuli involutor.ie d i  genere > 3; del genere 2 possono esservi 
solame~ite le serie gg' ,,,, g1 ,,,, gl,,,; e del genere 3 solamente la  gi ,,,. 

Ecc. ecc. 
6. Nei nurneri precedenti abbiamo assegnato un limite superiore del ge- 

nere delle serie irrazionali involutorie che possono esistere sulle varietà alge- 
briche di dato genere e di moduli singolari; un limite inferiore del genere 
delle stesse serie esistenti snpra varietà singolari pub arersi da1 seguerite di. 
verso concetto. 

Perchè nella formola (3) il numero x sia positivo O nul10 deve aversi 

da cib si deduce che se 

ogni griippo della serie irrazionale involutoria y',,, deve contenere un gruppo 
di r + 1 punti della serie ljneare gr,, perché è assurdo che si possa avere 
z< O. Nella supposizione che sia n. = m = 2,  1. = 1, si ha il seguente teorerna: 

Sopra le curve iperellitticke d i  genere p ?ton pub esistere una  serie invo- 
P - 1 .  ltctoria irrazionale ool d i  ordine 2 e d i  genere n < - a ' 

altrimenti la g' ,  e la gl,,, coinciderebbero. 
Corne caso particolare dell'imerso di questo teorema, quando n = O,  si 

ritrova il noto teorema: 
Sopra le c u w e  d i  genere > 1 ?bon possono esistere due serie lineari coi 

d i  coppie d i  punti.  

(In) È facile vedere suile curve cllittiche generali O singolari 1s esistenza di  altre 
serie (oltre le g12,,) di  genere 1 e di ordine > 2. 
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Se invece si pone n = m = 3, r = 1 ,  si ha quest'nltro teorema: 
Sopra le czirve triyonati (*) (curve singolari che contenyoîzo unu g', senxa 

essere iperellittiche) d i  genere p non pua esistere una serie iwolutoria irra- 
P - - 4 .  zionale cd di  ordine 3, e d i  genere n < - 

3 ' 
da1 cui inverso, per ?r = O ,  si ha il noto teorema: 

Sopra le cwce d i  genere > 4 non possono esistere due serie lineari d i  
twne di  punti ("1. 

E più in generale: 
Sopra le curve singolari ne1 loro genere, che hunno conle serie nzininu 

una g'k, non pub esistere una serie irrazionale itwolutoria ooi di  ordifze k ,  
p - ( k  - l)e e d i  genere ?r < 

k 

§ 2. Sulle coppie comuni a due serie irrazionali involutorie mi. 

7. Sopra una varietà algebrica c d  Cp di genere p si suppoiiga che esi- 
stano due serie irrazionali involutorie mi, gi,,,, gi,;,., la prima di ordine m 
e di genere n, la seconda di ordine m', e di genere n', e tali che i loro 
gruppi generici non abbiano due punti comuni ; siano inoltre r,, I",. due va- 
rietà algebriche, e per fissare le idee due inviluppi piani, rispettivamente di 
genere n ,  n', le cui rette possano riferirsi univocarnente ai gruppi delle serie 

' (***). Se consideriamo corne omologhe due rette di questi invi- Yim,n, g ml,% 

luppi che corrispondono a due gruppi delle serie che hanno in cornune un 
punto della varietà C, fra le rette dei due inviluppi resta stabilita una corri- 
spondenza (m', m) (***"). 

(") 11 sig. KUPPER chiama li-fgonali quelle curve che contengono un'unica gl, spe- 
ci i le  [Prag. Abh. (7) III]; ed il  sig. BOBEK invece chiama Dreischaarcurven quelle clie 
cmtengono almeno una g13 speciale (Sitz. ber. der  Wiener  Akad.,  vol. 08, pag. 142-173). 

(**) Cfr. le  Noti s u  cjtate dei sig.' KÜPPER B BOBEK. 
(**") Ognuno dei due inviluppi deve avere non solo 10 stesso yenere della ser ie  cui 

s i  riferisce, m a  deve avere anche pli stessi nzotluli di quella. 
(****) Nell'ipotesi in cui i due inviluppi I', , I 'n* appartengano al10 stesso piano, i punti 

d'intersezione delle ret te  omologhe di questa corrispondenza determineranno ne1 piano 
una curva C', riferita univocamente alla curva C,, quindi anche di genere p ,  sulla quale 
i due inviluppi determineranno due serie c d  di gruppi di punti, che sono le  immagini 
delle due serie date s u  C,. Quindi s i  h a  il  teorema: 

Se  u n a  varietà w1 di genere p contiene due serie irrazionnli invohtorie wl, gl,, , 
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Stnbiliamo ora fra le rette dell'inviluppo r, una corrispondenza in oui 
si considerino come omologhe due rette che corrispondono ad una medesims 
retta dell'inviluppo ï+. Questa corrispondenza sarà simmetrica, e siccome ad 
ogni retta di r, corrispondono m(m' - 1) rette djstinte da essa, ~ l t r e  alla 
retta stessa contata laz ~ o l t e ,  essa ha per indice nz(vz'- 1). 

Vedremo più innanzi che, ne1 caso che una delle due serie sia razionalo 
O che esse siano entrambi razionali, questa corrispondenza si cornporta per la 
ricerca che stiam per fare come una corrispondenza generale di valenza po- 
sitiva nz. Per  ta1 motivo, e per la gran difficoltà della questione generale, ci 
limiteremo per ora al caso (e vedremo che questo avviene) che la corrispon- 
denza suddetta sia appunto u n a  corrispondenza con valenza positiva In, anche 
quando le due serie siano entrambe irrazionali. I n  ta1 cas0 il numero dello 
coincidenze della corrispondenza è 

Una coincidenza in questa corrispondenza pub avvenire O perchè la retta di r, 
corrisponde ad una retta di r,. imagine di un gruppo di diramaxione della, 
serie g',;,~ O perchè corrisponde a d  un gruppo.della serie gi,,, che contiene 
una coppia di punti di un gruppo della serie ,y1,,,,,. Quindi se indichiamo 
con y' il numero dei punti di diramazione della serie glm. ,n. ,  e con x il nu- 
niero delle coppie comuni alle due serie g',,,, g',~,,~, si ha  la ielazione 

Soçtituendo ad y' il valore dato dalla formola (1) 

y' = 2 ( p  - 1) - 2 ml(n' - l), 
si deduce che 

2 = (112 - 1) (112' - 1) + 112 11 $ lrtlll' - y. 

gl,., essa pzA rifwirsi univocanzente ad una curva piana Cf, genernta da due i~zvilz~ppi 
piani di generi z ,  n', riferiti ft.a 2oro in corrispondenza (ml, m),  e szclla yuale i detti in- 
uilzcppi determinano le due serie y',, . , ym,,z8. 

Qualora poi i gruppi delia prima seriv yl,,,x si riferissero agli Si di una varietà di  
d Si di genere n ,  ed i gruppi della serie ylm,,,. a d  una varieta di ciel S,.-i di geiiere x', 
qpnrtenenfi entraml~i ad uno spazio S,. ( r  > 2 ) ,  si avrebbe il teorema seguente più geiierale: 

Se una vm-ielà w1 di yenere p corltiene due serie irrazionali involulorie col, n ,  
çl,,, .#, essa pud riferirsi univocnmente ai ptcnti di zcna curva Cr, di u:zo spazio Sr (di 
dinzensione suficientemente elevatn) geneî-ata dalle intemecioni clegli elementi coî-rispondenti 
di due varieta, 1' una di  m1 SI di genere n , ïaltra di col LJ+ di 9enei.e d, in cowispon- 
denua ( r d ,  m) fra loro, e szdla quale qzceste oarietà segano due serie ~orri~spondenti allc 

1 serie g1 ,,,, , g ,:,,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle serie iwaxionali involutorie no', ecc. 235 

Se la serie gin, , ,  si suppone di genere zero (*), si ritrova corne cas0 parti- 
colare la formola (4), la quale essendo vera sempre db una prova di quanto 
abbiamo affermato sopra. 

Infine che il caso a cui ci siamo lirnitati esista effettivamente, si pub 
vedere da cib; clle se supponiamo che C sia una curva semplic~, intersezione 
completa di due superficie rigate l'una Lm' di genere x e di ordine m', 
l'altra rZm di genere .rr' e di ordine w i ,  le generatrici della prima segano 
sulla C una y',,,,, e quella della seconda una g',,,,., che in generale non 
avranno coppie comuni, e che soddisfano alla (5).  Poichè un teorema del 
sig. NOETHER (**) ci fa coiioscere che fra il genere p, e l'ordine mm' della 
curva e i generi e gli ordini delle rigate vi è la  relazione 

se con 8, 8' si indicano gli ordini delle curve doppie di rnm, r,ml. Sostituendo 
a d ,  d' i loro valori in funziorie dell'ordine e del genere, si trova precisa- 
mente 

p = ( ? I I  - 1) (ml- 1) + nzx + m'n'. 

Napoli, giugno 1802. 

(*) Supponendo inoltre anclie n = O,  s i  r i t rova l a  formola di Rrearaxs r i g a r d a n t e  
le funzioni razionsli esistenti sull' ente algebrico di gencre p (Tlzeori. der AOel'scheti 
Fuizktionen; Journal  di Crelle, Bd. 54, oppure Gesammelte Wcrlre). 

("1 Cî'r. Math. Ann., Bd. 8. 
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Alcune idee di Ettore Caporali 
intorno alle quartiche piane. 

F r a  pli soritti postumi di ETTORE CAPO RAI.^ ehe furon messi alla lucs 
ne1 volurne~delle suc ~ e m o f . i e  di Geonietria (Napoli, Pellerano, 1888) vi sono 
dei fratrimenti (pag. 344 e seguenti) sulla teoria delte cuwe piane del qzrwto 
ordzize il cui studio pub essere ajutato da alcune notizie che il CAPORALI stesso 
mi aveva dato delle sue ricerche in due Iettere dell'estate 1885. E r a  mia in- 
tenzione, appena comparve il detto volume, di puhblicare quelle notizie in u n  
lilvoro in cui avrei trattato delle quartiche piane appunto iiell'ordine d'idee 
del CAPORALI e tenendo anche conto di alcune irnportanti e un po' più antiche 
ricerche del sig. REYE le quali seguono pure un analogo indirizzo. Ma essendo 
sempre stato distratto dall'eseguire questo disegno, pubblico ora, con la spe- 
ranza d'invogliare ed ajutare altri a compiere un ta1 lavoro, le due lettere 
del CAPORALI, od almeno quelle parti di esse che presentano un interesse scien- 
fifico, accornpagiic?ndole solo con brevi commenti (*). 

L a  1." lettera, datata da  Torre de l  Greco 11 agosfo 1885 dice: 
. . . u Ella mi dornandb una volta di certe ricerche sulle curve del 4." or- 

u dine che io avevo iatraprese (**). Ci tenevo assai a quelle povere ricerclie, 
u ma sono da  8 O 9 mesi interrotte affatto. Eccone il concetto. 

u Sinno dnti un sistema lineare S di coniche, di 1; dimensioni, e ,  in 
u questo, un sistema quadratico 2 di  k - 1 dimensioni. F r a  le coniche di S 
u e i sistemi lineari di L - 1 dimensioni (pure di S) si pub stabilire la po- 
u larith rispetto a 2. Preso un punto P qualunque del piano, per esso passa 
u un sistema aok-- l  di caniche di S, al quale corrisponde per reciprocitA ri- 

(*) Il si:. WIRTINGER nello sue U~ztersztchungen ?;ber ABeZ'sclze Functioaen 2;om 
Geschlechte 3 comparse or& nei Xath. Annalen (tom. 40, pag. 261) s i  riferisce ripetiita- 
mente a i  frammenti del CAPORALI sulle qiiartiche piane cd adopera per 10 studio di queste 
delle considerazioni iperspaziali identiche in sostanza a quelle che accenncrb qiii appresso. 

("*) Di qrieste ricerche egli m'aveva parlato brevementc n Torino un anno av:tnti. 

Annali tli i1.1~1tewanticn, tomo XX. 3 1 
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u spetto a z una conica C (di 8). Cod ad ogni punto P è co~giunta una 
u coxiica C. Il luogo dei punti pei quali passano le coniche congiunte è una 
u curva del 4.' ordine f i  Si hanno cos1 varie generazioni della curva geiierale 
u del 4." ordine, nelle quali si possono far rientrare molte di quelle conosciute, 
u per es. quella per fasci projettivi di coniche. L a  generazione suindicata si pub 
tr enunciare più semplicemente in certi casi. Cosi, per Ic = 2 la f non è altro 
u che l'inviluppo del sistema 2. Per  k == 3 il sistema 2 contiene due serie aol 

u di fasci di coriiche; e la  f è simultaneamente il luogo dei punti base dei 
u fasci delle due serie: due fasci della stessa serie sono projettivi e la generano. 

u Tutte le ricerche conosciute intorno alla curva biquadratica rientrano 
u in quest'ordine d'idee e vi pigliano sistema. CoG, quando la  curva si pub 
u rappresentare mediante la somma di k +- 1 biquadrati (ossia possiede m4-k 

u coniche apolari) fra le infinite generazioni suddette ve n'è una nella quale 
u la conica congiunta ad un punto è la sua conica polare rispet,to alla f stessa. 
u Io  ho studiato particolarmente il caso di k = 3, ne1 quale la f possiede una 
tt schiera di coniche apolari e il covariante S si riduce a quattro rette. Pi 
u sono bellissime proprietà. Per  es. la curva è generata da due serie mi di 
u quadrangoli, i cui lati segano f armonicamente e i cui vertici descrivono 
u la hessiana di f. 

u Se inoltre l'invariante cubico di f si annulla, allora la curva diviene- 
u interessantissime,. 1 suoi flessi si dividono in due gruppi di 12 punti cia- 
u ficuno e ogni gruppo è format0 dei vertici di  quattro trilateri sizigetici. È 
u la curva della quale accennai I'esistenza due anni fa in una breve Nota e 
t l  della quale ho poi trovate altre interessanti proprietà. 

u Ma, corne le ho detto, ho da molto tempo interrotto. Inutile dire che 
u mi giovaro moltissimo delle considerazioni sugli spazi di 3, 4, 5 diinensioni 
u riferiti projettivaniente a i  sistemi lineari di coniche. Avevo anche pensato 
u un po' al10 studio analogo dei sistemi quadratici d i  quadriche, per dedurne 
u una cla~sificazione projettiva delle superficie del 4." ordine . . . n 

Quanto al10 studio qui accennato dei sistemi quadratici di quadriche, e 
delle superficie del 4.' ordine in relazione con essi, esso era già stato avvinto 
(cosa che pare non fosse nota al CAPORALI) da1 sig. REYE, specialmente nella 
Memoria, datata da1 1876, Uebt?~ die reciproke Verwaficltschaft von Fe-Syste- 
nzen ulzd Q2-Geweben und die quad~atischen F2-Systeme a c h t e ~  StuJe (Journal 
für Math., tom. 82, pag. 173); lavoro ricco di considerazioni nuove e feconde, 
da collocarsi, insieme con altri precedenti del10 stesso Autore, fra i moderni 
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irntorno alle quartzêhe piane. 239 

lavori di  geometria projettiva a pih dimensioni: elementi O punti delle varietà 
di cui esso tratta essendo le quadriche (dello spazio ordinario). 

Appunto in considerazioni della stessa natura si trova la ragione dei 
principali fatti noti relativi alle quartiche piane, e di quelli annunziati da1 
CAPORALI. Invero poichè essi si riferiscono quasi sempre a relazioni t ra  una 
quartica e delle coniche (in particolare delle coppie di rette), è naturale di 
ricorrere per studiarli a quella superficie omaloide normale del 4." ordine F4, 
dello spazio a cinque dirnensioni S, che è rappresentata su1 piano n drille cm5 

coniche di questo (*). Indicando con xi x, x, le coordinate di punti in T, e 
con Xék (ove i, 7 = 1, 2 ,  3 e Xilt --= Xki) le sei coordinate in S5,  la F4,  si 
pub intendere riferita al piano n mediante le formole: Xik = X I X ~ .  Cib posto 
l'equazione di  una quartica f (x) = a4, = O di n si potrà. scrivere (in infiniti 
modi) corne un'equazione quadraticn tra le X; e quindi la quartica f avrà 
per imagine su F4,  una curva Ca jntersezione di questa superficie con una 
varietà quadratica Hz4, e quindi con m6, poichè F4, sta su 005 MZ4. L a  po- 
larità rispetto ad una qualunque di quelle m6 varietà quadratiche dà subito 
origine a quella relazione fra punti di n e coniche congiude (rispetto ad un 
sistema quadratico 2) di cui parla il CAPORALI, e da cui trae un modo d i  ge- 
nerctzione della quartka f. Se poi quella polarità degenera, pel fatto che la 
NZ, abbia un punto, O retta, O piano, doppio, la generazione si semplifica: 
corrispondentemente al fatto che il sistema quadratico 2 di coniche si riduce 
a d  uno giacante in un sistema lineare S di 4 ,  3, 2 dimensioni, rappresentato 
dagl' iperpiani passanti pel punto, retta O piano doppio della NZ4. Nell' ultimo 
CRSO, gli mi iperpiani tangenti a questa varieth quadratica Iungo i suoi mi 
spazî S, generatori toccano Cs nelle quaterne di punti d'incontro di F4, con 
questi S3; e quindi hanno per imagini su .ir delle coniche quadritangenti ad f :  
~i ottiene cioè la generazione della quartica corne inviluppo di una mi qua- 
dratica di coniche. Ne1 secondo casn invece la &?" contiene due schiere di 
mi spazî 8, generatori analoghe a quelle delle generatrici di una quadrica 
ordinaria (seaione della MZ4 con un S, che non incontri la retta doppia); ed 
in corrispondenza si avranno su f due schiere di mi quaterne di punti, si che 
due quaterne qualunque di schiere diverse stanno sempre in una stessa conica 
(sono rasidue): donde la generazione della quartica mediante fasci projettivi 
di coniche, ecc. 

(*) VERONESE,  La superficie omn2oide normîtnle ecc., JIem. Acc. Lincci (ô) SIX,  1Sb1; 
SEGRE, Considerazioni inlorno alla yeoinetria delle coniche di u~z piano ecc., Atti Acc. To- 
rino, X X ,  1885. 
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Tra le ao6 M\ passanti per la C8 ve n'è sempre una distinta da tutte 
le altre, la quale analiticamente è data dall'equazione a\aqy = 0, qiiando vi 
si ponga x i x k  = yiyk = Xik, e geometricamente é caratterizzata dall'essere 
apolare ed armonica (come luogo) a tutte le varietà di 2." classe iscritte 
nella che è inviluppo degl'iperpiani tangenti a F4% lungo coniche: O ,  

come si dice più brevemente, dall'essere apo1aî.e alla @', (*). La polarith ri- 
spetto ad essa si rispecchia su1 piano TC nella corrispondenza di polaritii - fra 
curvt! di 2." ordine e curve di 2." classe, ed in particolare fra punti e coni- 
c,he - rispetto alla quartica f ,  che vien determinata dall'equazione a?,aZy - 0. 
Ad una conica apolare rispetto alla quartica corrisponde un punto doppio per 
la M"; e cos1 questa acquista una retta doppia, se la quartica ammette una 
schiera di coniche apolari; ecc., ecc. 

Avendo io comunicato al CAPORALI, forse con qualche maggior sviluppo, 
questo modo con cui vedevo le cose da lui enunciate, - metodo che non è 
del resto se non un'applicazione particolare di uii procedimento molto gene- 
rale, utile per 10 studio di enti svariatissimi, - egli mi rispose in un'altra 
lettera da T o r r e  del  Greco, 13 settembre 1885 quanto segue. 

u . . . Cib che Ella mi scrive intorno ai miei studi fiulle curve del 4." or- 
u dine è jnteressante e diinostra che Ella lia immediatamente penetrato 10 
u spirit0 di quelle ricerche. Per  quanto poco avanzate, esse hanno una storia 
u complicata e in relazione con diverse cause estranee alla scienza che m'im- 
u pediscono da tre anni di attendeïe al10 studio con quella regolarità e quella 
u perseveranza che sole permettono di cavarne buoni frutti. 

u Tre o quattro anni fa ,  studiando le memorie algebriche intorno alle 
u curve piane del 3.' ordine, mi accorsi per caso che il combinante N =  
u (a a U) a*, 2, (dove a3, = 0, a3, = O sono le equazioni d' una cubica e della 
u sua hessiana) rappsesenta, nelle variabili x ,  una curva del 4." ordine die  
u ha per flessi i 12 vertici dei trilateri appartenenti al fascio as, + ).aS, == 0. 
u L'esistenza di una rete (i parainetri essendo le u) di curve del 4." ordine 
u con 12 flessi in comune riusciva per me nuova ed è senza diibbio interes- 
u sante, non è ver<-,? Dimodochk mi posi ad esaminare meglio quella curva 
u e riconobbi che gli altri 12  flessi formavano una configurt-rzione perfetta- 
u mente analoga dando luogo ad un secondo fascio sizigetico. Pel momento 
u la cosa rimase 11: ma più tardi riportai di niiovo la mia attenzione su quel 

( ') Pcr ta1 modo le ml4 cpartiche ael piano x sono rappre~entote twzicocamerztei dalle 
00" varietà M2,  di S5 apolari a @42. 
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fatto nuovo e notevole, che vi siano due fasci sizigetici i quali dhnno Io 
stesso combinante N. E, mentre al principio m'ero servito d'equazioni ca- 
noniche, volli intraprendere i calcoli simbolici necessarii a dimostrare qiiella 
proprietà e a dedurre dall'uno dei due fnsci l'altro. Feci all' Accadernia la 
comunicazione provvisoria Sopra zma c e h  cuvva del  4.0 ordirze (*) e mi posi 
al lavoro. Mi trastullai per un pezzo in laboriose calcolazioni (del resto in- 
teressanti), rna ad un certo punto fui deviato momentaneamente dagli studi 
ed ogni cosa rimase ed è rimasta interrotta. 

u L'anno scorso, sema riprendere i calcoli, tornai sulle considerazioni 
geometriche e m'accorsi clle la curva possedeva una schiera di coniche 
apolari, senza perb essere la più generale di questa specie. Queste curve, è 
facile vederlo, possono studiarsi con successo ne1 piano rappresentativo della 
superficie romana di STEINER. FU allora che la ricerca comincib ad allar- 
garsi sino a che gradatamente lia preso l'aspetto attuale. Nelle vacanze 
dell'anno scorso corninciai dunqiie a giovarmi delle considerazioni sugli 
spazî di più dimensioni, colle quali ho antica famigliarità. Rifeci le pro- 
prietà delle tangenti doppie, specialmente per le curve dotate di punti sin- 
golari: lavoro piuttosto minuto. Iniziai anche 10 studio dei flessi colla ricerca 
dei sistemi di coniche biosculatrici [ è  chiaro che le coliiche di un sistema 
riescono biosculatrici al loro inviluppo, quando sono rappresentate dai punti 
d'una curva le cui tangenti incontrano Fd2  (**)]. Dovetti perb presto so- 
spendere per malattie di famiglia e non ho più ripreso. 

u Quando Ella pubblicb la  sua memoria sulla geometria delle coniche, 
vidi immediatamente il partito che si poteva trarre dall'uso sisternatico di 
quel modo di rappresentazione e che mi è confermato dalla s u a . .  . lettera: 
non ripresi perb, nè potrb subito riprendere le ricerche, bencliè precisamentct 
ora, avendo acquistata tutta la loro generalità, siano nello stadio più in- 
teressante. L o  farb perb a novembre, almeno spero. 

(***) u Per  camhiare discorso, le parlerb d'on'altra miil piccola Nota in- 
u conipiuta c h e  potrh pure interessarla. È notissimo nello spazio ordinario il 

(*) Rendic. Acc. Napoli, dicembre 1852. 
(*") Cib non è pienamente esatto. Qiiando la tangente in un punto alla c u n a  i'ap- 

presentante di un sistema di coniche incontra F4,, l a  conica corribpondcnte a quel pnnto 
h a  due conkïiti qzcadripunti coll'inviluppo. . . 

(***) Quanto segue non riguarda più l e  quartiche pinne, m a  lo riporto qui ugualuiente 
perché parmi possa pure  interessare: trattandosi di una questione hpor tnn t i s s ima ,  che, 
con quel grado di gcneralità,  non si t rova  ne1 volume di mernorie del CAPORALI, né d l  
a l t r i  e s t a t s  finora risolta. 
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u problema di determinare le singolarith ordinarie d'una curva intersezione 
u parziale di due superficie quando si conoscano quelle della residuale inter- 
u sezione: e l'altro susseguente di trovare le intersezioni di tre superficie 
u assorbite da una curva comune. Le notissime soluzioni che se ne leggono 
u in SALMON e in CREMONA si estendono facilmente in certi casi al10 spazio 
u di n dimensioni: quando cioè si tratta della intersezione parziale di più va- 
u rietà di n - l dimensioni, definite mediante altrettante equazioni generali 
u ne1 loro grado. Il VERONESE ha trattato il caso più ovvio in cui questa in- 
u tersezione è una curva. Ma quando le varietà che si segano hanno meno 
rr di n - 1 dimensioni e sono esse stesse intersezioni parziali, il metodo di 
u SALMON non si pub più seguire. Si hanno i primi esempi di questw difficoltà 
u nello spazio di 4 dimensioni in questi due problemi: 1.' Quando la curva 
u conlune ad una varietà e ad una superficie si spezza in due parti, date le 
c singolarità dell'una trovare quelle dell'altra. 2." Trovare i punti d'interse- 
u zione di due superficie assorbite da una curva comune. 

u Ora io sono pervenuto ad una formola generalissima la quale, quando 
u sia dato un numero qualunque di varietà ad un numero qualunque di di- 
u mensioni, fornisce le singolarità fondamentali della varieth ad esse comune, 
u se è semplice; ovvero le relazioni fra le singolarità delle due parti, se essa 
u si spezza. Le comunicherei addirittura questa formola, che pub essere utile 
u pel gran numero di casi che abbraccia, se qui in campagna avessi le mie 
u note O se la memoria mi aiutasse. Essa è cornplicata, perché non solo con- 
u tiene gli ordini e le serie di ranghi delle diverse varieth (le quali possono 
u anche possedere singolarità superiori) ma altri numeri il cui significato offre 
u molto interesse. Una varietà pub essere contenuta in un' altra in diversi 
u  nod di, ognuno dei quali è caratterizzato dai valori di certi numeri, valori 
u che bisogna conoscere per poter risolvere parecchi problemi. Per darle un 
u esempio, nello spazio ordinario, quando si dice che una curva giace sopra 
u una superficie dotata di curra doppia, bisogna dare il numero dei punti che 
u la curva ha in comune colla curva doppia della superficie, numero the, 
u ~ntî.0 ce& limiti, pub variare per la stessa curva e la stessa superficie. 
u Cib posto, Ella comprenderà facilmente come per m a  superficie, anche ge- 
u nerale, d'uno spazio di più di 3 dimensioni, ci sia un numero analogo, 
u poichè essa si proietta nello spazio ordinario in una superficie con curva 
u doppia. La  cosa naturalmente si complicà per le altre varietà e la fatica 
u maggiore l'ho fatta per stabilire questi concetti. 7, 

Torino, agosto 1802. 
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Delle funzioni regolari 
in un' area connessa qualsivoglia 

a distanza finita. 

(Di Crm1,ro ASCOLI) a Milano.) 

1. D . irb regolare una funzic me f ( x ,  y) dei punti di un'area piana con- 
nessa ad uno strato A posta a distanza finita, quando la superficie A posss 
dividersi in un numero limitato di pezzi Bt ( t  = 1, 2 , .  . ., m ;  tlz 2 l ) ,  in oia- 
scuno dei quali la f (x,  y) si coniporti in una delle qiiattro note maniere (*). 
Ad ilna tale funzione ~i accennerà col simbolo (1, II, III, IV). Suppongo 
poi tra loro sconnesse due aree B, e B, (o r), nelle quali la data funzione 
è della stessa specie, laddove l'ente A cade ne1 primo quadrantc e la f ( x ,  y) 
non ragçiunge dei valori nulli O negativi. Mediante una scelta opportuna degli 
assi A si pub soddisfare alle due ultime condizioni. 

Consideriamo ora il modo di comportarsi della funzione data da ambo 
le parti del ramo primitivo e non decrescente L - E (**), essendo L un ele- 
mento che separa Ie duo aree B, e B, (G'; t), mentre non si pub assegnare 
un raino primitivo, di cui l'ente L sia una parte, il quale appartenga in pari 
tempo alle due linee Cp, e CB,. Con la notazione L - E indico, come al so- 
Jito,'.la linea L, quaildo si trascuri ad ognuno dei suoi estremi un tratto pic- 
colo quanto si vuole. L'ente L potrà anche essere un tratto di retta parallelo 
ad uno dei due assi, come è manifesto; perb i n  seguito si accennerà in modo 
speciale a questo fatto. 

È subito visto che la linea L non limiterà due aree in ognuna delle 
quali la funzione studiata è di specie pari od impari, mentre per agni punto IL 

(*) Vedi tu t ta  l a  mia Mernoria iiiseritn ncl voliirüc precedcnte di qiicsti Annnli. 
(*") -Vedi il 5 1 del n.O 5 della stessa Jlernoria. 
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dell'ente L - O esce una linea f(x,  y) = C, la quale, considerata nelle vi- 
cinanze del punto l h  e da ambo le parti, si projetta semplicemente sopra 
uno degli assi coordinati. Cib si verifica, perchè nell'ipotesi opposta la linea 
f(x,  y) = C uscente dall'elemento h sarebbe da una parte e dall'altra della 
curva L - E ognora crescente oppure decrescente all'aumentare della ascissa, 
laddove ogni elemento f(x,  y) = C si projetta in modo semplice sopra uno 
degli assi ed in questo cas0 quindi anche sull'altro; la f(x,  y )  sarebbe di 
conseguenza della stessa specie in B, ed in B,, la qualcosa è contraria al- 
1' ipotesi. 

Se di più si ammette che la funzione f(x, y )  sin arescente da1 primo al se- 
condo estrenio della linea L, daremo origine al quadro in appresso 1), di cui 
il sigiiificato è palese, purchè si abbiano presenti le osservazioni seguono. 

Con la notazione + L indicherb un raino primitivo ognora crescente con 
l'ascissa, laddove il simbolo - Il accenna pure ad un elemento primitivo, il 
quale perb decresce all'aumentare della variabile x. 

Il s e p 0  + L(+) dirà che lungo l'ente + L è fissata una successione con- 
tinua di valori ognora crescenti insieme nll'ascissa % ed analogo signifjcato 
va attribuito alla notazione - L(+). Con la scrittura TI, + L(+), 1 accenno poi 
a1 fritto che alla destra dell'ente + L(+), percorso in guisa, che la funzione 
f(x,  y) aumenti, la espressione stessa f (x ,  y) è di prirna specie e di seconda. 
alln sinistra. Ed ora parmi facile l'intelligenza del qiiadro in discorso. 

1) i ,  I I ,  + L(+), 1; 2, 1, + L ( q  II; 
) 1 + L(+), IV; '1 IV, + L q  1. 

Chinmo B, quella parte dell'area A in cui la f (x ,  9) è di una sola specic 
e che giace alla destra dell'elemento + L, percorso in guisa, che l'ascissn 
cresca. L'ente B, cada invece alla sinistra del ramo primitivo + L. 

Nella figura 1) la funzione f(x, y) è di seconda specie in B, e di prima 
in B,, e da ogni punto dell'arco L - O esce una linea f(x,  y) =: C, che ha 
ivi un massimo rispetto all'asse X, sopra il quale si projetta sernplicemente. 
Ne1 disegno succeesivo l'insieme f ( x ,  y )  che passa per un elemento della 
curva L - E ha in qiiest'ultimo un minimo relativamente alla retta y = O ,  
su cui si specchia in maniera univoca. Se poi la f(x,  y) è di prima specie 
in B, e di quarta in B,, da ogni punto della curva L - E esce una linea 
f(x, y) = C, la quale ha un massimo rispetto alla retta x = O ,  sulla quale 
si projetta in inodo semplice, mentre si verifica l'opposto, se la f(x,  y) è di 
quarta specie in B, e di prima in B,. 
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La  funzione contemplata non pub essere di terza specie da una parte 
dell'ente L - 0 ,  perchè essa è crescente lungo + L;  il quadro 1 è dunque 
completo nella ipotesi che la linea f (z ,  y) = C si projetti in modo sempliee 
sopra uno degli assi nelle vicinanze del punto in cui interseca l'ente L. 

Se l'elemento L fosse un tratto parallelo nll'asse Y non potrebbero ve- 
rificarsi che gli eventi 1) e 2), e gli altri due soltanto quando l'intervalle 
fosse parallelo alla retta y = 0. 

Sia ora la funzione f(x, y) decrescente lungo il ramo + L,  laddove ogni 
linea f (x, y), la quale contiene un punto dell' elemento L - O ha un' imagine 
semplice sopra uno degli assi coordinati. In  tale ipotesi daremo origine al 
quadrci : 

3, IV, + L(-), I I I ,  4, I I I ,  + L(-1, IV. 

Nelle figure 1) e 2) l'elemento L potrà venir sostituito da un intervallo 
di retta parallelo all'asse X, all'altro nelle ultime due. 

È superflu0 poi l'avvertire che nella figura 1) la f (x ,  y) è di seconda 
specie alla destra dell'ente 3- L(-1 percorso in guisa, che la funzione data 
cresca lungo il medesimo. 

Quando si supponga la f ( x ,  y) costante lungo + L, la qua1 cosa si espri- 
msrà con la notaaione +z, avremo Io specehio: 

I I  1) ') I I ,  +LI IV; " IV, +Z ,  II. 
È chiaro che in questo quadro l'ente + L non pub ridursi ad un tratto 

parallelo ad u ~ o  degli assi coordinati. Nella prima figura del10 stesso specchio 
ogni punto della linea L - O è un miuimo della espressione f (x ,  y); nella 
seconda un massirno. Si suppone che ne1 disegno 1) la f ( x ,  y) sia di quarta 
specie alla destra dell'ente L percorso in guisa che l'ascissa cïesca. 

2. Sia adesso la  linea L sempre decrescente e la funzione f ( x ,  y) cresca 
lungo la medesima all'aumentare dell'ascissa. In tale ipotesi le cose stanno 
corne 10 indica la tabella: 

Nei due primi disegni il ramo L potrebbe venir surrogato da un seg- 
mento parallelo all'asse X, negli altri da un tratto normale a quest'ultimo. 

Annali di Malematica, tomo XX. 32 
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Quando poi la f (x, y) decresce lungo - L aumentando 17ascissa, avremo 
le figure del10 specchio: 

3) I I I ,  - LW, I I ;  4 )  II, - L q  III. 

Ne1 cas0 che la funzione contemplata fosse costante nell'ente - L,  an- 
drebbero considerati i due disegni che seguono, ne1 primo dei quali la f(x, y) 
è di prima specie in B,. & chiaro quindi che nella figura 1) la nostra fun- 
zione avrà un minimo in ogni punto dell'arco L - 0,  hddove nell'altra essa 
avrà un massimo, 

Osservando con attenzione le tabelle 1)' II), IV), V) e la figura in ap- 
presso, troveremo una regola assai sernplice per compendiare i risultati ottenuti 

- +, +Y, + +  
-x, O ,  + X  
- -  -Y ,  $ - .  

Se io percorro il verso positivo deli'asse Y, ho alla destra il primo qua- 
drante ed alla sinistra il secondo, ed analoghe osservazioni . si possono faie 
rispetto alle altre direzioni degli assi. 

Cib premesso, se il ramo L separa un'area in cui la f è di prima specie 
da un'altra nella quale è di seconds e se la prima è alla sua destra, quando 
si percorra in guisa, che la f(x, y) aumenti, per ogni punto della linea L - e 

esce una varietà f ( x ,  y) = C, la quale si projetta semplicemente sull'asse,X 
ed ha in esso un massimo ossia accenna al verso positivo dell'asse Y (*) 
N 7  1); n 111- 

Ne1 cas0 contemplato diremo che la f ( x ,  y) si comporta in modo ~zaturale 
dalle due bande della linea L - 0. 

Se all'incontro il ramo L limitasse un elemento in cui la f(x, y) è di 
prima specie da un altro ne1 quale è di seconda, e se il primo si trovasse 
alla sinistra della varietà L percorsa in guisa, che la funzione f(x,  y) cresca, 
per ogni punto della linea L - E  escirebbe un insieme della forma f ( ~ ,  y) = C, 
che si specchia in maniera semplice sulla retta y = O ed ha in esso un mi- 
nimo, accenna cioè al verso negativo dell'asse Y [1), 2); V),  Z)]. 

(") Mi sia concesso l'uso di questa frase, il cui significato è palese. 
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.ira un'area connessu qualsivoglia a distafixa finita. 247 

I n  tale ipotesi diremo che la funzione contemplata s i  contiene i n  modo 
non naturaïe dalle due parti dell'ente L. 

Se poi osserviamo con attenzione le coppie di disegni 

avvertirerno tosto la verità della proposizione: 
Oyni qualvolta lu funxione studiatu si comporta riel modo lzaturale dalle 

due parti dell'elemento L -O guarduto ne1 verso i n  cui la f ( x ,  y) cresce, 
la litzea f ( x ,  y )  = cost. si projetta nelle viccinanxe del punto in cui incontra 
l'arco L semplicemente sulla normale a quell'asse che divide i quudranti ana- 
loghi ed accenna a quel verso di  quest'uitimo visyetto al quale si ha la dispo- 
sixione rzaturale. Se poi la f ( x ,  y )  s i  contiene in modo rzon spontaneo dalle due 
bande dell' ente L - O ,  l'elemento f ( x ,  y )  = C hu un' imagine semplice sul- 
l'asse or ora indicaio ed accenna a quel verso deil'altro, cke è contra~io alla 
maniera spontcxnea. 

I n  ciascuno dei quadri 1), II), IV), V) 1' elemento primitivo L potrebbe 
esser sostihito da un ramo semplice, il quale perb non conterrebbe che un 
numero limitato (2  O) di tratti paralleli ad uno degli assi soltanto. Cod, ad 
esempio, nei due primi disegni del10 specchio 1) l'ente L potrehbe esser dotato 
di uno O più segmenti paralleli all'asse Y ma non all'altro, laddove negli 
altri due i tratti in discorso dovrebbero essere paralleli alla retta y = 0. 

3. Consideriarno osa il caso che nei pressi di un punto dell'elemento 
L - 0 la linea f ( x ,  y) = C non si projetti semplicemente sopra veruno dei 
due assi coordinati. in ' t a l e  ipotesi daremo origine al quadro: 

11) 11 + L(+), IV;  " IV, + L(+), II ; 
3, IV, + Id(-), II; 4 1 + L(-1, I V ;  

5) 1, - L(+), III; " III, - L(+), 1. 1 

7) III, - L(-1, 1; 8) 1, - L(-1, III. 

In  questo caso non pub tenessi parola nè di massimo nB di minimo ri- 
spetto ad uno degli assi coordinati, perchè la linea f ( z ,  y) = C non si pro- 
jetta semplicemente sopra veruna delle due rette x y  - O nelle vicinanze del 
punto in cui incontra il ramo L -O. Facendo attenzione all'ultimo specchio 
possiamo quiildi enunciare la  proposizione: 
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L'ente f ( x ,  y )  = C accenna ognora nei pressi del punto in cui imontra 
la Zilzea L a quel verso di quest'ziltima Iungo il quale la funxione f(x ,  y )  
cresce, se quest'ultima è disposta nez modo naturale rispetto all'elerîento L, 
in caso opposto indica il verso contrario. 

Suppongo adesso che lungo il ramo 3- L la f ( x ,  y) non sia ognora cre- 
mente O decrescente all'aumentare dal17ascissa oppure sempre costante. In 
altre parole, ammetto che il tratto L si possa dividere in un. numero limitato 
di parti mi, m,, . . ., mp ( p  > 1) ,  procedendo sopra L jn giiisa, che 17ascissa 
cresca, per modo, che in due successive la f ( x ,  y )  non si comporti nella 
stessa maniera. 

Nella nuova ipotesi la f ( x ,  y) non potrà essere che di seconda specie 
da una parte de117ente + L e di quarta dall'altra dando cos1 origine al10 
specchio : 

11,) ' ) I I , + L , I V ;  2 ) I V , + L , I I ,  

ne1 quale il simbolo + L accenna al fatto che la funzione contemplata non 
si comporta sempre nella stessa guisa lungo l'arco L ,  laddove la f ( ~ ,  y) è 
di specie quarta in B, ne1 primo disegno e di seconda nell'altro. Circa poi 
alla maniera di contenersi della funzione f ( x ,  y) dalle due parti dell'ente L 
giova rammentare l'ultirna proposizione aggiungendovi le osservazioni che 
seguono. 

Intorno ad un tratto q (2 O) di minimo della f ( x ,  y) considerata nella 
sua dipendenza dalla curva L - O esiste nel17 ipotesi del disegno [II,), l)] una 
varieth di linee chiuse, che tendon0 all'intervallo q,  lungo ciascuna delle quali 
la f ( x ,  y )  si mantiene costante. L'ente q pub quindi considerarsi corne un 
minimo anche per la funzione f (x ,  y )  considerata nella sua dipendenzs dai 
punti dell'area A.  Se poi sempre nella ipotesi del disegno [II,), l)] l'inter- 
\.al10 q fosse un massimo della nostra funzione considerata semplicemente 
lungo L - O ,  ogni punto del tratto q - O sarebbe un minimo per la funzione 
data, nè la linea f ( x ,  y) = C si comporterebbe ne1 modo detto poco fa nei 
pressi del segment0 q ,  tenderebbe bensi con una sua parte al medesimo, la 
quale perb è formata da due tratti sconnessi tra loro. 

Analogamente, guardando il disegno [II,), 2)], avvertiremo tosto che, se 
il tratto q ( 2  O) è un massimo per la f ( x ,  y) nella sua dipendenza dalla curva 
L - O ,  sarà altresi tale per la funzione data ed esisterà un insieme di linee 
chiuse, che si riducono all'ente q ,  lungo ciascuna delle quali la f ( x ,  y) non 
muta di valore. Se all'incontro, stando ognora 10 stesso disegno, il tratto y (%O) 
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è un minimo della f (x ,  y )  rispetto al tratto L - O,  ogni punto dell'ente q - O 
è un massimo della f ( r ,  y). 

Quando l'elemento L sia decrescente, si dovrà contemplare il quadro: 

circa al quale vanno fatte delle osservazioni analoghe a quelle relative al10 
specchio II& 

Possiamo quindi enunciare i due teoremi: 

Un trait; q (2 O )  di minimo della f(x, y )  nella sua dipedenza dal- 
I'arco + L - O è pure tale per la filnzione data, se quest'ultima si contiene 
in modo rzaturale dalle due bande dell' eate + L guardato ne1 verso i n  cui 
cresce l'ascissa, ed una asserxiofie analoga si faccia di un massinio, essendo 
perd ànverso il modo di comportarsi della f(x,  y )  dalle due parti dell'etzte + L. 

Il secondo teorema 15 conforme al precedente, quando in eeso si muti 
l'elemento $ L nell'altro - L. 

4. Studiato il modo di contenersi della funzione f ( x ,  y) dalle due parti 
della l ima L - O ,  la  quale appartenga in pari tempo alle due curve Cg, e 

CBT (D T ) ,  vediamo adesso come essa si comporti ai suoi estremi. Potranno 
darsi due eventi, il termine contemplato, che dirb c ,  dell'ente L B soltanto 
l'estremo di due rami primitivi delle linee Cg- e C,,, i quali considerati in- 
sieme non formano al certo un elemento primitivo, oppiire ta1 fatto non h a  
luogo. Se mi muovo nella prima ipotesi lungo L verso c in guisa che I'ascissa 
cresca, ho dall'una parte, e precisamente alla destra, l'area B, e dall'altra 
l'elemento B,, mentre Io stesso avviene se continu0 il mio carnmino dopo il 
punto c nella curva Ch. Chiamo poi per semplicità 1 una parte connessa del 
ramo L dotata di un termine in c e con 1, un altro tratto primitivo connesso 
delle due curve CBb e CB7 che é unito al primo solamente mediante il punto c. 
E chiaro che si pub ammettere che lungo il segment0 2 verso c la funzione 
f ( x ,  y) sia ognora crescente O decrescente oppure costante, e l a  stessa cosa 
si dica dell' ente 1,. 

Ora, se io posso tracciare pel piinto O dell'area A -O due rami pri- 
mitivi, che insieme ad un terzo non uscente da1 medesimo mi limitino una 
parte semplicemente connessa B dell'elemento A ,  e se la  f ( x ,  y) non rag- 
giunge in B dei valori più grandi che in O, diremo che la funzione data h a  
un massimo parziale in O rispetto alla superficie B. Analogamente si definisce 
il minimo parxiale. 
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Cib premesso, se gli enti 1 ed 1, sono crescenti andando verso c ,  daremo 
origine alla tabella (*): 

E d  alle due ultime figure si potrebbero aggiiingere quelle che si ottengono 
scambiando gli enti + l ,(t),  + E ( - )  per ordine negli altri + Ji(-), + 1(+). 

I n  ognuno dei primi sei disegni l'ente c è un  massimo parziale rispetto 
ad un'area di semplice connessione limitata in parte dalle curve 1 ed 1, e sita 
ne1 terzo quadrante di c ,  nelle sei successive all'incontro un minimo. 

Allo specchio ora contemplato vanno aggiunti altri tre, i quali nascono 
supponendo che i due rami 1 ed 1, cadano successivamente ed in pari tempo 
ne1 quarto, primo e secondo quadrante. Questi quattro quadri si indicheranno 
per ordine con le notazioni I,, 1,, Il ,  1,. 

Giova contemplare anche la tabella che segue, quando i due elementi 
1 ed 2, non cadono in uno stesso quadrante. 

c C- C c- 
j )  1 + l(+)) , 1, 1 - l,(-), II; 2) 1 + l(+) 1 , II, 1 - l$-), 1; 

Se si osserva che i numeri 1, 2 ,  3, 4 dànno luogo alle sei combinazioni 
1, 2 ;  1, 3; 1,  4; 2 ,  3; 2, 4; 3, 4,  avvertiremo tosto che si possono formare 
altre cinque tavole analoghe alla precedente, che torna acconcio indicare col 

(*) fl significato di questa tabella e delle successive mi sembra chiaro, quando si 
osservi che con le  notazioni 1,) -1, - - I ,  1- accenno per ordine ai  quattro quadranti. 
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simbolo 1 ,,,. Di conseguenza, alle altre si accennerà coi segni I,,,, I,,,, 1 ,,,, 
I,,,, 1 ,,,, dalle quali perb vanno tolti i quadri 1 ,,,, 1 ,,,, poichè in essi gli ele- 
menti E ed 1, formano un solo ramo primitiro, il che va per ipotesi escluso. 

Per le ricerche precedenti possiamo quindi enunciare il teorema (*): 
L a  funxione contemplata non ammette u n  massinzo od u?z nzhzimo rela- 

tivo in u n  punto dell'area A-  0 ,  ne1 quale s i  incontvano soltanto due rami  
- 

1 primitivi della curva - (2 CB8 - CA),  che non formano u n  ratno sentplice. Pu6 
2 

all'inco~ztro essere dotata 2% esso d i  Un ?mssirno O d i  un mittirno ~ ( t r z i a l e .  
In alcune delle figure di ciascuno dei quadri 1,,, , I,,,, I,, ,, 13,4 uno sol- 

tanto degli enti 1 ed 1, potrebbe cadere sull'asse Y oppure sull'altro. Cosi, ad 
esempio, nella figura 1) del10 specchio 13,r soltanto una delle linee 1, ed 1 a pia- 
cere potrebbe ridursi ad un intervallo della retta x = O, ed in allora si otterrebbe 
un caso limite di una delle figure del disegno 1, oppure dell'altro I, per ordine. 

Contempliamo ora il caso che la f ( x ,  y) sia costante lungo uno soltanto 
degli elementi 1 ed 1,, chè per le nostre ipotesi circa alla medesima non pub 
esser tale in amendue. Stando in ta1 modo le cose, i due enti 1 ed 1, ca- 
dranno di necessità in uno stesso quadrante, poichè, se cib non avesse luogo, 
ossia se uno degli elementi 2 fosse in un quadrante e l'altro ne1 contigu0 la 
f ( x ,  y) dovrebbe essere della stessa specie da una banda e dall'altra della 

C C.- 

curva 1 + 1,. Infatti, se fosse, ad eaempio + I I  , 1 - l,(-), la f (x, y) non po- 
trebbe essere nè di prima nè di terza specie nelle vicinanze del punto c in 
quanto non muta' nell'arco + 1 sito ne1 terzo quadrante, non sarebbe poi di 
quarta perchè la f(x, y) decresce lungo - Z, al crescere della variabile x. 
Adunque, vicino al punto c dovrebbe essere solamente di seconda, la qua1 
cosa contrasta con la ipotesi che in due aree contigue B, e B, la f ( x ,  y) sia 
di specie diversa. 

Supposto quindi che le curve 1 ed 1, cadano ne1 terzo quadrante, si dovrà 
contemplare il quadro : 

II, + 1 p ,  IV, + ï f, II; . II, + z, IV, + l(-1 r, II, 
(*) Vedi l'ultimo paragrafo della precedente Memoria. 
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Se indico questo quadro con la notazione S,, sarh conveniente accennare 
a quelli che si riferiscono nello stesso modo agli altri tre quadranti coi sim- 
boli S,, Si, S2 girando da sinistra s destra. 

Per ultimo, osservo che nessuno dei due elementi 1 ed 1, del quadro 
St ( t  = 1, 2, 3, 4) pub ridursi ad un tratto parallelo ad uno degli assi. Quanto 
al ramo in cui la f(x, y) è costante la cosa è manifesta, circa all'altro giova 
rammentare che la funzione contemplata non è dalle sue due parti di specie 
contigue. 

5. Consideriamo ora un punto O dell'area A -O, ne1 quale concorrono 
1 più di due rami primitivi della curva - (2 CBS - CA) = D. Se contemplo uno di 
2 

questi ultimi avverto subito che la f ( x ,  y) si comporta in maniera diversa 
dalle sue due bande, perchè non si possono assegnare per ipotesi due aree 
tra loro sconnesse B, e B, (o r) per modo, che la f (x, y) si contenga egual- 
mente in entrambe. 

A portare un po'di luce circa il modo di comportarsi della funzione 
f ( x ,  y) intorno all'elemento O giovano le figure seguenti, nelle quali secondo 
la fatta convenzione la linea 2 ,  è alla sinistra dell'ente 1. 

*) 1 - + II, + 1(+); 
O 

5, 14. 1 1(-) ,  III , + w; 
O 

1 + 1,y IV, + l(-1; 
O 

+ 1 ,  I I  + 1; 
O 

4 1 + 1 -  1 + 1; 
O 

7 + II, +l"'; 
O 

" ,+ l,(+), IV, 4- l ( + ) ;  
O 

6, 1 + 1 ,(-)) IV, -+ l(-1 ; 
O 

abbiamo un minimo della Nei disegni 1), 2) e 3) del quadro precedente 
funzione f(x,  y) in O considerata nella sua dipendenza dai punti di un'area 
elementare limitata in parte dagli enti 1 ed 1, e da un'altra linen che cade: 
ne1 primo quadrante dell'elemento 0. Nelle tre figure successive all'incontro 
si ha un massimo. Nei disegni l), 5), 7); IO), ad esempio, il ramo 1, potrebbe 
cadere sull'asse Y, laddove l'altro 1 potrebbe adagiarsi sulla retta y = 0. 
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A1 quadro ora contemplato sono da aggiungere altri tre, i quali nascono 
nella ipotesi che i nostri due rami cadano per ordine ne1 secondo, terzo e 
quarto quadrante. Ed  è manifesto che in taluni dei disegni di questi qiiadri 
amendue gli enti 1 ed 1, potrebbero cadere sull'asse X od Y uno soltanto ed 
anche nessuno dei due. 

6. Giovandosi degli specchi di cui è parola ne1 paragrafo precedente ri- 
sulta facile Io studio del modo di comportarsi della funzione data nei pressi 

1 di un punto O della linea D (S ,CBS - CA),  ne1 quale concorrono nz (> 2) 
2 i 

rami primitivi. 
Suppongo prima che in O non cada un massimo O minimo parziale né 

uno relativo della funzione f ( x ,  y) e che da1 medesimo non esca un ramo in 
cui la f (x ,  y) si mantieqe costante od un tratto rettilineo parallelo ad uno 
degli assi. Nella fatta jpotesi avverto subito che nell'interno del primo qua- 
drante del punto O e nelle sue immediate vicinanze si posiono verificare sol- 
tanto i quattro casi 

i ~ I ~ , I v , I I , I v  ,-.., IFT; 2 ) I I , I v  ,,,., I I ;  s ~ l v , l l , l v  ,... , I I ;  

4 IV, II ,..., IV, 

quando si faccia astrazione dalle due aree B, in una delle quali penetra la 
parallela all'asse Y, mentre nell'altra si interna la parallela alla retta y = O 
uscente dall' elemento 0. 

I l  primo evento ed il terzo si verificano quando da O esce un numero 
impari (1- 3) di rami prirnitivi siti entro il primo quadrante, gli altri se il 
numero degli elementi i quali hanno un estremo in O è pari. E se esso è 
eguale a due, la f(x,  y) è in un'area elementare sita ne1 primo quadrante 
del punto O di speoie I I  O IV. Analogamente si dica della seconda, terza 
e quarta regsione rispetto alle specie 1, III; II, IV; 1, III per ordine. 

Se due rami successivi 1 ed 1, della curva D uscenti da1 punto O cadono 
entro due quadranti distinti e contigui, la f ( x ,  y) potrà essere in un' aren 
elementare limitata in parte dagli enti 1 ed 1, di cui il contorno in O forma 
un angolo minore di 180' di due specie soltanto, perchè* essa non ha per dato 
in O alcun minimo O massimo parziale O relativo. Cos?, ad esempio, si ha 

l + l ( + ) ,  1, I I ,  -w; l + l ( + ) ,  II, III, - w ;  I+W, I I I ,  1111, A l ( + ) ;  

Annali di &fatematica, tomo XX. 33 
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Se i due elementi successivi Z ed 1, cadessero erctro due quadranti op- 
posti, poniamo ne1 primo e terzo, e se l'area B limitata in parte dai mede- 
sirni non avesse alcun punto entro la quarta regione dell'ente O ed ad esso 
vicinissimo, la funzione f(x, y )  non potrebbe avere un minimo in O nella 
sua dipendenza dalla curva 1 + l,, essendo in pari tempo di quarta specie 
in B. Cib si verifica, perché ne1 caso opposto la funzione contemplata avrebbe 
u n  minimo parziale in O. Cosi pure, la f ( x ,  y )  non potrebbe avere un mas- 
simo in O rispetto all'ente 1 + 1,, essendo di quarta specie in un'area B 
terminata in parte ad esso ente, la quale non contiene vicino ad O dei punti 
siti entro il secondo quadrante di quest'ultimo. Analoghe riflessioni vanno 
fatte nella ipotesi che i due elementi 1 ed 1, appartengano alla seconda e 
quarta regione dell'elemento 0. Tolte queste restrinzioni la f(x, y )  potrebbe 
contenersi comunque nell'ente B, per quanto è possibile, ammesso che que- 
st' ultimo sia limitato in parte dalla curva l $ I ,  sita entrBo due regioni 
opposte. 

Se poi I'angolû in O format0 dalle linee 1 ed 1, considerate come ap- 
partenenti al contorno Cg fosse maggiore di 180° gioverebbe rammentare le 
osservazioni dell'ultimo paragrafo della Memoria precedente. 

Poniamo adesso che intorno al punto O cadano dei massimi e minimi 
parziali rispetto ad alcune aree B convergenti in esso, ma non un minimo 
O massimo relativo, nè un ramo in cui la f(x, y) si maiitiene costante. Cib 
premesso, è evidente che un minimo parziale della f ( x ,  y) non pub essere 
contigu0 ad un massimo pure parziale. 1 casi poi che si possono offrire in 
questa ricerca, sono oltre ogni dire svariati, come tosto si avverte, e d'altra 
parte riesce assai facile l'addurre quanti esempi si vogliono. Io accennerb 
soltanto al seguente che si deduce tosto dai nostri quadri 

Ne1 cas0 contemplato da1 punto O escono quattro rami di linea f(x,  y) 
= cost., due ne1 primo quadrante (IV, II), uno ne1 terzo (II) ed uno ne1 
quarto (1). . 

La funzione f(x, y) potrà esser 
relativo in O, come nei due esempi 

1111, q, 7; yq 
0- - O 

dotata anche di un massimo O minimo 
che seguono 

O 0- 
II, III, 1111, IIV. 
0- - 0 
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Tanto nella ipotesi del massimo relativo che in quella del minimo si pub 
assegnare una varietà di linee chiuse, la quale circonda il punto O e tende 
al medesirno. 

Nelle vicinanze dell'elemento 0, quando in quest'ultimo cada un mas- 
simo o minimo relativo, la  funzione f(x,  y) è al certo di seconda e quarta 
specie oppure di prima e terza. 

Infatti, se consideriamo una linea f(x, y) = C, racchiudente il punto O, 
avvertiremo tosto che essa contiene al certo una parte Cci) analoga all'altra 
CA(') ed una seconda C(3) conforme all'elemento CA(3) oppure due enti della 
forma Cc" e C(4) (*). Stando la prima ipotesi io posso torre dalla linea Cci) 
un tratto connesso p, che cade per intero entro una delle aree B, ed altret- 
tantci si dica dell'elemento q, rispetto alla linea 1 tratti p. e qT appar- 
tengono per ordine ad una funzione di prima e terza specie O viceversa, se- 
condo che il punto O è un minimo od un massimo. I n  maniera analoga si 
direbbe delle linee C@) e C(4). 

È chiaro che da1 punto O potrebbero uscire anche dei rami in ciascuno 
dei quali la f (x ,  y) non muta di valore, ecco due esempi 

I V  1 ,  1 1, I I I ! ;  III, IV, 1111; -1111, IV. 

Ne1 primo quadrante fra l'elemento I V  e l'ente II vi è un ramo pri- 
mitivo lungo il quale f (x, y) = cost., nè un fatto simile ha luogo altrove. 
Ogni punto interno al ramo indicato è un minimo relativo della nostra fun- 

- - 

zione. Dall'ente O poi escono altre due linee f ( x ,  y) = C (1 1, III 1). - - 
I l  secondo esempio è: 

M O O 

I I I V  V I ;  171; I Ï I .  
0- O M 

Ne1 primo quadrante tra gli enti II e IV havvi un ramo priuiitivo in 
cui f ( x ,  y) ;= cost., ogni punto interno del quale è un massimo della nostra 
fimzione, mentre è altresi tale l'elemento 0. I l  modo di comportarsi delle 
linee f (x, y) = cost. nei pressi di quest'ultimo è manifesto. 

(*) Vedi la Memoria che precede, N. VI, pag. 1. 
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ENRICO BETTI. 

Il giorno 16 del10 scorso mese di Agosto furono rese in Pisa solenni onoranze 
funebri ad uno degli uomini che per le sue eminenti qualità intellettuali e morali mag- 
giormente onorarono 1'Italia nella seconda metà di questo secolo, ad Enrico Betti. 

Conobbi personalmente il Betti nelle ferie Pasquali dell'anno 1858, allorquando 
convenuti in Genova coll'ottimo GENOCCHI nella casa ospitale di PLACIDO TARDY, 
iniziammo le trattative col TORTOLIN~ per la pubblicazione di questi Annali. 

Già il TOETOLINI con giusto presentimento del risveglio in quel moment0 degli 
studi matematici in Italia aveva pubblicato otto volumi dei suoi Annali d i  matematica 
e di  fisica; ed era stato grandeinente ajutato nella impresa da geometri italiani e spe- 
cialmente dai su nominati. 

Iu questi volumi si trovano quelle memorie del Betti Sulla risoluzione delle 
equazioni algebriche (Vol. 3 . O ) ,  Sopra l'abbassamento delle equaxioni modulari delle 
funzioni ellittiche (Vol. 4.0), Sopra la teorica delle sostituzioni (Vol. 6."), nelle quali 
egli, pel primo, penetrando negli alti ed astrusi concepimenti di G a ~ o i s  sulla teoria 
delle equazioni algebriche, pose in luce la esattezza delle asserzioni contenute nella 
celebre lettera a CHÉVALIER, inizia~ido cosi il movimento in quelle ricerche alle quali 
oggi ancora è dedicata l'attività di eminenti geometri. 

Divenuto collaboratore principale di questi Annali il Betti vi pubblicb dapprima 
varie memorie relative alla teorica delle forme, ed una monografia sulle funzioni ellit- 
tiche (Anno 1860), nella quale l'importante teoria è esposta con originalità di metodo. 

Da1 1862 in poi la sua attività scientifica pub dirsi tutta rivolta agli ardui pro- 
blemi della fisica matematica, ed anche in questo campo la sua acuta intelligenza, le 
profonde sue cognizjoni nell' analisi matematica , si rivelarono ben presto nei risultati 
da lui ottenuti. Oltre venti memorie sue sopra questa disciplina sono contenute in 
questi Annali, ne1 Nuovo Cimento, nelle Memorie della Società Italiana dei Quaranta, 
nei Rendiconti della R. Accademia dei Lincei. Infine a questo periodo della sua vita 
devesi quel suo libro su1 Potenxiale, tradotto in Germania e tanto apprezzato dai cultori 
di questi studi. 

I l  Betti non ebbe lunga esistenza, essendo nato nei pressi di Pistoja, il 29 ot- 
tobre 1823. Egli fu insegnante esimio e caldo amico dei suoi discepoli. A lui princi- 
palmente spetta l'onore di avere, colla sua parols e col suo esempio, fondata quella 
Scuola matematica dell'università di Pisa dalla quale sono usciti in molta parte i 
giovani valorpsi che hanno mantenuto e mantengono alto il nome italiano negli studi 
matematici. E a questi giovani geometri che io, ramxnentando la cospicua partecipa- 
zione del Betti nell'iniziare la pubblicazione di questi Annali e ne1 collaborarvi, 
raccomando il loro avvenire. 

Ottobre 1892, 
F, BRIOSGHI, 
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Sopra due curve invariantive 
di una quartica piana. 

(Di EDGARDO CIANI, a PiSu.) 

M i  propongo in questa Nota la riceroa delle caratteristiohe pluckerianr 
di due importanti curve invariantive di una quartica piana, cioè di quelle 
che sono oggetto principale di  una Memoria di CLEBSCH (*) e che ivi sono 
contrassegnate col nome di covariante S e di contravariante $. Questa ricercn 
dà luogo a rilevare una inesattezza che si trova in quella Memoria e preci- 
samente al 8 5 alla fine del quale 1'Autore conclude che il contravariarite t,b 

(inviluppo dei triangoli polohessiani) non è altro che l'inviluppo delle rette 
che segano armonicamente 1% curva. 

In  un caso particolarissirno il  CAPORAL^ (**) enuncja senz'altro che i due 
inviluppi suddetti sono distinti. L'impossibilità della loro coinci+nza, in ge- 
rierale, non è mai stata avvertita, per quanto io mi sappia, anzi qualche au- 
tore (***) parlando dei risultati di CLEBSCH riporta, fra gli altri, anche la 
coincidenza sopra ricordata. 

1. Sia: 

(a) CLEBSCH, Ueber Curmen vierter Ordnurzg. (Crelle, Bd. 59.) 
(*a) CAPORALI, Volume delle mernorie, pag. 348, n.O 30. 

(***) MAISANO, SiStemi compleli dei prinzi cinqlce g m d i  della forma ternaria biquu- 
dyatica. (Giornale di Battaghi , vol. 19.) 

Anizali di Matmaatica, tomo XX. 34 
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l'equazione della curva foridamentale. Un punto y individua le 3 curve polari: 

L'Hessiana e la Cayleyana della cubica polare si chiamano la  polohessiana 
e la polocayleyana del punto. Onde le loro equazioni saranno rispettivamente: 

la (1) è simmetrica in x e y quindi: 
(a) u Se la polohessiana di P passa per &, viceversa la polohessiana 

di Q passa per P (**). n 

Per x = y la ( 1 )  diviene l'equazione dell'hessiana della curva fonda- 
mentale, ossia: 

(b) u L'hessiana della curva fondamentale pub riguardarsi corne il 
luogo di un punto per cui passa la propria polohessiana (**). n 

Esiste un luogo & d i  punti le cui polohessiane sono triangoli. Questo 
covariante, contrassegnato con da CLEBSCH appunto perchè pub ottenersi 
annullando l'invariante S di una cubica polaïe, è il seguente: 

Se P è un punto di S e A B C  il triangolo polohessiano di P, la  conica polare 
di A rispetto alla cubica polare di P è costituita da1 lato B C  contato due 
volte cioè: 

(c)  a S è anche il luogo dei punti la cui conica polare mista si riduce 
a una retta contata due volte (***). n 

(d)  u S è pure il luogo dei vertici dei triangoli polohessiani (***)). n 

(e) u Se P è un vertice del triangolo polohessiano di &, viceversa Q 
è un vertice del triangolo polohessiano di P (***). n 

L'applicazione dei teoremi a ,  b, c ,  d, e ricorre ne1 seguito cos1 di so- 
vente che ho creduto necessario citarli esplicitamente una volta per sempre. 

2. Mentre i vertici di un triangolo polohessiano variabile descrivono 
il covariante S i lati inviluppano un'altra curva contravariante di f ,  che è 
appunto la $J di CLEBBCH. Per  convincersi ch'essa non pub coincidere con l'in- 

(") Questa forma mista per y = cost. e u variabile rappresenta  la G, di CAPORALI. 
(Volume delle sue mernorie, pag. 344, n.' 11 ,  12.) 

(*") CAPORUI, loc. cit., pag. 345, 346, n.' 17, 26. - CLEBSCH, loc. cit. § 3. 
(***) CLEBSCH, loc. cit., S 4. 
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viluppo armonico di f ,  seguiamo passo, passo la dimostrazione che ne dà 
17Autore ai $3 4 e 5 della sua Memoria. 

Consideriamo la  conica polare mista di due punti y e x ed esprimiamo 
le condizioni che debbono essere soddisfatte affinchè questa si riduca a una 
retta u, = O contata due volte. 

Queste condizioni sono evidentemente le sei seguenti: 

1 punti y e x apparterraiino a S costituendone una coppia di punti corrispon- 
denti, cioè tali che 17uiio è situato in un vertice del triangolo polohessiano 
dell'altro. L a  retta u descriverà 17inviluppo +. Risolvendo le 6 equazioni pre- 
cedenti rispetto alle sei quantità y, xn + ynxm che vi compariscono linear- 
mente avremo: 

dove D è il determinante dei coefficienti ciob: 

Ora fra le sei quantità ymzn $ ynzm passa sempre la relazione identica: 

sostituendo dunque in questa i valori trovati otterremo: 
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A questo punto il CLEBSCR applica il seguente teorema sui determinanti: u Un 
minore A d'ordine p del determinante reciproco A è uguale al prodotto del 
complementare di A (ne1 determinante primitivo D) per la (p - l)esi'na po- 
tenza di D n onde ne conclude che da tutto il primo membro dell'equazione 
di + si stacca un fattore De. Questa conclusione non è esatta giacchè non 
è ver0 che il determinante 

sia sempre un minore di A per qualunque cornloinazione degli indici i, k ,  i', 
k f ,  i', k". Perché questo accada non basta che gli elementi di una stessa 
colonna di ô appartengano alla medesima colonna di A ma bisogna che al- 
trettanto accada per le linee e cib avviene solamente quando le tre coppie 
ilc, i'k', i " k  hanno almeno un indice comune. In caso contrario d quan- 
tunque composto con elementi di A non è un minore di A. (Cosi per es. per 
i = k = 1 ; i' = k' = 2 ; i" = k" = 3.) Dunque il fattore Dg non è comune a 
tutti i determinanti d' e non s i  stacca da1 prinzo membro dell'equaxione di S. 
Cadono quindi le considerazioni ulteriori cl-ie si fondavano sopra questo di- 
stacco. 

3. Anche col seguente calcolo semplicissimo si pub direttamente dimo- 
strare che l'inviluppo rj, non è quel10 armonico. Infatti, costruiamo la conica 
polare inista dei due vertici (1, 0 ,  O )  e ( O ,  1 ,  O )  del lriangolo fondamentale. 
Essa è 

Prendiamo questi due vertici in due punti corrispondenti di S e quindi tali 
che la  loro seconda polare mista sia una retta contata due volte e su questa 
retta r prendiamo il terzo vertice del triangolo fondamentale e i l  punto unità. 
Dovremo avere identicamente 

f,, G ?'% E!E (5, - x2)2 = O , 
e quindi a,,, = a ,,,, -= a,,,, = 0; u ,,,, = a ,,,, = - aii2, = a .  Cos1 r è una 
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tangente di +. Ora i quattro punti d'incontro di r con f, sono dati dalla 
binaria : 

Se la coincidenza voluta da CLEBSCH fosse giusta fra i coefficienti di 
questa binaria dovrebbe passare la relazione armonica i = O ,  mentre essi 
sono indipendenti. 

4. Per studiare le relazioni che hanno luogo fra le curve S e I) di 
cui per ora non abbiamo dato c.he la definizione è necessario premettere 
qualche considerazione sulle possibili forme e posizioni dei triangoli polohes- 
siani. Per brevità chiameremo polo di un ta1 triangolo il punto della curva 
S = O di cui il suddetto triangolo rappresenta la polohessjana. La  Steineriana 
di f, possiede 24 cuspidi. CLEBSCH ditnosira che la S= O incontra la Steine- 
riana appunto nelle sue 24 cuspidi. È facile determinare anche dove la S= O 
incontra l'hessiana. Infatti se P è una cuspide della Steineriana, la sua cubica 
polare ha una cuspide ne1 punto P r  dell'hessiana che corrisponde a P (*). 
P' è cuspide per la cubica polare di Y e la tangente in P' è conica polare 
mista di P e Pr. Cioè : S = O taglia l'hessiana nelle 24 cuspidi delle cubiche 
polari cuspidate. Vi sono dunque 24 triangoli polohessiaiii ognuno dei quali 
possiede due lati riuniti; i loro poli sono le cuspidi della Steineriana. Vice- 
versa se un triangolo ha due vertici riuniti, il suo polo è iina cuspide della 
Steineriana perchè la cubica polare di questo polo ha per hessiana due rette 
di oui una contata due volte. È utile per tutto quel che segue ($8 6, 7, 8) 
esaminare con esattezza questo cas0 dando alla equazione di f, una forma 
conveniente. Percib situeremo il vertice (1, 0, O) del triangolo fondamentale 
in una cuspide della Steineriana,, il vertice (O, 0 ,  1) nella cuspide della cubica 
polare di (1, 0 ,  0) preridendo il lato x1 = O per tangente cuspidale di questa 
cubica, il terzo vertice (O, 1, O) ne1 puato cornune a questa tangente e alla 
tangente di flesso della cubica suddetta e finalmente il punto unità ne1 flesso 
medesimo. 

Allora l'equazione della cubica polare di (1, 0 ,  0) sarà: 

(*) CREMONA, Curve piane, pag. 98. 
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Ma calcolandola dall' equazione generale di f, si trova : 

dovremo dunque avere: 
a i l i l  = ai,,, = a m i  = 1 ; 

chiamando per brevità con a ,  b ,  c ,  d ,  e i coefficienti rimanenti di f, sarà 
quindi : 

f4 = Zxi4 + 4 x i 3 x 2  - 4 x i 3 x 3  + 4 x i x Z 3  - 6 ~ 1 ~ ~ ~ ~  + 

La  polohessiana di (1, 0 ,  0 )  è (z, - x2)z," O;  la seconda polare rnista di 
(1, 0, O) e di (O, 0: 1) è la x ,  = O ;  quella di (1, 0 ,  O) e di (O, 1, 0) è 
Xi - X 2  = o. 

Annullando 1' invariante S di  una qualunque cubica polare otterremo 1' e- 
quazione del covariante S di f,. Si trova cosi: 

In queste equazioni è facile rilevare che: 
u L a  retta che unisce la cuspide e i l  flesso d i  una stessa czcbica polare 

cusyidata è una tangente conzurze d i  S e $. n 

5 .  È necessario ora dimostrare il seguente teorema: 
u Urza retta r la quale contata due volte costituisca la conica polare 

mista d i  due punti M ed N è sempre lato comune a due triangoli polohes- 
siani e a r~on pi2 cSZ due. n 

Intanto è evidente che .I. appartiene ai triangoli polohessiani di M e di N,  
quindi basta dimostrare che M ed N sono sernpre distinti e che r non pub 
costituire la seconda polare mista di un'altra coppia di punti P e Q. Che i 
punti M ed N non possano essere riuniti è evidente perchè se 10 fossero ogni 
punto di r sarebbe doppio per una conica polare pura e quiildi r farebbe 
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parte della Steineriana che in generale non si spezza. Supponiamo allora che 
la retta r oltre esser conica polare mista per la coppia M, N 10 sia anche 
per la coppia P, &. Se il triangolo fondamentale h a  la stessa posizione de! 
3 3 [M=(l ,  O, O), N=(O, 1, O); ~ E X , - X ~ ]  e se y e x sono le coor- 
dinate di P e Q, la conica polare mista di M, N 6 :  

r2 = - ( x ,  - x*)? = O, 

quella di P, & è: 

+ ~ ~ 3 ~ 3  ( y ,  z3 + y3 X J  1 -+ 2 a2 XJ 1 a2322 y2  z2 + y3 x3 + a2323  (y2 2 3  + y3 52) I = 0. 

Se anche questa deve ridursi alla 

r2 = (xi - = O. 

Abbiamo le condizioni : 

chiamando con Air, i coefficienti della precedente equazione. Queste condizioni 
portano evidentemente che i punti y e x siano coniugati rispetto alle cinque 
coniche : 

delle quali le prime quattro sono quattro coppie di rette. Bisognerebbe dunque 
cercare i raggi doppi dell' involuzione (l), quelli dell'involuzione (2): essi 
formano un quadrilatero completo di cui M ed N sono una coppia di vertici 
opposti: dovremo dunque esprimere analiticamente la condizione che una (e 
quindi l'nltra) delle due rimanenti coppie di vertici opposti fossero coniugati 
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rispetto alla conica (3) ed otterremo allora una relazione fra i coefficienti di f, 
che la particolarizzerebbe. 

Se le due coppie MN, Y& potesaero avere un punto comune basterebbe 
porre nelle formule precedenti y, = 1 ,  y, = y, - O e si otterrebbero le con- 
dizioni : 

a;33, - a333ia11i3 = 0 (a i i i i  -t l )a33 i3  - ai i i3  = O, 

le quali ancora particolarizzerebbero la curva. Perb la dimostrazione fatta non 
è applicabile al cas0 in cui uno dei punti M O N possa trovarsi sulla retta r 
e noi vogliamo anche in questo caso escludere la possibilità che r possa co- 
stituire la conica polare mista di altri due punti P, Q. Se IV si trova sopra r ,  
la cubica polare di N ha una cuspide in M ,  r ne è la tangente cuspidale, 
N è una cuspide della Steineriana. Allora facendo uso dell'equazione del fj 4 
costruiamo la conica polare mista di due punti qualunque y ,  z 

f (P)ya=xi ' \ (2y ,  + Y o - y 3 ) ~ i  $ ( Y I - y o ) ~ ?  - y i ~ 3 )  + 

In questo caso B dunque: 

M s ( 1 ,  O ,  O), N=(O,  O ,  1); 

si hanno le condizioni: 

ove Aik sono i coefficienti di f(4),,. Si vede allora facilmente che i soli si- 
stemi capaci di soddisfarle, che non particolarizzino la f,, sono ( y ,  = 1, y,  - 0 ,  
y3 = O) j (2, = O ,  ze = O ,  -= 1) cioè i punti P e Q non possono essere di- 
stinti dai punti M ed N. 

6. Cib premesso siano Y e Q due punti corrispondenti del covariante 8, 
cioè tali che il triangolo polohessiano di uno abbia un vertice nell'altro e 
quindi la loro conica polare mista sia ridotta a una retta r contata due volte 
la quale incontri la S nei quattro punti A,  B, C, D. 
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fi necessario ora occiiparsi delle possibili coincidenze che possono avve- 
nire fra i quattro punti A ,  B, C, D. Il triangolo polohessiano di Y h a  un 
vertice in Q e due in r, analoganiente quello di Q: dunque A ,  B, C, D sono 
i quattro rimanenti vertici delle polohessianc di Y e di Q. 

Sia &CD la polohessiana di P e P A B  quella di Q. Intanto P e Q 
saranno sempre distinti altrimenti (corne abhiamo gih osservato al principio 
del 5 5), r appartiene alla Steineriana. Relativamente alle coincidenze pos- 
sibili fra A ,  B, C, D bisogna distinguere il caso in cui vengano a sovrap- 
porsi due che appartengano l'uno al triangolo polohessiano PAB,  e l'altro 
a1 triangolo polohessiano Q CD, ovvero due che appartengano al medesimo 
triangolo polohessiano. 

Se A e B sono coincidenti, la polohessiana di Q ha due lati sovrap- 
posti, Q è una cuspide della Steineriana (§ 4), A è cuspide della cubica polare 
di Q e poichè r ha in A due punti riuniti a comune con S, r è la retta che 
unisce la cuspide e il flesso della cubica polare di Q (§ 4), ma allora dalle 
formole dello stesso paragrafo si ricava che essa incontra la S in altri due 
punti distinti. Dunque se .4 e B sono riuniti, C e D sono distinti. Contem- 
poraneamente si viene ad escludere che dei quattro punti A ,  B, C', D tre, 
O tutti e quattro possano essere coincidenti in uno solo. 

Sieno ora riuniti A con C e B con D. Poichè A è vertice per i triangoli 
polohessiani di P e di Q ne viene che il triaiigolo polohessiano di A h a  due 
vertici in P e Q [§ 1 (e)]; per la stessa ragione il triangolo polohessiano 
di B h a  due vertici in P e Q I  cioè PQ è lato comune ai triangoli polohes- 
siani di  A e B. Segue che B è il terzo vertice del triangolo polohessiano 
di A ,  perchè se fosse un altro punto E; la retta PQ contata due volte sa- 
rebbe la  conica polare mista di A e di E e quindi il triangolo polohessiano 
di E avrebbe due vertici ~opra, PQ e P& sarebbe lato comune a tre triangoli 
polohessiani il che è irnpossibile ($ 5). Dunque PB& B il triangolo polohes- 
siano di A e per la stessa ragione P Q A  quello di B. Ne viene che P Q è 
la seconda polare mista di A e B e incontra S in due punti riuniti in Y e 
in altri due riuniti in Q. Analogamente si vede che le rette P A ,  A Q ,  PB, 
BQ sono le seconde polari miste delle coppie BQ, BP, A Q,  AP e ognuna 
incontra la S in due punti coincidenti. Cioè per ognuno dei punti A, B, P, Q 
escono tre rette incontranti (ciascuna) ne1 loro punto comune la S in due punti 
coincidenti; dunque A ,  B, P, Q sono quattro punti doppi per S la quale 
quindi dovrebbe spexzarsi in due coniche il che in generale non a n i m e .  È 
quindi impossibile la coincidenza simultanea di A con C e B con D. 

Annnli cli Matematica, tomo XX. 35 
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(a) Possiamo quindi concludere clie dei quattro punti A ,  B, C, D due 
al massimo possono essere coincidenti e quando cib avviene gli altri due sono 
sempre distint,i. 

7. Una prima conseguenza di questo teorema è che il covariante S 
non ha punti doppi. Infatti, ammettiamo che S abbia un punto doppio P. 
Tutte le rette uscenti da P incontrano la S fuori di P in due punti, e fra 
queste, sei sono tangenti di cj, perchè vedremo clie la classe di + è 6 (5 8). 
Sia r una retta uscente da P e tangente di cj, cioè lato comune a due triangoli 
polohessiani di cui i vertici opposti a r  staranno fuori di r ,  giacchè se uno 
di essi stesse sopra r ,  questa sarebbe tangente cuspidale di una cubica polare 
cuspidata e sopra tali rette non esistono certo punti doppi di S corne si pub 
verificare sull'equazione del § 4. Sieno dunque B e C questi due vertici op- 
posti e siano A e D gli altri due punti in oui la r incontra la S fuori di P. 
P sarà vertice comune a diie triangoli polohessiani, perchè se rappresentasse 
due vertici riuniti di uno stesso triangolo polohessiano esso sarebbe cuspide 
di una cubica polare e ricadremmo in un cas0 già considerato (§ 4). Sia 
quindi PCD il triangolo polohessiano di B, A P B  quel10 di C, le rette PB, 
P C  sono tangenti di cj, e poichè P è doppio yer S ciascuna di esse incontra 
ulteriorrnente S in un punto F e in un punto E distinti da R, C, P [$ 6 (a,)]. 
Essendo PC'D il triangolo polohessiano di B, la P C  rappresenta la seconda 
polare mista di B e D cioè il triangolo polohessiano di D deve avere un lato 
sopra P C  e un vertice in B. 1 rirnanenti vertici di questo triangolo situati 
sopra P C  dovranno essere uno P perchè ivi la P C  incontra la S in due punti 
coincidenti, l'altïo non pub essere C altrimenti esso conterebbe due volte nelle 
intersezioni di P C  con S, dnnque sarà E cioè: 

PBE è il triangolo pololiessiano di D 
e analogamente: 

YCF n n n A 
P C D  n n 77 B 
PBE n n n A ,  

dunque [$ 1 (e)] il triangolo polohessiano di Y deve aver vertici in A ,  B, 
C, D il che è impossibile perchè due di questi punti non possono coincidere 
[§ 6 (a)]. Quindi S non ha  punti doppi. 

Ecco dunque le sue caratteristiche pluckeriane: 
ordine = 4; classe = 12  ; punti doppi = cuspidi = 0;  

flessi = 24; bitangenti = 28. 
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8. Cerchiamo ora la classe di +, cioè vediamo quanti lati di triangoli 
polohessiani passano per un qualunque punto 1'. Tutte le polohessiane pas- 
santi per Y sono polohessiane di punti che appartengono alla polohessiana 
di P [$ 1 (a)] .  Ma quest'ultima è del 3." ordine e incontra la S in dodici 
piinti. Vi sono dunque dodici punti i cui triangoli polohessiani passano per P. 
Y non appartiene ad S, dunque P non è vertice per nessuno di essj, cioè 
due qualuilque tangenti di # passaiiti per S non appartengono a uno stesso 
triangolo polohessiano. Ognuna di queste tangenti deve apparteriere a due e 
a non più d i  due (§ 5) e cioè ai triangoli polohessiani di quei punti di cui 
essa rappresenta la seconda polare mista. P e r  ogni punto di I+ debbono pas- 
sare cinque tangenti a $ contando quella ne1 punto e cib non ostante nessuna 
di esse pub appartenere a pih di due triangoli polohessiani (5  5). Possiamo 
dunque conclu.derne: 

(a) u L'inviluppo dei t ~ i m g o l i  polohessiani è una c z m a  della sesta 
classe contata due volte. n 

(b )  u La polohessiuna d i  ujz qualunque punto P taglia i l  covariaute S 
in sei coppie d i  punti cowispondenti tal i  che quelli d i  ttna stessa coppin hnnno 
per seconda polare mista una tangente d i  # passante per P. n 

(c) u Se P appartiene a S, queste sei coppie s i  riducofto a cinque d i  
cui una  è costituita d a  due punti d i  contatto f r a  S e la polohessiatza d i  P; 
l a  seconda p o l a ~ e  mista d i  yuesti due punti  E la tafzgente d i  + i j z  P. n 

9. L a  tangente curipidale di una cubica polnre cuspidata rappresenta 
due lati coincidenti del triangolo pololiessiano della corrispondente cuspide 
della Steineriana, si pub dunque dire che per ogni punto di questa retta pas- 
sano due tangenti infinitamente vicine di #, ossia che essa appartiene alla 
curva $J riguardata come luogo. 

Fanno parte quindi di + considerata come luogo di punti le 24 tangenti 
cuspidali delle cubiche polari cuspidate. Sia IZ la curva-luogo rimanente. Si 
vede subito che le 24 rette suddette sono tangenti a 12, giacchè se r è una 
di esse, C la  cuspide che contiene e C' la cuspide corrispondente della Stei- 
neriana, r è seconda polare mista di C e C r  e quindi oltre rappresentare 
due lati coincidenti del triangolo polohessiano di C' appartiene anche al trian- 
go10 polohessiano di C e quindi deve pure riguardarsi come il lato comune 
a i  triangoli polohessiani di C e di Cf. Onde sotto questo aspetto è una tan- 
gente di Q. 

Ogni tangente di #, O di il appartiene a due triangoli polohessiani e a 
non più ( 5  5). Dunque nè # (O fi) posseggono bitangenti, O tangenti stazio- 
narie. L a  classe di è uguale a quella di S. 
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Possiamo quindi enunciare il seguente teorema: 
u Il contravariante $ riguardato come luogo è costituito d a  una  cuvva d i  

300 o ~ d i n e  e d i  6.a classe e da 24 tangenti semnplici di p e s t a  curva, le quali 
??on sono altro che le 24 tangenti cusyidali delle cuhiche polari cuspidate. n 

Mentre dunque da + riguardato come luogo non si distaccano nè bitan- 
genti, nè tangenti stazionarie percliè non ne possiede, si distaceano perb 
84 rette, cioè quelle sopra descritte. 

10. L'equazione di 4 pub trovarsi riflettendo che di esso si pub dare 
questa definizione [§ 8 (c)]: 

u I l  contravariante rl, è i l  luogo d i  u n  p u d o  la cui polohessiafia tocca 
i l  covariante S. n 

Basterà dunque esprimere la condizione di contatto fra le due curve 

( a b  cj2 a,  b, ry a,  O,  c, = O 

( a b c )  ( a b d )  ( a c d )  (bcd)aab,c,tS, = 0. 

L a  curva che ne risulta dovrà essere costituita da fi contato due volte 
perchè Q come inviluppo è contato due volte [§ 8 (a)]  e dalle 24 tangenti 
cuspidali contate ognuna una volta perchè esse entrano già due volte in 12. 
La condiziorie di contatto è di 84" ordine nelle y dunque l'ordine di è 
84 - 24 

2 = 30 come abbiamo già trovato (5 9). 

Sono per conseguenza trovate le caratteristiche pluckeriane di +; classe 
= 6 ; ordine = 30; punti doppi = 396 ; ciispidi == 72 ; bitangenti = flessi = O (*)). 

(") L'inviluppo + B doppio corne inviluppo di triaiîgoli polohessiani è semplice come 
inviluppo delle rette clle sono seconde polari miste di coppie di punti. Riguardandole 
sotto questo secondo asyetto il CAPOMLI ritrova l a  classe di II, per mezzo di una pro- 
pr ie t j  del covariante G,  relativa a una retta 7- (Jacobiana delle coniclie polari dei punti 
di Y) e del controvariante Ii, forrnato con le rette che insieme ad  Y costituiscono la 
conica yolare rnista di coppie di punti corrispondenti di G,. (CAPORALI, loc. cit., n.' 11, 
23, 24, 30). 
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Saggio 
su1 gruppo delle sostituzioni fra 

le 27 rette della superficie di 3." ordine, 
e sui gruppi ad esso isomorfi. 

(Mernoria II d i  ERNESTO PASCAL, a Pavia.) 

l l o  studio delle configurazioni fra. euti geomelrici, si riduae naturalmente 
alIo studio del modo con cui è format0 il gruppo delle sostituzioni fra quelli 
enti, sostituzioni, s'intende, compatibili colle relazioni inalterabili cui debbono 
soddisfare quelli eleinenti. 

L a  configurazione delle 27 rette di 8, è stata studiata con metodi geo- 
metrici da varii Autori e in varii sensi, e d'altra parte B anche stato studiato 
il gruppo delle sostituzioni fra le 27 rette, la sua risolubilità, ecc. 

Cod STURM e AFFOLTER hanno principalmente studiato gli assiemi gobhi 
e i poligoni chiusi storti che si possono formare con quelle rette, CREMONA ha 
studiato gli assiemi di nove piani (enneaedri) che si possono formare coi 45 
piani tritangenti, BERTINI ha  studiato tutti i poliedri i cui piani non si incon- 
trino in rette della superficie (*), e d'altra parte CLEBSCH, JORDAN, KLEIN, 
BURICHARDT hanno studiato la formazione del gruppo delle sostituzioni, hanno 
studiato la risolubilità dell'equazione corrispondente mediante funzioni iperel- 
littiche di 1." ordine, ecc. (**). 

(9) STURM, FlCch. 3."' Ord., pag. 46 e segg. Math. hnn., Bd. 23, pag. 259. - AP- 
FOLTER, Gruilert's Archiv, Bd. 56, pag. 113. - SCHROETER, CreUe, tom. 62, pag. 2U3. - 
CREMONA, Rendiconti Istituto Lomb., serie III, vol. 3, 1870, pag. 209. Crelle, tom. G8. - 
BERTINI, Annali di Matematica, tom. 12. 

(**) CLEBSCH, Abliand. der Gott. Societiit, Bd. 14 (186849). - JORDAX, Sit6stitutiom, 
pag. 316-368. - SYLVESTER, Proc. London Math. Soc., Bd. 2, pag. 155. - KLEIN, Journal 
de Liouville, serie IV, tom. 4 ,  pag. 169 (1887). - BURKHARDT, Gottinger Nachrichten, 
27 Januar 1892. 
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In un lavoro da poco tempo da me pubblicato in questo stesso Gior- 
nale (*), io ho sviluppato i fondamenti di un metodo assai singolare col quale 
posso studiare contemporaneamente il gruppo di sostituzioni e la coiifigura- 
zione, e posso cos1 emanciparmi completamente, per Io studio della configu- 
zione, dai irietodi geonietrici adoperati dagli Autori sunnominati. In questo 
lavoro e negli altri che seguiranno a questo, io mi propongo di sviluppare in 
tutta la sua estensione il metodo di cui parlo. 

E sarà opportuno indicare qui per sommi capi 10 schema generale di 
tutto il lavoro. 

Il gruppo fra le 27 rette ha iina relazione semplicissima con un sotto- 
gruppo di quello delle caratteristiche di genere 3 studiito nella citata. hlemoria 
precedente. 

Propriamente, se considero il sottogruppo che lascia inalterata una de- 
terminata caratteristica dispari, e nelle sostituzioni di esso sopprimo tutte le 
caratteristiche pari, ottengo lm gruppo di sostituzioni che corrisponde esatta- 
mente a quello delle 27 rette. 

Se poi dopo avere studiato questo gruppo studiamo di esso il sottogruppo 
clle lascia inalterata una delle 27 rette, cioè un7altra caratteristica dispari, 
possiamo ottenere, con u n  procedimento assai analogo, il gruppo e la confi- 
gurazione delle 16 rette della superficie di 4." ordine a conica doppia studiata 
da CLEBBCH e altri. 

Se infine di quest'ultimo gruppo consideriamo ancora il sottogruppo clie 
lascia inalterata una delle 16 rette abbiamo la configurazione delle 10 rette 
della superficie di 5." ordine a quintica doppia studiata da CAPORALI e DEL RE. 

Torniamo intanto al gruppo primitive. Colle 27 rette si sa che si possono 
formare 45 piani tritangenti alla superficie, 36 bisestuple gobbe, 216 quin- 
tuple gobbe di 2." specie, 120 coppie di triedri coniugati, ecc. ecc. 

1 gruppi delle sostituzioni fra i 45 piani, le 36 bisestuple, ecc. sono na- 
turalmente isomorfi con quello delle 27 rette. 

Per lo studio della configurazione dunque io posso propormi di prendere 
O corne elementi fondarnentali nelle sostituzioni, le rette, e allora potrb otte- 
nere tutti i risultati di STURM e AFFOLTER citati avanti; oppure potrh prendere 
corne elementi fondamentali i piani e allora avrb i citati risultati di BERTIN 
c altri ancora; oppure le coppie di triedri coniugati e allora potrb avere per 
es. fra gli altri i risultati di CREMONA sugli enneaedri. E cos1 di seguito. 

(") Rnppeser~tazione yeomett-ica clelte camtteristiche, ecc. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pa le 27 rette della: superjcie di 3.0 ordine, ecc. 27 1 

Poi si potrà passare alle 16 rette di S,. Con queste si sa che si possono 
formare 40 piani tritangenti, e lo studio del gruppo delle sostituzioni, pren- 
dendo per elementi fondamentali i piani, ci potrà dare i risultati ottenuti da 
BERZOLARI in un suo lavoro (*) in cui ha seguito l'indirizzo tracciato da BERTINI 
ne1 laroro sulle 27 rette. 

Come si vede, la via cosi tracciata, è ampia ed è lunga; e noi ci pro- 
poniamo qui di cominciarla a percorrere, avendo cura di sorvolare, il più 
rapidanîente che si potrà, sui punti già calc.olati da altri Autori, e fermandoci 
specialmente sui risultati nuovi che troveremo. 

In questo lavoro io mi occupo esclusivamente del gruppo quando prendo 
Fer enti fondamentali i piani. Nei lavori seguenti assumerb per elementi suc- 
cessivaniente gli altri che ho enumerati sopra e otterrb una serie di altri ri- 
sultati nuovi. 

5 1. Sottogruppo di sostituzioni che lasciano fisso 
un piano tritangente. 

Cominciamo col ricordare per sommi capi quali sono i principii fonda- 
mentali del metoclo sviluppato nella Memoria precedente. 

Consideriamo 8 punti congiunti fra loro a due a due con 28 rette. Qucvte 
28 rette possono farsi corrispondere univocamente alle 28 caratteristiche di- 
spari di genere 3, in maniera che 4 rette forniauti un quadrilatero coi vertici 
in 4 degli 8 punti, ovvero 4 rette non incontrantesi a due a due in nessuno 
degli 8 punti, corrispondano rispettivamente a 4 caratteristiche dispari la cui 
somma sia 10 zero assoluto. La  somma delle caratteristiclie corrispondenti a 
3 rette formanti un qualunque triangolo coi vertici in tre degli 8 punti, è 
sempre costante ed è propriamente una caratteristica pari che, per ragioni 
che B inutile ora ricordare, abbiamo chiamata la caratteristica pari fonda- 
mentale della rappresentazione. 

Le sostituzioni che lasciano fissa questa caratteristica pari (e che quindi 
mutano un triangolo in un triangolo) corrispondono semplicernente alle 8 ! 
permutazioni degli 8 punti fra loro. Una sostituzione invece del gruppo ge- 
nerale è sempre quella che muta 4 rette qualunque formanti una figura di 
quelle due specie indicate sopra, in altre quattro formanti una figura delle 

(*) Annali di Matematica, tom. 1:3. 
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Supponiamo che ciascuno dei sistemi d'imprimitività resti fisso, e esami- 
niamo quali sono allora le sostituzioni fra le 8 rette di un sistema. Dividendo 
1'0rdine~trovato sopra, per 3 ! si ha che l'ordine del gruppo, quando i tre 
sistemi sono fissi dovrh essere 8 .  4 ! È facile ora vedere che se tutte le singole 
rette di un sistema per es. (a) sono fisse, allora resteranno fisse anche tutte 
le singole altre rette, cioè non c'è altra sostituzione che la ulzità che lasci 
fissi i sistemi, e fisse le rette di uno solo dei sistcmi. E quindi allora fra le 
rette di un sistema vi debbono essere 8 4 !  sostituzioni diverse. Effettiva- 
mente se sono fisse (1 5) (1 7) (1 8) (4 6) del sistema (a), sarà fissa la retta 
(2 6 )  del sistema (c) che è 17unica contenuta ne1 sistema (c) e che incontra 
contemporaneamente tutte le quattro nominate rette del sistema (a). E cos) 
si dimostrerebbe per tutte le altre. 

Chiamando dunque r il gruppo simmetrico fra i tre sistemi (a) (b)  (c) 
e chiamando G il gruppo di ordine 8 . 4  ! fra le 8 rette di un sistema per 
es. (a), si ha che il gruppo richiesto, che lascia fisso un piano, é formato con 

Stabilita la sostituzione fra le 8 rette di un sistema (sostituzione di G) e quella 
dei tre sistemi fra loro, resta stabilita univocaniente la sostituzione totale. 

Possiamo passare ad esaminare come son formate le sostituzioni di G. 
Le S rette di un sistelna per es. (a) si riuniscono a due a due formanti 4 coppie 
di rette concorreiiti. Quoste 4 coppie si potranno permutare fra loro in 4!  modi, 
e le 2 rette di una coppia si potranno scambiare fra loro. Perb è facile vedere 
che questi scambi nelle 4 coppie non sono tutti fra loro indipendenti, ma solo 
tre di essi sono indipendenti. Cioè immaginiamo che tutti i sistemi sono fissi, 
e che sieno anche fisse le 4  coppie: 

del sistema (a), e vediamo che se si lasciano fisse rispettivamente le 2 rette 
di ciascuna delle tre prime coppie, allora non si potrà fare Io scambio fra le 
2 rette dell'ultima coppia; giacchè le 2 rette (1 6), (4 6) rispetto per es. alle tre 
rette (1 5) (1 7) (1 8) hanno una conformazione diversa, ne1 senso che se a 
queste tre si aggiunge (1 6) allora 17unica retta (oltre le tre del piano) che 

Annali di Matematka, tom0 XX. 30 
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incontri tutte quattro le dette rette B una retta del sistema (6) [la (2 3)], e se 
invece si aggiunge (4 6), allora l 'mica retta godente della proprietà, analoga 
é una del sistema (c) [la (2 6)]. Restando dunque fissi i sistemi, e le rette (1 5) 
(1 7) (1 8) è chiaro che non potranno scambiarsi fra loro le rette (1 6) (4 6). 

In generale si pub far vedere che se restano fisse le 4 coppie di ciii si 
parla, le trasposizioni fra le 2 rette di una coppia, sono possibili solo in un 
numero pari di esse, cioè le sostituzioni dell'ultimo sottogruppo che lascia fissi 
i sistemi, e lascia fisse le 4 coppie di un sistema, sono tutte sostituzioni pari, 
e sono in numero di 8 = z3, perchè abbiamo visto che si pub disporre della 
trasposizione in 3 coppie, restando quella nella quarta, deterrninata. Moltipli- 
cando 8 per 4 ! si ha  poi appunto esattamente l'ordine di G già noto. 

Chiamando ora g il gruppo simmetrico fra quattro elementi, [le 4 coppie 
ne1 sisterna (a) O (6) O (c)], e chiamando s, s',, s, s',, s, s',, s4 s', le 8 rette 
di un sistema riunite a coppie, e infine chiamando y il gruppo delle 8 sosti- 
tuzioni : 

possiamo infine dire che il gruppo che lascia fisso un piano tritangente è 
format0 con 

s= P', g, Y).  

5 2. Sottogruppo di sostituzioni 
che lasciano fisso il complesso di due piani passanti per una retta. 

11 gruppo studiato ne1 paragrafo precedente è transitivo nei 12 piani che 
hanno col dato una retta cornune, quindi l'ordine del sottogruppo che lascia 

2 . 4 ! 4 !  fisso anche uno di questi 12 piani sarà 
12 

= 4 - 4 ! . Tale è l'ordine, se 

deve restar fisso ciascuno dei due pinni passanti per una retta; ma se vogliamo 
che solo il complesso dei due piani resti fisso, potendo poi essi permutarsi fra 
loro, allora l'ordine si moltiplica per 2 e diventa 8 4 !. 

Fer  trovare come sono formate le sostituzioni di questo gruppo possiarno, 
seguendo i principii del paragritfo precedente, costruire i sistemi d'irnprimi- 
tività relativi al primo piano, e quelli relativi a l  secondo. 1 primi sistemi si 
sovrappongono parzialmente coi secondi, e allora, possiamo trovare le rette 
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comuni rispettivamente ai  primi sistemi e ai  secondi, e queste, per un noto 
principio della teoria delle sostituzioni, formeranno i nuovi sistemi d'impri- 
mitività. 

Sieno per es. i due piani fissi (1 3 4 2) (1 5 4 2) fig. II. 
Intanto allorn evidentemente l'asse dei due piani dovendo restar fisso, 

si ha  che il sistema di rette corrispondente a quest'asse (cioè l'assieme delle 
coppie di rette giacenti ne1 medesimo piano coll'asse) resterà fisso. Si  h a  un 
sistema composto di 6 rette [sistema (a)] che non potranno che solo permutarsi 
fra loro. Gli altri sistemi poi si sovrappongono in maniera da dar luogo a 
4 nuovi sistemi d'imprimitività rappresentati rispettivarnente dalle figure (b) 

(4 (4 (4. 
Ora dobbiamo esaminare in che modo possiamo ordinare le sostituzioni 

del griippo; e vediamo prima quali sono le permutazioni possibili fra i quattro 
sistemi (b) (c) (d) (e). 

Dalla considerazione delle figure si vede subito che il sistema (b) insieme 
al sistema (c) formano il secondo sistema della figura precedente, cioè quella 
che dà la divisione in sistemi corrispondente al piano (1 3 4 2); e cos1 i due 
sistemi (d) (e) dànno il terzo sistema della figura precedente. Inoltre se si 
stabilisse analogamente la divisione in sistemi corrispondenti al piano (1 5 4 2) 
si troverebbe che i sistemi (b)  (e) verrebbero ad unirsi e formare un sistema 
solo, B cos1 i sistemi (c) (d). 

Di qui ne ricaviamo che se i due piani debbono restar fissi ciascuno in 
si?, alIora le permutazioni fra gli elementi 6 c cl e dovranno essere tali che 
restino inalterate le funzioni : 

p ( b + c ,  d + 4  

cp(b -k e, c +a) ,  
dove F sia il simbolo di una funzione simmetrica dei due argomenti; e se poi, 
come vogliamo, è solo il complesso dei due piani che debba restar fisso, allora 
le sostituzivni dovranno essere quelle corrispondenti alla funzione 

Chiamiamo r' il gruppo di sostituzioni fra questi 4 elementi b, c, d, e. Evi- 
dentemente allora esso è transitive, e inoltre se uno degli elementi, per es. b 
resta fisso, allora i due altri elementi c, e potranno solo permutarsi fra loro 
meritre d deve restar fisso. Quindi i'ordine di r' è. 4 . 2 = 8. 

Tali 8 sostituzioni sono: 

r' = [ l ,  (ce), (bd) ,  (bd) (ce), (bc) ( e 4 ,  (cdeb), (bel (dc), (cbed)l- 
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Se poi ciascuno dei due piani fondarnentali deve restar fisso in sè, d o r a  
le sostituzioni di r' sono solo quattro e sono tutte le sostituzioni pari com- 
prese fra quelle di sopra. 

Immaginiamo ora che tutti i sistemi debbano restar fissi. 
8 . 4 !  

Allora si ha  un sottogruppo di ordine - = 4 ! . Io dico che allora, 
8 

per stabilire una sostituzione, baster& stabilire una permutazione qualunque 
delle 4 rette di un sistema, restando allora univocamente determinata la per- 
mutazione di tutte le rimanenti rette. 

Effettivamente si pub far vedere che esiste una corrispondenza univoca 
fra le rette di un sistema e quelle di un altro, e inoltre fra le coppie di rette 
di un sistema, e le 6 rette del primo sistema (a); quindi allora ne concludiarno 
che se restano fisse le 4 rette d i  un sistema (b )  (c) (d) (e), resteranno fisse tutte 
le rette, cioè fra le 4 rette debbono esserci 4 ! sostituzioni diverse, e quindi 
tutte le possibili permutazioni. 

Il gruppo dunque che lascia fissi i sistemi è isomorfo col gruppo 9 (vedi 
paragrafo precedente) simmetrico di 4 elementi. 

Percib chiamando F' il gruppo totale richiesto si h a  che esso potrh espri- 
mersi con 

F' = (r', 9). 

Resta a far vedere qual'è la corrispondenza di cui si è parlato. Se  i sistemi 
sono fissi, allora sarà fissa la retta (1 3) e quindi per es. se (3 6) del sistema (d) 
diventa (3 8), allvra (2 6) del sistema (e) diventerà (2 8), perchè le 3 rette 
(1 3) (3 6 )  (2 6) formano un piano come anche (1 3) (3 8) (2 8). L a  corrispon- 
denza è propriamente quella data da1 seguente quadro: 

In  quanto poi alle 6 rette, si vede che esse si riuniscono in 3 coppie tali che 
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ciascuna coppia risulta di rette che stanno in un medesimo piano colla retta 
( 2  4) .  Ognuna di queste coppie corrisponde alle tre scissioni in 2  + 2 che si 
possono effettuare delle 4 rette di un sistema per es. (d). 

Propriamente: 

la. coppia 1 7 - 7  4  corrisponde alla scissione 3 6  - 3 8 ;  3 7 - 2  5 

n 1 8 - 8 4  n n 3 6 - 3 7 ;  3 8 - 2 5  
n 1 6 - 6 4  n n 3 6 - 2 5 ;  3 7 - 3 8 ,  

ne1 senso che le rette 1  7  - 7  4 sono le sole fra le sei che colla coppia 3  6 - 3 8 
ovvero con 3 7 - 2 5 formano terne pari, tutte le altre formando terne dispari 
(vedi Mem. precedente, citata). 

Stabilita cos1 la permuta.zione fra le 3 coppie del sistema (a) resta a 
vedere quando si permutano O no le 2 rette di una stessa coppia. Ora è facile 
vedere che le 2 rette per es. (1 7 )  - (7 4 )  di una coppia si cornportano di- 
versamente rispetto a (3 6) O (3 8 )  che rispetto a (3 7 )  O ( 2  5 )  ne1 senso che 
le terne 

2 4 - 1 7 - 3 6  

2 4 - 1 7 - 3 8 ,  

sono dispari mentre le terne 
2 4 - 4 7 - 3 6  

2 4 - 4 7 - 3 8 ,  

sono pari; e viceversa si ottiene prendendo (3 7) O (2 5). 
Inoltre se invece di prendere (36) O (3 8) prendiamo le rette corrispon- 

denti negli altri sistemi, abbiamo una relazione analoga pel sistema (b) ma 
una relazione reciproca per gli altri due sistemi (c) (e). 

Di qui ricaviamo che le 2  rette di una coppia di (a) si invertono fra 
loro: 1.") quando si invertono fra loro le 2  coppie della scissione dei quattro 
elementi di un sivtema (b) ( c )  (4 (e )  in 2 + 2 ;  2.') quando la coppia di sistemi 
(b )  (d )  si inverte colla coppia (c) (e), cioé quando si operano le quattro ultime 
sostituzioni di r'. 

Osserviamo infine che ognuna delle 4 rette 

(1 31, (3 41, (1  51, (5 41, 

dei due piani fondamentali, è coordinata rispettivamente alle coppie di sistemi 

d + e ,  b + c ,  b + @ ,  c + d ,  
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per modo che esse si permuteranno secondochè vengono a scambiarsi fra loro 
queste coppie. 

Riassumendo, abbiamo: il gruppo F' non è transitivo in tutte le 22 rette 
restanti, ma le scinde in 6 + 16, essendoci la transitività in ciascuno di questi 
due gruppi. 1 43 piani restanti si scindono in 3 + 16 + 24. 

I primi tre passano tutti per la retta fissa (2 4); i secondi 16 passano a 
quattro a quattro per le altre 4 rette dei due piani fissi, e quindi c'è la han-  
sitività fra tutti questi 16, con quattro sisteini d'imprimitività. Gli ultimi 21 
non hanno nessuna retta comune coi due piani. 

Uno dei 16 è formato con una retta di un sistema insieme ad una retta 
di un altro accoppiando perb i 4 sistemi solo in 4 modi: 

Uno dei 24 ultimi piani è formato con una del sistema (a) e con due 
altre rette di due degli altri sistemi, accoppiando perb questi ultimi solo nei 
due modi rirnanenti. 

b + d ,  c $ e .  

Si pub notare che: il sottogruppo che lascia f isse le 5 rette di due piani con- 
correnti è isomorfo col gruppo simmetrico di quattro elementi. 

§ 3. Sottogruppo di sostituzioni 
che lasciano fisso il complesso di due piani non aventi  r e t t e  comuni. 

G r u p p o  d e l  t r i e d r o  d i  3." spec ie .  

Per trovare le sostituzioni di questo sottogruppo adopereremo Io steeso 
metodo del paragrafo precedente, vedre~no cioè in che modo si sovrappongono 
i sistemi d'imprimitività relativi a1 primo piano e relativi al secondo. L'or- 

Z . 4 !  4! dine del gruppo sarà 2 - = 2 . 3  ! 3 ! 
32 

Sieno (1 3 4 2) (1 5 6 2) i due piani fondamentali (fig. III). Operando la 
sovrapposizione dei primi sistemi coi secondi, si ottengono 3 rette (3 6) (4 5) (7 8) 
formanti un sistema a sè e non permutabile cogli altri, e poi altri sei sistemi 
d'imprimitivith permutabili fra loro, ciascuno composto di 3 rette. Sono essi 
ïappresentati dalle figure (a)  (b)  (cj (d) (e) ( f ) .  Questa separazione di 3 rette 
formanti un piano, da tutte Ie altre rimanenti, corrisponde a1 fatto noto che 
due piani non aventi rette comuni individuano un terzo piano, e le 9 rette 
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dei tre piani formano in una maniera sola altri tre piani diversi dai primi, 
formanti un triedro che si chiama conjugato al primo, e ne1 complesso dei 
sei piani si ha una cosiddetta coppia di triedri coniugati. 

I n  questo paragrafo quindi noi possiamo studiare contemporaneamente , 
varii gruppi, cioè: 

1) Quello che lascia fissi ciascuno dei tre piani del triedro. Esso avrà 
per ordine 3! 3 ! .  

2) Quello che lascia fisso solo il complesso dei due piani dati. Esso 
ha  per ordine 2 .  3 !  3 ! .  

3) Quello che lascia fisso il complesso dei tre piani del triedro. Esso 
ha per ordine 3 !  3 ! 3! . 

4) E finalmente quello che lascia fisso il complesso dei due triedri con- 
lugati, potendo scambiare un triedro nell'altro, cioè un piano dell'uno in un 
piano dell'altro, e allora per conseguenza tutti i piani del primo in tutti quelli 
dell'altro. Esso ha per ordine 2 3 ! 3  ! 3 ! . 

I l  primo è sottogruppo di tutti i seguenti, e mediante esso poi potremo 
facilmente costruire gli altri. 

Troviamo prima il gruppo fra i sei sistemi; considerando come si riuni- 
scono i sistemi a due a due per costituire quelli relativi solo a ciascuno dei 
tre piani del triedro, si ha, analogamente come ne1 paragrafo precedente, che 
tale gruppo r" sarà quello corrispondente alle tre funzioni: 

Per  il gruppo 2) il r" corrispondente è poi quello delle due funzioni rap- 
presentate dalla somma delle due prime di queste, e dalla terza; e per 3) il 
r" corrispondente è quello della funzione unica rappresentata dalla somma di 
tutte tre le cp di sopra. 

È facile vedere che il gruppo r" è di ordine 3! ,  perchè intanto esso & 
transitivo nei sei elementi, e d'altra parte, se uno di questi elementi è fisso, 
sono tutti fissi. 

Pe r  completare questa ricerca possiamo far vederc quale sarà il ru ne1 
caso del gruppo 4) di sopra. 

Il triedro coniugato al dato è quello dei tre piani: 
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Rispetto a questi, i sei sistemi si accoppiano diversamente che prima, 
eioè è facile redere, che si accoppiano rispettivamente in 

(C + d ,  a + f ,  b +el  

@ + f ,  a + e ,  b - t  4 
(c  + e, a + d ,  b -t- f). 

Quindi il gruppo r" corrispondente deve anche trasformare quella prima scis- 
sione in questa seconda; esso si riduce a l  gruppo della funzione 

y ( . + b + 4 + c f ( d + e + f ) ,  

di ordine 2 - 3! 3 ! .  Ta1 gruppo è imprimitivo con due sistemi d'imprimitività, 
ciascuno di tre elementi. 

Tornando ora al gruppo 1) e al corrispondente r" si h a  che il suo sot- 
3! 31 togruppo che lascia fissi i sistemi, sarh di ordine - - - 3!. Ora noi faremo 

3 ! 
anche qui vedere che queste 3!  sostituzioni non sono che le permutazioni 
possibili fra i tre elementi di un medesirno sisterna, e quindi, chiamando F" 
il gruppo 1) e y' il gruppo simmetrico di tre elementi si h a  la formola 

F = (r", gl). 

L'asserzione di sopra si dimostra subito facendo vedere che si pub stabilire 
anche qui una corrispondenza univoca fra le rette di un sistema e quelle di 
ogni altro, in modo che se sono fisse quelle di un sistema sono fisse tutte, e 
quindi tutte le S !  sostituzioni rimanenti debbono operare permutazioni diverse 
fra i tre elementi di uno stesso sistema, e percib non possono corrispondere 
ad altro che alle 3! sostituzioni possibili fra i tre elementi. 

Si vede subito che se (1 7) diventa (1 8) allora (essendo fisse le rette dei 
piani dati, perchè sono fissi i sei sistemi) (2 8) deve diventare (2 7) perchè il 
piano (1 7 8 2) deve diventare (1  8 7 21, e cos1 di seguito. 

Propriamente la corrispondenza sarà espressa da1 seguente quadro: 

~isteirii d 

17  

18 

46 

a l b  
28 1 67 

27 1 68 

35 1 14 

c 
------ 

47 
-p--pp 

48 
------ 

16 

3 8 

37 jg 5 7 1 
25 1 23 
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P e r  sta.bilire questa corrispondenza si pub anche osservare più facilmente 
che ogni retta di un sistema forma sempre colle due di un altro ad essa non 
corrispondenti, e solo con queste, una terna pari. 

I l  gruppo F" è transitivo nelle rimanenti 18 rette non appartenenti al 
triedro. Jn quanto poi agli altri 42 piani esso li scinde in: 

3 piani che sono i coniugati del triedro 

9 piani contenenti una retta del piano (1 3 4 2) 

9 piani n n n (1 5 6 2) 

9 piani 

12 piani non contenenti nessuna delle rette del triedro. 

Uno dei 9 piani contiene una retta di un sistema a ,  6, c, e una di un 
sistema d ,  e ,  f ;  invece uno dei 12 piani contiene 3 rette, una di a ,  uqa di b 
e una di c ovvero una di d una di e e una di f i  

Si pub notare che i l  sottogruppo che lascia fisse le singole 9 rette d i  
una coppia d i  triedri coniugati, è isomorfo col gruppo simmetrico d i  ke 
elementi. 

§ 4. Triedri  d i  varie specie. 

11 prof. BERTINI si è occupato in  un Iavoro già citato, di clclssificare tutti 
i diversi aggruppamenti di piani non aventi a due a due nessuna retta della 
superficie in comune (poliedri). Esistono, come si sa,  tre specie di triedri; 
vediamo come possiamo ritrovare questo coi principii stabiliti avanti. 

Se aonsideriamo una coppia di piani non aventi rette comuni [per es. 
(1 3 4 2) (1 5 6 2)1, dallo studio fatto sopra del gruppo di sostituzioni che la- 
sciano fissi quei due piani, si ha  che tutti gli altri piani non aventi con quei 
due, rctte comuni si scindono in 1 + 9 +- 12,  e in oiascuna di queste classi 
ci è separatamente la transitività, senza perb poter passare da un piano di 
una classe ad uno di  un'altra. Ne vengono dunque tre specie di  triedri di- 
stinti, che sono rispettivamente quelli chiamati da BERTINI, di 3.", di 2.a, di 
lea specie. 

32 45 3 2 . 4 5  9 Di 3.a specie ve ne sono - = 240, di  2.a ve ne sono 
2 - 3  2.3 

= 2160, 

32 45 12 e di 1." ve ne sono 
2 . 3  

= 2880. 

Annali di Maternatica, tom0 X X .  37 
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L e  figure IV, V, VI rappresentano tre triedri rispettivamente di 1.8 2." 
3." specie. 

Possiamo qui fare alcune considerazioni generali sui triedri. 
Sappiamo, e del resto 10 vediarno dai risultati ora citati del 5 3, che, dati 

due piani non aventi rette comuni, è individuato un terzo piano che si chiama 
coniugato ai  due primi; i tre piani formano un triedro di 3.a specie. Pos- 
siamo subito corninciare a vedere con quante figure diverse possono rappre- 
sentarsi le 9 rette di un triedro di 3.8 specie. Basta immaginare tutte le 
possibili figure di coppie di piani; se ne ottengono allora solo tre che sono 
quelle rappreseiitate dalle tre parti della fig. VII. 

In  ognuna di quelle figure è facile riconoscere che con quelle 9 rette si 
possono formare due triedri di 3." specie; per es. colla prima di quelle figure 
si possono formare i piani 

ovvero gli altri tre 

Dunque ogni triedro di 3." specie ne ha une coniugato, come si sa. 
Di figure del 1." tipo se ne possono fnrmare 90, del 2." tipo se ne pos- 

sono formare 20, e del terzo 10 come è facile calcolare. Si hanno dunque 
in tutto appunto le 120 coppie di triedri coniugati. 

Potremmo dimostrare qui in un modo molto facile, cioè colla semplice con- 
siderazione delle figure disegnate, tutti i teoremi noti sui triedri di 3: specie; 
cioè per es. che una terna gobba di rette individua una coppia di triedri; 
che due piani aventi iina retta comune appartengono a quattro diverse coppie 
di triedri, ecc. ecc. Ma per ora tralascianio di far questo. 

Considerando le tre figure IV, V, VI si pub vedere subito che la dif- 
ferenza caratteristica fra i tre triedri, è, come si sa, che il 1." non ha nessun 
piano coniugato (piano foïmato con una retta di ciascuno dei tre piani del 
triedro), il 2." ne ha uno e il 3." ne ha tre (BERTINI). 

Definiarno come comnplenzentare un triedro ottenuto da un dato costruendo 
i piani coniugati alle coppie di piani contenute ne1 triedro dato. Evidente- 
mente il con~plemet&re di un triedro di 3." è sè stesso. Costruiamo poi il 
complementare di un triedro di 2.a e propriamente di quel10 dato per es. dalla 
fig. V. Si vede subito che risulta precisamente il terzo tipo della fig. VII, e 
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quindi ne ricaviamo: che il complementare di un triedro di 2." specie è un 
triedro di 3." specie. Paragonando poi le due figure si vede anche che: il 
complementare e il dato hanno tre rette di coinune formanti un piano; sono 
le tre rette (3 4) ( 5  6 )  (7 8). Si stabilisce dunque una corrispondenza fra un 
triedro di 2." e un0 di Xa (RERTINI, pag. 22). 

Analogamente se andiamo a costruire il complementare di un triedro di 
1." specie per es. di quel10 della fig, IV,  troviamo la fig. VIII ,  che è un triedro 
anche di 1." specie, non possedendo nessun piano coniugato; se di questo tro- 
viamo daccapo il cornplementare abbiamo la fig. IX che rappresenta anche 
un triedro di 1." specie, e se di questo torniamo a prendere il complementare 
si ha il triedro da cui siamo partiti. S i  hanno t ïe  triedri di 1." specic che 
esauriscono (come si vede dalle figure) tutte le 27 rette (BERTINI, pag. 24). 

5 5. Gruppo di sostituzioni 
che lasciano fisso un triedro di 1.& specie. 

Ne1 § 2 studiando il gruppo che lascia fisso il complesso di due piani 
clie non si incontrano, siamo in fondo riusciti a studiare il gruppo che lascia 
fisso un triedro di 3.a specie. Oïa vogliamo fare 10 stesso per un triedro di 
1." e 2." specie, per poi poter passare a considerare tutte le diverse specie 
di tetraedri. 

Incorninceremo col servirci dell' ultimo teorema del paragrafo precedente; 
lasciando fisso il triedro dato (fig. IV) resteranno fissi, ciascuno in sè, gli altri 
due triedri consecutivamente complementari, yappresentati dalle fig. VIII ,  IX. 
Dunque le restanti 1 8  rette si scindono in 9 + 9, e in ciascuna di queste 
classi ci sarà la transitività. 

Studiando le tre figure disegnate si riconosce fiacilmente questo fatto sin- 
golare, che cioè ogni retta del primo si pub univocamentc far coïrispondere ad 
u n s  retta del secondo e a una del terzo, in modo che le tre rette formino poi 
un piano. Cos1 per es. l a  retta (1 3) corrisponderà alla retta (2 7) di fig. VI11 

. e  (3 7) di fig. I X  e solo a queste. Basterà quindi semplicernente studiare in 
che maniera si possono permutare fra loro le 9 rette del primo trirdro, perché 
allora necessariamente si permuteranno analogamente le corrispondenti rette 
del 2.' triedro fra h o ,  e quelle del 3." fra loro. D a  questo punto di vista la 
considerazione di queste sostituzioni diventa acsai semplice, e basterà solo 
fissare in un quadro la corrispondenza indicata. Essa è, come si scorge dalle 
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figure, la seguente: 
- 

1.' triedro 

13 

3 4 

1- 24 

I 15 

3.' triedro 

46 

32 

38 
- 

81 

I 
82 ! 
48 

4 1 

Ricaviarno intanto questo risultato : 
u S e  le 9 rette del 1.0 triedro restano j s s e  allora resteranno j s s e  tzctte 

le rette. n 

Le 9 rette di un triedro di 1." specie (sei solo di esse sono indipendenti) 
possono cioè servire a rappresentare una so~tituzione qualunque fra le 27 rette 
nella stessa maniera con cui nella Memoria precedente abbiamo fatto vedere 
che i sisterni di ARONHOLD (corrispondenti alle sestuple) possono individuare 
una sostituzione. In altri termini, corne altra volta abbiamo fatto vedere che 
una sostituzione del gruppo delle 27 rette si pub rappresentare assegnando 
arbitrariamente il passaggio delle 6 rette di una sestupla alle 6 rette di 
un'altra (*), cosi ora potremrno dire che essa pub anche rappresentarsi di- 
versamente, fissando cioè il passaggio fra 6 rette indipendenti di un triedro 

(*) Rappresentnz. geometrica, ecc. Annali di Matem., tom. 20, § 23, 
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di 1." specie alle 6 analoghe di un altro qualunque triedro di 1." specie. Cioè 
una sostituzione qualunque pub considerarsi come il risultato della combina- 
zione di una sostituzione ohe lascia fissa la sestupla, permutando fra loro le 
sue sei rette (e di tali sostituzioni ve ne sono 6 !) con una sostituzione che 
muta una sestupla in un'altra qualunque fra le 72. Si hanno quindi in tutto 
7 2 . 6  ! sostituzioni. Ora invece ritroviamo che la medesima sostituzione pub 
ritenersi come il risultato della combinazione di una che lascia fisso un triedro 
di 1." specie (troveremo ora che ve ne sono 18) con un'altra di natura diversa 
che muta quel triedro in un altro simile. Si ottengono allora 2880 18 sosti- 
tuzioni diverse e questo numero coincide con quel10 di sopra. 

Rispetto ai  triedri di 2." O di 3." specie non si potrelibe avere qualcosa 
di analogo. 

Resta ora ad esaminare come si possono permutare fra loro le 9 rette 
della fig. IV, cioè qual'8 il gruppo fra queste 9 rette. Da  una di esse potrb 
passare ad un'altra qualunque, e quindi l'ordine sarà divisibile per 9. Se poi 
una delle rette resta fissa per es. la retta (1 31, d o r a  le due rette (2 5)  (2 6) 
che sono le sole degli altri piani che incontrano (1 3) possono solo permutarsi 
fra loro; e se queste ultime sono anche fisse, allora saranno fisse (5  6) e ( 5  7) 
e quindi poi saranno fisse tutte le altre. L'ordine è quindi 9 . 2  = 18, e le 
sostituzioni possiamo dire che sono quelle appartenenti alla funzione 

dove y sia il simbolo di una funzione simmetrioa. Si capisce subito la forma- 
zione di questa funzione; sono accoppiate le rette di un piano con quelle di 
un nltro piano, i n  modo che ogni coppia risulti di rette concorrenti, e ogni 
termine y corrisponde ad una delle tre coppie di piani; si pub dire anche 
diversamente, che, ciok, ogni termine g, corrisponde ad uno dei tre piani 
della fig. VIII. 

Resta ora a vedere come si distribuiscono i piani rirnanenti rispetto a 
quelli di un triedro di 1." specie, e considrriamo solo i piani che non passano 
per nessuna delle 9 rette del triedro dato. Basta allora considerare tutti i 
piani che possono formarsi colle rette delle due fig. VIII, IX. 

Si vede subito che ogni retta della fig. IX forma un piano con una coppia 
di rette della fig. VI11 e con una sola; cos) per es. la retta (2 3) forma un 
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piano colle due rette (3 6) (6 1); quindi abbiamo 9 piani evidentemente tras- 
formabili gli uni negli altri, perchè fra le 9 rette della fig. IX ci è la tran- 
sitività semplice. Oltre poi i piani dei due triedri VIII, IX non esistono altri 
piani non passanti per una retta del triedro dato. 

Quindi ne concludiamo: i piani rimanenti sono 15 e si scindono in 
3 + 3 i- 9 ;  ognuno degli ultimi 9 è coordinato con una delle 9 rette della 
fig. IX,  e quindi, per la corrispondenza univoca stabilita fra le rette di IV  e 
di IX, ognuno di tali piani è coordinato con una delle rette del triedro dato; 
quindi gli ultimi 9 piani si dividono in 3 + 3 f 3 corrispondenteniente alle 
tre facce di questo. 

Possiamo stabilire anche questi teoreini: 

1." Non esistono piani aventi una sola retta comune col triedro corn- 
plementare di uno di l.a specie, e contemporaneamente nessuna ïetta comune 
col dato. 

2." Esistono solo 3 piani che non hanno alcuna rettn comune né col 
triedro dato di l.a specie, 11è col suo complemeiitare. 

3." Esistono 9 piani che i o n  hanno nessuna retta comune col triedro 
dato e ne hanno due col complementare. 

$ 6. Gruppo di sostituzioni per un triedro di 2.a specie. 

11 triedro complementare ad uno di 2." specie, è, corne sappiamo, un 
triedro di 3.a specie avente tre rette comuni col dato. 

Il gruppo dunque che lascia fisso il triedro della fig. V, scinde le altre 
18 rette nelle 6 della fig. X e nelle 12 della fig. XI. 

Le sostituzioni lasceranno evidenternente inalterato l'unico piano coniu- 
gato [(3 4) (5 6) (7 8)] del triedro dato, e quindi scambieranno fra loro queste 
tre rette. Le altre tre rette della fig. V si possono distinguere in 3 4- 3 in 
modo che le prime tre rappresentano una terna gobba [le tre rette partenti 
da1 punto 1, (1 3) (1 5) (1 7)] e le altre tre un'altra terna gobba le cui rette 
incontrano tutte quelle della prima [le tre rette partenti da1 punto 2,  (2 4) 
(2 6) (2 8)]. Ad una coppia di rette di unit terna corrispondono due rette della 
fig. X I ,  per es. alla coppia (1 3) (1 5) corrispondono le due rette (3 5) (2 7) 
clle sono le sole fra tutte le 12 le quali incontrino contemporaneamente quelle 
due. È chiaro che se una retta di unit terna si muta in una dell'altra, le 
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due terne si invertono completamente, cioè fra le 6 rette delle due terne si 
hanno due sistemi d'imprimitività, e corrispondentemente le 12 rette di XI  
si scindono in 6 + 6 in due sistemi dlimprirnitivita, che sono distinti colle 
rette piene O tratteggiate. Possiamo dire poi che ognuna di queste due se- 
stuple si divide in tre coppie corrispondenti univocamente alle tre coppie di 
rette di una terna, O, cib che è 10 stesço, alle rette della terna stessa (consi- 
derando ogni volta anzichè la coppia di rette, la terza retta esclusa da quella 
coppia). 

Possiamo riunire in un quadro questa corrispondenza, e allora abbiamo 
cbe secondochè si permutano le sei rette di V si permuteranno corrisponden- 
temente le sei coppie di XI. 

Se sono fisse le rette di V resteranno fisse le coppie, ma potranno ancora 
permutarsi fra loro le due rette di una coppia. Peïb notiamo che permutnndo 
O no le due rette di una delle coppie, b i s o g n ~  fare Io s t e m  in tutte le altre 
coppie, perchè si riconosce subito che, pamgonaiido due coppie fra loro, uua 
retta dell'unn incontra una sola retta dell'altra. Resta ora a fissare che rela- 
zione c'è fra le sei rette di V e le a1ti.e sei di X, Una coppia formata colla 
retta di una terna e con una dell'altra corrisponde ad una sola retta di X,  
cos] per es. alla coppia (1 3) (2 6) corrisponde l'unica retta (3 6) che incontra 
quelle due. Quindi possiamo fissare questo altro quadro per stabilire il movi- 
mento delle sei rette di X. 
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lue terne di V esse si possono muovere c In quanto poi alle ( 

stituzioni, perchè una delle 6 rette pub occupare il posto di ogni altra, e 
una, per es. (1 3), è fissa, allora sono fisse le due terne, e le altre rette 

so- 
se 
di 

quella terna possono solo permutarsi fra loro, restando allora determinate le 
altre dell'altra terna. Sicconie poi si possono scambiare ancora gli elementi 
delle 6 coppie di XI, cosi si hanno in tutto 6 . 2 . 2 = 24 sostituzioni. 

Si pub notare qiiesto fatto singolare, che se si vogliono lasciar fisse le 
singole rette di un triedro di 3.a specie (3 3), allora si conserva ancora una 
arbitrarietà come 3 !, cioè esistono 3 ! sostituzioni che lasciano fisse le singole 
rette di un triedro di 3.8 specie, mentre esistono 2 ! sostituzioni che lasciano 
fisse le singole rette di un triedro di 2.8 specie, e esiste 1 ! sostituzione che 
lascia fisse le singole rette di un triedro di l.a specie (9 5). 

Anche qui possiamo passare ad esaminare come si scindono in classi di 
transitività tutti i piani che non hanno rette comuni col triedro. Si vede che 
colle 6 rette di X si possono formare due piani, con quelle sole di X I  non 
si pub formare alcun piano, e infine ogni retta di X forma piano con due 
coppie di rctte di XI, per es. la retta (3 6) forma piano con (2 3) (1 6) e con 
(4 8) (5 7) e solo con queste. Si hanno dunque soli 14 piani non aventi rette 
comuni col triedro; questi 14 piani si scindono in 2 + 12. Quei 12 piani si 
riuniscono in coppie, e ogni coppia corrisponde ad una delle sei rette di X. 
Quindi, essendoci la transitività fra le sei rette di X ,  ci sarb la transitività 
fra le sei coppie; siccome poi Io scambio dei due piani di una coppia corri- 
sponde (come si vede da uno dei quadri segnati sopra) al10 scambio fra loro 
delle due rette di una delle sei coppie in cui si scindono le 12 rette della 
fig. XI, cos1 tale scambio è possibile, e quindi si ricava che fra tutti i 12 piani 
ci B la transitivith semplice. 
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$ 7. Tetraedri di quattro specie. 

Se a ciascuno dei triedri considerati sopra, aggiungiamo un altro piano 
esterno, abbiamo un tetraedro. I n  questa maniera possiamo venire a fare qui 
l'analisi e la distinzione di tutti i tetraedri, e giungererno agli stessi risultati 
ottenuti da BERTINI con metodo diverso. 

Cominciando da un triedro di 3.a specie, noj abbiamo visto (§ 3) che i 
piani esterni sono 12 e formano tutti una classe di elementi congiunti fra 
loro transitivamente. Aggiungendo alloi'a uno di tali piani per es. (1 7 5 2) si 
ha un tetraedro; dunque possiarno dire che esiste una sola specie d i  tetraedl-i 
contenenti un trzédro d i  3.a specie. Esso è rappresentato dalla fig. XII, e 
corrisponde a quel tetraedro da BERTINI classificato per 2." (*). Considerando 
la fig. XII si pub subito ricavare che gli altri 3 triedri contenuti in questo 
tetraedro sono di 1." specie. Il numero di tali tetraedri sarh 240 12 = 72 . 40. 

Passiamo ora ai tetraedri contenenti un triedro di 2." specie. Abbiamo 
visto (8 6) che rispetto ad un triedro di 2.8, gli altri piani si scindono in 
12 + 2. Quindi aggiungendo uno dei primi O uno dei secondi piani dobbiamo 
avere due tetraedri di natura diversa. 

Otteniamo le due fig. XIII, XIV, considerando le quali si riconosce subito 
che il primo ha 2 triedri di 2.a specie e 2 di 1." specie, e il secondo ha tutti 
i quattro triedri di 2." specie. 

Corrispondono rispettivamente a quelli classificati come 3." e 4.' da BER- 
2160 .12  2160 . 2 

TINI. Ve ne saranno rispettivamente 
2 

= 81 160 e --- 
4 

- 1080. 

Finalmente vediamo quanti tetraedri nuovi si possono formare partendo 
da un triedro di 1." specie. I n  ta1 caso, abbiamo visto che i piani esterni si 
scindono in 3 $. 3 + 9. Se aggiungiamo uno dei primi tre piani, cioè uno dei 
piani del triedro complementare (fig. VIII) abbiamo evidentemente un tetraedro 
contenente un triedro di 3." e quindi non pub essere che quel10 già ottenuto 
sopra. Se aggiungiamo uno dei nGve piani per es. (vedi fig. IV, VIII, IX) 
(1 6 8 2) è facile riconoscere che si ha un tetraedro contenente un triedro di 
2." specie, e quindi uno di quelli già ottenuto; se finalmente aggiungiamo uno 
dei 3 piani del triedro della fig. I X ,  per es. (1 8 3 2) abbiamo il tetraedro 
rappresentato dalla fig. XV, e che, come facilmente si riconosce, ha tutti i 

(*) Vedi la tabella in fine del citato lavoro di BERTINI. 
AnnaZi di Matematica, tom0 XX, 
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2880 - 3 4 triedri di La specie. Di essi ve ne saranno ---- = 2160= 5 4 -  40. Se- 
4 

guendo il BERTINI distingueremo i tetraedri delle fig. XII, XIII, XIV, X V  
rispettivamente come tetraedri di 2?, 3.a, 4.a, l a  specie. 

Con cib resta compiuta tutta la clitssificazione dei tetraedri, e passeremo 
ora a considerare i gruppi di sostituzioni che lasciano fisso ciascuno di essi. 

5 8. Gruppo di sostituzioni 
che lasciano fisso un tetraedro di l.a specie. 

Dalle cose dette avanti risulta che un tetraedro di l.a specie si compone 
di tre piani corne IV, e di un piano di iX, e ricordando ehe il trjedro corn- 
plementare di IX è proprio IV, possiamo dire che esso si compone di un 
piano di un triedro di l.a specie (IX) e di tre piani del triedro complemen- 
tare a questo. Allora evidentemente si viene a scoprire una certa relazione 
fra le quattro facce del tetraedro, cioè ognuna viene ad avere la sua opposta 
sebhene, considerando che tutti i triedri contenuti in questo tetraedro sono 
di l.a specie, parrebbe a prima vista che rispetto ad una faccia tutte le altre 
comparissero simmetricamente. 

Giacchè se ne1 triedro IX consideriamo la  coppia di piani non conte- 
nente il piano scelto, questa coppia avrà il suo piano coniugato ne1 triedro IV, 
e ta1 piano dunque Sarh corrispondente a quello scelto del triedro IX. Lo 
stesso pub vedersi anche considerando i gruppi di sostituzioni. Teniamo pre- 
sente la formazione del gruppo di sostituzioni di un triedro di 1." specie (§ 5). 
Se in esso lasciamo ancora fisso il piano (1 8 3 2) (quarto piano del tetraedro), 
allora dalla tabella stabilita ne1 5 5 risulta che resterà fisso anche il piano 
(1 5 6 2) del triedro. Dunque i quattro piani del tetraedro di 1." specie non 
potranno permutarsi fra loro in 4 ! modi, ma stabilito il passaggio di uno di 
essi in un altro, resta stabilito il passaggio di un altro dei quattro piani, e 
che potremo chiamare opposto al primo. 

Per trovare dunque il gruppo che lascia fisso il tetraedro di 1.8 specie 
possiamo esaminare prima qual' è quel sottogruppo del gruppo del triedro di 
la  studiato ne1 $ 5, che lascia fisso uno dei piani, per es. (1 5 6 2). Dalle 
considerazioni svolte ne1 5 5 risulta che ta1 sottogruppo è quello corrispon- 
dente alle due funzioni 
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ogpure più semplicemente alle due altre funzioni 

dove g, al solito è il sirnbolo di una funzione simmetrica degli argomenti. Evi- 
dentemente 170rdine del gruppo sarà eguale a 6 perché se (1 3) resta fisso 
allora restano fisse tutte le altre 6 rette. Stahilita poi una sostituzione fra le 
sei rette dei due piani (1 3 4 2) (1 7 5 2), resta determinata la sostituzione fra 
le tre rette del piano (1 5 6 2) perché le tre rette di questo piano corrispon- 
dono alle coppie di rette 

e indi poi colla corrispondenza stabilita ne1 $ 5 resta determinata la  sostitu- 
zione delle altre rette fra loro. 

Possiamo dunque dire che in un tetraedro di l .a specie, se uno dei piani 
resta fisso, allora restano go10 possibili sei sostituzioni. Quindi, essendo poi 
evidentemente i singoli piani fra loro equivalenti, possiamo asserire che il 
gruppo del tetraedro di 1." specie possiede 6 . 4 = 24 sostituzioni. 

Esaminando più addentro la fig. XV rappresentante un tetraedro di  
l.a specie, ne ricaviamo qualche altro risultato sulle relazioni reciproche dei 
quattro piani fra loro. Formando le sei coppie che risultano con quei quattro 
piani, e costruendo i piani coniugati di ciascuna di queste coppie, si ricava 
che per quattro di queste coppie i piani coniugati sono tutti diversi fra loro, 
e non hanno rette in comune, ma per le due coppie: 

cioè per le coppie di piani che abbiamo già chiamati opposti, i piani coniugati 
sono coincidenti e cioè il piano: 

il quale non ha  rette comuni cogli altri quattro corrispondenti alle 4 coppie. 
Quindi intanto possiarno ricavare: u che le 15 rette esterne ad un tetraedro 
di l.a specie, formano un pentaedro n. 

k chiaro poi che restando fisso, per le sostituzioni, il tetraedro, resterA 
fisso il piano (3 5) (6 8) (7 4) e quindi: u ad ogni tetraedro di 1." specie .è 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 P a s c a  1: Saggio sut gruppo delle sostituxioni 

coordinato un unico piano esterno n. Resta inoltre fisso l'altro tetraedro dei 
4 piani corrispondenti alle 4 coppie, e che sono: 

e si pub verificare che tutti i triedri contenuti in questo nuovo tetraedro sono 
tutti anche di 1." specie, e quindi possiamo dire: u che ad ogni tetraedro di 
1." ne corrisponde un altro tutto esterno ad esso della stessa specie, e ai due 
corrisponde un iinico piano esterno n. 

Dalle cose dette risulta che le 15 rette esterne ad un tetraedro di 1." si 
scindono in 12 + 3; le prime 12 sono rappresentate dalla fig. XV. Possiamo 
osservare che rispetto alle tre rette del piano fisso, le 12 rette di XV e le 
12 d i  XVI si scindono in 3 sistemi di 4 rette ciascuno. 'ognuno di questi 
sistemi risulta di quelle rette che incontrano una delle tre (3 5 )  (6 8) (7 4) del 
piano fisso. Tali sisterni sono rispettivamente: 

Piano fisso 

3 5 

1 

1." te t raedro 2 . O  te t raedro 

Ora si pub subito vedere che ogni retta di uno qualunque dei tetraedri 
forma un piano e uno solo con due rette dell'altro tetraedro e che in questa 
tabella non compariscono nella sua medesima orizzontale, cos) per es. (1 3) 
forma un piano con (3 7) (2 7), e viceversa (4 8) forma un piano con (1 8) (24). 

Con questa osservazioue si vede subito che tutte le sostituzioni fra le 
12 rette del tetraedro sono quelle corrisponderiti alla funzione 

Tali sostituzioni sono precisamente in nnmero di 24 quante sappiamo che 
debbono essere. Ognuna poi delle 12 coppie qui segnate corrisponde ad una 
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delle 12  rette del 2." tetraedro; e ogni termine y corrisponde ad una delle 
tre rette del piano fisso; resta cos1 determinato il movimento di tutte le rette. 

Si pub ora vedere come si distingueranno fra loro i piani esterni rispetto 
al tetraedro dato. 1 piani esterni al tetraedro sono prima di tutto i quattro 
piani del tetraedro della fig. XVI,  e poi i 6 piani passanti per una retta del 
piano (3 5) (4 7) (6 8) e per due rette del10 stesso tetraedro, e infine il piano 
(3 5) (4 7) (6 8). In  tutto 11 piani divisi in 3 categorie di 1 + 4 + 6. 

$ 9. Gruppo di sostituzioni 
che lasciano fisso un te t raedro di 2." specie. 

I l  tetraedro di 2." specie, come sappiamo, si forma aggiungendo ad un 
triedro di 3." specie un altro piano ( 5  7) in modo che questo colle tre coppie 
di piani del 1." triedro dia luogo sempre a triedri di 1." specie. Allora si 
intende subito che i quattro piani non figurano nello stesso modo, ma que- 
st'ultimo aggiunto figura in maniera completamente diversa da tiitti gli altri; 
per le sostituzioni dunque che lasciano fisso il tetraedro di 2." specie, ta1 piano 
non pub che restar fisso, e non permutarsi con gli altri. Onde intanto ne ri- 
caviamo il risultato: u che il gruppo del tetraedro di 2." specie è un sotto- 
gruppo di quello del triedro di 3.' specie ($ 3) n. 

Propriamente è quel sottogruppo che saambia fra loro solo le tre rette 
(1 7) (2 5) (5 7) le quali nella tabella del 5 3 appartengono rispettivamente ai 
sistemi d e f, e a linee diverse. 

, Tenendo presente allora la formazione del gruppo altrove studiato ( 5  3) 
si ricava che i sistemi d e f potranno solo permutarsi fra loro, e cosi i si- 
stemi a b c.  Percib le 15 rimanenti rette si scindono in 9 f 6, e sono rap- 
prese~itate rispettivamente dalle linee nere e tratteggiate della fig. XVII, che 
si pub subito costruire tenendo presente la fig. III. 

Per  potere facilmente orizzontarci nella formazione di questo gruppo, 
anzichè ricavarlo da quello del § 3, facciamo delle considerazioni a parte, e 
esaminiamo la  dispasizione di tutte le 9 e 6 rette rispetto alle tre rette del 
piano fisso (1 7 5 2). 

Troviarno che le 9 rette nere di XVII si dividono in 3 classi tali che 
le 3 rette di -ciaseuna classe incontrano u n s  delle 3 rette del piano, e cosi 
anche le sei rette tratteggiate si scindono in 3 classi di 2 rette ciascuna, e 
infine-anche le 9 rette del triedro di 3.a specie di  X I I  si dividono analoga- 
mente in 3 classi. 
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La corrispondenza di oui si parla è data da1 seguente quadro: 

P i a n o  
fisso 

Rette Rette nere Rette 
tratteggiale 1 di XVII 1 di XII 

Si vede da questo quadro che le 3 rette comprese in una classe formano 
una terna gobba, e inoltre le tre di una classe delle prime 9 rette si corri- 
spondono una ad una alle tre della classe corrispondente delle altre 9 rette, 
perchè per es. la retta (7 4) incontra solo la retta (2 4) fra le altre tre (2 4) 
(2 6) (7 8). Noi ne1 quadro abbiamo disposto sulla stessa orizzontale le corri- 
spondenti. Znoltre le due rette di una coppia della 2." colonna sono sempre 
due rette concorrenti, e d'altra parte nessuna di esse incontra una delle 6 
cornprese nella medesima linea, m a  nella 3." e 4.a colonna. 

Si vede inoltre che le 9 rette della 3." colonna formano una figura come 
il primo tipo di fig. VII, e quindi quelle 9 rette formano una coppia di triedri 
coniugati. Infine nella 4." colonna le prime rette di ciascuna classe si corri- 
spondono fra loro come quelle che vengono a costituire una delle facce del 
tetraedro dato, e cos1 le seconde e le terze. E quindi si avrà un'analoga cor- 
rispondenza fra le varie classi della 3." colonna. Ne ricaviarno che restando 
fisso il tetraedro resta fisso un altro triedro di 3." specie tutto esterno ad esso 
e naturalmente anche il coniugato di questo, ovvero u ad ogni tetraedro di 
2." specie corrispondono due triedri di 3." specie eeterni, e fra loro coniugati n. 

Oiascuna delle tre rette di una classe dell'ultima colonpa tippartiene ad 
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uno dei tre piani di XII, e qnindi permutandosi quelle tre rette fra: loro, cib 
corrisponderà alla perrnutazione fra loro dei tre piani di XII, e quindi alla 
analaga permutazione delle rette delle altre classi. 

Il gruppo dunque ce 10 possiamo figurare come una permutazione fra le 
tre rette del piano fisso, accompagnata da una permutazione qualunque fra 
le tre rette di una classe (il che porterà permutazione analoga fra le rette 
di qualunque altra classe). Resta allora stabilita la permutazione fra le due 

.rette di nna coppia della 2." colonna, perché è facile vedere che per es. la 
retta (2 3) incontra le tre della 2." classe della 4." colonna, e non quelle della 
3." classe, e viceversa (7 3) incontra quelle della 3." e non quelle della 2.". 
Quindi se la  2." si permuta colla 3." e solo allora, le due rette (2 3) (7 3) si 
scambiano fra loro. 

Si hanno quindi in tutto 3 !  3 ! sostituzioni. 
Si pub esaminare infine come si distribuiscono fra loro i piani esterni. 

Ve ne  sono, come risulta dalle cose di sopra, tre formanti un triedro di 
3." specie, e tre altri formanti il triedro coniugato; formano due c,lassi fra loro 
separate; e poi ve ne sono altri due forrnati colle 6 rette tratteggiate, cioè: 

In tutto vi sono 8 piani esterni divisi in tre classi cioè 2 + 3 + 3. Si 
pub osservare che non esiste altra sostituzione che l'unità che lasci fisse tutte 
le singole rette del tetraedro di 2.a specie. 

3 10. Gruppo del tetraedro di 3.a specie. 

Questo tetraedro ha  due triedri di 1." specie e due di 2." specie. Quindi 
i suoi quattro piani non potranno permutarsi fra loro in qualunque modo, cioé 
ogni piano ha un altro solo (che diremo suo opposto) con cui pub permutarsi, 
e le due coppie di piani opposti non possono perb permutarsi fra loro, come 
succedeva ne1 tetraedro di 1." specie ($ 8). Nella fig. XII1 i piani opposti sono: 

(1 8 5 2) (1 3 4 2) 

(1 5 6 2) (1 7 8 2), 

.di cui i due primi si oppongono ai  due triedri di 2." specie, e i due ultimi 
si oppongono ai  due triedri di 1." specie. 
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I l  piano coniugato ai  due primi è [(8 4) (7 6) (3 5)] çioè è un piano tiitto 
esterno al tetraedro, mentre il coniugato agli altri due B [(5 8) (3 4) (7 6)] cioè 
possiede due rette del tetraedro dato, e una retta di quest'ultimo piano. Questi 
due piani debbono dunque restar fissi isolatamente; resterà fissa la retta (6 7) 
che è il loro asse comme. 

Dunque: u il gruppo del tetraedro di 3." è un sottogruppo di quel10 stu- 
diato ne1 $ 2, che lascia fissi due piani concorrenti n. 

- F r a  le 12  rimanenti rette si vede che ve ne sono quattro sole che in- 
contrano la (6 7), e sono quelle segnate in nero nella fig. XBIII, e poi fra le 
rimanenti ve ne sono 2 sole che si incontrano fra loro e con (3 5 )  e 2 altre 
.che si incontrano fra loro e con (4 8). 

Dalle rimanenti 8 si staccano quindi queste altre 4, potendo (3 5) scam- 
biarsi con (4 8). E restano poi finalniente le ultime 4. Dunque possiamo dire 
che le 12 rette si separano in 3 sistemi, in modo che non esiste la transitività 
fra le rette di un sistema in quelle di un altro. Questi sistemi sono rappre- 
sentati dalla fig. XVIII. Si vede subito che si possono formare in una sol ma- 
niera quattro piani le cui rette appartengono a ciascuno dei tre sistemi, il 
che verrà a stabilire una corrispondenza univoca fra le rette dei sjstemi, per 
modo che stabilita la sostitiizione per es. fra le 4 rette segnate in nero nella 
fig. XVIII, resta stabilito il movimento di  tutte le altre. Tale corrispondenza è: 

1 . O  sistema 2 . O  sistema 
----- 

16 1 63 
---- 

27 74 . 

3.O sistema 
-- 

3 2 
-- 

4 1 
-- 

46 
-- 

37 

L e  quattro rette del primo sistema formano due coppie di rette concor- 
renti, e le rette di una eoppia non incontrano quelle dell'altra. È facile ve- 
dere che fra quelle quattro rette non ci possono essere più che 4 sostiiuzioni, 
percliè se m a  di esse per es. (1 6) è fissa, allora resterà naturalmente fissa 
(2 7) che con essa forma coppia, e inoltre restando fisse (6 3) (3 2) e, osser- 
vando che la prima di queste due incontra (4 5) e non (3 8), mentre vice- 
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versa la (3 2) incontra (3 8) e non (4 5), si ha che resteranno fisse anche (3 8) 
(4 5). Propriamente il gruppo fra le 4 rette del 1." sistema (e cos) in corri- 
spondenza per gli altri sistemi), essendo transitivo e avendo 4 sostituzioni, 
è il noto gruppo quadrupla di 4 elementi (KLEIN 10 chiama vie~ergruppe). 
Dunque: u il gruppo del tetraedro di 3." specie è isornorfo col gruppo qua- 
druplo di 4 elementi a .  

Stabilita la sostituzione fra le quattro rette del 1." sistema, resta stabilita 
quella fra tutte le 15 rette esterne cime risulta dalle osservazioni fatte sopra, 
e poi resta anche stabilita quella fra le 12 rette del tetraedro perchè si pub 
facilmente osservare sulle figure che ogni singola retta di XII1 si pub far 
corrispondere a due rette di XVIIL in maniera che con questa venga a co- 
stituire un piano; cos1 per es. la retta (1 3) appartiene al piano (1 3 7 2) di 
cui le altre rette sono in XVIII, e la retta (1 7 )  appartiene analogamente al 
piano (1 7 3 2). 

1 piani esterni al tetraedro sono (come risulta anche dall'analisi fatta): 
1) I l  piano fisso (6 7) (3 5) (4 8). 
2) Due piani passanti per (6 7 )  e quindi fissi ne1 loro assieme, cioè 

(6 7) (4 5) (3 8), (1 6 7 2). 
3) Due piani passanti rispettivamente per (35), (48) e sono (35) (68) (47), 

(4 8) (5 7) (3 6). 
' 4) Quattro piani formati prendendo una retta di ciascuno dei tre si- 

stemi. Essi sono quelli corrispondenti alle quattro linee del quadretto segnato 
sopra. 

In tutto 9 piani esterni divisi in 4 classi. 
Si pub osservare che i quattro ultimi piani non hanno rette comuni, e 

formano un tetraedro che si riconosce subito di 1." specie, perche contiene 
tutti triedri di 1.a specie. Infatti tenendo presente la tabella di sopra si ha 
che il piano coniugato dei piani rappreseritati dalle due prime linee è 

e questo stesso é anche il piano coniugato dei piani delle ultime due linee. 
Ora nessuna di queste rette cornparendo ne1 tetraedro stesso si ricava cbe 
esso ha tutti i triedri di 1." specie. 

Onde : 
u Ad un tetraedro di 3.& specie corrisponde un altro di 1.& specie tutto 

esterno ad esso. Le  tre rette esterne ad ambedue i tetraedri formano a loro 
Annazi di hfatematica, tom0 XX. 39 
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volta un piano (6 7) (3 5) (4 8); onde il tetraedro di 3." é compreso in un 
enneaedro. n 

Con tutte le osservazioni già fatte non sarebbe difficile dedurre altri 
teoremi sulle relazioni reciproche fra i due tetraedri cos1 costruiti. 

5 Il. Gruppo del tetraedro di 4." specie 
e del pentaedro principale. 

Ne1 tetraedro di 4." specie (fig. XIV) tutti i quattro triedri sono di 
2." specie. Consideriamo allora i piani coniugati di ciascun triedro. 

Si  hanno i quattro piani: 

i quali non haiino rette comuni, e formano anche tutti triedri di 2." specie, 
possiamo dunque enunciare questo risultato notevole: 

u 1 quattro piani coniugati dei 4 triedri contenuti in un tetraedro di 
4." specie, formano un tetraedro della medesirna specie. n 

Teniamo presente corne abbiamo formata la fig. XIV. L'abbiamo formata 
aggiungendo alla V uno dei due piani di X. L e  rette esterne sono dunque 
ancora le altre tre di X e le 12 di XI. Ora riconosciamo subito che le prime 
tre stanno rispetto al tetraedro in posizione completamente diversa che le altre. 

Esse sono (6 7) (3 8) ( 5  4), formano un piano, e ciascuna di esse, peï 
es. (6 7) incontra due coppie di rette (1 7) (6 2), (3 4) (5 8) del tetraedro XIV, 
colle quali forma due piani; queste quattro rette appartengono ciascuna a 
ciascuno dei quattro piani, e quindi possiamo dire che ogni retta fra quelle 
tre corrisponde ad una delle tre scissioni dei 4 piani in 2 + 2. 

Le 12 rette di XI si riuniscono in 6 coppie le quali a loro volta si 
riuniscono a due a due correlate alle tre rette del piano fisso; in altri termini 
delle 12 rette ve ne sono 4 che incontrano (3 8), 4 che incontrano (6 7), e 
le ultime 4 che incontrano ( 5  4) .  

Questo fa vedere che fra queste 12 rette c'è la transitività semplice, e 
esse formano tre sistemi d' imprimitività , rappresentati rispettivamente dalla 
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fig. XIX. Se restano fissi questi sistemi, restano fisse le tre rette del piano 
fondamenta.le, e quindi, per I'osservazione fatta sopra, fra le quattro facce 
a b c d del tetraedro saranno solo possibili le quattro sostituzioni: 

1 ,  ( a b W h  ( a W d ) ,  ( a d ) ( b c ) .  

Anche le 12 rette di XIV si distribuiscono in 3 sistemi d'jmprimitività cia- 
scuno coordinat0 con una delle tre rette del piano fondamentale, e quindi si 
ha  la corrispondenza fra le due serie di sistemi. Questa corrispondenza E 
espressa da1 seguente quadro: 

Piano 
fondamentale 

Rette di S I V  Rette di XIX 

L e  tre retté del piano fondamentale possono permutarsi in 3 ! modi. 
Sieno esse fisse, allora i tre &terni resteranno separati. 

F r a  le rette del primo sistema della seconda colonna possono farsi, come 
abbiamo detto, solo quattro sostituzioni corrispondenti ad altrettante soetitu- 
zivni fra i quattro piani del tetraedro dato; e se quelle quattro rette son fisse, 
saranno fisse le quattro facce, e quindi ogni singola retta del 2.' e 3." eistema 
contenuto nella seconda colonna. Si pub ora esaminare la  relazione che ci B 
fra le rette di un sistema della seconda colonna, e quelle di un sistcma della 
terza colonna. Ogni retta della seconda colonna non incontra nessuna di quelle 
dell'altra colonna e della sua medesima linea, mentre incontra due sole delle 
quattro situate in linee diverse. Propriamente le due rette (1 3) (4 7 )  incon- 
trano ( 2  7 )  (3 5)  mentre le altre due (8 6) (1 5) incontrano le medesime due 
rette. 

I n  altri termini restando fisse tutte le rette della 2.a coloniia, si potranno 
ancora permutare fra loro ( 2  7) con (3 5) e (1 6 )  con (4  8) cioè operare fra 
le quattro rette (2 7) (1 6) (3 5) (4 8 )  quattro sostituzioni: 

Se poi queste rette sono fisse allora restan fisse tutte le altre, perché in 
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quelle per es. della prima linea, colla considerazione di sopra si vede che 
dovrebhe restar fissa la coppia (2 3) (5 7), ma (2 7) incontra (5 7) senza incon- 
trare (2 3) dunque, (5 7) deve restar fisso; e cos1 tutte le altre rette. Onde 
ricaviamo che l'ordine del gruppo è 3 ! 4 4. 

Se al tetraedro aggiungiamo il piano fisso chiamato da noi fondamentale, 
allora si ha un pentaedro in cui tutti i triedri sono di 2." speeie, e che non 
ha ahri piani esterni, si ha cioè il pedaedro principale (CREMONA, BERTIN). 

Il gruppo del pentaedro principale avrà per ordine 5 3 ! 4 4 perché se 
laçciamo fisso uno dei cinque piani dobbiarno ricadere ne1 gruppo precedente; 
l'ordine di ta1 griippo è il terzo dell'ordine del gruppo che lascia fissa una 
bisestupla, che è quella formata colle 12 rette esterne. 

Rispetto al tetraedro di 4.a specie i piani esterni sono di due categorie, 
cioè O il piano (3 8) (6 7) (4 5), oppure i sei piani passanti per una di queste 
tre rette e per due rette di XIX. F ra  questi ultimi c'B la transitività come 
risulta dalle considerazioni sopra svolte. 

5 12. Pentaedri di varie specie. 

Vediamo ora quante specie di pentaedri si possono formare aggiungendo 
un altro piano a ciascuno dei tetraedri considerati sopra. In quanto ai pen- 
taedri ricavati da1 tetraedro di 1." specie noi possiamo osservare che qua- 
lunque piano aggiungiamo al tetraedro di 1.8 specie, si viene a formare sempre 
almeno un triedro di 2." O di 3." specie; non esisteranno cioè pentaedri in 
cui tutti i triedri sono di l.a specie; cib si pub riconoscere subito tenendo 
presenti le considerazioni svolte ne1 § 8. Onde allora un pentaedro ricavato da 
un tetraedro di 1." specie, potrà anche certamente ricavarsi da un tetraedro 
di 2.a 3.a O 4.a specie; quindi noi possiamo liinitarci a considerare solo questi 
ultimi. 

In quanto al tetraedro di 2.8 specie abbiamo già visto (S 9) che i piani 
esterni si riuniscono in 3 categorie distinte. 

Per  piani rappresentanti queste tre categorie possiamo scegliere rispet- 
tivamen te 

1 - ( 1 8 3 2 )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fra le 27 rette della. s u p e r j c i e  di 3.0 orclifle, ecc. 301 

che insieme con i piani della fig. XII dànno luogo a tre pentaedri. Sulla 
figura si - pub riconoscere che il primo di essi contiene: 

1 triedro di 3." specie 3 tetraedri di 1." specie 

9 triedri di 1." n n 2." n 

il secondo contiene : 

2 triedri di 3." specie 1 1 tetraedro di 1." specie 

e il terzo: 

Ricordando dunque il numero dei tetraedri XII si ricava subito che i 
numeri rispettivi di questi pentaedri sono: 

1 triedro di 3." specie 

3 triedri di 2." n 

6 n 1." n 

Essi corrispondono rispettiwnente a quelli classificati da BERTINI nella 
tabella inserita in fine del suo lavoro in 1.' 2." 3." posto. Noi li chiameremo 
rispettivamente pentaedri 1 II III. 

Ne1 3 10 abbiamo visto che rispetto ad un tetraedro di 3." specie i piani 
esterni si riuniscono in 4 categorie; perb possiamo osservare che aggiungendo 
il piano (3 5) (6 7) (4 8) della prima categoria veniamo ad ottenere un pen- 
taedro contenente già un triedro di 3." specie (quel10 dei piani (1 3 42) ,  
(1 8 5 2), [(3 5) (6 7) (4 B)]), e quindi contenente certamente un tetraedro di 
2.8 specie che è l'unica specie di tetraedri contenenti triedri di  3.' specie. 
Percib otteniamo un pentaedro di quelli giA considerati sopra. 

Aggiungiamo allora i piani delle altre tre categorie, e propriamente pos- 

2 tetraedri di 2.8 specie 

3 n 3." n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



302 P a s c a  1: Saggio su1 grzcppo delle sosta'tuzioni 

siamo scegliere i piani 

I V - ( 1 6 3 2 )  della categoria 4." 

- [(3 6 )  (4 8) (5 7)1 O a 
n ~ 3. 

V I - ( 1 6 7 2 )  n 2 ." 
Abbianio allora rispettivamente pentaedri contenenti 

6  triedri di 1.' specie 1 tetraedro di 1." specie 

4 n 2.a n 1 4 tetraedri di 3: n 

4 n l.a n n 3." n 

6 n 2.a n 1 1 tetraedro di 4." n 

e quindi i loro numeri sono rispettivamente 

e corrispondono esattamente a quelli classificati da BERTINI in 4." 5." 6." posto. 
Finalmente rispetto ad un tetraedro di 4." i piani esterni sappianio ( 5  I l )  

che si riuniscono in 2 categorie; ma aggiungendo uno dei 6 piani della se- 
conda categoria, per es (2 3 8 l) si viene a formare certamente almeno un 
triedro di 1." specie (per es. quel10 dei tre piani (1 3 4 2) (1 5 6 2) (1 8 3 2) 
6g. XIV) e quindi il pentaedro che si forma deve essere uno di quelli già 
ottenuti precedentemente. 

Resta allora ad aggiungere solo il piano 

e ,  corne abbiamo già osservato, si ha allora il pentaedro principale. Esso 
contiene : 

10 triedri di 2." specie 1 5 tetraedri di 4F specie, 
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e quindi ve ne sono 
1 O80 -- 

5 
- 216. 

Esso corrisponde al VI1 di BERTINI ed è disegnato nella fig. XX. 

tj 13. Alcuni teoremi sui pentaedri. - Poliedri principali. 

Si sa che le 12  rette restanti da un pentaedro principale formano una 
doppia sestupla; esse sono rappresentate dalla fig. XIX; noi ora ci propo- 
niamo qui di fare ricerche analoglie relative agli altri pentaedri, cioè di stu- 
diare la configuraziorie delle 12 rette esterne ad uno dei sei altri pentaedri 
già classificati ne1 paragrafo precedente. E corninciando da1 pentaedro 1, si 
h a  che le 12 rette esterne sono: 

(4 6) (3 7) (5  S); (1 4) (1 6) (3 5 )  (2 7) (8 6) (4 8) (7 6) (2 8) (4 7). 

Andando ad esaminare le relazioni reciptoche che hanno queste rette fra 
loro riconosciamo subito questo, che cioè ognuna di esse ne incontra cinque 
altre, e propriamente una delle 9 della seconda categoria incontra una delle 
prime tre, e due coppie di rette concorrenti comprese nella stessa seconda 
categoria; mentre che m a  delle prime tre incontra le altre due, e tre altre 
della seconda categoria, formanti poi una terna gobba. Cosi per es. (1 4) in- 
contra (4 6) e poi le coppie (2 8) (4 B), (2 7) (4 7), mentre (4 6) incontra (3 7) (5 8) 
e poi la terna gobba (1 4) (1 6) (3 5). Questo ci fa vedere che le prime tre si 
comportano in rnaniera completamente diversa che le altre, ed è percib che 
noi le abbiamo separate dalle altre nove. Quelle tre prime formano un piano, 
e le altre nove si scindono in 3 + 3 + 3, ugnuna di queste classi coordinata 
ad una delle tre rette del piano. 

Possiamo propriamente distribuire le altre nove nella seguente tabella 

(1 4) (1 6) (3 5) 

(8 6) (4 8) (2 7) 

(76)  (47)  ( 2 %  

in rnaniera che, corne si vede, le tre rette di una orizzontale formano una 
terna gobba, e corrisiondono ad una medesima retta del piano (4 6) (3 7) (5  8); 
le tre rette di una colonna formano anche una terna gobba, e le tre rette di 
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una diagonale (intendendo per tre rette di una diagonale quelle non situate 
a due a due né sulla medesima orizzontale né verticale), formano un piano, 
e quindi si hanno 6 piani; e percib intanto ne concludiamo che esistono solo 
7 piani completamente esterni al pentaedro 1. Si riconosce subito che quelle 
9 rette formano una coppia di triedri coniugati; i tre piani di uno dei triedri 
col piano esterno formano un tetraedro di 2." specie ( 5  9). Di tali tetraedri 
ve ne saranno due secondoché si considera uno dei triedri di 3." specie O il 
suo coniugato. Dunque possiamo conchiudere: 

u Ad un pentaedro 1 corrispondono esternamente due tetraedri di 2." specie. n 
Tenendo presente che ne1 pentaedro 1 esiste un triedro di 3." specie, e 

che in luogo di questo possiamo considerare il suo coniugato, e allora otte- 
niarno un altro pentaedro 1, possiamo completare il risultato precedente di- 
cendo : 

u Ad una coppia di pentaedri 1 coniugati corrisponde esternamente una 
u coppia di tetraedri II coniugati. a 

Effettivamente si sa che il numero dei pentaedri 1 e tetraedri II B il 
medesimo cioè 2880. 

Ricaviamo anche allora naturalmente che: 
u Un pentaedro 1 esiste in due enneaedri, e non esiste in nessun altro 

u poliedro principale al disotto dell'enneaedro. n (*) (BERTINI.) 

Passiamo ora al pentaedro II. 
L e  rette esterne sono: 

e si riconosce che con queste non possono formarsi che solo i quattro piani 

Questi quattro piani non hanno rette comuni, e si pub verificare che 
tutti i triedri con essi formati sono di 1." specie, dunque essi formano un 
tetraedro di 1." specie. Dunque: 

u Ad ogni pentaedro II corrisponde esternamente un tetraedro 1 ed effet- 
u tivamente i loro numeri coincidono cioé esistono 2160 di quei pentaedri e 
u d i  quei tetraedri. n 

(*) Si sa che cosa si intende per  poliedro principale; s'intende quello non contenuto 
in  al t ro con un  numero maggiore di facce, cioè quello estemamente a l  quale non esi- 
stano al t r i  piani. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fra le 27 rette della superficie di 3.0 ordine, ecc. 305 

Si ha ancora Che: 
u Ogni pentaedro II esiste in un solo poliedro principale che è l'en- 

(( neaedro, ed esiste in ula solo enneaedro. n 
risultato già trovato da1 BERTIN. 

Passando ora al pentaedro I I I  troveremo una relazione singolare fra i 
pentaedri I I I  e i pentaedri Ir. 

Le  rette esterne a III sono, come si riconosce subito, le stesse di prima, 
meno che, in luogo di (1 6) (8 6) vi sono (1 4) (8 4), cioè, osservando poi che 
tutte le altre rette stanno costruite siinn~etricamente rispetto ai punti (4) (ô), 
'possiamo dire che scambiando i due punti (4) (6) si otterranno le rette esterne 
al pentaedro I I I  da quelle corrispondenti al pentaedro II. Di qui ne ricaviamo 
che colle medesime rette di un pentaedro II si pub costruire un pentaedro III, 
e quindi si viene a stabilire una corrispondenza fra i pentaedri delle due 
specie. Badando poi ai numeri di essi pentaedri, cioè che di I I I  ve ne sono 
4320 mentre di II ve ne sono 2160 si viene a coiichiudere che ad ogni pen- 
taedro II ne corrisponderanno dwe di III. Nè pub venire il dubbio che colle 
medesime rette di un pentaedro II se ne possano formare degli altri, perché 
abbiamo già visto che il complemento di uno d i  essi B un tetraedro 1 e uno 
solo, non potendo formare colle 12 rette di uno dei 2160 tetraedri 1 altri piani 
che le facce stesse del tetraedro, e quindi esisteranno certamente 2160 as- 
siemi diversi di 15 rette ognuno corrispondente ad un uiiico pentaedro II. 

Adesso ci si presenta il problema: Qual'è l'altro pentaedro III coniugato 
al medesimo II ? 

Se noi in III permutiamo i punti (4) (6), abbiamo, come risulta dalle 
cose di sopra dette, un pentaedro I I I  coniugato a II. Esso è quello dei cinqiie 
piani : 

( 1 3 6 2 ) ( 1  5 4 2 ) ( 3 4 . 5 6 - 7 8 ) ( 1 7 5 2 ) ( 1 4 8 2 ) .  (4 
Se prendiamo il triedro coniugato a quello di 3." specie format0 con i primi 
tre piani, abbiamo: 

che formano precisamente il pentaedro II. 
Onde ricaviamo: 
u Se ne1 pentaedro II prendiamo il triedro coniugato di uno dei due 

u triedri di specie in esso contenuti, abbianio un pentaedro I I I  corrispon- 
a dente al II. Naturalmente se quello che abbiamo fatto per un triedro di 

Annali di Maternaticic, tom0 XX. 40 
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u 3." specie, 10 facciamo per l'altro triedro di 3." specie, abbiamo l'altro pen- 
rr taedro III. n 

Quindi al medesimo (a)  oltre (a') corrisponderà anche [l'altro Zriedro di 
XP specie d i  (a) è quel10 del 3." 4." 5." piano]: 

E si riconosce che u i due pentaedri (a') (a") corrispondenti al medesimo (a) 
u non hanno piani comuni n. 

Naturalmente, corne avanti, anche qui possiamo dire: 
u Ogni pentaedro III è compreso in un solo poliedro principale che é 

ir l'enneaedro e esiste in un solo enneaedro. n 

le quali formano i quattro piani corrispondenti a ciascuna di queste linee, e, 

poi formano anche i due piani (3 5) (4 7) (6 B), (7 6) (3 8) (4 5) e con quelle 
rette non si possono formare altri piani che questi sei. 

1 quattro prirni piani formano un tetraedro III, quindi: 
u Ad ognuno dei 12960 pentaedri IV corrisponde uno dei tetraedri di  

4 X8 specie. n 

Se al pentaedro uniamo i quattro prirni piani, abbiamo un enneaedro, e 
se invece uniamo il piano (3 5) (4 7) (6 8) allora non possiamo poi che aggiun- 
gere il piano (5 7) (3 8) (4 6) ovvero (7 6) (3 8) (4 5) e nessun altro e quindi si 
ha un ettaedro principale, mentre che se uniamo (7 6) (3 8) (4 5 )  possiamo 
aggiungere [oltre (5 7) (3 8) (4 611 anche (1 4 7 2). Quindi si hanno 3 ettaedri 
principali a cui appartiene il pentaedro IV (BERTINI). 

Pel pentaedro V si vede analogamente che colle rette esterne si possono 
formare solo i cinque piani 

1 6 . 6 7 . 7 2  
1 4 . 4 7 - 7 2  
3 5 . 4 7 . 6 8  
6 8 . 3 7 . 4 5  
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Ognuno di questi piani ha una retta comune col precedente e una col 
seguente, mentre I'ultimo ha una retta comune col primo. Essi formano un 
pentaedro di quelli che in seguito chiameremo circoluri chiusi. Quindi: 

u Ad ogiii pentaedro V corrisponde esternamente un pentaedro circolare 
u chiuso. n 

È ohiaro allora ohe fra quei einque non se ne possono scegliere p 2  che 
due non aventi fra loro rette comuiii, e inoltre di tali coppie ve ne saranno 
cinque. Dunque : 

u Un pentaedro V appartiene solo a cinque ettaedri principali e non ad 
u altri poliedri principali. n 

Finalmente le rette esterne ad un pentaedro VI sono: 

e si vede che esse non formano altro che due piani passanti per (6 8) e due 
altri passanti per (5 7) e non aventi coi primi alcuna retta comune. Tali due 
coppie di piani sono: 

(6 8 . 4 ? . 3 5 ) ( 6 8 . 4 5 * 3 7 )  

mentre le due prime   et te non appartengono a nessun piano format0 solo con 
rette esterne. Evidentemente dunque non potrà aggiungersi che un piano della 
prima coppia e uno della seconda, e cib pot& farsi in quattro modi diversi. 
Dunque : 

' u Un  pentaedro VI  appartiene a 4 ettaedri principali, e a nessun altro 
u poliedro principale. n 

Raccogliendo tutti i risultati dell'analisi fatta si pub anche dedurre che 
non esistono altri poliedri principali che gli enneaedri, gli ettaedri, e i pen- 
twedri, corne fu già dimostrato da1 prof. BERTIN. 

C o ~ e  si vede, in questo paragrafo e nei precedenti, insieme a molti ri- 
sultati nuovi concernenti principalmente la formazione di varii ~ottogruppi di 
sostituzioni fra le 27 rette, abbiamo ritrovato una grcui parte dei risultati 
trovati già d& BERTINI per una via più faticosa; del resto anche egli avrebbc 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 Pas ca  l :  Saggio su1 gruppo delle sostituzioni 

potuto procedere con minore difficoltà se avesse voluto abbandonare il me- 
todo puramente stereometrico. 

I risultati nuovi da. noi trovati sono 
quelli del BERTINI, i quali rjguardano solo 

Nei paragrafi seguenti considererenio 

poi un necessario complemento a 
le proprietà configurative. 
aggruppamenti finora non studiati. 

5 14. p i l i edr i  circolari aper t i  e chiusi. - Tetraedr i  circolari. 

Nei paragrafi precedenti abbiamo studiati i poliedri foi'mati con piani 
non aventi a due a due rette (della superficie) in comune. Ora vogliamo ini- 
ziare un altro genere di ricerche nuove, cioè Io studio dei poliedri le cui facce 
si imrnaginano seguirsi con un certo ordine, e ognuna ha una retta comune 
colla precedente, e un'altra (diversa dalla prima) comune colla seguente, e 
nessuna altra retta in comune con altre facce del10 stesso poliedro. 

Tale poliedro, a causa di questo ordinamento circolare con oui pensiamo 
distribuite le facce, 10 chiameremo un poliedro circolare; se poi l'ultima faccia 
h a  una retta comune colla prima, 10 diremo chiuso, altrimenti aperto. 

Possiamo dire che 10 studio di tali poliedri sta al10 studio di quelli altri 
studiati da BERTIN, e considerati nei paragrafi precedenti, al10 stesso modo 
che le ricerche di STURM e AFFOLTER (citate ne1 priacipio di questo lavoro) 
sui poligoni storti che si possono formare colle 27 rette, stanno a quelle pre- 
cedenti di STURM sugli assiemi gobbi di rette. 

Potrebbesi credere a prima vista che questa ricerca coincide con quella 
dei poligoni storti O multilateri, perchè si pub osservare che ogni multilatero 
individua un poliedro chiuso che si ottiene facendo passare i piani per i lati 
consecutivi. Perb è facile vedere che la nostra ricerca è di altra natura. Giac- 
ché il poliedro chiuso individuato da un multilatero non sarà sempre di quelli 
che noi consideriamo, potendo qualche volta le terze rette di ciascuna faccia 
non essere tutte diverse fra loro e quindi non aversi propriamente un poliedro 
circolsre ne1 senso nostro. 

D'altra parte un poliedro circolare chiuso non sernpre individua un mul- 
tilatero ne1 senso noto, perchè il poligono formato cogli spigoli pub essere tale 
che dcune coppie di spigoli non co~zseczctivi non sieno coppie gobbe, cib che 
invece si richiede per i multilateri. 

L e  due ricerche sono dunque di genere diverso. 
Corninciando dai diedri, troviaino cbe di essi evidentemente ne esiste upa 
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specie sola, perché abbiamo gi8 visto ne1 $ 1 che il gruppo che lascia fisso 
un piano, è transitivo in tutti quelli altri 12 piani chc col dato hanno una 

4 5 . 1 2  retta comune. Di tali diedri ve ne saranno -.= '270. 
2 

Passiamo ora ai triedri circolari. Rispetto al complesso di due piani aventi 
una retta comune, gli altri piani passanti per rette di ta1 diedro, si distri- 
buiscono (vedi 3 2) in 3 + 16 di cui i primi passano per l'asse comune del 
diedro, e gli altri passano a 4 a 4 per una delle altre 4 rette del diedro stesso. 

F r a  questi 16 piani vi è la transitività, e aggiungendo uno di essi si ha  
dunque un triedro circolare uperto. 

Risulta che esistono 45 4 . 4 . 3  di tali triedri, di u m  specie sola;  e inoltre 
non esifitono triedri circolaïi chiusi. 

Sieno : 
A -= (1 5 4 2) 

B = ( 1  3 4 2) 

C 5 (1 3 7 2), 
i tre piani del tricdro. 

Il gruppo di sostituzioni che lascia fisso quecto triedro, evidentemente 
lascerà fisso i l  piano intermedio B (che chiameremo buse) mentre potrà scam- 
biare fra loro i piani -4, C. L'ordine di ta1 gruppo 10 possiamo ricavare da 
quello considerato ne1 § 2. 

Se in questo vogliarno che il piano C (che è uno dei 16 di cui si è par- 
8 - 4 !  lato) resti fisso, d o r a  resterà fisso A e l'ordine sarà - 

16 
; e facendo poi 

che A ,  C si perinutino fra loro si ha infine per l'ordine del gruppo del triedro 
circolare il numero 4 ! . 

Ta1 gruppo evidentemente lascia fisso anche il piano coniugato ai due 
piani A ,  C; esso è un sottogruppo di quello del $ 3 che lascia fisso un triedro 
di 3." specie. 

Questo piano coniugato C' è (3 4) (5  7) (6 8) ed h a  una retta comune 
colla base B, la  quale è dunque uno dei tre piani coniugati del triedro .4 CC'. 

L e  18 rette esterne a questa figura di quattro piani, si distribuiscono a 
6 a 6 correlate a ciascuna. delle tre rette del piano base, formando rispetti- 
vamente gli altri tre piani passanti per ciascuna di queste rette. 

L e  sostituzioni che lasciano fissa questa figura ne1 suo complesso, formano 
un gruppo transitivo nelle 18 rette esterne con tre sistemi d'imprimitività; se 
poi B solo la  figura dei tre piani ii R C che deve restar fissa, allora le rette 
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esterne sono 1'8 $. 2 ,  cioè 18 di prima, e le altre due del piano C'. Queste 
evidentemente si separano dalle altre, mentre delle 18 se ne staccano 6 altre 
formanti il sistema correlato al piano C ovvero, cib che è 10 stesso, alla 
retta (3 4). Le 20 esterne si separano dunque in 2 + 6 + 12. 

Esaminiamo i piani passanti per rette della figura [che non sieno perb 
quelle già comuni a due piani della figura per es. (1 3) (4 2)]. 

Tali piani sono: 
1. Due piani aventi una retta di A e una di C. 
2. Tre piani aventi solo una retta di B. 
3. 16 piani paasanti solo per una- retta di A O di C. 

Queste tre categorie sono corrispondenti alle tre categorie di rette sta- 
bilite sopra, cioè i due primi piani passano ciascuno per una delle due prinie 
rette; [sono gli altri due piani coniugati al triedro ACC' (oltre B)]; i secondi 
piani son formati colle 6 rette riunite a due a due, e gli ultimi passano cia- 
scuno per una coppia delle 12 ultime rette. 

Se dunque vogliamo formare un tetraedro circolare chiuso, non c'è che 
aggiungere uno dei due primi piani, e si ha: 

4 5 . 4 . 4 . 3 - 2  
u Eaistono 

4 
= 45 . 8 3 tetraedri circolari chiusi, ed essi sono 

u tutti d i  una medesima specie, ed esistuno sempre in una coppia di triedri 
- - 

u coniugati. n 

Cib ci fa vedere che 10 studio dei tetraedri circolari avrà molti punti di 
contatto con quello delle coppie di triedri coniugati. Gli altri due piani che 
insieme col tetraedro completano i sei piani della coppia di triedri, hannu 
una retta di coniune e saranno i piani coniugati delle coppie di facce opposte 
del tetraedro circolare. 

Ora il numero delle coppie di piani aventi una retta cornune è, corne 
abbiamo visto poco fa, 270, mentre il numero dei tetraedri circolari è 4 .  270, 
dunque : 

u Ad ogni coppia di piani concorrenti corrispoudono 4 tetraedri circolari 
u chiusi. n 

Ci proponiamo ora di esaminare la configurazione reciproca di questi 
quattro tetraedri. 

Uno dei due tetraedri trovati sopra, contenenti il triedro A B C  è quello - 

dei quattro piani: 
A z ( 1 5 4 2 )  B=(1 3 4 2 )  
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e ad esso corrisponde la coppia di piani 

passanti per la  retta (6 8). 
1 4 piani A B C D passano ciascuno per una delle quattro rette (3 4) 

(5  7 )  ( 5  4 )  (3 7) di questa coppia; faccianio passare per queste  ett te gli altri 
tre piani, e si hanno allorri. 12  piani che dovranno poi potersi distribuire in 
una sol maniera in altri 3 tetraedri circolari. 

Essi saranno quelli compresi nella seguente tabella, dore per simmetria 
abbiamo ripetuti i piani del tetraedro dato. 

Si vede da  questa tabella che due piani che non stanno nè nella stessa 
orizzontale nè nella stessa colonna, non hanno rette comuni. Possiamo anche 
dire: 

cr 1 quattro tetraedri circolari corrispondenti ad un medesimo diedro, sono 
u forrnati in modo che un piano di uno incontra uno e uno solo piano di un 
u altro. n 

Consideriamo tre piani, di cui due non stieno né nella stessa verticale, 
per es. A B' Cu.  Si vede che questi formano un triedro di 1." specie (3 4). 
Quindi se noi formiamo il tetraedro (ilel senso del $ 7) format0 con 4 piani 
che ne1 quadro precedente formano una diagonale, abbiamo un tetraedro di 
cui tutti i triedri sono di 1." specie; dunque: 

'u Ogni tetraedro circolsre ne individua tre altri esterni; coi sedici piani 
u dei 4 tetraedri circolari (corrispondenti ad uno stesso diedro), si possono 
u formare 8 tetraedri ordinarii di 1." specie (vedi $ 7-8). n 

Consideriamo le tre coppie di piani formate con un piano di uno dei 
4 tetraedri circolari, e coi tre piani ad esso non corrispondenti di un altro, 
per es. le tre coppie 

A B', A Cf, AD', 

e prendiamo i coniugati di queste tre coypie. Si otte~igono i tre piani 
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che formano un triedro circolare aperto; dunque: 
u I coniugati delle 3 coppie di piani formate con un piano di uno dei 

u tetraedri, e coi no,z corrispondenti di un. altro formano un triedro circolare 
u aperto. n 

Invece i coniugati delle 3 coppie 

AC' ,  AC", AC'", 

si vede subito che sono i tre rimanenti piani (oltre i due del diedro) passanti 
per (6 8), cioè : 

u 1 coniugati delle tre coppie di piani formate con un piano e coi tre 
u piani degli altri tre tetraedri, corrispondenti alla sua faccia opposta, sono 
« sempre i medesimi tre piani passanti per una medesima retta. n 

Infine po5siamo notare anche gli altri teorerni che si dimostrano facil- 
mente: 

u Esistono tre tetraedri circolari chiusi aventi una data coppia di facce 
r opposte. n 

u I n  ogni coppia di triedri coniugati esistono nove diversi tetraedri cir- 
u colari chiusi. n 

$ 15. Tetraedri circolari aperti e pentaedri chiusi. 

Se ad un triedro circolare aperto aggiungiamo uno dei 16 piani della 
3." categoria di cui si è parlato ne1 paragrafo precedente, abbiamo un te- 
traedro circolare aperto. A1 solito modo possiamo dire che di tali tetraedri 
ve ne sono 4 5 .  4 4 .  3 5 e sono tutti fra loro eguivalenti, cioè ve n'B urra 
sola specie. 

Uno di  essi sia quel10 dei quattro piani 

A = ( 1 5 4 2 )  B s ( 1 3 4 2 )  C = ( l 3 7 2 )  D ( 1 4 7 2 ) .  

Esaminando In relazione reciproca che hanno i due piani estremi, si 
scorge che le rette di questi piani (meno quelle due colle quali essi sono con- 
giunti ai  piani medii) formano una coppia gobba e una coppia di rette con- 
correnti. L a  coppia gobba è quella delle due rette 

(1 5 )  (4 71, 
e l'altra coppia è 

(5 4) (1 4). 
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Queste due ultime individuano un piano E=(l 4 5 2) che non h a  altre 
rette comuni coi piani precedenti, quindi: 

u Ad ogni tetraedro circolare aperto è correlato un unico piano che con 
45.4.4.3.8 

u esso 'forma un pentaedro circolare chiuso. Esistono quindi =te 
5 

u 27 128 pentaedri circolari chiusi. n 

Possiamo anche aggi ungere : 
u 1 pentaedri circolari chiusi sono di una specie sola. n 

Yossiamo ora ricercare alcune proprietà di questi pentaedri. 
Ogni piano ne ha evidentemente due opposti coi quali non ha rette co- 

muni; si possono fornlare colle cinque facce, cinque coppie di piani non aventi 
rette comuni. Consideriamo i piani coniugati di queste cinque coppie. Otte- 
niamo i piani 

e si riconosce subito che questi cinque piani formano un nuovo pentaedro cir- 
colare in cui i piani si succedono nell'ordiile A'C'E'B'D'. Dunque: 

u Ad ogni pentaedro chiuso è coniugato un niiovo pentaedro simile che 
u si ottiene da quel10 prendendo i piani coniugati delle coppie di facce op- 
u poste. 1 due pentaedri hanno relazione reciproca, cioè da1 secondo col10 
u stesso processo si tornerebbe al primo. n 

Si pub osservare una relazione singolare che esiste fra i due pentaedri. 
Gli spigoli del primo sono: 

e le rette libere (cioè quelle appartenenti ad una faccia sola) di esso, sono 
invece 

(1 5)  (3 4) (3 7) (4 7) (2 5), 
mentre pel secondo si hanno rispettivamente le rette 

(2 3) (1 7) (5 7) (6 8) (3 5 j  

(1 5) (3 7) (2 8) (5 7) (4 7),  
cioè: 

u 1 due pentaedri hanno le medesime rette libere, e spigoli diversi. Essi 
u in complesso vengono ad occupare 15 rette diverse. n 

Amali di Matenzatica, tom0 X X .  4 1 
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Possiamo facilmente esaminare che cosa formano le 12  rette restanti. 
Esse sono: 

1 8 . 2 8 . 6 3 . 6 4 . 6 5 . 6 7  

e, come si vede, formano ilna doppia sestupla, dunque: 
u Le 12 rette esterne' ad una coppia di pentaedri chiusi coniugati for- 

u mano una doppia sestupla gobba; O anche, le 15 rette che servono a for- 
u mare una coppia di pentaedri circolari coniugati, possono anche formare 
u sei pentaedri princ@nli ordinari. n ($ 11) (*) 

Si potrebbe ora confhuare nello stesso modo e considerare le relazioni 
che dovranno esistere fra gli uni e gli altri, ma preferiamo passar oltre. 

Vogliamo solo notare: 
u Due piani non aventi rette comuui, appartengono, come facce opposte, 

u a  48,"pentaedri chiusi diversi. n 

$j 16. Pentaedri circolari aperti. - Esaedri circalari chiusi. 

Dei poliedri aperti O chiusi considerati sinora ne esistevano sempre una 
specie unica, ma dai pentaedri aperti in poi le specie si incominciano a dif- 
ferenziare. 

Per  formare da1 tetraedro aperto del pa.ragrafo precedente, i pentaedri 
aperti, dobbiamo esaminare i piani passanti per le rette estreme che sono 
(1 5) (4 7) (5 4) (1 4). 

Ora poichè evidenternente i piani estremi A, D entrano simmetricamente 
nella formazione del tetraedro aperto e possono quindi permutarsi fra loro 
(permutando anche B, C) cos1 basterà considerare solo i piani passanti per le 
rette appartenenti ad uno di essi per es. D, cioè i piani passa.nti per (1 4) (47). 

Tali piani sono [escludendo (1 4 5 2) e quelli altri che passano per rette 
già comprese in A ,  B, Cl: 

(1 4 6 2) (1 4 8 2) 

( 4 7 . 3 6 . 5 8 )  (47-38.56) 

( 4 7 . 3 5 . 6 8 ) .  

(*) Ricordando la proprietk nota che, colle 15 rette esterne ad una bisestupla, si poç- 
sono formare 6 pentaedri princz&zli (CREMONA, BERTINI). 
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Io dico che essi costituiscono tre categorie distinte. Prima di tutto è 
chiaro che per le sostituzioni che lasciano fisso il tetraedro aperto dato, la 
coppia gobba (1 5 - 4 7) non pub che tornare in sè stessa e cos1 l'altra coppia 
non gobba di rette estreme (1 4 .  4 5 ) .  Quindi i piani passanti per (1 4) do- 
vranno costituire una categoria diversa rispetto a quelli passanti per (4 7). 
D'nltra parte poichè nella formazione dei piani A B C D non entrano i punti 
(6) (8) cos1 è chiaro che per 10 scambio di questi due punti il tetraedro ri- 
mane inalterato, quindi esiste una sostitiizione che lascia fisso il tetraedro e 
che inverte fra loro i due piani di ciascuna delle due prime categorie sopra 
segnate, e percib certamente tali due piani saranno fra loro equivalenti. 

Resta a far vedere che l'ultimo piano (4 7 . 3 5 . 6 8) costituisce una ca- 
tegoria a sé e non è equivdente ad uno dei due della seconda categorin. Cib 
si pub vedere assai facilmente, giovandoci dei principii fondamentali. Se il 
tetraedro aperto deve restar fisso e detibono restar fissi i piani estremi, allora 
per l'osservazione fatta sopra, dovendo restar fisse in sè le coppie di rette 
(1 5 . 4 7) (1 4 4 5) resteranno addirittura fisse singolarmente queste rette, e 
quindi anche (4 2), onde resterà fisso il triangolo (1 4 2) e quindi le sostitu- 
zioni possibili sono allora solo alcune di quelle che lasciano fissa la caratte- 
ristica pari base della rappresentazione (*) che è proprio la somma delle tre 
caratteristiche dispari corrispondenti ai tre lati del triangolo; m a  d'altra parte 
le sostituzioni che lasciano inalterata la caratteristica pari fondamentale, sono, 
corne sappiamo (**) , quelle corrispondenti alle permutazioni degli otto punti 
fondamentali fra loro, quindi ne possiamo dedurre che le sostituzioni del gruppo 
totale che lasciano fisso il tetraedro aperto, mentre lasciano fissi anche i piani 
estremi, sono solo quelle tali permutazioni fra gli otto punti compatibili colla 
inalterabilità del complesso della figura. E quindi i due piani (4 7 3 6 5 8) 
(4 7 . 3 5 . 6 8) non sono equivalenti perchè [dovendo la retta (4 7) restar fissa] 
da1 primo si passerebbe al secondo colle permutazioni di 5 con 6 ovvero di 
3 con 8 ovvero colla permutazione circolare (3 6 8 5)) e queste non sono per- 
mutazioni compatibili colla stabilità del resto della figura. Quindi vi sono 
cinque piani, divisi in tre categorie, passanti per le rette estreme di D e non 
per altre rette del tetraedro; cos1 ve ne saranno oinque altre passanti per le 
rette estreme di A ;  in tutto dunque 10 piani divisi in tre categorie di 4 + 4 + 2. 

L'aggiunzione di uno di questi piani dà luogo ad un pentaedro circolare 

(*) Vedi Memoria precedente, 9s 8 ,  23. 
("*) Yemoria precedente, 5 4. 
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aperto; quindi v i  sono 3 specie d i  pentaedri circolari aperti. Ricerchiamo le 
proprietà caratteristiche di ciascuna di queste specie. 

Segniamo qui i piani componenti i pentaedri delle varie specie: 

A=(1542)  B=(1342)  C=(1372) D ( 1 4 7 2 )  E,-(1462) 1." specie 

E, -(47 3 6 5 8) 2." specie 

E, = (47 3 5  - 6 8) 3.a specie 
ed esistono rispettivamente 

1 3 5 . 1 2 8 . 2  

1 3 5 . 1 2 8 . 2  

pentaedri di ciascuna delle tre specie. 
Nella prima specie i piani estremi sono riuniti agli altri mediante le due 

rette (4 2) (1 4) formant,i una coppia gobba di rette, mentre nella seconda e 
terza specie gli spigoli estremi sono (4 2) (4 7) formanti una coppia di rette 
concorrenti. Cib costituisce una prima differenza fra la prima e le altre due 
specie. 

Inoltre sopprimiamo successivamente un0 dei due piani estremi; restano 
due tetraedri aperti che, come sappiamo (5 15), individuano ciascuno un piano 
con cui formano pentaedri chiusi. Tali due piani complementari sono rispet- 
tivamente : 

nel l . "caso :  ( 1 4 5 2 ) ,  ( 1 6 4 2 )  

nel2.Ocaso: ( 1 4 5 2 ) ,  ( 3 4 . 5 8 . 6 7 )  

ne1 3." caso: (1 4521 ,  ( 3 4 .  6 8 . 5 7 ) ,  

e, come si vede, ne1 1." caso i due piani aggiuriti e i due tolti formano un 
tetraedro circolsre, e ne1 2." e 3." caso formano invece una coppia di diedri 
staccati. 

Fin qui perb il 2.' e 3." cas0 non ci hanno presentato proprietà diverse; 
ma prendiamo ne1 2." e 3." caso i piani coniugati della coppia di piani estremi, 
e della coppia di piani ora trovata. 

Ne1 2.' cas0 si hanno i due piani 

I 
( 1 7 5 2 ) ,  ( 1 8 3 2 ) ,  

e ne1 2.' caso si hanno i piani 
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ci06 ne1 2." caso si hanno due piani distinti e ne1 3." si hanno due piani 
coincidenti. 

Possiamo aggiungere un'altra notevole diversità geometrica fra i tre casi. 
I l  primo, terzo, e quinto piano aono sempre tre piani senza rette comuni. 

Ora ne1 1." e 2." caso essi formano un triedro di 1." specie, mentre ne1 3." 
formano un triedro di 2." specie. 

Da  un pentaedro circolare aperto vediamo come si possono formare degli 
esaedri circolari chiusi. 

I l  primo evidentemente non pub che chiudersi solo col piano 

mentre il secondo pub chiudersi con due piani 

e il terzo coll'unico piano 
F'-  (1 5 3 2), 

perchè l'altro piano (54 .  6 8 .  3 7) con cui anche si chiude il pentaedro aperto 
ha  perb la retta (3 7) già posseduta da un altro dei piani, e quindi non si 
avrebbe un ver0 esaedro circolare chiuso, ma un esaedro spezzato in due te- 
lraedri chiusi. 

Si pub ora vedere che l'esaedro formato coll'aggiunzione dei piani F,, 
F, è della stessa natura di quel10 formato coll'aggiunzione di F perchè si pua 
far vedere che quei due esaedri contengono ambedue un pentaedro aperto di 
1." specie, da cui come risulta da quest'analisi non deriva che m a  sola specie 
di esaedri. Effettivamente i pentaedri B C D E 2 F ,  ovvero CDE,F,A sono di 
1.' specie avendo gli spigoli estremi (1 3 5 8) (7 2 - 5  4) forinanti coppie gobbe. 
Si h a  dunque: 

u Esistono solo due specie di esaedri circolari chiusi e sono rappresentati 
u da A B C D E , F ,  A B C D E 3 F f .  n 

Esaminando questi piani si trova che il primo, delle tre coppie di spigoli 
opposti, ne h a  due non gobbe e una gobba; e il secondo ha tutte tre le coppie 
di spigoli opposti non gobbe. Cib costituisce una proprietà geometrica carat- 
teristica dei due casi. 

Possiamo anche aggiungere : 
r Non esistono esaedri chiusi in cui le tre coppie di spigoli opposti sono 

u tutte gobbe. n 
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E ancora: 
u Esistono 135. 128 esaedri circolari chiusi di 1." specie, e 45 64 esaedri 

u circolari chiusi d i  2.a specie. n 

considerando che un esaedro di l.", per le cose dette, contiene due pentaedri 
aperti di La, e uno esaedro di 2.", contiene invece 6 pentaedri aperti di 
3," specie. 

Possianio subito dimostrare una proprietà dei due esaedri. 
Consideriamo nell'uno e nell'altro le due terne di piani non consecutivi; 

si hanno tre piani senza rette, e che, come si riconosce subito, ne1 1." cas0 
formano sempre un triedro di 1." specie, e ne1 secondo formano sempre un 
triedro di La. Dunque: 

u Le due specie di esaedri circolari chiusi sono distinte dalla proprietà 
u caratteristica che il primo si pub immaginare come il complesso di due 
u convenienti triedrj di 1." specie coi piani dell'uno intercalati fra i piani 
u dell'altro, e il secondo invece si pub immaginare come un'analoga dispo- 
u sizione di due triedri di 2." specie. n 

Con i piani di un esaedro si possono formare sei tetraedri circolari aperti, 
sopprimendo ogni volta una coppia di piarii consecutivi. Ognuno di questi sei 
tetraedri, individua, come sappiamo, un piano, e si hanno quindi in generale 
sei piani. Esaminiarno questi sei piani nei due casi. 

Ne1 primo caso essi sono: 

(1 4 5 2) (1 7 4 2) 
(1 6 4 2) (1 4 3 2) 

( 3 7 . 5 G - 4 8 )  ( 3 7 . 5 6  48), 

dove si son posti sulla stessa linea quelli che corrispondono a tetraedri aventi 
i medesimi piani estremi. Si vede intanto che i due dell'ultima linea coinci- 
dono, e quindi: 

u Fra le tre coppie di tetraedri contenuti nell'esaedro di 1." specie, e 
u aventi gli stessi piani estremi, ve n'è una i cui tetraedri sono chiusi da un 
u medesimo piano. n 

Gli altri quattro piani formano, come si vede, due diedri staccati e non 
hanno nessuna retta comune con quel piano unico. 

Facendo la considerazione analoga per l'esaedro di 2." specie si hanno 
i 6 piani 

( 1 4 5 2 ) ,  ( 1 4 5 2 )  
( 3 4 . 6 8 . 5 7 ) ,  ( 3 4 . 6 8 0 5 7 )  

(1 7 3 2 ) ,  (1 7 3 2 ) ,  
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cioè si hanno tre coppie di piani coincidenti, e il triedro format0 con questi 
tre piani, è, come si vede, di 3." specie, onde : 

r L e  tre coppie di tetraedri circolari aperti contenuti nell'esaedro chiuso 
u di 2." specie, risultano di tetraedri che sono chiusi da1 medesimo piano, e 
cr i tre piani che cos1 si ottengono formano un triedro di 3." specie. n 

$ 17. Gruppi di sostituzioni per  i pentaedri circolari aperti. 

Vogliamo ricercare i gruppi di sostituzioni rispettivamente per i pentaedri 
delle tre specie. P e r  quel10 di lBa specie osserviamo che tali soatituzioni do- 
vranno lasciare fissa la  retta (3 7) del piano medio C, e a l  massimo perm1.1- 
tare fra loro le altre due rette (3  4) (4 7) dei piani B, D. Quindi in ogni 
caso tali sostituzioni lasceranno fisso il triangolo (3 4 7) e quindi, per un prin- 
cipio già invocato ($ 16), esse corrisponderanno solo a permutazioni fra alcuni 
degli otto punti fondamentali. Il punto (4) deve restar fisso dovendo restar 
fissa la retta (3 7) e il triangolo (4 3 7). 1 due punti 3 ,  7 possono scambiarsi 
fra loro, sciambiandosi allora perb anche fra loro i yunti 1, 2 perchè il 
piano B si  scambia col piano D, e dovendo poi A scambiarsi con E,, si 
permuteranno i punti 5 ,  6. Dunque il gruppo del pentaedro di l.a specie 
contiene solo due sostituzioni clie sono rappresentate da 

Passando al pentaedro di 2." apecie osserviamo che l'assieme delle tre 
rette (3 4) (3 7) (1 4) deve restar fisso, e cos1 l'assieme dei quattro spigoli 
che sono: 

(4 2) (1 3) (7 2) (4 71, 

e propriamente le sostituzioni del gruppo debbono tutte, O lasciare le suddette 
rette inalterate, O trasformare rispettivamente 

Una tale sostituzione lascerà certamente inalterata la retta (1 7) che colle 
prime tre di quelle forma un quadrilatero-zero. 

Per  stabilire una tale sostituzione possiamo servirci della rappresentazione 
mediante i sistemi completi di ARONHOLD di cui abbiamo estesamente discorso 
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nella Memoria precedente (*), e costruire uno dei due  sistemi completi con- 
tenenti la quaterna 1 2 . 1 7 . 1 4 .  13, per es. il sistema completo 

e trasformarlo in uno de i  due  contenenti la quaterna 1 2 . 1  7 . 3  4 . 2  7, per es. in 

L a  corrispondenza riguardo alle prime quattro rette non è arbitraria; 
quella delle altre deve stabilirsi colla condizione che si verifichino le trasfor- 
mazioni stabilite sopra, ovvero, più generalmente, che il pentaedro resti fisso. 
Dovendo il piano A diventare il piano E, deve (1 5) trasformarsi univoca- 
mente in (3 6), e dovendo poi (3 6) di E, diventare una retta di A si rede 
subito che (1 6) deve diventare (3 5) e non (3 8), e quindi la sostituzione resta 
tutta definita. L'altro sistema completo in cui potrebbe trasformarsi il primo è: 

ma allora la retta (1 5) dovrebbe diventare una delle ultime tre di  questa linea, 
e cib contrasta colle inalterabilitii del pentaedro. Quindi: 

u Anche il gruppo del pentaedro di 2.a specie possiede due sole sostitu- 
u zioni che sono, l'unità e quella rappresentata da 

u questa seconda inverte l'ordine dei piani ne1 pentaedro. n 

Pel pentaedro di 3." specie gli spigoli sono rispettivamente gli stessi di 
prima, e possiamo sino ad un certo punto fare considerazioni perfettamente 
analoghe. Solo che le tre ultime rette 1 5 .  1 6  1 8  del primo sistema cornpleto 
non le dobbiamo più mutare in 3 6 3 5 - 3  8 rispettivamente, ma dovendo (1 5) 
di A trasformarsi O in (3  5) O in (6 8) di Es si vede che non resta altra pos- 
sibilità che trasformarlo unicamente in (3 5). In quanto poi alla corrispondenza 
fra le altre due rette 1 6  . 18  con 3 6 . 3 8 è facile convincersi che essa è a,r- 
bitraria perchè il pentaedro di 3." specie ABCDE,  non si altera per Io 
scambio di 6 con 8. Quindi: 

u I l  gruppo del pentaedro di 3." specie possiede 4  sostituzioni di cui la 
u prima è l'unit&, la seconda è corrispondente al10 scambio dei punti rappre- 

(*) Vedi 5 23. 
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a sentativi (6), (8), e queste non spostano i piani del pentaedro; le altre due 
a Rono date rispettivamente da 

1 7 . 1 4 ~ 1 3 ~ 1 5 . 1 6 ~ 1 8 '  1 7 ~ 1 4 . 1 3 . 1 5 . 1 6 ~ 1 8  
1 7 . 3 4 . 2 7 . 3 5 . 3 6 - 3 8  1 7 - 3 4 - 2 7 - 3 5 . 3 8 . 3 6  

u e queste invertono l'oïdine dei piani. n 

$ 18. Esaedri circolari aperti. 

Abbiamo visto ne1 paragrafo precedente che i tre pentaedri aperti sono 
simrnetrici sia a destra che a sinistra, cioè che esistono sempre sostituzioni 
che scamhiano la parte destra colla parte sinistra. Per passare allora agli 
esaedri, noi possiamo continuare ad aggiungere il sesto piano da una parte 
sola es. a destri<. Por le rette libere deli'ultimo piano a destra (piani E) 
noi dobbiamo far passare altri piani che non abbiano altre rette in comune 
con tutto il pentaedro. 

Tali piani sono: 
pel 1." pentaedro: 

F, ~ ( 4 6 ~ 3 8 . 5 7 )  

F, = ( 1 8 6 2 )  
pel 2." pentaedro: 

& . = ( 1 6 3 2 )  F , ' e ( 1 8 5 2 )  

F, ~ ( 3 6 . 5 7 - 4 8 )  
pel 3."pentaedro: 

F7/ =(53-46-78) 

Pel 1.' e 2." pentaedro non essendoci alcuna sostituzione (oltre 1) che 
lasci inalterati i piani E (v. 9 17) si ha che i piani F ci si presentano corne 
non eguivalenti fra loro, e quindi dànno luogo ad altrettante specie disti-nte 
di esaedri. 

AnnaZi di Maiematica, tom0 XX. 4% 
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- ' Per i-quattro piani poi relativi al 3." pentaedro, si vede che emi si riu- 
niscoiio in 2 coppie, un elemento di una coppia ricavandosi dall'altro permu- 
tando i puuti (6) e (€9, la qua1 permutazione, corne abbiamo .detto ne1 para- 
grafo precedente, non altera i piani del pentaedro. Ora pcrb possiamo far 
vedere che gli esaedri veramente distinti sono quelli che si hanno aggiun- 
gendo solo i primi sei piani F. Un esaedro aperto contiene evidentemente 
due pentaedri aperti che potremo chiamare pentaedro a destra e a sinistra. 

Ora coi piani F;, Fi ,  (F,") si verifica subito che il secondo pentaedro, 
contenendo gli spigoli estremi formanti una coppia gobba, è un pentaedro di 
1." specie, e quindi gli esaedri corrispondenti saranno certamente compresi 
fra i primi quattro che si ottengono sopra. 

Inoltre si pub analogamente verificare che il pentaedro a destra degli 
esaedri ottenuti coi piani F,', (F,") è di 2." specie, e quindi quelli esaedri 
non sono diversi da alcuni dei precedenti; onde infine possiamo dire: 

u Esistono sei diverse specie di esaedri aperti, e sono rispettivamente 
u rappresentate dagli esaedri : 

ABCDE& 

ABCDE,F,  

ABCDE,F3 
ABCDE,F; 
ABCDE,F,  
ABCDE,F, .  n 

Esaminando poi la coppia di pentaedri contenuta in ciascuno di questi 
esaedri si pub aggiungere: 

u L'esaedro di 1.8 specie ha 2 pentaedri di 1." specie 

u n 2: n 2 n 1." n 

u n 3." n 1 pentaedro di 1." n e uno di 3." specie 

u n 4." n 1 n 1." n n 2.a n 

O n 5." n 1 n 2." n n 3." n 

u n 6.a n 2 pentaedri di 2." n 

Si vede dunque che, a cominciare dagli esaedri, comincia a verificarsi 
questo fatto nuovo, che le due braccia (diciamo cos]) del poliedro pon sono 
più equivalenti, cioè permutabili fra 101-0. 
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Possiamo anche dire : 
u Non esistono esaedri aperti in cui i due pentaedri sieno ambedue di 

il 3." specie. n 

Da1 quadro precedente si vede che, salvo i due primi, tutti gli altri esaedri 
si possono fra loro differenziare per rispetto ai pentaedri in essi contenuti. 

Potrebbe venire qui il dubbio che i due primi fossero 10 stesso, che cioè 
pur non esistendo una sostituzione che muti ordinatamente i piani A B CD E, F, 
in A B CD E, F,, esista invece una sostituzione che muti i primi piani ordi- 
natamente in F, E, DCBA. Noi faremo ora vedere che cib non è; e allora 
ci risulterà anche una proprietà che differenzia le due prime specie. 

Lo  spigolo medio di ciascuno dei due esaedri è sempre (2 7), e le rette 
libere dei piani estremi sono rispettivamente 

1 5 . 5 4 ;  3 8 . 5 7  

L a  retta (2 7) ne1 primo caso incontra ~ o l o  1 5 .  5 7  che a loro volta si 
incontrano; e ne1 secondo ii-ivece la medesima retta incontra 1 5 7 8 che non 
si incontrano pib. Dunque: 

u L'esaedro di 1." si differenzia dall'esaedro di 2: perché in esso Io spi- 
u go10 medio insieme a due rette libere dei piani estremi forma un piano, e 
u ne1 secondo invece il medesirno spigolo incontra una coppia gobba di rette 
u libere dei piani estremi. n 

§ 19. Poliedri circolari principali. 
M a s s i m o  o r d i n e  d e i  p o l i e d r i  c i r c o l a r i .  

Pe r  i poliedri circolari aperti possiamo proporci il problema analogo a 
quel10 propostosi da1 prof. BERTINI per i poliedri ordinarii, e da noi anche 
trrittato ne1 § 13; cioè possiamo chiodere se esistono e quali sono, poliedri 
circolari aperti (oltre quelli di ordine (*) massirno) che non sieno più contenuti 
in altri di ordine maggiore, cioè tali che qualunque altra faccia ad essi si 
aggiunga, questa, oltre 10 spigolo che h a  comune colla faccia precedente, 
venga a contenere sempre una retta appartenente già al poliedro primitivo. 

Adoperando anche qui la denominazione di BERTINI, un tale poliedro cir- 
colare Io chiameremo principale. 

v) Per orcline di un poliedro inteaaiamo, al solito, il iiuueilo delle sue facce, 
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Noi ci proponiamo di esaminare quali sono, cioè di yuali ordini possono 
essi essere, e contemporaneamente giungeremo a scoprire qualcosa riguardo 
al massimo ordine dei poliedri circolari aperti e chiusi. Giacchè è chiaro che 
un poliedro circolare aperto di ordine n contiene in tutto 2n + 1 rette della 
superficie cubica, e un poliedro chiuso contiene invece 2n  rette; quindi poichè 
in tutto le rette sono 27 parrebbe a prima vista che si potessero costruire 
poliedri aperti sino all'ordine 1 3 ,  e poliedri chiusi sino anche all'ordiiie 13, 
Noi jnvece troveremo che di tali ordini non esistono nè poliedri aperti, nè 
chiusi, e che l'ultirno ordine &e si pu6 raggiungere è il 12.m0. 

Cominciamo coll'esamiriare partitamente i sei esaedri aperti del 5 18. 
Le rette esterne al 1." di esçi sono: 

colle quali si possono formare solo i sei piani 

(1 6 8 2) r III 
(1 7 8 2 ) s I V  

Dobbiamo esaminare come questi piani possono aggiungersi a destra O 

a sinistra dell'esaedro di 1." specie in nianiera da formare poliedri aperti di 
ordine superiore. 

E prima di tutto osserviamo che l'esaedro di cui si parla è simmetrico 
rispetto alle sue due estremità, come anche l'esaedro di 2." specie e quel10 
di 6.", come risulta da1 paragrafo precedente. E quindi per tali esaedri ba- 
sterà fare la considerazione solo per un brnccio, dovendo accadere pel braccio 
opposto la cosa annloga a quella che si troverà accadere da una parte. Cib 
servirà ad abbreviare la nostra ricerca. 

Consideriamo dunque il braccio a destra, e allora i soli piani che si pos- 
sono riunire ad F, sono: 

( 1  8 3 2) 5 a 
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e ci resta da esaminare in quanti modi ad uno di questi piani possiamo far 
succedere una catena di piani scelti successivamente fra i sei segnati sopra. 

Ora questo lavoro 10 possiamo fare con un metodo grafico nella seguente 
maniera. 

Segniamo sei punti ognuno dei quali stia a rappresentare uno dei sei 
piani di sopra (vedi fig. XXI), e uniamo con rette quei punti che rappresen- 
tano piani aventi rette comuni. 

Sul medesimo disegno poi poniamo altri tre punti clie rappresentino i 
piani a ,  b ,  c ,  e analogamente riuniaino questi punti con quelli dei precedenti 
rappresentanti piani con cui a ,  b,  c hanno rispettivamente rette comuni. 

Allora sulla figura che ne risulta dobbi~mo rintracciare tutti i carnmini 
continui partenti da a ,  b, c, e non passanti mai per punti clie sulla figura 
stieno congiunti con altri pei quali già precedentemente si è passati. Cosi 
per es. (fig. XXI) il cammino a 1 I I I  IV è uno da considerarsi, m a  l'altro 
a 1 III II non è da considerarsi perchè il punto II sulla figura è già congiunto 
con 1, e la successione di piani rappresentata da quel cammino conterrebbe 
i tre piani 1 I I  III passanti tutti per la medesima retta (1 6) cosa che non 
pub accadere in un poliedro circolare. 

In  ta1 maniera si trova che i cammini possibili sono: 

a 1 III IV b Q c VI 

a V II III IV b II III c 1 III IV 

b IV 'III 1 

e possiamo conchiiidere che al di là dei piani estremi corrispondenti a cia- 
scuno di tali cammini, non esistono altri da potere aggiungefe. Ognuno di 
questi cammini dunque corrisponderà ad un poliedro circolare aperto princi- 
pale cui appartiene l'esaedro dato. Onde (tenendo presente I'osservazione fatta 
riguardo alla simmetria dei due bracci): . - 

u Un esaedro circolare aperto di 1." specie è contenuto (come esaedro di 
u termine) in quattro ottaedri principali, in sei ennaedri principali, in otto de- 
u caedri principali, e finalmente in due soli endecaedri principali. n 

In ta1 maniera veniamo anche a scoprire l'esistenza degli ottaedri prin- 
cipali che adesso potremmo anche costruire. 

Non ci resta ora che rifare un lavoro perfettamente analogo per gli altri 
cinque esaedri, 
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Per  quel10 di 2." specie, le rette esterne sono: 

1 6 . 1 7 . 1 8 . 2 3 . 2 5 . 2 8 . 3 6 . 3 8 . 4 8 . 5 6 . 5 7 . 5 8 . 6 7 . 6 8 ,  

e i piani che possono formarsi con queste rette sono: 

( 1 6 3 2 ) ~ I  ( 1 6 5 2 ) I I  ( 1 6 8 2 ) z I I I  

( 1 7 5 2 ) s I V  ( 1 8 3 2 ) z z V  ( 1 8 5 2 ) V I  ( 5 7 - 3 6 . 4 S ) = V I I ,  

mentre i piani da potersi aggiungere direttamente ad F2 sono: 

( 1 7 8 2 ) a  ( 3 5 . 4 8 . 6 7 ) = b ,  

e cogli stessi principii di avanti costruiamo la fig. X X I I ,  dalla quale rica- 
viamo i canimini possibili : 

a I I I  1 V VI  b VI1 I V  II I I I  

a III 1 VI1 b VI1 IV VI V 

a I I I  II V I  V b VI1 1 III 

a I V  VI1 1 V, 
e quindi: 

u L'esaedro circolare aperto di 2.a specie appartiene (come esaedro di 
u termine) a quattro decaedri principali, e a 18 endecaedri principali. n 

Per gli altri tre esaedri segueriti non si pub fare la ricerca solamente 
da1 lato sinistro, come abbiamo fatto ora, e poi raddoppiare i risultati, m a  
bisogna farla separatamente da ambo i lati, perchè, come abbiamo osservato, 
quelli esaedri non sono simmetrici dalle due parti. 

Le rette esterne al nostro esaedro di 3." specie sono: 

1 6 . 1 8 . 2 3 . 2 5 - 2 8 - 3 5 . 3 6 , 3 8 . 4 8 . 5 6 . 5 7 n 5 8 . 6 8 . 7 8 ,  . 

e i piani formati con queste rette sono: 

( 1 6 3 2 ) I  ( 1 6 5 2 ) ~ I I  ( 1 6 8 2 ) = I I I  ( 1 8 3 2 ) = 1 V  

( 1 8 5 2 ) = V  ( 4 8 - 1 > 7 . 3 6 ) = V I ,  

mentre al solito i piani dalla parte destra possono essere solo . . 

( 1 7 5 2 ) ~ ~  ( 1 7 8 2 ) ~ b  ( 6 7 . 4 8 . 3 5 ) r c ,  
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e da sinistra 

- - ( 1 5 3 2 ) = a 1  (1582)=_b1  ( 4 5 . 6 3 . 7 8 ) = c 1 ,  

e si hanno rispettivamente le successjoni: 

a Y I  1 I I I  b III 1 I V  V c V I  1 IV  P 
a VI  1 I V  b I I I  1 V I  c VI  1 111 
a V IV 1 III b III II V I V  c VI 1 II V 
a II 1 I V  
a II I I I  

a' 1 ILI b' III 1 IV V c' 1 IV  V 
a' 1 I I  V b' III 1 VI c' 1 II V 
a' 1 VI b' III I I  c' 1 III 
a' IV V II I I I  b' V II 1 VI c' V I  

b' V I V  1 V I  

u L'esaedro di 3.a specie appartiene (come esaedro di termine) ad un solo 
u ottaedro principale, a 5 enneriedri, a 9 decaedrj, e a 9 endecaedri tutti 
u principali. n 

e i piani. con queste formati sono: 

( 1 6 3 2 ) L I  ( 1 6 5 2 ) ~ I I  ( 1 7 5 2 ) ~ I I I  ( 1 7 8 2 ) ~ I V  
( 4 8 . 5 7 - 3 6 ) = V  ( 4 8 . 3 5 . 6 7 ) = V I ,  

mentre i piani a destra e a sinistra sono: 

( 1 8 3 2 ) ~ ~  ( 1 8 5 2 ) = b  ( 1 6 8 2 ) ~ ~  
( 1 5 3 2 ) ~ a '  (1582)=bf  ( 4 5 - 6 7 . 3 8 ) ~ ~ '  ( 4 5 . 6 3 - 7 8 ) = d 1 ,  

e si pub formare la fig. XXIV, da cui si ricavano le successioni: 

a 1 II III IV  b II 1 V I V  c 1 V III 
a 1 V I I I  IV  b I I I  I V  c I V V I  

a I V V I  b III V 1 c II I I I  V V I  
b I I I  V V I  c I V  I I I  V VI  
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a' 1 II III IV b' IV III IL 1 c' VI V 1 I I  d' I II III 
a' 1 V I T ~  I V .  - 6' 1T III V 1 c' VI Y III II d' V III 

a' V I  V III II b' IV III V VI C' VI V III IV d' V VI 
arV1VII I IV - a' IV III II. 

u L'esaedro di 4.a specie appartiene a 3 enneaedri, 7 decaedri, e 15 en- 
rr decaedïi pkincipdi. v 

Per l'esaedro di 5." specie le rette e i piani esterni sono rispettivamente: 

1 7 . 1 8 . 2 5 . 2 6 . 2 8 . 3 5 . 3 6 . 4 6 . 4 8 . 5 6 . 5 7 . 6 7 . 6 8 . 7 8  

(1752)='1 ( 1 7 6 2 ) ~ I I  ( 1 7 8 2 ) = I I I  ( 1 8 6 2 ) ~ I V  

( 3 5 . 4 6 . 7 8 ) ~ V  ( 3 5 . 4 8 - 6 7 ) = V I  ( 3 8 . 4 6 . 5 7 ) s V I I ,  

mentre i piani a destra e sinistra sono: 

( 1 8 5 2 ) ~ ~  ( 1 6 8 2 ) s b  ( 1 8 3 2 ) ~ ~  

(1 5 6 2 ) ~ a '  ( 4 5 . 6  7 . 3 8 ) , b 1  

e si costruisce al solito la fig. XXV, da cui ricaviamo le successior,i: 

a 1 III V VI 
a 1 VI1 V 'VI 

a 1 II VI V 
, 
a I II IV 

a' IV 
a' II VI V VIL 
a' II 1 VI1 V 

a' II III V VII' 

b III 1 VI1 c VI1 1 II VI 
b III V VI1 c VI1 1 III 
b III II VI c VI1 Y III II . 

b III V VI c VI1 V br 11 
b IV . .. II VI V VI1 c IV II VI V 

b IV II 1 VI1 V c IV II III V 
c IV. II 1 

b' II IV 

b' II 1 
b' II III V 

b' VI V III 1 

b' VI1 V III 

b' VI1 1 III. 

u L7esaedro di 5." specie appartiene ad 1 ottaedro, 2 enneaedri, 10 de- 
u caedri, 12 endecaedri, 2 dodecaedri tutti principali, s 
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Incontriamo dunque qui per la prima volta i dodecaedri aperti; essi si 
ottengono aggiungendo convenientemente una rete di piani da quel braccio 
dell'esaedro di 5.' specie, da cui sta il pentaedro di 3.a specie. Si  vede che 
le due rette esterne a quei due dodecaedri sono rispettivamente: 

2 5 ,  5 6 

48, 5 6 ,  

cioè formano in anlbo i casi una coppia di rette concorrenti; m a  è anche 
facile vedere che non si pub chiudere con un piano, passante per una di 
queste rette, nessuno di quei dodecaedri aperti, e quindi non si pub con essi 
formare un poliedro chiuso di 13 facce. 

Passando finalmente all'esaedro di ka specie (che é sirnmetrico nei due 
suoi bracci, e quindi basterà considerare solo un lato per es. il destro), si ha 
che le rette e i piani esterni sono: 

1 6 . 1 7 . 1 8 . 2 3 . 2 5 . 2 6 . 2 8 . 3 5 - 3 8 . 4 6 . 5 6 . 6 7 . 6 8 . 7 8  

(1 7 6 2) 1 (1 7 8 2) = II (1 6 5 2) =. III (1 6 8 2) = I V  

( 1 8 3 2 ) = V  ( 1 8 6 2 ) r V I  ( 3 5 - 4 6 - 7 8 ) z V I I )  

tnentre i piani a destra sono: 

(1752),a  ( 5 7 . 4 6 - 3 8 ) ~ b  ( 4 8 ~ 3 5 . 6 7 ) ~ ~ .  

Si costruisce la fig. XXVI ne1 solito modo, e se ne ricava: 

a I V I V  b V VI 1 II c I V I V  

a 1 V I  I V  b V VI  I V  III c 1 V I  IV  III 

a II I V  V I  V b VI1 II 1 V I  c 1 II I V  III 

a II VI1 O VI1 II I V  VI c VI1 II I V  III 
a III I V  V I  V b VI1 II I V  III c VI1 II I V  V I  V. 

u L'esaedro di 6." specie appartiene a 2 enneaedri, 6 decaedri, 20 en- 
u decaedri, 2  'dodecaedri, tutti principali. n 

Anche qui, come si vede, compariscono i dodecaedri. Le rette esterne 
ad uno di essi sono qui 2 5 .  5 6 formanti anche ilna coppia di rette concor- 
renti. E anche qui si pub verificare che se si vu01 chiudere con un piano 
uno dei due dodecaedri, non si pub trovare un piano che non abbia contem- 

Annali di Matematica, tom0 X X .  43 
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poraneamente rette in comune con altri piani del poliedro; e quindi neanche 
qui possono formarsi poliedri chiusi di 13."' ordine. 

I n  quanto poi ai dodecaedri chiusi non è difficile vedere che essi effet- 
tivamente esistono; cos1 per es. abbiamo trovato che il nostro esaedro di 
1." specie appartiene all'endecaedro principale ottenuto aggiungendo ad esso 
a destra successivamente i piani: 

( 1 8 3 2 )  ( 1 8 5 2 )  ( 1 6 5 2 )  ( 1 6 8 2 )  ( 1 7 8 2 ) ,  

e questo endecaedro pub chiudersi col piano (5 4 .  7 S - 3 6) in maniera da 
formare un dodecaedro chiuso. 

Possiamo dunque conchiudere : 
u Esistono poliedri aperti e chiusi sino all'ordine 12,  e non oltre. Esi- 

u stono poliedri circolari aperti principali di soli cinque ordini, cioè dagli ot- 
u taedri sino ai dodecaedri. 

u L e  due rette lasciate libere da un dodecaedro aperto, formano sempre 
u una coppia di rette concorrenti. 

u Gli esaedri delle prime quattro specie non sono contenuti (come esaedri 
u terrninali) in nessun dodecaedro principale; quelli delle altre due specie vi 
u sono invece contenuti., 

u Solamente gli esaedri di 1." 3." 5." specie sono contenuti (come esaedri 
u terminal i)  in ottaedri principali. n 

E colle tavole stabilite sopra avremmo anche il mezzo di ricavare una 
gran quantità di altri teoremi; come per es.: 

u Gli esaedri di 3.a e 5.' specie sono contenuti (sempre come esaedri di 
u termine) in un solo ottaedro principale che si ottiene da essi aggiungendovi 
u successivamente due piani dalla parte da cui essi contengono i pentaedri 
u rispettivamente di 1." e di 2." specie, e non dalla parte opposta. 

u Un dodecaedro (principale) aperto terrnina sempre con pentaedri di 
u 2.a specie, e mai con pentaedri di l.a O 3.a specie. n 

E cosi altri ancora che per brevità tralasciamo. 
Prima di por termine a questo capitolo dobbiamo avvertire espreesamente 

una cosa che del resto risulta evidente dopo tutta I'analisi precedentemente 
fatta; ed è che ogni volta in cui ci è accaduto di scrivere delle frasi corne 
queste: il ta1 esaedro appartiene a l  ta1 poliedro przizcz$ale, abbiamo sempre 
inteso dire che ci appartiene come esaedro terminale, cioè che quel ta1 po- 
liedro principale in uno degli estremi termina con quell'esaedro. 
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5 20. Considerazioni su1 metodo adoperato in queste ricerche. 

Lo scopo essenziale che ci siamo proposti in questi lavori sulla configura- 
zione delle 27 rette di S,, e in altri sulla configurazione delle 28 tangenti doppie 
di i/", (Lincei-Rendiconti, 1892-93) è stato di studiare aggruppamenti finora 
affatto O poco considerati, e di studiarli in relazione ai gruppi e sottogruppi 
di sostituzioni che a loro corrispondono. Perb non è male dire qualche parola 
su1 metodo col quale abbianio abitualmente proceduto nella ricerca. Esso è, si 
pub dire, un metodo grafiro, e che appunto per questa sua qualith è capace 
di rappresentarci in modo piu intuitivo le proprieth di configurazione. Ma si 
ingannerebbe chi credesee che si tratti di un metodo sostanzialmente diverso 
da quel10 che risulta dalla conosciuta notazione di HESSE e ARONHOLD per le tan- 
genti doppie della C, (*) e dalla notazione di SCHLAEFLI per le rette di S, (**). 

Nella nostra maniera in fondo nor, si fa che ridurre sotto forma grafica 
queste medesime notazioni, il che qualclie volta è un non lieve vantagaio. 
Cib risulta senz'altro dagli stessi principii che abbiamo adoperato nella Me- 
moria precedente, dove abbiamo appunto applicati gli studii di HESSE e ARO- 
NHOLD sulle tangenti doppie di C, ,  alle caratteristiche di geriere 3 che erano 
state studiate da WEBER, ma adoperando la notazione solita che si usa pcr 
le caratteristiche di genere qualunque. 

I n  quanto d a  notazione di SCHLAEFLI essa notoriamente è la seguente. 
Indichiamo con 

a3 a4 a, a, ta7 as 

8 3  b4 b, b, 6, b,, 

le retta di una bisestupla di S, e con cik la retta che incontra aibk, ak b i .  
Ora facciamo le seguenti modificazioni: in luogo di a poniamo il numero 1, 
e in luogo di b il numero 2, e svpprimiamo il simbolo c, e alteriamo poi 
leggermente la scrittura. 

Si vede che allora possiamo rappresentare le 27 rette con 

(1 3) (1 4) (1 5) (1 6) (1 7) (1 8) 
(2 3) (2 4) (2 5) (2 6) (2 7) (2 8) 

(ik) ( i , k = 3 , 4  ,... 8). 

(*) Vedi per es. SALMON, IIigher plane cztwes tradotto da 
(**) Vedi per es. CREMONA, Crelle, tom. 68, pag. 76 e seg. 

FIEDLER, Cap. VI. 
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Cib ci mostra subito che se considerirtmo otto punti, e li congiungiamo 
a due a due con 28 rette, e sopprimiamo la retta (1 'L), le altre 27 possono 
rappresentare, opportuna.mente interpretate, le 27 rette di S,, e cos1 si ricade 
appunto nella figura fondamentale che noi abbiamo sernpre adoperata. Per 
noi questi 8 punti sono gli 8 punti basi di una rete di quadriche; nella no- 
tazione di SCHL~EFLI invece i 6 punti 3 ,  4 , .  .. 8 sono 6 punti della rappre- 
sentazione piana di 8,. 

Milano, estate del 1892, 

I N D I C E .  

Cj 1. Sottogruppo di sostituzioni che Iasciano fisso un piano tritangente. 

3 2. Sottogruppo di sostituzioni che lasciano fisso il complesso di due piani passanti 
per una retta. 

9 3. Sottogruppo di sostituzioni che lasciano fisso il complesso di due piani non 
menti  rette comuni. - Gruppo del triedro di 3." specie. 

8 4. Triedri di varie speoie. 

5 5. Gruppo di sostituzioni che lasciano fisso un triedro di 1." specie. 

5 6. Gruppo di sostituzioni per un triedro di 2." specie. 
\ 5 7. Tetraedri di quattro specie. 

5 8. Gruppo di sostituzioni che lasciano fisso un tetraedro di 1.' specie. 

3 9. Gruppo di sostituzioni che lasciano fisso un tetraedro di 2.a specie. 
5 10. Gruppo del tetraedro di 3." specie. 
5 11. Gruppo del tetraedro di 4.a specie e del pentaedro principale. 
5 12. Pentaedri di varie specie. 
8 13. Alcuni teoremi sui pentaedri. - Poliedri principali. 
§ 14. Poliedri circolari aperti e chiusi. - Tetraedri circolari. 
5 15. Tetraedri circolari aperti e pentaedri chiusi. 
5 16. Pentaedri circolari aperti. - Esaedri circolari Chiusi. 
5 17. Gruppi di sostituzioni per i pentaedri circolari aperti. 
5 18. Esaedri circolari aperti. 
3 19. Poliedri circolari plincipati. - Massimo ordine dei poliedri circolari. 
5 20. Considerazioni su1 metodo adoperato in queste ricerche. 

FINE DEL TOMO XX.' (SERIE II.'). 
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