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Metrisch-e Eigenschaften der cubischen Raurncurve. 

Von 

Prof. R. STCIZM 
iu 1:reslaii. 

1. Die Gradzahlcn der mit der cubischen Raurncurve verbundenen Oerter 
der Normalebenen, rectificirenden Ebenen , Hauptnormalen, Binormnlen 
u. S. W. findet man leicht mit Hilfe folgender allgemeiner Satze: 

1. D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  z w e i c r  
e i n d e u t i g  a u f  e i n a n d e r  b e z o g e n e r  C u r v e n  n te r  u n d  nIter O r d -  
n u n g  v e r b i n d e n ,  e r z e u g e n  e i n e  R e g e l f ë c h e  (n,+n,)ten G r a d e s .  

Denn in eineni Ebenenbüschel entsteht durch die Ebenen, welche ent- 
sprechende Punkte enthalten, eine Correspondenz Ln,, n] , dcren Coincidenzen 
die Geraden der Regelflacha enthalten, welche die Achse des Büschels 
schneideri. 

Der Grad der Regelfliiche vermindert sich um a, wenn a - m a l  ent- 
sprechende Punkte zusammenfallen. 

2. B e i  z w e i  C u r v e n f i t e i O r d n u n g ,  b e z w . n , t e r K l a s s e ,  w e l c h e  
s i c h  i n  d e r s e l b e n  E b e n e  b e f i n d e n  u n d  i n  e i n d e u t i g e r  B e -  
z i e h u n g  d e r  P u n k t e  u n d  T a n g e n t e n  s t e h e n ,  f a l l t  ( n + n , ) - m a l  
e i n  P u n k t  d e r  e r s t e n  a u f  d i e  e n t s p r e c h e n d e  T a n g e n t e  d e r  
zw e i t e n .  

Die Correspondenz niimlich in einem beliehigen Strahlenbüschel der 
Ebene, in der zwei Strahlen einarider entsprechen, von denen der eine 
nach einem Punktje der ersten Cuïve, der andere nach dem Schnitte der 
Tangente desselben mit der entsprechenden Tangente der zweiten Curve 
geht,  i s t ,  wenn n' die Klasse der ersten k t ,  [a'+ .lz?, PZ]. Zu den Coin- 
cidenzen gehoren die im Büschel befindlichen Tangenten der ersten Curve, 
die übrigen führen zu Incidenzen entsprechender Punkte  und Tangenten. 

Gebertriigt man dieaen Satz auf die Hegel, welche aus einem beliebigen 
Punkte die Punkte einer Curve nter Ordnung und die Geraden einer Regel- 
flachc n,ten Grades prajiciren, 80 hat man: 

3. W e n n  d i e  P u n k t e  e i n e r  C u r v e  nte '  O r d n u n g  a u f  d i e  
E r z e u g e n d e n  e i n e r  R e g e l f l a c h e  ~ z , t e n  G r a d e s  - im besonderen 
Falle auf die Tangenten einer Curve .~z, ton Ranges (a l ter  Klasse, wenn sie 
eben kt) - b c e o g e n  ç i n d ,  s o  u m h ü l l e n  d i e v e r b i n d u n g s e b e n e n  

Zeituchrift f. Xst l iematik u. Pliy~ik. 40. ,Tahrg. 1595. 1. Beft 1 
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2 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumciirve. 
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e n t s p r e c h e n d e r P u n k t c  u n d  T a n g c n t e n  e i n e n T o r s u s ( n + ~ , ) t ~ ~  
K l a s s e .  

Ebenso ist dusl ,  wenn die Schmiegungsabenen einer Curve nter KIasse 
eindeutig auf die Erzeugenden einer Regelflache n,ten Grades bczogen siiid, 
der Or t  der Schnittpunkte entsprechender Elemente eine Curve (n Jr nJter 
Ordnung. 

Uaraus ergiebt sich: 
4. W e n n  d i e  P u n k t e  e i n e r  C u r v e  f i t e r  O r d n u n g  a u f  d i e  

S c h m i e g u n g s e b e r i e n  e i n e r  C u r v e  n,te* K l a s s e  e i n d e i i t i g  b e -  

z o g e n  s i r i d ,  s o  i n c i d i r e n  (N+ f i , ) - m a l  e n t s p r e c l i e n d e  E l e m e n t e .  
Zum Beweise beniitzt man das Erzeugniss der Schnittpuiikte der 

Tangenten dcr ersten und der entsprechcndcn Scliuiiegungsebeneu der 
zweiten Curve und eine Correspondenz in einem Ebeneubtischel. 

2. Die TangentenflBehe der cubischcn Raumcurve E3 schneidet in d i e  
u n e n d l i c h  f e r  n e  E b e n e  8 eine Curve Q4:, vierter Ordnung dritter Klasse 
ein. lhre  acht Schnitte mit der a b s o l u t e u  C u r v e  ST2 (dem uneridlich 
fernen imaginaren Kugelkreise) lehren , dass e s  a c h t P il n k  t e a u  f s3 
g i e b t ,  d e r e n  T a n g e n t e n  d i e  R 2  t r e f f e n  u n d  b e i  d e n e n  s i c h  
N o r m a l e b e n e  u n d  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e n  - in  eine die R2 be- 
rührende Ebeue - v e r e  i n i g e n. 

U n t e r  d e n  S c h m i e g i i n g s e b e n e n  d e r  n;is z e i c h n e n  s i c h  d i e  
s e c h s  a u s ,  w e l c h e  R2 b e r ü h r e n ;  ibre 15 Schnittstrahleii sind die 
Focalstrahlen, die eelin I h g o n a l e n  (Verbindiingslinien von Gegeneckeil) 
llcs durch die gebildeten Sechsflachs die Achsen der cubischen Raumciirve." 

J e d o  v o n  d i e s e n  s e c h s  S c h m i e g u n g s e b e n e i i  v e r e i n i g t  s i c h  
m i t  d e r  z u g e h o r i g e n  r e c t i f i c i r e n d e n  E b e n e ,  u n d  i h r  K r ü m m u n g s -  
M i t t e l p u n k t ,  das heisst ihr Schnitt mit den bciden Normalebenen auf 
den in ihr gelegenen Tangenten, i s t  i h r  B e r ü h r u n g s p u n k t  m i t  Re. 

3. 1st 6" die Yolarcurve von in Hezug auf R2, so erhalten wir, 
die entsprechenden Punkte von 9't3 und Q3,  verbindend: 

D i e  B i n o r m a l c n  d e r  c u b i s c h e n  E l a u r n o u r v e  e r z e u g e n  e i n e  
R e g e l f l a c h e  s e c h s t e n  G r a d e s ,  v o n  w e l e h e r  d r e i  E r z e u g e n d e  
i n  E f a  11 e n ,  die Binormaleri der unendlich fernen Punkte A ,  B , C von !JI3. 

Verbinden wir die Punkte von !Tt3 mit den Tangenten von Q 3 4 ,  so 
ergiebt sich : 

D i e  N o r m a l e b e n e n  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  u m h ü l l e n  
e i n e n  T o r s u s  s i e b e n t e r  I i l a s s e ,  w e l c h e r  Q z u r  d r e i f a c h e n  
R e r ü h r u n g s e b e n e  h a t ;  denn sie ist Normalebene fiir A ,  R ,  C. 

Verbindet man aber die Tangenten von n3 mit den eiitsprechenden 
Piinkten von G3,, so hst  man: 
- - - - - -- - - - 

". H. K r i i g e r ,  ,,L)ie Focaleigerieühaf'ten der cubischen Rau~ricurve'~, Disçer- 
tation. Breslau 1883.- Bekanntlich werdcn auch die Schnittlinien der Schmiegungs- 
ebenen Achscnlgcnannt. 
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Von Prof. R. STURM. 3 
_^C_X1_.__ - _---- 

D i e  r e c t i f i c i r e n d e n  E b e n e n  v o n  913 u m h ü l l e n  e i n e n  T o r s u s  
e b e n f a l l s  s i e b c n t e r  K l a s s e ,  zu dcm aber Q nicht gehort.' 

Der Schnitt dieser rectificirenden Flache mit Q ist eine Curve siebenter 
Klasse G,; polarisiren wir sie in Bcaug auf R2 in die Curve siebenter Ord- 
nung E7 und verbinden wiederum die entsprechenden Punkt,e von YI3 und aï, 
so erhalten wir: 

D i e  H a i i p t n o r m a l e n  d e r  c u b i s c h c n  R n u m c u r v e  e r z e u g c n  
e i n e  R e g e l f l i i c h e  z e h n t e n  G r a d e s .  

Sie ist  auch das Erzeugniss der Sühnittlinien entsprechender Ebeuen 
des Torsus dritter Klasse der Schmiegungsebenen und des Torsus siebenter 
Klasse der Kormalebenen von !Ji3. 

Ebenso sind die Binormalen Schnittlinien entsprechender Ebcncn dcr 
beiden Torsen siebenter Klasse der Normalebenen und der rectificirenden Ebenen ; 
aber achtmal vereinigen sich entsprechende Ebencn, daher sinkt der Grad 
der Regelfliiche der Biuormalen von 14  auf 6 herab. 

D i e  F l ü c h c  d e r  H a u p t n o r m a l e n  h a t  d r c i  i n  Qr g e l c g e n c  
E r  z e u g e n d  e n ,  die Hauptnormalen von A ,  B ,  C. 

4. Der Torsus der Normalebenen kann k e i ~ e  stationare Ebene haben 
und ein ebener Schnitt von ihm keine Wendetangente. Dieser Schnitt ist 
vorn Geschleclite O und hat eine dreifaühe Tangente im Unendlichen; 
daraus ergiebt sich, mit Hilfe der P l ü c  k er 'schen Formeln, dass e r  zwolf 
weitere Doppeltangenten hat  und seine Ordnung 12 ist. 

D i e  K r ü m m u n g s a c h s e n  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  e r -  
z e u g e n  e i u e  a b w i c k e l b a r e  F l a c h e  z w o l f t e r  O r d n u n g  s i e b e n -  
t e r  K l a s s e .  

Schneiden wir entsprechende Schmiegungsebenen und Krtimmungs- 
achsen, so ergiebt sich: 

D i e  K r t i m m u n g s - M i t t e l p u n k t e  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  
e r z e u g e u  e i n e  C u r v e  15. O r d n u n g .  

Die Krümmungsachsen verbinden die Punkte dieser Curve mit den 
entsprechenden von E3,. Die Reduction der Ordnung ihrer Flache von 
15 + 3 auf 12 beruht darauf, dass sechsrnal - bei den Q2 berührenden 
Schmiegungsebenen - entsprechende Punkte zusammenfallen. 

Andererseits verbinden die Hauptnorrnalen entsprechende Punkte der 
9i3 und dieser Curve 15. Ordnung; die Reduction um 8 geschieht wegen 
der Punkte von X3, bei denen die Normalebene mit der rectificirenden 
Ebcnc und infolge dcsscn dcr Krümmiings-Mittelpiinkt mi t  dem Punkte 
von !YI3 sich vereinigt, zu dem er  gehort. 

5 .  Wenn A', A" die bzidcrseitigcn Nachbarpunkte dcs unendlich ferncn 
Punktes A der !Y?' sind,  so ist  Q die zu A gehorige Normalebene, die von 
- - 

* Diescr Satz und der über die Biuorrnalen Gndet sich schon bei K r ü g e r .  
1 * 
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4 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurve. 
.^_^_- _M_-_M__M_ ---- - -- 

A', A" schneiden beide die 6 in der Wendetangente a von Q3,, welche 
dem gomeimamen Punktc A der Tangenten AB', A"A von 8' - der ein 
Rückkehrpunkt von (334 ist - entspricht. Daher wird sie Rückkehr- 
Erzeugendo der abwickolbaren FlBche der Normalebencm und dreipunktig 
bertihrende Tangente der Rückkehrcurve dieser F lkhe .  Die drei Geraden 
a ,  6 ,  c ,  den unendlich fernen Punkten A ,  B ,  C von X3 zugehorig, je 
dreifach gerechnet - weil Qr die zugehorige Berührungsebene ist - ver- 
vollstindigen QS, zurn Schnitte zwolfter Ordnung. 

Ein ebener Schuitt des Normalebenen - Torsus ist siebenter Klasse 
zwolfter Ordnung, hat eine dreifache und zwGlf doppelte Tangenten, also 
15 Kückkehrpunkte, von denen drei von den eben erwiihnten Rückkehr- 
Erzeugenden herrühren. Die zwolf übrigen lehren: 

D i e  R ü c k k e h r c u r v e  d e s  N o r m a l e b e n e n - T o r s u s  o d e r  d i e  
C u r v e  d e r  M i t t e l p u n k t e  d e r  v i e r p u u k t i g  b e r ü h r e n d e n  K u g e l n  
( S c h m i e g u n g s k u g e l n )  i s t  z w o l f  t e r  O r d n u n g  (zwolften Ranges 
siebenter Klasse). 

Wirkliche Doppelpunkte kann sie nicht besitzen; dnher habcn wir, 
wenn h die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte und s die der Rückkehrpunkte 
dieser Curve ist , 2 h + 3 s  = 12.11 - 12 = 120, und wegcn dcs Geschlechts O: 
h + s = 55, also: 11 = 45, s = 10. Die letztere Zahl liefert den Satz: 

D i e  c u b i s c h e  R a u m c u r v c  b e s i t z t  z e h n  K u g e l n ,  w e l c h e  
s i e  f ü n f p u n k t i g  b e r ü h r e n .  

6. Auch zwei auf einander folgende rectificirende Ebcncn konnen nicht 
zusammenfallen. Daraus schliessen wir : 

D i e  r e c t i f i c i r e n d e  F l a c h e  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v o  i s t  
z w o l f t e r  O r d n u n g .  

I n  jcder Ebene giebt es 15 Gerade, àurch welche zwei reçtificirende 
Ebenen gehen. 

D i e  R ü c k k e h r c u r v e  d i e s e r  F l B c h e  i s t  15. O r d n u n g  und 
hat 16 Rückkehrpunkte. 

Es  g i e b t  a l s o  16 P u n k t e ,  d u r c h  w e l c h e  v i e r  a u f  e i n a n d e r  
f o l g e n d e  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e n  v o n  3' g e h e n .  

Weil die rectificirende Ebene Grenzlage der Halbirungsebene des einen 
Fliichenwinkels zweier benachbarter Schmiegungsebenen i s t ,  so ist jeder 
I'unkt in  ihr Mittelpunkt einer Kugel,  welche beide Schmiegungsebenen 
berührt. 

P o l g l i c h  s i n d  d i e  16 I ' u n k t e  M i t t e l p u n k t e  v o n  K u g e l n ,  
w e l c h e  j e  f ü n f  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
t a n g i r e n .  

Die Krümmungsachsen verbinden entsprechende Punkte der Curve 
15. Ordnung der Kriirnuiungs -Mittelpunkte und der Curve zwolfter Ordnung 
der Mittelpunkte der Schmicgungskugeln und erzeiigen cine FlLche zwolfter 
Ordnung , also: 
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D e r  K r ü m m u n g s - M i t t e l p u n k t  f i i l l t  1 5 - m a l  m i t  d e m  z u -  
g e h o r i g e n  S c h m i e g u n g s k u g e l - M i t t e l p u n k t e  z u s a m m e n .  

Von den unendlich fernen Punkten der Curve der Krümmungs- 
Xittelpunkte fallen sechs in die Punkte, in denen QR7" von Schmiegungs- 
ebenen der 813 berührt wird; die neun tibrigen fallen zu je dreien in die 
Schnitte der Geraden a ,  6, c ,  der Krürnmi~ngsachsen von A ,  B, C, mit 
den Schmiegungsebenen r u ,  p ,  y dieser Punkte; denn für jeden dieser drei 
Punkte der 9t3 und seine beiden Nachbarpunkte ist der Kriimmungs- 
Mittelpiinkt unendlich fern. 

Die zw6lf Echnitte aber dcr Curve der Mittelpunkte der Schmiegungs- 
kugeln mit Q fallen zu je vier in die diesen Wendetangenten a ,  6 ,  c von 
Q3,  zugehorigen Wendepunktc, denn durch jeden der Punkte A ,  B, C gchcn 
vier unendlich nahe Schmiegungskugeln, siimmtlich mit unendlich fernem 
Nittelpunkte, in ihrem Bertihrungspunkte aber mit E3, wird die Wende- 
tangente, als Krhnmungsachse der 9t3, von der nachstfolgenden Normal- 
ebene geschnitten. 

D e r  K r ü m m u n g s k r e i s  e i n e s  d e r  P u n k t e  A, B, C b e s t e h t  
a u s  d e s s e n  T a n g e n t e  u n d  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  
d e r  S c h r n i e g u n g s e b e n e ,  d i e  S c h m i e g u n g s k u g e l  a u s  d i e s e r  
S c h m i e g u n g s e b e n e  u n d  d e r  u u e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e .  

7. D i e  K r e i s e  a u f  d e n  F l a c b e n  e i n e s  R i i s c h e l s  z w e i t e r  O r d -  
n u n g  b i l d e n  e i n e  C o n g r u e n z  v o n  K r e i s e n ,  v o n  d e r  d u r c h  j e d e n  
P u n k t  s e c h s  g e h e n .  

Die Ebenen dieser ao2 Kreise berühren alle die Cayley ' sche  Curve 
dritter Klasse des N e t ~ e s  von Kegelschnitten in &, das durch den R2 und 
den vom Fliichenbüschel eingeschnittenen KegelschnittLüscbel constituirt 
wird. Folglich umhülleri die Ebenen derjenigen von diesen Kreisen, die 
durch einen Punkt O der Grundciirve !Il4 des Rüschels gehen, einen Kegcl 
dritter Klasse. Und auf dem Erzeugnisse dieser Kreise is t  X4 dreifach. 

Lassen wir auf eiuer Geraden 1 einem Punkte X die sechs Punkte X' 
entsprechen, in denen 1 von den Ebenen der sechs durch O gehenden Kreise 
auf der Flache des Uüschels durch X geschnitten wird, so gehen umgekehrt 
durch jeden X' die F:benen von drei durch O gehenden Kreisen auf Fliichen 
des Büschels und es entsprechen dem X' die sechs Punkte X, in welchen 
diese Flachen die Z schneiden. Bus den zw6lf Coincidenzen dieser Corre- 
spondenz [6,6J folgt: 

D i e  K r e i s e  a u f  d e n  F l a c h e n  e i n e s  P Z - B ü s c h e l s ,  w e l c h e  
d u r c h  e i n e n  P u n k t  O d e r  G r u n d c u r v e  9i4 g e h e n ,  e r z e u g e n  
e i u e  F l i i c h e  z w o l f t e r  O r d n u n g .  

Der Schnitt dieser Fliiche mit jeder Flache des Büschels besteht aus 
der dreifachen Grundcurve und den sechs auf der letzteren Flache gelegenen 
Kreisen durcli 0, der unendlich ferne Schnitt aber aus P, dreifach gerechnet, 
und den sechs Geraden der drei Paraboloide l e s  Büschels; denn jede von ihnen 
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setzt mit der durch O gehenden Geraden der anderen Schaar einen Kreis 
zusammen. 

Der Punkt  O iat auf ihr neunfach, denn die drei weiteren Schnitte 
einer durch ihn gehenden Geraden rtihren von den Kreisen her ,  die sich 
in den drei Rerührungsebenen befinden, welche von der Geraden an den 
ICegel dritter Klasse gehen. 

Wenn O eiiier von deil unendlich fernen Punklen von Z4 is t ,  so aer- 
f d l t  die Flache in diejenigen drei Regelschaaren der Paraboloide, zu denen 
die drei dureh O gehenden von den sechs Geraden nicht gehoren, und in die 
Kbene @, sechsfach gerechnet, da aiif jeder F2 der unendlich ferne Schnitt 
zu alleu sechs Kreisschaaren gehort. 

8. Lassen wir 314 in  eine cubische Raumcurve und eine Sehne der- 
selben zerfallen, so haben wir : 

E i u e  c u b i s c h o  R a u m c u r v e  !R3 f ü h r t  zu e i n e m  C o m p l c x c  
v o n  K r e i s e n ,  d e n j e n i g e n  n a m l i c h ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  d r e i  
S c h n i t t e  d e r  v c r s c h i e d e n c n  E b e n o n  g e h e n .  J e d c r  v o u  i h n c n  
i s t  m i t  83 d u r c h  e i n e  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  v e r b u n d e n .  

Alle Flachen zweiten Grades, welche durch s3 und die Tangente 
dieser Curve irn Punkte P gehen, berühren in P die Schmiegungsebene TC, 
so dass jeder Strahl des Büschels (P! n) auf einer dieser Flacheu liegt. 
So zeigt sich, wie die in Geradenpaare zerfallenden Krtimmungskreise der 
Punkte A ,  B, C mit Yt3 durch Flachen xweiten Grades verbiinden sind. 

D i e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  O g e h e n d e n  R r e i s e  u n s e r e s  C o m -  
p l e x e s  e r z e u g e n  e i n e  F l a c h e  z m o l f t e r  O r d n u n g .  

A u f  d e r s e l b e n  s i n d  !JI3, Q2 u n d  d i e  S e h n e  o v o n  z3 d u r c h  
O d r e i f a c h ,  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  S e h n e n  d e r  Dl3 u n d  d i e  
d r e i  w e i t c r e n  G e r a d e n  d o r  d u r c h  z3 u n d  O g e h e n d e n  P a r a -  
b o l o i d e ,  w e l c h e  m i t  @ o d e r  O i n c i d i r e n ,  e i n f a c h ,  d e r  P u n k t  
O e n d l i c h  n e u n f a c h .  

D i e  E b e n e n  d i e s e r  K r e i s e  u m h ü l l e n  e i n e n  K e g e l  d r i t t e r  
K l a s s e .  

Weil die Curve dritter Klasse in Q, nach welcher dieser Kegel geht, 
von neun Schmiegungsebenen der 9i3 t>angirt wird, so g e  h e n  v o n  d e n  
F l a c h e n  z w e i t e n  G r a d e s ,  d i e  d u r c h  X3 u n d  d i e  v e r s c h i e d e n e n  
I ~ r t i m m u n g s k r e i s e  g e l e g t  s i n d ,  n e u n  d u r c h  j e d e n  P u n k t .  

Diese Flacheu rufen zwischen den Punktreihen auf m3 und auf einer 
beliebigen Geraden eine Correspondenz [9,2] hervor. Sie hat auf Yi" 
2 .9  (2 - 1) = 18 und auf der Geraden 2.2 (9 - 1 ) = 32 Verzweiguugspunkte." 

V o n  d e n  g e n a n n t e n  F l k i c h e n  b e r ü h r e n  18 e i n e  ü e r a d e  
u n d  i h r e  E n v e l o p p e  i s t  32. O r d n u n g .  

* In Bezug auf hohere Correspondenzen vergleiche mcin Uuch :  ,,Die üebilde 
erstcn und sweiten Grades der Liniengeometrie Theil I L L  (Leipzig 1892) S. 16 flg. 
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9. E i n  a l l g e m e i n e s  F 2 - N e t z  f ü h r t  e b e n f a l l s  z u  e i n e m  C o m -  
p l e x e  v o n  K r e i s e n ;  jede Ebene schueidet e i n e  Flache des Pietzes in 
einem Kreise. 

D i e  K r e i s e  d i e s e s  C o m p l e x e s  i n  d e n  E b e n e n  e i n e s  B ü s c h e l s  
e r z e u g e n  e i n e  F l a c h e  f ü n f t e r  O r d n u n g ,  a u f  d e r  d i c  A c h s c  
d r e i f a c h  i s t .  

Auf jeder Geraden 1 entstcht nsmlich durch dic Schnitte mit eincr 
Ebene des Büschels und mit der Plache des Netzes, welche die Ebeile in 
einem Kreise schneidet, eine Correspondenz [3,2]; denn durch einen Punkt  
von I wird aus dem Netze ein Rüschel ausgeschieden, dessen in Qr gelegene 
Umhüllungscurve der Kreisschnitt-Ebenen von drei Ebenen des Uüschels 
berührt wird. Die füuf Coincidenzen führen zur Behauptung. 

D i e E b e n e n  d e r j e n i g e u  K r e i s e  u n s e r e s C o m p l e x e s ,  w e l c h e  
e i n e  g e g e l i e n e  G e r a d e  I t r e f f e n ,  u m h i i l l e n  e i n e  B l a c h e  f ü n f t e r  
K l a s s e ,  f ü r  w e l c h e  a l l e  E b e n e n  d u r c h  1 d o p p e l t  s i n d .  

Wenn I durch einen Grundpunkt des Netzes gcht ,  oder in dcm uns 
besonders interessirenden Palle,  wo alle Flachen des Netzes durch eine 9L3 
geheu, wenn I diese Curve trifft, sondert sich von der Flaçhe ein Bündel 
ab. Ceschielit es zweimal, 60 bleibt nur  eine Flache dritter Klasse, offeu- 
bar die uuendlich ferrie Curve dritter Klasse, die zu dern Biischel aus dem 
Netoe gahort,  auf dessen Flaclien sich die fraglichen Kreise befinrlen. 

Eiu Punkt O scheidet; aus dem Netze einen Büscliel aus. Die Ebenen 
der zw6lf Iireise, welche durch O gehen und I treffen, berlihren sowohl 
deri Kegel dritter Klasse, der zu dem Büichel und dern auf seiuer Grund- 
curve gelegenen P ~ i n k t e  O gehort ,  als auch die E'liiche fünfter Klasse, 
welche zum Netze und zur Geraden K gehort. E s  bleiben also noch drei 
weitere gexneinsame Ebenen. 

10. V e r b u n d e n e  R r e i s s c h n i t t -  o d e r  c y k l i s c h e  E b e n e n  e i n e r  
F l a c  h e  z w e i t e  u G r a d e s  P2 seien solcha, die zur namlicheu Achse der 
Fl%cha parallel sind. Ihre  unendlich fcrnen Geraden I ,  E' bilden ein Geraden- 
paar des Büschels (F", fi2); die bei den Flacheu unseres Netzes 
sich ergebenden E, f' bilden daher die Geradenpaare des Gebüsches von 
Kegelschnitten, da3 durch Q e  und das aus  dem Fliichennetze ausgeschnittene 
Kegelseliriittuetz constituirt wird. Folglich sind je zwei zusammengeh6rige 
f ,  Er in Bezug auf alle Kegelschnitte der Schaar conjogirt, welche sich aof 
dies Gebüsche stiitzt. Grundtangenteu dieser Schaar sind die Berührungs- 
schnen, mit 9" dcr vier zum Netze gehorigen Rotationçflachen. 

D i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  C e r a d e n  E, f' v e r b u n d e n e r  c y k l i s c h e r  
E b e u e n  d e r  F l i i c h e n  e i n e s  E ' 2 - N e t z e s  e n t s p r e c h e n  s i c h  i n  e i n e r  
i n v o l u t n r i s c h e n  q u a d r a t i s c h e n  V e r w a n d t s e h a f t .  ILir Hauptdrei- 
seit ist das Polardreiseit der Kegelschnittschaar. 

Jeder Seite f dicscs Dreiscitu als t! entspreehen als P' aile Strahlen durch 
die Gegenecke (5. Daraus folgt,  dass in jeder Ebene durch f niclit blos 
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8 Metrische Eigenschaften der cubischen Raiimcurve. 

ein Kreis liegt,  sondern ml, auf verschiedenen Flachen des Netzes befind- 
lich, deren verbundene cyklische Ebenen durch die verschiedenen Strablen 
des Büschels (6, a) gehen. 

Die Flgchen bilden auch einen Blischel, dessen Grundcurve durch die 
beiden Punkte Q 2 i  geht;  die Strahlenbüschel iim diese Punkte und der um 
G setzen die zu diesem Flkhenbüschel gehorige Curve dritter Klasse zu- 
sammen. 

R e i  e i n e m F 2 - N e t z e g i e b t  e s  d r e i  a u s g e z e i c h n e t e  S t e l l u n g e n  
v o n  E b e n e n ,  w e l c h e  n i c h t  b l o s  e i n e  F l i i c h e ,  s o n d e r n  s i i m m t -  
l i c h e  F l a c h e n  e i n e s  B ü s c h e l s  d e s  N e t z e s  i n  K r e i s e n  s c h n e i d e n .  

Alle diese Rbenen tangiren die zu einer Geraden K geliorigen Fliichc 
füufter Klasse, und die drei durch O gehenden sind die am Schlusse von 
Nr.  9 erwiihnten; zu jener Fliiche aber und ziim Kegel dritter Klasse ge- 
horen sie wegen verschiedener Kreise. 

11. Wenn nun alle Flachen des Netzes cine cubischo Raiimciirve 'S3 
gemeinsam haben, so gehen die ausgezeichneten Ebenen nach den unend- 
lich fernen Sehnen derselben. Jede von ihnen ist, cyklische Ebene für 
einen Büschel von Paraboloiden im h'etze; die ausgeschnittenen Kreise aber 
bestehen aus der Sehne und einer Geraden der andercn Schmr. 

D i e  K r e i s e  a u s  d e m  zu g e h o r i g e n  C o m p l e x e ,  w e l c h e  
e i n e  G e r a d e  1 t r e f f e n ,  b e f i n d e n  s i c h  i n  d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  
e i n e r  F l a c h e  f ü n f t e r  K l a s s e .  Diese Flache ist nur vierter Klaise, 
wenn I sich auf iR3 sttitzt. 

D i e  ~ r ü m m ~ n g s k r e i s e  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r e  9't3 e r -  
z e u g e n  e i n e  F l a c h e  15. O r d n u n g ,  a u f  w e l c h e r  !R" s o w i e  P2 
d r e i f a c h  s i n d .  

Ih r  unendlich ferner Schnitt besteht ails Q2 und den unendlich fernen 
Geraden der Schmiegungsebenen von A ,  B, C und je den beiden Nnchbar- 
punkten auf 3i3. 

12. D i e  K u g e l n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  K r e i s  K d e s  C o m -  
p l e x e s  g e l e g t  s i n d ,  t r e f f e n  8t3 n o c h  i n  d e n  T r i p e l n  e i n e r  
c u b i s c h e n  I n v o l u t i o n ,  dercnEbcncn also einen Büschel bildzn. Unter 
diesen Ebenen befindet sich Q ,  tvegen des Ebenenpaars im Kugelbtischel. 
A l s o  s i n d  d i e  E b e n e n  d e r  T r i p e 1  d e r  i n v o l u t i o n  p a r a l l e l .  
D i e s e  I n v o l u t i o n  i i n d e r t  s i c h  n i c h t ,  w e n n  d i e  E b e n e  v o n  E 
d u r c h  p a r a l l e l e  E b e n e n  e r s e t z t  w i r d .  D i e  e i n e n  u n d  d i e  
a n d e r e n  p a r a l l e l e n  E b e n e n  s i n d  v e r b u n d e n e  c y k l i s c h e  E b e n e n  
e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  Pz d u r c h  9't3. 

Wenn K ein Krtimmungskreis der !YI3 is t ,  der zum Punkte P gehort, 
so haben wir in der zugeordneten Involution das Tripe1 PQ'Q", wo Q', Q" 
die beiden u~eiteren Schnitte von %%mit der Schmiegnngskugel von P 
siud. Die unendliüh fernen Geraden der Ebenen PQ' Q" iimhüllen die Curve 
seclister Klasse, welche in der obigen Verwandtschaft der 1 und Er der 
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Cnrve 6J3, in der (S den Torsus der Schmiegungscbcnen schneidet, ent- 
spricht. 

F ü r  jeden der drei Puukte A ,  B, C als P sind die beiden anderen 

Q', Q". Also hat der von den Ebenen P Q'Q" erzeugte Torsus die 0. zur 
dreifachen Ebene und ist neunter Klasse. 

Mithin ist  jeder Punkt  von Zn3 einmal P und achtmal Q' oder Q". 
Uurüh jeden Punkt  der cubiselien Baumcurve gehen acht Kugeln, 

welche sie an anderer Stelle vierpunktig berühren. 

U n d  w i r  h a b e n  a u f  z3 e i n e  C o r r e s p o n d e n z  [8,2], i n  d e r  
s i c h  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  S c h m i e g u n g s k i i g e l  u n d  
e i n e r  d e r  b e i d e n  w e i t e r e n  S c h n i t t e  e n t s p r e c h e n .  

Die zehn Coineidenzen dieser Correspondenz sind die Berührungspuiikte 
der fünfpunktig berührenden Kugeln. 

Z w i s c h e n  d e n  P u n k t e n  Q', Q" b e s t e h t  e i n e  i n v o l u t o r i s c h e  
C o r  r e s p O n d e n z [a]. Mit der durch einen Ebenenbüschel eingeschnittenen 
cubiscben Involution - einer involulorisühen Correspondenz 1.21 - hat 
sie 2.8 Paare entsprechender Punkte gemeinsam. 

D i e  S c h n i t t s e h n e n  Q'Q" d e r  S c h m i e g u n g s k u g e l n  d e r  3" 
e r z e u g e n  e i n e  R e g e l f l a c h e  16. G r a d e s ,  a u f  w e l c h e r  d i e  C u r v e  
a c h t f a c h  i s t .  

Der Torsus der Ebenen P Q' Q" i s t ,  wie wir fanden, neunter Klasse; 
diese Ebenen verbinden die Punkte P von 9i3 mit den entsprechenden Er- 
zeugenden &' Q" der RegelilBühe. Die Erriiedrigung um 10 erfolgt durch 
die Sehnen Q'Q", welche durch die zugehorigen P gehen, das sind die 
Sehnen, welcho die Berüliruugspunkte der fürifpunktig tangirenden Kugeln 
je  mit dem sechsten Schnitte vcrbinden. 

13. Durch jeden Punkt von Yi3 gehen vier auf einander folgende 
Schmiegungskugeln und acht ,  welche anderwarts berühren. 

P o l g l i c h  g e h e n  d u r c h  j e d e n  P u n k t  z w o l f  S c h m i e g u n g s -  
k u g e l n .  

Deshalb entsteht zwischen der Piinktreihe anf 9î3 und auf einer Ge- 
raden I eine Correspondenz [12,2], in der sich ein Piinkt von $? und die 
heiden Schnitte sciner Sehmiegungskugel mit I entsprcehen. Sie hnt auf I 
2 .  2(12 - 1) = 44 Verzweigungspunkte. Zu ihnen gehort der unendlich 
ferne Punkh von I u r d  zwar 3 (4 - 1)- fach, indem durch ihn dreimal 
vier benachbarte Schmiegungskugeln gehen, ferner die 20 Schnitte der I 
mit fünfpunktig beruhenden Kugeln; d i e  15 i i b r i g e n  s i n d  d i e  S e h u i t t e  
d e r  G e r a d e n  I m i t  d e r  E n v e l o p p e  d e r  S c h m i e g u n g s k i i g e l n ,  o d e r ,  
w a s  d a s s e l b e  i s t ,  m i t  d e r  F l a c h e  d e r  K r ü m m u n g s k r e i s e ,  deren 
Ordnung 15 so von neuem gefunden ist. 

Die 2 . 12 (2 - 1.>= 24 Verzweigungspunkte auf %%ber lehren, dass 
j e d e  G e r a d e  v o n  24  S c h m i e g u n g s k u g e l n  b e r ü h r t  w i r d .  
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14. A u f  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  w i r d  d u r c h  a l l e  K u g e l n  
d e s  R a u m e s  e i n e  I n v o l u t i o n  s e c h s t e n  G r a d e s  v i e r t c r  S t u f e  e i n -  
g e s c h n i t t e n ,  d i e  K u g e l n  e i n e s  G e b ü s c h e s ,  e i n e s  N e t z e s ,  e i n e s  
B ü e c h e l s  s c l i n e i d e n  I n v o l u t i o n e n  s e c h s t e n  G r a d e s  d r i t t e r ,  
z w e i t e r ,  e r s t e r  S t u f e  e i n .  

F ü r  solche holiere Involiitioncn gilt folgender Satz: 
I n  e i n e r  I n v o l u t i o n  J\ , t e n  G r a d e s  kt01 S t u f e  ( k  < m )  a u f  

e i n e m  r a t i o n a l e n  T r i i g e r  g i e b t  e s  (k f  l)(fi-k) G r u p p e n  m i t  
e i n e m  ( k +  1 ) - f - a c h e n  E l e m e n t e  u n d  ( t  +- l ) ( k - t  + l)(%-k) 
( f i  - k - 1 )  G r i i p p e n  m i t  e i n e r n  ( t + l ) - f a c h e n u n d  e i n e m ( k - t + 1 ) -  

k 
f a c h e n  E l e m e n t e ,  w o f e r n  t < k  und $ -- 

2 

1 s t  16 g e r a d e ,  s o  g i e b t  e s  2 1 (' 2 + ~)'(n-k)(~-k-l) G r u p p e n  

m i t  s w e i  (i + 1 ) - f a c h e n  E l e m e n t e n . "  

E s  ist wegen der zalilreichen Anwendungen vielleiclit besser, wenn ich 
f ü r  diesen weniger bekannten Satz einen Reweis mittheile. 

Der erste Theil unserev Satzes über die Anzahl der Gruppen mit 
einern (lc+l)-fachen Eleinente ist richtig für IG = 1 ,  denn eine Involution 
J1, hat hekanntlich 2 ( n  - 1) Gruppen mit eiuem Doppelelemeute. 

Nchmcn wir a n ,  er sei richtig für k - 1, so wollen a i r  zeigen, dass ei. 
dana auch richtig ist für  k. Aus Jk, scheidet ein Element X eine Iuvoliition 

k - 1  J,-, aus; das hcisst, clic m - 1 übrigen Elcmentc aller Griippen von Jk,, welche 
das Elemeni X enthalten, bilden die Gruppen einer J~I:. Diese hat  nach der 
Annahme k 1 m - 1 - (k - 1) 1 = k (n - k) Gruppen mit cincm k - fachcn Elcmcnt,c ; 
so werden jedem X k(pa - k )  Elemente XI zugeordnet. Umgekehrt, wie 
allgcmcin eiric Gruppc von JIc, durch k Elemente bcstimmt is t ,  so aucli 
durch ein Element XI, das ein k-faches einer Gruppe sein soll; die n - k 
übrigcn Elemente diescr Gruppe sind die entsprechenden X. Somit habcn 
wir eine Correspondenz [n - k, k(n - k)] zwischen X und XI; sie ha t ,  weil 
der Triiger rational is t ,  (k + 1) (n - k) Coincidenzen; das ~ i i i d  (k f 1)- 
fache Elernente von Gruppen vou J k n .  

k - t Elemente scheiden aus Jk, eine Involution J t , - k + L  aus,  das 

heisst, die rn - 7c + t übrigen Elemente aller Gruppen von J k n ,  welche jene 
Elemeute geuieinsam haben, liilden die Gruppen einer J t , , - k + t .  Iusbeson- 
dere scheidet aiso auch ein Element X als ( k  - t j  - faches Element einer 
Gruppe eine solche Involution aus. Dieee besitzt dann nach deui eben 
erhaltenen Resultate (t + 1) (n. - k + t - i) = ( t  + 1)  (n - k) Gruppen mit 
einern ( I  + 1) - fachen Elemente ; jede von ihnen hat  rn - k - 1 weit,ere 
Elemente ; diese (t + 1) (n - k) ( n  - k - 1 )  Elemente ordneii mir als X, dem 
- 

* Vergl. G u c c i a :  ,,Xendicoriti del Circolo mateuiatico di  Palernio" Bd. 7 
S. 5 5  - 57, wo die Liteiatur .zusfiihiliuh liesprochen ist. 
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k  X zu. Umgekehrt, ein Element XI scheidet als J,  eine J~I: aus, welche 
eine Ansahl von Gruppen mit einem (1 + 1 )  - fachen und einem ( k  - t ) -  
fachen Elemente hat; die Zahl derselben sei Z;I/", die gesuchte Zahl fiir 
n - 1 und 7; - 1 statt  für n und k ;  die (12 - t) - fachen Elemente derselben 
sind die dern X, entsprcchendcn X I  und so habcn wir zwischen den X und 
X, eine Correspondenz [z,~I:' ', (t + 1)  (n. - k )  ( f i  - k - l)]. Die Anzahl der 
Coincidenleu dieser Correspondcnz ist dio Anzalil z:" dcr Gruppen von 
J: , welche ein ( t  + 1) - faches und ein ( k -  t + 1 ) -  faches Clernent haben; also: 

zL,  2- - ( t  + l ) ( n - k ) ( n . - k - 1 )  + z ~ I ~ " ,  
Z ; ~ i ' ~ = ( t +  1 ) ( n - k ) ( f i - k -  l)+~;:nl.);~, 
. . . . - . . . . . . . . . . 

z:f;$+, = (1 + 1 )  (n - k )  (n - .4; - 1) + z:<_fk+t; 
demnach durch Addition: 

.Zn3'= ( t  + 1)(k - t)(n. - k)(n - k - 1 )  + ~ i ? k + , .  

Diese Zalil &'f h +  ist die Zahl der Gruppen einer J i -  + t ,  welche 
ein ( t  + 1) - faches und ein (t  - t + 1) - faches, also ein einfachcs Elcmcnt 
haben. Wir liaben in ihr eine endliclie Zab1 von Gruppen mit einem ( t  + 1)- 
fachen Elemente, nfimlicli nach dem erstcn Theile des Satzes (t + 1)  (n - k ) ,  
und da jede dieser Gruppen n - k - 1 weitere Elemente ha t ,  so genügt sie 
der obigen Anforderung (n- 76- 1) - f m h ,  und 

t t Z n 3 , + ,  = (t + l ) ( n  - k)(ra-k-1) .  
Also : 

.Zn7'= ( t  + l ) ( k - t  + l ) ( n -  k ) ( f i - k  - 1 ) .  

Damit ist der zweite Theil unseres Satzes für den allgemeinen Fa11 
bewiesen, dess die beidcn Viclfachheitszahlen t + 1 und k - t + 1 nicht 
gleich sind. 1st aber t = k -  t ,  so sind die beiden vielfachen Elemente 
gleichartig und jedes von ihnen kann das (t + 1) - fs~che sein; das andere 
ist die Coincidenz. Daher ist die erhaltene Anzahl zu halbiren. 

15. Durch Anwendung auf die obigen Involutionen der !JI3 erhalten wir: 
E s  g i e b t  z e h n  K u g e l n ,  w e l c h e  s3 f ü n f p u n k t i g  b e r l i l i r e n ;  

wie wir schon wissen. . 
U n t e r  d e n  K u g o l n  e i n e s  G e b l i s c h e s  b e f i n d e n  s i c h  z w 6 l f  

S c h m i e g u n g s k u g e l n .  
Insbesondere : 

D u r c h  j e d e n  P u n k t  g e h e n  zwij l f  S c h m i e g u n g s k u g e l n ,  
wie wir auch schou au€  andere Weise gefunden halien. 

Liegt der Punkt im Unendlichen, so sind dies die Schmiegungskugeln 
der drei Punkte A ,  B I  C und je der drei Nachbarpunkte auf YI3, zu denen 
allcn die unendlich ferne Ebene gchort. 

I n  e i n e m  K u g e l n e t z e  b e f i n d e n  s i c h  o d e r  d u r c b  z w e i  
P u n k t e  g e h e n  z w 6 l f  K u g e l n ,  w e l c h e  Tl3 o s c u l i r e n .  
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Oder, die Kngelbiischel durch die Krtimmungskreise von s3 bilden 
ein doppelt unendliches System von Kugeln, von deneii zw6lf durch zwei 
gegebene Punkte gehen. 

Durch zwei Punkte der m3 gehen 12 - 2 . 3 = 6 Kugeln, welche sie 
anderwiirts osculiren; inshesondere wird !R3 in jcdem Punkte vou sechs 
anderswo osculirenden Kugeln berührt. 

D u r c h  d r e i  P u n k t e  o d e r  d u r c h  e i n e n  K r e i s  g e h e n  z e h n  
K u g e l n ,  w e l c h e  %3 b e r ü h r e n .  

Liegen die drei Punkte sellist auf 8t3, so ergeben sich 10-3.2= 4 
Kugeln, welche anderwiirts berühren. I n  jedem Punkte wird !Y13 von vier 
Kugeln osculirt, welche sie noch au einer anderen Stelle berühren. 

S o  e r h a l t e n  m i r  a u f  YI3  e i n e  C o r r e s p o n d e n z  [0,4], i n  d e r e n  
e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  d i e s e l b e  K u g e l  d r e i - ,  b e z w .  z w e i -  
p II n k t i g b e r  ii h r  t. Die zehn Coincidenzen sind die Stellen fiinfpunktiger 
Berührung. 

E s  g i e b t  n e u n  K u g e l n ,  w e l c h e  8 3 a n  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  
S t e l l e n  o s c u l i r e n .  

Oder, es giebt neun Paare von Krümmungskrcisen der welche 
sich zweimal schneiden und infolge dessen a.uf derselben Flache zweit.cn 
Grades durch !R3 liegen. 

E s  g i e b t  16 S c h m i e g u n g s k u g e l n  d e r  !Y13, w e l c h e  s i e  n o c h  
a n  a n d e r e r  S t e l l e  b e r ü h r e n ,  offenbar in  den Coincidenzpunkten der 
Correspondenz [8] der Punkte Q', Q". 

I n  e i n e m  G e b ü s c h e  b e f i n d e n  s i c h  ( i n s b e e o n d e r e  d u r c h  
e i n e n  g e g e b e n e n  P u n k t  g e h e n )  36 K u g e l n ,  w e l c h e  !R3 a n  
e i n e r  S t e l l e  d r e i - ,  a n  e i n e r  a n d e r e n  z w e i p u n k t i g  b e r ü h r e n .  

I n  e i n e m  N e t z e  b e f i n d e n  s i c h  ( d u r c h  z w e i  P u n k t c  g e h e n )  
24 K u g e l n ,  w e l c h e  2i3 z w e i m a l  b e r ü h r e n . '  

1 
16. Jede Involution J 2 ,  auf rationalem Srager  hat - (rz - 1) (n - 2) 

2 - 
neutrale Paare ,  die nicht blos zu einer Gruppe, sondern zu m1 Gruppen 
der J Z n  gehoren, welche in ihr eine J1, bilden; so viele Paare, als an eine 
rationale Raumcurve n t e r  Ordnung von einem Punkte O Doppelsecanien 
kommen; deun die Ebenen des Bündels O erzeugen auf ihr  eine JZ,. 

* Mehrere von diescn S&tzen, suwie auch die Siitze über die Ordnung der 
Curven der Krümmungs-Mittelpunktc, der Nittelpunkte der Schmiegungskugeln 
und der Flache der KrümmungsBrcise sind a n a l  y t i s c h  für die cubische H y perbe 1 
in ei~ier kürelich erachieneuen Dissertation: ,,Ueher die Kugeln, welche eine cubische 
Raumcurve mehrfi~ch oder rnehrpiinlitig beriihren" (Strassburg 1891) von E. ' ï imer -  
d i n g  bewiesen worden. Nicht richtig ist dort der Satr über die Zahl der fünt- 
punktig beriihrendcn Xugeln. - Sclbstindig iind gleicheeitig mit mir hat mehrerc 
von den Siitzen dieser Abhmcilung auch eiu Zuhorer von mir, Herr J. S o b o t k a ,  
gefunden. Die cubische Raumcurve war Ceçenstand der Seminarüliungen im ver- 
gangenen Wiiiterhülbjahre. 
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Die J2,, welche auf 9z3 durch die Kugeln entsteht, die durch zwei 
gegebeue Punkte Or, 0" geben, hat daher zehn solche Paare. Unter ihnen 
bcfinden sich die drei Paare A B ,  A C ,  BC, weil diese auf allen in Ebenen- 
paare zerfallenden Kugeln des Netzes liegen. Die sieben übrigen Paare 
müsscn je auf allen Kugeln eines (aus eigentlichen Kugelo bestehenden) 
Büschels des Netzes liegen. 

D u r c h  z w e i  P u n k t e  0', O" g e h e n  s i e b e n  K r e i s e ,  w e l c h e  
913 z w e i r n a l  t r e f f e n .  

A l l e  E r e i s e  d u r c h  O', O", w e l c h e  013 t r e f f e n ,  b i l d e n  e i u e  
F l a c h e  n e u n t e r  Q r d n u n g ,  a u f  w e l c h e r  d i e s e  s i e b e u  K r e i s e  
d o p p e l t ,  d i e  !R3 e i i i f a c h ,  R2 u n d  d i e  G e r a d e  0'0" d r e i f a c h ,  d i e  
P u n k t e  0', O" a b e r  s e c h s f a c h  s i n d .  

17. D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  a u f  d e n  S e h n e n  v o n  Z3 j e  in d e r  
M i t t e  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  u m h i i l l e n  e i n e  F l t i c h e  v i e r t e r  K l a s s c ,  
f ü r  w e l c h e  Qr d r e i f a c h e  R e r ü h r u n g s e b e n e  i s t .  

Denn die Sehnen, welche auf den Ebenen eines Blischels senkrecht 
~ t c h e n ,  erzeugen eine Regelfiache vierten Grados mit einer unendlich fernen 
Leitgeraden. Ihre Mitten erzeugen eine cubische Raumcurve, als conjugirte 
Punkte zu den Punkten dieser üeraden. Daher fàllt viermal ein Punkt  
dieser Curve auf die entsprechende Ehene des Büschels. 

18. D e r  O r t  d e r  F u s s p u n k t e  d e r  a u s  e i n e m  P u u k t e  O a u f  
d i e  S e h n e n  d e r  Yi3 g e f 5 l l t c n  L o t h e  i s t  c i n e  F l a c h e  f ü n f t e r  O r d -  
n u n g ,  a u f  w e l c h e r  d i e  >Ji"oppelt i s t .  

In  der T h a t ,  die Ebenen 5 ,  welche in den verschiedenen Punkten X 
einer Geraden I auf OX senkrecht stehen, umhüllen einen parabolischen 
Cyliuder, und die Strahlenblischel (X, &) erzeugen daher eine Congruenz 

\2,1]. Diese hat mit der Congruenz [1,3] der Sehnen von 2.1 + 1 . 3  = 5 
Strahlen gemeinsam, so dass fünf Fusspunkte auf I. fallen. 

D i e  F l a c h e  m u s s  e l f  G e r a d e ,  w e l c h e  a l l e  d i e  D o p p e l c u r v c  
z3 z w e i m a l  t r e f f e n ,  u n d  55 K e g e l s c h n i t t e  e n t h a l t e n . *  Auf elf 
Sehnen mus3 also der E'usspunkt unbestimmt sein. Zu ihnen gehoren die 
drei unendlich fernen Sehnen; die acht anderen sind in den aus O senkrecht 
zu ihnen geführten Ebenen gelegen und siimmtlich imaginkr. Die Sehnen 
ntimlich von 3% wclchc P t r e f f e n ,  erzeugen cine Regelfliiche achtcn Grades. 
Ein ebener Schnitt derselben und der Kegel, welcher aus O die Tangenten 
von R2 projicirt, stehen in eindeutiger Beziehung. Es  fallt also zchnmel 
ein Punkt des Schnittes auf die entsprechende Berührnngsebeue des Kegels; 
zwei von diesen Punkten sind die auf ,R2 gelegencn Punkte des Schnittes; 
durch die acht ührigen gehen die acht Sehnen. 

Die 55 Kegelschnitte liegen auf den FlLchen zweiten Grades durch 3i3 
und jc zwei von diescn elf Gcradcn. Sie zerfallen daher in  drei Arten, 

C l e b s  c h ,  Math. Annalen Rd .  1 S. 284; S t o r m ,  ebenda Bd. 4 S. 273 
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je naehdem unter den zwei Geraden zwei, eine ~ d e r  keine von den iinendlich 
fernen Sehnen onthaltcn ist. Die drei der ersteil Art  sind die Fusspurikts- 
Curven von O in Bezug auf die drei Cylinder durch 91" von den 3.8 der 
zweiten A r t ,  die slmrntlich inmgingr sind, wolleri mir aboehen; es bleiben 
die 28 der dritten Ar t ,  unter denen vier reell sind. 

Dai, sind Fusspunkts - Curven in Bezug auf die Sehnen - Regelschaaren 
von durch !JI3 gehcndcn allgemeinen Flachen Pz. 

I m  A l l g e m e i n e n  i s t  d i e  F u s s p u n k t s - C u r v e  i n  D e z u g  a u f  
c i  n e  R e g e l s c h a a r  e i n e  R a u i n c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  z w e i t e r  Art,. 

S i e  k a n n  a b e r  i n  s p e c i e l l e n  F i i l l e u  e i n I C e g e l s c h n i t t  w e r -  
d e n ,  u n d  z w a r  ~ i n d  d i e s e  F u s s p u n k t s - C u r v e n  d i e K r e i s e  d e s  
H y p e r b o l o i d s .  

In vier I'unkten wird ein Kegelschnitt von 1i2 FOU der  Fusspunkts- 
Curve eines I~cliebigen Punktes in Bezug auf die eine Regelschaar getroffen; 
also umhüllen die Ebeneii, welche auf der Geraden eiiier liegelscliaar in 
den Punlrtcn, in  denen sie einen Kegelschnitt der Plache treffen, seukrecht 
stehen, einen Torsus vierter Klasse (zweiter Art).  Handelt es sich aber 
um einen Kreis, so sinkt,  weil derselbe diirch zwci von den vier allen Fiiss- 
punkts - Curven gemeinmmen unendlich fernen Punkten (den Schnitten F 2  R2) 
geht, die Klasse des Torsiis auf 2 herab; cr wird ein Kegel zweiten Grades, 
iind d i e  S p i t z e  d e s s e l b e n  h a t  d e n  K r e i s  z i i r  F u s s p u n k t s - C n r v e .  
D u r c h 1 % 1 1 f t  l e t z t e r e r  s e i n e  S c h a n r ,  s o  d u r c h w a n d e r t  d i e  S p i t z c  
e i n e  G e r a d e ,  w e l c h e  a u f  d e n  E b e n e n  d e r  v e r b u a d e n e n  S c h a a r  
n o r m a l  i s  t ;  denn alle diese Kegel berührcn die beidcn Ebonen, welche 
diirch die zu diesen Ebeueu parallelen Geraden der Regelschaar gehen und 

P t a n g i r e n .  
S o m i t  h a b e n  w i r  a u f  u n s e r e r  B u s s p i ~ n k t s - F l a c h e  28 K r e i s e ,  

d a r u u t e r  v i e r  r e e l l e .  
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II. 

Additionslogarithmen für complexe Grossen. 

Von 

R. MEHMICE 
i n  Etnttgart. 

Je  melir man in der  Physilr und auf anderen Gebieten d ie  Theorie 
der Fonctionen complexer Ver&~der l ichcn anwenden w i r d ,  um so  s tzrker  
wird sich das  Bedürfniss nach Erleichteruiig des uumerisclien Rechnens 
mit cornplexen Grossen fühlbar  machen. Diese Ceberzeugung hegend , habe 
ich einige d e r  Hilfsmittel ,  die sich beim Rechnen mi t  recllen Grossen seit 
langer Zeit bewalirt haben ,  durch Einführung complexer Grossen zu ver- 
allgemeinern gesiicht. So hat te  ich fiir d ie  Miinchener matheinatische Aus- 
stellung eine Rechontafel in1 Eutwurf  gezeichuet*, welche in  diesem Sinne 
eine Verallgemeincrung des logarithmischen Recheusehicbers darstellte. 
Hier lege ich den  Kechnern einen dreistelligen Auszug ails einer Tafel  der  
,Additionsloparithtnen f ü r  complexe Grossen" v o r ,  die m i t  fünf oder auch 
niir vier Stellen gedruckt  sich meines Erachtens heim Reclinen m i t  corn- 
plexen Grossen uicht weniger  nützlich erweisen würde ,  als L e  O n e l 1  i ' s  
Logarithmen beim gcwohnlichen Rechuen.** 

Die einfachste,  mi t  Hilfe dieser Tafel  bequemer und  schneller als auf 
die gewühnliche A r t  zu losende AufgaLe laute t :  Gegeben die Logar i thmen 
der Moduln und die Ampl i tuden zweier cornplexen Zahlen ,  gesucht der 
Logar i thmus des Moduls und  die Amplitude de r  Surnme jener corilplexen 

* Siehe den Nachtrag zum Katalog mathematischer und mathematiscli- 
physikalischer Modclle, Apparüte und Instrumente, in1 Auftrage der Deutschen 
hlathematiker-Yereinigung herausgegeben von W. 1) y c k ,  Münchcn 18'33, S. 21 
Nr. 44d.  

** Die Additiorialogarithmen fiir recllc Grossen werden mitiinter nach G a u s s  
beuannt, welcher zwar eirie fünfotellige Tafel derselben 1812 in Zach ' s  ,,Mloriat- 
licher Correspondenz l L  veroffentlicht,, aber dort  ausdriicklich nuf L e o n  e l l i  als 
ihren geistigen Urheber zurückgewie~en ha t  (vergl. G a u s s '  Werke 3. Bd. S. 244). 
In der Vorrede zii H o u  El's fünfdelligen Logaritlirnentafeln k t  angegeben , dass 
L eo n e l l i  seinen Gedanken zuerst in dem 1803 in Eordeaux erschienenen ,, SupplB- 
ment logarithmique" entwickelt habe.' 
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16 Additionslogarithmen für  complexe Grossen. 
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Zahlen. Von weitergehenden Anwendungen mache ich eine solche auf die 
Bercchnung der Wurzeln beliebiger algebraiçcher Gleichungen mit complexen 
Coefficienten namhaft,  welche die bekannte Methode von G a u s s ,  reelle 
trinomische Gleichungen aufzulijsen, als besonderen Fa11 in  sich enthalt. 
Ich werde diese Methode zusammeu mit anderen in einem spiiteren Aufsatze 
mittheilen. 

Die Einführung der gewohnlichen Additionslogarithmen wird Vielen 
bioher als eiu vereinzelter Kuustgriff eischieuen sein. Sie I%st sich aber, 
wie ich schon an anderer Stelle gezeigt habe", aus einem hoheren Gesichts- 
puukte betrachten. Sei n i i d c h  

. z = f ( x ,  Y) 
irgend eine reelle homogene Function %ten Grades der beiden reellen Ver- 

Uabei IFisst sich v als Function von 

ausehen. Eine numerische Tafel dieser Function ermoglicht offenbar in 
einfachster Weise die Bestimmung des Werthes von logz, der zu einem 
gegebenen Werthepaare hg x ,  log y gehort. Man hat  

fi . ,  Y ) = X + Y  

zu nehmen, urn L e o  ne1  l i ' s  Fa11 zu erhalten, i n  welchem es üblich ist, 
A statt  zc und B statt  v zu schreiben. Die Beziehung zwischen zl und v 
k s s t  sich allgernein diirch 

I O U =  f ( 1 O U ,  1)  
ausdrücken. 

Der Cebergang zu complexen Veranderlichen isf leicht. Mit Rücli- 
sicht aiif die Einrichtung unserer Logarithmentafeln werde ich bei der 
Darstellung einer belicbigen complexen Zahl diirch 

Y (cos rp + i sin cp)  

die Amplitude q iiicht in Theiicn des Hülbmessers, sondern in Graden ans- 
drücken, und zmar nach sogenannter neiier Theilmg."* 

* A. a. O. S. 20 Nr. 44c. 
** Au guten logarithmisch - trigonometrischen Tai'eln für die centeviruale 

Theilung des Quadranten ist kein Mangel. Es giebt deren vier- und fiinfstellige 
von F. G. G a u s s ,  G r  a v e l i u s  u. A . ,  sechsstellige von J o r d a n ,  achtstellige vom 
franziisischen ,,Service géographique de l'armée". Daher liegt für den reinen 
Mathematikcr nicht der mindcste Grund v o r ,  sich noch langer mit der sexagesi- 
malen Theiluug abxuuiühen. 
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Bezeichnel man  die gemeinen Logarithrnen der Moduln der  (jetzt ais 
complex betrachteten) Grossen z , y, ei beaiehentlich mi t  6 ,  7 ,  [, ihre 
Amplituden mit  5', c', so i s t  

x = 10c (cos 6' + i sin &') 

und ahnliche Ausdrticke gelten f ü r  y u n d  a. Setzt  man  dieselben in  die 
Gleichung 

a =/(S. l).p 

ein, so kann die entstehende Gleichung i n  folgende beiden zerlegt werden: 

l = v + m l l ,  

wobei 
L' x v' + 12 71' (mod 400), 

1OU(cos v' + i s i n  v') = f [ l O u  (cos u' + i s i n  u') , l] 
und u =  u ' z  &'-q'(mod400) 

iat. Man ha t  jetzt ,  um nach diesen Formeln zu gegebenen Werthon 
von g ,  k', 7 ,  71' diejenigen von S und 5' finden zu konnen, eine Doppel- 
taSe1 riothig, dereu erster Theil  v ,  deren zweiter v', jedesmal als Function 
der beiden reellen Verauderlichen u und  u' liefert, 

Beschranken wir uns von jetzt a n  ailf den Pal1 

f (x, Y) = x + Y. 
W i r  wollen in  demselben beziehentlich die Zeichen A ,  A ,  B ,  B* s ta t t  

u ,  u.', v ,  v' anwenden,  so dass wir die fundameutale Gleichung erhalten: 

1) 10B(cosB + i s i n B )  = l U A ( c o s A + i s i n A )  + 1, 

welcher man auch die Gestalt 

geben kann. Auf den Seiten 23-30 findet m a n  eine dreistellige 
Tafel der  B und eine solche der B ,  fiir welche die zusammenfassende 
Bezeichnung ,Additionslogarithmen ftir complexe Grossen'' gestattet  sein 
mage, trotzdcm die zweite Tafcl nicht Logar i thmen,  sondern Winltel 
enth%lt.*x 

Entsprechend den zwei unabhfingigcn Versnderlichen A und A habcn 
die Tafeln zwei Eingiinge; die Anordnung k t  so  getroffen, dass A von 
Iieihe zu Reihe,  A von Spalte zu Spalte sich iindert. Hinter einigen Zahlen 

* Es wird zwar der Buchstabe B schon als Zeichcn eincr anderen Function 
gebrauchl, ein MissverstLuduiss ist  aber hier, wo B immer mit A ,  A und U zu- 
sammen vorkoinmt, kaum zu hefurchten. 

f *  m7enn hier nicht in erstcr Linie die Bedürfnisse des Zahlenreçhnens bcrück- 
sichtigt werden miisstcn, so w k e  es natürlich einfacher, als ,,Additionalog;trith- 
mus" im weitereu Siune die durch 

p = e a + l  

definirte Function w der cornplexen Veranderlichen z zu bezeichnen. 
Zeitschrift f .  Atathematik u. Physik. 40. Jahrg. 1895. 1. H a f t  i! 
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18 Additionslogarithmen fiir cornp!exe Grossen. 
>-,-*,., "---"~,-. ---,- ~,-- -- .------A - 

der Tafeln bemerkt man einen Stricli; dcrselbe bedeutet, dass die letzte 
von Nul1 verschiedene Ziffer der betreffenden Zahlen eine durch Erhohung 
au8 4 cntstandene 5 ist. 

Behufs geometrischer Veranschaulichung der Functionen B und B 
betraolitet man am eirifaohsten A iind A als Abscisse und Ordinate, B bezw. 
B als H6he eines veranderlichen Raumpmktes. Die beiden sich ergebenden 

PlZclien sind in: den:Fig~ren*~li  und-2 mit IIilfe einer Anzahl von wnge- 
rechten Sclinitteu parallel - perspectiviseh dargestellt. 

E s  sollen jetzt eiuige: der wichtigsten Eigenschaiten de r  in  Rede 
stehenden F'urictjonen bezw. der zugehorigen FISchen abgeleitet werden. 
Zunüchst sjeht m a n ,  dass B eine eindeutige, B dagegen eine uneudich 
vieldeutige Function kt ,  indem zu jedem Werthe von B ein beliebiges 
ganz~ahliçes  Vielfaches von 1 400' hinzngefügt werden darf; d x s  ferner 
B:und B periodisclie Functioueu von A mit der Periode 400° sind. Daher 
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Von B. MEHMKE. 19 

kann man sich bei A und B von vornherein auf die Werthe zwischen 
- 200° und + 200° beschranken. Wird auf beiden Seiten von Gleichung 1) 
- i a n  Stelle von + i gesetzt, so kommt 

10B(cosB - i s i n B )  = 1 0 A ( c o s A - i s i n A )  + 1, 
oder 

I O B  [cos (- B) + i s i n  (- B )] = I O A  [cos (- A )  + i s i n  (- A) ]  + 1, 
woraus hervorgeht, dass B eine gerade, B eine ungerade Function von A 
ist. Bas heisst geometrisch: 

Die B - Fliiclie ist symmetrisch zur xz - Ebene, die B - Flache symmetrisch 
aur x-Achse. Zugleich ist klar,  dass wegen dieser Eigenschaft die Tafeln 
blos von A = OF bis A = ZOOF zu gehen brauchen. 

Setot man At=- A und bezeichnet, bei unveriindertem A ,  die zu- 
gehorigen Werthe von B und B mit R' und Br, so ist wegen Gleichung 1) 

10B'(cos B' + i si f i  Br) = 10- A (COS A + i s i n  A)  + 1, 

oder nach Vertauçchung von i mit  - i: 
10"' [cos (- Br)  + i sifi (- B')] = 10 - A (COS A - i s i n  A) + 1. 

Durch Multiplication mit 
10A(cos A + i silz A)  

und Bentitoung von Gleichung 1) erhalt man hieraus 

I O g +  [cos ( A  - B') $ i s i n  (A - B')] = 1 + 10A(cos A + i s i n  A )  
= 10" (cos B + i silz B). 

Daher ist B'+ A =  B, 

oder: 

2) 

A - B r r  B (mod 400)  
B f = B  - A = B 4- A', 

B'E A - B (mod  400). 

Diese Gleichungen, die leicht als geometrische Eigenschaften der B- 
und B - F k c h e  gedeutet werden ktinntcn, dercn erste auch bei den gewohn- 
lichen Additionslogarithmen wohlbekannt ist , zeigen uns, dass man bei dem 
Argument A sich entwedcr auf ncgittive oder auf positive Werthe be- 
schranken dürfte, wodurch am Umfang der Tafeln um die Halfte gespart 
würdo. Für  manche Anwrndungcn ist es jedoch bequemer, die vollstandigen 
Tafeln zur Verfügung zu haben. 

Lasst man in Gleichung 1) A von Null an fortwghrend abnehmen, so 
nahert sich, welches auch der Werth von A sein mag, die rechte Seite 
unaufhik-lich der Eins,  folglich nihern sich B und der zwischen - 200° 
und + 2 0 0 °  liegende Werth von B gleichzeitig der Null. Die 13- und 
B-Flache haben soniit lieide die zy-Ebene  zur Asymptoteneliene; die An- 
naherung findet in  der - s-Richtung statt. I n  Verbindung mit Gleichung 2) 
ergiebt sich au3 dem eben Gefundenen, dass ,  wenn A iiber alle ürenzen 
hinauswachst, B und A,  wie auch B und A einander immer naher kommen. 
Daher ist die Halbirungsebene des zwischen der + x- und + a-Achse ent- 
haltenen Winkels der z y  und yz-Ebenc gleichfalls cine Asymptotenebene 

2 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



20 Additionslogaritlimen für complexe Grossen. 

der B-Fltiche, und die Halbirungsebene der zwischen den gleichnamigen 
Theilen der y -  und B-Achse enthaltenen Scheitelwinkel der x y -  und xz- 
Ebcne eine Asymptotenebene der B-FlBche. - Für A = 0 erhalt man aus 
Gleichung 1) IOB(cosB + isilzB) = 10A+ 1. 

Da die rechte Seite stets positiv i s t ,  so wird 

und 

Letztere Gleichung zeigt, dass man es in diesem Falle mit den ge- 
wohnlichen Additionslogarithmen zu thun hat. 

1st A = 200°, so ergiebt sich 

10B(cosB +is inB) = - 10A + 1. 

Hat man nun A < 0 heem. A )  0 ,  so wird die rechte Seito positiv 
bezm. negativ , also B - 0 bezw. B f 200 (mod 400). Wenn dagegen A = O 
is t ,  so verschwindet die rechte Seite der letzten Gleichung und man erhtilt 
B = -  cc, wahrend B gaud uribestimmt wird. Letzterem Umstande ent- 
spricht es,  dass die B -Plache unendlich viele zur B -  Achse parallele Kanten 
hat , welche durch die Punkte x (= A) = 0, y (= A) 200' (mod 400) gchen. 
Uobrigcns stehen in diescm Fallc (A = 2009 die Grossen R zu 1. Z c e h ' s  
, Subtractionslogaritbmenu, welche man in H til  s s e 's Sammlung mathe- 
matischer Tafeln findet, in einfacher Beziehung. Diese geben namlich zum 
Argumente zc = logt den Werth + 

so dass 

kt. Xan hat  aber zum Beispiel für A > 0,  A = 200": 

weshalb die zu gleichen Argumenten A =  u gehorigen Werthe B und z: 

durch die Gleichung 
B - u - v  oder v = A - B  

vcrknüpft sind. 
Setzt man in Gleichung 1) A =.O, so kommt 

10B(cosB+isinB) = 1 $ c ~ s A $ i s i n A ,  
woraus 

sin A - 
t g 6  = - - 

A 
1 + cos A - t g  2' 

also 
A 

B 1 - (mod 200) 
2 

folgt. Zu dieser Gleicbung gehoren unendlich viele, cinander in gleichen 
Abutanden folgende, parallele Geraden - eine davon (siehe Fig. 2) geht 
durch den Urspiung und  halbiit die Winkel zwischen den gleichnamigen 
Theiler1 der y - und z -  Achse -, nach welchen (abgesehen von den bereits 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von R. NEHJIKE. 21 
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erwzhnten Kanten) die 6 - P l a c h e  von der yx.  Ebene geschnitkn wird. Wenn 
m a n ,  den Werth A = O festhaltend und von B = O ausgehend, A von 0" bis 
200° wachsan Iiisst, so nahert sich B dem Grenawerthe 100°, welcher denn 
nuch in der Tafel der B unter A = 0 ,  A = XOOO aufgeführt ist. 

Was die Eingangs erwahnte Aufgabe betrifft, den L ~ g a r i t ~ h m u s  des 
Moduls r und die Arnplitudc cp der Summe zweier cornplexen Ztthlen zu be- 

Fig 2 6-l ' l jcl ie .  

stimmen, wenu von letzteren die Logaritlirnen der Moduln r, uiid r, sowie 
die Amplitude11 pl und cp2 gegcbcn sind, so ergiebt sich aus dem Frühercu, 
dass deren Losung in den Formeln enthalten k t :  

A = log r, - log r , ,  A = cp, - p, , 
7 0 9 r = B t 7 0 g r 2 ,  r p = B + q , .  

An eiuein Zahlenbeispiels m6ge noch diese A u f l k u n g  mit der gewohn- 
lichen verglichen wcrden. Sei 

log r, = O .  62632, (pl = 59,63'Z0, 
log r ,  = 0. XX.Nl, rp, = 48 626'. 
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22 Additionslogarithmen fiir complexe Grossen. 
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1. Berechnung von 70,gr und p mittelst funfstelliger Additions- 
iogarithmen für  complexe Grossen. 

log r ,  = 0.62632 cp ,  = 59,637' 
log r,  = 0.99260 cp ,  = 45,626O 

B = 0.15374 B = 3,302' 

A = 9.63272 - 10 A =  11,011° 

i o g r  = 1.14634 p = 51,928O 

2. Bercchnnng von logr  und rp auf gewohnliche Weise. 

cp, .= 59,637' 

Zog cos cp,  = 9.7726 1 - 10 
Zog Y, = 0.62532 

log s in  (pl = 9.90615 - 10 

log r, cos p ,  = 0.39793 
log r , s in  y ,  = 0.53147 

r ,  cos cp, - 2,4999 
r, cos cp, = 7,1000 

r cos cp = 9,5999 

log cos 9, = 9.85866 - 10 
log r ,  = 0.99260 

Zog s in  cp, = 9.83990 - 10 

log r ,  cos q, =: 0.85126 
log r ,  sin cp,  =. 0.83250 

r , s i n p ,  = 6,7999 
r ,  s in  p ,  = 3,3999 

r s in  cp = 10,1998 

log r sin cp = 1.00859 
COS 

E Zog 7 cp = 0.13775 
sen 

log r cos p = 0.98227 
p p  -- -- 

Zog tg rp = 0.02632 

Rei der alten Methode ist eine zwolfmalige, bei der neuen blos eine 
zwe-imalige Beuützung einer Tafel ntjthig, und wenn es auch im letzteren 
Falle sich um Tafeln mit zwei Einghgen handelt, bei welchen die Inter- 
polation doppelt so vie1 Zeit in Anspruch nimmt, als bei Tafeln mit einem 
Eingange, so ist doch der Gewinn ein überraschcnd grosser. 
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24 Additionslogarithmen für  complexe Grossen. 
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T a f  e l  d e r  B (Fortsetziing). 

-- -- ~ . -- -- -- p~~ - 

i 
A A =  50' ( 60. 70" 1 80' 1 90' 1 100' 

- -- l ' - -  --  - ~ -- -- -- 

8 0 0.003 0003  0 i 2  0.001 I 0.001 0,000 
- 

1-- 

8 1  0 004 

233: : - 

8.4 0.008 

- 

8 0 

O 003 0.003 

"004 0.005 0.004 
0.003 

0.006 

0.010 

0.002 0.001 , 0 000 

0.003 0.001 0.000 
0.002 0.001 l 0.000 

1 

8.6 
8.7 
8.8 

I 0 012  1 0010  0.008 0.006 0.003 0.000 
' 0.015 , 0.013 

0.019 0.016 0.013 0.009 1 0.003 0.001 

0.006 0.004 0.002 0.000 

0.005 

0.091 0.074 0.034 0.032 
0.116 0.097 6074 0.049 
O U 7  0.126 0.101 0.073 ~ 

8 9 0.024 0.021 0.016 0.012 0.007 1 0.001 
- - - - - - --- - - - - - - 

0.031 0.026 0.021 0.011 I I 0 9  0.002 

0.106 9.6 

0.008 

0 0 0 3  i 0.002 0.000 

9 i l  0.220 0.205 - 0.186 0.163 0.137 0.106 

9.1 0.038 0.033 
0.042 

9 3 0.061 0.003 
9.4 0.076 0.007 

0.118 

, 

- -- 

0.027 
0.034 
0.043 
0,055 

9,5 0.095 - 

9 7 
9 8 

- - - - -- - - 

0.081 

i 0.146 0.132 
0.180 ' 0.165 

1 
0 071 1 0.050 0.039 0.021 

- ~- -- - 

0.019 
0.025 
0.033 

0.267 1 0.251 0.232 0.209 / 0.182 0.151 1 

0.012 0.003 
0 016 0 003 
O 021 0.008 

0.1 i 
0.2 
0.3 
0.4 

0.0G 0.029 1 0013  

- - -- - - - - --l 

0.320 0.305 - 0.286 0.263 
0.380 0,165 0 317 ( 0.326 
0.4.16 0.432 0.416 0.397 
0.018 0.491 , 0.174 

O 5%; 
1 1 O 539 0.521 

0 643 0.629 0.613 I 

0.733 1 0.721 0.708 ' 
0.825 0.816 0.805 i 
0.919 1 0.912 , 0.903 
- 

0.595 - :: ; l  0.676 
0.7 0.761 

8 0.8 I l  0.818 

0.23i  0.206 
1 

0,101 ' 0.273 

0.571 0.584 

0.666 0.655 
0.753 0.713 
0 842 0.834 

0.371 
0.452 

1 '  0.933 , 0.927 
- - 

1.0 1.031 1 1.026 1.021 1 015 1.009 1 1.002 

0.3.19 
0.432 

1.1 1 1  1.124 1.1'21 1.116 1.112 

1.5 
l !  

1.510 1.508 1 / 1 6  1 1.504 1.502 1..500 1 

1.6 1.608 1.606 1.605 1.603 1.602 ' 1.600 ~ 
1.7 1 . 7 6  1.701 1.704 1.703 1.701 1.700 ' 
1.8 1.805 - , 1.804 1.803 1.802 1.801 1.800 

1.904 1.903 1.902 1.901 1.900 ~ 
2.002 1 2.001 j 2.001 2.000 

1.2 1.219 
1 .3  1.311 
1.4 1 1  1.412 

- - 

1.107 1.101 ~ 
1.201 1.201 I 1.216 1:II I.20:9 

1.313 1.310 1.307 
1.410 1.406 1.406 

1.304 
1.403 

1.301 1 
1.400 
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T af  e l  d e r  R* (i?ortsetxung). 

2.000 1.999 
* Den Lagaritlimoa mit der KennziEar 9 i 
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26 Additionslogarithmen für complexe Grossen. 
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T a f e 1 d e r Ii * (Fortsetziing). 

--- - 

- -- - - -- - -- - 

8.0 9.997 1 
~- -- 

8.1 9.996 
8.2 9.991 
8.3 1 9.994 

8.6 1 9.988 
8.7 9.985 - 
8.8 9.9dl 
8.9 1 9.976 

-1 
9.0 9.909 9.964 1 9.960 

~~ 

9.1 9.902 
9.2 1.52 ~ 9.3 9.940 
9.4 9.925 - 

9.5 1 9.907 

9.6 

9.8 ) 9.852 
9.9 9.853 

- - -- --- 

-- 

0.1 9.903 
0.2 0.052 
0.3 0,175 - 
0.4 1 0 297 

0.5 1 0.407 

0.6 1 0.526 - 
0.7 1 0.610 
0.8 0.752 
0.9 ( 0.862 

- -- 

1.0 0.969 ~ -1 ~ -~ 

1.1 1 1.076 1.072 1.068 
1.2 1.181 1.178 ( 1.175 ~ 
1.9 1.285 - 1 1.282 1 1.280 ' 
1.4 ( 1.388 ' 1386  ( 1.384 1 

1.489 1.488 
1 

1.591 1.5!10 1 
l.ti93 l.6!12 i 
1.7!14 1.794 
1.896 1.895 i 

- -  - 

1,996 1.996 

* IJcn Logaritlinien mi t  der Benueiflcr 9 i s t  
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Von R. MEHMKE. 29 

T a f e l  d e r  B [Fortsetzung). 
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III. 

Das Verhalten der Steiner'schen, Cayley'schen 

und anderer covarianter Curven in singularen 

Punkten der Grundcurve. 

Von 

Dr. E. WOLFFIXG 
i n  Stuttgart. 

WShrend die Untersuchung des Verhaltens der H e  s s e 'schen Curve 
in singulfiren Punkten der Grundcurve in bekannter Weise durch directe 
Aufstellung der Gleichung dieser Curve verrriittelst Ausrechnung einer 
Determinante erfolgt , kann das Verhalten der S t e i  n er'schen Curve in 
singularen Punkten der Grundcurve , oder priiciser ausgedrückt: der Ein- 
fluss solcher Pnnkte auf das Vorhalten der S t e i n e r ' s c h e n  Curve nicht 
ln derselben Weiee direct errnittelt werden. Denn die Aufstellung der  
Gleichung der S t e i n e r ' s c h e n  Curve erfordert, wenn n die Ordnung der 
Grundcurve ist,  die Elimination der (terniiren) VerSnderlichen aus drei 
üleichungen (n - 2)ter Ordnung; eine Aufgabe, deren Resultat schon im 
Falle der Curven vierter Ordnung kaum mehr zu übersehen ist. Dazu 
komnit, dass das Eliminationsresultat seiner Form nach von der Ordnung 
der Grundcurve ahhangig ist 'und allgemein für Curven %ter Ordnung gar  
nicht gebildet werden kann. 

Dem gcgcnüber mag es von Interesse sein,  dass es e i n e  g a n z  e l e  - 
r n e n t a r e  M e t h o d e  g i e b t ,  u m  d e n  E i n f l u s s  s i n g u l a r e r  P u n k t e  
d e r  G r u n d c u r v e  a u f  d a s  V e r h a l t e n  d e r - S t e i n e r ' s c h e n  C u r v e  
a u  f z u f i n d en. Ehe ich zur Entwickelung derselben übergehe , mtichte ich 
noch auf einige besondere Vorzüge derselben aufmerksam mschen. Zunachst 
ist die Methode von der O r d  n u  n g der Grundcurve vollstindig u n  a b  h a n g i g. 
Ferner bedarf es nur geringer Weiterbildungen der Methode, um auch die 
C a y l e  y'sche und andere covariante Curven in den Bereich der Unter- 
suchung zu ziehen. Endlich bietet die Methode die Uoglichkeit, ein g e -  
n a u e s  B i l d  vom Verlauf der H e ~ s e ' s ç h e n ,  S t e i n e r ' s c h e n ,  C a y l e y -  
schen und der anderen covarianten Curven in der Umgebung des singularen 
Punktes zu entwerfen und die z u s a m m e n g e h t i r i g e n  Z w e i g e  der 
einzelnen Curven zu übersehen. ( Ja ,  man kann sogür die relative Geschwindig- 
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32 Da3 Verhallen d. Steiner'schen, Cayley'schcn u. and. covariantor Curven etc. 

Selzt man in zk~ei  dieser Gleichungen für x und y  ihre Wertlie in E 

ein,  so erhalt man hicraris und 17 ebenfalls in E ausgedrückt, also d e n  
z u m  P u n k t  ( 2 ,  y )  d e r  J I e s s e l s c h e n  C u r v e  g e h o r i g e n  P u n k t  (6, Y,) 
d e r  S t e i n e r ' s c h e n  C u r v e .  Die gefundenen Werthe x ,  y,  6, 7 müssen 
zusammen die dritte Gleichung 2) idenlisch in E befriedigen (1. Probe). 

Die für  (6, q )  gewonnene Parameterdarstellung l h t  die Lage des 
Punkteu ( 5 ,  r i )  und damit das Verhalten ùer S t e i n e  r'schen Curve in der 
Nxhe des singulMren Puulrtes und in diesem selbst um so genauer erkennen, 

keit bestimmen, mit welcher die zusammengehorigen Punkte auf den ver- 
schiedenen covarianten Curven durch den singularen Punkt  hindurchgehen.) 

Erwahnt sei noch, dass zahlreiche Proben, die sich im Verlaufe der 
Rechnung ergeben, den Resultaten eine hohe Sicherheit gegen Rechniings- 
fehler vcrleihen. 

1. Die Gleichung der Grundcurve habe die Form:  

, O = F =  a 

1) 4 

+ + c y  

+ d x 2 + e x y + f y 2  
+ g x 3 +  h x 8 y  + i x y 2 +  k y 5  

+ l x 4 +  m x 3 y + p x Z y 2 +  q x y S +  ry4 

+ s x 5  + t x 4 y  + ux3yZ +2)x2y3 + w x y 4 +  u y 5  
, + . . .  

Der singuliire Punkt  liege im Nullpuukt. 
Man stellt nun die Gleichung der Hesse 'schen Curve auf ,  indem man 

die niedrigsten Glieder derselben in x  und y ,  soweit man dieselben brauclit, 
berechnet. Dann trennt man die einzelnen Zweige der H e s  s e'schen C~irve 
verrnittelst des N e w  t O n'schen Parallelogramms (cf. C l  e b s c h -  L i n d  e m a n n ,  
Vorlesungen über Geometrie 1 S. 330 flg.) und entwickelt nun zuniichst 
für  einen dieeer Zweige beide Coordinaten r a t i o  n a l  als Functionen eines 
(unendlich klein zu denkenden) Parameters E .  1st z. B. der Zweig ein 
r - facher und y = 0 Tangente, so setzt mau am Besten x = Y, worauf sich 
y  als Reihe von ganzen, steigenden Potenzen von E ergiebt. Alsdanli ist 
(x, y )  ein Punkt  der H e  sse'schen Curve in der Umgebung des singukren 
Punktes. Xun bestehen zwischen einem Punkte (z, y ,  a - 1) der H e s s e -  
schen Curve und dem zugehorigen ( 6 ,  r ] ,  l = l) der S t e i n e r  'schen Curve 
die Beziehungen : 
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je mehr Glieder in E man berücksichtigt. Die namliche Rechnung ist als- 
darin auch für die übrigen Zweige der H e  s s e 'schen Curve durchzuführen 
und man erhSlt so die übrigen zugehorigen Punkte der S t  e iner 'schen 
Curve. 

2. Die C a y 1 e y 'sche Curve wird umhüllt von den Verbindungslinien 
der Punkte der H e s  u e'schen Curve mit den zugehorigen der S t e i n e r  - 
schen Curve. Die homogenen Coordinaten (ic, i l  & =  1) der zurn Para- 
meter E gehorigen Tangente derselben verhalten sich daher wie die Deter- 

Als II. Probe hat  man die Identitiiten: 

. u z + v y + w E E o  

z i 6 + i r l + W K O  

Die Grossen 4, c l  W wiiren bereits zur Erkennung der Singularitat 
der C a y l e  y'schen Curve genügend; zur bequerneren Vergleichung mit der 
H e s  se'schen und S te iner ' schen  Curve aber empfiehlt es sich, von den 
Liniencoordiriaten zu Punktcoordinaten überzugehen, indern man den Be- 
rührungspunkt der Tangente (ic, u ,  W) sucbt. Die Coordinaten (?, 4, i = l )  
desselbeu verhalteri sich wie die Determinanten der Natrix 

4) di4 d u  dW 

wohci die Tdentittit 
U X + ~ . ~ + W = O  

eine III. Probe liefert,. 

3. Es  existirt aber noch eine zweite Moglichkeit, den m m  Punkt (z, y) 
der H e s s e  lachen Curve gehorigen Punkt ( 6 ,  7) der S t o i  n e r 'schen Ciirve 
zu berechnen. Bekanntlich (C 1 e b s c h - L i n d e m a n n , Vorlesungen über 
Geometrie 1 S. 363; S a l m o n  -Fiecl  l e r ,  Hoherc Curven 2. Aufl. S. 461) 
wird die S te iner ' sche  Curve umhüllt von den linearen Polaren der Punkte 
der Hesse'schen Curve in  Bezug auf die Grundcurve. Die Coordinaten 
(p, G ,  r = 1) der zu (2, y) gehorigen Tangente der S t e i n e r ' s c h e n  Curve 

a P  a~ a~ 
verhalten sich daher wie die Grossen - 1  - 1  -- die Coordinaten a z  a y  a s y  
des Berührungspunktes (6, 7 ,  5 = 1) verhalten sich wie die Determinanten 
der hlntrix 

5) 

Diese Werthe müssen mit den oben fü r  ( 6 ,  q ,  g =  1) gefundenen 
iibereinstimmen (IV. Probe). 

Zeitsclirift f.  Mathomatik u Pligsik. 40. Jalirg. 1895. 1. Eaf t .  3 
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Das Verfahren sclbst steht meistens dem oben mitgetheilten ail Ein- 
fachheit nach, dcch giebt es Falle, wo es immerhin auch gute Dienste 
lcistet. 

4. Bei S a l m o n - F i e d l e r  (Hohere Curven S. 195) mird darauf auf- 
merksam gcmacht , dass bci Curven dritter Ordnung die C a  y l e  y 'sche 
Curve auch definirt werden kann als Umhüllungslinie der Geradenpaare, 
in welche die conischen Polaren der Punkto der Hesse 'schen Curve in 
Bezug auf die Grundcurve zerfallen, dass aber bei hoheren Curven die so 
definirte Curve von der C aylcy'sclicn verschieden sci. Ieh werde mir 
erlanben, die Umhüllung der in Geradenpaare zerfallenden conischen Polaren 
als S a l  m O n ' a c h  e C u r v e zu bezeichnen. Um auch ihr Verhalten im singu- 
laren Punkte festzustellen, empfiehlt es sich, die beiden Geraden des Paares 
zu trcnnen und das gcschieht am einfachsten folgendermassen: 

Die Gleichung des Geradenpaares ist 

wo x', y', sP= 1 laufende Coordinaten sind. 
Die beiden Schnittpunkte mit a'= O (also die beiden unendlich fcrnen 

Punkte) sind gegeben durch 

- a2p 
a 2 F Z 2 + 2 -  x'y'+ -y a a F ,  = o. 
a x2 a x a 9  CY 

Diese beiden Punkte werden getrennt durch Auflosung der in (x': y') 
quadratischen Gleichung 7 ) .  Man hat  jeden von beiden nur mit ( g ,  7) zu 
verbinden - der Mittelpunkt des Geradenpaares ist ja der zu (x, y) gehorige 
Punkt  der S t e i n  er'schen Curve -, uni die zwei zum Parameter E ge- 
horigen Tangenten der S a l m  O n'sohen Curve zu finden; die Coordinaten 
derselben seien resp. (Cl, il, G, = 1) und (Z2, V p  , E2 = 1). Sind x', : y', 
und a', : yr2 die Wurzeln der Gleichung 7), 80 verhalten oich G i  : Gi: iÜ wie 
die Determinanten der Matrix 

Dabei ergiebt sich als V. Probe,  dass 

(üI x' + ü, y' + W l  s') (Gd x' + ?ii, y'+ w, 2') 

proportional zur linken Seite von 6) sein muss. 
F u r  die Berührungspunkte auf der Sa lmon ' schen  Curve hat man 

Ui vi wi 

9) ---  
d~ d e  

mit der VI. Probe: zizi + Giji + ", = O ,  
wo i = 1, 2. 
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5. Rei C 1 e b s c h - L i n  d e m a n n (Vorlesungen über Geometrie 1 S. 3G0) 
ist ferner eine Curve erwahnt, die umhüllt wird von den Tangenten- 
paaren, welche die ersten Polaren der Punkte der S te iner ' schen  Curve 
in Bezug auf die Grundcurve in  ihren Doppelpuilkten besitzen (letztere sind 
Punkte der Hesse'schen Curve). Die Ordnung dieser Curve ist von 
Z e u t h e n hestimrnt worden , weshalb ich 'die Curve als Z e u t  h e n'sche 
Curve citiren werde. Auch sie ist  für Curven dritter Ordnung mit der 
Ca y 1 e y 'schen identisch, fü r  hohere Curven von ihr verschieden. 

Die erste Polare eines Punktes (,', r l )  der S teiner 'schen Curve in 
Bezug auf die Grundcurve hat  die Gleichung: 

wo wieder (x', y', B ' =  1) laufende Coordinaten sind. 
Das Tangentenpaar im Doppelpunkte erhalt man, wenn man von der 

Curve 10) die a - 3t0 (also conischc) Polare in  Bezug auf den Doppelpunkt 
(x, y) nimmt; dasselbe ist daher: 

Dieses Geradenpaar wird nun genau ebenso behandelt, wie das Geraden- 
paar 6) - unter BerUcksichtigung des Umstandes, dass sein Nittelpunkt 
der Punkt (x, y) ist - und man erhalt somit zuorst die Tangentcn 
(Ü, , Gi, Zi = 1) , und alsdann die Punkte (zi, ai = 1) der Z e u t h e n -  
schen Curve, welche zum Parameter E gehoren (i = 1, 2). 

6. Eine sechste covariante Curve wird bcschrieben von dem Schnitt- 
punkte je zweier zusammengehtirigen Tangenten der H e s s e  'schen und der 
S t e i n e r ' s c h e n  Curve. Ich will dieselbe G e g e n c u r v e  d e r  C a y l e y -  
s c  h e n  C u r v e  nennen. Fiir Curven dritter Ordnung fillt sie gleichfalls 
mit der Cagley 'schcn Curve zusammcn und ist für hohere Curven von 
ihr verschieden. Man erhalt den zum Parameter E gehorigen Punkt  der- 
selben in der Form: 

12) x*:y*: z*= 

wo p i  b, z dieselbe Bedeutung haben, wie in  der Natrix 5), wghrcnd 
u, v ,  w die Deterrninanten der Matrix 

sind. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 DasVerhalten d. Steiner'schen, Cayley'schen u. and. covarianter Curven etc. 
> - <- -, .. - , -- ,. ?. - - - <. ,. - - -- -- -. -- - - - - - -. . ,.A - -. 

7. Die Anwendung der vorstehenden Formeln sol1 nun am Beispiel 
der S p i  t z  e (Rückkehrpunkt) g e ~ e i g t  werden. 

1 s t  (O, O) eine Spitze und y = O Spitzentangente, so ist in Gleichung 1): 
a = b = c = d = e = o ,  

Die H e s s e  'sche Curve hat nun bekanntlich in ( 0 , O )  eine Spitze mit 
Tangente y = 0 und einen durchgehenden Zweig. Lediglich zur Ver- 
einfachnng der Rechnung wiihle ich den speciellen Fal l ,  dass dieser durch- 
gehende Zweig senkrecht zur Spitzentangente s teht ,  also die Achse 
x = O bertihrt. Hieraus ergiebt sich noch, dass h = O ist. Dass die nach- 
stehenden Resultate auch filr den Fa11 gelten, wo beide Zweige einen 
anderen Winkel mit einander einschliessen, folgt daraus,  dass alle diese 
Resultate projectivischer Natur sind. F ü r  die Parameterdarstellung solleu 
zwei Glieder als genügend hetrachtct werdcn. 

Der e r s t e  Zweig der H e s s e ' s c h e n  C u r v e ,  die S p i t z e ,  ergiebt 
folgende Entwickelung: s = - E ~ .  

(Baben 
gesetzt 

f und g 
werden.) 

verschiedene 

Die Coordinaten der S t e i n e r ' s c h e n  C u r v e  verhalten sich nun wie 
die Determinanien der Matrix : 

- 6 g ~ ~ + 1 2 1 ~ ~ + . - .  ~ ~ A E ~ + ~ w z E ~ + . . -  

3 ( 1 ~ - 3 ) ~ ~ ~ + ( [ f i - 3 ] i A ~ - 4 [ n - 4 ] 1 ) ~ ~ + . - .  

Die im letzten Glied auftretende Reihe (1 - [i + :'] z 2  + -) kiirne 

in den Nenner von 6 und q zu stehen und wird daher auf Grund der 
Formel 1 

= 1  -p+P2-  p 3 + - . .  . 
I + P  

i n  den Ziihler gebracht. 
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Es ist daher: 

1 (n-  l ) (n-3)  i 1 
- - ( W  - 3 )  € 2 -  - - - 
-2  ( 12tn-2) f 3(% - I ) ~ ) E ~ + ~ - ~ ~  g 

Selbstversthdlich k6nnen in diesem Ausdruck, soweit er  dasteht, 
nur die Coefficienten von E~ und verschwinden, weil nur zwei Glieder 
berücksichtigt sind. 

C a y l e y ' s c h e  C u r v e .  
Die Matrix 

1 (n-  1 - 3 )  i 1 
: - (n - 1) - -- -- 

2 

beide Proben IT) stimmen. 

Die Coordinaten des zugehorigen Punktes auf der C a  y l e y  '&en Curve 
verhalten siçh wie die Determinanten der Matrix: 
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2 l i y$+ ..., 
i = 2 h r 3 + g ( 2 n - 3 ) ( z 2 f  

Probe III stimmt. - .  

Das unter 3. auseinandergesetzte Verfahren giebt die homogenen Coordi- 
naten der Punkte der S te iner7schen  Curve als Determinanten der Matrix: 

diesolben stimmen mit den frühcr gcfundenen Werthen tiberoin (Probe IV). 

S a l m  o n ' s c h e  C u r v e .  
Die beiden uncndlich fernen Punkte des m m  Parameter E gehb'rigen 

zerfallenden Kegelschnittes sind gegeben durch: 

( -6g~2+121~4+ . . . )  x ' 2 + 2 ( 2 i r i ~ ~ + 6 m ~ ~ + . . . )  x i 1 +  ( 2 f - 2 i ~ % + . . . ) ~ ' ~ = O .  
Mit - 2) 

r = +  
1eraus : folgt h' 

z r f i r -  ( ( r + 2 ~ i + 2 , ~ ) ~ , 3 + . . ~  g  

- 6 g ~ ~ +  121 E ~ + .  . . O ! ! 
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Bei der Probe V) ergiebt sich, dass man den Ausdruck 

mit - 6g  9 + 12 1 E ~ + .  . . multipliciren muss, um das Produkt 

(U, x' + ?j, y' + z-i,z') (ü, x' + ;,y' + w, e') 

au erhalten, wo sich die Indices auf das Doppelzeichen von p beziehen, 
welches die beiden Zweige der S a l m o n ' s e h c n  Curvc untcrscheidct,. 

Die Berührungspunkte der S a l  m O n'schen Curve werden nun : 

- 1 z = - -  
2 

(vz - 3) ( r  - 3) 2 

Dei der Berechnung der Z e u t h e n ' s c h e n  C u r v e  m6ge in den Ent- 
wickelungen je nur  ein Gliod berilcksichtigt werden. 

Die Gleichung 11) wird mit a' = O :  

odcr 
[ - 3 ( ~ - 3 ) g ~ ~ + . . . ] z ' ~ + [ - 4 i I . ~ ~ + . . . ] z ' y ' +  [ ~ ( I z - 2 ) f +  ...IY'z. 

Dann ist: 

Auch bei der G e g e n e u r v e  der C a y l e y ' s c h e n  C u r v e  moge nur 
ein Glied in Betracht gezogen werden. 

DanIl ~ : v : w =  - 3 k E 2 + . e .  : - 8 E  : - ) . E ~ + . . . ,  
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8. Die Eutwickelung des z w e i t  e n  (durchgehenden) Zweiges der H e s s e -  
s c h e n  C u r v e  ergiebt: y = '  

M i t  Berühruiig der zweiten und 
Punkt  der S t e i n e r l s c h e n  C u r v c :  

6 = - (m- 2 )  

dritten Gleichung 2) ergiebt sich der 

f f 7 - 2 7  ;€ + . . . ,  
'a 

Für  die C a y l e y ' s c h e  C u r v e  wird: 
1 f f f f 

U : i  : & = € -  - ( 1 ~ - 2 ) ~ - 2 ~ ~ &  +... : (12-2):- € - 2 y r € 2 t  . . . ,  
2  2. Z Z 'b 

daher : 

1 f 
y = - - ( 1 2 + 2 ) ~ € ~ $ . .  . 

2 
Fiir die S a l m o n ' s c h e  C u r v e  bekommt man: 

daher : 

Die Berechnuug der Z e u t h e n ' s c h e n  C u r v e  ergiebt: 

W O 

also : 
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Endlich findet man für die G e g e n c u r v e  der C a y l e y ' s c h e n  C u r v e :  

9.  Das Verhalten der covarianten Curven moge in folgenden Siitzen 
aueainmengefasst werdcn : 

Wenn die G r u n d c u r v e  im Punkte AeineSpitze mit Tangente a hat, eo hat : 
die H e s  s e ' s c h e  C u r v e  in A ebcnfalls eine Spitze mit Tangente u 
und einen gewohnlichen Zweig mit Tangente b ;  
die S t e i n e r ' o c h e  C u r v e  hat in A eine Spitze mit Tangente a 
und bertihrt a in einem weiteren Punkte B; 
die C a y l e y ' s c h e  C u r v e  hat in  A eine Spitze mit Tangente a 
und bertihrt a ebenfalls im Punkte B;  
die S a l m o n ' s c h e  C u r v e  hat in A zwei Spitzen, beide mit 
Tnngcnte a und in B einen Bcrührungsknoten (Sclbstbcrührungs- 
punkt) mit Tangente a ;  
die Z c u t h e n ' s c h e  C u r v o  hat in A zwei Spitzen mit Tangente a 
und einen gewohnlichen Zweig mit Tangente b ;  
die G e g e n c u r v e  d e r  C a y l e y ' s c h e n  C u r v e  hat in A eine 
Spitze mit Tangente a und einen gewohnlichen Zweig mit Tangente b. 

Hierbei ist jedoch zu bemerken: 
Rei der S a l  m O n '  s c h e n  C u r v e  treten merkwürdiger Weise Aus- 

nahmen von der unter d) gegebenen Regel ein, wenn die Grundcurve von 
der fünften oder zehnten Ordnung ist. Rei d ~ r  Ordnung 5 verwandelt 
sich die eine der beiden Spitzen in einen ,,Rückkehrspitzpunktu [cf. unten 
14k)J .  Uei der Ordnung 10 tritt  dagegen an die Stelle des Berührungs- 
kuotens eine Singularitiit, bestehend aus einer Spitze in B mit Tangente a 
und einem gewohnlichen Zweig i n  B, ebenfalls mit Tangente a. 

Uebrigens ist bei Curven dritter Ordnnng das Verhaltcn der mcisten 
covarianten Curven ein abnormes : die C a  y 1 e y 'sche Curve f'allt mit ihrer 
Gegencurve , der S a l  m O n'schcn und der Z e u t  h e n 'schcn, zusammcn und 
zerfallt in den doppeltzlhlenden Punkt A und noch einen weiteren Punkt  
( C le  bso h - L i n  d e m  a n n  , Vorlesungen über Geometrie 1 S. 592). 

Aus den Entwickelungen für die Zweige der covarianten Curven er- 
geben sich noch folgende erwahnenswerthe Thatsachen: 

Wenn sich zwei Zweige der covarianten Curven (beispielsweise der 
Zweig der S t e i n e r ' s c h e n  und derjenige der C a y  ley'schen Ciirve in B) 
berühren, so hangt das V e r h a l t n i s s  der K r ü m m u n g s r a d i e n ,  welches 
eine Invariante ist (cf. Zeitschrift für Mathematik u. Physik 38. Jahrg. S.237), 
zwar im Allgemeinen von der Orduung der Grundcurve ab ,  ist aber sonst 
von letzterer ganzlich unabhangig. Dasselhe gilt von dem V e r  h a 1  t n i s  s 
der S p i t z  e n p  a r  a m e t e r  der in einem Punkte zusammenfallenden und die- 
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selbe Tangente besitzenden Spitzen (unter Parameter einer Spitze verstehe 
ich den Parameter einer die Curve in der Spitze siebenpunktig berührenden 
N e  i l'schen [semicubischeu] Parabel). 

Wiihrend ferner im Allgemeinen jede Gerade des Paares, welches die 
S a l m  O n'sche oder Z e u t  hen 'sche Curve umhüllt, fCir sich einen besonderen 
Zweig beschreibt, trit t  irn obigen Beispiel bei dem g e  w 6 h n l i  c h e n  Z w e ige  
der Z e u t  hen'schen Cu r v  e eine Ausnahme ein. Dieser Zweig komrnt 
nfimlich zu Stande, indem jede Gerade des Paares eine Seite des Zweiges 
beschreibt; beide fallen dann in b Lueammen und werden weiterhin imaginar. 

Interessant ist auch in diesern Beispiele, wie sich die Cayley 'sche 
und die Sa1 rn on'sche Curve an die S te iner ' sche  Curve anschliessen, 
wzhrend die Z e u  t h e  n 'sche und die Gegencurve der C a  y 1 e y 'echen dem 
Verlauf der H e s s  e'schen Curve folgen. 

10. Hat die Grundcurve in A einen D o p p e l p u n k t  mit Tangenten 
b und c, so haben die Hesse 'sche,  die S t e i n e r ' s c h e ,  die Cayley'sche 
Curve und deren Gegencurve ebenfalls je einen Doppelpunkt in A mit 
Tangente tr und c. Die S a l m  o n'sche Curve ha t  in A ebenfalls einen Doppel- 
punkt mit Tangenten b und c und berührt ausserdem noch b iind c je in 
den Yunkten B und C. Desgleichen hat die Z e u t l i  en'sche Curve in A 
einen Doppelpunkt mit Taugenten b und c und berührt b und c je in den- 
selben Punkten B und C. Die VerhLltnisse der Krtimrnuiigsradien hei den 
sich berohrenden Curven sind wieder von der Ordnung n der Grund- 
curve abhiiiigig. Bei C 1 e b s ch - L i n d e ma n n  (Vorlesungen über Geornetrie 1 
S. 323 Anmerkung) ist bereits darauf hingewiesen, dass die Zweige der 
Grundcurve und der Hesse 'schen Curve im Uoppelpunkte bich gegenseitig 
die convexe Seite zukehren: denn das Verhaltniss ihrer Krümmungsradien 

n - 2  
ist negativ, n%mlich gleich --rn 

n 
Z u s a t z :  
Bei Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt zerfillt, wie bekannt 

(cf. C l e b s c h - L i n d e m a n n  a. a. O. S.688) die Cayley 'eche  Curve iii 
den Doppelpunkt und einen die Tangenten des letzteren in B und C be- 
rahrenden Kegelschnitt. TJnsere Rntwickeli~ngen zeigen noch besonders ftir 
diesen Fa11 , dass die Verbindungslinie der r e e I l  e n zusammengeh6rigen 
Punkte in der H e s s  e'schen und S t e i n  e r 'schen Curve nicht den ganzen 
Kegelçchnitt umhüllt, sondern nur einen von den Berührungspunkten B 
und C begrenztcn Rogen desselben, diesen aber doppelt. 

11. Wiihrend mehreren Punkten der H e  s s e  'schen Curve ein und der- 
selbe Punkt der S te iner ' schen  entsprechen kann - letztcrcr ist eben 
dann ein mehrfacher Punkt  in  der S t e i n e r ' s c h e n  Curve -, kann umgekehrt 
ein Punkt der H e s s  e'schen Curve im Allgemeinen nicht auf mehrere Punkte 

der S te iner 'schen Curve ftihren. Denn der Punkt  ( y  1;) liegt auf der 
H e  s u e 'schen Curve , wenn die drei Geradon : 
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sich in einem Punkte treffen und im Allgemeinen wird das, wenn es über- 
haiipt stattfindet, niIr in e i n e m  Punkte geschehen. Indes konnen die 
drei Geraden 14) durch theilweises Zusammenfallcn oder Illusorischwerden 
doch auch rnelir als eincn Schnittpunkt bckommen und gcrade bei hoheren 
Singularitiiten der Grundcurve kann es geschehen, dass eineui Punkt der 
H c s  s o'schen Curve mehrcre Punkte der S t e i n  er'achen entsprcchen. Es  
wurde z. B. bereits gezeigt, dass, wenn die Grundcurve eine Spitze A hat, 
dern Punkte A der Hesse'schen Curve in  der S t e i n e r ' s c h e n  die zwei 
Punkte A ' u n d  B entsprechen (siehe oben Ziffer 9). 

12. Wiihrend sich bekanritlich die Punkte der He  sse'schen und der 
S t e iner 'schen Curve eindeutig entsprechen , trit t  eine Ausnahme ein,  wenn 
die Grundcurve eine Spitze A hat. Denn dem Punkte A als Punkt  der 
H e s s  e'schen Curve entsprechen in der S t e  i n er'schen Curve siimmthhe 
Punkte der Spitzentangente a und zwar t r i t t  letztere d o p p e l  t z i ih lend  
in der Gleichung der S t e i n  er'schen Curvc anf. Dagegcn entspricht die 
Curve, welche durch Weglassung dieser Doppelgeraden eritsteht, und welche 
a18 r e d u c i r t e  S t e i n e r ' s c h e  C u r v e  bezeichnct wcrdeu miige, wieder 
eindeutig der I I e  s s e 'schen Curve und man kann nunmehr die P 1 n c k e r  - 
schen Zahlen für die (reducirte) S t e i n  er 'sche Curve aufutellen , wenn die 
Grundcurve d Doppelpunkte nnd r Rückkehrpunkte hat. 

Wegen Weglassung der Doppelgeraden wird 

fi, = 3 (n - 212- Zr. 

Das Geschlecht ist gleich dem der Hesse 'schen Curve, also: 

F u r  die Klasse kann man die Formel 

k,= 3 ( n - l ) ( n - 2 ) - 2 d - 4 r  

( C l e b s  c h - L i  n d e m  a n n ,  Vorlesungen liber Ceometrie 1 S. 671 Anmerkung) 
benützen, weil durch Weglassung der Doppelgeraden die Klasse nicht 
geiindert wird. 

Hieraus ergeben sich leicht die tibrigen Zahlen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



44 Uas Verhalten d. Steiner'schen, Cayley'schen II. and. covarianter Curven etc. 
A--+-- ---,-.-,\----------- -------A- 

13. Hat  die Grundcurve in  A einen d r e i f a c h e n  P u n k t ,  so ent- 
sprechen dem letzteren als eiuem Punkte der H e  s se'schen Curve siimmt- 
liche Punkte der Ebene als Punkte der S t e i n e r ' s c h e n  Curve, weil alle 
ersten Polaren in A einen Doppelpunkt halien. Als S t e iner ' sche  CurveU 
hat  man in diesem Falle den Ort der Punkte auzusehen, deren erste Polaren 
je ausser A noch einen zweiten Doppelpunkt haben. 

Hat  nun die Grundcurve in A drei verschiederie Zweige mit den 
Tangenten O ,  c ,  d ,  so hat die H e  s s  e'sche Curve in A einen fanffachen 
Punkt ;  drei Zweige berühreil die Tangenten b ,  c l  d ,  wahrend zwei Zweige 
mit den Tangenten e und f hindurchgehen. Gerade so verhiilt sich auch 
die S t e i n e r ' s c h e  Curve. 

(Man kann aber auch nach dem Ort der Punkte fragen, deren erste 
Polaren in A je  eine Spitze [und sonst keinen Doppelpunkt] ha'ben. Man 
erhalt in nnserem Palle als Ortscurve ein Geradenpaar, bestchend aus den 
Tangeuten e und f der H e s s  e'schen Curve.] 

14. Nachstehenti moge noch das Verhalten der Hesse 'sçhen und der 
S t e i n e r  'schen Curve in einer Anzahl weiterer Singularitaten der Grund- 
curve mitgetheilt werden : 

a) Die Grundcurve hat einen W e n d e p u n k t  A mit Tangente a. 
Die H es  s e'sche Curve geht durch A mit  Tangente b hiridurch. 
Die S t e i n e r ' s c h e  Curve berührt a in einem Punkte B [cf. C l e  h s c h -  
L i n d e m a n n  a. a. O. S. 3711 (auch die C a y 1 e y 'sche Curve be- 
rührt a in demselbcn Punkte B). Darum muss auch bei Curven 
dritter Ordnung die I I e s  se'sche Curve, da sie die Stelle der 
S t e i n e r  'sehen vertritt,, die Wendetangenten berühren ( S a l m o n ,  
H6here Curven S. 197). 

b) Die Gruudcurve hat  eiuen U n d u l a t i o n s p u n k t  ( F l a c h p u n k t )  A 
mit Tangente a. Die Hesse 'sche Curve berührt a in A. Die 
S t e i n  er'sche Curve berührt a in einem Punkie B und hat daselbst 
einen Wendepurikt. 

c) Die Grundcurve hat in A e i n e n  W e n d e f l a c h p u n k t  ( R e u s c h l e ,  
Praxis der Curvendiscussion 1, Stuttgart 1886, S .  32) mit Taogentc a, 
das heisst, ihre niedersten Glieder sind c y + . . . + s s 5  + . . . (diese 
Singularitiit ist fiquivalent mit drei Doppcltangenten und drei 
Wendepunkten). Die Hesse ' sche  Curve hat in  A einen Wende- 
punkt mit Tangente a. Die S t e i n e r ' s c h e  Curvc bertihrt a in 
einem Punkte B und hat daselbst einen TJudulationspunkt. 

d) Die Gruudcurve hat einen B e r  ü h r u n  g s  k n o  t e n  (Selbstberührungs- 
p i~nkt )  A mit Tangente a. Die H e s s  e'sche Curve hat  in A einen 
dreifachen Selbstberühruugspunkt mit Tangente a (das heisst, drei 
gewohnliche Zweige berühren a in A). Die S te iner ' sche  Curve 
verhiilt sich ebenso. 
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e) Die Grundcurve hat  einen s y m m e t r i s c h e n  B e r ü h r u n g s -  
k n o t e n  in A mit Tangente a ,  das heisst, die Krüminungsradieri 
der Zweige sind gleich und entgegengesetzt gerichtet. Die H e s s e -  
sche Curve hat  i n  A einen symmetrischen Berührungsknoten mit 
Tangente a und zwei durchgehende Zweige mit den Tangenten b 
und c (cf. Mathem. Annalen 36. Bd. S. 119). Die S t e i n e r  'sche Curve 
hat in A ebenfalls einen symmetrischen Herührungsknoten mit 
Tangente a und einen weiteren Bertihrungsknoten im Punkte B 
mit Tangente a .  

f )  Die Grundcurve hat  in Aeinen R ü c k k e h r f l a c h p u n k t  ( R e u s c h l e ,  
a. a. 0. S. 49) mit Tangcnte a ,  das heisst , ihre niederstcn Glieder 
sind f y2 + . . + s x5 + . . . (der singuliire Punkt  ist  aquivalent mit 
eincm Doppelpunkte , einer Spitze , zwei Doppeltangenten und zwei 
Wendepunkten). Die H e s s  e7sche Curve hat alsdann in A einen 
Rückkehrflachpunkt mit Tangente a ,  einen bertihreiiden Zweig 
mit Tangente a und einen durcligehenden Zweig mit Tangente b.  
Die S t e i n e r ' s c h e  Curve hat  ebenfalls einen Rückkehrflachpunkt 
in A mit Tangente a und berührt a noch in einem Punkte B 
(wo sie einen Wendepunkt hat) und i n  einem weiteren Punkte C 
(hier, wie im Folgenden sind die Zweige der S t e i n  e r'schen Curve 
in derselben Reihenfolge aufgezahlt, wie die damit zusamrnen- 
gehorenden der H e  s s e'schen Curve). 

g) Die Grundcurve ha t  in  A eine S p i t z  e mit Tangente a und einen 
d u r c h g e h e n d e n  Z w e i g m i t  Tangente b. D i e H e s s e ' s c h e  Curve 
hat in A zwei Spitzen, je mit Tangente a und einen gewohnlichen 
Zweig mit Tangente b. Die S t e i n e r ' s c h e  Curve hat  ebenfalls 
zwei Spitzen in A ,  je mit Tangente a und berülirt b in B ,  wo 
sie einen Wendepunkt hat. 

h) Die Grundcurve hat i n  Aeinen S p i t z p u n k t  ( R e u s c h l e ,  a. a. O. 
S. 40) mit Tangente a ,  das heisst, ihre niedrigsten Glieder sind 
kg3+ lx4+. .. (diese SingularitZt ist mit einein Doppelpunkt und zwei 
Spitzen iiquivalent). Die H e  s s e'sche Curve hat in A einen Spitzpunkt 
mit Tangente a ,  einen berührenden Zweig mit Tangente a und 
zwei durchgehende Zweige mit den Tangenten b und c. Die 
S t e i n e r ' s c h e  Curve hat einen Spitzpunkt in A mit Tangente a, 
einen gewohnlichen Zweig, der weder durch A geht ,  noch a be- 
rühr t ,  und sie berührt a noch in zwei Puukten B und C. 

i) Die Grundcurve hat in A einen W e n d e s p i t z p u n k t  ( R e u s c h l e  
a. a.  O. S. 50) mit Tangente a ,  das heisst, die nicdersten Glieder 
sind kg" + - - + s x" . . . (der singulüre Punkt  ist aquivalent mit 
zwei  Doppelpunkten , zwei Spitzen , einer Doppeltangente and einem 
Wendepunkt). Die H e s  se'sche Curve hat  in A einen Wende- 
spitzpunkt mit Tangente a ,  eiue Spitze mit Tangente a und einen 
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berührenden Zweig mit Tangente a. Die S t e i n e r  'sche Curve 
hat einen Wendespitzpunkt in A mit Tangente a ,  einen Wende- 
punkt in A mit Tangente a und einen gewohnlichen Zweig, der 
weder durch A geht ,  noch a berührt. 
Die Grundcurve hat in A 'einen R l i c k k e h r s p i t z p u n k t  (cf. 
R e u s c h l e  a. a .  O. S. 41) mit Tangente a ,  das hcisst, dio nie- 
dersten Glieder sind r y4 + s x5 + . - . (die Singularitat ist aqui- 
valent mit drei Doppelpunkten und drei Ktickkehrpunkten). Die 
H e  s s e'sche Curoe hat  in A einen Rückkehrspitzpunkt mit Tangente a, 
eine Spitze mit Sangento a und drei durchgehcnde Zweige mi6 
den Tangenten b ,  c ,  d.  Die S t e i n  er'sche Curve hat einen Rück- 
kehrspitzpunkt in A mit Tangente a ,  einen durchgchendcn Zweig 
in  A mit einer Tangente e und berührt a ndch in drei Punkten 
B ,  C und Il. 

16. Das im Vorhergehenden auseinander gesetzte Verfahren ermoglichte 
es ,  die Lage und Rcschaffenhcit der Zwcige der S te iner ' schen  Curre zu 
bestimrnen, welche dem singularen Punkte der H e  s se'schen Curve ent- 
sprechen, wclch' lctzterer in den singularcn Punkt der Grundcurve hinein- 
fillt und demselben seinen Crsprung verdankt. E s  erhebt sich nun aber 
die Frage,  ob damit der Einfluss der Singularitiit der Grundcurve auf das 
Verhalten der S t e i n e r ' s c h e n  Curve erschopft ist. E s  ware ja denkbar, 

. dass die Gleichungen 21, wenn in ihnen ( q  1 :] gesetzt wird, noeh durch 

einen von verschiedenen Punkt  oder gar  mehrere solche be- 

friedigt würden. Es würdc also noch ein weiterer Punkt der Hesse'schen 
Curve (oder mehrere) existiren, der zu einem ciurch den singularen Punkt 
gehenden Zweige der S t e i  ner 'sche Curve Anlass gsbe. Ein solcher Zweig 
wiire als a c c e s  s O r i s c h  zu bezeichnen und ebenso würden wir &en Zweig 

zu nennen haben, welcher durch einen der etwa m m  Punkte {' = '1 der 
y == O 

H e s  s e'schen Curve gehorigen nicht in { ] a n d  Punkte der 

S t e i n e r  'schen Curve hindurchgeht. Dass bei speciellen Grundcurven solche 
accessorischen Zweige 7orkomrnen kbnnen , ist  klar;* dagegen ist die 
Frage,  ob sie bei allgemeinen Grundcurven zu erwarten sind, zwischen derer 
Coefficienfen also, von der Singularitat abgesehen, keiue weiteren Relationen 
existiren, im Allgemeinen wohl zu verneinen. lndess ii;t nicht zu leugnen, 
dass bei g e  w i s s e n  S i n  g u l a  r i t ii t en in allgemeinen Crundcurven von einer 

* Bei spociellen Grundcurven konnen auch sonst Abweichungen vom gewtihn- 
lichen Verhalten der covarianten Curven eintreten. Verschwindet z. B. die Grosse y 
in Ziffer 8 ,  so haben im Punkte B die S teiner'sche und die Cay  lc  y 'sche Curve 
je eine Spitze an Stelle eiues gewohnlichen Zweiges, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. E. WOLPPING. 47 
- 
b e s t i m m t e n  O r d n u n g  in der That accessorische Zweige in  der S t e i a e r -  
schen Curve rcgelmtisaig auftreten; ein neispiel ist hierfür wenigstens der 
Wendepunkt bei den Curven dritter Ordnung. Durch ihn geht die 
S t e  i n  er'sche Curve accessorisch hiiidurch ; denn der ziigehorige Punkt  der 
Hesse'schen Curve liegt nicht im Wendepunkte, sondern auf der Wende- 
tangente irn Rerührungspunkte der S t e i n  cr'schon Curve (cf. S a l m o n ,  
Ilohere Curven S. 200). E s  ware immerhin denkbar, dass es für manche 
andere Singularitaten cine gcwisse Ordnung der Grundcurvo giebt,  bei 
welcher solche accessorischen Zweige der S t e i n  e r 'schen Curve auftreten. 
Dazu kommt aber die wcitere M6glichkeit, dass infolgc bcsonderer Um- 
stande in der S te iner ' sche  Curve ausserhalb der bereits gefundenen Punkte 
ein singulsrer Punkt  auftritt ,  weloher einer in der ürundüurve befindlichen 
Singularitat seine Entstehung verdankt, wahrend der zugehtirige Punkt der 
Hesse'schen Curve nioht in  die genannte SingularitBt hereinfiillt. 811- 
gemein wird sich über diese Fragen nicht leicht etwas aussagen lassen, 
aber so vie1 ist siüher, dass die in vorliegender Abhandlung gegebene 
Xethode hinreicht , um den w e s e n  t l i c  h e n  Einfluss singularer Punkte der 
Grundcurve auf das Verhalten der S t e  i n e r  'schen und der auderen covarianten 
Curven zu ermitteln. 
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IV. 

Ueber die reciproken Figuren der graphischen Statik. 

Von 

Bekanntlich giebt die graphische Statik zu einer merkwtirdigen Reci- 
procitiit ebener Biguren Veranlassung, bei welcher jeder Geraden der einen 
Figur  eine ihr  parallele der nndercn entspricht. Nachdem Cu  l m  a n  n ver- 
geblich versucht hat te ,  diese Reciprocitat als eine projective anfzufassen, 
gclang dies M a x w e 11 dadurch, dass er dio bcidcn Figurcn a1s orthogonale 
Projectionen zweier riiumlicher Biguren entstehen liess, welche einander in 
Ueziehung auf ein Rotationsparaboloid polar sind, wobei allerdings die eine 
der beiden Figuren noch um einen rechten Winkel gedreht werden musste. 
Diese Drehung vermied C r e m o n a *  dadurch, dass er  die Reciprocitiit in 
Beziehung auf ein Rotationsparaboloid durch diejonige in Bezug auf ein 
sogenanntes Nullsystem ersetzte. Obwohl der Zusamrnenhang der beiden 
ebenen Figuren gerade hierdurch in der glücklichsten Weise zum Ausdruck 
gebracht w a r ,  so konnte die strenge Entwickelung der Lehre vom Facli- 
werk insofern ails diesen Untersuchungen keinen Vortheil ziehen, als 

C r e m o n a  die Frage unbemtwortet liess, ob z w e i  g e g e b e n e  reci-  
p r o k e  F i g u r e n  d e r  g r a p h i s c h e n  S t a t i k  s i c h  s t e t s  a l s  P ro .  
j c c t i o n e n  z w e i e r  r e c i p r o k e r  F i g u r e n  e i n e s  N u l l s y s t e m s  dar-  
s t e l l e n  l a s s  e n .  Auch in der spiiteren Literatur** h a t ,  so vie1 dem 
Verfasser bekannt ist ,  diese naheliegende Frage  nirgends eine Antwort 
gefunden. Der Verfaeser will daher die C r e  m O na'sche Untersuchung in 
diesem Sinnc zum dbschlusse bringen, wobei sich zeigen wird, dais rich 

* Siehe besonders C r e m o n a :  ,,Les figures réciproques en statiqne graphique 
trad. par B o s s ~ i t ~ ~ ,  Paris 1885, woselbst man auch genauere Literaturangaben findet. 

** Erst nachdem dieser Artikel dein Uruclre übergeben war, erhielt der Ver- 
fasser Kenntniss der Abhandlung von G. H a u c k :  ,,Ueber die reciproken Figurcn 
der graphischen StatikLL, Journal f. r. u. a. M. Bd. 100 S. 365 flg., in welcher die 
Losung des entsprechenden Problems fiir die sogenannte N e u m  ann'sche P m  
jectiousart angedeutet ist  (S. 388). 
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zu allen Fachwerken , soweit sich deren Mannigfaltigkeit tibersehen lasst, 
C r  cin on  a'sche KrBftcplane mit Hilfe des Kullsystems construiren lassen. 
Des leichteren Verstindnisses wegen knüpFen wir liberall an bestimmte Bei- 
spiele an. 

1. Wir erinnern zuniichst au einige Satze über d a s  N u l l s  y s t e m . *  
Wir werden dabei unseren Zielen entsprechend am besten von der statischen 
Definition desselben ausgehen. Ein beliebiges System von Kraften im Raume 
lasst sich bekanntlich entweder auf eine Einzelkraft oder auf ein Paar paralleler 
und entgegengesetzt gleicheï Krafte oder auf zwei windschiefe Kriifte g 
und k reduciren. Uns interessirt nur der letzte sogenannte allgemeine Fall. 
Von den Wirkungslinien der beiden Krafte kann die eine ganz beliebig im 
Raume gewahlt werden, wodurch beide der Lage und Grosse nach bestimmt 
sind. Schneidcn sich n h l i c h  g und g' in G ,  nnd ist K der Schnittpunkt 
von k mit der Ebene [g, g'], so zerlegen wir g in zwei Componenten g' 
und vz nach g' und G R  und suchen diejenige Kraft k' durch K, welche 
mit der iu KG wirkenden Kraft -n die Resultante k liefert; danu sind 
die Krafte g' und k' offenbar dcn beidcn gegebencn KrBftcn g und k Bqui- 
valent. Da g' nur in einer Ebene mit g zu liegen braucht, so kann man 
durcli ihre Vermittelung zu jeder Wirkungslinie des Raumes kommen. 
Vnsere Reduction würde allerdings dann absurd sein, wenn g' auch die 
Wirkungslinie k schneiden wtirde. Solühe Linien heissen N u  11 1 i n  i e  n des 
Kraftesysterns , weil dasselbe ftir jede solche Achse das Drehungsrnoment 
Nul1 liefert. Nennen wir zwei Geraden, die Wirkungslinien von zwei wind- 
ichiefen das Kriiftesystem erseizenden Kraften sein k6nnen , c O n j  u g  i r t , 
E O  sind die Nulllinien diejenigen Geraden, welche zwei conjugirte gleich- 
zeitig schneiden. Sie erfüllen den Raum in der Weise, dass die durch 
eiuen Punkt laufcnden Nulllinien in  einer Ebene liegen, d e r  K u l l  e b e n  e 
des  P n n k t e  s , und die in  einer Ebene liegenden Nulllinien durch einen 
Punkt laufen, den N u l l p u n k t  d e r  E b e n e ;  dreht sich die Nullebene um 
eine Gerade, so bcwcgt sich der Kullpunkt auf der conjugirten Geraden 
und umgekehrt. Da im Sinne des Rechnens mit Strecken einerseits 
g =g'+ m und andcrerseits k = kr- m ,  so sehen wir,  dass g und k nach 
irgend einem gemeinsamen Ailgriffspunkte verschoben dieselbe Resnltante 
liefern müssen wie y' und k' nach demselben Angriffspunkte verschoben. 
Nennen wir diese auegezeichnete Richtung die Achsenrichtung des Krafte- 
oder Nullsystems, so geht aus ihrer Definition hervor, d a s s  j e  z w e i  
c o n j u g i r t e  G e r a d e n  i n  d e r  A c h s e n r i c h t u n g  d u r c h  z w e i  p a r a l l e l e  
E b e n e n  p r o j i c i r t  w e r d e u .  Bedenken wir nun noch, dass unsere Con- 
struction conjogirter Geraden, also aiich der Nulllinien dasselbe Resultat 
liefern muss, wenn wir g und k ihrer Lage nach ungeandert lassen, sie 
aber in demselben Verhaltnisse vergrossern oder verkleinern, so ist klar, 

- 

S. 1. c. Introduction par M. J. J u n g .  
Ecitachrift f. hïuthematik u. Physik. 40. Jahrg. 189.5. 1. Heft  4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 Ueber die reciproken Figuren der graphischen Statik. 

d a s  e i n  N u l l s y s t e m  d u r c h  e i n  P a a r  c o n j u g i r t e r  G e r a d e n  u n d  
d i e  A c h s e n r i c h t u n g  v o l l k o m m e n  b e s t i m m t  i s t ,  wobei die letztere 
natürlich so gewahlt sein muss, dass die beiden Geraden nach ihrer Richtung 
durch zwei parallele Ebenen projicirt werden. Denn dann ist ja das TTerhiiltniss 
der in g und k wirkenden Krafte bekannt, also auch die su jeder Geraden g' 
conjrigirte Gerade k'. 

Wollen wir a. B. die einer zu g parallelen Geraden g' conjugirte k' 
finden, so muss sie ja sicher durch den Schnittpunkt E von k mit der 
Ebene [g, g'] gehen. Geben wir dann der in g wirkenden Kraft beliebige 
Grosse und Sinn, wodurch auch die in 76 wirkende bestimmt i s t ,  so zer- 
legen wir g in zwei Componeuten nach g' und der dam parallden Geraden 
durch K; nun ist die Richtung von k' dadurch bestimmt, dass sie mit der 
in K angebrachten Coniponente g' die Resultaiite g + k lielere. Schricidet 
gr die g in G ,  so ist k' einfacher bestimmt als Schnittlinie der Ebene [Gk] 
mit der Ebene durch KI welche der Achsenrichtung und der g' parallel ist. 

II. Wir  beginnen nun mit der Betrachtung eines ganz einfachen Fach- 
werks, welches die Knoten Pl, Pz, Y,, P, (Fig. 1) besitzt und ails den 
beiden Dreiseiten P,PzP4 und P2P3P4 besteht; in  den Knoten mogen die 

mit einander im Gleichgewicht befindlichen Kriifte g, , g,, g,, g, (in der 
Figur  mit GOG,, GIGz, G,G,, G,G, bezeichnet) wirken. Denken wir 
also diese Krafte in dem geschlossenen Kraftepolygone E o E l K 2  K, Ko zu- 
sammengetragen und rerstehen unter C irgend einen Pol ,  50 miiss auch 
der zugehorjge Seilpolygon SOS, S,  S, S,S, ein geschlossener sein, also SOS, 
mit S4S, zusammenfallen. 

Nunmehr kommt es darauf a n ,  das ebene Vierseit g, g2 g,g, als eine 
in der Richtung der Achse eines Nullsystems erhaltene Projection eines 
r%dichen Vierseits g',g'zg',g'4 darzustellen , welchern in diesem Nullsystem 
ein Vierseit K',  K',  K' ,  E', conjugirt ist , dessen Projection das Kriifte- 
polygon KOKlK2 K3 ist. Um dies zu erreichen, betrachten wir die Zeichen- 
ebene als die Ebene des Grundrisses, die dezu senkrechte Richtiing als die 
der Achse des Nullsystems und verzeichrieri die r%umlichen Figuren im 
umgeklappten Aufriss. Um das Nullsystem zii  fixiren, nehmen wir hier- 
nach noch, die beiden conjugirten Geraden gIl und k', sonst willkltrlich 
aber so a n ,  dass g, und k ,  = Ko El ihre Grundrisse seien, wir nehmen also 
ihre Aufrisse g', und ktl ganz beliebig a n ,  wodurch zugleich die Punkte 
E', und K ' ,  bestimmt sind. Nun muss die naclmte Seite g'z des ersten 
raumlichen Vierseits erstens gp zum Grundrisve haben und zweit,ens zu 
K', E', = k', conjugirt sein oder in der Nullebene [E', g',] von hl'l liegen, 
woriach leicht zu construiren ist. Jetzt ist k', umgekehrt als die g', conjugirte 
Gerade bestimmt; man findet daher 7c', , falls g, und g, sich in G1, gr, und 
g',, sich also in G', schneidcn, über k ,  = K, K2 als Grundriss in der NuIl. 
ebene [G', k',] von G', , oder, falls g, und g,, folglicli auch g', und 9 ' 2  
parallel sind, nach de r  irn vorigen Paragraphen angegcbenen Methode (ver.$ 
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auch Fig. 2). In  beiden Fallen ist die wirkliche Construction leicht zu 
bewerkstelliçen. So k6nnen wir fortfahren und erhalten der Reihe nach 
E', über K2 aus k',: c l a n  gt3 iiber 9, , hieraus k3  tiber k, = E2K3 und E',, 
weiter g 4  iiber g,, endlieh k', über lc, = K,E,, und es fragt sich nur ,  ob 
kt4 wieder durch EPo geht. 

Bezeichnen wir nun den über K,, liegenden Punkt von k', mit E"o 
und verstehen unter C' irgend einen Punkt  über dem Pole C, so sind den 
fünf Strahlen von C' nacli X', , K ' ,  , K ' ,  , Kr,, E", fünf Strahlen einer 
Ebene conjugirt, welche sich der Reihe nach in vier Piinkten S',, Se,, 
S',, S', von g;, g',, gr,, g', schnciden mtissen; dasselbe gilt  daher von deren 
Projectionen i n  Beziehung auf g,, g,, g,, 9,. Diese Projectionen müssen 
also, da sie den St,rahlen von C nach E", K I ,  E2, K3, Eo parallel sind, 
ein Seilpolygon SOS,S,S3S,SS bilden. In diesem müsseil aber der Voraus- 
setzung gemasu die erste und die letzte Seite zusammenfallen. Uasselbe 
gilt daher auch von den Strahlen, deren Projectionen sie sind, da diese 
in derselben Ebcnc liegen, es gilt also schliesslich auch von C'E',  und C'E",, 
so dass auch R', und Er', zusammenfallen, und folglich g', mit g', in der- 
selben K', enthaltenden Ebene liegen muss. Der erste Sheil unserer Auf- 
gabe ware also gelost, und man sieht zugleich, dass dasselbe Verfahren 
auch auf beliebig viele Krifte g,, g,, . . ., g, angewendet werden kann. 

Das Weitere ergiebt sirh in nnserem Falle sehr leicht. Auf den Seiten 
g',, g',, g'3, gP4 des ersten raumlichen Vierseits liegen jetzt der Reihe nach 
die Piinkte P', , P ' , ,  P',, P r , ,  deren Projectionen die Knoten P,, P,, P,, P, 
des Fachwerks sind. Das aus den sechv Dreiecken g', g', , g', gP3, g', g', , g', g', , 
P', P', Y', und P', P', P', bestehende, im Allgemeinen offene Sechflach ist 
nun die raumliche Figur ,  deren Kanten die St ibe des Fachwerks und die 
mirkenden Krafte zu Projectionen haben. Es entspricht ihr im Nullsystem das 
aus den Punkten E',, K r , ,  K',, E',, H', und H', bestehende Sechseck, 
dessen Kanten einerseits die Seiten des Kraftepolygons und audererseits 
die Spannungen in den Stiiben des Fachwerks zu Projectionen haben. Diese 
letzteren sind jedesmal die Verbindungslinien derjenigen beiden Punkt,e, 
welche Projectionen der Nullpunkte der beiden Flachen des Sechsflachs sind, 
in denen die zu dem betrefTenden Stabe gehorige Kante liegt. Will niau 
dnher diese Spannungen schnel! aus der Figur  herausfinden, so wird man 
gut  thun,  in die Projectionen jener Flaclien die Buchstaben K,, E,, Es, 
E,, Hl und H, einzutragen. Gerade in der Praxis liefcrt diese Bezeich- 
nungsweise eine vie1 leichtere Uebersicht, ais die sonst übliche, welche die 
Stabe und die zugehorigen Spannungen mit denselben Zahlen bezcichnet, 
weil die letzteren Strecken sich haufig theilweise decken oder durch ein- 
ander gehen. 

III. Handelt es sich um ein complicirteres Fachwerk, so geschieht 
zuriachat die Bestinimung des rtiuiiilicheu n -  Seits g', g', . . . g', , dessin Pro- 
jectionen die Wirkungslinien der gegeheuen Krafte sind, auf ganz dcm- 

4' 
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selben Wege. Hiermit sind zugleich die Raumpunkte Pr, P ', , . . P ' ,  be- 
stimmt, doren Projcctioncn dio Angriffspunkte jmer  Kr&fte sind. Da mir 
hier nicht eine Discussion aller moglichen hr ten  von Fachwerken beabsicli- 
t igen, so machen wir die der Praxis entsprechende Annalimc, dass die 
Angriffspunkte der gegebenen Kriifte am Rande des Fachwerks liegen, dass 
d s o  die diese Rnotcnpunkte verbindcndcn StBbe immer nur eiucm Feldc des 
Fachwerks angehüren. Wir werden d a m  weiter die Anuahme machen müçsen, 
dass von den Rnotenpunkten Pl P, . . . P, im Allgemeinen hochstcns drei dcm- 
selben Felde des Fachwerks angehoren; denn die den Kuotenpnnkten eines 
Feldes zugehorigen Kaumpunkte müssen i n  einer Ebcne liegcn, was ohnc 
besondere Bedingungen nur für  je drei solcher Punkte zutreffen wird, 
Sollten nun am Rande noch weitere Knotenpunkte liegen, in wclchcn keine 
Kriifte wirken, so denken wir uns dieselben jedesmal zwischen den zwei 
der schon behandelten Knotenpunkte Pi und Pi + vertheilt, zwischen 
welchen sie bci einmaliger Umlaufung des ganzen llandes liegen. Nuu 
haben wir uns in  diesen Knotenpunkten die Kra,ftc Ni111 angcbracht zu 
denken, welche irn Kriiftepolygon durch den Punkt  Ki dargestellt sind, 
so davs die ihnen entsprechenden liaurnpunkte s!immt,lich in der Ebene 
[g'i, g'i+l] zu suehen sind; ist j die Anzahl dieser zwischen Pfi und P'i+, 
liegenden Punkte, so bilden sie ebcn mit diesen und dem Punkte (gr,, g'i + i )  

eine der ersten raumlichen Figur angehorige j + 3 - eckige Seitenfliiche. 
Was nun die dem inneren Knotenpunkte entsprechenden Raumpunkte 

hetrifft,, so lassen sieh für deren Bestimmung allgemeine Regeln kaum 
augeben. Wir  werden da zuerst zuscheri, ob das Pachwerk derart in Felder 
zerfallt, dass jeder innere Stab zwei und nur zwei Feldern angehort resp. 
ob sich das durch Einfübrung idealer Knotenpurikte" erreiehen liisst. Hier- 
unter verstehen wir  die Schnittpunkte der solche StLbe darstellenden Strcckcn, 
die in Wirklichkeit nur über einander laufen. Die den vier in einem 
solchen idealcn Knotenpunkte ziisnmmenlaufcndeu Stiiben in dem Krsfte- 
plane entsprechenden Streckec werden namlich ein Parallelogramm bilden, 
so dass man für jeden Stab in den verschiedenen Theilen desselben die- 
selbe Spannung erhalten wird. Besonderer Untersuchung aber bedarf der 
Fal l ,  dass in einém solchen idealcn Knotenpunkte mehr als zwei Stlihe 
tiber einander laufen; hier stellt, sich gewohnlich eine Unbestimmtheit 
heraus, die duroh die Redingung zu heben is t ,  dass dic in jedcm durch 
den idealen Knotenpunkt durchbrochen gedachten Stabe resultirenden 
Spannungen entgegengesetzt gleich seien. 

Für die Bestimmung der Raurnpunkte, welche den inneren, wirkliclien 
sowohl wie idealen Knotenpunkten entsprechen, muss nun davon aus- 
gegangen werden, dass die einem und demselben Fel~le  des Fachwerks 
ziigehürigen in derselben Ebene liegen. Man suclit d a m  also riach Punkten, 

- . -- 

* S. L c. Appendice par Saviotti p. 63 .  
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Von FRIXDKICH SCRUR. 53 

welche mit drei schon bekannten Raumpunkten in einer Ebene liegen sollen, 
und versucht, so allmahlich zu allen Raumpunkten der ersten Figur zu 
kommen. Hierbei wird man oft nicht direct zu Werke gehen konnen, 
sondern eincn oder mchrere der unbekannten Punkte vorerst willkürlich 
anoehmen müssen, um durch das Studium ihrer Bewegung zum Ziele zu 
gelangen. Wir  werdcn dies Pcrfahren an einigen Beispielen erlautern und 
begnlfgen uns hier mit der allgemeinen Bemerkung, dass die Bestimmung 
der inneren Raumpunktc unmoglich , das Fachwerk also statisch unbestimmt 
sein wird, wenn es beim Vorhandensein innerer , wirklicher oder idealer 
Knotenpunkte nur aus dreieckigeu Feldern besteht. 

IV. Als erstes Beispiel wahlen a i r  das aus den vier ausseren Knoten- 
punkten Pl. . . P4 (Fig. 2) und dcm inneren Knotenpunkte P5 bestehende 
Fachwerk; es zerfalli; in die beiden dreieckigen Felder Pl P,, P, und P, P, P, 
und in das viereckige Feld P, P,P3P,. In Pl, P,, P3 m6gen die drei 
Rriifte g, , g,, g, wirken , deren Kriiftepolygon K, K, K, &. Dann bestimmt 
man nach der in II. angegebenen Nethode das Dreiseit g', g',g'3 (der Auî- 
riss wurde in der Fignr nach der Seite umgeklappt) und damit P',, P'2 ,P '3 ;  
feruer ist P, dadurch bestirnmt, dam er  in der Ebeue [gI3, g',] liegen muss, 
ünd endlich P f 5  dadurch, dass er in  der Ebene P', P', P', liegen muss. 
Somit ist die erste raumliche Figur vol ls t~ndig bestimmt. 

Ein tihnliches Beispiol liefert der sogenannte f r a n z 6 s i s c h e D a c  h -  
s t u h l  t r a g e r  (Fig. 3), an welchem zugleich der Vortheil unserer. Bezeich- 
nungsmeiçc dcutlich wird. Auf dio oberen Knotenpunkte P,, P,, . . . , P, 
mb'gen die gleichen und parallelen Krafte g,,  g,, . . . , g, wirken, wahrend 

1 
in P, und P9 die Auflager -Relationen gl = gG = - - (g2 + . . . + g,) wirksam 

2 
zu denken sind ; KaKl . . . K8 Ko i s t  das zugeh6rig.e Kriiftepolygon. Nach 
Annahme von g', und 7c', ergeben sich nun zuerst wieder die Geraden 
g',, ..., g'g und mit ihnen die Punkte P', P l p , .  . ., Pry, die Punkte P',,, P',,, 
P',,, P',, sind dann dadurch bcstimmt, dass sie in  der Ebene [gIl, g',] liegen 

rnilssen, endlich P',, und P',, dadurch, dass sie in der Ebene P', P',, 
liegen miisscn. Das Nullsystem liefert also unmittelbar als Projection des 
dem raumlichen Zweiundzwanzigflach entsprechenden Zweiundzwanzigecks 
den zum Fachwerk gehorigen KrBfteplan. Bekauntlich kommt man hier 
mit den gewohnlichen Methoden der Zerlegung in Componenten nicht ails, 
sondern bedarf noch irgend eines Kunstgriffs. (In der Figur dachte man 
sich H4 auf der Parallelen durch Hs zu P3 Pl, beweglich, wobei sich H, 
auf einer durch S gehenden Geraden bewegt; .HG kann also aus irgend 
einer Lage des beweglichen Punktes gefunden werden.) 

Als letztes Eeispiel behandeln wir d a s  F a c h w e r k  m i t  s e c h s  
K n o t e n p u n k t e n  Pl, Pz, ..., P6 ( F i g .  4 ) ,  d e n  S r i t e n  u n d  D i a g o n a l e n  
des  v o n  i h n e n  g e b i l d e t e n  S e c h s e c k s  a l s  S t L b e n ;  die letzteren 
laufen in drei Punkten A ,  B, C iiber einander , welche wir also a18 ideale 
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Knotenpiinkte einführen müssen. I n  den sechs Knotenpunkten m6gen clic 
sechs Krafte g;,  g,, . . . , g, mirken, und Eo K I . .  . K5 Ko sei das zugeh?irige 
Kr8ftepolygon. Nach Annahnie von .qTi und k'l finden wir wieder g', , . . . , g', 
und daraiis P'l ,  P',, .. . , P',. Die den idealen Knotenpiinkten entsprechenden 
Punkte A', R', C' k6nncn wir hier nicht direct arigeben. Kehmen wir 
aber einen dieser Punkte willkürlich über A a n ,  eo miiren damit aueh 
R' und Cf bestimmt als in den Ebenen P', PTl A' und P',P'6A' gel~geii, 
und es fragt sich nur ,  ob auch B' und C' mit P', und .Pt4 in  einer Ebene 
liegcu. Rci beliebiger Annahme von A' wird das natürlich im Allgemeinen 
nicht der Fa11 rein. Wenn sich aber A' auf der Vertikalen über A bewegt, so  
beschrciben P', P', B' und P', P', C' zwei projective Ebenenbiischel, welche 
die verticale Ebene Ciurcli P',P', entsprechend gernein haben, so dass man 
im Allgemeinen eine und nur eine Lage von A' erhalten wird, welche die 
Aufgabe lost. Die weitere Verfolgung dieser Betrachtungen würde uns aucli 
zeigcn, wcnn mehr als eine oder nur eine uneigentliclie Losung existirt. Da 
indesseu zum leiclileu VerstZndnisse tlenselbeu eiuige Uebuug in der pro- 
jectiven Geometrie des Raumes gehort, aiich der Fal l ,  dass die drei 
Diagonalen durch einen Punkt laufen, hierbei besonders behandelt werderi 
müsste, so ziehen mir ein Verfahren vor, welches sich auch dern bei der 
wirklichen Zeichnung des Krzfteplanes zu befolgenden Gedarike~igarige 
anschliesst'. 

m i r  konnen uns oEenbar jeden Stab des Facliwerks entfernt denkeu, 
wenn wir ihn durch zwei in seinen Endpunkten angreifende und der in ihm 
herrschenden Spannung entsprechende entgegengesetzt gleiche Krifte er- 
setzen. Denken wir uns dann das Fachmerk durch Hinzufügung eines 
idealen Stabes befestigt, so konnen wir unserem Probleuie auch die Fasaung 
geben: Die in  den Endpunkten des zu entfernenden Stabes anzubringenden 
Krafte ihrer Grosse und ihreui Siune nach so zu bestimmen, daes sie mit 
dern gegebenen Krtiftesysteme zusammen in dern idealen Stabe die Spannuiig 
Nul1 hervorrufen;* denn dann kann man den idealen Stab wieder ver- 
nachlissigen. Dies Problem konnen wir aber in zwei Theile zerlegen: 
Man bestimme xuerst die von dem gegebenen I<r;iftesysteme herrührende 
Spannung in dem idealen Stabe, dann die von irgend zwei in dern ent- 
fernten Stabe wirkenden und entgegengesetzt gleiühen Kraften in dern 
idealen Stabe hervorgerufene Spannung; die Bestimmung der in dem ent- 
fernten Stebe wirkenden Krafte entsprechend der Porderung iinseres 
Problems bedarf d m n  nur noch der Aufsuchung einer vierten Proportionale. 
Denn die von den beiden KrZftesgstemen für sich hervorgerufenen Spannungen 
summiren sich ja bei ihrer gleichzeitigen Wirkung,  und die durch die  
beiden entgegengesetzt gleichen Krafte hervorgerufeneu Spannungen linderri 
sich diesen proportional. Die Aufgabe wird offenbar nur dann eine 

* Siehe H e n n e  b e r g :  ,,Statik der starren Systerne", Darmstadt 1886, S.228flg. 
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unbestimmte odcr liefert nnr  unendliche L ~ s u n g e n ,  wenn die Spannung 
in dem idealen Stabe bei jeder Grosse der Krafte in dem entfernten Stabe 
Null wird. 

In unserem Falle entfernen wir den Stab Pl P4 und fiùgen den ideaien 
Stab P,P,, ein, so dass nur noch der ideale Knotenpunkt U übrig bleibt. 
Die zu dern gegebenen Kraftseysteme gehorige raumliche Figur ist ja un- 
mittelbar bekünnt; denn R' muss hier in der Ebene P'3 PP4 PT5 liegen. Zu 
dern zweiten Kraftesysteme s uud -s, da-, in P,P, wirkt,  nitige das 
1Criftepolygon T',Y', 1; gehoren; danu konnen wir s' und 1' beliebig über 
s und TOT, annehinen, wodurch auch T', und T', bestimmt sind. Nun- 
niehr liegen P', , P', , P3 und P', in der Nullebene [T', s'] von T', , P',, 
P'5r P P 6 ,  P', in  der Nullebene [Tc1 s'] von T', und B' wieder in der Ebene 
P ' ~ P ' ~ Y ' ~ .  I n  dem idealen Stabe P2P6 wird offculiar dann und nur dann 
die Spannung Nul1 resultiren, wenn die beiden Ebenen P'6P',P', und 
P', B'P', znsammenfallen , das heisst Br i n  der Sclinittlinie der beiden 
Ebenen Pr6 P', PlB und P', P i  P'5 odër in der Verbindungslinic der beiden 
Punkte a'= (P', PD, ,  PPs PP4)  iind y'= ( P r 4  P5 , Plo P t l )  liegt. Dann würden 
aber auch die drei Punkte a = (P,  P z ,  P,P,), R = ( P 2 P , ,  P,P,) und 
y = (P5 P4, PGP,)  in einer Gcraden liegen, das Sechseck Pl P, P, P4 P3P, also 
ware ein P a s c a l ' s c h e s ,  d i e  g c g e b c n e n  s e c h s  R n o t e n p u n k t e  m ü s s t e n  
auf  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  l i egen .*  Liegen umgekehrt die sechs Knoten- 
punkte auf einem Kegelschnitte, o c ,  B, y also in einer Gcraden, so licgt 
1)' in der Geraden CZ'~' oder in der Ebene P ' ~  P,'P1,, es wird also in  dem 
idealen Stabe P2PG, welche Grosse auch s haben mag ,  stets die Spannung 
Nul1 resultiren. 1st daher da3 gegebene Kriiftesystem nicht so beschaffen, 
dass es ebenfalls in P,, P, die Spaunuug Null hervorruft , so ruf t  es in dem 
ursprünglichen Fachwerke unendliche Spannungen hervor. Liegen die sechs 
Knotenpunkte auf einem Kegelschnitte, so ist demnach iinser Fachwerk im 
Allgcmeincn nnbrauchbar. 

Diese Beispiele werden genügen, zu zeigen, wie der Crernona 'sche Ge- 
danke d a m  Lcnutzt wcrden kann,  um die statische Bestimrntheit oder 
Brauchbarkeit gegebener Fachwerke zu untersuchen, und die Benutzung 
des Nullsystems bei der Construction von Kriifteplanen erhiilt hierdurcli den 
Charakter einer allgemeinen Methode. 

* Vergl. z. B. M ii11 e r -  Breslau: ,,Die graphische Statik der BaucoustructionenLL, 
2 .  Aufl., Bd. 1 S. 208 flg. Leipzig 1887. 
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Iileinere Mit theilungen. 
- - 

1. Zur Perspective des Kreises. 

Bezeichnet (Fig. 1) 

Fig. 1. 

o h  den Augeupunkt, g h  den Distanzpunkt, 
x y  einen Punkt der Grundebene und i jq 

dessen Perspectivbild, so gelten bekanntlich 
die Gleichungen : 

(h  - V)X = h & ,  

( ~ - T ) Y  = g T i  
dem Kreise 

x2 + ( y  - b)' = re 

entspricht hiernach der Kegelschnitt 

h Z i 2 + [ ( b + g ) 2 - r 2 ] r l z + 2 h [ r 2 -  b ( b + g ) l ~ l  

+ ( b 2 - r 2 ) h 2 =  0 ,  

welcher für h2 = (b + g)2 - r z  
oder 

g =  Jh"r2- b 

zu einem Kreise wird. Die zugehorige Con- 
struction zeigt Figur  2, worin AC = b,  
A B  = C D  = r und AG die beliebig gewiihlte 
Augenhohe bedeutet; sehueidet man nimlich 

~ i g .  2. auf 3 G die Strecke B d  = B D ab 
6 H 

/?\ 
und nimmt G H =  G d ,  so ist H der 

/ 
/ 

Distanzpunkt. '$ 
An dieses mehrfach behandelte 

kleine Problem knüpft sich die, wie 
es scheint, neue Frage, ob zwei ge- 

/ gebene, aus den Mittelpunkten C, und 

/ 
C2 mit den Radien Cl D, = r,  und 

" i G,D, = r, beschriebene Kreise (Fig. 3) 
l 

Y O  projicirt werden konnen, dass 

I' die beiden Perspectivbjlder gleichzeitig 
Kreise sind. 

Zunachst mage an den Satz er- 
innert sein : Bezeichnet E den Durch- 
schnikt der Centrale C,C, mit der 
Potenzlinie beider Kreise und ist 

Cl C, = c, Cl E = e l ,  C2E = so bestehen die Formeln : 
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und die Kreistangentcn EF, ,  EF,  haben den gemeinschaftlichen Werth: 

f = i e e 1  - i e ÿ  - 1 -  2 2'  
Eig. 3. Fig.  4. 

Um nun die Augenh6he AG = h und die Distanz zii crmittelii, setze 
man, dem anfangs Gesagten analog, AC, = B, D, = b , ,  AC, = B2D2 = fi, 
und beachte, dass jetzt die Bedingung 

g = Jh" rr", - b, = Jh" rr", - b, 

zu erfüllen ist. Hieraus folgt wegen b ,  - fi, = c :  
.- - 

v2, - r', - C2 = 2 c p'h3 + r2g , ist 2 c e p  = 2 c /h4 f l.5 1 

mithin: 
h2 e" - r2, = f d  oder k = f 

und schliesslich : 
g = e ,  - b,  = e ,  - b,. 
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5 8 Kleinere Mittheilungen. 

Dies giebt die Construction (Fig. 3): man bestimme zunachst den 
Punkt  E ,  lege die Grundlinie durch einen beliebigen Punkt A der Geraden 
C, E senkrecht zu letzterer und nehme die Strecke A G  = EF, = EF2; 
dann ist G der Augenpunkt. Der zugehorige Distanzpunlit findet sich dn- 
durch, dass man auf BI G und B2 G die Strecken B,d, = B, D, , B,d, = B, Il, 
abschneidet; die Reste Gd, nnd Gd ,  sind dann gleich und geben die Distana 
G V ,  oder G H,, so dass der Horizont die Potenzlinie der beiden Perspectiv- 
hiltler ist. Nimmt man G I I  = C H ,  senkrecht eu G H l ,  so ist II das iii 

die Bildebene aufgeklappte Projectionscenttum. 
In dem spcciellen Palle, wo A auf R gelegt wird, schrumpfen die 

beiden Kreisbilder zu Punkten zusammen ; für C, A >  C, E erhalten die 
Ki-eisprojectionen die cntgcgengesctzte L a j c  (Fig. 4). 

Zn  der durch E gehenden Potenzlinie gehoren bekanntlich nicht nur 
die ursprünglichen zwei, sondern nnendlich viclc Krcisc; diescm Kreisbiiscliel 
entspricht im Bilde mieder eine Schaar von Kreisen, von denen der Horizont 
die gemeinschaftliche Potenzlinie ist. Daran würdcn sich noch manche 
collineare Beziehungen knüpfen lassen. SCIILOMILCH. 

II. Constructionen der  Krlimmungsmittelpunkte von Kegelschnitten, 

1. D i e  T a n g e n t e n  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  mit  
e i n e r  S c h a a r  c o n c e n t r i s c h e r ,  i i h n l i c h e r  u n d  i i h n l i c h  l i e g e n d e r  
K e g e l s c h n i t t e  u m h i i l l e n  e i n e  P a r a b e l ,  w e l c h e  d i e  Gerade 
b e r i i h r t .  

Besteht die Schaar ans Ellipsen, so projicire man sie als concentrische 
Kreise. Die Normalen in den Schnittpunkten mit der Geraden gehen szmmt- 
lich diirch den Mittelpiinkt, folglich nmhüllen itire ziigehtirigen Tangenten 
eine Parabel,  welche die Gerade beiührt. Sornit umhülleii auch die Tanganten 
in den Schnittpunkten der Ellipsenschanr eine Parabel ,  welche die schi~ei- 
dende Gerade bertihrt. Da diese Eigenschaft projectivisch is t ,  so wird sie 

auch fur eine Hyperbelschaar gelten. 

2. D i e  N o r m a l e n  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  
m i t  e i n e r  S c h a a r  c o n c e n t r i s c h e r ,  a h n l i c h e r  u n d  g h n l i c h  
l i e g e n d e r  K e g e l s c h n i t t e  u m h ü l l e n  e i n e  P a r a b e l ,  w e l c h e  die 
G e r a d e ,  s o w i e  d i e  H a u p t a c h s e n  d e r  S c h a a r  b e r i i h r t .  

Mau polarisire die Tangentenparabel in Bezug auf einen Kreis, dessen 
RIittelpunkt im Rrennpunkt O der Parabel liegt,  so ist die Polarfigur ein 
Kreis,  auf dem die Pole P der siimmtlichen Tangenten, uiiter diesen ins. 
besondere der Pol A der Schnittgeraden, sowie der Brennpunkt O liegen. 
Die Pole Q der Normalen liegen in den Schnittpunkten der auf den Strnhlen 
O P  in O errichteten Senkrechten mit den Strahlen AP.  Da n u q  die 
Strahlbtischel O(&) und A ( P )  projectivisch sind, namlich beide congruent 
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dem Strahlbüschel O ( P ) ,  so liegen ihre Schnittpunkte Q auf einem Kegel- 
schnitt, der duicli O und A geht  und durch Rückpolarisirung eine Parabel  
ergieht, welche die Schnittgerade berühr t  und den Brennpunkt  O hat.  
Endlich liefinden sich unter den Normalen,  weiçht: die Parabel umhüllen, 
auch die Hauptachsen der Kegelschnittschaar , als Normalen von Xegel- 
schnitteri in den Schnittpunkten der  çegebenen Geraden mit den Haupt- 
achsen. 

Eine niihere Betrachtung der beiden Umhüllungsparabeln der Tangenten 
und der Normalen eigiebt manche sehr bemerkenswerthe Kigenschaftcn der 
Kegelschnitte, auf  die jedoch hier nicht weiter eingetreten wird. Es sei niir 
iioch angemerkt,  daes dic Bchscn der beidcn Paiabcln  auf einander senkrecht 
stehen. 

3. Greift man einen Kegelschnitt der  Suhaar heraus,  so erhalt mari 
aus 2. den Satz:  

I n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  ü m h ü l l t  e i n e  S e c a n t e  m i t  d e n  K o r -  
m a l c n  d e s  K e g c l ç c h n i t t s  i n  i h r e n  S c h n i t t p u n k t e n  u n d  m i t  
d e n  b e i d e n  H a u p t a c h s e n  e i n e  P a r a b e l .  

Lasst man endlich die Secante i n  eine Tangente Ubergehen, so geht, 
der Schnittpunkt der  beiden zusarnmenfallenden Normalen in den Kriimmungs- 
mittelpunkt über  und wird zugleich i h r  Berütirungspunkt mi t  der  Parabel. 
Demnach: 

D i e  P a r a b e l ,  w e l c h e  d i e  T a n g e n t e  u n d  d i e  N o r m a l e  e i n e s  
K e g e l s c h n i t t p u n k t e s  n c b s t  d e n  H a u p t a c h s e n  u m h ü l l t ,  b e r ü h r t  
d i e  K o r m a l e  i m  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t ,  d e r  z i i m  K e g e l s c h i t t s -  
p u  n k t g e  h o r  t. Der  Durchrnesser des Kegelschnittpunktes ist  Leitlinie 
der Parabel. ' C  

Betrachtet m a n  daher die Tangente und die Normale nebst den beiden 
Hauphchven iind der nnendlich entfernten Geraden als ein der  Parabel  
umgeschriebenes Fünfeck, so  liefert der  B r  i a  n c h  O u'sche Satz sofort mehrere 
Constructionen des Krümmungsmittelpunktes,  je nach der  Anordnnng dieser 
funf Geraden zu einem Fünfeck. Bei jeder dieser Constructionen sind 
lediglich drei Gerade zu ziehcn, nümlich jo cine Parallele zu zwei jener 
Geraden und eine Verbindungsgerade. 

E s  sei n u r  die eine Construction erwahnt :  Aus  dem Schnittpunkt de r  
Normalen mit  einer Hauptachse ziehe nian die Parallele zur  Tangente und 
aus d e ~ u  Schuittpunkt derselben mit  dern Durchrnesser des Kegelsçhnitt- 
punktes die Parallele zur anderen Hauptachse,  so wird die Normale von 
ihr im Krümmungsrnittelpunkt getroffen. 

R as e l ,  16. November 1894. Prof.  KINKELIN. 
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III. Der Bunsenbrenner. 

I n  K i r c h h  o ff 's ,,Vorlesungen über die Thcoric der Warmeu,  heraus- 
gegeben im Jahre 1894 von P l a n c k ,  findet siçh als Beispiel (XI I ,  5 4) die 
Bunsenlampc crwshnt nebcn der Wasserstrahlpurnpe , als ob bei ihr 
auch die Dichte des stromenden Agens 

Dieses Versehen ware unbedeuteiid und würde von jedem aufmerk- 
saiuen Leser sogleich corrigirt werden. Allein im nichstfolgenden 5 5 wird 
als zweites (und letztes) Beispiel der Anwendung diese Lampe ausführlich, 
soweit dies bei K i r  c h h o  f f denkbar is t  , behandelt (eine Druckseite als 
Schluss von XII) und unter den Resultaten 

verzeichnet für die Ausflussgescliwindigkeit des Gases aus deln Gasbehiilter 
vom Drueke pi, wo po den Luftdruck und (Y eine kleine Grosse bedeutet, 
niirnlich das Vcrhiiltniss q, : q, der Ausfluss6ffnung des Gases zur Einfluss- 
offnung der atmospharischen Luft. 

Sieht man von ar cinstweilen a b  und bezeichnet daflir (mit K i r c h -  
h o  f f  ) den vor der Oeffnung g, stattfindenden Druck, der kleiner RIS p, 
i s t ,  mit p',, so kame 

was aber offenbar gemass der bekannten T o r  r i c e 11 i 'schen Formel heissen 
sollte : 

Gramm 
1st z. B, pl gleich eiiier Atmosphiire oder rund 1000.1000 - . 

Centim. s e p '  
1 Gramrn 

so is t  p, = -- --- 1 da das L e u c h t p s  ungefihr halbmal so schwer 
770.2 C e n t i ~ n . ~  

i s t ,  als die Luft. I n  den luftleeren Raum (wenn p'l gleich Nul1 ware) 
strornt also das Leuchtgas stationir über mit der Geschwindigkeit ungcfxhr 
560 Meter in der Secunde. 

Soviel wird genügen, um das Bedürfniss nach Ersatz der an den ge- 
nanuten Stellen mitgetheilten Formeln durch richtigere zu rechtfertigen. 
Ich werde mich hierbei zwar a n  den unmittelbar voranstehenden 5 3 mit 
seiuen Be~eichnungen halten, aber dennoch die Darstellung so fassen, dass 
sie auch allein, ohne Uenutzung jenes Buches, verstiindlich wird. 

besagt, dass in dem Raume vor q,, in welchem die Gas- und Luftrnischung 
geschieht, soviel von beiden Stoffen ein-  als in der gleichen Zeit au3- 

s t romt ;  p, ist; in  unserem Falle die Dichte der atmosphiirischen Luft, 
welcher gegenüber ich vorhin p, als halb so gross angeführt habe; p, ist 
die Diçhte des Gemisches. 
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entspricht in der elementaren Mechanik der Gleichung von Bewegungsgr&se 
und Zeitwirkung der Kraft beim Ein-  und Austritte in den Mischungsraum. 
Denn die indizirten Drücke, von denen p', schon oben erwiihnt wurde, 
wirken als Ergiinzung zu den Bewcgungsgr6ssen. Um da, von Bewegungs- 
grosse und Zeitwirkung der Kraft reden zu konnen, darf man nur jedes 

S 
der drei u2 zerlegeu in u . - und mit dem gleichen t die ganze Gleichung 2) 
multipliciren. 

t 

3) P'z = P, 

gilt, wie bei der Dampfstrahlpumpe a. a. O., auch für unsere Lampe. 

4) Pi' = P'O 

desgleichcn. (Die im Buche unmittclbar vorangeschickte q, + q, = q, gilt 
hier nicht, oder wLre wenigstens eine unnothige Beschriinkung; sie ist 
meines Ermhtens anch dort zur Begründung von 4) nicht nothig.) 

5) = 2 (PI - P',) 7 

6) pi;u2o == 2 (PO - PT") 
sind die schon berührten Gleichungen der lebendigen Kraft beziehungsweisc 
für das Gas und die einstromende Luft ( T o r i c e l l i s  Gesetz). 

Ueberdies gilt bei der  Bunsenlampe speciell 

Demnach reduciren sich die sechs Gleichungen auf die vier folgeuden: 
1) bleibt; 2) wird zu 

2" )  q o p o ~ a o + ~ ~ p i ~ 2 i - ~ 2 ~ ~ ~ e e + ( ~ ~ + ~ ~ ) ~ ' ~ - 3 ~ ~ o = 0 i  

3) und 4) sind schon benutzt, wie auch po = P ~ ;  5) bleibt und 6) wird zu 

6') Po u20 - 2 (PO - P'J' 
Bus diesen vier Gleichungen lassen sich U ~ T A , ~ L ,  und p', bestirnmeu. 
Wie am Schlusse von 5 4 und von 5 5 erwLhiit wird, mtissen die 

gefundenen Geschwindigkeiten uou,m2 der Ungleichung 

~ ù 4 0 ~ 0 + 2 î i 4 1 %  - ~ 2 q 2 %  > O 

entsprechen, weil durch Reibung etc. ein Theil der Arbeit (in der Zeit- 
eiiiheit) im Mischungsraum verloren geht. 

Die Gleichung 2) oder 2') erinnert an die eine der beiden Gleichungen 
des Stosses unelastisüher wie elastischer Korper, die von den Bemeguugs- 
grossen hnndelt, die letzte Ungleichung an die zweite Gleichung des ele- 
mentaren Stosses elastischer Korper, wobei man so haufig die auf Er- 
w8rmung und bleibende Formanderung verwandte lebendige Kraft ausser 
Acht lasst, was beim Stosse der unelastischen Korper von vornherein als 
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unttiunlich sich eeigt. Bei  letzterem Stosse bedarf man  auch keiner zwoiten 
Gleichung, d a  die gemeinsame Geschwindigkeit beider Korper nach dem 
Stosse schon aus  der ersten Gleichung sich ergiebt (siehe ,Pbysikalisches 
Repertoii i imu 1890 S. 146 - ~ n d  1883 S. 338). 

Ich will n u n  auch noch die vier Gleichungen zu einer numerischen 
Anwendung benutzen. E i n  alterer Bunsenbrenner mi t  zwei Luftltichern 
von je neun Millimeter Durchmesser (bei neueren sind diese kleiuer) hat 
als Gasoffnurg nicht vie1 rnehr als einen Millimeter Durchmesser,  al3 Bus- 
str6mungsoffnung îu r  das Gemisch aiich eine solche mit  neun Alillimeter 
Durchmesser. Deshalb wird die erste Gleichung, mit Weglassung des gr. 

X 
meinsamen Factors --- 3 nahezu 

400 p,  . . 
1 Gramm 

160u, +. zc, = 8021, 
2 Secunde 

wenn,  wie oben,  die relative Gasdicfite zur Luf t  wie 1 zu 2 augenomnieil 
wird und y, nahe gleich p, gilt. E s  entspricht dies auch der  Thatsaclie, 
dass die angesaugte Luf t  stets irn Ueberschuss vorlianden ist  (siehe aucli 
das am Anfange des gegenwartigen Absatzes über  die Querschnitte 
Gesagte). 

I n  der weiter oben stehenden Gleichung 2 *) konnen wir alsdann y,, 
wo es  als Summand neben p, s teht ,  weglassen, und dieselbe heisst jetzt, 

nach Kürzung mit dem gemeinsamen Factor 
400 

Die Gleichung 5) wird jetzt  

5 *) 
und 

6 *) 

Diese vier Gleichungen zur Bestimmung 
erste angen%liert ,  mi t  Weglassiing des zweiten 

2 u o =  U 2 j  

von w,, u, zc, p'l liefern : die 
Glicdes, 

ferner die dritto und vierte,  wenn man vorerst von dem geriilgen Unter- 
schiede zwischen p, und p l ,  der in  der Wirklichkeit  wenige Centimeter 

Wasser bet ragt ,  absieht,  2 wZO = uZ1. 

Nun fü r  u, und 24, in der zweiten Gleichung zi,, eingeführt ,  wobri 
vorerst auch das zweite Glied wegen seiner Eleiiiheit wegf i l l t ,  dann wIrd 
aus  ilir 

Po 
und 6*) kann man  schreiben: 
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Durch Subtraction findet man 

5 p' - 5 
- 6 P 0 = 6  

Atmosph5re als Druck im Mischungsraum. Alsdann: 

oder 

fur die Geschwindigkeiten, n h l i c h  der Ansaiigiing der L u f t ,  des Uelier- 
tritts vom Leuchtgas in den Mischungsraum und des Anstrittv des Gas- 
gemisches in die freie Atmosphtire. 

I n  der weiter oben stehenden Ungleichung, welche auf 6 *) folgte, 
lassen mir die p und ebenfalls das zwcite Glied weg und finden 

1 6 . 1 6 - 8 . 3 2 = 0 ;  

aber mit IIinzufügung des zweiten Gliedes wird doch die linke Seite grtisser 
als Null, drts ist ,,die nothwcndigo Bcdingung dafür ,  dass cine Uewegung 
unseren Gleichungen gemass moglich is tu .  

Z w e i t e  A n n a h e r u n g :  lch führe in die vier letzten Gleichungen, 
die zur Bestimmung von u, zc, u, p', benutzt wurden, die Correcturglieder 
du, ,  dzc,, du, ,  dp ' ,  eiu und erhalle: 

1 2 dp' 
2') 320.1GOOOdu,+23000d~,-160.32000du,=-~-~23000-1GO-~ 

2 P n 

Dabei ist in  der vorletzten Gleichung angenommen worden, dass sich 
der Druck pl im Gaabehalter um vier Centimeter Wasser hoher stellt ,  als 

1 
der Luftdruck in der freien Atmosphare, das ist um nahe - Atmosphiire, 
so dass das erste Glied der rechten Seite wird: 

250 

oder nahe 6 .  IOG. 
E s  entsteht also aus den beiden letzten Gleichnngeii durch Elimination 

von d p f ,  - 33000 du,  + 23OOO du ,  = 6 .  IOG, 
woraus du,  = 260 + 1,4 du,. 

Dies in 1') cingcsetzt, mit Wcglassung von 0,7dzc, gegcn 160du,,, 
so wird aus 1') 16 d u ,  - 8 d u ,  = - 1 1 6 3 ;  

' 
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dp ' l  gemass 6.) und du, gemiiss der vorletzten Gleichung und, wenn man - 
Pn . . 

in 2') eliminirt, d a m  wird aus 2'): 

2392 du, - 5 120 d zc, = - 27050. 

Bus diesen beiden Gleichungen fand ich zunachst 

du,=-  6 2 ,  
daun 

d u z  = + 21, 
und durch Einsetzen von duo  du - + 173 

1 - 7 

und aus 6') 
dp', = 1300, 

das ist von 10"der einer Atmosphiire der nahe 800. Theil. 
Demnach sind die verbesserten Werthe: 

t5 1 
U, = 15940, u, = 23170, u, = 32020 ,  P', = C; + Atmospharc, 

welche von den früheren so wenig abweichen, dass man angesichts der 
Ndherung überhaupt, die man bei solchen Problemen vor sich h a t ,  gans 
gu t  die frtiheren Werthe belassen kann. Diese erscheinen aber jetzt durch 
die zweite Anniiherungsrechnung gewissermassen gestiitzt. 

Z u s a t z 1. Auch die Verhaltnisse der Querschnitie sind , wie s chon 
gesagt,  oft derart,  dass qo : y, nicht gleich 2 i s t ,  wie in  obiger Rechnung 
angenommen wurde , sondern z. B. etwas über 1, etws 1$, was zu einem 
neuen Rechenbeispiele Veranlassung geben konnte. Dagegen ist q, au 
einem anderen Brenner zwar nicht der 80. Theil wie oben, so doch der 
60. Theil von q,, also ein noch kleinerer Theil von 9,. 

Z u s a  t z 2. Die sechserlei Drücke pl pz p', p', p', rührcn von der 
Anlehnung an K i r c  h h O f f ' s  Formeln ber, die, wie im Eingange gesagt 
wurde, ziintichst anderen Untersuchungen als der obigen dienen sollten; fur  

den Bunsenbreiiner würden von vornherein p, 9, p', geniigt haben, wie aus 

den von mir  besondcrs numcrirten Gleichungen herrorgeht. 

A nui e rk  ung. Ich benutze diese Gelegenheit, um einige inzwischen wahr- 
genommenen Korrekturcn meiner Abhandlungen vom vorigen Jahrgange dieser Zeit. 
schrift beizufügen : 

S. 126 Z. 14 1 1 .  15 von uuten muss ci stehen statt P ,  was meiter keinen Eintrag 
thut. Dagegen werde ich bei einer künftigen Gelegenheit zeigen, dass es bei 
C l  a u s i u s  und K i r c h h o f f  IX für c bezw. 75 des Wassers gegenüber deru Eioe 
0,959 hcissen sol1 statt 0,945, wie auch auf meiner Seite 126 steht. 

1 
S. 191 Z. 9 von unten niues statt des zweiten D stchen - D,  was im Uebrigeii 

schon berücksichtigt ist. 
2 

Prof. Dr. KURZ. 
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Homocentrische Brechung des Lichtes 

durch das Prisma. 

Von 

Dr. Tl. HIJRMESTER, 
Prufessor an der Techniachen Hochschiile in AlUnchen 

Hierzu Tafel II und III Figur 1-14. 

1. Vorbemerkungen. 

Bei der vie1 behandelten Brechung des Lichtes durch des Prisma 
wurde der homocentrische Durchgang der Strahlen noch nicht untersucht. 
Es hat siuh die unrichtige Ansicht erhalten, dass bei einem einfallenden 
unendlich d h n e n  Strahlenblindel , dessen Strahlen von einem heliebigen 
Punkt ausgehen oder nach demselben gerichtet sind, nach dem Durch- 
gange durch ein Prisma sich in einem Punkte nicht wieder vereinigen 
konnen. Nur in  dem besonderen Fa l l ,  in welchem der Durchgang der 
Strahlen im Minimum der Ablenkung erfolgt, und so dicht an der 
brechenden Kante, dass die Strahlenlange i m  Prisma a h  unendlich klein 
betrachtet werden kann,  ist die Vereiriigiing der austretenden Strahlen 
erkannt; aber dieser Durchgang bat nur als Grenzfall geometrische Be- 
deulung. 

Wir werden in dieser Abhandlung heweisen, dass bei der Brechung 
der Strahlen durch ein Prisma jedem Punkt ,  von dem die Strahlen eines 
bcstimmten unendlich dünnen Strahlenbtindels ausgehen odor nach dern 
sie gerichtet s ind,  wieder ein Punkt  entspricht, dkrch den die ent- 
sprechenden austretenden Strahlen gehen, und dass dies auch bei beliebig 
vielen Prismen gi l t ,  deren brechenden Kanten parallel sind. 

Jene unrichtige Ansicht ist entstanden, weil H e l r u h  01 t z* aur Ver- 
einfachung der allgemeinen Gleichungen für den Durchgang der Lichtstrahlen 
durch ein Pris'ma die Strahlenlkinge im Prisma vernachlkissigte gegen die 
Strahlenlinge von dem leuchtenden Punkt bis zum Prisma. 

H. Helm hol tz :  ,,Phgsiologische Optik." 1867. S. 243; dessen ,,Wissen- 
schaftliche Abhandlungen." 1883. Bd. II. S. 164. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 40. Jahrg.  1895. 9 .  Huft. 5 
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Zuerst wollen wir die bekannten Beziehungen erwtihnen, die bei de? 
Strahlenhrcchiing aus einem Medium in ein anderes bestehen, um diese 
Beziehungen bei den nachfolgenden Betrachtungen zu  verwenden. 

I n  Figur 1 (Taf. II) ist die Trennungsebene E zweier Medien durch die 
Gerade 2 dargestellt. Tritt  ein Lichtstrahl 1 im Punkt  R aus dcm cinen 
Medium in das andere brechende Medium, dann ist der gebrochene Strahl 1 

durch das Brechungsgesetz bestimrnt. Ziehen wir durch R auf die Trenniinga 
ebene E das Loth NN; setzen wir den Einfallswinkel 2 RhT = e l  den 
Rrechungswinkel AR N = E und den Brcchungsindex gleich lz, so ist 

sin e - = n  
sin E 

und die Strahlen 19, A R  liegen mit dem Lothe in  einer Ebene, die 
E i n f a l l s e b e n e  genannt wird. 

Hiernach erhalten n i r  zu einem beliebigen Strahl 19 den gebrochenen 
Strahl RA, wenn wir uni R zwei Kreise k ,  x beschreiben, deren Radien 
R H ,  R H  sich wie 1 : lz verhalten und durch den Punkt  H die Senk- 
reclite HH auf E ziehen, dann geht der Strahl R A  durch den Punkt H, 
1st umgekehrt der Strahl RA gegeben, so ziehen nrir durch den Punkt H dis 
Eenkrechte HH auf El und der Strahl ZR gelit dann durch den Punkt B. 

Nehmen wir an ,  dass in Figur 1 durch einen Punkt A des St,rahles aO, 
der die Trennungsebene E im Punkt  O trifft, unendlich viele Strahlen 
gehen, die mit dem Strahl a 0  ringsherum unendlich kleine Winkel bilden, 
dann wird die Gesammtheit dieser Strahlen ein u n e n  d l i  c h  d ü unes 
c e n t r a l e s  S t r a h l e n b l l n d e l  und der Strahl a 0  der H a u p t s t r a t l  
desselben genannt. Die entsprechenden gebrochenen Strahlen gehen, wie 
die geometrische Optik gelehrt ha t ,  durch zwei Gerade, Brennlinien, von 
denen die eine in einem Punkt Al des gebrochenen Strahlev O a oenkrecht 
auf der Einfallsebene a O  a steht,  und die andere die in der Einfallsebene 
liegende Gerade B A ,  ist und auf der Trennungsebene E senkrecht steht. 
Dieses von den gebrochenen Strahlen geliildetes, unendlich dünnes Strahlen. 
hiicdel wird ein a s t i g m a t i s c l i e s  S t r a h l e n b t i n d e l  und der Strahl Q a  

der H a u p t  s t r a h l  desselben genannt. 

Die Schnittpunkte A , ,  Al dieses Hauptstrahles mit der zur Einfalls- 
ebene senkreühten Urennlinie und mit der in der Einfallsebene liegenden 
zur Trennungsebeue senkrechten Brennlinie A A, heissen resp. der e r s t  e 
B r e n n p u n k t  und der z w e i t e  B r e n n p u u k t .  Wenn aber angcnommen 
wird, dass sich in einem Punkt  O des Hauptstrables O u  ein Auge lie- 
findet, welches nach diesen Punkten schaut, danu werden die Punkte A,, 
A, auch der e r s t e  B i l d p u n k t  und der z w e i t e  B i l d p u n k t  des  
Punktes A genannt. Die im Punkt  Al auf der Einfallsel>cne senkrcclh 
Brcnnliuie heisst die e r s  t e  B r e n n l i n i e  und die andere in der Einfalls- 
ebene befindliche Rrcnnlinie lieisst die z w e i t e  R r c n  n l i  n ie.  Die beiden 
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senkrechten Ebenen, welche durch den Hauptstrahl O CY gehen und diese 
Brennlinieil enthalten, werdon resp. die e r s t e  und die z w e i t e  R r c n u -  
e b e n e  genannt. Die zweite Brennebene ist also identisch mit der Einfallu- 
ebene und die erste Brennebene ist senkrecht auf deraelben. 

Wir wollcn einen Punkt ,  von dem die einfallenden Strahlen eines 
unendlich dtinnen StrahlenbUndel~ ausgehen oder nach dem dieselben ge- 
richtet sind, einen L i c  h t p u n k t  nenncn. Befindet sich der Punkt im 
Medium der einfallenden Strahlen, dann ist er ein w i  r k l  i c  h e  r L i c h  t - 
p u n k  t ;  befindet er sich im Medinm der gebrochenen Strahlen, dann ist 
er ein v i r t u e l l e r  L i c h t p u n k t .  

Geht von einem Lichtpunkt ein sehr dünnes Rtindel homogener Lieht- 
strahlen aus, so wird ein in dem Hauptstrahl O u  befindliches Auge O 
vermittelst eines auf den Piinkt A, eingcstellten Mlkroskopes an der Stellc A, 
eine kurze Lichtlinie erblicken, die senkrecht zur Einfallsebene ist. Wird 
hierauf das Slikroskop mit dem Auge O verschoben auf den Punkt  A, ein- 
gestellt, dann verschwindet diese Lichtlinie und es erscheint in senkrechter 
Richtung zu ihr eine andere kurze Brennlinie an der Stelle A,. 

Der Abstand der beiden Bildpunkte A , ,  A, heisst die h O m o c e n t r i s c h e 

r) i f f e r  enz. Fallen diese beiden Bildpunkte in  einem Punkt  A. zusamrnen, 
ist also die homocentrische Differenz gleich Null,  dann gehen alle ge- 
broclienen Strahlen durch diesen Punkt A,, und das astigmatische Strahlen- 
bündel geht in  ein unendlich dtinnes centrales Strahlenbundel iiber. Dem 
Punkt A entspricht dann ein h o m o c e n t r i s c h e r  B i l d p u n k t  A D ,  das 
heisst ein eigentliches Bild. 

II. Affine Beziehungen zwischen den  Lichtpnnkten und d e n  Bildpnnkten 
bei  der Brechung paralleler Lichts trahlen.  

Gehen in Pigur 2 von einem Funkt A die Strahlen eines einfallenden, 
unendlich dünnen Strahlenbündels aus, so entspricht demselben ein astig- 
rnatisches Stratilenbündel. Uni den ersten Bildpunkt A, desselben zu be- 
stimmen, nehmen wir einen in der Einfallsebene liegenden Strahl 80' an, 
der mit d e ~ u  einfallenden Hauptstrahl A 0  einen unendlich kleinen Winkel 
d e  einschliesst. Der entsprechende gebrochene Strahl O'CY' schneidet dann 
im ersten Bildpunkt A, den gebrochenen Hauptstrahl O u  und bildet mit 
dicscm cinen unendlich klcinen Winkel d ~ .  Hiernach isi 

und 
di: A , Q . r o s r :  
- -- 

d e  A O . C O S E  

üurch Uifferentiation der Gleichung 

sin e = sin. E 

ergiebt sich: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 8 Homocentrische Rrechung des Lichtes durch des Prisma. 
-------Y- 

cose . d e  = lacos€ . d ~ .  
und demnach folgt 

2) A O COS e 

nierdurch ist der erste Bildpunkt A, bestimmt. Da ferner der zweite 
Bildpunkt A, durch 

3 A , O = . n .  A O  
bestimmt kt ,  so erhalten wir 

A, O cos E 

A, o = (A - 
Der Fall A, O = A, O ,  hei welchem ein gebrochenes, unendlich dtinnes 

centrales Strahlenbündel entsteht, trit t  demnach nur dann ein,  wenn der 
einfallende Strahl AO senkrecht znr Trennungsebene E ist. Nehmen wir 
in  Figur 3 auf einem IIauptstrahl a 0  eine Reihe von Lichtpunkten 
A A'A". . . an,  denen die ersten Bildpunkte A, A', A",.. . und die zweiten 
Bildpunkte A,A1, A", . . . auf dern gebrochenen Hauptstrahl O a entsprechen, 
so sind nach 2) die Verbiudungsgeraden A A 1 ,  A'A',, A V A l  parallel 
und die Punktreihen A A'A". . . und A, A', A", . . . ahnlich. Ebenso sind 
auch die Punktreihen AA'A". . . und A,A',A", . . . tihnlich, weil die Ver. 
bindungsgeraden B A p l  A'A', , A"A1', , senkrecht zur Trennungsebene E und 
demnach parallel sind. Dasselbe gilt von den Punktreihen auf allen zu 

a O parallelen einfallenden Strahlen und den entsprechenden Punktreihen 
anf dem zugehorigen zu O a! parallelcn Strahlen. Hiernach ist das in der 
Einfallsebeue befindliche ebene System S der Lichtpunkte A ,  A'. . . affin 
zu den System 1, der ersten Bildpunkte A l ,  A',.. . und dem System t2 
der zweiten Bildpunkte A,, A', . . .; folglich sind aiich die Systeme Z,, 1, 
affin und die Geradc l2 ist fur diese drei affinen Systcme Affinitiitsachse. 

Denken wir uns die betrachtete Einfallsebene mit den in ihr befind- 
lichen parallelen Hauptstrahlen parallel zu sich scibst vcrlegt, dann er- 
halten wir statt  jener ehenen affinen Systeme die riiumlichen affinen Systeme 
Sr, E r , ,  Er,, für welche die Trennungsebone E die Affinitatsebene ist. 

Sind in Figur 4 um den Punkt  9 die beiden Kreise x ,  k beschrieben, 
so dass die Radion RA, ,  R H  in dem Vcrh!ill;niss +a : 1 stchen, dann er- 
halten wiï  zu einem einfallenden Hauptstrahl ZR, der den Kreis k im Punkt 
H schneidet, durch dio zur E senkrcchte Qerade U Z ,  welche den Kreis x 

in  dem Punkt AI trifft, den durch A, gehenden gebrochenen IIauptstrahl RA. 
Ziehen wir H G  und AIY senkrecht auf das Einfallsloth R N ,  fcrner GE' 
senkrecht auf ZR und 't'O, senkrecht auf R b ,  dann iat 

R F =  RHcos2e, RQ>, = R A , c o s 2 ~ ,  
und da 

R A , = n . R H  
ist,  so folgt 

COS E 
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Demnach sind in den beiden affinen Systcmen S, El die Punkte F, @, 
entsprechende Punkte. Betrachten wir F als einen Lichtpunkt auf dem 
Hauptstrahl ZR, so ist @, der entsprechende erste Bildpunkt auf dem 
Hauptstrahl RA. Zu einem beliebigen Lichtpunkt L' auf dem Haupt- 
strahl ZR ergicbt sich hicrnach der entsprechende erste Bildpunkt A', auf 
dern Hauptstrahl RA durch die Parallele L'x, zu Fa,. Umgekehrt er- 
halten wir zu dem ersten Bildpunkt A, den zugehorigen Lichtpunkt Z 
durch die Parallele A, I; zu @,P. 

Eine andere Construction zweier entsprechender Punkte der affinen 
Systeme S,  1, ergiebt sich, wenn wir auf A, 9 die Senkrechte A,U er- 
reichten, welche die Gerade E im Punkt  U schneidet, ferner die Ge- 
rade U H  ziehen, die das Einfallsloth R N  im Punkt  'P trifft, und auf 
ZR die Senkrechte V L  fillen. Dann entspricht dem Lichtpunkt L der erste 
Bildpunkt A,. 

Um diese Construction zu beweisen, bezeichnen wir mit W den 
Schnittpunkt, welchen die auf AIR Senkrechte UA, mit dem Einfalls- 
10th R N  bildet. E s  ist  dann 

R W  R W  RU R V  R I ,  - -- 
zu  Q G  R F '  

und demnach is t  L A ,  parallel FOI.  
Die geometrische Optik lehrt, dass im Allgemeinen einem einfallenden 

astigmatischen Strahlenbiindel wieder ein gebrochenes astigmatisches Strahlen - 
blinde1 entspricht. 

1st in Figur 5 ein einfallendes astigmatisches Strahlenblindel mit dem 
ersten und zweiten Bildpunkt A,, As auf dem Hauptstrahl a, gegeben 
und ist die Einfallsebene die zweite Brennebene, dann entsteht ein ge- 
brochenes astigmatisches Strahlenbiindel mit dem ersten und zweiten Bild- 
punkt !Il, ge auf den Hauptstrahl - a  und derselben zweiten Brennebene. 
Die vom ersten Bildpunkt A, ausgehenden Strahlen liegen in der Einfalls- 
ebene, sie werden a180 in derselben gebrochen und vereinigen sich in dem 
ersten Bildpunkt Zl. Es  besteht demnach zwischen A, und a, dieselbe Be- 
ziehung, wio in 2) zwischen A und A,. Die von dem zwciten Bildpunkt A, 
ausgehenden Strahlen liegen in der ersten Brennebene, die zur Einfalls- 
ebene senkrecht is t ,  und die gebrochenen Strahlen liegen in der zur Ein- 
fallsebene senkrechten, ersten Brennebene des gebrochenen astigmatischen 
Str;thlenbtindelo; sie vereinigen sich demnach in dem zweiten Bildpunkt VI2 
und es ist die Gerade A,%, zur Trennungsebene E senkrecht. 

Nehmen wir nun beliebig viele solche einfallende astigmtrtische Strahlen- 
bündel an ,  deren Hauptstrahlen parallel s ind,  daun ist das System E, der 
ersten Bildpunkte A,. . . dem System 6, der ersten Bildpunkte SI,. . . affin, 
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und diese beiden Systeme haben die Gerade E als Affinitltsachse. Ebenso 
ist das System t2 der zweiten B i l d p n k t e  A,. . . dern System a, der xweiten 
Bildpiinkte &. . . affin, und für diese beiden Systeme ist die Gerade E 
auch AffinitBtsachse. 

III. Homocentricitiit b e i  der  Brechung der  Lichts trahlen 
dnrch das Prisma in der  Normalebene desselben. 

Wir  nehmcn in Figur 6 a n ,  dass die Lgngskanten des Prismas senk- 
recht auf der Zeichnungsebene stehen und betrachten den Gang der Haupt. 
stiahlen in der Zeichnungsebene, die also eine Normalebene des Prismas 
ist. Durch den Punkt R ist die brechende Kante und durch die Geraden 
R E i ,  R E i r  sind die Seitenflachen des Prismas gegehen, an denen die 
Brechung erfolgt. Der Allgemeinheit wegen nehrneu wir a n ,  dass die 
ejnfallenden Strahlen und die austretcnden Strahlen sich in ver~chiedenen 
Medien befinden; und wir bezeichnen mit n, ,  .n, die Breehurigsindice~ an 
den Ebenen R K I ,  R E I I  gegen das Prisma. 

Um zu einer gegebenen Richtung 1JL eines einfallenden Hauptstrahles 
die Richtiing des in1 Prisma gebrochenen Hauptstrahles und die Richtiing 
des austretenden Hauptstrahles zu construiren, verfahren wir in der be- 
kannten Weise. Wir besehreiben um R die Kreise x ,  h l  ,i, deren Radien 
RA,, RE,  R J in dem Verhaltniss 

R H : R A , =  l : n , ,  R J : R A ,  = 1 :  n, 

stehen, ziehen ETA, senkrecht R E  und A , J  senkrecht R E l r .  Dem in der 

Grenzlage befindliclhen Hauptstrahl 152, der des Prisma in der brechendeu 
Kante trifft, entsprichl geometrisch der durch A, bestimmte, im Prisma 
gebrochcno Hauptstrahl AR, dessen Strecke im Prisma als unendlicli klein 
zu betrxhten is t ,  und ferner der austretende Hauptstrahl I R ,  der durch 
den Punkt  J bestimmt ist. 

Wenn nun ein beliebiger zu ZR parallel einfallender Hauptstrahl a 0  
gegeben i s t ,  so ziehen wir 0 3 parallel 157 und Z a parallel I R ;  dann ist 
0: der auch mit ar bezeichnete Hauptetrahl im Prisma und Eii der aus- 
tretende Hauptstrahl. 

Um zu dern Punkt A, auf AR den entsprechenden Purikt L  auf-lR 
und ferner den entsprechenden Punkt 2, auf I R  zu erhalten, verfahren 
wir nach der S. 69 angegebenen zweiten Construction. Wir errichten in 
A, auf A, 9 die Senkrechte, welche 9 31, resp. in den Punkten Ur, 
Urr' schneidet, siehen die Gerade U I H ,  welche die auf R E i  senkrechte 
Gerade VI in VI trifft ,  und analog die Gerade U n J ,  welche dio auf 
REII senkrechte Gerade R V ~ I  in l'l~ trifft; dann ergeben sich dureh VIL 
senkrecht HR und V11!4 senkrecht J R  die Punkte L,  Q , .  Refinden sich 
die einfallendeii Strahlen und die austretenden Strahlen in demselben Medium, 
d a m  fallen die beiden Kreise h ,  i zusammen, und die Construction der 
Punkte L ,  2, bleibt dieselbe wie in dem allgemeinen Fall. 
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Nehmen wir auf dem Hanptstrahl a O einen beliebigen Lichtpunkt A 
an, von dern ein unendlich dünnes Strahlenbündel ausgeht,  dann entspricht 
demselben ein im Prisma gebrochenes astigrnatisches Strahlenbündel mit 
dem Hauptstrahl a. Ziehen wir B A ,  parallel LA, und BA, senkrecht RXJ,  
so erhalten wir auf dern Hauptstrahl a den entsprechenden ersten Bild- 
puukt A, und den entsprechenden zweiten Bildpunkt A,. Diesem astig- 
matischen Strahlenbiindel entspricht ein austretendes astigmatisches Strahlen- 
bündel mit dern Hauptstrahl = a .  Auf diesem crhalten w& vermittelst der 
Parallelen A, a, zu Ali!, und der Senkrechten As!& auf R E r r  den ersten 
Bildpunkt U, und den zweiten Bildpunkt Y,, welche dem Lichtpunkt A 
entsprechen. Eine Reilie von Lichtpunkten A .  . . auf dem einfallenden 
Haiiptstrahl a 0  entspricht demnach cine lihnliehe Reiho von ersten Bild- 
punkten zI.. . und eine Zhnliche Reihe von zweiten Bildpunkten %, . . . auf 
dern austretenden Hauptstrahl Zn. Bot,rachteii wir den Punkt  0 als einen 
Lichtpunkt auf delu Hauptstrahl u O  und ziehen wir OS, parallel A12,, 
ferner O Z 2  senkrecht R E I r ,  dann ist 5,  der erste Bildpunkt und S, der 
zweite Bildpunkt auf den Hauptstrahl - a ,  die dern Lichtpunkt O eut- 
sprechen. Ziehen wir durch den Schnittpunkt W der Geraden A, 21,, A i x z  
die Gerade WO, welche den Hauptstrahl Ga in dcm Punkt  Zo schueidet, 
dann iut 210 der selbstentsprechende Punkt  der Bhnlichen Punktreihen 
a, S,. . .und Mz Z 2 . .  . Zur construction dieses selbstentsprechenden Punktesa,,  
in dern also der erste Bildpunkt und der zweite Bildpunkt zusammenfallen, 
sind demnach die Geraden 0 2,, O P ,  nicht erforderlich. Vermittelst der 
Geraden BOA,, senkrecht RXIr  und der Geraden AOPAo senkrecht '2x1 er- 
halten wir den entsprechenden Lichtpunkt A, auf dern einfallenden Haiipt- 
strahl aO. Ferner ergiebt sich auch dieser P u n k t  A o ,  indem wir die 
Gerade ?I,A,, parallel i!, A, und die Gerade Ao, A, parallel A, L ziehen. 
Der Punkt A. ist demnach auf den einfallenden Hauptstrahl a 0  der einzige 
Lichtpunkt, dern ein homocentrischer Hildpunkt 21, auf dem austretenden 
Hauptstrahl entspricht. Biernach erhalten wir den Satz: 

B e i  d e r  B r e c h u n g  d e r  L i c h t s t r a h l e n  d u r c h  e i n  P r i s m a  
g i e b t  e s  a u f  j e d e m  i n  e i n e r  N o r m a l e b e n e  e i n f a l l e n d e n  H a u p t -  
s t r a h l  e i n e n  e i n z i g e n  L i c h t p u n k t ,  d e m  e i n  h o m o c e n t r i s c h e r  
B i l d p u n k t  a u f  d e m  a u s t r e t e n d e n  H a u p t s t r a h l  e n t s p r i c h t .  

Betrachten wir den Punkt Sro als Lichtpunkt, so entspricht demsellien 
der Punkt  A, a h  homocentrischer Bildpunkt. Die Bczichung, dass cinem 
Lichtpunkt ein homocentrischer Bildpunkt entspricht, nennen wir H o m  O - 
c e n t  r i c i tiit. Es kommen hier nur  solche einfallende Hauptstrahlen in 
Retiacht, denen austretende Hauptstrahlen entsprechen; denn auf die totale 
Reflexion an erstreckt sich diese Beziehung nicht. 

Nehmen wir in einer Normalebene beliebig viele parallele eiufallende 
Hauptstrahlen a n ,  dann liegen der ausgefiihrten Construction gemass die 
zugehorigen Lichtpunkte, denen homocentrische Bildpunkte entsprechen, in 
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einer durch den Punkt  R gehenden Geraden Rg,, und diese homocentrischen 
Bildpunkte befinden sich in einer entqrechenden durch den Punkt SZ, 

geheuden Geraden R go. Hieraus folgt der Satz: 
B e i  d e r  B r e c h u n g  d e r  L i c h t s t r a h l e n  d u r c h  e i n  P r i s m a  in 

e i n e r  N o r m a l e b e n e  l i e g e n  d i e  a u f  p a r a l l e l e n  e i n f a l l e n d e n  
H a u p t s t r a h l e n  b e f i n d l i c h e n  L i c h t p u n k t e ,  d e n e n  h o m o c e n -  
t r i s c h e  B i l d p u n k t e  e n t s p r e c h e n ,  i n  e i n e r  G e r a d e n  Rg,; und 
d i c s e  h o m o c e n t r i s c h e n  B i l d p u n k t e  a u f  d e n  p a r a l l e l e n  a u s -  
t r e t e n d e n  I I a u p t s t r a h l e n  l i e g e n  i n  e i n e r  e n t s p r e c h e n d e n  Ge- 
r a d e n  Rg,. 

Um die Homocentricitiit aus affinen Beziehungen abzuleiten, nehmen 
wir in einer Normalebene ein System S von Lichtpunkten auf parallelen 
einfallenden Hauptstrahlen a n ,  dann entspricht dern System S dieser Licht- 
punkte ein affines System 1, der zugchorigen ersten Bildpunkte und ein 
affines System 1, der zugehorigen zweiten Bildpunkte auf dem im Prisma 
gebrochenen parallelen Hauptstrahlen. Ferner entspricht dem System 1, 
ein affines System G, der zugehorigen ersten Bildpunkte auf den parallelen 
austretenden Hauptstrahlen! und ebenso entspricht dem System TI, ein affines 
System G, der zugehorigen zweiten Bildpunkte auf den parallelen aus- 
tretenden Hanptutrahlen. Da das Sytitem S zu den Systemen Il, t2 und 
zu den Systemen G,, G, affin ist ,  so Sind auch die Systeme t,, I, und 
G,, G 2  einander affin. Ftir .die drei Systeme S, El ,  E2 ist  die Gerade 
R EI gemeinsame Affinit5tsachae. Fiir die beiden Systerne I,, G,, sowie 
fur  die beiden Systeme I , ,  G, ist die Gerade R Err gemeinsame Affinitats- 
achse. Der Punkt  R gehort allen ftinf affiiien Systemen S, Il, 1,, BI ,  6, 
als selbstentsprechender Punkt an. 

Die drei affinen Systeme 8 ,  Tl ,  Gl eind in Figur 6 durch die drei 
entsprechenden Punkte L,  A,, 2, auf den drei entsprechenden Haupt- 
strahlcn ZR, 152, I R  bestimmt. Die drei affinen Systeme S, I,, G, sind 
durch die drei entsprechenden Hauptstrahlen ZR, I R ,  [ R  bestimmt; denn 
die entsprechenden Punkte von S ,  1, liegen in Senkrechten zu RE1  und 
die entsprechenden Punkte von E,, G, liegen in Senkrechten zu REII. 

Da die entsprechenden Punkte der beiden affinen Systeme G,, 6, auf 
den parallelen austretenden Rauptstrahlen liegen, sa haben diese Systeme 
eine AffinitYtsachse, die durch R geht; und dieselbe enthalt die selbst- 
entsprechenden Punkte, das s i rd die homocentrischen Bildpunkte auf den 
parallelen austretenden Hauptstrahlen. Diese Affinitiitsachse ist die vorhin 
construirte Gerade Rg, und dieser entspricht im System S die Gerade Rg,, 
welche die zugehorigen Lichtpunkte enthiilt. Die Affinitiitsachse Rg, ist 
durch den Schnittpunkt zweier entsprechender Geraden der Systeme G,, G2 
bestimmt und kann in folgender Weise convtruirt werden. Die vorher 
bestimmten Punkte X I ,  X, und 21,, z, Sind auf dem austretenden Haupt- 
strahl Ea entuprechende Punkte in dem S ~ u t e m e n  G,, G,. Ziehen wir 
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noch LA, senkrecht RE1 und A,Q, senkrecht RZ1r, dann entspricht dem 

Punkt 2, im System G, der Punkt 9, im System 6,. Die entsprechenden 
Geraden 2, XI, YpS,  schneiden sich in einem Punkt  9, der Affinitlitsachse 
(2 oo; und ebenso schneiden sich die entsprechenden Geraden 2, a,, 9, 21z in 
einem Punkt X ,  der Affinitatsachse Rgo 

Legen wir in  Figur 7 in dem System S der Lichtpunkte zu der Ge- 
raden S g ,  eine Parallele f ,  welche die parallelen einfallenden Haiiptstrahlen 
a ,  b ,  1, ... in den Lichtpuukten A ,  R I  L I . .  . schneidet, dann entsprechen 
dieser Parallelen in  den Systernen G,, G, die beiden zu Rgo Parallelen 
f,, f,, auf denen resp. die entsprechenden ersten Bildpunkte %,, D l ,  9, ,... 
und die entsprechenden zweiten Bildpunkte a,, B,, i?,, . . . liegen. Dem- 
nach sind die horuocentrischen Differenzen rLl,%,, B , ~ , ,  2, t2, ... der zu- 
gehtirigen austretenden astigmatischen Strahlenblindel gleich, und es folgt 
der Satz: 

A l l e n  a u f  p a r a l l c l e n  e i n f a l l c n d c n  H a u p t s t r a h l e n  b e f i n d -  
l i c h e n  L i c h t p u n k t e n ,  d i e  i n  e i n e r  z u r  G e r a d e n  Rg, P a r a l l e l e n  
l i e g e n ,  e n t s p r c c h c n  i n  d e n  a u s t r e t c n d e n  a s t i g m a t i s c h e n  S t r a h l e n -  
b ü n d e l n  g l e i c h e  h o m o c e n t r i s c h e  D i f f e r e n z e n .  

Die Grosse dieser gleichen homocentrischen Differenzen ist dem Ab- 
stande der Parallelen f von der Geraden Rg, proportional und wird gleich 
Null, wenn diese Parallele mit der Geraden Rg, zusammenf%llt. 

Um auf rechnerischem Wege die homocentrische Differcnz eines aus- 
tretenden astigmatischen Strahlenbündels zu erhalten, welches einem ein- 
fallcnden, unendlich dllnnen centralen Strahlenbündel entspricht, nehmen 
wir in Figur 6 a n ,  dass die Winkel, welche der einfallende Hauptstrahl a O, 
und der Hauptstrahl O IY mit dem Lothe der Ebene 9 ICI bilden resp. e l ,  f l  

sind, d u s  ferner die Winkel,  welche der austretende Hauptstrabl 1 a und 
der Hauptstrahl -a mit dem Lothe der Ebene RElr einschliessen resp. 
e , ,  F, sind. 

und nach dcn Gleichungen 2),  3): 

Hiernach erhalten wir : 

A 1-- = - A  1 O + @ z = n , . A O ( " ) ' +  O:, 
COS el  

A ~ E  = A,O 4 O Z  = n,. 80 + 0, 
und ferner: 
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74 Homocentrische Brechung des Lichtes diirch das Prisma. 

7) 
1 C O S 6  COS f1 r , ~  = n,(-J[NL. BO(,) COS e + E]. 

folglich ist die homocentrische Differenz: 

= QI,= - a2=, 
COS e, COS F COS e 

9) . % , = L ( O E [ ( ~ ~ )  n2 - l ] + d O  . n , [ ( f . ~ ) ' -  COS e cos F, 11) 
Ptir A 0  = 0, also fur den Punkt O  als Lichtpunkt auf dem Haiipt- 

strahl a O ,  ist die entsprechende homocentrische Differenz 

2, v, = 2E [(y)'- 
ni COS F 

Für Oz = O,  also fiir einen Lichtpunkt L auf dem Hauptstrahl 19, 
ist die entsprechende homocentrische Diffcrenz 

COS E ,  cos e, 
~!,Y~=LR-[(,. n2 COS e cos -).-il. E~ 

Setzen wir die homocentrische Uifferenz cil, 3, = O ,  dann iut jener 
Licbtpiinkt A identisch mit dem Lichtpunkt A,,  dem der homocentrische 
Bildpunkt W,, entspricht, und es ergiebt sich: 

und da n, .A ,  O = A,, O k t ,  

Durch die A u s d r ~ c k e  in Io), 11) folgt aus 12) die Proportion : 

welche auch a19 ControIe frir dio Construction des Lichtpunktes A, dienen 
kann. Zur Feststellung der Yorzeichen nehmen wir die Strecken in der 
Richtung des Lichtganges a19 positiv. 

Nehmen wir eine andere Richtung der einfallenden Haoptsirahlen an, 
so erhalten wir zwei andere dieser Richtung entsprechende Gerade R D a ,  Rg,. 
Besonders ausgezeichnet sind die parallelen einfallenden Hauptstrahlen bei 
deren R i c h t ~ n g  : 

15) 
cose, cos e, --- 
COS Fi COS E2 

ist; denn in diesem Falle coincidiren die beiden Rildpunkte i?,, 2, auf dern 
Eiauptstrahl [ R. Jedem Lichtpunkt auf dem einfallenden Hauptstrahl I 9 
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entspricht dann ein homocentrischer Bildpunkt auf dem austretenden Haupt- 
strahl 19. Diese Beziehung ha t  aber nur geometrische Bedeutung, weil 
in dieser Grenzlage die Strahlenlënge im Prisma verschwindet. Auf d e n  
anderen in dieser Richtung einfallenden Hauptstrahlen befinden sich die 
Lichtpunkte, denen homocentrieche Bildpunkte entsprechen , im Unendlichen 
und die homocentrischen Bildpunkte liegen ebenfalls im Unendlichen. 

I n  diesem besondcren Falle ist die Gerade I R  die Affinitatsachse der 
Systeme G,, 6, und da  dieselbe parallel ist zu den Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Punkte dieser Systeme, so ist die homocentrische 
Differenz auf einem austretenden Hauptstrahl constant gleich der Strecke 2,2,; 
und diese Strecke ist auf den verschiedenen parallelen austretenden Haupt- 
strahlen proportional dern Abstande des eiitsprechenden einfallenden Haupt- 
strahles von dem Punkt  R. Dies ergiebt sich auch aus dem Ausdruck für 
die homocentrische Differenz in  9). Hiernach folgt: 

A u f  d e n  p a r a l l e l e n  H a u p t s t r a h l e n ,  w e l c h e  b e i  d e r  B r e c h u n g  
d u r c h  e i n  P r i s m a  i n  e i n e r  N o r m a l e b e n e  u n t e r  d e r  B e d i n g u n g  

COS e ,  - COS e, 
--- 

cos El C O S  E 2  

e i n f a l l e n ,  g i e b t  e s  irn E n d l i c h e n  k e i n e i i  L i c h t p u n k t ,  d e m  e i n  
h o m o c e n t r i s c h e r  B i l d p u n k t  e n t s p r i c h t ;  e i n e m  j e d e n  L i c h t -  
p u n k t  a u f  e i n e m  ~ o l c h e n  H a u p t s t r a h l  e n t s p r i c h t  e i n e  h o m o -  
c e n t r i s c h e  D i f f e r e n z  d e s  a u s t r e t e n d e n  a s t i g m a t i s c h e n S t r a h l e n -  
b ü n d e l s ,  d i e  u n a b h i i n g i g  v o n  d e r  L a g e  d e s  L i c h t p u n k t e s  u n d  
p r o p o r t i o n a l  d e m  A b s t a n d e  d e s  H a u p t s t r a h l e s  v o n  d e r  
b r e c h e n d e n  K a n t e  i s t ;  u n d  n u r  a u f  dern H a u p t s t r a h l ,  d e r  d i e  
b r e c h e n d e  K a n t e  t r i f f t ,  e n t s p r i c h t  j e d e m  L i c h t p u n k t  g e o -  
m e t r i s c h  e i n  h o m o c e n t r i s c h e r  B i l d p u n k t .  B e i  e i n e m  P r i s m a ,  
w e l c h e s  v o n  e i n e m  M e d i u m  u m g e b e n  i s t ,  t r i t t  u n t e r  j e n e r  
B e d i n g u n g  d a s  M i n i m u m  d e r  A b l e n k u n g  a u f .  

Jene Bedingung 15) ftihrt bei der Berechnung des Einfallswinkels e, 
auf eine Gleichung achten Grades; wenn aber das Prisma von einem Medium 
umgeben is t ,  wird jens Bedingung irn Minimum der Ablenkung erfüllt. Ftir 
diesen speciellen Fa11 wurde die erhaltene Beziehung von Herrn A. G l  e i c h e n  
abgeleitet.* 

Jedem einfallenden Hauptstrahl, sofern ihm ein austrctcnder Haupt- 
strahl entspricht, ist  ein Lichtpunkt zugeordnet, zu dem ein homocentrischer 
Bildpunkt gehort. Wenn wir in Figur  6 auf verschiedene in dern Puukt  (3 
eintretende Hauptstrahlen die zugeordneten Lichtpunkte construiren, dann 
bilden dieselben eine Curve t ,  welche wir die H o m  o c e n  t r o i  d e  nennen 
wollen; vermittelst der Homocentroide k6nnen wir zu einern beliebig ge- 

* Siehe diese Zeitschrift für Mathematik und Physik. 1889. Bd. 34 S. 176. 
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gebenen Lichtpunkt Po den entsprechenden homocentrischen Bildpunkt !#, 
bestimmen. Wir  ziehen durch Po die Gtxade R Po, welche die Homo- 
centroide t in einem Punkt A, schneiden mage, d a m  ist die zn A , 0  parallele 
Gerade Po O p  der zugeh6rige einfallende Hauptatrahl p zu dem in bekannter 
Weise der im Prisma gebrochene Hauptstrahl OPEP und der austretende 
Hauptstrahl z,p bestimmt wird. Hierauf ziehen wir P,~,, senkrecht 
R EI und Tio, go senkrecht R En. 

Zu einem System So von Lichtpunkten erhalten wir ein System Eu 
von entsprechenden homocentrischen Bildpunkten. Die Beziehung dieser 
beiden Systeme wollen wir die h o m o c e n t r i s c h e  V e r w a n d t s c h a f t  und 
die Systeme Su, Bo die h o m o c e n t r i s c h e n  S y s t e m e  nennen. So viele 
Schnittpunkte, als die Gerade RPo mit der Homocentroide t bildet, so viele 
zugehorige einfallende Hauptstrahlen gehen im System S, durch den Licht. 
punkt Po; und es entsprechen demselben ebenso viele homocentrische B k -  
punkte im System Bo. Die homocentrische Verwandtschaft, welche analytisch 
sehr complicirt ist, kann physikalisch eindeutig und mehrdeutig sein. Jedem 
unendlich fernen Lichtpunkt im System So entspricht, nei l  zu einem un- 

endlich dlinnen Bündel paralleler einfallender Strahlen ein unendlich dünnes 
Bündel paralleler austretender Strahlen gehort, ein unendlich ferner homo. 
centrischer Bildpunkt ; demnach entsprechen den unendlich fernen Punkten 
in einem der homocentrischen Systemen S u ,  6, unendlich ferne Punkte in  
dem anderen; und der Punkt 9 ist ein selbstentsprechender Punkt dieser 
Systeme. 

Einer Reihe von Lichtpunkten auf einer durch R gehenden Geraden Rg, 
im System S, entspricht eine ahuliche Reihe von homocentrischen Bild. 
punkteu auf einer Geraden Rg, im Systern Bo. Die homocentrischen 
Systeme stehen in gleichartiger Wechselbeziehung. Wenn die Homocentroide t 

in Bezug auf das System S, construirt ist ,  kann man zum System So da5 
entsprechende System B o  bestimmen , und umgekehrt, wenn die Homo. 
centroide t in Beziig auf das System Go construirt is t ,  erhlilt man zum 
System 6, das entsprechende System So. 

Wir  wollen noch auf den Weg hinweisen, der zur Gleichung der 
Homocentroide t ftîhrt. Setzen wir die Strecke R O = q und den brechen. 
den Winkel E& EII = w ,  so ist 

und durch Einsetzung in 12) erhalten wir: 

sin tu 

-- 
COS E j  

COS Pl COS eI (---) - 1 
COS el COS E~ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Da ferner 
sin e, -- sin. e, 

- f i l l  -ne ,  E i + E 2 = W  sin E ,  sin E~ 

kt ,  so kann man durch Elimination von el, q, E ~ ,  die sehr umstlindlich 
ist,  die Polargleichung der Homocentroide t erhalten. Nach Einfiihrung 
rechtwinkeliger Coordinaten ergiebt sich dann die Homocentroide vom 
20. Grade, und wenn n, = f i2  is t ,  vom 16. Grade. 

Aus der Gleichung 16) folgt, dass A,O 3 O wird für cos e, = O ,  wenn 
der einfalleudc IIauptstrahl a 0  in R Er liegt. Demnach gcht die Homo- 
centroide durch den Piinkt O und wird in demselben von der Geraden REI 
bertihrt. Dieser Pnnkt Q der Homoccntroide bildet eina Ausnahme; denn 
ihm entspricht als Lichtpunkt n u r  dann ein homocentrischer Bildpunkt, 
wenn der von ihm ausgehende Hauptstrahl im Prisma auf der Ebene 
RE11 senkrecht steht. Ferner wird AoO = O für cos E ,  = 1, wenn der im 
Prisma gebrochene Hauptstrahl senkrecht auf R Er ist. 

Es  wird A,Q = a> für cos f2 = 0, wean der im Prisma gebrochene 
Hauptstrahl zu RE11 parallel ist. Ferner wird A,O = oo in dem vorhin 
betrachteten Fall, wenn cos el cos E, = cos E~ cose, ist. 

Da dieselben homocentrischen Beziehungen in jeder Normalebene auf- 
treten, so giebt es auf jedem einfallenden Hauptstrahl, der parallcl zu oinor 
Normalebene ist und dem ein austreteuder Hauptstrahl entspricht, einen 
Lichtpunkt, zu dem ein homocentrischer Bildpunkt gehort. Bei einem BUndel 
paralleler einfallender Hauptstrahlen, die einer Normalebene parallel sind, 
liegen auf diesen einfallenden Hanptstrahlen die Lichtpunkte, denen homo- 
centrische Bildpunkte entsprechen, in  einer durch die brechende Kante 52 
gehende Ebene Rg, und diese homocentrischen Bildpunkte liegen auch in 
einer durch R gehenden Ebene Rg,, Dem System Go der Liçhtpunkte in 
der Ebene Rg, entspricht ein affines System CYO der homocentrischen Rild- 
punkte, weil dae Büudel der einfallenden parallelen Hauptstrahlen dom 
Bündel der austretenden parallelen Hauptstrahlen affin ist. 

Wir wollen, wenn das Prisma sich in  einem Medium befindet, für 
die Homocentroide eine bosondero Construction angehen. I n  diesem wich- 
tigen speciellen Fa11 k t ,  wenn wir mit % den Drechungsindex des Prismas 
bezeichnen N = n, = nà; und demnach 

Durch Umformung erhalten wir dsnn sus  13): 

17) 
und ferner 
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U m  hiernach die Homocentroide in Figur  8 zu construiren , beschreiben 
wir,  damit wir cinen St,rahlengang erhalten, um dcn Punkt  O die Kreisc k ,  y. 

mit deil Radien im Verhkltniss 1 : n ;  dann ergiebt sich zu einem einfallenden 
Hauptstrahl a @ ,  der den Kreis k im Punkt  H schneidet, vcrmit,tlelst HA, 
senkrecht R EI und A, J senkrecht RI311 der im Prisma gebrochene, mit 
a bczeichnete Hauptstrahl A, O und der austrctendo Bauptstrahl Ea ist 
parallel J O .  

Um nun auf dern einfallenden Hauptstrahl a 8  den Lichtpunkt A, 
nach 18) zu erhalten , dern ein homocentrischer Dildpunkt 21, entspricht, 
ziehen wir HHI senkrocht H O  und Z I G  senkrecht R E I ,  danu ist 
H G  = O Hco12e,; ferner ziehen wir zu R ErI  die Parallele O E'II, hiernach 
J J r r  senkrecht J O  und J n K  scnkrecht OE'rr ,  dann ist J K  = Odcot2c,. 
Demzufolge erhalten wir durch die Proportion 

die Strecke A,,O. Durch die Senkrechte Ao,Ao auf R E I  ergiebt sich der  
Lichtpunkt A. und durch die Senkrechte Ao,'ll, auf R E I I  der entsprechende 
homocentrische Uildpunkt %!Io. Wenn wir in dieser Weise auf mehreren 
nach O gerichteten einfallenden Hauptstrahlen die zugehorigen Lichtpunkte 
construiren, dann bilden diese Lichtpunkte die Homocentroide t,, t u ,  die 
aus zwei Theilen besteht; denn dieselbe ist nur fur alle einfallende Haupt. 
strahlen , den austretende Hauptstrahlen entsprechen , construirt. In aEa- 
lytischer Auffassung hat die Hoinocentroide eine Fortsetzung, der aber 
keine phyeikalische Deutung entspricht. 

Auf dern einfallenden Haiiptstrahl, der in EIO l iegt ,  befindet sich 
der zugeordnete Punkt  in O. Au€ dern im Minimum der Ablenkung ein- 
fallenden Hauptstrahl m O ,  dern der irn Prisma gebrochene Hauptstrahl O:, 
und der  austretende Hauptstrahl ,, m entspricht, befindet sich der Licht- 
punkt  Mo" im Unendlichen. Ftir die einfallenden Hauptstrahlen, bei welchen 
der Wiuliel e, < e, k t ,  werden die Abstande der Lichtpunkte von 0 
negativ, und diesen Haaptstrahlen eutsprechen virtuelle Lichtpunkte 
Uem einfallenden Hauptstrahl z O  entspricht im Prisrna der Hauptstrahl O-, 
und der i n  REII  liegende austretende Hauptstrahl -,&, demnach ist der 
Winkel e2 = 9lY und cote ,  = 0; also - A,,, O = O E,. Durch die Senk- 
rechte E,Z0 auf R E I  ergiebt sich der Lichtpunlrt Zo aiif dern Haupt- 
strahl 20, der die Grenze der in O eintretenden Hauptstrahlen bildet. 

Der Theil t, der Homocentroide enthklt die wirklichen Lichtpunkte 
und geht die Gerade R E I  berfihrend von O ails nach dem unendlich fernen 
Punkt  31; des im Minimum der Ablenkung einfallenden Hauptstrahles mO.  
Der andere Tlieil t, der Homocentroide enthalt die virtuellen Lichtpunk!e 
und geht von Zo nach dem uilendlicli fernen Punkt  Zr .  

1st ein beliebiger Lichtpunkt Po gegeben, so erhalten wir in der an- 

gegebenen Weise vermittelst der Homocentroide den zugeordneten ein- 
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fallenden Haupt~ t~rah l ,  indem wir die Gerade R Po ziehen, welche die Homo- 
cent,roide in einem Punkt A,  schneidet; dann ist POOp parallel A,@ der  
einfallende Hauptstrahl p,  zu dem die entsprecbenden Hauptstrahlen - 
zpp construirt werden. Durch POTTo,  senkrecht R Er und senk- 
recht RE11 ergiebt sich der entsprechende homocentrische Bildpuukt go. 
SO kann man zu jedem anderen Punkt Po im System S, den entsprechenden 
homocentrischen Bildpunkt !Qo irn Systein BO bestimmen. 

Es  ist die Gerade m'Rm" parallel mO und die Gerade B'R parallel 
a0 gezogen, um die Gebiete zu begrenzen, iu denen einfallende IIanpt- 
strahlen mit wirklichen Lichtpunkten oder mit virtucllen Lichtpunkten 
liegen. Denken wir uns das Prisma über Er,  EzZ unbegrenzt, dann kann 
jeder Punkt innerhalb des Winkels EzRm' ein wirklicher Lichtpunkt und 
jeder Punkt innerhalb des Winkels ZoRm" als ein virtueller Lichtpunkt 
betrachtet wcrden. Denn zu allen einfallenden Hauptstrahlen, die einer 
inuerhalb des Winkels EIRmV durch 'i? gebenden Geraden parallel sind, 
gehoren wirkliche Lichtpunkte, und zu allen einfallenden Hauptstrahlen, 
die einer innerhalb des Winkels m ' R i  durch R gehenden Geraden parallel 
sind , gehoren virtuelle Lichtpunkte. Alleu anderen einfallenden Haupt- 
strablen entsprechen physikalisch keine austretende Hauptstrahlen und 
somit auch keine Licbtpunkte. Hierdurch ist das Gebiet der Lichtpunkte 
des Systems S,, den homocontrische Bildpunktc des Systcms Bo entsprechen, 
begrenzt. 

Im betrachtcten Falle baben wir als typiscbcs Beispiel ein in Liift 
befindliches Glasprisma mit dem brechenden Winkel von 60° und dem 

3 
Brechungsindex la = angenommen. Die construirte IIomocentroide t ,  t, 

2 
nird von jeder innerhalb der Winkel ErRrn' und Z,Rwa" durch R 
gehenden Geraden nur in einem Punkt geschnitten; demnach entspricht 
physikalisch jedem Lichtpunkte im System S,, eindeutig ein homocentrischer 
Bildpunkt im System 0, und umgekehrt. 

Dia experimentelle Bestiitigung der Homocentricitiit bei der Brechüng 
dcr Lichtstrahlen durch cin Prisma wurdo in folgender Weise (Figur 9 Tuf. III) 
ausgeftihrt. Auf einem Block steht ein Glasprisma E I R E Z ~ ,  dessen brechende 

Winkel 600 und desscn Rrechungsindex fur dis Spcctrumlinie D gleich 1,7 
ist. Auf dem einfallenden IIauptstrahl a O  ist der Lichtpunkt A, und auf 
dem autitretenden Hauptstrahl E a ist der entsprechende homocentrische 
Bildpunkt Uo construirt; ferner ist zu einem Lichtpunkt A auf diesem 
eiufallenden Hauptstrahl der erste Bildpunkt V i ,  und der zweite Bildpunkt 
8, construirt. Ein Glaswürfel p q r  s mit einer berussten Seite p q ,  i n  
deren Russsciiicht mit einer Nadel eine selir kleine Oeffnung gemacht ist, 
steht so aiif dem Rlock, dnss diese Oeffnung den Lichtpunkt Bo vertritt. 
Vermittelst der Natronflamme F einer auf dem Block befindlichen Lampe 
wird durch die kleine Oeffnung ein setir dUnnes Sdrahlenbündel erzeugt. 
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Der Block mit Prisma, WIlrfel und Lampe ist in Parallelführung nach 
Richtung der Geraden Ea verschiebbar. Durch ein festgestelltes Mikro- 
skop M, ein A b  b e'sches Focorneter, bei dern die Entfernung; eines deutlich 
sichtbaren Objectes von dern Objectiv O gleich 110 mm ist,  wurde nach 
Einstellung des verschiebliaren Blockes gegen das feststehende Mikroskop 
für die Strecke 2100 = 110 mm der homocentrische Bildpunkt go a18 
kleine helle Oeffnung so deutlich gesehen, dass auch die Rauhigkeit des 
Oeffnuiigsrandes in der Russschicht scharf erkennbar war. Nachdem 
durch Vertichieben des Blockes die Strecke ZOO grtisser oder kleiner 
als l l 0 r r i m  gemacht wurde, vergrosserte sich das beobachtete, matter 
werdende Lichtfeld und dadurch wurde das dIidne centrale Strahlenbtindel 
sichtbar. 

Irn Gegensatz hierm wurde der Würfel pqrs in gleicher Weise nach 
dern Lichtpunkt A gestellt und der Block so verschoben, dass die Strecke 
a, O = 1 1 G  mm w a r ,  dann zeigte sich deutlich eine kurze horizontale Licht- 
linie. Ferner wurde der Block so verschoben, dass die Strecke a, O = l l O m m  
war und es erschien deutlich eine kurze vertikale Lichtlinie. I n  anderen 
Stellungen des Rlockes konnte die Gestalt des austretenden astigmatischen 
Strahienblindels bevbachtet werden. 

Wir wollen in Figur 10 (Tdf. I I I )  als Beispiel noch die homocentrische 
Brechung der Lichtstrahlen durch eiue Platte betrachten, an deren beiden Seiten 
sich verschiedene Medien befinden. Weil die Ebenen EI, EII parallel siud, 
vereinfachen sich die Constructionen und wir gelangen zu anderen Con- 
structionen, die diesem speciellen Fa11 eigenthümlich sind. Die Brechungs. 
indices an den Ebenen EI ,  En gegen die Platte seien ni, n,. Einen 
Strahlengang erhalten wir in der bekannten Weise. Wir beschreiben urn den 
Punkt  O die Kreise h ,  i, x ,  deren Radien 0 8, O  J, OA, i n  dern Verh21tniss 

O H : O A l = l : n l ,  O J :  O A , = l : n ,  

stehen, so ergeben sich zu einem einfallenden Hauptstrahl a @  entsprechende 
Hauptstrahlen 0 E resp. a ,  und E a ,  indem wir durch H auf ET die Smk- 
rechte J A ,  zielien. Nach der S. 7 1  angegebenen allgemeinen Construction 
des auf a 0  liegenden Lichtpunktes A,,  dem ein homocentrischer Bild. 
punkt Eo entspricht, ziehen wir A, UI 'renkrecht auf A I O  und die Geraden 
U I H ,  UrJ, welche die Normale O N  der Ebeue 31 resp. in VI, schneideu. 
Alsdann fallen wir auf H O  die Senkrechte VIA und auf J O  die Senk- 
rechte VI1%,. Ferner xiehen wir die Gerade AW senkrecht ICI und dis 

Gerade A, g,, die sich irn Punkt  W treffen; dann liefert die Gerade WB 
den homocentrischen Bildpunkt auf dern sustretenden Hauptutrahl 
und vermittelst der Geraden %,A,, die zu EI senkrecht ist  , ergiebt sich 
auf dem einfallenden Hauptstrahl a 0  der zugehorige Lichtpunkt A,. 

Einfachere Constructionen erhalten wir durch Specialisirung dcr 
Gleiçhuug 12) : 
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Von Dr. L. BURMESTER. 8 1 

denn im betrachteten speciellen Fa11 ist E ,  = - r , ,  und demnach 

ri, A,O -- - -. 
C O F ~  Q -  f>z \ - ,  

ist , 

Da ferner 

BO folgt: 

\ cose, / A 

sin el siri e, 
- = f i l ,  -- - n2 
sin cl sin E~ 

Hiernach kann man die Strecke A,@ construiren, wenn man die con- 
stante Grosse n2, - 1 

- -- = k  
n, (nZ1 - nZp) 

vorher berechnet. 
Zweckm%ssiger aber ist es, wenn wir in die Gleichung die Dicke d 

der Platte, also den Abstand der beiden Ebenen EI, EII einftihren. 13s 
ist dann d = - 

COS El 
und 

oder 

LIiernach erhalten wir,  nachdem in Figur 11 auf NO die Strecke 
8 N =  d .k gemacht kt, die folgende Construction. Wir  ziehen von dem Schnitt- 
punkt Ll, des Bauptstrahles aO und des Kreises x die Gerade H I H ' I  NO, 
I i f H " l  O H ,  dann ist 0 Hf'= OH, cos2e,; ferner A, Y I  Ifal Y Y ' I  A, O, 
Y' Y " 1  NO, dann ist O Y"= O A, cos3 E,. Hiernach ergiebt sich; indem wir 
L U  Yf 'H"  die Parallele NA, ziehen, der Lichtpunkt A. auf den einfttllenden 
Hauptstrahl a O. Auf den zu J O  parallelen , austretenden Hauptstrahl E a 
erhalten wir durch A,%, senkrecht auf EI den entsprechenden homo- 
centrischen Bildpunkt % 

Dezeichnet X den Schnittpunkt, welchen der Kreis h mit A,O bildet, 
dann ist n, . XO = A, O ,  und d:i ferner nach 6) 

ist, so folgt: 
Zsitscnrift f. Natliomatik u.l'hysik. 40. Jahrg. 1895. 2. Hoft. 
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8 2 Homocentrische Rrechung des Lichtes durch das Prismas. 

X Q  
COS d l  

und demnach erhalten wir 

Iiieraus ergiebt sich die folgende Construction des Punktes A, in 
Figur 11. Wir  ziehen auf A,@ die Senkrechte A, U I ,  daun die Gerade 
U I B  bis VI und V I A  senkrecht 110; ferner ziehen wir die Senkrechte X X '  
nuf NO und NA, parallcl X'A. 

I n  Figur 10 sind für mehrere im Punkt  O eintreknde Hauptstrahlen 
die Lichtpunktc A, .  . . construirt, welche die gezeichnete Homocentroide t 
bilden. Die Polargleichung derselben i s t ,  wenn wir A, O = r setzen: 

Durch Umwandlung in rechtwinkelige Coordinaten ergiebt sich, dass 
" 
3 

diese Homocentroide vom 6. Grade ist. In  der Zeichnung ist in, = ; 

4 2 '  
n, =3  genommen und es besteht diese IIomocentroide, so weit sie physi- 

kalisch zur Geltung kommt, aus einem Oval, welches von dem senkrecht 
zur Platte einfallenden Hauptstrahl NO symrnetriscli getheilt wird. In 
geometrischer Auffassung gehort zu der Homocentroide noch ein zweiies 
nicht gezeichnetes Oval, welches bezüglich der Geraden El z u  dem Oval t 

symmetrisch ist. Wenn nl < 1 ist,  dann wird ftir sine, =TL, der Radius 
vector r = cr, und die Homocentroide hat in diesern Falle zwei uncudlich 
ferne reelle Punkte. 

Ziehen wir durch einen angcnommanen Lichtpunkt Po i m  Systern S, 
zu EI eirie Parallele go, welche die Homocentroide t schneidet, z. B. in 
den beiden Punkten A,, A',, so sind dcm Lichtpunkt Po die beiden 
einfallenden Hauptstrahlen p O p ,  zugeordnet, die resp. zu A,  0, 
APo0 parallel sind; und dicsen Hauptstrahlen entsprechen die aus- 

tretenden Hauptstrahlen El, p , Z> P', auf denen wir durch Po 3, wnk. 
recht zu El den zugehorigen gemeinsamcn, homoccntrischen Bildpunkt 
Po erhalten. Es  entspricht demnach einem im System S, befindlichen 
Lichtpunkt Po, ohwolil demsclben zwei einfallende Haupt'trahlen zugeord 
net sind, ein einziger homocentrischer Bildpunkt Fp, im System 5,. Einer 
Reihe von Lichtpunktcii A ,  Po.. . auf einer zu Er Paralleleu go im System 8, 
entspricht eine congruente Reihe von homocentrischen Bildpunkten 3 9 O-' 
auf einer zu Er Paralleleu go im System $,. Das System S, der Licht. 
punkte, denen zwei einfallende Hauptstrahlen zugeordnet sind und homo. 
centrische I3ildpuiikte entsprechen, ist von der Geraden EI und von der 
zu ihr parallelen Geraden u o ,  die durch N geht, begrenzt. 
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Bei der Brechung der Lichtstrahlen durch eine Platte besitzt jeder 
Hnuptstrahl, der seukrecht zur Platte einfallt, also ohne Hrechung durch- 
geht, die Eigenthümlichkeit, dass jedem Lichtpunkt auf demselben ein 
Liomoceutrischer Bildpunkt entspricht. Demzufolge entspricht einem System 
S von Lichtpunkten auf senkrecht einfallenden Hauptstrahlen ein System B2 
von homocentrischen Dildpuukten. 

Nehmen wir auf den senkrecht einfdlenden Hauptstrahl AT@ einen be- 
liebigen Lichtpunkt P an ,  dem der homocentrische Bildpunkt 8, e n b  
spricht, so ist  analog der Gleichung 8) 

und, wenn wir O  1 = d einsetsen, ergiebt sich 

1 
%,O= [ n , F O + d ] - d .  

n2 

Die Systeme S, 6, sind affin und ihre Affinitiitsachse V ,  welche durch 
den ~elbstentspreclienden Punkt D des Hauptstrahles NO geht ,  ist parallel 
zu Er. Setzen wir 3,O = F O  = D O ,  so wird der selbstentsprecliei~de 
Punkt D durch (1 -%Id  D O = 

bestimmt. Hieraus folgt : 12s - 11.1 

J c d e m  L i c h t p u n k t  i n  d e r  G e r a d e n  v a u f  e i n e m  s e n k r e c h t  
e i n f a l l e n d e n  I I a u p t s t r a h l  e n t s p r i c h t  e i n  m i t  d i e s e m  L i c h t -  
p u n k t  c o i n c i d i r e n d e r  h o m o c e n t r i s c h e r  B i l d p u n k t .  

Betrachten wir z. B. jenen Lichtpunkt Po auch zum System S ge- 
horend, so ist Q, der enhprechende homocentrische Bildpunkt im System GA. 
Hiernach entsprechen jedem Lichtpunkt Po, der zwischen den beiden Parallelen 
El, uo liegt, zwei homocentrische Bildpunkte qO, !Q2. Im Raum bilden die 
von einem Lichtpunkt Po ausgehenden H a i ~ ~ ~ t s t r a l ~ l c n  pp'. . . eine Rotations- 
kegelflgche, deren Basiskreis in der Ebene Z1 den Durchmesser @, Orp 
besitzt ; und die sugehorigen austrctendcn Hauptstrahlen vereinigen sich in 
dem entsprechenden Bildpunkt q,. 

IV. Homocentricit%t bei der Brechung schr#g einfallender Licht- 
s t rahlen durch das Prisma.  

Nachdem wir die homocentrischen Beziehungen bei der Hrechung der 
Lichtstrahlen durch das Pri-ma iu der Normalebene erkannt haben, wollen 
wir auch die homocentrischen Beziehungen aufsuchen , welche bei schrtig 
cinÎdlenden Haiiptstrahlen auftieten, die gegen eine Normalebene des 
Prisma geneigt sind, also nicht in einer Normalebene liegen. 

1st in Figur 12 ein sclirLg einfallender Hauptstrahl a @  angenommen, 
dem der im Prisma gebrochene Hauptstrahl 0 E  resp. a, und der austretende 
Hauptstrahl = a  entspricht,, daun sind die Einfallsebene a O a  und die Aus- 

6 * 
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fallsebene aE a gegen einander 
nur dann zusammen, wenn der 
Normalebene des Prismas liegt. 
strahl u B  einen Lichtpunkt A, 
dünnes Strahlenbündel ausgeht, so 

des Lichtes durch das Prisma. 
- >.. 

geneigt. Diese beiden Ebenen fallen 
einfallende Hauptstrahl a  O  in einer 
Denken wir uns auf d m  Haupt- 

angenommen, von dem ein unendlich 
entspricht diesem Strahlenblindel ein irn 

Prisma gebrochenes astigmatisches Strahlenbündel, desseu Hauptstrahl w 
is t ,  und welches u' heissen intige. Die zweite Brennebene dieses astig- 
matischen Strahlenbündels a' ist die Xbene a8 u und die erste Brennebene 
desselben steht im H a ~ p t s t ~ r a h l  a senkrecht auf der Ebene aQa.  Denken 
wir uus ebenso auf dem Hauptstrahl a: einen Punkt !& angenommen, in 
dem sich die austretenden Stralilen eines unendlich dünnen Strahlenbündels 
vereinigen, so entvtammt dasselbe einem im Prisma gebrocheneu aetig- 
matischen Strahlenbündel, dessen Hauptstrahl a i s t ,  und welches a" heissen 
mage. Die zweite Brennebene dieses astigmatischen Strahlenbündels u" ist 
die Ebene a:a und die erste Brennebene desselbcn stelit im Haiiptstrahl u 

senkrecht auf der Ebene a I u .  Wiiren nun die beiden astigmatischen 
Strahlenbtindel u', a" identisch, dann wiire Bo ein Lichtpunkt, dem der 
homocentrischc Bildpunkt 2, entspricht. Damit aber diese beiden astig- 
matischen Strahlenbündel identisch werden, ist  zuniichst erforderlich, dass 
die Brennebenen des astigmatischen Strahlenbündels u' mit den Brennebenen 
des astigmatischen Strahlenbündels a" znsammenfallen. Dies ist nur mbg- 
lich, erstens, wenn die beiden ersten Brennebenen und die beiden zweiten 
Brennebenen der astigmatischen Strahlenbündel a', cu" identisch sind, u n d  
wir erhalten dann den schon betrachteten Fal l ,  der bei dem Strahlengang 
in einer Normalebene eintritt; zweitens, wenn bei den astigmatischen 
StrahlenbIindeln a', a'' die erste Brennebene von u' mit der zweiten Brenn- 
ebene von or" und die zweite Brennebene von a' mit der ersten Brennebene 
von a'' zusammenf5ll~. 1st ferner in diesem Fa11 der erste Bildpunkt von ry' 

mit dem zweiten Bildpunkt von a" und der zweite Bildpunkt von a' mit 
dem ersten Bildpunkt von a'' vereint,, dann sind die beiden astigmatischen 
Strahlenb~lndel a', u" identisch. Die Neigung der Brennlinien gegen den 
Hauptstrahl eines astigmatischen Strahlenbündels bedingt dasselbe nur i n  
unendlicli kleiner Grosse hoherer Ordniing , und deshalb kommt diese Neigiing 
hier niriht in Betracht. Damit also bei einem schriig einfallenden Haupt- 
strahl a 0  einem Lichtpunkt A, auf demselben ein homocentrischer Bild- 
punkt SI0 auf dem austretenden Hanptstrahl 3 a entspricht, muss die Strecke 
O  1 im Prisma so liegen, dass die durch sie gehenden Ebenen a O  1, a: O 
senkrecht zu einander sind. 

Behufs der Construction einer solchen Strecke 0 E  ist in  Figur 12 d a  

Prisrna mit der vertikalen brechenden Kailte 9 in schiefer Parallelprojectinn 
so dargestellt, dass die Prismaseite RE11 iu der Bildebene liegt und die 
Parallelprojection Q O der von einem Punkt 8 der Prismaseitc R E 1  auf 
die Bildebcne gefallten Senkrechten gleich der IIalfte ihrer wahren Grosse 
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i > t ,  und ziehen wir die Gerade AA, bis an den Hauptstrahl a 0  senkrecht 
zur Ebene RE1, a180 parallel zu O N ,  dann entsprechen dem Lichtpunkt A 
anf dern einfallenden Hauptstrahl a 0  der erste und zaeite Bildpiinkt A,, An 
auf dern Hmptstrahl  a 0  des im Prisma gebrochenen astigmatischen Strahlen- 
blindels. Bestimmen wir ferner auf dem austretenden Hauptstrahl : a  irn 
Raum den Punkt SI,, so dass 

i s t ,  und ziehen wir die Gerade AIE, senkrecht zur Ebene R X I I ,  also parallel 
zu 0 0 bis an den Hauptstrahl - a ,  dann entsprechen dern Lichtpunkt A 
der erste und zweite Bildpunkt a,, 3, auf dem Hauptstrahl En des aus- 
tretenden astigmatischen Strahlenbündels. I n  dern astigmatischen Strahlen- 
bündel, welches in dern Prisma gebrochen wird, gcht von dem Punkt A, 
eiu in der Ebene 0=0 liegender Strahlenficher aus ,  welcher a n  der in der 
Ebene R En liegenden Geraden Z O gebrochen wird und dessen gebrochene 
Sti-ahlen sich im Punkt QIL vereinigen; und ferner geht von dem Punkt A, 
ein in  der Ebene O I N  liegender Strahlenfacher aus, wclchar an der 
iu der Ebene RErr liegenden Geraden E N  gebrochen wird und dessen 
gebrochene Strahlen sich in dern Punkt i?12 vereinen. 

Einer Reihe von Lichtpunkten A . .  . auf dern einfallenden LIauptd.rahlaO 
entsprechen demnach ghnliche Reihen der Punktc SI,. . . und SI,. . . auf dern 
austretenden Hauptstrahl :a. Den selbstentsprechenden Punkt  go dieser 
beiden ahnlichen Punktreihen erhalten wir ,  mio oben gezeigt wurde, indem 
wir durch den Schnittpunkt W der Geraden A, SI,, A, SI, und den Punkt O 
die Gerade WO ziehen, welche den Hauptstrahl Ea im Punkt  SIo trifft. 
Ziehen wir aoAo, parallel O 0 und AoiAo p a r d e l  A, A ,  so erhalten wir 
auf a @  den Lichtpunkt A,, dem der homocentrische Uildpunkt ent. 
spricht. Hiernach ergiebt sich der Satz: 

B e i  d e r  B r e c h u n g  d e r  L i c h t s t r a h l e n  d u r c h  e i n  P r i s m a  giebt  
e s  a u f  j e d e m  s c h r a g  e i n f a l l e n d e n  H a u p t s t r a h l ,  d e s s e n  im 
P r i s m a  g e b r o c h e n e r  H a u p t s t r a h l  e i n e r  M a n t e l l i n i e  d e r  K e g e l -  
f l a c h e  Ok p a r a l l e l  i s t ,  e i n e n  e i n z i g e n  L i c h t p u n k t ,  dern eii: 
h o m o c e n l r i s c h e r  B i l d p u n k t  a u f  d e r n  a u s t r e t e n d e n  H a u p t e t r a h :  
e n t s p r i c h t .  

Hierbei ist  aber zu beachten, dass die Kegelfliictie O &  nur soweit 
physikalisch zur Geltung kommt , alu einem Hauptstrahl 0 1 ein einfallender 
und ein austretender Hauptstrahl entspricht. 

Nelimen wir in Figur 13 beispielsweise ein Glasprisma mit dern brechenden 
3 

Winkel von 45' a n ,  umgeben von Luft , dann ist n, = TL, - -. Pür diesen 
2 
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Fa11 sind zu den Punktcn S . .  . des Kreises 6 die ensprechenden Punkte E, . ., 
wie vorhin angegeben wurde, coustruirt. Durch die Punkte z,. . . erhalten 
wir eine Curve &, , die dern Rreise & entspricht. Von diesem Kreise kommen 
aber nur die beiden zu ON symmetrisch liegenden Bogenstacke ~ " ~ ~ ,  - 
z y z 9  physikalisch zur Geltung; denn den Hauptstrah :n O z x ,  0:'' ent- 
spirechen die einfallenden Hauptstrahlen E Z O ,  -:O, ie in der Ebene R EI 
liegen , und den Hauptstrahlen O I b ,  O 2 0  enlspreçhe austretende Haupt- 
strahlen. die in der Ebene QZIr  liegen. Demnach ko men in dicscm Falle 

von der Curvo 6 ,  nur die beiden Stiicke z ~ a ,  ia%, welche jenen Bogen- 
stücken entsprechen, in Betracht. Vi t  Beachtung dieser eventuellen Begrenzung 
entspricht der Kegelflache O & eine Kegelflache O 5,. Auf jedem einfallenden 
Hauptstrahl a O ,  der einer Mantellinie der so begrenzten Kegelflache O 5, 
parallel ist, giebt es eineu Lichtpunkt A , ,  dem ein homocentrischer Bild- 
puilkt go entspricht. 

Nehmen wir ein Biindel von einfallenden Hauptstrahlen a n ,  die zu 
einer Mantellinie der eventuell so begrenzten Kegelflache O&, parallcl sind, 
dann liegen die auf diesen Hauptstrahlen befindlichen Lichtpunkte, deneu 
homocentrische Uildpunkte entsprechen, in  einer durch die brechende Eante R 
gehenden Ebene Rg,, und cbenso liegen auch diese homocentrischen Bild- 
punkte in einer durch die brechende Kante R gehenden Ebene RgO. Da 
einem Biindel paralleler einfallender Hauptstrahlen ein affines Bündel paralleler 
austretender Hauptstrahlen entspricht, so ist das System Go der Lichtpunkte 
in der Ebene Rg, affin dem Systcm 6, der entsprechenden homocentriuchen 
Bildpunkte in der Ebeue Q g w  

Die Gesammtheit der Lichtpunkle A , . ,  . auf der Kegelflache O 5. bilden 
auf derselben eine Curve t r ,  die wir die r & o m l i c h e  H o m o c c n t r o i d e  
nerinen wollen. Neh~nen wir nun eineri beliebigen Lichtpunkt Po a n ,  und 
legen wir dnrch die brechende Kante R nnd diescn Lichtpunkt Po eine 
Ebene R P , ,  welche die raumliche Homocentroide tr in einem Punkt A, 
schneiden moge, so erhalten wir den einfdlendeu Hauptstrahl p ,  der dem 
Lichtpunkt Po zugeordnet ist  a h  Parallele zu Bo@, und dem Lichtpunkt Po 
entupricht ein homocentrischer Bildpunkt auf dem austretenden Haupt- 
strahl p.  Wir bekommen so zu  einem raumlichen System SU von Licht- 
punkten ein entsprechendes riiumliches System 6; von homocentrischen 
Bildpunlitcn. Wenn aber jcne Ebene RP, die raumliche Homocentroide in 
mehreren Punkten schneidet, so ist  das Entsprechen der Systerne Si, Bi  
mehrdeutig. 

Für  einen Lichtpunkt A auf dem einfallenden Hauptstrahl a 0  ist in  
Figur 12 die Strecke SI, a, die homocentrivche Differenz, welche wir noch 
rechnerisch bestimmen wollen. 
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ferner 

- 
2 -  1 ( o s )  91 = 1 
-- - - - 2 8 2 1  = -. 
A,: n, cos c, ' A, E n2' 

Hiernach ergiebt sich fur die homocentrische Differenz 

COS E~ cos 92 COS e, 

und fiir 8, %, = O folgt: 

Hieraus kann man die Gleichung fur  die raumliche Homocentroide 
ableiten; aber die Eeclinung ist sehr umst%ndlich. 

V. Homocentricitat bei der  Brechung der  Lichtstrahlen 
durch  beliebig viele Prismen. 

Die homocentrische Brechung der Lichtstrahlen durch beliebig viele 
Prismen tritt  ein, wenn die hrechenden K ~ n t e n  derselben parallel sind und 

der Durchgang der Lichtstrahlen in einer Normalebene erfolgt. Der 
Allgemeinheit wegen nehmen wir an ,  dass die Medien an den beiden Seiten 
eines jeden Prisrna verschieden sind; demnach k6nnen die zwischen den 
Prismen befindlichen Nedien auch als Prismen betrachtet werden. Es bilden 
d a m  die Prismen und die zwischen liegenden Medien eine Reihe von Prismen, 
die mit bertihrenden Seiten an einander stehen. 

Wir  betrachten in Figur 14 zunachst nur zwei Prismen EIIIREJI, 
E I ~ I R ' E I ~ ~  deren brechenden Kanten 9 ,  9' parallel sind, und bezeichnen 
die Brechungsindices an den Xbenen R S r ,  REII ,  R  h h ,  R  EIV gegen 
die Prismen resp. mit n,, n,, fi,, n,. Bei dem ersten P r i m a  siud für 
eine angenommene Richtung der parallelen ei~ifallenden Hauptstrahlen 
durch die Brechungsindices n,, n, die Hauptstrahlen ZR, A R I  I R  mit den 
entsprechenden Punkten L ,  A l ,  in bekarinter Weise construirt. Bei dem 
zweiten Prisma ist die Richtung 1'R' der einfallenden Haiiptstrahlen zu 19 
pmallel und es sind in gleicher Veise die Hauptstrahlen 1'9; A'R', 1'9' 
mit den entaprechenden Punkten L', A',, L', bestimmt. 

Ein Gang der Hauptstrahlen a ,  or, a , a*,  a* ergiebt sich, indem wir 
dieselben resp. parallel zu 1 ,  A ,  1: 1': If ziehen. Xehmen wir nun auf dem 
Hauptstrahl a einen beliebigen Lichtpunkt A a n  und ziehen wir die Geraden BAii 
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Al SI 9 al 6 A: bis an die betreffenden Hauptstrahlen resp. parallel zu 
L A l l  A, Q I ,  I;r\', , A', e', , so erhalten wir dadurch zu dem Lichtpunkt A 
den entsprechenden e r ~ t e n  Bildpunkt LU; auf dem zugehorigen austretenden 
Hauptstrahl a'. Ziehen wir ferner A A , ,  A L & ,  Z,A;, A;%; bis an die 
betrenènden Hauptstrahlen resp. senkrecht auf R E r ,  9 En, R'EIII, R' En., 
so ergiebt sich zu dem Lichtpunkt A der entsprechcnde zweite Bildpunkt US 
auf dem austretenden Hauptstrahl a'. In gleicher Weise erhalten wir zu 
den Lichtpunkten B, C auf den parallcl zu a  einfallenden Hauptstrahlen O ,  c 

die eztsprechenden ersten und zweiten Bildpunkte % y ,  232, sowie 6;, 0; 
auf den austretenden Hauptstrahlen b', c'. 

Den Lichtpunkten A B C  itn System S entsprechen demnach die ersten 
Bildpunkte 3; 8: 6; im System 6; und die zweiten Bildpunkte %:Bi CS; im 
System 6:. Diese Systeme S, GI, Bg sind affin. Die Affinitlitsachse 00 
der Systeme 67, ai, die durch die drei Paare entsprechender Punkte 
21~B~O,Y und 3; 94 ($2 bestimmt s ind,  ergiebt sich durch die Schnittpunkte 
entsprechender Geraden. Dieser Affinitiitsachse et, welche die austretenden 
Hauptstrahlen in den Punkten 2ItPt @,Y.. . schneidet, entspricht im Systern S 
die Gerade go, welche die einfallenden I-Iauptstrahlen in den Lichtpunkten 
A. Bo Co.. . schneidet , zu denen die homocentrische Bildpunkte Yi: Y: 61;. . . 
gehoren; und diese beiden Punktreihen sind ahnlich. 

Anstatt zu jenen Lichtpunkten B ,  C die enteprechenden ersten und 
zweiten Bildpunkte zu construiren, erhalten wir einfacher zu den Punkten R 
und 0 ,  wenn wir dieselben als Lichtpunkte im System S betrachten, die 
entsprechenden Lichtpunktpaare D,YCg, Z: S;. Wir ziehen , weil 9 auf dem 
in das zweite Prisma einfallenden IIauptstrahl I liegt, die Gerade RR]  parailel 
L'A', bis an i.v und R,Y $2; parallel A', Q', bis an IV ; ferner R Rq, 9; €Il resp. 
senkrecht R'EIII, R'EIV. Zu dem Punkt Q ,  in welchem der Hauptstrahl a 
das erste Prisma trifft, erhalten wir die entsprechenden Bildpunkte, weil 
in O drei entsprechende Punkte Tl Tl, T, zusammenfallen, indern wir 
O 2,, 2, T;, Ty Zy resp. parallel A, 2, , L'A', , A; V', und O 'Z,, S, Tg, TB Sq 
resp. senkrecht RF&, R' EIII, RrErv ziehen. Die affinen Systenie S ,  Gy, E l  
sind dann auch durch die entsprechenden Punkte AR O ,  STf QYS';', 02%; 
bestimmt, und die Affinitatsachse gY, der Systeme Gr, 6: ergiebt sich durch 
die Schnittpunkte zweier Paare eutsprechender Geraden. E s  schneiden sich die 
entsprechenden Geraden S ~ D ~ ,  im Punkt U,Y und die entsprechenden 
Geraden IZIyO;, im Punkt g.)O auf der Affinitiitsachse. Nehmen wir 
für die parallelen einfallenden Hauptstrahlen a ,  b ,  c eine andere Eichtung, 
dann entspricht dcrsolben eine andore Affinitëtsachse g.)O und eine andere 
Gerade go. 

Sind nun statt  der zwei betrechteten Prismen mehrere Prismen gegebcn, 
deren brechenden Kanten parallel sind, so erhalten wir bei einer Anzahl 
von v Prismen durch die weitere Fortsetznng der flir jene zwei Prismen 
ausgefiihrten Construction in analoger Weise die Affinitiitsachse 0,Y der beiden 
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letzten entsprechenden affinen Systeme GT, Gg und die entsprcchende 
Gerade g, in  dem affinen System S der Lichtpunkte. Die Gerade go ent. 
balt die auf den parallelen einfallenden Hauptstrahlen liegende Lichtpunktc, 
denen homocentrische Hildpunkte entsprechen, die sich in der Affinitits. 
achse fi: befinden. Hiernach ergieht sich der Satz: 

B e i  d e r  B r e c h u n g  d e r  L i c h t s t r a h l e n  d u r c h  b e l i e b i g  viele 
P r i s m e n ,  d e r e n  b r e c h e n d e  K a n t e n  p a r a l l e l  s i n d ,  l i e g e n  die 
a u f  p a r a l l e l e n ,  i n  e i n e r  K o r m a l e b e n e  e i n f a l l e n d e n  H a u p t -  
s t r a h l e n  b e f i n d l i c h e n  L i c h t p u n k t e ,  d e n c n  h o m o c e i i t r i s c h e  
B i l d p u n k t e  e n t s p r e c h e n ,  i n  e i n e r  G e r a d e n g o ;  u n d  d i e s e  homo- 
c e n t r i s c h e n  B i l d p u n k t e  a u f  d e n  l e t z t e n  p a r a l l e l e n  a u s t r e t e i i -  
d e n  H a u p t s t r a h l e n  l i e g e n  i n  e i n e r  e n t s p r e c h e n d e n  Geraderi  $0 ,  

Einer zu go Parallelen irn System S entsprechen in den Systemen Br, 6; 
Parallele xu gg; demnach entsprechen den Lichtpunkten auf einer zu gJ 

Parallelen gleicho homocentrische Differenzen. 
Wenn insbesondere die Affinit%tsachse zu den letzten ausfretendtin 

Hauptstrahlen parallel is t ,  dann entspricht derselben im System S eine 
Gerade g,, die parallel zu den einfallenden Hauptstrahlen ist. Liegt die 
Gerade go s o l  dass sie, a1s einen einfallenden Hauptstrahl betrachtet, einen 
durch alle Prismen gehenden Strahlengang liefert, dann entspricht in diesem 
Falle jedem Lichtpunkt auf dern einfallenden Hauptstrahl go ein hornocentriscter 
Bildpunkt auf dem zugehorigen austretenden Hauptstrahl PO.  Auf alleu 
anderen zu go parallelen einfallenden Ha.uptstrahlen giebt es keinen im End- 
lichen befindlichen Lichtpunkt, deui ein honiocentrischer Bildpunkt entsprichi. 
I n  den affine11 Systemen Gy, G l  ist d a m  auf jedem austretenden Haupt- 
strahl der Abstand zweier entsprechender Punkte constant; die homo- 
centrische Differenz ist demnach in diesem Falle unabhsngig von der Lsge 
des Lichtpunktes auf dern einfallenden Hauptstrahl und proportional dem 
Abstande dieses Hauptstrahles von dem Hauptstrahl go. Wenn die Priemen 
sich in demselben Medium befinden, tritt  dieser Fa11 beim Minimum der 
Ablenkung ein, wie Kerr  A. G l e i c  h e n a. a. O. bewiesen hat. 

Die im obigen Satze enthaltenen Reziehungen sind in jeder Normal- 
ebene vorhanden und demnach liegen die Lichtpunkte auf allen parallelen 
einfallenden Hauptstrahlen, die zu einer Normale bene parallel sind , i n  
einer Ebene go und die zugehorigen homocentrischen Bildpunkte in einer 
Ebene 3:. Das System Go der Lichtpunkte in der Ebene go und System @" 
der entsprechenden homocentrischen Bildpunkte in  der Ebene 9: sind affin, 
weil dem Bündel der parallelen einfallenden Hauptstrahlen das Bündel der 
parallelen austretenden Hauptstrahlen affin entspricht. 

Uie Untersuohung der homocentriaohen Breühung durch die Linse, bel 
der zweien Lichtpunkten eines einfallenden, die Linsenachse schneidendeu 
Hauptstrahles homocentrische Bildpunkte entsprechen, wollen wir in einer 
anderen Abhandlung mittheilen. 

- 
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Ueber die Wendepole einer kinematischen Kette. 

Von 

Prof. 3'. WITTENBAUER 
in Graz. 

Hierzu Taf. IV Fig. 1-12. 

Für  das Studium der gegenseitigen Bewegungen der Glieder einer 
ebenen kinematischen Kette erscheint es von Redeutnng, Constructionen 
für die Wendepole dieser Bewegungen zu kennen. Denn neben den Ureh- 
pnlen der momentanen Rcwegung spielen die genannten Punkte eine wich- 
tige Rolle. Zunachst in rein geometrischer Hinsicht, denn die Kenntniss 
des Wendepoles führt bekanntlich mit Hilfe einer sehr einfachen Con- 
struction zu den Krümmiingsmittelpunkten den Rahnen, welche die Punkte 
des einen Gliedes in I3ezug auf ein anderes beschreiben. 

In  zweiter Linie aber dient der Wendepol mit zur Bestimmung des 
Beschleunigungszustandes , in welchem sich zwei Glieder gegen einander be- 
finden; denn der Kreis, der über der Verbindungslinie des Drehpoles mit 
dem Wendepol als Durchmesser gezogen wird, enthalt bereits den Be- 
schleunigungspol jener relativen Bewegung. 

Wahrend es Aufgabe der vorliegenden Arbeit is t ,  die Construction 
der Wendepole einer kinematischen Kette xu lehren, sol1 die Anwendung 
auf die Ermittelung der Ueschleunigungspole einer Kette in einer spiiteren 
Abhandlung gezeigt werden. 

1. In meiner Untersuchung über: ,,Die Wendepole der absoluten und 
der relativen Bewegungu * habe ich die Construction des Wendepoles für die 
resultirende aus zwei Bewegungen eines ebenen Systems, der fiihrenden und 
der gcfnhrten Bewegung, gelehrt. Hierbei wurde zunachst die Annahme ge- 
macht, dass die Winkelgeschwindigkeiteu beider Bewegungen in den beideii 
auf einander folgenden Zeitelementen unveranderlich bleiben. Des besseren 
Verstkndnisses halber mage die dort mit Hilfe des barycentrischen Calculs 
begründete Construction nochmals kurz erwahnt werden. 

* Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 36. Bd. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



92 TJcber dio PCTendopolo eincr kineniatischen Kette. 

Bezeichnen O,, O,,, J I ,  Jz3 die Drehpole und die Wendcpole der 

filhrenden Bewegung des Systemes 2 in  dem (als fest zu denkenden) System 1, 
beziehungsweise der gefllhrten Beweguug des Systemes 3 im Systeme 2,  so  

ergiebt sich unter Zugrundelegung obiper Voraussetzung der resultirende 
Wendepol JO,, aus dem resultirenden Drehpole O,,  durch folgende einfaolie 
Construction (Taf. IV,  Fig. 1 ) :  

Mau ziehe die Linien O,, JZ3, OZ3 JI,, O,, J,,, ferner O,,  K 1 O,,J,,, 
O, ,L  / Oe3 JZ3 ,  L M  II 01,0,, , N P , ,  II L K,  so giebt der Schnitt der Linien 
MK und N f l , ,  den gesuchten Wendepol J",,. 

Kehrt man die beiden gegebenen Uewegurigen u m ,  sa andern zwar  
die Drehpole ihre Lage nicht, die Wendepole JI, J,, hingegen gehen über 
in JZl J,,, wobei O,, = O,, die Streüke J I ,  J,, und Os3 = OSy die Strecke 
J,,J,, halbirt. Führt man für diese umgekehrten Bewegiingen die Con- 
struction des Wendepoles wieder durch (Fig. 2 ) ,  wobei jetat J,, den Wende 
pol der führenden, J,, jenen der geführten Bewegung bedeutet, sa ergiebt 
sicli der Wendepol J",, des Systemes 1 in Bezug auf das als fest gedaclite 
System 3. Da diese Bewegung die Umkehrung der vorhin resultirenden 
is t ,  so muss der Punkt O,,= O,, die Strecke f',, JOs, halbiren. 

Man beachte also folgende Regel: Aus dem Wendepol J,, der führenden 
und jenein J,, der geführten Bewegung liefert die angegebene Coristruction 
den Wendepol Pmp 

Geht die Bewegung des fiîhrenden Systemes in eine durch swei Zeit- 
elemente dauernde Rotation um denselben Drehpol Liber, so fallen fur diese 
Bewegung Drehpol und Wendepol zusammen und die Construction ver- 
einfacht sich wesentlich (Fig. 3). Man ziehe dann J,,, mache 

O i 3 R  1 0 1 2 J i 2 9  O l zKI I  OuJ0Jar 

so ergiebt der Sühnitt von O,,Jl, mit O,,JO!, den gesuchten Wendc- 
po1 JO,,. 

Sind die Bewegungen bcider Sgsteme dauernde Rotationen, so fallen 
J I ,  J2, beziehungsweise mit 0,,0,, zusammen; man verbinde dann (Fig.4) 
O,, O,3 O,, mit cinem bcliebigen Punkt B,  zieho 

O,& Il O12K, LJO1, I I  KOn, 

so giebt der Schnitt der Linien L J,:, und O,, Oy3 den gesuchten Wende. 
po1 J O , , .  

Ftir die Umkeiirung der Bewegungen vertauschen die Iùhrende und 
die geführte Bewegung ilire Rollen; die Construction von JO3, erfordeït 
dann die Linien O l , L ' l 1 0 a 3 K ,  L'pal I K O , , .  

2. Allerdings sind alle dicse Constructionen? wenigc Ausuahmen ab- 
gerechnet, nur fiîr den Fall richtig , dass die Winkelgesçhwindigkeiten 
beider Systeme wahrend beider Zeitelemeute keine Aenderung erleiden. 
Allein ich habe in der früher erwalinten Abhandlung bereits angegeben, 
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wie man bei beliebiger Veranderlichkeit der Winkelgeschwindigkeiten den 
Wendepol J,, findet, wenn derjenige Y,, fiir unverhderliche Winkel- 
geschwindigkeiten bereits construirt ist. Die beiden Wendepole JI,  und Pl3 
liegen niirnlich in einer Senkrechten auf die Polgerade 0,,0,, und zwar 
sind sie von einander um die Strecke 

p = 2 , . - 3  
w21 3 

entfernt. Hierin bodeutot ml ,  die resultirende Winkclgcschwindigkeit, i l ,  die 
resultirende Winkelbeschleunigung und b die Entfernnng der Punkte Oi3 
und B, , ,  woboi R I ,  durch den bnrycentrischen Ausdruck 

gegeben k t .  ~ I , . B I , = ~ I Z . ~ I , + ~ Z ~ - ~ * ~  
Von grosater Wichtigkeit f ü r  vorliegenden Zweck ist nun der aus 

obiger Remerkung fiiessende Satz : 
A l l e  W e n d e p o l e  J I 3 ,  d i e  z u  f ü n f  P u n k t e n  0 , ,0 , ,0 , , ,  JI,Jz3 

g e h o r e n ,  l i e g e n  i n  e i n e r  z u r  P o l g e r a d e n  s e n k r e c h t c n  G e r a d e n .  
Denn, ohne die Strecke /3 zu construiren, wird es nach obigem Satze 

in den meisten Fiillen, wo os sich nm die Rewegnngen der Gliedor einer 
kinematischen Kette handelt , moglich sein, zwei Gerade anzugeben , in 
denen der resultirende Wendepol licgcn muss. Hierbei ist  nach folgendem 
Schema zu verfahren: 

Sind von vier bewegten Systemen mnpq ausser den Drehpolen 

noch die vier Wendepole ,Jmn J n p  J m q  J p q  gegeben, so findet man den 
fünften Wendepol J m P  nach demselben Schema, das heisst, es ist 

Man suclit n%mlich aus J,, J n p  nach Construction Figiir 1 den Punkt  
JU,,,*und fill t  von dieseui Punkte  eine Senkrechte auf die Polgerade 0,,:0,,,; 
sodann führt man dasselbe mit den Wendepolen J m q  J p p  in Bezug auf die 
Polgerade Onap OyP durchj  wo die beiden Senkrechten sich schneiden, be- 
findet sich der resultirende Wendepol Jrnp 

3. Eine Anwendung dieses Vorganges auf die Wendepole des Kurbel- 
viereckes wird ihn vollig klar machen. 

Behufs Construction des Wendepoles J I ,  des Gliedes 3 in  Bezug auf 
das als ruhend gedachte Glied 1 (Fig.  5) construire man auf den Pol- 
geraden OI20,,  und 0 , ,0 , ,  nach Figur 4 die Punkte wobei der 
Punkt E im Schuitte der Glieder 1 und 3 gewahlt wurde. Man ziehe also 

und errichte in den beiden Punkten JOl3 die Senkrechten auf die Pol- 
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geraden 0,,0,, und O,, O,,. Der Schnitt beider Seukrechten ist der ge- 
suchte Wendepol JI,." 

Pigur 6 zeigt die Construction des Wendepoles J, ,  für die umgekehrte 
Bewegung, das heisst bei festgehaltenem Gliede 3. Es muss wiedcr Oi3 
in der Mitte zwischen J i3  und J31 liegen. 

I n  ebenso einfacher Weise sind die Wendepole der meisten kinematischen 
Ketten zu bestimmen und zwar lasst sich im Allgemeinen sagen, dass oben 
erwahntes Verfahren stets in allen jenen Fiillen zur Kenntniss der Wende- 
pole flihren wird, in welchen sich die Configuration der Drehpole durch 
einfaches Ziehen von Polgeraden ergiebt. E s  kann fur diese Constructionen 
sogar dasselbe Zifferschema dienen, welches zur Ermittelung der Drehpole 
bcniitzt wird, nur muss hier auf die Reihenfolge der Ziffern ~orgf i l t~g  
geachtet werden, da die Vertauschung derselben eine Umkehrung der 
Rewegung bedeutct. 

Um z. B. in  der von B u r m e s t e r  als W a t t ' s c h e r  Mechanismus be- 
zeichneten Kct,te (Fig. 7) den Wendepol J5, zu construiren, ermittle man 
zuiiiichst durch Ziehen von Polgeraden den Drehpol 051r sodann nach 
Figur 5 die Wendepole J31 und J5., und hieraus nacli dem Schema 

mit Benützung der Constructionen F igur  1 und 3 den Wendepol J5,, 
Hierbei sind die Wendepole JS3 und J,, identisch mit den Drehpolen 05, 
und 041. 

Behufs Ermittelung des Wendepoles J,, in der durch Figur 8 dar. 
gestellten Kette suche man zuntichst nach Figur 5 die Wendepole JIz  und 
J,,; dann liefert das Schema 

Ji2 J23 > J13 
JI4 J43 

den gesuchten Wendepol J,3 im Schnitt der durch die Punkte JOl3 auf die  

zugeh6rigen Polgeraden 0, ,0 , , ,  0,,0,, errichteten Seiikrechten. Hierbei 
sind wieder die Constructionen Pigur 1 und 3 zu verwenden. 

4. I n  jenen FBllen, in welchen sich die Polconfiguration nicht durch 
einfaclies Ziehen von Polgeraden erreichen Iasst, versagt auch die so ein- 
fuclie Construction der Wcndcpole zum Theile, das  heisst, sie licfert ge- 
wohnlich nur  e i n e  Gerade, in der der gesuchte Wendepol liegt. 

Hier muss nun wcnigstcns e i n  Wendepol mit Bilfe andercr Mittel 
gefunden werden , die jetzt besprochen werden sollen. Die Jlittheilung 
dcrselbcn giebt Gelegenheit , einige interessante Eigcnschaften der Wende. 
pole zn erwahnen. 

* Vergl, L. B u r m e s  te r :  ,, Lehrbuch der Kinematik", 1. Bd. S. 123. 
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Wir betrachten wieder drei ebene Systeme: das RIS ruhend gedachte 
Systcm 1 , das führende 2 und das von diesem, geftîhrte 3. O,, O,, O,, seien 
die Drehpole, Jl2J2 ,Pl3  die zugehorigen Wendepole, letzterer nach Figur 1 
construirt, also ohne Bcrticksichtigung der Winkelbeschleunigungen. Dieser 
Wendepol Jol3 bat ,  wie ich in der oben erwahnten Abhandlung gezeigt 
habe, den barycentriwhen Ausdruck 

worin w , ,  w,, w,, die Winkelgeschwindigkeiten der drei Systeme um die 
bctreffcnden Drehpole bedeuten. E s  ist also JO1, der Schwerpuukt der 
drei Punkle J12 JZ3 oz3, wenn in  ihnen die Gewichte m Z l 2 ,  mZz3 und 2 w I z  wes 

angebracht werden. 
Kennt man nuil eine Gerade i l ,  (Fig. 9), auf welcher der Wcndepol J,, 

liegt, so gewinnt man diesen durch Ziehen der Geraden J 1 3 ~ 0 , 3  senkrecht 
zu O,, O,,. 

Veriindern wir jetzt die Lage des Wendepoles J I , ,  wtihrend JZ3 und 
O,, dieselbcn bleiben, so veriindert auch JOl3 seine Lage und zwar nach den 
Gesetzen des Schwerpunktes in ahnlicher Weise wie JI , .  Beschreibt ins- 
besondere J,2 eine Gerade i,,, so durchschreitet Pl, eine parallelc Gerade iO,, 
in alinlicher Punktreihe. Zwei entsprechende Punkte  JIQ und JD,, liegen 
auf dernselben Stratil eines Büschels, dessen Scheitel S auf der Linie O,s.T,, 
liegt und den barycentrischcn Aiisdruck h a t :  

S = w,, . J,, + 2 wlz. O,, ; 

denn der oben angeführte Ausdruck fiir J",, kann aucn geschrieben werden: 

Ba die entsprechenden Punkte JI ,  und J8,, in Strahlen a, ,  senkrecht 
zu O, ,  O,, liegen, so durchschreitet auch J,, gleichzeitig eine Punktreihe 
auf i l , ,  welche den von Pl,  und J I ,  beschriebenen iihnlich ist. 

Sucht man nun umgekehrt aus J13 und J32 den Wendepol J I ,  der 
resultirenden Bewegung, so findet man durch Construction nach Figur 1 
zunaclist den Punkt Jnlz ,  der mit JI ,  in einer Senkrechten a, ,  auf der 
Polgeraden liegen muss. 

J O , ,  liat den baiyceutrischen Ausdruck: 

Beschroibt somit JI, eine Gerade i l , ,  so durchschreitet Pl ,  die parallele 
Gerade iO,, in ahnlichcr Punktreihe. Da 

kt, so kann obiger Ausdruck auch geschriebeii werden: 

w ~ i i n  S denselben Ausdruck hat mie oben. 
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Zwei entsprechende Punkte J O , ,  und J13 liegen somit auf demselben 
Strahl eines Btischels, das seinen Scheitel wieder in S hat. 

Hierans folgt nun eine einfache Construction des Wendepoles, wenn 
der Punkt S und von den vier Geraden i,, id,, i,, in,, drei bekannt sind. Um 
z. B. zu JI, den zngehorigen Punkt JI, zu bestimmen, ziehe man den 
Strahl SJ,,, der die Gerade io13 in JO,, schneidet, und durch diesen Punkt 
den Strahl G,, bis zum Schnitte JI, mit il,. Oder man zicht durch JI, den 
Strahl bis zurn Schnitte JO,, mit io,,; sodann schneidet der Strahl SPl2 
die Gerade i,, in J13. 

Von Wichtigkeit ist ferner die Bemerkung, dass die von den Strahlen 
G,, und G,, gebildeten Parallelbüschcl ahnlich sind. Ihr  im Endlichen 
liegender Doppelstrahi geht durch S, er schneidet die Geraden il, und i,, 
in zwei entsprechenden Wendepolcn Jlg und JI,. 

Lasst man statt  JI, den Wendepol J,, der gefiihrten Bewegung seinen 
Ort auf eincr Geraden i,3 vcrandern, so gelangt man auf demselbcn Wege 
zu ganz analogen Resultaten. Nur liegt jetzt der Scheitel S, der beiden 
Strahlenbüschel nicht mchr auf einem Durchmesscr des Wendekreises, vie 
fruher, sondern auf der Geraden O,, JI2 und hat den Ausciruck: 

SI = w,, JI, 4- 2 W 2 3 '  O,,. 

5. Die Resultate des vorigen Artikcls führen nun zur L6sung einer 

Aufgabe, welche für die Construction der Wendepole von principieller 
Wichtigkeit ist. 

E s  seien (Fig. 10) von vier Syotemen 1, 2 ,  3 ,  4 sammtliche Drehpo:e 
und die Wendepole der ersten drei Systeme J,,J,,J,, gegeben; von den 
Wendepolen des vierten Systemes JdI J,, J,, sei nur bekannt, dass sie 
beziehungsweise auf den Geraden i,,i,,i,, liegen. Man suche diese Wendepole. 

Um einen derselben, z. B. J,, zu ermitteln, nehme man auf i,, zunachst 
einen beliebigen Punkt W,, a n ,  betrachte ihn als Wendepol und bestimme 
mit Hilfe der Piinkte O,, O,, O,, , W,, J2, und der Geraden .id, den auf derselben 
liegenden Wendepol W,,; wdann suche man auf dieselbe Weise mit Elfe 
der Punkte O,, O,, O,,, W41 Jl9 und der Geraden i,, den auf dieser licgenden 
W e n d e p l  IV,,; endlich aus O,, O,, O,,, W4,J3, und der Geraden i,, den 

auf ihr liegenden Wendepol (W4,). 
Niin nehme man auf i,, einen zweiten beliebigen Punkt W',, an und  

ermittle in analoger Weise a u €  den Geraden idil i43 id2 die entsprcchenden 
Punkte W',, W'43 ( Wr4,). 

Nach Artikel 4 eirid die auf den Geraden i liegenden Punktreihen 
w,, W',, , W,, W',, , TV,, W',, , ( W,,) ( W',,) iihniich. Die erste und letate 
dieser Punktreihen liegen auf dersellien Geraden idz;  ihr im Endlichen ge- 
legeoer Doppelpunkt wird der gesuchte Wendepol J4, sein. 

Die P;4rallelstrahlenbüschel G, welche die beiden iihnlichen Punktreilien 
xiif i,, projiciren, schneiden sich in einer Geraden T C ,  welche durch den 
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Doppelpilnkt geht und ~ o m i t  in ihrern Schnitte mit i,, den Wendepol JA2 
bestimmt. 

Da die Punktreihen Jd2 W42 W',, , ,T,,W,, W',l, ,T,, W,, WC,, iihnlich 
sind, so ergeben siçh jetzt die beiden anderen Wendepole J4, Ji, in ein- 
fachster Weise. 

Die hier auszuführenden Constructionen sind einfach und übersichtlich; 
sie konnen durch die Benützung der im vorigen Artikel geffonnenen 
Resultate, insbesondere der Eigenschaften des Punktes S ,  in vortheilhafter 
Weise abgektirzt werden. 

6. Die soeben behandelte Aufgabc gestaltet sich vie1 einfacher, wenu 
von den drei Systemen 1, 2 ,  3 zwei Paare derselben daueriide Rotationen 
gegen eiua~ider ausführen. Es würde z. B. (Fig. 11) unter Beibehaltung 
der sonatigen Verhiiltnisse Jlg mit O,,, J,, mit O,, zusammenfallen. 

Erriclitet man jetzt in OI2 eiue Seiikrechtc auf 04, O,,, so schneidet 
dieselbe die Geraden i,, iLz bereits in entsprechenden Punkten , da der 
Yunkt S (Artikel 4) hier mit O,, zusammeui%llt. 

Rei der Construction von rYq3 BUS W4, ergiebt sich zunachst nach 
Pigur 1 WD,, , sodann durch Ziehen der Linie WD4, W 4 ,  1 O.,[ 043 bis m m  
Schnitte mit i,, der Punkt W,,. Mit Hilfe dieses Punktes wird hierauf 
der auf i,, gelegene Punkt  (W,,) construirt. 

Eine zweite Gruppe entsprechender Punkte W' kann zweckmsssig in 
folgender Weise ermittelt werden : 

Verbindet man IV4, mit W0,3, so schneidet diese Gerade den Wonde- 
durchmesser O,, J,, in S (Artikel 4). Die Senkrechte durch S auf O,, O,, 
schneidet die Geraden il, i,, in entsprechenden Punkten SVP4, WPd3; aus diesen 
wurden dann mit Rentitzung der Figur 3 die Punkte W',, und (W',,) 
bestimmt. 

Der Schnitt der auf diese Weise gefundenen vier Strahlen u ,  die 
Gerade n ,  schneidet i,, im Wendepol J,,. 

Die beiden anderen Wendepole J,, J,, konnen in zweifachcr Weise 
gefunden werden: entweder durch Uebertragen des Aehnlichkeitsverh%ltnisses 
auf die Geraden i,,i,, oder durch Bentitaung der Construction Pigur 3. 

7. Der soehen beschriebeneVorgang kann für die Bestirnmung der Wende- 
pole mancher kinematischen Ketle verwendet werden, für welche die Anfangs 
erwahnten einfnchen Constructionen nicht oder nur m m  Theile anwendbar sind. 

IIierher gehort z. B. die von B u r m  e s  t e r  al3 Dreispannmechanismus 
bezeichnete kinemstische Kette (Figur 12). Um hier die Wendepole des 
Systemes 4 in Bezug auf die Systeme 1, 2 ,  3 zu ermitteln, bestimme 
man zunachst nach dem von B u r m e s t  o r angegebencn Verfahren* die 
Drehpole O,, O,, O,, , sodaiin uach Figur 5 den Wendepol JI , ;  die Wende- 
- . . - - - - - . - 

* Vergl. B u r  m es t e r :  ,, Lehrbuch der Kinematik ", 1. Bd. S. 465. 
Zeitschrift f .  Mathemstik u Physik. 40. Juhrg. 1695. 2.  I i e f t .  7 
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pole J,, und J,, fallen mit den Drehpolen O,, und O,, ziisammen. Die 
Geraden i41i4ei43 erhiilt man mit Construction (Fig. 4) aus:  

045O51041 . . - . . i 4 1 i  

'46 '62 '42 ' . . . . 1 

. . . . 'idS. 

Sodann kann die im vorigen Artikel beschriebene Construction der 
Wendepole J,,, Jd2 J,, durchgeftihrt werdeu. 

Ausser den zehn gegebenen Drehpolen, die zugleich Wendepole sind, 
den Wendepolen Ji, Y,, , deren Construction F igur  5 lehrt ,  und endlich den 

soeben gefundenen Wendepolen J,, J4,.7,,, gicbt es in  dieser Kette noch 13 
unbekannte Weudepole (von den Wendepolen der umgekehrten Beweguiig 
abgesehen). Die Bestimmung derselben kann entweder direct mit ITilfe 
des oben geschilderten Vorganges oder aus den bereits bekannten Wende. 
polen geschehen. Cm z. B. den Wendcpol J5, zu finden, suche man die 
Drehpole O,, Oh, O,,, die Wendepole J, ,  und J,,, sodann die Geraden i,2i53i58 
nach dem Schema: 05101'L05à. . . . . ij2, 

'51 O13 '53 7 J13 ' ' ' %53 ' 1 

051018058 . . . . . i58 

und führe nun wieder die Construction des vorigen Artikels durch. 
Oder auf indirectem Wege : man ermittle die Linien i5, und ifs2 nach 

dem Schema: 051 OIB 0 5 2  . . . . & ,  
O54 O42 O52 7 J42 ' ' i'52. 

Ih r  Schnittpunkt ist dor gesuchte Wendepol J,,. 

8. C. R o d e  n b  e r g  hat  in einer ausgezeiehneten Arbeit: ,Die De- 
stimmung dcr quadratischen Verwandtschaft der Krtimmungs-Mitt,elpunkte 
zweier Glieder einer ebenen kinematischen Kette " *  gelehrt. Obwohl unsere 
brbeiten von v6llig verschiedenen Gesichtspunkten ausgehen und auch dit 

Methode der Untersuchung eine andere i s t ,  80 dürften die Resultate beidei. 
doch geeignet sein, sich zu crganzen. ?Jan kann mit Hilfe der bekannteii 
quadratischen Verwandtschaft der Krümmungs - I~Iittelpunkte ebenso leicht 
die Wendepole bcstimmen, als man umgckchrt aus den Wendepolen die 
quadratische Verwandtschaft ermitteln kann. Welcho Methode rascher zum 
Ziclo führt ,  Ihsst sich nicht allgemein entschciden. So ist z .  B. fur die i n  
Figur 8 gezeichnete Kette der Wendepol einfacher zu finden wie die qua.  
dratische Verwandtschaft nach R O d e n  b e r g  's Methode; beim Dieispnnn. 
mechanismus (Figur 12) diirfte das Gegentheil eintreten. 

* Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins zu Hannover, 1690. 
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VII. 

Constructionen der Curven dritter Ordnung aus 
neun gegebenen Punk ten und Construction des 
neunten Punktes zu acht Grundpunkten eines 

Biischels von Curven dritter Ordnung. 

IIierzu Tafel V Figur 1-8. 
-- - 

Wir haben gezeigt", wie zwei bes t immte  Reciprocitaten (Nullsysteme) 
der Ebene zu einer Ciirve dr i t te r  Ordnung flihren. Die  Curve  erscheint 
gleichsam a18 Leitlinie dieser Reciprocitaten. Damit  t r i t t  ihre  Dars te l lung 
in Analogie mi t  derjcnigen de r  Kegelschnitte nus dcm Polarsystome. 

m i r  wollen nun  beweisen,  dass jede beliebige Curve dr i t te r  Ordniing 
durch zwei Nullsystcmo daigestell t  werden kann. Der  Beweis i s t  crbracht,  
wenn wir neun in  allgemeiner Lage  befindliche Punk te  einer Curve dr i t te r  
Ordnung geben und ails ihnen zwei Reciprocitaten ableiten,  durch welche 
sich diese Curve hervorbringen lzsst. 

1. X Y Z ,  A B ,  A ,&,  M ,  N seien die neun in  allgemeiner Lage 
gegelienen Punk te  der  Curve  dr i t te r  Oidniing C3. W i r  wghlen zwei von 
ihnen  - A B  - als Grundpunkte  de r  einen Reciprocit i t  und  zwei weitere 
- AIR,  - a,ls Grundpunkte  der  nndereu. X Y Z  sei ein Punkte t r ipe l  der  
zwei Reciprocitaten. Legen wir  dann  durch A B X  Y Z  einen Kegelschnitt X2 
und durch A, BI X Y Z eincn Kegelschnitt K" ,, so treffen sich diese Kegel- 
schnitte in einem vierten P u n k t e  P, zu dem das  Tripe1 X Y Z  zugeordnet 
ist.+* Der Kegelschnitt K 2  schneidet Cs in einein sechsten Punk te  C. 
h'" trifft C3 i n  einem sechsten P u n k t e  Cl. Diese zwei Punk te  CC, bilden 
resp. m i t  AB,* A,B,  die Grundpunktdreiecke der  zwei Reciprocitaten 

(AB CA) ( A ,  BI Cl A,) .  Wir suchen CC,. 

In der Abhnndlung: ,,Darstellung der Curven dritter Ordriung und Klasse 
aus gwei Re~iproci t i ten .~ '  S c  h l  O m i l c  h ,  Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 
Bd. 38, 1893, S. 65 flg. An jene Abhuudlung schliesst sich die folgende als C nu. 

** Loco citato pag. 68. 

7 '  
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Zu diesom Zwccke gehen wir von einem beliehigen Punkte H auf X2 
aus. Dieser bestimnit im Allgemeiuen mit den acht Punkteri XYZ, AB,  
A I R , ,  H eine Ciirve dritter Ordnung Cs,n. Sie liisst sich durch z ~ e i  
Reciprocitaten R,  , II,, 1 darstellen, iu denen das Tripe1 X Yi: dem Purikte P 
zugeordnet kt. ABH sind die drei Grundpunkte der ejnen Reciprocitit, 
A ,  B, siud zwei Grundpunkte der anderen. Der dritte II!, liegt auf IIZ, 
und wird durch folgenden Gedankengang gefunden: 

Wir  suchen in der ervten Reciprocitiit zu M die entsprecbende Linie @$, 

Wir benutzen dazu den Kegelschnitt dnrch A RHM und X. Er 
sctineidet aus der Geraden X ?  - sie sei mit p bezeichnet - einen Puckt Sm 
von m.* Construiren wir jetzt auf allen Geraden dnrch Sm die entsprechenden 
Punkte in der Reciprocitat R,,,i, so liegen diese Punkte auf einern Kegel- 
schnitt durch A,B,B1,,  und S,,. Nun entap~echcn die Geraden na, 2) den 
resp. Punkten NI X in beiden Reciprocitaten Rn, R,,, 1 ,  weil die Punkte  
N ,  X auf C3, liegen. Daraiis folgt, dass der auletzt erwahnte Kegel- 
schnitt auch durch 1I1 und X geht. Folglich ist  e r  durch A,  B,S,,,N und 
X hestimmt und schneidet ails K" den Funkt  IIlm. 

Lassen wir A U  Stelle von X den Purikt N treten, so wird diirch 
X Y Z ,  A B H ,  A, B,N eine Curve C\ festgelegt. Auch diese ILsst sich 
durch zwei Keciprocitaten R ,  R,,, darstelleu. Die eine hat  A B H  zu Grund- 
punkten; die andere A,B, und einen auf K" l i egenkn  Punkt  111,. Zu 
seiuer ConsLruction legen w i r  durch A B H X  und N einen Kegelachnitt, 
E r  schneide p zum zweiten Male in Sn. Dann geht diirch S ,  XA, B,X ein 
Kegelsclinitt, der B2, in Hl,, trifft. 

Durchlaoft nun der Punkt I11 den Kegelschnitt K" so gehort zu jeder 
Lage von II ein Punkt  81, und eiu Punkt II ln ,  Diese Punkte biltie~ 
zwei projectivische Reihen auf  R2,. P ist ein Doppelpunkt der Reihin, 
Der andere ist der gesuchte Gruudpunkt Cl der  Reciprocitiit ( A ,  B,C,A,),  
I n  ihm schneiden sich niimlich zwei Curven dritter Ordnung C3,, Csn, von 
denen wir nachweisen konneu, dass sie zusarnmenfallen. Heide Curven 
haben neun Punkte gemeinssrn. Diese sind X YZ,  A, B, Cl, A B  u n d  ein 
P u u k t  C' aiif X! Es miire nun denkbar, dass C der  neunte Punkt sei, 
durch den alle Curven dritter Ordnung gehen müssen, welche die acht 
Punkte X Y Z ,  A B ,  Al B, Cl gerneinsarn habsn. Von diesen acht Punkten 
liegen aber sechs - X YZA,B, Cl - auf einem IZegelschnitt. Also musé 
nach einern bekannten Satüe aus der Sheorie der Curveri dritter Ordnung der 
neunte Punkt  auf der Verbiudungslinie A? der zwei ührigfn 
E r  kann also nicht C sein. I n  analoger Weise schliessen 
L'urven, welche durch die acht Punkte X Y Z A E  C A ,  B, 
neunten Punkt  auf der Geraden AZ gerneinsarn haben. 
C, dieser neunte Punkt  n i e  h t sein. 

. 

+ L. c. pag. 66. 

Puukte liegtn, 
wir , dass alle 
gehen, cinen 

Folglich kanu 
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Damit ist bewiesen, dass durch die Puuk te  X PZ, A, B, C l ,  A R  C 
nur  e i n e  Curve dr i t te r  Ordnung gcht  und diese muss mi t  de r  gegebenen 
Curve CY identisch sein. Haben wir  Cl als Doppelpunkt der  erwahnten 
ProjcctivitBt gefunden,  so legen wir durch Al B, C,X und N (oder N )  
einen Kegelschnitt und suchen seinen zweiten Schni t tpunkt  &,(Sn) m i t  p. 

Durch ihn ,  A B  X und M (resp. N )  geht  ein Kegelschnitt ,  welcher aus  

K 2  den Punk t  C schneidet. 

2. Die U u r c h f t i h r u n g  d e r  C o n s t r u c t i o n  g iebt  uns  den exacten 
Nachmeis f ü r  die Projectivitzt der  Reihen Hi,Hi,. 

Wir  beginnen damit ,  dass wir i n  liekannter Weise' den vierten ge- 

meinsamen P u n k t  17 der  Kegelschnitte E e ( X  Y Z A B )  und Hzl (X Y Z A l  HL) 
sucheu (Fig. 1).'* Sodann wühlen wir  auf K 2  zwei beliebige Purikte EH*.  
Wir legen diirch k B X N H  und  A B X X B *  zwei Kegelschnitte und zeieh- 

nen ihre Schnittpunkte S,,S:, niil p. Z u  dieser Construction benutzen wir  
den Satz von P a s c a l .  W i r  br ingen also p mi t  A B  zum Schnitte. Der 
Schnittpiinkt T 5 e g t  auf den zwei Pascallinien. Die Gerade B N  schnei- 

det ails XH, XH* je  einen weiteren P u n k t  F,F;. Polglich sind TFm, - -  
TB: die Pascallinien. Sie treffen resp. A H ,  AH* in zwei Punkten  G,,,Gn. 
Indem wir diese ails M auf p projiciren,  erhalten wir  S,SL. 

Jetzt  legen wir durch A, B , X M S ,  und durch A, H,XMSI zwei 
Kegelschnitte und zeichnen ihrc  vicrten Schnittpunkte Hi,IT:, mit  Ka,.  

Der erste dieser Regelschnitte und E2, werden von der  Linie MS, i n  
zwei Paaren einer Involution geschnitten. Sucheii wir i n  dieser zum Schnitt-  

punkte J,, von =m mit den entsprechenden P u n k t ,  so geh t  durch 
ihn und X eine Gerade,  welche I I , ,  enthlilt. W i r  projiciren am besten 
diese Involution aus  X auf E Z 1 .  Die Projection von M sei M,. Die P ro -  

jection von s,,, ist  P. Folglich l iegt der  Pol I;, de r  Involution auf der  
Linie KP. E r  i s t  der  Schnittpunkt dieser Geraden mi t  x@. Projiciren 
wir schliesslich J ,  aus  X auf E 2 ,  und sei O,, die Projec t ion ,  so schneidet 
- 
O,I,, den Kegelschriitt KZl ein zweites Mal in Hl,. 

* Wir fiihren hier d i e  E'orm der Construction v o n P  a n ,  welche für uusere 
weitere Darst,ellung zweckmassig erscheint. Wi r  gehcn dabei von dcm Satze aus, 
dass eine beliebige Gerade die Kegelschnitte K W K ' ,  und die gegenüber liegenden 
Seiten des Vierecks Y Y Z P  in Paareri einer Involution trifft. Als solche beliebige 
Gerade sei die Verbindungslinie von xwei I'uukten - etwa A B  - des e i n e n  Kcgel- 
achnittes gewahlt. Dann projiciren wir die Involution aus einem der gerneinsamen 
Puukte - etwa aus X - auf den a n d e r e n  Kegelachnitt. Wir zeichnen ihren 
Pol und suchen zu dern Strahle, melcher X mit dem Schnittpunkte J der Geraden 

und It'Z verbindet, den entsprechenden Strahl. Auf ihm liegt P. Wir  ziehen 
also folgende Linien: X ' A ,  XB,  XJ. Ihre zweiten Schnittpunkte mit KZ1 aeien 
A*B* J*, A*B + trifft AU im Pole L der Involution. L J* schneidet K2, in P. 

** Die Figuren sind s2mmtlich fur circu!are Cnrven dritter Ordnung gezeichnet. 
Y %  sind a18 imaginare Kreispnnkte gewahlt, so dasa die Kegelschnitte K2XP1 
Kreise werden. 
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In analoger Weise wird ET, gefundeu. Die Linie N- trifft  AT^ 
und PM, in zwei Puukten J A  und Lm. Den ersten Punkt  projiciren nir 
aus X auf Re,. Die Projection OR verbinden wir mit Lm. Diese Per- 
bindungslinie schneidet KIF1, ein zweites Mal in H?,. 

Lassen wir in der erklbrten Construction an Stelle von M den Punkt N 
treten, so erhalten wir zu HH' die zugeborigen l'unkte I I i , ,  HFn. Dann 
sind Hl,Hin,  HT, H:, zwei Paare einer Projectivitkt, welche P, C, zu 
Doppelpuukten hat. Folglich geht durch P und den Schnittpunkt der  -- 
Geraden H1,,,HFn, HF, Hl. eine Linie, welche K2,  in Cl trifft. 

3. Ein Ueberblick Uber die projectivischen Reihen, welche bei der 
oben dargelegten Construction anftretcn, führt uns zu einer e i n f  a c  h e r  eii 
D a r s t e l l u n g  d e s  Z u s a m m e u h a n g e s  z w i s c h e n  d e n  P u n k t e n  U 
u n d  Hl. 

Bewegt sich H auf E2 (Fig. l) ,  so durchlauft F,, auf MB eiue Reihe, 
welche zu dem Büschel dcr Strahlen X H  perspectivisch liegt. Zu dieser 
Reihe Fm ist  das Buschel der Pascallinien aus T perspectivisch. Das Uüscliei 
der Linieu A H  liegt zum Rüschel der Geraden X H  projectivisch. Also 
ist  das erstere Büschel auch zum Büschel der Pascallinien projectivisch, 
I n  bcidcn Büscheln ontspricht sich der Strahl A T  selbst. Die Biîsclicl 
sind daher perspectivisch. Ihre entsprechenden Strablen schneiden sich in 
der Reiho der Punkte G,. Mithin liegen diesc Punkte auf einer Geraden g,. 

Sie geht durch P und den Puukt  Nb ,  in welchem die Linie MT den 
Kegelschnitt Ka m m  zweiten Malo schneidet. 

Das Analoge gilt für die Punkte G, .  Sie liegen ebenfdls auf einer 
Geraden g,. Diese geht durch P und den Punkt  hTb, in dem die Linie 
- 

hTB den Kegelschnitt K b u m  zweiten Male trifft. 

Zwei Punkte G,G,,, welche zu demselben Punkte H auf E h e h o r e n ,  
liegen auf einer Geraden durch A iind H. Damit sind die Piinkte G,,G,, 
einander perspectivisch zugeordnet. A ist Perspectivçentrum. Benutzen wir 
diese Punkte an Stelle der Punkte H, so gestaltet sich die Construction 
eines entsprechenden Paares H l ,  H l ,  in folgeuder Weise (Fig. 2) : Wir 
suchen die zweiten Schnittpunkte MbNb der Linien BM,  B N  mit K', 
Die Verbindungslinien dieser Punkte mit P sind die Geraden g,,, , g,,. Dam 
zeichnen wir die zweiten Schnittpunkte Mz Arz der Linien XJI, X N  mit E2,. 
Die Verbindungslinien dieser Puukte mit P seien l m ,  Z n .  Eine beliebige 
Linie m durch M schneide g,,, l m ,  -4, B, in den resp. Punktcn G,,, I, ,,,, 
J,,, (Fig. 1). Wir  projiciren J ,  aus X auf K". Die Projection O,,, ver- 
binden mir mit Lm. Diese Verbindungslinie trifft :Re, in Hl, .  Sodann 
projiciren wir (Fig. 2) den Punkt  G ,  aus A auf g ,  und verbinden die er. - 
haltene Projection G, mit N. Diese Verbindungslinie lz treffe A , B , ,  1, resp. 
in J,,L,. Wir ziehen JTX, schneiden mit dieser Linie E" und verbinden 
den Schnittpunkt 0, mit Ln. O n L ,  trifft KZl iiiIHI,,. 
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Eine zweite beliebige Gerade durch BI führt zu einem Punktepaar H;,, 
Hfn der Projectivitat auf E2, und damit ist die Prqjectivitat bestirnrnt. 

Uiese Darstellung zeigt uns, wie durch eine Reihe von Schnitt-  und 
Sclieinbildungen aus der  Reihe der Punkte H die zu ihnen projectivischen 
Reihen der Punkte Hi,, , HI. hervorgehen. 

m i r  bemerken noch, dass eine weitere V e r e i n  f a c h u n g  d e r  C o n -  
s t r u  c t i  O n erreicht wird, wenu wir die Geraden durch M resp. N nicht 
beliebig wahleu. Wir  ziehen vielmehr durch M eine Geiade m, welche 
den Schnittpunkt der Linien 1 ,  und A>, enthzlt (Fig. 2). Zu 
dieser Linie m geh6rt ein Punkt  I J , ,  der mit X zusammenfallt. Eine 
zweite Gerade VA* wahlen wir so ,  dass sie N mit dem Schnittpunkte Lni 
der Linien ln und A-, verbindet. Auch dieser Geraden entspricht ein 
Puu  kt LI:, , der in  X liegt. Wir  suchen nun Hi, und H;,,,. Diese Punkte 
correspondiren den in X zusammenfallenden Punkten I lI  ,, , Hr,. Ziehen 
wir folglicli in X die Tangente an E Z 1 ,  so schneidet sie die Gerade H A & ,  
in einem Punkte der Perspectivachse. Verbinden wir diesen mit dem Doppel- 
punkt P der Projectivitiit, so ist damit die Perspectirachse gefunden. Sie 
trifft K" zum zweiten Male im anderen Doppelpiinkte der Projectivitiit, das 
heisst in Cl. 

4. Wir ziehen einige Schliisse, welche uns zu n e u  e n  F o r  ru o n  d e r  
C o n s t r u c t i o n  a u s  n e u n  P u n k t e n  führen. Wir  knüpfen dabei an d& 
Projectivitët a n ,  welche zwischen den Punkten H des Kegelschnittcs Ka 
und den Punkten a, von EZl besteht. Diese Projectivitat wird durch 
die Linie g, und die Geraden m aus H vermittelt. Wir  haben gesehen, 
wie zu einer beliebigen Linie m der Punkt  H l ,  gefunden werden kann. 
Jetzt suchen wir zu einem beliebigen Punkte Hl., die entsprechende Linie m. 

Eine Gerade durch H l ,  schneide E2, zum zweiten Male in O ,  (Fig. 1). 
Sie trefTe Z,,, in Lm. Projiciren wir 0, aus X auf A,B, ,  so erhalten wir 
einen Punkt J,. Drehen wir nun die Gerade n m  H l ,  und zeichnen wir zu 
jeder ihrer Lagen die zugehorigen Punkte Lm,  J,,, , so erkenuen wir ,  dass 
diese Piinkte zwei projectivische Reihen auf a,,, und AT, beschreiben. 
Die Verbindungslinien entsprechender Punkte dieser Reihen umhüllen also 
einen Kegclschnitt. 1, und A ~ B ,  sind zwei Tangenten dieses Kegelschnittes. 
Die Specialisirung der Construction zeigt uns ,  dass auch die Linien x?, 
-- - -  

X X ,  Hi, A, , El,,, B, dcii Kcgclschnitt bertihren. Duch M geht an  den- 
selbeu eine zweite Tangente. Diese entspricht dem Punkte Hl,. Nehmen 
wir umgekehrt eine beliebige Gerade durch M a n ,  so bestimmt sie mit Z,, -- 
BIBI, X P  und M X  einen Kegelschnitt: Construiren wir an ihn die zweite 
Tangente durch Al oder BI, so schneidet diese XP, zum zweiten M d e  in 
dem entsprechenden Punkte Hl ,. 

Führen wir diese Tangentenconstructionen mit  Hilfe des Satzes von 
B r i a n c  h o  n diirch, so k6nnen wir den Schnittpunkt R, der Linien A ~ X  und - 
iULmi (Fig. 1; als gelneinsamen Iirianchonpunkt aller Kegelschnitte auffassen, 
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welche l n , ,  Al B, , X P  und M X ~  Sangeuten haben. Dann schneiden sic11 
auf der Linie PB, - sie sci mit r ,  bezeichnet - diejcnigen Tangenten je 
eines Kegelschnittes, welche durch A, und M gehen. Daraus folgt: 

D a s  B i i s c h e l  d e r  L i n i e n  d u r c h  M i s t  p e r s p e c t i v i s c h  zu d e m  
S t r a h l e n b ü s c h e l  a u s  8, n a c h  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  HI,,,. 
r, i s t  d i e  P e r s p e c t i v a c h s e  b e i d e r  B ü s c h e l .  

Zur Construction von r ,  erwiihnen wir noch, dass die Tangenten aus 
A, und B, an einen Kegelschnitt der erwahnten Schaar sich in einem 
Purikte Hi,  von 1C2, trefhn. Zu den Kegelschnitten der Scliaar gehort 
auch derjenige, welcher ZB, berührt. Durch den zweiten Schnittpunkt Rb 
dieser Tangente mit K', geht also eine Tangente aus A,. E'olglich muss 
Rb, auf r,  liegen. Mit anderen Worten heisst dies: Projiciren wir den 
Punkt B, aus llil auf Pl, so liegt diese Projection auf r,. 

Die analogen Schlüsse gelten für N. Jeder Geraden durch N eut- 
spricht ein Punkt Hl,. Das Büschel aus A, nach diesen Punkten ist 
perspectivisch zum Büschel der Geraden durch N. Die Perspertivachse r ,  
geht durch P. Ein zweitcr Punkt derselben wird erhalten, wenn wir BI 
aus N auf K 2 ,  projiciren. 

5. Wir zcigen jetat, mie die Linien r,, r ,  zur Construction der C3 a u  

neun Punkten benutzt werden ktinnen. 
Zu jedem Punkte H von K h e h t i r t  - wie wir obcn sahcn - eine 

Gerade m durch X und eine Gerade n durch N. m schneidet aus r,, n aus 
r,  einen Piiukt. Verbinden wir dieses P u ~ k t e p a a r  mit A , ,  so treffen diese 
Gerade den Regelschnitt K2, zum zweiten Male in  den Punkten HI,, HI,,, 
welche dem Punkte III correspondiren. Es entstehen folglich uni A, zwei 
Strahlenbüschel, welche zu den Reihen der al pervpectivisch liegen. Also 
sind dieso Btischel zu einander projectivisch. Einer der Doppelstrahlen gelit 
durch P. Auf dem anderen liegt der gesuchte Punkt  Cl. Utn ihn zu 

construiren, zcigen wir zuerst, dass die Reihen auf r,,r,, welche durch die 
entsprechenden Linien m n einander zugeordnet werden, perspectivisch sind. 
Drcht sich namlich m um M, so beschreibt dicse Gorade auf g, und r, 

perspectivische Reihen G,,  R,,,. Wir projiciren die erste dieser Reihen 
aus A auf g,,. Die hierdurch entstehende Reihe wird mit N verbunden. 
Dann schneidet r ,  aus diesem Strahlenbtischel eine xu ihm perspectiviscbe 
Reihe Rn. Sic ist also zur Reihc der Punkte R, projectiviech. Weil in 
beiden Reihen der Schnittpunkt der Triiger sich selbst entspricht, geht die 
Projcctivitat in perapectivische Lage tiber. Die Reihen haben ein Per- 
spectivcentrum S. Durch dieses geht der gesuchte Doppelstrahl der pro- 
jectivischen Bilschel aus A,, wclcher Cl cnthalt. 

Damit sind mir zu einer z w e i t e n  C o n s t r u c t i o n  der C 3  aus neun 
Punkten gelangt. Sie erfordert nach dem Gesagten folgende Linien (Fig. 3): 

W i r  s u c h e n  P u n d  p r o j i c i r e n  a u s  M u n d  N d e n  P u n k t  8 
a u f  K % n d  B, a u f  Ka, .  D u r c h  d i e s e  P r o j e c t i o n e n  a n 8  P ziehen 
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n i r  d i e  r e s p .  L i n i e n  gmg,, r,rn. U a n n  w a h l e n  w i r  d u r c h  A 
zwei  h c l i e b i g e  G e r a d e  au*, w e l c h e  g,,~g, r e s p .  i n  G,G*,,,,, G,GCn 
schne iden .  D i e  z w e i  e r s t e n  P u n k t e  p r o j i c i r e n  w i r  a u s  Jf a u f  r,, 
d i e  z w e i  a n d e r c n  a u s  N a u f  r,. S i n d  R,Rr, ,  R,R*, d i e  r e s p .  
P r o j e c t i o n e n ,  s o  s c h n e i d e t  d i e  G e r a d e  R,R, a u s  R*,,Rcn e i n e n  
P u n k t  S, d e n  w i r  m i t  A, v e r b i n d c n .  A I S  t r i f f t  K" z u m  z w c i t e n  
Male i n  C,. W i r  f i n d e n  a u s  Cl d e n  P u n k t  C, i n d e m  w i r  d e n  
S c h n i t t p u n k t  v o n  A l S r n i t  r,(r,) s u c h e n .  D i e s e n  ~ r o j i c i r e n  w i r  
a u s  N ( N )  a u f  g,,(g,,). D a n n  l i e g t  a u f  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  
d u r c h  d i e s e  P r o j e c t i o n  u n d  A g e h t ,  d e r  P u n k t  C. 

Die Construction wird dadurch noch etwas vereinfacht, dass wir an 
Stelle der beliebigen Linien aa* die Gertiden FM und TN wahlen. Sie 
schneiden sofort rmr, in den Punkten R,Ri, und wir müssen niir noch 
Il*, Rn conat,ruiren. 

6. Eine d r i t t e  C o n s t r u c t i o n  der C3 geht von den Linien rn und W, 
aus, welche durch die resp. Punkte M und N gehen. Zu jedem Punkte H von 
Be gehtirt ein solches Tlinienpaar. Es stellt die Geraden vor, welche den 
Punkten 24 und N in der Reciprocitat ( A B I I A )  entsprechen. Die Zu- 
ordnung dieser Linien wird durch A ,  g,, g, vermittelt. Jede Gerade 
durch A schneidet aus g ,  und g, zwei Punkte, durch welche zwei Linien 
ml lz gehen. Folglich bildon dicse Linien projectivische Büschel. Die 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen liegen also auf einem Kegelschnitt IlZ. 

Vertauschcn wir nun den Kegelschnitt K 2  mit K 2 , ,  das heisst, lassen 
wir  einen Punkt IIL den Kegelschnitt x '~  duichlaufen, so wird durch jede 
Lage von al eine Reciprocitat (A ,  B, C, A, )  festgelegt. Wir finden in dieser 
Reciprocitat die entsprechenden Linien m,lzl zu M, N, indem wir zwei 
Linien g , ~ g , , ~  benutaen. Sie gehen durch P und die zweiten Schnitt- 
punkte der Geraden N B , ,  NB,  mit Xz,. Die Gerade A, H, trifft g, lg , l  
in zwei Punkten, durch welche resp. m,n, gehen. Folglich werden auch 
diese Linien durcli A , ,  g , , ~ ,  g,l einander projectivisch zugeordnet und er- 
zeugen einen Kegelschnitt R2,.  

Jeder der zwei Kegelschnittc R2BZ, geht durch die drei Punkte Ml 
und P. Folglich schneiden sich dieso Kegelschnitte in einem vierten 

Punktc U. Die Geraden, welche durch U und M resp. N gehen, ent- 
eprechen den Punkten M N  in zwei I t e ~ i ~ r o c i t a t e n  ( A B  C A )  und (A1 BI Cl A, j. 
Wir k6nnen daher M U  und hTU lenutzen, um von dieven Reciprocitaten 
die Grundpunkte CC, zu finden. Sie liegen auf der gegebenen Curve dritter 
Ordnung. 

Die bequemc Ausführung der Construction hangt von der Rcstimmung 
der Kegelschnitte 11" B2, ab. Wir  bernerken daher zu dieser Bestimmuiig 
Folgendes: Nach deui oben Gesagten wird ein Punkt von R2 gefunden, 
indem wir g,gn mit einer beliebigen Geraden durch A schneiden. Vcr- 

binden wir diese Schnittpunkte resp. mit ilf und N, so treffen sich diese 
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Verbinduugslinien in einem Punkte von R2. Specialisiren wir diese Con- 
struction für die Geraden AM und -, so folgt, dass AM aus g ,  und 
A N  aus g, je einen Punkt von H2 schneidet. Diese zwei Punkte und 
M N P  bestimmen RZ. In analoger Weise wird R2, bestimmt. 

Faesen wir schliesslich die Constructionslinien zusammen , so ergiebt 
sich (Fig. 4): 

W i r  s u c h e n  P u n d  p r o j i c i r e n  M u n d  N a u s  R a u f  K2 und 
a u s  B, a u f  E2, (wie bei 5). D i i r c h  P u n d  d i e s e  P r o j e c t i o n e n  
g-ehen d i e  r e s p .  L i n i e n  g , n g , ;  g , i g , , l .  S o d a n n  s c h n e i d e n  wir 
g ,  mit AN und g,, mit A-; f e r n e r  g , , ~  m i t A l T V u n d  g,i m i t  AIM. 
D i e  P u n k t e  PMN b e s t i m m e n  m i t  d e n  e r s t e n  z w e i  S c h n i t t -  
p u n k t e n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  R 2 u n d  m i t  d e n  l e t z t e n  z w e i  einen 
K e g e l s c h n i t t  RZ1. W i r  c o n v t r u i r e n  d e n  v i e r t e n  g e m e i n s a m e n  
P u n k t  U. M U  s c h n e i d e t  a u s  g,(q,~) u n d  X lJ  a u s  g n ( g n ~ )  P u n k t e ,  
w e l c h e  a u f  e i n e r  G e r a d e n  d u r c h  A ( A l )  l i e g e n .  D i e s e  t r i f f t  
K 2 ( E " )  zzum z w e i t e n  M a l e  i n  C(Cl). 

7. I m  Z ~ s a m m e n h a n ~ e  mit der Construction einer Curve dritter O r d -  
nuag aus neun Punkten steht die Aufgabe, d e n  n e u n t e n  P u n k t  al ler  
C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  z u  f i n d e n ,  w e l c h e  d u r c h  a c h t  i n  a l l -  
g e m e i n e r  L a g e  g e g e b e n e  P u n k t e  g e h e n .  

Wir entwickeln eine L6sung dieser Aufgabe. 
X PZ,  A B ,  A l B i  und M seien die acht gegebenen Punkte. Wir 

legen wieder, wie oben, durch XYZAR und X Y Z A ,  B,  zwei Kegel- 
schnitte E 2 K 2 ,  und zeichnen den vierten gemeinsamen Punkt  P und die 
T,inien g , , r ,  (Fig. 5). Durch jeden Yunkt H von K 2  wird eine Curve des 
Büschels fixirt. Sie schneide X2, in El. Dann wird die Projectivitat der  

Punkte H H ,  durch g,,,r,  vermittelt (5). 
Jede Curve des Büschels trifft die Linie A,B,  in einem dritten 

Punkto Tl. E r  entspricht dieser Linie in  einer Beciprocit%t (AUHA). '  
Wir erhalten diese Punkte Tl, indem wir durch A B H X  und den Schnitt- 
punkt S von Kg, mit X P  Kegelschnitle legen. Ihre zweiten Schnitt- - 
punkte mit A,& sind die gesuchten Punkte T,. Benutzen wir zu  dieser 
Construction den Satz von P a s c a l ,  so k6nnen wir die Anordnung der 
Punkte so festsetzen, dass alle Pascallinien durch den Schnittpunkt O der 
-- 

Linien A B ,  BIBI geheri. Die Linien FA treffen X? je in einem zweiten 
Pnnkte U einer Pascallinie. Schneiden wir diese Pascallinien mit B?, so 
gehen durch die Schnittpunkte L und die resp. H g e r a d e  Linien, auf denen 
die Punkte !Z\ liegen. 

Eine Linie HII; schneidet Li2 ausser in H noch in einem zweiteu 
Punkte F. Suchen wir F mit Hilfe des Sechsecks P X B A E F ,  so finden 
wir,  dass O die Pascallinie is t ,  und daos 3' auf .der Geraden P O  lie$. 
- 

* Vergl. die oben citirte Alshnndlung S. 70 Nr. 4. 
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Daraus ergiebt sich aber, dass alle Linien HTl ddurch den Punkt P 
gehan. 

Das Resultat dieser Untersuchung lkisst sich allgemein als Satz so fassen: 
D e r  K e g o l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  f ü n f  G r u n d p u n k t e  e i n e s  

B t l s c h e l s  v o n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  g e h t ,  u n d  d i e  G e r a d e ,  
w e l c h e  z w e i  w c i t e r e  G r u n d p u n k t e  v e r b i n d e t ,  w e r d e n  v o n  j e d e r  
C u r v e  d e s  B t i s c h e l s  i n  e i n e m  P u n k t e p a a r  g e s c h n i t t e n .  D i e s e  
P u n k t e p a a r e  l i e g e n  a u f  G e r a d c n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s .  

Wenden wir diosen Satz auf den Kegelschnitt K', und die Gerade A B  
an, so folgt, dass jede Curve des Büschels aus K" und A B  zwei Punkte 
lJIT schucidet, welche auf einer Gcraden durch einen Punkt li; von Ke,  
liegen. FI ist der Schnittpunkt der Linie O P  mit K2,.  

Die ProjectivitBt, welche zwischen den Punkten Id Hl besteht , tiber- 
tragt sich auf dieStrahlen FH, F, Hl. Diese bilden - weil der Strnhl F F ,  
sich selbst entspricht - perspectiviache Büschel. Fo!glich schneideu. sich 
entsprechende Strahlen der Büschel auf Punkten einer Geraden na. Die 
Uedeutung von m ergiebt sich aus der Bemerkung, dass T T ,  Sternpunkte 
auf A B ,  AIRl in zwei zusammengehtirigen Reciprocitaten ( A B H A )  
(A,B,H,  A,) sind. Daiauu folgt*, dass sich die Linien H T , ,  Hl T in 
einem Punkte E derjenigen Curve C G c h n e i d e n ,  welche durcli die er- 
wahnten Reciprocitüten dargestellt wird. Wir  schliessen daher : J e  d e 
Gerade  d u r c h  F(Fl)  s c h n e i d e t  a u s  m ,  BIBI, K2(m, A-, K2, )  d r c i  
P u n k t e  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  d e s  B ü s c h e l s .  

8. Auf m muss der neunte Punkl  Ml des Büschels liegen. Sol1 n8m- 
lich Hl alleu Curven des Büschels gemeinsam sein, so muss JI, auch der- 
jenigen Curve angehüren, fur welche die Gerade F M ,  aus m,  A, B,, Ks 
drei Punkte schneidet. Einer dieser Punkte muss a, sein; denn sonst 
wtirden auf FM, vier Pnnkte einer CS liegen und diese Ciirve zerfiele iu 
eine Gerade und einen Kegelschnitt. Dies ist unmijglich, wenn die acht 
Grundpunkte - wie vorausgesetzt - in allgemeiner Lage gegeben sind. 
Derselben Voraussetzung widcrspricht es ,  dass Ml auf K' odcr auf A,B, 
liegt. Im ersten Falle enthielte K2 sechs, im zweiten Falle A,B,  drei 
Grundpunkte des Büsclicls. In  beiden Fallen konutcn die acht gegebenen 
Giundpunkte sich nicht in allgemeiner Lage befinden. Es bleibt also nur  
die Müglichkeit, dass M ,  auf m liegt.** 

Wir wenden uns nun zur Construction von m und Ml. 
H ist ein Punkt von m; denn liige M nicht in m ,  so müsste die 

Geraàe vier Punkte einer Curve des Rüscbels enthalten. Wir haben 
oben gesehen, dass dies unmoglich ist. Ein zweiter Punkt E von Yn wird 

* Loco citato p. 70 No. 4 und p. 71 Nr. 5. 
** Dass m zwei Grundpunkte enthiilt, fol& auch aus der Umkehrung des in 

7 bewiesenen Satzes. 
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gefunden, indem wir ein entsprechendes Paar HHl  construiren und F H  
mit F,U, zum Schnitte bringen. Wir wahlen am besten an Stelle vcu 
H den zweiten Schnittpunkt von A M  mit K! Durch diese Wahl wird die 
Construction von g, iiberflüssig. 

Um Ml auf  la zu finden, Lemerkm wir , dass jede Curve des Biischels 
aus K2 ( K  ',) und m ein Punktepaar scbneidet, welches auf einer Geraden 
durch E'(Fl) liegt. Es gilt also für diese Punkte, was wir im Satae von 
7 bewiesen haben. Wir konnen daher in Umkehrung der Reihenfolge die Pigur 
construiren, welche zu diesem Satze führte. Uann folgt ,  dass e i w  Gerade 
diirch F(Fl )  und den Schnittpunkt von m mit AB(Al B,) aus K 2  (IC1,) einen 
Punkt Pm(Pmi) schneidet, welcher mit X Y S M X l  auf einem Kegelschnitt 
liegt. Derselbe wird durch X YZJfP , (P ,  ,) bestimmt und trifft m in NI, 
Fassen wir schlicsçlich nochmals die nothigen Constructionslinien zusammen, 
so ergiebt sich für die Construction des neunten Punktes Polgendes (Fig. 6): 

PCTir s u c h e n  P, p r o j i c i r e n  2f a u s  B, a u f  Ed2, u n d  ziehen 
d u r c h  P u n d  d i e s e  P r o j e c t i o n  d i e  G e r a d e  r,,,. D a n n  v e r b i n d e n  
w i r  3) m i t  d e m  S ~ h n i t ~ t p u n k t e  0  d e r  L i n i e n  AH, A,B,  u n d  c o n .  
s t r u i r e n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  FPl  d i e s e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  m i t  
K2,  K2, .  H i e r a u f  s u c h e n  w i r  d e n  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t  If v o n  
-- 

MA m i t  K 2  u n d  d e n  S c h n i t t p u n k t  R von ~ x m i t  r,,. RA, schuei .  
d e t  K2, z u m  z w e i t e n  M a l e  i n  Hl. W i r  z i e h e n  d u r c h  N u n d  d e n  

- -  

S c h n i t t p u n k t  E d e r L i n i e n F H ,  FIHI d i e  G e r a d e  na u n d  suclien -- 
i h r e n  S c h n i t t p u n k t  O,(Omi) m i t  AB(A,B , ) .  FO,(FIO,ni) t r i f f t  
K 2 ( K Z 1 )  e i n  z w e i t e s  Ma l  i n  P,,(P,,,l)). E n d l i c h  c o n s t r u i r e n  wir  d e n  
n e u n t e n  P u n k t  22, a l s  d e n  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  l l in ie  ni 

m i t  e i n e m  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  XYZMP,n(I - ' ,n t )  gebt? 
I n  F igur  6 ist  die Curve C31, àes Büschela eingezeichnet, welche durch 

das Punktepaar I f l i ,  bestimmt wird. Sie geht durcu E und die Sclinitt- 
punkte T, Tl von AB mit F ? ~  und CB, mit z. 

10. Die Construction des neunten Punktes zu den acht Grundpunliten 
eines Büschels von C V ~ a s s t  sich anwenden, um eine Curve dritier Ord. 
nung aus neun Punkten zu zeichnen. Wir fassen je acht dieser neun Punkte 
als Grundpunkte eines Büschels auf und construiren den neunten Punkt 
Alle diese neunten Punkte liegcn auf C3. 

Der Gedanke, welcher zur Construction des neunten Punktes führte. 
lësst sich aber noch in anderer Weise für eine v i e r t  c C o n s  t rnc t ion  
d e r  Cs a u s  n e u n  P u n k t e n  verwerthen. 

Wir  suchen wieder zwei Reciprocitlitcn, durch wcleho sich C3 dar- 
stellen Iasst und gehen dabei von zwei Curvenbiischeln aus, welche 
X Y Z i t B A , B ,  id M resp. AT z i i  Grundpunkten hahen. Wir zeichnen 

* In F'igur 6 ist d ie~er  Kegelschnitt ein Kreis, weil Y %  die irnagiuiren 
Kreispunkte sind. 
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ftir das erste Büschel die Linie M ,  welche m mit dem neunten Punkte Ni 
verbindet. Ferner tiuchen wir für das zv~eite Büschel die Liriie n, welche 
durch N und den neunten Punkt N ,  dieses Büschels geht. Der Schnitt- 
punkt E der Linien m und n muss auf der gegebeuen C3 liegen. Die 
Gerade FE schneidet nsmlich aos K 2  und Al B, zwei Punkte ! welche einer 
Curve des eineu und einer Curve des anderen Büschels angehoren. Keiner 
dieser zwei Punlrte kann Grnndpunkt cines der zwei Büschel sein, weil 
acht Grundpunkte jedev Büschels in allgemeiner Lage gegeben sind. Folg- 
lich müssen die in  Redo stehenden zwei Curven dritter Ordnung mit der 
gegebeneii C3 zusammenfallen. CTi  sind zwei ihrer Punkte. Ein dritter 
ist E. Die Gerade Fi E: schneidet aus K" und A B  zwei weitere Punkte C, T. 
A B C ,  A, B, Ci sind die Grundpunkte der gesuchten Reciprocitiiten. 

Ziir Erkliirung der Pigur 7, welche die entwickelten Gedanken dar- 
stellt, faysen wir die ntithigen Constrnctionslinien nochmals zusammen. 

W i r  s u c h e n  P, F, F i ,  r ,  u n d  r>ô w i e  o b e n  (9 u n d  F i g .  6). D a n n  
p r o j i c i r e n  w i r  N a u s  B, a u f  K 2 ,  u n d  z i e h e n  d u r c h  P u n d  d i e s e  
P r o j e c t i o n  d i e  G e r a d e  r , .  A N  s c h n e i d e  E2 i n  LT, u n d  r ,  i n  Rn. 
W i r  c o n s t r u i r e n  d e n  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t  11;, v o n  AYR, m i t  E",. 
D i e V e r b i n d u n g s l i n i e  v o n N  m i t  d e m  S c h n i t t p u n k t e  d e r  G e r a d e n  
PB,,, F,H1, i s t  n. m t r i f f t  n i n  e i n e m  P u n k t e  R v o n  C" .FE! 
li;E s c h n e i d e n  E q 2 ,  r e s p .  i n  C, Cl u n d  A B ,  A,B,  r e s p .  i n  TT,. 

Schliesslich sei bemerkt, dass in der Figur auch die neunten P u n k t e N I N l  
gezeichnet sind. Wir projiciren die Schnittpunkte der Geraden A B  (ALBI) 
mit nl und n aus ET(<) ttuf K2(E2,). Die Projectionen bestirnmen resp. 
mit X Y Z Z ,  X YZN zwei Kegelschnitte. Der eine trifft m i n  N I ,  der 
andere n in  N I .  

11. Die erklarten Constructionen der Cs aus neun Punkten behalten 
für eine Reihe von S p  e c i  a l  f a l 1  e n  ihre Giltigkeit. 

Zun8chst schcn wir ,  dass jo die Punkte X Y Z ,  A B ,  A, B I ,  MN 
dieçelbe Rolle spielen. Wir dürfen daher die Punkte von jeder dieser vier 
Gruppen unter einander vertauschen. 

Ferner k6niien wir die Punkte der drei ersten Gruppen einander unendlich 
nahe rllcken lassen. Nehmen wir an ,  dass die drei Punkte X Y Z  auf einer 
Geraden unendlich benachbart liegen, so ist C3 durch eine Inflexionstangente, 
ihren Rerülirungspunkt und sechs Punkte gegeben. Die Aenderung, welche 
hierdurch in der allgemeinen Construction eintritt ,  beschrankt sich darauf, 
dass sich die Kegelschnitte 1C2K2, in  X osculiren. Ebenso einfach gestalten 
sich die Constructionen, wenn zwci oder drei Punkte X Y ,  oder wenn die 
Punkte A B ,  A,B,  als Berührungspunkte je einer Tangente zusammen- 
falleu. Wir erhalten dann Constriictionen für Curven dritter Ordnung, 
welche durch acht Punkte und die Tangente in einem, durch sieben Punkte 
und die Tangenten in zweien oder durch sechs Punkte und die Tangenten 
in drei dieser Punkte geheri. 
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Lassen wir aber M und N als Beriihrungspunkte einer Tangente su-  

sammenfallen, so versagen die bis jetzt abgeleiteten Constructionen. Die 
Linien r,,r,, g,g, . . . fallen zusammen und es tritt  eine gewisse Unbestimmt. 
heit ein. 

Wir leiten daher eine f ü n f t e  C o n s t r u c t i o n  e i n e r  C u r v e  C3 au3 
n e i i n  P u n k t e n  ab. 

Wir  werden sehen, dass diese Constriiction auch dann Giltigkeit hat, 
wenn C 3  durch fünf Punkte und die Tangenten in vier derselben gegeben 
ist. Zugleich E s t  die Construction d i e  a l l g e m e i n e  A u f g a b e ,  d e n  
d r i t t e n  S c h n i t t p u n k t  e i n e r  G e r a d e n  m i t  Cs z u  f i n d e n ,  w e n n  

d i e s e  G e r a d e  d u r c h  z w e i  g e g e b e n e  P u n k t e  d e r  C 3  g e h t .  

12. F ü r  die E r k l a r u n g  d e r  n e u e n  C o n s t r u c t i o n  ist eu bequem, 

die neun gegebenen Punkte der C3 mit X Y Z ,  A l E l ,  A,B, ,  A3B3 Z~I 
bezeichnen. Die Geraden AZ, AZ, seien resp. cl, c,, cS. Wir 
legen oun drei Kegelschnitte KZl E" E2,, welche die Punkte X Y Z  gemein 
haben und resp. durch A, BI, A, B,, A, B, gehen.* Wir suchen liierauf 
den vierten gemeinsamen Punkt  P3 zwischen Xel K 2 ,  und den vierten ge. 
meinsamen Punkt  Pl zwischen E"K2, .  

Uurch die acht Punkte X P Z ,  B I B I ,  A,B2 und A3 wird ein Büschel 
C",, von Curven dritter Ordnung bestimmt. Jeder l'unkt H l  auf K 2 ,  
fixirt eine Curve des Büschels. Sie schneidet E" in einem sechsten 
Punkte Hz und die Gerade c, in  einem dritten Punkte T,. Die Reihe der 
Punkte II, ist perspeotivisch zur  lieihe der Punkte T2 (Satz von 7 ) .  Daa 
Perspectivcentrurn ist ein P u n k t  FI auf K". Ferner is t  die Reihe der 
Bl projectivisch zur Reihe der  E2. Die ProjectiviKit wird durch zwei 

Gerade g,r, verrnittelt, welche durch P3 und die zwei Schnittpunkte der 
Linien A,A,, A2A, mit den resp. Kegelsclinitten E 2 1 K e ,  geheu (5). 

Wir führen jetzt den analogen Gedankengaug für ein zweites Büschel 
von Ciirven dritter Ordnung C323 aus ,  welches X Y Z ,  A, B,, A3B, un?, 
A, zu Grundpunkten hat. Die Curven dieses Büschels schneiclen aus E"Ke, 
und aus c, Reihen von Punkten f i 2 ,  H,, T * p  Die ersten dieser zmei 

Reihen sind zu einander projectivisch. Entsprechende Punkte aerder 
mit Hilfe von zwei Geraden girl gefunden, welche durch Pl und die 
zweiten Schnittpunkte der 'Geraden A,A,  , A,A, mit den resp. Kegd- 
schriitteu K Z 2 ,  KZ3 gehen. Die Reihe der Irl, liegt perspectivisch zur Reihe 
der T*,. Perspectivcentrum is t  ein in K2, liegender Punkt  FS. 

Wir ordnen nun die Reihen T,T*, einander projectivisch zu. Durch 
jeden Punkt  II, 
H2 schneidet. 
einem sechsten 
ein Punkt  34, 

* l n  Figur 

von K2, geht eine Curve C",,, welche K" in einem Punkte  
Durch ibn geh t  eine tiestimmte Curve C3, , ,  welche E2, in  
Punkte H3 trifft. Au€ diese Weise wird jedem Punkte Hl 
und somit jedem Punkte ly ein IJunkt Y*, zugeordnet, 

8 sind KP, K Z 2 K z 3  Kreise, weil die Curve C 3  circu1;~r gewiihlt i d  
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Diese Punkte bilden also projectivische Reihen. Die zwci Doppelpunkte 
der Reihen haben verschiedene Bedeutung. 

J e  zwei durch einen P u n k t  H2 einander zugeordnete Curven dr i t ter  
Ordnung C312, Csy3 bestimmen ein Biischel von C3,  denn sie haben die 
Punkte X Y Z ,  A, A B ,  B, ,  A3 und einen P u n k t  Hz auf hl; gemeinsam. 
Rekanntlich gehen die Curven eines solchen Büschels durcli einen neunten 
Punkt. I n  unserem Falle liegen sechs der  aclit gemeinsamen Punk te  auf 
dem Kegelschnitt K",. Mitliin miissen die zwei andercn gemeinsamen 
Punkte mit dein neunteri Punk te  auf  einer Geraden liegen. Diese kt  die 
Linie A, A,. Sie ent,hiilt alle nennten Punk te  der erwXhnt,en Curvenbüschcl. 
Folglich wird sie die Linie c, i n  einem Punk te  V t ref fe i~ ,  welcher ein 
neunter Punk t  fü r  eines dieser Curvenbüschel ist. I n  ihm schncidet also 
eiue bestimmte Curve C3,, ihre entsprechende Curve C3,,. Folglich is t  F 
einer der Doppelpunktc fiir die projectioen Reihen &Y'*,. Zum anderen 
Doppelpunkte W gehoren zwei Curven C",,, C",, , welche neun P u n k t e  in  
allgemciner Lage gemein haben. Daraus  folgt,  dass diese zwei Curven 
mit derjenigen C3 zusammenfallen, welche durch die neun gegebenen P u u k t e  
geht. W liegt alvo auf dieser C3. 

Verbinden wir W mit  F,F,, so schneiden diese Geraden resp. aus  
K:ICi zwei weitere Punk te  Cl C3. Sie bestimmen mit  AI B I ,  As R, zwei 
Reciprocititen, durch welche C3 dargestellt werden kann.  

13. Indem wir die A u s f l i h r u n g  d i e s e r  C o n s t r u c t i o n  besprechen, 
gelangen wir noch zu cinigen Abkürzungen. 

Wi r  verfolgen zuerst  den Linienzug, welcher von einem P u n k t e  Hl zu 
[lem entsprechenden P u n k t e  H, fIihrt. Kennan wir g,r,, g,rl, so ziehen 
- 

wir DLU1(5) .  Diese Gerade schneide g, i n  G,. G,A, treffe r3 i n  R,. 
Wir ziehen B,,B,. Diese Linie schneidet K Z 2  zum zweiten Nale  i n  U,. 

-- 

Sie treffe g, in G,. G, A,  schneide r, in R,. verli inden wir schliesslich 
RI mit B,, so schneidet diese Verbindungslinie den Kegelschnitt E2, zuui 
zweiten Male in H,. Die Ecken des Linienzuges sind also: 

H L - B , - G 3 - A 3 - R a - B z - G l -  A l - R I - B , - a , .  

Dieset Linienzug wird abgekürat ,  wenn wir einmal an  Stelle von H, 
den Funkt  Pd und dann an  Stelle von H, den P u n k t  Pl setzeu. Im ersten 
Falle deckt aich H2 mit Hl. Iru zweiten Falle l iegt H2 in fi3. 

Zur Construction von W hemeiken wi r ,  dass die Büschel nus F,F5 
nach den resp. Punkten B, H3 ,  T2 T*2  zu einander projectivisch siud. Sie 
erzeugen also einen Kegelschnitt, TCZ.  E r  schneidet c, i n  'V und W. F,  &V 
eind drei bekannte Punk te  von K" Zeichneii wir noch zwei weitere 
Punkte auf den Linien P3,  F 3 P , ,  so  ist  daniit der Kegelschnitt bestimmt. 
Sein zweiter Schnittpunkt mi t  c, i s t  W. 

Fasscn wir schliesslich die Constrnctionslinien, wia sie in F igur  8 d u -  
gestellt sind, zusammen, s~ ergiebt sich Folgendea: 
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W i r  c o n s t r u i r e n  P3Pi, g,r3 ,  g,r,. D a n n  v e r b i n d e n  w i r  den 
S c l i n i t t p u n k t  O1 d e r  L i n i e n  c,cp m i t  P,. D i e s e  V e r l i i n d u n g s -  
l i n i e  t , r i f f t  K" z u m  z w e i t e n  M a l e  i n  F I .  F e r n e r  z i c h c n  wir 
d u r c h  P, e i u e  G e r a d e  n a c h  d e m  S c h n i t t p u r i k t e  0, d e r  L i n i e n  c,r2. 

S i e  s c h n e i d e t  K4, z u m  z w e i t e n  M a l e  i n  F,. H i e r a u f  c o n ~ t r u i r e n  
w i r  zu 4 d e n  e n t s p r e c h e n d e n  l ' u n k t  H3 d u r c h  d e n  L i n i e n z u g  
P 3 - B , - G l - A , - R , - R , - H , .  Z u  Pl f i n d e n  w i r  d e n  e n t s p r e c h e n -  
d e n  P u n k t  Hl d u r c h  d e n  L i n i e n z u g  P l - B , - R 3 - A s - G R - B I - I I , ,  -- CI>, s c h n e i d e  158, in SI. PT~~ t r e f f e  TT~ i n  8,. ~7~ s c h n e i -  
d e t  c, i n  7. C o n s t r u i r e n  w i r  e n d l i c h  d e n  z w e i t e n  S c h n i t t p u n k t  
v o n  c, m i t  d c m  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d u r c h  F l F 3 V S l S ,  g e h t ,  s o  

e r h a l t e n  w i r  W. D i e  L i n i e n  F I W ,  F,W s c h n e i d e n  r e s p .  P , K 3  
zum z w e i t e n  M a l e  i n  qC,. D u r c h  d e n  L i n i e n z u g  

Cl - B I - G , - A ,  - R , -  B,- C, 
o d e r  

C 3 - B 3 - R I - A B - G I - B 2 - C 2  
w i r d  C2 g e f i i n d e n ,  d a s  h e i s s t ,  d e r  s e c h s t e  S c h n i t t p u n k t  d e r  ge- 
g e b e n e n  Cs m i t  K". 

Lassen wir in  der erkliirten Construction Y mit Z ,  A, mit B,, A2 mit 
B,,  A, mit 13, als Bertihrungspuukte von Tangenten zusammenfallen, so 

finden wir die Ciirve dritter Ordnnng, welche diirch fiinf Punkte iind die 
T a n g e ~ t ~ e n  in vier dieser Punkte geht. 

Unsere Ueberlegiingen haben nun gezeigt, dass jede beliebige Curve 
dritter Ordnung durch zwei Reciprocitaten dargestellt werden kann. Wir 
haben die Grundpunkte von xwei solchen Eeciprocitaten in rnaricherlei Weise 
und zwar stets m i t  d e m  L i n e a l  a l l e i n *  construirt. Die Beziehungen 
dieser Beciprocitaten zu einander und die Untersuchung ihrer A wird uns 
zu den Singularitsten der C3 und zu ihren speciellen Formen führen. W i r  
treten jetzt auf diese Xelationen nicht nliher ein. 

~ 

* Alle oben mit  Kegelschnitten aiisgef'iilirten Constructionen sind linear. 
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IV,  Zur Theorie der Determinanten hoheren Ranges. 

Eine Determinante rteu Ranges und nten Grades besitzt bekanntlich 
mr - Elemente und (la ! ) r - l  - Glieder. Ein Elernent wird mit r -  Indices versehen 
und durch dss Syrnbol von der Form au,, a,. . . , ,  dargestellt, wobei jeder 
Zeiger irgend eine der Zahlen 1, 2 .  . . lz bedeuten kann. Wir  nennen k-Ele- 
mente, bei welchen die gleichstelligen Zeiger eine Variation kiel Klasse O. W. 
aus den Elementen 1 , 2 . . , n bilden , k -  transversale Elernente, dann 
bilden die fi-Elemente irgend eines Cliedes, also auch des Anfangsgliedes 

ai, 1,. ira2,  . . , Z r .  . .a, . . , , r ,  la - transversale Elemente. 
Die adjnngirte Unterdeterminante eines jeden Elementes ist  bekannt- 

lich eine Determinante r t e n  Ranges und (n - l)tOn Grades. 
r r 

Es bezeichne Ar' und EL.") die Anzahl der verschwindenden bezw. der nicht 
verschwindenden Glieder - also die Gliederzahl - einer Determinante 
rten Ranges und laten Grades mit k transversalen Nullelementen, 80 bedeuten 

r r 

die Symbole A r )  und 2IU) die Anzahl der ersteren bezw. der letzteren 
Glieder dieser Determinante ohne Nullelemente. 

Es bestehen dann die Gleichungen: 
r 

1) A r ) =  O ,  

T r 

2) A t )  + %y= ln!]'-', 
giltig für k = 0, 1 . . 12. 

r 
Die Grosse A r )  kann durch den Ausdruck dargestellt werden: 

r r 
A\:> = Al"> + 

k - l  G >  

\!crin G die Anzahl der Glieder bezeichnet, deren Verschwinden durch das 
hte Nullelement bk bewirkt wird. Die Grosse a is t  also gleich der Glieder- 
znhl der adjungirten Onterdeterminante Bk des Elementcs bk, Bk ist aber 
eine Determinante r t en  Ranges und (r ,  - l ) t e n  Grades, welche die (k  - 1) 
ersten Nullelemente enthiilt, mithin wird die Gliederzahl G von Rk durch 

r 

das Symbol 'UL-,,') ausgedrückt; es ist also 
r r r 

41 A;) = A("> + a(" - 1 )  
k - 1  k - 1  

giltig fur k = 1, . . . 12. 
Zsitschrift f.  Mathematik u. Physik. 40. J a h r g  1395. 2. nuit 
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Ersetzt man in  4) die Grossen A mit  Hilfe der  Gleichiing 3) durcb 
die entsprechenden Grossen a ,  so is t  

r r r 

5) sp) = aW1 - g p - 1 )  * 
R k - 1  k - 1  ' 

gilt ig ftir k = 1, . . . 12. 

Schreibt m a n  in 5) r fü r  k und bildet daraus die f ü r  

- wobei p = 0,  1 . . . (k - 1) ist  - sich ergebenden Ausdrücke, so er- 
hait  man nach Addition der letzteren folgende Formel :  

gil t ig ftir k = 1, . . . in und p = 0, 1 . . . (k - 1). 
F ü r  p = O folgt aus  6) mit Rücksicht auf 2): 

gil t ig fü r  k = 1 ,  2  . . . n. 
1' 

Ersetzt  man  in 7) die Grosse !XI;") durch ihren aus 3) folgenden Wertb, 
so folgt: t = k - l r  

Al"'= 2 S i - "  
2 =  O 

gilt ig für  k =  1, 2 , .  . n. r 

Um den Fundamentalsatz ftir gh) zu erhalten,  bilden wir die Reihe 
Bq, deren Glieder aus  ihrcm allgemeinen Gliede 

r 
,(Al = yp+" 1) 
'4 e 

für  I = 1 ,  2  . . . (n + v )  . . . erhalten werden. 
Bildet man aus der Gleichung 5) fur  n = q + 1 - 1 und k = q die 

Formel ;  r r r 
\ ~ ( q + A - I l =  s(qi-1-11 - a(qtZ-V, 

Y 9 - 1  P - 1  

so sieht m a n ,  dass das allgcmcine Glied 
T r 

ptf) - g'" = Spl+r-i1 - Sp7i-1- 2 1  
q - 1  g - 1  9 - 1  

der  ersten Differenzreihe von der  ftir p = q - 1 entstehenden Beihe R p -  1 

r 

durch den Ausdruck: % $ + A - l )  dargestellt w i rd ,  daher mi t  dem allgemeinen 
Gliede ?' 

Cu= sJi9+1-11 
g * Y 

der für  Q =L q erhaltenen Reihe Ilg identisch i s t ,  woraus folgt,  dass die  
Reitie Bq die erste Differenzreihe der Reihe Rq-L k t ,  mithin Rq die 
( q - l ) t e  Differenzreihe der  fiir Q = 1 erhaltenen Reihe R, bildet. Jlan 
erkennt ferner ,  dass die Reihe R, die erste Differenzreihe der  fur p = 0 
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hervorgehenden Reihe R, darstellt, so dass dio Reihe Rp die q t a  Differenz- 
reihe der Reihe R, k t ;  man hat also den Satz: 

I ) i e  a u s  i h r e m  a l l g e r n e i n e n  G l i e d e :  SIv+'-') f t i r  

A = 1  . . . (  n + v )  . . .  
h e r v o r g e h e n d e  R e i h e :  

r r r r 

I z r k ' ,  r2lj(c+", . . . . . a y ' ) .  . ., 
d e r e n  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e  G l i e d e r  d i e  G l i e d e r z a h l c n  d e r  
I l e t a r m i n a n t e n  r t B n  R a n g e s  v o n  d e m  k ten  b i s  z u m  nteu ... G r a d e  
m i t  j e  k - t r a n s v e r s a l e n  N u l l e l e m e n t e n  b e d e u t e n ,  b i l d e t  d i e  
k t O  D i f f e r e n z r e i h e  v o n  d e r  R e i h e :  

( 1 ! j r - ' ,  [ 2 ! ) r - 1 .  . . . . ., 
r 

welche  a u s  i h r e m  a l l g e m e i n e n  G l i e d e  r2l:-')= [(A-1)!Ir-' fur 
r 

1 = 1, . . . 11 erhalten wird; wobei mk)= (O!).- !  = 1. 

Es folgt ferner: 
r 

D i e  ü l i e d e r z a h l  Q[ik+=) e i n e r  D e t e r m i n a n t e  r ten K a n g e s  u n 9  
(k + x ) ~ " "  G r a d e s  m i t  k - t r a n s v e r s a l e n  N u l l e l e m e n t e n  i s t  d a s  
( ~ f l ) ~ ~  G l i e d  d e r  k""U D i f f e r e n z r e i h e  v o n  d e r  R e i h e :  

( l ! )r - l .  . . (n!jr- l .  . ., 
welche a u s  i h r e m  a l l g e r n e i n e n  G l i e d e  ZiL-:)= [(A - I)!]'--l f i i r  

= 1, 2 . .  . n e r h a l t e n  w i r d .  

In der Theorie der Differenzroihen erhslt man ftir eine ails (n + 1) 
Gliedern bestehende Ilauptreihe die folgenden Gleichungen: 

I V )  
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In  diesen Gleichungen bedeutet allgemein (q), den zton Rinomial 
coefficienten der qten Potenz, und mit: 

r 

VI D" gl = 9 1 p  = [(A - l)!]' -l 

das allgemeine Glied der Hauptreihe, mit 
T 

V 1) D k g <  = 811<+1-1] 

das allgeineine Glied der kten Differenzreihe bezeichnet k t .  
Mit Hilfe dieser Gleichungen konnte man verschiedcne Formeln ftir 

r r 

die Grossen und A r )  herleiten, es sol1 aber nur die independento Form 
derselben bestimmt werden. 

Aus der Gleichuug 1) folgt für I = lz + 1 - k :  
z=1<-p  7' 

9) 21p) =z(- 1)'. ( k - ~ ) ~ .  -T), 
7 = u  

giltig für k = 1,  2 . .  . n  iind p =  0 ,  1 . .  . (12-1). 
Y 

bus 9) erhalt man fur  p = O die i n  d e p  e n  d e n  t e Form von gin); 
es ist:  T - L  

10) = y(- 11,. ( k J t .  [ ! n  - r)!IrL ' ,  
d 
, = U  

giltig ftir 7c = 0,  1 . . . n ;  der Werth k = 0 k t  ~ ~ l ~ s s i g ,  weil daftir die 
r 

Gleichung 10) den richtigen Werth %O)= (n!)'-l  liefert. r 
Bus 3) und 10) erhslt  man die i n d e p e n d e n t e  Form von A r ) ;  

es ist: r z = k  

11) "?=-2' (- 11,. (hl7 . [(n - z) ! l r - l ,  

z = 1  
giltig für k = 1, 2 . . . n. 

Für  k = n folgt aus den Gleichungen IO) und 11) : 
I. 7 = n  Ii= n 

[ ( 1 1 . - ~ ) ! ] ~ - ~  
12) 3;) =z(-1~. (nIz . [ ( f i  - T) ! I r -  l =  n! .A1(-1)~. -- 

z = o  , = O  
t! 

Rezeichnet man mit ~ k j  und die Anzahl dcr Cilieder einer Deter- 
minante rten Ranges und n t e n  Grades, welche Elemente eines gegebenen 
Systems k < - w-trensversaler Elemente als Factor enthalten bezw. nicht eu t -  
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giltig fur k = O ,  1 . . . n;  die Aunalime k = O ist in dem Sinne zii  

definiren, dass , wenn alle Elernente des gegebenen Systems den Werth 
r r 7 r 

Ku11 haben, die Symbole und gr) bezw. F r )  und 80) dieselbe Be- 
deutung hnben. 

Infolge der Gleichungen 15) und 16) haben alle fur Ap) giltigen 
T r r 

Formeln auch für Fi),  und die für auch für a) Giltigkeit. 
Ordnet man die betiachteten transversalen Elemente in einer bestimmten 

sonst aber ganz beliebigen Reihenfolge, eo ist die Anzahl derjenigen Glieder 

l$", in welchen k e i n e s  der (1 - 1) ersten Elernente vorkommt, dabei 
aber j e d e s  dieser Glieder das At"  Element entliil t ,  durch den Ausdruck 

giltig für 1 = 1 , 2 . . . n. 

Die Gleichung 17) enthalt den Satz: 
O r d n e t  m a n  d i e  b e t r a c h t e t e n  t r a n s v e r s a l e n  E l e m e n t e  e i n e r  

D e t e r m i n a n t e  r t e n  R a n g e s  a n d  n t e n G r a d e s  i n  e i n e r  b e s t i m m t e n ,  
s o n s t  a b e r  b e l i e b i g e n  R e i h e n f o l g e ,  s o  i s t  d i e  A n z a h l  d e r  
G l i e d e r ,  i n  w e l c h e n  k e i n e s  d e r  (L-1) e r s t e n  E l e m e n t e  v o r -  
kornmt,  d a b e i  a b e r  j e d e s  d i e s e r  G l i e d e r  d a s  At"  E l e m e n t  e n t -  
h a l t ,  g l e i c h  d e r  G l i e d e r z a h l  e i n e r  D e t e r m i n a n t e  r t E n  R a n g e s  
und  ( n - l ) t B n  G r a d e s  m i t  (A-1) t r a n e v e r s a l e n  N u l l e l e m e n t e i l .  

r 

Substituirt man den aus 10) dadurch sich ergebenden Werth von ?IL!,), 
dass darin (n- 1) für r und (A - 1) fur k gesetzt wird, in  die Gleiühung 17)) 

r 

so erhalt man Er' in i n d e p e n d e n t e r  Form: 

giltig für 1 = 1 ,  2 . . . n. 
Setzt man in 17) für I die successiven Werthe 1, 2 . . . k und addirt 

die erhdtenen Ausdrücke, so erhalt man mit Rücksieht auf 8) die Formel: 

Ertheilt man den betrachteten transversalen Elementen den Werth Null, 

E O  ist i n  19) die Grosse AP)  durch die Anzahl der Glieder ausgedrückt, 
deren Verschwinden durch die einzelnen, in bestimmter Reihenfolge geord- 
neten Nullelemente bewirkt wird. 

Dic entwickelten Qleichungen sind insbesondere giltig bei 7 = 2 ftir 
die quadratischen, bei r = 3 ftir die cubischen Determinanten. 

B u d a p e s t .  NICOLAUS vox Szü,rs.  
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V. Ueber die  Bestimmung der  Anzahl der  Primzahlen bis zu . 

e iner  gegebenen Zahl N mit Hilfe d e r  Primzahlen, welche 
kleiner  ais JN sind. 

Die Aufgabe, die Anzahl der Primzahlen zu bestimmen, welche kleiner 
sind als eine gegebcne Zahl N ,  wird gewissermassen mechanisch gelkt 
durch das sogenannte Sieb des Eratosthenes und durch directes Abzahlen 
der nicht weggestrichenen Zahlen. Urn diese Fragc durch Bechnung zu 
beantworten, erscheint es der einfachste Weg , diese Methode der Aus- 
schliessung der zusammengesetzten Zahlen in Rechnungen umzuuetzen. 

Hat  man bei einer beliebigen Grenzzahl N die Anzahl A der aiif. 
zuschreibenden ungeraden Zahlen im Zahlenranm von 1 bis N einschliess 
lich bestimmt, sa sucht man zunachst für jede dabei in Betracht kommende 
ungerade 3 ,  5, 7, 11,. . . bis p ,  < p'N 
die Anzahl (y3,  q5, q 7 ,  q , ,  . . . qpy) der ungeraden Vielfachen darselben bis 
zur Grenze N, berechnet sodann fur jede dieser Primzahlen pz die Menge 
derjenigen Vielfachen, welche bereits als Vielfache der kleineren Primzahlen 

3,  5, 7, I l , , .  . px -1  

in  Wegfall gekommen sind und zieht sie von p, ab und s u b h h i r t  zulet~t 
von A dia Summe der übriggebliebenen Vielfachen der einzelnen Prim- 
zahlen. 

N N + 1  
1st N gerade, so ist A = -; für ein ungerades N ist A = -- 

2 2 
Betrachten wir die Zahl 1 nicht als Primzahl, so sind 8 - 1  ungerada 

Zahlen zu berücksichtigen; addiren wir zu denselben gleich hier die einzige 
gerade Primzahl 2, so sind die in  Abzug zu bringenden Vielfachen dei. 
ungeraden Primzahlen von A abzuziehen. 

In  der Reihe der ungeraden Zahlen konnen von jeder ungeraden Prim- 
zahl nur  die ungeraden Vielfachen vorkommen und jede ungerade Zahl p 

nimmt i n  dieser Reihe die '+'~telle ein. Urn das Winwegstreichen der 
'2 

aufeinander folgenden Vielfachen der einzelnen Prirnzahlen als ein Dividiren 
betrschten zu k ihnen ,  denken wir bei jeder Primzahl p die Reihe der 

P - 1  ungeraden Zahlen rtickwiirts tiber die Zahl 1 iim -- - Stellen erweitert; 
dann ist 

2 

denn, um diese Berechnung mit den spiiteren in Uebereinstimmung zu 
bringen, denken wir uns zunachst jede Primzahl selbst mit weggestrichen, 
müssen jedoch zuiii Schlussresultat die Anzahl der in Betracht kommenden 
ungeraden Primzahlen addiren. EB sind also, uin die Anzahl ( q , ,  q5, 

q7,  qll . . . qPy) der bei jeder Primzahl in Wegfall kommenden ungeradeu 
iliahlen zu finden, durch die aufeinauder folgenden Primzahlen: 
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zu dividiren; die bei diesen Divisionen sich ergebenden ganzen Zahlen sind 
die gesuchten Zahlen q9, p,, q,, pl,.. .&. 

Die schwierigere Frage ist nun die, wieviel von den bei der Prim- 
zahl p, zu streichenden Zahlen schon früher als Vielfache der kleineren 
Prim~ahlen 3 ,  5 ,  7 ,  I l  ,... pz-1 

in Wegfall gekommen ~ i n d .  Die Zahl qx giebt die Anzatil der Glieder in 
der Reihe der ungeraden Vielfachen von px an. Verfolgen wir den weiteren 
Verlauf der Untersuchung in der Reihenfolge der Primzahlen , so ergiebt 

( A  + 1) : 3 = q, 

die Anzahl der in der Zahlenreihe von 1 bis N vorkommenden ungeraden 
Vielfachen von 3 ,  von denen noch keine weggestrichen waren, 

( A + 2 )  : 5 = q, 

die Anzahl der in demselben Zahlenraume vorkommenden ungeraden Viel- 
fachen von 5, das heisst des 1, 3, 5, 7, g...q,fachen; von dem Dreifachen 
dieser Reihe an muss jedes dritte Glied derselben den Factor 3 enthalten; 
es sind also entsprcchend unserer ersten Ueberlegung von den q, Vielfachen 
von 5 bereits 

i q 5 + l ) : 3  

ungerade Zahlen als Vielfache von 3 in Abzug gebrncht worden, so dass 
bei der Primzahl 5 nicht q , ,  sondern nur 

q5-(95+ 1) : 3 
Zahlen xum ersten Male weggestrichen werden. 

Die Division (A ,  + 1) : 7 = q1 ergiebt die Anzahl der in  dem betreffenden 
Zahlenraume vorkommenden ungeraden Vielfachen von 7, das h e k t  des 

l., 3.,  5., 7 .,... 9;"; 
unter diesen q7 Zahlen enthalten (2, + 1) : 3 den Factor 3 uud ( q ,  + 2) : 5 
den Factor 5. Von den letzteren Fünffachen der Primzahl 7, nknlich dem 

1 ,  3 ,  5, 7, 9 . . . (q7+2) :5fac l ien  

sind unter den (q, + 1) : 3 Zahlen der Dreifachen von 7 schon 

[(ql + 2) : 5 + 11 : 3 
Zahlen als Dreifache des Fünffachen von 7 enthalten, so dass als F h f f a c h e  nur 

(q7 + 2) : 5 - [(q, + 2) : 5 + 11 : 3 
Zalilen, im Ganzen also für die Primzahl 7 nur 

9,-l(q7 +1) : 3 + [ (q7+2)  : 5- ((P7+2) : 5 +  1) : 311 
Zahlen zu subtrahiren sind. 

Die 1)ivision ( A  + 5) : 11 = qIl ergiebt die ungeradeu Vielfachen von 11 ; 
unter diesen q , ,  Zshlen enthalten (qii -k 1) : 3 den Factor 3 ,  (q,, + 2) : 5 
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den Factor 5, (y,, + 3) : 7 den Factor 7 ; von den (ql, + 2) : 5 geheri als 
Vielfache von 3 weiter [(qii + 2) : 5 + 11 : 3 Zahlen in Abzug; von den 
(q,,  + 3) : 7 fallen noch fort 

( ( q l l + 3 ) :  7 + 1 )  : 3+[((qlI+3) : 7 + 2 ) : 5 - { ( ( q i l $ 3 ) :  7-l-2) :5+1I :3] U.S .W.  

Bei allen diesen Divisionen gilt als Resultat die sich crgebende ganze Zahl. 
Rezeichnen wir allgemein 

p i =  3 ,  p z = 5 ,  p3= 7 ,  pq= 1 1 ,  ... pv 

die rte ungerade Primzahl und verstehen wir unter dem Zeichen 7YJ(hT, v )  

die Mmge derjenigen ungeraden Zahlen, welche in der Reihe der ungeraden 
Zahlen von 1  bis IV einschliesslich durch keine der Primzahlen 

Pl1 pz1 P ~ ' . . P v  
theilbar sind, sa haben wir in der angegebeneu Weise fur jeden Quotienteu q. 
den Werth des Zeichens T ( 2  p,, v. - 1) zu berechnen, um xi1 finden, wie- 
vie1 von den bei der Primzahl p ,  in Abzug zu bringenden Zahlen q, 

bereits durch die kleineren Primzahlen 

Pl1 Pz1 P3 . . .Px - i  
in Wegfall gekommen sind; denn da der Quotient p, die Anzahl der Glieder 
in  der Reihe der aufeinander folgenden ungeraden Zahlen angiebt, so ist 
die letzte ungerade Zahl 2q, - 1 .  

Bei diesen letzteren Berechnungen bieten uns einige bekannte, ein- 
fache Ueberlegungen bedeutende Vortheile. Gelüngen wir bei der Berech- 
nung der durch eine kleinere Primzahl ph schon in Abzug gebrachten Zahlen 
auf einen Quotienten Q h ,  dessen Doppeltes kleiner ist als das Ouadrat der 
vorhergehenden Primzahl 2 Q~ < ( p h  - ,)el 
so sind von den ungeraden Zahlen im Zahlenraume von 1 bis 2 &,, als 
Viclfache der Primrahlen 3, 5,  7, I l  . . . ph  - 1 alle ausgeschlossen mit 
Ausnahme der 1 und der Primzahlen, welche grosser als ph - ,  und kleiner 
als 2 Qh sind. Hierbei wird 2 Qh stcts kleiner als die grosste, bci der 
ganzen Berechnuilg zu berficksichtigende Primzahl p, sein, so dass wir 
niir die Tafcl der unbedingt nothwendigen Primzahlen zu benutzen brauchcn. 
Unter Anwendung des Zeichens rp(m), welches die Menge der Primzahlen 
_( na bedeutet , konnen wir diesen Satz folgendermassen schreiben : 
-- 

F ( 2 Q h r  h - 1 )  = 1 + c p ( J & h ) - ( h - l ) ,  

wenn (ph - 1)' > 2 @ > p h  i d .  
Erhalten wir ferner bei einer solchen kleineren Primzahl ph einen 

Quotienten Qh, desben Doppeltes kleiner al8 pi, und grossec als ph-1 ist, 
so sind alle Zahlen ausser der Einheit ausgeschlossen; es ist 

' p  12 Q h ,  'P ( 2  Q h ) ]  ' 1. 
Bei noch kleineren Quotienten QI,, so dass 2 Qh < p h - ,  i s t ,  bedeutet 

das Zeichen ?Pl es sol1 die Menge der ungeraden Zahlen im Zahlenraume 
von 1 bis 2Qn gesucht werden, die durch keino aller ungeraden Prim- 
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zahlen zwischen 1 bis 2 Q h ,  j a  selbst durch keine grossere als 2Qh theilbar 
sind; es kann in diesem Falle ervt recht nur die Eitiheit übrig bleiben 
und es kt 

wo a > O und eine ganze Zahl ist. 
Einige Bcispiele werden sofort die Einfachheit und Kürze der Berech- 

nungen erkennen litssen. 

. . 6 :  13 = 1 9 ;  1 9 - ( 6 $ 3 + 1 $ 1 ) =  8 
2 0 : 3 = 6  
, 1 : 5 = 4 ;  =:i 

8 < 3 "  
um so mehr fur 7 = 1 

,, 11 = 1 
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5033 : 67 = 75 _- 18 
76: 3 = 25 
7 :  5 = 1 5 -  5 = 1 0  
8: 7=11 22 6 
8 0 : 1 1 = 7  14 3 

1 a 
50H5 : 71 = 70 = 16  

i l :  3 =23 
2 :  5 ~ 1 4 -  5 -  g 
3: 7 x 1 0  20 6 
5:11= 6 12 2 

14 

5036 : 73 = 68 = 13 
69: 3 = 2 3  
7 0 :  5 = 1 4  - 5, 9 
1: 7 = 1 0  6 
3:ll- 6 2 

15 

5039 : 79 = 63 = 10 5000 - 3795 = 1205 
6 4 :  3-21 24 

-- 

5: 6 = 1 3  4: 9 
6 :  7 =  9 18 6 

1229 - - 
8:11= 6 12 2 

16 
Bautzen .  Dr.  H. VOLLPRECRT. 

VI. Beweis eines Satzes von Jacob Steiner tiber die Krümmnngskreise 
einer Ellipse. 

J a c o b  S t e i n e r  stellte den nachstehendcn Satz iiber die Kriimmungskreise 
einer Ellipse auf, den wir in  Folgendem auf einfache Art beweisen werden. 

, D u r c h  j e d e n  P u n k t  y e i n e r  E l l i p s e  g e h e n  d r e i  
K r f i m m u n g s k r e i s e  d e r  E l l i p s e e  u n d  z w a r  l i e g e n  d i e  
O s c u l a t i o n s p u n k t e  a ,  B ,  c d i e s e r  K r e i s e  m i t  d e m  P u n k t  p 
a u f  e i n e m  K r e i s e  u n d  S i n d  d i e  E c k e n  e i n e s  g r o s s t e n ,  
d e r  E l l i p s e  e i n b e s c h r i e b e n e n  D r e i e c k s . '  

In den Ecken eincs bcliebigen eincm Kraise einbeschriebencn gleich- 
seitigen Dreiecks A B C  seien an den Kreis die Tangenten gezogen, welche einen 
beliebigen Durchmesser D dieses Kreises in den Punkten A,,  BI und Cl treffen. 
Um A ,  B, C seien mit den Langen AA,, B B, und CC, Kreisbtigen be- 
schrieben, die den Durchmesser D ein zweites Na1 in den Punkten A $ ,  B2 
und C, treffen. Es Iasst sich dann auf elementare Weise zeigen, dass 

a) A&,  BBe und CC. sich in einem Punkte Q auf dem Kreise 
schneiden ; und 

b)  die Geradenpaare A B ,  C Q ;  AC,  B Q  und B C und A Q gegen den 
Durchmesser D gleich geneigt sind. 

Drehen wir den Kreis um den Durchmesser D und projiciren die 
gaiize Figur auf die urspriingliche Kreisebene, oder aber verkürzen wir 
die Entfernungen aller Punkte vom Durchmesser D in bestimmtem Ver- 
hiltniss, so sind, wenn wir die Projectionen der Punkte mit den gleichen, 
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jedoch kleinen Buchstaben bezeichnen, allemal auch in der neuen Figur 
CY) a b  und qc und a o  und q b  und ebenso b c  und aq  gegen den 

Durchmesser D gleich geneigt ; 
p)  ebenso bilden die Geradenpaare a u , ,  aa , ;  bb,,  b b, und ccl ,  cc2 

mit dem Durchmesser D gleiche Winkel. Es folgt daraus aber unmittelbar, 
dass auch die Punkte a ,  b ,  c  und q  auf einem Kreise liegen; denn bilderi 
zwei Gegenseiten eines Vierecks, das einer Ellipse einbeschrieben ist,  mit 
einer Achse der Ellipse, also hier mit Il, gleiche Winkel,  so ist das 
Viereck ein Kreisviereck. 

Da weiter das Dreieck A B C  ein dem Kreise eiribeschriebenes groestes 
Dreieck i s t ,  so ist auch a b c  ein solches in Bezug auf die Projection des 
Kreises, also in Bezug auf die Ellipse. Da ferner z. B. die Geraden au, 

und a q  auch in Bezug auf die Gerade D ,  die Hauptachse der Ellipse, 
gleich geneigt sind, so geht der Krürnmungskreis der Ellipse im Punkte 0 

durch den P u n k t  q ,  woinit der Satz bewiesen ist.  

W e i n g a r t  en (Württcmherg). BENEDIKT SPORER 
-- . 

VII. Combinatorischer Beweis des Wilson'sehen Lehrsatzes. 

Die in der Zahl (p - l)!  enthaiteneri Einheiten lassen sicii durcli die  

sammtlichen Permutationen von p verschiedenen Elementen 1 ,  2 , .  . . p  d a r  
stellen, wenn die nur durch cyklische Verschiebung ihrer Elemeute vor 

einander verschiedenen Permutationen als identisch betrachtet werden. E3 

kann ja unter dieser Bedingung jede Permutation so umgestellt werden, 
dass sie mit einem bestimmten Elernente, etwa mit 1, beginnt, so dasq 
alle wesentlich von einander verschiedenen Anordnungeu nur  durch den 
Platzwechsel der (p - 1) übrigen Rlernente entstehen. 

Leitet man nun aus irgend einer Permutation a ,  b ,  . . .pl. .  . k dadurch 
eine mdere  (a + 1)) ( b  + l), . . . 1 ,. . . (k + 1)  ab ,  dass man jcdes Elment 
durch das ihm nach der ursprünglichen -4nordnung ( 1 ,  2, .. . p) folgende 
ersetzt, wohei natiirlich 1 als auf p folgend gi l t ,  nnd wendet man auf die 
erhaltene Permutation immer wieder dieselbe Operation a n ,  so muss man 
endlich einmal , spiitestens nach p maliger Ausführung dieses Verfahrens, 
wieder diejenige Anordnung erhalten, von der man ausgegangen ist, 
Geachieht dies nun zum ersten Male nach m Operationcn, so wird es 
immer wieder und nicht früher als nach m weiteren, das heizst, es wird 
nach m ,  2 m ,  3m ... Verwandlungen stattfinden. Demnach muss rn ein 
Theiler von p sein. 

SYmmtliche (p- l ) !  Permutationen werden dureh dieses Verfahren 
i n  geschlossene Gruppen zusammengefasst, von denen keine zwei irgend 
eine Permutation gemeinsarn haben konnen, da  die Ableitung der übrigen 
zu einer Gruppe gehorigen Permutationen aus einer derselben durch eine 
eiudeutige Operation erfolgt. 
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1st nun p eine Primzalil, so bleiben für rn nur die beiden Werthe 
1 und p mSglich, dus heisst, es kann in diesem Falle nur  solche Per- 
mutationen geben , die durch die geschilderte Verwandlung nngeandert 
bleiben, und solche, die zu pgliedrigen Gruppen zusammentreten. Die 
Anzahl der ersteren ist leicht zu bestimmen. I n  der cyklisch angeordneten 
Elementenreifie muss bei ihuen der Abstand von a bis (a  + 1) derselbe 
sein, a i e  der von ( a  + 1) bis (a  + 2) u. S. W., da sonst a. .  ., (a  + 1)  .. ., 
(a + 2) .. . nicht mit (a + 1) .  . . , (a + 2).  . . , ( a  + 3). . . übereinstimmen 
ktinnte. Es sind daher niir die (21-1) Fiille mEglich, in denen dieser Abstand 
1, 2 ,  3 .  . . oder (p - 1) Intervalle ausmacht, und diese Falle kommen 
thatsachlich siirnmtlich vor, da die genannten Zahlen alle relativ prim zu 
p sind, so dass jedesmal gerade ein Eiement auf jedeu Platz entfàllt. 

Die (p - l)! vorhandcnen Permutationen zerfallen also in ( p -  1) 
einzelstehende und in Gruppen von je p zusammengeh6rigen. Demnach 
ist (p- l ) !  in Bezug auf den Modul p mit (p - 1)  odcr (- 1) congrue~t .  

Ein einfaches Beispiel m6ge das (librigens leicht geometrisch zu ver- 
anschaulichendc) Beweisverfahren erkutern. Für  p  = 5 hat man die 
Permutationeu : 

Gotha .  Dr. An. SCHMIDT. 

VUI. Ueber einen zahlentheoretischen Satz von Legendre. 

Wie auf S. 221 der Historisch- literarischen Abtheilung des 39. Jahrganges 
der vorliegenden Zeitschrjft angegeben ist , hat Herr Dr. S c  h e f f l e r  den 
folgenden , von L e g e n d r e  ausgesprochenen Satz zu beweisen veruucht : 

1st eine Folge von k beliebigen ungeraden Primzahlen p , ,  . . .pk 

gegeben, und versteht man nnter ni das é t e  Glied in der natür- 
lichen Reihe der Primzahlen 3 ,  5 ,  7, 11, .. . , so giebt es unter 
7rk-1 aufeinander folgcnden Gliedern einer arithmetischen P r o -  
gression, deren Anfangsglied und Differenz relativ prim sind, 
mindeutens e i n e  s ,  das durch keinc der Primzahlen p, , . . . pk theil- 
ba.r ist. 

Nach einer brieflichen Xittheilung des Herrn Dr. K. T h .  V a h l e n  in 
Berlin hat zuerst Herr Dr. P i l t , z  die Unrichtigkeit dieser Behauptung in 
seiner Habilitationsschrift (Jena 1884) uachgewiesen ; aiif dem von Dr. P i  1 t z 
angegebenen Wege hat  nachher Herr Prof. B a c h m n n n (Zahlentheorie, 
II. Rd. Auhang) an einern Beispiele die Unrichtigkeit des L e  g e  n d r  e'schcn 
Satzes gezeigt, S c a ~ 6 ~ r r . c r r .  
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IX. Ueber eine Verallgemeinerung der Euler'schen p Funktion 

Es seien ai und fl beliebige positive, n aine positive gnnze Zahl, 
F eine beliebige, ftir positive Brliche eindeutig definirte Function. 

Wir definiren eine Function q,p(n) durch die Gleichung : 

1) ( m ,  a theilerfremd) 

in  welcher die Summat,ion tiber alle irreductibeln, zwischen ai und fi ge. 

na 
legenen Brliche - zu erstrecken ist. 

1E 

Setzt man in 1) für 1~ alle Divisoren d von 1~ und summirt,  so erhalt man:  

m 
wo die Summation rechts iiber alle reductibeln und irreductibeln Drücbe - 

n 
zwischen ai und /3 zu erstrecken ist. 

Setzt man in I I )  fiîr n alle ganze Zahlen bis n  und summirt, so er. 
giebt sich : 

I I  1) 2 [il va, (k) = z [ ( a  - p) k ]  F (Ik) (hl k theilerfremd); 
k = l  h ,  k 

hier bezieht sich rechts die Summation auf alle zwischen ct und fi gelegenen 
irreductibeln Briiche, deren Nenner rz nicht übersteigen. 

Für  3' - = 1 bedeutet q a p ( n )  die Anzahl der zwischen a und (3 
gelegenen irreductiboln Brtiühe mit dcm Nenner n. 

Aus II) und I I I )  folgt dann: 

Ftir ai = 1 , = O ist 91, ~ ( n )  die Anzahl der zwischen 1 und O ge- 

legenen irreductibeln Brliche mit dem Nenner n ,  also r p l ,  o(n) = cp(~z ) .  

D a m  folgt aus IV) und V ) :  

VI) 
d d ' = n  

von denen die erste Gleichung bekanntlich G a u s s  7 die xweito S y l v e s  terr' 
sufgestellt hat. 
~ - - - - - -- 

" G a u a s ,  Disquisitiones arithmet,icae Art. 39. - ** S y l v e s t e r ,  Comptes rendus XCVI. 
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Eirie von E i s  e n  s t e i n * und S t ern* '  betrachtete Function ergiebt 
1 

sicb aur 1) fur F (:) = ;; eine Gleiehiing von L a g  u e r  r e w *  sua I V )  für 
1 

a = - 9  
k 

@ = O .  

Berlin. K. TH. VAHLEN. 

X. Die Transformation der  quadrat ischen Formen. 

Die Transformation der quadratischen Formen lasst sich auf Grund der 
von E u k l i d  zur Auflosung der quadratischen Gleichungen benutzten Methode 
der quadratischen Erganzung in folgender Weise ausffihren. 

Es sei f = Zaik X i ~ k  ( i 7  k = l ,  2 , . S . 9  Tb) 

die zu transformirende Form. Giebt man ihr die Gestalt: 

und ergznzt den ersten Theil zurn Quadrat? so e r h d t  man: 

xp + aPz3 x3 + . . + a'?. z,)' 1 
xi X* = + , - ~ a " i k ~ i x k ,  

( i ,  k = ' ~ , . . . , ~ i )  ~ ' Z L  a ~2 

( i ,  k=3 , . . - , n )  
, - , , 

wo a";i = a , , a i k  - a z i  a 2k i s t ;  u. S. W. 

Schliesslich wird also: 

.I I. ,, I I  Wo a'"ik= U ,,a i k  - a ais a k  LI. S. W. k t .  

ù'm jetzt auf die bei der Transformation einer quadratischen Form 
auf eine Summe von Quadraten übliche Form zu kommen, ist dio An- 
wendung eines einfachen Determinantensatzes nothwendig. 

* Eisens te in ,  Mouütsberiçhte der k6nigl.preuss. Akademie d. Wissenschaften, 
Derlin 1850; Journal für d. r. u. a .  Mathematik Bd. 39. 

** S t e r n ,  Journal für d. r. u. a. Mathematik Dd 63. 

*** L a g u e r r e ,  Bulletin de la société mathimatique Bd. 1. 
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Die folgende Gleichung : 

1 a,, 1 O, O,  . ' .  , O 
l 

a12 i a11 a22 - a212, alla, ,  - a l ,  a,,, . . . ,  a , ,a? ,  
i , 

durch Induction findet m a n ,  dass allgemein 

1 a , l a ~ 2  a11a13  a l l a l m  ! 

a'Y-l) = ~4'-'. A;"-'. . . Ar-2. ,, 
9 h 

is t ,  wenn 1 aik 1 = Av,!,,hl Ay ,v ,h=Av ,h ,  A Y V =  Al, 

i=1 ,2 , . : ,~ -1 ,g  

gesetzt wird. k = 1 > ~ , . . . , ~ - 1 , h  

Setzt man diese Ausdrücke fur  in  die transformirte F o r m  f e:n, 

und beachtet, dass 
a,] a'22 a"33 . . . = A I V - ~  A?'-" 

v Y 1 ' 2  A U P I .  Av 
wird,  so dass sich aus dem Zihler und Nenner des vtcn Gliedes der Factor 
A:'-". A;'-'. . . A': forthebt,  so bekomrnt man die qiiadratisclie 

v - 2 
F o r a  in der gewtinschten Gestalt: 

, wo aik = a h i  i s t ,  - 

('a,. xh)' ('A, ,. zh)' ('3, zh)' 
f=' ~ - + - -  + p .  +.  . . + '  in "' x - .  

A, * i A ,  4 4 A L I  An 

die man e r h i l t ,  wenn man in der ersten Determinante die mit alk multi- 
plicirte erste Colmne zur kten addirt ,  (fur k = 2 ,3 , .  . . m) , liefert den Satz: 

1 a'ik 1 = al lm -'. / a i k  1 ." 
i , k = z , , ,  . , m  i , k =  1 , 2 , . .  . , n i  

a l ,  alla,, a l l n  ,,... a,,azm 
- .  

Ulm a l l a s ,  a l l a s ,  ... allamm 

Derselbe ist ein besonderer Fa11 des Subdeterminantensatzes, welclicu 
Herr G. L a  11 d s b e r g  in der Arbeit : ,,Ueber rclativ adjungirte Minorcnu (Hd 109 
des Journals für die reine und angewanclte Mathematik) aufgestellt hat. 

B e r l i n  K. TH. VAHLES.  
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Conforme Abbildungen, welche von der [-Function 

vermit'telt werden. 

Von 

J. C. KLUYVER, 
Profevvor an der Univers;tat Laideu. 

Hierzu Tafel VI Fig. 1- 6. 

Wie aus den Untersuchungen des Herrn Scl i  w a r  x hervorgeht, be- 
wirkt das elliptische Integral erster Gattung oder dessen Umkehrung die 
p -  Function, die Abbildung der inneren w - Plache eines Rechtecks , in ein- 
zelnen Ftillen auch eines geradlinigen Dreiecks auf die positive a-Halb- 
ebene.* 

Ausserdem aber zeigte Herr S c h w a r z ,  dass ein solches Integral 
zweiter Gattung das Innere eines Kreises au€ dus Aeussere eines Quadrates 
abbildet. Dies veranlaaste mieh zu naherer Beschaftigung mit  der Auf- 
gabe der conformen Abbildung einer ausseren Polygonsfitiche, insofern für 
deren Losung die I;-Function Verwerthung findet. 

Die Herleitung der betreffenden Abbildungsformeln bildet den Gegen- 
stand der nachfolgenden Sejten. 

§ 1. Die Function w = f ( z ) ,  welche die aussere w -Flache 
eines geradl inigen n-Ecks auf die positive 8 - Halbebene 

abbildet. 

I m  Anschluss an die S c  h w a r  z'sche Losung der Abbildungsaufgabe 
für die innero Polygonsfl&he bildet auch im vorliegenden Falle die Unter- 
~uchung der Function : 

* Ausser der Abhandlung des Herrn S c h w a r z :  ,,Ueber einige Abbildungs- 
aufgaben", Ges. W. II S. 65, m6gen hier angeführt werden: 

,,Love, Vortex Motion in certain Triangles, Amencan Journ. of Math. X I  
S. 168 (1889)", 

, ,Burns i de ,  On a Problem of conforma1 Representation, Proc. of the London 
Math. Soc. XXIV S. 187 (1893). 

Zeitschrift f.Mathematik u.Physik. 40. Jnhrg. 1895. 3 Heft. 9 
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130 Conforme Abbildungen, welche von der {-Function vermittelt werden. 
I Y l h m . ? . - ~ ~ ^ - ~ ~ _ _ _ ^ - ~ _ _ _ _ w _ _ .  ------- 

d dw 
J  (8) = - log - 

d z  dr 
den Ausgangspunkt. Unmittelbar erkennt man,  dass die von Herrn 
S c h w a r z  nachgewiesenen Eigenschaften dieser Function theils v6llig un- 

geandert bleiben, theils nur  sehr unwesentliche Umiinderungen erfahren, 
so dass wir , ohne darauf weiter einzugehen, nachstehende Satze aufstellen 
konnen. 

1. I n  der Umgebung eines beliebigen Punktes w = w, der ausseren 
Polygonsfliiche gilt die Entwickelung 

J (B )  = P(z - 8,). 

2. I n  der Umgebung eines beliebigen Punktes w = w, der Begrenzung 
hat man J(z )  = p (Z - 5,). 

3. In  der Umgebung eines Eckpunlitcs ur = b mit dcm inneren 
Polygonswinkel i n  is t  

1 - A  
J(z> = - + P (8 - a), z -  a 

falls der entsprechende rccllo Punkt  B = a im Endlichen liegt. 
1st dagegen a = oo, so ha t  man zu setzen: 

4. 1 s t  dem Punkte s = oo ein gewohnlicher Punkt  w des Umfangee 
zugeordnet, so gilt  in der Umgebung des letzteren die Entwickelung: 

Die Potenzreihen P(z  - B ~ ) ,  p (s = B , )  Sind für r  = B, von Ku11 ver- 
schieden; sammtliche Coefficienten der Reihen p Sind reell. 

Die in diesen Sitzen zusammengestellten wesentlichen Eigenschaften 
der Function J ( r )  geniigen fast vollstiindig zu ihrer expliciten Darstellung. 
Man hat nur noch, wie wir jetzt thun wollen, das Verhalten von J(z) in 
der Umgebung von w = oo naher in Betracht zu ziehen. 

Vorausgesetzt w = CO entspricht der complexe 8-Werth z = k,  60 er- 
fordert die Aehnlichkeit der Stellen w = oo, a = k ,  dass die Ableitung 

$ (f) f I r  s = k endlich und von Null verschieden ist.' Dernzufalge 
1 .  

lasst sich - im Bereiche des Punktes ,e = k entwickeln in  eine Reihe von 
w 

der Gestalt 1 
- - (Z - k)P(z - k), 
w 

wo in der Potenzreihe P(B - k) das constanto Anfangsglied nicht fehlen darf. 

* Wir betrachten nur solche Polygone, welche keinen unendlich weit ent- 
fernten Eckpunkt haben. 
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Man erhBlt hieraus: 

I 
j ( z )  = - ---- + ( a  - 7e) P jz - k). 

Z - k  

E3 hat also die Function J ( z )  ausser den Unstetigkeitspunkten a = a,  
welche den Eckpunkten des Polygons entsprechen, im Punkte z = k einen 
einfachen Pol. 

Wir haben jetzt zu zeigen, dass J ( z )  in  die negative s-Halbebene 
fortzusetzen ist und im Punkte a = k,, wo k und k, conjugirt complexe 
Werthe sind, sich ganz a i e  im Punkte a = k verhiilt. 

In dieser Absicht grenzen wir einen Theil U der positiven a-Halb- 
ebene so a b ,  dass die vollstandige Begrenzung dieses einfach zusammen- 
hingenden Stückes gebildet wird, erstens von einer Strecke AB der Achse 
des Reellen, welche keinen der Unstetigkeitspunkte 8 = a enthalt , zweitens 
von einer sich nicht schneidenden Curve A C B ,  die in der Umgebung von 
ei = k verlëuft, ohne den Punkt s = k selbst einzuschliessen. 

In dem so erhaltenen Gebiete U ist  J ( z )  definirt als einwerthige 
und stetige Function von s, wobei hervorzuheben i s t ,  dass für die recllcn 
Werthe, welche a auf AB annimmt, J ( z )  eine stetige Polge ebenfalls 
recllcr Werthe aufweist. Man kann somit den bekannten S c h  w a r  z'schen 
Satz anwenden und schliessen, dass die für U erkliirte Punction J ( z )  tiber 
A B  hinaus in da8 conjugirte Gebiet Uo derart fortzusetzen ist,  dass zu 
conjugirt complexen a -  Werthen auch conjugirt complexe Functionswerthe 
gehoren. Insbesondere nimmt daher rnodJ(8) fir entsprechende Punkte der 
beiden Umgebungen von a = k und a = ko gleich grosse Werthe an.  

Durch diese Betrachtungen ist nun J ( z )  charakterisirt a h  eine in der 
ganzen a-Ebene eiiiwerthige und bis auf einzelne jetzt vd l ig  bekannten 
Pole stetige reelle Function, welche für z = m verschwindet und die des- 
h d b  nur ein rationalcr Ausdruck scin kann,  desscn Darstellung sich ohno 
Weiteres aus den vorliergehenden Erwiigungen ergiebt. 

Für den Fa11 , dass allo den va- Eckpunkten zugehorigen 5 -Wcrthe 
endlich sind, hat  man offenbar 

Gehiirt aber zum Punkte 8 = m der Eckpunkt w = b, mit dem inneren 
1 - a, 

Polggonswinkel A,z, so bleibt in  der Summe der Bruch - einfach 
i .- n z - a, 

sap. D ~ Z A ~  = n - 2 ,  erhiilt man , wie es sein muss, fiir sehr grosse 
i = 1  

9 
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3 32 Conforme Abbildungen, welche von der E -  Function vermittelt werden. 
,__- < -__l___~l~Y~VI - -- ------ 

2 3-An 
a-Werthe in der ersten Voraussetzung - - 1  im zweiten Falle - - als 

B Z 
Hauptglied von J(8). 

Bus 1) folgt noch, dass das geschlossene Integral 

genommen langs eines kleinen Kreises um den Punkt  k herum, ver- 

schwindet. lndem wir in dasselbe für J(z)  die rechte Seite von 2) eiu- 
tragen, ergiebt sich das wichtige Resnltat: 

Namcntlich ist durch diese Gleichung der Pol k festgelegt, so bald 
man die reellen .a-Werthe ai als bekannt ansieht. In  Bezug auf dieses 
,Bekanntseinu der Grossen ai wollen wir beilaufig bemerken, dass drei 
unter ihnen die tibrigen bestimmen, wenn man nicht blos die Winkel L a  
als gegeben betrachtet, sondern die Abbildung eines Polygons von vor- 
geschriebener Form verlangt. 

Die Gleichung 3) fiir k ist  ziemlich verwickelt und ihre directe Buf. 
l6sung mochte manche Schwierigkeiten darbieten. Sie is t ,  wie zu erwarten 
war, gcgcntiber beliebigen linesren Transformationen invariant und 11sst 
sich auf verschiedene Weisen umformen. So z. B. ist sie zu schreiben in  
der Gestalt: 

k - a; 
k, - ai 

r = 1  
oder in z(l - Ai) G - a i  

k - ai 
i=  1 

woraus man, indem mit ai die Amplitude 
weiter ableitet die reellen Belationen: 

Indcssen kann man unschwer 
Die Anwendung der Substitution 

= O ,  

= O,  

von k - ai bezeichnet wird, 

die Gleichung 3) geometrisch deuten, 

liefert 

und damit gewinnt man den Satz: 
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Von J. C. KLUYFER. 133 

Spiegelt man die Punkte ai an einem Kreise, der k zum Nittelpunkt 
nnd die Strecke k k ,  zum Radius h a t ,  so liegen die Spiegelbilder a"i auf 
einem Kreise mit ko alu Mittelpunkt derart,  dass ko den Schwerpunkt 
bilde der Massen 1 - A i ,  welche in  den Punkten aui enthalten sind. 

Besonders für den Fa11 n = 3 ist diese Aussagc von Interesse, da wir 
mit ihrer Hilfe zu der folgenden einfachen Construction des Punktes k 
geführt werden. 

Urn ein Dreieck P Q R ,  dessen Seiten sich wie die Grossen 1 - A i  ver- 
halten, beschreiben wir einen Krcis , auf welchem die Mitten A, ,  A,, A, 
der Bogen Q R ,  RP ,  P Q  verzeichnet werden. Wie man nun durch ele- 
rnentargeornetrische Ueberlegung zeigt , werden die Naosen 1 - A i ,  in den 
Punkten Ai angebracht, den Mittelpunkt des Kreises zum Schwerpunkt 
haben. Denken wir uns jetzt die gegebenen Punkte a, auf der Achse des 
Reellen so, dass a, auf die endliche Strecke a, a, fallt ,  dann folgert man 
leicht, dass die Winkel L a l k a ,  und La,kn ,  resp. den Winkeln A3 und A, 
des Dreiecks A, A, A, einfach gleich zu machen sind. Durch letztere Con- 
striiction aber ist  k unzweideutig bestimmt. 

Nachdem Wir hiermit die Eigenschaften der Function J(z)  und die 
Beziehung des Poles k zum Punktsysteme der ai erortert haben, menden 
wir uns nunmehr zu der Darstellung der Function W .  

Offenbar erhalten wir dieselbe aus 2) durch zweifache Integration, 
wobei zwei beliebige Constanten A und B eingefhhrt werden; dann ent- 

welches, weil wir Li < 2 voraussetzten, nur  in den Punkten k und k, 
unendlich wird. Wie wir aber sahen, sind diese Unendlichkeitsstellen ein- 
fache Pole, wenn nur k  die Uedingung 3 )  erfüllt. Die Eindeutigkeit der 
durch 4) definirten Function w unterliegt daher keinem Zweifel, so lange 
a sich in der positiven Halbebene bewegt. Piir rationale Werthe der Ai 

ist  dau Iutegral 4) algebraisch und zmar von der zweiten Gattung; daneben 
erscheint dann als zugehoriges Integral erster Gattung: 

Dasselbe bildct, wic bekannt genug, das Innere eines n -Ecks  auf 
die 5-Halbebene ab ;  folglich bewirkt die aus 4) und 5) resultirende Be- 

* In seiner Arbeit : ,,Ueber gewisse geradlinig begrenzte Stiicke R i e m a n n -  
scher FlachenlL ((3 ottinger Xachrichten 1892 S. 258, Note) benutzt LTerr S c h  6 n - 
flies dieses Integral in sehr allgemeiner Gestalt. Die Ahbildungsformel ist, 
wie er mittheilt, von Herrn K l e i n  in Vorlesungen dargelegt. 
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134 Conforme Abbildungen, welche von der c- Function vermittelt werden, 
\^*,. ^-^ .,.---- ^ ,;̂ ;,.-..-,*-,. ̂ - \^^^ j. . ,..? , 

ziehung zwischen w und a die Abbildung einer liusseren Polygonsfliche 
aiif das Innere eines zweiten 12 - Ecks, welcho beide Polygonc cntsprcchend 
gleiche Winkel besitzen. 

Inzwischen ha t  auch die Frage nach den Bedingungen, unter welchen 
die f -Function für die Losung unserer Aufgabe ausreicht, ihre Erledigung 
gefunden, nnd konnen wir anf bekannte Resultate Bezug nehmen. So findet 
m a n ,  z .  13. von B r i o  t und B ou q u e  t (Theorie des Fonct,ions elliptiques, 
1875 S. 390) angegeben*, dass niir in  den folgenden vier Fallen die 
Gleichung 5) eine einwerthige doppelperiodische Function von n definirt: 

I I 1 1  L I l  
1) n = 4 ,  21 21 2 ;  III) a = 3 ,  a i = 3 l  3' s; 

1 1 1  
II)  n = 3 ,  A,--, ' - 4  4 - 1  2; 

Dazu kommt noch der Fa11 V ) ,  in  welchem a zwar doppelperiodisch 

Wir  werden nun in den folgenden Paragraphen daran gehen, diese 
speciellen Fllle nach einander EU 'discutiren. 

5 2. Das Rechteck. 

Im Balle 1) handelt es sich um die iiussere Plache irgend eines 
Rechtecks B. Wir wollen ziiv6rderst das Seitenverhültiiiss nicht als ge. 
geben betrachten, vielmehr werden wir für  slimmtliche vier Punkte ai nuf 
der Achse des Reellen eine bestimmte Wahl  treffen. Bus der fertigiin 
Abbildungsformel ~ i r d  sich alsdann die Gestalt des Rechtecks ergeben. 

1 
Da für alle Ecken A i  = ; ist , erscheint das Abbildungsintegral 5 1(4  

L 
sofort a13 ein elliptisches. Wir  nehmen n u n ,  wie es angemessen scheint, 
für al, a,, a3 die mit dem negativen Zeichen versehenen Wurzeln e,,  e,, e, 
irgend einer p -F'unction, lassen aber a, ins Unendliche rücken, sodas3 

der Factor ( z  - a,); im Integranden wegzulassen ist. 
Substituiren wir ausserdem noch 

1) a = - p u ,  
so erhalten wir schlicsslich 

* Man vergleiche auch die citirten Schriften der LIerien L o v e  und Burn 
s i d e ,  oder : A p p e l l -  Go u r s  a t ,  Theorie des Fonctions algébriques e t  d c  lem 
Intégrales (1894) S. 246. 
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Von J. C. KLUYVER. 135 

Einerseits wird nun durch 1) die positive a-Halbebene abgebildet auf 
die innere u-FlSche eines zweiten Rechtecks II' mit den vier Eckpunkten 
b f i =  O ,  m,  w", w', andererseits wird durch 2) eine analoge Beziehung 
zwischen dieser u-FIBche und der iusseren w -  Fliche des Rechtecks R 
hergestellt, derart,  dass die Ecken b'i von R' mit denjenigen bi von R 
ubereinstimmen. 

Es ertibrigt noch die Auffindung des Poles k. Dazu kann man ver- 
schiedene Wege einschlagen. Entweder kann man nach Einsetzung der 
Werthe der ai und der A i  die L6sung versuchen einer der in  5 1 für k 
abgeleiteten Gleichungen , oder man kann ,  was auf dasselbe hinauslauft, 
die Bedingungen aufstellen, unter welchen die Residuen der rechten Seite 
von 2) ftir die Pole p u  = - k, p u  = - k, einzeln zum Verschwinden ge- 
bracht werden konnen. Am einfachsten verfghrt man jedoch, indem man 
den in $ 1 bewiesenen Satz benutzt. 

Weil A in allen Ecken densclben Wcrth ha t ,  werden jetzt diesem 
Satze zufolge die Spiegelbilder a'li der ai a n  einem Kreise mit k als Mittel- 
punkt in die Ecken eines Rechtecks verlegt. Das aber erfordert, dass die 
Strecken a,ag und a,a, aus k durch rechte Winkel projicirt werden, wo- 
mit crsichtlich k den Werth 

srhslt. Dem Unendlichkeitspunkte der w-Ebene ist also in  der u-Ebene 
der Mittelpunkt des Rechtecks R' zugewiesen, mie mit Rücksicht auf die 
Symmetrie zu erwarten war (Fig. 2 ) .  

Die Gleichung 2) Iasst sich nun ohne Mühe integriren. Ersichtlich 
besitzt die Function rechtcr Hand,  jetzt von der Gestalt 

O" 2 w - w  y ) 

(PU-PT) (PU-P+) 

9 I 

w w -  w 
die vier zweifachen Pole + - 9  + -7 und die vier zweifachen Null- 

2 '2 
stellen O ,  o, w", w', folglich unterscheidet dieselbe sich nur  um einen 
constanten Factor von dem Ausdrucke 

p (2 u - w") - eo. 

Indem wir der willkürlichen Constanten A einen geeigneten Werth 
ertheilen, erhalten wir demnach 

à w  -- = p ( 2 u  - m") - e,, 
d zc 

und schliesslich : 
1 1 ,, 

3 ~ = - - ~ ( 2 z c - ~ " ) + e ~ u +  r i  . 
2 
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136 Conforme Abbildungen , welche von der 5'- Punction vermittelt werden, 
. -Y_ ,̂ - --V-.-l,. ^^ ...-.....---A..- " ---- 

Dieses particulare Integral liefert in Verbindung mit 1) die vollstan- 
dige Losung der gestcllten Aufgabe. 

Die Frage nach der neschaffenheit des Rechtecks R wird nun dadurch 
crledigt, dass man durch Substitution aus 1)  und 3) die den Ecken zu- 
kommenden w-Werthe bi bestimmt. Das Resultat ist in nachstehendem 
Schema enthalten: 

E-Ebene:  .a = ai = - e,, - e2, - es9 a s  

u-Ebene:  u = bpi= o, a 9 W .  O, 

w-Ebene: m =  b i = ~ + e p ,  rln+e,o", y'+e,o', o. 

Bei dieser Folge der Ecken werden die Riinder von R und R' irn 
o 

positiven Sinne durchlaufen. Sind also, wie tiblich, w und reell und 
2 

positiv, so konnen wir beiliiufig schliessen, dass ftir jede p-Function 
1 

positiver Discriminante die reellen Grossen q + e,o und : (T'+ e2w') ent- 
Z 

gegengesetzte Vorzeichen besitzen. Thatslichlich aber ist 7 + q w stets 
positiv, die Sci tenlhgen l , ,  1, des Rechtecks erhalten somit die Werthe: 

I I =  q + 

Dem entsprecbend hat man vorab die p-Function zu bestimmen, fa119 
ein gegebenes Rechteck zur Abbildung vorgelegt kt. 

Das geschieht mit Benutzunp der beiden Formeln*: 

, , in 
' q w - q w  =-: 

2 

Dieselben ftihren zu den Gleichungen 

welche zur Auswerthung von q und w und damit zur endgiltigen Be- 
stimmung der p-Punction dienen konnen. 

Es fragt sich, ob unter Umstanden die Rechtecke R und R' einander 
ahnlich werden. Alsdann wtirde eine einzige Formel 3) - wenigstens, 

* Schwarz :  ,,Foruieln und Lehrsiitze" S. 36 Formel 12. 
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Von J. C. KLUYVER. 137 

wenn man darin w durch den mit einem passenden Factor multiplicirten con- 
jugirt complexen Werth w, e r ~ e t z t  - ohne Weiteres geniigen, um eine in- 
direct conforme Abbildung der kusseren Fliiche R auf das Innere desselben 
Rechtecks darzustellen. 

Man k6nnte diese Beziehung gewissermassen eine ,,Spiegelung am 
Hechteckeu nennen. Selbstverstiindlich ist bei jedem Rechtecke eine der- 
artige Spiegelung zu erreichen, jedoch ist dabei dann eine vermittelnde 
Abbildung der liusseren wie der inneren Blache auf die a-Halbebene un- 
umginglich. 

Wir sichern nun die Aehnlichkeit der beiden Rechtecke, indem wir 
setzen : - r l + e , w  -- - w , y  

q'+ e,ml w 
oder 

o = + w4'+ 2 e , w m ' .  

Etwas einfacher gestaltet 
L e  ge n d r e'schen Bezeichnung 

i K'= wPJel  - e,, 

sich diese Bedingung, wenn man von der 
Gebrauch macht. Wir  setzen also 

und bestëtigen dann leicht, dass obige Gleichung zusammengezogen werden 
kann in 

Die im Intervalle O < kZ< 1 stcts positive Function KK', unendlich 
sowohl für k2=  O als auch fur  k2= 1, besitzt muthmasslich daselbst nur  ein 
einziges Minimum, welches auf Grund der Symmetrie in  der Mitte des 

1 
Intervalles, also bei kZ = - i zu suchen ist. Hieraus wiirde aber folgen, dass 

2 
nur fur e ,  = O, i m  = m' die Porderung der Aehnlichkeit erftillt wird, und dass 
daher lediglich beim Quadrate eine einzige Abbildungsformel die Spiegelung 
unmittelbar bewirkt. 

Am Ende wollen wir noch nebenbei Gomerken, dass die hergeleiteten 
Abbildungsformeln im Grenzfalle , wo die Discriminante der elliptischen 
Functionen verschwindet, nicht ltinger anwendbar sind, weil wir die 
stimrntlichen w-Werthe bi endlich voraussetzten. Die Ergebnisse dieses 
Paragraphen zusammenfassend , lautet das Resultat : 

Die Gleichungen 

stellen die conforme Abbildung dar der positiven c -  Halbebene auf die 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aussere w-Flache eines Rechtecks R mit den Seitenlangen 1, und 1, uriter 
der Bedingung, dass die Verknderliche u sich bewegt im Innern eines 
Rechteckes R' mit den Eckpunkten O,  w, w", w'. Die Bestimmungsstücke 
q und m der p-Punct ion genügen den Gleichungeu 4). 

5 3. Das rechtwinkel ige gleichschenkelige Dreieck. 

Im Palle II) ist 1 1 1  A.--, - 2-4 4 '  8' 

Fur  die drei willkürlichen reellen Grossen ai machen wir die Annahme: 

Die allgemeine Abbildungsformel erschejnt hiermit in der Form: 

d z  j h " ( a 2 -  1)" 
A d w  = 

( a - k ) " ~ -  k,)" 

I3evor wir das Differential zu reduciren versuchen, wollen wir  den 

Werth von k mittelst der in 5 1 angegebenen Construcbion bestimmen. 
Demgexnriss construiren wir ein Dreieck P Q R  mit den Seiten 

~ ( 1 -  A,) = 3, 3, 2, 
und halbiren die Bogen QR, RP,  PQ des umgeschriebenen Kreises durch 
die Punkte A , ,  A , ,  A3. Weil jetzt a, den Mittelpunkt bildet der end- 
lichen Strecke a,a, ,  sind die Winkel L a,ka,, , La,ku, resp. den Winkeln 
A , ,  A ,  des Dreiecks A, A,A, gleich zu machen (Fig. 2). 

Auu dieser Construction erhellt sofort 

Unter Einführung dieses Werthes fur k, setzen wir nunmehr 

wodurch die Differentialgleichung 1) die Gestalt annimmt: 

niermit ist schon auf die lemniscatische p-Function mit den reel!en 
Wurzeln 1, 0 ,  - 1 hingewiesen. Demnach ersetzen wir t durch p u  oder, 

was auf dasselbe hinauskommt, durch p u  - e, , woraus hervorgeht: 
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Die Gleichung 2) definirt , wie wir einstweilen hervorheben, die 
Variable s als eindeutige Function des cornplexen Argumentes u. 

In Retreff der geometrischen Bedeutung der Gleichungen 2) und 3) er- 
kennt man leicht folgendes. Durchlauft a die positive Ealbebene, so giebt 
es einen eindeiitig bestimmtcn Werth des Argumentes zc, der sich bewegt 
im Inneren eines Dreiecks D' mit den Eckpunkten b'i = O ,  2 w, w" resp. 
den reellen a-Werthen ni = 1, - 1, O entsprechcnd. Die Gleichung 2) 
bildet also die 2-Halbebene auf das Innere von D' a b ,  wLhrend 3) eine 
iihnliche Rexiehung zwischen lctzteror Flacho und der iiusseren w-Flaühe 
eines Dreiecks D vermittelt (Fig. 2). 

Wir werden diese letztero Bezichung endgiltig festsetzen, indem wir 
3) integriren. Das erfordert die vorhergehende Zerlegung der doppel- 
periodischen Function rechter Hand : 

Diese Punction ist sicherlich, weil w ein elliptisches Iotegral zweiter 
Gattung vorstellt , durch eine Summe von p -Functionen darstellbar, mit 
anderen Worten, sie besitzt nur zweifache Pole und fur jeden Pol ver- 
schwindet das Residuum. Ersichtlich sind diese Pole der vier Wurzeln 
+ a ,  + p der Gleichung p"zc = 0 und eine kurze Ueberlegung genügt 
sonach, iim zu zeigen, dass F(u) bis auf einen constanten Factor mit der 
Sunirne 

P b - o r )  + P ( u +  a) + P ( u -  P )  + P ( U  + P )  
identiçch ist. 

Indem wir fiir A einen geeigneten Werth wahlcn, konnen wir daher 

eine Gleichung, deren particultires Integral 
p"'u 

w = ~ ( u - ~ ) + L ( u + . ) +  ~ ( ~ - ~ ) + a ( u + ~ ) = 4 t u + ~  
- 

wir als Abbildungsformel benutzen wollen. 
Durch Substitution der zc-Werthe b'i = O ,  2 w ,  o" findet man ftir die 

entsprechenden Ecken des Dreiecks D die w -Werthe bi = O ,  S r i ,  4rl''. 
Rierlaus ersieht man ohne Miihe, dass dieses Dreieck D in der That recht- 
ninkelig gleichschenkelig k t .  Offenbar gehort nun zum Unendlichkeits- 
punkte der w-Ebene diejenige Wurzel or der Gleichung p"u = O, welche im 
Inneren des Dreiecks D' liegt. Dieser zc-Werth ist also bestimmt durch - 

pa  = +/k l  das heisnt, der Pankt  a befindet s i ïh  auf der Strecke wm". 
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140 Conforme Abbildungen , welche von der - Function vermittelt werden. 

Den bisherigen Betrachtungen entnehmen wir jetzt folgenden Satz: 
Die Gleichungen 

p"'u p u - e ,  
w = 4 t ~ + ~ ,  .z= 

P J ( ~ u - e , ) ( p u - e , !  

(p' Su = 4p3u - 4 p u )  

stellen eine conforme Abbildung der positiven a-Halbebene dar auf die 
aussere w - Fliiche eines rechtwinkeligen gleichschenkeligen Dreiecks D unter 
der Bedingung, dass die Veranderliche u sich bewegt im Inneren eines 
Dreiecks D' mit den Eckpunkten 0 ,  2 m ,  w". 

5 4. Das gleichseitige Dreieck. 

Wir  wiederholen in Kurzem fiir den Fa11 III) die Rechnung des vorigen 
Paragraphen. Zunachst setzen wir in die allgemeine Abbildungsforrnel 

wodurch wir erhalten 

Adw = 
d s  t n y 9 -  1 ) 2  

(B - k ) 2  (Z - k J 2  ' 

Die schon mehrfach benutzte Construction des Poles k lehrt hier un- 
mittelbar, dass aus diesem Punkte die Strecken a, a, und a,a, durch 

- 
1 

Winkel von 60° projicirt werden, dass also fur  k den Werth i l /$  ein. 
zutragen ist. 

Wir  reduciren weiter das Differential in der letztgefundenen Gleichung 
unter Benutzung einer p -Function negativer Discriminante, bestimmt durch 

mit den beiden Perioden 2 w, und 2 w',, zwischen welchen die Relation 

w,i = w ' , P  stattfindet. 

I n  dieser Absicht setzen wir 
1 

1) 
und mithin 

wodurch wir eine Gleichung von der Porm: 
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2) 
dw P' u A - = - - = p4 u 
d u  (p"u + 3)' ( p,2u- p ? , 2 3 y  

erhalten. 
3 

Unschwer sieht man ein, dass die Gleichung 1) die eindentige Ab- 
bildung der positiven B - Halbebcne auf die innere u -  FlBche eines gleich- 

2 m  2 0  
seitigen Dreiecks Dr vermittelt, desscn Eckpunkte b'i = 2 o, -LI 0, T2 

3 
resp. den reellen a-Werthen ai = - 1 , 0, + 1 entsprechen (Fie;. 3). 

Die Gleichung 2) wird wiederum das Innere von D' auf die Zussere 
w.Flache eines gleichseitigen Dreiecks D abbilden. Dem Werthe w = m 

- 

2 w  
geh6rt a = k = i J k l  uud deshalb such der u-Werth a = 91 daa 

3 
heisst der Mittelpunkt des Dreiecks D'. 

Es ertihrigt niir noch die Integration von 2). Die zu integrirende 
2 w', 2 w  2 w,  

Function besitzt die sechs zweifachen Pole + ,-y + y, 3 - 
2 w  

* 3 
und die drei vierfachen Nullstellen O, + 2. Unter neriicksichtigung der 3 
speciellen Eigenschaften der hier gebrauchten elliptischen Functioncn - 
wir erinnern hier insbesondere an die Relationen 

zeigt man mtihelos! weil flir alle Pole das Residuum verschwindet, dass 
dio Function der rechten Seite von Gleichung 2) bis auf einen constanten 
Factor durch den Ausdruck 

zu ersetzen ist. 
Sonach ist es gestattct, die Gleichung 

ah die gesuchte Abbildungsformel zu betrachten. 
Eine leichte Umrcchnung giebt indessen dieser Formel die einfachere 

Gestalt : 
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142 Conforme Abbildungen, welche von der [- Function verrnittelt werden. 
--  ---.-,--- ------------> 

Hieraus erhiilt man durch die Substitutionen 

unmittelbar w = bi = - 4 ET,, 0 ,  417,, welche Functionswerthe, wie es 
sein muss, in  der w -Ebene ein gleichseitiges Dreieck bestimmen. Fur 
ein solches Dreieck gilt also der Satz: 

Die Gleichungen 

3p22cp'zc 
w = 6 5 u  + 1 , a = - -  (p' " = 4p3u + 1) 

p3u+ 1 P' 

stellen eine conforme Abbildung dar der positiven 8-Halbebene auf die 
!iussere w-Flliche eines gleichseitigen Dreiecks D unter der Bedingung, 
dass die Veranderliche u sich bewegt im Inneren eines Dreiecks D' mit 

2w, 2 w ,  
den Eckpunkten 2 0,- 0 ,  3 - 

n z n  5 5 Das Dreieck mi t  den  Winkeln 
~1 

Nur wenig umstandlicher gestaltet sich die Rechnung im Falle IF), 
wo man hat ai=O, -4 ,  -1,  

und wo es sich handelt um die Gleichung 

A d w  = 
dz$zc'(a + 4j5(2 + 1)4 

(2 - k ) s  [z - k J 2  

Zur Bestimrnung des Poles k auf geometrischem Wege construireu 
wir dau Dreieck P Q R mit den Sei tenlhgen g (1 -Ai) = 3 ,  5, 4 im Kreise 
(Fig. 4). Das Dreieck A, A, A, der Bogenhalbirungspunkte erhült erstens 

I 
einen Winkel  A, = T; ein zweiter Winkel A, ist offenbar bestimuit durch 

E s  wird hier aber  La, ka, = A,, La, ka,  = A,, mithin ergiebt siin 
sofort 7c = - 1 + i. 

W i r  verwerthen wiederum hier die p-Punction des 5 4 zur Reduction 
der Differentialgleichuug , indem wir setzen : 

und somit: 
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144 Conforme Abbildungen, welche von der c-Function vermittelt werden, 

Hiermit ist  nun für das vorliegende Problem folgende Losung ge. 
funden : 

Die Gleichungen 

pup"'u(10p'Su-6)  
W = 1 2 1 a +  5p1<u-(3pc2u+9 1 z = -  1+p" 

( P ' 2 ~ = 4 p 3 u  + 1 )  

stellen eine conforme Sbbilduug dltr der positiven a-Halbebene ituf die 
n: rc 7c 

tiussere w .Plache eines Dreiecks D mit den Winkeln a> I unter 

der Bedingung, dass die Verbderliche zl sich bewegt im Inneren eines 

Dreiecks 

Wie 
dadurch, 
zc - Ebene 

Wir 

2 %  Dr mit den Eckpunkten w,, O ,  -;-. 3 

2T' n: n 5 6 .  Das Dreieck mit  den Winkeln -I  -. 
3 8' 6 

schon gesagt, unterscheidet sich der Fa11 V) von den tibrigen 
dass es nicht gelingt, die Verbderliche .Z als eine in der genzen 
eindeutige Function des Argumentes a darzustellen. 
satzen in die Grundformel ein: 

a i = O ,  + 1 ,  - 1 ,  

wodurch die Gleichung entsteht: 

Zur Bestimmung von k haben wir jetzt im Kreise ein Dreieck l J Q R  
zu construiren mit den Sei tenlhgen Q (1 - A i )  = 2 ,  5, 5 (Fig. 5). Das 
Dreieck A, A, A3 der Bogenhalbirungspunkte wird gleichschenkelig , fur der 
Winkel A,, gilt offenbar 

cot A, = 
sin Q 

Man hat hier aber La, k a, = A,, La, ka, = A,, das hat mithin z~r 

Folge k = i v;. 
Die Reduction des Differentials gelingt jetzt durch die Substitution 

wo noch immer 
~ ' ~ 7 . 4  = 4p3u + 1 .  
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Man findet auf diesem Wege: 

u n d  schliesslich ersclieinen, indem 

gevetzt wird, die Variabeln u und 
der Form: 

2) 
dw A - - =  
d u  

Wir betraclit,en zunxchst die 

w verbunden durch einc Gleichung von 

Gleichung 1). Sie dcfinirt B als zwei- 
deutige Function von u mit den Verzweigungspunkten 

Diese Zweideutigkeit aber wird ganzlicb aufgehoben, wenn wir das 
Gebiet der Veranderlichen zl beschrsnken auf das Innere eines Dreiecks Dr 

mit den Ccipunkten h t i = 3 ,  212,. O ,  weil innerhalb D' kein Ver- 
3 

zweigungspunkt angetroffen wird. Wenn wir iiun überdies festsetzen, dass 
ftir alle reellen zc-Werthe auf der Ureiecksseile b'3b'l der Veranderlichen 
a die Amplitude + n zukommen soll, ist dadurch z eindeutig und vollig 
bestimmt. 

2 w  
Dieser Voraiissetziing gemiiss erhiilt z für zc = fipi = -- 2w,, O 3 

die reellen Werthe ai = O,  + 1,  - 1. Eine eindeutige Abbildung des 
Zn; 7 t  n; 

Inneren des Dreiecks D' mit den Winkeln - 3  - 7  ist dabei er- 
3 6 6  

reicht worden, indem es aus den besoiideren Eigenschaften der p - Function 
sofort erhellt, dass immer e in ,  aber auch nur  ein einziges Argument u 

inneihalb D' einem gegeberieu positiv cornplexen 8-Wertlie entspricht. So 
z. R. geliort 211 dem Pole Ic das Argument rr, wofür wir jetzt i n  ganz be- 
stimrnter Weise finden konnen. : 

Fach diesen Erorterungen kehren wir zu der Gleichung 2) zurück, 
welche die Abbildnng der ausseren w - Flache des Dreiecks D auf das Innere 
von D' bewirken soll. Die rechte Seite besitzt die sechs zweifachen Pole 

cr, + E L Y ,  E ~ C Y ,  für welche die Rcsiduen verschwinden. Letzterem 
Zoitschrift f. Müthematik u. Physik. 40. Jahrg. 1895. S. Hoft 1 0 
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146 Conforme Abbildungen, welche von der S-Function vermittelt werden. 

Umstande Rechnung tragend , tiberzeugt man sich bald davon, dass die 
Function , ungerechnet einen constanten Factor ,  sich auf die einfache 
Summe der sechs p - Punctionen p (th - a), p (u + a) U. S. W. reduciren k s s t .  
Indem wir daher der Constanten A einen passenden Werth ertheilen, er- 
halten wir das particulare Integral : 

odcr auch 30p2up 'u  
w = 6 t u +  

1op3" +1' 

Bus dieser Abbildungsformel ersieht man sofort, dass w die Werthe 

also das Ureicck D der w-Ebene dem Droiecke Il' indirect iihnlich ist. 
I n  Betreff dieses Dreiecks D Iautet mithin das Schlussresultat: 
Dio Glcichungen 

stellen eine conforme Abbildung dar der positiven a-Halbebene auf die 
2 n  n; n; 

Sussere w -Plache eiues Dreiecks D mit den Winkeln - , - 3 unter der 3 6 G  
Bedingung, dass die Veranderlicùe u sich bewegt im Inneren eines Dreiecks 

2 w  
D' mit den Eckpunkten 2 >  2 w, ,  O. F ü r  reelle U-Werthe ist dabei E 

3 
die Amplitude + n; zuzuweisen. 

6 7. Zusammengesetzte Figuren. 

Herr B u r n s  i d e *  bat darauf aufmerksam gemacht, dass aus jeder 
Losung der Abbildungsaufgabc für cinc innere Polygonsflache einfach durch 
algebraische Elimination neue Abbildungsformein hergeleitet werden konnea. 
Letztere beaiehen sich alsdann auf die Figuren, welche ans dem ursprünp 
lichen Polygone entstehen durch Anlegung von Spiegelbilderu an den Seiten. 
So z. B. betrachtet Herr B u  r u s  i d e  das Drcieck ABB'  mit den Winkeln 
2 n  n n. 

y >  - 9  -- als hervorgegangen ails dem Dreiecke A B C  mit  den Winkeln 
-3 6 6 

lz n ?c 
- , indem er a n  der kurzesten Seite AC des letzteren das Spiegel- 
3 '  O 2 
bild A CB' anlegt. Diese Eetrachtung gestattet nun sofort aus der Ab. 
bildungsforrnel des Dreiecks A B C  diejenige für ABB '  zu crmitteln. 

Gleiches gilt gewissermassen für Sussere Polygousfliichen, was hier an 
dem Beispicle des rcgclm%ssigen Sechsecks S dargelegt werden moge. 

* Man sehe die citirte Schrift S. 194, 
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In der u-Ebene lassen wir das Sechseck Sr  durch eine fünfmal 
wiederholte Spiegelung und Anlegung entstehen ails dem gleichseitigen 
Dreiecke 1 mit den Ecken: 

2 w2 2 w, b;=O, b ' 2 = 2 ~ 3 - - 7  or=-- 
3 3 '  

deiart, dass nach einander zum Ausgangsdreiecke 1 die Dreiecke I I  bis 
VI hinziigefügt werden (Fig. 6). 

1 
Das Dreieck 1 wurde durch die Gleichung a = - 7 auf die positive 

P u  
a -  Halbebene abgcbildet (5  4), den Ecken b', , b', , or entsprachen die reellen 
8-Werthe a, = O ,  a, = - 1, h = + 1. 

Es fragt sich, welche Erweiterung das a -  Gebiet erfiihrt, wenn das 
Gebiet von u zufolge der erwiihnten Construction sich allmahlich über die 
ganze Flache von S' ausdehnt. 

Ersichtlich überschreitet a die Achse des Reellen zaischen den Punkten 
+ 1 und - 1 bei jedem Durchgange von u durch die Radien or t ~ ' ~ ,  <Y br4, 
ubno; tiberschreitet aber u die Radien or b', , ab:, or br5 ,  so geht a zwischen 
den Punkten + 1 und O aus der negativen in die positive Halbebene über. 

Die innere u-Fliiche von S findet daher ihre Abbildung auf sechs zu- 
sammenhangende Halbebenen; drei unter ihnen, die positiven, entsprechen 
den Dreiecken 1 ,  I I I ,  V, die drei negativen sind den Dreiecken II, IV, 
VI zugewiesen. 

Xan tiberzeugt sich nun bald davon, dass dieses System von Halb- 
ebenen eine dreibliittrige Windungsflache Ra bildet mit dem Windungspunkte 
z = + 1. Alle Uebergangslinien fallen zusammen in die Strecke O ,  + 1, 
laugs welcher also die Blatter cyklisch an einander geheftet sind; der 
Rand der Flache R, aber besteht aus den drei Doppelgeraden O,  - 1. 
Vm letzteren Umstand zu veranschaulichen ist auf R;, eine in sich selber 
zurücklaufcnde Linie gezeichnet , welchc die Abbildung vorstellt einer hart 
am inneren Rande von S' verlaufenden geschlossenen Curve (Fig. 6). 

Aian ersieht hieraus, dass die den Eckcn b'i von A' entsprechenden 
Puukte ni sich zu dreien über einander lagern, dass also a, =a, = a,= O, 
a,=a,= a,= - 1. 

Wir erreichen nun uiiser nachstes Ziel, die conforme Abbildung auf 
eine Halbebene der inneren U- Flache S', indem wir die z-Fiache 12, ein- 
deutig auf diese t-Halbebene beziehen. 

Letztere Beziehung findttt ihren analytischen Ausdruck i n  einer 
algebraischen, in a linearen Gleichung f ( t ,  B) = O ,  in welcher nur  reelle 
Coefficienten vorkommen , da  z für jeden reellen t -Werth einen ebenfalls 
reellen, zwischen - 1 und O gelegenen Werth annimmt. Wie am Ende 
diese Gleichung sich gestal.tet, geht aus der folgenden Ueberlegung hervor. 

Wir überdecken R, mit ciner zweiten ihr  congruenten Flache R', und 
~erbinden beide lLngs der Strecke - 1 , O ,  je  ein Blatt von R, mit einem 

IO* 
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148 Conforme Abbildiingen , welche von der g- Function vermittelt werdan. 

von II', verknüpfend. So entsteht eine geschlossene sechsbliittrige Flache R, 
mit zwei in  z = + 1 übereinander liegenden Windungspunkten zweiter Ord- 
nung,  wlihrend in a = O und s = - 1 je drei einfache Windungspunkte 
auftreten (Fig. 6). Diese Flache R, ist nun der J-Flache R',, welche von 
der Diederirrationalitat *: 

auf die A-Ebene conform abgebildet wird, vollkommen ahnlich. Die Aus- 
nahrne~unkte von R', aber, die auf R, den Punkten z = + 1, O, - 1 
entsprechen , Sind J = O ,  + 1 , cr! ; folglich geht R', durch die Substitution 

(i y :) die Fl8che in RB über ,  woraus wir schlieseen, dass die Funstion A - 

R, auf die ltickenlose A-Ebene eindeutig bezieht. Die positive A-IIalbebeue 
kann offenbar dabei als das Abbild unserer ursprünglichen Flache R, an-  

gesehen werden. Indem wir noch die sehr unwesentliche Substitutiou 
21 = t + 1 in der bekanntcn Gleichiing der Irrationalitiit A vornehmen, 
ergiebt sich nunmehr die Relation f ( z ,  t) = O in der Form: 

1) 1 - ~ : - 2 a : a + l = ( t ~ + 3 ) ~ : t ~ ( t ~ - 9 ) ~ : 2 7 ( t ~ - l ) ~ .  

Jeder der sechs Halbebenen von R, entspricht jctxt ein bestimmtes 
von Geraden und Kreisbogen begrenates Stück der t - Halbebene. Den 
a -merthen ai gehoren nach einander die t -Werthe c, = O ,  - 1, - 3 ,  m, 

+ 3,  + 1; der Windungspunkt a = + 1 ist in t = i v3 verlegt. Wir er- 
1 

setzen in der Gleichung 1) a durçh - und erhalttin als Abbildungs. 
P U  

formel ** für die innere u - Flache des regelmassigen Sechsecks S': 

2) 1 + p ' ~  : + 2 : p ' ~  - 1 = (t2 + 3)3 : t2(t2 - 9)' : 27 ( tz  - 1)'. 

Damit jedoch die Beziehung zwischen ü und t eine beiderseitig e h -  
deutige sei, hat m m  stete Rücksicht zu nehmen auf die Eintheilung der 

beiden Fllichen in entsprechende Uereiche (Fig. 6). 
Ausgertistet mit dem oben gemonnenen Ilesultate konnen wir nun end. 

lich die Abbildungsfrage fur die iiussere w -Pl%che eines regelmkigen 
Sechsecks S ohne Mühe losen. 

Wir  gehen dabei aus von der Bemerkung, dass die Gleichung 2) u n d  
die Abbildungsformel : t 

d t  
3) 

- ~ 

A"+B+J" ?t(t2- 9) ( t2-  1 )  

* K l e i n  - F r i  c k  e: ,, Theoric der elliptischen Modulfiinctionen " 1, S. &-il 

** In etwav aliweichender Form von Herrn B iir ns id  e angegeben. 
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gleichbedeutend sein müssen. Betrachten a i r  nun zu gleicher Zeit das 
In tegral t 

4! a + B =J&qt (" - 1) ( t 2 -9 )  
( t  - k)"t - k")2 

welches die Abbildung bewirkt der iiusseren w-Fliicho eines bestimmtcn 
gleichwinkeligen , aber nicht nothwendig gleichseitigen Sechsecks 8, so liegt 
die Vermuthung nahe,  das dieses Integral 4) unter Zuhilfenahme von 2) 
auf ein elliptisches reducirt werden kann. 

Ehe mir jedoch diese Reduction versuchen konnen, haben wir wie 
frilher den Pol k zu ermitteln. Alle Rechnung lasst sich dabei vermeiden, 
indem wir bemerken, dass dio Punktc c, = 0, - 1, - 3 ,  a,-+ 3,  + 1 
durch Spiegelung an einem Kreise mit dem Mittelpunkt i l / 3  und dem 
Radins 2iv3 in die Ecken c", eines rcgelrn%ssigen Sechsecks tibergehen, 
dessen Mittelpunkt den t-Werth - iv3 zukomrnt. Die Anwendung des in 
$ 1 bewiesenen Satzev ergiebt donn unmittelbar das Resultat: 

IC = il/X 
Es handelt sich also um dio Einftihrung von zc in die Gleichung 

A d w  = 
d t  Pt@" l ) ( t 4  

[t2+ 3P 
, . r  

Aus 2) und 3) Endet man: 

i ] / t ~ ( P -  1 ) 2 ( t 2 -  9)2 2 $321 
- - 

( tz + 3) 3 1 + p ' u '  

80 dass wir in der Thet w durch u ausdrücken konnen und zu der Gleichung 

gelangcn. Die gesuchte Ahbildungsformel ist also: 

oder : 

Substitution der sechs U-Werthe liefert ftir die Ecken des Sechs- 
ecks S: 2 4 2 

w = O i = O  , 2115 - ~ 2 ,  2 ~ 3 3  3721  2~11 2 %  - ;3- Tz; 

das Sechseck S erweist sich also als regelmassig, womit wir den Satz 
gewonnen haben: 
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1 + plu : + 2 : p ' ~  - 1 = !t2 + 3)3 : t2(t2- 9)2 ; 27(tz- 1)2, 

= 44p" + 1) 

stellen die conforme Abbildung dar der Zusseren w - F k c h e  eines regel. 
rnkssigen Sechsecks S ttuf die positive t-Halbebene unter der Bedingung 
dass die Veranderliche sich bewegt im Inneren des Sechsecks Sr n i ~ t  

den Eckpunkten 
2 w 2  

O ,  20,---- 
4 2 0  

3 ) 2 m 3 ,  i w * ,  2 W I i  2 W 1 - - 2 .  3 
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Ueber den Beschleunigungspol der zusammengesetzten 

Bewegung. 

Von 

Prof. F. WITTENBAUER 
in Oras. 

Hierzu Taf. VZI Pig. 1-7. 

Der Beschleunigungspol i s t  für  dio Kcnntniss des Beschleunigungs- 
zustandes eines in ebener Bewegung begriffenen s tar ren Systems von hervor- 
ragender Bedeutiing; urn ihn gruppireri sich die Beschleunigungen aller 
Systempunkte sowohl der  Grosse wie auch der  Richtiing nach in  so über-  
sichtlicher Weise,  dass man  sagen kann:  m i t  der Angabe dieses Punktes  
gewinnt man mit  einem Schlage einen Ueberbliek fiber den Beschleunigungs- 
zustand des Systems. 

Zu dem kornint, dass ,  wenn ausser dem Beschleunigungspol die Be- 
sehleunigung eines Systernpunktes gegeben is t ,  die Beschleunigung jedes 
snderen Systempunktes in  sehr einfacher Weise coristruirt werden kann. 

Die Losung des wichtigen und fü r  die Zukunft  der Kinernatik be- 
deutungsvollen Problems: d i e  B e s c h l e u n i g u n g  j e d e s  P u n k t e s  e i n e r  
k i n e m a t i s c h e n  K e t t e  i n  B e z u g  a u f  j e d e s  b e l i e b i g e  G l i e d  d e r -  
s e l  b e n z u c o n s  t r u i  r e n ,  Iasst sich vom allgemeinen Gesichtspunkte aus  
nur so erreichen , dass man zuniichst zeigt , wie d e  r R e s  c h 1 e 11 n i g u  n g s -  
p o l  j e d e s  G l i e d e s  i n  B e z u g  a u f  j e d e s  a n d e r e  G l i e d  d e r  K e t t e  
construirt werdcn kann. 

Die folgenden Untersuchungen sollen die L6sung dieser F rage  vor- 
bereiten; sie sollen zeigen, wie man  den resultirenden Beschlounigungspol 
eines Systems finden k a n n ,  das eine bekannte Eigenbewegung besitzt und 
überdies gezwungen wi rd ,  die Bewegung eines fremden Systems mitzu- 
machen. 

1. Der Beweçungszuçtand eines ebenen Systems 2', sei  durch Angabe 
des Drehpoles O,, des Wendepoles O,, des Resehleunigongspoles Gz, der  

do 
Winkelgeschwindigkeit w 2  und der  Winkelbeschleunigung A, = 2 vollstiindig 

d t 
bekannt (Fig. 1). 
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Dieses System, das geführrte, werde gezwungen, die Hewegung einee 
anderen Systerns Z1, des führenden, mitzumachen. Die Bewegiing dieses 
letzteren sei durch die hngabe der amlogen Punkte und Intensitaten 

dw 
O, J, G,, w,, 1, = 2 vollstandig bestimrnt. 

d t  
Es sei der Beschleunigungspol G der resultirenden Bewegung dee 

Systerns Z2 zu bestimmen. Die Losung ist folgends: Man suche zuerst 
den Drehpol O und den Wendepol J der resultirenden Bewegung, ziebe 
Uber OJ alu Durclirnesser den Wendekreis und construire den Winkel 
J O  G = c p ;  irn Schnitte der Linie O G mit dem Wendekreise liegt der ge- 
suchte Besühleunigungrpol G (vergl. Fig. 3). 

Die Bestimmung des Wendepoles J habe ich in meiner Abhandlung: 
,,Die Wendepole der absoluten und relativen Bewegungu ge1ehrt.-an 
ziehe die Linien O, Jz, O, J , ,  O J 2 ,  ferner 

O E ] ~ O , J , ,  O L I I O , J , ,  L J f N I I O , O , ,  NJOIIHL, 

dariu liefert der Sclinitt der Linien B K  und N J O  den Puukt  JO, das ist 
den resultirenden Wendepol bei Ausserachtlassung der Winkelbeschleunig- 
ungen A, und A2. Der wirkliche Wendepol J licgt mit JO in einer Senk- 
rechten auf 0,O2 und zwar k t ,  wie ich a. a. O. gezeigt habe, 

worin w = w, + w, die resultirende Winkelgeschwindigkeit, A = A, + 1, 
die resultirendo Winkelbeschleunigung und b die Strecke O B  bedeutet 
(Fig. 4),  wobei die Funkte O und B die barycentrischen Ausdrücke besitzen: 

' D O =  w,O, + w,O,. AB= A,0, + &O,. 
Beachtet man die aus Obigein folgenden Relationen: 

a, : a,: a = CO,: w,:  CO, 

worin Ol O = a,, O O2 == a,, 0,0, = a bedeuten ; ferner die bekaunten 

Beziehungen : 
A Al Az 
- = talzg pl = fang y,, W ,  = t a ~ g  cp,, 
08 2 

worin g> ql p, die winke l  JO G, JI O, G,, J2 o l G ,  beÿeichnen, so ergeben 
sich die Gleichungen : 

1) &ang ty = wZ1. tang cp, + w Z 2 .  tang cp,, 

* Zeitschrift fiir Mathcmatik und Physik 36. Bd. 
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3) a2. tang cp = a', . trzng cpl + a',. tang 9, , 

4) b .  a2. fang 9 = a, a2, tang p, + a, a2, tang p,. 

Diese Relationen ktinnen zur Construction von b und  cp zweckmLssig 
in folgender Weise verwendet werden (Fig. 1). Man übertrage die B6gen 
F, El = G, JI, F,X2 = G, J ,  und zicho die Linien El O, und E, O, bis zu 

den Schnitten 1 und 2 mit einer Geraden, die im Punkt,e V auf O, 0, 
senkrecht errichtet wird. V ist der Vertauschungspunkt der Strecke O, O O,, 
das heisst , es ist:  O,V= a,, V O ,  = a,. 

E3 ist dann 
8 1 - a , . t a n g ~ , ,  V 2 = a l . t a n g ~ ,  

und 
1 1 

Fliiche 0,12 0, = a2, tang 9, + - aa, . tang q2. L 2 

Zieht man nun 23 1 1  0,l , 34 1 1  0,0,, so ist nach 3) 

somit 
d): (4 O, O,) = <p. 

Zieht man ferner 25 1 0 , 0 , ,  5B 1 1  4 0 ,  so erhalt man auf 0,0, den 
Punkt B und damit die Strecke b. 

Errichtet man nun CB I O, Op und zieht C O E  1 1  40,, so ist 

B C =  b . t a n g 9  = /3 = J J O .  

Hierdurch k t  der resultirende Wendepol J bekannt. Beschreibt man 
über O J als Durchmesser einen Kreis und tibertragt den Bogen FE= J G ,  
so hat man damit den resultirenden Beschleunigungspol G gefunden. 

2. Die irn vorigen Artikel angcgebene Construction dos Boschlounigungs- 
poles ist zwar sehr einfach, verlangt aber die Cebertragung von Winkeln, 
wes wohl umgangen werden kann. 

Es sol1 deshalb hier noch eine andere Construction des Beschleunigungs- 
pole3 mitgetheilt werden, welche diese Gebertragung tiberflüssig macht 
und bei welcher auch die Construction des Wendepoles JO und der 
Strecke b vermieden werden kann. 

Zieht man (Fig. 2) El J, A, I I  O, O, und bringt diese Gerade zum 
Schnitte El mit Fl G,, der Linie, welche den Beschleunigungspol G, mit 
dem zweiten Schnittpunkte FI des Wendekreises mit der Polgeraden 0,0, 
verbindet, fallt El i, 1 A1O bis zum Schnitte il mit der Geraden J, FI 1 O, Oz, 
so ist J, i, = a,. tung T,. 

Führt man dieselbe Construction am zweiten Wendekreise durch, so ist 

J, i, = a,. tang p,. 

Es kann nun gezeigt werden, dass der resultirende Wendepol J den 
barycentrischen Ausdruck besitzt: 
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w e J =  roZ1il+ M ~ ~ ~ ~ + ~ W ~ W , . O ~ ,  

dag heisst, dass e r  aus den Punkten i,i,O, durch dieselbe Construction 
gefunden werden kann, wie J O  aus JI J,O, gefunden wurde. Reachtet 
man nBrnlich, dass JQen barycentrischen Ausdruck besitzt 

dJO = w2, J1 + w2, J2 + 2 mi w, O, 

und bezeichnet die Abstande der Punkte Jl J, J O ,  i, i, J von der Polgeraden 
0,0, mit p,p,p , g, q,p, so liefort die Differenz obenstehender Ausdrücke~ 

( 4  - p ) u 2 =  (41 - ~ l ) . w ~ i +  ( ! l 2 - - ~ 2 ) . ~ ~ 2 ,  
oder, da 

q - p = d J O = b . l a n g ~ ,  ~ l - p l = J , i l = a l t a n g ~ , ,  

qO-Pz= JG2 = a2.tangcp,, 

6 .  w2. tang cp = a, wZl tang 9, + a, w" tang y,, 

welche Gleichung mit 2) iibereinstimmt. 
Man construirt also zunachst die Punkte i,Z, und aus ihnen auf ge, 

wijhnlichem Wege den Wendepol J; die Construction der Strecke JP 
entfüllt. 

Um den Reschlennigungspol G zweekmassig zu construiren, 11each.e 
man nun folgenden Hilfssatz, auf den ich schon bei anderer Gelegenliei: 
aufmerksam gemacht habe :' 

Bemegen sich lz mit den Gewichten pl. . . pn behaftete Punkte in 

einer Ebene derar t ,  dass sie stets in einer parallel zu sich fortrückenden 
Geraden verbleiben , jeder derselben aber eine beliebige , gegen die erat. 
genannte unter dem Winkel un geneigte Gerade beschreibt, so bewegt sich 
der Schwerpunkt dieser Punkte ebenfalls in  einer Geraden, für deren 
Neigung a zur fortrückenden Geraden die Beziehung besteht: 

cotang LX. 2pn = 2 . pn . cotang a,. 

Dicscr Hilfssatz gestattet im vorliegenden Palle cine bemcrkenswerihe 
Anwendung. Bezeichnet man (Pig. 2) mit FFlF2 die zweiten Schnittpunkie 
der Wendekreiso mit der Polgeradcn O, O,, so ist  P der Schwerpunkt der 
Punkte F, 3, O,, wenn in ihnen die Gewichte w2,, w2,, 2 m, w, angebrach: 
werden; denn zu allcn Wcndcpolen J, J,, die beziehungsweise auf den Geraden 
J,q, J,F2 angenommen werden, liegt der resultirende Wendepol auf cer 
Geraden JF. 

Zieht man nun die Geraden Fl G, , F2 G,, O, A, und lasst die Pol. 
gerade O,0, parallel z i ~  sich fortrücken, sncht i n  irgend einer neuen Lqe 
derselben ihre Schnittpunkte D1D2Do mit den eben erwalinten Geraden und 
bringt in ihnen die Gewichte wZ1, w",, 2w, w, a n ,  so gilt für die Gerade 
in welcher der Schwerpunkt D dieaer drei Punkte liegen muss, nach obigeir. 
Bilfssatze die Gleichung : 

* ,,Deber fileichzeitige Bewegungen eines ebenen SgstemsiL, Zeitschrift iir 
Mathematik und Physik 33. Bd. 
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m2 cotalzg cu = dl cotang LY, + wZ2. cutaw a2 f 2 ml w2 cotang a,, 
oder : 

w! ceotaag CY = wZ,. talzg cp, + m2, .tang <pz. 

Vergleicht man hiermit Gleiühung l), so folgt cr = 90 - rp, des heisst, 
die Gerade DF,  in der sich der Schwerpunkt D bewegt, geht durch den 
neschleunigungspol G. 

Die Bestimmung des Punktes D aus D,n,Do kann in folgender Weise 
vorgenommen werden (Fig 5) : 

Man suche die Schnittpunkte: 

SI von O, Dl und 0, Do,  

82 . OlDO ll 

R, " 0 4  n DlD,, 

R ,  n 082 ll Dl& 

n O,& n 

D n O T  n D,D,, 
dann ist B der gesuchte Schwerpunkt; denn es bestehen mischen den 
Punkten die barycentrischen Ausdrücke: 

= w,O, + %O,, 
~ R , = ~ , B , + w ~ D ~ ,  w R 2 = ~ , D O + m g D Z 1  

LOD = w,Rl + w8R2, 
~om,t oz U - wZ1 DI + w2,D2 + 2 O, wiD0. 

Diese Construction wird besonders einfach, wenn man die Polgerade 
bis zum Schnitte von zweien jener drei Geraden Dl F I ,  D,F,, D,O2 ver- 
çchiebt, 8. B. bis C, C, (Fig. 2); hier fallen C,C,R, zusammen und es ge- 
nügt, folgende Schnittpunkte zu bestimmen : 

S, von O, Cl und 0, C,, , 
RI . O 8, " Cl c2 , 
7' n 0,R, , Oz%, 
c n O T  " ClC2, 

dann ist C ein Punkt  der Linie D F ,  die durch den Beschleunigungs- 
pol G geht. 

Die Construction dieses Poles nimmt also folgenden VerIrtuf: Man 
suche auervt die Punkte i l i2 ,  sodann den Wendepol J und ziehe den Wende- 
kreis liber O J. Hierauf ermittle man den Punkt  C (oder allgemein B)  
und verbinde ihn mit 3, dem zweiten Schuittpunkt des Wendekreises mit 
der Polgeraden ; dann schneidet C F  diesen Kreis im Beschleunigungspol G. 

3. Ausser dem Wendekreis, dessen Piinkte keine Normalbeschleunigung 
besitzen und deshalb Wendepunkte ihrer Bahnen durchlaufen, dient noch 
ein aiiderer Kreis dazu, den Bewegungsznstand eines ebenen Systems in 
ganz ausgezeichneter Weise darzustellen. Es ist dies der zweite der 
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B r e s s e'schen Kreise (Gleichenkreis nach B u r m e s  t e r  *, Tangentialkreis nach 
P r  o c  11"). Die Punkte dieses Kreises bositzcn keine Tangentialboschleunig- 
ung und legen somit in  zwei aufeinander folgenden Zeitelementen gleiche 
Wegelemente zurück. 

Der Tangentialkreis enthalt den Drehpol O und den Beschleuuigunga 
pol G (Fig. 3) ; sein Mittolpunkt liegt auf der Polt.angcnte und schneidet 
diese ausser in O in einem zweiten Punkte 8, den wir T a n g e n t i a l p o :  
nennen wollen. 

Zwischen den Durchmessern des Wendekreises d und des Tangential- 
kreises e besteht die Beziehung: 

5) d m 2 =  e l .  

Der Tengentialpol spielt bei der Bestimmung des Reschleunigungslioles 
eine ahnlich wichtige Rolle, wie derwendepol. Auf diesen Punkt hat zuerst 
W. Sc h e I l  aufmerksam gemacht ***; er nennt ihn Mittelpunkt der Winkel. 
beschleunigung. 

Es sol1 hier die Aufgabe gel6st werden, den Tangentialpol H der  
resultirenden Bewegung zu finden, wenn die Tsngeritialpole Hl und H, 
der ftihrenden und der geftihrten Bewegunp gegeben sind. 

Der Tangentialpol ist jener Punkt ,  um welchen die augenblicklich 
auftretcnde Winkelbeschleunigung zu drehen sucht. 

Die um Dl auftretende Winkelbeschleunigung ,il (Fig. 6) kann i n  
folgender Weise ersetzt werden : 

a) durch eine Translationsbeschleunigung elAl in  der Richtung des 
Wendedurchmessers O,  JI = d, und 

b) durch eine Winkelbeschleunigung A, um O,. 
Ebenso kann die um El, auftretende QTinkelbeschleiinigung I ,  ersetzt 

werden : 
c) durch eine Translationsbeschleunigung e,A, in der Richtung des 

Wendedurchmessers Op J,  = d, und 
d) durch eine Winkelbeschleunigung A2 um O,. 

Anderseits sind beide Winkelbeschleunigungen A, und A, zusammen 
einer dritten A = ill + A2 um A %quivalent, wobei A den baryccntrisehen 
Ausdruck hat : kA=  ,i,H,+ L,H,. 

Die Winkelbeschleunigung 1 um E kann in folgender Weise ersetzt 
werden : 

e) durch eine Translationsbeschleiinigung - y .  A senkrecht zu AH = y,  
f )  durch eine Tran~lationsbeschleuni~ung e l  in der Richtung des 

Wendedurchmessers O J  = d , 

* 1,ehrbuch der Kineinatik S. 809. 
** Cidingenieur 187'2. 

*** Zeitschrift für Mathematik und Physik 19. Jahrgang. 
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g) durch eine Translationsbeschleunigung b A ,  senkrecht zu OB= b und 
h) durch eine Winkelbesühleunigung rl um B. 

Die unter a) bis d) angeführten Beschleunigungen müssen den unter 
e) bis h )  aufgezahlten #quivalent sejn; nun sind aber in Folge des Aus- 
druckes AB = A,0, + A , 0 2  

die unter b) und d )  erwahnten ohnedies der unter h) angeflihrten Be- 
schleunigung aquivalent; es miissen also auch die Translationsbeschleunig- 
ungen a) und c) jenen e), f )  und g) aquivalent sein, das heisst, es 
muss die Gleichheit der geometrischen Summen bestehen : 

Benützt man die imaginiire Einheit i, um anzudeuten, dass die 
Strecke i b  durch Drehung der Strccke b um 90° in1 Sinne der Winkei- 
beschleunigung A  entsteht, so ist mit Derufung auf Gleichung 5): 

Vergleicht man hiermit die in meiner Abhandlung: ,,Die Weiidepole 
der absoluten und relativen Rewegungu gegebene Gleichiing 2): 

so folgt unmittelbar: W l  W Z  - a1 a2 , f y = a .- 
A a I.  

u n d  zwar ist diese Strecke senkrecht zur Polgeraden O,O,= a. 
Hieraus folgt der Satz: 

D e r  T a n g e n t i a l p o l  ZT d e r  r e s u l t i r e n d e n  U e w e g u n g  
l i e g t  i n  e i n e r  S e n k r e c h t e n ,  d i e  m a n  a u s  d e m  T h e i l u n g s -  
p u n k t e  A d e r  G e r a d e i i  HLH2 a u f  d i e  P o l g e r a d e  0,0, fiillt. 

D e r  T h e i l u n g s p u n k t  A t h e i l t  d i e  S t r e c k e H , Z 2  i m  u m -  

g e k e h r t e n  V e r h l i l t n i s s  d e r  W i n k e l b e s c h l e u n i g u n g e n  A l l e .  

Dieser Satz kann mit Vortheil zur Construction des Beschleunigungs- 
poles verwendet werden. 

Zieht man namlich in Figur 1 B D  1 O 1 H ,  bis ziim Sclinitte mit 
O,n,, sodann D A  11 O,H, bis zum Schnitte mit Hl H 2 ,  so ist A der 
Theilungspunkt und die von ihm auf 0,0, gefiillte Senkrechte trifft die 
Poltangente OH 1 0 J  im Tangentialpol H der resultirenden Bewegung. 

Sind beide Bewegungen, die führende wie die geführte, dauernde 
Rotationen, so fallen die Wendepole und Tangentialpole mit den zu- 

gehorigen Drehpolen zusammcn. Dcr Thcilungspunkt A fgllt dann nach B. 
Dieser Specialfall hat insbesondere Bedeutung für kinematische Ketten; 

wie hier die Tangentialpole zu construiren sind, sol1 in ciner folgenden 
Arbeit gezeigt werden. 

4. Zum Schlusse m6ge noch der Reweis erbracht werden, dass die 
angegehene Construction des Beschleunigungspoles einer zusammengasetzten 
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Bewegung i n  volliger Uebereinstiminung steht mit dem Co r i  O 1 is'schen 
Satze iiber dic Beschleunigung der relativen Bewegiing einos Punktes. 

E s  seien wieder (Fig. 7) 0,0, O ,  JI J2 J, G l G 2 G  die Drehpole, Weade- 
pole und Beschleunigungspole dreier Bewegungen: der führenden, der ge- 
fiihrten und der resultirenden aus beiden. 

Ncnnt man die Abstznde eines beliebigen Punktes X der Ebene van 
den drei Drehpolen Q ~ Q ~ Q ,  von den drei Beschleunigungspolen rlr,r ,  so  

is t  die l3eschleunigung y des Punktes lll zussmrnengeçetzt aus r u 2  in der 
Richtung N G  und aus rA senkrecht zu Z G ,  oder 

- 
y =  r .w2- i .FA.  

Diese beiden Beschleunigungen konnen in folgender Weise in Corn. 
ponenten xerlegt werden : 

r d = m e +  d m 2 +  ~ ( r . w ~ ,  

rA = TB.A-6.1 + OG.A, 
somit - 

y = @w2+ dm2+ J ~ . W ~ - ~ . X @ . A  f i b l - i . 0 G . A .  
Nun ist - - A 

J G  = i .  O G .  tafi11 cp = i .  O G  
;:,I 

sornit - 
J G . ~ -  i.m.a = 0. 

Ferner ist 
N B  . rl = Q, I l  + e 2  La, 

endlich nach vorigein Artikel : 

Die geometrische Summe,  welche y darstellt, geht sornit über in: 

Nun ist aber die Beschleunigung des Punktes M in Bezug auf das 
ftîhrende System : 

- - 
y ! = ? ,  m2, - iF1i l= Firu")+ d d i w Z 1 +  L71G1~21-ielA,-i.0,G, .a ,  

und da  auch hier gilt: - 
J ~ G ~ . W , ~ - ~ . ~ G ~ . A ~ =  O, 

- 
Y i = I  w," f , W 2 1 - i ~ . ~ l .  

Ebenso ergiebt sich für die Beschleunigung des Punktes im geführt~c 
System: - . - 

Y 3  = & mZ2 + d2 me2 - 2 9 , .  A,, 
somit bleibt 

Y = Y , + y , + 2 & . w , ~ , ,  
der bekannte Satz von C o r i o l i s .  
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Ueber einige besondere Curven des drittcn Grades 

und solche der dritten Klasse. 

Von 

BEXEDIKT SPOKEX 
in Ulm a, D 

1. Sind die Kegelschnitte C2 eines Büschels von Kegelschnitten, 
B(C2) durch vier Grundpunkte p l ,  p , ,  p,  und p, und zwei beliebige Ge- 
raden G und IE gegeben, so bestimmt jeder Kegelschnitt C2 auf der 
Geraden G zwei Punkte x, und X, und auf der Geraden ZI zwei Punkte y, 
und y,. Durch irgend einen Kegelschnitt CZ sind dadurch vier Gerade xy, 
nimlich die Gcraden x, y,, x, y,, x2 y, und x, y,, bestimmt, und zwar gehen 
durch jeden Punkt x auf der Geraden G zwei Gerade xy, die im 811- 
gemeinen von G verschieden s ind;  die Gerade xy fsllt aber auch einmal 
auf die Gerade G selbst und zwar für  den Punkt  x = xo, den der Kegel- 
sclinitt C2, des Büschels durch den Schnittpunkt a =yo der Geraden G 
und H mit G ausserdem gemein hat. Ebenso fallt xy auch einmal auf 
die Gerade G ,  oder wir erhalten: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n x y  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  d r i t t e n  K l a s s e ,  
K3,  mit  G u n d  H a18 e i n f a c h e n  T a n g e n t e n ,  u n d  z w a r  w e r d e n  
die l e t z t e r e n  v o n  d e r  C u r v e  E3 i n  d e n  P u n k t e n  b e r ü h r t ,  i n  
denen d e r  K e g e l a c h n i t t  CZ0 d e s  B U a c l i e l s ,  d e r  d u r c h  d e n  
S c h n i t t p u n k t  a d e r  G e r a d e n  G u n d  H g e h t ,  d i e s e  n o e h m a l s  
scbneid e t .  

2. Von der Curve XS lassen sich (ausser den Geraden G und H) eine 
Reihe von Tangenten angeben oder leicht xeichnen, so z. B.: 

n) Die Tangent.e des Kegelschnitts C2, im Punkte a. 
j3) Die sechs Verbindungslinien der vier Grundpunkte p l ,  p z ,  p, 

und p4. 
y) Die Geraden xy ,  die durch die zerfallenden drei Kegelschnitte 

des Büschels bestimmt sind. 
Ueberdies konnen die Schnittpunkte der Ortscurve E b i t  jeder der 

Geraden G und H bestimmt werdeu. Die mit der Geraden G sind die vier 
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Piinkte, in  denen die zwei Kegelschnitte des Büschels, welche die GeraCe 
H berühren, die Gerade G schneiden. F ü r  jeden dieser vier Schnittpunkte 
fallen namlich zwei Geraden xy  auf einander und die Tangenten in diesen 
Punkten a n  K"shneidei1 sich elso zu zweimal zwei auf G ,  oder wir finden, 
dass die Tangenten in diesen Punkten an E 3  paarweise durch die Doppelpunkte 
der Involution auf H gehen, die auf fI durch die Schnittpunkte der Kegel- 
schnitte C2 bestimrnt ist. Gleiches gilt auch fiir die Gerade H. 

3. Irgend zwei Kegelschnitte C e  bestimmen im Ganzen acht Geraden 
xy, welche mit den Geraden G und H zusammen zehn Tangenten der 

Curve K 3  sind und wir sühliessen daraus,  das wir dieselbe Curve K 3  er- 
halten, wenn wir durch die vier Punkte 2 x  und 2y auf dem ersten Kegel- 
schnitt Cg  einen beliebigen Kegelschnitt N" und ebenso durch die vier 
Punkte 2 2  und 2y auf dern zweiten Kegelschnitt eiuen beliebigen Kegel- 
schnitt M" legen und nn Stelle des Kegelschnittbüschels B ( C 2 )  das durci 
die Kegelschnitte M 2 ,  und N Z 2  bestimmt,e Büschel setzen. Die Curve K 3  
ist also nichts Anderes, als die Einhullende der zerfalleiiden Kegdschnitte 
des Netzes, das durch zwei Kegelschnitte C2 und die Geraden G und H, 
zusammen als Kegelschnitt angesehen, bestimmt ist;  Es i s t a l so  d i e  
C a y l e y ' s c h c  C u r v e  d i e s e s  N e t z e s .  

4. Die Kegelschnitte irgend eines Büschels B(C2) bestirnmen auf einem 
Kegelschnitt N 2 ,  der dem Btischel nicht angeliort, Gruppen von vie1 

Punkten a ,  deren sechs Verbindungslinien die zum Netz, das durch N :  
und das IIüschel bestimmt is t ,  gehorige Curve K 3  umhtillen. Sol1 die 
Mitte einer Sehne des Kegelschnitts Ne auf  einer Geraden L gelegen sein, 
so ist aber der Ort dieser Sehne eine Parabel Pz.  Diese hat mit der Orte 
ciirve KY im Allgemeinen sechs Tangenten gemein und auf einer beliehigen 
Geraden L liegen also im Allgemeinen die Mitten von sechs Sehnen, die  
N2 mit Kegelschnitten des Büschels gemein h a t ,  oder: 

D e r  O r t  d e r  M i t t e n  a l l e r  S e h n e n ,  w e l c h e  d i e  Kegelschnitte 
d e s  B U s c h e l s  B ( C 2 )  m i t  i r g e n d  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  Ne  gem~:n  
h a b e n ,  i s t  e i n e  C u r v e  d e s  s e c h s t e n  G r a d e s  P. 

Die Tangenten der Curve K 3  sind zu drei und drei parallel und es 
liegen also die Mitten von je drei parallelen Sehnen auf einem Durch. 
messer von N 2 .  Da durch den Mittelpunkt von NZ ebenfalls drei Tangeu!ea 
von K 3  gehen,  so ist dieser dreifacher Punkt  des Ortes S6. Fur jeiie 
Sehne parallel einer Asymptote von S2 fallt die Mitte auf die unendlich ferne 

Gerade G,, d m  heisst, die Curve S6 hat  in den unendlich fernen Punk:en 
des Kegelschnittes N Z  mit diesem drei Punkte gemein. In  den seitereg 
sechs gemeinsamen Punkten von S G  und N a  wird Na von je einem Kegel- 
schnitt C2 berührt und es giebt also auch im Allgemeinen immer seck 

Kegelschnitte eines Büschels, die cinen dem Rüschel nicht angehtirigrn 
Kegelschnitt C e  bertihren. Von der Curve S6 lassen sich weiter noch dl  

18 Punkte bestimmen, die Mitten solcher Sehnen von N 2  mit je cinem d u  
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zerfallenden Kegelschnitte des Btischels sind. Tritt  a n  Stelle des Kegel- 
schnitts N z  ein Geradenpaar, so bortihrt die obengonannte Parabel Pa die 
Geraden und Px und K 3  haben ausser diesen nur noch vier weitere Tangenten 
gemein, das heisst, S 6  zerfiillt i n  dicse Geraden und eine Curve des vierten 
Grades S4. 

5. 1st &as Blfschel Kegelschnitte B(C2)  ein Biiychel doppelt berührender 
Kagelschnitte, so erleiden die Curven E3 und S6 folgende Aenderungen: 

r c )  Die Curve E q a t  die gemeinoame Berllhrungssehne R zur Lhppel- 
tangente, und berührt ausserdem die gemeinsamen Tangenten in den I3e- 
rtihruugspunkten. Uurch irgend vier Punkte 22: und 29 auf den Geraden 
G und XI ist dann allemal ein neues Büschel von Kegelschnitten B(C\) 
bestirnmt und jeder dieser Kegelschnitte C2, bestimmt auf der Geraden R 
zwei Piinkte, die die gemeinschaftliehen Berbhrungspunkte eines Biischels 
doppelt berllhrender Kegelschnitte des Netzes sind, und die Ortscurve E3 
kann jetzt durch die Tangenten erzeugt werden, die man a n  die einzelnen 
Kegelschnitte C2, in ihren Schnitten mit R ziehen kann. Die Curve K S  
ist also dann die besondere Curve, die wir bercits frtiher (siehe diose 
Zeitschrift Bd. 38 S. 34-47) eingehender untersucht haben. 

1st insbesondere die Bertihrungssehne R die unendliüh ferne Ge- 
rade G,, die Gerade G,  also der Ort aller Asymptoten eines Büschels 
B ( C S , )  , so beriihrt die Curve E3 die Gerade G, in zwei Punkten. Xudem 
bat aie auch die beiden Asymptoten irgend eines Kegelschnitts N 2  des 
Netzes zu Tangenten. Ihre gemeinschaftlichen sechs Tarigenten mit der 
Parabel P2 (siehe 4) bestehen also aus der doppelt zu ziihlenden Geraden 
G, und den beiden Asymptoten des Kegelschnitts N%nd zwei weiteren 
Tangenten. Die zu dem Kegelschnitt N s  des Netzes gehorige Curve S6 
zerfillt also in die doppelt zu zahlende Gerade G,, die beiden Asymptoten 
von N q n n d  eine Curve S2, das heisst, wir haben: 

D a s  B ü s c h e l  K e g e l s c h n i t t e  B(Ce,) ,  d a s  d u r c h  z w e i  G e -  
r a d e n  a l s  A s y m p t o t e n  b e s t i m m t  i s t ,  h a t  m i t  e i n e m  f e s t e n  
K e g e l s c h n i t t  S e h n e n  g e m e i n ,  d e r e n  M i t t e n  a u f  e i n e m  K e g e l -  
s c h n i t t  S P  g e l e g e n  s i n d .  

Irgend ein Kegelschnitt dieses Büschels bestimmt auf dern Kegel- 
schnitt hi2 vier Punkte p und die drei Verbindungslinien der Mitten der 
Gegenseiten des vollst&ndigen Vierecks diescr Punkte q schneidon sich dann 
allemal in einem Punkt  S und halbiren sich in diesem Punkt ,  und zwar 
kt der Punkt S der Schwerpunkt der Punkte q. Diese drei Verbindungs- 
linien sind aber zugleich Sehnen des Kegelschnitts Se und der Punkt  S 
muss nothwendig Mittelpunkt dieses Kegelschnitts sein, oder : 

J e d e r  K e g e l s c h n i t t  Ce,  d e s  B t i s c h e l s  B ( C " ) ) ,  d a s  d u r c h  
zwei G e r a d e n  a l s  g e m e i n s a m e  A s y m p t o t e n  b e s t i m m t  i s t ,  b e -  
s t immt  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  N Z  v i e r  P u n k t e ,  d i e  e i n e n  u n -  
v e r a n d e r l i c h e n  P u n k t  S zum S c h w e r p u n k t  h a b e n .  

Zeitachrift f. Yathomntik u. Physik. 40 Jahrg. 1895. 3 Heft. 11 
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Sind also irgend zwei Kegelschnitte Na und Ca gegeben und halten 
wir den einen dieser Kegelschnitte, etwa N 2  fest ,  und lassen den andern 
sich Bndern, doch so ,  dass e r  seine Asymptoten beibehtilt, so bestimmt er 
auf N2 immer vier Punkte q ,  die denselben Punkt  S zum Schwerpunkt 
habcn. Halten wir ebenso den Kcgclschnitt C 2  fest und lasscn glcicher- 
weise den Kegelschnitt N 2  sich gndern,.  so dass die Asymptoten dieses 
Kegelschiiitts dieselben bleiben, so folgt,  dass auch jetzt die vier gemein. 
schaftlichen Punkte des Kegelschnitts N h i t  dem Kegelschnitt Ce dieselben 
bleiben, oder, dass wir jedeu der Kegelschnitte Na und C2 durch einen 
anderen ersetzen dürfen, der jedoch mit N2 resp. C2 die Asymptoten ge. 
mein hat. Solche Kegelschnitte sind aber auch die Aeymptotenpaare von 
N2 und C2 selbst; das heisst, wir finden: 

D e r  S c h w e r p u n k t  d e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  P u n k t e  xweier 
K e g e l s c h n i t t e  f a l l t  m i t  d e m  S c h w e r p u n k t  d e r  v i e r  P u n k t e  
z u s a m m e n ,  w e l c h e  d i e  A s y m p t o t e n  d c s  e i n c n  Kege lschni t t a  
a u f  d e n  A s y m p t o t e n  d e s  a n d e r e n  b e s t i m m e n .  

Da wcitcr concentrische Krcise ebenfalls ein Büschel von Kcgelschnitten 
sind, die auf der unendlich fernen Geraden G,  sich doppelt berühren, é o  

folgt deraus noch : 
B e s c h r e i b t  m a n  u m  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  a l s  Mit telpunkt  

b e l i e b i g e  K r e i s e ,  s o  h a b e n  d i e  v i o r  P u n k t a ,  d i o  j e d e r  dieser 
K r e i s e  m i t  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  g e m e i n  h a t ,  e i n e n  f e s t e n  Punkt 
z u m  S c h w e r p u n k t .  

Der Kegelschnitt SZ wird für diesen Pal1 zur gleichseitigen Iiyperbel, 
dic auch durch die Fusspunkte dcr vicr vom Kreismittelpunkt auf den 
Kegelschnitt gefillten Lothe, den Kreismittelpunkt, den Mittelpunkt des 
Kegelschnitts und durch die unendlich fernen Punkte der Achsen des 
letzteren geht. 

II. 
1. Sol1 ein Kegelschnitt durch drei Punkte a ,  b ,  c gehen und ge. 

gebene Acbsenrichtungen haben, so geht er stets noch durch einen Punkt6 
auf dem Umkreis des Dreiecks a b c ;  alle Kegelschnitte, welche den ge- 
gebenen Bedingungen gehorchen, bilden also ein Btischel B(C" )von 
Kegelscbnitteii und der Ort der Mittelpunkte aller dieser Kegelschnih 
ist eine gleichseitige Hyperbel H" deren Asymptoten den gegebenen 
Achsenrichtuiigen parallel sirid.* Diese Hyperbel H 2  geht durch die 
Mitten der Seiten des Dreiecks a b c  und den Mittelpunkt des Urnkreise' 

* Es folgt dies aus dem Umstand, dans die Seiten eines Kreisvierecka, da; 
einem Kegelschnitt einbeschrieben ist, gegcn die Achsen desselben gleich geneid 
sind; der Ort  der Mittelpunkte der Kegelsûhnitte dee Biischcls durch die vit: 

Ecken des Kreisvierecks ist dann nach einein bekannten Satz eine gleichaeitige 
Hyperbel, die durch den MitJtelpunkt des Kreises als eines Kegelschnitts de. 
Büschels geht. 
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des Dreiecks abc. Geben wir also den Achsen aller Kegelschnitte durch 
die Punkte a b c  nach und nach alle Richtungen, so gehort zu jeder 
Richtung eine Hyperbel H 2  und alle diese Hyperbeln HZ bilden ein 
Büschel B(ZIZ) von gleichseitigen Hyperbeln durch vier Punkte. Unter 
allen diesen Kegelschnitten sind aber auch Parabeln mit inbegriffen und 
zwar sind die Achsen dieser Parabeln die Asymptoten dieser Hyperbeln Hz.  
Diese Achsen urnhiillen also eine Curve der dritten Klasse mit G, als 
Doppeltaugente, oder wir finden: 

D e r  O r t  d e r  A c h s e n  a l l e r  P a r a b e l n ,  d i e  d u r c h  d r e i  P u n k t e  
gehcn,  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  d r i t t e n  K l a s s e  P 3  m i t  G, a l s  D o p p e l -  
t angente .  

2. Jede der Hyperbeln H z  bestimmt auf einer festen Geraden G zwei 
Punkte X ;  ziehen wir durch diese Punkte x Parallelen zu den Asymptoten 
der Hyperbel, BO erhalten wir (nach I., 1) als Ort dieser Parallclen eine 
Curve der dritten Klasse mit G und der Geraden G, als eiufachen 
Tangenten, indem die Gerade G, an Stelle der Geraden H getreten ist! oder: 

So l l  e in  K e g e l s c h n i t t  d i i r c h  d r e i  P u n k t e  g e h e n  u n d  s e i n e n  
N i t t e l p u n k t  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  
Achsen a l l e r  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e  C u r v e  d e r  d r i t t e n  K l a s s e K 3 ,  
m i t  de r  G e r a d e n  G u n d  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  a l s  e i n -  
fachen T a n g e n t e n ,  u n d  d i e  v i e r  A s y m p t o t e n  d i e s e r  C u r v e n  
schne iden  s i c h  z w e i m a l  zu z w e i e n  r e c h t w i n k l i g  a u f  d e r  G e -  
raden G i n  d e n  D o p p e l p u n k t e n  d e r  I n v o l u t i o n ,  d i e  d u r c h  d i e  
g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l n  d u r c h  d i e  d r e i  P u n k t e  a u f  d e r  G e -  
raden G b e s t i m m t  i s t .  D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  C u r v e  E3, 
m i t  den G e r a d e n  G u n d  G, s i n d  d u r c h  d i e  H y p e r b e l  b e s t i m m t ,  
die d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  b c i d e n  G e r a d e n  G u n d  G, g e h t ,  
das h e i s s t ,  d i e  G e r a d e  G w i r d  v o n  ES, i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  
den D o p p e l p u n k t e n  o b i g e r  I n v o l u t i o n  u n d  d i e  G e r a d e  G, i n  
einem P u n k t e  b e r l i h r t ,  d e s s e n  R i c h t u n g  s e n k r e c h t  z u r  R i c h -  
t u n g  d e r  G e r a d o n  G is t .  

Und hieraus : 
S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d r e i  P u n k t e  abc u n d  e i n e  s e i n e r  

Achsen d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  p g e h e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  
seines M i t t e l p u n k t e s  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  P 3  m i t  p 
als D o p p e l p u n k t .  

Durch jeden Punkt p gehen namlich drei Tangenten des Ortes E3, ,  
oder auf G liegen drei Punkte ,  die Mittelpunkte von Kegelschnitten sind, 
von denen eine Achse durch p geht. Auf jeder Geraden durch p liegt 
ferner nur noch ein Punkt von P" , indem jede solche Gerade Achse 
eines einzigen Kegelsehnitts durch a b c  ist , der Punkt p is t  also Doppel- 
punlit von PY1 und zwar wird er eu einem solchen für  den Kegelschnitt 
durch a b c ,  der p zum Mittelpunkt h a t ,  und die Achsen dieses Kegel- 

I l *  
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schnitts sind Tangenten an P3,, und die Tangenten an P3, im Doppel- 
punkt stehen also senkrecht auf einander. 

3. Von den Ortscurven P3,  Es1 und P 3 ,  lassen sich eine Reihe voc 
Tangenten resp. Punkte a,ngeben oder doch leicht bestimmen, so: 

a )  Die Curve P3 berührt die Verbindungslinien der Mitten der Seiten 
des Dreiecks a b c ,  in dem jede dieser Geraden als Achse einer Parabel 
durch a b c  angesehen werden kann, die aus zwei parallelen Geraden be. 
steht; ebenso bertihrt die Curvo PS dio Halbirungslothe der Seiten des 
Dreiecks a b c  und zwar ist jede dieser Gerade Achse einer eigentlicten 
Parabel durch n b c. Die gleichseitigen Hyperbeln H z  bestimmen weiter 
auf G, eine Rechtwinkel- Involution und die Curve P 3  berührt G,  in den 
Doppelpiinkten dieser Involution, also in clen unendlich fernen Kreispunkteii 
auf G,. Die Mittelpunkte aller Liyperbeln H 2  liegen auf dem F e u e r  
bach'schen Kreis des Dreiecks a b c  und Tangentenpaare von P3, die auf. 

einander senkrecht stehen, schneiden sich also auf diesem Rreise. 
p )  Die Cnrve KT berührt ausser den drei Verbindungslinien der 

Mitten der Seiten Dreiecks a b c  und den drei Halbirungslothen der Seiten 
dieses Dreiecks noch die auf diesen sechs Geraden in ihren Schnitten mit G 
errichteten Lothe,  indem jedes dieser sechs Geradenpaare, die ihren Schnitt 
auf G haben, die Achsen eines zerfallenden resp. eigentlich Kegelschnitts 
durch a b  c sind. 

y )  Die Curve P31 geht durch den Mittelpunkt des dem Dreieck abc 
umschriebenen Kreises , die Mitten der Seiten des Dreiecks ab  c l  die Punkte, 
in welchen die Parallelen durch p zu den Seiten des Dreiecks d,e 
Halbirungslothe zu diesen Seiten treffen , durch die Pusspunkte der Lothe 
von p auf die Verbindungslinien der Seitenmitten des Dreiecks abc und 
die zwei Punkte auf jeder Seite von a b c ,  in  welchen die Tangenten van 
den Gegenecken an den Kreis die Seite treffen, der p zum Mittelpiinkt ha; 
und die Seite berührt. Alle diese Punkte sind narnlich Mittelpunkte ein. 
zelner Kegelschnitte durch a b c ,  von denen eine Achse diirch p geht. 

Wahlen wir fur den Punkt  p eine besondere Lage in Bezug auf das 
Dreieck a b  c l  so zerfallt die Ciirve P3,  und wir erhalten z. B.: 

A u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  al c, z w e i e r  S e i t e n m i t t e n  des 
D r e i e c k s  a b c  (a, a u f  b c  e tc . )  s e i  e i n  P u n k t  p a n g e n o m m e n ;  von 
p w e r d e  a u f  d i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  a, u n d  c, m i t  d e r  Mi t te  b, v o n  
ac v e r b i n d e n ,  d i e  L o t h e  ~ L Y  u n d  p/3 g e f a l l t ,  e b e n s o  auf d i e  
H a l b i r u n g s l o t h e  c,m u n d  a,rn v o n  a b  u n d  bc d i e  L o t h c  pd und 
py;  u m  p w e r d e n  w e i t e r  d i e  K r e i s e  Ka, Kb ,  E, beschrieben, 
w e l c h e  d i e  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  a b c  b e r ü h r e n  ( K a  d i e  Seite 'oc 
u. S. f . )  u n d  d i e  p z u m  M i t t e l p u n k t  h a b e n ;  v o n  a  werden  a n  $ 
d i e  b e i d e n  T a n g e n t e n  g e z o g e n ,  w e l c h e  b c  i n  a2 u n d  a, schnei. 
d e n ,  u n d  e b e n s o  v o n  c  a n  d e n  K r e i s  Ec d i e  b e i d e n  Tangenten. 
d i e  a u f  a b  d i e  P u n k t e  c, u n d  c, b e s t i m m e n  u n d  c n d l i c h  v o n  B 
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aus an d c n  R r e i s  Eb d i e  T a n g e n t e ,  d i e  zu ac  n i c h t  p a r a l l e l  
is t ,  u n d  d i e  a u f  a c  d e n  P u n k t  b2 b e s t i m m t .  E s  l i e g e n  d a n n  
a l l e m a l  d i e  P u n k t e  p,  CY, p ,  y, b ,  d e r  M i t t e l p u n k t  m d e s  U m -  
k r e i s e s  d e s  D r e i e c k s  a b c ,  d e r  H a l b i r u n g s p u n k t  bl v o n  a c ,  d i e  
P u n k t e  a,, a,, b,, c, m i t  c3 a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d i e  
Gerade  a,c, i n  p s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e t .  

Und : 
Auf  d e m  H a l b i r u n g s l o t h e  a , m  d e r  S e i t e  bc  e i n e s  b e l i e b i g e n  

Dre iecks  abc  s e i  e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  p a n g e n o m m e n  u n d  
u m  d e n s e l b e n  s e i e n  a l s  M i t t e l p u n k t  d i e  K r e i s e  &, Eb, E, b e -  
s c h r i e b e n ,  d i e  d i e  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  a b c  b e r ü h r e n .  V o n  d e m  
P u n k t e  a  s e i e n  a n  Ka d i e  T a n g e n t e n  g e x o g e n ,  w e l c h e  a u f  bc 
die P u n k t e  a, u n d  a, b e s t i m m e n ,  v o n  b  e b e n s o  a n  K r e i s  Kb d i e  
T a n g e n t e  g e l e g t , ,  d i e  ( i m  A l l g e m e i n e n )  m i t  bc u n d  a c  k e i n  
g l e i c h s c h e n k l i g e s  D r e i e c k  b i l d e t  u n d  d i e  ac i n  b, t r i f f t ,  u n d  
endl ich s e i  v o n  c  a u c h  a n  Kc d i e  T a n g e n t e  g e z o g e n ,  d i e  m i t  bc 
u n d  ac  k e i n  g l e i c h s c h e n k l i g e s  D r e i e c k  b i l d e t  u n d  d i e  a b  i n  c, 
t r i f f t ;  auf  d i e  H a l b i r u n g s l o t h e  b , m  u n d  c,m d e r  D r e i e c k s s e i t e n  
ac u n d  ab  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  S e i t e n m i t t e n  a, v o n  
b c  m i t  d e n  S e i t e n m i t t e n  v o n  a b  u n d  a c  s e i e n  v o n  y d i e  L o t h e  
p u ,  p p ,  p y  u n d  p 8  g e f i i l l t .  E s  l i e g e n  d a n n  i m m e r  d i e  P u n k t e  

p ,  a ,  @, y ,  6, a,, a , ,  b, u n d  c,, d i e  M i t t e n  b, u n d  cl v o n  a c  u n d  
ab  auf  einctm K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d a s  M i t t e l l o t h  v o n  b c  i n  p 
s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e t .  

4. Sind ferner irgend vier Punkte a b c 8  gegeben, so ktinnen wir aus 
diesen zwei Gruppen von drei Punkten abc  und ab6 auswiihlen. Zu jeder 
dieser Gruppen und einem Punkt  p gehtirt dann eine Ortscurve P3,. Die 
gemeinsamen Punkte dieser Curven setzen sich dann aus folgenden Punkten 
zusammen: 

a) Dem Punkte p ,  als Doppelpunkt bei den Curven vierfach z8lilend. 

B )  Dem IIalbirungspunkt von ab.  

y) Dem E'usspunkt des Lothev von p auf das Halbirungsloth von ab .  

8 )  Drei weiteren Punkten, welche solchen Kegelschnitten angehoren, 
die durch die vier Punkte a b c 6  gehen und von denen eiue A c h e  
durch p geht ;  das heisst wir finden: 

D e r  O r t  d e r  A c h s e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  B ü s c h e l s  d u r c h  
vier P u n k t e  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  d r i t t o n  K l a s s o  &. 

Unter den Kegelschnitten eines Büschels sind weiter zwei Parabeln. 
Es folgt daraus: 

Die  C u r v e  A3 h a t  d i e  u n e n d l i e h  f e r n e  Cierade z u r  D o p p e l -  
t a n g e n t e ,  s i e  i s t  a l s o  v o n  d e r  v i e r t e n  O r d n u n g  u n d  u n t e r  d e n  

Achsen a l l e r  d i e s e r  K e g e l s e h n i t t e  S i n d  k e i n e  z w e i  p a r a l l e l .  
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Die Curve k5 berlihrt die Halbirungslothe der Seiten des vollstindigen 
Vierecks der vier Punkte und die drei Geradenpaare, welche die Winkel 
der Gegenseiten dieses Vierecks halbiren. Sind die Kegelschnitte des 

Hüschels alle gleichneitige Hyperbeln, oder ist  jeder der Grundpunkte 
Hohenschnitt des Dreiecks der andern, so ist die Curve P 3  der Curre A" 
congruent und die drei Rückkehrpunkte beider Curven bilden zwei gleich- 
seitige Dreiecke, die die Nittelpunkte gemein haben, und von denen das  
eine gegen des andere um 180° gedreht ist. 

III. 
1. Unter den Curven CS eines Büschels von Curven des dritten 

Grades B(C3) giebt CS im Allgemcinen immcr vier solche , die eine Ge- 
rade G berühren. Ziehen wir an jede der Curven C3 in ihren drei Schnitt- 
punktcn mit G die Tangenten, so erhalten wir als Ort diescr Tangcntcn 
eine Curve der fünften Rlasse G5 mit G als vicrfacher Tangente, indem 
diirch jeden Punkt auf G nur eine einzige solche Tangente geht ,  die von 
G verschieden i s t ,  diese Tangente aber auch viermal auf G zu liegen 
kommt. 1st ausscrdcm uoch cin zweites Buschcl von Curven des dritten 
Grades B(CS,) gegeben, und ziehen wir auch an die Curven dieses Büschels 
i n  ihrcn Schnitten mit derselben Geraden G die Tnngenten, so ist aucli 
der Ort dieser Tangenteu eine Curve der fünften Classe mit G als vier- 
facher Tangente. Beide Curven haben ausser G selbst uoch 5 .5 - 4.4 = 9 
Tangenten gemein, oder: 

S o l 1  e i n e  C u r v e  C 3  e i n e s  B ü s c h e l s '  v o n  C u r v e n  d u r c h  ncun 
G r u n d p u n k t e  e i n e  C u r v e  CS e i n e s  z w e i t e n  B t i s c h e l s  d u r c h  neua 
a n d c r e  G r u n d p u n k t e  b e r l i h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r ü h r u n g s .  
p u n k t e s  e i n e  C u r v e  d e s  n e u n t e n  G r a d e s  S9. 

Durch jeden Grundpunkt des einen Büschels geht eine Curve des an 
deren Büschels, und die Curve S h e h t  also namentlich auch durch die 
Grundpunkte beider Büschel. 

2. Haben die beiden Büschel sieben Punkte gemein, so giebt es immer 
eine Curve C3, welche beiden Büscheln zugleich angehort. Jeder Punkt  
dieser gerneinsamen Curve beider Blischel kann aber als ein Punkt an. 
gesehen werden, in  dem eine Curve de8 einen Büschels eine Curve des 
anderen Büschels berührt;  das heisst, die Curve S9 zerfallt in diese 
gemeinsame Curve C3 beider Büschel und i n  eine Curve des sechsten 
Grades S E ,  oder: 

H a b e n  z w e i  C u r v e n b l i s c h e l  B ( C 3 )  u n d  B(C3 , )  s i e b e n  Punkte  
g e m e i n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  P u n k t e ,  i n  d e n e n  e i n e  C u r v e  des 
e r s t e n  B ü s c h e l s  e i n e  s o l c h e  d e s  z w e i t e n  B ü s c h e l s  b e r i i h r t ,  eine 
C u r v e  d e s  s e c h s t e n  G r a d e s  S6. 

Irgend ein Punkt dieses Ortes S6 bildet aber mit den sieben gemein- 
schaftlichen Grundpunkten der beiden ersten Büschel acht Grundpunkte 
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eines neuen Büschels und zwar berühren sich in diesem achten Punkte 
zwei Curven C3 und Cs1, die dem neuen Büschel angehoren und somit 
al!e Curven dieses Büschels. Unter diesen Curven ist aber auch immer 
eine solche, die in diesem gerneinsamen Bertihrung~punkt einen Doppel- 
punkt hat, das heisst, wir finden: 

S o l l  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r n h  s i e b e n  P u n k t e  
gehen u n d  e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  
D o p p e l p u n k t e s  e i n e  C u r v e  d e s  s e c h s t e n  G r a d e s ,  n i i rn l ich  d i e  
Curve S"(Steiner's G. W. Rd. 2 S. 526,". 

Da jeder der sieben Punkte selbst Doppelpunkt einer Curve U 3  durch 
diese sieben Punktc sein kann,  so folgt daraus noch: 

Die  C u r v e  SG h a t  d i e  s i e b e n  f e s t e n  P u n k t e  z u  D o p p e l -  
punk t e n .  

Die Curve S6 geht ausserdem durch die 42 Punkte, in denen die 
Verbindurjgslinien von je  zwei Punktcn der Kegelschnitto durch die Ubrigen 
fünf Punkte treffen, indem jede dieser Geraden mit dern zugehorigen Kegel- 
schnitt als zerfallende Curve des dritten Grades mit zwei Doppelpunkten 
angesehen werden kann. 

3. Sind irgend sechs Punkte p gegeben, so lronnen wir jeden Punkt x 
der Geraden G als Doppelpunkt einer Curve des dritten Grades ansehen; 
diese Curve bestimmt dann auf einer zweiten Geraden H drei Punkte y 
und durch jeden Punkt x aiif G gehen also drei Geraden xy. Die Ge- 
rade xy fallt aber auch viermal auf die Gerade G selbst, namlich fiir die 
Punkte xo, in denen die zu den sechs Punkten p und dem Schnittpunkt a 
von G und H gehorige Ortscurve S6 die Gerade G ausser in a noch 
schneidet. Der Ort der Geraden xy ist also eine Curve der siebenten Klasse 
mit G als vierfacher Tangente. Lassen wir G und H zusammenfallen, so 
fallt eine der drei Geraden xy  auf die Gerade G und die anderen werden 
zu Sarigenten im Doppelpunkt x auf G ,  und wir erhalten: 

S o l l  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r c h  s e c h s  P u n k t e  
geheu  u n d  auf  e i n e r  G e r a d e n  G e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a h e n ,  
so i s t  d e r  O r t  d e r  T a n g e n t e n  i n  d i e s e m  D o p p e l p u n k t  e i n e  
Curve d e r  s i e b e n t e n  K l a s s e  67 m i t  G a l s  f t i n f f a c h e r  T a n g e n t e .  

Durch jeden Punkt q ausserhelb G gehen also sieben solche Tangenten 
einzelner der Curven C3 mit Doppelpunkt durch die sechs l'unkte p ,  die 
C3  in einem Doppelpunkt bertihren, der auf G liegt,  oder: 

S o l l  e i n e  C u r e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r c h  s e c h s  g e g e b e n e  
P u n k t o  p g e h e n ,  e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  u n d  s o l 1  d i e  e i n e  

Ganz ebenso findet man allgemein: 
1 

Sol l  e i n e  Curve des  n t e n  G r a d e s  d u r c h  - (n  - l ) ( n  $-4) P u n k t e  gelien 
2 

u n d  einen D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  so  i s t  d e r  O r t  d e s  D o p p e l p u n k t s  e i n e  
Curve des 9(n-1)ten Grades.  
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d c r  T a n g e n t e n  i n  d i e s e m  D o p p e l p u n k t  d u r c h  e i n e n  gegebenen 
P u n k t  g e h e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  D o p p e l p u n k t e s  e i n e  Curve 
d e s  s i e b e n t e n  G r a d e s  Q 7  (Steiner a. a. O.). 

Jede Gerade G kann fünfmal zu ejner Tangente im Doppelpunkt einer 
Curve C3 durch sechs Punkte werden und auf jeder Geraden durch p liegen 
also ausser p nur noch fUnf weitere Punktc des Ortcs Q7, oder p i d  selbst 
Doppelpunkt dieses Ortes. Ziehen wir in q an die Curve C3 mit Doppel- 
punkt ,  welcho durch die sechs Punkte p geht und den Punkt p zum 
Doppelpunkt hat ,  die Tangenten, so wird jede dieser Tangenten nur noch 
von vier weiteren Curven C3  berfihrt, die auf diesen Tangenten einen 
Doppelpunkt und die diese Geraden selbst zu Tangenten in diesem Doppel- 
punkt haben; diesc bcidcn Tangenten sind also auch Tangenten an Q7 im 
Doppelpunkt A. 

Auch von dieser Curve lassen sich einc Reihe von Punkten leicht an- 
geben; legen wir z. 13. durch ftinf der sechs Punkte p einen Kegelschnitt, 
so licgcn auf diosem 14 Punktc des Ortes, n b l i c h  die beiden Schnitt- 
punkte der Geraden von p nach dem sechsten Punkt p und die Berührungs- 
punkte der zwei von p an den Kegelschnitt gelcgten Tangenten, indem 
diese ebenfalls als Doppelpunkte von Curven CS auftreten, die in diesen 
Kegelschnitt und eine Gerade von einem dieser Bcrfihrungspunkte nach dern 
letzten Punkt  p zerfallen. Ausser diesen vier Punkten und den fünf 

Punkten p kann auf dem Kegelschnitt kein weiterer Punkt  des Ortes Q7 
liegen, das heisst, die Punkte p sind Doppelpunkte des Ortes. Auf jeder 
Qeraden pp liegen ausser dem zweifach zahlenden Punkt  p und den Schnitt- 
punkten mit dem Kegelschnitt durch die tibrigen fünf Punkte p nur 
noch der sechbte Punkt p ;  dieser ist also dreifach zu zalilen, oder die 
Geraden pp Sind ausserdem noch Tangenten in den noppelpunkten p des 
Ortv Q7. 

4. Zu irgend zwei Punkten p und pl gehoren in Bezug auf die obigen 
Curvcn C3 (durch dieselben sechs Punkte p) zwei Ortscurven Q7 und QI1. 

Die gemeinsamen Punkte dieser Curven setzen sich zusammen aus 24 Punkten, 
die in  die sechs Punkte p ,  aus flinf, die auf die Gerade pq, fallen und 
ails zwanzig weiteren Punkten, des heisst wir finden: 

S o l l  e i n e  C u r v e  d r i t t e n  G r a d e s  Cs m i t  D o p p e l p u n k t  dure11 
s e c h s  P u n k t e  g e h e n  u n d  s o l l e n  d i e  T a n g e n t e n  i m  Doppel -  
p u n k t  a n  Cs d n r c h  z w e i  f e s t e  P u n k t e  p u n d  pl g e h e n ,  so  g ieb t  
e s  i m  A l l g e m e i n e n  20 L 6 s u n g e n . '  

Und : 
S o l l  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  C3 m i t  D o p p e l p u n k t  

d u r c h  s e c h s  P u n k t e  p g e h e n  u n d  s o l 1  d i e  e i n e  T a n g e n t e  iui 

* S t e i n e r  giebt 25 Losungen an, indem er wohl die fünf Punkte von Q7 
und Q7, auf q q i  iibersah in Abzug zu bringen. 
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D o p p e l p u n k t  d i e s e r  C3 d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  p g e h e n ,  s o  
is t  d e r  O r t  d e r  a n d c r e n  T a n g e n t e  i n  d i e s e m  D o p p e l p u n k t  e i n e  
Curve d e r  z w a n z i g s t e n  K l a s s e  Q". 

Jeder Tangente von p an diese Curve QZ0 entspricht eine Curve Cs, 
die anstatt einem Doppelpunkt einen Bltckkehrpunkt hat. Unter den 
zwanzig Tangenten von p an QZ0 sind aber die zwei mit inbegriffen, die 
an die C3 gezogen sind, die q selbst zum Doppelpunkt hat,  und wir 
fiuden also in Uebereinstimmung mit S t e i n e r :  

So l l  e i n e  C u r v e  CS m i t  D o p p e l p u n k t  d u r c h  s e c h s  P i i n k t e  p 
gehen u n d  s o l 1  d i e  e i n e  T a n g e n t e  i n  d i e s e m  D o p p e l p u n k t  d u r c h  
einen f e s t e n  P u n k t  q g e h e n ,  s o  s i n d  u n t e r  d e r  S c h a a r  v o n  
diesen C u r v e n  d r i t t e n  G r a d e s  i m  A l l g e m e i n e n  18, d i e  e i n e n  
R l l c k k e h r p u n k t  h a b e n ;  u n d  s o l 1  e i n e  CS d u r c h  s e c h s  P u n k t e  
gehen u n d  e i n e n  R ü c k k e h r p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  
R t i c k k e h r t a n g e n t e  e i n e  C u r v e  d e r  18. K l a s s e  RLs. 

5. Wir sahen oben, dass es im Allgemeinen fltnf Curven Cs durch 
sechs Punkte p giebt, die auf eiiier Geraden G einen Doppelpunkt und G 
zu dem zur Tangente i n  diesem Doppelpunkt haben, und es giebt also auch 
fiinf eolche Curven Cs dnrch sechs Punkte p l  die auf G, eincn Doppel- 
punkt haben und G,  zugleich zur Tangente in diesem Doppelpunkt. Jeder 
dieser ftinf Doppelpunkte auf G, kann aber als Mittelpunkt einer Cs an- 
gesehen werden, die durch die p geht, und wir schliessen daraus: 

S o l l  e i n e  C u r v e  Cs d u r c h  s e c h s  P u n k t e  p g e h e n  u n d  e i n e n  
M i t t e l p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  M i t t e l p u n k t s  e i n e  
Curve d e s  f i i n f t e n  G r a d e s  M5. 

Diese Curve M5 geht namentlich durch jeden der Punkte p selbst, 
diirch die Mitten dor 15 Verbindungslinion von je  zwoi diesor Punkte, 
durch die Mittelpunkte der 30 Kegelschnitte, die durch vier Punkte p 
gehen und ihren Mittelpunkt auf der Verbindungslinie der letzten zwei 
Punkte p haben, und durch die Mittelpunkte der Kogelschnitte durch je  
fünf der Punkte p. 

6. Die in 3. gefundene Ortscurve G7 ha t  mit der Geraden G ausser 
den fünf Borührungspunktcn ew6lf woitere Punkte gernein, indem ihr Grad 
gleich 6 . 7  - 5 . 4  = 22 ist. Jedem dieser zwdf Punkte entspricht aber 
eine Curve C3, die auf G einen Rückkehrpunkt ha t ,  oder: 

Sol l  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r c h  s e c h s  P u n k t e  p 
gehen u n d  e i n e n  R t i c k k e h r p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  
Rückkehrpunkts  e i n e  C u r v e  d e s  z w t i l f t e n  G r a d e s ,  RI2 (Steiner 
a. a. O. S. 526, findet eine Curve R6). 

Die Cwve RQat die Punkte p zu vierfachen Punkten und geht ausser- 
dem durch die 30 Punkte, in denen die Verbindungslinie von je zweien von 
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einem Kegelschnitt durch die übrigen vier berührt wird, sowie durch die 

zw6lf Berührungspunkto der Tangenten von jedem Punkt  p  an den Kegel- 
schnitt durch die anderen fünf Punkte p ,  indem alle diese Punkte (ausser 
den Punkten p selbst), Rückkehrpunkte einzelner (zerfallender) Curven C3 
durch die sechs Punkte p sind. 

7. Die oben (in 2.) entwickelte Ortscurve S G  zerfiillt fiir besondere 
Lagen der gegebenen sieben Punkte p. Sind insbesondere drei der sieben 
Punkte in einer Geraden gelegen, so kann jeder Punkt  dieser Geraden als 
Doppelpunkt einer zerfallenden Curve C3 angeseheri werden oder diese Ge- 
rade ist ein Theil der Curve SG. Sind also sechs der gegebenen Punktep 
die Schnitte von je zweien von vier Geraden, oder sind sechs Punktep die 

Ecken eines vollstandigen Vierseits, so enthiilt die Ortscurve S q i e  Seiten 
dieses V i e i ~ e i t s ,  zerfiillt also in diese vier Seiten und in eine Curve des 
zweiten Grades. Die letztere muss also den siebenten Punkt  p m m  Doppel- 
punkt haben, zerfallt also selbst wieder in zwei Geraden L und L,, die 

zu dem in dem siebenten Punkte p Tangenten an eiiie solche C3 durch 
die sechs Ecken des Vierseits sind, die den siebenten Punkt p ziim 

Doppelpunkt hat ,  oder : 
S o l 1  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  C3 m i t  D o p p e l p u n k ;  

d u r c h  d i e  s e c h s  E c k e n  e i n e s  v o l l s t l i n d i g e n  V i e r s e i t s  und 
e i n e n  s i e b e n t e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  p, g e h e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  
D o p p e l p u n k t s  a u s  d e u  G e r a d e n  L u n d  L, z u s a m m e n g e s c t z t ,  
d i e  T a n g e n t e n  i n  p7 a n  d i e  b e s o n d e r e  d e r  C u r v e n  C3 i n  p7 s i n d ,  
d i e  p7 z u m  D o p p e l p u n k t  h a t .  

Wir  sahen weiter, dass auf der Curve S q i e  Punkte liegen, in denen 
ein Kegelschnitt durch flinf der gegebenen Punkte die Verbindungslinie der 
letzten zwei Punkte p schneidet, oder wir finden: 

L e g e n  w i r  d u r c h  j e  z w e i  P a a r e  v o n  G e g e n e c k e n  e ines  vol1 
s t a n d i g e n  V i e r s e i t s  u n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  p Kegelschni t t e ,  
s o  s c h n e i d e t  j e d e r  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  d i e  Verbindungsl inie  
d e s  d r i t t e n  P a a r e s  v o n  G e g e n e c k e n  d e s  V i e r s e i t s  i n  zwei 

P u n k t e n  a u n d  d i e  s o  e r h a l t e n e n  s e c h s  P u n k t e  a l i e g e n  dann 
a l l e m a l  a u f  z w e i  d u r c h  d e n  P u n k t p  g e h e n d e n  G e r a d e n ,  nBmlich 
d e n  G e r a d e n  L und LI. 

8. Auch die Curve M5 kann in Curven niedrigeren Grades zerfallen; 
liegen z. B. irgend drei der gegebenen Punkto p anf einer Geraden, so  

ha t  diese Gerade nach Obigem mit M b e h r  als fünf Punkte gernein, 1st 

also ein Theil von M5 und dieser Ort  besteht somit aus dieser Geraden 
und einer Curve des vierten Grades M4. Sind die sechs Punkte p  z. B. 
zu je  drei auf drei Geraden gelegen, so folgt daraus: 

W e r d e n  a u f  d e n  S e i t e n  p i P z ,  pip, u n d  pnpB e i n e s  Dreiecks 
p,p,p, d r e i  b e l i e b i g e  P n n k t e  Ps7 u n d p 4  a n g e n o m m e n  und sind 
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q,, q, u n d  q, d i e  M i t t e n  d e r  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  PiPaPsr  s o  l i e g e n  
allemal die M i t t e n  d e r  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  p 4 p 5 p 6 ,  d i e  M i t t e n  

von p,p,, p,p,, p,p, u n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  91% m i t  P,P,, q,q ,  
mit p,p,, u n d  q,q3 m i t  p5p6  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  fl u n d  d i e s e r  
ist der O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  C u r v e n  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  
mit M i t t e l p u n k t  d u r c h  d i e  s e c h s  P u n k t e  p. 

Schneiden sich die Geraden p,p,,  p z p 5  und p3p ,  in einem Punkt ,  so 
geht der Kegelschnitt H z  auch durch dioscn Punkt. 

Liegen die sechs Punkte p auf vier Geraden, oder sind dieselben die 
Ecken eines vollst&ndigen Vierseits, so zerfallt M5 in die Seiten dieses 
Vierseits und in eine Gerade, welche durch die Mitten der drei Diagonalen 
des Vierseits geht. Da diese Gerade mgleich der Ort der Mittelpunkte 
aller Kegelschnitte ist ,  die dem Vierseit einbeschrieben s ind,  so folgt 
daraus noch: 

Sol1 e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r c h  d i e  s e c h s  E c k e n  
eines v o l l s t a n d i g e n  V i e r v e i t s  g e h e n  u n d  e i n e n  M i t t e l p u n k t  
haben, s o  i s t  d e r  O r t  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d i e j e n i g e  G e r a d e ,  
welche d u r c h  d i e  M i t t e n  d e r  d r e i  D i a g o n a l e n  d o s  V i e r s e i t s  
geht u n d  j e d e  d i e s e r  C u r v e n  h a t  a l s o  a u c h  m i t  e i n e r n  K e g e l -  
s c h n i t t ,  d e r  d i e  S e i t e n  d e s  V i e r s e i t s  b e r t i h r t ,  d e n  M i t t e l p u n k t  
gemein. 

IV. 

1. Durch jeden Punkt  z gehen im Allgemeinen zwei Kegelschnitte 
eines Systems S (CBj von Kegelschnitten , die vier Gerade berühren. Lassen 
wir den Punkt s sich auf einer Geraden G bewegen und ziehen wir in z 
an jeden durch x gehenden Kegelschnitt Ca die Tangenten, so ist der Ort  
dieser Tangenten eine Curve der dritten Klasse @,, indern durch jeden 
Punkt auf G zwei der obigen Tangenten gehen, diese aber auch einmal 
mit G zusammenfillt und zwar fur den Punkt ,  in  dem G von einem Eegel- 
schnitt C2 bcrührt wird. Zudem bertihrt die Ortsourve die vier Tangenten 
der Schaar und zwar i n  ihren Schnitten mit G und ebenso die drei 
Diagonalen des Vierseits der Schaar. Durch jeden Punkt  ausserhalb G 
gehen also auch drei Tangenten an eiuzelne C" die ihren Berührungspunkt 
auf G haben. Wir folgern daraus: 

Z iehen  w i r  a n  a l l e  C q e r  S c h a a r  von e i n e m  P u n k t  po d i e  
T a n g e n t e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r i i h r u n g s p u n k t e s  e i n e  C u r v e  
des d r i t t e n  G r a d e s  P3. 

Durch p, selbst gehen zwei Kegelschnitte Cal  das heisst, P3 hat den 
Punkt p, zum Doppelpunkt und zwar sind die beiden Tangenten in p, an 
diese Kegelschnitte auch Tangenten irn Doppelpunkt von P3, indem auf 
jeder dieser kein weiterer Punkt des Ortes liegen kann. Die Curve P 3  
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geht ferner auch durch die sechs Ecken des Vierseits, des heisst wir 
finden : 

D i e  G e r a d e n  1; i ind L, (verg l .  III.) s i n d  T a n g e n t e n  i n  p, en 
d i e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d e m  V i e r s e i t  e i n b e s c h r i e b e n  s i n d  
u n d  d i e  d u r c h  po g e h e n .  

Und hieraus wieder: 
a) S o l 1  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  d u r c h  d ie  Ecken 

o i n e s  v o l l s t a n d i g e n  V i e r s e i t s  g e h o n  u n d  a u f  e i n e r  Geraden G 
e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  so  i s t  d e r  O r t  d e r  T a n g e n t e n  ein 
D o p p e l p u n k t  a n  d i e s e  C u r v e  d i e  o b i g e  C u r v e  G",; sol1 dagegen 
d i e  T a n g e n t e  i m  D o p p e l p u n k t  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t p ,  gohen ,  
B O  i s t  d e r  O r t  d e s  D o p p e l p u n k t s  d i e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  Grades, 
d i e  d u r c h  d i e  s e c h s  E c k e n  d e s  V i e r s e i t s  g e h t  u n d  p, zum 
D o p p e l p u n k t  h a t .  

Und : 
b) G e h t  e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  m i t  Doppe lpunkt  

d u r c h  d i e  E c k e n  e i n e s  v o l l s t a n d i g e n  V i e r s e i t s  u n d  d u r c h  einon 
s i e b e n t e n  P u n k t p , ,  so i s t  d ~ r  O r t  d e r  T a n g e n t e n  i m D o p p e l p u n k t  
a u s  z w e i  C u r v e n  d e r  d r i t t e n  K l a s s e  z u s a m m e n g e s e t z t ,  namlich 
a u s  d e n  C u r v e n  G9,, d i e  xu L u n d  LI g e h o r e n .  

Ziehen wir von p,, nn alle Kegelschnitte der Schaar die Tangenten, so 
bilden diese ein involutorisches Büschel mit den Geraden L und L,. 
Irgend ein solchcs Tangentenpaar bildet mit einer Seite s, des Vierseits 
ein Dreieck, das einem Kegelschnitt umsehrieben ist. D a  aber auch das 
Dreieck sus den Iibrigen Seiten s,, s,, s, des Vierseits demselben Kegel- 
schnitt umschrieben ist, so geht durch die sechs Ecken beider Dreiecke 
stets ein Kegelschnitt. Alle auf diese Ar t  erhaltenen Kegel~chnitte haben 
aber vier Punkta, den Punkt  po und die drei Ecken des zweiten Dreiecks 
aus s2, s,, s,, gemein, bilden also ein Büschel von Kegelschnitten. 

Diese Kegelschnitte bestimmen aber auf der ersten Seite s, eine 
Involution von Punkten, die von p, durch das obige Strahlenbüschel projicirt 
worden. Die Doppelpunkte diosor Involution sind aber die Punkte, in 
denen s, von Kegelschnitten des Büschels berührt wird, oder: 

L e g e n  w i r  d u r c h  e i n e n  P u n k t  p, u n d  d i e  E c k e n  jeden 
D r e i e c k s ,  d a s  d r e i  d e r  v i e r  S e i t e n  e i n e s  V i e r s e i t s  b i l d e n ,  die 
z w e i  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d i e  v i e r t e  S e i t e  b e r ü h r e n ,  s o  liegen 
d i e  s o  e r h a l t e n e n  a c h t  B e r ü h r u n g s p u n k t e  a u f  z w e i  Geraden, 
n i i m l i c h  a u f  d e n  G e r a d e n  L u n d  LI. 

V. 
1. Kehren wir wieder zu der in  1. erhaltenen Curve K3 zurtick und 

halten wir eine der Geraden, etwa G, und irgend einen Punkt  q fest, 
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finden wir, da für jede beliebige Gerade H durch den Punkt p drei 
Tangenten der zu G und LI gehorigen Curve E3 gehen, und wir erhalten: 

V e r b i n d c n  w i r  d i e  S c h n i t t p u n k t e  e i n e s  v e r a n d e r l i c h e n  
K e g e l s c h n i t t s  C q d u r c h  v i e r  G r u n d p u n k t e  p u n d  e i n e r  f e s t e n  
Geraden G m i t  e i n e m  P u n k t e  q ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  z w e i t e n  
Schriitte r d i e s e r  V e r b i n d u n g s l i n i e n  m i t  d e m  z u g e h o r i g e n  K e g e l -  
schni t te  Ca e i n e  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  Q3. 

Der Punkt r fiàllt auch in den Punkt  q und zwar ftîr die zwei Schnitt- 
punkte des Kegelschnitts C2 durch q mit der Geraden G ;  der Punkt q ist  
al30 Doppelpunkt der Curve Q3. Ausserdem geht die Ortscurve durch die 
vier Grundpunkte p und dit: sechs Punkte auf den Verbindungslinien der 
vier Punkte p ,  die sich aus den drei zerfallenden Kegelschnitten CZ ab- 
leiten lassen. Die Verbindungslinie der zwei Punkte r geht weiter -- 
nach einem bekaunten Satz über die Curven dritten Grades - durch einen 
festen Punkt s aüf der Curve Qs. 

2. Geht eine beliebige Curve des dritten Grades durch sechs Punkte 
( 4p  und 2r)  und hat in  einem siebenten Punkte p einen Doppelpunkt, so kann 
nus dem Obigen folgende Construction der Tangentcn im Doppelpunkte ab- 
geleitet werden. 

Lhrch vier der gegebenen Punkte und je einen der übrigen zwei 
(durch die 4p und je einen r )  legen wir einen Kegelschnitt und verbinden 
jeden der letxten zwei Punkte (r) mit dem Doppelpunkt p, so schneidet 
jede dieser Verbindungslinien den zugehorigen Kegelschnitt nochmals in 
eiuem zweiten Punkt ,  wodurch wir xwei neue Punkte (x und z,) erhalten. 
Die Verbindungslinie dieser letzten Punkte (xx,)  ist die oben aiiftretende 
Gernde G. Der Kegelschnitt durch die vier gemeinschaftlichen Punkte der 
beiden Kegclsehnitte und den Punkt  q schneidet dann dieVcrbindungslinic (xs,) 
in zwei Punkten, die auf den Tangenten der Curve dritten Grades im Doppel- 
punkt liegen. Die Construction der Curve selbst ist  damit ebenfalls gegeben. 

3. Es ist nur eine Polgerung ltus Obigem, wenn wir sagen: 
Sol1 e i n e  C u r v e  CS d u r c h  d i e  s e c h s  E c k e n  e i n e s  v o l l s t 8 n d i g e n  

Viersei ts  g e h e n  u n d  e i n e n  s i e b e n t e n  P u n k t  po z u m  D o p p e l p u n k t e  
haben, so  l i e g e n  a u c h  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  d r e i  D i a g o n a l -  
fichnitto v o n  p, a u f  d i e  G e g e n s e i t e n  d e s  D r e i e c k s  d e r  d r e i  
Diagonalen a u f  d e r  C u r v e  C3. 

Es ist hierbei eine Diagonale zur Geraden G und der Punkte p, zum 
Punkt q gewlihlt worden. 

4. Aus den hier allgemein entwickelten Eigenschaften ktinnen wir 
folgende Satze als specielle Falle ableiten: 

a) P r o j i c i r t  m a n  j e d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  s e c h s  S e i t e n  e i n e s  
vo l l s tand igen  V i e r e c k s  m i t  e i n e r  G e r a d e n  G v o n  e i n e m  P u n k t  q 

auf  die  G e g e n s e i t e  d e s  V i e r e c k s ,  s o  l i e g e n  d i e  s e c h s  P r o -  
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j e c t i o n e n  m i t  d e n  v i e r  E c k e n  d e s  V i e r e c k s  a u f  e i n e r  Curve des  
d r i t t e n  G r a d e s  m i t  d e m  P u n k t e  q a l s  D o p p e l p u n k t ,  u n d  i s t  um- 
g e k e h r t  i r g e n d  e i n e r  C u r v e  d e s  d r i t t e n  G r a d o s  m i t  D o p p ~ l p u n k t  
i r g e n d  e i n  V i e r e c k  e i n b e s c h r i e b e n ,  su l i e g e n  a l l e m a l  d i e  Pro- 
j e c t i o n e n  d e r  m e i t e r e n  S c h n i t t e  d e r  V i e r e c k s s e i t e n  m i t  der  Curve 
v o m  D o p p e l p u n k t e  a u f  d i e  G e g e n s e i t e n  d e s  V i e r e c k s  i n  e ine r  
G e r a d e n .  D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  e r s t e r e n  P r o j e c t i o n e n  von q 
a u f  d e n  G e g e n s e i t e n p a a r e n  s c h n e i d e n  s i c h  xudern i n  e i n e m  Punkte, 
d e r  g l e i c h f a l l s  a u f  d e r  C u r v e  l i e g t .  

Liegt der Punkt p auf einer Seite ab des Vierecks a b c d ,  so zerfiillt 
die Curve dritten Grades in  eine Curve des zweiten Grades und die Seite ab 
des Vierecks und es folgt daraus: 

b) P r o j i c i r t  m a n  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t  g a u f  eine 
S e i t e  e i n e s  V i e r e c k s  d i e  S c h n i t t e  d e r  t i b r i g e n  f l in f  Seiten 
d e s s e l b e n  m i t  e i n e r  G e r a d e n  a u f  d i e  G e g e n s e i t e n  d e s  Vierecks ,  
so l i e g e n  d i e  f t i n f  P r o j e c t i o n e n  m i t  d e n  b o i d e n  E c k e n  d e s  
V i e r e c k s ,  d i e  m i t  d e m  a n g e n o m m e n e n  P u n k t  n i c h t  i n  einer 
G e r a d e n  l i e g c n ,  a u f  e i n e m  K c g e l s c h n i t t  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  d e r  z w e i  P a a r e  d e r  f ü n f  P r o j e c t i o n e n ,  d i e  a u f  Paaren 
v o n  G e g e n s e i t e n  l i e g e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  a l l e m a l  a u f  d e r  an- 
g e n o m m e n e n  S e i t e  d e s  V i e r e c k s .  D e r  K e g e l s c h n i t t  berIihrt 
a u s s e r d e m  d i e  G e r a d e ,  w e l c h o  q m i t  dern S c h n i t t p u n k t  der 
G e g e n s e i t e  d e r  a n g e n o m m e n e n  S e i t e  m i t  d e r  G e r a d e n  ver- 
b i n d o t  u n d  z w a r  i n  p. 

Hierbei ist q 81s eine der obigen ftinf Projectionen angesehen. 

1st der Punkt  p der Schnittpunkt zweier Gegenseiten a b  und cd des 
Vierecks, so zerfsllt die Curve dritten Grades in drei Geraden und man 
erh l l t  : 

c) P r o j i c i r t  m a n  v o n  d e m  S c h n i t t p u n k t  q z w e i e r  Gegen- 
s e i t e n  e i n e v  V i e r e c k s  d i e  v i e r  S c h n i t t e  d e r  ü b r i g e n  vie1 
V i e r e c k s s e i t e n  m i t  e i n e r  G e r a d e n  G a u f  d i e  G e g e n s e i t e n ,  s o  

l i e g e n  d i e  v i e r  P r o j e c t i o n e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n  Hl welche 
a u s s e r d e m  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  G e r a d e n  G m i t  der 
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  S c h n i t t p u n k t e  d e r  G e g e n s e i t e n p a a r e  des 
V i e r e c k s ,  d i e  n i c h t  d u r c h  q g e h e n ,  g e h t .  

5. Geht eine Curve des dritten Grades durch fünf Punkte p und hat 
dioselbe cinen sechsien Punkt q m m  Doppelpunkt, so k h n e n  wir durch 
die fünf Punkte p einen Kegelschnitt C2 legen und ebenso diirch vier 
Punkte p und den Punkt  y eincn zweiten Kegelschnitt D2; schneidet die 
Verbindungslinie von q mit dem ftinften Punkt  p,  der nicht auf D2 liegt, 
in  einem Punkt  r ,  so bestimmt eine beliebige durch r gehende Gerade 
(als Gerade G )  auf D2 zwei Punkte y und y,, so dass q y  und qy, Tangenten 
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* 
im Doppelpunkt Rn eine der moglichen Curven C3 sind. Da unter den 
Geradenpaaren qy und qyl auch zwei solche sind, die zusammenfallen, so 
iinden wir: 

Durch  f ü n f  P u n k t e  p g e h e n  u n e n d l i c h  v i e l e  C u r v e n  C3, d i e  
einen s e c h s t e n  P u n k t  p z u m  D o p p e l p u n k t  h a b e n  u n d  d i e T a n g e n t e n -  
paare a n  d i e s e m  D o p p e l p u n k t  a n  a l l e  C u r v e n  C3 b i l d e n  e i n e  I n -  
volut ion u n d  u n t e r  d e n  C u r v e n  s i n d  a u c h  i m m e r  z w e i ,  d i e  d e n  
Punkt  p zum R ü c k k e h r p u n k t  h a b e n .  

VI. 
1. Sind irgend zwci Btischel von Kegelschnitton B(C2) und B(D2)  

gegeben, die auf einer Geraden G dieselbe Involution von Punkten be- 
stimmen, giebt es also unter den Kegelschnitten C B  und DZ dieser Büschel 
unendlich viele solche, die die Gerade G zur Sehne haben, so érhalten 
wir für die letzten zwei Schnittpunkto x und x,  zweier Kegelschnitte Ce 
und De, die auf G dieselben Punkte bestimmen, einen Or t ,  den wir wie 
folgt ableiten kihnen: Zu jedem der Büschel gehort i n  Uexug auf die 
Cerade G und eine zweite Gerade II (nach 1.) eine Curve K? Diese beiden 
Curven .K9 haben die Geraden G und H zu Tangenten und zwar berühren 
aie die Gerade G in demselben Punkte, in dem die beiden Kegelschnitte 
beider Btischel durch den Schnittpunkt a von H und G auf G noch den- 
eelben zweiten Punkt bestimmen. Die Gerade G ist a180 zweifach als ge- 
meinsame Tangente und die Gerade H einfach als solche zu rechnen. Die 
Ubrigen seehs gemeinsamen Tangenten ordnen sich zu drei Paaren von Ge- 
raden, die von gemeinsamen Punkten von Kegelschnitten C2 und D2 auf 
nach den gemeinschaftlichen Punkten dieser Kegelschnitte auf G gehen. 
Der Ort der letrten Punkte s und x, der Kegelschnitte C2 und D2 ist also 
eine Curve des dritten Grades XS. Uiese Curve geht ferner durch die 
Grundpunkte beider Büschel und die Gerade xx, dreht sich - nach einem 
bekannten Satz liber die Curven dritten Grades - um einen festen P u n k t  
auf Xe; das heisst wir erhalten: 

R e s t i m m e n  d i e  K e g e l s c h n i t t e  z w e i e r  B u s c h e l  a u f  e i n e r  
Gsraden C d i e s e l b e  I n v o l u t i o n  v o n  P u n k t e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  
le tzten g e m e i n s a m e n  P u n k t e  n u n d  x, z w e i o r  K e g e l s c h n i t t o  d o r  
Büschel,  d i e  a u f  G d i e s e l b e n  P u n k t e  b e s t i m m e n ,  e i n e  C u r v e  
des d r i t t e n  G r a d e s ,  X S ,  d i e  d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  b e i d e r  
Büschel g e h t  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  xx, d r e h t  s i c h  u m  e i n e n  
festen P u n k t  d i e s e s  O r t e s .  

2. Insbesondere folgt daraus: 
Sind abcd u n d  a,b,c,d, z w e i  V i e r e c k e ,  d e r e n  S o i t e n  s i c h  p a a r -  

weisé a u f  e i n e r  G e r a d e n  G s c h n e i d e n ,  s o  l i e g e n  d i e  S c h n i t t -  
punkte: 
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n: v o n  ab m i t  c,d,, x, v o n  a,bl m i t  cd ,  

Y a c .  % d l ,  YI alcl  b d ,  

B n ad b,c,, n a , d ,  ,, b c  
m i t  d e n  E c k e n  d e r  b e i d e n  V i e r e c k e  a u f  d e r s e l b e n  C u r r e  
d r i t t e n  G r a d e s  u n d  d i e  G e r a d e n  X X , ,  yy, u n d  as ,  s c h n e i d e n  sich 
i n  e i n e n i  P u n k t e  d i e s e r  C u r v e .  

Und : 
H a b e n  z w e i  V i e r e c k e  a b c d ,  a ,b ,~ ,d ,  z w e i  S e i t e n ,  e twa  ad 

u n d  a l d ,  a u f  e i n e r  G e r a d e n  l i e g e n d ,  s o  l i e g e n  d i e  übrigen 
E c k e n  b ,  c ,  bl u n d  dl m i t  d e n  S c h n i t t e n  z u n d  x, v o n  ab mi t  
c,d,, a,b, m i t  c d ,  y u n d  y, v o n  a c  u n d  b,d,, a,c, u n d  b d  au[ 

e i n e m  K e g e l s c h n i t t  u n d  X X ,  u n d  99, s c h n e i d e n  s i c h  a u €  ad. 
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' Kleinere Mit theilmgen. 
- -- 

XI. Ein neuer Satz über die  Determinanten einer  Matr ix.  

Unter 1 i l ,  i , .  . .i, 1 werde, wenn die i irgend welche Indices aus der 
Reihe 1.. . n sind, die sus den Colonnen i,, i,. . .im gcbildete Deter- 
minante mten Grades verutanden. Wir  wolleu nun voraussetzen, dass von 

Es sei gegeben aine Matrix 

d e n  (3 Detcrxninînten niten Grades n - n + 1 verschwinden, ao esa r ,  

1) Jf= 

dass, wonn wir dieselben in der obsn angegebencn Bezeichnung schroiben 

a l , .  . - a ln  

. 

anal. . . amn 

haben, wo s mi. Abldirzxng ftir n - m + 1 gesetzt ist ,  sich eine solche 
Anordnung treffen lasst,  dass von den Indices jeder Zeile in 2) gerade 
m - 1 in den vorhergehenden Zeilen schon vorkommen. Wir  wollen an- 
nebrnen, dass in dem obigen Scheuia dieso Anordnung bereits getroffen 
k t  und ferner, dass die neu hinzutretenden Iudices in jeder Zeile an erster 
Stello stehcn. Kan sicht,  dass alsdann in der ersten Horizontal- und der 
ersten Verticalreihe von 2) alle n Indices vorkomrnen. 

Wenn wir nun noch die weitere Voraussetzung machen, dass in jeder 
der s Matrices, welche von den Colonnen i k2 ,  i k J  . . . i k m  ( k  = 1 - . .s) ge- 
bildet werden, unt,er den je  m Determinanten ( m  - ])ton Grades wenigstens 
eine von 0 verachiedene k t ,  so mtissen alle Determinanten mtsn Grades der 
Natrix H verschwinden. - Der Beweis hierftir ergiebt sich leicht folgender- 
massen : 

Zcitachrift f Mathernatik u.Phynik. 40. Jnùrg 1895. 3. Heft 12 
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Der Relation 
3) 12, i12, i 1 3 . . . i l m I = 0  

wird offenbar genügt durch x = iIl,  i,,, i,, , ils . . . il,, &O durch aile in  
den beiden ervten Zeilen von 2) vorkommenden Indices, und zwar folgt 
dies fü r  die Indices il, und i,, aus den beiden ersten Gleichungen von 2), 
wahrend für die anderen lndices die Relation 3) eine Iderititat ist. Wahlen 
wir von diesen m + 1 Werthen für  z irgend m Werthe aus,  welche wir 
mit il, i, . . . i, bezeichnen wollen, stellen für diese die m Determinsnten- 
gleichungen von der Porm 3) au€ und entwickeln jede derselben nach den 
Unterdeterminanten der ersten Colonnel so haben wir oEenbsr ein System 
von na linearen homogenen Gleichungen in Bezug auf die m Determinanten 
(na - I)ton Grades der aua den Colonnen il,, i,3 . . . i l ,  gebildeten Xatrix. 
Da nun wenigstens eine dieser Determinanten (m - l ) t a u  Grades nach unserer 
Voraussctzung von 0 verschieden ist , so mus8 also die Determinante des 
Systems linearer Gleichungen verschwinden; dies ist aber nichts Anderes als: 

\ i l ,  i , .  . . i ,  I = O .  
Ililden wir also irgcnd eine Combination zu m Elemcntcn von den in 

den beiden ersten Zeilen von 2) vorkommenden Indices. so verschwindet 
die ails den durch diese Indices bezeichneten Colonnen gebildete Deter- 
minante mten Grades. E s  verschwindet daher auch die Determinante 
1 y, &, i33 . . . i3m 1 für jedes y,  welches in  den beiden ersten Zeilen von 2) 
bereits vorkommt, da ja i,, , i,, . . . ig, dort auch schon vorkommen. Hier. 
nach und nach der dritten Glcichiing von 2) folgt, dass der Gleiühung 

4) 1 y, & ?  & .  . . i 3 m  1 = O  

Genlige geleistet wird durch die Werthe y = il,, il, ... i l , ,  i,, , i,,. Wahlen 
wir a190 irgend m dieser m + 2 Indices aus und bilden für  sie die Deter- 
minantengleichungen von der Form 4), so erhalten wir offenbar wieder ein 
solches System von m linearen homogenen Gleichungen i n  Bemg auf die 
na Determinanten (m - l)ten Grades der aus den Colonnen iYe, i,,3 . . . i3," 
bestehenden Matrix. Da nun von diesen Determinanten (m - l ) t e n  Grades 
nach unserer Voraussetzung wenigstens eine von 0 verscbieden iut, so 
muss die Determinante des Gleichungssystems verschwinden, d. h. also: jede 
ails m der Colonnen ill ,  i,, . . . ilrn, i , l ,  iB1 gebildete Deterrninanto ist = 0. 
Dies geht offenbar so fort und es folgt, dass jede Determinante mten Grades 
der Matrix M verschwindet. 

Dieser Satz lasst nun eine Reihe geometrischer Anwendungen zu, von 
denen wir einige anführen wollen. Wenn n a d i c h  die Grossen zi, y;, zi, ?ci1 

i = 1, 2, 3 die homogenen Coordinaten von drei Raumpiinkten sind , sind 

in der 3latrix 
"1 Y1 21 w1 

Zn Yn 2.2 w2 

x3 Y3 *3 WJ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



die drei Deterrninanten dritten Grades, welche die letzte Colonne enthalten, 
irn Wesentlichen die Projectionen des von den drei Punkten gebildeten 
Dreiecks auf die Coordinatenebenen, und wir erhalten durch Anwendung 
unseres Determinantensatzes das bekannte Resultat, dass, wenn zwei der 
Projectionen eines Dreiecks auf die Coordinatenebenen verschwinden , die 
dritte auch verschminden musu.* Sehen wir dagegen in dieser Matrix die 
Elcmente der einzelnen Colonnen als Richtungscosinus von Gcraden an, 
welche durch einen Piinkt gehen, so kommen wir zu dem Satz, dass, 
wenn drei durch eiuen Punkt  gehende Gerade x, y, B in einer Ebene 
liegen und eine vierte Gerade w mit zwei der früheren x ,  y gleieh- 
fdls in einer Ebene gelegen i s t ,  alsdann aile vier Geraden in derselben 
Ebene liegen müssen, ausser wenn die beiden Geraden x, y coincidiren. 

Gehen wir von dieser Matrix von drei Zeilen und vier Colonnen zu 
einer solchen von vier Zeilen und fünf Colonnen über: 

und verstehen unter deu xi,  yi, zi, wi homogene Punktcoordinaten, so 
liefert unser Determinantensatz das Resultat, dass, wenn vier Punkte 
(1, 2,  3 ,  4) in eincr Ebene liegen und ein fIinfter (5) mit drei (1, 2 ,  3) 
dieser vier wieder in einer Ebene liegt,  alle fünf Punkte in derselben 
Ebene gelegen sind, nusser wenn die drei Punkte (1, 2 ,  3) auf der 
Schnittcurve zweier Ebenen , einer Geraden , liegen. Ein entsprechender 
Satz lBsst sich natlirlich für  Plichen zweiter Ordnung aus der Matrix 

herleiten, und man erhalt so: 

* Auf diese geometrische Anwendung rnaclite ruich Herr Prof. S t a u d  e be- 
reits irn Sorrimer 1894 gütigst aufmerksam. 

1 .2 * 
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Wenn zehn Punkte (1, 2 . .  . 10) auf einer Flache zweiter Ordniing 
gelogen sind und ein elfter Punkt (11) .mit 9 (1.. - 9 )  dor zehn Punkte 
gleichfalls auf einer Flache zweiter Ordnung liegt,  so liegen alle elf 
Punkte auf derselben FlSche zweitor Ordnung, ausser wenn die neun 
Punkte (1. . .9) auf der Durchschnittscurve zweier Flachen zweiter Ord- 
nung liegen. 

Allgemein ergiebt sich natürlich der Satz: Wenn 

Punkte auf einer Flache nter Ordnung liegen und ein weiterer Punkt liegt 
mit N ( n )  - 1 dieser Punkte auf einer Flache nte= Ordnung, so liegen alle 
N(n)  + 1 Punkte auf derselben Fiache %ter Ordnung, ausser wenn die 
N(n) - 1 ausgezeichneten Punkte auf der Schnittourve zweier Flachen 
nt'' Ordnung (resp. auf ein - oder rnehrfach unendlich vielen solchen 
Schnittcurven) liegen. 

R o s t o c k .  - -- W. AHRENS. 

XII. Beitrflge zur Integralrechnung.  

1. U e b e r  d e n  z w e i t e n  M i t t e l w e r t h s a t z .  

Im Folgenden will ich einen neuen Beweis für  den z w e i t e n  Mi t te l -  
w o r t  h s  a t z  der Integralrechnung geben, der ihn als Consequene des orstcn 
erscheinen lasst ,  sobald noch die Stetigkeit des bestimmten Integrals, als 
Punction seiner oberen Grenze angesehen, zu den Voraussetzung-en tritt. 
Die gehrauchliche Form des Satzos IBsst sich (vergl. H a r n a c k :  Differential- 
und Integralrechnung S. 270) sofort aus der besonderen Form 

ableiten, wie sie zuerst O. B o n n e t  (Liouv. Journ. XIV) aufgestellt hat; 
und diose Form wollen wir boweisen. 

Wir  setzen voraiis, dass f ( x )  von a, bis b stets posiiiv und sb- 

nehmend und (was keine Beschrhkung  involvirt) für x = a. gleich 1 sei. 
Die Integrale 

f 9 ( 4 a x ,  , î ; ( + ( X ) d X  (a0 -<" < 6 )  
a, a,, 

sollon eino Bodcutung haben. 
Wir  bezeichnen mit a,, a 2 ,  a,, . .. die Punkte, i n  denen g?(x) zwischen 

a, und b verschmindot, in denen also die Curve y = cp (x )  die 2 - h h ~ e  
schneidet. Zur Abkürzung sei ferner: 
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gesetzt. Um die Anschauungen zu fixiren, nehmen wir an,  dass p(x) 
zwischen a, und al positiv fiei. Dann ist: 

L(azr+i) - L ( a z k )  = J2k, 

2, 1 L(azk+z) - L ( a ~ a + i )  = - J z t + ~ ,  

L(nL) = c70- ,Tl + ,J2 - . . . + (- l)L-ltJk-l. 

Der erste Mittelwerthsatz gilt dann fü r  jedes A = 0, 1, 2, . . . in  der 
Ausdehnung : z 

f f  ( 4  F (XI ci$ = €1 (x),[cP (XI a x (an < x < ~ A + I )  
3) (ij ai 

~ ( x )  = f [al + 9.(x - UA)]  (O _< 9. < 1). 
Der Abkürzung halber setzen wir 

4) €2 (al + I) - E A  

und kijnnen aus der Annahme, f sei positiv und abnehmend, den Schl l l~s  
ziehen, dass 

E ~ ( X ~ ) > E A + ~ ( X ~ )  ( a z ~ ~ ~ ~ a ~ + ~ _ < x , ~ a A + z )  
5 )  

€2 > E Z + I  
sei. 

Gesetzt nun, d i e  d e n  z w e i t e n  M i t t e l w e r t h s a t z  d a r s t e l l e n d e  
Gle ichung  

6) K (x) = L (x') (a, < x' < - .  x < b )  

ware f ü r  a l l e  x v o n  a, a b  b i s  zu e i n e r  G r e n z e  x = g, z u  d e r  
2'- &' g e h o r t ,  r i c h t i g ,  d a n n  w ü r d e  s i e  i m  A l l g e m e i n e n  a u c h  n o c h  
weiter  ü b e r  x = 6 h i n a u s  r i c h t i g  sein.  Denn, wenn für  waçhsende x 
die linke Seite von 6) zu- oder abnimmt, kann man bei hinlanglich kleinen 
Aenderungen auch x' nach der einen oder der anderen Seite sich so andern 
lassen, dnse T,(zl)  ebensoviel zu- oder abnimmt. 

h'ur in folgenden F U e n  k6nnte die Fortsetzbarkeit durch stetige 
Aenderung des x' unterbrochen sein: 

1. 6 liegt zwischen a2nPl und U a A ,  R ( x )  nimrnt a h  mit wachsen- 
dem x ab; 5' ist  - aek(k < A ) ,  L ( x l )  wird also bei wachsendern 
und abnebmendem x' groser .  

II. liegt zwischen azA und n21+l, K(r )  nimmt also mit waeh~en- 
dem x zu; 5' ist  = < A), L ( x f )  wird also bei wachsen- 
dem und abnehmendem d kleiner. 

Man erkennt, dass, wenn 6) üherhaupt noch weiter gilt, d e r  W o r t h  
z' sich i n  d e n  b e i d e n  F i i l l e n  s p r u n g w e i s e  i i n d e r n  m u a s .  
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182 Kleinere Mittheilungen. 
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Wir behandoln den Fa11 1.; dor zweite lssst sich gonau ebenso durch- 
führen. 1. wird offenbar durch die Gleichung 

7) E , J , - E ~ J ~ + . - . -  E ~ A - I ( Ï ) J Z A - 1 ( Ï ) = J O -  J 1 + - . - -  J Z E - 1  @<A) 
dargestellt. 

Sind hier beide Seiten p o s i t i v ,  dann is t  die rechte Seite 

Lasst man nun x' von a z k - 1  abnehmend bis a, laufen, dann geht 
dabei L(xl) von L(aZk- , )  bis L(a,) - O über, gelangt also einmal zo 

einern L(gl'), welches der linken Seite von 7) bei $' < 6' gleich ist; ist 
dieses 5" das letzte, welches x' in der  Richtung von a z h - 1  bis a, passirt, 
so kann &" nicht = a z h  sein, weil sonst dieselbo Schlumweise noch aiif 

ein &"' < 6" führon würde. Gleich a, kann aber 5'' offenbar auch nicht 

werden. Wir  haben alço das &' in 6), welches eine stetige Fortsetzung 
nicht d a s s t ,  durch ein kleineres &" ersetzt, bei dem eine stetige Fûrt- 
setzung moglich ist. 

Zweitens m6gon in 7) beide Seitjen n e g a t i v  o d e r  N u l 1  sein. Wenn 

erfüllt ist, so kann man x' in  6) von a s ,  an machsen lasscn; zuerst 
ist dann die rechte Seito von 6) nach Hinzufügung von + J 2 l :  grtisser 
als die linke von Y), dann einmal wegen 8) kleiner als die linke con 7):  
also giebt es ein kff, für welches 6) auch erfüllt i s t ,  und welches swischen 
&' und x = & liegt. Nimmt man das in diesrr Bichtung zuletzt auf- 

tretende, so kann es nicht wieder ein azh  sein, und also i e t  die Fort- 
setzung von gr' aus mtiglith; oder die Voraussetzung 8) ist ungiltig. 

Es ist daher nur  noch zu untersuchen, mas eintritt ,  wenn kcine der 

Ungleichungen 8) erfüllt ist. Dann folgt aus 

dsnn eine der Ungleichungen 

dass, wegen 5), J 2 k  - J 2 k + 1 >  O 

is t ,  ferner aus E y k J a ~  - E B ~ + I  J z k + i >  O 

8) c 

Jek- J 2 k t l <  0,  

J 2 k -  CJzr;+i f J z k + a  - e T 2 k + 3  < 0 ,  
. .  . . . . . . . . . .  
J z k  - J 2 ~ + 1  f . . . -!- &A-2 - J~A-I(&) < O 
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~ ~ ' 7 ~ -  E ~ ~ J ~ +  . . -  - esk-lJZk-l< zOJO- E ~ J ~  + ... - 
+ [~akJzk - . . .  - E Z Z - I ( ~ )  J22-1(&)1, 

das heisst, man bekommt für die linke Seite von 7) 

9) K ( a J  < K(5) < 0. 
Für dieses a k <  5 gilt  aber der Voraussetzung gemass der zweite 

liittelaerthsatz, und da auf dem Wege von x = a, bis I = ak dio Function IC 
von Ku11 bis bl(ak)  l h f t ,  so giebt es dazwisçhen ein in  der eingeschlagonen 
Richtung letztes 5,  mit zugehorjgem t',, fü r  welches 

E(t )  = Ic(kl)  = L ( E ' ~ )  61 < 6) 
nird. Da forner K(ak) noch kleintir als K ( 5 )  wird, so is t  auch i n  diesem 
E'alle die Fortsetzbarkeit der Gleichung 6 )  nachgcwiesen, da j a  K(( ,  + a;,),  
L(;', + dt',) noch geringere Werthe annehmen. Wir  erkennen dabei, d a s  s 
a u c h  h i e r  d i e  A e n d e r u n g  d e s  W e r t h e s  6' s p r u n g w e i s e  e r f o l g t .  

.Die Gleichung 6 )  gilt also in  jedem Falle auch noch über den 
Punkt x = 6 hinaus, und da sie zwischen a. und a, selbstverstiindlich k t ,  
so hat sie für das ganw Intrrvall von a. bis h hin Giltiglreit. Uober 
die Anzahl der Stellen a,, a,,, . . . ist keine beschrankende Voraussetzung 
gemacht worden. 

2. B e r e c h n u n g  b e s t i r n m t e r  I n t e g r a l e  a u s  d e r  S u m m e n - D e f i n i t i o n .  

In den Lehrbüchern der Integralrechnung wird nach der Besprechung der 
licstimmten Integrale als Grenze von Snmmen meist nur  als einziges Beispiel 

dafür abgoleitet, dass dio Dcfinition auch zu wirklicher Berechnung des 
Integral-Werthes benutzt werden kaon. Am Ausführlichsten i s t  noch das 
Werk von G. F. M e y e r ,  welches ausser dem Angeführten auch die 
bciden Integralc n 

p d r ,  J log( l  - 2 r ~  cosz $ E I ~ ) ~ z .  

a O 

hehnndelt. Es ist deshalb vielleicht nicht ohne Interesse xu sehen, dasj  die 

Definition b b 

( ) a  = l x  + - 2 )  ( 2 )  (xi  < S i  < xi+,) 
a a 

ziir Rerechnung jedes Integrals verwendet werden kann, falls das unbestimmte 
Integral ,[f (z) d x  bekannt ist. 
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x o = r p ( 0 ) = a ,  xIPSP(S), . . .  x ~ ~ r p ( A 8 )  ,... ~ , = ~ ( n d ) = b .  

Daraus folgt 
b 

,/j.(x) ax - [P (0 i- 1) 6) - P (1 41 f (t!; 
a 

nimmt man daher = A6 + O2d, so geht die Summe über in 

l imZd =- n S  = F(h) - F(a).  

So hat man z. B. für 

I d 2Af-1 1 
-1im22sin-cos- de  

2 2 VI - 6 5  
Nun is t  sin Ad < h. < - - sin (A + 1) 8 ,  

CO SA^,^^ - pA 2 C O S ( A .  + l ) d ,  
2n + 1 

und da - 
2 

zwischen A und A + 1 lie&, kann man LA E O  wahlen, dass 

wird. Dies ergiebt dann 

d 
sin 

d 
d 

sin 

l i m Z 2 s i n - =  Eimnd-=arcsinb.lim-- 
2 6 

-- 
6 
- 

= arc sin. b. 2 2 

In  dersellien Weise kann man viele Integrale behandeln, z. B.: 

I n  anderen Flillen, in  denen die inverse Function des unbestimmten 
Intograls nicht einfach gonug ist,  kann man mitunter auf folgeade Weise 
zurn Ziele gelangen. 
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ES sei q, ( z )  die inverse Function von f ( z )  und a = ~ ( a ) .  D a m  
nehmen wir: 

1 
r 0 = q ( a ) ,  x l = + ( a f  9, r 2 = ~ ( a + 2 S ) , . . .  ~ . - + ( a + . d ) ~  

t o  - %> 61 = X I ,  ta = x ~ , . .  . En = Zn1 

~ ( s , ) = u ,  f ( t , ) = u + s ,  f ( 5 , ) = a + 2 J l  ... î (h j  - a  + n a  

und erhalten: 

( , i ( 3 a s - i i m m [ q ( a +  ( L + ~ ) s )  - q ( a - ~ - ~ s ) ~ ( u + ~ d )  

Sobald also die Summe in dem letzten Ausdrucke sich bilden l m ,  
haben wir den Werth des bestimmten Integrals. 

Beispielsweise sei gegeben: 
p u g  x dx. 
a 

Hier wird x2 ,,+id 
1 f(h)  = a + L a ,  

a - eul 2, , ea+nd ,  

6 
= b log b - a log a - a lim (en" e*) 7 

e - 1  
= b Zog b - a  log a  - (b - a). 

Ebenso ergiebt sich für 

barcs inb -  1imd.rsin.S + . . .  + s i n ( n - 1 ) d ]  
1 

= b urc sin b - 2si.n2 - (nrc sin 6 )  
2 

1 = barcs inb  + V l - b L l .  

Giessen. Prof. E. NETTO. 

X m .  Zur Warmelei tung in  der  Erde. 

Im vorigen Jahrgange dieser Zeitschrift S. 124 flg., dann S. 192 und i n  
diesem Jahrgange S. 60 flg. sind thermische Studien -Ergebnisse von mir 
mitgetheilt worden, welche ich jetzt, nach vülliger Ilurchnahme der vor- 
ziigliehen Vorlesungen K i r  c h h O f f 's (herausgegeben durch P 1 a n  c k )  noi:h 
fortsetze, aber auch unter den speciellen Titeln, die das sp%tere Wieder- 
aiiffinden solcher Notate erleiciitern sollen. 

In der zweiten Vorlesung ( 5  2) handelt K i r c h h o f f  von der Anwendung 
der bekannten Gloichung 
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auf das Erdinnere und vergleicht deren Ergebnisse mit De~bachtun~en, 
welche Q u e t e l  e t  in Brüssel angestcllt hat. Das Integral 

lasst ersehen, dass sich das Maximum Oder Minimum der Pcriode z in die 
- 

Tiefe r fortyflanzt mit der Geschrindigkeit 2 a  J:- 
Q u e t e l  e t fand für die tagliche Periode (t = 1)  diese Geschwindigke.t 

1 
gleich 1 Metcr und in der Tiefe z = - Meter als Amplitudcnvcrhiiltnibs 

5 
(verglichen mit der Erdoberfltiche) 1 : 6. Aus 

wird slso das genannte VerhLltniss e-Znz, oder e - O ~ ~ n ,  oder e-8,  oder 1 : 3,5, 
dau ist beinahe doppelt so gross als 1 : 6. 

,,Zuverlassiger sind die Deobachtungen der jahrlichen Periodeu z = 365, 
woftir Q u e t e l e  t die Geschwindigkeit 0,0464 Meter pro Tag fand. Die 
Theorie liefert demnach 

- 

2 a / &  =: 0,0464 oder a = - 9  0 ,44  

0 ,5  
7'; 

was dem vorigen Werthe a -- nur um 12 Procente nachstcht. 
dn  

Ich bcrcchnete nun mit ersterem Werthe von a die Amplituden der 
obigen zweiten Gleichung ftir die jshrliche Periode und für die von Kirch,  
h o f f  nach Q u e  t e l e t  angegobenen Tiefen 

Meter0 ,188  0 , 7 5  1,95 3,90 7,80 

und fand beziehungsweise 

1 : 1,07 1 : 1,32 1 : 2,07 1 : 4,27 1 : 18. 
Angegeben sind die jiihrlichen Schmatikungen der Temperatur 

Grade: 13,28 11,30 7,69 4,49 1,43. 
Es  muss a190 beispielsweise ftir das erste Paar  der beiden letzten 

Zahlenreihen 1,32 : 1,07 = 13,28 : 11,30, oder überhaupt, es müssten die 
Quotienten je zweier Zahlen dieser Reihen gleich sein. Diese sind aber 

beziehun@weise 14 ,2  14,9 15,9 19,2! 25,7 ! 

Xan sieht, dass cine zicmlich gute  Ucbcreinstinimung nur herrscht in 
den drei ersten dieser fünf Producte, aber nicht mehr hinsichtlich der beiden 
letzten. K i r c h  h o  Pf hat  vielleicht nur  bei jenen cine Controle vorgenomxncn, 
da er diese Unterscheidung nicht macht. 
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Oder ich will einmal annehmen, dass statt  der letzten Keihe ein und 
dieselbe Zahl 15 
zutreffen würde; so würden statt  der vorletzten Reihe durch Multiplication 
der 15 mit den betreffenden Zahlen der drittletzten Beihe kommen 

Grade: 14,O 11,4 7,2 3,5 0,s. 
Die im Buche erwiihnten ,,wenigen Zehntel von 1°C.' als Abweichung 

treffen also auch nur wenig zu. 

XIV. Erwarmung des Wassers  durch Zusammendrucken. 

Geschieht diese Erwarmung adiabatisch, was bei genauer Betrachtung 
ohnehin voraiisgesetzt werdeu muss, so findet die Thermodgnamik 

wo p u t  den Druck auf die Flache 1,  das specifische Volurn, die absolilte 
Temperatur, cl, die specifische TViirme des Korpers bei constantem Druck 
und r. d a s  mechanische Wiirmeiiquivalent bedeiiten. 

K i r c  h h  off ' s  Vorlesurigen bringen diese Gleicliung in V I  3 7 kurz 
vor dessen Schliiss, und in VI1 3 2,  a m  Schlusse dieses Paragraphen, 
werden J o u l e s  Versuche mit Wasser angeftihrt, bei welchen dp = 25 
Atmospharen war und bcobachtct wurde 

d r  - - 0,008 C., + 0,020, + 0,054 
für 

z = 274 ,2 ,  284,7 303,0, 
,in fast volliger Uebereinstimmung mit der Thcorieu. 

Es interessirte mich, diese theoretische Rechnung anzustellen, und ich 
werde hieriiher jctzt berichten. 

Da sich bei diesen Resultaten Unterschiede von vier Promille als 
gegenstandslos erwciscn, so nehme ich c, = 1 in den drei Fallen. Und 
da auch ein Prozent nichts gilt ,  so sei auch daa Volum von ein Kilo- 
gramm Wasser durchweg v = 0,001 Cubikmeter; dassellie kommt durch 

herein , worin ich für die eingeklammerte Grosse den aus der V O 1 k m  a n  n - 
schen Tabelle bei der Temperatur - Erhtihung um l0 von den drei fraglichen 
Temperaturen aus sich ergebeiiden Ausdehnungs -Coefficienten setze 

a = - 0,00003,  + 0,0001 1 , + 0,00047. 

Fur eine Atmosphare ist  10334 gesetzt und x = 4 2 5 ;  das bei beiden 
herausetzende g (Erdbeschleunigung) entfernt sich i n s  dem Ausdrucke. 
Der für die drei Fi l le  constante Factor 

1 -. v . d p  oder 
X . cl, 

0,001 .2O. 10334 
a i 5  - 

ergiebt den Logarithmus (mit unntithig vielen Decimalen) 
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0,783819 - 1 
und, das Product der je zwei sich andernden Factoren z. or (siehe oben) 
hinzugefügt, es findet sich nach der Delogarithmirung beziehungsweisa 

dt.  berechnet = - 0,005,  + 0,019, + 0,087. 
Vergleicht man diese Zahlen mit don beobachtcten, die oben angegeben 

sind, so findet man eine ,,fast vollige UebereinstimmungU bei der mittleren, 
wahrend die beiden anderen berechneten um fast gleichviel h6hcr sind 
(60 Procent) als die beobachteten. 

Gleichwohl kann man auch da  noch von eincr gowissen Ucbcr. 
einstimmung sprechen (hinsichtlich der Vorzeichen und der Decimalstellen), 
und, dass die Beobachtung hinter der Berechnung zurückbleibt, ist bci der 
Schwierigkeit der anzustellenden Messungen nicht verwunderlich. 

Interessant ist auch noch für den gegenwsrtigen Bctrcff, was Kirch- 
h O f f  sogleich im ntichsten Paragraphen (VI1 5 3) folgen lasst über die 
AbkIihlnng von Drahtcn durch Zug und das durch J o u l e  ziemlich bekannt 
gewordene Gegentheil beim Kautschuk, wovon ich unter besonderem Titel 
noch handeln will. 

XV. Abkühlnng von Drahten dnrch  Zug. 

Unmittelbar auf die Formel von der (adiabatischen) Erwarmung eines 
Korpers durch Druck folgt in K i r c h h o  f f ' s  Buch (herausgegeben von 
P l a n c k )  die Formel (VI1 5 3) 

az dr=- - - . - .  
xc ,  a r  p, 

wo Pl r den Zug (nicht auf die Flliche 1, sondern absoliit), die spcci- 
fische Lange, die absolute Temperatur, cp die specifische Wiirme des Karpers 
hei constantem Druck und x das mechanische W%rmeaquivalent bedeuten. 

C 1 a u  s i  u s hat dieselbe Gleichung in VIII 5 9 seiner ,,mechanischen 
Wiirmetheorieu (2. Aufl. 1876) und sagt ,  dass ,ihre Richtigkeit durch Fer- 
suche von J O  u l e  hestiitigtu wurde (1859). K i r c  h h o f f berichtct genauer, 
dass die Formol in ,besonders auffallender Weise an Streifen vulkanisirtcn 
Kautschuks bestatigtY wurde. Hierbei kommen bekanntlich negative ther- 

a E 
mische Langsdehnungs - Coefficienten - zum Vorschein, und die somit z.at 
gemsss der Formel resultirende Erwlirmung statt  der Abkiihlung durch 
Zug hat  sich experimentell ergeben. 

Aber K i r c h h o f f  fahrt fort: ,Was die G r o s s o  der beobachteten 
Temperaturanderungen betrifft, so stimmte diese, auch bei den Netallen, 
nicht ganz mit den theoretisch berechneten überein; ja  bei den Versuchen 
mit Metalldrahten fand E d l u  n d  diese Temperaturanderungen nur etwa 
gleich zwei Drittel dbr theoretisch berechneten. Der Grund hierfür ist noch 
nicht a ~ f g e k l a r t . ~  Und nun folgen acht Zeilen Text über die muthmass- 
lichen storenden Einflüsse. 
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Dam kann ich nun Zweierlei hinzufügen. 
Fürs Erste habe ich auch bei den von K i r c h h o f f  erwahnten drei 

hlessungen J o u l e s  über die Erwarmung des Wassers durch Druck nach- 
gewiesen, dass zwei derselben ein Zurückbleiben der beobachteten Tem- 
peraturanderung hinter der berechneten ergeben haben und zwar zufallig 
auch gerade um denselben Betrag. 

Zweitens kann man bei den gezogenen Drahten noch ganz bestimmt 
eine Ursache angeben, welche die beobachtete Temperatur - hlinderung kIeiner 
macht, ais die nach obigcr Formel berechnetc. Durch den Zug nach dor 
Linge des Drahtes werden nsmlich die Querdimensionen desselben ver- 
mindert, also gewissermaasscn zusammengcdrückt und der Draht in Folge 
dessen auch erwarmt. Dieser Eiufluss kommt von der durch die Formel 
berechneten Wirkung in Abzug. 

Dürfte man fiir die zweite Elasticitatsconstante, die sogenannte Quer- 
1 

contraction, genauer deren Verhaltuiss eur Langsdilatation , die Zalil - 
1 

4 
rechnen, so ware das fur den Querschnitt vorn doppelten l-irfolge, 2 >  und 

os ergabe sich als Resultat der Erkaltung und Erwarmung eine Erkaltung 
halb so gross als die oben genannte theoretische. Bei geringerer Quer- 
contraction, wie sie an den schon mehrmals gezogenen Drahten nicht auf- 

1 
fillig ist, wird der besprochene Abzug - und noch weniger der theoretischen 

3 
Erkaltung betragen. Abgesehen von den sonstigen Grtinden , welche die 
Ueobachtung hinter der Theorie xurtickbleibend erwarten lassen. 

Ich benutze diesen Anlass, um fur die Aufnahme der zweiten Elasticitats- 
canstanten neben der ersten (dem Elasticitatsmodul) in  die PhysikbUcher 
neuerdings das Wort zu nehmen (siehe die lotzten Jahrgtinge des im 
Jahre 1891 abgeschlossenen Repertoriums der Physik). So z. B. reproducirt 
u. A. auch der Leitfaden der Physik von B e  e t z - H  e n r i c i  (1 1. Aufl. 1893) 
die Vergleichung der thermischen mit der mechanischen Langsdehnung 
( 5  161). Und doch haben beide nur diesen auuseren Sohein, mtichte ich 
mich ausdrücken, gemein. Denn thermiscb ist mit der Langsdehnung auch 
dieVergrosserung, mechanisch dagegen die Verkleinerung der Querdimensionen 
verknüpft. 

UTenn man einen solchen Vergleich anstellen will, wie er j a  didaktisch 
ganz ernpfchlcnswcrth is t ,  so muss man die cubische thermische Aus- 
dehnung mit der mechanischen bei dreiseitigem und gleichem Normalzug 
des isotrop und etwa würfelformig gedachten Korpers vergleichen. Man erhalt 

danu einerseits d(1 + E t )  oder a3(1 + 3 k t ) ,  

m o  K der cubische und k der lineare Ausdehnungs - Coefficient ; andererseits 
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wenn p ,  wio der Elasticit%tsmodul E ,  beispieisweise Kilogramme durch Qiia. 

dratmillimeter und PZ > 2 die zweite Elasticitatsconstante bedeutet. 
Bei gleich gross gedachter Volumzunahme ist dann 

die Nichtberilcksichtigung von la bedeutet die Annahme n = on, ausserden;. 
dass hier der Zug p auf alle drei Würfelseitenpaare ausgeübt wird. Bei blos 
einem dieser Züge würde der Factor 3 bei p wegfallen; aber wie sclion gesagt 

sind dann der tliermische und mechanische Vorgang wesentlich verschieden. 

XVI. Nacht rag  zur  barometrischen Hohenmessungsformel 
(im vorigen Jahrgange der Zeitschrift). 

K O h l r  a u s  c h  giebt in seinem Leitfaden der praktiwhen Physik iils An- 
niiherungsformel, bis zu 1000 Metern giltig, 

bo- b ,  h = i6OOO ---. 
ho + b, 

I n  einer Mittheilung über diesen Gegenstand (Rep. d. Phys. 1889) setzte 
ich einfacher statt  des Nenners 2 b,; dann wird im aussersten Falle 

1 8 "-" oder bo-b ,=-b l ,  b,=gt+,. 1000 = 8000 - 
b ,  8 

Setzt man dagegen 2 bo im Kenner, so wird 
1 7 

b,>- 6 --ho,  Il,=-bo. 
' -8  8 

Der Unterschied d i e ~ e r  bciden Werthe von 6, betriigt also hochst,ens 
10 Millimeter, wenn b, über 700,  also der Unterschied der obigen Formel von 

h = 8000 --- bo - b, 
- b1 3 oder von k = 8000 - 

h6chst8ens 5 Millimeter. 
b, 50 

I n  einer spateren Mittheilung (Rep. d. Phys. 1890) kam ich auf diese 
AnnSherung nicht zu sprechen; desgleichen nicht in  der letzten, die ich 
im vorigen Jahrgang dieser Zeitschriit ver6ffentlichte. Diesein Xachtrage 
füge ieh heute noch den Ternperaturfactor 

(1 + 0,004t) 
für  die rechte Seite der Gleichung von h bei. 

Augs  b u r g .  Prof. Dr. Ruxz. 

XVII. Preisaufgaben d e r  mathematisch- natnrwissenschaftlichen Section 
der  Fürstlich Jablonowski'schen Gesellschaft i n  Leipzig. 

1. F ü r  d a s  J a h r  1895. 
Die Gesellschaft wiinscht 

e i n e  k r i t i s c h e  Z u s a r n m e n s t e l l u n g  d e r  b i s h e r i g c n H a u p t -  
e r g e b n i s s e  t i b e r  d i e  a n  K r y s t a l l e n  b e o b a c h t e t e n  kiinst- 
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l i c h  e r z e u g t e n  u n d  n a t i î r l i c h  v o r k o m m e n d e n  A e t z -  
e r s c h e i n u n g e n ,  s o w i e  d i e  A u s f ü h r u n g  w e i t e r e r  U n t e r -  
s i i c h u n g e n ,  w e l c h e  g e e i g n e t  s i n d ,  d a s  L u s t a n d e k o m r n e n  
u n d  d i e  s p e c i e l l e r e  A u s b i l d u n g s w e i s e  d e r s e l b e n  z u  e r -  
l a u t e r n ,  u n d  i n s b e s o n d e r e  d i e  B e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  
A e t z e r s c h e i n u n g e n  u n d  M o l e c u l a r s t r u c t u r  a u f z u k l a r e n .  

Preis 1000 Mark. 
2. F ü r  d a s  J a h r  1896. 

Wenn man sich heute - und es geschicht das mit Recht - einer 
besseren und tieferen Kenntniss der Entwickeliingsgeschichte bertihmt, als 
man sie früher besass, so gilt das doch zunachst nur in  Bezug auf die 
aussere Erscheinung und die Reihenfolge der Vorgange, welche den Auf- 
bau des thierisohen Organismus ermoglichen. Die physiologischen Be- 
dingungen dieser Vorgange sind bis bis jetzt erst wenig erforscht worden. 
Nur BO vie1 steht fest,  dass letxtere nicht ausschliesslich durch gewisse 
Grundfunctionen bestimmt sind, sondern auch von ausseren Reizursachen 
abhiingen, und durch Veriinderung derselben in dieser oder jener Weise 
selbst abgetindert werden. 

In der Uoffnung nun ,  die physiologische Morphologie zu f t rdern und 
zur Losung ihrer Probleme a.nzuregen, wünscht die Gesellschaft 

e i n e  d u r c h  D a r s t e l l u n g  d e r  b i s h e r  g e w o n n e n e n  E r g e b -  
n i s s e  e i n g e l e i t e t e  E x p e r i m e n t a l u n t e r s u c h u n g  l i b e r  d e n  
E i n f l u s s ,  d e n  d i e  v e r s c h i e d e n t l i c h  a b g e a n d e r t e n  L e b e n s -  
b e d i n g u n g e n  a u f  d i e  E n t w i c k e l u n g s v o r g B n g e  e i n e s  
( h o h e r e n  o d e r  n i e d e r e n )  T h i e r e s  a u s t i b e n .  

Preis 1000 Mark. 
3. P ü r  d a s  J a h r  1697. 

Die von M o n g e ,  A m p è r e  und D a r b  O n x  herrührenden 1ntegrat)ions- 
methoden der p a r t i e l l e n  Differentialgleichungen zweiter und hoherer Ord- 
nung finden bekanntlich nur  fu r  solche Glcichungen Anwendung, die mit 
anderen Gleichungen Losungen gemein haben, welche nicht nur von arbitriiren 
Constanten abhhgen .  Es  geht andercrseits aus L i e ' s  Untersuchungen 
über unendliche Gruppen hervor , dass Gleichungen , die eine u n  e n d  l i  c h e 
Gruppe von Beriîhrungs - Transformationen gestatten , im Allgemeinen zu 
anderen Gleichungen in der soeben besprochenen Beziehung (Involutions- 
beziehuug) stehen.* Die Gesellschaft wünscht, 

d a s s  d i e  a u s  d i e s e r  B e m e r k u n g  f l i e s s e n d e n  I n t e g r a t i o n s -  
m e t h o d e n  e n t w i c k e l t  u n d  a n  m 6 g l i c h s t  i n s t r u c t i v e n  
u n d  v o l l s t a n d i g  d u r c h g e f ü h r t e n  B e i s p i e l e n  i l l u s t r i r t  
w e r d e n .  

Preis 1000 Mark. 

* Vergl. D a r t  oux: Journal de I'e'cole normale 1870. - L i e :  Beriçhte der 
konigl. siichs. Gesellschaft der Wissenechaften 1891 - 1894. 
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4. F ü r  d a s  J a h r  1898. 
Da die von P o i s s o n ,  G r e e n ,  G a u s s ,  D i r i c h l e t  u. A. gegebene 

Theorie der dem N e  w t O n'schen Gesetze entsprechenden Krsfte einen der 
wichtigsten Theile der ganzen mathematischen Physik reprasentirt, anderer. 
seits aber die absolute Giltigkeit des N e w  t O n'schen Gesetxes (narnentlich 
für  sehr kleine und für  sehr grosse Entfernungen) mancherlei Bedenken 
ausgesetzt i s t ,  so liegt der Gedanke nahc, die Theorie der Fernwirkungen 
in grosserer Allgemeinheit zu entwickeln und dabei ,  neben dem Newton. 
schen auch andere Gesetze der Pernwirkung i n  Betracht zu ziehen. 

Ein solcher Versuch ist schon im Jahre  1832 von G r e e n  gemacht 
worden in seinen Nathematical Investigations concerning the Laws of tiie 
Equilibrium of Fluids analogous to the Electric Fluid." Statt der N e w .  

1 
ton'schen Krtifte vom Gesetze 7 werden dort ganz allgemein Kriifte Yom 

1 r2  
Gesctz - in Betracht gexogen. Doch zeigcn sich in  jcner ebenso wich- 

7" 

tigen wie scharfsinnigen Abhandlung mancherlei Lticken und Unklarheiten, 
auf welche G r e e n  zum Theil schon selbst aufmerksarn gemacht hat. Auch 
sind daselbst gewisse Aufgaben (wie z. B. die Aufgabe der elektri~cheo 
Vertheilung in einem Ellipsoid oder in einer Kreisscheibe) nur ganz bei. 
laufig besprochen worden. Demgemass wilnscht die Gesellschaft 

e i n e  w i r k l i c l i e  L o s u n g  d i e s e r  v o n  G r e e n  i n  se iner  Ali- 
h a n d l u n g  n u r  a n g e d e u t e t e n  A u f g a b e n ,  s o w i e  auch d i e  
A u s f l l l l u n g  u n d  A u f k l a r u n g  d e r  i n  d e r  g e n a n n t e n  Schrift 
v o r h a n d e n e n  L ü c k e n  u n d  D u n k e l h e i t e n .  

Preis 1.000 Mark. 
Die anonym einzureichcnden Bcwcrbungsschriften sind, wo nicht die 

Gesellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andereo 
Sprache gestattet, in d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h c r  oder franzosischer  
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und p a g  i n i r  t , ferner 
mit oinem M o t t o  versehen und von eincm v e r s i e g e l t e n  Umschlage 
begleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit 
t ragt ,  inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jsd~ 
Bewerbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse eut. 
halten, on welche die Arbeit für den Fal l ,  dass sie nicht preiswtirdig be- 
funden wird, zurtickzusenden ist. Die Zeit der  Einsendung endet mit dern 
30. N o v e m b e r  d e s  a n g e g e b e n e n  J a h r e s ,  und die Zusendung ist an 
den Secretgr der  Gesellschaft (für das J a h r  1895 Geh. Bergrath Professor 
Dr. F. Z i r k  e l ,  Thalvtravse ?Sr. 33) zu riçhten. Die Kesultate der Prüfung 
der eingegaugenen Schriften werden durch die ,,Leipziger Zeitungu im M i n  
oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. Die gekrihten Be. 
werbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 

Hofrath Prof. R. LEUCKAKT, PrBscs. 
* Transactions of de Cambridge Philos, Society 1833, wieder abgedruckt ir 

den Mathematical Papers of G .  Green p. 117-183. 
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Metrische Strahlencongruenzen bei einer cubischen 
Raumcurve. 

Von 

Dr. H. K R Ü G E R  
in Pleas O.- S. 

Rei einem Kegelschnitt liegen bekanntlich die Mitten paralleler Sehnen 
auf  einer Geraden , und die Gesammtheit dieser Geraden bildet das Strahlen- 
büschel der Durchmesser. I n  analoger Weise gelangt man zu gewissen 
Strahlencongruenzen , wenn man die singuliiren Punkte von Schnittpunkts- 
dreiecken einer cubischen Raumcurve betrachtet, deren Ebenen einander 
parallel sind. Als ausgezeichnete Punkte eines Dreiecks bezeichnen wir dabei 

1. den Schwerpunkt, 
2. den Hohenpunkt (Scl-initt,punkt, der drei Hohen), 
3. den Mittelpunkt des Umkreises. 

1. Schwerlinie , Hohenpunktslinie, Mittellinie 
einer cubischen Raumcnrve. 

1. Der Thcorie der Regelschnitte entnehmen wir folgende Satzc: 
I n  e i n e m  S y s t e m  P o n c e l e t ' s c h e r  D r e i e c k e ,  d i e  e i n e m  

a l l g a m e i n e n  K e g e l s c h n i t t  P e i n g e s c h r i e b e n  u n d  g l e i c h z e i t i g  
e iner  P a r a b e l  Q2 u m s e h r i e b e n  s i n d ,  b e s c h r e i b e n  1. d i e  I I 6 h e n -  
p u n k t e ,  2. d i e  S c h w e r p u n k t e ,  3. d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  U m k r e i s e  
je e i n e  Gcrade. ')  

Irn Fa11 1 erhalten wir bekanntlich als Ort der Hohenpunkte die Leit- 
h i e  der Parabel. Um den Fa11 2 zu bcweiseu, setzen wir vorerst als 
umschriebenen Kegelschnitt Q2 einen Kreis voraus. Nun theilt der Schwer- 
punkt jedes Dreiecks den Abstand zwisühen dem Mittelpunkt des Umkreises 
u n d  dem Hohenpunkt im VerhKltniss 1 : 2 (die drei singularen Punkte liegen 
auf der E u 1  er 'schen Geraden). Da also die Hohenpunkte auf einer Ge- 
raden liegen , so erfüllen auch die Schwerpunkte aller P o n c e  l e  t 'schen 
Dreiecke eine zweite Gerade, welche der Leitlinie parallel liiuft und ihre 
Entferniing vom Mittelpunkte des Umkreises im Verhiiltniss 1 : 2 theilt. 
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Projieirt man jetzt die ganze Figur in der Ebene r, durch Parallelatralilen 
aiif eine andere Ebene E , ,  so geht der umschriebene Kreis in eine Ellipse, 
die Parabel in eine andere Parabel liber, und jeder Schwerpunkt einea 
Dreiecks in E,  wird ' in  den Schwerpunkt des entsprechenden Dreiecks in r ,  
projicirt. Folglich bleibt die Eigenschaft der Schwerpunkte, eine Gerade 
zu bilden, auch für eine umschriebene Ellipse erhalten, und wir konnen 
sie nach dem Princip der Continuitiit auf einen allgemeinen Kegelschnitt aus- 
dehnen. 

Der Hohenpunkt und der Schwerpunkt beschreiben weiter auf ihrec 
bezüglichen Geraden zwei projectiv iihnliche Punktreilien, und die Eule r -  
schen Ceraden, welche je zwei entsprechende Punkte verbinden, urnhtillen 
daher eine Parabel,  zu deren Tangenten die Schwerpunktslinie und 1Iülien- 
punktslinie gehoren. Die Mittelpunkte der Umkreise aller Dreiecke liegen 
aber derart auf den E u l  e r 'hchen Geraden, dass der Scliwerpuiikt den Ab- 
stand zwischen Kreismittelpunkt und Hohenpunkt im Verh%lt,niss 1 : 2 theilt. 
Folglich beschreiben diese Mittelpunkte eine dritte feste Saugerite der 
Parabel,  womit anch der Fa11 3 bewiesen ist. 

2. Die voratehenden Satze lasseu sich jetzt uurnittelbar auf eine 
ciibische Raumcurve CQbertragen, als welche wir im Allgerneinen eine 
cuhische Hyperbel mit drei reellen unendlich ferneu Puukten a, b,, c ,  

voraussetzen. Legt man zu einer beliebigen Ebene E ein Büschel paralleler 
Ebenen, so echneidet dieses aus C3 eine Schaar Dreiecke aus. Wir pro. 
jiciren die letateren von einem unendlich fcrnen Punkt  a, der Raiiui- 

curve C3 auf die feste Ebene E ,  dann bilden die Projectionsstrahleri deil 

einen (hyperbolischen) Cylinder , welcher sich dnrch C v e g e n  ltisst, oder 
die cubisehe Raumcurve wird in eineu Kegelschnitt QVHyperbel) in t 

projicirt, die Schnittpunktsdreiecke auf CJ aber in  ein System von jenen 
bez. congruenten Dreiecken, welche dem Kegelschnitt Qe eingeschriehm 
sind. Die Seiten der Schnittpunktsdreieeke auf der R,anmcnrve C G i n d  
Secanten derselben, welche zu der Ebene E parallel laufen, das heisst ihre 
nnendlich ferne Gerade g, sehneiden; die Seiten erzeugen daher eine Rpgel- 
flache vierter Ordnung R4 mit C3 als D ~ p ~ e l l i n i e . ~ )  Diese Regelfliiche Ri  
wird aber von dem Doppelpunktc a, a m  in cincn parabolischen Cylinder 
zweiter Ordnung projicirt, das heisst, die Seiten der SclinittpunktrdreiecIte 
iimhüllen einen parabolisclien Cylinder, ihre Projectionen in E folglich eine 
Parabel q2. Das riumliche System der Schnittpunktsdreiecke auf Cqist  
somit übertragen in ein congruentcs ebencs Spstem P o n  ce l e  t'sclier 
Dreiecke, die dem Kegelschnitt 0' eingeschrieben und der Parabel 3' um. 
sehrieben sind. Nit  den Dreieckcn werden aber ziigleich ihre singçlaren 
Punkte bezüglich projicirt, so dass wir ftir diese aus dem unter 1. be. 

wiesenen Satze folgern: die Schwerpunkte, Hohenpunkte und Mittelpunkte 
der Umkreise in den Schnittpunktsdreiecken auf CS liegen in je einer 
Ebene durch a,. Dersclbe Schluss wiedcrholt sich fur den zweiten u n -  
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endlich fernen Punkt  b, der Raumcurve C9 als Projectionscentrum; die 
drei Liuien, welche die drei auugezeichneten Punkte der Schnittpunkts- 
dreiecke erfllllen, gehoren auch j e  einer Ebene durch b, an. Die so con- 
struirten drei Ebenenpaare durch a, und b, schneiden sich bezüglich in 
drei Ceraden, und wir erhalten den Satz: 

E i n  B ü s c h e l  p a r a l l e l e r  E b e n e n  s c h n e i d e t  a u s  e i n e r  c u b i -  
schen  R a u m c u r v e  C3 e i n  S y s t e m  v o n  D r e i e c k e n  ails.  D i e  S c h w e r -  
p n n k t e ,  d i e  H o h e n p u n k t e ,  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  U m k r e i s e  i n  
den S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e n  b e s c h r e i b e n  d a b e i  j e  e i n e  G e r a d e ,  
die wir kurz bezüglich als S c h w e r l i n i e  s, H o h e n p u n k t s l i n i e  k und 
Mit teI l inie  m be~eichnen.~)  

Diese d r e i  G e r a d e n  b i l d e n  d r e i  E r z e u g e n d e  e i n e s  h y p e r -  
bol ischcn P a r a b o l o i d s ,  d e s s e n  a n d c r c  R c g c l s c h a o r  d i e  E u l e r -  
schen G e r a d e n  d e r  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  d a r s t e l l t ,  u n d  d i e  v o n  
jcnen d r e i  G e r a d e n  im V e r h ë l t n i s s  1 : 2 g e t h e i l t  w i r d .  

II. Das System der  Schwerlinien einer  cubischen Raumcurve. 

1. Jedem Btischel von Parallelebenen oder auch jeder Achse x, eines 
solchen in der unendlich fernen Ebene r ,  ist  nach 1, 2 eine Schwerlinie s 

der Raumcurve C"ugeordnet. Die Gesammtheit der Schwerlinien bildet 
daher eiue w2 Mannigfaltigkeit irn Raume oder eine Strahlencongruenz. 
Urn den Charakter derselben zu ermitteln, projiciren wir in der obigen 
Weise das verauderliche System der Schnittpunktsdreiecke , welches das be- 
liebige Parallelebenenbüschel [z,] aus der Carve C3 ausschncidet, sowohl 
von ihrem unendlich fernen Punkte a,, als auch von ihrem unendlich 
fernen Punkte b, anf eine beliebige, aber feste Ebcnr, F. Das Projections- 
bild in E ist dann bez. a, eine Schaar P o n  ce1 e t'scher Dreiecke, die einem 
Ihgelschnitt 6% eingeschrieben und einer Parabel v2,, umschrieben sind. 
und dereu Schwerpunlite eine Gerade az beschreiben, anderseits bez. 6, 
eine entsprechende Schaar von Dreiecken, die einem Kegelschnitt ein- 
geschrieben und einer Parahel QZb umschrieben sind mit der Schwerpunkts- 
geraden bz.  Und zwar sind die Geraden az und bg die Projectionen der 
Schwerlinie sE ,  welche dem Ebenenbuschel [x,] migeordnet is t ,  odcr um- 
gekehrt: die Schwerlinie sg ist  die Schnittlinie der Verbindungsebenen 

(a&) und (LQ. 
Lassen wir jetzt die Achse x, in der Ebene s, sich verandern, so 

bleibeu die buiden Kegelschnitte 6% und 6% fest als Durchschnittsfigurcn 
der Ebene E mit den beiden Cylindern, die von a, und b, aus durch die 
Ilaurucurve C3 gehen. Dagegen veriindern sich die beiden Parabeln '$1, und 
!&, als Projectionen der veranderlichen Regelfiache R4, die x, zur Leitlinie 
bat (vergl. 1, 2 )  und mit ihnen die beiden Schwerlinien aZ und bE.  Dabei 
bleiben für jede Parabel einerseits und q6 anderseits ausser der unend- 
licli fernen Geraden g, ihrer Ebene E noch je zwei Tangenten iinverzndert: 

13 * 
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die Asymptote der Raumcurve CS in a,, t: schneidet namlich den Kegel- 
schnitt Q2, in einem Punkte a ,  und die beiden Stmhlen von û aus nach 
den unendlich fernen Punkten des Kegelschnitts G2a bilden mit g, die 
Projection des Schnittpunktdreiecks a,'b,c,, berührcn daher die Parabel T,; 
das Andoge gilt für die Parabel P b .  Die einzelnen Parabeln v a  und Tb 
sind also je einem festen Dreiseit eingeschrieben oder bilden je ein spccielles 
Kegelschnittgewebe, so dass die Glieder der beiden Gewebe eindeutig auf 
einander bezogen sind. Ferner entspricht, wie leicht ersichtlich, jedcr 
Schaar (@,) eine Schaar (Tb); zwischen den beideu Parabelgeweben be- 
ateht daher eine collineare Verwandtschaft. Durch die beiden so definirten 
Parabelgewebe werden nun auch die den einzelnen Parabeln v a  und p6 
zugeordneten Schwerlinien aE und hs, welche das Strahlenfeld der Ebene E 

erfüllen , projectiv auf einander bezogen , indem jeder Parabelschaar (9,) 
und (Qb) ein Strahlenbüschel (az)  und (bh) entspricht. Das Lehtere folgt 
daraus, dass zunachst die Leitlinien einer Parabelschaar (die einem Dreiseit 
eingeschrieben ist) ein zu ihr projectives Strahlenbllschel bilden, was die- 
selbe Eigenschaft fiir die Schwerlinien der unischriebenen Poncelet'sclien 
Dreieckssysteme naeh sich zieht. Die beiden Strahlenfelder €(as)  und 
sind somit collinear verwandt; folglich gilt dasselbe für die sie projiciren- 
den Ebonenbündel a, (aE) und 6, ( b , ) .  Für die Schnittlinien entsprechender 
Ebenenpaare der beiden collinearen BUndel, das heisst für die Schwer- 
linien sE der Raumcurve C3, gilt daher der Satz: 

D i e  S c h w e r l i n i e n  sz: e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C3 bilden 
e i n e  S t r a h l e n c o n g r u e n z  e r s t e r  O r d n u n g  u n d  d r i t t e r  K l e s s e  oder 
d a s  S e c a n t e n s y s t e m  e i n e r  a n d e r e n  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  S3. 

2. Die gefundene Leitcurve S3 geht zun&chst durch die Mittelpunkte 
a, und b, der beiden collinearen Bündel, daher nach Analogie auch durch 
den dritten unendlich fernen Punkt c, von C3. Ferner gehort zu i h e n  
Secanten die singulare Schwerlinie, welche die Schmiegungspunkte der 

beiden einzigen parallelen Schmiegungsebenen von G3 verbindet, da eice 
Schmiegungsebene die Raumcurve C 3  in einem NuIl-Dreieck mit coincidentem 
Schwerpunkt schneidet. Diese besondere Schwerlinie ist alao zugleich 
Secante der Ranmcurve C s :  sie geht durch den Mittelpunkt rn derselben 
und sol1 kurz als Mittelsecante von C3 bezeichnet mverden. 

Piir die Lage der Lcitcurvc S 3  crgicbt sich demnach: 

D i e  L e i t c u r v e  S Q a t  m i t  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  R a u m c u r v e  C3 
d i e  d r e i  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  u n d  d i e  M i t t e l s e c a n t e  gemein. 

Zur vollstanciigen Beetimmung der Curve S 3  genügt es ,  noch ihre 
Schnittpunkte mit der Mittelpunktsebene p von C 3  aufziisuchen (Ort  der 
Mittelpunkte aller der Raumcurve C 3  eingeschriebenen Fliichen zweiter 
Ordnung). In  der Ebene p besteht folgende Configuration von Punkten"): 
Die Ebene p schneidet die Raumcurve C 3  in drei Punkten a,, b,, co und 
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ihre Asymptoten ta ,  f b ,  fc bex. i n  drei Punkten a , ,  bl, c,, so dass die 
beiden Dreiecke a,bo co und a, b ,  cl in Bezug auf ihren gemeinsamen Schwer- 
~ u n k t  m (den sogenanntcn Xittelpunkt von C,) perspectiv liegen, und 

zwar verhalt sich : 
- - -- - - 

m a , : n i a , =  m b , :  inb,=  mc,: i n c , = l : -  3. 
Die Cerade a ,  a ,  ferner (cbcnso b ,b ,  und c,c,), von S c h r  6 t e r  als 

,Durchmesseru von C3 bezeichnet, ist der Schnittlinie der entsprechenden 
Asymptotenebene ru mit E , ,  1 Ta&- 1 conjugirt und enthelt die Mittelpunkte 
aller zu r ,  paralleler Sehnen der Raumcurve C< Jede Ebene 5 durch einen 
solchen Durchmesser &,a, trifft daher die Curre C 3  in cinem Drcicck, 
dessen Schwerpunkt auf dem Duichmesser a o a ,  liegt, das heisst, dem zur 
Ebene & parallelen Ebenenbüschcl ist eine Schwerlinio sr zugeordnet, welche 
den Durchmesser aoal schneidet. -4nderseits muss eine derartige Schwer- 
linia P~ in F ,  der zu a,a, conjugirten Geraden 1 T ~ E ,  / bcgcgncn, aiif 
welcher der harmonische Pol der unendlich fernen Geraden von : in Bezug 
auf das Draicck a,b,c, liegt (der Grenzfall des Schwerpunktes). Dreht 
man j e t ~ t  die Ebene um den Durchmesser a o a ,  als Achse, so durch- 
bohren die entsprechenden Schwerlinien sE die beideu Geraden uoal und 
1 i a e , l  in zwei projectiven Punktreihen und beschreiben daher die eine, 
zweifach schneidende Regelechaar eiues hyperbolischen Paraboloids , welches 
diirch die Leitcurve SJ der Schwerlinien geht. 

Folglich geh6rt a,a, und analog b,U,, ebenso wie c, c l ,  zu den Geraden, 
welche die cubische Raumcurve S3 in je Einetn Punkte t,r(:ffcn, das heisst, 
die drei Durchmesser enthalten die geruchten Schnittpunkte der letzteren 
mit der Ebene p. 

Weiter ist jede Asymptote ta der Raumcurve C3 a15 eine besondere 

Schwerlinie derselben zu betrachten: eine beliebige Ebene n: durch ta schnei- 
det niirnlich die Curve C3 noch in einem endlichen Punkte p l  und fiir das 
siuguliire Schnittpunktsdreieck a,a,p stellt jeder Punkt auf ta den Schwer- 
punkk  dar, wahrend die zur Ebene z planparallelen Schnittpnktsdreiecko 
&nmtlich iliren Schwerpunkt in a, besitzen. Die Asymptote ta von Cs ist 
daher eine Bisecante der Raumcurve iS3, und da diese Secante die einfach 
schneidende Gerade a o a ,  in dem Punkte a ,  trifft, so liegt a ,  auf der Curve S3,  
und nach Analogie gilt dasselbe von den Punkten bl und c,, das heisst: 

Die L e i t c u r v e  SS s c h n e i d e t  d i e  M i t t e l p u n k t s e b e n e  y v o n  C3 
in den d r e i  P u n k t e n  a , ,  b,, c l ,  w o r i n  d i e  d r e i  A s y m p t o t e n  d e r  
Rtiumcurve C-er E b e n e  p b e g e g n e n .  

Durch diese drei Punkte,  in Verbindung mit den drei unendlich fernen 
a,, b,, c, ist soruit die cubische Raumcurve S3 eindeutig beutimrnt, und 
zwar ergiebt sich ails der peispectiven Lage der beiden Dreiecke a,O, c ,  
und a,E0c, folgender einfache Zusammenhang der beiden Raumcurven S3 
und C3: 
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D i e  L e i t c u r v e  S3 u n d  d i e  u r s p r i i n g l i e h e  R a u m c u r v e  C3 
w e r d e n  v o n  i h r e m  g e m e i n s a m e n  M i t t e l p u n k t  m a u s  d u r c h  ein 
u n d  d e n s e l b e n  K e g e l  d r i t t e r  O r d n u n g  K Q r o j i c i r t ,  s a  dass  die 
P r o j e c t i o n s s t r a h l e n  i n  rn n a c h  d e m  c o n s t a n t e n  V e r h a l t n i s s  
1 : - 3 g e t h e i l t  w e r d e n ,  oder ,  anders ausgedrückt: 

D i e  b e i d e n  R a u m c u r v e n  S3  u n d  C h i n d  i i h n l i c h  u n d  ahnlich 
g e l e g e n  i n  Rez i ig  a u f  d e n  g e m e i n s a m e n  M i t t e l p u n k t  in ,  sa dase 
s i c h  e n t s p r e c h e n d e  S t r e c k e n  w i e  1 : - 3 v e r h a l t e n .  

3. Noch von anderer Seite h r r  gelangt man zu der Leitcurve S3, 
wenn man von den drei Asymptoten der Raumcurve C3 ausgeht. Ein 
Büschel von parallelen Ebenen schneidet die letzteren in Dreiecken, deren 
Ecken drei projective, und zwar iihnliche Punktreihen durchlaufen. Daraus 
folgt ohne Weiteres: die Schwerpunktc dieser Schnittpunktsdreiecke be- 
schreiben ebenfalls eine Gerade, eine Schwerlinie i n  Bezug auf die drei 
Asymptoten ta, t b ,  t , .  Die so definirtc Gcrade hat  abcr mit der ent-  
sprechenden Schaerlinie bezüglich der cubischen Raumcurve C3 den uneud- 
lieh fernen Punkt  und ausserdem den diesem unendlich nahen Punkt au:' 
der Geraden gemeinsam; die beiden ~chwerl inien sind daher identisch, oder: 

D a s  S y s t e m  d e r  S c h w e r l i n i e n  i n  B e z u g  a u f  d i e  cubische 
R a u m c u r v e  C q s t  i d e n t i s c h  m i t  d e m j e n i g e n  bezt igl ic i i  i h r e r  drei 
A s y m p t o t e n  ta ,  t b ,  t,:) 

I m  Anschluss daran ergeben sich noch die Satze: 
E i n c  b e l i e b i g e  E b e n e  s c h n e i ù e t  e i n e  c u b i s c h e  Raumcurve 

u n d  i h r e  d r e i  A s y m p t o t e n  i n  z w e i  c o b a r y c e n t r i s c h e n  Dreieckea, 
das heisst mit gemeinsnmen Schwerpunkt. 

J e d e  S c h m i e g u n g s e b e n e  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  schnei- 
d e t  d i e  d r e i  A a y m p t o t e n  d e r s e l b e n  i n  e i n e m  D r e i e c k ,  dessen 
S c h w e r p u n k t  d e r  z u g e h o r i g e  S c h m i e g u n g s p u n k t  a u f  d e r  Raum- 
c u r v e  i s t .  

Legt man jetzt eine Gerade g , welche die drei Asymptoten t a ,  f s ,  t c  liez. 
in r ,  9, 8 trifft, so stellt die Punktgruppe (rt) h )  mit ihrem Schwerpurikt 2 
ein in  cine Gerade degenerirtes Schnittpunktsdreieck der drei Asymptoteii 
vor. Jede Ebene durch g begegnet daher nach vorigem Satze der Raum. 
cnrvc CS in einem Dreieck, dessen Schwerpunkt mit a zusammenfdlt, oder 
auch: Die cm1 Schu~erlinien, welche dern Ebenenbtischel g(g)  durch eine 
solche Geiade g zugeordnet sind, gehen sammtlich durch 6. Der Punkt  3 
ist hieruach eiu singularer Punkt  der durch die Sçhwerlinie von C3 pc- 
bildeten Strahlencongruenz und liegt auf der Leitcurve S-erselben. 

Dies ftihrt zu dem Satze: 
D i e  G e r a d e n  g, w e l c h e  d i e  d r e i  A s y m p t o t e n  e i n e r  ciibischen 

R a u m c u r v e  CS s c h n e i d e n ,  b i l d e n  d i e  e i n e  R e g e l s c h a a r  eiues 
H y p e r b o l o i d s  A? D a b e i  b e s c h r e i b t  d e r  S c h w e r p u n k t  B s u  je 
d r e i  S c h n i t t p u n k t e n  e i n e r  E r z e u g e n d e n  g m i t  d e n  h s y m p t o t e n  
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eine z w e i t e  c u b i s c h e  R a u m c u r v e  S3, d i e  L e i t c u r v e  z u  d c m  S y s t e m  
der  S c h w e r l i n i e n  v o n  Cs. 

Die Leitcurve SS liegt also auf ùeui Asymptoten-Hyperboloid A2, und 
zwar trifft sie die Eizeugenden g einfach, dagegen die drei Asymptoten bez. 
ausaer in ihren unendlich fernen Punliten in  den drei Durchbohrungspunkten 
der Mittelpunktsebene p. Die letzteren sind dahcr zugleich die Mittcn der 
drei Btrecken, welche durch je einen dieser Punkte gehen und die betreffenden 
beiden anderen Asymptoten schneiden. 

Damit ist zugleich eine n e u e  C o n s t r u c t i o n  e i n e r  c u b i s c h e n  
Raumcurve  ( H y p e r b e l )  gewonnen: a l s  b a r y c e n t r i s c h e  C u r v e  e i n c r  
I legelschaar  m i t  d r e i  f e s t e n  L e i t l i n i e n .  

Das erhaltcne Resultat l lss t  sich noch in aiidercr Weise ausdrticken, 
wie folgt: 

D u r c h  e i n e n  P u n k t  p i m  R a u m e  l l s s t  s i c h  i m  A l l g e m e i n e n  
Eine  u n d  n u r  E i n e  E b e n e  l e g e n ,  d i e  a u s  d e r  c u b i s c h e n  R a u m -  
curve C3 gin D r e i e c k  m i t  p a l s  S c h w e r p u n k t  a u s s c h n e i d e t .  

D u r c h  j e d e n  P u n k t  d d a g e g e n  a u f  d e r  L e i t c u r v e  S3  d e r  
Schwer l in ien  g e h e n  d i e  E b e n e n  v o n  o o l c o b a r y c e n t r i s c h e n  S c h u i t t -  
p u n k t s d r e i e c k e n ,  d i e  a l l e  i h r e n  S c h w e r p u n k t  i n  h a b e n ,  u n d  
zwar b i l d e n  d i e s e  E b e n e n  e i n  B ü s c h e l  u m  e i n e  A c h s e  g, w e l c h e  
die d r e i  A s y m p t o t e n  v o n  CS s c h n e i d e t .  

4. Wir konnen jetzt auch die projective Verwandtschaft der Strahlen- 
congriienz der Schwerlinien von Cs mit dern Sbrahlenfelde der unendlich 
feruen Ebene t-, nLher begründen. Die Schwerlinie sx,  welche nach 1. der Achse 
r ,  zugeordnet ist, schneidet die Ebene E ,  in  dem harmonischen Pole r, der 
Geraden r ,  in Bezug auf das Schnittpunktsdreieck a, b, cm. Die Beziehung 

surischen Pol r, und Polare x, ist  dabei qiiadratisch, das heisst, wenn die 
Gerade x, sich um einen festen Punkt  in E ,  drelit, so beschreibt der zu- 
geh6rii.e Pol r, einen Kegelschnitt X 2 ,  der dern Fundamental-Dreieck 
a,li,c, umschrieben ist.") Die entsprechenden Scbwerlinien gchcn mithin 
durch die Punkte des Kegelschnitts X2, und da  sie anderseits Secanten der 
Leitcurve S G i n d ,  so folgt daraus: 

J e d e m  S t r a h l e n b ü s c h e l  i n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  E,  i s t  
irn A l l g e m e i n e n  e i n e  R e g e l s c h a a r  z w e i t e r  O r d n u n g  v o n  S c h w e r -  
linien z u g e o r d n e t .  

Liegt insbesondere der Nittelpunkt eines solchen Strahlenbüschels in  
dem unendlich fernen Kegelschnitt des Asymptoten-Hyperboloids A2, so 
degenerirt die entsprechende Regelschaar in einen durch die Leitcurve S3 
gelcgten Kegel zweiter Ordnung. 

Die Ebenen eines beliebigen Ebenenbtischels sind dadurch projectiv 
bezogcn auf die Erzeugenden einer Regelschaar zweiter Ordnung als cou- 
jugirte Schn,erlinien, und das Erzeugniss Iieider Gebilde ist somit eine 
Baumcurve dritter Orduung , oder: 
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D i e  S c h w e r p u n k t e  a l l e r  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  e i n e r  cubi- 
a c h e n  R a u m c u r v e  C3, d e r e n  E b e n e n  d u r c h  e i n e  e n d l i c h e  Gerade 1 
g e h e n ,  e r f u l l e n  e i n e  a n d e r e  c u b i s c h e  R a u m c u r v e ,  welche mit 
d e r  e r s t e r e n  d i e  d r e i  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  gerne in  ha t  und 
d i e  G e r a d e  2 z w e i f a c h  s c h n e i d e t .  

Ebenso ergiebt sich a!s Erzeugniss eines Ebeueribündels und der dam 
projectiven Congruenz der Schwerlinien von C s  eine Flache dritter Ord- 
nung, oder: 

D i e  S c h w e r p o n k t e  a l l e r  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k o  e i n e r  cubi- 
s c h e n  R a u m c u r v e  C3, d e r e n  E b e n e n  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  endlichen 
P u n k t  p l a u f c n ,  b c s c h r c i b c n  e i n c  P l & c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  welche 
d u r c h  d e n  P u n k t  p g e h t  u n d  d i e  d r e i  u n e n d i c h  f e r n e n  Punkte 
v o n  Cs z u  I L n o t e n p u n k t c n  h a t .  

E s  mogen noch die beiden dualen Satze dazu hier Platz finden: 
Die Ebenen aller Schnittpunktsdreiecke einer cubischen Raumcurre L3, 

deren Schwerpunkte auf einer Geraden 2 l iegen, osculiren eine cubische 
Parabel, welche 1 m m  Schmiegungsstrahl ha:. 

Die Ebenen aller Schuittpunktsdreiecke einer cubischen Raumcurve Cs, 
deren Schwerpunkte in einer Ebene E gelegen sind, urnliüllen eine Plkche 
dritter Klasse, welche die Ebene e bertihrt und die unendliçh ferne 
Ebene E,  zur Doppelebene hat. 

III. Das System der Hohenpunktslinien 
einer cubischen Raumcurve. 

1. Projiciren wir in der obigen Weise unter 1 2. ein System von 
Schnittpunktsdreiecken, das ein Parallelebenenbüsçhel aus C 3  ausschneidet, 
von a, auf eine Ebene E des Büschels, so wird die entsprechende Hohen- 
punktslinie h von C3 in die Directrix d der dort gefundenen Parabel pz 
projicirt. Die Directrix d trifft nun den Kegelschnitt LI2, das Projections- 
bild der Raumcurve C" in zwei Punkten p und q ,  die zugleich Hohen- 
punkt und Ecke von zwei P o  n ce1 e t'schen nreiecken vorsiellen ; das Iieisst, 
p und q sind die Spitzen der beiden einzigen rcchtwinkligen Dreiecke in 
der P o n  celet'scheil Figur. Die beiden Punkte p und q sind aber ent- 
stauden durch Projection von zwei entsprechenden Punkten p' und q' auf 
der Raumcurve Cs, die daher ebcnfalls die Spitzen von zwei rechtwinkligen 
Schnittpunktsdreiecken von CS ergeben. Jede Hohenpunktslinie einer Raum- 
curve C q s t  folglich gleichzeitig Secante derselben, oder: 

D i e  H t i h e n p u n k t e  e i n e r  S c h a a r  p l a n p a r a l l e l e r  S c h n i t t p u n k t s -  
d r e i e c k e  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C % r f ü l l e n  e i n e  Secante 
d e r s e l b e n .  D i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  l e t z t e r e n  m i t  C3 s i n d  d i e  Spitzen 
d e r  b e i d e n  e i n z i g e n  r e c h t w i n k l i g e n  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  i n  

d e r  S c h a a r .  
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2. Sei jetzt g eine beliebige Secante der Raumcurve C3, welche der 
let~teren in den Pnnkten p und q begegnet, so wird C h o n  den beiden 
Punkten auu bex. durch zwei quadratische Kegel p2 und q2 projicirt. Die 
Ebenen, welche diese beiden Kegel in  recbten Winkeln oder ails der Raum- 
curve C9 reühtwinklige Dreiecke schneiden, umhüllen daher je einen Kegel 
zweiter Klasse pe und i2, welche ihrerseits die unendlich ferne Ehene 
E ,  in je einem Kegelschnitt E$ und E: treffen?) Den vier gerneinsamen 
Tangenten der letzteren entsprechen folglich vier Paar parallele Tangential- 
ebeneri der Kegel Pz und qZl oder: 

J e d e  S e c a n t e  d e r  R a u m o u r v e  C3 i s t  g e m e i n s a m e  H 6 h e n -  
p u n k t s l i n i e  z u  v i e r  S c h a a r e n  p l a n p a r a l l e l e r  S c h n i t t p u n k t s -  
d r e i e c k e  v o n  C3. 

Da durch jeden Punkt  im Raume Eine und nur Eine Secante an die 
cubische Raumcurve C3 geht ,  so folgt daraus: 

D u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  7 l a s s e n  s i c h  i m  A l l g e m e i n e n  
vier  E b e n e n  l e g e n ,  d e r e n  S c h n i t i p u n k t s d r e i e c k e  m i t  e i n e r  
c i ib i schen  R a u m c u r v e  i h r e n  g e m e i n s a m e n  H o h e n p u n k t  i n  r 
beui tzen.  

D u r c h  e i n e n  P u n k t  p a u f  d e r  R a u m c u r v e  C3 g e h e n  m l  r e c h t -  
w i n k l i g e  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  (deren Hohenpunkt i n p  liegt), d e r e n  
E b o n e n  e i n e n  K e g e l  z w e i t e r  K l a s s o  p B  u m h l i l l e n .  

3. Die Congruenz der Hohenpunktslinien einer CS ist mithin identisch 
mit dem Secantensystem derselben und den Geraden der Ebene Em derart 
zugeordnet, dass jedem Stralil x, in E, als Achse eines Parallelebenen- 
büschels Eine Secante h von C3 als IIGhenpunktslinie entspricht, dagegen 
umgekehrt zu jedar Sccanto W vier Geraden in F ,  gehoren, das hcisst, die 
Iiohenpiinktslinien h von C3 sind ein- vierdeutig auf das Strahlenfeld der 
Ebene E ,  bezogen, oder bilden mit diesem eine Coriespondenz [1,4Im9 Um 
den Grad dieser ein-vierdeutigen Verwandtschaft zu ermitteln, betrachten 
wir ein Strahlenbüschel p(x,) in  der Ebene E , .  Jeder Geraden zm ent- 
spricht als Hohenpunkt bez. des unendlich fernen Schnittpunktsdreiecks 
a e E m c m  von C3 ein Punkt J-w von folgender Construction: 

Die Gerade XQ mag die Seiten cmnm und cwbm bez. in w und i, 

treffen. Zu jedem dieser beiden Punkte ist d a m  auf xw bez. des 
imaginsren Krciscs R2, je ein Punkt m' und b' conjugirt, und die beidcn 
Verbindungslinien amb' und b m b P  treffen sich in dem zu x m  zugeordneten 
Hbhenpunkte 7,. Dreht sich jetzt der Strahl xm urn P m ,  so beschreiben 
die Punkte u' und tu' je einen Kegelschnitt Be und TBZ, deren Punkte 
projectiv auf einander bezogen sind. Der Strahl xm geht namlich durch 
den, beiden Kegelschnitten gemeinsamen Punkt  pQ und schneidet daher 
beide Curven i n  projectiven Punktreihen. Die Geraden amb* und bmm' ,  

welch bez. nach den entsprcchendcn Punkten der beiden projectiven 
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krummlinigen Punktreihen 23' und L!U2 gehen , beschreiben daher bei der 
Bewegung des Strahles z m  zwei Strahlenbüschel von der Correspondenz [2,2]. 
Das Erzcugniss derselben oder der Ort  des Hohenpunktes rm ist folglich 
eine C'urve von der Ordnung 2 + 2 = 4 ,  p 4 ,  welche ersichtlich die drei 
Punkte am, b,, Cm zu Doppelpunkten kat :  

Jedem Strahlenbtischel in  der unendlich fernen Ebene cm iist a19 Ort  
der zugehorigen Hiihenpunkte in Bezug auf das Schuittpunktsdreieck cim'bmcm 

der Raumcurve C3 eine Curve vierter Ordnung (sechster Klasse) 'p4, mit drei 
Doppelpunkten in a m ,  6,, cm zugeordnet, oder auch: 

D i e  G e r a d e n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  e ,  b i l d e n  m i t  den 
P u n k t e n  d e r s e l b e n  a l s  e n t s p r e c h e n d e n  H t i h e n p u n k t e n  bez. des 
D r e i e c k s  a m b m c m  e i n e  v i e r - e i n d e n t i g e  V e r w a n d t s c h a f t  vier ten 
G r a d e s ,  i n  d e r  a m b m c m  e i n  F u n d a m e n t a l d r e i e c k  v o r s t e l l t .  

I n  dieser Verwandtschaft ist insbcsondere der imaginiire Krcis $2, sicli 
selbst zugeordnet, so dass je ier  Tangente desselben ihr Berühruugspunkt 
mit a'$ entspricht. 

Die entsprechenden H6henpunktslinien der Raumcurve CS erhalten viir 
jetzt, indem wir an diese von den Punkten einer derart errnittelten Curve 
bezüglich die Secanten legen. Letztsre erfüllen als Gerade, die einer Curve 
vierter Ordnung p4 einfich und einer Raurncurve dritter Ordnung C 3  
zweifach begegnen , eine Regelfiache vom Grade 4.4 = 16 ; indessen er- 

niedrigt sich der Grad durch die drei Doppelpunkte der Curve qp : am, 
b m ,  cm, die auf C3 liegen, um 3.2.2 = 12, das heisst: 

D i e  H o h e n p u n k t s l i n i e n  d e r  R a u m c u r v e  C3, d i e  einem 
S t r a h l e n b ü s c h e l  p(xm) i n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  E ,  z u -  

g e o r d n e t  s i n d ,  b e s c h r e i b e n  e i n e R e g e l f l a c h e v i e r t e n  GradesIlYli!) 
m i t  d e r  R a u m c u r v c  C3 a l s  D o p p e l l i n i e .  

Die so erhaltene Regelfliiche R4(h) ist zugleich der Ort  der Hohenpunkte in 

den Schnittpunktvdreiecken von C3, deren Ebenen durch den Punkt 
gehen, oder: 

Die HUhenpunkte aller Schnittpi~nkt~sdreieeke der Raurncurve C3, dertin 
Ebenen einer festen Geraden parallel laufen, erfüllen eine Regelflaclie vierten 
Grades mit der Raumcurve C3 als Doppellinie. 

Anderseits schneidet jedea Ebenenbüschel durch eine Gerade g die un. 

endlich ferne Ebene Em in einem Strahlenbüschel p (zm) ,  welchem als 
Hohenpunktslinien bezüglich der Baumcurve C V i e  Erzeugenden einer 
solchen Regelfliiche R4(h) zugeordnet eind. Jeder Ebene E durch g ent- 
spricht daher eindeutig eine Erzeugcndc h der Flache Ryh) als Hoheu- 
punktslinie, welche die Ebene e in  dem Hohenpunkt ihres Schnittpunkta- 
dreiecks mit der Reumcurve C3 trifi't Das Erzeugnisa des Ebenenbüschek 
g ( ~ )  mit der eindeutig darauf bezogenen Regelschaar R4(h) ist aber eine 
Raumcurve von der Ordnung 1 + 4 = 5, H5, so dass sich ergiebt: 
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D i e  H t i h e n p i i n k t e  d e r  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  d e r  J3aum- 
curve  C3, d e r e n  E b e n e n  d u r c h  e i n e  f e s t e ,  e n d l i c h e  G e r a d e  g 
g e h c n ,  b e s c h r e i b e n  e i n e  R a u m c u r v e  f ü n f t c r  O r d n u n g ,  F. 

Dieselbe schneidet die unendlich ferne Ebene EW in  den beiden Punkten, 
in welchen die beiden Berührungsebenen durch die Gerade g an den ima- 
ginsren Kreis Rm diesen berühren und ferner in  den drei unendlich fernen 
Punkten der Normalen zu den drei Ebenen, welche die üerade g mit den 
drei unendlich fernen Punkten am,  b m ,  cm von C3 verbinden. 

4. Insbesondere mus3 auch die Raumcurve H 5  der Raumcurve C3 be- 
gegnen, da sie mit dieser auf dereelben Regelflache RA (h)  liegt. Um die 
Schuittpunkte beider Curven zu erui t te lp,  projiciren wir die Raumcurve C3 
von einem ihrer Punkte J: durch einen Kegel zweiter Ordnung TT Dieser 
Kegel r2 trifft die Raumcurve 8 5  in  2 .5 = 10 Punkten,  von deren zwei 
aiif den beiden Erzeugenden der Regelfiiiche R4(h)  liegen, die von dem 
Pnnkte F auf C3 auugehen. Die übrigen 10- 2 = 8 Punkte stellen da- 
gegen die den beiden Ciirven C s  und H 5  gemeinsamen Punkte vor (als 
Scbnittpunkte von je zwei Secanten der Raumcurve C3). Das einem solchen 
Punkte entsprechende Schnittpunktsdreieck von CS hat folglich seinen Hohen- 
punkt in einer Ecke oder ist rechtwinklig, das heisst: 

Durch eine Gerade g gehen die Ebenen von acht rechtwinkligen 
Schnittpunktsdreiecken der Raumcurve C3, was zu dem Satze ftihrt: 

A l l e  E b e n e n ,  w e l c h e  a u s  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C9 
r e c h t w i n k l i g e  D r e i e c k e  a u s s c h n e i d e n ,  u m h t i l l e n  e i n e  F l a c h e  
a c h t e r  K l a s s e ,  Dg. 

Diesellie enthiilt die drei unendlich fernen Secanten der Raumcurve CS 
a1s zweifache Gerade, die unendlich ferne Ebene als sechsfache Beriihrungs- 
ebene (durch eine unendlich ferne Gerade gehen die Ebenen von zwei 
rechtvinkligen Schnittpunktsdreiecken , vergl. III, 1). 

I n  dieser Flache ai8 stellt ferner die zugehorige Raumçurve CS eine 
singuliire Curve vor, indem der Tangentialkegel von jedem Punkte der 
Raumcurve C3 an die Flache ai5 in einen Kegel zweiter Klasse und eiuen 
solchen sec'nster Klasse zerfillt (vergl. III, 2). Insbesondere osculirt die 
Raumcurve Cs die Fliiche mS in  den acht imaginiiren Punkten auf C3, 
deren Tangenten den imaginiiren Kreis fi% treffen (gleichwerthig mit 8.3 = 24 
gemeinsamen Ebenen): Denn die Schmiegungsebene in einem solchen aus- 
gezeichneten Punlcte f von C3, a18 Nul1 - Dreieek derselben aufgefasst, hat 
ihren entsprechenden Hohenpunkt in dem Schmiegungspunkte f selber. 

5. Wir gelaugen damit zu einem Grenzfall des Hijhenpunktes, der. 
so vie1 ich weiss, noch nirgends behandelt worden ist und der auch bei 
jeder anderen Curve sich darbietet. Drei unendlich nahe Punkte p, ,  p , ,  p, 
einer (ebenen oder rgumlichen) Ciirve bilden namlich ein Nii11-Breieck der- 
selben, für das der hlittelpunkt des Umkreises bekanntlich in das Krürnmungs- 
centrum ni tibergeht (Schnittpunkt von zwei sich folgenden Normalen der 
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Curve). In  analoger Weise gehGrt aber auch zu jcdem Null-Dreicck p1pYp3  
ein Htihenpunkt 8 ,  den wir kurz als ,, K r ü m m u n g  s h 6 h e n  p u n k t "  be- 
zeichnen wollen: der Schnittpunkt der beiden unendlich  ahe en Lotlie ber, 
von pl auf die benachbarte Tangente p,p, und von pz auf die unendlich 

nahe Secante p , p , .  Da ferner der Schwerpuokt eines solchen Null- Dreiecks 
mit dem betreffenden Curvenpunkt p zusammenfallt, so führt der Euler-  

sche Satx über die drei singuliiren Punkte eines Ureiecks zu folgendem 
Ergebniss : 

J e d e m  P u n k t e  p e i n e r  B a u m c u r v e  i s t  i n  s e i n e r  S c h m i e g u n g s -  
e b e n e  e i n  K r ü m m u n g s h G h e n p u n k t  ij z u g e o r d n e t  (als II6henpmkt 
des entsprechendcn Null-Dreiecks). D e r s e l b e  l i e g t ;  a u f  d e r  H a u p t -  
n o r m a l e n  d e r  C u r v e  i n  p ,  u n d  z w a r  i n  e n t g e g e n g e s e t z t e r R i c 1 i -  
t u n g  v o m  K r ü m n i u n g s m i t t e l p u n k t  m l  9 0  d a s s  s i c h  v e r h g l t  

prn : pl)  = 1 : - 2. 
Eine Schmicgungscbene einer cubischen Raumcurve C3 wird hiernach 

von der ihrer unendlich fernen Geraden conjugirten II6henpunktslinie in 
dcm zugchtirigen KrümmungshGhenpunkt gcschnitten, und wir erhnlten 
folgende einfache C o n s  t r u c t i on  des letzteren , sowie des Krümrnungs- 
mittelpunktes : 

S e i  TC d i e  S c h m i e g u n g s e b e n e  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C3 
i m  P u n k t c  p l  s o  l e g t  m a n  e i n e  P a r a l l e l e b e n e  zu TC u n d  suclit 
d e n  1 I 6 h e n p u n k t  r d e s  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k s  m i t  C! D i e  
S e c a n t e  v o n r  a n  d i e  R a u m c u r v e  C 3  t r i f f t  d a n n  d i e  S c h m i e g u n g s -  
e b e n e  TC i n  d e m  g e s u c h t e n  K r ü m m u n g s h o h e n p u n k t  5 ,  u n d  die 
V e r l f i n g e r u n g  v o n  & u m  d i e  H a l f t e  d i e s e r  S t r e c k e  e rg ieb t  
d e n  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t  m. Diese Construction lasst sich noch 
vereinfachen, wenn man die drei Asymptotenrichtungeli von C3 als bekannt 
voraussetzt. 

Die Krümmungsh6henpunkte der Raumcurve C3 erfullen eine gewisae 
Curve, deren Ordnung sich wie folgt ermitteln lasst. Die Schmiegungsebeneii 
der Eaumcurve C3  treffen die uuendlich ferne Ebene E ,  in  den Tangenten 
einer Curve dritter Klasse Q3, denen als HGhenpunkte in  Bezug auf das 
Schnittpunktsdreieck amb,cE ron C3 in der oben behandelten Verwandt- 
schaft vierten Grades die Punkte einer Curve 3 .4  - 12. Ordnung, &12, zu- 

geordnet bind mit am, L, cm als sechsfachen Punkten. Daher beschreiben die  

entsprechenden Hohenpunktslinien, das heisst die Secanten von den Punkten 
der Curve 612 au die Raumcurve C3 eine Regelfliiche, deren Grad in Fclge 
der drei sechsfachen Piinkte von Q'%uf CC" sich auf 4.12 - 3 . 6 . 2  = 12 
eruiedrigt. Jede Erzeugende dieser Regelfliiche zwolften Grades KI2 ist als 
Hohenpunktslinie anf eine Schmiegungsebene von C h i n d e i i t i g  bezogen 
und trifft sie in dem zugehorigen Krümmungshohenpunkt; der geometrische 
Ort der letzteren ist somit eine Raumcurve von der Ordnung 12 + 3 = 15, 
das heisst : 
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Die  K r ü i n m u n g s h o h e n p u n k t e  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C3 
e r f ü l l e n  e i n e  R a u m c u r v e  f ü n f z o h n t c r  O r d n u n g ,  C15. 

Die so erhaltene Curve Cl5 begegnet offenbar der unendlich fernen 
Ehene E~ in denselben C + 3 . 3  Punkten, in denen diese von der Curve 
der Krümmungsmittelpunkte geschnitten wird,  und beide Cnrven haben 
iiberdics noch mit der Raumcurve C3 die namlichen acht Punkte I gemein, 
deren Tangenten den imaginaren Kreis 9: treffen.I0) 

6. Wir bestimmen endlich noch den Ort der Hohenpnnkte eines Bündels 
von Schnittpunktsdreiecken. Die Ebenen durch einen festen endlichen 
Punkt p echneiden die Raumcurve C3 in Dreiecken, deren Hohenpunkte 
eine FlEche erfüllen, welche die Raumcurve Cs nls Doppellinie enthalt; 
denn durch jede Gerade, die p mit einem Punkte r von C3 verbindet, 
gehen zwei rechtwinkligc Schnittpunkt,sdrcieckc mit r als Spitzen. Ander- 
seits ist jede Secante von C3 der Ort  der riohenpunkte fur  vier Büschel 
tiezüglich einmder paralleler Schnittpunktsdreiecke, das heisst, jede Secante 
von C3 trifft die fragliche Flache der Hohenpunkte ausser in  den beideu 
als Doppelpunkten zu zahlenden Schnittpunkten mit C3 noch in vier an- 
deren Punkten. Wir  schliessen daraus : 

Die I i o h e n p u n k t e  a l l e r  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  e i n e r  c u b i -  
schen R a u m c u r v e  C3, d e r e n  E b c n c n  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  e n d l i c h c n  
P u n k t  P l a u f e n ,  e r f ü l l e n  e i n e  F l a c h e  a c h t e r  O r d n u n g ,  Fa. 

Dieselbe hat  den Piinkt p zum vierfachen Punkt ,  enthilt  die Eaum- 
rurve C%ls Doppellinie und schneidet die unendlich ferne Ebene ausser 
deni imaginiiren Kreise 8% einmal in dem unendlich fernen Schnittpunkts- 
dreiseit von C3 und ferner in  dem Polardreiseit des letzteren in  Bezug 
auf RZ. 

IV. Das System der  Mittellinien einer  cubischen Raumcnrve. 

1. Die Mittelpunkte der Umkreise von einer Schaar planparalleler 
Sclinittpunktsdreiecke der Raumcurve C3 erfüllen nach 1, 2 eine Gerade, 
die als Mittellinie bezeichnet wurde. Die urnschrieberien Kreise selber 
aber heschreiben dabei eine durch die Raumcurve CJ gehende Regelflache 
zweiter Ordnung Pz, oder ihre Ebenen bilden das eine System cyklischer 
Ebenen von F2. Denn die unendlich ferne Achse des entsprechenden 
13üscliels von Parallelebenen schneidet den imaginaren Kreis Iiz in zwei 
Punkten, und durch diese geht Eine Regclflacho PZ, welche die Ranm- 
ciirve C h n t h a l t ,  und die von den Parallelebenen in ICreisen geschnitten 
wird. Wir gelangeu damit zu folgender neuer Definition der Mittellinie: 

Die  M i t t e l l i n i e n  d e r  R a u m c u r v e  C3 s i n d  i d e n t i s c h  m i t  d e m  
S y s t e m  v o n  D u r c h m e s s e r n ,  d i e  d e n  c y k l i s c h e n  E b e n e n  a l l e r  
durch  CY g e l e g t e n  F l a e h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  i n  B e z u g  a u f  d i e s e  
c o n j u g i r t  sind.l1) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Verhültnisse der dadurch bestirnmten Strahlencongruenz sind dem- 
nach wesentlich complicirter, als die oben abgeleiteten, und wir begnügen 
uns damit,  blos Ordnung und Klasse der Corigruenz festzustellen. 

2. Rin beliebiger Punkt p des Ranmes is t  Mittelpunkt eines con- 
centrischen Kugelbüschels , das auf einer Raumcurve C 3  eine Involution 
sechsten Grades erster Stufe einschneidet.Ie) Die Ebenen, welche je drei 
Punkte einer Gruppe von sechs Punkten verbinden, umhüllen daher (nach 
dem Princip von der Erhaltung der Anzahl) eine Curve von der Klosse 
5 . 4 . 3  -- - 10. Folglich gehen durch den Punkt  p zehn Durchmesserebeuen 
1 . 2 . 3  

von Kugeln des Büschels, das heisst: 
E i n  P u n k t  p i s t  i m  A l l g e m e i n e n  g e m e i n s a m e r  X i t t e l p u u k t  

v o n  z e h n  K r e i s e n ,  w e l c h e  b e z ü g l i c h  e i n e  c u b i s c l i e  l l aum-  
c u r v e  C3 i n  j e  d r e i  P u n k t e n  s c h n e i d e n .  

Zu jedem dieser zehn Kreise ist  aber eine blittellinie durch p con- 
jugirt , woraus folgt : 

D i e  C o n g r u e n z  d e r  M i t t e l l i n i e n  e i n e r  c u b i s c h e n  Raum-  
c u r v e  i s t  z e h n t e r  O r d n u n g .  

3. Um auch die Klasse derselben zu ermitteln, bcschranken wir u n d  

auf die Untersuchnng der Rlittelpunktsebene p von der Raumcurve Cs. Die 
Ebcne p enthzlt die drci Durchmesser aoa,, b,'b,, toc, von C3, die sich iui 

Mittelpunkte m der Raumcurve begegnen. Ein solcher Durchmesser a,a, 
ist der Ort für die Mittelpunkte aller zu der entsprcchcndcn Schmicguiigs- 
ebene r ,  parallelen Sehnen an die Raumcurve C3; jeder Punkt auf a,a, 
ist aber zugleich Mittelpunkt einer durch die Raumcurve C"e1egten 
Flache zweiter Ordnung. Das Strahlentripel dzr drei Durchmesser in der 
Ebene p stellt daher den vollstiindigen Schriitt der letzteren mit der Flacbe 
dritter Ordnung F3 vor, welche die Mittelpunkte des durch die Raum- 
curve C3 gelegten Flüchenbündels zweiter Ordnung entliült. 

Und zwar ist jeder Dilrchmesser a,, al Mittelpunktslinie eines Riischels 

von Fliichen zweiter Ordnung, die durch die Raumcurve CS gehen, da 
alle Fliichen F % i t  dem Mittelpunkt aiif a,n, die Secantc noam an C3 
gemeinsam haben. In jeder Flache Fe des vorliegenden Büschels giebt es 
nun sechs cyklische Richtungsebcncn und dementsprechend scchs dazu con- 
jugirte Durchmesser oder Mittellinien, die sich in  dem Mittelpiinkte von 
E2 auf a,a, echnciden. Sol1 daher eine solche Mittellinic rn in die Ebme p 

fallen, so muss der unendlich ferne Punkt  von m auf die unendlich ferne 
Gerade gy der bbene p zu liegen kommen, oder die Ebene p zu eiuer 
cyklischen Ebene in Beziig auf eine Flache PZ des Büschels conjugirt sein. 

Die Pole der Ebene p bezüglich der Flachen des Büschels, das dern Durch- 
messer aoa, zugeordnet k t ,  Leschreiben nun in der unendlich fernen Ebene 

Em eine gerade Punktreilie a ,  namlich die Durchschnittslinie der Schmiegungs- 
ebene r, (in 0,) mit der Ebene E , .  Anderseits schneiden dic cgklischen 
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Ebenen des Flachenbüschels in  E ,  eine Curve dr i t ter  Klasse 52' ein:  das 
Secantcnsystcrn, wclchcs dem entsprcchendcn Kegelschnit,tbüçchel in F ,  mit 
dem imriginaren Kreis 9% gemeinsam i s t ,  sodass jeder Flache F2, bezüg- 
lich ihrcm Kegelschnitt i n  E,, sechs Secanten oder Tangenten von .Q3 ent- 
sprechen. D a  weiter von jedem Punkte  auf a drei  Tangenten an  die 
Ciirve Q3 ausgchen, so wird dadurch eine Verwandtschaft [3,G] unter den 
Tangenten von P q e g r ü n d e t .  III dieser Correspondenz giebt es 3 + 6 = 9 
Coincidenzen, das heisut, 9 m a l  geh t  eine cyklische Ebene einer FlGche JI2 

durch den Pol der Ebene p i n  Rezug aiif dieselbe Flache. Davon sind 
indessen als illusoriscb auszuschliessen die beiden Asymptotenebeneu des 
Iiyperbolischen Cylinders a5 durch die Raumcurve C3, welche die Ebene F ,  

in den beiden Secanten a,b,, a,c, treffen. 
Dementsprechend bleiben 9 - 2 = 7 Mittellinien, die von dem Durch- 

niesser a,al ausgehen und in  die Ebene p fallen. Derselbe Schluss wieder- 
Iiolt sich für  die beiden acderen Durchmesser bob, und c,c,, so.  dass irn 
Ganzen 3 .7  = 21 N i t t e l h i e n  de r  Ebene p angehoren. Indem wi r  dies 
Ergebniss fü r  eine beliebige Ebene vcrallgemeinern, gelangen wir zu 
dern Satz: 

D i e  C o n g r u e n z  d e r  M i t t e l l i n i e n  e i n e r  c u b i s c h c n  R a u m -  
c u r v e  i s t  21. K l a s s e .  

Y. Besondere Schn i t tpunk t sd re i ecke  einer cubischen Raumcurve .  

1. Die oben behandelten Stralileucongrueuzen führen schliesslich dazu, 
die Gestalt der  Schnittpunktsdreiecke aiif der  Raumciirve C V n  ihrer  Ab- 
Iiangigkeit von der Lage der  Schnittebene zu ermitteln. S o  e rgab  sich 
iinter III, 4 al3 Or t  der  r e c h  t w i  n k l i g e n  Schn i t tpnk t sd re i ecke  cino 
Fliche achter Klasse, rIi9. Ebenso lasst  sich die Enveloppe der  Ebenen 
bcstimrnen, die g l e i c  h s c  h c n  k l i g e  Dreiecke aus  der  Raumcurve C 3  aus- 
schneiden, indem wir  als Kriterium dafür  feststellen: Die E u l e r ' s c h e  
Gerade, d u  heisst die Verbiiidungslinie von Schwerpunkt und Hohenpunkt,  
geht durch eine Ecke (die Spitze) des Dreiecks,  ohne dass diese selber 
Hohenpunkt ist. 

Bet.rachten wir zn dem Zwecke ein Ebenenbiischel durch eine be- 
liebige Gerade l ,  so beschreiben die Schwerpunkte der betreffendeii Sclinitt- 
punktsdreiecke mit  der  Raiimcurve C G i n e  Raumcurve drit ter Ordnung 
S3r. die mit  CS die drei  unendlich fernen P u n k t e  a,, b m ,  cm geinein hat 
(11, 4 ) ,  dagcgen die bezüglichen Hohenpunkte eine Raumcurve fünfter Ord- 
nung IT5 (III, 3) .  Durch das Ebenenbüschel 1 i & )  sind die Punk te  beider 
Ilauiucurven perspectiv aiif einander bezogen,. die Vcrbindungslinien ent- 
sprechender Punktepaare aiif SS1 und II" da3 heisst die E u l e  r 'schen 
Geraden der Schnittpunktsdreiecke. erzeugen claher eine Regelflsche vom 
Grade 3 + 8 = 8 ,  11" welche dia Geradc 2 zur Leitlinie ha t  und dre i  un- 
endiich ferne Erzeugende bezüglich durch a,, b,, r, besitzt. Die Regel- 
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flache Ils schneidet jetzt die Raumcurve CS ausser den drei gemeinschaft- 
lichen unendlich fernen Punkten in 5.3 - 3 = 21 Punkten. Von diesen sind 
acht die Spitzen der acht rechtwinkligen Schnittpunktsdreiecke , deren 
Ebenen diirch die Gcrade 1 gehcn, es hleiben nlso tibrig: 21 - 8 =13 
Punkte als Spitzen gleichschenkliger Schnittpunktsdreiecke, mit anderen 
Worten : 

A l l e  E b e n e n ,  d i e  a u s  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  C"1eich- 
s c h e n k l i g e  D r e i e c k e  a u s s c h n e i d e n ,  u m h ü l l e n  e i n e  F l l c h e  
13. K l  a s  s e ,  W. Dieselbe enthalt die drei unendlich fernen Secanten von C3 
als dreifache Gerade, die uneudlich ferne Ebene als neunfache Berührunga- 
ebene ( i n  j e d e m  P a r a l l e l e b e n e n b ü s c h e l  g i e b t  e s  f o l g l i e h  vier 
g l e i c h s c h e n k l i g e  S c h n i t t p u n k t s d r e i e c k e  m i t  d e r R a u m c u r v e C 3 ) .  
Endlich gehort die Raumcurve C3 selber durch ihre Schmiegungsebenen der 
Flache ml3 an. 

2. Von besonderem Interease ist hierbei noch der Fa11 der g l e  ich-  
s e  i t i g e n Schnittpunktsdreiecke , deren Ebenen ersichtlich eine d r e i f a c h e  

C u r v e  in der Fltiche al3 bilder, , da ein glcichseitiges Dreieck anf drei- 
fache Art gleichschenklig ist. Ein gleichseitiges Dreieck ist dadurch ge. 
kennzeichnet, dass sein Schwerpunkt und Hohenpunkt xusammenfalleu, und 
die vorliegende Frage Iasst sich somit dahin formuliren: Den Ort der Ebenen 
zu finden, fiir welche die xugeordnete Schwerlinie und Hohenpunktslinie 
sich schneiden. In dem fraglichen Ort zlihlt zunachst die unendlich ferne 
Ebene E, vierfach, das heisst, es komnt viermal vor, dass für eine Gerade 
in E- der zugeordnete Schwerpunkt und Hohenpunkt i n  Bezug auf das un- 
cndlich fcrne Schnittpunktsdreieck a, b, cm coincidiren ; denn aus einem 
Dreikant wird, wie leicht zu zeigen, durch eine Ebene in vier verschiedenen 
Stellungen cin glcichseitiges Dreieck ausgeschnitten. 

Legen wir jetzt durch einen Punkt P der unendlich fernen Ebene ein 

Strahlenbliuchel p(x,), so beschreiben die den Geraden x, in Uezug auf 

die Raumcurve C3 zugeordneten Schwerlinien eine Regelflache zweiten 
Grades R2(s) ,  dagegen die zugeordneten Hohenpunktslinien eine Regelfliclie 
vierten Grades R4(h) ( I I ,  4 und I I I ,  3). Die beiden Regelflachen R2(s) und  
R 4 ( h )  schneiden sich dann in einer Curve von der Ordnung 2 . 4 =  8, CR, 
so dass jede Erzeugende s von R2(s) vier Punkte, jede Erzeugende h von 
R4(h) zwei Pnnkte mit der Curve Cs gemein bat. Da nun die Erzeugenden 
s und IL durch das Strahlenbtischel p(z,) eindeutig aiif einander bezogen 
sind, so eritsteht zwischeri den entsprechenden Purikten auf der Raumcurve Ca 
eine Correspondenz [4,2] mit 4 + 2 = 6 Coincidenzen, das heisst, für seclis 
Strahlen durch eirien Punkt p in der Ebene E, schrieiden sich be~üglich 
die zugeordnete Schwerlinie und Hohenpunktslinie in  einem Piinkte auf 

der Rauiricurve C% Eine Ebene, die einen solchen singularen Strahl mit 

dem entsprechenden Coincidenzpunkte auf Cs verbindet, schneidet folglicli 
die Raumcurve C3 in einem gleichseitigen Dreieck. 
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Wir schliessen daraus : 

Durch einen unendlich fcrnen Punkt  gehen die Ebenen von sechs 
gl~ichseitigen endlichen Schnittpunktsdreiecken, und da die unendlich ferne 
Ebeiie selber als vicrfacho Schmiegungsebene der gesuchten Raumcurve 
gilt, so ergiebt sich als Endresultat: 

Alle  E b e n e n ,  d i e  a u s  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  g l e i c h -  
s e i t i g e D r e i e c k e  a u s s c h n e i d e n ,  u m h i i l l e n  e i n e R a u m c u r v e  z e h n t e r  
Klasse,  w e l c h e  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  E b e n e  v i e r f a c h  o s c u l i r t .  

Der letzte Satz ist  übrigens nur  ein specieller FaIl von der all- 
gcrneinstcn Aufgabe dieser A r t ,  deren L6sung aber andcre Mittel als die 
oben angewandten erfordert , nlimlich : ,Den Ort  der Ebenen zu finden, 
die aus eincr cubischon Raumcurvo Dreiecke von constanter Gestalt (die 
einem gegebenen Dreiecke ahnlich sind) ausschneidenu. 

L i t e ra tu r .  

Die angeführten Satze sind zuerst von W e i l l  in den Nouvelles 
annales de mathématiques, II8 série, t. XIX, p. 367 analytisch bewieseu. 
Der nachfolgende synthetische Bewcis dürfte sich durch Einfach- 
heit empfehlen, wenn e r  auch zunachst nur für die umschriebene 
Ellipso gilt. 

Rey  e :  Geometrie der Lage II, 15. Vortrag. 

Der erste Thcil dieses Satzes von der Schwerlinie stammt in seiner 
allgemeinsten Form von H u  r w  i t  z (vergl. die bez. Mittheilung von 
Geis e n h e i m e r  : ,,Die Erzeugung polarer Elementeu u. S. W. in  der 
Zeitschrift für Mathematik und Physik XXXI, 4, S. 211); der Re- 
weia von H u r w  i t z ist  mir jedoch nicht zuganglich gewesen. - Einen 
besonderen Fa11 der Hohenpunktslinie ferner, namlich wenn dieselbe 
senkrecht auf den Ebenen des betreffenden Parallelebenenbüschels steht, 
erwahnt schon R e y e  in der Abhandlung: ,Der gegenwartige Stand 
unserer Kenntniss der cubischen Raumcurvenu in der Festschrift der 
mathematischen Gesellschaft in  Hamburg. 1890. S. 56. 
G e i s e n h e i m e r  a. a. O. S. 207. 
S c  h r 6 t e r  : ,,Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung und der Uaum- 
curven dritter Ordnung' fj 39. Die in  diesem Werke durchgeführte 
Bezeichnung habe ich ebenfdls angenommen. 

Dicser Satz ist ein besonderer Fa11 einer allgemeinen, für jede Raum- 
curve giltigen Beziehung , die G e  i s e n  h e i m e r nach Analogie eines 
Satzes von C h a s l e s  abgeleitct ha t ,  a. a. O. S. 205. 

i .  Vergl. R e  y e :  ,,Geometrie der LageU I I ,  16, Vortrag. 

Zeitachrift f Natliematik u.Physik. 40. Jahrg. 1895 4. Hoft. 14 
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8. Der reciproke Fa11 zu einem bekannten S t e i n e  r'schen Satze aus der 
Theorie der Kegelschnitte; vergl. auch R e y e :  ,,Geometrie der LageU 1, 
2. Aufl. S. 184. 

9. F ü r  die Untersuchung dieser und der weiterhin gebrauchten Correspon- 
denzen war rnassgebend : 

, R. S t u r m :  ,Die Gebilde der LiniengeometrieY 1 ,  S. 16 flg. 

10. Vergl. S t u r m : ,Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurveu, 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, 40. Jahrgang, 1893, 1. Heft, $6 .  

11. Den Zusammenhang der cyklischen Ebenen und ihrer Kreise betrachten 
von anderen Cesichtspunkten aus: S t u r m  , a. a. 0 .  und T i m e r d i n g :  
,,Ueber die Kugeln , welche eine cubische Raumcurve mehrfach oder 
mehrpunktig bertihrenu. Inaugural -Dissertation. Strassburg 1894. 

12. S t u r m  a. a. O., 9 14; vergl. auch S a l m o n - P i e d l e r :  ,Analytisclie 
Geometrie des Raumes" II, 3. Auflage , Literatur - Nachweisungen, 
Nr. 27 1. 

P l e s s ,  24. December 1894. 
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XII. 

Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurven. 

Von 

12. MEHMIIE 
i n  Stuttgart. 

Im 25. Bande der ,,hlethemrctischen Annalcn" S. 293 (1885) hat 
H. S c h r  6 t e r  eine grosse Anzahl von metrischen Eigenschaften derjenigen 
Raumcurven drittcr Ordnung, für  welche die unendlich ferne Ebcne 
Schmiegungscbene ist , also der sogenannten cubischen Parabeln , abgeleitet. 
Da CS bei diesen Eigenschaften sich wesentlich um die Rauminhalte von 
Tetraedern handelt, welche zu einer eubischen Parabel in  bestimmter Be- 
ziehung stehen, der Inhalt eines Setraeders aber bei projectiven Umformungen 
bis auf gewisse, von der Lage der Ecken des Tetraeders abhingende 
Factoren erhalten bleibt , so ist von vornherein klar , dass jene S c h r  6 t e r  - 
schen Satoe projectiv verallgemeinert, das heisst auf eine Form gebracht 
werden konnen, in  der sie fur  jede Eaumcurve dritter Ordnung gelten, 
mobei an Stelle der unendlich fernen Ebene eine beliebige Schmiegungs- 
ebene der Ciirve tritt. Diese Verallgemeinerung k6nnte auf ziemlich 
mechanische Weise mit Hilfe der ftir jede Collineation bestehenden Trans- 
forniationsformeln fur projectiv-metrische Grossen vorgenommen werden. 
Ich ziehe jedoch eine directe Entwickelung vor ,  weil ich die frag- 
lichen Satze von S c h  r O t e r nicht blos zu verallgemeinern, sondern durch 
eine Reilie neuer Siitze verwandter A r t ,  in dcnen znrn Theil ausscr Raum- 
inlialteii bezw. Massen und Abstanden auch noch andere metrische Grossen 
vorkommen, zu vermehren wünsche. Viellcicht darf ich auf dic in den 
Paragraphen 7, 8 und 9 mitgetheilten Uebertragungsprincipien besonders 
hinveisen, durch deren Anwendung sich aus jeder Beziehung zwischen 
Strecken einer und derselben geraden Linie etliehé metrische Eigenschaften 
einer beliubigen eubisohen Rrtumciirve ergeben.* Dau Princip dor Rcci- 
- 

* Nachdem ich ( ~ o r  einiçen Jahren) diese Uebertragungsprincipien gefunden 
hatte,  wurde durch das ,,Jahrbuch der Fortschritte der MathematikgL meine AUE 
merksamkeit auf eine Abhandlung des Herrn Gin O L o r i a  : ,,Su alcune pro- 
prietà metrichc della cubica gobba osculntricc al piano all'infinito'l (Rcndiconti 
della R. Accademia delle Scieuze Fis. e Mat .  di Napoli, Dicembre 1885) gelenkt. Herr 
L o r i a ,  war so licbenswürdig, mir einen Abdruck derselbcn zu schicken, aus 
\\elchein ich ersah, dass ihin das dritte der fraglicheu Uebertragungsprincipien, 
wenn auch in der speciellen Form, die es bei der cubischen Parabel annimmt, 
&on bekannt war. 

11% 
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procitiit ~ d e r  Dualitiit, welches in S c h r 6  t e r's Arbeit r icht  zum Ausdruck 
gekommen i s t ,  wird hier volle Bcrücksichtigung finden. Aehnliche Unter- 
suchungen, wie die folgenden, kann man schon bci den Kegelschnitten 
und weiterhin bei den Corven fite' Ordnung im Raum von n-Dimensionen, 
dann auch bei den Flachen zweiten Grades u. S. W. anstellen, worauf ich 
anderwxrts nsher eingehen werde. 

5 1. Bezeichnungen. 

Wir  wollen Punkte immer mit kleinen lateinischen, Ceraden mit grossen 
lateinischen, Ebenen mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen. 

Es bedeute - ich werdc irn Folgenden G r  a s  s m  a n n ' s  Rechuung mit 
Punkten, Geraden und Ebenen anwenden* - 1 p 1, 1 G 1, 1 e 1 den Coeffi- 
cienten (metrischen Werth oder das Gowicht) des Punktes p bezw. der 
Geraden G ,  der Ebene c. ,  so dass 

den Punkt  p bezw. die Gerade G, die Ebene E mit dem Gewi~ht  Eins ver- 
sehen vorstellt. Ferner bezeichne pT dia Entferniing des Punktes p von 
der Ebene E ;  n z o r n 6 3  das Moment der beiden Geraden G und G,**; 
mom pp,, G das Moment der als Kraft aufgofassten Strecke pp, in B m g  
auf die Gerade G als Achse; mom E E ~ ,  G die zur vorhergehenden dua- 
listische Grosse, nümlich das Product aus dern sin des von den Ebenen E 

und E, gebildeten Winkels und dern Moment ihrer Schnittlinie in Bezug 
auf die Gerade G, welche Grosse das Moment des Fl3chenwinkels 6 in 
Bezug aiif G genannt werden mag; m, den seclisfachen Rauminhalt 
des Tetraeders mit den Ecken p, p,, p , ,  p3, und dualistisch dazu sir, 5 
den ,,SinusY des durch die vier Ebenen E ,  el ,  E,, r, gebildeten Vierflachs, 
welcher u .  A. gleich dem Product aus den sin der Fl5chenwinkel an irgend 
zwei gegentiberliegenden Kanten des Vierflachs und dem Moment dieser 
Kanten ist. Auf die Bestimmung der Vorzeichen dieser metrischen Grossen 
einzugehen, ist ftir das Folgende nicht nothig. Wenn wir mit G r a s s -  

m a n  n bei ausseren Producten eckige Klammern benützen, so erhalten wir: 

* Siehe G r  a s  s m a n  n ' ~  ,, Ausdehriungslehre 1 L  von 1862 (Glesammelte Werke 
1. Bd. 2. Theil) 1. Abachnitt, Kapitel 5. 

** A. C a  y 1 ey, Comptes rendus de 1'Academie des Sciences t. 61 p. 829, 1865: 
,,Je nomme moment de deux droites la distance perpendiculaire de ces droites, 
multipliée par le  sinus de lcur inclinaison mutuello.'' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



-- 

[ ~ ~ ~ G ] = m o m e ~ , ,  G . I E I . I ~ , I . I G I ,  

1 ~ ~ 1 ~ 2 ~ 3 1  = P P , P , P ~ . ~ P I . / P , I . ~ P , ~ . ~ P , I ,  
[E  E~ E~ EJ = sin E E~ E~ E ~ .  1 E 1 . 1  E~ 1 . 1 E% 1 . 1 sJ 1. 

Hat man irgend ejne Gleichung zwischen Ziusseren Producten, welche 
in Bezug auf alle in ihr enthaltenen Punkte, Geraden und Ebenen homogen 
kt,  und führt man statt der iiusseren Producte die zugehorigen metrischen 
Grossen ein, so heben sich offenbar die als Factoren heraustretenden Gewichte 
jcncr Punkte, Geraden und Ebenen gegenseitig auf ,  dss heisst, m a n  
kann i n  j e d e r  s o l c h e n  G l e i c h u n g  o h n e  W e i t e r e s  d i e  i i u s s e r e n  
Produc te  d u r c h  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  m e t r i s c h e n  G r o s s e n  e r -  
set ze n. Hieraut beruhen alle Ergebnisse der vorliegenden Abhandlung. Wie 
Gr ns s m a n  n schon in seiner , Ausdchnungslehreu von 1844 (Gesammelto 
Werke Band 1 ,  Theil 1, 5 165) bemerkt h a t ,  bleibt jede Gleichung der 
besprochencn Art bestehen, wenn statt  der darin vorkommendcn Elemcnte 
die entsprechenden Elemente eines beliebigen collinear - verwandten Systems 
gevetzt werden. D a h e r  s i n d  a l l e  m e t r i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  d e r  
a l l g e m e i n s t e n  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e n ,  d i e  i c h  i m  F o l g e n d e n  
ab le i ten  w e r d e ,  p ro jec t iv . "  

5 2. Darstellung d e r  Curve, ih re r  Tangenten 
und  Schmiegungeebenen. 

Eine beliebige Raumcurve dritter Ordnung l iss t  sich durch die Gleichung 

1) x = a + 3 A b + 3 A 2 c + A 3 d  
darstellen, in welcher s einen mit dem Parameter i veranderlichen Punkt 
der Curve bezeichnet. Die Punkte a und d geh6ren der Curve an - sie 
entsprechen den Werthen O und CO des Parameters - und k6nnen beliebig 
auf ihr gewshlt werden. Es  ist b der Punkt ,  in welchem die in a an die 
Curve gelegte Tangente ab die zum Punkt  d gchorigo Schmiegungsebene 
b c d  der Curve schneidet, ebenso c  der Schnittpunkt der zum Punkt  a ge- 
hürigen Schmiegungscbeno a b c  mit der Curventangente c d  zurn Bertihrungs- 
punkt d ,  oder es bilden die Punkte a ,  b ,  c,  d  ein sogenanntes Schmiegungs- 
teiraeder der Curve ( S c  h r 6 t e r  a. a .  O. S. 294).** 

Ich verstehe hier unter projectiven Eigenschaften geometrischer Gebilde 
ddsseibe, wie P o n c e l e t ,  der Schopfer dieses Begriffs, M 6biu s und Andere. 
Sehr mi t  Unrecht, wie mir scheint, wird gegenwartig von vielen Geometern das 
Wort projectiv im Sinne von ,, descriptiv, graphisch. situcll, lagengeometrischil 
aogewendet , also um da6 Gegentheil von metriech auszudrücken , wilirend man 
doch einc Unzahl projective1 Eigenschaften und Ausdriicke kennt - ich erinnere 
blos an das Yerhaltniss der G auss'schen Krümmungsmaasse zweier sich berühren- 
den Flicheu im Beriihnmgspiinkt - die entschieden metrischer Natur sind. 

*"ergla M o  bi u s: ,, Barycentri~cher Calcul " (Gesammelte Werke 13d. 1) 5 98. 
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214 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurven. 

Durch Ableitung der Gleichung 1) nach A erhiilt man 

d Z x  
d ii2 

= G ( C  + na) 

und durch Liissere Multiplication dieser Gleichungen mit l ) ,  wcnn man noch 

setzt : 

Offenbar ist  X die Tangente, die Schmiegungsebene, welche die Curre 
im Punkt x hat. Wir  setzen nuu 

4) [ u b c ]  = a ,  [ u b d ]  = 3/3, [ u c d ]  = 3 y ,  [ b c d ]  = 6. 
Werden die Punkte a ,  b, c, d  alle mit einer und derselben willkür- 

lichen Zahl multiplicirt, so Zndert sich die Lage dieser Punkte nicht, und 
eOenso wenig die Lage des durch die Gleichung 1) gelieferten Pusktes s, 
seiner Tangente X und Schmiegungsebene E. Wir  dürfen daher voraus. 
setzen, die Gewichte der Punkte a ,  b, c ,  d ,  auf deren Verhlltnisse es 

allein ankommt, seien so gewahlt, daes das liussere Product [ a b c d ] ,  welches 
nicht Nul1 sein kann,  irgend einen bestimmten Werth erhalt. Wir machen 
die Annahme: . , 

5 )  [abcd ]  = 3. 

Unter Berticksichtigung derselben ergiebt sich aus den Gleichungen 4) 
durch Zussere Multiplication : 

6) { [ 4 = [ a f i l l  [ f f y ] = [ a c ] ,  [ ~ J ] = ~ [ ~ c ] ,  

ferner : 3 1 I B ~ l = [ a d l ~  [ B J I = P d l l  [ ~ a I = [ ~ d l j  
4') [ e p Y ]  = a ,  [agd'] = 3 b ,  [ u y S ]  = 3 c ,  I p y d ]  = d  

Die Gleichungen 3), 2 ) ,  1 )  konnen jetzt in der neuen Porm geschrieheu 
werden: 

1') & = a  + 3Ap + 3 i Z Y  + A S 8 ,  

2') x - [.Pl + 2 A [ a r ]  + I . 7 0 6  + 3Py3  + 2 b 3 [ P 8 ]  + 1"[;.6], 

3') x = [ o p v ]  + A[ej3d] + h 2 [ ~ y d ]  + b 3 [ ? y J l .  

Es stimmen die Gleichungen 1) und l'), 2)  und Z ' ) ,  3)  und 3') der 
Gestalt nnch vollstiindig überein , woraus wir schliessen , dass zu jeder, 
durch eine Gieichung zwischen tlusseren Producten darstcllbarcn Rcaieliiing 
zwischen irgend welchen Punkten, Tangenten und Schmiegungsebenen der 
cubischen Raumcurve - und dieser Art  sind alle metrischen Eigenschaften 
der allgemeinsten cubischen Raumcurven, die sptlter entwickelt werden 
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sollen - eine dualistische vorhanden i s t ,  die dadurch aus der erstcn ab- 
geleitet werden kann,  dass man statt  eines jeden Punktes der Curve die 
zugeh6rige Schmiegungsebene , stat t  einer jeden Schmiegungsebene ihren 
Berührungs - oder Anschmiegungspunkt setxt , eine jede Tangente der Curve 
aber beibehXlt.* Natürlich muss zugleich s tat t  der Entfernung zweier 
beliebigen Punkte der sin des Winkels der entsprechenden Ebenen, statt  
des sechsfachen Inhalts eines Tetraeders der sin des entsprechenden Vier- 
flachs u. s.w. genommen und, falls in dem betreffenden Satz das Schmiegiings- 
tetraeder a b c d  vorkornmt, b mit /3, c mit y und umgekehrt vertauscht 
werden. 

6 3- 
Da eine Kaumcurve dritter Ordnung bestimmt i s t ,  wenn von ihr ein 

beliebiges Schmiegungstetraeder a bcd  und noch irgend ein Punkt  2: ge- 
geben sind, so müssen sich beim Hinzutreten der Tangente X und der 
Schmiegungsebene 6 der Curve in diesem Punkt  bereits Beziehungen er- 
geben. Um s o l c h  zu finden, multipliciren wir zunachst Gleichung 1) der 
Reihe nach mit den Seitenflachen, Gleichung 2) mit den Kanten, Gleichung 3) 
mit den Ecken des Schmiegungstetraeders a b c d ,  wodureh wir erhalten: 

[ z b c d ]  = [ u b c d ] ,  [axcd]  = 3A[abcd] ,  

[ a b x d ]  = 3A2[abcd] ,  [abex] = A3[nbcd]; 

[ a b X ] = L 4 [ a b c d ] ,  [acX]=-2A3[abcd] ,  

l [ a d X ] = 3 A 2 [ a b c d ] ,  [bcX]=L2[abcd] ,  

[bdX]  = - 2 I , [ a b c d ] ,  [ c d X ] =  [abcd];  

[a&] = A3[abcd], [ b k ]  = - Ae[abcd], 

[ck] = A[abcd], [d&] = - [abcd]. 

Wir fügen noch die aus 4) und 7) folgenden Gleichungen 

hinzu, sowie die aus 4) durch aussere Multiplication mit a, b, c, d ber- 
vorgehenden : 

10) [ad] = - 3[by]  = 3[cf]  = - [ d a ]  = [abcd]. 

* Offenbar ist die Ebene n, welche aua den Ebenen a, p ,  y, 6 mittelst der- 
selben Zahlen (Coordinaten) abgeleitet wird, wie ein beliebiger Punkt p aus den 
Purikten a ,  O ,  c, Li die Nullebene des Punktes p in dem durch die bctrachtet,e 
Raumcurve dritter Ordnung bestimmten Nullsystem. Es erweisen sich auch manche 
der spater aufiustellenden SBtie bei n%herer Betrachtung als besondere Fiille 
von metrischen Sitzen über Nullsysteme, worauf jedoch hier nicht eiugegangen 
werden soll. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurvm. 

Aus den Gleichungcn 7) bis 10) folgt: 

Da diese Gleichungen alle homogen sind,  so dürfen (nach § 1) die 
ausseren Producte darin durch die zugehorigen metrischen Grossen ersetzt 
werden; auch versteht es sich nach 3 2 von selbst, dass die du~listischen 
Gleichungen ebenfalls gelten. Wir  haben somit den Satz : 

R e i  j e d e r  R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i s t ,  w e n n  x einen 
b o l i e b i g e n  P i i n k t  d e r s e l b e n ,  X d i e  T a n g e n t e ,  d i e s c b m i e g u n g s -  
e b e n e  i n  d i e s e m  P u n k t ,  abcd i r g e n d  e i n  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r ,  
v o n  w e l c h e m  d i e  E c k e n  a u n d  d a u f  d e r  C u r v e  l i e g e n ,  u n d  r t ,  8 ,  
y, d b e z i e h e n t l i c h  d i e  d e r  E c k e  d l  c l  b ,  a g e g e n t i b e r l i e g e n d e  
S e i t e n e b e n e  d i e s e s  T e t r a e d e r s  b e z e i c h n e t :  

A n  m e r k  u ng .  Die erste der obigen Reihen von Gleichungen , welche 
übrigens dualistisch zu sich selbst und der folgenden gleichwerthig kt, 
kann dam beniitzt werden, die Schmiegungsebene in einem gegebenen 
Punkt  x der Curve oder den Berührungspunkt einer gegebenen Schmiegungs- 
ebene 6 zu construiren, da sie die Verhaltnisse der A b s t h d e  der Ebene 5 
von den Ecken des a18 bekannt angesehenen Schmiegungstetraeders abcd 
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bezw. die Verhaltnisae dcr AbstBndo des Punktes x von den Soitenebenen 
jenes Schmiegungstetraeders, kennen lehrt. Aehnliches gilt fur  die Iibrigen 
Gleichungen. 

9 4- 
In  diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir eine Reihe 

metrischer Eigenschaften der cubischen Raumcurven zusammenstellen, in 
welchen ausser einem beliebigen Schmiegungstetraedor ab  cd der Curve noch 
zwei willkUrliche Punkte derselben mit den zugehorigen Tangenten und 
Scbmiegungsebenen vorkommen. Einem beliebigen Werthe p des Parameters 
entspreche auf der Curve der Punkt y ,  und es sei Y die Tangente, q die 
Schmiegungsebene in diesem Piinkt. Schreibt man in don Gleichungen l), 
2 ) ,  3) y d a t t  A und verbindet die neuen Gleichuugen mit den ursprting- 
lichen durch iiussere Multiplication, so ergiebt sich: 

Mit Hilfe der Gleichungen 7) bis 12) und derjenigcn, die ails 7) bis 
10) durch Vertauschung von A mit p ,  x mit y u. S. W. entstehen, bilden 
a i r  folgende Proportionen : 

[ a b X ]  [ c d Y ]  : [ u c X ] [ b d P ]  : [ a d X ]  [ b c Y ]  : [ b c X ] [ a d Y ]  

: [ b d X ] [ a c P J :  [ c d X ] [ a b Y J :  [ a b c d ] [ X Y ]  

= A 4 :  41% : 3 A Z p 2 :  3 h Z p 4 :  4A,p3: p 4 :  ( A -  p)4; 

Man kann ails diesen Proportionen auf eine Anzahl verschiedener 
Arten A und p eliminiren, indem man die einzelnen Glieder lediglich durch 
Xultiplication verbindet. Die sich ergebenden Gleichungen sind homogen, 
weshalb sofort metrische Grossen statt  der iiusseren Producte eingeführt 
werden konnen. Wo sich durch Anwendung des Princips der Reciprocitiit 
neue Gleichungen ergeben, fiigen wir diese hinzu, lassen dagegcn solche 
Gleichungen weg, die aus bereits vorhandenen entweder durch Vertauschung 
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von x ,  X ,  & mit c/, Y, 7 ,  oder durch Vertauschung von a mit d und 
gleichzeitige Vertauschung von b mit c ,  a mit 6, mit y abgeleitet werden 
konnen. Wir erhalten so : 

1 s t  abcd i r g e n d  e i n  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r  e i n e r  Raumciirve 
d r i t t e r  O r d n n n g  a l l g e m o i n s t e r  A r t ,  w o b e i  d i e  E c k e n  a u n d  d 
d i e j e n i g e n  s e i n  m o g e n ,  w e l c h e  a u f  d e r  C u r v e  s e l b s t  l i e g e n ,  und 
d i e  d e s  E c k e n  d l  c ,  b ,  a g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  S e i t e n e b e n e n d e s -  
s e l b e n  b e x i e h e n t l i c h  m i t  t u ,  P l  y ,  d b e z e i c h n e t  w e r d e n  sollen; 
s i n d  f e r n e r  x u n d  y z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  d i e s e r  Curve,  X 
u n d  Y bezw.  L u n d  q d i e  T a n g e n t e n  b e z w .  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
d e r  Curve  i n  j e n e n  P u n k t e n ,  s o  h a t  m a n :  

- - - - - - --- 
x a .  dq.yg.czd = y 6 . a E .  x q .  d a ,  

- - - -  
z p . c r / . 2 / & . b y = y Y .  b & . x q . c P ,  

- - -- -~ - -- -- -- -- - - -- 
93:a .xd .ar j  . d q .  by .cp = z B . x y .  b 7 . c ~ .  aJ .d<r,  

- - - - - - - - - - 
3 G , x y .  D y .  d r j .  cPP = x,B2. cv2.  by . d a ,  

---  
z b c d .  a r l . y t  = a b c y  . d g . x q ,  
- - -  -- - - 

s i n & @ y S . n ~  . q z  = s i n a p y v .  dx.g2/, 
-- - - .- 

a z c d . b q . y & = a b y d . c 5 . x r l ,  
- -- - - -  

sina!jyâ . B ~ . q z = s i n a p q d . y x . ~ y ,  
- - - -  - - -- 

9 x b c d . a b c x . a q . d g  = azcd .abxd .br , - . cq ,  
- ---  - - - -  

9 s i n ~ @ y d . s i r , o r p y ~  . n y .  dy = s i f i a k y d . s i n a ~ & â . p y . y ~ ,  

3 x b c d .  a b x d .  a ~ .  cq = axcrl"bl12, 
- - - - - -  -- -- 

3s i f i~ /3ySs i~cu j_3~d .  a2/.yy = sifiacrSyJ2/3y2, 
- - - 

momad,  Xmombc ,  Y =  mornbc, ,Xmomad,  Y ,  - - 
momtud, X m o m p y ,  Y =  m o m ~ y ,  X m o m a S ,  Y, 
- \ 

16momab, Xn iomad ,  X m o m  bc, Y m o m  cd,  Y 
- .- 

= 3(momac ,  X m o m  b d ,  Y)2 ,  
__5 -- 

16momap, Xn lomaa ,  X m o m  P y ,  Ymom y ~ ,  Y - -- 

= 3 ( m o m a y ,  XmornpS,  Y)2,  
-- - .- 

\ - - .  
nzomad, X .  b v . c q  = 3mombc,  x . d V 1 ,  -- - - - -  
momaS ,  X . P y . y y = 3 r n o m p y ,  ~ . . ~ , f i ~ ,  

- - - - .- -- 
4m0m a b ,  Xlrtomad, X a c q 2  .= 3monaacl 

a d.r), -- - 

4mnm o r @ ,  Xvnomiu6 ,X .  y . y 2 = 3 m o m ~ Y ~ X ~ ~ . ~ 7  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 -- -- 

Z n .  Fq 3 
monzab ,  x m o r n c d ,  --j Y = (-&- m o m c u ~ .  xmom ~ 8 .  Y 

- -), 
x q .  d u  abcdmom %Y silzcuPydmomXY 

mom a d ,  Xmom b c ,  Y 

Die gefundenen Satze gelten natürlich auch für die cubischo Parabel; 
einige besondere, dieser letzteren eigenthürnliche Satze ergeben sich aber, 
wenn man die Schmiegungsobene q ins Unendliche rtickon I&sst, was zur 
Folge hat, dass die Verhaltnisse der  Abstande a q ,  h q ,  c q ,  d q  den Grenz- 
nerth 1 annchmen und daher diese Abstiinde in gewissen der obigen Gleich- 
ungen sich gegenseitig aufheben. Weitere Beziehungen erliiilt man durch 
Division der uruprünglichen Gleichnngcn mit den neuen. Die Ergebnisse 
sind folgende : 

B e z e i c h n e t  a b c d  i r g e n d  e i n  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r  e i n e r  
cub ischen  P a r a b e l ,  v o n  w e l c h e m  d i e  E c k e n  a u n d  d d e r  C u r v e  
s n g e h o r e n ,  u, 8, y, d b e x i e h e n t l i c h  d i e  d e r  E c k e  d ,  c l  b ,  a g e g e n -  
t i b e r l i e g e n d e  S e i t e n e b e n e  d i e s e s  T e t r a e d e r s ,  z e i n e n  w i l l k ü r -  
l ichen P u n k t  d e r  C u r v e ,  11 e i n e  w i l l k t i r l i c h e  S c h r n i e g u n g s e b e n e  
d e r s e l b e n ,  s o  i s t :  - -- - - - - .- - -- - 

9xct . X S  -21y .cp  = x p  . x y . a a .  d u ,  

-- - -- - 
g x b c d .  abcx  = a x c d .  abxd ,  

- 
3 a x c d .  abxd == axcde,  

- 
rnam a d ,  X = 3 rnom h c ,  X ,  

-- -- - 

4momnb ,  X m o m a d ,  X = 3 m o m a c ,  X,. 

5 5. 
Auch durch Addition bestimmter Glieder der Proportionen 13), 14) 

und 15), oder gewisser Wurzeln aus denselben, k6nnen auf mannigfache 
Weise L und p eliminirt werdeu. So erhiilt man z. B. aus 14), wenn man 
gleich dio betreffcnden metrischen Grijssen nimmt:  
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welches die projective Verallgemeinerung eines Satzes von S ch r U t er  ist 
(siehe a. a. 0. S. 298). Die Gleichungen 13) werden wir mcistcns un- 
berücksichtigt lassen, weil sie doch nur eine andere Form von 14) dar- 
stellen. Im Uebrigen aber in der bisherigen Weise vorgehend, fassen wir 
die Ergebnisse zusammen wie folgt: 

B e i  j e d e r  c u b i s c h e n  H a u m c u r v e  i s t ,  w e n n  a b c d  i r g e n d  eines 
i h r e r  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r  v o r s t e l l t ,  v o n  w e l c h e m  d i e  d e n  Ecken 
d ,  c ,  6 ,  n g e g e n ü b e r l i e g e n c i e n  S e i t e n e b e n e n  b e z i e h e n t l i c h  a ,  Pl 
y, 6 h e i s s e n  u n d  d i e  E c k e n  n u n d  d a u f  d e r  C u r v e  l i e g e n  m b g e n ;  
w e n n  f e r n e r  x e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  d e r  C u r v e ,  7 e i n e  b e -  
l i e b i g e  S c h m i e g u n g s e b e n e  d e r s e l b e n ,  X d i e  C u r v e n t a n g e n t e  i n  
x ,  Y d i e j e n i g e  i n  11 b e z e i c h n e t :  

(Verallgemeinerung eines Satzes von S c h r t i t e r ,  a. a. O. S. %8), 

-- A 3 - -- - - -. 
u z c d  b r ) + a b z d . c q  = 3 v z b c d . a b c z . n b c d .  a y . d q . x r l ,  

(Verallgemeinerung eines Satzes von S c h r  o t e r ,  a. a. O. S. 300), 

ferner 4 - - =  --- -- - 

v r n o m a b , ~ r n o r n c d ,  Y- v m o m c d .  Xvnomub, Y 

= tii ca m o ,  x Y, 

4 m o m a b , X m o m c d ,  Y - momac,  X m o m b d ,  Y 

- - 

3 m o r n a b , X m o m c d ,  Y - momad,  X m o m b c ,  Y 
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Smomac, Xmombd, Y -4momad ,  Xmombc, Y 

( S(mornac, Xmom bd, Y -  mombd, Xmornac, Y )  

__ 4 ( . (fmorn a h , X  mon cd, Y + ) / m m  c d ; ~  mon> u ~ ? )  , 
zu welch' letzteren ftinf Beziehungen die reciproken durch Vertauschung 
von a ,  b ,  c ,  d mit or bezw. 4 ,  y, 6 erhalten werden konnen. 

Es ist wieder zu bemerken, dass man specielle, nur ftir die cubische 
Parabel giltige Satze erhalt, wenn man die Schmiegnngsebene 7 ius Un- - - - - -  
endliche verlegt, wodurch die Abstënde ar], bq, cy ,  d v ,  xq in Wegfall 
kommen und die Bedeutung der Grossen mono XY u. S. w. sich etwas h l e r t ,  
weil P ebenfalls ins Unendliche rückt,  also durch eine Stelluug ersetzt 
werden muse (vergl. den Schlussparagraphen). 

§ 6- 
Die Einführung der Momente i n  Bezug auf die beliebige Tangente X 

der cubischen Raumcurve lasst sich umgehen, wenn man,  wie dies 
B. S c h r 6  t e r  a. a. O .  gethan ha t ,  die Schnittpunkte von X mit den zu den 
Punkten a und d gehorigen Schmiegungsebenen abc = ci und bcd  = 6 
- wir wollcn dieselben xl und x2 nennen - in Betrach't zieht. Da X 
proportional [x1x2] ist, so kann bei allen in  Bezug auf X homogenen 
Gleichungon [x,x2] an Stelle von X treten, wodurch z. B. das aussere Pro- 
duct [abX] sich in das, dem Inhalt des Tetraedere a b x , ~ ,  proportionale 
[abx,z,] verwandelt. Auf diose Weiso folgen z. B. aus den in 8 4 ge- 
fundenen Beziehungen 

- - - 
mom ad, X .  b~ . cq = 3mow b c ,  X .  a ~ .  d ~ ,  
- - -  

4 m m a b ,  Xmomad, X . c q 2 =  3momac, XZbq.dq 
die gleichwerthigen - -- - 

a d ~ , ~ ,  . b q .  cq = 3bcxlx2. aq. dq 
und 

welches Verallgemeinerungen S c  h r o t  er'scher Satze (a. a. O. S. 302 und 303) 
sind. Natürlich leisten in  dem besprochenen Falle zwei beliebige Punkte 
der Tangente X dieselben Dienste, wie die ganz speciellen zl und x,, aber 
wir k6nnen nach S c  h r 6 t e  r's Vorgang auch Stitze aufstellen, bei denen 
das nicht zutrifft. 

Für die Punkte x, und x2 kann man die Ausdriicke nehmen: 
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Denn, weil 
1 d x  x 2 Ç z - -  
3 d l  

is t ,  so liegt dieser Punkt jedenfalls auf der zum Punkt  x gehorigen Tan- 
gente X, und wegen der offenbar vorhandenen Beziehung 

xl + Lx2= x 

auch der Punkt x,, wiihrend andererseits der Anblick der Gleichungen 17) 
lehrt,  dass xl in  der Ebene a b c ,  x, in der Ebene b c d  sich befindct. 

Multiplicirt man die obigen Gleichungen beide mit der Schmiegungs- 
ebene 7 ,  so ergiebt sich, da nach 9) 

[ar i]  = pSLabcd] ,  [ b ~ ]  = - p"abcd],  [ cq]  = p [ a b c d ] ,  

[ d q ]  = - [ a b c d ]  
kt: 

18) [ ~ , q j = ~ ( p - A ) ~ [ a b c d ] ,  [ x 2 y ] = - ( p - - A ) ' [ a b c d ] .  

Weiter folgt aus den Gleichungen 17) durch iiussere Multiplication rilit 

h c d ,  c a d  u. S. W.:  
[ x , b c d ]  = [ax , cd]  = [ a b c d ] ,  

[ax , cd]  = [ a b z 2 d ]  = 2 A [ a b c d ] ,  

[ a b x l d ]  -: [abcx ,]  = r12[a6cd]. 

Deher ha t  man die Proportionen: 

[x ,bc t l ] [a7]  : [ a x , c d ] [ b q ]  : [abx ,d ] [c r i ]  : [ a b c d ] [ ~ , q ]  

= Lax,cd][hq] : [ a b x , d ] [ c r l ]  : [abcx,][tErl] : [ u 6 c d ] [ s 2 r l ]  

= p z :  - 2J .p :  A2:  ( p - L ) ?  

Ferner liefern uns die Gleichungen a ) ,  wenn wir darin [xlx2] ~ t a t t  
X schreiben und 18) benützen : 

[ ( ) ~ x , x , I [ ~ T I [ ~ v I  : [ ~ ~ v , I [ I ~ ~ ~ I [ v I  : [ b c x l x 2 1 [ a 7 i l ~ d ~ j  

: [adx ,x , j  [ b7 ]  [cr i]  : [a c x ,  x,] [b,rJ : [ a b x , ~ , ]  [ c V ]  [arl] : [ a b c d ]  [ x , ~ ]  [%ljI 

= p 4 :  2 A p 3 :  A2p2:  3 A 2 p 2 :  2 k S p : a 4 :  (p-A.)4. 

Man kann wieder an€ mannigfaltige Art A und p elixniniren und, weil 
die entstehenden Gleichungen homogen eind, ohne Weiteres für die Susseren 
Produete Tetraederinlialte bezw. Abstande einführen. Es eïgiebt sich 50 

folgende neue Reihe von Beziehungen : 

W e n n  i r g e n d  e i n e  T a n g e n t e  c i n e r  b e l i e b i g e n  cubischen  
R a i i m c u r v e  d i e  z i i  d e n  P u n k t e n  n u n d  d  g e h o r i g e n  S c h m i e g u n g s -  
e b e n e n  a b c  u n d  b c d  e i n e s  b e l i e b i g e n  S c h r r i i e g u n g s t e t r a e d e r z  
a b c d  d e r s e l b e n  i n  d e n  P u n k t e n  z, u n d  x2 t r i f f t ,  w i i h r e n d  7 eine 
w i l l k l l r l i c h e  S c h m i e g u n g s e b e n e  j e n e r  C u r v e  b e z e i c h n e t ,  s o  

i s t  u. A.: 
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( V e r a l l g e m e i ~ e r u n ~  eincs Satzes von S c  h r o  t e r ,  a. a. O. S. 302), 

(Verallgemeiucrung eines Satzes von Schr t i t  e r ,  a. a. O. S. 302), 
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Bus jedem der obigen SLtze folgt eine besondere, nur fur cubischs 
Parabeln giltige Beziehung durcli Weglassen der auf die Ebene 71 bezüg- 
lichen Abstande (vergl. den Schluss von 5 4). Die ersten drei Gleichungen 
z. B. ergeben - 

q b c d  = ax,cd, ax,cd = abx,d, abx,d = abcz,, 

und letztere im Verein mit jenen: 
- - - - - - - - 
a q  : bq  = b q  : cq = cq : d q  = x lq  : x2q. 

U m  schliesslich noch die zu den obigen dualistischen Siitze formuliren 
zu konnen, muss man die Verbindungsebenen 6 ,  und 5, der Tangente 
X = x,x, mit den Curvenpunkten a und d einführen. Bei Benützuug der 
frühercn Bezeichnungen ist dann z .  B.: 

Mit Hilfe der Gleichungen 4) und 10) konnte übrigens ein Theil aller 
dieser SBtze auf eine andere Form gebracht werddn, so dass nur Abstands 
zwischen Punkten und Ebenen vorkanien; der erste mit seinem reciproken 
z. B. auf die folgende: 

x iS .ar l  . x , ? l .  b y  = ~ , y  . b q . x , ~ , ~ . a b ,  
- - -- - - - --  
Eid.ccy .&Y.Pc= & L ~ . p y . E i ~ . u d .  

8 7. Erstes  Uebertragungsprincip 

Zufolge I l ) ,  9) und 9') hat  man 

oder, da nach 5 1 [ x ~ ]  = $5. lx l . ( r l )  u. S. W. i s t ,  
- - 

" V - -- - 6 Y = ( p  - A)"ab,cd]-', 
x S . q . l s l . ) d )  t d . y 6 . l d J . 1 6 1  

also: 

Wir bilden nun die betrachtete Raumcurve dritter Ordnung auf eine 
gerade Linie ab ,  indem wir auf letzterer einen Anfangspunkt und die 
positive Richtung beliebig wahlen und dem zum Parameterwerth A gehorigen 
Punkt  z der Curve denjenigen Punkt  X' der Geraden zuordnen , dessen Eut- 
fernung vom Anfangspunkt gleich I ist. Bezeichnet ebenso y' dau Bild des 
zum Parameterwerth p gehorigen Curvenpnnkts y, so ist demnach die Ent. 
fernung der Bildpunkte x' und y' gleich ( p  -A) .  Sieht man d als einen 
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festen Punkt der Curve a n ,  so erscheinen die Gewichte d 1 und 1 S 1 als 
Coustanten und es wird folglich die Strecke den in 21) angegebenen 
dritten Wurzeln proportional. Wir  haben somit folgendes 

1. U e b e r t r a g u n g s p r i n c i p :  A u s  j e d e r  h o m o g e n e i i  I I e z i e h u n g  
zwischen  S t r e e k e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  e r g i e b t  s i c h  
ein S a t z  ü b e r  d i e  e n b i s c h e  R a u m c u r v e ,  w e n n  m a n  s t a t t  e i n e r  

- 

l ie l iebigen S t r e c k e  u'y' d e r  G e r a d e n  d e n  A u s d r u c k  

oder d e n  i h m  g l e i c b e n  

G . 3  
s e t a t ,  w o  x i ind y z w e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  d e r  C u r v e ,  6 u n d  7 
ih re  S c h r n i e g u n g s e b e n e n  i n  d i e s e n  P u n k t e n  s i n d ,  d d a g e g e n  
e inen  w i l l k ü r l i c h e n  f e s t e n  P u n k t  d e r  C u r v e ,  d d i e  S c h m i e g u n g s -  
ebene  i n  d e m e e l b e n  b e z e i c l i n e t .  

Eetiachten wir das einfachste Beispiel für  die Anwendung dieses 
Princip. Uei n beliebigen Punkten 1, 2, 3 ,  . . .r. einer Geraden ist 

lE+ %+ %+ ...+a = o .  
Dies liefert den Satz: 
S i n d  x,, xz, x , ~ ,  . . .  x,, d (12 + 1) b e l i e b i g e  P u n k t e  e i n e r  E a u m -  

curve  d r i t t e r  O r c l n u n g  u n d  &,, k 2 ,  ,,... k,, d d i e  z u g e h o r i g e n  
8 c l i m i e g u n g s e b e n e n  d e r s e l b e n ,  s o  i s t :  

Durch die vorliiii eingeführte Abbildung der Curve dritter Ordnung 
auf eine Gerade werden offenbar beide Linien projectiv auf einander be- 
zogen, so dass Gleichheit zwischen dem I)oppelverhültniss von vier be- 
liebigen Punkten x, , x,, x3, X, (oder den zugeliorigeu Schrniegungsebenen) 
der Curve und demjenigen ihrer Bildpunkte besteht. Schreibt man aber 
m i t  Hilfe des gefundeuen Cebertragungspriucips den Ausdruck hin,  welcher 
dern Doppelverhiiltniss von vier Punkten einer Geraden entsprioht, so heben 
sich darin die auf d und S bczüglichen Abstande gegenseitig auf und man 
erbi l t  für denselben: 

- 
- - -  

XI f3- . -1 -5~  - JY 5114 . G . JL. I - - . -  
E,x, 54xr z3 ji x4E2 

Augerischeinlich ist  der Ausdriick unter dem Wurzeloeiehen linker 
K i n d  z B. gleich dem Doppelverhtiltniss, welches die Punkte z,, x, und 
die Schnittpunkte der Geraden z , ~ ,  mit den Ebenan &,, E ,  (oder auch die 
Verbindiingsebeiien der Puiilite x , ,  x, mit der Schnit,tliuie von J, iind 6, 
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sowie die Ebenen 5, und &) zusammen liefern. Wir  wollen dasselbe d a  
Doppelverhiiltniss der vier Elemente xlx, &, &, neïinen und konnen d a m  
folgenden Satz aussprechen : 

D a s  D o p p e l v e r h i i l t n i s s  v o n  v i e r  b e l i e b i g e n  P u n k t e n  einer 
c u b i s c h e n  l i a u m e u r v e ,  o d e r  d a s j e n i g e  d e r  xugehor igen  
S c h m  i e g u  ng s e b e n e n  (da3 heisst das Doppelverhiiitniss der vier Ebenen, 
durch die jene vier Ponkto aus irgend einer Sehne der Curve projicirt 
werden, bezw. das Doppelverhaltniss der vier Punkte,  in detien jene 
Schmiegungsebenen von irgend einer ,,Achse" - Schnittlinie zweier 
Schmiegungsebenen der Curve - geschnitten werden), i s  t g l e i c h  der 
C u b i k w u r z e l  a i l s  d e m  D o p p e l v e r h B l t n i s s ,  w e l c h e s  d i e  ersteii 
b e i d e n  C u r v e n p u n k t e  z u s a m m e n  m i t  d e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
i n  d e n  b e i d e n  a n d e r e n ,  o d e r  d i e  e r s t e n  b e i d e n  Schmiegi inqs-  
e b e n e n  z u s a m r n e n  m i t  d e n  A n s c h m i e g u n g s p u n k t e n  d e r  beiden 
I i b r i g e n  bes t imrnen .*  

5 8. Zweites Uebertragungçprincip. 

Auu den Gleichungen 12)  und 8) folgt, wenn man die ziim Punkt d 
gehorige Tangente c d  der Curve mit D bezeichnet: 

LxY] - - mont ?CF = ( p -  ~ ) ~ [ a b c d ] - ' ,  

[XD] 1 YD) ~îzonz XUrnornY~. 1 D 1" 
oder: 

22) 

Durch eine lihnliche Betrachtung, wie die im vorhergehenden Para- 
g r a p h e ~  angestellte, findet man daher folgendcs 

+ hIan kann diesen Satz einfacher und directer beweisen, wenn man die 
Punlite a und d ,  die ja zwei beliebige Punkte der Curve sind, und ewci lie- 
liebige andere Punkte z und y derselben zusarnmen betrachtet. Durch Zuseere 
Multiplication der Gleichungen 

mit der Sehne a d  der Curve erhilt  man 
[adx]  =-  31([abd] + I [ a c d j ) ,  

[ a d ? / ] = - 3 p ( [ a b d ] + p [ a c d ] j ,  

dss heisst das Doppelverhiiltniss der vier Punkte a ,  d ,  x ,  y ist gleich CL : 1. 
hliiltiplicirt man aber jene Gleichungen mit der Schnittlinie b c der eu den Punkten 
a  uud d  gehorigen Schmiegungsebenen cr = a b c  und 6 = b c d ,  so kouimt 

[bcx] =[abc]+A3[bcd], 
[bcy]= [abe]+p3[bcd]: 

wonach das durch die Elemente a, 6, x ,  y bestimmte L)oppelverhaltniss den Wertb 
p3 : A3 hat.  
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Von R. MEHMKE. 227 
~ --- 

2. U e b e r t r a g u n g s p r i n c i p :  A u e  j e d e r  h o m o g e n e n  B e z i e h u n g  
zwischen S t r e c k e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  e r g i e b t  s i c h  
ein S a t z  l i b e r  d i e  c u b i s c h e  R a u m c u r v e ,  w a n n  m a n  s t a t t  c i n o r  
bel iebigen S t r e c k e  d e r  G e r a d e n  d e n  A u s d r u c k  

s e t z t ,  wo X u n d  P z w e i  b e l i e b i g e  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  s i n d  
und D e i n e  w i l l k t i r l i c h e  f e s t e  T a n g e n t e  d e r s e l b e n  b e z e i c b n e t .  

Dabsi hat man,  wie leicht einzusehen is t ,  den zu zwei Tangenten- 
paaren X Y und X,  YI gehorigen vierten Wurxeln dann und blos dann gleiches 
Vorzeichen zu geben, wenn eine veranderliche Tangente, die stetig und 
ohne umzukchron an der Curvo so hingleitot, dass sie aus der Lnge X in 
die Lage Y ohne Ueberschrcitung der Lage D kommt, durch dieselbe Be- 
wegung auch aus der Lage X, in die Lago Y, gclangen kann, ohne durch 
die Lage D hindurchgehen zu müssen. 

Bcntitzcn wir als Beispiel wicder die einfachste Streckenbezichung, zu 
der n Punkte einer Geraden Anlass geben. WTir erhalten den Satz: 

W e n n  X , ,  X, ,  X 3 ,  ... X,,  D (n+1) b e l i e b i g e  T a n g e n t e n  e i n e r  
R a u r n c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  v o r s t e l l e n ,  s o  i s t  

mom X,Dmoal X,D 

mana X, X, -=o .  
mom X,, D motn X,D 

1st die Streckengleichung, von der man ausgeht, in Bezug auf die 
Endpunkte der darin vorkommenden Strecken homogen, so werden in dern 
Sata, den das besprochene Uebertragungsprincip liefert, die Momente i n  
Bezug au€ die feste Tangente D herausfallen. So ergiebt z. B. die bekannte 
Beziehung -- -- 

12.34 + 13.41 + 14.23 = O 

zwischen vior beliebigen Punkten 1 ,  2,  3, 4 einer Geraden den Satz: 
Z w i s c h e n  v i e r  b e l i e b i g e n  T a n g e n t e n  X,, X,, X,, X, e i n e r  

cnbiçchen R a u r n c u r v e  b e s t e h t  d i e  B e z i e h u n g  

(Dieser Satz kann übrigens leicht auf den vorhergehenden zurückgeftihrt 
werden und ist eigentlich schon in 5 5 vorgekommen.) 

Endlich erhalten wir noch (vergl. dcn Schluss von 5 7) den Satz: 
Das  G r a s s m a n n ' s c h e  D o p p e l v e r h i i l t n i ~ s  v o n  v i e r  b e l i e b i g e n  

Tangenten  e i n e r  R a u m c u r v e  d r i t t a r  O r d n u n g  i s t  g l e i c h  d e r  
15' 
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v i e r t e n  P o t e n z  d e s  D o p p e l v e r h 5 l t n i s s e s  d e r  z u g e h o r i g e n  Be-  
r u h r u n g s p u n k t e  ( o d e r  d e r  v i e r  S c h r n i e g u n g s e b e n e n ,  i n  we lchen  
j e n e  T a n g e n t e n  l i e g e n ) . *  

3 9. D r i t t e s  Uebe r t r agungsp r inc ip .  

W e n n  x und y xwei beliebige, den Parameterwer then b und p ent- 
spreciiende Punk te  de r  untersuchten Raumcurve dr i t te r  Ordnung sirid, so 
wollen wi r  den sechsfachen Inhal t  des zur  Sehne xy gehorigen Sclimiegunga- 
tetraeders de r  Curve mit V(xy) bexeichnen. Um zunachst für die beiden 
noch nicht bekannten Ecken dieses Tet raeders ,  die wir xp nnd y i  nennen 
wollen, eine Darstellung zu finden, schlagen wir  folgenden W e g  ein. Jeder 
P u n k t  de r  i n  x a n  die Curve gelegten Tangente  X lasst sich iii der  Form 

~ c h r e i b e n .  Dami t  dieser P u n k t  i n  der  zum Piinkt y gehorigen Schmiegungs- 
ebene 11 l icgt ,  muss sein ausseres P roduc t  m i t  7 verschwindon, also 

sein. Nach 11) ist aber  
[xql = ( p  - 1 ) 3 [ a b c d j ,  

also: 

mi th in :  

Ebenso findet man  fur den Schni t tpunkt  de r  zurn P u n k t  LZ gehorigcn 
Schmiegungsebene 6 m i t  d e r  Curventangente Y i m  P u n k t  y den Ausdruck: 

Zu dem von G r a s s m a n n  aufgestellten Doppelverh%ltniss von vicr z u  
einander windschiefen üeraden vergleiche man die interessanten Ausführungen 
von E. S t u d y  in G r a s s m a n n ' s  gesaminelten Werken Band 3 l'heil 1 S. 409 
(Annierkung zu S. 272). Man beweist übrigens den obigen Satz am eiiif'achsten 
so: V :r in der Anmerknng aiif S. 226 sahen, ist das Doppelverhiiltniss der 
vier bt. en (:urven~iunkte a ,  d ,  x ,  y gleich E( : A. Uurch Zussere Multiplication 
der Gleii ug 2) und der eritspreclienden f ü r  Y ~ i t  den en den l'unkten a und 
d gehorigen Tangenten A = Tub] und D = [ c d ]  erhslt  man aber 

[ A , Y ] = L 4 [ a b c d ] ,  ( X I I :  = l a b c d ] ,  

[ A Y ]  = p 4 [ a b c d ] ,  [ Y D ]  = [ n t i c d ] ,  
aleo ist das Doppelverhaltniss der vier üeraden A ,  11, X, Y, n8mlicb: 

[ A X ]  : [AY] mom A X  , rnom d F  
-- - . ~ 

[.YI)] [Y BI mona X I )  ~ n o m  Y 7)' 

gleiüh p4 : L i .  Wie ich nachtriiglich bemerkt habe ,  ha t  S t u r m  den fraglichen 
Sate,  als von V O s s herriihrend, in etwas anderer Form schon in ,, Crelle's Journal 
fiir die reine und angewandte MathematikiL Bd. 86 S. 130 (1879) mitgetheilt. 
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mit 

d  Y Ya = I/ -f- 6-1 
d l ,  

Das aussere Product der Ecken des fraglichen Schmiegungstetraeders 
wird daber 

also, weil nach 5 2 

[dg] = 3x. [Y:] = 3 Y .  

und nach 12) 
[ X Y ]  = (p - ~ r ) ~ [ a U c d ]  

i s t ,  
[ x x r i 2 / ~ y ]  = ( p  - A Y [ a b c d ] .  

Bestimmen a i r  noch die iiusseren Producte der Piinkte x,p und y2 mit 
der Schmiegungsebene 8. Nach 9') ist 

folglich 

und daller 

[xd] 5 [ a b c d ] ,  

I x , ~ ]  = [sa] = [ a b c d ] .  

Denselben Werth hat offenbsr [yA6]. 
Also wird 

Wir erlialten somit (vergl. die beiden vorhergehenden Paragraphen) 
folgendes 

3. U e b e r t r a g u n g s p r i n c i p :  A u s  j e d e r  h o m o g e n e n  B e x i c h i i n g  
zwischen S t r e c k e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  e r g i e b t  s i c h  
e i n  S a t z  i l b e r  d i e  c i i b i s c h e  R a u m c u r v e ,  w e n n  m a n  s t a t t  e i n e r  
beliebigen S t r e c k e  d e r  O e r a d e n  d i e  s e c h s t e  W u r z e l  a u s  d e m  
I n h a l t  e i n e s  b e l i e b i g e n  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r s  d e r  C u r v e ,  
d iv id i r t  d u r c h  d i e  s e c h s t e  W u r z e l  sus dern P r o d u c t  d e r  E n t -  
fe rnungen  d e r  E c k e n  d i e s e s  T e t r e e d e r s  v o n  e i n e r  w i l l k t i r l i c h e n  
festen S c h m i e g u n g s e b e n e  d e r  C u r v e ,  o d e r  d u a l i s t i s c h  d i e  
sechste  W u r z e l  a u s  d e m  9 i n i i s  d e s  S c h m i e g u n p s t e t r a e d e r f i ,  
d i v i d i r t  d u r c h  d i e  s e c h s t e  W u r z e l  a u s  d e m  P r o d u c t  d e r  E n t -  
f e r u u n g e n  d e r  S e i t e n e b e n e n  des T e t r a e d e r j  v o n  e i n e m  w i l l -  
kurl ichan f e s t e n  P u n k t  d e r  C u r v e .  s e t z t .  
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230 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurven. 
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Ueber die Vorzeichen der fraglichen sechsten Wurzeln l a ~ s t  sich eine 
iihnliche Regel, wie in 5 8, aufstellen. 

Wir  beschranken uns auf ein Beispiel, das dem ersten der in  den 
$5 7 und 8 vorgeftihrten entspricht. 

S i n d  x,, z2, x 3 . .  . x , ,  d ( n +  1) b e l i e b i g e  P u n k t , e  e i n e r  R a u m -  
c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  u n d  5 , .  je ,  &...&,, 6 d i e  zugehor igen  
S c h m i e g u n g s e b e n e n ,  b e z e i c h n e t  f e r n e r  &l  resp .  Sinkt d e n  sechs-  
f a c h e n  I n h a l t  resp .  d e n  S i n u s  d e s  z u r  S e h n e  xkxl ( o d e r  d e m  
S c h m i e g u n g s s t r a h l  & t l )  g e h o r i g e n  S c h t n i e g u n g s t e t r a e d e  rs ;  
xkl r e s p .  E k l  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  C ' u r v e n t a n g e n t e  i n  xk mit  
d e r  S ~ h r n i e g u n ~ s e b e n e  r e s p .  d i e  V e r b i n d u n g s e b e n e  jener  
T a n g e n t e  m i t  d e m  P u n k t  $ 1 ,  s o  i s t  

~p - - . - - - - ri?, ++= - + .  . .  
x,6.x, ,6 .x2,6.x2S ~ , 6 . x , , 6 . x , , S . x , d  

V" 1 - - 
-- - - O ,  

x n d . ~ , l S . x l , , d .  zId: 

Sin,, Sin,, + .. . 
E i d - & e d -  6 2 1 d * $ ~ d  ged. & ~ j d - & 8 d  53d 

Bei der cubischen Parabel,  welche unter ihren Schmiegungsebenen die 
unendlich ferne Ebene hat ,  kann man letztere statt  der beliebigen 
Schmiegungsebene 6 nehmen, wodurch bei der Anwendung des ereten Theils 
des obigen Uebertragungsprincips die Entfernungen der Ecken der Schmiegungs- 
tetraeder von d in Wegfall kornmen (vergl. den Schluss von $ 4). Mao 
erhiilt so das specielle Cebertragnngsprincip, das C i n o  L O r i  a in seiner, 

C 
in der Eiuleitung angeführten Abhaudlung ausgesprochen ha t ,  und welclies 
auch leicht aus einem Satz von S c  h r t i t  e r  (a. a. 0. S. 308) folgt. 

Ueber die Inhalte bezw. Silz der Schmiegungstetraeder einer ciibischeu 
Raumcurve sollen jetzt noch einige S!itze abgeleitet werden, die zum Theil in 
der besonderen Form, die man ihnen bei der cnbischen Parabel geben hann, in 

S c h r o t e r ' s  mehrfach erwiihnter Arbeit (a. a. 0. auf S. 307) vorkommen. 
Wir dürfen annehmen, die Parametervertheilung auf der Curve sei so vor- 
genonimen, dass irgend einem bestimmten Werthe des Parameters, etwa 
A = - 1, ein willktirlicher Punkt  e der Curve entspricht. Die Tangente bezw. 
Schmiegungsebene in diesem Punkt heisse E bezw. E. (Solche willkilrliche, 
aber als fest betrachteten Elemente kamen schon in den frtiheren Para- 
g r a p h e ~  vor; in den $$ 7-9 waren es der Punkt  cl mit der Tangente D 
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und der Schmiegungsebene 8). Zur Vereinfachung des sprachlichen Aus- 
drucks werden wir einige Benennungen anwenden, die biuher schou mit 
Nutzen hatten gebraucht werden konnen. Unter der r e d u  c i r t e n  E n  t-  
fe rnung  zweier Punkte oder eines Punktes von einer Ebene, dern r e d u -  
c i r t en  sin e i n e s  F l 5 c h e n w i n k e l s ,  dem r e d u c i r t e n  M o m e n t  z w e i e r  
Geraden, dem r e d u c i r t e n  I n h a l t  e i n e s  T e t r a e d e r s  (als bestimmt 
durch seine vier Ecken), dem r e d u c i r t c n  Sin, e i n c s  T e t r e e d e r s  (als 
bestimmt durch seine vier Seitenebenen) u. S. W. wollen wir clen Quotienten 
verstehen, der zum Ztihler die bctrcffcnde metrische Grosse bat ,  zum Nenner 
dagegen das Product der Entfernungen der jene Grosse bestimmenden Ele- 
mente - wcnn cs Punkte oder Ebenen Sind - vom festen Pnnkt  e bozw. 
der festen Schmiegungsebene E ,  oder dau Product der Momente in Bezng 
auf die fcste Tangente E, wenn es Geraden sind. Es mogen die reducirten 
metrischen Grossen durch Vorsetzen des Buchstabens 01 bezeichnet werden. 
Hiernacli iut z. B. die reducirte Kntfernung des Punktes x von der Ebene 11 

- 
- x'l 8izq = -:- 1 

xE.qe 

das reducirte Moment der Geraden X und Y 
-- 

mom X Y 
91 mom XY = -- -- - -- 

mom xx mom Y E  y 

der reducirte sechsfache Inhalt des Tetraeders u b c d  

u. S. W. (Wenn E mit der unendlich fernen Ebene zusammenfiillt, gehen 
die reducirten Entfernungen von Prinkten und die redocirten Inhalte in die 
gewohnlicheu über.) Bei der oben gernachten Aunahme, dass den festen 
Elernenteil e ,  E, E der Parameterwerth A = - 1 entspreche, erhalt man 
aus den Gleichungen I l) ,  12) und 9): 

24) [ X E ] =  [ t e ]  = - ( 1  + A ) 3 [ a b c d ] ,  

25) [Xe] = ( 1  + A ) l  [ a b  c d ] ,  

26) [ a & ]  = L ~ E ]  = [ C E ]  = [ d ~ ]  = - [ a b r d ] .  

Seien x' und y' die Punkte,  in welchcn die Schmiegungscbcnen 5 und 
11 den beliebigen ,,Schmiegungsstrahl" oder die ,Achseu bc  (die Schnitt- 
linie der beiden Schmiegungscbenen ci und 6) schneiden. Man kann setzen 

x'= b + A c ,  y'= b + p c ,  
denn es ist z. B. [.'a = [ b k ]  + A[c&] = (- A 2  + A 2 ) [ a b c d ]  - O 

(siehe Gleichung 9), also liegt in der That x' in k. Wegen Z G j  erhalt man 

[ x ' E ]  = [ b ~ ]  + A [ c F ]  = - ( 1  + ~ ) [ a b c d j ,  

[ y ' ~ ]  = - ( 1  + [a b c d ] .  
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232 Netrische Eigenschaften der eubischen Raumcurven. 
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Ferner ist 
[x'y'] = ( p  - 1) [ b c ] .  

Man multiplicire diese Gleichung mit einem Feld F (ausseren Pïoduct 
zweier Strecken), dessen Inhalt 1 und dessen Stellurig senkrecht zur Ge-  
raden b c  oder x'y' ist ,  und dividire dann durch das Product der beiden 
vorhergebenden Gleichurigen. E s  komnit 

- 

27) 
x'y' 

9t.ÿ -- - - Y-" - [ b  c 3'1 I r 1'. 
2'~. 9 , ~  (1 +A) (1 + 11)  

Dualistisch daau ist 

wo 6' und rl' die beiden Ebenen bezeichnen, durch welche die Curven- 
punkte x und y aus der beliebigen Sebne a d  oder p y  der Ciirve projicirt 
werden (und 8" ein zu ad  senkrechtes Feld vom Inhalt 1 vorstellt). 

Da E an Stelle der in $ 10 beuützten festeii Schmiegungsebene 8 ge- 
treten is t ,  miissen jetzt statt  [xPd] und [y281 die h m r e n  Producte [ xp  

und [yl&] berechnet werden. Nuu ist nach 24) 

[ZE] = - (1 + ~ ) ~ [ a b c d ] ,  
folglich 

d  
[ : E l =  ,[%El = - 3(1 + k ) ' [ a b î d ] ,  

und entsprechend L Y ~ F ]  = - (1 + A)(l + ~ ) ~ [ a b c t l ] .  

In 9 9 wurde gefunden 

niithiii Ser reducirte sechsfache Inhalt des aur Sehne x y  gehorigen schmie. 
gungstetraeders 

-~ - - 

Einen cntspreehenden Ausdruck giebt es ftir don rcducirte~l sinus eines 
Schmiegungstetraeders, namlirh 

28') ( P  - A)G S n ( )  - - -  

( 1  + A)6(l + p y  
l e l " f i P ~ J ] - ~ .  
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Durch Vergleichung von 27) und 28) ergiebt sich zunachst folgender 
Satz (vergl. den besonderen Fa11 bei S  ch r  6  t e r  a. a. O. S. 308) : 

Die bez i ig l ich  e i n e r  w i l l k ü r l i c h e n  f e s t e n  S c h m i e g u n g s -  
ebcne e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  r e d u c i r t e n  I n h a l t e  d e r  zu 
zwei b e l i e b i g e n  S e h n e n  d i e s e r  C u r v e  g e h o r i g e n  S c h m i e g u n g s -  
t e t r a e d e r  v e r h a l t e n  s i c h  z u  e i n a n d e r ,  w i e  d i e  s e c h s t e n  P o t e n z e n  
der r e d u c i r t e n  L a n g e n  d e r  b e i d e n  S t r e c k e n ,  w e l c h e  d i e  
S c h r n i e g u n g s e b e n e n  i n  d e n  E n d p u n k t e n  j e  e i n e r  S e h n e  auf  
einem b e l i e b i g  g e w l h l t e n  S c h m i e g u n g s s t r a h l  (der Schnittlinie 
irgend zweier Schmiegungsebenen der Curve) a u  s  S C  h n  e i  d  e  n. 

Auf Grund von 27') und 28') k6nnen wir hinzufügen, dass die frag- 
lichen reducirten Inhalte sich auch verhalten wie die sechsten Potenzen 
der sin der Fliichenwinkel, durch wclcho dio beiden Sehnen, zu welchen die 
Schmiegungstetraeder gehoren, aus einer beliebig gewiihlten Sehne der Curve 
projicirt werden, sowie, dass die reducirten Sala jener Schmiegungstetraeder 
in demselben Verhaltniss stehen. 

Die Gleichungen Il), 12), 24), 23) liefern uns ferner: 

Sonach bcsteht noch, wie die Gcgenüberstcllung von 28) unLi 30) 
bezw. 29) zeigt, der weitere Satz: 

D i e  Q u a d r a t e  d e r  r e d u c i r t e n  I n h a l t o  ( w i e  a u c h  d e r  r e d u -  
c i r t en  S i n u s )  d e r  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r ,  d i e  zu  z w e i  b e l i e b i g c n  
Sehnen c i n c r  c u b i s c h e n  R a u m c i i r v e  g e h o r c n ,  v e r h a l t e n  s i c h  
wie die  d r i t t e n  P o t e n z e n  d e r  r e d u c i r t e n  M o m e n t e  d e r  T a n g e n t e n  
i i i  den E n d p u n k t o n  j e  e i n e r  S e h n e ,  u n d  w i o  d i e  v i e r t e n  P o t e n z e n  
der r e d u c i r t e n  E n t f e r n u n g e n  e i n e s  E u d p u n k t e s  j e  e i n e r  S e h n e  
von der  S c h m i e g u n g s e b o n e  i m  a n d e r e n  E n d p u n k t .  

5 11. 

H. S c h r o t e r  hat a. a. O. S. 305 den Satz hewiesen: 
I r g e n d  v i e r  P u n k t e  e i n e r  c u b i s c h e n  P a r a b e l  s i n d  d i e  

Ecken e i n e s  d e r s e l b e n  c i n h e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s ;  d i e  v i e r  
S c h m i e g u n g s e b e n e n  i n  d i e s e n  P u n k t e n  b i l d e n  e i n  z u g e h o r i g e s ,  
der c u b i s c h e n  P a r a b e l  u m s c h r i e b e n e s  T e t r a e d e r ;  d a n  V o l u m e n  
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d e s  e i n b e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s  i s t  d a s  n e u n f a c h e  von d e m  

V o l u m e n  d e s  u m s c h r i e b e n e n .  
Nach allem Vorhergegangenen, man vergleiche namcntlich 5 10, 

dlirfen wir bestimmt vermuthein, dass dieser Satz auch fur lieliebige 
Raumcurven dritter Ordnung gilt, vorausgesetzt, dass man statt der Raum. 
inhalte selbst die bezüglich einer lieliebigeri Schmieguugsebene der Curve 
reducirten Rauminhalte nimmt. Die folgende Untersuchung wird das 

bestkitigen und ausser deui dualistisclien Satze auch noch eine neue Eigen- 
schüft der cubischen Parabel ergeben. Wir  nehmen zu Ecken des eia 
geschriebenen Tetraeders die zu den Parameterwerthen O,  A ,  p ,  m ge- 
h6rigeu Curvenpunkte a ,  x, y ,  d ,  von welchen der erste und letzte ja 
auch alu willkilrlich zu betrachten sind. Fasst man das üussere Product 
der Gleichungen: x = a +  3 A b  4- 3L2c  + b3d ,  

y = ~ + 3 ~ b + 3 p ' c + p ~ d  

zwischen die Factoren a  und d ,  so fallen die a und d enthaltenden Glieder 

weg und es kommt [ a x y d l  = 9 A P ( p  - ~ ) [ a b c d j .  
1)aher k t :  

- 
- axyd  

31) E a x y d =  - - - - - -- 9 A p ( p -  A) - / E 4 [ a b c d ] - 3 .  
aE. z E . y c . d e  (1+ AIY(1+ ELY 

Wir haben jetzt die Ecken des durch die vier Schmiegungsebenen n, 
f ; ,  7,  d bestirnmten Schmiegungstetracders auszudrücken. Zwei derselben 
bestehen in den Schnittpunkten x' und y' des Schmiegungsstraliles a d  oder 
b c  mit t; und 7 ,  für welche in tj 10 gefunden wurde: 

Die beiden librigeu Ecken - sie m6gen a' und d' heissen - liegen 
auf der Sclinittlinie von 5 mit 7 und ausserdem der erste in der Ebene 
ci = a b c ,  der andere in der Ebene 6 = b c d ,  konnen also diirch Gleichungen 
der Form: a ' = a + p b + c i c ,  d 1 = b + r c + v d  

dargestellt werden. DrUckt man mit Hilfe der Gleichungen 9 )  die iusseren 
Producte der Punkte a' und d' mit den Ehenen g und q aug iind setz t  

dieselben gleich Null, so komrnt nach Weglassung des bekanntlich irnmer 
von Nu11 verschiedenen Factors [ a b c  d j  : 

- A 2 +  z I  - v = O ,  -y"+ z p  - v = o .  
Hieraus ergiebt sich 
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Somit hat man 
[ a ' x ' y ' d ]  = I . E L ( ~  - l . ) [abcd]  

und wegen 26) 
[a'e] = [ d ' ~ ]  = - (1 + A ) ( l  -1- ~ ~ ) [ a b c d ] .  

Daher wird 

Folglich ist in der That 
-- -- 

% a x y d  = 9'3ta'z'y'd' 

Der reciproke Satz bedarf nach S 2 keines besonderen Beweises. E r  
Itisst sich folgendermnssen auusprechen : 

Der  b e z ü g l i c h  e i n e r  b e l i e b i g e n  S c h m i e g u n g s e b e n e  e i n e r  
cubischen B a u m c u r v e  r e d u c i r t e  S i n u s  i r g e n d  e i n e s  d e r  C u r v e  
u m s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s  i s t  d a s  n e u n f a c h e  v o n  dern r e d u -  
c i r t en  S i n u s  d e s j e n i g e n  d e r  C u r v e  e i n b e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s ,  
dessen  E c k e n  i n  d e n  A n s c h m i e g u n g s p u n k t e n  d e r  S e i t e n e b e n e n  
des e r s t e n  T e t r a e d e r s  b e s t e h e n .  

Gehan mir zu dern ersten Satz zurIick und wenden ihn auf eine 
cubische Parabel a n ,  so ist  also, wenn E eine beliebige Schmiegungsebene 
bezeichnet, 

ax? /d  - - - - - -  9 - - - 2  

a&  . x e . y e .  de  a'& . X'E . . d'e 

aber andererseits nach dem S c h  r O t er'schen Satz (der sich Lieraus ergiebt, 
wenn man E die unendlich ferne Schmiegungsebene der cubisclien Parabel 
bedeuten lasst) , -- 

a x y d  = S a ' x ' y ' d .  

Aus diesen beiden Gleichungen folgt 
- - - - - - - - 

u e . X &  . y € .  d e =  ~ ' E . X ' € .  y ' ~ . d ' ~ ,  
oder in Worten : 

S t o h t  e i n  b e l i e b i g e s ,  e i n e r  c u b i s c h e n  P a r a b e l  e i n b e s c h r i o -  
benes T e t r a e d e r  z u  e i n e m  d e r s e l b e n  u m s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r  
i n  der  B e z i e h u n g ,  d a s s  d i e  E c k e n  d e s  e r t i t e r e n  d i e  A n s c h m i e g -  
u n g s p u n k t e  d e r  S e i t e n e b e n e n  d e s  l e t z t e r e n  s i n d ,  s o  h a b e n  d i e  
P r o d u c t e  d e r  E n t f e r n u n g e n  d e r  E c k e n  d e s  e i n e n  u n d  d e s  a n -  
deren T e t r a e d e r s  v o n  i r g e n d  e i n e r  S c h m i e g u n g s e b e n e  d e r  c u b i -  
schen P a r a b e l  b e i d e  d e n s e l b e n  W e r t h .  

Wir wollen jetzt noch den r e d u c i r h  Inhalt eines beliebigen, einer 
allgemeiueu cubischen Raumcurve einbeschriebenen Tetraeders berechnen, 
desaen Ecken xl ,  x,, x3, x4 haissen und zu den Werthen I I ,  A,, A,, 1, des 
Parameters gehoren mogen. Der Einfachheit wegen lassen wir die 
Schmiegungsebene E jetzt mit d zusammenfallen. Es  ist d a m  
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236 Metrische Eigenschaften der cubischen Raumcurven. 

folglich [siehe 9'11 : - 

Der sechsfache Inhalt des zur Sehne xirck gehorigen Schmiegungs- 
tetraeders werde mit Vik bezeichnet. Man hat (siehe 5 9) 

Daher ist 

das heisst : 
D i e  s e c h s t e  P o t e n z  d e s  d u r c h  n e u n  g e t h e i l t e n  r e d u c i r t e n  

I n h a l t s  e i n e s  b e l i e b i g e n ,  e i n e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  e in-  
b e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r s  i s t  g l e i c l i  dern P r o d u c t  a u s  den  re. 
d u c i r t e n  I n h a l t e n  d e r  zu d e n  K a n t e n  d i e s e s  T e t r a e d e r s  gehor igen  
S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r  d e r  C u r v e .  

(Verallgemeinerung eines Satzes von S c h  r o t e r  a. A. O. S. 308.) 
Den reciproken Satz zu formuliren, kann dem Leser tiberlassen 

bleiben. 

Es  finden sich in der schon wiederholt angeführten Abhandlung von 
S c h r o t e r  (a. a. O. S. 314 -318) auch einige (zum Theil von Hurwitz  
herrührende) Sfitze über Inhalte von Korpern, zu deren Begren~ung 
Stticken der  Tangentenfliiche einer cubischen Parabel,  oder Stiicken von 
Kegelfiiichen , welche eine cubiache Parabel zur Leitlinie haben, gehoren. 
Ohno die in Betracht kommcnden metrischen Eigenschaften der Collineationen 
geuauer zu untersuchen, liaunen wir doch, auf die Ergebnisse der letzten 
Paragraphen gestützt, die Regel entwickeln, nach welchcr dio projective 
Verallgemeinerung derartiger Siitze vorzunehmen kt. Es hat sich gezeigt, 
dass bei der projectiven Verallgemeinerung von Satzen Uber eiiie culiisclie 
Parabel a n  Stelle des Inhalts eines Tetraeders der ,,reducirteu Inlialt tritt, 
das heisst der Quotient itus deiu lnhalt und dem Product der Entfernuugen 
der Ecken des Tetraeders von riner willktirlichen Schmiegungsebene e der 
Raunicurve d-itter Ordnung allgemeirister Art ,  welche die Stelle der 
cubisclieii Parabel einnimmt. Handelt es sich u m  einen beliebig begrenzteii 
K6rper , so wird man denselben in tetraedrische Elemente zerlegen. Denkt 
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man aich ein jedes dieser Elemente mit einer Masse versehen, die der 
vierten Potenz der Enfernung eines mittleren seiner Punkte von der 
Schmiegungsebene E umgekehrt proportional ist ,  so hat man offenbar be i~u  
[Jebergang von der cubischen Parabel zur allgemeinaten cubischen Ranm- 
curve die gesammte Masse des Korpers statt  seines Inhaltes einzuführen. 
Die fraglichen Siitze von H u  r w i t z und S c  h r  ti t e r  nehmen dann folgende 
Form an: 

1. B e z e i c h n e t  a b c d  i r g e n d  e i n  S c h m i o g u n g s k e t r a e d e r  e i n c r  
be l ieb igeu  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e ,  v o n  w e l c h e m  d i e  E c k e n  a  
und d  a u f  d e r  C u r v e  l i c g o n ,  s o  b e g r o n z e n  d i e  S c h m i e g u n g s -  
ebenen a b c  u n d  b c d  n e b s t  d e n  S t t i c k e n  v o n  K e g e l f l i i c h e n  d r i t t e r  
Ordnung ,  d u r c h  w e l c h e  d e r  C u r v e n b o g e n  a d  a u s  d e n  E c k e n  
Ir und c p r o j i c i r t  w i r d ,  e i n e n  K o r p e r ,  d e s s e n  M a s s e  e i n  Z e h n t e l  
von d e r  M a s s e  d e s  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r s  b e t r i i g t ,  v o r a u s -  
g e s e t z t ,  d a s s  m a n  j e d e m  E l e m e n t  d i e s e r  K t i r p e r  e i n e  M a s s e  
e r t h e i l t ,  d i e  d e r  v i e r t e n  P o t e n z  d e r  E n t f e r n u n g  e i n e s  m i t t -  
l e ren  s e i n e r  P u n k t e  v o n  e i n e r  w i l l k i i r l i c h e n  S c h m i e g u n g s -  
ebene  E d e r  C u r v e  u m g e k e h r t  p r o p o r t i o n a l  ist .* 

2. Z i e h t  m o n v o n  a u n d  d n a c h  s a m m t l i c h e n  z w i s c h e n l i e g e n d a n  
P u n k t e n  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  S t r a h l e n ,  s o  s c h l i e s s e n  d i e  
e r h a l t e n e n  K e g e l s t i i c k e n  e i n e n  K o r p e r  c i n ,  d e s s e n  M a s s e  [bei 
derselben Voraussetzung über die Massenvertheilung wie unter l)]  d r e i  
Zehntel v o n  d e r  M a s s e  d e s  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r s  abcd  i s t .  

3. D i e  g e r a d l i n i g e  a b w i c k e l b a r e  F l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g ,  
v e l c h e  v o n  s ~ r n m t l i c h e n  T a n g e n t e n  d e r  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  
g e b i l d e t  w i r d ,  t h e i l t  d a s  S c h r n i e g u n g s t e t r a e d e r  a b c d  i i i  z w e i  
solche S t t i c k e n ,  d e r  e n  M a s s e n  [bei der unter 1) getroffenen Festsetzung 
tiber die Massenvertheiliing] s i c h  z i i  e i n a n d e r  v e r h a l t o n ,  w i e  2 9 :  1, 
wobei d a s  S t ü c k  m i t  d e r  g r t i s s e r e n  M a s s e  a n  d e r  K a n t e  a d  l i e g t .  

Um vorslehende SBtze direct zu beweisen, berechneu wir zuerst die 
Nasse des Schmiegungstetraeders abcd .  Wir denken uns die Parameter- 
vertheilung e u f  der Curve so vorgenommen, dass den positiven Werthen 
des Parameters A die Punktc des xwischen a und d irinerhalb des gcnannten 
Tetraeders verlaufeudeii Curvenbogens entspreclien. Ein beliebiger Piinkt z 
innerhalb jcnes Tetraeders ist dann diirch 

mit der Ueschrankung 
O < z c + V + W < l  - 

dargestellt. Durch drei Schaaren von Elienen, welche durch je zwei der 

* Will man dns Auftreten iiuendlich grosser Massen vermeiden, 80 niiiss die 
Schmiegiingsebcne E natiirlich 80 gewiihlt werden, dass sie die Lctraciiteten Korper 
nitht fichneidet. 
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238 Metrische Eigens~haft~en der cubischen Raumcurven. 

drei Punkte ( b  - a ) ,  ( c  - a ) ,  (d - a )  gehen , zerlegen wir das Tetiaeder 
i n  (unregelmassig hexaedrische) Elemeiite. Den Iuhalt des an den P u n k t  fi 

st,ossenden Elementes ltann man unler Vernacliliissigung unendlich lrleiner 
Grossen holierer Ordnung gleich dem sechsfachen Inhalt des Tetraeders 

a z a a  a 
mit den Ecken a ,  # + - d u ,  # + - d u ,  z + - d w ,  das heisst gleich 

au a v aw 

[ a h  5 L3 
[ a b c d l  d u d v d w  d u d v d w  oder --- 

( a l 4  I 8 l 4  

setzen. Daher ist ,  wenn die Masse dieses Elementes mit d M  bezeiclinet 
und die specifische Masse gleich 1 genommen wird: 

I [ a  6 c d ]  [ a b c d ] . ( ~ 1 ~  
d M = -  r l u d ~ d ~  = -- d u d v d w  

Z € 4  1 2 l 4  Z E ~ / Z / ~ ( E ~ ' ~  

- - - [ a b c d l ' d :  ( ' d d v d r ,  
Cz ~ 1 '  

oder weil [vergl. 26)] [ Z E ]  = [ a € ]  = [ b ~ ]  = [ C E ]  = [ d ~ ]  = - [ a b c d ] ,  

[ a b c d l  . & iYp d N -  d u  d u  d w .  
[a E ]  [ O  E ]  [CE] [ d  E] 

Folglich hat man, weil das über die fraglichen Werthe von u,  v ,  w 

erstreckte dreifache Integral vou d u  d v  dzu gleich 116 i s t ,  fur die Masse 
des ganzen Tetraeders a b  c d :  

ein nach dcm Frühcron allcrdings selbstverstëndliches Ergebniss. 
Sei nun x ein beliebiger, zum Paritmeterwerth A gehoriger Punkt des 

Curvenbogens a d ,  dann bildet das Tetraeder mi t  den Eoken 

ein Element des irn Satz unter 1) beschriebencn Korpers. Das Verhaltniss 
der Masse dieses Elementes zur Masse des Tetraeders a b c d  hat (wegen 

[XE] = ( 1  + ~ ) ~ [ a b c d ] ,  Lael = L ~ E ]  = - [ a b c d ] )  
den Werth 3 A 2 d A  -. 

(1 + I j"  
Da jedoch m 

A2dA 1 

1 
i s t ,  so wird in der That die Masse des betrachteten Ktirpers gleich -Al ( a b c d ) .  1 U 
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Von dem unter 2) namhaft gemachten K6rper bildet das Tetraeder mit 
den Ecken: 

dx 
a ,  x, r + - d b ,  d 

ein Element. Da nun 
d l  

[ C d € ]  = [ Ù E ]  [ C E ]  [ d ~ ]  
und 

i d ,  F O  hat dieser Korper, ganz der Behaupkung entqxechend, eine dreimal 
so grosse Masse als der im Satz unter 1 )  vorkommeude. 

Die Schnittpnnkte einer helielbigen Tangente X der ciihischen Rauni- 
curve mit den Schmiegungsebenen a b c  und b c d  sollen wie früher x, und 
2, genanut werden. Ferner m6gen die Schmiegungsebene 6 und die ihr 

d  5 uuendlich benachbarte + 7 d A,  welche sich beide in der Tangente X schnei- 
d n 

d  x' 
den, die Kante b c in x' und x' + - dA treffen. Wenn A von O bis cr, wachst, 

d l  
oder der Berührungspunkt x der Tangente X von a bis d fortschreiiet, so 
setzen die verschiedenen Lagen des unendlich schmalen Tetraeders mit den 

d  x' 
Ecken x,, x,, x', x'+ - d Ai einen IGrper zusammen, der durch die 

d b  
Schmiegungsebenen a b c  und b c d ,  sowie die Tangentenfiache der Curve be- 
grcnet wird (vergl. S c h r 6  t e r  a. a. 0. S. 317). Nun ist zufolge 17) 

~ , = a + ; ! l b + 1 ~ c ,  z2= b + S ~ . ~ + b ~ d  

und nach 5 10 x'= b  + Ait, 

alro 

und somit 

E'erner erhilt  man mit 

LX, E ]  = [xà €1 = - (1 

Daher ist  die Nasse 
Tetraeders gleich 

Hilfe von 26): 

des in Rede stehenden unendlich schmalen 

und folglich die gesammte Masse des ohen genannten Korpers N(a  b c d ) ,  
.$O 

wau xu beweisen war. 
Die eu den obigen dualistischen Satee wtirden sich nicht ohne Ein- 

fuhrung neuer geometrischer Begriffe formuliren lassen, weshalb hier von 
dercn meiterer Verfolgiing Abstaiid genommen werden soll. 
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. -- ---- ""- -r -- ---A, 

E s  wurde einigemal des besonderen Falles gedacht ,  in welchem eine 
Schmicgungsebene der  cubischen Raumcurve unendlich fern liegt, die Curve 
also eine cubische Parabel ist. Auch ohne eine besondere Beschaffenheit 
der  Curve vorauszusetzen, kann man vielen der  aufgestellten SYtae dadurch  
eine besondere Form geben ,  dass man einzelne de r  darin vorkommenden 
Punk te  im Unendlichen annimmt. Um nicht zu weitlYufig zu werden, wollen 
wi r  uns auf einige kurze Andeutungen darüber  beschriinken; für den Kenner 
der  G r a s s m a n n ' s c h e n  Methoden vergteht es  sich ohnehin von selbst, wie 
solche Fiille zu behandeln sind. 

1st  ein P u n k t  p in Unendliche ge rück t ,  so kann dersellie nach G r  a s  s -  
r n a n n  durch eine nach ihm gerichtete Strecke ersetzt werden. Da e3 

sich hier u m  lauter  homogene Gleichungen handel t ,  so dürfen wir p' die 
Lange 1 beilegeu. E s  t r i t t  dann an  die Stelle der Entfernung 6 des 
Punktes  p von irgend einer Ebene E (vom Gewicht 1) der  ~netrische Kertli 
des iiusseren Products [ p ' ~ ] ,  welclier gleich sinp:, des heisst gleicli dem 
sin des Winkels i s t ,  den p' und E mit  einander bilden. Kehmen wir z. B. 
von der  ersten Gleichungareihe des Satzes i n  5 3 blos das erste und letzte 
Glied, was die Gleichung 

- - - - - - -- 
a S . d k . x o r + a & . d a . x 6 = 0  

liefert*, und verlegen wir die drei Curvenpunkte a ,  d l  x ins Unendliclie, 
Y O  entsteht (bei V e r b d e r u r i g  der  Buclistaben) folgender Satz:  

S i n d  d i e  S t r e c k e n  a , ,  a,, a, d e n  A s y m p t o t e n  e i n e r  c i ib i schen  
H y p e r b e l  p a r a l l e l  u n d  b e z e i c h n e t  cr,, ugl  a, d i e  z u g e h o r i g e i i  
A s y m p t o t e n e b e n o n ,  cr,ak d e n  N e i g u n g s w i n k c l  v o n  ai g e g c n  r i k ,  

s o  i s t  -- - - - - -  
sin a, a, sin a, a, sin a, ru, + sin a, u, sin. a, a, sin a, a, = o. 

E ine  iinendlich ferne Gerade G kann man  durch ein Feld G' von be- 
stimrnter Stellung ersetzen, dcasen Flticheninhalt gleich l angenoinmen 
werden mag. W e n n  daun 11 eine endliche Gerade (vom Gewicht 1) be- 
eeichnet, so ist s ta t t  des bedeutungslos gewordenen Ausdrucks momG H 
d e r  metrische Wer th  des ausseren Products [ G ' U ] ,  das heisst sin~'Ï, 
der  sin des durch die Stellung von G' und die Richtung von H bestimmten 
Winkels ,  zu nehrnen; ebenso s ta t t  m o m p q ,  G der  metrische Werth des 
ausseren Products [p y G'], dau heisst die Lange der  Projection der Strecke 
p p  a u €  eine zur Stellung von G' senkrechte Gerade, oder ,  was àaçselbe ist, 
dio Differenz der  Entfernurigeu der Punk te  p und q von einer die Stelluiig 

* Dieser Sa tz  konnte iihrigens leiclit unmittelbar aus der Thahache ab- 
geleitet werden, dass je drei Eçhniiegungsebeneri einer cubisçhen Raumcurve sich 
i n  einem I'unkte der Verbindungselene ihrer Anschniieguiigspiinkte echneiden, nlsa 
der folgende Satz daraiis, dasri die Asymptotenebenen einer cubischen Hyper i~ei  
ein Prisnia bilden. 
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von G' besitzenden Ebene. So k6nnen wir x. B. in der dritten Gleichungs- 
reihe des Satzes in 5 3, niimlich: 

l 2momab ,  X m o m c d ,  x = 3 m o m n c ,  X m o m  b d ,  X 
- -  

= 4 m o m a d ,  Xrnom l i c ,  X ,  

die Annahmo machen, dass X die uncndlich ferne Tangente einer cubischen 
I'arabel vorstelle, und erhalten dann den Satz: 

1 s t  u b c d  e i n  b e l i o b i g e s  S c h m i e g u n g s t e t r a e d e r  - e i n e r  c u b i -  
schen P a r a b e l  u n d  b e d e u t e n  Ü, b ,  ?, d d i e  E n t f e r n u n g e n  d e r  
E c k e n  d i e s e s  S e t r a e d e r s  v o n  e i n e r  X b e n e  m i t  A c h s e n s t e l l u n g  (da3 
l i e i s ~ t  einer Ebene, deren unendlich ferne Cerade mit der unendlich feruen 
Tarigente der Curve zusammenr'illt), 3 0  h a t  m a n :  

Leitsçlirift f Mathemutik u Phgaik. 40 Jahrg. 1595. 4 Hoft 
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XIII ,  

Uober die mechanische Erzeugung der orthogonalen 
Projectionen ebener Curven, der Ellipsen und der 

Trochoiden. 

Von 

Dr. N. D E L A U K A Y ,  
Professor rinr A1r:r:iiaiiik an cieu, laridwirtliscliaftlic11p.u Iiirititiit i u  S o v o -  A l ~ x ü i i d r i a ~  

Kusslaiid, Goi~vernc: i ie~it  Lublin. 

- 

Hiercii Tafel VI11 Figur 1-11. 

5 1. Nehmen wir auf den vier Seiten des in Ipigur 1 Taf. VI11 gezeicli- 
netcu Gclenkrhombus A B  CU die vier in einer festcn Geraden m n  liegendcn 
Punkte N, P, Q ,  N, so bleiben diese vier Puukte  wiihrend der Ver- 
anderung desselben stets auf dieser Geraden, und die Aehulichkeit der 
Dreiecke P D  J und M B  J giebt : 

J B  N B  
-- - -- 
J B -  PD = const. 

Wenn die Punkte  Jf und N so genommen sind, dass 

so wird auch 
B M =  B M ,  

D P = D Q  

sein,  und die Gerade BD mird der Geraden mm perpeiidiculiir. 
Indem wir also dic Gcrado mm als cine Abscissenaclise ansehen, kiiniien 

wir sagen: D i e  O r d i n a t e n  d e r  P u n k t e  B  u n d  D e i n e s  G e l e n k -  
r h o m b u s  A B C D  (Fig. 2), i n  w e l c h e m  B B  = U N  u n d  d i e  P u n k t e  
M  u n d  N l z n g s  d e r  A b s c i s s e n a c h s e  mri g l e i t e n ,  b l e i b e n  i n  
e i n e m  c o n s t a n t e n  V e r h i i l t n i s s e  w a h r e n d  d e r  V e r i i n d e r u n g  des 
R h o m b u s .  

Wenn der Punkt  U eine Curve G Leschreibt, so beschreibt der Punh~ 
D eine Curve G', deren Ordinaten in einem constanten Verhiiltnisse mit deu 
Ordinaten der Curve c i  sind. 

Wenn man die in einer Ebene xoy  (Fip. 3) liegende Curve G auf die 

Ebene xoy' orthogoual projectirt und die geueinschaftliche Gerade os 
dieser Ebenen als die Abscissenachse der orthogonalen Sgsteme zoy uiiti 

x o  y' ansieht, so sind auch die Ordinaten sp  und sp' der Curve G und 
ihrer ortliogonalen Projcction G' in cincm constanten Verhkltnisse 

2 = cos n ,  
S P  

w o  a der Projectionsminkel ist 
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Der in Figur 4 gezeichneto Mcchanismus, in wclchern A BCD ein 
Rhombus ist, B M  = BN und die Punkte ill und N langs einer Geraden 
gleiten, ist also ein P r o j o c t o r ,  und w e n n  d e r  P u n k t  B d c s  P r o -  
j e c t o r s  e i n e  e b e n e  C u r v e  G b e s c h r e i b t ,  so  b e s c h r e i b t  d e r  
P i i n k t  D d i e  orthogonale P r o j e c t i o n  d e r  C u r v e  6.' 

Der Projector kann bei Webe- und Tapetendruckerei gute Dienste 
leisten, sowohl als in allen denjenigen Yiillen, wo eine Zeiühnung in einer 
gegebenen Richtung verlangert oder verkürzt werden muss. 

§ 2. Uekanntlich ist die orthogonale Projection des Kreises eine 
Ellipse. Wenn also der Punkt  B  eines Projectors einen Rreis beschreibt, 
so beschreibt der Punkt D eine Ellipse. Darnit der Punkt B einen 
Kreis um O beschreibe, braucht man nur den Radjus O B  (Fig. 6) 
des Rreises durch eine Kurbel zu ersetzen, die sich um die feste Achse O 
dreht. 

So bekommen wir einen Ellipsograph (Fig. G), in welchem der 
Punkt B Ellipsen beschreibt. 

Nebenbei ersieht man daraus , dass : 

1. Wenn A B  = AM, die Ellipse in eine Gerade na la degenerirt. In 
dem Falle einer gleichmassigen Drehung der Kurbel O B  wird die 
geradlinige Rewegung des Punktes D eine harmonische. 

2. Wenn A B  < A M  < B Ml ist die grosse Achse der Ellipse der 
Geraden mn parallel und dem Diameter 20B des Kreises gleich. 
Die Pnnkte B und D durchlaufen ihre Bahnen in dcmselben Sinne. 

3. Wenn A M  < A B  < B  M k t ,  so ist ebenfalls die grosse Achse 
der Ellipse der Geraden m n  parallel und gleich der 2 OB, aber 
die Punkte B und D durchlaufen ihre Bahnen in entgegengesetzter 
Richtung. 

4.  1st aber B A  > BM (Fig. ï), so ist die grosse Achse der Ellipse 
der Geraden m a  perpendiculBr und die kleine Achse = 2022. 

5. In  dem Falle A B  = BM (Fig. 8) beschreibt der Punkt  D einen 
Kreis, so dass man den Radius desselben durch eine Kurbel O'D 
ersetzen kann. Diesen Mechanismus habe ich R e v e r s  o r  benannt. 

In dem Reversor entsteht die Transformation der Drehung der Kurbel 
OB in eine Drehung der Kurbel O'D, als ob dicse Kurbeln mit glcichen 
Stirnfidern versehen wzren. 

D i e s e  E i g e n s c h a f t  d e s  R e v e r s o r s  l a s s t ,  in analoger Weise, 
wie es i m  W a t t'schen Planetenrade geschieht, e i n e  V e r  d o p p  e l u n g  d e r  
D r e h u n g e n  e r h a l t e n .  

5 3. Thearem. D i e  M i t t e  d e s  A h s t a n d e s  z w c i e r  P u n k t e ,  
welche z w e i  R r e i s e  m i t  e i n e m  c o n s t a n t e n  V e r h a l t n i s s e  d e r  

- - 

* Die Geradführung der Punkte 2Cii und N kt  in Figur 5 verniittelst zwei 
Il ü r  t 'scher Mechanismen erzeugt. 

16*  
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G e s c h w i n d i g k e i t e n  d u r c h l a u f e n ,  b e s c h r e i b t  e i n e  T r o c h o i d e ,  
d i e ,  j e  n a c h d e m  d i e  D r e h u n g e n  i n  g l e i c h e ~ u  o d e r  i n  en tgegen-  
g e s e t z t e m  S i n n e  e r f o l g e n ,  E p i t r o c h o i d e n  o d e r  H y p o t r o c h o i d e u  
s i n d .  

Nehmen wir an ,  dass die Punkte M und N die Kreise O und 0' 
(Fig. 9) mit einem constanten Verhaltnisse der Geschwindigkeiten durch- 
laufen, und dass C die Mitte des Abstandes der Centra O und O' is t ,  

Bilden wir ferner die Parallelogramme O C A Z  und O'CBATl so sind AU 
und BN einander gleich und parallel. Ebenao kaun man auch die Pa- 
rnllelogramme A M B N  und A C U B  bilden. Da p die Mitte der Diagonale 
MN ist ,  so muss es auch die Mitte der Diagonale A B  und deswegeu 
auch die Mitte i e r  Diagonale C D  sein. Die Strecken C A  und CB drehen 
sich in Folge ihres Parallelismus mit den Radien O N  und O'N um den 
Punkt  C mit einem constanten Verhaltnisse der Geschwindigkciten, und 
iiach einem bekannten Satz muss der vierte Eckpunkt D des Parallelo- 
gramms A C B  D e i n ~  Trochoido beschreibcn.* Wenn aber der Punkt D 
eine Trochoide beschreibt, so beschreibt der Punkt  p ,  als die Mitte des 
Vectors C D ,  auch eine Trochoide. Wir  haben gezeigt, dass der Punlrt p 
die Mitte des Abstandes MN ist ; deshalb konnen wir sagen : dass die Mitte 
des Abstandes B6N eine Srochoide beschreibt, was zu beweis~n war. 

Man ersieht leicht', dass: 
1. der Punkt p eine llypotrochoide erzeugt, wenn die Eladien 011 

und O'N sich in entgegengesetzter Richtung drehen; 
2. der Punkt  p eine Epitrochoide erzeugt, wenn die Radien 0Al 

und O'N sich in gleicher Richtung drehen; 
3. der Punkt  p eine Epicykloide oder Hypocykloide erzeugt, wenn 

die Geschwindigkeiten der Punkte JP und N einander gleich sind. 
4. Wenn einer der Kreise in eina Gerade degenerirt, so degenerirt 

die Bahn der Mitte des Abstandes JIN i n  eine Cycloide. 
E m  die Mitte des Abstandes MAT kinematisch zu erhalten, kann man 

die Punkte JI und N durch einen gleichschenkligen Pantograph p q r s N X  
(Fig. 10) verbinden. 

Kach dem oben Gesagten kann man die graphische Construction der 
Cykloiden auf folgende Weise erzeugen : 

Man nirnmt auf einem Kreise O (Fig. 11) die Piinkte: 1 ,  2, 3 ,  4 . .  . 
in gleichem -4bstande von einander und die Punkte:  l', 2', 3', 4'.. . auf 
einer Geraden aiich in gleichem Abstande von einander; man verbindet die 

Punkte 1, 1'; 2, 2'; 3 ,  3'. .. Der geometrische Ort der Strecken 1 l'! 2 2', 
3 3'. . . ist eine Cykloide, wclche verschlungen , gestrcckt oder gespitot ist, 

je nachdem die Kreisbogen 1 2, 2 3 ,  3 4.  . . kleiner, grtisser oder gleich 
den Strecken 1'2, 2'9', 3'4'. . . sind. 
- - - -- - - - 

* 1,. Bi i rmes te r :  ,,Lehrbuch der Kinematik'L. 1833. Bd. 1 S. 136. 

-- 
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XVIII. Ueber einen zahlentheoretischen Satz des H e r r n  Schubert. 

Die vorliegende Mittheilung bezweckt eine Erweiterung eines zalilen- 
tlieoretischen Satzes, welchen ITerr S c  h u b e r  t angegeben" nnd zu dem 
Herr B u s c h e  einen Beweis geljefert bat.** 

m 
1st a eine positive ganze Zahl und q = - (m und n relativ prim) 

n. 

ein positiver uncchter Bruch, so rnag E", (a ) ,  wenn a .  p eine ganze Zahl k t ,  
eben diese ganze Zahl und wenn a . q  ein Brucli is t ,  die nachst grossere ganze 
Zalil bezeichnen. Die Operation, welche von a zu E\(u) führt,  mag kiirz als 

Operation I"p bezeichnet werden. Die zu der Operation Fy inverse Operation 
werde mit a,, bezeichnet und das Resultat dieser auf a angewandten 
Operation mit @ Y  (a). 

Die Operation Fq kann man sich aiif die Zahl a nun offenbar in der 
Weise angewandt denken, dass zu m a  eine positive Zahl k ,  welchs < n 
ist,  so addirt wird, dass m a +  k-omodn ist, alsdann ist 

r n a f k  Fq (a) = - 
n. 

Hioraus folgt nun , dass die Operation daduich ausgeführt werden kann, 
dass von dem n-fachen der vorgelegten Zehl a eine positive Zahl k (< n.) 

so subtrahirt wird, dass ma - k r 0 modm ist;  dann ist 

n a  - k 
mg (a)  = - m . 

Hiermit ist auch zugleich die Unmoglichkeit einer Mehrdeutigkeit der 
Operation bewiesen. Man sieht jedoch auch, dass die Opeiatiori (Dq 

auf solchc Zaiilen a unanwendl~ar i s t ,  für welche der kleinste positive Rcst 
von n. . a nach m > lz ist. Dem entsprechend wollen wir eine Zahl, auf 
welche die Operation CD,, anwendbar i s t ,  reducirbar in Bezug auf den 
Quotienten q ,  eine solche dagegen, auf welche diese Operation nicht an- 
wendbar ist ,  unreducirbar iiennen, und man sieht alsdann leicht, dass jede 
einer reducirbaren Zahl mod m congruente Zahl selbst wieder redueirbar, 

* Mittheilungen der hlathematischen Gesellschaft in Eiamburg Bd. III  S. 223. 
** Ib. p. 225. 
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jede einer unreducirbaren Zalil r n û d m  congruente selbst unreducirbar ist. 
Werden also alle Zahlen zu m arithmetischen Reihen von der gleichen 
Differenz m angeordnet, so wird jede der Reihen entweder nur reducirbare 
oder nur unreducirbare Zahlen euthalten, und zwer sehen wir nach dem 
oben Gesagten unmittelbar, dass es r. solche Reihen reducirbarer un3 
m - m Reihen unrcducirbarcr Zahlen giebt. Die Trennung der reducirbaren 
und unreducirbaren Zahlen lisst sich nun leicht folgendermassen beweik- 
stelligen: Man nehmc die Zahlen 1.. . m - 1 und stcllc von den nus dicsen 
durch Multiplication mit r, hervorgehenden Zahlen, welche ja auch wiecier 
untor sich al10 incongrucnt modm sind, die kleinstcn positiven Restc nadi  
m auf, dann sind diejenigen Zahlen, deren n -  faches einen kleinsten Rest 
nach vn besitzt, wclchcr < lz ist, die Anfangsglieder der arithmetischen Reihen 
der reducirbaren Zahlen, zu denen dann noch die Reihe der durch nt tlieil- 
baren Zahlen hinzukommt, wahrend dio übrigen m - n Zahlcn die Anfangs- 
glieder der arithmetischen Ileihen der unreducirbaren Zahlen sind. 

Berücksichtigt man nun , dass sich jede reducirbare Zühl h e m  Begrif 
nach durch ein-  oder mehrfache Anwendung der Operation Pq aus einei 

unreducirbaren Zahl ergeben muss, wegen der Eindeutigkeit der inversen 
Operation Op aber auch nur aus einer, so ergiebt sich folgender Satz: 

rn 
,,Zu einem beliebigen unechten Bruch q = - lassen sich stets 

n 
m - Zahlen aus der Reilie 1. . . na - 1 Y O  auswBhlen, dass, wenii 
man mit diesen m - 12 Zahlen a!a Anfangsgliedern arithmetisclie 
Reihen von der Differenz m bildet und man auf alle Zahlcn dieser 
m - n Reihen die Operation Fp anwendet, auf die hierdurch er- 

haltenen Zahlen wieder dieselbe Operation u. s. f., man jede Zalil 
cinmal erhslt ,  aber auch nur cinmal.' 

Der Satz des Herrn S c h u b e r t  beschrankt sich auf den Fa11 

Schliesslich betrachten wir iioch das Ueispiel m =. 7, lz = 5. Da die 
ftinffaclien Werthe der Zahlen 1 ,  2, 3 ,  4, 5 ,  6 nach 7 die kleinstcn Reste 

5, 3, 1 ,  6 ,  4, 2 besitzen, so stellen die Reihen: 

2, 9, 16, 23, 30, 37, 44. .  . 
3, 10, 17, 24, 3 1 ,  38, 45 . . .  
5, 12, 19, 26, 3 3 ,  40, 4 7 . .  . 

6, 13, 20, 27, 34, 41, 4 8 . .  . 
7, 14, 21, 28, 3 5 ,  42, 4 9 . .  . 

alle reducirbaren und die Reihen: 

1, 8,  15, 22, 29, 36, 43, 5 0 . .  
4. 11, 18, 25, 32, 39, 46 . . .  
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alle unreducirbaren Zahlen dar. In  der That liefert nun eine iterirte An- 
weniliiug der Operation Fq aiif die Zahlen der zweilen Serie jede Zahl 
einmal, aber auch nur einrnal, wie nachfolgeudes Schema zeigt: 

1, 2, 3, 5, 7, 10, 14, 20. 28, 40 . . .  
4, 6, 9, 13, 19, 27, 38 . . .  
8, 12, 17, 24, 34, 48 . . .  

11, 16, 23, 33, 47 . . .  
15, 21, 30, 42 ... 
18, 26, 3 7 . .  . 
22, 31, 4 4 . .  . 
25, 35, 49 .  . . 

29, 41.. . 
32, 4 5 . .  . 
36 . . .  
39 . . .  
43 ... 
46 . . .  
50 . . .  

Rostock ,  den 6. April 1896. 

XIX. Kurze Ableitung der Bedingungen,  dass zwei algebraische 
Qleichungen mehrere  Wurze ln  gemein haben. 

Mein College, Herr  Prof. S t i c k  e l  b e r g e r ,  hat mir gelegentlich he- 
merkt, dase man die Sitze über die Theilung von ganzen Zahlen oder von 
ganzen Functionen besser auf den Regriff des kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen statt auf den des grossten gemeinsamen Theilers gründe. Um nam- 
lich zu wissen, dass zwei ganze rationale Functionen von z, f(z) vom mten 
und g ( x )  vom niEn Grade, einen gemeinsamen Theiler besitzen, der min- 

de5tens vom pten Grado ist, braucht man nur zu zeigen, dass ein gemein- 
sames Vielfaches, das heisst eine durch f und durch g theilbare Funetion, 
vom Grade m + rn - p  existirt. 

1st nLmlich M ein gemeinsames Qielfaches niedrigsten Grades von f 
und g ,  so muss f g  durch M theilbar sein,  weil sonst ein gemeinsames 
Vielfaches niedrigeren Grades als Df existirte. Setzt man f g  = M h ,  so 
zeigen die Gleichungen : 
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weil M durch f und dnrch g theilbar is t ,  dass f und g den Theiler IL haben. 
Giebt es ein gemeinsames Vielfaehes vom Grade m f n -p l  so ist il1 
hochstens vom Grade m + n - p  , also der Grad von Ir. grosser oder gleicli p. 

I n  den folgenden Zeilcn sollen mit  Hilfo diescs Sntzes die bekennten, 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen abgeleitet werden dafür, 

dass die beiden Functionen f ( x )  und g(x) einen gemeinsamen Theiler haben. 

§ 1. 
Sollen zwei ganze Functionen An-p,  B,-p (die Indices bezeiclinen 

stets den Grad) von den Graden lz-p und m - p  gefunden werden, eo 
dass die Function 

1) A"-pf- B m - , g  = C,-1 

hochstens vom Grade p - 1 werde, so hat man m - p + 1 + na - p + 1 
Coefficienten zu bcstimmen und für sie rn + n - 2 p  + 1 Gleichungcn, in- 
dem die Potenzen ~ " l + ~ - p ,  x m + " - p - ' ,  . . . X P  in  dem Ausdruck linker Iland 
vcrschwinden rnhsen. Da die Gleichungen linear und homogen in den zu 

bestimmenden Coefficienten sind und ihre Anzahl kleiner als die der letz- 
teren is t ,  lassen sich dicse Gleichungen durch Wcrthe der Coefficientcn be- 
friedigen , die nicht alle Nul1 sind, so dass also solche Functionen A n - p ,  
B,-I, stets sicher existiren. 

Werden aber zwei Functionen D n - p  und Em-p von den Graden n -p  
iind rn - p gesucht, die 

2) D n - , f -  E r n - p g =  Fp-2 

zu einer Punction vom Grade p - 2 hochstens machen, so hnt man zwischen 
den unbekannten Coofficienten jetzt eine Gleichung mehr wie vorhin, so 
dass die Zahl der Gleichungen der der Unbekannten gleich k t .  

Schroibt man 
f = aOxm +a,xm-' +...+ a,,, 

g =  b o z n + b 1 2 P 1 + . . . + b , ,  

D n - p = r O x n - ~ ' + r l x n - ~ - l + . , . + r n - p ,  

so werden diese Gleichungen: 

wo p für rn + n-2p  + 1 gesetzt ist und hier wic irn Folgenden angenommen 
wird, dass alle a ,  b ,  r ,  s ,  deren Indices bezw. grosser als m, a ,  PZ - p ;  
m - p  siud, Nul1 gesetzt werden. 
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Sollen also nicht alle r und s Null sein, in welchem Falle auch 
E m M p  identisch Null waren, so muss die Determiuante 

von p + 1 = m + n - 2 p  + 2 Zeilen und Reihen Null sein. Und um- 
gekehrt, wenn diese Dotorminante verschwindet, gicbt es sicher Werthe 
der Coefficienten r, s, die nicht alle Nul1 sind und also Functionen der 
gewünschten Eigenschaft liefern. Weiss man andererseits, dass es solchc 
Functionen giebt,  dass also die r und s nicht alle Null sind, so muss 
A , = O  sein. K a n n  m a n  d a h e r  F u n c t i o n e n  f i n d e n ,  f i î r  d i e  

on-pf- % n - p g  
vom p - 2 t a n G r a d e  h o c h s t e n s  i s t ,  s o  i s t  Ap=O; u n d  u m g e k e h r t ,  
wenn Ap=O i s t ,  g i e b t  e s  s o l c h e  F u n c t i o n e n .  

Dies hat nur  einen Sinn,  wenn p f 2 ist. F ü r  p = 1 ist aber A, = 0 
die not,hwendigo und hinieichende Bedingung, dass es Funetioneu Dn-1 
und En,-, giebt,  die nicht identisch Null sind und die Gleichung 

4) D n - i f =  Em-ig 
erftillen. 

§ 2. 
Gesetzt, es hatten f und g einen grossten gemeinsamen Theiler h vom 

qien Grade. Stellt man sich die q - Gleichungen auf ,  die fur p = 1, 2 , .  . . q 

der  Glaichiing 1) entsprechen , so sind die Functionen Co, Cl, . . . Cq - 1 alle 
durch den Theiler h vom Grade q theilbar und daher ,  weil sie niedrigeïen 
Grades sind, alle gleich Null. Die Gleichung 4) ist daher durch 

erftillt, und den Gleichungen 2) wird durch 

gcniigt; deswegen müssen die Determinanten A , ,  A, ... Ag al10 Null sein. 
Seien nun diese Determinanten alle Null,  dagegen nicht Null. 

Dann konnen f und g keirien Theiler haben, dessen Grad q tiberstiege. 
Dass sie aber einen Theiler ptBn Grades haben folgt so:  

Weil A, = O ist,  gilt die Gleiühung 4), die zeigt, dass die Function 
D, -1 f = Em -, g vom Grade m + la - 1 sowohl durch f wie durch g theil- 
bar ist. Folglich haben f und g sicher mindestens einen gemeinsamen 
Theiler ersten Grades. Wegen A, = O besteht eine Gleichung: 

Dn - f - Em-sg = F,. 
Weil aber f und g eineu Theiler ersten Grades haben, muss die Con- 

stante Fo = O sein. Daher ist: 
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D n - 2 f = Z m - z g  

ein genieinsames Vielfaches von f und g vorn Grade WL + 91 - 2 und die 
beiden Puiiçtionen baben also sicher mindestens einen gomeinsamen Tlieiler 
zweiten Grades. Deswegen wird in  der  Gleichung: 

D,-3f - Zn,-3 y = FI, 

die wegen A,= O besteht, F, = O, weil es hochstem vorn erstcn Grade 
ist und durch eine Punction zweiten Grades theilbar sein muss. Die 
Gleichung 

D n - 3  f= 7<:m-:ig 

zeigt dann, dass f und g mindestens einen gemeinsarnen Theiler dritten 
Grades haben u. S. W., bis üchliesulich Ag = O  auf einen Tlieiler qtp.1 Gradeu 
fiibrt. 

A l s o  s i u d  d i e  G l e i c h u n g e n  

d i e  n o t h w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  d a f ü r ,  

d a s s  d i o  b e i d e n  P u n c t i o n c n  f u n d  g c i n e n  g r b ' s s t e n  gemeii i -  
s a r n e n  T h e i l e r  h vorn qton G r a d e  h a b e n .  

S 3. 
Uilciet man nun die Gleichung 

f ~ B r n - ~ - i  g.= Cqr 

so rnuss Cp durcli h theilbar sein. WSre es nicht vorn pien, sondern vou 
einem niedrigeren Grade, so rnüsste es also identisdi Nul1 sein. Dauu 
ware aber An-q - i f -Brn-q -~  g 

ein gemeinsames Vielfaches von f und vorn Gr:ide m + n - q - 1, f hiittr 
also mit  g einen Factor ( q  + 1 ) t c n  Grades gemein und & + i  würe Nul1 gegen 
die Annahine. D a  Cq vorn qten Grade und durch h theilbar ist, kann es 

sich von h nur  urn einen constanten Factor unterscheiden. Setzt mau 

C*= C " X ~ + C , Z ~ - ~ + . - . +  c,,, 

so ist  c,,+ O und man hat  ziir Bestimmuiig der  M ,  v und c die Gleicliuiijieri 

in deneii p = m + f i  - Z q  - 1 i s t ,  neben den Gleicliungen: 
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O = a p + ~ u ,  - a,+Lvo+ . . .  + Q,,,-,+L~,L-,-I- b,,-q+lvnl-T-~= C L  

für 1 = 1, 2 .  . . y .  
Eliminirt man aus  den ersten p Gleichungen, de r  für c, und de r  für  

C A  die u und die v, so folgt 
C A A ~ + I =  cor2 ,  

wo I i wieder eine Determinante aus  den a und den b k t .  Weil c , ~ =  O 
und i l q t i  =;= O,  ist  demnach 

Cl- I 'n 
- - - 3  

Co A,,, 
so dasv der grosste gemeinsame Theiler von f und g sich in die Form 
bringen l a d :  

1' r, 
x q - 1 + - 2 ' 1 - '  + ..  . + . *  x q  + --- 

4 1  4 + 1  1 

F r e i  h i i r  g i. Br., Januar 1896. J. LÜROTH. 

sind mehr als zweierlei zu unterscheiden. Oder bleibt m a n  zunichst bei 
den heiden bekannten s tehen,  der specifischen Wiirrne c p  bei constantem 
Drucke und bei de r  specifischen WLrme c, bei constantern Vo lum,  so habe 
ich für W a s s e r nach dem Vorgange von C 1 a u s  i u  s im vorigen Jahrgange 
dieser Zeitschrift S. 126 c,, bei  Zoo und bei 500 u m  etwas h6her geîunden 
als C l a u s i u s ,  beziehungsweise aber ers t  in der  vierten und drit ten Decimnlc. 

Es ist  bei 00 25O 50° 100° 
c, = 1,0000 1,0016 1,0042 1,0130, 
c, = 0,9995 0,9917 0,9675 0,86891 

Das Fragezeichen bei der letzten Zahl bedeiitet, dass ich diesmal auch 
fiùr 100° die Rechnung nach de r  Formel  

z 2 
C v B 

unternahm, wo t = 373, x = 425, n der  von C l a u s i u s  bei der Berech- 
nung  einer anderen specifischen Warme  (wovon unten*'*) benutzte thermiscbe 
Ausdehnungscoefficient 0,000 80, v = 0,001 043 dau Volum von 1 Kilo- 
grarnm in Cubikmetern.  Und ftir p ,  den mechanischen Ausdelinongs- 

* Vergl. W e i e r s t r a s s  Abhandlung aus der Functionenlehre, S. 120 und 121. 
Berlin 1886. 

** Für die beiden folgenden Mittheilungen dient als Einleitung der vorletzte 
Abeatz von S. 185, wie fiir die I\.litthniliingen S. 185, 187 und 188. 

*** Siehe auch S. 126 1. c. und die Anmerkung S. 64 in  diesem Bande, von 
welcher aber die drei Zeilen iiher die Zahlen 0,845 und 0,959 wegfallcn sollen, 
indern erstere richtiger ist  als letztere. Ueber die Reihe cv siehe auf S. 192 1. c. 
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CoeFficienten, extrapolirte ich (auf eigene Rechnung und Gefalir) zii den 

von C 1 a u  s i u s VI11 5 5 angegebenen drei Werthen für  eine Atmosphiire, 
die also noch mit 10334 zu dividiren sind, beziehungsweise den vierten: 

/3 = 0,000 050 0,000 046 0,000 0 4 4  

Die vorige Gleichung ist gleichbedeutend mit 

worin beide Differentialquotienten partielle sind. 
Hiervon wohl eu unterscheiden ist eine dritta specifischc W k n c  c', 

die man neuerer Zeit auch berechriet ha t ,  nümlich: 

CEP worin der DilTereutialquotient - nicht partiell, sondern total zu verstelieii 
dl 

ist. C l a n s i u s  bercchnet denselben fiir das W a s s e r  v o n  0 0  (siehe S. 12G 
des vorigen Bandes dieser Zeitschrift) 

c'= 0,945* 
und K i r  c h h  O f f hat dasselbe Resultat in IX  5 5. 

Für  Wasser von 100' ist nach C l  a u  s i u s  c'= 1,0130 - 0,0003, also 
nahe gleich dem betreffenden c,, , wovon ich S. 126  1. c. sclion gesprochen halie. 

Aber für E i s  v o n  o0 hat  C l a u v i u s  und mit ihm K i r c h h o f f  an 
der letztgenannten Stelle den cubischen Ausdehniings-Coefficienten zii 

0,000 133 genommeu , wahrend in den Tabellen von L a n d  o 1 t und 13 6 r n - 
s t e i n  (1. und 2. Auflnge) der merklich kleinere Werth 0,000 11 stelit, so 
dass statt  c'= c,+ 0,151 = 0,48 + 0,15 = 0,63 
stehen niuss: c'= c ,  + O,11 = 0,48 + 0,11 = O,%. 

Zieht man diese beiden, fur Wasser und Eis von erhaltenen Zalilen 
von einander ab,  so erhült mari 0,36 statt  0 ,32  (0,314 Lei C l a u s i u s  und 
K i r  c h b O f f )  , und diese Differenz ist zu verwenden bei der Gleichung 

in welcher r die latende Schmelzmarrne bedeutet, welche bekanntlicli 
7 9  Calorien betragt. Da also r : r = 79 : 273 = 0,29, so wird 

statt  0,60 bei C l a u s i u s  und K i r c h h o f f . * *  
-- - 

* Praktisch ist das specifisclie Volurn 0,001 00012 von 0,001 nicht z u  unlcr- 
scheideu. 

** r bedeutet Calorie durch Gewicht 1 ,  also so vie1 wie Temperaturgrad; 
oder, wenn man lieber will: T : 1 . s ist eine reine Zahl, wie die specifischen Wiirme- 
zahlen. 
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Zum Sclilusse will ich nochmals auf' den thermisclien Ausdehnurigs- 
Coefficienten a u  

V ~ Z  

liinweisen, oder a ,  der beim Wasser von 0' nach K o  p p  zu - 0,000 061 
nngenommen wird , wahrend er in den Tabellen von L a n d  o l t  und R 6 r n -  
s t e i n  gleich - 0,000055 ist zwischen o0 und 1°. Ich habe in den letzten 
Jahrgangcn dcs .Repertoriums der Physiku aus dem Volum 1,00012 von 
1 Gramm Wasser bei 0' und go, wiihrend 1 bei 4" gilt ,  gemsss der 
AnnSherungsformel, die bis zu 20° sehr genügende Wertbe giebt,, 

das a = 0,000 060 und b = 0,000007 5 berechnet, wonacli also 

sich ergiebt , mit fast volliger Uebereiiistirnmung gegenüber dem von K O p p 
angegebenen Werthe. 

Wegen der auch hierher gehorigeu specifischen Warme des gesettigteri 
W,zsserdampfes , wie sie C l a u s i u s  genannt hat ,  verweise ich auf i2in 
(VI) und auf K i r c h h o f f  (VIII) ,  worüber auch unter meinem folgenden 
Titcl noch theilweise die Redc kommen wird. 

XXI. Gemisch von Plüssigkei t  und Dampf. 

Irn vorigen Tite1 kam das Gemisch auo Wasser und Eiu vor; in XII 3 2 
handelt K i r c h h o f f  wie auch in VI11 rom Gemisch aus Wasserdampf und 
Wasser. Es  ist dafür m d o g  

worin r die Verdampfungsw~rme und h' die specifische Wiirme deu ge- 
sittigten Wasserdampfes - k t ,  wahrend r' sich au€ das Wasser bezieht. 

Statt des vom I3uche in XII eingeschlageuen Weges dünkt mir kürzer 
der folgcndc : 

d &  = r d x  + [h'x + c'(1 - x ) ] d z  

kt die Wiirmemenge für  die Eiuheit des Gemisches, von welctiem der 
Theil x ails Dampf besteht. Wegen der Adiabase wird sie gleich Ni111 

gesetat und fü r  h'- gemass Obigern r d  : dt snbstituirt. Man erhiilt 
dann 

(9 
r d z + c i i r + r i l ( f ) - z = ~ ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



254 Kleinere Mittheilungen. 
-- - - - --- -- - 

oder 

Tcli habe dazu ein Beispiel gerechnet:  Dompf von 150' Çels. (iiiciit 
ganz  sechs Atmospharen) strome in die freie Luf t  (eine Atmosphare). Da 

r = 607 - 0 , 7 0 8  t 

nach C l a u s  i u  s , wo t vom gewohnlichen Nul lpunkte  nus geeahlt wird, so 

ist  iu der  durch In teera t ion  entstandeuen Gleichung (c'constant angenomnieu) 

' - 2% r1x1 - c'log nat 2 
T2 T2 

zu setzen: 607 - 0 , 7 0 8  . 100 
r2 = - 

3 7 r  ' 
x, wird gesucht ,  607 - 0 , 7 0 8 . 1 5 0  

T l  = ' 423 

x, = 1 (da n u r  Dampf ausstromen soll); fur  d setzte C 1 a u  s i u s ,  der in 
VI  3 12 eine Tabelle mi t  mehreren solchen Rechnungsreüultaten mittheilt, 
d i e  specifische Warme  des Wassers bei constantem Druck cp und findet 

x, = 0 , 9 1 1 ;  

ich habe  s ta t t  cl, = 1,013 (bei 100°) n u r  mi t  dem Factor  1 gerechnet u u l  

0 , 9 2  . . . 
gefunden,  dm ist  genügende Iiebereinstimmung. 

Die  Dichtigkeitszahlen des gesatt igten Wasserdampfes,  welche K i r c  b - 
h o  f f  in VI11 5 3 mittheil t ,  gegenüber Luf t  als Einhei t ,  differiren von den 
durch C l a u  s i u s  mitgetheil ten (VI § 9) n u r  i n  der  dr i t ten  Decimale; mit 
A u s n a h ~ n e  derjeuigcu bei (Io, wo K i r  c h  h O f f 0,606, C l a u s i u s  O,G22 au- 
giebt. F ü r  das specifische Volum (Centimeters durch 1 Gramm) giebt K i r  c h .  
li O f f ebendaselbst 

bei t = 0 50 100 ,  

gegen welche das specifischc Voliim des Wassers G des Wasser  ver^ 

schwinden muss."* 

* Im Buche fehlt bei dcm r durchweg der Factor x ,  das mechanische Wiirnie- 
iiquivaleiit, was in nieineni Texte gar  uicht a u h i t t .  

*" Demnaüh fiillt die ,,geniigcndc Anniilierung6' G = 1 weg. Aber wegen dcs 
C E G  . Gliedes 1 1  in VI11 5 4 ist beaondere Betrachtung und Erwiilinung nothig; bei 
d r 

deni nachher gerechneten Beispiele des Queüksilbers fiillt es sucli fort. 

A i i g s b u r g .  Prof.  Dr .  KURZ. 
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XXII. Zwei  Anfgaben aus der  Perspective. 
Herr Geheimrath S c  h l 6  ni i l  c h  hat  irn 39. Bande S. 245-247 der vor- 

liegenden Zeitschrift zwei Aufgaben aus der Perspective in  kürzester Weise 
gelost; im Folgenden will ich diese Aufgaben in etwas erweiterter Fassung 
nach rein geometrischer Methode besprecheri. 

1. Erste  Aufgabe. Gegeben sei ein Kreis K e .  Man bestimme eine cen- 
trische Collineation in der Weise, dass dern Krcise E 2  wicder ein Krcis K2, 
entspreche (siehe die Figur). 

Wir nehmen a n ,  dass der  unendlich ftznen Geraden u, eine beliebige Ge- 
rade el entspreche. Wir  zeichnen den Pol 27 von u in Bezug auf K2 und die 
Involution harmonischer Polaren - J- 
um U. Ihr  correspondirt die Durch- 
messcr- Involution von K2,. Soi1 nun 
K 2 ,  ein Kreis sein, so muss diese 
Durclimesser - Involution eine rccht- 
wiuklige sein. Dann i s t  aber auch 
die Involution der Parallelstrahlen 
durch das Collineationscentrum recht- 
winklig. Diese Involution liegt per- - 
spectivisch zu J mit u alu Perspectiv- 
achse. Zeichnen wir also über den 
I'aaren der Punkteinvolution, welche 
u au8 J schneidet, Kreise,  so bilden 
diese ein Rtischel. Von jedem seiner 
zwei Grundpunkte aus erscheinen die 
Paaro der Involution unter rechtem 
Wiukel. Also kann jeder dieser Grund- 
pnnkte als Collineationscentriim C 
angesehen werden. Wahlen wir irgend 
eiue Parallcle z zu u als Achse der Collineation, so ist  diese bestimmt. 
Die zweite Gegenachse h ist parallel x und erfüllt die Bedingung: C*h = uAx. 

Uetrachten wir h als Horizont, z als Grnndlinie einer Perspective, so 
ist der Abstand des Punktes C von IL gleich der Distanz. Die Normale y 
dçrch C auf h trifft h im Hauptpunkte O. 

Die zwei moglichcn Lagcn von C werden stets reell ,  wenn u den 
Kreis EZ nicht schneidet. 

2. Wir kntipfen an die L6sung der  Aufgabe einige Schlüsse. 
Haben wir zu einer Linie u ein Ccntrum C, gefunden, so konnen wir 

zur Festsetsung der Collineation noch eine Annahme machen. Wir  ver- 
1:ingen z. n. ,  dass der  Mittelpunkt von E2,  mit dern von K ~ u s a m m e i i -  
falle. Dann entspricht sich der  Kreis K 2  selbst. Die Collineation geht 
in Involution über. Die Polare p von C in Hczug auf I C e  i s t  Achse der 
Iuvolutiou. Ilire Gegenachse u liegt in der Mitte zwischen C und p. 
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Oben haben wir gefunden, dass die zwei Lagen C,C, des Collineations. 
centruins, welche zu einer Geraden u gehtiren, symmetrisch zu zc liegen. 
Folglich muss C2 in p gelegen sein. Ni t  arideren Worten heisat dies: 

C,C2 s i n d  i n  B e z u g  a u f  Ee zu e i n a n d e r  c o n j u g i r t .  
Mit Hilfe dieses Satzes lLsst sich die Construction der Centra zu einer 

beliebigen Geraden u so aussprechen : 
W i r  z e i c h n e n  i n  d e r  I n v o l u t i o n  h a r m o n i s c h e r  P o l e  auf y 

d a s  P a a r ,  w e l c h e s  zu u s y m m e t r i s c h  l i e g t .  J e d e r  P u n k t  dieses 
P l t a r e s  k a n n  a l s  e i n  C e n t r u m  C a n g e s e h e n  w e r d e n .  

Wahlen mir C beliebig, so ergiebt sich u in  folgender Weise: 
W i r  c o n s t r u i r e n  zu C d i e  P o l a r e  p i n  B e z u g  a u f  K2. Die 

G e r a d e ,  w e l c h e  i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  C u n d  p l i e g t ,  i s t  u. 

3. Zweite Aufgabe. Gegeben seien zwei Kreise K2,X2,. Man sucht eine 
centrische Collineation, in der beiden Kreisen wieder Kreise entspreehen. 

Wir  inüssen u so bestimmen, dass die Involution harmonischer Pole 
aiif u für beide Kreise identisch ist. Dann muss u beide Kreise in den- 
selben Punkten schneiden. zc ist also die Potenzlinie beider Kreise. Zu ihr 
bestirnmen wir die Centra C,C, wie bei 1. Wir  erhalten die Centra direct, 
wenn wir auf der Centrale y beider Kreise die Involutionen harmonischer 
Pole zeichnen. Ih r  gerneinsames Paar  stellt C, C2 vor. Diese Punkte 
werdeii nur dann reell, wenn die Involution harmonischer Pole auf der 
Potcnzliuio elliptisch ist,  das heisst , wcnn dia Kreiso E" Ka, sich nicht 
reell schneiden. 

Z ü r i c h .  Dr. C m .  BEYUL. 
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XIV. 

Ueber eine gewisse Klasse von übergeschlossenen 

Mechanismen. 

Hicrzu Tafel IX Fin. 1-11 
.- 

Durch die Arbeiten von H a r t ,  K e m p e ,  D a r b o u x ,  B u r m e s t e r  sind 
wir zur Kenntniss einer Eeihe von iibergeschlossenen Mechanismen gelangt, 
die alle dadurch entstehen, dass ein gewisser Punkt  in der Ebene eines 
Gele~ikvierecks an die vier Glieder desselben in bestimmter Weise gelenkig 
ang-eschlossen wird.' Um einen systematischen Zusarnmenhang ewischen 
den einaelnen hierher gehorenden Mechanismen herzustellen, werden wir 
zwecltrniissig von d e r  Cnrve ausgehen, die ein Punkt ,  der nur  mit zwei 
gegeniiberliegenden Gliedern des Vierecks durch Gelenke, verbunden ist, 
in Bezug auf eines dcr beidcn anderen Glieder beschreibt. Bei jedem 
iibergeschlossenen Mechanismus eerf%llt dieselbe in einen Kreis und eine 
gewisse andere Curve, und dann liefert die jeweilige Ar t  des Zerfallens 
ein cliarakteristisches Merkmal des betreffenden Mechanismus. Im weiteren 
Verlauf wird eu sich fragen, ob wir durch Einfügung eines viergliedrigeu 
Gelenks aus dem Gelenkviereck noch andere übergeschlossene Mechanismen 
bilden konnen, oder, ob mit den bisher bekannten Formen die Anzahl der 
moglichen Mechanismen dicser Art  bercits erschopft ist. 

1. In Figur 1 ist OO'R'R ein beliebiges ebenes Gelenkviereck; in der 
Ebcne desselben sind an die starren Dreiecke ORS,  O'R'S' die Glieder S K ,  
S'K in den Punkten S ,  Si drehbar angeschlossen, und diese wieder sind 
-- - - - -- 

* Vergl. im Folgenden die F i g u r e ~  2,, 4 ,  6 ,  7,  8 ,  sowie 
H a r t :  Proceedings of the London Mathematical Society vol. VlIT p. 288; 
Kempe:  daselbçt bol. 1X p. 138; 
D a r b  oux: Bulletin des scicnccs math6inatiqiies et astronomiques 2(,nle sér. 

T. III p. 144; 
Riirmcs t e r :  diese Zeitschrift 38. Jahrgang S. 193; ferner: Kincmntik 1 

S. 571 ,  595,  598. 

Zcitsctirift f. Mathomotik o. Phyeik. 40. Jahrg. 1895. 5 Haft .  1i 
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C =  r Z r ' " ~ ' ~ ( a ' ~ +  b'2)I"+ s"a2+ b 2 ) P ' 2 ]  

- m2[r2~'2(a'2+b'2)P2+r'2s2(a2+b2)P'2- 2rr'ss'(aa'+ b b ' ) P P S ]  

- 4mrr1ss'(a b'- II' b )  (r'slb'p+ r s  71 P')  

+ 2 m s  s'pz [r  s'a (a' + b' 2, P - r's a' (a" b2) P'] 

b2) (a '2+  b '2 )  - 4r2r '2~2s '2 (aa '+  bb ' )2  

+ 4mas%2[r2b2(a'2+ O'2) + r'ab's(a" hZ)l .  

ab'-u'b= - mx)sir.(u-a') +nay cos(a- a'), 
folglich : 

A = + y 2 ) z + .  . . 

nalirend C einen Ausdruck sechsten Grades darstellt. Der Factor 

P i P  + r ' 2 ~ 2  - ~ T T ' S S ' C O S  (a  -a1)= [rs'-- r's COS ( a  - a1)l2 + Y' a s2 si,n2 (or - a ' )  

verschwindet nur ftir o r =  a', rs'= i s ;  d i e  K n i e c u r v e  i s t  a l s o  v o n  
der v i e r z e h n t e n  O r d n u n g ,  s o b a l d  n i c h t  d i e  D r e i e c k e  O R S  u n d  
O'R'S' g l e i c h s i n n i g  i i h n l i c h  s i n d .  

2. Wir nehmen z ~ ~ n a c h s t  a n ,  die Dreiecke ORS und 0'11's' seien 
iiicht glcichiiinnig ?ihnlich. Setzon wir dann in Gleichung 4) xe+ y b l e i c h  
einer ganzen linearen l?unction von x und y, so wird A vom zweiten, 
B vorn funften, C vom dritten Grade; d i e  K n i e c u r v e  h a t  a l s o  d i e  
i m a g i n i i r e n  K r e i s p u n k t e  zu s i e b e n f a c h e n  P u n k t e n ,  u n d  i h r e  
Focalc en t r  a - das heisst die reellen -Schnittpunkte der zweimal sieben 
Tangenten in den imaginaren Kreispunkten - s i n  d i d e n t i s c  h m i t  d e n  
zwei bez. f ü n f  F o c a l c e n t r e n  d e r  C u r v e n  A = O ,  B = 0 .  

1st nun der Punkt  x = 6 :  y = 7 ein Focalcent'rum der bicircularen 
Curve vierter Ordnung A =  0, 80 hat die Gerade 

die den Punkt g, q m i t  einem der irnaginsren Kreispunkte verbindet, mit 
A = U nur e i n e  n endlichen Schnittpunkt gernein; durch die Substitution 

verschwindet nlso in A = G  da3 Glied mit X? Setzeu wir noch 

also 

so wird: 
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das heisst, wenn r c  - mse-ia= O, 
oder, wenn r'(f - m) + ms'e-'a'= O 

ist. Bezeichnen wir demnach mit E,, F2 die beiden Focalceritren der 
Curve A = 0, so erhalten wir für F I :  

und für  F,: m s' ms' . , 
5 = m - 1 - c o s ~ 2 ' ,  q = - ,  sZmU.  

7 

E s  i s t  a l s o  A O O ' F l g l e i c h s i n n i g  i i h n l i c h  m i t , A O R S  iindAO'OF, 
g l e i c h s i n n i g  S h n l i c h  m i t  AO'li'S'. 

I n  ganz derselben Weise ergiebt sicli fiir die fünf Focalcentra der 
Curve B = 0 die Gleichung : 

1 
( r ~ ' e - ' ~ -  T ' S F - ~ ~ ' )  5 ( 5  - m) { m  t(' - m) [ r s ' [ e i ~  - rzs ([ - mj eia ' ]  

- ~ ~ ' ~ " ( t - ~ )  + r / [ s ' z ~ 2 e z ( a - a ' ) + s 2 ( ~ - m ) ~ C - i i a - a ' ,  1 
- r n s ~ ' [ r ' s ' t e - ~ ~ ' - r s ( l -  m > c - i a ] j  = 0- 

D i e  C u r v e  B =  0 b a t  f o l g l i c h  zu F o c a l c e n t r e n  d i e  beideii 
P u n k t e  O, 0' u n d  d r e i  w e i t e r e  P u n k t e  G , ,  C, ,  G,, d e r e n  C o -  
o r d i n a t e n  b e s t i r n ~ n t  s i n d  d u r c h  d i e  in1 A l l g e r n e i n e n  i r r e d u c t i l i l e  
G l e i c h u n g  d r i t t e n  G r a d e s :  

(~s'eia - ,.IS a' 1 c3 
5) 

+ L m S  (2r'seia'-rs'cia; -ss'(m?-.n2+r2+r"2) +,.r 'SZe-  i ( a -  a') +r7'S'Lei(a - a ) ]  j'-> 

+ ms[s'(m2- .n" +r"+ r f 2 )  - mer'ci Q' + r s s ' e - i a -  r's'"-ia'- 2 r r ' s C - ~ ( ~ - ~ l  1 r 
+ m 2 r S 2 e - i a ( r ' e i a ' -  s') = 0. 
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Die Lage der sieben Focalcentra O ,  O f ,  E;,  Pz ,  G, ,  G,, G, der 
Curve k ist hiernach vollkommen unabhiingig von den Gliedllnçen 1 ,  1'; 
sind a l s o  d i e  D r e i e c k e  O R S  u n d  O'R'S' n i c h t  g l e i c h s i n n i g  a h n -  
l ich,  s o  b e s c h r e i b e n  d i e  s a m m t l i c h e n  m2 P u n k t e  E ,  d i e  m a n  i n  
S und  6' a n  d a s  G e l e n k v i e r e c k  OO'R'R a n s c h l i e s s e n  k a n n ,  s i e b e n -  
fach c o n c e n t r i s c h e  K n i e c u r v e n .  

1st a: = ai'= 0, das heiest, liegen die Anschlusspunkte S ,  8' auf den 
V~erecksseiten O R ,  O'Ii', so wird die Curve k symmetrisch in Bezug 
auf 00'. Dann sind alle Coefficienten der Gleiühung 5) reell und von den 
drei Punkten G,, G,, Cg liegt wenigstens einer auf der Geraden 0 0 ' .  

In Rezug auf dau Glied BR' beschreibt der Punkt  E eine Kniecurve E 
mit den Focalcentren R ,  R', g,, iJ2, a2, BS. Die Punkte SI, 3, 
werden analog coubtruirt, wie vorher 5,, G2. Betrachten wir R als An- 
fangspunkt, R Rn als x-Achse uud bezeichnen die Strecken RS, R'S' bez. 
mit 1 ,  t', die Winkel O E S ,  O'R'S' mit p ,  p', BO erhalten wir die Coordi- 
nnten der Punkte @, , @,, a3, indem wir in  Gleichung 5) die Grossen 
m,  n, s, s', a, QI' bez. mit la, m ,  1 ,  t', /?, /?' vertauschen. Dabei ist:  

3. E s  se i  f e r n e r  A O R S  g l e i c h s i n n i g  S h n l i c h  m i t  AO'R'S ' ,  

und 

so gelit die Curvengleichung 4) über in 

GegcnwBrtig ist : 

an'+ bb'= x"yye- m x ,  

mithin verschwinden in Gleichung 6) die Glieder vierzehuten und drei- 
zehnten Grades, und das Glied zwolftcn Grades lautet:  
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D i e  C u r v e  w i r d  a l s o  - durch Ablosung der doppelt zahlenden l in -  

endlich fernen Geraden - z u  e i n e r  s e c h u f a c h  c i r c u l a r e r i  Curve  
z w o l f t e r  O r d n u i i g ,  fa119 n i c h t  g l e i c h z e i t i g  

i s t .  
Um die F o c a l c e n  t r a  zu bestimmen, bringen wir den mit il? bezeich- 

iietcn Ausdruck auf die Form : 

iL3 = P P ' { m y ( a ' 2 +  b'"P2+ (a" b2)P'2 -2 (aa '+  -tbr)PP'] 

- 2 6' q2 (a a'+ -t b') [r' (a' 9 b' 7 P z  + rya" - t 2 )  P r 2 ]  

Durch die Substitution 
y = i ( x - t )  

verwandelt sich 6) in eine Gleichung sechsten Grades in x ;  in derselben 
hat x v d o n  Factor: 

( 5 - ~ m e - ~ ~ ) ( z - m  + € m e - l a )  

Wir erhalten also die folgenden sechs Focalcentra: 

1. Zwei Punkte F, ,  Fg , die wie früher construirt werden, i d e m  wir 
A OOf;F, und AO'OF2 gleichsinnig ahnlich machen zu AORS.  

dieselbe geht aus 5) hervor für <Y = a', .Y = E r ,  s' = or'. 

III. Zwei Punkte TTl, Hz; die Coordinaten derselben werden gefunden, 
indein wir in der Gleichung 

8 )  [m2- ~ ( m ~ - n ~ ) e ~ " ] t ~ -  m[m2- e(m2- .n2)eia+I"-1'2]~+m2~2=O 

den reellen und den imaginaren Theil der liuken Seite einzeln 
gleich Nul1 setzeu. 
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Vertauschen wir in  den letzten Gleichungen die Grossen m l  n, E eia, E e - l a  

liez. mit n ,  ml 1 - ~ e - i a ,  1 - € e i L Y ,  so ergeben sich die Focalcentra SI, ij,, 
a,, B q ,  QI, Sj2 der Kniecurve f ,  die der Punkt  E in Bezug auf das 
Glied RB' beschreibt. 

4. I n  dcrn bereits erwMhnten Sondorfall 

ist E entweder negativ oder grosser als 1; die Anschlusspunkte S ,  S' liegen 
demiiach ausserhalb der Strecken OR, O'R'. Dann reducirt sich Gleicliung 6) 
auf eine Gleichung zehnten Grades mit dem Anfangsglied: 

na"x2+ [ E  ( 6  - 1) (r2-  r J 2 )  - ( Z 2 -  Z ' 2 ) ] 2 x 2  

+ [ E ( E  - 1 )  (r2- r'2)  + ( 1 2 -  1'2)]2y21 , 
und d i e C u r v e  k w i r d  z u  e i n e r  v i e r f a c h  c i r c u l a r e n  C u r v e  z e h n t e r  
Ordnung  mit deu vier auf der Geraden 0 0' liegendeii Focalcentren E;, 
F, ,  G,, IIl, wobei 

OFl = € r n ,  O F ,  = (1- ~ ) r n ,  

Sie haî, mit der unendlich ferrien Geraden, von den Kreispunkten ab-  
gesehen , noch zwei im Allgemeinen irnaginiire Punkte Q, , &, gemein , die 
durch das Geradenpaar bestimmt sirid: 

L E ( ? -  l)(r" r t 2 )  - ( l a -  ,?'2)]%2+ [ E ( E - ~ ) ( T ~ - ~ ' ~ )  + (12-Z'2)]2y2 = 0. 

1st r = r', oder 1 = l', so fallen QI,  Q, mit den Kreispunkten zu- 
sammen, und die Kniecurve berührt in diesen die unendlich ferne Gerade. 

Die Punkte Q,, Q, sind nur reell, wenn 

12- 1 1 2 =  T ~ ( ~ - l ) ( r ~ -  j 2 )  

ist, und dann vereinigen sich Q, und Q, im unendlich fernen Punkto der 
y -  bez. x -  Achse. Wir wollen beide Fiille getrennt betrachten. 

1. 1st 1" Z f 2 =  - E ( E  - 1)(r2- rI2),  so verwandelt sich Gleichung 6 )  
durcli die Substitutlion y2 = u2 - x2 in eino Gleichung vierten Grades i n  

Ilezug auf u2 mit dern Aufangsglied 

i z ~ ( € - l ) ( r ~ - r " ) m ~ + m ~ L ~ ( ~  - l ) r r e -  1'" - E ~ ( E - ~ ) ( ? ~ - ~ ' ~ ) ' ] ~ U ' ;  

die Curve k hat folglich im unendlich fernen Punkte der y-Achse einen 
Selbslberührungspuukt mit der Asymptote : 

10) Z~(~-lj(r~-r'~mx+m~[~(~-1)r'~-l'~-~~(~-l)(r~-r'~~=0. 

Sol1 k mit dieser Geraden nicht nur vier,  sondern s e c h s  unendlich 
benachbarto Punkte gemein haben, BO firiden wir als nothwendige und hin- 
reichende Bedingung : 
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11) 12= e ( ~ - l ) r ~ ,  
also 

12) 1% ~ ( ( ~ - l ) r ' ~ ,  

und dann geht Gleichung 10) über in 

13) 2 m z  = ma + 8(r2- rf2) .  

Nun zeigt aber die weitere Durchführung der Rechnung, dass die 
Substitution 13) der Curvengleichung identisch genügt, da3 heisst, die  
K n i e c u r v e  z e r f l i l l t  i n  d i e  d o p p e l t  z a h l e n d e  G e r a d e  13) u n d  e i n e  
v i e r f a c h  c i r c u l a r e  C u r v e  a c h t e r  O r d n u n g .  Gegenwiirtig ist 

~ 7 ' ~  OH - ----- - 
1 -  y2-r12 - m - OG,; 

die vier Foüalüentra E;,  F2,  G,, Hl liegen also paarweise symmetrisch in 
Bezug auf den Mittelpunkt von 0 0'. Der durch die Gleichungen 9) ,  I l ) ,  
12) definirte Mechanismus iat bekanrit unter der Bezeichnung , z w e i  t e 
H a r t ' s c  h e G e r a d f ü h r  u n g . 9 e t r a c h t e n  wir in demselben nicht OO', 
sondern ER' ala fostes Glied, so beschreibt der Punkt E einerseits eine 
Gerade, die auf ZR' senkrecht steht. 

II. Nehmen wir an, es sei 12- 1" = E ( E  - 1) ( r " ~ ' ~ ) ,  so verschwinden 
in Gleichung 6) die Glieder mit xI0 und x\ und d erhalt den Factor: 

4 a " ~  -1)2(r2-r '2)2m2y2+ ( n t 2 [ ~ ( z  -1)r2-  Z2] - E ~ ( E  - 1)(r2-r12)2]%; 

die Curve k ha t  also im unendlich fernen Punkte der Geraden 00' einen 
isolirten Punkt. Derselbe verwandelt sich in  einen Rückkehrpunkt mit 
der Tangente 00' für 

m z L ~ ( ~  - l ) + -  2-] = E ~ ( E  - 1) (r2- T'Z)~. 

Es  ergiebt sich weiter, dass dieser Rückkehrpunkt in einen Selbst 
l~erührungspunkt übergeht, wenn gleichzeitig 

Setzen wir in  diesem Balle in der Curvengleichung y = O,  so ergiebt 
sich für x e i m  Gleichung sechsten Grades mit dem Aufangsgliede: 

1 ( j e 5 ( ?  - 1)zr14 (r2 - / 7 3 x 6 -  

Dasselbe vcrschwindet nur für die nicht in Betracht kommenden An-  

nahrnen E = O ,  E = 1 und für r = r', das heisst E = W. Llaraus folgt, d ; ~  
die Gerade 00' in keinem Falle einen Bestandtheil der Kniecurve bilden kann. 
- -- 

* H a r t  a. a. O. 
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III. 1st endlich in Verbindung mit Gleichung 9) 

r = r', 1 = l', 

so reducirt sich die Curve k durch abermalige Abl6sung der unendlich 
fernen Geraden auf eine bicirculare Curve achter Ordnung, die euch sym- 
metrisch ist in Bezug auf die Mittelsenkrechte der Strecke 00'. Setzen wir 

so lnutet das Glicd achten Grades der Curvengleichung: 

Die Curve hat demnach vier durch den Xittelpunkt von 00' gehende 
Asyrnptoten; dieselben sind imaginar wenn nicht 

1st. Uuter dieser letzten Voraussetoung zerfiillt die Kniecurve in d i e  
doppe l t  z a h l e n d e  G e r a d e  x'= O (vergl. Fa11 1) und in d i e  b i c i r c u l a r e  
Curve s e c h s t e r  O r d n u n g :  

mit den Focalcentren 4, Fqi mit einem Selbstberührungspunkte im un- 
endlich fernen Punkto der Geraden 00' und einem Doppelpunkte in der 
Mitte von O 0'. 

Hiermit sind die sBmmtlichen Falle erschopft, in denen die Kniecurve 
einen reellen unendlich fernen Punkt  enthalt ,  und es ist  gleichzeitig die 
Frage nach denjenigen Uedingungen erledigt,  unter  denen eine endliche 
Gerade als Bestandtheile der Curve auftreten kann. Wir  haben ntirnlich 
gefunden, dasu der eiuzige Fa11 dieser Art  bei der , z w e i t e u  H a r t -  
schen G e r a d f ü h r u n g  vorliegt; d i e s e l b e  s t c l l t  a l s o  d i e  e i n z i g  
m b g l i c h e  G e r a d f ü h r u n g  d a r ,  b e i  w e l c h e r  d e r  g e r a d l i n i g  b e -  
wegte P u n k t  m i t  z w e i  g e g e n ü b o r l i e g o n d e n  V i e r e c k s s e i t e n  g e -  
l enk ig  v e r b u n d e n  i s t .  

5. Zerfallt in Figur 1 die Curve k in einen Kreis und eine gewisse 
andcre Curve, so ist der Kreisrnittelpunkt identisch mit  einem der früher 
bestimmten Focalcentra der k. Wir  erhalten dann einen übergeschlosseuen 
Jleclianismus, indem mir diesen Mittelpunkt mit dem Punkte E gelenkig 
verbinden. Konnen wir gleichzeitig den Punkt  K an das vierte Glied RB' 
anschlieseen, ohno dadureh die Beweglichkeit des Mechanismus aufzuheben, 
a0 gehb'rt der neue Anschlusspunkt zu den Focalcentren der Kniecurve f ,  

die K in Bezug auf das Glied RH' beschreibt. 
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Von solcheu übergeschlossenen Mechanismen kennen wir bisher die 
folgenden Arten : 

1. I n  Figur  2 ist OO'R'R ein beliebiges Gelenkviereck; die Dreiecke 
O'R's', OO'T, RB'% siud gleichsinnig Bhnlich mit dern beliebigen Dreieck 
ORS. Bilden wir das Parallelogramm TO'S'K, so ist  bekanntlich A OR'K 
gleichsinnig ahnlich mit A OO'T*, mithin ist auch S R S E  ein Parallelo- 
gramm und die Vierecke OTKS und KS'R'X sind gleichsinnig ahnlich 
mit OO'R'M. Ersetzen wiï die Strecken S K ,  TIC, S'K, X E  durch ein 

viergliedriges Gelenk, so ergiebt sich ein übergeschlossener Mechanismus. 
Llerselbe besteht aua zwei S y l v e  n t e  r'schen Pantographeri**, die in deil 

Punkten O ,  R', K verbunden sind; wir wollen ihn deshalb kurz den 
S y l v e s t e r ' s c h e n  M e c h a n i s m u s  neunen.*** 

Entfernen wir in Figur 2 die Glieder Tg, S K I  so kann der Punkt E 
in Bezug auf die Glieder OO' ,  L1B' bez. die vollstiindigen Kniecurven k ,  f 
beschreiben, deren Focalcentra wir wie früher mit F, , F,, G,,  G,, IIi, Il,, 
SI, S2, a,, @,, Q,, a, bezcichnen. Daun sind F I ,  S2 ihrer Dcfinition 
nacli bez. identisch mit den Anschlusspiinkten T, S. Dic Focalcentra II,, 
II, crgeben sich aus Gleichung 8). Nun ist  in  Figur  2):  

folglich geht Gleichung 8) über in 

Die emte Losung deïselhen, l= e m e -  giebt wiederum den Punkt 1'; 
d e r  S y l v e s t e r ' u c h e  h I e c h a r i i s m u s  w i r d  a190 d a d u r c h  c h a r a k t e r i  
s i r t ,  d a s s  i m  A n s c h l u s s p u n k t e  I' z w e i  F o c a l c e n t r a  d e r  C u r v e  i; 
v e r e i n i g t  s i n d ,  n a r n l i c h  FI u n d  e i n e r  d e r  b e i d e n  P u n k t e  II. 
E h e n s o  l i e g e n  i n  S z w e i  F o c c i l c e n t r a  d e r  C u r v e  F ,  n a m l i c h  S2 
u n d  e i n  0. 

1st a nicht gleich O ,  BO bilden umgekehrt die Gleichungen 14) und 
15) die nothwendige und hinreichende Bedingung , unter welchcr die Focal. 
centra E;, 3, bee. mit einem der Punkte Il, @ zusarnmenfallen. 

Die Kniecurve k spaltet sich gegenwartig in den doppelt zülilendeii 
Kreis um T mit dem Radius TK und in  eine vierfach circulare Curve 
achter Ordnung. Wir erhalten dieselbe als Bahncurve des Punktes K4, 
wenn dau Knie SK'S' symmetrisch ist zu SES ' .  

* B u r m e s t e r :  Kinematik 1 S. 295. 
** D~nsclbst : S. 56.2. 

*** B u r m e s t e r :  Die Brennpunktmechanismen, diese Zeitscllrift 38. Jahrpnu; 
S. 218. 
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An Stcllo der Pocalcentra FI, 8, k6nneii wir auch &, 3, als An-  
sclilusspunlite eines S v e s t e r ' s c h e n  Mechanismus verwenden. I n  diesem 
sind die Drcicckc? 0 O'F, und R R's, gleichsinnig ahnlich mit, R OS;  K wird 
der gerneinschaftliche Eckpunkt  der Parallelogramme F2 O S X  und S'R'S, IL, 
und es ist 

SIC= m J l + t 2 - ~ E C O S U ,  S'E = E?Z. 

1st in Figur  2 

16) m 2 ( 1 + ~ 2 - 2 e ~ o ~ ~ )  = 9 n 2 ,  

dns heisst,, O'T = RS = en, so  wird 

S E =  SR*= S'K = S'K*= ~ n ,  

und danu sind alle vier Punkte  F,, F2, 5, ,  8, der  Reihe nach idcntisch 

m i t  I I , ,  II4, QI, 0,. I n  diesem bcsonderen Fa l l e ,  der  in F igur  3 dar- 
gcstellt i s t ,  k6iinen wir  gleichzeitig den P u n k t  H mit  2i;, S2 und i n  der 
qmmetrischen Lage des Knies den Punk t  E* mit F,, 5, zu einem S y l -  
v e s t er'schen Uechanismus verbinden. 

Wie sich leicht ergiebt ,  enthiilt Glcichung 16) die Redingung, untcr  
welcher in F igur  2 die Punkte  S, S' im Laufe der  B e a e g u n g  zusammen- 
treffen. Die Glieder S E ,  S'K konrien um die beiden Treffpunkte ver- 
einigt rotiren; dieselben gehoren also zu den Focalcentren der  Curve k und 
sind folglich identisch mi t  G1, (SI .  I n  F igur  3 zerfàllt demnach die Curve 
zw6lfter Ordnung k i n  z a e i  doppelt zahlende Kreise u m  FI und F, und 
in die einfach zghlenden Kreise um G, und G,. 

II. Bei dem von R e  rn p e angegebenen Mechanismus *, den B u  r m e s t e  r 
als Br  e n n p u n  k t m e c h a n i  s m  u s  bezeichnet hitt , i s t  das Viereck O O'R'R 
gleichfalls beliebig und S ein beliebiger Punk t  auf der Seite OR; S' theilt 
die  Seite 0'12' im Verhültniss O S  : HS, und die Punkte  Y', S, K werden 
so bestimmt, dass die beiden Vierecke OTBS und KSR'S' ,  sowie auch 
0'1'KS' und E t B S  entgegengesetzt ahulich sind (Fig. 4). Dann  bleibt 
der Punkt K wiihrend der ganzen Bewegung der Koppclgcradcn RR' ein 

Brennpunkt eines dem Viereck O O'R R' eingeschriebenen Kegelschnitts. 
Setzen wir wieder 00'= m l  RB'= n ,  OB = r ,  O91t'= i, O S  c Er, 

SI( = 1 ,  S'K = 1' und verstehen un te r  E' eine Wurzel de r  Gleichung : 

[& -,(m"n222j]e12- [mz- ~ ( n a ~ - n ~ )  + ~ ( 1 -  r)(r2-r")]E' 
17) { + ~ ( 1 -  €)y2 = O,  

so ist nach K e  rn p e :  

18) 011 = Elm, ns = €'m. 

r 1- E r t 2  
19) 1% -- r 1 1 ' ~ : ( 1  - ~ j ( l  - El)r2, 

1 - E  E 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 Ueber eine gewisse Klasse von übergeschlossenen Mechanismen. 
^ ,-11-,- .. . --.-.-^ ~ I..-X_X.-~.ylll_ ---- 

Für  <Y = O ,  { = ~ ' n a  und die angegebenen Werthe von l2  und l r 2  gehen 
die Gleichungen 7) und 8) über in 17) ,  das heisst, i m A n s c h l u  s s p  u n k te 
T f l i l l t  e i n e r  d e r  b e i d e n  P u n k t e  G m i t  e i n e m  H zusammen,  
e t w a  G, m i t  Hl. E b e n s o  v e r e i n i g e n  s i c h  i n  Z d i e  P u n k t e  8, 
u n d  QIx. Die vollstiindige Kniecurve k besteht demnach aus dem doppelt 
zlihlendcn Kreise nm T und einer vierfach circularen Curve achter Ord- 
niing mit den Focalcentren F I ,  FSl Gg , LIB. Dieselbe ergiebt sich als 
llnhncurve des Piinktes K*, der zu K symmetrisch liegt in Bezug niif SS'. 

1st 7 = n, r'= m, so liefert Gleichung 17) die Wurzeln: 

und 

Für  die erste derselben folgt aus 18) und 20): 

Dieselben Werthe ergeben sieh aber aus 14) und 15) fiir a = 0 ,  da5 

heisst, w i r  e r h a l t e n  a u s  d e m  i n  F i g u r  5 g e z e i c h n e t e u  B r e n n -  
p u n k t m e c h a n i s m u s  e i n e n  S y l v e s t e r ' s c h e n  M e c h a n i s m u s ,  wenn 
wir d m  Knie SKS' in die symmetrische Lage S K * S f  bringen und E* mit 

und & verbinden. In diesem besonderen Falle vereinigen sich dreirnal 
je zwei Focalcentra der Curve k ,  niirrilicti Hl mit G, in  T ,  Hz mit E',, 
G, mit F2; dabei ist OF2 = FI Or= S'R'. Die Curve k spaltet sich in 
drei doppelt ziililende Kreise um T, FI und F2 bez. mit den Radieu OT, 
OS', S'R'. 

Wir bemerken beiliiufig, dass es keinen speciellen Fa11 des in Figur 4 
dargestellten Rrennpunktmechanismns giebt,  bei welchem es moglich wire, 

analog zu Figur 3 den Punkt  Il* mit S, S ' ,  G,, O, zu einem zweiteu 
Bronnpunktmechanismus xu verbindcn. 

?n2 
E'iir E = --- m Z  - .>al wird die eine Wurzel der Gleichung 17) unendlicli 

gross ; der zugehorige Brennpunktmechanismus ist identisch mit der z wci t en 
B a r t ' s c h e n  G e r a d f ü h r u n g .  

6. Ausser dem S y l v e s  t er'schen und dern Brennpunktmechanismus 
keuuen wir noch drei ttndere übergeschlossene Mechanismen, bei denen 
xher das  Gelenkviereck Oo'R'R nicht mehr willktirlich ist. 

* Aber die Gleichungen 19) bilden nicht die n O t h w e n d i g e Cedingiing fiir 
dns Zuuamnienf'dle~i von Gi und E l , ,  a, und .DI. 
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III. 1st  in Figur  6 

m2 + n2 = r2  + r'2, 

b o  aiud die I h g o n a l e n  OR' und O'R bestandig scukrccht auf cinander. 
Der Schnittpunkt K derselben h a t  von den Mittelpunkten SI S' ,  T, X der 
Seiten r,  r;  ml n. bez. die unveranderlichen Entfornungen 

wir erhalten demnach einen iibergeschlossenen Mechaniornus, indcm wir 
die Strecken SE, S'K, T g ,  SK i m  Punkte  K zu einem ~ i e r g l i e d r i ~ e r i  
Geleuk verbinden.* 

Setzeu wir i n  den Gleichungen 7) und 8): 

so gehen beide über  in 

V o n  d e n  s e c h s  P o c a l c e n t r e n  d e r  C u r v e  7c f a l l e n  a l s o  v i e r ,  
n s rn l i ch  FI, F2 u n d  j e  e i n e r  d e r  P u n k t e  C* u n d  II m i t  1' z u -  
s a m m e n ,  w a h r e n d  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  G u n d  Li i n  e i n e m  P u n k t e  
TT d e r  G c r a d e n  00' v e r e i n i g t  ~ i n d ;  d.abei i s t  

Maehen wir  noch auf RIZ' die Strccke 

so  zhhlt II fiir zwei, S für  vier Focalcentra der  Çurve f .  

1 r2 
Fur E = - 9  E' = rï+jT verwandeln sich die Gleichungen 19) in 2 

Losen wir daher in  F igur  6 das  viergliedrige Gelenk bei E auf und 
bringen das Knie S K S '  i n  die symmetrische Lagc  SK*S ' ,  so korinen wir 
K C  mit U und II zu einem B r e n n p u n k t m e c h a n i s m u s  verbindeu. - 
Fr:igen wir umgekehrt  nach der Bedingung,  unter welcher bei dem 
i n  Figur 4 dargestellten Brennpunktmechanismus die Focalcentra F I ,  4, 
G,, II2 in einen P u u k t  zusamrrienfallen, so fiuden wir 

1 
m % + n . 3 = r P f  E = - i  

2 
wie i n  Figur 6. 

I m  vorliegenden Falle besteht die Kniecurve k aus  dem vierfach 
z;ihlenden Kreis um T mi t  dem Radiiis TK und ails dem doppelt ziililenden 

- - 

* B u r m e s t e r :  Kinematik 1 S. 598. 
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Rreis um U mit  dem Radius UK*. I n  der  T h a t ,  lassen wir in Figur 6 
die Koppel BR' alle moglichen Lagen oberhalb der  Geraden 00' continuir- 
licli einmal dnrchlaufen, so beschreiht der P u n k t  K viermal h in -  und lier- 
gehend ein Bogenstück des ersten Kreises,  wahrend der Punkt  K* den 
zweiten Kreis einmal ganz durchwandert ,  und das entsprechende gilt f u r  

d iyenige  Bewegung der  Koppel Bfi',  die zur  ersten syn~metiisch ist in 
nezug  auf 00'. 

W i r  koiinen auch die Punkte  S ,  S', T ,  X mit einem gewisuen Punkte J 
1 

su einem Brennpunktmechanismus vereinigen. Dann ist É= -, also nach 
19) und 20): 2 

r ' 
J =  -,-, #'J= y, 

2 2 

das heisst SKS 'J  und ebenso T K S J  ein Parallelogramm. Wiihrend die 
Glieder O B ,  O'R', TK zwischen gewissen Crenzlagen fiin- und herschwingen, 
macht das Glied ï 'J  gleichzeitig mi t  U K *  eine voile Umdrchung. 

Der  Rest  der zum Punk te  J gehorenden Kniecurve ist eine eigentliche 
Curve achter Ordnung. Von ihren Focalcentren sind zwei in  T vercinigt; 
das dr i t te  ist  U ,  und das vierte liegt auf 00' symmetrisch zu U in Bezug 
auf 1'. 

IV. I n  Figur  7 ist  OO'R'R ein Parallelogramm und die Dreiecke 
O'B'S uud Rll 'S sind bex. congruent mi t  den beliebigen Ureiecken 011S 
und O OIT. Construiren wir das Parallelogramm S O T K ,  so sind auch 

S'K, XK bez. gleich und parallel zu 0'1; B S ;  die vier i n  K zusamrneri- 
stossenden Strecken bilden also ein viergliedriges Gelenk." 

I m  vorliegenden Falle ist m = n ,  9- = r', folglich verwandelt sich 
Gleichung 8) i n  mefZ- nz(m2+12-2'2)S+m222= 0, 

oder,  wenn a> den Winkel  TOO' bezeichnet, 

oder 

D i e  F o c a l c e n t r a  H l ,  H2 s i n d  a l s o  i d o n t i s c b  m i t  T u n d  m i t  
d e m  P u n k t e  Tt, d e r  z u  T s y m m e t r i s c h  l i e g t  i n  B e z u g  a u f  0 0 ' .  
Machen wir die Dreiecke SS'K* und Rla"X* congruent zu OO'T*, so 
werden T 'E* ,  %*Y* bez. gleich iind parallel zu TK, XK.  Die voll- 
stzndige Curve k zerf&llt dcmnach in die e i n f a c h  zahlenden Kreisc um 
T und  T* Tom Radius T X  und in  eine vierfach circulare Curve achter 
Ordnung ,  dio wir orhal ten ,  wonn beim Durchgange durch die Durch- 
schlagslage das Parallelogramm O O'R'R in ein Antiparallelogramm tibergett. 

- 

* B u r m e s t e r :  Kinematik 1 S. 5 9 6 .  
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V. Bei dem in Figiir 8 gezeichneten Gelenkmechanismiis ist 

dabei sind die Strecken m ,  r ,  s, 1 vollkommen unabhfingig von einander. 
Sclineidet die Gerade SS' die Seiten OO', ER' bez. in T ,  S und bezeichnen 
wir den Mittelpunkt von S S '  mit M, so ist  

oder 

mithin ist 

00'. RB'= RO'. OR'+ OR. O'R', 

BO'. OR'= m z - r z .  

Die einander gleichen Strecken TK, XI{ sind also wiihrend der genzen 
Uewcgung constant und folglich durch Gelenke ersetzbar.* 

I n  d e n  P u n k t e n  ï', X v e r e i n i g e n  s i c h  bez.  d i e  F o c a l c e n t r a  
E ; ,  EJ2 u n d  SI, 5,. - Wir kommen auf diesen Fa11 spiiter ausführlicher 
zurück. 

7. Um in systematischer Weise die s a  m rn t 1 i c h e n übergeschlossenen 
1Iechanisinen zu erhalten, die sich überhaupt durch Einfügung eines vier- 
gliedrigen Gelenlis ails dem Gelenkviereck construiren lassen, konnten wir 
zuri~clist untersuchen, unter welohen UmstLiuden sich in  Figur 1 der L'uukt Iî 
noch mit einem dritten Gliede, etwa OO', durch ein Gelenk verbinden 
lask  Dies verlangt die Angabe aller derjenigen Bediugungeri, dcnen die 
Grbssen m, n ,  r ,  r', s, s', C Y ,  a', 1 ,  1' genügen müssen, wenn ein gewisser 
Kreis um eines der bereits bestimmten Focalcentra als Bestandtheil der 
Curve k auftreten soll. Dabei kommen die mit  0, O' zusammenfallenden 
Focalcentra nicht weiter in Betracht; konnte namlich der Punkt  K eincn 
Iheis um O beschreiben, so würden die Punkte  O ,  R ,  K ein iinveriinder- 
liches Dreieck bilden, das mit dem Dreieck 0'n'~' durch die drei Glieder 
U O ' ,  71) R', KS' verbiinden ware. 

Verstehen wir unter e den unbekannten Kreisradius, so fragt es sicb, 
iu wclchcn Fiillen die Snbstitution 

der Curvengleichung 4) oder 6) identisch genügt ,  wenn wir für 5 ,  7 der 
Reilie naoh die Coordinaten der mit F, G, H bezeichneten Focalcentra 
setzen. 

Uei dieser sllgemeinen Fassung der Aufgabe würde sich aber die Rcch- 
nung sehr umstandlich gestalten. Wir  besehrsnken uns dalier ziir vorliiufigen 

* B u r m e s t e r :  Kinematik 1 S. 571 
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Orientirung auf die Betrachtung eines speciellen Fallcs, indem wir an. 
nehmen, d a s  V i c r e c k  OO'R'R s o i  e i n  P a r a l l e l o g r a m m  (Fig. 9). 

Construiren wir dann die Parallelogramme O SET und O'S'KT', so wi:d 

O T = Z ,  O'T'=l f ,  T X = s ,  TrK=s', 

Winkel TxT '= CY - a'. Demnach ist TKT' ein starres Dreieck, und die 
Kurve, die K in Verbindung mit dem Parallelogramm OO'R'R beschreibt, 
ist identisch mit der Koppelcurve k, ,  die wir erhalten, wenn wir K an 
die Seite TT' des Gelenkvierecks OO'T'T anschliessen. Geht das Viereck 
OO'R'R in seiner Durchschlagslage in ein Antiparallelogramm über, so 
erxeugt der Punkt  K eine neue Curve k, ,  die mit kl vereinigt die voll- 
stiindige Kniecurve ic darstellt. Nun ist k ,  bekanntlich eine tricirculare 
Curve sechster Ordnung, mithin ergiebt sich der Satz: S i n d  i n  dern 
G e l e n k v i e r e c k  OO'R'R j e  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  S e i t e n  ein- 
a n d e r  g l e i c h ,  s o  s p a l t e t  s i c h  d i e  K n i e c u r v e  k i n  e i n e  Koppel-  
c u r v e  k, u n d  e i n e  v i e r f a c h  c i r c u l a r e  C u r v e  a c h t e r  O r d n u n g  Tc,. 

Für m = TL,  r  = T' zerfzllt die Gleichung 5) in die lieiden Gleichuugeri: 
22) - + rse-im- ) 5 + r n ~ e - ' ~ ( r  - S'C-'a,) = O 

und (s'ei~.-sei~')c + mse'a'= 0, 

Die erste bcstimmt zwei Punkte G,, Gq,  die zweite einen Puiikt G,, 
den wir erhalten. indem wir A 0 0 ' ~ ~  gleichsinnig ahnlich machen mit 
ATT'K. Die Punkte O, O', G, sind bekarintlich die Focalcentra der Koppel- 
curve k,; d i e  C u r v e  k ,  h a t  d e m n a c h  z u  F o c a l c e n t r e n  d i e  P u n k t e  

E ; ,  J'2 ,  G,, G,. 
Sind alle vier Seiten des Vierecks O O'R'R einander gleich, so werden 

G,, G, bez. identisch mit F,, F,, und die Curve k, verwandelt sich in 
zwei doppelt zahlende Kreise nm F, iind F,. Dann kann sich niimlich 

das Viereck nicht mehr als Antiparallelogramm bewegen, sondern es fillt 
entweder OR zusammen mit 0 O', so dass die Glieder O'R' und RB' ver- 
einigt um O' rotiren - oder es deckt sich O'R' mit 0'0, und die Gliedei 
O R ,  R'R drehen sich gcmeinschaft,lich um O. Im letzt,en Falle gelangt 
der Punkt  8' in  die feste Lage F2, und wir erhalten das Gelenkviereck 
OSKET, mit dern fest,en Gliede OF,. 

8. Wir setzen im Boigenden voraus, in dem Parallelogramm OO'R'R 
seicn die benachbarteri Seiten nicht einander gleich. Sol1 dann der Punkt  K 
in  Besug auf das Glied 00' eines Sheils einen Kreis beschreiben, so mus> 

derselbe entweder in der Koppelcurve k , ,  oder in der Curve k ,  entlialteii 
sein. Wir  untersuchen zunachst, wann der erste Fail eintreten kmn. 

1. Die Roppelcurve kl bestetit ails eiuem Kreiv iind einer bicircuiaren 
Curve vierter Ordnung, wenn in Figur t) das Viereck OO'T'T zu einem 
Parallelogramm wird, das heisst fur: 

1 = 1' 

s2 + S" - 2 SS'COS (a - a') = m2. 
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Dann verwandelt sich Figur 9 in  Figur  10, in welcher die Seiten SKI 
S'K der Parallelogramme O S R T ,  O'S'ET' zusammenfallen. Die Gleich- 
ungen 23) enthalten demnach die Bedingung, unter welcher die Eckpunkte 
S,  S r  der Dreiecke ORS, O'R'S' im Verlaufe der Rewegung des Parallelo- 
gramms OO'R'R einmal zusammentreffen. Die sich deckenden Glieder SK,  
S'K konnen naturgemass um diesen Treffpunkt rotiren, wahrend das Gelenk- 
viereck in Ruhe bleibt, ein übergeschlosseuer Mechanismus ergiebt sich 
hicraus aber nicht. 

II, Sind in Figur 9 die Dreiecke ORS, O'R'S' gleichsinnig congruent, 
so wird die Strecke TT'= 0 ,  und das Gelenkviereck OO'T'T geht über in 
das starre Dreieck OO'T. Dann zerfillt die k, in  die doppelt zlihlende 
unendlich ferne Gerade und in zwei Kreise vom Radius s  um T und um 
den Punkt TC, der zu T symmetrisch liegt in  Bezug au€ 00'. Machen 
wir noch A RR'T congruent zu A0 O'T und verbinden E mit X, so er- 
Lialten wir den in Figur  7 dargestellten übergeschlossenen Mechanismus. 

III. Die Curve lc, spaltet sich endlich in  einen doppelt ziihlenden Kreis 
uni O und in die beiden Geraden, die den Punkt 0' mit den imaginiiren 
Iheispiinkten verbinden, wenn in Figur  9 der Punkt R mit T znsammen- 
fill t .  Dann müsste aber s = 0 ,  das heisst S identisch sein mit O - eine 
Annahme, die gegenwiirtig nicht in Betracht kommt. 

9. I n  Figur 11 ist das Gelenkviereck OO'R'R in ein Antiparallelo- 
gramm übcrgegangen; dcr Punkt  E beschreibt also augenblicklich die 
Curve lc,. Bezeichnen wir wie i n  Artikel 1 mit 8, 8' die Winkel,  welche 
lm. die Strecken OR, O'R' mit der oberen Seite der Geraden 00' ein- 
schliessen, so ist A 

an= 180° + R 0'R'- R 6'0 
und A na sin 9 A, r -mcosa 

sin R O'R' = - COSROR'= 
O'R O'R 

I 

A r sin. 6 A m-rcos8 
sin R 0'0 = - O. I COS II 0'0 = O'R ' 

folglich : 
(na" rz )  sin 6  s in6 '= - -  - -- 

m q  + z -  2mrcosa ' 
(m" +a)  cos 8 - 2 mr 

cos a'= 
mZ + r2-2mrcos6 

Setzen wir in Gleichung 2) für sina' und  COS^' die gefundeuen Werthe 
und eliminiren hierauf 9. zwischen 1) und 2), so erhalten wir als Gleichung 
der Curve k,: 

[r2PP'+ 2m 1. (srarP-s a  P r )  - 4mZss'n a'+ 2 ssr(m2- rZ)(aa'+ b b')] 

- 4s"' "a" bb") (a'" br z)] = 0. 
Zoitaclir if t  f. Matlisruatik u.lJliysik 40 Jÿliry. 1895. 5. Heft 18 
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Es handelt sich nun um Angabe der sammtlichen Falle, in denen die 
Substitution 21) dieser Gleichung identisch gentigt, wenn 5 ,  7 zuntichst die 
Coordinaten von li; (oder F,) ,  yodann diejenigen eines der Punkte G,, I;, 

bcdeuten. Ohne auf die immerhin langwicrige Rochnung weiter einzugehen, 
beschranken wir uns im Folgenden auf die Mittheilung der erhaltenen 
Resulbate. 

1. Setzen wir für &, 17 die Coordinaten von E;: 

BO zeigt es sich, dass die linke Seite der Gleichung 24) iu zwei Falleu 
identisch verschwindet, ntimlich : 

ms , 2 -  m2 
A. F ü r  cu=ai ,  s = s l ,  I = - - ,  1 - - ( r 2 + s 2 - 2 r ~ ~ o ~ a ) ,  g = s .  

r r2 
Gegeuwiirtig ist S K = O FI, S'K = O'C, FI i;K =: O S = O'S', also das 
Viereck Pl O'S'K ein Parallclogramm und O F I  IiS ein Antiparallelograrniri. 
Machen mir noch A R  ~ ' 3 ,  gleichsinnig congruent zu A O O1F1, so wird f2 Se 
parnllcl und gleich zu S K ;  wir crhaltcn dnhcr dcn in Figur 2 dargestellten 
S y l v e s t e r ' s c h e n  M e c h a n i s m u s  für den speciellen Fal l ,  dass dasViereck 
OO'R'R eiu Antiparallelogramm ist. Die Curve k, epaltet siüh in den 
Kreis k', um FI mit dem Radius s unci eine tricirculare Curve sechster 
Ordnung k", mit den Focalcentren 4,  G1, G,. Dievelbe ist übrigens keine 
Koppelcurve, wie wir am einfachsten in dem speciellen Falle ct = a'= O 
erkennen. Dann wird die kIrp symmetrisch in Bezug auf 0 0 ' ;  sie schnei- 
det diese Gerade in denselben Punkten, wie der Kreis Ic', und hat über. 
dies auf 00'  zwei Doppelpunkte. Von den drei Focalcentren f a t  der 
Punkt F, auf OO', und die bcidon andcrcn Punkte G,, G, liegen auf oder 
symmetrisch zu O 0', je nachdem m2 2 4 s ( r  - s) ist. Ware k", eine Koppel. 
ciirve, so miis~ te  sie  RU^ O 0' glcichzeitig drei Focalcentra und drei Doppel- 
punkte besitzen. - Die Koppelcurve k, zerfallt gegenwsrtig in den Kreis k',, 
in den Kreis, der zu diesem symmetrisüh ist in Uezug auf OO', und in die 
doppelt zahlende unendlich ferne Gerade. 

B. Die linke Seite der Gleichung 24) wird ferner identisch zu Kull fü r  

s ( r  - s) (m8 - rB)  
n = s'= y - s ,  l =  I r ,  e 2 - l e -  

r2 

Durch dieve Relationen ist aber der in  Pigur 8 dargestcllte bfecbauis- 
mus definirt. Da bei demselben die beiden Focalcentra F I ,  F, mit dern 
Punkte 1' xusammeiifallen, so bildet der Kreis um T mit dern lladius TI{  
einen doppelt zahlenden Bestandtheil der Curve k,. 

Liisst sich aus den Strecken O O', O S ,  0 's '  ein Dreieck construireu, 
so fallen die Punkte S uud S r  wahrend der Bewegung des Autiparallelo- 
gramms zweimal zusammen, und dann sind diese Treffpunkte, um welche 
die Glieder SK, S ' K  vereinigt rotircn, identisch mit den Focalcentren G , ,  6,. 
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Der Rest der Curvo k, besteht demnach aus zwei reellen oder imaginiiren 
Kreisen vom Radius 1 ,  deren Mittelpunkte von O um s ,  von 0' um r - s 
entfernt sind. 

Dieses Ergebniss bestatigt i n  anschaulicher Weise den letzten Satz des 
Artikels 2. Es beschreiben namlich alle Punkte h', die wir in  Figur 8 
durch zwei beliebig, aber gleieh lange Glieder S K ,  S'K an die Puukte S ,  S' 
anschliessen k6nnen , drei Schaaren concentrischer Kreise um T, G ,  , G ,  
und iîberdies eine Schaar symmetrischer Koppelcurven mit  den festen Focal- 
centren O, O', G3 ; dabci thcilt G, die Strecke O O' im Verhaltniss OS : OIS'. 

II. Die Coordinaten der Punkte G,, G, sind nach 22) die reellen 
Lisungen dcr heiden Gleichungcn : 

( p  - $) - (me + r s COS a - r s'cos a') 6 - r ( s  sin n - s'sin a')  q 

+ m r s c o s a -  mssrcos(ar+ a') = 0 ,  

2 m 6 17 + r ( s  sin ar - s'sin 01') 6 - (m2 + r s COS 0 + ~ S ' C O S  a') q 

-mrss i~iar+rnss 's in(ar+ a')  = 0. 

Bilden wir nun wieder die Bedingungen, unter denen die Substitution 21) 
der Gleichung 24) identisch geniigt, so ftihrt die Rechnung einerseits auf 
die eelbstverstfindliche Forderung, es miisse 1 = 7,' und im Uebrigtrn die 
Figur so beschaffen sein, dass die Punkte S und S' zusammentreffen konnen. 
Davon abgesehen ergiebt sich ein einziger Fall,  in welchem die linke Seite 
von 24) identisch verschwindet; derselbe wird definirt diirch: 

ar=ar=O, s = s ' ,  

q = 0 ,  ~ 2 - m & + r s - s 2 = 0 ,  

1' = ta, 1' ' = (na - 4)" (3' k s2. 

Die quadratische Gleichung für & bestimmt zwei auf 0 0' liegende 
Puukte G , ,  G,. Construiren wir dann ein Knie mit den Schenkeln 

S K  = OG,, S'B = O'G,, 

so entsteht ein übergeschlossener Mechanismus, indem wir K mit G, durch 
dis Glied G, K = s verbinden. 

Machen wir noch auf R R '  die Strecke R @, = O G, , so wird 

@ , K = r - s ,  

und wir erhalten einen B r e n n p u n k t m e c h a n i s m i i s ,  der aus Pigur 4 
hervorgeht, weun rn = n,  r = r' ist. Dann folgt namlich aus Gleichung 17): 

~ ' ( 1 -  E')WL'= ~ ( 1  - €)rZj 

setzen wir nun ~ ' r n  = 5 ,  E T  = s und vertauschen die Buehstaben T, X bez. 
mit  Cl ,  (SI,, so liefern die Gleichungen 18) bis 20) die ooeben an- 
gegebenen Werthe ftir O Cl, R a , ,  1 ,  Z r ,  G,K, @, B. 

Irn vorliegenden Falle besteht die Curve k, ans dem Kreise k'2 urn G, 
m i t  dem Radius s und aus einer tricircularen Curve sechster Ordnung 
k" , mit den Focalcentren F I ,  F , ,  G,. Dieselbe berührt den Kreis in seinen 

18. 
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beiden Schnittpunkten mit O O' und hat  überdies auf 00' zwei Doppel- 
punkte, ist also wiederum keine Koppelcurve. Die Curve k, zerfallt in den 
doppelt zshlenden Kreis k', und die doppelt zghlende unendlich ferne 
Gerade. 

Der Sy lves te r ' sche  und der Brennpunktmechanismus erscheinen hier 
als diejenigen Sonderfille der Figur 7, in  denen das dort gezeichnete Parallelo- 
gramm O O'R'R zugleich als Antiparallelogramm bewegt wercien kann. Aber 
der in Pigur 7 dargestellte Mechanismus ist nicht, wie jene beiden, auf 
das allgemeine Gelenkviereck tibertragbar. 

10. Die Untersuchung des Gelenkvierecks, in welchem je zwei gegen- 
tiberliegende Seiten einander gleich sind, hat  somit nur zu solchen über- 
geschlossenen Mechanismen gefuhrt,  die unter den in Artikel 5 und 6 
angegebenen bereits enthalten sind. Wir  k6nnen hieraus einige Schlüsso 
ziehen fiir den allgemeinen Fal l ,  dass die Seiten des Vierecks OO'R 'R  

keinerlei Beschrankungen unterliegen. Zunachst folgt, d a  s s e s  k eine n 
a l l g e m e i n e r e n  ü b e r g e s e h l o s s e n e n  M e c h a n i s m u s  g i e b t ,  d e r  den 
S y l v e s t e r ' s c h e n  o d e r  d e n  B r e n n p u n k t m e c h a i i i s m u s  a l s  spec ie l len  
F a  11 e n  t h 51 t ; dabei kornmen selbstverst,lindlich immer niir solche Mechanis- 
men in Betracht, die sich aus dem Gelenkviereck durch Einfügung eines 
viergliedrigen Gclenks bilden lassen. 

Unter den vier Mechanismen, welche der soeben behandelte Sonderfall 
geliefcrt hat  , befindet sich nur einer, bei welchcm die Punktgruppcn ORS  
o'R'S' nicht gleichsinnig ahnlich sind, und dieser (Fig. 8) ist  offenbar nur 
dern Antiparallelogramm eigenthümlich. Bei der Betrschtung des allgemeinen 
Gelenkvierecks werden wir deshalb von vornherein voraussetzen , es sei 
A O HS gleichsinnig ahnlich mit A o'R's'. 

P ü r  m = IÛ, r = r' stellt ferner Figur 7 den einzigen Mechanismus dar, 
bei welchem i m  Anschlusspunkte T nur e i n  Focalcentrum der Curve k liegt 
und der Kreis um T einen e i n f a c h  zahlenden Restandtheil der Ihiecurve 
bildet. Sind nun bei einem ~bergesclilossenen Mechanismus die gegenüber- 
liegenden Seiten des Vicrccks OO'R'R nicht oinander gleich, so wird jener 
Kreis um den Anschlusspunkt T als Bestandfheil der zerfallenden Kniecurve 
immer d o p p c l t  zahlen. Dias is t  sofort ersichtlich, wenn wir das Viereck 
so wiihlen, dass die Glieder OR, O'R' nicht volle Umdrehungen machen 
kounen, sondern zwischen gewissen Grenzlagen zu beiden Seiten von 00' 
hin- und herschwingen. Um demnach a& dem allgemeinen Gelenkviereck 
weitere Ubergeschlossene Mechanismen zu bilden, werden wir von vorn- 
herein über die Grossen E ,  a, 1, 1' so verfügen, dass irgend zwei Focal- 
centra der Curve k mit einander zusammenfallen. 

Der Vcreinigung von FI und F 2 ,  oder von Pl und Zl, oder von G, 
und Ul entsprechen bez. die Figuren 8, 2, 4. Die E'orderung, dass G, 
und G, zusammenfallen , führt bcreits beim Antiparallelogramm zii keinem 
neuen übergeschlossenen Mechanismus. Wir betrachten weiter den Fall, 
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dass FI mit G, identisch kt - immer unter der Voraussetzung, es sei 
A 0  RS gleichsinnig libnlich mit A ~ l f R r S ' .  Hierfür ergiebt sich aus Gleich- 
ung 7) die Bedingung 

(1 - se-'") [(l- ~ e - l a )  (m"rr2) + ~ e - ~ u ( d  - r'?-)] = 0 

und dieser wird, wenn nicht a = 0, E = 1 oder wa = r, 12 = r' is t ,  nur 
genügt durch : 

2 5) a =  O ,  (1 -€) (ma-r2)+  ~ ( m ~ - r ' ~ )  = 0. 

Dann wird zugleich %2 identisch mit einem der Punkte 8 ,  und nun 
fragt es sich, ob wir durch gccigncte Wahl der ülieder 1,  1' die Curve k 
in einen Kreis um FI und eine gewisse andere Curve spalt,en konnen. Die 
Retrachtung des Sonderfalles m = pz, r = r' giebt gegenwartig keinen Auf- 
schluss, denn sie führt in Verbindung mit der letzten Gleichung auf die 
Forderung m = r, und unter dieser Annahme zeifiillt dio Kniecurve, wie 
am Schluss des Artikels 7 gezeigt wurde, für beliebige Werthe von E ,  i, 1'. 
Es bleibt demnach nur  übrig, zu untorsuchen, wann die Substitution 21):  

y 2 = -  x 2 + 2 t m x - e a m "  +ge 

der Gleichung 6) identisch gentigt; in dieser ist nach 25) zu setzen: 

E 2" %'i2 - (1 - 2 , ~ )  T'. 

1 
Die Rechnung liefert sofort als erste Bedingnng E = , und damit 

nach 25) : 
L 

m2 + n 2 =  r2  + T ' ~ .  

Wir gelangen demnach zu dem in Figur 6 dargestellten Mechanismus, 
bei welchem die Diagonalen des Vierecks O O'R'R aufeinander senkrecht 
stehen. E i n e  z w e i t e  L t i s u n g  e r g i e b t  s i ü h  n i c h t .  

Es ware endlich noch der Fa11 zu untersuchen, dass Zl mit II, identisch 
nird. Nach Gleichung 8) vereinigt sich II, mit H2 und gleichzeitig 8, 
mit op,  wenn ( 1  4 Z ' )2=  m2- ~ ( r n ~ -  ne) eia  

kt ,  das heisst, einerseits fur 

26) m = n ,  ( i+Z')2=m2, 
andererseits für 

27 j a = O ,  ( l ~ 1 ' ) 2 = ~ 2 - ~ ( ~ 2 - m 2 ) i  

Die Redingungen 26) führen zu dem Mechanismus in Figur 7 fur den 
speciellcn Fall, dass der Anschlusspunkt T auf der Geraden 00' liegt. Die 
so entstehende Figur  genügt für a = O  und für b e l i e l i i g  e Werthe von 1 
und s zugleich der Gleichung 27); es scheint aber imrnerhiii fraglich, ob 
nicht diese letzte Bedingung für  b c s t i m m t e  mTerthe von 1 und F noch 
eiilen übergeschlossenen Mechanismus liefert , bei welcliem das Viereck O 0'1i'R 
kein Parallelogranim zu sein braucht. 

Um hieriiber Auskunft zu erhalten, sind wir von einem Viereck aus- 
gegiingen , in welcbem zweimal zwei folgende Seiten einander gleich siud 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



278 Ueber eine gew.Klasse v. iibergeschl. Mechanismen. Von Dr. R. MÜLLER. 
~ _ M Y I I - I Y - Y V _ N V  - .._. 

etwa r = ml r'= m. Bei diesem kann das Glied O R  mit dem festen Gliede O 0' 
xur Deckung gebracht werden; bezeichnen wir mit FI die zugehorige Lage 
des Punktes S ,  so bilden die Punkte 0', F , ,  K ,  S' ein Gelenkviereck und 

die Kniecurve k zerfüllt in  den doppelt zühlenden Kreis k, um FI und eine 
Curve achter Ordniing k,. Der Punkt  G ,  fallt gegenwzrtig mit I;; zusammen 
und die Curve k,  hat  die Focalcentra P., G,, R;, Ii2;  dabei ist 

(1 - E )  rn9 
O G ,  = 

( 1 - ~ ) ~ ~ +  ~m~ ' 
und wenn die Punkte Hl und H2 sich vereinigen eollen, nach 27): 

Bilden wir nun die Gleichung dor Curve k,, machen wieder die Sub-  
stitution y2= - x2+ 2 5 2  - k 2 +  
und setzen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von z nach einander 
gleich Null, so erhalten wir nur die unbranchbare L6sung m = lz, dic nuF den 
bereits erwahnten speciellen Fa11 von Figur 7 zurückführen wtirde. Es ent- 
spricht a150 auch der Vereinigung von Hl und LT,, zunachst untcr der 
Voraussetzung r = m l  r'= n und dann offenbar ebenso im allgemeinen 
Fal le ,  k e i n  n e u e r  t î b e r g e s c h l o s s e n e r  N e c h a n i s m u s .  
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xv. 
Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. 

Von 

Prof. F. WJTTENBAUER 
in Graz. 

Hierzu Tafel X und X I  Fig. 1-17. 

Eines der wichtigsten und interessantesten Probleme der modernen 
Kinematik ist die constructive Ermittelung des Boschlcunigungszustandes 
kinematischer Ketten. Bis jetzt sind auf diesem Gebiete noch geringe Er-  
folge erziclt worden: ausser wenigen einfachen Specialfillcn kinematischer 
Kctten, für welche elegante Constructionen der Beschleunigung gefunden 
wurden, kennt man keinc allgemeinc Methode für die L6sung des Pro-  
blems: d i e  B e e c h l e u n i g u - n g  j e d e s  P u n k t e s  e i n e r  k i n e m a t i s c h e n  
Kette  i n  B e z u g  a u f  j e d e s  b e l i e b i g e  G l i e d  d e r s e l b e n  zu c o u -  
s t r u i r e n .  

Ich habe in zwei Abliandlungen: ,Die Wendepole der kiriematischen 
RetteU und ,,Ueber den Beschleunigungspol der zusamrnengesetzten Be- 
wegungu versucht, die L6sung dieses Problems vorzubereiten und Lioffe, 
dass es mir mit vorliegender Abhandlung, welche hauptstichlich die biaher 
wenig beachteten Tangentialpole untersucht, gelungen ist, diese L6sung 
selbst zu fiudcn, indem ich eeige, wie man die Reschlcunigungspole einer 
kinematischen Kette mit  Bilfe von Constructionen, die hauptsiichlich aus 
projectiven Beziehungen hervorgcgangcn sind und zu ihrer Ausführung nur 
das Ziehen von Parallelen und Senkrechten bedürfen, bestimmen kann. 

Allerdings liefert der Beschleunigungspol nur die Richtung der Bo- 
sclileunigung eines Systernpunktes; allein der nachste Schritt ,  die De- 
stiuimung der Grosse dsr Beschleunigung, ist  ein verhiiltnissm%ssig sehr 
einfacher. 

1. Dei jeder Bewegung eines ebenen unveranderlichen Systems in 
seiner Ebene giebt es in jedem Augenblicke der Rewegong vier wichtige 
Punkte (Fig. 1): den Drehpol 0 ,  den Wendepol J, den Tangentialpol II und 
den  I?eschleiinigungspo1 G. 

An die Eigenschaften dieser Punkte m6ge hier kurz erinneri; werden. 
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280 Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. 

Bezeichnet d den Durchmesser des über O J beschriebenen Kreiscs, 
des Wendekreises, e den Durchmesser des über O H  beschriebenen Kreises, 
des Tangeutialkreises , w und I die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit 
bezw. Winkelbeschleunigung des Systems, so gilt die Beziehung 

die momentane Bewegung des Systems ist eino Drehung um O mit der 
Wiukelgeschwindigkeit w; gleichzeitig t r i t t  um den auf der Poltangente OU 
liegenden Tangentialpol 11 die Winkolbeschleunigung A auf und versndert o.* 

Der Beschleunigungspol liegt in  der Senkrechten, die von O auf JI1  
gefsllt wird. Um ihn gruppiren sich die Beschleunigungen der System- 
puukte in ahnlicher Weise, wie die Geschwindigkeiten der Systempurikte 
um den Drehpol. 

Aus den drei Punkten O J U  liisst sich die Beschleunigungsrichtung 
jedes Systempunktes auf lineare Weise construiren. 

2. Um den Beschleunigungspol irgend eines Gliedes einer kinematisclien 
Kette in Bezug auf irgcnd ein anderes Glied derselben zu bestimmcn, giel~t 
es nach Obigem folgenden Weg:  Man bestimme die drei Punkte O J H  
der relativen Bewegung der Glieder; danu ist G der Fusspunkt der Ge- 
raden OG I J H .  

Die Bestimmung des Drehpoles O hat nach den bekannten Grundsatzon 
tiber die Polbestimmung kinematischer Ketten zu erfolgen.** 

Die Ermittelung des Wendepoles J habe 'ich in  der Abhandlung: ,Die 
Wendepole der kinematischen KetteY (Zeitschrift für Mathematik und Physik 
40. Jahrgang) gezeigt. 

Es  bleibt somit noch die Construction des Tangentialpoles II, mit 
welcher riich diese Abhandlung vornehmlich beschaftigen soll. Es gielit 
eine directe Methode, simmtliche Tangentialpole einer zwangliiufigen kine- 
matischen Kette zu bestirnmen. Da nun nuch die Wendepole jeder solclien 
Kette auf selbststandige Weise und nach ganz anderer hlethode zu ermitteln 
siud, wie ich gezeigt habe, so hat man in dem Kriterium 

<): J O H  = 90° 

stets ein werthvolles Mittel, sich von der Richtigkeit der Theorie zu tiber- 
zeugen und andererseits die Genauigkeit der durcligeführten Constructioiien 
zu prüfen. 

3. E s  seien 1, 2, 3 ,  4 vier ebene Systerne, deren gegenseitige Uewegung 
studirt worden soll. Die Polconfiguration derselben O,, OIS O,, O,, O,, 
(Fig. 2) sei gegeben, ebenso von drei der gegenseitigen Bewegungen 

- 

* Vcrgl. W. S oh e 11: ,, Ueber-den Beschleunigungszustand des ebencn unver- 
iinderlichen, in der Ebene beweglichen Systems" (Zeitschrift f ü r  Mathematik und 
Pliysik X!X. Bd.). 

** L. B u t m e s t e r :  ,,LehrLuch der Kinematik" 1. Bd. S. 430. 
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die Wendepole J,, J, ,  J I ,  und die Tangentialpole A;, H,,II,4; dann sind 
nach Obigem auch die zugehorigen Beschleunigungspole G,, C,, G,, be- 
stimnit. In der früher erwshnten Arbeit: ,Ueber den Beschleunigungspol 
der zusammengesetzten Bewegung" habe ich gezeigt, wie die übrigen Wende- 
pole, Tangentiaipole und Besobleunigungspole zu finden sind; man erhalt 
uit IIilfe der dort geschilderten Constructionen 

Wurde richtig construirt, so konnen nun wieder 

aus O,,O,,O,,, JZ4 J, , ,  HZ4Hk3 die Punkte J2,H2,, 

welche gegeben waren , zurückerhalten werden. Bezüglich der Stellenaeiger 
sei daran erinnert, dass z. B. Jmn der Wendepol der resultirenden Be- 
wegung eines geführten Systems n. i s t ,  welches die Bewegung eines 
ftihrenden Systems m mitzumachen gozwungen wird. Durch die Umkehrung 
der Bewegung, das heisst, durch die Vertauschung der Führerrolle der 
bciden Systeme, ver%,ndern die Drehpole und Tangentialpole ihre Lage 
nicht, es ist also allgemein 

O,, = O,,, LT,, = H m ,  

hingegen wird der Wendepol Jmn durch die Umkehrung der Rewegung ein 
anderen Jn, und zwar wird die Strecke Jm,J,z, durch den Drehpol 
0 ,,,, = O,, halbirt. 

Auf diese Weise wurden in der Figur die übrigen Wendepole und 
Tangentialpnle construirt; da jedoch diese Constructionen ohne besonderen 
Einfluss auf die weitere Untersuchung sind, so wurden sie in der Zeichnung 
nicht aeitcr angedeutet. 

Von Wichtigkeit für alles Nachfolgende ist die Configuration der 
Tangentialpole H, deren Eigenschaften wir nun studiren wollen (Fig. 3). 
Fillt man von einem der Tangentialpole, z. B. H,,, auf dia in  013 sich 
schneidenden Polgeraden O, ,@, ,  und 0,,0,, (odtir kürzer: O,,, und O,,,) 
die Senkrechten bis zu den Schnitten mit den Geraden Hl,&, und lil,,H4,, 
so gelten für diese Schnittpunkte A2,, und A413 die barycentrischcn Aus- 

A13 - A4i, = A14 Hu + A43 - H43 3 

das heisst, A2,, theilt die Strecke IIl2H2, im umgekehrten Verhültriisse der 
zugel16rigen Winkelbeschleunigungen A,,A,,, oder A2,, ist der Schwerpunkt 
der Tangentialpole H12 II,,, wenn in diesen die Winkellieschleunigungeri 
b l , l , ,  als Gewichte sngebracht werden. Lhbei beutehen zwischen den Ge- 
vichten oder Winkeibeschleunigungen die Beziehungen: 
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282 Die Ueschleunigungspole der kinematischen Kette. 

' 1 3  = '12 + ' 2 3  = ' 1 4  + ' 4 3  i 
oder 

n l z  + &,3 + l 3 1  = ' 1 4  + ' 4 3  + = 

Rezeichnet man allgemein die Entfernuug zweier Drehpole O,,fl,, 
mit a,,,, so sind die Strecken 

wie ich ebenfalls in der früher angezogenen Abhandlung bewiesen habe; es 
ist somit 

Wenn ein Dreieck O,, O,, O,, von einer Geraden O,, O,, O,, geschnitten 
wird, so besteht die Beziehung: 

' 2 1 3  ' ' 1 4 3  ' ' 4 2 3  - 1 -. 

a123 ' ' 4 1 3  ' 2 4 3  

Nach Division der letzten Gleichungen bleibt 

oder 

- sin p n13 A213 - = a132 ' ' 8 4 3  , 
Hl3 A 4 , 3  a 1 3 4  . a 4 2 3  sifi or 

H13AZ13 . sin. rr = Hl, A4,, . si% f?, 

das heisst, d i e V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  T h e i l u n g s p u n k t e  Ae,3A4,,Ssteht 
a u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  D r e h p o l e  0,,0,, s e n k r e c h t .  

Sucht man ausserdem noch die Theilungspunkte AZl4 und A234, indem 
man von Hl, und HS4 die Senkrechten auf die Polgeraden O,,, bezm. 0231 
errichtet bis zum Schnitte mit den Verbindungçlinien Hl, H,, bezw. II2, TI,,, 
so gelten fur diese Punkte die barycentrischen Ausdrücke: 

' 3 4  ' A234 = ' 5 2  ' H32 + '2.1 ' G4i 

a,, . A2,,= A42 A 2 1  'Il21. 
Hierzu kommt von früher 

4 3  ' A Z 1 3  = 1.12 . Hl2 + A23 . G,. 
Deachtet man, dass stets 

E m n =  H n m ,  A P m n  =A"nlrn ,  A m n = - A n m ,  

so liefert die Addition obiger drei Ausdrücke: 

a i s .  A;,, + a,, .A~,,+ A , ~ .  = O ,  
das hcisst, d i e  d r e i  T h e i l u n g s p u n k t e  A2,3A234A2,, l i e g e n  i n  c i n e r  
G e r a d e n ;  j e d e r  v o n  i h n e n  t h e i l t  d i e  S t r e c k e  z w i s c h e n  den 
a n d e r e n  i m  u m g e k e h r t e n  V e r h l l t n i s s e  d e r  z u g e h o r i g e n  W i n k e l -  
b e s c h l e u n i g u n g e n .  
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Von Prof. F. WITTENBAURR. 283 

Die drei genannten Sheilungspunkte verhalten sich also wie die Dreh- 
pole dreier Systeme 1, 3 ,  4, deren Winkelgeschwindigkeiten den Winkel- 
beschleunigungen A,, bs,l,, proportional siud. 

Sucht man ferner noch in Figur 3 die Theilungspunkte Al,, und A324r 
indem man von Hz, auf die Polgeraden O1z4 und O,,, die Senkrechten er- 
richtet bis zum Schnitte mit den Geraden H12Hl,  bezm. H,,II,,, so schneiden 
sich die Verbindungslinien A",, A'?, und A4,,A3,, in einem Punkte S der 
Geraden Ih3ZIl,. Denn es ist nach der Bestimmungsweise von S :  

8 -  u .A",,+ v .  A 1 , , = x .  A",,+ y .  Asz4; 

da nun die vier Theilungspunkte die Ausdrticke besitzen: 

oder - '23 a H23 + a U 1 l  I 

das h i ss t ,  der Punkt ü tlieilt die Strecke &,al1,, im umgekehrten VerhLltnisse 
der NTinkelbeschleunigungen b,, b , ,  und beide Strecken A2,,, A',, , A413 
im umgekehrten VerhLltnisse der Winkelbeschleunigungcn Al,b,,. 

Ebenso kann gezeigt werden, dass die Verbindungslinien der The i lunp-  
punkte A3,2A13r und A4,zA2,4 sich in einem Punkte 8, derselben Geraden 
IZ,,H,, schneiden. Nan gewinnt ntimlich auf analogem Wege für S, die 

Ausdriicke: S, E A12Aslz + . A12 . Adl,  + A,, . A?,,, 

s, z A3r . Li,, + A , ,  . 4,. 
Die Punkte S und S, theilen die Strecke H2,Hl4 harmoniech, wie ihre 

Ausdriicke lehren. 
4. Die im vorigen Artikel behandelten vier ehenen Systeme besitzen 

sechs Tangentialpole LI und zw6lf Theilungspunkte A. Diese 18 Punkte 
bilden eine interessante Configuration; sie wiirde in Figur 4 in anderer 
Anordnung vollstandig gezeichnet. 

Die Eigenschaften dieser Configuration ergeben sich aus den soelien 
abgeleiteten Satzen und lassen sich in Polgendem zusammenfassen: 

a) Jede Verbindungsgerado zweier Tangentialpole ITm,,Hnp (mi t  ge- 
meinsamer Ziffer m im Stellenzeiger) tragt einen Theilungspunkt A",,,; 
derselbe theilt ihre Strecke im umgekehrten VerhYltnisso der 
Winkelbeschleunigungen rl,,,, A, p .  

b) Jede Gerade B,,An,, steht auf der Polgeraden O,,, senkrecht. 
Die Geraden II,,r, A n m p ,  T l p n  Ampn, Hnn, APnm sind somit parallel. 
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c) Jede Verbindungsgerade zweier Theilungspunkte mit gleichen unteren 
Stellenzeigern Anmp und Aq,,,l, steht senkrecht zur Verbindungs- 
linie der Pole O, O,, p. 

Die Geraden AnmpAqmp und AmnqApnq sind somit parallel. 
d) J e  drei Theilungspunkte mit gleichen oberen StelIen.zeigein 

liegen auf einer Geraden. So liegen z. B. die Theilungspunkte 
Anmp A P g  Anp, auf der Geraden an. Sie liegen auf derselben nie 
die Drehpole dreier Systeme mpg,  deren Winkelgeschwindiglte,ten 
den Winkclbeschleunigungen l,,JA1lqAq, proportional sind. 

e) Die Verbindungsgeraden A",pArlnq und Aq,,,pAsf,q schneiden sich 
iu einern Punkte S ,  der beide Strecken im umgekehrten Verhhlt- 
nisse der Winkelbeschleunigungeu A, [,A, theilt. 

Die Verbindungsgeraden A'',,, Bq,, und Af', Amnp schneiden 
sich i n  einem Punkte S I ,  der beide Strecken im urngekehrten Ver 
haltnisse der Winkelbeschleunigungen r lmq  A,, theilt. 

Die Punkte S und 8, liegen auf der Verbindungsgeraden der 
Tangentialpole H,,, , Br,, und theilen diese Strecke harmoniscli i m  
umgekehrten Verhaltnisse der Winkelbeschleunigungen A,,,r, Ay p. 

5. Die Configuration der Punkte H und A kann zur L6sung einiger 
Fragen bentitzt werden, welche für die kinematische Kette Bedeutung haben. 

1st die Configurtation der sechs Drehpole O gegeben, E O  dürfen vier 
Tangentialpole H beliebig angenommen werden. Dann sind zwei Gerade 
bestimmbar, in  denen die beiden tibrigen Tangentialpole liegen müssen. 
Die hier moglichen Falle lassen sich alle auf folgende zwei zurtickführen: 

a) Es sind die Tangentialpole H,n, Hn,i&, ( P o l d  r e i  u n  g)  und noch 
ein beliebiger vierter Tangentialpol gegeben; oder 

b) Es sind die Tangentialpole H,,,. I ~ n ~ l V p q ~ q , , , ( P o l v i e r  u n  g )  gegeben. 
Von den 15 versehiedenen Annahmen der vier unter sechs Tangeritial. 

polen tritt  der Pall a) elfmal, der Pall b) viermal ein. 
a) Die P o l d r  e i u n g .  I n  Figur 5 seien ausser der Configuration der 

Drehpole O die Tangentialpole Ll l ,~2 ,11~ l  und Hz4 gegeben. Zieht man 
IIl1,, A2,, 1 O,,, bis zum Schnitto mit HI2E23, ferner B13A4,, 1 OI3& und 
A2,9A4,3 1 013 Oz4, so gewinnt man den Theilungspunkt A413. AU£ gleiche 
Weise wurden in F igur  5 die Theilungspunkte A412 und A4,s construirt. 
Diese drei Punkte liegen in der Geraden a4. Verhindet man nun A4,, und 
A4,, mit Hz,, so erki l t  man xwei Gerade h,, ha,, i n  denen die noch übrigrii 
Tangentialpole Hl, bezw. H,, liegen miissen. Nimmt man einen derselben 
an, so muss der  andere auf der Geraden H14H3,A4,, liegen und ist somit 
eindeutig bestimmt. 

Die Punkte IIl4 und 4, liegen auf ihren Trligern h14 und in pro- 
jectivischen Punktreihen, die perspectivische Lage haben. 

Fallt  IIl4 mit Hz, zusammen, so liegt daselbst auch Hy4. Nan kaun 

also die sechs Tangeutialpole derart annehmen, dass L J , ~  HIJiP II,,, ZU 
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sammenfallen; dann sind die drei anderon Tangentialpole noch beliebig 
ryahlbar. 

b) D i e  P o l  v i e  r u n g .  In  Figur 6 seien ausser der Configuration der 

Drehpolo O die Tangentialpole Hl, H,,B3,11,, gegeben. Sucht man den 
Schnitt II",3 der Linien Hl, HZ3 und H3,H4,, zieht ferner a b  I O,,O,,, 
a c l  O ,,,, bc 1 O,,,, so iut H",,c eine Gerade hl,, in welcher der 
Tangentialpol Hl, liegen muss. Denn, dcnkt man sich das Dreieck a b c  
derart ahnlich veriinderlich, dass die Eclipunkte auf ihren durch H",, 
gehenden Tragern bleiben und die Seiten des Dreiecks ihre Richtung bei- 
behalten, so entsprechen die Punkte a und b jederzeit zwei Theilungs- 
p~inkt~en Abl9 und A2,, (vergl. Fig. 4) und somit c dem ziigehorigen 
Tangentialpole El,. 

Einc analoge Construction mit Hilfe des Dreieckes d e f  führt zur 
Geraden ~ l " , , f  oder h,,, in welcher der sechste Tangentialpol LZ,, liegen 
LnllSS. 

Nimmt man nun 1T,, auf h,, beliebig an ,  so i r t  4, bestimmt. Denn, 
zieht man ILL,,,HY3, ferner 

834AZ34 1 Omr a 3 4 8 3 4  -L 0 1 3 4 ,  A134AQ4 1 019034, 

so schneidet die Linie A1,,H4, die Linio hl, in HlY Ebenso wurde in 
Figur 6 zu Hfa4 der zugehorige Tangentialpol Hf,, construirt. Die ent- 
sprechenden Punkte H2, und HI3 durchlaufen auf ihren Tragern projectivische 
Punktreihen. 

Dem Punkte LI",, entsprieht H",,. In  diesem besonderen Falle bilden 
die sechs Tangentialpole eine gewohnliche Drebpol-Configuration, bei welcher 
an Stolle der Winkelgeschwindigkeiton w um die Drehpole, die Winkel- 
beschleunigungen I,  um die Tangentialpole treten. 

Ausser den beiden soeben behandelten FaIlen verdienen noch folgende 
nvei Erwahnung, d a  sie bei der Construction der Beschleunigungspole kine- 
matischer Ketben zur Anwendung kommen: 

c) Cegeben seien ausser der Configuration der Drehpole die Tangential- 
pole B,,H,, Hal (Poldreiung) und drei Gerade h,,h,,h,, , in  denen die drei 
ülirigen Tangentialpole Hl, Hz,%, liegen. Man suche dieuelben. 

Zunachst ermittle man wie in  a) die drei in einer Geraden a4 liegen- 
deu Punkte A4,2 A4,, A , , .  Sodaun bleibt nur die Aufgabe zu losen (Fig. 7): 
durch diese drei Punkte drei Gerade zu ziehen, die sich paarweise auf den 
drei gcgebenen Geraden h schneiden. 

Die von A4,, ausgehenden Strahlen schneiden hl, und h,, in  per- 
spcctivisch liegenden Punktreihen, die, von A4,, und A4,, projicirt, auf 
der Geraden ?tz4 zwei conjectivische Punktreihen erzeugen. Die beiden 
Doppelpunkte dieser Punktreihen müssen der gestellten Aufgabe genügen. 
Run ist aber der Schnittpunkt D von h,, mit a4 bereits einer dieser Doppel- 
pankte. Um den anderen zu finden, benothigt man die den unendlich 
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fernen Punkten der conjectivischen Punktreihen entsprechenden Gegenpunkte 
G' und G, welche durch die Linienzüge A", 1 3 G', A',, ,211 1 G gemonnen 
werden; hierbei ist A4,,  1 l A42p I I I  Il hZ4' 

Macht mnn noch D G =  GrH2,, so ist in II,, der zweite Doppelpunkt 
und einer der gesiichten Tangentialpole gefunden; die bciden anderen 1f~,IZ3i,, 
werden jetzt im Schnitte von H ~ , A ~ , ,  und IT2,iA4,, mit h14 bezm. h,, ge-  
wonnen. 

d) Gegeben seien (Fig. 8) ausser der Configuration der Drehpole die 
Tangentialpole H,, Hz, H3, (welche keine Poldreiung bilden) und drei Ge- 
rade hl, h,, h,, , in denen die drei noch übrigen Tangentialpole Hl, II,, II,, 
liegen. Man snche dieselben. 

Nimmt man auf h,3 einen beliebigen Punkt  h13 als Tangentialpol an, 
so ist au3 ihrn und den gegebenen Tangentialpolen nach a)  eine Gerade 
bestimmt, welche die Gerade h , ,  im entsprechenden Punkte hl,  schneidet. 
Aus den gegebenen Tangentialpolen und den einander entsprechenden Punkten 
h,,hI3 ist nun auch der sechste Tangentialpol h',, vollstiindig bestimmt. 

BeçchreiLt der Punkt hl, die Gerade h,,,  so durchlBiift hl, die Ge- 
rade IL,, in projectivischer Punktreihe; ebenso beschreibt h',, eine Gerade 
7iP3 in projectivischer Punktreihe. 

Um letetere zu bestimmen, beachte man Folgendes: 
Wenn der Punkt hl, auf seine Geraden h,, nach m ruckt,  dns ist in 

den Schnitt von IL,, mit IT,,1134 , so rUckt der entsprechende Punkt hl, nach n, 
das ist in den Schnitt von h,, mit Hl,U,,; denn eu fallen d a m  die 
Theilungspunkte ;A314A214 mit a,, zusammen. Die sechs Tangentialpole 
bilden dann eine gewohnliche Drehpol-Configuration [vergl. b) und Fig. 61 
und es liegt der letzte der sechs Tangentialpole E ~ ~ H ~ ~ H , ~ ~ ~ ~  im Schnitte 
von mm mit H,,%H,,. p ist eomit bereitv ein Punkt  der Geraden h',3. 

Um einen zmeiten Punkt g zu erhalten, suche man jene einander ent- 
sprechenden Punkte h,,h,,, für welche die Winke lbe~chleuni~ung  A,, ver- 
schwindet. Dadn liegen die zugehorigen Theilungspunkte a4,, und a4,, in 

H W .  1 .  Man zieht also H34h,3 L O,, ,  bis zum Schnitte mit lz,,, 

sodann h,3ae1310!931 a4,3a2131 0130241 

damit ist aZl3 gewonnen; ferner ebenso H,,h,, 1 bis zum Schnit'te mit  
hl , ,  sodann h , 2 6 , , ~  O,,, ,  a ~ 1 , f f i 5 , 2 ~ 0 , 2 0 3 4 ,  

damit ist a3,, gewonnen; verbindet man nun a2,, mit h,,, n3,, mit h,,,  so 
liefert der Schnitt q dieser Geraden einen zweiten Punkt  von /Ily3. WO 
sich hy3 und h',, treffen, liegt der gesuchte Tangentialpol TlzI,, .  

Die beiden noch übrigen Tangentialpole Z, ,H , ,  siud entweder direct 
wic H,, z11 bcstimmen, oder mit Hilfe des ebcn gefundonen Tangentid- 
poles If,, nach der unter a) arigeführten Construction aus der Poldreiung 
I& H34 ~~~~. 
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6. Untersucht man die gegenseitige Bewegung von inehr als vier, x. B. 
von f i  ebenen Systernen, so findet man auf !ihnlichem Wege a imer  einer 

1 
Configuration von - W ( N  - 1) Drehpolen O eine gleiche Anzahl Tangential- a ,  
pole D und ausserdem N (PZ - l ) ( l z  - 2) Theilungspunkte A. Die Con- 

1 
2 

figuration dieaer - n(n - 1)2 Punkte H und A besitzt naturgem8ss dieselben 
2 

Eigenschaften, wie sie in Artikel 4 für N - 4 mitgotheilt wurden. Tns- 
besondere seien folgende Eigenechaften der allgemeinen Configuration her- 
vorgehoben: 

a) Alle Theilungspunkte mit gleichem unteren Stellenzeiger bilden 
eine Gruppe von n - 2 Punkten Ar,,, welche um den Tangential- 
pol Ilpq derart angeordnet sind, dass 

(vergl. in Figur 9 den Tnngentialpol H,, mit seiner Gruppe von 
6 - 2 = 4 Theilungspunkten). 

b) Alle Theilungspunkte mit gleichem oberen Stellenzeiger bilden eino 
gewohnliche Drehpol-Configuration von n -1 Systemen. 

Die Configiiration der Punkte A zcrfallt also in n verschicdeno Drehpol- 
1 

Configurationen zu je - (n - 1) ( N  - 2) Polen. 
2 

Fjgur 9 stellt eiue sechsgliedrige, zwangltiufige kinematische Kette der; 
diesellie besitzt 15 Tangcntialpole H und 60 Theilungspunkte A. Die Con- 
figuration der letzteren zerfillt in sechs Drehpol- Configurationen zu je  zehn 
Polen; in Figur 9 sind die Configurationen A5 und A6 vollstlindig ge- 
zeicbnet. 

7. Geht man von der gegenseitigen Bewegung van la ebenen Systemen 
zu der einfacheren Bewegung einer aus N Gliedern bestehenden ebenen 
kinematischen Kette über, B O  wird die Untervuchung bedeutend erleichtert. 
In allen jenen Punkten nsmlich, die man als Gelenke der Kette bezeichnet, 
und in welcher zwei Glieder p und q der Kette i n  dauernder Verbindung 
verharren, fallen die vier Punkte : Drehpol Op , Wendepol JI> , Tangential- 
pol HP,,,  und somit auch Reschleunigungspol GPP,  stets in einen und den- 
selben Punkt zusammen. Solche ausgezeichnete Punkte sollen in der Folge 
stets nur mit den Ziffern pq bezeichnet werden. 

Es sind somit die r gegebenen Gelcnke ebenso viele gegebene Tan- 
gentialpole. 

Dei einer zwanglaufigen kinematischen Ketto gcntigt die Annahme dcr 
Beschlaunigung eines einzigen Punktes eines Gliedes p in  Bezug auf ein 
fremdes Glied g ,  um die Besühleunigung jedes Punktes eines anderen 
Gliedes r in Bezug auf jedes fremde Glied s zu bestimmen. Da, aber aus 
jener augenommenen Beschleunigung, dem Drehpol Opp und dem Wende- 
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288 Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. 

pol JPq jener Glieder p und q ,  sowohl der Besehleunigungspol G,, als auch 
der Tangentialpol IT,, construirt werden kann,  so gcnügt offenbar (ausser 
den durch die Gelenke gegebenen Tangentialpolen) die Anuahme eines 
einzigen Tangentialpoles, um s!immtliche iibrigen zu bestimmen. 

Die Annahme dieses einen Tangentialpoles darf nicht beliebig, sondern 
muss auf der betreffenden Poltangente erfolgen, welche durch die Lagc 
des Drehpoles und des Wendepoles, also durch die geometrische Con- 
figuration der Kette, bestimmt ist. Auf dieser Tangente jedoch darf der 
Tangentialpol beliebig angenommen werden. Fiir jede angenommene Lage 
desselben giebt es entsprechende Lagen aller anderen Tangentialpole auf 
ihren Poltangenten. Nach den Untersuchungen des Artikel 5 kann der Satz 
ausgesprochen werden: 

A l l e  e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t i a l p o l e  einer  
z w a n g l % u f i g e n  k i n e r n a t i s c h e n  K e t t e  l i e g e n  i n  p ro jec t i -  
v i s c h e n  P u n k t r e i h e n  a u f  i h r e n  P o l t a n g e n t e n .  

Sollen zwei nicht durch Geleuke mit einander verbundene Glieder p 
und q der Rette k e i n e  Winkelbeschleunignng Ipq gegeneinander bcsitzen, 
so m u s  .Ullq unendlieh fern sein; die übrigen Tangentialpole eiitsprecheu 
in diesem Falle dem unendlieh fernen Punkte der Poltangente tpP. 

8. I m  Polgenden sollen Anwendungen der bisher beschriebenen Con- 
structionen der Tangentialpolo auf einigo wichtigere kinematischo Ketten 
gemacht werden. 

Um ftir das einfache Kurbelviereck 1 2 ,  23 ,  3 4 ,  4 1  (Fig. 10) die z u m  
Drehpol O,, gehorige Poltangente linear zu construiren, genügt es einc 
beliebige Gerade m n l O,, O,, anzunehmen und 

pn 1 134 ,  pm 1 123 

zu ziehen; dann ist p ein Punkt  der Poltangente t,,. In  tihnlieher Weisc 
kann die Poltangente t,, linear construirt werden. 

Nimmt man nun auf t,, den Tangentialpol Hl, beliebig an, so findet 
man den sechsten Tangentialpol in folgender Weise: 

Man verbindet n,, mit 1 2 ,  zielit 

2 3 A 1 , , 1  123, 23A42,1_234, A1,3A4, ,123 ,  41 

und verbindet 34 mit A42,; der Schnitt dieser Geraden mit t,, iut der ge- 
suchte Tangentialpol H2,. 

Oder: Man verbindet HIS mit 34, zieht 

41Lx341 1 134 ,  41 A , ,  1 124, A3,, 1 4 1  , 2 3  

und verbindet 1 2  mit der Schnitt dieser Geraden mit t,, ist ebeu- 
falls Z121. Ebenso konnte H2, noch auf zwei andere Arten gefundeo 
werden, wenn man statt  12 und 41 die übrigen zmei Gelenke 23 und 
34 beniitzt. 
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Die Punktreihen Hl,%, auf den Poltangenten t13t24 sind projectivisch; 
0,,0,, sind entsprechende Punkte. Projicirt man beide Punktreihen von 
diesen Punkten aus, so erhalt man zwei projectivische Strahlenbüschel, die 
den Strahl O,, entsprechend gemein haben ; die Rüschel schneiden sieh 
also in einer Geraden. 

Man kann zeigen, dass diese Schnittlinie s durch den Schnittpunkt S 
der Diagonalen 1 2 ,  34 und 23,  41 des Kurbelviereckes geht und auf der 
Linie 013024 senkrecht steht. Denn ,  wenn man die Punktreihen II13LI,, 
durch Parallelstrahlenbtischel h13h,, senkrecht zu O I 3 o z 4  projicirt, so liegen 
diese in Involution, wie splter gezeigt werden 9011, und eu entsprechen die 
durch 013 und O,, gehenden Strahlen ho13h0,, doppelt einander. Da ihr 
Schnitt der Geraden s angehoren muss, so steht s zu OI30,, senkrecht. 

Projicirt man die Punktreihen Hl, und HZ4 auf L 1 3  und t,, auu 12 und 
34, so sind diese Buschel projectivisch; in den vier projectivischen Bfischeln: 

entsprechen cinander folgende Strahlen: 

01,024, 34024, 12013, 0240,3, 

OI334 ,  3 4 0 1 , ,  12O,,, op412. 

Projicirt man ebcnso die Punktreihen und Hz, auf tI3 und t,,t aus 
23 und 41, so entsprechen in den vier projectivischen Btischeln 

' 1 3  ('24) > 23 ( t 2 4 )  9 41 ('13) 1 '24 (t13) 
einander folgende Strahlen : 

0 1 , 2 3 ,  2 3 0 , , ,  410 ,4 ,  0,,41. 

Es entsprechen somit in den Büscheln Ol,(t2,) und 024(t13) den Strahlen 

die Strahlen : 

Somit entsprechen sich auch die Strahlen Ol,S und 0 , 4 S ,  da diese zu 
den frtiher genannten harmonisch liegen. Dcmnacli ist auch S ein Punkt 
der Geraden S. 

Diese Remerkung liefert eine einfache Construction des Tangential- 
poles IL2, aus IllI,, (Pig. 11).  Man verbinde II,3 mit OS4 bis m m  Schnitte SI 
mit der Linie s, die im Schnitte S der Diagonalen des Kurbelviereckes 
senkrecht auf 0130,, errichtet wird; dann liefert SI OI3 im Schnitte mit t,, 
den Punkt H,,. 

Sollen die Glieder 2 und 4 in  dem betreffenden Augenblicke keine 
Winkelbeschleunigung A,, gegen einander besitzen, so muss Ifg, im Unend- 
lichen liegen; den zugehorigen Tangentialpol HG der Glieder 1 und 3 be- 
kommt man,  wenn man OI3S2 11tP4 zieht und S, mit Oz, vcrbindet; im 
Schnitte von S20,,  mit t , ,  lie@ HE.  

Zcitscbrift f .  Xathematik u. Phyaik. 40. Jahrg 1895 .  5. IIeit. 19 
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290 Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. 

Auf domselben Wege findet man a;, wenn die Glieder 1 und 3 keiue 
relative Winkelbeschleunigung A I 3  besitzen sollen. Dio Punkte HG und 
BG liegen in einer Senkrechten auf 01, O Z 4 ,  namlich in dem Centralstrahl 
der oben erwahnten involutorischen Parallel- Strahlenblischcl hl, h,,. 

Die Punktc A1,4A2,3A324A41n in Figur 10 haben für das Kurbelviereck 
besondere Bedeutung. Wir  wollen sie in Figur  12 mit BI B,B,B4 bc- 
zeichnen; sie liegen auf jenen Gliedern, welche ihr Stellenzeiger angiebt. 
Diese Punkte B geben ein ausgezeichnetes Bild tiber die Verthcilung der 
gegenseitigen Winkelbeschleunigungsn der Glieder des Kurbelviereckes. Sie 
besitzen , wie in Artikel 3 gezeigt wurde , die barycentrischen Ausdrücke: 

A4s . Bi = 141 04, + 1'2 Olz  9 Al3  . B, = A l ,  . 01, + A23 - 0 3 3  

124 B3 = 1.23 023 + A34 , A31 B4 = AS4 . + A41 041. 

Ferner lassen sich leicht folgende Eigenschaften nachweisen: 
Es ist jederzeit 

B3 II B2H4 ' 1 3  OZ,. 

Dio Verbindungslinien Bi B, und B3 B, , eowie BI B4 und B,B3 schneiden 
sich auf den Diagonalen des Kurbelviereckes O1,0,, bezw. O,, O,,; die Aus- 
driicke dieser Schnittpunkte T und R sind namlich: 

Hieraus und aus oben stehenden Ausdrücken ergeben sich für die 
zwischen den vier Gliedern vorhandenen sechs verschiedenen Winkel- 
beschleunigungen i, folgende 15 Verhaltoisse: 

oi20,,: O,,B,: B,O1,= A,,: A I 2 :  A,,, 

OP3 : OS4 B3 : B3 = A42 : AZ3  : 

O,, : 04, B4 : B, os4 AI3 : A34 : , 
O,,, OIa : Oi2Bl : Bi 04, - A24 : A d l  : A I P i  

o , ~ R :  R O , , ~ ~ ~ , : - A , , ,  

O,, T : TOJ1 = Adl : - A g 3 ,  

B,B, : BPB4 2 113 : Az4. 

Dio Gcrnden B,B, und B,B4 fiir alle moglichen Beschleunigungs- 
zustande des IIurbelviereckes bilden zwei involutorische Parallel-Strahleu- 
btischel b13 und fi,,; denn fiir 

A,, = 0 fallt B2 nach 01,, B, nach O,, , 
A14=0 ,, BI n O,,, B, n 034; 

die Geraden b' der beiden Büschel entspechen also einander doppelt. Ebeuso 
entsprochcn sich jene Strahlen doppelt, welche durch O,, und O,,, sowie 
durch O,, und O I 3  gehen. 
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Die Parallelstrahlenbtischel b,, und bZ4 stehen mit den Parallelstrahlen- 
büscheln h13 und hqpi welche früher e raahnt  wurden, in der Beziehung, 
d m  blB ahnlich mit hI3, b,, Lhnlich mit h,, ist (vergl. Fig. 10). 

Die im  Endlichen gelegenen Doppelstrahlen der iihnlichen Strahlen- 
buschel sind b0,3h01, bezw. boz,hO,,. Schneidet man die vier Parallelstrahlen- 
büscliel h,,b, , ,  h,,b,, durch die Gerade O,, CI , ,  in vier Punktreihen und 
sind Pl, Q 1 3 ,  Pz4 QZ4 je zwei entsprcchende Punkte derselben, so ist  aus deln 
Dreiecke mnp:  

OI3 Pl, : O,, QI, COS (a + al) : COS N COS al 

Wahlt man Pl, in U4,, P2, in  OI3 und setzt 0,,0,, = a ,  so ist 

COS cl COS a, COS p cos f i ]  
O,, QI3 = a 

cos (01 + ul) ' 0 2 4  Q,, = a . 
cos (P+B,) '  

Die Parallelstrahlenbüschel ti,,b,, schncidon die Gerade 0,,0,, in zwei 
iuvolutorischen Punktreihen; sollen Q I 3  QZ4 R13 RZ4 entsprechende Punkt- 
paare dieser Involution sein, so muss die Bedingung erfüllt werden: 

Wihlt man R,,R, ,  dort ,  wo die durch 12 und 34 gehenderi Strahlen 
der involutorischen Strahlenbüschel b,,  b,, die Gerade O , ,  O,, treffen , so ist 

dazu kommt von oben: 

Diese drei Proportionen erfüllen aber die oben stehende Bedingung 
der  Involution und es sind somit Q,,Q,, doppelt entsprechende Punkto der- 
selben. Damit ist  aber bewiesen, dass O,, O,, doppelt entsprechende Punkte 
der Punktreihen P,,P,,  ~ i n d ,  und dass die Parallelstrahlenbüschel h,,h,, 
thatsachlich involutorisch sind. 

9. In  Figur 13 ist eine sechsgliedrige kinematische Kette dttrgestellt 
(W a tt'scher Mechanismus nach B u r m  e s t e r ) .  Es  sollen die Tangential- 
pole derselben bestimmt werden , wenn einer dersellien, z. B. I f i3 ,  gegeben ist. 

Der Tangentialpol H,, wird aus dem Knrbelviereck 1 2 3 4 nach 
vorigem Artikel bestimmt. 

Um Hd5 zu ermitteln, benützc man das Schema: 

das heisst, nach Artikel 5 a  wird folgendermassen construirt: 
19* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 Die Beschleunigungspole der kinematischen Kette. 

Man verbinde HZ4 mit 23, errichte i n  34 eine Senkrechte ttuf 0234 
bis zum Schnitte AZ,, mit joner Verbindungslinie, zieho 

34 A53, 1 345, AZs4 A514 1 34 O Z 5 ,  

dann ist Aj3,35 eine Linie h4,$ in welcher H,, liegt. 
Ferner liegt HG auch in der Poltangente t,,; diese wird entweder auf 

bekannte Weise durch Winkelütiertragung gewonnen oder oft zweckmissiger 
und linear durch Fallung dreier Senkrechten: 

m m 1  0,,0,,, m p  1 3 4 5 ,  m p 1 4 5 6 ,  

dann ist p ein Punkt  der Poltangente t,,. 
Kennt man R45 als Schnittpunkt der Linien h4, und t,,, so kann II, ,  

aus dem Kurbelviereck 3 4 5 6 nach der im vorigen Artikel beschriebenen 
Methode construirt werden (in Figur  13 nicht durchgeflihrt). 

Um den Tangentialpol H , ,  zu ermitteln, benütze man das Schema: 

A,4H,,H,, (Poldreiung) HS5 . . . hl, 

H , , ~ , f 1 4 ,  (Poldreiung) H45 . . . hllS ) "1,' 

Man ziehe also H,3A4,3 1 134 bis zum Schnitte mit 14, 3 4 ,  ferner 

H13 A",, 1 135, BQl3 A5,, 1 O,, O,, , 
so ist 35A5,, eine den Punkt  H15 tragende Gerade hl,. 

Endlich ziehe man 14A2,4 1 124 bis zum Schnitte mit 12 H,,,  

1 4 A 5 1 , 1  145, A 2 1 4 A 5 i 4 1  14OZ5, 
so ist H45A514 eine zweite durch H,, gehende Gerade VI,. Im Schnitte 
von hI5 und liegt A,,. 

I n  ahdicher  Weise werden die noch übrigen Tangentialpole bestimmt. 
Figur  14 stellt eine andere sechsgliedrige kinematische Kette ( S t e p  hen- 

s O n - bfechanismus nach B u r rn e s  t e r )  dar. Von den Tangentialpolen sei 
HZIi,, auf der Poltangente t2,  gegeben. Um hieraus irgend einen anderen 
Tangentialpol zu construiren, bediene man sich der in  Artikel 5 a )  und b) 
mitgetheilten Constructionen. Z. B. zur Bestimmung des Tangentialpoles II4, 
bentitze man das Schema: 

H 1 z H 2 4 a 4 1  (Poldreiung) HZ5 . . . h45 
H2,  H4, H65 H5z (Polvierung) . . . } r14s 

Man zieht also II,,A1,, 1 124  bis zum Schnitte mit 1 2 ,  14, sodann 

H24A524 1 245, Ale4A5,, 1 0,,015; 
dann ist 25A"4 eine Gerade h,, [Construction a)]. 

Ferner ziehe man 

a b 1  04,0,,, a c 1 2 4 5 ,  b c 1 4 5 6 ,  
d a m  ist die Verbindungslinie von c mit dem Schnitte d der Geraden 56, 
46 und 251/2, eine Gerade hf4,. I m  Schnitte von h,, und 1 ~ ' ~ ~  liegt der 
gesuchte Tangentialpol H45. 
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In analoger Weise werden die tibrigen Tangentialpole bestimmt. 
Pur die meisten kinematischen Ketten werden die oben erwahnten 

Constructionen a) und b) zur Bestimmung der Tangentialpole ausreichen. 
Eho interevsante Ausnahmo behsndelt der fo!gende Artikel. 

10. Um die Tangentialpole der in Figur 15 und 16 dargestellten acht- 
gliedrigen kinematischen Kette (Dreiupannmechanismus nach B u r  m e B t e r ,  
Interferenzkurbelkette nach R i t t  e r s  h a  us) zu bestimmen, wenn z. B. der 
Tangentialpol UIJ gegeben (und somit nach Artikel 8 auch H,, bekannt) 
ist, schlage man folgenden Weg ein. 

Zunachst ermittle man nach Artikel 5a aus den Tangentialpolen: 

worin, wie bisher, hm, eine Gerade bedeutet, in welcher der Tangential- 
pol IL, liegen muss. 

Nimmt man nun auf der Geraden h16 einen boliebigen Punkt k16 als 
Tangentialpol a n ,  so lasst sich der zugehorige Tangentialpol It,, in folgender 
Weise bestimmen. Es  ergiebt sich nach Artikel 5 a )  sus 

hl,  He, H,, (Poldreiung) H4G eine Gerade a4,6, 46 

und nach Artikel 5 b) aus 

hl, l l ,H, ,H, ,  (Polvierung) eine Gerade c ,  s i  

der Schnitt beider ist h,,. Durchlauft hl, alle Punkte der Geraden hlG, so 
beachreibt Iz,, ebenfalls eine Qerade hl , ,  welche durch den Schnittpunkt d 
der Geraden 15, 54 und 26, 64 gehen muss; denn,  füllt h,, mit 25 zu- 
ssmrnen, so fiillt a4,6 nach 26 und 3 nach d. Es ist also ah,, eine Gerade, 
nuf  welcher der Tangentialpol Hl, liegen muss. 

In analoger Weise kann man auri 

h ~ ,  H,, H3, (Poldreiung) il4, 1 eine Gernde h24 
~ Z T H ~ ,  f l4 ,  H,, (Polvierung) 

und aus 
h,, (Poldreiung) H,, 

eine Gerade h,, 
7236 HG, f147 IIvI,, (Polvieruug) 

bestimmen, auf welcher die Sangentialpole 4, bezw. IIz4 liegeii. Hierbei 
geht h,, durch den Schnitt e der Geraden 26, 6 4  und 37, 74, h3, durch den 
Schnitt f der Geraden 37, 7 4  und 15, 54. Bus den drei Geraden h,,h, ,h3,  
iiiid den gegebenen Tangentialpolen 12, 2 3 ,  Hl, kanu man uuu nach der 
in Artikel 5 c )  mitgetheilten einfachen Construction mit Hilfo der auf einer 
Geraden a4 liegenden Punkte A412A42,A",, die Tangentialpole H,,H,,II , ,  

finden. 
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Uebrigens kann jeder dieser Punkte auch für  sich ermittelt werden. 
Um z. B. Il,4 zu finden, suche man die Gerade hl, ,  wie oben, sodann in 
gleicher Weise aus 

h25 "51 '12 "45 1 eino Gerade h',,; 
4 5  H54 a46 "68 

im Schnitte von hl, und h',, liegt H,,. Hierbei ist h,, ein beliebiger Punkt 
der Geraden h,,. 

Um die Tangentialpole H,, A,, HT5 zu ermitteln , suche man xunachst 
drei durch sie gehende Gerade h,,h,,h,, (Fig. 16). Jede von ilinen, z. B. 
h,, wird nach derselben Methode zu bestimmen sein, wie früher hl,. Man 
nehme auf der Geraden hI6 einen beliebigen Ilunkt h16 als Tangentialpol 
a n ,  bestimme nach Artikel 5a) aus 

hl,l16,H,, (Poldreiung) IG1 eine Gerade a5,,, 15 

und nach Artikel 5b) aus 

h,, Ji,, II,, (Polvierung) eine Gerade c , S. 

Der Schnitt beider Geraden liefert den zu h,, gehorigen Tangential- 
pol h,,. Durchlaoft hl, alle Punkto der Geraden h,,, so bcschrcibt h5, 
ebtinfalls eine Gerade h5,-, welche durch den Schnitt d der Verbindungs- 
linien' 16, 26 und 45, 46 gehen muss; dcnn, fijllt der Tangentialpol h,, 
nach 26, BO liegt daselbst auch a5,, und s fkllt nach d. Es ist also d h ,  
die gesuchto Gerade h,,. 

I n  anderer Weise k h n t e  h5, nach dem Schema 

ermittelt werden. Analog finden wir die Gerade h,, au8 

und endlich die Gerade hV5 aus 

' '15 3 
h35 144 JI47 H73 

oder sus 
h17 'J73 ''31 "61} 

hïe. 
h17 "74 H46 r41 

Die Geraden h5,1~6,k75 liefern nun im Vereine mit  den rlrei gegebenen 
Tangentialpolen 45, 4 6 ,  47  nach der in Artikel 5d) beschriebenen Con- 
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struction die drei Tangentialpole H5, H,,H,5. Man k6nnte iibrigens jeden 
derselben auch auf indirectem Wege finden. 

So ist z. B. nach dem Schema 

II,, H,, Hgi (Poldreiung) H,, 

H,, H,, TIEI,, (Poldreiung) Hd5 
} "56 

vollstDndig bestimmt. 
Die Bestimmung der noch übrigen Tangentialpole TjZIii f lS5 ,  HS6, H16, 

H,,  , H,, , sowie II4, II,, B,, unterliegt jetzt keinen Schmierigkeiten mehr; 
die Construction bietet nichts Neues. F ü r  die sechs ersterwahnten Piinkto 
sind überdies schon sechs Gerade hF5hZ6 etc. bekannt, auf denen sie liegen. 

11. Mit Hilfe der in  Artikel 5 mitgetheilten und in den Artikeln 7-10 
auf kinematische Ketten angewendeten Constructionen lkisst sich nun,  wie 
bereits angedeutet wurde, die Aufgabe losen: D e n  R e s c h l e u n  i g u  n g s  - 
pol G P P  d e r  r e l a t i v e n  B e w e g u n g  i r g e n d  z w e i e r  G l i e d e r  p u n d  q 
e iner  x w a n g l i u f i g e n  k i n e m a t i s c h e n  K e t t e  z u  f i n d e n ,  w e n n  d e r  
I l e s c h l e u n i g u n g s p o l  Gr, i r g e n d  z w e i e r  a n d e r e n  G l i e d e r  r u n d  s 
gegeben  i s t  ( G e l e n k e  a u s g e n o m m e n ) .  

Man bestimme nkimlich den Drebpol Op,, ferner den Wendepol J,, und 
den Tangentialpol HP* in  der von mir angegebenen Woise; dann liegt der 
Beschleunignngspol G p y  irn Fusspunkte der Senkrechten von Op, auf J,  

Dio Bestimmung der Punkte J p q  und ElP,, kann vollig u n a b h h g i g  von 
einander erfolgen, was fiir die Controle und Genauigkeit der Construction auch 
zu empfehlen sein wird; der Winkel J p q O P Y H P q  muss dann ein rechter sein. 

Sollte die Ermittelung des Wendepoles J,, iimstandlich seiu, mie dies 
in wenigen Ausnahmefillen vielleicht eintrilft, so wird doch stets auf be- 
queme Weise eine Gerade Gy anzugeben sein, auf welcher J p p  liegen muss; 
dann ist J,,, aus O,, und Hpp leicht zu ermitteln. 

Analoges gi l t ,  wenn der Tangentialpol Hpq umstandliche Constructionen 
erfordert, was wohl aelten eintreten wird. 

Meistens sind sowohl J,,  und H p g  bequem direct zu construiren. 
Figur 17 zeigt eine sechsgliederige kinematische Kette, von welcher 

der Beschleunigungspol GIS der Glieder 1 und 3 gegeben k t ;  os wurden 
auf dem soeben beschriebenen Wege die Beschleunigungspole G,,, Gd5, 
G,l, G,, ermittelt und eingezeichnet. 
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XVI. 

Ueber die Anzahl der Kegelschnitte, welche durch 
Punkte, Tangenten und Normalen bestimmt sind. 

Von 

Dr. A. WIMAN, 
Docent un der Univcrsitit in Lund 

1. I n  den folgenden Entwickelungen beabsichtige ich darzulegen, dnss 
die Resultate, welche S t e i n e r *  bezüglich der obigen Aiifgabe gegelm 
hat ,  nur zurn Theil richtig sind. Doch sind die S t e i n  e r'schen Ergebnisse 
seither von Herrn S p  O r e r ** wieder abgeleitet. 

Nach S p o r  e r  bestimmt man nun die Anzahl Kegelschnitte, welche 
z11 a Punkten, b Tangenten und c Normalen, wo 

a+ b + c = 5 ,  

gehüren, in der folgenden Weise. Man betrachte dos System Kegelschnitte, 
welche durch a Punkte, b  Tangenten und nur  c  -1 Normalen bestirnmt 
sind. Es  sei schon bekannt, dass durch jeden Punkt  a Kegel~chnitte dieses 
Systems gehen, und dass jede Gerade von f i  Kegelschnitten berührt wird. 
Dann ergiebt sich unmittelbar der Satx, dass, wenn der Berührungspunkt 
einer Tangente T eines Kegelschnittes des Systems auf einer festen Ge- 
raden G l iegt,  so ist die Enveloppe der Tangente T eine Curve von der 
Klasse or + f i mit G als 8- facher Tangente. Hieraus wird nun die Falgerung 
gezogen, dass a + f i Kegelschnitte des durch a Punkte,  b Tangenten und 
c - 1 Normalen bestirnmten Systems eine neue Normale G besitzen. Dio 
Erledigung der F a l h  mit c Normalen wird somit auf diejenigen mit c - 1  
Normalen zurückgeführt, und man braucht von vornhcrein das Problem 
nur für  den Fal l ,  wo keine bestimmende Normalen auftreten, gel6st zu 
haben. 

Hinsichtlich dieser Methode bemerke ich, dass die uneigentlichen 
Lüsungen ,mit Vorsicht ausgeschieden werden sollen. Herr S p  o r e r scheint 
aber nicht bemerkt zu haben, dass in  den Fallen, wo drei oder mehr be- 
stimmende Normalen gegeben sind , immer uneigentliche Losungen auf- 

* Oesammelte Werke Ud. 2 S. 683. 
** Diese Zeit~chrift 1890 36. Jahrgang 9. 237. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. A. WIMAN. 297 
_ X - ^ - - ^ N I - W I ~ - - - ^ ^ ^ ^ _ ' _ . / . , . ^ ^ ^  _ _ 

treten. Als Beispiel nehme ich den durch zwei Punkte und drei Normalen 
beutimmten Pall. E s  ist einleuchtend, dass man hier die uneigentliche 
Losung von der Verbindungsgeraden der beiden Punkte und der unendlich 
fernen Geraden erhiilt. Ferner enthalt das System Kegelschnitte, welches 
durch einen Punkt und drei Normalen bestimmt ist,  a' uneigentliche 
Lkungen, welche aus der unendlich fernen Geraden und je einer Geraden 
durch den gegebenen Punkt  bestehen; diese Losungen gelten aber auch 
nocb, falls cine vierte bestimrnende Normale hinzukommt. Ebenso finden 
wir, dass ca2 uneigentliche Kegelschnitte fünf gegebene Geraden zn Nor- 
melen haben, namlich diejenigen , welche aus der unendlich fernen Geradcn 
und je einer beliebigen Geraden in der Ebene bestehen. Somit tritt  die 
Eigenthümlichkeit e in,  dass S t e i n e r  fiir die Fl l le  mit vier oder fUnf Nor- 
malen ausser den eigentlichen Losungen auch eine gewisse Anzahl uneigent- 
liche mitgenommen hat ,  da es doch deren unendlich viele giebt. 

Die besprochene Methode kann indessen leicht dahin modificirt werden, 
dess ihre Giltigkeit in allen Fiillen beibehalten wird. Von den or Kegel- 
schnitten eines Systema , welche durch einen u n e  nd  l i c h f e r  n e n Punkt 
gehen, rntigen y i n  der obigen Weise n o  t h  w e n d i g  zerfallen, so dass 
nur a - y e i g e n t l i c h  sind. Die Enveloppe von der Klasse lu + 6 der 
Tangenten der Systemkegelschnitte, welche auf einer festen Geraden G 
berühren, hat somit die unendlich ferne Gerade a18 y -fache Tangente, 
und man ersieht leicht. dass im Allgemeinen die bezligliche Enveloppe von 
der unendlich fernen Geraden weder in G noch in dem in Bezug auf die 
imaginiiren Kreispunkte conjugirten Punkt  beriihrt wird. D u r  c h d e n  
l e t z t e r w l h n t e n  P u n k t  g e h e n  s o m i t  

nndere T a n g e n t e n ,  w e l c h e  a l s o  e b e n  s o  v i e l e n  e i g e n t l i c h e n  
K o g e l s c h n i t t e n  a n g e h o r e n ,  w e l c h e  d i e  G e r a d e  G s e n k r e c h t  
durchschne iden .  

2. Die Anzahl Kegelschnitte, welche durch ftînf Punkte, vier Punkte 
und eine Tangente, drei Punkte und zwei Tangenten, zwei Punkte 
und drei Tangenten, einen Punkt  und vier Tangenten, flinf Tangenten 
bestimmt sind, werden bekanntlich durch die bezfiglichen Zahlen 1, 2 ,  4, 
4 ,  2,  1 angegeben. Dabei k6nnen hochut zwei der bevtirnmenden Punkte 
unendlich entfernt liegen. Man erhalt so unmittelbar die Anzahl Kegel- 
schnitte, welche eine Gerade senkrecht durchschneiden, wenn sie übrigens 
durch vier Punkte, drei Punkte und eine Tangente, zwei Punkte und zwei 
Tangenten, einen Punkt und drei Tangenten, vier Tangenten bestimmt 
sind , nBmlich 3 ,  6,  8,  6, 3 ,  wobei cin bestimrnender Punkt in unendlichcr 
Entfernung liegen darf. Weiter finden wir fur zwei Normalen und drei 
Punkte, zwei Punkte und eine Tangente, einen Punkt und zwei Tangcnten, 
drei Tangenten die zugehorigen Zahlen 9,  14, 14, 9. 
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Um die Anzahl Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte Pl, P, gehen 
und drei Gerade NI, N2, N, zu Normalen haben, zu finden, gehen wir 
zu den vier Zahlen zurtick, welche aussagen, wic viele Kegelschnitte durch 
I , ,  P, und die unendlich fernen Punkte NT, N,", N," gehen, bez. durch 
Pl, P,, NT,  gehen und N, beriihren, bez. durch Pl, P, ,  N," gehen und 
N2,  N, berühren, bez. durch Pl, Pz gehen und H l ,  N,,  N, berühren. Wir 
erhalten ftir die eigentlichen Losungen die Zahlen O ,  2 ,  4 ,  4. Dann suchen 
wir die Anzahl Kegelschnitte, welche N, senkrecht durchschneiden, durch 
Pl, P, gehen und entweder durch N:,  NF gehen, oder durch N," gehen und 

N, berühren, oder endlich Nl und N ,  berbhren ; wir finden 2 ,  6 ,  8. Nun 
bestimmen wir die Anzahl Kegelschnitte, welche N, und N, zu Normalen 
haben, durch Pl und Pg gehen und entweder durch il;" gehen oder N, 
berühren, und zwar erhalten wir 8,  14. Die Anzahl Kegelschnitte, welche 
durch P l ,  Pz gehen und NI, N2, N, zu Normalen haben, ist somit 

8 + 14 = 22. 

Das Bildungsgesetz ist evident: 

O 2 4 4  
2 6 8  

8 14 
22. 

Um die Anzahl Kegelschnitte zu hestimmen, welche durch einen 
Punkt  Pl gehen, eine Gerade Tl beruhren und drei Normalen NI, N2, N, 
besitzen, suchen wir in  derselben Weise zuerst die Anzahl Kegelschnitte, 
welche durch Pl gehen, T, beruhren und sich zu NI, Nz, A\ wie iui 
vorhergehenden Falle verhalten; wir erkennen als Ausgangszahlen 0 ,  4, 
4,  2 und bilden hieraus in gewohnter Weise: 

O 4 4 2  
4 8 6  

12 1 4  

26. 

26 Kegelschnitte besitzen somit die verlangte Eigenschaft. 
Nun suchen wir die Anzahl Regelschnitle, welche zwei Gerade be- 

rlihren und drei Gerade zu Normalen haben. Wir  gehen wie in den vor- 
hergehenden FLillen zu den vier Ausgangszahlen 0, 4, 2, 1 zurück und 
bilden daraus : O 4 2 1  

4 6 3  
10 9 

19. 

Die Zahl der Losungen ist somit 19. 
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Es stellt sich so die Frage auf, wie viele Kcgolschnitte durch einen 
Punkt Pl gehen und vier Gerade NI, N,, AT3, N, zu Normalen haben. 
Hier miisscn wir ftinf Ausgangsznhlen suchen, wo die Ni und ihre unend- 
lich fernen Punkte die analoge Rolle wie in den schon erorterten FaIlen 
spielen. Wir erhalten leicht für dieve Zahlen O ,  0, 4, 4, 2 und bilden 
daraus : 0 0 4 4 2  

Also ist die gesuchte Anzahl 42. 
Ebenso bestimmen wir die Anzahl Kegelschnitte, welche eine Gerado 2; 

berlihren und vier Gerade ATl, N,, N,, N, zu Normalen haben. Diese 
Zahl ist 33 und wird in der folgenden Weise gebildet: 

Es eriibrigt noch die Anzahl Kegelschnitte zu  bestimmen, welche flinf 
gegebene Gerado NI, N,, N,,  N,, N5 zu Normalon habon. A m  den 
sechs Zahlen O ,  0,  0, 4 ,  2 ,  1 erhalten wir: 

Zu ftinf gegebenen Normalen hat man somit 51 Kegelschnitte. 
Für die Losungen in den hier erorterten FaIlen mit 3, 4, 5 Normolen 

hatte S t e i n e r  die Zahlen 

23, 28, 23, 51, 51, 102 
gegeben. 

Bezeichnen wir die Anzahl endlicher Punkte mit Pl unendlicher Punkte 
mit Pl Tangenten mit T und Normale11 mit NI so ergiebt sich uns 
ftir die durch die bezüglichen Bedingungen bestimmten Kegelschnitte die 
Anzalil L der Losungen durch folgendes Schema: 
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Kr.1 P P m  T N I  L 

Doch kann in den Fallen 1, 3 ,  5, 7 ein gegebener Punkt P in un- 
endlicher Entfernung liegen. Das Bildungsgesetz m6chte ich noch einmnl 
hervorheben : 

D i e  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d i i r c h  a e n d l i c h e  
u n d  a, u n e n d l i c h e  P u n k t e  g e h e n ,  b G e r a d e  ber l ih ren  
u n d  c G e r a d e  z u  N o r m a l e n  h a b e n ,  w o  

a + a , + b + c = 5 ,  

i s t  g l e i c h  d e r  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d u r c h  a 
e n d l i c h e  u n d  a l  + 1 u n e n d l i c h e  P u n k t e  g e h e n ,  b G e r a d e  
b e r t i h r e n  u n d  C - 1  G e r a d e  z u  N o r m a l e n  h a b e n ,  z u -  
s a m m e n g e n o m m e n  m i t  d e r  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e ,  welche 
d u r c h  a e n d l i c h e  u n d  a, u n e n d l i c h e  P u n k t e  g e h e n ,  
b + l  G e r s d e  b e r t i h r e n  u n d  c - 1  G e r a d e  z u  N o r m a l e u  
h a b e n .  

3. Das Kegelschnittsystem bestehe nun aus P a r a  b e l n ,  das heisst, 
dio unendlich ferne Gerade sei gemeinsame Tangente. Das System sei von 
der Beschaffenheit, dass cr Parabeln durch einen beliebigen Punkt P gehen 
und eine beliebige Gerade G bertihren. Es sol1 die Anxahl Parabeln 
bestimmt werden, welche die beliebige Gerade G senkrecht durchschneiden. 
Die Enveloppe einer Tangente eines Kegelschnitts des Systems, deren Be- 
rlihrungspuukt auf der Geraden G l iegt ,  ist natürlich auch hier von der 
Klasse a + mit G als 0 - faüher Tangente. 

Wir  nehmen a n ,  dass durch den unendlich fernen Punkt  Gm der Ge- 
raden G a l  eigentliche Parabeln nebst einer Zahl zerfallender Kegelschnitte 
gehen. Von Gm gehen an die erwahnte Enveloppo G als /3-fache Tangente 
und die unendlich ferne Gerade als a-fache Tangente. Man ersieht aber 
leicht, dass die Enveloppe in G" in a, Zweigen berilhrt wird, cntsprechend 

1  
2 
3  
4 
5 
6 
7 

Nr.1 P P m I  I .  N I L  

15  
16 
17 
18 
19 
2 0  
2 1  
22 
23 
2 4  
25 
26 
27 

8 .  3  
9 

11 1 2 .  

1 3  1 1  

4 
2 
3 
1 

. 
1  

1 l . 2  
. I l  2 
. . 1 3  
2 1 . .  
1 1  
. ( 2  . 
1  1  
1 1  
1 . 2  

3  
1 2  
1 6  

4 

. . l  
2  . i ~ ; t  

1 
. 
. 
. 

. ~ l  
2 1  

2 
3 

3 
3  

3  

4 
4 
5 

. .  
1 1 .  
q 1  

* ! . 

1  
2 .  2  

2 ~ 2  
3 

8 
22  

3 1 6  
4 

26 
3 1 1  

1 9  
4 4 2  

16 
33 
51 

1 1 

1 8  
4 

6  
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den cl, genannten Parabeln, so dass für einen anderen Punkt auf der 
unendlich fernen Geraden diese Gerade nur  als ( a -  a,)-bche Tangente 
auftritt und somit a, + andere Tangenten dor Enveloppe davon nusgaheu. 
Die Zahl der Parabeln, welche die Gerade G zur Normalen haben, ist 
nomit q +,6 und auf diesslbe Weise zusammengesetzt, wie im Felle eines 
allgemeinen Regelschnittsystemes. 

Wir erhalten nun leicht in  Bezug auf die Losungen der Parabeln, 
welche durch Punkte Pl Achsenrichtung Pm, Tangenten T und Normalen N 
bestimmt sind, da8 folgende Schema: - 

Nr. 1 - 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
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XXIII. Znr Transformation eines Systemes l inearer  partieller 
Differentialgleichnngen. 

Bezeichnen wir zur Abktirzung: 

wo die Grossen a,, a,, . . . a,, b,  . . . b, Functionen von x,, s,,. . .x, sind, 
so sei zur Integration das System von m-linearen partiellen Differential- 
gleichungen gegeben : 

A(2) = O ,  B ( E )  = O , .  . . M ( B )  = O. 
Sind nun 

die n - 1 verschiedenen Losungen der Gleichung B(e)  = O ,  so lassen sich 
die übrigon Differentialgleichungen durch Einführung der Grfissen 

B i ,  B z - - - B n - i  

ale unabhangige Variable fur die Grossen x , ,  x, , . . . x, -1 transformiren. 
Da die n -1 B -  Liisungen von B (z) = O sind, so wird jede beliebige Function 
derselben eine L6sung von 13 (8) sein, z. B. 0 (BI, &, . . . p,-i). Es besteht 
nun die Aufgabe, diejenigo Function 0 zu finden, welche die Gleichungen 

A(f i )=O,  C ( a ) = O  ... N ( a ) = O  

zugleich befriedigt. Betrachten wir der Einfachheit wegen nur die erste 
Gleichung A(#) = 0, und führcn wir darin die Function 0 ein, so gebt 
dieselbe Uber in 
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Führt man in A ( & ) ,  . . . A ftir die x,, . . . x,-1 die Variabeln 
P l . .  . Bn-l vermittelst der Gleichuugen 1) ein, so erhalten wir eine 
Differentialgleichq mit den Variabeln &, P,. . . ,8n-i, s,. Unter beson- 
deren Bedingungen fjllt die Variable an bei dieser Transformatiou heraus. 
So fdllt sie heraus, wenn A ( z )  = O und B ( z )  = 0 ein Jacobi 'sches Systern 
bilden , das heisst, AB(a)  - B A @ )  = O 

eine Identitst ist. Ferner f?illt die Variable zn heraus, wenn A(#)  = O 
und B(B)  = O ein vollst%ndiges System bilden, das heisst, wenn 

AB(#)  - B A ( z )  = O 

wird vermoge der Gleichungen A(z) = O und B(z) =. O. Es ist nun noch 
der FaIl mtiglich, dass x,, oder eine Function von xn,  als Factor i n  

A(Bd AiBJ. A@n-3 
auftritt. Alsdann würde die Differentialgleichung 2) nach Division ihrer 
beiden Seiten durch a n ,  oder die betreffende Function von x n ,  ebenfalh 
von x, frei sein, und man kiatte dann eine Differentialgleichung m i t  
n - 1 Variabeln erhalten. Dieser Fa11 soll hier  genau untersucht werden. 

1st p irgend eines aus der  Reihe Pl .  .. & - l ,  so is t  

a P al3 ô P A ( P ) = a  - + a  - + . - . + a , - - =  t ( x l ,  x ,... x , ) ,  lac, = a l c ,  asn 

wenn wir fiir /3 die betreffende Function aus dem Systeme 1) einsetzen. 
Drücken wir jetzt die x, ,  s, . . . Xn- 1 vermittelst des Systems 1) als Functionen 
von Pl, pz , . . . Pn -l , xn a m ,  und setzen wir diese erhaltenen Functionen 
fur X ,  . . . xn-1 ein, so m6ge Z (x,, X, . . . x,) tibergehen in 

@((BI, A . . - B n - 1 ,  ~ n ) .  

Dicse Function 71 soll nun die Form haben: 

g(xn)(~(Bi, Pei. - . B n - i ) ,  

wo g ( x n )  eine bestimmte Function von x, ,  und cp eine solche von /3,,. . . p n - i  

ist. Setzen wir in g (s,) (pl, p2, . . . @,- 1) fü r  die B dic botreffenden 
Functionen g des Systems l),  so wird die Gleichung 

1(x19 x 2 -  - - X n - i r  xn) = g ( z n ) ( ~ [ g ~ i  S n i . . . S n - i ]  

eine Identitat. Hierbei ist  zu beachten, dass g , ,  9 2 , .  . . S n - 1  Functionon 
von x , ,  X*, . . . 2 , - 1 ,  x, sind. Diffewntiiren wir diese Identitat nach 

, x2 , . . . xn -1 ,  so erhalten wir: 
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a . . . . .  

Multipliciren wir jetzt 

agi aP -+- >+ ...+--- -- 

a ~ ,  as, a ~ ,  agn-I  " az l  

der Reihe nach die Gleichungen mit 

und addiren wir diese Gleichungen, so erhalten wir: 

a p n - l a g ,  a X i  aa (pn - 'ag ,  asi a ' ~  z a g n - l  a.,, 
\ = g ( ~ ~ ) [ a ~ ;  glaz1  G+,~G +..  .+- agn- l IZ1  -- az i  - a%,  , 

Dib rechte Seite dieser Gleichung i?t Nul l ,  da siimmtliche 

Nul1 sind. Setzen wir namlich in irgend einer Gleichung des Sy~temes l), 
Z. B. p = g(x,, x2, . . . z.), ftir die x,, x,, . . . x,,.. die au8 1) gewonnenen 
Ausdrticke ein, so wird p = g (x, ,  x,, . . . x,) eine Identitiit, Es sollen uun 

p l ,  pz, . . . xn unabhtingige Variable sein, mithin muss, wenn wir 
nach x, diese Identitat differentiiren, die 

Es ist also 

Denken wir uns jetzt in l (x , ,  x,, . .. 

Gleichung bestehen : 

2,) für  àie x,, x, .. .T,-, die be- 

treffenden Functionen von f i , ,  fi,, . . . Pn-l, x, eingesetzt und alsdann nach 
Zn differentiirt, so erhalten wir: 

a a al a ~ , , - ~  . . .+ -  - 
al; ,  

wo (:Li) bededoutet, dasa die x,, o,, ...x.-~ als Functianen von 

Pi1 P % i . . . B n - i  

und xn angesehen werden sollen. Die rechte Seite der letzten Gleichung 
ist bis au€ das erste Glied Kull ,  und dementsprechend ist: 
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das heisst , durch die Substitutionen der Functionen von a, Be,  . . . pli-1, Zn 

fiir x,, x,. . . z,-1 wird kein neues x, eingeführt. Dieses Resultat liisst 

sich durch folgenden Satz ausdrllcken: 
,Substituirt man in dem Ausdrucke (x,, x,, ... x,) für die x,, x, .. . xn-1 

die sich ails dem System 
Pl = si (xi i . . -4, 

ergebenden Functionen von BI, p,, . . . / ln-il  x n ,  so wird durch diese Sub- 
stitution kein neues x ,  eingeführt, das heisst, es ist 

M i t  Hilfe dieses Satzes lassen sich Schlüsse über die Form von 
1 (x,, x, , . . . x,) ziehen , wenn nach der Transformation dieser Ausdruük in 
ein Product zerrallen soll, dessen einer Factor eine Function von x, und 
dessen anderer Factor eine Function von p , ,  p2, .  . . pn-i kt. 

wo die g die Functionen des Systemes 1) sind, BO wird nach Sub- 
stitution der betreffenden Ausdrücke fiir die x,, . . . en-) der Aus- 

druck I übergehen in g(x.)+ (Pl, Be, , . . Pn - 1). I n  diesem Falle 
braucht man für die g nur die betreffenden zu setzen, um den 
transformirten Ausdruck zu erhalten. 

2. Soll l(x, . . . x,) in das betreffende Product zerfallen, so darf der 
andere Factor kein xn enthalten. Es muss also Z in der Form 
sich darstellen lassen : 

Wenn wir namlioh fur x, , x,, . . . xn -1 die betreffenden Functionen 
von pl ,  . . . P,-i, xn einfihren, so wird nach dem vorhergehenden 
Satz kein neues xn eingeftihrt. Es  wird daun (xi, xZ. . . x,- 1) 

übergehen in 9 (P l ,  P, ,  . . . P, -1). Enthielte nun (x,, . - . x.-,) 
un explicit,, so würde auch rp (Pl ,  B e ,  . . . / ln - i) dieses X ,  explioit 
cnthalten. Dies widerspricht unserer Annahma, also muss 1 schon 
vor der Transformation in das Product g (x,,) .iCi (xl , .  . . x, -1) zer- 
fallen, wo ~ ( z ,  . . . x,-~) kein x, explicit enthalt. 

3. Soll 1 (x, . . . x,) nicht in ein IJrodui:t üerfallen, und ist der erste Fa11 
ausgeschlossen, so n i rd  nach der Transformation kein X. oder 
keine Function von x, als Factor sich absondern lassen, da ja 
durch die Transformation kein neues x, eingeführt wird. 

Zcitucùrift f. Mathomat& u Physik. 40. Jahrg. 1895. 5. I lcft .  2 0 
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Dieses Ergebniss lfisst sich durch folgenden Satz wiedergeben: 
.Ist der Ausdruck 

gegeben, wo die a Functionen von x,, x, . . . X ,  sind und wo 

f i  = g ( x 1 > . .  . ~ n )  

einc Gleichung des Systemes 

ist , sollen die xl . . . xn-1 durch Functionen von p l ,  & .  . . & - i  , xn er- 
setzt werdcn, welche sich aus dem gegebenen System ergeben, und sol1 
A @ )  die Porm 

g(xn)(~CPlI  P a  - . Pn-11 
annehmen, so ist dies nur moglich, wenn l ( x ,  . . . x,) schon die Form 

ist,  wo g,, g,. . . gn-l die Functionen des gegebenen Systemes sindau 

Aus der Form, in welcher l(xl, X ,  . . . x,) sich darstellen lasst, er- 
sehen mir,  dass stets diejenige Variable x  als unalhangige neben den 
p i , .  . . /3n-i genommcn wcrden muss, welche selbst oder deren Function 
als Factor in dem Ausdruck Z(X, . . . x,) auftritt. 1st nun 

so geht die Differentialgleichung 2) nach Division ihrer bejdcn Seitcn durch 
g(x,) tiber in:  

Es ist also die gegebene Differentialgleichung A ( G )  = 0 vermittelst 
der ta-1 Losungcn der gcgebcnen Differentialgleichung B(a) = O  über- 
geflthrt in  eine Differentialgleichung mit n - 1 unabhiingigen Variablen, 
ohne dass beide Gleichungen ein Jacobi ' sches  oder ein vollsttindiges 
System bilden. Daflir tritt  die Bedingung ein, dass die m- 1 Ausdrücke 
A ( p )  einen gcmeinsamen Factor g  (z,,) heben. Das,  was wir bei A(B) = 0 
vorausgesetzt haben, konnen mir auch bei den tibrigen m - 2 Differential- 
gleichungen C ( , z ) = O ,  D ( I )  = O , . .  . N ( z ) = O  

annehmen. Alsdann gelnngen wir zu dem Satz: 

.Ist ein System aus m-linearen partiellen Differentialgleichungen ge- 
geben von der Form: 
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a z a z a z 
M ( z ) = m - + n a  - + . . .  + m n - - = O  ax, ax, a xn 

und sind die n - 1 verschiedenen Losungen von B(z)  = O bekannt, so 
lassen sich die übrigan Differentialgleichungon in solche mit n - 1 Variabeln 
tramformiren, ohne dass die Differentialgleichungen mit B ( 2 )  .= 0 die 
Jaco  bi'sche Bedingung erflillen, sobald die 

( 1 )  A n -  C(BJ.. - C ( P ~ - I ) ,  .- . z ( B i ) ,  M(Pn-1) 
die Formen annehmen: 

Hierbei ist zu beachten, dass die Functionen g fur dio Systeme 

A ,  c, D l , .  . M 

und deren Argumente verschieden sein konnen, wir werden stets folgendes 
System von Differentialgleichungen mit n- 1 Variabeln erhalten: 

Wollen wir mit diesem Systeme 3) dieselbe Transformation vornehrnen, 
und sol1 das Systcm kein J a c o b i ' s c h e s  oder vollsthdigcs sein, so mussen 

A'(@)J !I1(@)J . M ' ( @ )  
bestimmte Formen annehtnen. Es seien die n - 2 verschiedenen Losungen von 
C ( @ )  = O bekannt: ' 

8'1 = g'l(P1. . .  Bn-11, 

4) , B 1 s = ~ ' % ( P i . - . B n - i ) ,  . . . . . . . .  
. Bi-i=g'n-a(Pi . B n - 1 ) .  

Es lassen sich aus diesem Systeme n-2 B als Functionen der 

/3'i.  . .P'n-n und Pn-i 
ausdrücken. Alsdann geht A'(@) über in: 

20 = 
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wo die A'(p') Functionen von 

P'l! a m .  P 'n -2 ,  P n - 1  

sind. Sol1 nun die Differentialgleichung nur r, - 2 Variable enthalten, und 
sol1 die J a c o b i ' s c h e  Bedingung nicht erfIillt werden, so muss P,-i, oder 
eine Punction von fin-, in  jedem Ar(@') alu Factor auftreten, das heisst, 
es mus3 A'(P') von der Form 

g'(Pn-il v ' ( P ' ~  . P'n-2) 
scin. Hierdurch geht die Differentialgleichung Ubor i n :  

Es lasst sich nun zeigen, dass n'(P1) proportional A($)  ist. Nach 
unserer Aiinahme iut n a d i c h :  

Multipliciren wir jetzt der Reihe nach die Gleichnngen mit 

und addiren sie, so erhalten wir: 

Die Ausdrückc inncrhalb dor Klammern auf der linkcn Seite sind 
die partiellen Differentialquotienten der P' nach Z, wenn wir uns die $ als 
Functionen von x,, x,, . . . x, ausgedrüekt denken. Gemtiss unserer Be- 
zeichnungsweise wird dann die linke Seite A(Prl ) .  Der Ausdruck inner- 
halb der Klammer auf der rechten Seite iut nach unserer Bezeichnungs- 
weise A'(P',). 
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mir  haben also erhalten: 

A(B'J = g(4A'(B'i ) .  
Dasselbe lasst sich auch für die anderen 8' nachweisen, ao dass all- 

gemein A (8'1 = (2,) A'(P') 

ist. Diese Gleichung wird zu einer Identitit ,  wenn auf der rechten Scite 
für die 8 die Functionen von z, ... xn  aus dem Systeme 1) eingeführt werden. 
Sol1 jetzt A'(?') in das Product zerfallen 

Fiihren wir für die f i ' , ,  P P z .  . .  $n-z die pi . . .  vermittelst des 
Systernes 4) ein, so wird in Polge des vorhin bewiesenen Satzes 

A (f i ' )  = g ( x n ) g ' ( P m - i )  vf(Pl 3 Ba . P n - 2 ) .  

Diese Gleichung wird zu einer Identitët, wenn rechts die j3,. .. B n - ,  
diirch die Functionen von z, . . .  x ,  ersetzt werden. Damit die angesagte 
Transformat,ion moglich i s t ,  miissen folgende Gleiohungen bestehen: 

A (Pll) = 9 ( x n ) g l ( g n - 1 )  <p., ( P l ,  P ' 2  . . P ' n - 8 )  
. . . . . . . . . . . . . . .  

A ( p r n - 8 )  = 9 ( x n ) g r ( g n  -1) <pFn-2  (P ' i  r P ' z  . m .  p'n-2) 

. . . . . . . . . . . . . . .  
D ( 8 ' 1 )  = g d  ( x n )  g'ri ( g n -  i) Y' ,  , c i  ( P l i  . . - P'n- 2 )  

. . . . . . . . . . . . . . .  
n ( p ' n - 2 )  = g<i ( ~ n ) g ' r i ( g n - i ) ~ ' n - 2 , r i ( P ' i  - mB'n-2) 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
J f ( p P n )  = g m  (xn)g'rn ( 9 , - 1 )  ~ ' 1 ,  rn (S'i - . - ?'n - 2 )  

. . . . . . . . . . . . . . . .  
M(p',fi-,) = grn ( x n ) g ' m ( g n - i ) < p f n - 2 ,  n i (Br i  - . P ' n - 9 ) )  

wo gn-1 die betreffende Function des Systemes ist. 
Nan kann nun die Transformation des Systemes mit m - 2 Gleichungeu 

weiter führen, wenn man die n - 3 verschiedenen Losungen der Gleichung 

zu Iiilfe nimmt. Es  ist ohne Weiteres ersichtlich, dass die bci den 

A@') ,  C(0')  3 DV') . . - 
auftretendeu Factoren bei den spateren sich stets wiederholen. 

Man ktinnte nun die Frage aufwerfen, ob es solche Coefficienten a 
gielit, dass A(j3) die verlangte Porm 

g ( z n ) ~  ( 8 1 9  B n ,  . 8 1 i - 1 )  

annimrnt. Es lassen sich stets .n - 1 a so bestimmen, dass die A(p)  die 
verlangte Form erhalten, man muss sich hierbei nuï erinnern, dass die P 
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die n - 1 verschiedenen Losungen einer partiellen Differciitialgleichung 
sind, und mithin ihre Functional-Determinente niemals Nul1 sein kann. 

Die Methode, die Losungen ciner Differentialgleichung zur Trans. 
formation anderer zu benutzen, in der von uns angenommenen Forrn, finden 
wir schon bei B O O l e  ( M a n  s i  on :  Partielle Differentialgleichungen). B o o l e  
setzt hier ein vollstandiges System voraus, um eine Variable bei der Trans. 
formation herausfallen lassen zu konnen. Es geschieht dies durch die 
J a c o  bi'sche Bedingung: A B ( z )  -  BA(^, = 0,  

welche identisch erftillt werden kann, oder vermoge der Gleichungen 
A (a) = 0 und B (2) befriedigt wird. 1st nun f l  eine Losung von B(a) = 0, 
so muss vermoge dieser Bedingung A(!)  auch eine L6sung von B(a) = O 
sein. E s  ist namlich A[B(P)I =BP(P) I ,  .R(P) = 0 ,  

also ist B[A(P)]  = 0, das heisst, A ( @ )  ist  eine Losung von B(a) = O. Diese 
Redingiing fallt bei der von uns bsschriebenen Methode for t ,  und wird 
ersetzt durch die Bedingung, dass eine Variable oder eine Function von 
ihr bei der Transformation sich absondorn lssst,  so dass die A @ )  die Form 

g (zn) P (Bi - . . Bn-1) 

annehmen. Die Jacobi ' sche  Bedingung wird aber auch in unserem Fall 
erfüllt, das heisst, das System wird ein vollstindigcs, wenn g(xn)  sich auf 

1 oder auf eine Constante reducirt. Um dies zu zeigen, stellen wir uiis 

die Aufgabe, BA(P) zu berechnen, wenn 

ist. E s  ist  

Bilden wir nun die Differentialgleichung B A  ( p )  = 0, so erhalten wir: 

Ordnen wir jetzt auf andere Weise, so erhalten wir: 
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Da die pl, & . . . ,&-1 Losungen von B ( B )  = O sind, so sind die Bus- 
driicke in den Klammeru Null, und es wird 

Soll jetzt dic J a c o  bi'sche Bedingung erfüllt werden, also A (P) eine 
Losiing von B(x) = O sein, so muss 

8 g sein. Dies ist  nur moglich, wenn - = O ist , was bedeutet , dass g eine 
a X, 

Constante sein muss, dcnn g iat nur  eine Function von z,. In  jedem an- 
deren Falle tritt  bei der Transformation x,  auf. Wir  haben hier beilkufig 
bewiesen, dass, wenn in einem vollstllndigen S y ~ t e m e  linearer partieller 
Differentialgleichuugen die verschiedenen Losungen der einen von ihnen zur 
Transformation benutzt werden, das System auf ein solches mit n-1Variabeln 
sich reducirt. Wir sind also zu folgendem wichtigen Resultat gelangt: 

,Ist  ein System von m-linearen partiellen Differentialgleichungeii 
mit n-unabhiiugigen Variablen gegeben, deren zweites Glied Null 
ist, so lzsst sich dieses System unter Benutzung der n - 1 ver- 
schiedenen Losung einer diesem System angehorenden Differential- 
gleichung in ein System von m - 1 Gleichungen mit n - 1 Variabeln 
transformiren, ohne dass die J a c O b i 'fiche Bedingung 

AB(.#) - AB(a) = O 
erftillt wird, wenn bei der Transformation eine Variable oder eine 
Function von ihr  als Factor heraustritt. Reducirt sich diese 
Function auf eine Constante, so ist  das System ein vollstXndiges, 
und die J a  c O b i'sche Bedingung wird erftillt.u 

Diese Transformation lasst sich auf das neu erhaltene System von 
m - 1  Gleichungen atiwenden. Es  fallt die eine Variable heraus, sobald 
diese oder eine Function von ihr als Factor auftritt, oder wenn die 
Gleichungen ein vollstandiges System bilden. Soll ein System von 

m(m - 1)  
m - Gleichuugen ein vollstandiges sein, so sind 2 

Bedingungen zu er- 

füllen. Erftillen in dem gegebenen System von m- Gleichungen nur 
k (k - 1 )  

k-Gleichungen die --- 
2 

Bedingungen eines vollstindigen Systemes , so 

bleiben m i m - 1 )  k ( k - 1 )  -- 
2 2 

Bedingungen unerftillt. Diese werden ersetzl durch die Bedingung des Ab- 
sonderns. In  diesem Palle hat das System der m partiellen Differential- 
gleichungen eine gemeinsame Losung, obgleich es kein vollstiiudiges k t ,  
was nach Friiherem nicht der Fa11 zu sein schicn. 

S t e t t i n ,  Januar 1896. Dr. ERNST SCHULTZ. 
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XXIV. Der dem Pythagoriachen Lehrsatz entsprechende 
Satz der  Sphar ik .  

Der Satz lautet: 

, Verliingert man bei einem rechtwinkligen Kugeldreiecke, von dessen 
Seiten keine ein Quadrant oder grtisser als ein Quadrant is t ,  die Seiten bis 
zum Durchschnitte mit den Seiten des reciproken Dreiecks, SC entsteht über 

jeder Seite eiu durch sie, die Verlangermgen der anstossenden und die 
ihr entsprechende Seite des reciproken Dreiecks gebildetcs Viereck. Von 
dieseu Vierecken ist dasjenige über der Hypotenuse der Summe derer liber 

den Katheten gleich.' 

(Entsprechende Seiten 
zweier reciproker Dreiecke 
Sind diejenigen, die zu der- 
selben Hohenlinie gehoren; 
bezeichnet man als Hohen- 
linien diejenigen Hauptkreise, 
die durch die Ecken eines 
Dreiecks senkrecht zu den 

gegentiber liegenden Seiten 
gezogen sind, so sind, wie 
leicht zu ersehen, die Hohen- 
linien eines Dreiecks gleich- 
zeitig die seines reciproken.) 

R e w e i  S. I m  Dreiecke 
A B C  sei C ein Rechter, 

dann ist im reciproken Dreiecke, A, BI Cl, die Seite A,  B, ein Quadrant. 
Durch Verlangerung der Seiten von ABC entsteht über AB das 

Viereck A B B I A l ,  über C B  das Viercck C B P G ,  und über A C  endlicii 
das Viereck ACED.  

C ist der Pol von A , B l ,  also ist A, CB, ein Oktant,  dessen Inlialt 
gleich w ,  somit 

1) A I B , B A  + A A B C =  m. 

Drücken wir die Winkel BAC und A B C  nach Rechten aus, so dass 

sa ist ,  weil A der Pol von E G ,  B der von DE, 

A F A G  = a .  w ,  d. h. F B C G  + A A B C =  ci. w; 
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Nun ist der spharische Excess des Dreiecks ABC gleich 

A A B c = ( a + , s - l ) m  

uud durch Subtraction dieser Gleichung von a): 

2) F B C G  + D A C E  + A A B C =  W. 

Aus 1 )  und 2) folgt: 

A , B , B A  = F B C G  + D A C E .  

Iirouz nach. Dr. A u a u s ~  WILHELM VELTEN. 

XXV. Die Schraubenfllchen constanter mittlerer Krtimmung, 

Verleilit man jedem Punkt  einer in der [zs] -Ebene gelegenen Curve 
a = f (x)  eine schrnubenftrmige Bewegung um die .e -Achse , so ergeben 
sich die Coordinaten der so erzeugten Schraubenflache in  folgender Form 
als Functionen zweier Veranderlichen : 

Die Curven v = crinstalzs gebon die Schrnubenlinien auf der Flacbe, 
die Curven u = constalzs sind Verticalschnitte; g ist die Constante der 
schrnubonf6rmigen Bewegung, deren Zn-faches Multiplum die Gtrnghehe der- 
selben liefert. 

Die mittlere Krümmung der Schraubenfltiche ergiebt sich in folgender 
Gestalt : 

1 1  1 d v2 f 1  (VI 
-+ el - e2 =- ;.&+ ,p+ v"f'o").* 

Wir fordern nun, dass die Suinme der reciproken Werthe der ITaupt- 
krümmungsradien in allen Punkten der Fliiche gleich einer Constanten 

2 
- - sci. 

a 
Die erste InJegration ergiebt unter Einführung der Constanten fi: 

* Enn e p  er  schreibt irrthiimlicher Weise : 

Llieser I r r t h u m  ist jedoch fiir das bei ihin Folgende belanglos; cf. E n n e p e r :  
Analy tisch -geouietrische Uutersuchungen in dieeer Zeitschrift, Jalirg. 1864 S. 11. 
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Die linke Seite, also auch f l ( w ) ,  wird gleich Null fur den Wertti 
v" - a b ;  fbr  diesen Werth von v%st die Tangente der Curve a = f(2) 

vertical gerichtet. Kann dies wirklich eintreten, so mlissen a und b un. 

gleiche Zeichen haben. Wir  unterscheiden demnach zunachst die beiden Falle: 

Die Annahme 3) b = O veranlavst bedeutende Vereinfachung des  
Schlussergebnisses. 

1 
Setzen wir 4) - = O,  so erhalten mir die Minimalflache unter den  

n 
SchraubenflXchen, für  die bekanntlich dio Gleichung 

1 1  - + - = O  

charakteristisch ist. 
Pl P2 

1 
Die Voraussetzung 5) - = b = O zieht nach sich : 

a 

sie ergiebt also die Schraubenfliiche mit Leitebene (à plan directeur), welche 
gebildet wird durch die Binormalen einer Schraubenlinie, welche sbnmtlicli 
die B-Achse rcchtwinklig schneiden. Als Minimalflache ist dieselbe seit 
M e u s  n i e r  (Mém. sur la courb. des surf. 1776) bekannt. 

6) Alti letzten Fa11 werden wir den behandeln, dass die Constante g 
der Schraubenbewegung gleich Null gesetzt wird, wodurch mir zu den 
RotationsfiBchen constanter mittlerer Krümmung gelangen. 

1) E s  sei a > O > b. 

Die obige Gleichung ergiebt nach Anwendung der Substitution v 2 c  w :  

Da o = /; ist ,  so dürfen wir nur positive Werthe für w zulaçsen. 
Da alsdann w  + g2 stets positiv is t ,  so ist zur Reellitat der Wurzel im 
Nenner erforderlich, dass der Factor 

a z w - [ w + a b ] 2 =  - (W - L Y ) ( W - - 8 )  > O 

ist. Damit diese Bedingung erflillt sei,  muss eine der Ungleichungen 

riclitig sein, je  iiachdem a >( /3 ist, Hier bedeuten: 
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In der Erwiigung, dass a > O, b < 0 ist ,  erkcnnen wir leicht, dass 
a und /l reell und positiv sind, dass ferner a > is t ,  der Werthbereich 
der Variabcln w also vollstXndig festgelegt ist. 

Um das vorliegende elliptische Integral für  f ( o )  auf die Normalform - 
zu  bringen, benutzen wir die Substitution: 

die so geartet ist ,  dass den Werthen - g', B, a, KI von w dio Werthe 
1 

ml O ,  1, - von Q entsprechen. 
k2 

Wir stelien fest,  dass ke,  der Modul des zu erwartenden elliptischen 
Integralv in der Normalform, positiv ist  und die Einheit nicht erreicht. 
Folgendes Ergebniss hat die erwiihnte Substitution : 

die weitere Substitution e = sin2 p erzeugt folgende Gestalt: 

und 

ist. Das Zeichen der Wurzeln ist in  Erwagung der Gleichung 

Ji$ = ab 

zu w8hlen. Die weitero Behandlung dieser Integrale bestoht in  dor Ein- 
führung der J a c  O b i'schen Bezeichnungen fur die elliptischen Functionen 
und deren Darstellung durch die O - Function. Zu diesem Zwecke setzen wir: 

so dass <p = am+ i s t ,  P 
E ( q )  = A 2 a m + d + .  

Dann wird: J 

(cf. Du rE g e: Theorie der elliptischen Functionen , 4. Aufl. 5 19, S. 74 und 75), 
worin k' den zu k gehorigen complernenttiren Modulus bedeutet. 

Wir bezeichnen nun mit .K bezw. K' das vollstiindige Integral erster 
Gattung fur den Modul k bezw. k', mit E das vollsttindige Integral zweiter 
Gattung fur den Modul k. 
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Ferrier definiren wir in bekannter Weim: 

2 n.lt.$ 
O ('1) = 1 + 2 (- l ) * p )  cos -- K 

(cf. D u r  b g e ,  1. c. $9 54, 65, 68). Dann besteht die Gloichung : 

Dabei bedeutet 0' den Differentialquotienten von O nach v. Wir er- 
halten dao :  

I n  dem In tagrd  dritter Gattung in II kann lz jeden Werth von 0 bis w 
annehmen. Um von der L e g  e ndre 'schen Norinalform zur Jacobi'schen 
zu gelmgeu,  setzen wir: 

woraus sich silz a m ( w ,  k') und A am(w , k') leicht berechnen Iassen. 
Bezeichncn wir das In tegrd  dritter Gattung in der Jacobi'schen 

Norrnalform mit I I (+) ,  so ergiebt sich im vorliegenden Falle: 

(cf. D u r  h g e ,  1. c. 5 69). 
Führen wir nunmehr auch hier (unter Benutzunp der Gleichungen 

D u r k g e  5 G7,i und 6 71,i) die 8-Punct ionen ein, so kommt: 

. . 9 4'; TC. ~0 @'(o, id)  
z Il (q, i O )  = - ---- --- 

JP-. i f i  v + --- 2 K K '  i- ~ ( C O ,  k') v 
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Berücksichtigen wir nun die Beziehungen: 

ID n n w  n n m  

- p 2 .  Ln- E x )  
K 

1 

1 A+ iR 
i log =- 

A 
arc tang - 7 

A -  iB B 

BO heisst unser xweiter Term: 

J<YP q z o  g O r ( w ,  kl) 1 A + >-, 1- - g arc Lung - . 
21iK O ( o , k ' )  B 

Unser Schlussergebniss ist das folgende: 

H ( $ )  H(v + - - /,p. -- A 
ocvie<c +K) + ~ ' g ' + ~  

B'iv) g arc t m g  - - 
Q Il 

Der Gang der numerischen Rechnung ist folgender: 
Kachdom a und f i  (bczm. a und b ) ,  sowie g als Data der Aufgabe 

festgelegt sind, nimmt man fur O einen zwischen rt und f i  licgenden Werth 
a n ,  berechnet mit Hilfe desselben zunachst Q ,  d a m  y. 

Alsdann liefert die Gleichung 

= F ( Y ,  k )  

den F e r t h  flir q. Da nun ferner 

ist, ao folgt: 
w = F ( c l ,  76'). 

Die so gefundenen Werthe sind in die Schluseforrnel einzusetzen. 

2) Es sei b > O > a. 

Die Behandlung diesev Falles ist der des vorhergehenden genau ana- 
log. Es besteht aber die Ungleichung ,!l > a.  Deshalb ist iiberall die 
Stellung von a und P zu vertauschen. 

3) Es sei b = O ,  

Das zu transformirende Integral nimmt die Form a n :  
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Die Wurzel bleibt reell, so lange die stets positive Veranderliche w 
in  den Grenzen O und a2 sich bewegt. Da nun ftir b = O die im Falle 1) 
mit ci und bozeichneten Grcnzen des Werthbereichos von w in aa und O 
übergehen, BO ist die hier anzuwendende Substitution aus der allgemeinen 
durch b = O herzuleiten. 

Wir  erhalten somit auch ein richtiges Ergebniss, wenn wir in der 
Schlussformel b = O setzen: 

f ( v )  = Js" aaa . E I~(v) H(*P + K )  
1 1 - " - ~ -  ~~~cl)@cv+IC) 

1 
4) Es  sei - = 0. a 

Die Differentialgleichung der Minimalschraubenfl~che lautet: 

1 .  
Da - nicht allgemein O sein kann,  so ergiebt sich nach Einführung 

V 

einer Integrationsconstante b : 

Zur Ausrechnung des Integrals P verhilft die Substitution v 2  = t :  

Von diesem Werthe unterscheidet sich nur durch die additive Constante 

- 
P = log [Vu2 + g2 + / o z  - b L ] .  

Die Substitution v2  = t verhilft auch zur Auswerthung von Q. 
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Von diesem Werthe unterscheidet sich nur durch die additive Constante 

b 
g . arc tang - 9 

9 
quod licet, der folgende: 

n" -2 

Q = g arc i a ~ g  % 
Wir erhalten also: 

f ( v )  = b log ( Jn2 + g2 + Jv" b2) 

+ g arc tang 
v 2  + i ( v a  + ga)  ( v 2  - ba)  

g b 
+ c. 

Durch die obigen Bemerkungen ist die (bis auf Entstellungen durch 
Druckfehler) vollige Uebereinstimmung unseres Ergebnisses mit denen von 
E n n e p e r  [diese Zeitschrift, Jahrgang I X ,  1864, S. 1111 und von S c h e r k  
(C r e l l e  13, Jahrgang 1834) nachgewiesen. 

Letzterer fand seinen Werth durch Integration der Differentialgleichung 
der Minimalflachen, ersterer auf eine der vorliegcnden entsprechende Art. 

Aus der Differentialgleichung der die Minimalfliiche erzeugenden 
Curve 

ist ersichtlich, dass die Tangentenwerthe im Intervall 

reell und positiv sind, aber von m bis O abnehmen. Somit entfernt sich 
die Curve immer weiter von der x -  Achse, der sie die concave Seite zu- 
nendet. 

1 
5) Es sel - = b = 0. 

a 
Dieser Fa11 ist schon oben erledigt. 

6) Es sei g = 0. 
Für die Rotationsflachen c o d a n t e r  mittlerer Krümmung erhalten wir 

dio Differentialgleichung : 
u f ' iol  

Hier greifen nun bezliglich der beiden Constanten a und b dieselben 
Erniigungen Platz, wie bei den Schraubenti$ichen. I n  jedcm Falle ist das 

zu transformiren, in welchem 

sein muss, je nachdem a 2 P ist. Die Werthe von n und fi sind nicht 
geandert. 
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Das Ergebniss lautet im ersten Falle: 

Das Ergebniss des zweiten Falles ergiebt sich wiederum durch Ver. 
tauschung von u und p. 

Fiir b = O erhalten wir: 

= - Jf i2-  o2 (Kugel). 

1 
Für  - = O ergiebt sich: 

a 

(Rotationsflacha der Kettenlinie). 

Sobernhe im.  Dr. HECKHOFF. 
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XVII. 

Homocentrische Brechung des Lichtes 

durch die Linse. 

Von 

Dr. L. BURIMESTER. 
Profotlsor a n  dor Tochnischon liochsciiule i n  Munchun 

Hierzu Tafel XIII und XIV Fig. 1-17. 

1. Brechung der Lichtstrahlen an der KugelflClche. 

In Anschluss an die Untcrsuchung der homocentrischen Rrechung des 
Lichtes durch das Prisma* wollen wir die Beziehungen ableiten, welche bei 
der homocentrischen Rrechung des Lichtes durch die Linse auftreten, weil 
diese homocentrische Brechung, wie es scheint, in ihrer Allgemeinheit noch 
nicht erkannt wurde. Die Grundlage unserer Darlegilngen bildet der aus 
der geometrischen Optik entlehnte Satz: E i n e m  e i n f a l l e n d e n  a s t i g -  
matischen S t r a h l e n b ü n d e l ,  w e l c h e s  a n  d e r  T r e n n u n g ~ f l B o h e  
zweier M e d i e c  g e b r o c h e n  w i r d ,  e n t s p r i c h t  i m  A l l g e m e i n e n  e i n  
gebrochenes  a s t i g m a t i s c h e s  S t r a h l e n b t i n d e l ,  u n d  w e n n  i n s -  
besondere d a s  e i n f a l l e n d e  S t r a h l e n b ü n d e l  e i n  u n e n d l i c h  d i i n n e s  
cen t ra les  i s t ,  s o  e n t s p r i c h t  a u c h  d i e s e m  i m  A l l g e m e i n e n  e i n  g e -  
brochenes a s t i g m a t i s c h e s  S t r a h l e n b ü n d e l .  

Wir betrachten zuerst die Brechung eines unendlich dünnen, centralen 
Strahlenbündels, dessen Strahlen von einem Punkt ausgehcn, oder nach 
eiuem Punkt gerichtet sind, an einer Kugelflache als Trennungsfliiche zweier 
brechendcr Medien, um in dem gebrochcnen astigmatischen Strahlenbtindcl 
die beiden Brennlinien und die beiden Bildpunkte zu bestimmen, welche 
dem Lichtpunkt des einfallenden Strahlenbtindels entsprechen. Gehen in 
Figur 1 Tafel XIII die Strahlen eines unendlich dünnen, centralen Strahlen- 
büudels von einem Punkt A aus,  und ist a 0  der Hauptstrahl dieses 

* Zeitschrift für Mathematik und Physik. 1895. Bd. 40. S. 65. 
Zcitschrift f. Mathematik u. Phyeik. 40 Jnhrg. 1895. C. Hett. 21 
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322 Homocentrische Brechung des Lichtes duruh die Linse. 

Strahlenbündels, der die KugelflBche K in einem Punkt  Q trifft, so erfolgt 
die Brechung des Hauptstrahles aO in  einer durch a 0  und dem Mittel- 
punkt M der Kugclflache golcgtcn Ebenc, die wic als Zeichnungscbene 
nehmen. Diese Ebene schneidet die Kugelflache E in einem grossten Kreis, 
den wir ebenfdlu mit K bezeichnen. Uni zu dem einfallenden Haupt- 
strahl a 0  den entsprechenden Hauptstrahl OLY des gebrochenen astig- 
matischen Strahlenbllndels zu erhalten, nehmen wir a n ,  es sei n der 
Brechungsindex von dem Medium der einfallenden Strahlen gegen das 
Medium der gebrochenen Strahlen, beschreiben um M die Kreise 8 ,  {, dereu 
Radien resp. gleich B0.n und 1110 : % sind. Hierauf ziehen wir von dem 
Schnittpunkt 2, den der Kreis z mit dem verliingerten Hauptstrahl a 0  
bildet, den Radius Z M ,  der den Kreis 5 in dem Punkt Z trifft, dann ist 
OZ der gebrochene Hauptstrahl O a. 

Zum Beweise dieser Construotion, dic von W o i c r  s t r a s  R * stnmint, 
bezeichnen wir mit e den Einfallswinkel NOa und mit E den Brechuugs- 
winkel MOU. Die Dreiecke Z O Z ,  M Z O  sind Lhnlich, weil sic bci M 
einen gemeinsamen Winkel haben und 

ist. llemnach ist der Winkel BZO = e und 3 f Z O  = E ;  folglich er- 
giebt sich 

oder 

sifi e ailZ 
-- = - -  

sir, E H O  - 121 

sin r, M O  - - - = n. 
 sin^ 1 1 / 1 2  

Wir betrachten nun (Fig. 2) in  dem von einem Lichtpunkt A aus- 
gehenden, unendlich dünnen Strahlenbündel den Strahlenfiicher, der in der 
Einfallsebene a O U  liegt und in derselben gebrochen wird. Denken wir 
uns in der Einfallscbcno einon von A ausgchcndcn Strahl angenommen, 
der mit dem Hauptstrahl a 0  einen unendlich kleinen Winkel bildet, so 
schncidct der entsprechende, gebrochene Strahl den Hauptstrahl Ou in 
einem Punkt  A,, in dem sich die gebrochenen Strahlen vereinen, die dem 
einfallenden StrahlenfBcher entsprechen. Der Punkt Al ist  dann der erste 
Bildpunkt und die in A, auf der Ebene aOa senkrechte Gerade ist die 
erste Brennlinie in dem gebrochenen astigmatischen Strahlenbündel. Der 
erste Bildpunkt A,, der einem Lichtpunkt A entspricht, ist in mannig- 

* Zeitschrift fur physikalischen und chemischen Unterricht 1889 Bd. 2 S. 135 
erwahnt S ch e l  1 b a c  h l  dass diese Construction von W e i  e r s  t r a s s  mitgetheilt 
wurde im Bericht der Yersammlung deutscher Natiirforscher und Aerzte zu Wien 1856, 

Druckjahr 1858. Daselbst ist nur angeführt, dass W e i e r s t r a s s  einen Vortwg, 
,,Dioptrische Constructiorien", gehalten hat. 
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faltiger Weise bestimmt worden*; und wir wollen hier noch eine kine- 
matische Ableitung einer neuen Construction des ersten Rildpunktes mit- 
theileu. Denken wir uns eiuen einfallenden Strahl a 0  in der Einfalls- 
ebene als Tangente an  einer Curve i bewegt, dann umhtillt der zugchorige 
gd~rochene Strahl O a  eine Curve L. Wahrend einer unendlich kleinen 
Bewegung dreht sich der Strahl a 0  um den Rerühruiigspunkt A und 
der gebrochene Strahl O u  um den Berührungspunkt A,. Nehmen wir 
niin an, es habe wahrend dieser iinendlich kleinen Rewegung der Puilkt Z 
auf dern Kreise 2 eine Geschwindigkeit gleich ZX, die wir aus ihrer 
Richtung um X nach X M ,  also um einen reehten Winkcl drehen und 
in dieser Lage als lothrechte Geschwindigkeit des Punktes Z bezeichnen**, 
dam bewegt sich der Punkt  Z auf dern Kreise S mit der lothrechten Ge- 
schwindigkeit ZN. Ziehen wir zu M Z  die Parallele O U ,  welche die 
Centrale A M  in dem Punkt  TJ trifft, und auf A Z  die Scnkrechte UV, die 
X0 in V schneidet , so ist O V die lothrechte Geschwindigkeit , mit welcher 
sich der Punkt O auf dem K r e i ~ e  K bewegt. Der Punkt  Al, in welchem 
der Strahl Orr die Curve L berührt,  ergiebt sich demnach, wenn wir auf 

O a die Senkrechte V W bis an  O U, und die Gerade WM xiehen, welche 
auf dern Strahl Orr den Punkt  PI, bestimmt. 

Kach dieser Construction entspricht einer Reihe von Lichtpurikten 
8 . .  . auf einem einfallenden Hauptstrahl a 0  eine projective Reihe von ersten 
I3ildpuukten A l . .  . auf dern gebrochenen Hauptstrahl O u ,  und diese beiden 
projectiven Punktreihen befinden sich in perspectiver Lage, weil im Punkt  O 
zwei entsprechende Punkte  zusammen fallen. Demnach gehen die Ver- 
bindungsgeraden BA, ,  . . . der entsprechenden Punkto durch einon Punkt G .  
Nehmen wir den Punkt Z auf a 0  als virtuellen Lichtpuiikt, so ist nach 
der Construction der Punkt  Z dcr cntsprechcnde ersto Bildpunkt. Dies folgt 
auch aus der allgemeineren Beziehung, dass allen auf die Kugelflaohe K 
treffenden Strahlen, die nach dern P u n k t  Z gerichtet sind, gebrochene 
Strahlen entsprechen, welche sich iu dem Punkt Z schneiden. 

Uezeichnen wir mit B,  A, die Fusspunkte der von M auf n o ,  O a  
gefillten Senkrechten und nehmen wir den Fusspunkt D auf dern Haupt- 
strahl a 0  als einen virtuellen Lichtpunkt, so entspricht deniselben gemass 
der Construction der Fusspunkt A, auf O a  als erster Bildpunkt. Diese 
Beziehung ergiebt sich ailch, wenn wir annehmen, der Punkt O bewege sich 

* De I 'Hosp i  t a l ,  Analyse des infiniment petits. 2. Ed. Paris 1716. p. 121. - 
Lieusch, Poggendarfs Anualen 1867. Bd. 130 S. 497. - H e r m a n n ,  Ueber schiei'cn 
Durchgsng der Strrthlcubiindel durch Linsen. 1874. S. 10. - L i p p i c h ,  Dcnk- 
sctiriften der k. k.  Akademie. \Vien 1877. Ud. 38 S. 8. - Kess le r ,  Zeitschrift 
fur Mathematik und Physilr. 1884. I3d. 29 S 67. Gl  e i  c h  [in, Die Haupterschein- 
ungeu der  Brechung und Heflexion des Lichtes. 1889. S. 31. Maunheim, GBouiktrie 
cinématique. Paris 1894. p.  fifi. 

** L. B u r m e s  t e  r ,  Lehrtiuch der Kiuexuatik. 1888. Bd. 1 S. 64. 
21. 
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auf dem Kreiw E und der Hauptstrahl a 0  berühre in  D einen um M be- 
schriebenen Kreis,  dann berührt auch der Hauptstrahl Oct in A, einen 
um BI Lieschrielienen Kreis. Die Geraden ZZ, D A ,  schneiden sich also in 
dem genannten Punkt  G. 

Es ist der Winkel D MA, = ZO Z ,  ferner 

al80 
M I )  O %  - -_ --. 
M A ,  OZ 

Demnach sind die Dreiecke M D A , ,  O Z Z  iihnlich und folglich ist die 
Gerade DA, senkrecht auf der Geraden MZ. 

Diese Beziehung ftihrt zu der folgenden bekannten Construction des ersten 
Bildpunktes. 1st zu einem einfallenden Hauptstrahl a  Q der entsprechende 
gebrochene Hauptstrahl Oct in der angegebenen Weise construirt, dann ziehen 
wir von dem Miitelpunkt M auf a @  oder O or eine Senkrechte, z. B. auf a 8  die 
Senkrechte M D ,  f'allen von D auf MZ die Senkrechte D G  und ziehen die 
Gerade AG, welche auf O  or den zum Lichtpunkt A gehorenden ersten Bild- 
punkt A, bestimmt. 

Um den Punkt  G rechnerisch zu be&immen, ziehen wir zu O a die 
Parallele G A f i ,  zu a @  die Parallele G A u i  und bezeichnen mit r den 
Radius der Kugelfl%che E. Es ist die Strecke 

s ine  - s in  e cos2 e M O  sin  e cos2 e 
O A t i  = A,iG= G Z  . - -- 

f i n i e - ~ )  - M Z  s i n ( e - i )  .n sin je - P )  ' 
also 

1) 
r sin E cosL e 

O B t i =  . 
szn(e - E )  

Perner ist  die Strecke 
sin. E cose E 

Z 0 . n  . . . 3 

r sin e cos2 E 
O*.!= 

E )  

. 
Setzen wir O A = x, , @ A ,  = y,,, O At i - f ,  0 A u i  = y,, und nehmen 

wir die Strecken zl, f, entgegen der Richtung des einfallenden Haupt- 

strahles a 0  positiv, die Strecken y,,, <pl in der Richtung des gebrochenen 
Hauptstrahles (3 a positiv, so erhalten wir: 

Betrachten wir in dem von einem Lichtpunkte A ausgehenden unend- 
lich dünilen Strahlenbündel deil Strahlerifiicher , dessen Ebene durch den 
Ilauptstrahl aO geht und auf der Ebene aO a senkrecht s teht ,  so entspricht 
diesem einfallenden Strahlenfiicher ein gebrochener Strahlenfiicher, desàen 
Ebene durch den Hauptstrahl O a geht , senkrecht auf der Ebene a O  a steht, 

und dessen Strahlen sich in dem Schnittpunkt A, des Hauptstrahles Ou 
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und der CentIralen A M  vereinen. Der Punkt  Ap auf dern Hauptstrahl O U  
ist hiernach der zweite Bildpunkt und die in der Einfallebene a 0  cr liegende 
Centrale Z A ,  ist die zweite Rrennlinio des gcbrochenen, astigmatischen 
Strahlenbündels. 

Einer Reihe von J,ichtpi~nkten A. .  . anf dcm einfallenden Haupt- 
strahl a O  entspricht demnach eine projective Reihe von zweiten Bild- 
punkten A,. . . auf dern gebrochenen Haiipt,strahl O a ,  wcil dic Verbindungs- 
geraden AA, .. . dureh den Mittelpunkt M gehen. Ziehen wir zu O cr 
dia Parallele ferner xu a O  die Parallele M A V 2 ,  so ergiebt sich, weil 
NO = r gesetzt wurde, 

r sin. E 
@ A , ,  = A D B M = - . -  --, 

szm (e - E )  

Setzen wir O A = x 2 ,  @ A , = X , ,  0 A , 2 = r 2 ,  OA,,a=p, ,  nehmen wir 
die Strecken x2 ,  fi2, sowie die Strecken x 2 ,  g?, in  gleichem Sinnc positiv, 
wie die Strecken xl, fi und x , ,  pi  in Gleichung 3) ,  so erhalten wir: 

6) 
f2 - + 3 = 1 .  
5 2  1 2  

Nehrnen wir auf dern einfailenden Hauptstrahl a 0  eine Eeihe von Liclit- 
punkten A . .  . a n ,  dann entsprechen derselben eine projective Reihe erster 
Bildpunkt Al . . . und eine projective Reihe zweiter Uildpunkte Ay . . . auf dern 
gebrochenen Hauptstrahl OU. Diese beiden Reihen von ersten Bild- 
punkten Al.. . uud zweiten Bildpurikten A,. . . sind demnach projectiv und 
haben auf dem Hauptstrahl Ocu die Doppelpunkte O ,  Z. Wenn wir von 
deni Doppelpunkt O absehen , in  welchem der Lichtpunkt mit den beiden 
zugehhrigen ersten und zweiten Rildpilnkten id~nt i sch  i s t ,  so ist auf dem 
einfallenden Hauptstrahl a 0  der Punkt Z der einzige Lichtpunkt, dem ein 
homocentrischer Rildpunkt Z auf dem gehroehenen H a i i p t s h h l  Qcr ent- 
spricht; denn im Punkt  Z f d l t  der entsprechende erste Bildpunkt mit dem 
entsprechenden zweiten Rildpiinkt zusnmmen. Sctzcn wir x, =: e,, dnnn 
folgt aus den Gleichungen 3) und 6) für die projectiren Punktreihen A, ... 
und A,. .. die Gleichung 

7) fl - f2 ---. 
1 -2  . 1- 2 g? 

X i  1 s  

Aus dieser Gleichung crgeben sich aueh jene Doppelpunkte, wenn wir 
1, = l2  Y x setzen; denn dann erhalten wir erstens den Werth x = O ,  durch 
welchen der Uoppelpunkt O bestimmt wird, und zweitens den Werth 

durch welchen der Doppolpunkt Z aueh bestimmt wird. 
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1st de r  IIauptstrahl a 0  senkreclit auf  die Kugelfliicbe K gerichtet, 
dann  sind die Winkcl  e = O ,  e = O und die Ausdrücke : 

r sin E cos2 e 
f '  - - ' - s m  (e  - E )  

O 
welche die Formen O erhalten,  

hierauf Z M e r  und Nenner nach 

s ine  = e l  
setzen' 

r sin e 
- 7 

" = Sin (e - P) 

sin c 
l iefern,  wenn wir  sin e = einsetzen, 

n 

e differentiiren , oder auch einfacher 

s in€-  E ,  n ~ = e  

IIiernach ist f, = f,, cp, = p,, es  frillt also der  P u n k t  G mit dem 
Mittelpunlst M der  Kugelfliche X eusarnmen und dies ergiebt sich aiich 
unmittelbar aus  der  Construction des Punk tes  G. Die beiden Punktreihen 
A,. . . und A z . .  . sind demnach i n  diesem Falle identisch und jedeui 
Lichtpunkt  auf einem central  einfallenden Hauptstral-il entspricht ein homo. 
centrischer Uildpunkt. Einer  Reihe von Liclitpunkten A . .  . auf einem 
central  einfallenden EIauptstrahl entspricht eino projcctive Reihe von homo- 
centrischen Bildpunkten A . .  ., und es sind die Punkte  0 ,  lK Doppelpunkte 
diesor beiden projectiven Punktreihen. 

Um entsprechende Punk te  dieser beiden projectiven Punktreihen A . .  . 
und A .  .. zu erhal ten ,  ziehen wir in F igur  3 durch den Eintrittspunlit 8 
und den Mittelpunkt M die Senkrechten 0 a ,  M m  auf den centralen Baupt- 
s t rahl  a M  und nehmen auf der Senkrechten H m  die Punk te  P, Il, so dass 
MP : MTT = vi : 1 ist .  Dann ergiebt sich zu einem P u n k t  A der ent- 
sprechende P u n k t  A ,  indem wir die Gerade A P  ziehen, welche die Senk- 
rechte O a  im P u n k t  U schneidct, und ferner die Gerade llY1 ziehen, die 
den entsprechenden P u n k t  A b e s t i m m t . " ~ E b e n s o  erhalten wir zu dem 
P u n k t  A' den entsprechenden Punk t  A' durch die Geraden PX', TTU'. 
Zu dem unendlich fernen Punk t  Ar der Punktre ihe  A . . .  ergiebt sich durcli 
die zu a M  Parallele PX,, und die Gerade TTU, der  entsprechende Puukt, 
der  Brennpunkt  A,. Ebenso erhnlten wir  zu dem unendlich fernen Punkt 

* A. G l e i  c h e n ,  Die IIaupterscheinungen der Urechung und Reflcxion des 
Lichtes. 1889. S. 44. 

** G. F e r r  a r i a ,  Die Fundamental - Eigenschaften der dioptrischen I n ~ t r u -  
mente. Deutsch von F. L i p p i c l i .  1879.  S. 7. 
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A: der Punktreihe A . .  . , indem wir l l X s  parallel aM und die Gerade P g s  
ÿiehen, den entsprechenden Punkt ,  den R r e n n ~ u n k t  A,; und es ist 

Um noch eine andere Construction auszuführen, nehmen wir a n ,  es 
sei der eine der Rrennpunkte, z. B. A,, gegehen. Wir  ziehen durch O eine 
beliebige Gerade Oa, und zu derselben die Parallele A n a ,  welche jene 
Senkrechte X m  irn Punkt !IR trifft. Wenn wir dann durch die Punkte 
A A'A, . . . Senkrechte auf a O ziehen, welche die Gerade O a, in den Punkten 

2 4 ,  X',, %os .. . schneidet, dann liefern die Geraden YI,, ~gl'~!I'~, 'YJ?%o~ 
die entsprechenden Punkte A A', A:. . . 

II. Homocentricitiit bei der  Brechnng der  Lichts trahlen 
durch die Linse. 

Xwci in Figur 4 gegebene Kugelfiiichen II, E', deren Mittelpunkte il{, 
X' sind, bilden die bei der Strahlenbrechung in Betracht kommende Be- 
grcnzung einer Linse. Die Vcrbindungsgerade MM' diescr Mittelpunkte 
heisst die Linscnachse und eine durch dieselbe gelegte Ebene heisst eine 
Meridianebene der Linse. Eine Meridianebene schneidet die beiden Kugel- 
fliiclien K ,  K' in zwei groasten Kreisen, die wir ebenfalls mit X ,  K' be- 
zeichnen. Wir nehmen in einer Meridianebene einen einfallenden Hauptstrahl 
aO an, diesem entspricht der in der Linse gebrochene Hauptstrahl 00': der 
auch mit ai bezeichnet ist ,  und der austretende Hauptstrahl O'a'. Der 811- 
gemeinheit wegen nehman wir an, davs die Medien an beiden Seiten der Linse 
verschieden sind. Wir bezeichnen den Brechungsindex vom Medium der ein- 
fdlenden Strahien gegen die Linse mit n. und vom Medium der austretenden 
Stralilen gegen die Linse mit n'. Ferner sei r der Radius der Kugel K 
und T' der Radius der Kugel E'. 

Um den in der Linse gebrochenen Hauptstrahi cu und den austretendcn 
Hauptstrahl a' in der angegebenen Weise zu construiren, beschrciben wir 
um i l f  die Kreise a ,  5 mit den Radien r .  n und r : T L ,  ebenso um M' die 
Kreise a', 5.' mit den Radien r'. n' und ;: n'. Der einfallende Hauptstrahl a 
bestimmt auf dem Icreis s den Punkt  2, und die Gerade 2112 liefert auf 
dem K r e i ~  5 den Purikt Z und dadurch den in der Linse gebrochenen 
Hauptstrahl OZ resp. u. Dieser Hauptstrahl ry schneidet den Kreis 5' in 
dem Punkt Z', und die Gerade M'Z'  bildet mit dem Kreis 8' den Schnitt- 
punkt X', durch melchen der austretende Hanptvtrahl O'Z' resp. a' be- 
stimmt wird. 

Gehen nun von eincrn Lichtpunkt A des Ilauptstrahles a die Strahlen 
eines unendlich dtiiinen Strahlenbündels a m ,  so entspricht diesem ein in 
der Linse gebrochenes astigrnatisches Strahlenbündel, dessen zweite, in der 
Neridianebene liegende 13rennlinie die Gerade HAA,  i s t ,  welche auf dem 
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Hauptstrahl cx den zweiten Bildpunkt Ag bestimmt, und dessen erste auf 

der Mcridianebenc senkrechte Brennlinio durch den erstcn Bildpunkt A, 
geht. Indem wir MA, senkrecht auf <u und Al G senkrecht auf M Z  ziehen, 
ergiebt sich durch die Gerade A G  auf dcm Hauptstrahl a der erste M d -  
punkt A,. 

Dern in der Linse gebrochenen astigmatischen Strnhlenbündel entsprichl 
ein austretendes astigmatisches Strahlenl i~ndel ,  dessen zweite in der Meridian- 
ebene liegende Brennlinie die Gerade M I A ' , A ,  i s t ,  welche auf dem Haupt- 
strahl a' den zweiten Bildpunkt Ar2 bestimmt, und dessen erste anf der 
Meridianebene senkrechte Brennlinie durch den ersten Bildpunkt A', gelit. 
Indem wir M'A', senkrecht aiif <y und A',G' senkrecht anf M'B' ziehen, 
erhalten wir durch die Gerade G'A, anf dern IIauptstrahl a' den ersten 
Bildpunkt Acl. Hiernach entspricht einem einfallenden Ùnendlich dünneii 
Strahlenbündel, dessen Strahlen von einem Lichtpunkt A ausgehen oder 
nach dcmselben gerichtet sind, ein austretendes astigmatischcs Strahlen- 
bündel mit dern ersten Bildpunkt Arl und den zweiten Bildpunkt A',. 
Gernass der Restimmung dieser beidcn Bildpunkte geh6rt zu einer Eeilie 
von Lichtpunkten A .  . . auf dern einfallenden Hauptstrahl a eine pro- 
jective Reihe von crstcn Bildpunkten A', . . . und eine projective Reille 
von zweiten Bildpunkten A r 2 . .  . auf dern entsprechenden austretenden 
Hauptstrahl a'. Wenn nun diese beiden projectiven Punktreiheu A']. . . 
und A', . . . zwei reelle Doppelpunkte A r p ,  A', besitzen, so entsprechen 
diesen in der Punktreihe A . .  . zwei Lichtpunkte A,, , A,, denen die Doppel- 
punkte Acp,  A',, als homocentrische nildpiinkte entsprechen. Ebenso er- 
giebt sich, wenn wir auf dern Hauptstrahl a' eine Reihe von Punkten A'. . . 
als Lichtpunkte betrachten, dass derselben eine projective Reihe von erstcn 
Bildpunkten A, . . . und eine projective Reihe von zweiten Bildpunkten A, .  . . 
auf dern Hauptstrahl a entspricht. Wir  erhalten demnach auch jene beiden 
Lichtpunkte A , ,  Aq als die Doppelpunkte der beiden projectiven Punkt- 
reihen A, . . . und A , .  . . Hieraus folgt der Satz: 

B e i  d e r  B r e c h u n g  d e r  L i c h t s t r a h l e n  d u r c h  e i n e  L i n s e  g i e b t  
eu a u f  e i n e m  i n  e i n e r  M e r i d i a n e b e n e  e i n f a l l e n d e n  H a u p t s t r a h l  
z w e i  L i c h t p u n k t e ,  d e n e n  j e  e i n  h o m o c e n t ; r i s c h e r  B i l d p u n k t  
a u f  dern a o s t r e t e n d e n  H a u p t s t r a h l  e n t s p r i c h t ;  d i e s e  be iden  
L i c h t p u n k t e ,  s o w i e  d i e s o  b e i d e n  h o m o c e n t r i s c h c n  B i l d p u n k t e  
s i n d  D o p p e l p u n k t e  j e  z w e i e r  p r o j e c t i v e r  P u n k t r e i h e n ,  u n d  
k ü n n e n  a l s  s o l c h e  r e e l l ,  i m a g i n a r  s e i n ,  o d e r  z u s a m m e n f a l l e n .  

Diese Beziehung konnen wir auf beliebig viele Kugelflachen NI K r ,  K". . ., 
deren Mittelpunkte M, J f ,  M". . . in einer Geraden liegen, erweitern und dem- 
nach gilt dieser Satz aiich fltr die Brechung dnrch beliebig viele centrirte 
Linsen oder für die Brechung durch beliebig viele Medien, die durch Kugel- 
fltichen getrennt sind, deren Mittelpunkte in einer Geraden liegen. Dcn 
bekannten Fall,  dass jedem Lichtpunkt auf der Achse J ~ M "  ein homo- 
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centrischer Bildpunkt entspricht, ~ d e r  insbesondere, dass jedem Lichtpunkt 
auf der ilchse einer Linse ein homocentrischer Bildpunkt entspricht, lassen 
wir hier nusser Ueachtung. 

Nehmen wir in der schematischen Pignr 5 nuf dem Hauptstrahl a' drei 
beliebige Punkte A',, A , ,  APr. a n ,  so entsprechen diesen auf dern Haupt- 
stralil u die Punkte A,jAy 1 A,, und A z n A y 2 A Z 2  denen ferner auf demi 
Hauptstrahl a die Pnnkte AZl Ayi A, 1 und A,2 A!, A entsprechen. Dnrch 

diese drei Paare entsprechender Punkte sind dio beiden projcctiven Punkt- 
rcilicn A , .  . . und A 2 . .  . hestimmt. Da der Punkt  A'!, der Vereinfachung 

wegen identisch mit Punkt 0' und der Punkt A', auf der Geradcn M'G' 
angenonimen wiirde, so fallen die beiden Punkte A,i, Ay 2 mit O und die 
beiden Pnnkte Asl, Azs in einem Punkt zusammen. 

Um die Doppelpunkte A p ,  Aq dieser heiden projectiven Punktreihen 
zu construiren, aiehen wir von einem beliebigen Punkt  O Gerade nach den 
Pünkten Asl A y  1 Arl  Az2 Ay 9 AL* und beschreiben einen durch O gehenden 
Kreis r, der diese Geraden resp. in den Punkten !üZl 91,1Z21~zz%,2%,n 
schneidct. Die drei Schnittpunkte YZy,  Y,,, Y',, der Gegenseiteu des Sechs- 
ecks r > l z i ~ y z % z i % - z X , i  X,a liegen nach dern P ascal ' schen Satze in einer 
Geraden .il, welche mit dern Krcise I zwei Schnittpunkte SIpl 2 4  bildet. Die 
Geraden Oap, O Z y  bestimmen dann auf dern Hauptstrahl a die Doppel- 
punkte A,,  Aq und diesen entsprechen als Lichtpunkte die homocentrischen 
Bildpunkte Alp, Agq auf dern Hauptstrahl a', die wir erhalten, wenn wir 
durch G die Geraden Ap Ap l ,  Aq AT l r  durch G' die Geraden Apl alp ,  Ag Alq 
aiehen, oder, wenn wir durch 11.3 die Geraden Ap A P 2 ,  A q A q 2 ,  durch M' die 
Geraden Ap2Anp,  AgPA'9 ziehen. Die Doppelpunkte A p ,  A, sind reell, 
imaginiir, oder fallen zusammen, je  nnchdem die Gerade + den Kreis f 
schneidet, nicht schneidet oder herührt. 

Diese Construction ist ein specieller Pal1 der bekannten Construction 
der beiden in Figin 6 gezeichneten Vierecke Ap Ap Arp Ap Bq Ag 1 Arp Aq2, 
deren Seiten resp. durch vier gegebenen Punkte G,  Gr, M', fil gehen und 
deren Ecken resp. auf vier gegeberien Geraden a ,  a, w', IY, liegen." Denn, 
lassen wir die Gerade (Y, mit der Geraden <y zueammenfallen, so erhalten 
wir den obigen Fall,  der bei der homocentrischen Brechung durch eine 
Linse aiiftritt. 

Wir wollen noch eine andere Construction der Doppelpunkte jener 
projectiven Punktreihen Al.  . . und A,. . . angeben, von der wir vorxiigsweise 
Gebrauch machen werden bei der Construction der Lichtpunkte, denen homo- 
centrische Bildpunkte entsprechen. 

Restimmen mir in Figur  7 auf dern Hauptstrahl a zu dern unendlich 
fernen Punkt AUb; der Punktreihe A, . . . den entsprechenden Punkt A,,s der 

J a c o b  S te iner ' s  Gesamrnelte Werke. 1881. Bd. 1 9. 285 und 303. 
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Punktreihe A, . . . , indem wir durch die Punkte G,  G', BI', X resp. die Ge- 
raden Auml Au, ,  A,, A',, A1.AUz, A, AU2 ziehen ; bestimmen wir ferner zii 

dem unendlich fernen Punkt A s  der Punktreihe A,. . . den entsprechenden 
Punkt  Ani dcr Punktreihe Al . . ., indem wir durch die Punkte Ml M', G', G 
resp. die Geraden A,2A,z, An2  A',,, A',Aoii Ani Ani ziehen, daun sind A,I, 
A,2 die Gegonpunkte der beiden projectiven Punktreihen A,. . . und A, . . . 
Nehmen wir nun noch einen beliebigen Punkt  A i  suf dern Eauptstrahl a' 
an,  zii dern wir in  der angegcbenen Weise die beiden entsprechendcn Punktc 
A,,,  Ay2 auf dern Hauptstrahl a ermitteln, so sind die beiden projectiseii 
Puiiktreihen diirch die drei Paar  entsprechenden Punkte A:lAyl, Asl und 
A U a  AYzADz bestimmt. Am einfachsten erhalten wir die zwei entsprechen- 
den Punkte AYi, A y 4 ,  wenn wir A',, im Punkt  O '  annehmen; denn dann 
ergeben sich durch die Geraden O'G, 0'N die Punkte A y l ,  Ay2 auf dern 
Hauptstrahl a. 

Um niin die Doppelpunkte A P ,  A9 zu construiren, ziehen wir durcli 
die Gcgenpunlrte A n l ,  A,2 Senkrecbte A,l O,, A,20, auf dern Ilaupt- 
st,rahl a und durch die Punkte A v l ,  A y 2  zwei beliebige auf einander senlr- 
rcchte Gerade A,i O, ,  A,zO,, welche dio Senkrechten A,, O , ,  AU2 O, resp. 
in deri Punkten O, ,  0, schneiden; dann beschreiben wir über 0,0, a19 
Durchmesser einen Kreiü t? und dieser schneidet den Hauptstrahl a in den 
beiden Doppelpunktcn A p ,  A p ,  die also symmetrisch zur Mitte der Strecke 
ADiA,2 liegen. Werden die beiden auf einander senkrechteri Geradeii 
AylO, ,  AysO, so gezogen, dass sie mit dern Hnuptstrahl a einen Winkel 
von 45O bilden, dann ist A n i  0, = A n i  A,i urid AueO2 = A,z Ay4. Die Doppel- 
punkte A p ,  Aq sind reell, imaginfir, oder fallen zusarnrnen, je nachdem der 
Kreis f den Hauptstrahl a sclineidet, nicht schneidet oder berührt. 

Liegen in Pigur 8 die Puukte M, G auf einer durch Q'gelicndcn Gcrad~n 
und die Punkte M', G' auf einer durch O gehenden Geraden, sind ferner die 
Punktn N ,  G und Mt,  G' so gelegen, dass einem Punkte Arz auf dern 
Hauptstrahl a' ein einziger Punkt A, auf dern Hauptstrahl a entspricht, 
schneiden sich also die Gerttden A,G, Af,G' in einern Punkt  AZl auf O 

und schneiden sich ebenso die Geraden A,M, A',Mt in einem Punkte 
AEz auf a, dann sind die beiden Puriktreihen A l . .  . und A,. . . identiscù 
Denn den Punkten A',, APy, A', auf dern Hauptstrahl a' entsprechen die 
Purikte A,, A y r  A, auf dern Hauptstrahl a und in jedem der Punkte A,, 
A,,, A, sind je zwei entsprechende Pnnkte der Punktreihen A, .. ., A ,... 
vereint. I n  diesem Falle eutspricht jedem Lichtpunkte auf dern IIaupt- 
etrahl a ein homocentrischcr Bildpunkt auf dem Hauptstrahl a'. 

Wenn dieser theoretisch mogliche Fa11 physikalisch verwirklicht werden 
kann, so giebt es ausser dern mit der Linsenachse coincidirenden Haoptstralil 
noch nnendlich viele andere IIauptstrahlen, auf denen jedem Lichtpunkt 
ein homocentrischer Bildpunkt bei der Brechung durch eiue Linse ent- 
apricht. 
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In Figur 9 (Tafel XIV) ist eine biconvexe Linse KK' mit einem 
einfallenden Hauptstxahl a und den entsprechenden gebrochenen Haupt- 
strahlen a, a' in einer Meridianebene gezeichnet. IIierbei, sowie in allen 
folgendcn Zeichnungen wird iinbeschadet der Allgemeinheit angenommen, 
dass an beiden Linsenseiten sich dasselbe Medium befindet, und der 

3 
Uiechungsindex n = fi'= - gesetzt. Es sind M, N' die Mittelpunkte der 

2 
Kugelflachen K,  B', und ferner sind die zugehorigen Punkte G ,  G' in 
der angegebenen Weise, wie die Zeichnung zeigt, bestimmt. Um nun auf 
dcm einfallenden Hauptstrahl a die beiden Liclitpiinkte A p ,  Aq zu con- 
struiren, denen homocentrische Bildpunkte Alp, A',, auf dem austretenden 
Hauptstrahl a' entsprechen, bestimmen wir auf a die Gegenpunkte Ani, A,,z 
und zwei entsprechende Punkte A y l r  Ay2 .  m i r  ziehen durch G und M zu 

n die Parallelen, die den Hauptstrahl <y in den Punkten A,iA,a treffen, danri 
die Gerade AUlGr, duich ihren Schnittpunkt Aru auf a' die Gerade N'A', 
bis A, und die Gerade H A,,z, welche aiif a den Gegeripunkt A, 2 bestimrnt. 
Ferner ziehen wir die Gerade AO2M', von ihrem Schnittpnnkt A', aiif a' 
die Geradc A',G' bis A,i und die Gerade A, iG,  welche aiif a den Gegen- 
punkt Ani liefert. Durch die Geraden O'G, O'niP erhalten wir auf a zwei 
entsprechende Punkte A l i ,  A y 2  Die Doppelpunkte Al,, A,, sind ver- 
rnittelst des Kreises f ,  wie vorhin in Figiir 7 angegeben wurde, ccinstruirt. 
1st einer der Gegenpunkte A n i ,  A U z ,  oder sind beide unzugSnglich, dalin 
muss man die in Figiir 5 angegebene Construction der Doppelpankte 
anwenden. 

Durch die Gerade d d A p ,  welclie or in  Ap trifft, und diirch die Gerade 
M'Al, ergiebt sich der zum Lichtpnnkt Al, gehorende homocentrische Rild- 
punkt A',, auf dein aiistretenden Hauptstrahl a'. Ebcnso erhalten wir durch 
die Gerade MA,, welche or in  AT schneidet, und die Gerade M'Aq be- 
siirnmt, zii dem Lichtpunkt Aq den entsprechonden homocentrischen Bild- 
punkt A',,. 

Dic von dcm Lichtpunkt A p  ausgchenden Strahlen eines uncndlic'n 
dünnen Gtrahlenbtîndelu vereinigen sich nach der Brechung durch die Linse 
in dem Uildpunkt Atp,  und die nach dem Lichtpunkte Aq gerichteten Strahlen 
eines unendlich dlinnen Strahlenbündels vereinigen sich nach der Brechung 
in dem Uildpunkt A'q. 

Wenn bei der biconvexen Linse die Mittelpunkte zusammenfallen, die 
Kugel5Lchen X ,  R' also concentrisch sirid, oder die Linse in eine Vollkugel 
tibergcht, so tritt  doch keine wesentliche Vereinfachung der Construction 
der Lichtpunkte A p ,  A q  ein. Werden in diesen besonderen FDllen auf allen 
in einer Meridianebene licgenden Hauptstrahlen, die in einem Punkt O ein- 
fallen, die Lichtpunkte Ap,  Ap bestimmt , dann bilden diese Lichtpunkte 
eine Curve, die wir H o m o c e n t r o i d e  nennen. Dia Romoccntroidc ist in 
diesen speciellen Fallen für alle Eintrittspunkte O dieselbe. 1st die Homo. 
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centroide z. B. für  einen Punkt Q einer Vollkugel constroirt, so kann nian 
vermittelst derselben zu einem beliebig angenommenen Lichtpunkt die zu- 
gehorigen einfallenden Hauptstrahlen und austretendcn Hauptstrahlen be- 
stimmen, und auf diesen letzteren die homocentrischen Bildpunkte con- 
struiren, welche dern angenommenen Lichtpunkt entspreehen. Dadurch 
gelangen wir zur Bestimrnung der hoinocentrischen Verwandtçchaft zwischen 
den Lichtpiinkten und entsprechenden horrioeentrischen Bildpunkten Lei der 
Brechung durch eine Vollkngel. 

In  dern geometriuühen Grenzfdl,  der eintritt ,  wenn in Figur 10 der  
einfallende Hauptstrahl a den Linsenrand der biconvexen Linsen in einem 
Punkt  O trifft, haben die beiden projectiven Punktreihen A, ... und A?. . .  
in O einen Doppelpunkt Ag.  Der andere Doppelpunkt Al, ergjelit sich 
dann, nachdem die Gegeripunkte A , i .  A.!,2 in der angegelsenen Weise be- 
stimmt sind, indem wir auf dern Haiiptstrahl a die Strecke 

Ap Au2 = Ani A, 

maühen. % u  dem Lichtpunkt Ap erhalten wir durch die Gerade XA,,, 
die den Hauptstrahl a in Ap schneidet, und die Gerade DI'Ap den ent- 
sprechenden homocentrischen Uildpunkt A> auf dern Hauptstrahl a'. Auf 
allen einfdlenden Hauptstrahlen, die nüch einem Randpiinkt O gehen , ist 
dieser Randpunkt ein Lichtpunkt, mit dern der entsprechende homocentrische 
nildpunkt coincidirt. 

I n  Figur II. sind bei einer biconcaven Lime K X '  die beiden Licht- 
punkte A?,, AT anf cinem einfallenden Hauptstrahl a und die xugeh6rigen 
homocentrischen Bildpunkte Arp,  A', auf dern austretenden ZIauptstrahl a', 
ebenso wie bei der bieonvexen Linse in Figur 9 ,  mit gleicher Bezeichnung 
bestimmt. 

Nehmen wir in Figur 12 eine biconcave Linse RK', bei welcher sich 
die beiden Kugelflachen E,  K' im Punkt O berühren, d a m  entspricht 
xiach der ausgefübrten Constriiction jedem nach dern Berührungspunkt O 
gehenden , einfallenden Hauptstrahl a ,  der mit der Linsenachse einen Winltel 
bildet, geometrisch ein austretender Hauptstrahl a', der mit a xusammen- 
liegt. I n  diesem Falle coincidiren die beiden Doppelpnnkte A?,, Aq der 
projectiven Punktreilien A, . . . und A,. . . im Punkt  O.  Diesem Punkt als 
Lichtpunkt entspricht ein mit O identischer homocentrischer nildpunkt. 
Demnach giebt es auf einem solchen einfallenden IIauptstrahl ausser dem 
Punkt O keinen Lichtpunkt, dern ein homocentrischer Bildpunkt entspricht. 

Zu einem auf dem Hauptstrahl a angenommenen Lichtpunkt A er- 
halten wir durch die Gerade G A ,  die den Hauptstrahl a in A, trifft, und 
dureh die Gerade A,G', die den Hauptstrahl a', in A', schneidet den ent- 
sprechenden ersten Bildpunkt A',. Ebenso ergiebt sich durch die Gerade HA, 
welche auf dern Hauptstrahl <Y den Punkt A-, liefert, und durch die Ge- 
rade A,M' auf dern Uauptstralil a' der entsprechende zweite Bildpunkt A',. 
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Einer Reihe von Lichtpunkten A auf dern Hauptstrahl a entspricht cine 
pojective Reihe von ersten Bildpunkten A', . . . und eine projective Reihe 
Ton zweiten Bildpunkten A', . . . auf dem austretenden Hauptstrahl a'; und 
die Doppelpunkte dieser drei projectiven Punktreihen sind im Punkte O 
yoreint. 

Bei der hiconvexen Linse in  Figur 13 ist der einfallende Hauptstrahl a 
nach dern Mittelpunkt M der KugelflBche K gerichlet, also senkrecht zu 
derselben. Der Hauptstrahl cr in der Linse liegt dann mit a zusammen. 
Um zu dem in Z' befindliuhen Punkt  Ap auf cr nach der Construction i n  
Figur 3 den entsprechenden Punkt Ap auf a zu bestimmen, errichten wir 
im Mittelpunkt M und irn Eintrittspunkt O die Senkrechten HP, 0 a  auf  
a ,  nehmen auf der Senkrechten N P  die Punkte P, Ti, so dass 

ist, xiehen die Gerade AI,Ti, welche die Senkrechte O a in  SI, schneidet, 
dam ergiebt sich durch die Gerade Pmp der entsprechende Punkt  Ap. Dem 
Lichtpunkt Az, aiif d e n  Hauptstrahl a entspricht nach der Urectiung a n  
der Kugelfliiche E der mit Z' coincidirende homocentrische Bildpunkt AP 
auf dem Hauptstrahl or. Betrachten wir nun Ap als L i c h t p u ~ k t ,  so ent- 
spricht diesem nach der Brechilng an der Kugelfliiche E' der mit 2' coin- 
cidirende hornocentrische Bildpunkt A'p auf dern Hauptstrahl a'. Demnach 
gehort zu dern Lichtpunkte Ap auf dem senkrecht zur Kugelflache K ein- 
fallenden Hauptstrahl a der homocentrische Bildpunkt Asp auf dern aus- 
tretendcn Hauptstrahl a'. 

Bestimmcn wir so auf jedem nach dem Mittelpunkt M gerichteten 
Hauptstrahl den Lichtpunkt, welchen ein homocentrischer Bildpunkt ent- 
spricht, dann bilden die Lichtpunkte in einer Meridianebene eine Curve 
und die zugch6rigen homocentrischen Bildpunkte liegen auf dem Kreis B'. 

Die nach N gerichteten einfallenden Hauptstrahlen, welche den Kreis 5' 
bcriihren, begrenzen die Curve und die entsprechenden austretendon 
Hauptstrahlen begrenzen als geometrische Grenzlagen auf dern Kreis z' das 
Bogenstllck, welches die homocentrisohen Bildpunkte erfüllen. F ü r  die 
Curve $, deren geometrische Fortsetzung nicht gezeichnet is t ,  erhklt mari 
eine Gleichung vom vierten Grade, wie sich durch einfache Rechnung 
ergiebt. Allen Lichtpunkten auf der Rotationsfliiche, welche durch Drehung 
der begrenzten Curve 6' um die Linsenachse entsteht, entsprechen homo- 
centrische Rildpunkte auf einer Kugelhaube. 

Durch die Gerade TTO'. welcbe O a  in 'II, schneidet, und durch die 
Gerade P g p ,  ergiebt sich zu dem Punkt  Q' auf dem Hauptstrahl a! der ent- 
sprechende Punkt Ag auf dern Hauptstrahl a. Demuach entspricht dem 
Lichtpunkt Aq auf deni einfallenden Hoiiptstrahl a der mit 0' coincidirende 
homocentrische Dildpunkt auf dern austretenden Hauptstrahl a' und es er- 
giebt sich eine punktirt gezeichneto Curve f '  vom vierten Grade, auf welcher 
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alle Lichtpunkte liegen, denen homocentrische Bildpunkte au€ dem Kreis K' 
entsprechen. Durch Drehung dieser Curve 1' um die Linsenachse entsteht 
eine Rotationsfliiche, die alle Lichtpunkte enthalt, deren homocentrische 
Bildpunkte sich auf eineï Kugelliaube der Kugelflache Br befinden. 

Bei dem speciellen Fa11 einer planconvexen Linse KK' in Figur 14 
sind alle einfallende Hauptstrahlen senkrecht zu der Ebene E gerichtet und 
zu dem mit Z' coincidirenden Punkt  A, des Hauptstrahles a: ergiebt sich 
der entsprechende Punkt A, auf dem einfallenden Hauptstrahl a ,  i d e m  wir 
den Piinkt Ap so bestimmen, dass 8 A,, : 0 A, = n : 1 = 3 : 2 ist. Die 
Curve 8' ist dann affin zu dem Kreis c' in  Rezug auf die Gerade K als 
Affinitiitsachse und demnach ist da3 physikalisch aur Geltung komrnende 
Curvenstück c t 'b  eine halbe Ellipse, deren grosse Achse c b  parallel zu K 
und gleich dem Durchmesser des Kreises 5' ist. Allen Lichtpunkten in einer 
Meridianebene auf der halben Ellipse c i  b entsprechen homocentrische Bild- 
punkte auf dem Halbkreis fi'. 

Ferner ergiebt sich, wenn wir den Punkt  Aq so bestimmen, dass 
0 0' :  0 Aq = n : 1 = 3 : 2 ,  eiu Stück f' einer Ellipse, welche zu dcm 
Kreis E' affin ist  in Bezug au€ K als Affinitiitsachse und allen Licht- 
punkten in einor Mcridianebene auf dem Ellipsonstück f' entsprcchon horno- 
centrische Bildpunkte auf dem Kreis K'. Durch Drehung der halben 
Ellipse 8' und des Ellipsensttickes t' um die Linsenachse wird resp. ein 
halbes Rotationsellipsoid und eine Haube eines anderen Rotationsellipsoides 
erzeugt. 

Bei einer biconcaven Linse EH' in Figur 15 gehen die einfallenden 
Hauptatrahlen von dem Mittelpunkt Jf der Kugelllache E aus. Die Curven 
und E' sind in gleicher Weise, mie in Figilr 13 bei der biconvexen Linse, 
construirt und sind vom vierten Grade. Den Lichtpunkten in einer Meridian- 
ebene auf der begrenzten Curve $ entsprechen hornocentrische Bildpunkte 
auf dem Kreisbogen ,z' und den Lichtpunkten auf der begrenzten Curve t' 
entsprechen homocentrische Bildpunkte auf dem Kreis K r .  Für eine plan- 
concave Linse ergeben sich die analogen Beziehungen, wie bei der plan- 
convexcn Linse in Figur 14. 

Wenn der einfallende Iiauptstrahl mit der Linsenachse einen kleineu 
Winkel bildet, werden die Lagenbeziehungen für  die Construction der Licht- 
punkte Ap,  Aq und der entsprechenden homocentrischen Bildpunkte A',, 
A'q ungünstig, weil daun u n g e r m e  Schnittpunkte auftreten. Zwar kann 
man durch projective Hilfsconstructionen die erforderlichen Schnittpunkte 
meist genauer erhalten; aber die Construction wird dadurch umstandlich. 
Wir wollen deshalb noch die Formel ableiten, durch welche man die 

Liclitpuiikte, denen homocentrische Uildpunkte entsprechen, rechnerisch 
bestimmen kann;  aber die erfordcrliche Rechnung ist sehr urnstàndlich. 
Sind in Figiir 16 die schiefen Coordinaten des Punktes G mit f,, <pi und 
des Punktes DI f,, rpz, fcrner aie  Strecken O A,, @A,,  OAzr 
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resp. mit x,, x l ,  2 2 ,  ~2 bezeichnet und tieziehungsweise positiv in  den Richt- 
ungen O a ,  O LY, dann ist nach Gleichung 3) und 6): 

fl fi2 + - i = i .  - + - = l . ,  - 

1 X i  " 2  Xz 

Sind analog die schiefen Coordinaten des Punktes G' mit f', , <p', und 
des Punktcs M' mit f ' ,  , g ~ ' ,  , ferner die Strecken @'A', , O'A,, O'A',, O'A, 

I I  

resp. mit x , , 1 ,, xP2, x', bezeichnet und beziehungsmeise positiv in den Richt- 
ungcu O'a', a ' @ ,  dann erhalten wir die Gleichungen: 

Setzen wir die Strecke O a'= S ,  dsnn ist + il = 6 und X, $ ie= 8. 
Hiernach ergiebt sich: 

13) 'Pi + " l  - = 6 ,  
fl f1 l P 7  1-- 

x1 x 1 

14) v2 ' 7 2  -6. 
f 

+-- 
1 - 2  1 - 7  f '2 

33 x 2 

Nehmen wir dio Punkta A',, A', in einem l'unkt A' vereint, also 
x', = x',= x', und eliminiren wir aus diesen beiden Gleichungen x', dann 
ergiebt sich für die beiden projectiven Punktreihen A l . .  . und A , .  . . auf 
dem Hauptstrahl a die folgende Gleichung: 

Setzen wir zur Abkürzurig: 

P = f l ( ~ 1  - 6) ( ' P Z  + ' ~ ' z  - 8 )  - f ' a ( < ~ s  - 8 )  (9, + vS1 - a )  
Q I  = &fi  f'z ( g ~ i  + <pli - 6) + f ' l  f 2  (VI  - J I  ( ~ ' 2  - 5 )  

Qe = d f l f ' l ( ~ 2  + ~ ' 2  - 8) + f~ f ' 2  (cp1'- 8) ( p z  - 8) 

R = d f , f , f , ( < p 1 ,  - 6 )  - af, f" , f , ( 'P, ' -  a), 
d a m  erhalten wir: 

15a) x1z2P-  x,Q, + x2Qe = B. 
Um die Doppelpunkte der beiden projectiven Puiiktreihen A , .  . . und 

A,. . . rechnerisch zu bestimmen, setzen wir X I  = X ,  = x ,  dann ergiebt sich 
aus der quadratischen Gleichung: 
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336 Homocentrische Brechung des Lichtes etc. Von Dr. L. BURMEBTER. 

Sind in Figur 17  die Radien r, r' der Kugelfliiche K, K' und die 
Linsendicke JJ'= d gegeben, ist der Abstand O H =  W des Eintritts- 
punktes O von der Linsenachse und der Einfallswinkel e des Hauptstrahles a 

angenommen, dann wird der Rrechungswinkel E in der Linse an der Kugel- 
flache K nach n  . sin E = sine berechnet; ferner wird der Brechungswinkel É 
in der Linse an der Kugelflache E' und der Austrittswinkel e' des Haupt- 
strahles a' nach sin es= n  sin 6' berechnet. 

Nach den Pormeln 9) und 10) ist: 

r sin E cos2 e r sin e cos2 c r sin E r sin e , f - <pz= 
f l=  sin F) ' "= sin(e-E) ' -szn(e-&) sin (8  - E) 
, r sin E ' C O S ~ ~ '  , r'sifi ePcoSS E' rBin E' , r'sin e' 

1 f - .  --. 
= ( -  ) ' = i n  (4- É) ' - sin (é- F') ' " ' - sin (é- F') 

Durch diese Wertho erhalten wir nach Einsetzung au0 17) die beiden 
Werthe für x und damit auf dem einfallenden Hauptstrahl a die beiden 
Lichtpunkte, denen homocentrische Bildpuukte auf dem austretenden IIaupt- 
strahl a' entsprechen. Die Bildpunkte ergeben sich dann durch Rechnung 
aus 13) oder 14). 

J e  nachdem 
4 P R  + ( Q I  - QA' 2 0 

iut, sind die Lichtpunkte reell, imaginBr oder fallen zusammen. 
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Construction der Focalcurve aus sechs gegebenen 
Punkten. 

Von 

Dr. R. MÜLLER, 
Professur an dcr  Teïliuischun R ~ i ~ h s c l i u l a  in Braunschweig 

Hierzu Tafel XV E'ig. 1-7. 

Die Focalcurve ist bekanntlich eine circulare Curve dritter Ordnung 
von der lx:sonderen Beschaffenheit , dass ih r  F o c  a l c e  n t r u m - das heisst 
der reelle Schnittpunkt ihrer imaginaren Asymptoten - au€ der Curve 
selhst liegt. Sie mird am einfachsten cnnstruirt als Eraeugniss eines Kreis- 
büschels und eines ihm projectiven Strahlenbüschels, dessen Strahlen durch 
die Mittelpunkte der cntsprechenden Kreise gehen." Der Mittelpunkt dieses 
Strahlenbüschels ist  ihr Focalcentrum; die Nittelpunkte der Rreise liegen 
auf einer Geraden, die aur reellen Asymptote parallel ist und den Abstand 
zwischen dieser und dem Focalcentrurn halbirt. Wir  bezeichnen dieselbe 
als die M i t  t e l  l i n i  e ,  die - reellen oder imaginiiren - Grundpunkte des 
Rreisbüschels als die G r u n  d p u n  k t e der Curve. 

Die Focalcurve kann ferner definirt werden als der geometiische Ort  
der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar; eie ist  demnach auch der Ort  
eines Punktes, welcher die drei Gegeneckenpaare eines vollstiindigen Vier- 
seits dnrch eine symmetrische Involution projicirt. I n  der Kinematik der 
starren ebeiien Sy sterne begegnen wir ihr  als K r  e i s p  u n k t c u r v e ,  das 
heisst als dem Orte derjenigen Systempnnkte, die i n  vier auf einander 
folgenden Systemlagen sich auf einem Kreise befinden.** I n  dieser Be- 
deutung spielt sie z. B. in der Lehre von der angenaherten Geradfülirung 
eiue wichtige Rolle. 
--- -- 

* Vergl. S ç h r o t e r .  über eine beeondere Curve dritter Ordnung und eine 
einfache ICrzeugungsart der allgemeineu Curve dritter Ordnung (Mrtthernatische 
Annalen Bd. 6 S. 60). L)ur è g e ,  über die Curve dritter Ordnung, welche den geo- 
metrischen Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bildet (daselbat S. 83) .  

** B u r m e s t e r :  Kinematik 1 S. 616. 

Zcitacbrift f nlatliematik u. Pbysik.  40 Jakirg. 1835. 6.  Hoft.  2 2 
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Unter  den ebenen Curven drit ter Ordriung nimmt die Focalcurve eine 
shnlich nusgezeichnete Stellung e in ,  wie der  Kreis iinter den Kegelschnitten. 
E s  diirfte deshalb von Nutzen sein,  diese specielle Cnrve eingehender zu 

untersuchen. I m  Folgenden beschrsnken wir uns  immer  auf die Betrachtung 
des allgemeinen Fal ls ,  dass die Curve keinen Doppelpunkt hat. Wir be- 
ginnen mi t  der Construction de r  Focalcurve aus  sechs b e l  i e b i g  gew!ihlten 
P u n k t e n ;  dazu bedarf es aber zunachst der Ableitung einiger Hilfss%tae 
über circulare Curven drit ter Ordnung im Allgemeinen. 

5 1. Construction des Foca lcen t rums  e i n e r  d u r c h  s ieben Punkte  
gegebenen  c i r cu la ren  Curve d r i t t e r  Ordnung.  

Durch sieben beliebig gegebene Punk te  1 ,  2 ,  . . .?  ist eine ciiculare 
Curvo dr i t ter  Ordniing c eindeutig beatimmt. Beschreibt mon durch irgend 
zwei dieser Punk te ,  z. B. durch 1 und 2 ,  ein Iireisbüschel, so schneidet 
jeder solche Kreis die Curve - von den irnaginaren Kreispunkten 1, J 
abgesehen - noch in  zwei weiteren Punk ten ,  und die Verbindungslinie 
derselben geht  bekanntlich durch einen festen P u n k t  P der C, den Gegen- 
punkt  der vier Punkte  1 ,  2,  1, J. Dann  is t  die c das Erzeugniss des 
Kreisblischels 1 2(3 4...) und des ihm projectiven Strahlenblischels P (3 4.. .) ,  
mithin ist  das Doppelverh&ltniss der  vicr von P nach 3 ,  4 ,  5, 6 gehenden 
Strahlen gleich dem Doppelverhfiltniss der  vier entsprechenden Kreise des 
Büschels 12, und der  Punk t  P liegt demnach auf  dem Kegelschnitte, der 
durch 3,  4 ,  5, 6 geht  und das Doppelverhdtniss 1 2 i 3  456 )  fa&. Ebenso 
befindet sich P auf dem Kegelschnitte, der  über den Punkten 4 ,  5, G ,  7 
das  Doppelverh5ltniss 1 2 ( 4  5 6 7) fasst;  folglich kann  P als der vierte 
Schni t tpunkt  beider Kegelschnitte i n  bekannter Weise linear conetruirt 
werden. 

E i n  Kreis des Büschels zerfi l l t  i n  die unendlich ferne Gerade der 
Ebene nnd in  die Geradc 12. Der entsprechende Strnhl des Rüschcls P 
schneidet die Curve c in ihrem reellen unendlich fernen Punkte  77 und in 
einem auf 1 2  liegenden Punkto  Q. Um die zum Punk te  U gehorcnde 
Asymptote u zu erhal ten ,  betrachte man  P und Q als Grundpunkte eines 
neuen Kreiubüschels und construire zu P, Q ,  1, J den Gegenpunkt S in 
derselben Weise ,  wie vorher den P u n k t  P als Gegenpunkt von 1215. 
K u n  schneidet der  i n  die Geraden YQ und IJ zerfallende Kreis die 
Curve c noch in zwei P u n k t e n ,  die beide mi t  U zusammenfallen. Die 
Verbindungslinie derselben ist  die Asymptote u, und diese geht  also durch 
den Punkt, 9. W?ihl t  m a n  d e m n a c h  z u r  E r x e u g u n g  d e r  C u r v e  c 
e i n  K r e i s b ü s c h e l ,  d e s s e n  G r u n d p u n k t e  a u f  e i n e r  P a r a l l e l e n  
z u r  r e e l l e n  A s y m p t o t e  l i e g e n ,  s o  i s t  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  z u -  
g e h o r i g e n  S t r a h l e n b ü s c h e l s  d e r  A s y m p t o t e n s c h n i t t p u n k t  S.* 

-- 

* In anderer Weise abgeleitet von D u r è g e ,  dieae Zeitsclirift Bd. 14  S. 3GS. 
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1st die Parallele zu U ,  welche die Grundpunkte des erzeogenden Kreis- 
büscliels verbindet,  uncndlicli benachbart  xur unendlich f'errien Geraden,  so 
sind die Grundpunkte  selbst unendlich benachbart  zu  den imaginaren Kreis- 
punkten 1, J, und das  Kreishüschel verwandelt sich iii ein Büschel con- 
centrischer Kreise uni das Focalcentrum F der Curve c. Dann folgt aus  
detn vorhergehenden Satze: J e d e r  K r e i t i  u m  d a s  F o c a l c e u t r u r n  F 
s c l i n e i d e t  d i e  C u r v e  c i n  z w e i  P u n k t e n ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e  d u r c h  de r i  A s y m p t o t e n s c h i i i t t p u n k t  S g e h t .  Oder: D i e  
U i t t e l s e n k r e c l i t e n  a l l e r  S e h r i e n ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  c a u f  d e n  
d u r c h  d e n  A s y m p t o t e n s c h n i t t p u n k t  S g e h e n d e n  S t r a h l e n  a b -  
s c h n e i d e t ,  g e h e n  d u r c l i  d a s  F o c a l c e n t r u n i  P.* 

Sind demnach die Punkte  P, Q ,  S ermit te l t ,  so  Ealle nian auf irgend 
zwei Stralilen des Büschcls S, z. B. auf 83 ,  84,  Lothe aus den Mitt,el- 
puukten der  entsprechenden Kreise P Q 3 ,  PQ4; dieselben schneiden sich 
irn Focalcentrum F. 

Die Curve c construirt  man  am einfachstcn als Erxeuguiss des Kreis- 
biîschels PQ und des ihm projcctiven Strahlcnbüschcls AS, wobei die Strahlcii 
von S senkrecht sind auf den Geraden, die den Punk t  F mit  den Mittel- 
puukten dcr  entsprechenden Kreise verbinden. 

5 2. Satze  ü b e r  Büschel  v o n  c i r cu la ren  Curven 
dritter Ordnung. 

Acht Punkte  161 2. .  . 6  bestimmen ein Büschel von Curven dr i t tcr  
Ordriuiig; durch Angabe der Tangente  i n  einem der  Grundpunkte ,  z. B. i n  
1, wird eine bcstimmtc Curve c des Rüschcls eindeutig definirt. Ordnet 
man deinnach in den St,rahlenbüscheln u m  I und J immer zwei solche 
Stralilen i und j einandcr a h  entsprechend z u ,  die in  diesen Punktcn die- 
selbe Curve c be rühren ,  so sind die Strahlenbüschel projectiv auf einander 
bezogcn, und der Schnittpunkt F von i und j beschrcibt einen durch dic 
l'unkte I und J gehenden Kegelschnitt f (Fig. 1). Fallen n u n  die Punk te  
1 und J mit deu imaginaren Kreispunkten zusammen, oo wird c eine 
circulare Curve drit ter Ordnung,  F i h r  Focalcentrurn,  und dann ergiebt 
sich der Satz:  D i e  F o c a l c e n t r a  e i n e t i  B ü s c h e l t i  v o n  c i r c u l a r e n  
C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  e r f ü l l e n  e i n e n  K r e i s  f. 

III Figur  1 geh t  durch jeden P u n k t  ZJ de r  Geraden IJ eine bestimmte 
Carve c des Rüschels. Hierdurch wird die in  der  Geradcn I J  liegende 
Pünktreihe U U' Un.. . projectiv bezogen auf das  Büschel ii'i". . . der zu- 
gchorigen Sangcntcn in I und folglich such auf die Punktreihc FF'F". .., 
deren TrLger der  Kegelschnitt f ist. LZsst man den P u n k t  U mit  I 
zusamincnfallcn, so  berülirt die zugehorige Curve c die Gcradc I J  in 1, 
- ~ - 

* Auf andere Weise erhalten von E c k a r d t ,  diese Zeitschrift Bd. 10 S. 321. 

22* 
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also wird i identisch mit IJ und E' identisch mit J. Wird andererseitj 
der Punkt  J der Reihe UU'U".  . . zugewiesen, so entspricht ihm in 
FF'E"'. . . der Punkt 11 Uezeiühnet man dernnach mit Ul den vierten 
harmonischen Punkt  zu Il J, U, mit den entsprechenden Punkt nuf f ,  
so sind auch J, 1, F, FI vier harmonische Punkte,  folglich geht die Ge- 
rade FFI dnrch den Pol der Geraden IJ in Bezug auf f. - Seien jetzt 
mieder 1, J die imaginiiren Kreispuukte der Ebene. D a m  liegen die 
Punkte F, F, auf einem Durchmcsscr des Krcises f, und die Punkte U, Ul 
gehoren zu zwei circularen Curven c ,  cl ,  deren Asymptoten auf einander 
senkrccht stchen. Das hcisst: I n  d a m  R ü s c h e l  v o n  c i r c u l a r e n  C u r v e n  
d r i t t e r  O r d n u n g  h a b e n  j e  z w e i  C u r v e n ,  d e r e n  A s y m p t o t e n  einen 
r e c h t c n  W i n k c l  e i n s c h l i e s s e n ,  zu k ' o c a l c e n t r e n  i m m e r  zwei 
G e g e n p u n k t e  d e s  K r e i s e s  f i  

Verbindet man endlich in Figur 1 eiiien beliebigeu Punkt F, des Kegel- 
schnitts f mit entsprechenden Punkten der Pnnktreihen UU'U". . . und 
E'F'F".. ., so erhalt man zwei projective Strahlenbü~chel,  in denen die 
Strahlen F O I ,  F,J einander doppelt entsprecheu; die beiden Büschel bilden 
demuach eine Involution, von welchcr F o l ,  Fo J ein Paar  eiitsprechende 
Strahlen sind. I n  dem besonderen Falle, wo I und 3 die imaginaren Rreis- 
punkte darstellen, ist diese Involution synimetrisch, weil ihre Doppelstrahlen 
durch I und J harmonisch getrennt werden. Hieraue folgt : D i e  G e r  ad e n ,  
w e l c h e  d i e  r e e l l e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e ,  s o w i e  d i e  e n t -  
s p r e c h e n d e n  F o c a l c e n t r a  d e s  R ü s c h e l s  v o n  c i r c u l a r e n  Ciirven 
d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  Fu d e s  K r e i s e s  f 
v e r b i n d o n ,  s i n d  d i o  P a a r e  e i n e r  s y m m e t r i s c h e n  I n v o l u t i o n .  

5 3. Die Focalcurve a l s  Sonderfall de r  c ircularen Curve 
dr i t ter  Ordnung. E i n  charakter is t ischer  Kreis.  

Schreibt man die Gleichung einer circularen Curve dritter Ordnung c 

fur rechtwinklige Coordinaton in der Form: 

so erhlilt man die Coordinaten k ,  7 des Focalcentrums F, indttm man aus- 
drlickt, dass jede der Geraden, die F mit den imaginüren Kreispunkten 
verbindon. nur e i  n e  n endlichen Punkt  mit der c  gemein hat; dann ergiebt 
sich nach einfacher Rechnung : 

Die Curve c  ist eine Focalcurve, wenn sie durch den Punkt F hin- 
durchgeht, wenn also die Coordinaten 6 ,  q der Gleichung 1) identisch 
gcnügen. Nun ist nach 2): 
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(aac + a b  b -t b2e) I(c  - + b a l  c < 2 +  b 6.q + q 2 =  

4 (a" b2j2 

Die Gleicliung 1) stellt also eirie l"oca1curvc d s r ,  sobald der Ausdruçk 

verschwindet ; oder, anders ausgedrückt , d i e  c i r  c u l a r  e C u r  v e  d r i  t t e r  
O r d n u n g  c i s t  e i n e  F o c a l c u r v e ,  w e n n  d e r  K r e i s  k 

d u r c h  i h r  F o c a l c e n t r u n i  g e h t .  
Die Curve c und der Kreis k stehen i n  einer einfachen geometrischen 

Beaiehung. Hezeichnet nian n h l i c h  zur Ahkürzung die linken Seiten der 
Gleichungen 1) und 3) bez. mit & und 9 und setzt 

I$ , -R=Q=( '  a + b'y) (x2 + yY) + 1'2 + b'xy 4- e'y" f'fz + g'y + t)', 
, c - e  , E - c  , , , 

so kt a'=n, b r = b ,  c =  --, 3'-b, (=-- 
2 7 f = p l ) = O )  c'+;=O, 

r ,  
c - e = c - c. Dann wird durch die Gleichung a = O eine circulare Curve 
dritter Qrdnuug d dargestellt, die im Coordinaten-Anfangspunkte einen 
Doppelpurikt hat ,  deren reelle Asymptote p:trallel ist zur  reellen Asymptote 
von c und derea Focalcentrum zufolge der Gleichungen 2) mit F ziisammen- 
fzllt. Dieselbe ist liberdies eirie Focalcurve, denn es i s t :  

Die Curven c und d schneiden sich, von den unendlich fernen Yunkten 
abgeseben, noch in vier endlichen Punkten,  und diese liegen sammtlich auf 
dem Kreiae k. 

Man kann nun zu jedem Punkte P der Ebene eine Focalcurve d con- 
~truiren, die in P einen Doppelpunkt besitzt, und die mit der gegebenen 
Ciirve c das Focalcentrum I", sowie den reellen unendlich fernen Punkt 
gemein hat ;  uud zwar wird durch diese 3 + 5 + 1 Uedingungen die Curve d 
eindeutig bestimmt. B i e r d u r c h  w i r d  a b e r  a u c h  j e d e r n  P u n k t e  P 
i n  B e z u g  a u f  d i e  C u r v e  c e i n  b e s t i m m t e r  K r e i s  k z u g e o r d n e t ,  
der die vier endlichen S~hnit~tpi inkte  von c u n d  d e n t h d t  und d e r  i m m e r  
dann  u n d  n u r  d a n n  d u r c h  d a s  F o c a l c e n t r u m  F g e h t ,  w e n n  d i e  
e oine  F o c a l c u r v e  i s  t. Der so dofinirtc Kreis k sol1 im Folgcnden a?s 
der  dem P u n k t e  P i n  B e z u g  a u f  d i e  C u r v e  c z u g e o r d n e t e  K r e i s  
bezeichnet werden. 
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L i e g t  d e r  P u n k t  Y a u f  c, so z&hlt er  für  zwei Schnittpunkte der 
Curven c und d ,  und d a n n  b e r ü h r t  d e r  z u g e o r d n e t e  K r e i s  k die 
C u r v e  c i n  P. I n  diesem F a l k  ergiebt sich eine einfache Construction 
des Kreises k. Wahlt man namlich den Punkt  P zurn Coordinaten- Anfangs- 
punkt und zieht ùie y-Achse parallel zur reellen Asymptote u von c ?  so 
hat man für  die Curve c ,  die Asymptote u und den Kreis k bez. die Gleichungen: 

x(z2+ y?) + CX" bxy + ey2+ f x  + gy = O ,  

u n d  für den Punkt  F wird 
c - e E=-- 

2 

Sind nun Q und R bez. die Schnittpunkto der y -  Achso mit, c und li, 

V der Schnittpunkt der x -  Achse mit u ,  so ist: 

also 

Kennt man demnach von der Curve c des Focalcentrum P, die  

Asymptote w ,  auf einer Parallelen zu .u die I'unkte P und Q und in 1' 
die Tangente p - was zur eindeutigen Bestimmung von c gerade aus- 
reicht - so aiehe man PV senkrecht au u ,  P G  senkrecht z u P  Q ,  QW parallel 
und gleich zu F G  (Fig. 2). Dann geht der  gesuchte Kreis 1c durch den 
Schnittpunkt R von VW mit PQ und berührt in P die Gerade p. 

Die Coefficienten der Gleichung 3) sind linear zusammengesetzt ails 

den Coefficienten der Gleichung 1). Bestimmt man also zum Punkte P iu 
Bczug auf zwei circulüre Curven dritter Ordnung O = O und &'= O die 
zugeordneten Kreise = 0 und R'= 0, so entspricht demselben Punkte P 
in  Bezug auf die Curve & - A ER= O der Kreis $2 - AR'= 0. Hieraus 
folgt: D i e  e i n e m  P u n k t e  P i n  B e z i i g  a u f  e i n  B ü s c h e l  v o n  c i r -  
c u l a r e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  z u g e o r d n e t e n  K r e i s e  b i l d e n  
g l e i c h f a l l s  e i n  B ü s c h e l .  
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9 4. Construction d e r  Focalcurve au8 sechs beliebig gewlh l ten  
Punkten. 

Sechs beliobig gegebeue Punkte 1, 2, 3,  4,  5, 6 bestimmen ein 
Büachel von circularen Curven dritter Ordnung c ,  c', c". . . und einen 
Kreis f als Ort der zugehorigen Focalcentra E', F' 3"'. . . Construirt man 
fiir irgend einen Punkt P der Ebcne in Bezug au€ c ,  c', c". . . die zogeord- 
neten Kreise k ,  Ti, k". . ., so ist das entstthende Kreisbüschel projectiv 
bezogen auf die Punktreihe FF'F". . . . Verbiudet man also einen be- 
liebigen Purikt F, des Kreises f mit F, 3" F". . ., so ist auch das Stralilen- 
büschel F,,(FB"F") projectiv zu dem Kreisbüschel k k'k". . ., und .daun 
ereeugen beide eine circulare Curve dritter Ordnung z. Dieselbe schneidet 
den Kreis f in Fo und tiberdies in drei endlichen Punkten Fr,  FII ,  fi11, 
und diese gehoren 81s Focalcentra zu drei bestimmten Curven c l ,  c ~ r ,  c r r ~  
des Büschels cc'c". . . Nun ist FI als Pnnkt  der Curve a der eine Schnitt- 
punkt des Strahls F O E  mit dem entsprechenden Kreise 7cI des Büschels 
kk'k". . .; dem Punkt P wird also in  Bezug auf Cr ein Kreis kl zugeoidriat, 
der durch das zugehorige Focalcentrum f i  geht ,  mithin ist c l  nach einem 
der vorhcr abgeleitcten Satze eine Focalcurve. Hicraus folgt: D u r c h 
s e c h s  g e g e b e n e  P u n k t e  g e h e n  i m  A l l g e m e i n e n  d r e i  F o c a l -  
c u r v e n .  

Die Construction der Focalcurven c l ,  c r ~ ,  c r r ~  erfordert demnach die 
Beslimmung des Kreises f und der Curve s. Um einen Punkt von f zu 
erhalten, füge man zu den sechs gegebenen Punkten 1, 2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 
einen siebenten Punkt U beliebig hirizu und construire für  die so be- 
stimmte Curve c das Focalcentrum F. Dabei lasst man den Punkt  U 
zweckmissig zusammeufallen mit dern unendlich fernen Punkte eirier Geraden, 
die zwei der gegebenen Punkte verbindet. Sei etwa U der unendlich ferne 
Punkt der Geraden 1 2 ,  so lege man durch die Punkte 1 und 2 das Kreis- 
büschel 1 2  (3 4 5 6 U) und bestimmo zunachst den Punkt S ,  in wclchem 
die Curve c ihre Asymptote zc schneidet. Nach 5 1 ergiebt sich S a19 der 
vierte Schnittpunkt zweier Hyperbeln D und ta ,  die bez. durch die Punkto 
3 ,  4 ,  5, U und 3 ,  4, 6 ,  U geheu und die Doppelverhiiltnisse 1  2 (3 4 5 0) 
und 1 2 ( 3  4  G u') fiseen. Die Ausführung dieser Construction gestaltet sich 
in folgender Weise (Fig. 3). 

Errichtet man zu den Geraden 13, 1 4 ,  15, 16 bez. Lothe in deu 
Punktcn 3, 4,  5, 6 und bestimmt ihre S~hnitt~piinkte 3', 4, 5', 6' mit 
einer durch 2  senkrecht zu 12 gezogenen Geraden, BO liegen die Punkte 
3', 4') 5, 6' bcz. auf den Kreiscn 1 4  3 ,  1 2  4, 12 5, 1 2  6, folglich ist dau 
Doppelverhültniss 

3' 5' 
1  2 ( 3  4 5  U) = (3'4'5'~~) = --. 

4'5' 
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Man ziehe nun durch 5 zu 12 eine Parallele, welche 3  4  in 5, schneidet, 
mache auf einer durch 3 beliebig gelegtcn Geraden, z. B. auf 13, die 
Strecken 3 4"= 3'4', 3 Y= 3' 5', 

bestirnme den Schnittpunkt G von 44" und 505" und zielie die Gerade 6% 
paralle1 zu 13 bis 34. Dann ist das Doppclverhiiltniss 

mithin ist die Gerade 8 U eine A ~ y m p t o t ~ e  der I-Iyperbel b. 
Macht rnan ferner auf 1 3  die Strecke 36"= 3'6' und zielit 66, 

parallel zu 12  bis 3 4 ,  darauf 6,6" bis X a u €  44" und 2% parallel zii 

13 bis 3 4 ,  so bestirnnien die Punkte  3,  4 ,  6, U mit der Asymptote U 
die Hyperbel tu. 

Um jetzt den vierten Schnittpunkt S der Ilyperbeln b und \v zu ei- 
mitteln, construire man zuntichst den zweiten Schnittpunkt G *  der Gerailen 
3 6  mit b, sowie den zweiten Schnittpunkt 5* von 4 5 mit 1v. III dem 

der Hyperbel O eingeschriebenen Fünfeck 3 4 5 UG* schneidet die Tangeiite 
des Punktes U die gegenüberliegende Seite 3 4  in z; treffen sich d s o  36 
und 5 U i n  a, so ist L3Q die l 'ascal 'sclie Gerade, und darin geht UC* 
dnrch den Schnittpunkt 8 von 4 5  und BQ. Ebeuso findet man 5* durcli 
folgende Constructiou : 

Q'= 4 5 ,  6 U ;  gr=  m ~ ' ,  36 ;  5 * =  45, U38'. 

Die IIyperbeln i, und t~ bestimmeu nun eiu Kegel~clinit~tbüschel mit 
den Gruiidpurikteri 3 ,  4 ,  U, S. Legt man durch zwei derselberi, etwa 3 
und 4, einen feçten T<egelschnit,t, z .  TI. das Geradenpanr 3 6 ,  4.5, so sclineidet 
dieser alle Kegelschuitte des Büschels noch in Punktpaareii, deren Ver 
Iiindiingslinien durch einen fest,en Punkt  !$ der Geraden US gehen. Die 
IIyperbeln n und tt! treffen jenen feçten Kegclschnitt hez. in G *  und 5, 
sowie in 6 und 5*; demnach ist 9 der Schnitt,punkt von 6*S und 6 5*, 
und d a m  liegt S auf der zu 1 2 parallelen Cieraden Q U, d. h !$ U ist die 
reelle Asymptote zc der Curve c. Ein dritter Kegelschiiitt des niischels 
wird dargestellt durch das Geradenpaar 3U, 4s .  Hezeicliuet m m  also 
niil !31 und 22' bea. die Schriittpunkte von 3 U und 45 ,  sowie von 4s urid 
3 6 :  sa getit die Gerade 9 i 8 '  gleichfalls durch q ,  folglich ist 

R ' = 3 6 ,  q g ~ ;  S= PU! 491'. 

Mit Bilfe des Asymptotenschnittpunktes S erhiilt man unmittelbar das 
gesuchte Focalcentrum F der Curve c. Die Geraden 1 3', 14' schneiden 
n a d i c h  die Mittelseukrechte der Strecke 1 2 bez. in den Mittelpunkten !Dl3, 
mbn, der Kreise 1 2  3 ,  12 4. Pallt man von m,, m4 bez. TJotiie aiif S3, 
84, so treffen sich dieselben nach 5 1 im Punkte F. 

Man construire niin in ganz derselben Wcise das Focalccntrurn F'  dei 
circulai-en Curve dritter Ordnung c', die durch die Punkte 1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6, 
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sowie durch den unendlich ferneii Punkt  U' der Geraden 1 3  geht. Nach 
dem letzten Satze in 5 2 bildeu die Strahlen, welche F und U, F' und 
U' mit irgend einem Punkte des Krciscs f ,  z. B. mit dem zu F unendlich 
benachbarten Punkte verbinden, zwei Paare einer symmetrischen Involution. 
Zieht man also durch 3' die Gerade d so, dass der Winkel F'Ft gleich ist 
dem Winkel U F U ' ,  so berührt t in F den ICreis f ,  der durch F, F', t 
demnach bestimmt k t .  

Um zweitens die Curve a zu ermitteln, ersetzt man zweckmassig den 
vorlier mit Y bezeichneten Punkt  durch einen der seclis gegebenen Punkte, 
z. B. dureh 1. Dann sind zunachst die dem Punkte  1 in Bezug auf die 
Curven c ,  c', c". . . zugeordrieten Kreise k, k', k". . . xu conetruiren. Fiillt 
man in  Pigur 3 von F auf S 1 ein Loth,  welches die Mittelsenkrechte der 
Strecke 12 in Snl schneidet, so gehort xu dem Mittelpunkte !Dl1 ein Krek,  
der die Curve c im Punkte 1 berührt;  zieht man also durch 1 die Geradep  
senkrecht zu l ~ , ,  so i s t  dieselbe die Tangente der c iin Punkte 1. Aus 
den Piinkten F. 1 ,  2 und den Gcraden u und p ergiebt sich nach 
Figur 2  der Kreis k. 

Construirt man cbcnso fiir dio Curve c' im Punkte  1 die Tangente p' 
und deil Kreis 7c', so bestimmen k und 7; den zweiten Grundpunkt cles 
Krcisbüschels kk'k". . . 

Sei ferner U" der unendlich ferne Punkt  der Geraden 14,  c" die durch 
die Punkte 1, 2 ,  3 ,  4,  5 ,  6 ,  U" gehende circulare Cuive dritter Ord- 
nung. Dann findet man auf dem Kreise f das zugchorige F'ocalcentrum F", 
indem man den Winkel  FE'" gleich macht dern Wiukel UP'&'U'. Fallt 
man von 2 und 3 Lothe auf die Geraden, welche 3"' bez. mit deu Mittel- 
punkten der Kreise 1 2 4  und 1 3 4  verbiriden, so treffen sich dieselben im 
A~yrnpt~otenschnittpiinkte S", und nun ergiebt sich wie vorliin die Tangente 
p" der Curve c" im Punkte 1. 

Von den beidon projectiven Strahlenbüschelii F(t F'F". . .) und 1 (pp'p'' .  . .) 
kenut man somit drei Paare entsprechender Strahlen. Dadurch wird aber 
auch das Strahlenbüochel E7(tE"E"'. . .) projectiv bezogen nuf das ICreis- 
büschel kk'k". . . , und dann erzeugeu beide die Curve a ,  welche den Kreis f 
in den Punkten 3: Pi, FII,  Fm durchschneidet. 

Es ist endlich die Focalcurve selbst zu construiren, die z .  B. den 
Purikt FI zum Focalcentrum hat. Macbt man den Winkel U'E'Ul gleich 
dem Winkel E;FF1, SG liefert die Gerade F U z  den unendlich fernen 
Punkt Ur der gesuchten Curve CI. Man k6nute nun den zugehtkigen 
Asymptotenschnittpunkt SI nach 5 1 bestimmen ans der Bedingung, dass 
das Strahlex~büschel S l ( f i l  2 3 UI) projectiv sein muss einem Uüschel con- 
centrischer Kreise, die urn den Punkt f i  hex. mit den Radicn Null,  F r l ,  
F12, f i 3 ,  F1 Ul = ao benchrieben werden; dann würde man Sr in analoger 
Weise wie vorhcr den Pni-ikt S erhalten als den vierten Schnittpunkt 
zweier Hyperbeln, welche bereits die Piinkte F l ,  1, Ur mit einander ge- 
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mein haben. Einfacher ist es aber ,  s ta t t  des Punktes SI die Mittellinii: wil  

der Curve Cr zu cons t ru i ra ,  nach einem Verfahren, das im folgenden 
Paragraphen abgeleitet wird. 

5 5. Construction der  Focalcurve au8 dem Focalcentrum, 
dem reellen unendlich fernen P u n k t  u n d  dre i  beliebigen 

anderen Punkten.  

Von einer Focalcurve, die wir jetzt wieder kurz mit c bezeichnen, 
seien gegeben das Focalcent,rum F, der reello unendlich ferne Punkt O' 
und drei beliebige andere Punkte 1 ,  2 ,  3 (Fig. 4). Der Punkt  U bestimmt 
die Richtiing der unbekannten Mittellinie m. Versteht man unter Ni ,  il&, 
M, bez. die Schnittpunkte der Geraden F 1, F 2 ,  F 3  mit m ,  so schneiden 
sich die Krciso, welche Ml, N2, ïif3 zu Mittelpunkten haben und bez. durch 
1, 2 ,  3 gehen, in den beiden reellen oder imaginaren Grundpunkten der 
Curve c ;  sia haben also jcdcnfalls eine gemeinschaftliche Chordale in. 

Man ziehe nun in  der Richtung nach U, aber sonst beliebig, die Ge-  
reden q ,  r . .  ., bestimrne ihre Schnittpuukte &,, RI, . .. Q2, 1i2 ,... Q3, R 3 . . .  
bez. mit den Geraden 3'1, F2, F 3  und beschreibe um die Punkte der 
ersten Punktreihe Kreise durch 1, ebenso iim jeden Punkt  der zweiten und 
dritten Punktreihe einen Kreis bez. durch 2 und 3. Dadurch entstehen 
drei projective Krcisbüschel mit je zwei in  1, 2, 3 vereinigten Grund- 
punkten. E s  seien ferner ql, r , .  . . hez. die Chordalen der Kreise um &, 
und &, urn R, und 12,. . ., sowie q,, r, . . . die Chordalen der Kreise um 
Qz und Q,, R, und R , .  . . Würden dann z. B. q, nnd q, mit einander zu- 
àammenfallen, so wiiren sie identisch mit der Geraden nr, und g ware die 
Mittellinie der Curve c. 

Haben zwei projective Kreisbüschel die unendlich ferne Gerade ent- 
sprechend gemein, so hildcn die Chordalen entsprechender Kreise ein 
Strahlenbüschel, das zu  den Kreisl~üscheln projectiv ist. Denn die beiden 
KreisbUschel erzeugen eine circulare Curve dritter Ordnung, und jeder 
Kreis des einen Büschels schneidet dieselbe in  zwei Punkten, deren Ver- 
bindungdinie durüh einen Sesten Punkt  der Curve geht. Diese Verbiiidungs- 
h i e  ist aber die Chordale, welche der Kreis mit dern entsprechenden Kreise 
des anderen Büschelu gemein hat. - Im  vorliegendeu Falle sind also die 
Parallelstrahlenbüschel qlr,. . . und qLrz .  . . projectiv zu dern Kreisbischel 
3 (Q, B, . . .) und folglich auch projectiv zu dem Parallelstrahlenbüscliel q r . .  . 
ilem dureh F gehenden Strahle des letzteren entsprechen drei concentrische 
Kreise u m  F ,  und diese haben die unendlich ferne Gerade zur  gemein- 
schaftlichen Chordale; die Büsehel q,rl . . . und q,r2. . . sind demnach ein- 
ander ahnlich. 

TJm den endlichen Doppelstrahl m derselben zu construiren, genügt die 
Kenntniss von zwei Strahlenpaaren ql cls und rl r,. Wahlt man als q die 
unendlich ferne Gerado, so gehen q,, 9, bez. durch die Schnittpunkte des 
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in 3 zu F3 errichteten Lothes mit den Geraden, die in  1 und 2 bez. auf 
FI, F 2  senkrecht stehea. Schnciden r,, r, die Gcrade r in !Y?,, m2, und 
il,, q, irgend eine Parallele v zu r in B,, Tl,, sa geht die Gerade rn durch 
den Schnittpunkt von %1T31 und 9?,B,. 

Das Parallelstrahlenbüschel iirq,r,. . . trifft die Gerade r in der Punkt- 
reihe aQ,%, . . . , und diese iat projectiv zu der Punktreihe MdQ3R,, . . ., 
in welcher das Parallelstrahlenbüschel mqr . . . die Gerade F3 schneidet. 
Dabei entspricht dem Punkte F der zweiten Punktreihe der unendlich ferne 
Punkt der ersten, und da auch der Punkt Q3 unendlich fern ist, so sinil 
Q, und F die Gcgenpunktc beider Rcihen. Dann geht die perspective 
Achse x der Punktreihen durch 91, parallel zu C , F ;  zieht man also YXP 
bis X auf z und durçh X die Gerade X b f 3  parallel zu r, so ist X M ,  die 
gesuchte Mittellinie m. 

Bebclireibt man um N3 einen Kreis durch den Punkt 3, so bestimmt 
derselbe ein Kreisbüschel, da3 rn zur Chordale hat. Dasselbe erzeugt die 
Curve c in Verbindung mit dern Strahlenbüschel F, dessen Strahlen durch 
die Mittelpunkte der entsprechenden Kreise gehen. 

8 S. Die Focalcurven durch die sechs Eckpunkte 
eines vollstandigen Vierseits. 

In Figur 5 ~ i n d  AA', BB', CC' die drei Gegeneckenpaare eines voll- 
standigen Vierseits. Construirt man fiir jedes der Dreiecke A B C ,  AB'C', 
A'RC', A'B'C den umschricbenen Kreia, so schneiden sich diese vier Kreise 
bekanntlich in einem Punkte FI,  dern Brennpunkt der dern Vierseit ein- 
geschriebenen Parabel. Dann erfüllen die Brennpunkte aller dern Vierseit 
eingeschriebenen Kegelschnitte eine Focalcurve CI, welche durch die sechs 
Eckpunkte geht, den Punkt  Fr zum Focalcentrum hat und deren Mittel- 
linie mr die Mittelpunkte der drei Diagonalen AA', BE,  CC' verbindet." 
Wir bezeichnen dieselbe im Folgenden als die B r  e n n p  u n  k t s C U  r v e des 
gegebenen Vierseits. 

Jede Seite des Vierseits bildet mit dern Kreise, der durch die drei 
nicht auf ihr liegenden Eckpunkte geh t ,  eine ausgeartete Curvo des Büschels 
von circularen Curven dritter Ordnung, welches A ,  A', B ,  B', C Cr  zu 
Grundpunkten hat. Uemnach liegen die Mittelpunkte der vier Kreise mit 
dem Punkte FI auf dem Kreise f ,  der nach 5 2 die Focalcentra aller Curven 
des Büschels enthalt, und dieser ist also iru vorliegenden Falle ohne 
NTciteres hekannt. Da ferner durch den Punkt FI bereits fünf Curven des 
Düschels gehen, so ist derselLe der neunte Grundpunkt des Bilschels. 
Mithin ergieht sich der Satz: A l l e  c i r c u l a r e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d -  
n u n g ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  s e c h s  E c k p u n k t e  e i n e s  v o l l s t a n d i g e n  
V i e r s e i t s  g e h e n ,  e n t h a l t e n  a u c h  d e n  B r e n n p u n k t  d e r  d e m  V i e r -  

* 1) urège ,  Mathematische Annalen Bd. 5 S. 90. 
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s e i t  e i n g e s c h r i e l i e n e n  P a r a b e l .  D i e j e n i g e  C u r v e  d e s  B ü s c h e l s ,  
d i e  d i e s e n  B r e n n p u n k t  z u m  F o c a l c e n t r u m  h a t ,  i s t  d i e  B r e n n -  
p u n k t s c i i r v e  d e s  V i e r s e i t s .  

Gegenwartig ist also von den drei Losungen der in 5 4 behandelten 
Aufgabo die cino, n b l i c h  die Curve CI, direct, gogeben, und cs ist dcm- 
nach zu erwarlen, dass auch die beiden noch fehlenden Losungen czz und 
crr~ sich in wcit einfachcrer Wcisc werdcn construiren lassen, als in dcm 
vorher betrachteten allgemeinen Palle. I n  der That ergiebt sich eine solChe 
Construction mit Hilfe einiger SBtze, die wir im nschsten Paragraphen 
ahleiten werden. 

Vorher mage noch ein interessanter Sonderfall erwahnt werden, in 
welchem alle drei Losungen unmittelbar vorliegen. Derselbe tritt  ein, wenn  
z w e i m a l  z w e i  S e i t e n  d e s  g e g e b e n e n  V i e r v e i t s  a u f  e i n a n d e r  s e n k -  
r e c h t  s t e h e n .  Sind in Figur 6 die Geraden A'B' und AB' bez. senkrecht 
auf A B  und A'B, so ist B' der Hohenschnittpunkt des Dreiecks ABA', 
also auch BB' senkrecht auf AB'. Dnnn gehen die vier Kreise A R C ,  
A B'C', A'B C', A'B'C durch den Schilittpunkt von A A' iind B B' ; derselbe 
ist, folglich das Focalcentiiim II; der Rrennpunktsciirve cl. Unter den dnicli 

f i  gehenden Strahlen schueiden zwei die Curve C I  bez. in A ,  A' und B, B', 
und die beideil Kreise über den Durchmessern AA', BB' treffen sicn in 
C und Cli mithin sind C,  C' die Grundpunkte der cl. Construirt man 
nun die Cr in bekannter Weise aus dem Kreisbüschel CC' und dem Stralilen- 
büschel so entspricbt dem Kreise C'C'FI der Durchmesser FISr ,  der 
die CI in  f i  berflhrt und in Sr sehueidet. Die Punkte und SI haben 
aber gleiche Entfernungen von der Mittellinie der Curve, mithin geht 
durch SI die reelle Asyrriptote Ur. 

Zwei Kreise über den Durchrnessern AB' und A'B schnejden sich in C' 
und Fr, folglich ist der Punkt C das Focalcentrum einer zweiten Focalcurve crr 
mit den Grundpunktcn C f  und FI. Ebenso wird die diitte Focalcurve crrr 
bestimmt dnrch das Focalcentrum C' und die Grundpunkte C und 3,; der 
früher mit f bezeichnete Kreis geht demnsch durch die P u n k t ~  C', C', FI 
und hat  zum Mittelpunkte den Schnittpunkt der Mittellinien ml ,  mrr, mm. 
Construirt man zu den Punkteri C und C' bez. die Gegenpunkte SII uud SIIT, 
so sind die Asymptoten ul, U I I ,  t c r ~  die Hohen des Dreiecks S1S~rSllr; sie 
schneiden sich a180 i n  e i n e m  Punkte. 

5 7. Die drei  Systeme von  conjugirten Punkten  
auf einer zweitheiligen Focalcurve. 

Wenn aus einem Punkte Q einer Curve dritter Ordnung c vier 
reelle Tangenten an dieselbe gehen, so ist die Curvo zweitbcilig und der 
Punkt Q befindet sich auf dem unpaaren Zuge derselben. Die zugehorigeii 
Hcrühriingspunkte Pl P', P", P"' werden als ein P u n  k t  q u ü d  r u p  el 
der c bezeichnet. h'ennt man ferner zwei Punkte der c einander c o n -  
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c o n j ug i r t  , wenn sie denselben Tangentialpunkt besitzen, so k6nnen die 
Punkte jenes Quadrupels auf drei verschiedene Arten zu Paaren conjugirter 
Punkte ausammengefasst werden. Aus jedem solchen Paare erhiilt man 
neue Paare d e r s e l  b e n  A r t ,  indem man das Paar  aus beliebigen Punkten 
der Curve auf dieselbe projicirt. AUE diese Weise entstehen aus den Paaren 
PP', PP", PP"' drei verschiedene Systeme von conjugirten Punkten. Die 
Geraden, welche die Paare desselben Systems mit, irgend einem Punkte der 
Curve verbinden, bilden bekanntlich eine Involution. 

1st c eine Focalcurve, so sind die imaginaren Kreispunkte 1, J ein 
Paar conjugirte Punkte mit dem Focslcentrum als Tangentialpunkt. Daim 
werden alle Paare àesjenigen der drei Systeme, zu welchem das Paar 1, J 
gehort, aus jedcm Curvenpunkte durch eina sgmmetr isch~ Involution pro- 
jicirt. Dieses System nimmt also gegenüber den beiden anderen Systemen 
cine ausgezeichnete Stellung ein; wir bezcichnen es im Folgenden kurz als 
das s y m m e t r i s c h e  S y s t e m  von conjugirten Punkten. 

Bilden nun wieder die Punkte Pl Pt, Pt', P"' ein Quadrupel der 
Focalcurve c ,  so geht dieselbe auch durch die Diagonalpunkte Q', Q", Q"' 
des vollstandigen Vierecks P P'P"Ptl'. Entspricht dem Punkte P in 
dem symmetrischen System etwa der Punkt P t ,  so ist P"P'!' ein Paar 
derselben Art ,  und dann werden slle Paare dieses Systems aus dem Schnitt- 
punkte Q' der Geraden PP' und P"P"' durch eine symmetrische Involution 
projicirt, welche PP' und P"Y'" zu Doppelstrahleu h a t ;  mithin steht PP' 
senkrecht auf Pt1P"'. B e i  j e d e r  F o c a l c u r v e  b i l d e n  d e m n a c h  d i e  
P u n k t e  e i n e s  Q u a d r u p e l s  e i n  V i e r e c k ,  i n  w e l c h e m  z w e i  G e g e n -  
s e i t e n  e i n e n  r e c h t e n  W i n k e l  e i n s c h l i e s s e n .  D i e  b e i d e n  P a a r e  
d e s  Q u a d r u p e l s ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  a u f  e i n a n d e r  s e n k .  
r e c h t  s t e h e n ,  g e h o r c n  zu d e m  s y m m e t r i s c h e n S y s t e m  c o n j u g i r t e r  
P u n k t e .  Umgekehrt findet man leicht: W e n n  b e i  e i n e r  F o c a l c u r v e  
z w e i  P a a r e  v o n  c o n j u g i r t o n P u n k t e n  d e s  s y r n m e t r i s c h c n  S y e t o m s  
V e r b i n d u n g s l i n i e n  h a b e n ,  d i e  a u f  e i n a n d a r  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  
so  b i l d e n  d i e  b e i d e n  P a a r e  e i n  P u n k t q u a d r u p e l .  Und ferner: 
W e n n  e i n e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  e i n  Q u a d r u p e l  
b e s i t z t ,  v o n  w e l c h e m  z w e i  G e g e n s e i t e n  e i n e n  r e c h t e n  W i n k e l  
e i n s c h l i e s s e n ,  s o  i s t  d i e  C u r v e  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  F o c a l c u r v e .  
1 s t  niiuiliüh PP' senkrecht auf P"P1", BO existirt immer e i n e  Focalcurve, 
ails dcren Punkten die Paare PP' und P"Ptl' durch eine symmetrische 
Involution projicirt werden, und diese geht auch durch die Diagonalpunkte Q', 
QIr, Qtrl des gegebenen Vierecks. Andererçeits ist durch die sieben Punkte P, 
PI, Pl', Pt'', QI, Qrr, Qftl eine circulare Curve dritter Ordnung im All- 
gemcinen eindeut ig bcstimmt - wenn nicht dieso siehcn Punkte mit dcn 
imaginarcn Kreispunkten die Grundpunkte eines Büschels von Curven dritter 
Ordnung bilden. Wir komrnen auf diesen Ausn;thmefdl weiter unten wieder 
zurück. 
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Eine Focalcurve ist bekanntlich eintheilig oder zweitheilig, je nach- 
dem ihre Grundpunkte imaginar oder reell sind. Wird in Figur 7 eine 
aweitlieilige Focalcurve c gegeben durch das Focalcentrum F und die Grund- 
punkte G und If, so ist ihre reelle Asymptote u senkrecht auf GIT; die- 
selbe schneidet c in dem Gegenpunkte S des Punktes F auf dem durch 
F, G, I l  gelienden Kreise. nctrnchtet man die c als Erzeugniss des Strablen- 
büschels F und des ihm projectiven Kreisbiischels G U ,  so entspricht dem 
Strahl SG der Krois des I3üschels, dessen Mittelpunkt auf F G  l icgt,  und 
dieser berührt die c in G ;  folglich ist  S G  die Tangente der Curve in G.  
Dasselbo gilt vnin Punktc Li, und da auch die Gerade SF die Curve in E' 
berührt, so bilden die Piinkte F, C, E und der reelle unendlich ferne Punkt U 
ein Quadrupe1 mit dem Tangentialpunkt S. Nun iot die üerade G H  senk- 
recht auf F U ;  mithiil sind G l i ,  E' U zwei Paare  des symmetrischen 
Systems conjugirter Puukte ,  d.  h. :  U e i  j e d e r  z w e i t h e i l i g e n  F o c a l -  
c u r v e  s i n d  d i e  b e i d e n  G r u n d p u n k t e  u n d  c b e n s o  d a s  F o c a l -  
c e n t r u m  u n d  d e r  r e e l l e  u n e r i d l i c h  f e r n e  P u n k t  z w e i  P a a r e  c o u -  
j u g i r t e r  P u n k t e  v o n  d e r s e l b e n  A r t ,  w i e  d i e  i m a g i n a r e n  K r e i u -  
p u u k t e .  

Legt man aus einem Punkte  einer Curve dritter Ordnung die vier 
Taugenten a n  die Curve, so bleibt das Doppelverhaltniss derselben be- 
kanntlich constant, wenn der Punkt auf der Curvo fortruckt. Im Falle dcr 
Focalcurve findet man ,  wie hier nur  beiliiufig erwiihnt ae rden  soll, t'Ur 
die aus  dem Punkte S an die Curve gehcnden Tangenten das Doppclver- 

D i e s e s  i n v a r i a n t e  D o p p e l v e r h a l t n i s s  e i n e v  T a n g e n t e n -  
q u a d r u p e l s  i s t  a130 g l e i c h  d e m  Q n a d r a t  d e s  V e r h X l t n i s s e s  de r  
I < l n t f e r n u n g e n  d e s  F o c a l c e n t r u m s  v o n  d e n  G r u n d p u n k t e n  d e r  
F o c a l c u r v e .  

Bus  dem uuendlich fernen Punkte U gehen a n  die Curve c vier 
Tangenten, deren Beriihrungspunkte T, T', Tl', T"' als die S c h e i t e l  der 
Curve bezeichnêt werden.* Nach einem bekannten Satze bilden die drei 
Diagonalpunkte des vollst%ndigen Vierecks TTrT"T"' mit dem Punkte U 
eiu neues Quadrupel der c ;  dieselben sind folglich identisch mit den Punkten 
3, G, H. Sind im Scheitclquadrupel die Paare T T ' ,  l"fT"' von derselben 
Art  wie die imaginaren Kreispunkte, ist  also TTf senkrecht auf T"T"',  
so bchneiden sich die Geradan TT" und Y'T"', sowie T T " '  und T'T" lu 

zwei conjugirten Punkten derselben Ar t ,  d. h. in G und B. Demnach ist 
3' der Schnittpunkt der Geraden T 'T t  und TUT"'. Dann ergiebt sich aber 
aus der bekannten Erzeugung der Focalcurve, dass die Punkte  G und II 

* E c k a r d t  a. a. O. 
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auf einem Kreke liegen, der die Strecke Tl" zum Durchmesser ha t ;  mit- 
hin ist auch Tl"' senkrecht auf T'Tu' und TT''' senkrecht auf T'T". D i  e 
v i e r  S c h e i t e l  c i n e r  E ' o o a l c u r v e  b i l d e n  a l s o  e i n  Q u a d r u p e l  v o n  
d e r  s p e c i e l l e n  B e s c h a f f e n h e i t ,  d a s s  a l l e  d r e i  C e g e u s e i t e n p a a r e  
d e s s e l b e n  r e c h t e  W i n k e l  e i n s c h l i e s s e n .  D i e  U i a g o n a l p u u k t e  d e s -  
s e l b e n  s i n d  d a s  F o c a l c e n t r u m  u n d  d i e  b e i d e n  G r u n d p u n k t e  d e r  
C u r v e .  J e d e r  d e r  v i e r  S c h e i t e l  i s t  d e m n a c h  g l e i c h w e i t  e n t f e r n t  
von  den  ü e i t e n  d e s  a u s  d e m  F o c a l c e n t r u m  u n d  d e n  b e i d e n  G r u n d - '  
p u n k t e n  g e b i l d e t e n  D r e i e c k s .  

Hieraus folgt, dass die Punkte  T, IV, T u ,  T"' aiich das Sclieitel- 
quadrupel einer aweiteri Focalcurve darstellen, die G zurn Focalceritrurn, 
H und B zu Grundpunkten b a t ,  sowie das Scheitelquadrnpcl einer dritten 
Focalcnrve mit dem Focalcentrum II und den Grundpunkten E' uud G. 
Die sieben Punkte X,  G ,  B, T, T', T", T"' bilden demnach mit den 
irnagiuaren Kreispunkten die Grundpunkte eines Uüschels von circulnren 
Curven dritter Ordnung. 

In Figur  6 sind cl ,  crr, crrr die drei Focalcurven, die durch ein vor- 
geschriebenes Schoitelquadrupel bestimmt werden; dasselbe ist dort mit 
A ,  A', B, B' bezeichnet. 

Aus den letzten Derlcgungen ergcbcn sich noeh die folgenden Satze: 
A u f  j e d e r  F o c a l c u r v e  b i l d e n  d i e  v i e r  S c h e i t e l  d a s  e i n z i g e  
Q u a d r u p e l ,  b e i  w e l c h e m  a l l e  d r e i  ü e g e n b e i t e n p a a r e  r e c h t e  
W i n k e l  e i n s c h l i e s s e n .  D u r c h  e i n  P u n k t q u a d r u p e l ,  b e i  w e l c h e m  
n u r  z w e i  G e g e n s e i t e n  a u f  e i n a n d e r  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  i s t  e i n e  
F o c a l c n r v e  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  S t e h e n  a b e r  z w e i ,  u n d  f o l g -  
l i c h  a u c h  d a s  d r i t t e  P a a r  v o n  G e g e n s e i t e n  s e n k r e c h t  a u f  e i n -  
a n d e r ,  s o  g e b o r e n  z u  d i e s e m  Q u a d r u p e l  d r e i  F o c a l c u r v e n .  

Bei der Focalcurve c ,  welche F zum Focalcentrum, G und H zu 
Grundpunkten ha t ,  wird in Figur 7 das symmetrische System conjugirter 
Punkte dargestellt durch die Paare G H ,  F U ,  TT' ,  Tr'T"'; dagegen ge- 
horen zu demselben der beiden nicht ~ymmetrischcn Sgsteme die Paare 
GU, HF,  TT" ,  T ' T u ' .  Die Paare des letzten Systems werden aus dem 
Punkte G durch eine Involution projicirt, deren I)ol~pelstrahien GI'T" und 
GT'T"'  s ind,  und da diese auf einander senkrecht stehen, so ist die be- 
trachtete Involution symmetrisch. Uau System kann aber aus keinem zweiten 
Punkte durch eine symmetrische Involution projicirt werden, denn sonst 
würden die imaginaren Kreispunkte ein l'aar desselben bilden. - Pro-  
jicirt man dasselhe System ails H, so ist H G  senkrecht auf H U ,  HT 
senkrecht auf .UTf', und man erhiilt demnach eine rechtwinklige Involution. 
Hicraus folgt dcr Satz: D i e  P a a r e  e i n e s  j e d e n  d e r  b e i d e n  n i e h t  
s g m m e t r i s c h e n  S y s t e m e  w e r d e n  a u s  e i n e m  e i n z i g e n  C u r v e n -  
p u n k t e  d u r c h  e i n e  s y m m e t r i s c h e  I n v o l u t i o n  p r o j i c i r t ,  n a m -  
l i c h  a u 8  d e m j e n i g e n  d e r  b e i d e n  G r u n d p u n k t e ,  d e r  m i t  d e m  
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r e e l l e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  d e r  C u r v e  e i n  P a a r  d i e s e s  
S y s t e m s  b i l d e t .  A u s  d e m  a n d e r e n  G r u n d p u n k t e  w i r d  d a s  b e -  
t r e f f e n d e  S y s t e r n  d u r c h  e i n e  r e c h t w i n k l i g e  I n v o l u t i o n  p r o j i c i r t .  

5 8. Die Focalcurven dnrch die sechs Eckpunkte 
eines vollstandigen Vierseits. 

Ftir jede Focalcurve, welche durch die sechs Eckpunkto des in Figur 5 
'dargestellten Vierseits geht ,  bilden die drei Gegeneckenpaare AA', B13', 
CC' drei Paare von conjugirten Punkten derselben Art. Verlangt man  
nun, dass diese Paare dem symmetrischen System angehoren sollen, so qiebt 
es nur eine Focalcurve, welche dieser Forderung genügt ,  namlich die 
R r e n n p u n k t s c i i r v e  C I  des Vierseits, und diese ist  durch das bereits 
gefundene Focalcentrum 2ii und die Mittellinie ml vollkommen bestimmt. 

Man kann aber auch nach derjenigen Focalcurve fragen, von melcher 
AA', BB', CC'  drei Paare eineii nicht symmetrischen Systems sind. Von 
einer solchen Curve ist nach dem letzten Sntze des vorigen Paragraphen 
der Punkt  Fr ein Grundpunkt, denn dieser sendet nach den drei Gegen- 
cckenpaaren die Strahlen eincr syrnrnetrischcn Involution. Als zweiter 
Grundpunkt ergiebt sich nach dem angeführten Satze derjenige Punkt der 
Ebeno, wolcher dieselben Panre durch cinc rcchtwinklige Involution proji- 
cirt. Deschreibt man daher Kreise tiber den Durchmessern AA', BB', CC', 
so schneiden sich dioselben in zwei reellen oder imaginiiren Punkten GII und 
GrII,  und dann sind FI  und (211, sowie fi und GIrr Lez. die Grundpiinkte 
von zwei Focalcurven c11 und crrr, die gleichfalls durch die sechs gegebenen 
Punkte gehen. 

D i e  M i t t e l l i n i e n  ml, mrr, mrrr d e r  C u r v e n  CI, C I I ,  crrr s c h n e i -  
d e n  s i c h  i n  e i n e m  Piin k t e ,  denn sie sind die Mittelsenkrechtcn der 
Seiten des Dreiecks fl1G~rGrrr. 

Das Focalcentrum FII der Curve CII licgt auf dem Kreise f. Bc- 
zeichnet man mit 3'" einen beliebigen Punkt von f ,  mit UI und UIr die 
unendlich fernen Punkto der Geraden rrar und mrr, so ist nach 5 2: 
LFIFoFIr = L UIrFo UI = L F I G ~ ~ G I ~ ~ .  Fallt man also von dern zweiteu 
Schnittpunkte dcs Kreises f und der Geraden FIGII ein Loth auf naz, 
so trifft dasselbe f in  fir. - In derselben Rreise ergiebt sich das Focal- 
centrum 3'111 der CIII. 

Die Aufgabe, durch die sechs Eckpunkte eines vollst,%ndigen Vierseits 
eiue Focalcurve zu legen, besitzt hiernach drei Losungen, von denen aber 
nur eine nothwendig reell ist. D i e  s t e t s  r e e l l e  C n r v e  CI  k a n n  r e e l l e  
o d e r  i m a g i n i i r e  G r u n d p u n k t e  h a b e n ,  d.  h z w e i t h e i l i g  o d e r  e i n -  
t h e i l i g  s e i n .  D i e  b e i d a n  a n d e r e n  C u r v e n  crr u n d  cl11 s i n d ,  wcnn  
ü b e r h a u p t  r e e l l ,  s t e t s  z w e i t h e i l i g .  
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XIX. 

Zur homocentrischen Brechung des Lichtes 

im Prisma. 

Von 

Dr. WILSING 
in l1uta<Iam 

In der Zeitschrift für Mathematik und Physik 1895, IIeft 2, hat 
IIerr Prof. H u r  m e s t e r  eiiien interessanten Aufsatz über , ,~ io~uocer i t~~isc~ie  
Brechung des Lichtes durch das Prismau ver6ffentlichtI in  welchem der- 
selbe darauf hinweist, dass das Ergebniss der H e l  m h 01 t z  'schen Unter- 
suchungen über diesen Gegenstand, welches sich h i  endlicher Entfcrnung 
des leuchtenden Punktes nur  auf den besonderen Fall hezieht, dass die 
Strahlenlange im Prisma verschwindet, also der Strahl durch die brechende 
Kante dos Prismas geh t ,  zuweilen einer missverstandlichen Auffassung 
begegnet. Uiese Begrenzung der Aufgabe durch VernachlBssigung der 
Strahlenlinge im Prisma, deren Bedeutung dadurch charakterisirt wird, 
,dam die beiden Strahlen auf ihrem unendlich kurze,n Wege durch das 
Prisma als merklich parallel angesehen werden konnen, was selbstverst8nd- 
lich der Fa11 sein muss,  wenn ihre Convergenzpunkte im Vergleich zu 
ihrem Wege im Prisma unendlich wcit entfernt sindU (v. H e l m h o l t z ,  
Wissenschaftliche Abhandlungen Bd. 2 S. 167), tritt  in  der Fassung, welche 
He l m  h 01 t z dem Eesultat seiner Untersuchung giebf , nicht unmittelbar 
hervor. ,Ein unendlich dünnes Bündel homocentrischer Strahlen, welches 
von einem endlicli entfernten Punkte ausgeht, bleibt uach dem Durchtritt 
diirch ein Prisma nlso niir dann homoecntrisch, wenn es irn Minimum der 
Ablenkung durchgetreten i s t ,  das heisst, wenn es in einer zur brechen- 
den Kante senkrechten Ebone verliiuft, und gegen beide Prisnicnfiiicheii 
unter gleichen Winkeln geneigt i d u  Wenn hiernach eine irrthümliche 
Auffassung der Ergebnisse der H e l m h o l t z ' s c h e n  Abhandlung, wenigstens 
liei oberflachlicher Durchsicht, nicht ausgeschlossen erscheint, so ist doch 
die weitere Bemerkung Lies Herrn Prof. U u r m e s  t e r ,  dass die Vereinigung 
der xustretenden Strahlen nur in dcm besonderen F d l e  erkannt sei, wo die 
Strahlen im Minimum der Ablenkung dicht an der brechenden Kante durch 
das Prisma, gchcn, insofern nicht panz zutreffend, als die exacten Gleicli- 

Zeitachrifl 1.NathematLk u.Pliysik. 40. Jalirg 1695. 6. IIoft.  2 :1 
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ungen, welche die astigmatische Differenz der Strahlen des Sagittal- und 
Tangentialschnittes bestimmen, wenigstens für solche Strahlenbündel, die 
irn Hauptschnitt liegen, bereits in den Arbeiten von S. C z a p s k i  (Winkel- 
mann, Handbucli der PLiysik S. 159) und A. G l e i c h e u  (Ueber die Brechung 
des Jichtes in Prismen, Zeitschrift für Mathematik und Physik Rd.34 S. 169) 
abgeleitet sind, ohne dass sich allerdings die von ITerrn Prof. B u r m e s  t e r  
auf geometrischem Wege gefundenen Satze ausdrücklich angegebcn finden. 
Bezeichnet man niimlich mit Herrn C z a p s k i  die Strecke vorn leuchtenden 
Punkt  bis mir Vordcrfhche des Prismas mit a ,  mit s' und t' die Ent- 
fernungen der Vereinigungsweiten von Sagittal- und Tangentialstrahlen, 
von dor Rückfliiche des P r i m a s  gemessen, mit d die Lange des Haupt- 
strahls im Prisma, endlich mit fi, i, r ,  i', r' I3rechungsexponeiit, Einfallu- 
und Brechungswinkel des Hauptstrahles a n  den beiden Fl%clien des Priumas, 
so bestehen die folgenden Beziehungen: 

Bei homoccntrischem Durchgange des Strablenbündels wird s'= t'= b ,  
so dass in diesem Falle die Entfernungen a und b der Strahlenliinge irn 

Prisma direct proportional sind. Hieraus ergeben sich sofort die von Hcrrii 
Prof. B u r rn e s t e r  a. a. O. abgeleiteten Satze, dass auf jedem in einer Nornial- 
ebene einfallenden Hauptstrahl im Allgemeinen nur ein einziger Lichtpiinkt 
existirt, dem ein homocentrischer Bildpunkt entspricht, dass die betreffenden 
auf parallelen Hauptstrahlen befindlichen Licht- resp. Rildpunkte in geraden 
Linien liegen, welche durch die Kante des Prismas gehen, und dass Licht- 
punkten, welche auf einer parallelen Linie zu der erwahnten geraden 
Linie liegen , gleiche astigmatische Differenzen entsprechen. Geht der 
Strahl aber ini Minimum der Ablenkung durch das Prisma,  sind also 
i =  i', r = r' zu aetzen, ao existiren nur in  dem von H e l m h o l t z  behandelten 
Falle, wo der Strahl die Kante des Prismas trifft, also d = O ist,  endliche 
und gleiche Werthe fur a und b ,  so dass danu jedem Punkt  des Straliles 
ein homocentrischer Bildpunkt entspricht. Die entsprechenden Satae ftir 
den Durchgang des Hauptstrahles im Normalschnitt durch eine Reihe vou 
Prismen, deren brechende Kauten parallel sind , ergeben sich gleichfalls 
aus den von Herrn C z a p s k i  mitgetheilten Gleichungen (a. a. 0. S. 158). 
Bisher nicht behandelt ist  jedoch der von Herrn Prof. B u r m e s t e r  mit 
Hilfe geometrischer Betrachtungen abgeleitete Fall homocentrischer I3rechung, 
bei welchem die Strahlen das E'risma schief diirchsetzen. In  den folgendcn 
Ausführungen ist nun kurz angedeutet, wie sich diese Satze aus den 
H e  l m  h o l t  z 'schen Gleichungen auf analytischem Wege ergeben. H e l  m - 
h O 1 t z  hat  seinen Untersuchungen das Princip der optischen Liinge xu Grunde 
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gelegt, das besonders für  die Behandlung des letzterwahnten Falles, bei 
welchern die Strahlen schief durch das Prisma gehen, geeignet ist. Werden 
die Wegliingen des Strahles ixn ersten, zweiten Mittel u. B. W. mit r l r 2  etc. 
bezeichnet, die entsprechenden Brechungs - Coefficienten mit f i ,  lz,, so ist dic 

optische Lange 'Ti: ?P = n ,  rl + .n,r2 -1- .n, r, etc. 

Uer Weg des Strahles wird dadurch liestimmt, dasv die optische Lange 
zwischen einem ihm angehorigen Punkte im ersten und letzten Mittel ein 
llaximum oder ~Iiuimiim sein niuss, wahrerid die Homocentricitat eines 
unendlich dünnen Strahlenbündels verlangt, dass auch die zweite Variation 
der optischen Lange zwischen Licht und Dildpunkt verschwindet. Der brecheride 
Winkel dcs Prismas mogo rp sein, r, dio Lange des Etrahles vor dcm Prisma, 
r, und ri die Langen im Frisma und hinter dem Prisma bis zum Dildpunkte. 
Ferner sollen die Grossen m ,  p ,  Y durch die Beziehungen definirt werden: 

cos m, = 92 cos m,  cos p, = 72 cos p , cos V I  = 9% cos v, 

wo ml und v ,  die Winkel sind, welche der einfallende Strahl mit der in 
der crsten brcchcndcn Flachc, senkrecht aiif der hrechenden Kante des 
Prismas stehenden Y-Achse resp. mit der brechenden Kante selbst oder der 
%-ilchse einschliesst, und wo pl dieselbe Redeutnng für den austretenden 
Strahl ha t ,  wie ml für  den einfallenden. Endlich sollen die Coordinaten 
des Einfalls - resp. Austrittspunktes des Hauptstrahles mit y und B resp. v 
und t bezeichnet werden , die Coordinaten eines beliebigen Strahles des 
unendlich dünnen Bündels entsprechend mit 

Die H e  1 m h o l t  z'schen Gleichungen, welche fur beliebige Werthe A y  
uiid A B  erfüllt sein mtissen, sind d a m  die folgenden: 

' [ s i n n t e ~ y  - cosmcosv Aa-(coscp+cosmcosP)Av+ cosmcos v A [ ] r ,  
1 +; [ ( l - n 2 c o s m 2 ) A y  - ~ Y ~ ~ ~ m c o s v A . z ] r l =  0, 

[ - c o s m c o s v A y  + s i n v 2 A x - c o s p c o s v A v - s i n v 2 A ~ ] ~ o  

[cas m cos v  A y  - sin v2  A  B + C O S  p C O S  II A  o + sin v2A 51 rB 
1 + , [fiZcos p cos v A v + ( 1  - f i 2  COS v2 )  A L]rl = 0. 
Y1 

Setzt man r,  = 0,  so reducirt sich das vnrsteliende Systcm, da die 
zweite und vierto Gleichung identisch werden, auf nur drei Gleichungen. 

r  
Iiaben die Quotienten 2 und 3 dagegen endliche Werthe,  was stets der 

TU '-0 
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356 Zur homocentrischen Brechung des Lichtes im Prisma. 

Fa11 i s t ,  wenn der Strahl bei endlicher Entfernung des leuchtenden Punktes 
nicht zugleich durch die Kante des Prismss geh t ,  so muss man von den 
vollst2ndigen Gleichungen 2) ausgehen. Aus den beiden ersten dieser 
Gleichungen erhalt man Au und A [ ausgeclrückt durch Ay und A s :  

Siibstituirt man die Werthe von Au und A t  in die beiden letzten 
Gleichungen 2), so müssen die Coefficienten von A y und A z verschwinden, 
da die Gleichungen 2) für beliebige Werthe der Ay und Aa erfüllt sein 
sollen. Die Entfernurigen ro ,  r ,  und r ,  niüssen also, weun da8 Stralilen- 
bundel homocentrisch bleiben soll, den folgenden vier homogeneii Gleicli- 

ngen üweiten Grades geriügen : 

t os rp + cos m cos p) [COS <P s i l ~  v2 + COR wz COS r,, rL 
1 

+ [ ~ i n r 2 r y + ( ~ - n ~ c o s p 2 ) ~ I  12 r O f n  sinvP-(rO+nrl)cosm2 

- (r ,  + l z r , ) ~ ~ ~ ~ ~ ~ s v "  

I K  ") 
[ ( r , + ~ ) C o s p + ( ~ , + n r , ) c o s ~ c o s c p  , 

1 
1 

' O  = cos n~ cos v [cos rp sin v2  + COS m cos Tor, 

+ ( r 2 + n ~ , ) c o s p c ~ s v  rO+l s z l û v ~ ( r , + n r , ) c o s m "  

b ) ~  1 
[( 7) 

-cosv s i n w 2 r , + ( 1 - n 2 c o s v 2 ) r 1  

1 
[ n 1 

x [ ( r ,  + 2) cos p + (ro + n r l l  cos m cos q , 
\ 1 
/ O = -  cos p cos v [cos p sin v2 + COS m cos r,  l-, 

' 

/O = - s i n v 2 [ ~ o s p s i n v 2 + c o s m c o s p ~ r 0 r ,  

1 
[ 

1 + Tl(; - n )  cos n* sus u sin p2r, + - (1 - m2cus p2) Y, 
n 1 

+ ( r ,  + n r,) cos p cos v r,, + 2 (cos cp an 21' + cos 7n cos p) [( 2 
- r, ( l i  - ;) cos p cos v2 , 

d l ,  

\ 1 
+ ( r p  + n r,) r ,  ( f - >1) cos 7n Cos p cos v' 

1 
+ [ s i n v 2 r 2 +  (1-n2cosv2)r1  ro+A ( c ~ , ~ r p s i n ~ ~ - ~ c o s ~ c ~ s ~ ~ )  

n I K  .) 
-5 (,- ~ ) c o s , , s v ~  . 

< 1 
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von  Dr. WILSING. 357 

Liegt der Hauptstrahl im Normalschnitt des Prismas, ist also 

so verschwindet die zweite und dritte der vorstehenden Gleichungen, 
wlihrend die erste und vierte in  die folganden übergehen: 

Beachtet man,  dass swischen den Grosseii m, p ,  v die Gleichung besteht: 

sin $s in  v2 = COS m2 + 2 COS m cos p cos gi + cos ye, 

so ergiebt sich, davs 

cos cp + cos vn cos p = -fl sifi r>a sin. p 

nur mit m oder ,u verschwindet. Bus der zweiten der vorstehenden 
Gleichungen folgt daher : 

'1 ["(y0 + r 2 )  + r,l = 0, 

wahrend sich die erste Gleichung, wenn man 

(COS cp + cos m cos P ) ~ =  sin m'sin ,LA" 

substituirt, in 
.n s in  m2 TL s in  1 Y I [  -- 

~ - n ~ c o s m " o +  1 - m ~ c O s p ~  3 + y , ]  

verwaridelt, da I t c o s m = s i n i ,  s i n m = c o s r ,  

n cos p = sin i', sin. p = cos r' 

1st. Diese Gleichungen werden ideritisch mit den Gleichungen 1 ) ,  wenn 
Y ~ = - U ,  Y , =  d ,  r , = + h  gesetet wird. 

Der allgemeinere von Herrn Prof. B u r m  es  t e r  behandelte Fa11 homo- 
crntrischer Brechung, bei welchem der cirïfallende Hauptstrahl gegen den 
Normalschnitt des Prismas geneigt ist ,  also cosv und cos v, von Nul1 ver- 
scliieden sind, ergiebt sich auf folgende Weise. Multipicirt man die Gleich- 
ungen 3 a) und 3 b) mit cos v resp. cos ,w,  ebenso die Gleichnngen 3 c) und 
3 d ) ,  und addirt beide Male, so ertialt inan die folgenden beiden Gleich- 
ungen : 
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- cos q (cos  cpsin v" cos m cos p)  r,r2 

+ ( Y ,  + 2) [ ( ro  + :) COS cp (cos y s i n  v2 + cos m cos p) 

1 / + r ,  (; - n) COS m (cos m + cos p cos y) cos v ,  

O = - cos y (cos cp s i n  v 2  + cos m COS r0 r2 

II 
+ (r,  + 2) [(r ,  + 2) cos p (COS q s h  2 + cos m cos ,u) 

1 + r ,  (; - 9%) cos u2( ios  m + cos p cos T) . 
1 1 

Multiplicirt man ferner die erste dieser Gleichungen mit cos p ,  die 
zweite mit cos <p cos v und subtrahirt , so komnit : 

r ,  ( r ,  + :) (k - n) cos v (cor m + cor p cos pi (cor ni cor p - cor v2cor cp) = O. 

Andererscits erhiilt man aus den Gleichungen 4) durch Multiplication 
mit cos v resp. cos m und Subtraction : 

5 (r-, + r ,  + n) (cos s i n  v2 + COS m eospj  (cos ni cos p - cos v2cos .) = O. 
It 

Ueiden Gleichungen ist also genügt, sobald der ihnen gemeinsame 
Factor : 

5) cos rp cos v 2  - COS ~n cos p = O 

ist. Aus dieser Bedingung, welcher die Winkel m, p ,  v geniigen miisecii, 
lassen sich in Verhindung mit der Gleichung: 

6) s i n  q2 sifi v 2  = COS m2 + 2 cos m cos p COS cp + COS p2 

für jedes na enbsprechende Werthe v fiuden, und ewar ergiebt sich für cos v 2  
eine quadratische Gleichung. Zu jedem m gehoren zwei symmetrisch ailm 

Uauptschnitt liegende Strahlen, deren Winkel mit der brechenden Kaote 
durch v und 180 - v bcstimmt werden. Genügen m und v den vorsteheii- 
den Gleichungen, so ktinnen aus den beiden Gleichungen 3a) und 3c) 

r r 
die Quotienten 2 und 2 berechnet werden, und zmar ergiebt sich, da 

rl 

diese Gleichungen linear werden, Tir jedes r ,  nur e i n  Paar zusarnmen- 
gehoriger Wertlie ro und r,. Auf jedem Strahl ,  der einer Mant,ellinie dcu 
durch die Gleichungen 5) und 6) definirten Regelmantels parallel ist, 
existirt nlso e i n  Punkt ,  dom ein homocentrischer Bildpunkt entspriclit. 
Dies ist der von Herrn Prof. B u r m e s t e r  mit Ililfe geometrischer Be- 
trachtungen gefundene Satz. 

Bei dieser Gelegenheit m6ge noch darauf hingewiesen werden, dass 
die Methode, das Bild einer ebenen Figur mit Hilfe eines Prismas in seiner 
Ebeue zu drehen, bei endlicher Ohjectentfernung in optischer Beziehung 
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gleichfalls an dem Uebelstande leidet, dass die Strahlen nach ihrem Durch- 
gang durch das Prisma nicht mehr homocentrisch bleiben. Für  den Normal- 
schnitt lasst sich dies bereits aus den oben angeftihrten Gleichungen 1) er- 
sehen. Der Gang eines vom leuchtenden Punkt P ausgehenden Strahles, 
der an der Grundflache des Prismas rcflectirt wird, bevor er die Rückflache 
trifft, sei wieder durch die Bedingung bestimrnt, dass die erste Variation 
der optischen Lange : 'Ir = y0 + n (rl + rZ) + r3 

verscliwinden muss. Die Schnittpunkte des Strahles mit den F'lachen des 
Prismas mGgen auf drei Coordinatensysterne bezogen werden, dereu X-Ackisen 
mit den Eeiten des Querschnitts des rechtwinklig angenommenen Prisrnas 
zusamrnenfallen, deren Y- Achsen den Kanten parallel sind , und deren 
positive 2- Achsen nach aussen gerichtet sind. Die Coordinaten in  diesen 
Systerue~i uiogeri mit z,y,2,,, X, y, z, ,  x,y,z, bezeichuet werden, a, hoco die 
Coordinaten des leiichtendcn Punktes, a, h, c2 die Coordinaten eines im ans- 
tretenden Stralrile gelegeuen Punktes sein. D a m  hat  man: 

r," ((2,'- x, )" (y, - y, )2  + z ~ ' ~ ,  

wenn 

und L die Lsnge der Hypotenuse des Pri~rnen~uerschni t tes  ist. Aus den 
Gleiçhungen: 

Xn rd---- 
a ?[. X, - a,, n / %  X1 

- -- 
.n T 

- + - " = O ,  
a xo '-0 v? TI 2 r ,  

ergiebt sich durch Elimination: 
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360 Zur homocentrischen Rrcchiing des Lichtes im Prisma. 

wenn p den Einfallswinkel an  der Grundflache bedeutet, und da ferner: 

X I I  - ao x, - a, cos (rO xo) = 9 COS (r3x2) = --- Y 

Y 0  r3 
y ,  - b2 C O S ( ~ ~ Y J  = - b0 , cos (r3 go )  = - -- 7 

'-0 y3 

Co 
COS (ro zo) = - i C 2  cos (r3 2,) = - k t ,  

'-0 '-2 

Die Winkel (Zr,,) und (lr3),  welche der einfallende und auatreteude 
Strahl mit eincr im Normalschnitt parallel dor Grundflache gezogenen 
Linie 2 bildet, werden nun bestirrimt durch: 

1 1 
COS (Zr,) = - - cos (r,  x,) + 7 cos (r ,  zo) , Je ?'z 

1 1 
COR ( Y 3  x2) + ---- COS (rg B ~ ) ,  

/% 
so dass mit Rücksicht auf die vorstehenden Bedingungsgleichungen: 

cos ( 1  r,) = cos ( 1  r,) 

wird. Bei einer Drehung des Prismas um 1 als Achse bleibt 'also der 
Winkcl zwischen austretcndem Strahl und Achse constant. 

Die Bedingungen filr die Homocentricitat der Strahlenbtindel ergiebt 
sich durch Variation der optischeu Lange: 

?IJ = Y0 + (T l  + ~ 2 )  + r3' 
Werden die x ünd y Coordinaten der Schnittpunkte eines irn Nornial- 

schnitt liegenden Hauptstrahles mit den Seitenfltichen des Prismas mi t :  

bezeichnet, und entsprechend die Coordinaten der S~hnitt~punlrte eines bp- 

liobigcn Strahlcs des unendlich düuncn Ründels mit:  

xo = B o  + (0 7 xi = P i  f ki 7 Zn = P z  + (2 i 

Yo= vo7 Y l = v l >  - Y z - r l d ,  

endlich die Rntfernungen ror ,  r,r3 fü r  den Haiiptstrahl mit go pl Q, p,, so 
ergeben sich zunachst als I3edingungsgleichungen ftir die iIomocentricitSt 
dos Bündels: 
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welchon nur gentigt wird, wenn xwi3chen den Entfernungen Q die Re- 
dingung besteht: 

7,  PO+ @ 1 + ~ 2 + f l ~ 3 = ~ .  

Ferner miissen für beliebige Werthe von noch die Gleichungen er- 

wo die Grossen a und b sind: 

1 n sin i" n sifip sin i 
a, = - COS i2 + - - - P al=-- I 

PO el nei 7'2 el QI 

1 siny sin i b , = - -  
J%e2 

3 

fie2 
rl 1 sinp sir, i 

C ---- n sin i2 1 sin i2. , c,=- - --- + - - P l  

l -  J2 e 2  QZ 42 *Q, P B  e3 
und i und p die Einfallswinkel des Hauptstrahles a n  der ersten und zweiten 
Flache des P r i m a s  sind. Diese Gleichungen ftihren zu der Bedingung: 

oder, wenn der Brechungswinkel r eingeführt wird in:  

Die beiden Gleichungen 7) und 8) kgunen aber bei endlicher Eut-  
fernung von Bild und  Object nilr dann neben einander bestehen, weiin 
der Eiufallswinkel i gleich dem Brechungswinkel r is t ,  also bei senkrecliter 
Incidenz des Bündcls. I n  diesem Fallc,  in welchem Uberhanpt keine 
Drechung stattfindet, entspricht jedem Punkte  des einfallenden Strahlcs ein 
liomocentrischer Bildpunkt. 
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XX. 

Ueber cine besondere Flache dritter Ordnung 

mit vier Doppelpunkten. 

1. 
Sind in einer Rhene zae i  Punkte Pl und Pz und eine gerado Linie L 

gegebsn, so giebt es bekanntlich auf L drei Punkte,  deren Verbindungs- 
linien mit P, und P, gegcn L gleich gcneigt sind. Es sind dies der un- 
endlich ferne Punkt  Pm von L, der Schnittpunkt P von I; mit der Geraden 
P, P, und ein ebcnso bekannter Punkt  Q; sind P I Q ,  und I", Q, die Lothe 
von P, und P, auf L ,  so theilt dieser Punkt Q die Strecke Q I & ,  irn Ver- 
htiltniss Pl &, : Pz&,. P und & bilden mit &, und Q2 vier harmonisühe 
Punkte. 

Sucht man alle Punkte der Ebene, welche mit Pl und P, Verbindungs- 
linien liefern, die gegen L gleich geneigt sind, so erhalt man a1s geo- 
metrischen Ort die unendlich ferne Gerade der Ebene, die Gerade PIP, 
nnd eine gloichseitigo Hyperbel. Das letztere ergiebt sich ails folgender 
Betrachtung. 

Hat  man in der Ebene einen beliebigen Punkt X von der verlangteii 
Eigenschaft, so erhalt man ersichtlich einen weiteren derartigen Punkt, 
wenn man an P I X  und P, X auf entgegengesetzten Seiten dieser Strahlen 
gleiche Winkel antriigt. Der gesuchte Ort  ist  mithin das Erzeugniss zweier 
gleichen Strahlenbüschel von entgegengesetztem Drehungssinn. Das Er- 
zeugniss zweier solcher Btischel ist aber eine gleichseitige HypcrbeL* Diese 
Byperbel geht durch Pl und P,, ihr Mittelpunkt ist  Po, die Mitte von PIP,, 
die cine Asymptote ist  die Parallele zu L durch P,, die andere des Loth 
von Po auf L. Also: 

D e r  O r t  d e r  P u n k t e ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  m i t  zwei 
f e s t e n  P u n k t e n  Pl u n d  P, g e g e n  e i n e  g e g e b e n e  G e r a d e  L gle ich  
g e n e i g t  s i n d ,  i s t  e i n e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l .  

* S t e i n e r - S c h r o e t e r ,  Kegelschnitte, 2. A d . ,  S. l i a .  
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In den besonderen Pi l len,  wo Id auf P,P, senkrecht steht oder zu 
Pl P, parallel k t ,  xerfallt die gleichseitige Ilyperbel i n  die Gerade Pl P2 und 
die Mittelsenkrechte von Pl P,. 

II. 
Sind im Raume zwei Pnnkte Pl und P, und eine beliebige Ebene E 

gegeben, so kann man ebenso nach der Flache fragen, deren Punkte mit Pl 
und P, Verbindungslinien liefern, die gegen E gleich geneigt sind. 

Die Bestimmung der Ordnung der Flaehe bietet keine Schwierigkeit 
Sind PlQ, nnd ;Pz&, die Lothe von Pt>, und P2 auf E, und i5t X ein 

beliebiger Punkt des gesuchten Ortes, so bilden PIX  und P2X nicht nur 
mit E, sondern auch mit PlQI und P,Q, gleicho Winkel. Die Gesammt- 
heit der Geraden durch P,, die gegen Ir: unter einem bestimmten Winkel 
geneigt sind, bildet einen Ilotatioiiskegel mit der Aehse P, Q,, ebenso die 
Cesammtheit der Geraden durch P, ,  die gegen E unter dernselben Winkel 
geneigt sind, einen Rotationskegel rnit der AchDe P,Q,. Ertheilt man dern 
Winkel alle Werthe von O0 bis QOo, so erhiilt man in Pl und P, zwei pro- 
jective Büschel von congruenten und parallelen Rotationskegeln. Der ge- 
suchte Ort ist das Erzeugniss dieser beiden Büschel. 

Elne beliebige Gerade g wird von jedem dieser beiden Bü>chel in einer 
Involution gesehnitten. Zwei derartige Involutionen haben, wie man be- 
kaiintlich mit IIiife eines beliebigen mit g derselben Ebene angeliorigen 
Kegelschnitts bcweist , vier gemeinsame Punkte. Einer der gemeinsainen 
Punkte ist der unendlich ferne Punkt  von g,  da die Parallelen zu g von 
Pl und Pz aus gegen Pl Q,  und Pz&, gleich geneigt s ind,  also einem Paar 
entsprechender Kegel augehoren. Der gesuchte Ort besteht also aus der 
unendlich fernen Ebene und einer FlLiche dritter Ordnuug. Lassen wir die 
unendlich ferne Ebene als Theil des Ortea unberiicksichtigt, so haben wir 
clas Resultat: 

D o r  O r t  d e r  P u n k t e  d e s  R a u m e s ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  
m i t  z w e i  P u n k t e n  Pl u n d  P, g e g e n  e i n e  E b e n e  E g l e i c h  g e n e i g t  
s i n d ,  i s t  e i n e  P l a c h e  d r i t t e r  O r d n u n g  F3.  

Dieser Flache F 3  gehort ersiclitlich die Gerade Pl P, an ,  dann aber 
auch g,, die unendlich ferne Gerade von E, Als entsprechcnde Kegel der beiden 
Büschel sind niimlich anch die doppelt zu Ghlenden Ebenen anzuueben, die 
durch P, und P, gehen und zu E parallel sind; ihr Sclinitt, niimlich die 
Gerade go, gehort also dern ganzen aus FQind der unendlich fernen Ebeile 
bestehenden Orte doppelt a n ,  jedem Theile des Ortes einfach. 

III. 
In  einfacher Weise lassen sich die Schnitte von F 3  mit Ebenen be- 

stimmen, welche durch die Gerade PIPZ oder g, gehen. 
Betrachten wir zuniichst die Ebene P, Q,P,Q,, so müsaen die Geraden 

dieser Ebene, welche gegen E gleich gencigt sind, aueh gegen die Ge- 
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rade QI Q, gleich geneigt sein. Die Ebene Pl Q, Y ,  Q, schneidet al50 nach 1 
den Ort  Fa (ausser in der Geraden PLI , )  in einer gleichseitigen Hyperbel, 
die durch P, und Pz geht und ihren Mittelpunkt in Po, der Mitte von 
Pl Pz, hat ,  wahrend ihre Asymptoten die Parallele und die Senkrechte durch 
Po zu Q,  Q, sind. 

Sehnlich gestaltet sich die Untersuchung für  eine beliebige andere 
durch P,P, gehende Ebene G. 

Fallt  man ntimlich auf die SchnittJinie dieser Ebene G und der Ebene 6 
von QI und Q, die Lothe &,SI und Q,S,, und ist X ein Punkt auf S,S,, 
welcher dem Ort  F 3  angehort, so ist 

weil -)C PIXQ, =. P;,XQ, is t ,  und 

weil <): PIS,&, = P,S,Q, ist; also ist 

und, da noch c)< Pl S I X  = P2S,X = 90° k t ,  A Pl S , X  <u P, S 2 X ,  mitliin 
sind Pl X und P, X gegen SI S2 gleich geneigt. 

1st X ein Punkt des Schnittes von F3 und G, der nicht auf SlS2 
l iegt,  so kann man durch X zu E eine parallele Ebene E' legen, und es 
wtîrde sich in derselben Weise wie soeben zeigen lassen, dasv P,X und 
P,X gegen die Schnittlinie der Ebene E' und der Ebene G gleich geneigt 
sind. Da diese Schnittlinie aber zu SIS2  parallel ist ,  so sind P I X  und 
P, X auch gegen SIS,  gleich geneigt. Die Punkte der Ebene G ,  welche 
der Flache B3 angehoren, bilden mithin nach 1 wieder eine gleichseitige 
Hyperbel. Die Asymptoten sind hier die Parallele und die Senkrechte von 
Po zu S,S,. Also : 

E i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  d u r c h  PlP,  s c h n e i d e t  F3 a u s s e r  i n  
d e r  G e r a d e n  P,Pp i n  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l .  

In dem besonderen Falle, wo die Ebene G auf der Ebene Pl Q, Pz&, 
senkrecht steht,  wo also auch die Schnittlinie von G und JE aiif Y, P2 
senkrecht steht,  zerfallt die gleichseitiçe Hyperbel in  die Gerade Pl P2 und 
die Gcrade h ,  die in Po auf Pl Q, P, Q2 senkrecht steht; h ist parallel zu E 
und steht natürlich auch auf Pl P2 senkrecht. 

D i e  F l a c h e  .F3 e n t h a l t  d r e i  r e e l l e  g e r a d e  L i n i e n ,  d i e  V e r -  
b i n d u n g s l i n i e  v o n  Pl u n d  Pz ,  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  g, von 
E u n d  d i e  G e r a d e  h ,  w e l c h e  a u f  PLP2 i n  ;Po s e n k r e c h t  s t e h t  und  
a n  X p a r a l l e l  i s t .  
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Da in dem Schnitt, in  welchem P 3  von der durch PIF,  und h gehenden 
Ebeue getroffeu wird, Pl P, doppelt zu rechnen is t ,  so wird F 3  von dieuer 
Ebene langs P,P, in einer Geraden berührt. 

IV. 
Aus der angegebenen Construction der Asymptoten der in  III be- 

handelten gleichseitigen Hyperbeln erkennen wir zugleich den Charakter des 
S c h n i t t s  v o n  P 3  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e .  

Die eine der Asymptoten erhielten wir,  wenn wir dnrch Po, dic Mitte 
von P,P, zu SIS2, die Parallele zogen; der unendlich ferne Punkt dieser 
Parallelen ist Piinkt der Hyperhel. Die unendlich fernen Punkte aller 
dieser Parallelen bilden die unendlich ferne Gerade g, von E, von der wir 
schon in II erkannt hatten, dass sie P 3  angehort. 

Die zweit,e Asymptote erhielten wi r ,  wenn wir von PU auf SISz das 
Loth fillten. Beschreibt die in  III betrachtete Ebene G dau Uüsühel I',P2, 
so bcschreibt die Cerade SIS, in E das Strahlenbüschel, dessen Sclieitel P, 
der Schnittpunkt von E mit Pl Y,, ist. Die Lothe von 1J auf die Geraden 
dieses Büschels bilden einen orthogonalen Kegel. Der Schnitt der unend- 
lich fernen Ebene mit diesem o r  t h O g O n a 1 e n  Kegel bildet mit g, zusamrnen 
den Schnitt von F 3  mit der unendlich fernen Ebene. Der so eonstruirte 
orthogonale Kegel mit dem Scheitel Po ist der A s y m p t o t e n k e g e l  der 
Fliiche F? Die iecraden des Asymptotcnkegcls haben mit F h a s s e r  PU 
und dem unendlich fernen, doppelt zu rechuenden Berührungspuukt keirien 
weiteren Punkt  gemeinsam. Der unendlich ferne Kegelschnitt von F 3  geht 
durch den unendlich fernen Punkt von P,P2 und den uneudlicb fernen 
Punkt von Pl QI und P2Q2; seine Beziehung zum unendlich fernen Kreise 
ergiebt sich aus dem Charakter des Kegels als orthogonalen. 

V. 
Die Ebene E schneidet F3 ausser in g, noch in einem Kreise; ein 

Durchmesser dieses Kreises verhindet den Schnittpunkt P der Ebene E und 
der Geraden PlP, mit dem Punkt Q ,  welcher Q I Q ,  im Verhaltniss 

PI Q1: J'2 Q, 
theilt.* Fiir jeden Punkt  X dieses Kreises ist  

&lx: QzX= pl&,: Pz&,, 
also c): Pl XQl = Pz XI),.  

F ü r  eine beliebige mit E parallele Ebene gilt dasselbe wie für E, sie 
enthalt ebenso einen Kreis, desçen Pnnkte mit Pl und P, verbunden Ge- 
raden liefern, welche gegen diese parallele Ebene und damit auch gegen 
E gleich geneigt sind. Also: 
- - - - - - - - 

Vergl T h i e  me, Lehrsiitze und Aiifgaben der Stereometrie, S. i l  Nr. 105 

Leipzig 1883. B. 6. 'ïeubner. 
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E i n e  E b e n e ,  w e l c h e  z u  .E p a r a l l e l  i s t ,  s c h n e i d e t  F3 i n  e i n e m  
K r c i s e .  

Geht im Besonderen die parallele Ebene durch Pl oder durch P,, so 
schrumpft diescr Krcis in oinen Punkt  zusammen, odor viclmchr dcr Schnitt 
einer solchen Ebene besteht aus den beiden imaginaren Geraden, welche 
Pl bezw. P, mit den Schnittpunktcn des unendlich fernen Kreises und der 
Ebene E verbinden. Geht die zii E parallele Ebene durch Po, die Mitte 
von P, P,, so zerfàllt der Kreis in die unendlich ferne Gerade gm und die 
Gerade h ,  die in Po auf P,P, senkrecht steht und zu E parallel ist. Da  
in diesem Schnitt der Ebene mit El3 die üerade g, doppelt vorkommt, so 
bertîhrt diese parallele Ebene die Flache F V n  g, langs einer Geraden. 
F 3  wird also in Pl P,  und in g, von je einer Ebene berührt;  die Sçhnitt- 
linie der beiden Beriihrungsebenen ist die Gerade h.  

VI.  
Bei der Bestimmnng der Ordnnng des untersuchten Ortes in II  er- 

hielten wir F 3  zunachst als Erzeugniss zweier projectiven Büschel von 
parallelen nnd congrilenten Rotationskegcln. Da dio Achsen der Kegel, 
Pl Q, und Pz&,, parallel sind und je zwei entsprechende Kegel gleiclie 
Winkel6ffnnng haben, so schneiden sich dieselben in einem der unendlich 
fernen Ebene angehorenden Kegelschnitt. Die beiden Kegel müssen sich 
demnach noch i n  einem zweiten Kegelschnitt durchdringen. 

Die Lagenverhiiltnisse dieses zweiten Schnit,ts ergeben sich aus folgen- 
der Betrachtung. 

Die mehrfach betrachtete Ebene Pl Q, P, Q, ist Sgmmetrie -Ebene beider 
Kegel, also auçh eiue Symrnetrie-Ebene ihres Schnittes. Legt man durch 
Pl P2 eine beliebige andere Ebene G,, so schneidet sie jeden der beidcn 
Kegel in einem Geradenpaar; das Paar  des einen Kegels ist dern des an- 
deren parallel. Die beiden Paare paralleler Geraden bilden ein Parallelo- 
gramm, in dem P, und Pz awei gegenüberliegende Ecken sind; die beiden 
snderen Ecken X, und Y, sind Punkto dcs zweiten Schnitts der beiden 
Kegel. Legt man durch Pl P, die Ebene G,, welche fur die Ebene P, Q I  P,Q, 
zu G, symmetrisch liegt, so erhalten wir ebenso zwei Punkte X2 und Y2, 
welche dem zweiten Schnitt der beiden Kegel augehoren. Die Ebene, 
welche durch drei der Punkte X,, X2, YI, Y, geht,  enthslt auch den viertcn 
und ist die Ebene des zweiten Sclinitts der beiden Kegel. Da Pl QI Pz&, zu 
den beiden Kegeln und zu dem Ebenenpaar G, und G, Symmetrie-Ebeue 
is t ,  so liegen auch die Punkte X ,  und Y, ftir PIQIP, Q, zu X ,  und Y, 
symmetrisch und die Geraden Xl X, und Y,  Y, stehen auf Pl Q1l1, Q2 scnk- 
reclit. Daraus folgt, dass die Ebene X,X,Yl Y, durch h ,  die Gerade, die 
in 1'" auf Il, Pz Q, Q, senkrecht steht, hindurchgeht. Die Linien XI Irl und 
X ,  Y, werden a18 Parallelogrammdiagonalen von P,P, in Po halbirt; Po ist 
daher Mittelpunkt des zweiten Schuittes der beiden Kotationskegel, Also: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr.  II. TRIEME. 367 

E i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  d u r c h  d i e  d e m  O r t e  F 3  a n g e h o r i p e  
G e r a d e  h s c h n e i d e t  F 3  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  i n  Po s e i n e n  
M i t t e l p u n k t  h a t .  

Die Punkte Pl nnd P, haben für diese Kegelschnitte eine besondere 
Bedeutung. Dei einem Kegelschnitt ist der Ort der Focalpunkte, der Punkte, 
deren Vcrbindiingslinien mit den Pankten des Kegelschnitts eiuen geraden 
Kegel bilden, wieder ein Kegelschnitt.* Die Punkte P, und I), sind für 
alle Kcgelschnitte der Flacho F3, welche mit h in einer Ebene liegen, 
Focalpunkte. 

VII. 
Auf Grund der gefundenen Eigenschaften lasst sich F 3  nunmehr auch 

als Erzeiigniss eines Ebenenbüschels und eines projectiven Biîschels von 
Kegeln zweiter Ordnung nachweisen. 

Betrachten wir die Schnitte der Ebene Pl QI Pz&, mit den beiden pro- 
jectiven Büscheln von parallelen Rotationskegeln, so erhalten wir zwei 
projective Strahlensysteme (Strahleninvolutionen xweiter Ordnung) , deren 
entsprechende Strahlenpaare parallel sind. Diese sind aber im Grnnde 
nichts Anderes als die in III betrachteten Strahlenbüschel Pl und P, von 
entgegengesetztem Drehungssinn. Das Erzeugniss der beiden Strahlen- 
involutionen setzt sich au8 der unendlich fernen Geraden der Ebene Pl QI P2 Q,, 
der Geraden P , P ,  und der gleichseitigen Hyperbel zusammen, in der F 3  
von Pl Q,  P, Q, geschnitten wird. 

Ein Paar entsprechendcr Rcgel wird von Pl Q,P,Q, in zwei Paaren 
von parallelen Strtthlen geschnitten, die wieder ein Parallelogramm bilden. 
Xwei der Ecken sind wiedcr P, und P2, die beiden andercn seien X und Y. 
Die Gerade X Y  ist Durchmesser jener gleichseitigen Hyperkel, X und Y 
die Endpunkte desselben. Uurchlaufen die entsprechenden RotationskegeI 
die ganzen Büschel, so erhalten wir in Pl und Pz die Strahleninvolutionen, 
wglirend die Gerade X Y das Strahlenbtischel mit dem Scheitel Po beschreibt. 
Dies Büschel ist nach einem bekannten Satze über Kegelschnitte zu jenen 
Strahleninvolutionen projectiv. Daraus folgt auch, dass das Büschel der 
Ebenen, die durch 13 und X P  gehen, zn jedem der beiden Riischel von 
Rotationskegeln projectiv k t ,  und F3 ergiebt sich als Erzeiigniss des T3üschels 
der Ebencn und eines Büschels von Rotationskegeln. Also: 

F3 i s t  d a s  E r z e u g n i s s  e i n e s  E b e n e n b ü s c h e l s  u n d  e i n e s  p r o -  
j e c t i v e n  B ü s c h e l s  v o n  R o t a t i o n s k e g e l n ;  d i e  A c h s e  d e s  E b e n e n -  
b ü s c h e l s  s t e h t  a u f  d e r  g e m e i n s a m e n  A c h s e  d e r  R o t a t i o n s -  
k e g e l  s e n k r e c h t .  

Diese Erzeugungsweise liefert uns nach zwei weitere imaginare Gc- 
raden von F3.  Der Ebene durch h ,  welche zu Pl&, parallel is t ,  entspricht 
in dem Kegelbüschel P, der Kegel, dessen Wirikeloffnung O0 betriigt, der 
- - - - -- -- 
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also nur aus der Achse oder riçhtiger aus den beiden imaginaren Ebenen 
besteht, die Pl QI  mit den Schnittpunkten von E und dem unendlich 
fernen Kreise verbinden; die Schnittlinien dieses imaginaren Ebenenpaarev 
mit der entsprechenden Ebene durch h geh6ren der Flache F3 an. A ~ s o :  

D i e  E b e n e  d u r c h  h ,  w e l c h e  z u  PlQI p a r a l l e l  iut, s c h n e i d e t  
FY i n  d r e i  G e r a d e n ,  e i n e r  r e e l l e n  u n d  z w e i  i m a g i n a r e n .  

Die beiden imaginaren Geraden haben i n  dem unendlich fernen Punkte 
von Pl Q, einen reellen Punkt. 

VIII. 
F3 besitzt in P, iind P, D o p  p e 1 p u n k  t e. Eine Geradc g durch P, be- 

stimmt mit P I P I  eine Ebene, welche F ' ~  ausser in P,P, nur noch in eiuer 
aiich durch Pl gehenden Hgperbel rchneidet; g hat also mit F3 hochstens 
noch einen Punkt  gemeinsam; daçselbe gilt für eine Gerade durch P,. 

Die Kegel in P, und P,, deren Winkeltiffnungen <): P,Y, Ql uiid 
<):.P,P, Q, sind,  schneiden sich ausser im Unendlichen nur in der Ge 
raden l',Y,. Die Geraden dieser Kegel treffen also F 3  nur in Pl bezw. P,; 
diese Rotationskegel sind also die beiden T a n g e  n t i a l  k e g  e l  in den Doppel- 
punkten Pl  und P,. Die beiden Tangentialkegel berühren sich l k g s  P,P2. 
Die gemeinsame Tangentialebene ist die Ebene durch P1P, nnd dnrch 11. 

Nach V schneiden die Eberien, welche der Ebene 3 parallel sind, 
die Flache F q n  Kreisen. Diese Kreise gehen stimmtlich dnrch dieselben 
beiden Puukte im Uneudlichen, die Sehnittpunkte der Ebene E mit 
dem unendlich fernen Kreise. Daraus folgt,  dass F 3  in diesen lieiden 
imaginaren Punkten auch Doppelpunkte besitzt. Dass die Verbinduugs- 
linien dieser Punkto mit P, und P, der Flache F"ngchGren, wurdc 
schon in V. g e k g t .  

Als Gesammtresultat haben wir somit erhalten: 
D e r  O r t  d e r  P u n k t e ,  d e r e n  V e r l i i n d u n g s l i n i e n  m i t  zwei 

f e s t e n  P u n k t c n  P, u n d  P, g e g e n  e i n e  E b e n e  E g l e i c h  g e n e i g t  
s i n d ,  i s t  e i n e  F l a c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  i n  Pl i ind P, 
r e e l l e  u n d  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  v o n  E: m i t  d e m  u n e n d l i c h  
f e r n e n  K r e i s e  i m a g i n a r e  D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t ;  v o n  d e n  n e u n  
G e r a d e n  d e r  F l a ü h e  s i n d  d r e i  r e e l l ,  z w e i  G e g e n l i a n t e n  d e s  
d u r c h  d i e  D o p p e l p u n k t e  b e s t i m m t e n  T e t r a e d e r s  u n d  d i e  diose 
ü o g e n k a n t e n  s c h n e i d e n d e  G e r a d e .  

IX. 
Zum Schluss m6ge noch die Gleichung der untersuchten Flache an- 

gegebcn werden. 
Der Anfangspunkt des Coordinatensystems sei die Mitte Po von P I',, 

die %-Achse das 1 ~ 1 t h  von Po aiif E, die Y - A c h e  die Parallele d u r c h  Y,, 
zu QI&, und die X-Achse das Loth auf P,Q,Pp Qe in Po. 
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Die Coordinaten seien 

von P, . . . O, b ,  c ,  

Die Verbindungslinien eines Punktes mit den Coordinaten x ,  y, 2 und 
der Punkte P,  und P, bildcn mit  der  Z-Achse  Winkel, dercn cosinus 

sind. Setzt Iuau diese gleich, so erhalt man als Gleichung der  Flache 

x2 + y2+  bP - - b y ,  
- 

8" cC" C Z 

P o s e u ,  im October 1895. 

Zuitachrift f. ùlutheruotik u. Physik. 10. Jnhrg. 1895. 6. Hsft. 
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Kleinere Mittheiliirigcn. 

XXVI. Ueber d ie  conforme Abbildung der  Lemniscatenflache. 

Es  sind bekannte Elementaraufgaben, des Innere einer eintheiligen 
Lemniscate Oder aber das Innere der einen Halfte einer 13 e r n o u l l  i'schen 
bezw. zweitheiligen Lemniscate auf das Inncre eiiies Kreises conform ab- 
zubilden. Doch scheint mir bisher der continuirliche Uebergang von der 
ersten zur zweiten Abbildung nicht heliaudelt zu sein, dessen Eigenart 
eben darin begründet liegt,  dass das Anfangs einfache Flachenstück in zwei 
Theile zerfzllt, also seinen Zusammenhang verliert Ich habe gefunden, 
d a s s  t r o t z d e m  b e i  z w o c k m t i s s i g e r  N o r m i r u n g  d i o  a b b i l d c n d e n  
F u n c t i o n e n  b e i  d i e s e m  G r e n z ü b e r g a n g ,  o h n e  e i n e  U n s t e t i g k e i t  
z u  e r l e i d e n ,  c o n t i n u i r l i c h  i n  e i n a n d e r  ü b e r g o h e n .  Dies sei im 
Folgenden kurz dargelegt : 

Wir gehen in der Ebene des Argumentes z von der allgemeinen ein- 
theiligen Curvenform mit den Urennpunkten z = + 1 aus. Wir wollen 
das Innere der Curvti derart auf die Flaehe des Einheitskreises in der 
w-Ebene abbilden, dass dem Scheitelpunkt a = + ci der Pnnkt w = + 1 
und dern Brennpunkt z = + 1 der Mittelpunkt w = 0 entspricht. Diese 
Aofgabo wird übersichtlich durch die successive Anwendiing der folgeuden 
Abbildungen gelest : 

BI = f i 2 ,  

ist. Die Furiction Z, bildet die LemniseatenflSühe bekanntlieli au€ eine 
doppelt überdeckt zu denkende KreisflSche mit dem Mittelpunlrt s,= 1 und 
dem Radius ci2-1 ab ,  deren beide Blatter im Punkte zl = O  als einem 
Windiingspunkte erster Ordnung zusammenhangen. Die lineare Siib- 
stitution z, führt dann die Kreisfl5clie in eiue analoge über, deren 
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Windungspunkt jetzt jedoch im Mittelpunkt z2 = O  liegt, wShrend der Radius 
1 

des ncuen begrenzenden Krcises -- - bctriigt. Die Function z, führt 
a" 1 

ferner diese neue Kreisflache in die schlichte Fliiche des Einheitskreises 
über. Schliesslich kt  in den letzten der obigen Gleichungen nochmals eine 
lineare Substitution ausgeflihrt, welche den Einheitskreis in sich trsns- 
formirt, jedoch seinen Mittelpunkt jetzt dem Punkte z = + 1 eotsprechen 
lasst. Durch Substitution dcr einzelnen Punctionen ergiebt sioh daher als 
die gewünschte abbildende Function : 

In  der That liisst dieselbe den Punkten z cu bezw. z = + 1 die Punkte 
w = + 1 bezw. w = 0 ent~prechen. Wie man sich ferner leicht überzeugt, 
sind bei der Ausrechnung für elle Wuraelwerthe p o  s i t i v  reelle Bestand- 
theile zu wiihlen. 

Lassen wir nun die allgemeine Lemniscnte in die R e r  n O u l l  i'sche 
Form (mit denselbeu Brennpunkten) Ilbergeheu, so haben wir einfach 
a" 2 zu setzen. Die ahbildende Function nimmt für die Wertlie z mit 

O 
p os  i t i v  reellem Theile zunachst die unbestimmte Form O an ,  ihr wahrer 

Werth ergiebt sich jedoch als: 
W = 8" 1. 

Dies k t  aber gerade die Punction, welche die rechte Halfte der 
B e r n o  ulli 'schen Lemniscatenflache auf den Einheitskreis in angegebener 
Wcise abbildet. F ü r  alle Werthe von B mit n e g a t i v  reellem Sheile dagegen 
mird lim w = - 1. Dies entspricht dem Cmstande, dass die linke Hülfte 
der Leaniscateufl%che, ehe noch ci2 vollig gleich 2 geworden is t ,  sich auf 
die uiichste Umgebung des Punktes - 1 im Einheitskreis der w-Ebene  ab- 
bildet. Der weitere continuirliche Uebergang au der Abbilduu r des rechten i 
Ovals der z w e i  t h c i l i  g e n  Idemniscate bietet keine neue Schwierigkeit. 
Wir erhalten das Schlussergebniss: 

L a s s t  m a n  d i e  L e m n i s c e t e  m i t  d e n  B r e n n p u n k t e n  $- 1 i n  
d ie  B e r n o u l l i l s c h e  F o r m  ü b e r g e h e n ,  s o  f i n d e t  k e i n e r l e i  S i n g u -  
l a r i t i i t  b e i  d e m  e n t s p r e c l i e r i d e n  G r e n z i i b e r g a n g e  d e r j e u i g e n  
E 'unc t ion  s t a t t ,  w e l c h e  d i e  F l a c h e  d e r  lem ni scat^ a u f  d a s  
I n n e r e  d e s  E i n h e i t s k r e i s e s  i n  d e r  A r t  a b b i l d e t ,  d a s s  d e m  
S c h o i t c l p u u l i t  $- a d e r  L e m n i s c a t e  d e r  P u n k t  + 1, d e m  R r e n n -  
p u n k t e  z = + 1 a b e r  d e r  U i t t e l p u n k t  d e s  E i n h e i t s k r e i s e s  e n t -  
s g r i c h t ,  o b w o h l  s i c h  i n  d e r  G r e n z l a g e  d i e  l i n k e  H a l f t e  d e r  
P l ü c h e  v o l l i g  a b g e s c h n ü r t  ha t .  

Aachen.  Frt. SCIIILLXNG. 
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XXVII. Bemerkungen über  doppelt-centriache Vierecke. 

1. 
J Z  sei ein Kreis mit dem Nittelpunkte Mi. e,  f seien zwei Tangenten 

dieses Kreises in den Punkten E, F. Construiren wir einen Kreisbogen 
G ,  Hl deseen Centriwinkel supplementar xu <)'_EJf,F ist ,  so bilden die 
resp. Tangenten g, h in 8, H mit e f ein Kreisviereck A B  CD. U%ei 
der umschriebene Kreie. Mu sei der Mittelpunkt. 

Eine beliebige Tangente q von J 2  treffe UZ in den zwei Punkten Q ,  T. 
W i r  ziehen durch dieselben je die zweite Tangente r ,  t a n  J2. Ihre resp. 
zweiten Schni t tpnkto  mit U'Qeicn R ,  S. Donn muss die Verbindungs- 
linie s dieser Punkte den Kreis J q e r ü h r e n ,  weil im Kreisviereck QRST 
der Winkel,  welchen s mit der Tangcnte r bildet, zum Winkel der Tan- 
genten g t  supplementar ist. Folglicli muss auch QBST dem Kreise J2 

umschrieben sein. 
Zu jeder Tangente q von J Q e h 6 r t  ein solches Kreisviereck und also 

auch eine gegenüberliegende Seite S. Diese Zuordnung ist eine vertausch- 
bare. Wir  schliessen daher : 

L i e g e n  z w e i  K r e i s e  s o l  dtrss  d e r  e i n e  J2 e i n e m  V i e r e c k  
e i n g e s c h r i e b e n  u n d  d e r  a n d e r e  U2 d e m s e l b e n  u m s c h r i e b e n  iu t ,  
s o  g i e b t  e s  u n e n d l i c h  v i e l e  V i e r e c k e ,  w e l c h e  U2 u m s c h r i e b e n  
u n d  J S  e i n g o s c h r i e b c n  s i n d .  D i e  g e g e n u b e r l i e g e n d e n  S e i t e n  
d i e s e r  V i e r e c k e  s i n d  e i n a n d e r  i n v o l u t o r i s c h  z u g e o r d n e t .  S i e  
s c h n o i d e n  s i c h  a l s o  i n  P u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  p. D i e  V e r -  
b i n d u n g s l i n i e n  i h r e r  B e r t i h r u n g s p u n k t e  g e h e n  d u r c h  e i n e n  
f e s t e n  P u n k t  Y. P u n d  p s i n d  f o l g l i c h  P o l  u n d  P o l a r e  i n  
B e x u g  a u f  J? M i t h i n  g e h e n  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d e r  g e g e n -  
ü b e r l i e g e n d e n  E c k e n  d e r  V i e r e c k e  e b e n f a l l s  d u r c h  P. D a r a u s  
f o l g t  w e i t e r ,  d a s s  P u n d  p a u c h  P o l  u n d  P o l a r e  i n  B e z u g  a u f  
U2 s i n d .  R a h e r  l i e g t  P a u f  d e r  C e n t r a l e  c b e i d e r  K r e i v e  und  
w i r d  v o n  p s o w o h l  d u r c h  d i e  P u n k t e  J,J,  a u f  J2 a l s  d u r c h  d i e  
P u n k t e  UIUZ a u f  U 2  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t .  

2. 
Zu ainem gcgcniiberliegenden Seitenpaare eg eines Vierecks (siehe die 

nebenstehende Figur) gehort ein zweites gegenüberliegendes Paar fh. Weil 
diese Zuordnung vertauschbar ist, sind die Geraden E G ,  F I T ,  welche dio 
Berührungspunkte von e l  g; f ,  h verbinden, entsprechende Strahlen einer 
Involution Jb  am Scheitel P. Wir k6nnen beweisen, dass diese Involution 
rechtwinklig sein muss. Es ist namlich: 
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Nun ist 
<):ZMi F= 18û0- I I M i G ,  also <):EFG = 90°- Z F G .  

Daraus fol& dass 

4): G PF = 900, das heisst HF I GE.  

Die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken AC,  BD dos 
Vierecks ABCD sind ein Paar der Involution harmonischer Polaren um Y in 
Bezug auf J2. Wir zeigen, dass dieses Paar  durch das Rechtwinkelpaar 

E G ,  H F  der Involution Jb harmonisch getrennt wird. A C  trifft n a d i c h  
p im Pole F von BD und BD schneidet aus p den Pol W von AC. Die 
Polare von V, das heisst B D  muss aber auch durch den in p liegenden 
Diagonalpunki des Vierecks E F G H  gehen, in welcliem sich die Geraden 
EF, G H  schneiden. Alço ist W dieser Diagonalpunkt. I n  analoger Weise 
folgt, dass V der Schnittpunkt der Geraden E E ,  F G  ist. Folglich sind 
A c ,  BD zwei Diagonalen des Vierecks X F G H  und werden durch die 
Seiten E G ,  HF harmonisch getrennt. 
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Diese Beziehungen gelten fiir jedes Viereck, welches J 2  eingeschrieben 
und UVnmschrieben ist. Wir  scliliessen daher : 

Z i e h e n  w i r  d u r c h  P e i n  P a a r  xx, d e r  I n v o l u t i o n  h a r -  
m o n i s c h c r  P o l a r e n  i n  B c z u g  a u f  J2, so  s c h n e i d e t  d i e s e s  a u s  D2 
d i e  E c k e n  e i n e s  T 7 i e r e c k s ,  w e l c h e s  J 2  u m s c h r i e b e n  i s t .  Die 
zu e i n a n d e r  s e n k r e c h t e n  G e r a d e n  d u r ü h  P, w e l c h e  rn i t  XX, 
e i n e  h a r m o n i s c h e  G r u p p e  b i l d e n ,  t r e f f e n  J 2  i n  d e n  H e r ü h r u n g s -  
p u n k t e n  d e r  v i e r  S e i t e n  d e s  V i e r e c k s .  

3. 
Construiren wir durch einen Punkt  X der Centrale c die zwei Tan- 

genten e e ,  an J2, so sind diese zu c orthogonal symmetrisch. Folglich 
müssen auch die zwei Vierecke, welche zu e e ,  gehoren, orthogonal sym- 
metrisoh zu c liegen. Daher schneiden sich die Seiten g g , ,  welche den 
resp. Seiten e e ,  gegenüberliegen, in  einem Punkte x, auf c. Ziehen wir 
durch x, die Tangenten g g , ,  50 gehoren zu ihnen dieselben Vierecke wie 
zu c e , .  Folglich wird dnrch diese Vierecke eine Involution ,7 auf c be- 
stimmt. c schneidet die gegeniiberliegenden Seiten der Vierecke in Paaren 
von J. 

Der Involution J gehoren die Schnittpunkte Jl J, von c mit J2 an; 
denn, t r i t t  x an Stellc von J,, so gehort zu der Tangente il in JI ein 
Viereck, welches zu c orthogonal symmetrisch liegt. Folglich muss die 
Seite, welche in diesem Viereck il gegentiberliegt, den Kreis J2 in J,  be- 
riihren. Ails der orthogonal symmetrischen Lage des erwahnten Vierecks 
folgt noch, dass die zwei weiteren gegentiberliegenden Seiteupaare sich 
in c schneiden. Diese zwei Schnittpunkte, von denen der eine P ist und 
der andere Pl in  p liegt, riind also Doppelpnnkte von 6. 

Ein ferneres Paar der Involution J sind die Schnittpunkte U ,  0, von 
c mit U2. Um dies zu zeigen, benutzen wir einen bekannten Sa tz ,  nach 
welchem eine Gerade sus den gegenüherliegenden Seiten eines Vierecks und 
aus den Kegelschnitten , welche dem Viereck umschrieben sind , Paare einer 
Involution schneidet. I n  unserem Falle hat diese Involution mit J zwei 
auf den gegenüberliegenden Seiten des Vierecks liegende Paare gemeinsarn. 
Folglich ist sie mit J identisch. 

Die zwei Paare JI J2, U, U2 bestimmen J.  Diese liegen so, dass stets das 
eine Paar  U,U, das andere J ,  J2 einschliesst. Llaraus folgt,  dnss J immer 
hyperbolisch ist. Der Mittelpunkt M von J liegt in der Potenzlinie m der 
zwei Kreise J 2  Ue.  

Fassen wir da8 Bewiesene zusammen, sa ergiebt sich: 
D i e  C e n t r i t l e  d e r  K r e i s e  J 2 U 2  s c h n e i d e t  d i e  g e g e n ü b e r -  

l i e g e n d e n  S e i t e n  d e r  V i e r e c k e  u n d  d i e  K r e i s e  Jeuz i n  P a a r e n  
e i n e r  h y p e r b o l i r i c h e n  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  If in  d e r  
P o t e n z l i n i e  b e i d e r  K r e i s e  l i e g t .  D i e  V i e r e c k s e i t e n ,  w e l c h e  J" 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinc re Mittheilungen. 375 
- - . - -  - -- . -- - - - - -A  A --\-A 

n i c h t  b e r ü h r e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  D o p p e l p u n k t e  P d e r  
I n v o l u t i o n .  

Eine andere Ausdrucksweise dieses Satzes ist folgende: 
C o n s t r u i r e n  w i r  ü b e r  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  C e n t r a l e  

m i t  d e n  g e g e n t i b e r l i e g e n d e n  S e i t e n  e i n e s  V i e r e c k s  K r e i s e ,  s o  
s c h n e i d e n  d i e s e  s i c h  m i t  J2 u n d  UZ i n  d e n s e l b e n  z w e i  i m a g i n a r e n  
P i i n k t e n  a u f  d e r  P o t e n z l i n i e  d i e s e r  K r e i s e .  S i e  b i l d e n  m i t  
J 2 U 2  e i n  B ü s c h e l .  Dr. BEYEL. 

XXVIII. Ueber die  part ie l len Differentialgleichungen, 
denen die  symmetrischen Fnnctionen der  Wurzeln einer 

algebraischen Gleichnng genügen. 

Im 38. Jahrgange dieser Zeittichrift habe ich die partielle11 Difîerential- 
gleichiingen behandelt, denen die symmetrischen Functionen R der Wiirzeln 
einer algebraischen Gleichung 

1) - ~ ' 1 - l +  ~ ~ ~ n - 2  - .  . . + c,, = O 
- 

geniigen. Dabei hatte ich die B r i o s  c h i'schen Formeln in zwei Serien getheilt, 

hatte einen sehr einfachen Beweis für 2) und einen etwas ferner liegenden 
für 3) gegeben und dabei erwahnt, dass 3) nur unter Beobachtung ge- 
wiwx Vorsiühtsmassregeln verwendet werden dürfe, ohne dieselben aber 
unrichtig sei. Ich komme hier alif die Formelreihe 3) zuriîck, um in die 
1. c. ausgesprochene Bemerkung, ,dass es im Wesentlichen nur .n solcher 
Formeln gcheu, auch die in 3) enthaltenen hineinzuziehen, um fur  die- 
selben zugleich einen Beweis zu liefern, der dem fiir 2) gegebenen analog 
ist,  und der zuglcich 3) in der Weise vervol ls t~ndigt ,  dass or den Wcrth 
beider Seiten auch durch Differentiationen darstellt, die nach den xl aus-  

geführt sind. 
Statt der Wurzeln x, , z, , . . . x, fübre ich, unter i eine positive ganze 

Zahl verstehend , die Wertlie 

ein und untersuche, wie tiiüh hierdurch erstenv die Poteiizsummen uud zweitens 
die Coefficienten der Gleichiing andern. An die Stelle von s, trit t  
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Wir wollen hier und im Folgenden stets die hoheren Potenzen von 
t vernachlassigen , also alle Aiisdrücke iiur modiilo tqe t rach ten .  Die E u l e r  - 
schen Pormeln zeigen d a m ,  dass für  z + i - 1 < lz - 1 der Coefficient 
von t zu Nul1 und für x + i-1 = n - 1 zu Eins wird. Ferner folgt mit  
Ber~cksichtigung von 1) : 

A=l  f '(23 

Die Berechnung der Grossen CE) habe ich vor Kurzem (Monats -Hefte für 
Mathemetik und Physik) dargelegt, so dass ich hier nicht darauï eiuzugelieu 
brauche und sie als bekannt voraussetzen darf. Es gehen also die s, über, 
wenn man C(n-1)  - 1 setzt,  in die Grossen : 

n-1 

s ~ ,  S ~ , . . . S ~ - ~ - I ,  Sn-i+(n-i)Cr~:)t, sn-i+i+ (n-i+l)C;-l) t ,  

- i + p  + (11. - i + 2 )C ln - l ) t , .  . . sa + nGa;/),t,. . . 
n+1 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Coefficienten, welche an die 
Stelle der c treten. E s  gehen 
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über. So lange der hochste Exponent im Zahler des Bruches unter dem 
letzten Summenzeichen < v a -  1 ist ,  verschwindet nach dern E u l e r ' s c h e n  
Satze die Summe. An Stelle von cn+i erhzlt man: 

Für  cn-i+ 1 ergiebt sich mit Berüçksichtigung von 1): 

und nach derselben Art  setzt sich die Berechnung bis en fort. E s  tritt  also 
an die Stelle von 

c, wieder c, (wenn or von va - i verschieden k t ) ,  

c,-i dagegen en-i + (- 1)"-'-' t. 

Denkt man sich nun eine symmetrioche Function R durch die z, durch 
die c und durch die s ausgedrtickt, führt statt  der x die Grossen 4) und 
folglich statt der c und der s die Grossen 6) und 5) ein und vergleicht in den 
Entwickelungen von 1S nach t die Coefficienten der ersten Potenzen von t ,  so 
entsteht 

Diese Formelserie tritt  als neu neben die B r i  oschi'schen. Neu ist sie 
freilich genau wie 3)  gegen 2) nur  ibrer Form, nicht ihrem Inhalte nach. 

4 Man kann narnlich den Bruch --- auf die Form: 
f ' @ A  ) 

'Y0+ or121+ or2d +. . '+  ff,,-12;-~ 

bringen, und dadurch geht die linke Seite von 7) in 

über. Dieser Ausdruck lasst sich nun aus den n. Formeln 2) fiir i = O, 
1, . . . f i  - 1 zusammcnsctzen. Bildet man dasselbe Aggregat für die mittlere 
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Form von 2), so muss der mittlere Aiisdruck von 7) entstehen; denn sonst 
hiitte man durch Subtraction die für jedes R geltende Gleichung: 

- C 
Multiplicirt man also die erste der Gleichungen 8) mit 2 und 

2 CS-4c, 
- 2c, 

die zweiie mit : 9 ferner auch die erste mit --- und die zweite 
c4 - 4c, c: - 4c, 

mit - 
Cl 

- 7  dann entstehen nach Addition die Resultate: cl  - 4 c ,  
1 an 1 an an 
-- + - -= - -, 
f"(x1) a x l  f'ixs) 3x2 a c2 

welche dann aber für R = c, , c, . . . . C, das identische Verschwiuden aller 
anzeigen würde. F ü r  die Ausdrücke rechts in  2) nnd 7) gelten dieselben 

Schlüsse. 
So e r h d t  man z. B. ftir n = 2 aiis 2): 

' a R  aR ER an 

u n d  dau stimuit mit 7) überein. 
Wir wollen nun die Gleichungen 7) unter einander verbinden. Es besteht 

für  die Cf) die Formelreihe: 
(J;?n-1)- C(n-l)= - Gin-SI 

1 k - l  k - i  1 

Ckn-l)- c CI-1) + c, C(n-1) = + C(" -:q 
1 k -1  d k-4 k -2  ' 

C p -  cl Ck(~;l)+CdCLm$l)- C, d C(n-l) k-3 r - f2p34'; a . . 

8) 

Wenn wir diesen Formoln entsprechend dic mis 7 )  für i = O, 1 stammenden 
Gleichiitigen combiniren, dann die für i F O, i l  2 LI. S. W., so entsteht: 

-+1 = 2 -  +cl-, 
a x ,  dx, ac, ac, 

aR a R  2R 
' l a x ,  qz2 6 ç ,  

a R .  x - + x - = cl- + 2 c z  7 ,  

und ferner ist 
c2 
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nnd gleichzeitig eiltnimrnt man aus '7)) dasv diese Ausdrilcke entsprechend 

sein werden. Dies sind die correcten Beziehungen, welche a n  die Stelle 
von 3) zu setzen sind. Aus 9 a )  geht hervor, was sich oline Schwierigkeit 
auch direct nachweisen l&st ,  dass die Substitution von 

die Oleichungen 9),  Ya) hervorbringt. 
Die erhaltenen Oleichungen 9), 9a )  vereinfachen sich zu den B r i  O s c h i  - 

schen, sobald mari die dort unausgesprochene Voraussetaung macht, dass 
R nls F'iinction der s lediglich durch s,, s,, .. . s, ausgedr~ickt werde. Dann 
entsteht die erganzte B r i  O s c hi 'sche Formel: 

I n  meiner früheren Arbeit habe ich gezeigt,  dass die allgemeiue Losung 
des Differentialgleichungasystems 2) durch die Beziehiingen : 

11) S ~ = a , z ~ + a , x ~ + . ~ ~ + n n x ~  (a,+a,+...+a,=a) 

gegeben wird, sobald a n  die Stelle der c die Grossen Cl , C,, . . . C, treten, 
die ails den R so ahgeleitet wcrden, wie die c aus den S. Fiir die Dar- 
stellung der C durch die x,, . . . x, habe ich die symbolische Forrn 

12) p ! Cr = (a, x, + a, x2 + . . . + a,, z,,)[p) 

gegeben, in welcher die symbolische Potenz sr1 durch und 

a:) durch ax (a ,  - 1) ( a x -  2) . . . (a,- p + 1) 

zu ersetzen ist. Es ist  vielleicht nicht überflüssig, d m  Beweis für diese 
I)arstelliingsart anzugeben. Die Ablcitung des Ausdruckes vou cp diircli 
(lie sp geschieht am einfachsten durch die Formel: 

c 1 2  l i 3 X 3  

1 - C , Z + C ~ Z ~  - . . . + C R ~ n = e - P ~ ~ e - ' \ - e - - - , -  - . . .  

Derngem%ss haben wir  hier zu setzen: 

und folglich nach 11): n 
Z ' a A 2 0 g  ( 1  - T i r )  

- - e L F l  
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Die Vergleichung der Coefficienten ergiebt: 

wobei die Snmme über alle positiven ganzen r, erstreckt wird, fur die 

X I +  X 2 + . .  . + Z n =  p 
ist. Daraus folgt dann: 

=(a,z ,+a,z ,+.  ..+a,x,)<pi. 

Bus 13) erkennt man noch unmittelbarer als aus 12), dass die Forderung, 
alle C, sollen verschwinden, sobald p > n i s t ,  nur durch ganzzahlige positive 
Werthe von al, a,, . . . a, erftillt werden kann ,  und daIdie  Summe der a 
gleich la kt ,  nur durch - xp+ zg +. - .  + 0- 1 

und durch die hieraus entstehenden Specinlisirungen, in denen einige der x 
einander gleich gesetzt werden. 

Die Differentialgleichungen 10) werden haufig mit Vortheil d a m  benutzt, 
die numerischen Coef6cienten von syrnmetrischen Functionen zu berechnen, 
deren litteraler Theil vorliegt. 1st z. B.: 

gegeben, mobei die z(. noch unbekannte numerische Grossen bedeuten, dann 
liefert 10) : 

Das Systom von linearen Gleichungen 

z c 4 = 4 ,  u , + u , = O ,  u , + u , = O ,  2 u , + u 4 - O ,  

4 u , + u , = o ,  2 u , + 2 z c , + u 2 = O ,  u , + u 4 = 0  

ergicbt dann die Werthe: 

u 0 = l ,  u l =  - 4 ,  u y = - 4 ,  u 3 = 2 ,  u 4 = - 4 ;  

s4=c;  - 4 c ; c 2 + 4 c , c 3 +  2c4 - 4 c , .  

Die Benutzung dicser Methode fordcrt als Berechtigungsnachweis nocli, 
dass gezeigt wird, die Gleichungen 10) reichen wirklich stets zur Auffindung 
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simmtlicher Coefficienten u aus, wie auch immer die Function R beschaffen 
sei. Ich will dicsen Beweis, so einfach Cr auch is t ,  hier gcben, da ich 
ihn noch nirgends gefunden habe. E s  ist  also vorausgesetzt, dass R eiu- 
mal in seinem littcralcn Theile durch cl, c,,. . . c,, mit unbekannten Coeffi- 
cienten u ausgedrtickt ist , andererseits , was sich ja  leicht durchfiihren lssst, 
durch die s,, s,, ... s,. Uilden wir nun zunBchst 

so treten auf die rechte Seite alle und nur diejenigen Coefficienten zc, welche 
zu Aggregaten ucf cgcg . cz gehoren, bei denen der Exponent E von c, 
einen von Null verschiedenen Werth hat. Alle diese zc sind nach der 
Differentiation mit verschiedenen Aggregaten der c multiplicirt, und jedes 
dieser zc kommt nur einmal vor. Stellt man die linke Seite daher gleich- 
fa113 durch die c dar und vergleicht, so giebt dies eine eindeutige Be- 
stimmung aller dieser Coefficienten. 1st das erledigt, dann gehen wir zu 

über. AIS unbekannte Coefficienten u k h n e n  nur solche auftreten, die der 
erste Summand rechts onthtilt, und das sind alle diejenigen, welche in 
Aggregaten uc:cg.. . < - , c i  vorkornmen, i n  denen d einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat. Jeder derselben kommt nur  einmttl vor und es 
konnen verschiedene 26 nicht gleichen Aggregaten angehoren. Ein Vergleich 
der rechten mit der durch die c ausgedrückten linken Seite giebt demnach 
die eindeutige Bestirnmung aller dieser noch unbekannten Coefficienten. Es  

konnen in auch bereits bekannte Coefficienten eingehen, n b l i c h  die 
ac,- ,  

aller Aggregate mit 6 ,  E =I= 0 ;  die hierdurch sich ergebenden Beziehungen 
sind widerspruchsfrei, wie das aus der Existenz des Systems 10) folgt. Auf 
diese Art kann man fortfahren und so der Reihe nach skmmtliche Coeffi- 
cienten u beutimmen. 

Giessen. EUQEN NETTO. 

XXIX. Ueber den Schwerpunkt  der  gemeinechaftlichen Punkte 
eines Kegelschnitts und  einer Cnrve dr i t ten Grades. 

1. 
1. Sind irgend drei Geraden L und zwei Punkte a ,  7r gegeben, so 

iut dadurçh ein Büschel von Curven C S  bestimmt, die alle durch die 
Punkte a ,  b gehen und die Geraden L zu Asymptoten haben und zwar 
gehen alle diese Curven CJ noch durch einen weiteren auf a b  gelegenen 
Punkt c. Legen wir durch a b  einen Kegelschnitt C" 0 0  bestimmt jede 
CS auf diesem Kcgclschnitt vier weitere Punkte p und der Ort der Seiten 
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des Vierecks dieser vier Punkte p ist eiria Curve der dritten Klasüe K3, 
indem durch jeden Punkt auf C2 nur  eine C3 geht und von ihm also auch 
nur drei solche Vierecksseiten nusgehen. Unter den Curven C3 ist aber 
auch eine solche, die in die doppelt zu zshlende nncndlich ferne Gerada 
und in die Gerade a b  zerfallt und von den sechs Seiten des zugehorigeu 
Vierecks fallen vier auf G,, wiihrend zwei die Asymptoten des Kegclschnitts 
C2  sind. Die Curve K 3  hat also die Gerade G, zur Doppeltangeute uud 
dic Asymptoten des Kcyelschnitts C2  zu einfüchen Taugenten. 

2. Liegt weiter die Mitte einer Sehne de des Kegelschnitts Ce auf 
einer Geraden G,  so ist ihr Ort eine Parabel Pz, die ebenfalls die Asymptoten 
von CZ bertihrt. Die beiden Curven K 3  und P-al-ien aber ausser G, und 
diesen beiden Asyuiptoten noch zwei weitere Tangenteu gernein, das heisst, 
auf der Geraden G liegen zwei Punkte,  die Mitten von Sehnen de sind, 
die zugleich zu Seiten obiger Vierecke werden; oder wir fiuden: 

J o d o  d e r  C u r v e n  C3 b e s t i m m t  a u f  d c m  K e g o l s c h n i t t  Ca 
v i e r  P u n k t e  p u n d  d e r  O r t  d e r  M i t t e n  d e r  s e c h s  S e i t e n  des 
V i e r e c k v  d e r  P u n k t e  p i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t  K 2  u n d  da, der  
M i t t e l p u n k t  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t s  KIC2 z u g l e i c h  S c h w e r p u n k t  
d e r  E c k e n  j e d e s  e i n z e l n e n  V i e r e c k s  i s t ,  s o  h a b e n  a l s o  d i e  
v i e r  P u n k t e ,  d i e  e i n e  CS a u f  CZ b e s t i m m t ,  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  
z u m  S c h w e r p u n k t  i i n d  e b e n s o  h a b e n  a u c h  a l l e  s e c h a  P u n k t e  
( a b  u n d 4 p ) ,  d i e  a u f  C2 u n d  i r g e n d  e i n e r  C u r v e  CS g e l e g e n  s i n d ,  
e i n e n  f e s t e n  P u n k t  s z u m  S c h w e r p u n k t .  

3. 1st  ferner irgend eine Curve CS1 gegeben, die dem obigen Büschel 
uicht angehort,  dagegen die gleichen Geraden L zu Asymptoten hat, 
wolcho mit dem Kegelschnitt Cg uutcr Anderem zwei Punkte r und t 
gemein ha t ,  so konnen wir unter den obigen Curven C 3  zunachst die- 
jenigc auswahlen, die durch den Punkt r geht. Durch die Punkte a und 
r ist dann ein neues Büschel von Curven C3 mit den Asymptoten L be- 
stimmt und die sechv Punkte, welche eine Curve dieses Büschels auf C2 
bestimmt, hahen den gleichen Punkt  s zum Schwerpunkt, indem eine 
Curve zugleich beiden Buscheln angehort. Von diesem zweiten Uüschel 
konnen wir übergehen zu einem Büschel durch r und t und finden, dass 
auch die Curven dieses Uüschels auf C2 je sechs Puukte mit dem Punkte s 
als Schwerpunkt bestimrnen und da diesem Büschel die Curve CS1 angeliort, 
so folgern wir daraus, dass überhaupt jede Curve dritten Gradas, welche 
die Geraden 1; zn Asymptoten ha t ,  mit CQechs Punkte gemein hat,  die 
einen festen Punkt  s zum Schwerpunkt haben, und da die drei Asymptoten 
selbst alu eine solchc Curve aufgefasst werden konreu, so haben wir, wenn 
wir noch berücksichtigen, dass die Abschnitte einer Geraden, welche die 
Asymptoteu eines Kegelschnitts und den Kegelschnitt selbst aiisschneiden, 
dieselbe Mitte haben : 
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D e r  S c h w e r p u n k t  d e r  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t s  C 2  u n d  e i n e r  C u r v e  d r i t t e n  G r a d e s  i s t  d e r  S c h w e r p u n k t  
der  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  d e r  A s y m p t o t e n  d e r  e r s t e n  C u r v e  
m i t  d e n  A s y m p t o t e n  d e r  z w e i t e n  C u r v e  u n d  d i e s e r  S c h w e r p u n k t  
b l e i b t  d e r s e l b o ,  w e n n  w i r  d i e  b e i d e n  C u r v e n  b e l i e b i g  v e r -  
i i n d e r n ,  j e d o c h  i h r e  A s y m p t o t e n  b e i b e h a l t e n ,  n n d  s o l 1  a l s o  d e r  
S c h w e r p u n k t  d e r  g e m e i n s a m e n  P u n k t e  b e i d e r  C u r v e n  b e s t i r n m t  
w e r d e n ,  s o  k 6 n n e n  w i r  e i n e  o d e r  b e i d e  C u r v e n  d u r c h  i h r e  
A s y m p t o t e n  e r s e t z e n . *  

lI. 
1. Die Polarkegelschnitte Ce einer Baciis C-iir Pole auf der unend- 

lich fernen G e r d e n  bi lde~i  e i r  Büsçhel durch vier Grundpunkte. Jeder 
dieser Kegelschnitte schneidet eine Asymptote in  zwei zugeordneten Pnnkten 
einer Involution, deren Doppelpunkte die Berührungspunkte der Kegel- 
sehnitte des Büschels sind, die die Asgmptoto berühren. Eincr diescr 
Beruhrungspunkte ist aber. der unendlich ferne Punkt  der Asymptote selbst, 
i n  dem für diesen als Fol der zugch6rige Kcgclschnitt dio Basis und somit 
xuch die Asymptote selbst in  diesem Punkt berührt. Der andere Berührungs- 
punkt auf der Asymptote ist  also Mitte der Strecke zwischen je zwei au- 
sammengehorigen Punkten der Involution ; oder , die Polaren C Z  für Pole 
auf G ,  in Bezug auf eine Basis des dritten Grades bestimmen auf jeder 
Asymptote der letzteren Sehnen, die eine gemeinsame Mitte hsben. Wir  
folgern daraus aber, dass die sechs Punkte,  welche einer der obigen Polar- 
kegclschnitto mit den Asymptoten gemein ha t ,  einen festen Schwerpnnkt 
haben, oùer wir finden folgenden von Ch a s l e s  gegebenen Satz: 

J e d e r  P o l a r k e g e l s c h ~ i i t t  C2  e i n e s  P o l s  p a u f  d e r  i i n e n d l i c l i  
f e r n e n  G e r a d e n  i n  B e z u g  aiif e i n e  B a s i s  d e s  d r i t t e n  G r a d e s  C Y  
h a t  m i t  d i e s e r  s e c h s  P u n k t e  g e m e i n ,  d i e  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  s 
zum S c h w e r p u n k t  h a b e n ,  o d e r ,  z i e h e n  w i r  a n  e i n c  B a s i s  d e s  
d r i t t e n  G r a d e s  i r g e n d  s e c h s  p a r a l l e l e  T a n g e n t e n ,  s o  h a b e n  
deren  s e c h s  U e r ü h r u n g e p u n k t e  e i n e n  f e s t e n  P u n k t s  z u m s c h w e r -  
p u n k t .  

Der Punkt  s ist zudem Schwerpunkt des Asymptotendreiecks der 
Curve CS. 

2. Drehen wir eine Curve C3 um einen Po1 p iim eineu Winkcl von 
180°, so lieçen von den gemeinsamen neun Punkten der beiden I~agen  der 
Curve C 3  drei auf der unendlich fernen Geraden G, und die übrigen sechs 
-- - 

* Uieser Satz gilt, wie wir a. a. 0. gezeigt liaben, ganz allgeinein für zwei 
beliehige Curven des m t e n  und n t e n   grade^. Mit geringcr Aenderurig lasst er sich 
aut' Kegelschnitte u n d  Curven n t e n  Grades ausdehnen, doch versngt diese Art des 
Beweises fiir den allgemrinei-i E'all; iind wir haben es deshalb auch untcrlüssen, 
die in Ii gez. Resultate aiif eiue teliebige Basis auszudehnen. 
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~ i n d  Endpunkte von drei solchen Sehnen a u l ,  bb l  und cc, der Basis, 
die ihre Mitte in p haben. Die Endpunkte dieser Sehnen liegen dann alle- 
mal auf einern Kegelschnitt J 2 ,  der , i n  n e r e n P O 1 a r e u des Punktcs p in 
Bezug auf die nasis C S .  Ziehen wir weiter von p an  die Rasis C3 die 
sechs Tangenten, so liegen die sechs Berührungspunkte derselben auf der 

B i i s s e r e n  P o l a r e  A" (erst,en Polare) von p in Rexug auf dieselhe 
Basis." Die unendlich fernen Punkte der letzteren sind aber die unendlich 
fernen Pnnkte der beiden Geraden L und L, dnrch p ,  die mit der Rasis 
je drei Punkte gemein haben, deren Schwerpunkt p kt. Der Schwer- 
punkt der scchs Punktie a, a,, b ,  b, und c ,  cl ist aber ebenfalls dcr 
Mittelpunkt p von J e  und nach Obigem bleibt dieser derselbe, wenn 
wir die Polare J V u r c h  deren Asymptoten ersetzen. Daraus folgt aber, 
dass die Asymptoten ebenfalls mit der Basis je drei Punkte geinein habeu 
rniissen, dic in p ihren Schwerpunkt habcn, da  nur dann p Schwerpunkt, 
der sechs gemeinsamen Punkte der Asymptoten mit der Basis sein kann. 
Die Asymptoten von J 8  sind also die Geraden L u n d  L, ,  oder wir finden: 
D i e  P o l a r e n  J Z u n d  A 2 h a b e n  p a r a l l e l e  A s y m p o t e n ( S t e i n e r a . a . 0 . ) .  

- ~ 

* Diese Bezeichnung rührt von S t e i n e r  her. 

C a n r i s t a t t ,  im October 1895. BENEDIKT SPOHEW. 
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Historischc Miscellen II. 

Von 

Dr. ARMIN ~ ~ I T T S T E I N .  

1. Da ich über einen von D o r n  erklarten arabischen Himmelsglobus 
des 13. Jahrhunderts leider nur in einem sehr kurzen A n h a n g d  zu meincn 
IIistorisch-astronomischen F r a g m e n t e n  berichten konnte und ver- 
mutlie, dass die ,Transactions of the Royal Asiatic Society of Gréat Britain 
and IreInndu, in  deren zweitem Bande D o r n  seine Reschreibung veroffeut- 
licht hat ,  nicht jedem Leser meiner Zeilen leicht zuganglich sirid, so will 
ich hier ziinachst, an Stelle jenes nngenügenden Citates, eine etwas ausführ- 
lichere Mittheilung treten lassen. Der vollat~ndige Tite1 der angezogenen 
Abi~andlnng lautet in  getreiier Copie : D e s  c r i  p t i on  O f a * A r a b  i c 

c e 1 e B t i a l  g 1 O b e , belonging to Major - General Sir John Malcolm, depo- 
sited in the Museum of the Eoyal Asiatic Society o f  Great Britain and 
Ireland. B y D r .  B e r n h a r d  D o r n .  (London, 1829. Gr. 4'. Mit zwei 
Figurentafeln.) - Der Globus ist von Messing und ,,augenscheinlich per- 
sische Arbeitu, a i e  der Verfasser aus verschiedenen hferkmalen schliessen 
zu konnen glaubt. Sein Durchmesser wird zu gl / ,  Zollen angegeben; hat 
man darunter englische zu verstehen, so wsren dies etwa 230 mm. Die 
Schrift-Charaktere sind ku6sche. I n  der Nahe des SUdpoles findet sich 
die Inacl-irift : 

,Der var Gott dem Hochsten genz 
,L-C jlLj d! &JI,.&! &*O 

5 Niedrige Mohammed ben Hilal, Astro- 

L- iS. iQf,+l(  ,-+LJ~ JJb nom von Nôsul [am Tigris in Mesopo. 
tamien], hat ihn im Jnbre 674 der 

&?,+ID L u s  
Flucht verfertigt." 

Das Jahr  674 der IIeg'ra begann (jul.) am 25. Jun i  1275. 
2. L)ie Entscheidung der berüchtigten, noch immer schwebenden Streit- 

frage nach dem wahren Entdecker der dritten Mond-Ungleicl-iheit i s t  vor un- 
gefahr zwei Jahren durch die grosse krilische Untersuchung, L ' A l m a g e s t e  
d ' A b û ' l  W é f s  A l b d z d j à n i ,  des Herrn Baron C a r r a  d e  V a u x ,  irn 
19. Bande des ,Journal Asiatiqueu (Huitikme série. Paris,  18921, i n  ein 

l I i s t . l i t .  Abth. d. Zeitsch1.f D1ath.u Pliys. 40. Jahrg. 1895. 1.Eeft. 1 
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2 Historisch - literarische Abtheilung. 
- --. - - ---X_- I_-^ Y-XICS-YI--Y-M -̂ 

Stadium gelangt, das man versucht sein mochte, ein abschliessendes zu 
nennen; zum Mindesten aber mussten ihre Ergebnisse auf die Anhanger 
des jüngeren S é d i  110 t eine sehr ernüchternde Wirkung ausüben. Ich halte 
es geradezu für meine Pflicht - auch schon deshelb, weil ich mich in 
diesen Blattern selbst offen zur Meinung L. Am. Sédillot's bekannt habe - 
die Aufmerksamkeit der Astronomen und Mathematiker, die sich nicht mit 
der Lektüre philologischer Zeitschriften befassen, auf diese bedeutsame 
Arbeit des franzosischen Gelehrten zu lenken, und um so mehr glaube ich 
mich hierzu berufen, als rneines Wissens bis jetzt von anderer Seite Nichts 
der Ar t  geschehen ist. 

Ausser der Einleitung, die tîbrigens keine Sylbe davon enthalt, dass 
man irgend eine Entdeckung zu erwarten habe, zerfgllt der ,,Almagestu 
des Abh'l Wefri in drei Theile: 1. Ehene und sphsrische Trigonometrie. 
2. Anwendung der trigonometrischen Formeln auf Beobachtungen. 3. Theorie 
der Reweguug der Planeten. Hiervon umfasst der erste Theil das Reste, 
wiihrend der dritte,  der eigentlich den Kern des Werkes bilden sollte, vie1 
gelitten hat ;  .er entspricht durchaus nicht Dem,  was der erste erwarten 
lasst , und rechtfertigt in keiner Weise das Ansehen, dessen sich Abû'l Wefa 
als Beobachter erfreute '. 

,Die noch immer fortbestehenden Dunkelheiten irn 10. Abschnitte des 

Kapitels vom Monde [a  l5 1s.J I d Li I + d l  JCYII +,e ! d ljJ I 
3 J!&. 91 2 von der 3. Ungleichheit, die sich beim Monde findet und 

Ungleichheit mo+iJât heisst] mllssen auf einer nachtheiligen Textveranderung 
beruhen, die, wie wir an mehreren Stellen Gelegenheit hatten zu betonen, 
tiberhaupt die ganze dritte Abtheilung von Abii'l Wefâ's Almagest in schad- 
licher Weise beeinflusst hat. Gleichwohl scheint der in Rede stehende 
Abschnitt ganz besonders gelitten zu haben. Der Stgl krankt an seltener 
Schwerfalligkeit, die Exposition ist ungemein weitschweifig ; bald bezicht 
sich der Verfasser auf ein voraufgehendes Kapitel tiber denselben Gegen- 
stand, bald iiussert er sich so,  als kame e r  nun zu Etwas, das bisher noch 
nicht erklhrt worden s e i U . .  . . . . ,Ceben wir daher Jedem, was ihm gebtihrt : 
T y g e  B r a  h e den vollen Euhm, da er nie~rials ein Schriftstück eines ara- 
bischen Astronomen vor Augen haben konnte, welches die erste Enldeckung 
der Variation enthielt ; P t  O 1 e m a e  u s oder seinen VorgBngern die Ehre 
einer genaueren Theorie, als man im Allgemeinen anzunehmen geneigt ist, 
die den Keim der dritten Mond-Ungleichheit in sich t rug ;  A b û ' l  W efü 
und seinen Landdeuten endlich sehr menig in  der bewussten Angelegen- 
heit, hochstens dasverdienst fortgesetzter, aber unfruchtbarer Beobachtungen, 
insofcrn dicsc nëmlich nur  fahig waren , die Wissenschaft zu erstarkcn, 
nicht aber deren Fortschritt im Gefolge zu haben." - Diese Schlussworte 
anzuführen, schien mir nothip; doch glaube ich kaum, dass ein Astronom, 
dem die Geschichte seiner Wissenschaft nicht ganz fremd is t ,  sie in allen 
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Punkten wird unterschreiben konnen. Derlei Bedenken haben jedoch mit 
der Bauptàache, auf die es hier ankommt, nichts zu thun,  und kann dahcr 
ihre Begründung, die sich in Kürze nicht wohl wtirde erledigen lassen, 
ftiglich unterbleiben. 

3. Ein Zufall setzt mich i n  den Stand, liber die Lebenszeit des Mathe- 
matikers ' O m a r  A l k a j  j â m l  Angaben machen zu konnen , die vielleicht 
als hinreichend erachtet werden dürften und ,  wenn ich recht unterrichtet 
bin, bis zur Gegenwait vermisst wurden, selbst bei Historikern, wie 
F r a n z  W o  e p c  k e (L'algbbre d'Omar Alkhayyami etc. Paris ,  1851) und 
Y o r i t  z C a n t o r  (im 1. Bande seiner ,Vorlesungenu), die der Wtirdigung 
seiner Leistungen im vollen Maasse gerecht werden. E r  hat jedenfalls in 
dem Zeitraume von 1056 bis 1123 unter den Lebenden geweilt, spater 
aber nicht mehr; dcnn im letztgenannten Jahre starb er. - Dazu hat das 
Excerpt aus einem persischen Codex verholfen, welches H y d e in seinem 
tiefgelehrten Werke tiber die Religion der alten Perser* glücklicherweise 
der Nachwelt tiberliefert h a t ,  von dem aber nur der Anfang uns hier 
interessirt: I n  Libro Persico D. Bunclei, Num. 44, de Morte Celeberrimi 
Astronomi Omar Cheiyâm, sequente modo legitur; 

5 Li In Chronico me~noraturn & ezaru- ' tum est, puDd Mou Regis Sapientum tj. 
olbL. '*" 6'. 5 r5 w j  Principia Doctoruwt aiqu: Eempiaris 

jL r_ 1 ii, Excellcntium , Doctissimt Chogja Omar 
Cheiyâm accidit anlzo 517 in Urbe 

I d  -1 aJ9 '2' &> h'eishâbur. Atpzce in. omnibus Scientiis 
ls? , t s i 2 ,  . 2, 13; Q ac Sapientiis unicus & scientissimus 

sui temporis fuit Chogja Nesârni versi- 
&':;' d L I Y  jf -)+! lA j  lj f i ~ a t o ~  Samarcundensis, qui sui temporis 

J,!.>+ 4, el 6 d&3J4hV Doctissimus atque unus ex Discipulis 
dic'i Chogja Omar fuit: et is mmtem 

u, O>! F n?l>i ~ ' ~ j ~ i ~ ~  j ' &j  Chogja Omar sequente modo narrat. 

Der Aufang des Jahres 517 d. H. f8llt (jul.) auf den 27. Februar 1123. 
- Da der Hôga (Lehrer, Meister) 'Omar im Jahre 1076 zum a n n i  
p e r s i o i  r e  f o r  m a t  o r  erwtihlt worden war ,  so musste er damals, auch 
wenn er der M o n g e  seiner Zeit gewesen mare, doch etwa 20 Jahre ge- 
zahlt haben. Nischâbûr, wo er aus dem Leben schied, liegt im nordost- 
lichen Pcrsien ungefshr untcr 361/40 Nordbrcite. 

4. Schleifen bildende Curven, ganz besonders ihr Protot,yp, dia 
Lemniscate, hat  das Alterthum eben so zweifellos gekannt ,  wie dcren 
- -~ 

* V c t e r u m  P e r s a r u m  et  P a r t h o r u m  e t  Medoruni  R e l i g i o n i s  
Histor ia .  (Autor est T ho mas  H y d e ,  S. T. D. Linguae Hebraicae in Universitate 
Oxon. Professor Regiiia, & Linguae Arabicae Professor Laudianiis.) Editio 
secunda. Oxonii, MDCCLX. 4 O ,  S. 529. 

1 * 
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mathematische Discussion dazumal unterblieb, vielleicht auch unterbleiben 
musste, und erst sehr epiit, irn August 1638, also zu eincr verh~ltniss- 
inassig gar nicht so weit hinter uns liegenden Zeit, begegnen wir einer 
solchcn, niimlich der des sogenannten ,,Cartesischen BlattesLL; von dieser 
Curve sagt M. C a n  t o r  (,Vorlesungenu, II. Bd. S. 781) , sie ver- 
muthlich eine der ersten, wenn nicht die erste Schleifenlinie gewesen sei, 
mit der man sich beschaftigt habeY. 

Die Lemniscate oder , wenn man lieber will , die Hippopede des Eudoxus * 
definirte vor Ca. 2000 Jahren H e r o n  v o  n A l  e x a n  d r i a  als Sehnitt eincs 
wulstartigen Rotationskorpers ( ~ n r ï + )  mit einer Ebene, und nirgends ist 
angegeben, dass dieselbc jemals als ebener Schnitt eincr Regelfiache be- 
trachtet worden ware, die sich auch schon den Alten fast von selbst hatte 
darbieten konnen. Es  k t ,  wenn ich mich so ausdrüclien darf,  ein 3Iittcl- 
ding zwischen dem geraden Cylinder und Kegel, das ich meine, d. h. eine 
Fliiche, h i  der die erzeugende Gerade, statt  wie beim Kegel, durch den 
Mittelpunkt eines Basis - Kreises des Cylinders hindurchzugehen , sich Iiings 
eines Durchmessers dieses Kreises bewegt, wodurch zwei mit der Schneide 
an einander stossende keilformige Gebilde oder Conoïde eutstehen, aus denen 
die Lemniscate sammt ihrer allgeuieinen Gestalt, die jetzt Cassini'sche Curve 
heisst, durch ebenen Sehnitt hervorgeht, wie das Folgende durch eine 

h6chst einfaclie E ~ i t -  
wickelung, auf niir 
ein wenig allge- 
meincrer Grundlage, 
zeigen wird. 

Eine Ellipse, von 
den Halbachsen b und 

S c ,  sei so situirt , dass 
- 

ihr Mittelpunkt auf 
der Achse der X, 
in der Entfernung 
x = a vom Ursprunge, 
liegt , und ihre bciden 
Aehsen resp. parallel 

den Achsen der Y und der Z sind. Eine zur Ebene der XY parallele 
Gerade mtige nun gleichzeitig die Ellipse und die Achse der Z treffen; 

* IXe nelieste, der Untersuchung der Hippopcde gewidmete Schrift kt betitelt: 
,,Der As tronom, Mathematiker und Geograph E udo  xos v o n  Knid O s. 1. Theil : 
Lebensbeschreibung des Eudoxos, Ueberblick über seine astronomiache Lehre und 
geometrische Uetrachtung der Hippopedc von H a n s  Kiin saberg. (Programm z u u i  
Jahresbericht der viercursigen Konigl. Ilealschule Diulrelsbiihl pro 1888.)" 8". Rlit 
cher  Figurentafel. 
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dann ist der geotnetrische Or t  aller Lagen der erzeugenden Geraden die 
windvchiefe Xegelfl?içhe 

a2y2 ; f = i ,  
b"z" 

Schneidet man diese Flache durch eine Ebene ,  welche durch die Achse 
der Y gelegt und gegen die X Y - E h e n e  um den Wjnkel a geneigt isf, 
und nimmt, um die wahre Schnittfigur zu erhalten,  eine leichte Coordinaten- 
Transformation v o r ,  so ergiebt sich 

eine Gleichung , die sofort  den Lemniscaten- Cbarakter de r  betreffenden 
Curve verri th.  Letztere schneidet die neue Achse der  X in  x, = O  und 
x, = c .  cosec cr , oder im Coordinaten - Anfang und in zwei Punkten , in 
denen die Tangente ~ e n k r e c h t  auf der Achsc de r  X steht. Im crsten wird 

b 
ihre Neigung durch + -cos cc best immt,  d.  h. die Neigang der  beiden hier 

- a  
inoglichen Tangenten;  denn der Anfangspunkt der  Coordinaten erscheint 
als ein Doppelpunkt , wenn auch nicht im  allgemeinen Sinne. Weiter be- 
sitot die Curve in 

C .  COSEC Ci 
xo ' + - -  ' y,, = + , . cotg ol 

i z  - La 

Maximalpunkte, i n  denen die Tangenten parallel der  Achse der  X sind. 
Führt  man in die obige Gleichung die Polarcoordinaten r ,  y ein und 
berücksichtigt, dass r cos2 y = r,  , so folgt : 

a 
1st nun cos a = - 7  so e rh i l t  man die gemeine Lemniscate: 

b 

die i ~ n  Coordinaten - Anfiinge, ihrem Inflexionspunkt , unter 45' mi t  concaver 
ICriirnrnung ansteigt,  und bei der  die halbe Entfernnng ihrer  Brennpunkte 

betragt. Ein  solcher Schnitt  ist  aber nui- dann reell ,  wenn a < b ,  
d. h . ,  wenn die beidcn Geraden (ay - bx) (ay + ba)  = O ,  die Spuren 
unserer Flache in  der  alten X Y - E h e n e ,  einen Winkel mi t  einander ein- 
schliessen, der grosser als 90° i s t ,  oder wenn die Flache eine grosse Apertur 
besitzt. 
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6 Historisch - literatische Abtheilung. 

Jede ,  zur Ebene der Y Z  parallele Ebene, z. B. die in der Entfernung 
x = e vom Anfangspunkte, schneidet das Conoïd nach einer Ellipse. 
Der korperliche Inhalt des keilformigen Raumes zwischen Schnittellipse und 
A c h e  der Z wird, wenn man bei der Integration von einem der immer 
gleichschenkelige Dreiecke liefernden Querachnitte parallel der Ebene der 

- 1: 

Eine Tangentonobono 

t z x % ' +  r/ya2c" + x ( ( 2 -  c')O2- x 2 z 2 b 2 =  O 
an die Plache (welche für b = c in  den c o n o - c u n e u s  von W a l l i s  über- 
geht) schneidet sie nach oiner Eizeugenden und einer Linie dritter Ordnung. 

Wird endlich in  der voraufgehenden Lemniscaten-Gleichung der Factor 
der Wnrzelgrosse im Ziihler 
des Lemniscaten- Quadranton 
die Form an: 

der Einheit gleich, so nimmt das die Lange 
darstellende elliptischc Integral erstcr Gattung 
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Die abgekürzte iUultiplication. 

Von 

~ I A X ~ M I L I A N  CIJRTZE 
in Thorn. 

Es unterliegt ja keinem Zweifel, dass in  der freilich nur hand- 
schriftlich erhaltenen A r i  t h m  e t i c  a von J o s  t R i i r g i  die abgektirete 
Multiplication gelehrt ist ,  und dass dieses Werk kurz nach 1592 gescht-ieben 
wurde. Aber J O  s t R i i r g i  ist nicht dcr Einzige, welchcr auf dicscn Rech- 
nungsvortheil gelangt i s t ,  und zwar geschah dies etwa um dieselbe Zeit 
oder etwas spster. Vor mir liegt eine Handschrift, welche den Tite1 ftihrt: 
, G e o r g i i  J o a c h i m i  R h e t i c i  C a n o n  T r i a n g u l o r u m .  J o h a n n e s  P r a e -  
to r ius  J o a c h i m i c u s  C a n o n e m  h u n c  o l i m  al; a u t h o r e  a c c e p t u m ,  
d e s c r i p s i t  C r a c o u i a e ,  A n n o  1569. I d e m  d e n u o  d i f f e r e n t i i s  e t  
s inu  v e r s o  a u c t u m ,  e u n d e m  d e p i n x i t  A n n o  1599 M e n s e  J u l i o ,  
Altorf i j ."* 

Dem eigentlichen Canon ist auf den folgenden leeren Blattern mancherlei 
hinzugeftigt unter dem Gesammttitel: , ,Varii  G e n e r i s  M i s c e l l a n e a  C o n -  
g e s t a  a J o h a n .  P r a e t o r i o  J o a c h i m i c o . "  Diese Miscellanea enthalten 
nach einander: 1. M e t h o d u s  c o i l s t r u c t i o n i s  M a g n i  C a n o n i s  R h c t i c i . '  
.II. R e c e n t i o r i ~ m  q u a e d a m  i n u e n t a ,  a d  c o m p e n d i o s a m  C a n o n i s  
c o n s t r u c t i o n e m  s p e c t a n t i a . "  ,,III. C o m p e n d i o s a  r n u l t i p l i c a t i o  
d u o r u m  i n t e r s e  s i n u u r n ,  q u a n d o  f a c t u s  p e r  1000 e t c . d i u i d e n d u s  e s t u ,  
und daran auschliessend steht dann Folgendes: 

Possunt et in muitiplicatione duorum sinuum, 23740X 5 
vel quorumcunaque aliorum nzcrnerurum , praeteril-i ~8.8760 2 
superuacnneae notae, quae alias per diuisionerra sinus - 

totius resecari solent. 237401 

Si multiplicari debent nostri propositi, ducatur primus 1 8 9 9 2 0  

inferioris, velut 1, in omnes superiores. postea hac inferiore 9496 

5 
8 
O 

nota, cum postrema superioris scilicet 5 deleta, subsequens in- lGG1 
ferioris , scilicet 8 , in residuas superioris multiplicetur. 23 7 
Rursus 8 cum penultima superioris, scilicet 1, deletiv sequens 
inferioris, scilicet 9 ,  in  residuas superioris etc. Sed sciendum, 438504 

4 

si factus diuidi debet per sinum totum, qui babet unitati 
postpositas tot zyphras, quot sunt notae in  inferiore iiumero multiplicato: 

Codex latinus Monacensis Kr. 24101, friiher Z Z  1101. In groçs Folio. 
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quod ultima linea adhuc smputari debet, u t  vides in  exemplo. ad id 

tamen prodest, u t  ultima nota quoti nostri eo exactior de6niri possit. 

45&80916 Item sinus 29 g r  scilicet sit ducendus in sinum 1 gr 

339360 scilicet, et  factus diuidendus in lO00O000. Hic in inferiorc sunt 
9696 O 6 notae et tamen propter 1OOOOOOO 7 ultimae notae ampu- 
1939 2 tandae. Ergo tollatur de superiore ordirie ult ima nota, ut vides. 
242 0 Ratio per se manifesta est. 

9 6 
116 

A l i t e r .  Vel ordine inverso, u t  ultima inferior in primam superiorem, 
postea peniiltima inferioris in dims priores superioris: item antepennltima 

48480 916 inferioris in tres priores su-  

12482 4- perioris etc. et  hic modus 
vulgaris multiplicationis or- 

l 6  dinem seruat. 
9 6 

242 O 

-- 

603691 
Si sinus 7 50341 5 multiplicari debet in 57320 et  factus in 10000000 

dividi. Siquidem superior numerus plene loce sinus explet, infcrior deficit : 
7503 4115 sic co~Iocat0 : et  amputatis 
5732 O superioriùus quoquc duabus 
-- notis, perficiatur u t  antea 

mu~tip~icat io .  

- - 

430091 
Item si 508071 ducendurn sit in 3421, et  factus in 1OOUOO00 divi- 

dcndus. Quia maior numerus et aniputatis tribus su- 
pro radio dato plenus non est, 3421 perioribus abundantibuu notie 
deberet enim habere 7 notas ab  -152~9f supra inferiorein modo solita 
initio, defeetum exple adposita 2010 multiplica. 
O hoc modo: 

1 O 
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Die abgekürzte Multiplication f) 

Sit 43082 ducendus in 423 et  partiendus in 100000. Maiorem video 

notas pleui sinus habere, sic 48 082 
igitur collocandi : 42 51 

Solent hypotenusae et quaedam tangentes pleno sinu esse abundantiores, 
si ergo cum aliis multipli- 75387 9 Divisore existente 
candi : vide exempla sequentiz. 3010 4 100000. 
Quoties sinus plenus in  abun- p-p 

dantiorem numerum multipli- 
2261634 

candus , prior regnla obser- 
7038 

vetur, u t :  3 0 0  
pp -- 

Pac. 1911 

Sit 7638 mult,iplicandus in 7041 e t  factus in 100000 dividendus. 
Neuter horum pleni sinus notas habet. Sic erg0 notabis. 

0783E Proba: 7638 
704 1 7041 

Si uterque aequaliter abundans, snperiori tot zypbras adponito, quot sunt 

notae abundantes. Ut  dntis 32045340 0 
3204334 et  3204534. Cuni 320453 4 
radius sumatur 100000, duae 
utrinque notae ultra sinurn per- 

11613602010 

fectum abundant, erg0 duabus. 
Zyphris superior augeatur. 

16022~5 

527 1 
2 8 3 
- 

7538 
0152 

5301 527 66 
Fac. : 5301 

Multiplicetur 00384 in 70342 e t  factus diuidahr  in  10000000. 
Sumo nlterntrum et quidem 0070 3142 Possit el aliter fieri, 
maiorem. 

5038 4 sed haec collocatio est ex- 
pedita. 

2 1 301i5 
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Idem fiat, si alter in duabus notis reliquus in una abundat. U t  si 

257312 O dati sint 257312 et  25030. 

2503 O Diuisore posito 10000. 

Si unus abundat,  alter deficit, de abundante tot amputentur notae, 

320 5[l quot in reliquo deficiunt et 

73 4 obseruatiir regula. Ut  datis: 
32057 et 734. Diuisor autern 

22435 sit 10000. Minori ad plcni- 
96,O tudinem una nota deest, erg0 
12 8 abundanti una auferonda nota. 

2352, 
Iteni dati sint 3201251 et  352. Diuisoris 100000. Quia minor duabuv 

a pleno notis deficit: ergo 
de maiore duae amputandae 
notae, si  numerus is sit plenus 
siue abundans. 

64!0 
-- - 

112681 
Si duo abundantes aequaliter, tot maiori Zyphras subiungantur, quot in 

alterutro abundant. 
Si inaequaliter abundat uterque, tot maiori O adiungantur, quot notae 

in minore abundant. 

Si multi- 
plicandus 

1. Plenos in plenum: servatnr generalis regula; 
I I .  Plenus in  abundantem : eadem teneatur regula. abundante 

supcr io r~  loco collocato; 
III.  Plenus in deficientem vel diminutum: tot  amputantur notae 

dc maiore, quot deficiunt in minore; 
1111. Abundans in  abundantem : tot . 0. maiori adiciantur , quot 

abundant i r  minore; 
V. Abundans in deficientem: de abundante tot auferantur 

notae, quot deficiunt in  minore; 
VI. Deficiens in deficientem: de maiore tot  notae auferantur, 

t quot deficiunt in minore e t  subscribatur minor. 

Dc quo vero numero una vcl plures notae amputantur is semper su- 
periori loco collocetur, reliquus ei subscribatur. 
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Die abgekürxte Multiplication. 11 

Dasa hier für die abgekürztc Multiplication von Decimalbrüchen, denn 
nur um solche handelt es sich ja ,  alles geleistet i s t ,  was a n  FaIlen über- 
haupt vorkommen kann,  ist  klar. P r a e t o r i u s  hat für  alle anderswoher 
entnommenen Regeln, j a  selbst Beispiele, stets den Verfasser derselben 
angegeben - er nennt x. B. O t h o ,  R h e t i c u s ,  P i t i s c u s ,  A d r i a n  v a n  
Romen, L u d o l p h  v o n  C o e l n  u. A. -, so dass anzunehmen erlaubt ist, 
dass er alles nicht mit solchem Hinweis Versehene als sein Eigenthum in 
Anspruch nimmt. Es  ist  daher wohl nicht mehr als billig, wenn man ihm 
für die Erfindung und Verbreitung dieser wichtigen Rechnungsart neben 
J o s t  R ü r g i  als Hauptbewerber nennt. An das eben Mitgetheilte schliesst 
sich als 

IV. d i e  v o l l s t a n d i g e  A u f l o s u n g  d c r  r e c h t w i n k l i g e n  u n d  i icr  
s c h i e f w i n k l i g e n  s p h a e r i s c h e n  D r e i e c k e  s e h r  t i b e r s i c h t -  
l i c h  i n  T a b e l l e n f o r m  g e b r a c h t .  

Am Schlusse derselben findet sich folgende ftir die Geschichte wichtige 
Bemerkung : 

J o h a n . W e r n e r u s  N o r i m b e r g e n s i s ,  i n  s u i s  IITI d e  t r i a n g u l i s  
l i b r i s  u t  p l u r i m u n i  o c c u p a t u s  f u i t -  i n  d e m o n s t r a t i o n e  q u a l i t a t i s  
a r c u s  q u a e s i t i  ve l  a n g u l i ,  q u a e  c o m i t a t u r  q u a l i t a t e m  d a t o r n m .  Eos 
libros Werner i  Rheticne habni t  , sed mannscriptos, n e c d u m  p u  t o  e x -  
cusos. I n  q u a r t o  l i b r o  d u o s  i l l o s  c a s u s  p e r t r a c t a t ,  q u o r u m  
r e g u l a s  p r o x i m i s  d u a b u s  p a g i n i s  e x p o s u i m u s ,  s e d  a l i q u a n t o  
p r o l i x i o r  e s t ,  o p u s  e n i m  h a b e t  d u a b u s  ope ratio ni bu^.^ 

Es ist dies jedenfalls diejenige Stelle, auf welche sich D o p p e l m a y  r* 
als in einem Manuskripte des P r a e t  o r  i u s befindlich bezieht. Nach einigen 
leeren Blattern folgt dann folgende: 

C u b i  d i i p l a t i o  p r a c t i c a .  Joh.  Pr. 

In  quadrante sit b c arcus hexagoni, et bifariam secetur in  d. Rursus 
arcus d c  bifariam in e et iterum de in f ,  et connectatur a f ,  et produ- 
catur d b ,  a f  quousque libet. Detur iam latus cubi ag  et erigatur per- 
pendiculum g h .  Et  erit  a h  latus cubi, qui duplus est prioris diEerentia 
insensibili. Ad demonstratiuam autem praecisionern angulus f a b  in modico 
iusto maior est,  non tamen duorum primorum scriipulorum unius gradus 
interuallo, quod perceptu difficile est. Ad sensum fiet probatio, si a h  
aequalis fiet a i ,  et ductu perpendiculari ik fiat huic aequalis al.  E t  rursus 
ducta perpendicnlari If fiat a f acqualis ana ,  e t  perpendiculeris tandem 
erigatur mm. Manifestum est a g ,  a i ,  a l ,  a m  deinceps analogos esse sicut 
et a h ,  ak ,  a f ,  a n .  Item g h ,  i k ,  If, mm. Quando igitur a m  dupla de- 
praehendetur ipsius a g ,  vel an. dupla a h ,  vel tandem g h  dimidium ipsius 
m la, certum erit propositum. Ex diligenti aiitem descriptione hoc fieri 

* D O p p  e 1 rn a y  r ,  Historische Nachrichten von den Nürnbergischen Mathe- 
maticis und Künstlern. h-ürnberg 1730. Fol. S. 34, Anm. cc. 
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12 Historisch -1iterarische Abtheilung. _ _XM_MM_MYIIII -_VI- --" -,-- -.----\-- -- 

depraehendet,ur. Arbitramnr vero practice liane rationem commocliorem esse 
quam ullam veterum. Est enim certi aliquid ubi in diuisionibus subsiâtat 
absque errore sensibili. 

Possit et ad aliam datam cuborum rationem similis ançulus fieri me- 
diante tnb. sinuum, sed non est expedita scrupülorum numeratio in  circum- 
ferentia quadrantis. 

Nach P r a e  t o r i u s '  Construction miisste $ 2 ~  s e ~ 3 7 ~ 3 0 '  sein. Nun ist 

sec 3703Of= 1,2604724 
und 

sowie 
$'2 = 1,2599210, 

sec 37O 25'= l,.%99 101, 

daher is t  seine Aussage gerechtfertigt, dass der Winkel 6 a f  noch nicht vol1 
um 2' zu gross ailsfalle. Bei einem Meter Seite ai i rde die Kante des doppelten 
Würfels sich noch nicht um 0,6 mm von der Wahrheit entfernen. 

Kach den auf losen Blattern vorn in der Handschrift befindlichcn 
Notizen hatte R h e t i c u s  für den Umfanp des Kreises vom Durchmesser 1 
gefunden : 

n < 3,141592633528. 
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J o h a n n  O t t o *  ha t t e  P r a e t o r i u s  i m  August  1373 zu Wittenberg  mit- 
getheilt, dass der  Umfang des Kreises grosser sei als 

4247779611  
: 2, aber kleiner als 6 - -- - . 2. 

150OO000OOOC) ' 

P r a e t o r i u s  rechnet das  um in 

3,1415926536; < n < 3,1415926537.*'* 

Derselbe O t b o  hat te  ihm damals noch gesagt:  , ;Et  c o n t r a c t e  a d -  
m o d u m  p r o x i m u m  e s s e  r a t i o n e m  u t  335 a d  113 e t  v e r e  p r o p i o r e m  
q u a m  e a  q u a  P t o l e m a e u s  u s u s  e s t ,  m e d i a  s c i l i c e t  i n t e r  A r c h i -  
mediv t e r m i n o s  v i d e l i c e t  e t  3 7 7  a d  120."+** 

R h e t i c u s  hat te  seinen W e r t h  aus  dem sinus 1:' = 4848136811  : l O I 5  

gewonnen, das heisst ,  aus  de r  halben Seite des 6 4 8 0 0 0 e c k s ,  walirend 
L u d o l p h  v o n  C 6 l n  bis xum 16777216Oeck gegangen war. Nachdcm 
P r a e t  o r i u s  anch die beiden n eiuschliessenden Wer the  L u d o l p h ' s  ge .  

gebcn b a t .  setzt e r  hinzu: 

Q u i d  p u t a s  d e b e r i  e i ,  q u i  a d h u c  10 v e l  100 l a t e r a  

h i s c e  a d i n u e n i t ?  E e s p o n d e o :  M i n u s  q u a m  O", 

u n d  mit diesei. sicherlich fü r  da,; vortreffliche Verstandniss ihres Verfassers 
zeugenden Uemerkung mil1 ich diese vielleicht schon zu lange Notiz schliessen. 

* J o h a n n  O t t o  muss heisscn V a l e n t i n  O t h o .  Man sehe meinc kleine 
Sote: , , Z u r  B i o g r a p h i e  d e s  R h e t i c u s "  (Altpreussische Monatsschrift YXXI,  
5. u 6. Heft , S. 4!11-496), wo ich weitliiiifiger iiber diese Notizen gehandelt habc. 

** Hiervon ist onenbar die ertite Behauptung falsch, da  
n < 3,1415926536 

ist. 

*** Damals (1573) war also der Nzherungswerth 355 für  n gchon bekannt, von 
113 

melchem A d r i a n  M e t i u s  s ag t ,  ~ e i n  Vater habe ihn in einer Streitschrift wider 
D uchcsne  zuerst verofentlicht. Diesc Streitschrift kann doch aber vor 1583 resp. 
1586, in welchen Jahren die Gchriften des D u c  h e e u e  erschienen aind, nicht heraus- 
gekommen sein, somit müsste also O t  h o  als dcr Erfinder diesea bequemen Ver- 
hiltnisses angesehrn werden. Die Entstehungsart 

ist ja  wohl anrsich klar. Es ist der sogenanntc Correspoudenzsatz mit Subtraction 
auf die niherungsweise richtige Proportion 

angewendet worden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recerisioneii. 

SOPHIIS LIE. Theorie der  Transformationsgruppen. Dritter und letxter 
Abschnitt. Unter Mitwirkuug von FRIEDRICH ENGEL. Leipzig 1893. 
B. G. Teubner. XYV u. 830 S. 

Das grosse Werk tiber die von Herrn L i e  begrundete Theoric der 
endlichen continuirlichen Transformationsgruppen - mau vergleiche die in 
dieser Zeitschrift (Ed. 34 1889 S. 191 u. flg., Bd. 39 1894 S. 95 u. flg.) 
erschienenen Besprechungen der beiden voraufgegangenen Bande - liegt mit 
dern dritten Bande nunmehr abgeschlosen vor. 

Man darf wohl schon jetzt behaiipten, dass dieses Werk in der Ge- 
schichte der mathematischen Literatur eine bleibende Stelle einnehmen wird. 

Was die Wirkung auf die nschste Zukunft angeht, so sind wir tiber- 
zeugt, dass gerade der vorliegende Schlussband wegen der mannigfachen 
Anwendungen auf Geornetrie und Iiivariantentheorie viele Fachgenossen ver- 
anlassen wird, das Studium der grundlegenden beiden ersten Bande nach- 
zuholcn. 

Andererseits liegt es in der Natur der Sache, dass einmal eine Reihe 
von Anwendungen aus dem specifischen Bereiche der Gruppentheorie nicht 
heraustreten, andere wiederum (so auf die Theorie der cornplexen Zahlen, 
Differentialinvarianten , Mechanik) hier nicht berticksichtigt werden konriten. 

Vorab sei hervorgehoben , dass ein sorgfaltiges, von Herrn E n  g e 1 aus- 
gearbeitetes Namen- und Sachregister dem Leser eine nicht unwesentliche 
Erleichterung in der Orientirung gewahrt. Viele werden auch den Heraus- 
gebern Dank wissen f ü r  das ausführliche Schlusskapitel über die gruppen- 
theoretischen Untersuchungcn anderer Forscher, welchcs damit zugleicli die 
Leistungen von Herrn L i e  selber in  das richtige Licht rütkt .  

Der Inhalt lasst sich im Wesentlichen in vicr verschiedenc Theilo 
zerlegen. 

I m  ersten Theile werden die endlichen continuirlichen Gruppen (von 
Punkttransformationen) im Gebiete der Geraden, der Ebene und des Eiaumes, 
unter ihnen wiederum insbesondere dit! projectiven Gruppen, klaùsificirt 
nach ,TypenY, aufgestellt. 

Wahrend diese Entwickelungen eine gewiese Vollstindigkeit erreiciieri, 
stosst die Ausdehnung derselben auf den n-fach ausgedehnten Raum auf 
solche Schwierigkeiten, dass - im zweiten Theile - eine Beschrlinkung 
auf einzelue Klassen besonders wichtiger Gruppen eintritt. 
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16 Historisch -1iterarische bbtheilung. 
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kommt, dass stets irgend zwei Losungen 6, q eine dritte t1,'- ?6' be 
dingen. 

Die genannte Forderung führt fast unmittelbar zu einer Reihe von 
Identitaten zwischen den c u l  welche erstens zeigen, dass r nur der Werthe 
1, 2,  3 f'ihig i s t ;  zweitens, dass in diesen drei Fallcn dic bcz. Gleichungen 
lauten müssen: 

g ' + a t = O ,  ~ " + C i & ' + u ' & = O ,  5 " ' + 2 n g ' + a ' ~ = o ;  

drittens, dass jede dieser Gleichungen - ganz gleichgiltig, welche Function 
man für u ( x )  nimmt - immer nur einen einzigen Gruppentypus deh i r t .  

Wiihlt man den speciellen Werth cr = O ,  so resultirt gerade die pro- 
jective Normalform für die drei Gruppentypen: 

oder , in endlicher Darstellung : 
a x + ? j  

1 )  x , = z + a ,  2) x , = a z +  b ,  3)  x - ----- ' -  l f c i '  
wo die a ,  b ,  c  Parameter bedeuten. 

Hieran knüpft sich sofort die besondere, aber nicht minder widitige 
Aufgabe , die verschiedenen Typen p r O j e c t i v e r Gruppen auf der Geraden 
anzugeben, wo nunmehr alle die Gruppen zu einern und dernselben Typus 
zu rechnen sind, welche diircli projective Transformationen in einander 
übergehen. 

Mit Hilfe der zu der ,allgemcincnu projectiven Griippe 3) zdjnngirten 
Grnppe und einer geeigneten geometrischen Deutung derselben findet man, 
dass zu dcn obigen drci projectiven Typen jctzt nur nqch eino hinzutritt; 
die eingliedrige Gruppe 1) spaltet sich namlich in zwei, von àenen die eine 
zwei getrenzite, die andere zwei zusammenfallende Punkte auf der üeraden 
festlasst. Wahrend die letztere eben durch 3 )  reprasentirt wird, wird es 
die erstere durch: 

1') x1 = a  x. 
Die eben erorterte Aufgabe erweitert sich abermals zu der, alle Unter- 

gruppen der allgemeinen linearen h O m O g e n e  n Gruppe i n  zwei Variabelu : 

4) x i = a l x + a , y ;  y , = a , z +  ~ , ~ y  
zu bestimmcn. 

Die DurchfUhrung stützt sich mesentlich darauf, dass diese Gruppe 
eine - durch die Bedingung a, a, - a 2 a ,  = 1 charakterisirte - invariante 
Uutergruppe besitzt, welche mit der allgemeinen projectiven Gruppe 3) 
holoedrisch isomorph ist. 

Im Ganzen ergeben sich elf Untergruppen von 4), von denen zwei 
dreigliedrig, vier zweigliedrig, fünf endlich eingliedrig sind. 

Die Verfasser wenden sich nunmehr zu der ungleich schwierigeren 
Bestimmung aller Typen von endlichen continuirliclieri Guppen der E b e ue. 

Die Losung erfolgt stufenweise; erst werden die primitiven Gruppen 
erledigt , das üind solühe , bei deiien keine einzige Curverischaar y! (x, y) = wnst. 
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invariant bleibt, sodann die imprimitiven Grnppen, diese wieder in  gewisse 
Iilassen eingetheilt. 

Ob eine Gruppe G der Ebene primitiv ist oder nicht, lgsst sich fast 
unmittclbar cntnehmcn aus den Anfangsgliedern der Reihenentwickelung, 
welche für die infinitesimale Transformation der einen beliebigen Punkt 
der Ebene in Euhe lasvenden Untergruppe von (2 besteht. 

Hieraus wird, mit Hilfe früherer Satze, ohne Weiteres das merkwürdige 
Ergebniss hergeleitet, dass nur drei primitive Typen existiren, die siüb 
wieder auf eine projective Normalform bringen lassen: 

7 ) dilo mit der Bedingung a e - b d = 1. 

Sie heissen die allgemeine projective Gruppe (der Ebene), die lineare 
u n d  die specielle lineare Gruppe, und führen resp. gcrade acht,  sechs, 
fünf Parameter mit sich. 

Bei einer imprimitiven Gruppe G existirt mindestens eine invariante 
Curvenschaar ~ ( z ,  y) = const; führt man also an Stelle von s, y zwei 
neue VerBnderliche ein,  deren eine <p i s t ,  so giebt es eine zu G isomorphe 
Gruppe G', welche die eine Variable cp filr sich transformirt. Daher sind 
vier Falle zu unterscheiden, da ,  wie wir wissen, rp nur drei- ,  oder zwei-, 
oder  e in- ,  oder nullgliedrig (in letzterem Falle ntimlich gar nicht) trans- 
fcrmirt werden kann. 

Eine cingehende Untersuchung der vier FBlle führt zunachst zu eincm 
Systeme von Gruppentypen, welche sicher alle tiberhaupt moglichen Typen 
imprimitiver Gruppen umfassen. 

Weiter handelt es sich darum, zu entscheiden, welche der so ge- 
wonnenen Sypen etwa noch mit einander Iiquivalent sind. 

Dies durchaus nicht so einfache Problem ist auch dadurch von In- 
teresie, als es auf ein anderes, schon von L a g u e r r e ,  H a l p  h e n ,  und 
weitarhin von engliçchen hlathernatikern behandeltes Problem zurückftihriiar 
ist , namlich festzustellen , welche invarianten Eigenschaften einer linearen 
Differentialgleichung gcgcnübcr gewisscn Transformationen bcider Variabeln 
zukommen. 

Die wirkliche LGsung der Aufgabe geschieht indessen auf einem 
directeren Wege: man wird die imprimitiven Gruppen der Ebene noch 
einmal in Klassen cinzutheilen suchen, jetzt aber derar t ,  dass jede Gruppe 
einer und nur  einer Klasse angehort. 

Dazu dient die Zahl der bei einer Gruppe invarianten Schaaren von je 
ciol Curven; je nachdem diese Zahl gleich 1 ,  oder 2 ,  oder col, oder 
aber mm is t ,  hat  man vier Hauptklassen von Gruppen zu unterscheiden. 

Hiat.-1it.Abth. d. Zaitschr. f. Math. u. Phys. 40. Jahrg. 1895. 1. Heft. “2 
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Die gemeinte Eintheilung Iësst sich rein begrifflich durchfiihren und 
erlaubt dann, aus der kurz zuvor erwkhnten Tabelle imprimitiver Typen 
die überfiüssigen aurzuscheiden; dic Ermittelung der jewcils invarianten 
Curvenschaaren erfolgt aber auch auf analytischem Wege, sodass man 
die Differentialgleichungen erster Ordnung für jene Schaaren wirklich liin- 
schreiben kann. 

Die endlichen continuirlichcn Gruppen von Punkt - Transformationen 
lassen sich auch als reducible Gruppen von Berührungs-Transformationen auf- 
fassen;' da andererseits bereits im zweiten Bande des Werkes alle Typen irredu- 
cibler Gruppen von Berührungs - Transformationen aufgestellt waren , so ist 
man nunmehr im Besitze einev jedenfallv vollstindigen Systems der Grup~ien 
von Berührungs -Transformationen in der Ebene. Auch hier bedarf es wieder 
einer ergLnzenden Unterunchung, welche überflüssige Typen beseitigt. 

E s  erübrigt für das Gebiet der Ebene noch die Losung der - Alge- 
braiker, Geometer und Zahlentheoretiker in erster Linie interessirenden 
- Aufgabe, alle projectiven Gruppen in Typen einzutheilen. 

Dieselben ordnen sich von selbst so an, dass entweder einem Typus 
der dualistische gegenüber s teh t ,  oder aber ein Typm zii sich selbst dua- 
listisch ist. 

Es  ist bcachtenswerth, dass dio Entwickclungcn dicscs Kapitelç iin- 
abhiingig von den vorhergehenden gehalten sind, so dass ihr Verstandniss 
nnr die einfachsten Satzc aus der Gruppent,heorie und der neuercn Geometrie 
erfordert. 

Zunachst werden die verschiedcnen Typen von eingliedrigen projeccven 
Gruppen in Angriff genommen; es geschieht das auf Grund der Thatsache, 
dass jede projective Transformation der Ebene, also auch jede infinitesimale, 
mithin auch jede eingliedrige projective Gruppe mindestens einen Punkt 
und e i m  durch ihu geliende Gerade - oder, wie man kürzer sagt, ein 
,,LinieneleinentU - in Ruhe lasst. Verlegt man die Gerade in's Unend- 
liche, so wird damit für eirie infinitesimale projective Trarisformation von 
vornherein eine einfache canonische Gestalt gewonnen. Deren Discussion 
liefert fünf verschiedene Typen eingliedriger Gruppen; jeder von iiinen ist 
zu sich selbst dualistisch, und kann vollkommen dadiirch charakterisirt 
werden, dass er je ein bestimmtes, aus Punkten und Geraden zusammen- 
gesetztes Gebilde invariant liiast. 

Eine unmittelbare Anwendung davon wird gemacht auf die Behand- 
lung der zuerst von F. K l  e i  n und L i e  ge lb ten  Aufgabe, diejenigen cbenen 
Curven zu bestimmen , welche (eine oder mehrere) infinitesimale projective 
Transformationen in sich zulassen. 

Abgesehen von den Geraden und Kegelschnitien sind das nur die Curven 
9 = e x  und y = xa, wo der Parameter a von 0 ,  4, 1, 2 - 1 verschieden 
anzunehmen i s t ,  und diese gestatten auch nnr je eine einzige infinitesimale 
projective Transformation. 
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Van den fünf Typen eingliedriger Gruppen wird für die Fortführung 
der dufgabe am wichtigstcn der anderswo bci L i e  auch als ,,Elationu 
bezeichriete, welcher alle Punkte einer Geraden und zugleich alle 
Strahlen eines auf ihr liegenden Punktes invariant 1Bsst. Untersucht man 
iiamlich eine projective Gruppe daraufhin, ob und wieviel Elationen sie 
cnt,hslt, so gelangt man zu dem wichtigen Ergebniss, dass - mit Aus- 
nahme der allgemeinen projectiven Gruppe, sowie der dreigliedrigen, 
velche einen (eigentlichen) Kegelschnitt invariant lLsst - jede projective 
Gruppe inindestens einen Punkt ,  oder aber dualistisch eine Gerade in 
Ruhe laast. 

Ilan kann sich daher auf die Gruppen heschranken, bei denen ein 
Punkt in Ruhe bleibt, und man wird dieselben nunmebr in  Klassen ein- 
theilen, j o  nach der Art und Weise, wic die Griippe die ffil Richtungcn 
durch deu festgehaltenen Punkt unter sich transformirt. 

So ergeben sich im Ganzen 35 verschiedene Typen projectiver 
Gruppen , deren infinitesimale Transformationen in einer Tabelle vereinigt 
werden. 

Referent mochte hier die principielle Bernerkung einschalten, dass die 
Herausgeber vielen Fachgenossen, deuen es vorerst weniger darum zu thun 
ist, sich die Methoden der Cruppetitheorie anzueignen, als ihre Anwendungen 
keririen zu lernen, eiueu Uienst erwieseo haben würden, hatten sie ihrer 
symbolischen Sabelle der infinitesimalen Transformationen eine zweite reale 
an die Seite gestellt, mit den Gleichungen der Gruppen in der gelaufigen 
endlichen Gestalt. 

IIerr L i e  und seine Schüler werden zwar einwenden, dass es im ein- 
zcliien Fallo nicht so schwer sei,  die infinitesimale Form der Gruppe in 
die endliche umzusetzen; Referent rnuss aber pe~s6nlich gestehen, dass es 
bei ihm langdaiiernder 'Jeùung bedurft ha t ,  um eine derltrtige ,,Tranu- 
ponirungu anstandslos vornehmen zu konnen. So naturgemass das Rechnen 
mit den in6nitesimalen Transformationen einer Gruppe ist,  so lange ilber 
die Natur der Coefficienten in den endlichen Gloichungcn gar keinc Bc- 
schraukungen vorliegen, die Sachlage gestaltet sich ganz aiiders, wenn 
besondere Probleme - beispielsweise die Kbssification algebraischer 
Differentialgleichungen bei V e s s i  O t - eine f~inctionentheoretische oder zahlen- 
theoretische PrBcisirung der Coefficienten erheischen. 

Einem Coefficienten a der infinitesimalen Transformation kann in der 
endlichen Gleichung der Gruppe je nachdem wiederum ein Coefficient a 
entspreehen, oder aber eQ, oder aiich l a  u. S. f. 

Für die speciell hier in Retracht kornmeudeu projectiven Griippen der 
Ebeiie bieten die endlichen Gleichungen auch noch den nicht zu unter- 
schiitzenden Vortheil , dass man ,  von ihnen ausgehend , die Differential- 
invarianten und invarianten Differentialgleicliungen der Gruppen vie1 directer 
bestimmen kann, und zugleich so ,  dass ihre geometrischo Bedeutiing erhellt. 

2 * 
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Es ware tibrigens fur die Geometer eine dankbare Aufgabe, zunachst 
die projectiven Gruppcn von Neuem zu bestimmen, ohne von den speci- 
fischen Methoden der allgemeinen Gruppentheorie Gebrauch zu machen. 

Die Lie'sche Tabelle der projectiven Gruppen der Ebene dient ihrer- 
seits wiederum als Grundlage zur Aufstellung einer entsprechenden Tabelle 
für die linearen, homogenen Gruppen in drei Veriinderlichen, die nicht 
nur von Wichtigkeit ist  für die Klassificatioi~ der endlichen continuirlichen 
Gruppen von Punkt-Transformationen des Raumes, soudern auch für die 
Zwecke der Zahlentheorie Bedeutung gewinnen wird. Es  tritt  jetzt die 
Aufgabe heran,  die für Gerade und Ebene 'krlangten Resultate auf den 
Kaiim auszudehnen. Da die vollstandige Ausfuhrung dieses schwierigcn 
Problems, wie sich erwarten Iasst,  einen ungemeinen Aufwaiid von Zeit 
und Raum beanspruchen wtirde, so begnügen sich dio Herausgeber damit 
- sowohl im Falle der endlichen continuirlichen Gruppen überhaupt, wie 
in  dcm der projectivcn Gruppcn -, gewisse hcrvorragciide Kategorien von 
Gruppen wirklich aufzustellen, und im Uebrigen den Weg zu bezeichnen, 
auf dem der Leser die in  Rede stehenden Frapen erschopfen kann. 

Unter den endlichen continuirlichen Gruppen des Raumes verdienen 
die meiste Beachtung die primitiveu unter ihnen, bei deneii also weder eine 
mi  Schaar von Flachen, noch eine cm2 Schaar von Curven invariant bleibt. 

Die Natur einer solchen Gruppe G h k g t  in erster Linie von der- 
jenigeu Untergruppe a b ,  welche einen beliebig gewahlten Punkt P fest lasst, 
oder auch von der mit letzterer isomorphen Gruppe G', welche die cm2 
Richtungen durch P transformirt. Diese Gruppen Gr sind ja  identisch mit 
den projectiven Griippen der Ebene. Wirltliche Schwierigkeiten bereitet 
nur der Fal l ,  wo G' einen [eigentlichen) Kegel zweiten Grades invariant 
lasst , oder , analytisch awgedrückt , eine partielle Differentialgleichung in 
droi Variabeln, erstcr Ordnung und zweitcn Gredcs. 

Unter Zuziehung der Monge'schen Charakteristikentheorie reducirt 
sich dann die Aufgabe auf die andere, alle die Berührungs - Sransformationen 
der Ebene (von einer gewissen Parameterzahl) zu finden, welche eine ge- 
wisse Curvenschaar der Ebene invariant lassen. 

Derartige Ueberlegungen haben das beachtenswcrthe Ergebniss zur 
Polge, dass es nur acht verschiedene Typen von primitiven (endlichen con- 
tinuirlichen) Raumgruppen giebt,  als deren canonische Reprasentanten man 
wahlen kann : 

1. die allgemeine projective Gruppe, 
2. die affin - projective Gruppe , 
3. diejenige Untergruppc von 2.,  welche zugleich alle Volumina un- 

veriindert Iasst , 
4. die Gruppe eines (eigentlichen) linearen Complexes, 
5. die Gruppe einer (eigentlichen) Fliiche zweiten Grades, 
6. die Gruppe aller Rewegnngen, 
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7. die Gruppe aller Bewegungen und Aehnliclikeits-Trantiformatiorieri, 
8. die Gruppe aller Transformationen durch reeiproke Radien. 

Einzeln genommen waren diese Gruppen den Geometern bekannt; das 
Wesentliche ist hier aber, dass sie zusammen ein .volles Systemu primi- 
tiver Raumgruppen ausrnachen. 

Die irnprimitiven Gruppen werden in drei Klassen eingeordnet, von 
denen die beiden ersten vollstiindig discutirt werden, niimlich einmal die- 
jenigen Gruppcn, bei denen eine Schaar von w1 Fltichen invariant bleibt, 
die sich aber nicht in eine invariante Schaar von m w u r v e n  zerlegen lassen 
soll, sodann gcwde umgekehrt diejenigen, welche eine me Schaar von 
Curven in Ruhe lassen, ohne dass sich dieselben in eine invariante Schaar 
von cnl Flachcn zusammenfasson lassen. 

1st die Flachenschaar dargestellt durch cp (x, y ,  2 )  = const, die Curven- 

schaar durch 9 (x, y, s) = const, q (x , y ,  2 )  = const, so kommt die Unter- 
suchung (analog einem obenerwahnten Falle) darauf hinaus, zu ermitteln, 
wie die blannigfaltigkeit der <p resp. der <p und Si unter sich transformirt 
wird. 

Hinsichtlich der noch fehlenden imprimitiven Gruppen werden wenigstens 
Methoden entwiclrelt, welche die ganxe Anfgahe in eine grosse Anzahl ein- 
zelner Aufgaben zerlegen, deren jede unabhkgig von den andern erledigt 
werden kann. Der Leser soll dadurch in den Stand gesetzt werden. sich 
jede Kategorie imprimitiver Raumgruppen , deren Kenntniss ihni gerade 
wünschenswerth is t ,  ohne principiellc Schwicrigkoitcn zu verschaffcn. 

Herr L i e  hat übrigens die erforderlichen Rechnungen schon vor liingerer 
Zeit (wenn auch auf weniger einfachem Wege) durchgeführt und ist dabei 
zu dem theoretisch sehr wichtigen Ergebniss gelangt,  dass jede transitive 
Kaumgruppe, das heisst eine solche, welche zwei (innerhalb eines gewiveen 
Bereiches) beliebig gewahlte Punkte in einander tiberführen kann, sich auf 
eine solche canonische Form bringen lasst, dass die Coefficieiiten der in- 
finitesimalcn Transformation ganze rationale Functionen von x, y ,  a und 
von gewissen Exponentialausdriicken el1 , eh,. .  . werden , wo I ,  , A2,. . . ganze 
liuearc Functionen von x ,  y ,  a bedeuten. 

Ob  ein khnliches Gesetz fur die transitiven Gruppen des n-fach aus- 
gedehnten Raurnes gilt ,  steht noch dahin. 

Aiich die Frage nach den (projectivisch) verschiedenen Typen pro- 
jectirer Raumgruppen wird unter der Einschraukung behandelt, dass nur 
die primitiven unter ihnen nebst ihren siimmtlichcn Untergruppen voll- 
standig erforscht werden. Es sind das gerade die sieben ersten der oben 
mitgetheilten Tabelle. 

Als Mittel zur Untersuchung dient die Frage nach den Curven und 
Flachen, welche eine Gruppe projectiver Transformationen in sich ge- 
statten; fiir die vorliegenden Zwecke genugt die Annahme, dass die 
gemeinten Gruppen von mindestens drei Parametern abhlngen. 
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Von Curven gehoren hierher: Gerade, Kegelschnitt und cubische Raum- 

curve, von Plachen : Ebene, Kegel zaeiter Ordnung, die Abwickelliare 
einer cubischen Raumcurve, die E'lkhe zweiten Grades und die C a y  1 e y'scbe 
Linienflache dritter Ordnung. 

Tm Interesse der Geometrie und luvariantentheorie mochte man es 
bcidauern, dass die Herausgeber die in Rede stehende Frage nicht erschopft 
haben, und im Zusammenhange damit,  dass sic uiclit wenigstens eine Tafel 
siimmtlicher eingliedriger projectiver Raumgruppen aiifgestellt haben. Denn 
auf eine Flache oder Curve (quaternire Form oder Formeiischaar), die in- 
finitesimale projective Transformationen in sich zulasst, iat die übliehe 
Invariantentheorie nicht ohne Weitwes anwendbar, so dass eben an dieser 
Stelle, wie Herr L i e  in der Vorrede stark betont,  der Invariantentheorie 
eiue wesentliche Lücke auszufüllen bleibt. Die Vertreter dieses Gebietes 
würden, wie wir glauben, den ihnen gemachten Vorwurf gcd~ildiger auf 
sich nehmen, wenn Herr L i e  seine bittere Pille mit folgendem Zusatze 
etwa verslisst hattc: , Ihr  habt alierdings cine wesentlichc Lückc gclüssen, 
aber ich kann es Euch nicht so übel nehmen, denn die Vorfrage, jene 
Pormcn - zunachst im quaternsren üebiete, wo die Sache überhaupt erat 
acut wird - selbst auf~ustel len,  ist eine gruppentheoretische und zmar 
keineswegs ganz leichte; meine Mittel indessen erlaubten mir deren Auf-  
stellung: hier habt Ih r  sie, verwendet sie nun fruchtbar und füllet j e t z t  
mit Euren Mitteln Eure Llicke aus." Neben dieser drastischen Abschweifung 
sei noch eine andere damit verwandte Bemerkung pro domo gestattet. 

In  seirier Vorrede weist Herr  L i e  gelegentlich darauf hin,  a i e  die 
mannigfaltigen Differentiationsprocesse, deren eich die projective Invarimnten- 
theorie bedient, nichts Anderes als Differentialinvarianteu gcgenüber ge- 
wissen projectiven Gruppen seien. Referent hat sich nun gerade in seinem 
,Berichte tiber die Fortschritte der projectiven Invariantentheorie, von 1892' 
bemüht, zu zeigen, wie der gemeinte Gesichtspunkt vor Allem bei S t u d y 
zur Geltung kommt. 

Von den primitiven projectiven Gruppen komml für die metrischc 
Geometrie neben der Gruppe der ilewegungen vor Allem noch die ,,der 
Bewegungcn und Aehnlichkeits - Transforrnationenu in Betracht, welche da- 
durch definirt ist , dass sie einen Kegelschnitt , den Kugelkreis, invariant 
h s t .  Die einzigen (reellen) Flachen, welche bei dieser üruppe gerade 
ffi4 verschiedene Lagen annehmen, sind die Kugeln ; andererseits die ein- 
zigen Curven, welche der n%niliclieu Bedingurig eutsprechen, die Geraden. 

Dies ist  die Ouelle der Erscheinung, dass die P l ü  c ker 'sche Linien- 
geometrie und die neuere, von L i e  so sehr geforderte Kugelgeometrie uuter 
den Versinnlichungen e i n e ~  vierfach ausgedehnten Raumes eine ansgezeichnete 
Stellung einnehmen. 

Die imprimitiren projectiven Raumgruppen lassen siimmtlich je eine ge- 
wisse Punktfigur invariant. Zuerst werden die wenigen Gruppen bestimmt, 
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Lei denen die Figur k e i x  ebene is t ,  sodann werden Methoden entwiçkelt, 
wie man zu den übrigen, welche also einen Piinkt, oder eine Gerade, oder 
eine Ebene i n  Ruhe lassen, gelangen kann. 

Das folgende Kapitel dehnt die bislier besprochenen Untersuchungen 
nach verschiedenen Richtungen ails. 

Was vor Allem die Erweiterungen auf den Raum R,, von n-Dimen- 
sionen angeht, so besteht vorl~ufig noch gar  keine Aussicht auf Methoden, 
die die Restimmung aller endlichen continuirlichen Gruppen, oder etwa blos 
der primitiven untcr ihnen im I I ,  auch nur principiell erledigten. 

Die Hera'isgeber begnügen sich daher mit einigen besonderen Unter- 
suchungen, die, so zu sagen, als Muster dienen sollen. So über Gruppen 
des Rn, welche in gewissem Sinne analog sind den drei,  früher an erster 
Stelle erwafinten projectiven Sypen des R,, ferner über solche, die m6g- 
lichst transitiv sind, weiter solche, die einen Differentialausdruck zweiten 
Grades D 3 Z f i k  (2) d z i d x k ,  oder die Gleichung D = O invariant lassen. 

Stehen schon die beiden letztgenannten Untersuchungen in nahem Zu- 
sammenhange mit denen über die Grundlagen der Geometrie, so gilt d m  
in noch hobercm Maasse von dem Kapitel über reelle Gruppen, das Iibrigens 
auch eine specifische Wichtigkeit für sich bat. 

Es kommt darauf a n ,  untcr wclchen Modificationen die allgemeinen 
Begriffe und SSatze der Groppentheorie auf ,,reelleu Gruppen übertragbar 
sind, also auf solche, für die siimmtliche auftretenden Grossen (Variable, 
Parameter, Coefficienten, Zusammensetzungs -Constante u. S. f.) nur reelle 
Werthe annehmen sollen. 

Sind z f= f i ( x ,  a) die Gleichungen einer reellen Gruppe g (wo die a 
die Parameter bedeuten), so macht es einen wesentlichen Unterscbied, 
ob die fi analytische Functioncn ihrer Argumcntc, also auch für complcxc 
Werthe derselben definirt sind, oder nicht. 

I m  ersteren Falie ist die Uiscuvsion der Gruppeneigenschaften ver- 
haltnissmassig einfach, zu g gehort eben stets eine zWeite Gruppe G ,  die 
entsteht, wenn man für die Variablen und Parameter complexe Werthe 
zulisst, und man hat nur festzustellen, worin G und g übereinstimrnen, 
und worin sie sich unterscheiden. So z. B. siud beide Gruppen stets gleich- 
zeitig transitiv rcsp. intransitiv, dagegcn kaun sehr wohl die eine primitiv 
seiu, die andere imprimitiv u. 9. f.  

Die Uebertragung der Fundameutalsatze geht glatt von Statten. 
Verwickelter k t  es im zweiten Falle, wenn die f reelle, nicht ana- 

lytische Functionen der x und a sind. Hier ist es riothig, tiefer liegeude 
Untersuchungen von C a u  c h y und L i  p s c h i t e über die Losungcn reeller, 
nicht analytischer Differentialgleichungen heranzuziehen , wobei besondere 
Voraussetzungen über die Existenz erster und zweiter Ableitungen der f 
nach den z und a erforderlich sind. Die Beweise der Sütze wcrden niir 
angedcutet. 
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AIS besonders merkwlirdig und wichtig sei ein Theorem mitgetheilt, 
wonach es bei transitiven reellen Gruppen erlaubt i s t ,  sich auf analytische 
Functionen f zu beschranken. 

Die oben erwahnten Entwickelungen über Gruppen mit invarianter 
Gleichung U 2 f i k  (x) d z i d x k  = O werden jetzt noch einrnal fiir reelle 
Gruppen und reelle Ausdrücke D dnrchgeführt. In  gleichem Sinne werden 
die in  den ersten Kapiteln erhaltenen Listen von Gruppen auf der Geraden 
und i n  der Ebene erganxt, wobei nur wenige Groppen als neu auf- 
zunehmen sind. 

Wir  müssen uns beeilen, zu einem der hervorragendsten Kapitel über- 
zugehen, welches die Grundlagen der Geometrie vom gruppentheoretischen 
Standpunkte aus beleuchtct. 

Bekanntlich hat zuerst L O b a t s c h e w s k i  1829 auf indirectem Weçe 
dargcthan , dass bci Preisgebung des elften E u k 1 i d'schen Axioms ausser 
der E u klid'schen Geometrie noch eine zweite existire. Sodann wies 
R i e m a n n  1854 mit analytischen Hilfsmitteln - indem er vor Allem das 
Axiom zu Grunde legt ,  dass der Raum eine Zahlenrnannigfaltigkeit sei - 
nach, dass bei gewissen Forderungen, über die Natur des Bogenelcmcnts, 
über die freie Beweglichkeit einer Linie ohne Aenderung ihrer Lange, und 
anderen, ausser der Eu  k l i  d 'ochen Geometrie noch zwei andere müglicli 
seien, von denen die eine eben die L o  b a t  S C  h e w  s ki 'sche is t ,  wahrenrl 
die andere mit der auf der Kugeloberflache zueamrnenfillt. Die R i e -  
m a n  n'schen Beweise sind 1870 von L i p s c  h i t z geprüft und vervollstandigt 
worden. 

v o n  H el m h O 1 t z  hat weiter in einer sehr bekannt gewordenen 
Arbeit von 1868 versucht , zu den R i e m  ann'schen Ergehnissen zu ge- 
langen, indem er die R i e  rn a n  n 'schen Axiome durch elemcnt,arere und 
anschaulichere ersetzte, vor Allem unter Ausschluss solcher über unend- 
lich benachbarte Punkto. 

F. K l e i n  wies L i e  1869 darauf hin, dass der R i e m a n n - I I e l m -  
h O 1 t z 'schen Behandlung der Frage ein gruppentheoretisches Problcm im- 
plicite zu Grunde liege. L i e  hat dann 1884 mit seinen Mitteln die ari- 
geregte Untersuchung durchgefllhrt und dieselbe in zwei Arheiten 1886 
(ohne Beweise) und vollstandig 1890 veroffentlicht. 

Das fragliche Problem , hier schlechtweg als das . R i  e m a n n - H e  1 m - 
h O l t z  'scheY bezeichneb , wird wortlich formulirt (S. 397) wie folgt : ,,Es 
sollen solche Eigenschaften gefunden werden, die sowohl der Schaar der 
euklidischen , als den beiden Schaaren von nichteuklidischen Bewegnngen 
zukommen, und durch die diese drei Schaaren vor allen anderen moglichen 
Schaaren von Bewegungen einer Zahlenmannigfkltigkeit ausgezeichnet sind. Y 

Unter Schaaren von Bewegungen sind hier allgemeine Schaareu von 
Ortsveranderungen oder Punkt  - Transformationen irn R, zu verstehen ; da 
es indessen naturgemtlss erscheint , davon auszugehen, dass die Zusarnmen- 
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setaung zweier eigentlicher Bewegungen stets wieder eine Bewegung liefert, 
so wird das Problern gleich im Anfange nahor dahin prlüieirt, dass unter 
einer Schaar von Rewegcngen von vornherein eine ,,GruppeU, das heisst 
eine reelle, continuirliche Gruppe von paarweise inversen Punkt  - Srans- 
formationen gemeint sein soll. R7ir werden uns im Wesentlichen auf den 
gew6hnlichen Raum, den R, , beschranken. 

Im Ccbrigen sollen die gesuchten charakteristischen Eigenschaften für 
die Gruppen der drei Bewegungen in engerem Sinne - oder kürzer: für 
die drei ,Urgruppcnu - geometrischer und zwar moglichst einfacher 
Natur sein. 

Dass das R i  c rn a n n 'sche Axiom dos fitumes als einer Zahlenmannig- 
faltigkeit hier adoptirt i s t ,  ist ja selbstverstandlich, da die Lie'sche Gruppen- 
theorie ein rein analytisches Gebludo ist. 

Auch jetzt ist das gestellte Problern noch sehr verschiedener Losungen 
îiihig, je nach der Auswahl der zu treffenden Merkmale. L i e  ha t  wohl 
zuerst betont, dass derartige Merkmale für Bewegiingen in zwei wesent- 
lich getrennte Klassen zerfallen, je nachdem sie sicb auf die infinitesimale 
Umgebiing eines Punktes beziehen, oder aber auf endlich von einander 
entfernte Punkte. 

Z)erngemass wird die Aufgabe auch doppelt behandelt,, s o l  dass einmal 
nur Eigenschaften der ersten Klasse, das ardere Mal nur solche der zweiten 
bcnutzt werden, und zwar jedesmal ein System von nicht nur hinreichenden, 
sondern auch wirklich nothwendigen Eigenschaften der drei Grgruppen. 

Das erstere Problem, bei dem nur unendlich beriachbarte Punkte in  
netracht kommen, erweist sich als das leichtere. 

Es wird der neue Begriff der ,freien Beweglichkeit im Infinitesirnalenu 
eingefülirt: bei Festhaltung eincs (reellen) Punktes P und eines (reellen) 
durch P gehenden Linienelementes p soll noch cont,inuirliche Bewegung mog- 
lich scin, hingegen nicht mehr,  wenn ausserdem noch ein durch P und p 
gehendes (reelles) Fliiehenelement n festgehalten wird. 

Das Hauptresultat laiitet dann , dass jede Raumgruppe, welche in 
einem (reellen) Punkte von allgerneiner Lage freie Reweglichkeit im In-  
finitesimalen besitzt, vermoge einer (reellen) Punkt-Transformation stets in 
eine der drei Urgruppen Uberführbar ist. 

Der Kernpunkt des Beweises i s t ,  dass man die Eigenschaften der frag- 
lichen Gruppen, welche onénbar traovitiv und sechsgliedrig sind, xurück- 
ftihrt auf die der dreigliedrigen projectiven Gruppe, welche die (reellen) 
Linienelemente durch P trttnsforniirt, wobei ein (imaginiirer) Kegel von 
Linienelcmentcn dx2 ,  + a x e z  + d x 2 ,  - O 

invariant bleiht. Alle (reellen) sechsgliedrigen Gruppen der Art sind aber, 
nach einer früheren Rechnung, gerade unsere drei Urgruppen. -8 
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Im R,(n > 3) gestaltet sich die Sache ganz analog; nur in der Ebeue 
rcicht die frcie Bcweglichkcit im Infinitcsimalen noch nicht hin zur 
Charakterisirung der drei Urgruppen. 

Die zweite L6sung des R i e  m a n  n - H  e l  m h O 1 t z'schen Problems sollte 
nur Merkmale der zweiten Klasse bentithigen, also solche, die sich auf 
endlich entfernte Punkte beziehen. 

Dass in der That zwischen den Merkmalen beider Klassen ein tief- 
gehender Unterschied herrscht, wird durch eine Reihe auffiilliger Er- 
scheinungen illustrirt. 

So folgt z. B. aus der Annahme, dass bei einer (etc. contiuuirliciieri) 
Griippe zwei endlich entfernte Punkte im Rn stets eine und nur eine In- 
variante besitzen sollen, durchaus noch nicht das Gleiche für zwei bcnach- 
bartc Punkte,  sondern nur ,  dass solchcn mindcstens cine Invarinntc 
zukommt. 

Ferner kann dabei (wic auch durch ein Beispiel bclcgt wird) der be- 
çoiidere Fall eintieten, dass eben diese Invarianten von zwei benachbarten 
Punktcn alle homogcn von nullter Ordnung in den d s  sind. Da aber der 
Ausdruck für das R i  e m a n n 'sche Bogenelement homogen von erster Ord- 
nuiig in den d x  k t ,  so kann also aus der Nxistenz einer Invariante 
zweier endlich entferiiter Punkte,  oder , wie man sagt , einer Abstands- 
function", durchws noch riicht mit Sicherheit auf die Existenz eines Bogen- 
elementes geschloasen werden. 

Die zweite Losung des Problems verlangt von der fraglichen ,Gruppeo 
nur ,  dass sich, nach Festhaltung cines Piinktcs P, irgend ein ariderer, 
endlich von P entfernter Punkt  Q noch auf einer, nicht durch P gehenden 
Fkche  (oder doch zum Mindesten auf einem irrcducibcln Thcile derselberi) 
v6llig frei bewegen konnen aoll, also so,  dass Q in jeden anderen Punkt 
der Flache uoch continuirlich überführl~ar ist. Dass die E'liiche nicht durch 
P hindurchgehen soll, verhütet, dass jemals zwei endlich entfernte Punktc 
in zwei benaühbarte tibergehen. 

Eine solche Gruppe G erweist sich aiederum als transitiv, und zwei 
endlich entfernte Punkte haben bei ihr eiue und nur eine Invariante; ferrier 
ist sie alu reelle Gruppe prirnitiv, weiter endlich und sechsgliedrig; endlicli 
werden die Linienelemente durch einen Punkt P durch eine dreigliedrige 
Crrnppe g transformirt. 

h u s  frtiheren Rechnungen lasst sich dann wiederurn entnehmen, dass 
die cinzig mtiglichcn Grnppen G die drei Urgruppen sind. 

Der Beweis für den Raum von mehr als drei Dimensionen isl ent- 
sprechend; nur  bleibt hier immerhin die Mtiglichkcit offen, dass die analogen 
Axiome noch überflüssige Bestandtheile enthalten. 

Man kann nunmehr auch noch verlangen, dass die drci Urgruppen 
selber durch rein gruppentheoretische Merkmale von einander geschieden 
werden. 
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Dies ist in  der Tha t  ausführbar :  Liesohriinken wir uns wieder auf den 
gewohnlichen Raum , so entlialt die Grlippe de r  E u k l i d'schen Bewegungen 
eine , invarianteK (reelle) Untergruppe,  die beiden anderen Gruppen nicht ; 
andererseits besitzen die letzteren (reellc) vicrgliedrige Untergruppcn , die 
im Falle der L o b  a t s c h e w s k i 'schen Geometrie ,,integrabelu sind , im 
Falle der R i  e m a  n n'schen nicht. 

Die II e l m  h 01 t z  'schen Deductionen werden von L i e  einer eingehenden 
Kritik untereogen ; als Haupteinwitnd ist anzuf'ühren, dass v o n  13 e l  m - 
h O 1 t z Eigenschaften endlich entfernter Pnnk te  auf unendlich benachbarte 
Punkte übertragt,  was, wie schon oben betont,  nicht ohne Weiteres zulüssig ist. 

L i e  ha t  sich daniit aber nicht begnüg t ,  sondern Lat die H e  l m -  
holtz 'eclie Arbeit  - ahnl ich ,  wie L i p s c h i . t z  die B i e m a n n ' s c h e  - 
in positiver Richtung erganzt. 

H a t  man nümlich ausschliesslich a n  den vier H e 1 m h O 1 t z'schen Axiomen 
fent, und versucht, deren Forderungen gruppentheoretisch su  pracisiren, 
so ergiebt s ich ,  dass die drei ersten Axiome bereits gerade hinreichen zur  
Charakterisirung der drei Crg ruppen ,  dass also dann das vierte,  das so- 
genannte .Nonodromie- Axiom', überflüssig wird. 

Der L i e  'sclie Ansatz besteht dar in ,  dass sich ein Theil der H e l m  - 
h o  1 t z'schen Forderungen m i t  einer bestimmten gruppentheoretischen F r a g e  
deckt. Bezeichnet nian niimlich eine Iuvar iante ,  welche r Punkte  des ge- 
w8hnlichen Raumes einer Gruppe gegenüher besitzen mogen, dann  als 
,wesentlichu, wenn sie sich nicht durch Invarianten von weniger als 
r Punktcn ausdrückcn lass t ,  so bcsagt die fragliche Formul i rung,  dass die 
drei Urgruppen jedenfalls solche sein müssen, fu r  die j e  zwei Punk te  stets 
eine einzige Invariante,  metir als zwei Purikte dagegen keine wesentliche 
Invariante haben. 

Die Uurchführuug der Aufgabe, aile derartigen Gruppen zu ermitteln,  
führt au€  elf Gruppentypen,  von denen aber  ncht nachtr!iglich in MTegfall 
kommen, da sie die weiteren Forderungen der drei ersten H e l  m h O 1 t z'schen 
Axiome nicht befriedigen. 

Gegen die durch R i  e m  a n n  und  L i p s c h i t z vertretene Auffassung 
wird im Wesentlichen n u r  eingewaudt , dass Begriffe, wie Uoge~ielernent 
und a fortiori L b g e  einer Curve nicht elementar geniig seien, um gerade 
bei den Grundlagen der  Geometrie als Bausteine verwendbar zu sein. 

Aehnlich wird allerdings hlancher auch die ers te  T,6siing von H r r r n  
L i e  selber ansehen , denn die Vorstellung unendlich benachbarter Punkte  
ist schliesslich ebcnso wenig nelementaru ,  das heisst in  dicscm Fallc so vie1 
als anschaulich. 

Am Schlusse seiner Entwickelurigen wirft Her r  L i e  selber die Frage 
auf,  welchen Nutzen dieselben f ü r  die Gesammterkenntniss der Grundlagen 
der Geometrie gewaliren. Denn das letzte Ziel aller dernrtigen Bestrebungen 
müese doch sein, die Geometrie auf einem ,vollenu Systeme moglichst ein- 
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facher geometrischer Axiome aufzubauen , namlich einem solcheu, das zil 

dem Zwecke hinreichend sei, aber auch keine überflüsigen Bestandtheilc 
enthalte. 

Da ist denn nun die Meinung von Herrn L i e ,  dass seine beiden 
L6sungen des Problems je ein volles System von Axiomen involviren, nur 
dass das Axiorn von der Zahlenmannigfaltighit des Baumes eben kein geo- 
metrisches (und einfaches) sei. 

Es  warde sich demnach weiterhin darum handeln müssen, das letzt- 
genannte Axiom seinerseits diirch ein aquivalentes System elcmentar- 
geometrischer Axiome zu ersetzen, das zusammen mit den übrigen gruppen- 
theoretischen Axiomen ein definitives volles System der gcwünschten Art 
lieferte. 

Einen Weg daeu giebt er nicht a n ,  erwiihnt auch die in dicser Rich- 
tung liegenden verdienstvollen Untersuchungen Neuerer, vor Allem von 
F. K l e i n ,  mit keincm VCTorte. 

Cnseres Erachtens mtisste man zu dem Behufe den von L i e  ein- 
geschlagenen Weg consequent riickwarts verfolgen und seine Gruppentheorie 
selbst,  wie schon oben bei dem Beispiele der projectiven Gruppen der 
Ebene bemerkt,  rein geometrisch zu begründen versuchen. 

Die grossten Schwierigkeiten würden hierbei voraussichtlich die Vor- 
aursetzungen machen, welche Herr L i e  den reellen Gruppen zu Grunde 
legen murste , natnlich Ciber die Existenz erster uud zmeiter Differential- 
quotienten der die Gruppe darstellenden Functionen. 

Eben dieser U m s t a d  macht dio L i  e'schen Axiome weit weniger cinfach, 
als es auf den ersten Blick erscheint. 

Herr L i e  übt wiederholt au verschiedenen Fachgenossen eine sehr scharfe 
Rritik vom gruppentheoretischen Standpunkte aus. Es  würde dem Referenteu 
nicht anstehen, cine Kritik seinerscits wicder kritisiren zu wollen; es darf 
deun aber wohl doch nicht unerwiihnt bleiben, dass z. B. eine Aeusseriin; 
(Vorrede S. XII) wie ,das Verdienst der damit zusammenhhgenden Unter- 
suchungen des Herrn F. K l e i n  über nichteuklidische Geometrie liege 
wesentlich darin, dass in ihnen die Hesultate seiner Vorgange popularisirt 
würdenu, auf starken Widerspruch stossen wird und m u s .  

Da3 letzte Kapitel bringt eine Reihe werthvoller Erganzungen zu den 
beiden ersten Randen: besonders instructiv ffir den Leser dürfte eine neue 
Redaction der Beweise îtir die grundlegenden Satze der Theorie sein, welche den 
begrifflichen Kern der analyt,ischen Operationen deutlich hervortreten lasst. 

Mochten diese Zeilen an ihrem Theile zu einer unbefangenen Würdigung 
der L i  e'schen Schlipfuiig beitragen. 

Die selbstlose Hingabe des Mitarbeiters, Herrn F. E n g e l ,  die das 
Gelingeu des gitnzen Werkcs crst ermoglichte, sei noch einmal rühmend 
hervorgehoben. W. Fr. MEYER. 
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Leçons de l 'agrégation classique de mathématiques par G. KONICS, maître 
de confh-ences à 1'Ecole normale supérieure et  à l a  Sorbonne, pro- 
fesoeiir remplaçant au  Collbge de France. Paris 1892. A. Hermann. 
In lith. 208 pag. 10 Frs. 

, Vielleicht ist  es angemessen, für  diejenigen unter unseren Lesern, 
welche mit den fra,nz&ischen Unterrichtsverhaltnissen nicht vertraut sind, 
hier zu erwëhnen, dass die ,agrt.gation de matbEmatiquesU eine Prüfung ist, 
welche denjenigen, die sie bestehen, die Berechtigung verleiht, (Titular-j  
Professoren der Mathematik an einem staatlichen Gymnasium zu werden. 
Diese Prüfimg urnfasst versehiedene Theile von recht bedeutender Art,  
unter denen auch Lehrvortriige auftreten, die vor einer staatlichen Commission 
iiber Themata stattfinden , welche auf den Gymnesialunterricht Bezug haben 
und ein Jahr  vorher bekannt gegeben werden. Diese Themata sind in 
den Lehrbüchern gewohnlieh sehr unvollst5ndig behandelt und eben das 
ist einer der Grande, sie zu wahlen: sie sind natürlich der Gegenstand, 
uiit dem sich vorzugsweise diejenigen beschëftigen, die, wie Herr K 6 n ig  s , 
damit beauftragt sind , die Candidaten anzuleiten, die sich zur Prüfung 
vorbereiten. Aus dieser Beschaftigung ist das Buch hervorgegangen, das 
wir be~prechen .~  (Aus einer Receusion des Herrn J. T a n n e r y  im ,,Bulletin 
des sciences mathématiques. ') 

Jedoch ist nicht der ganze Band diesen Thernen gewidrnet; er zerftillt 
vielmehr in zmei Theile, die allerdings %usserlicli nicht von einander ge- 
schieden sind: der eine (S. 6-108) enthalt ,,einige der schwierigsten 
Themen, die fur die Priifung des Jahres 1892 aufgestellt sindu, und der 
zweite (S. 108 - 208) beschëftigt sich mit den anallagmntischen Curven 
und PlBchsn. Der Zweck dieses Theiles ist der,  ,,die Studirenden mit 
eiuem der schGnsteri Kapitel de r  Geometrie bekannt zu machen, welches 
ilinen so schmer zngiinglich geworden i s t ,  seitdem das Buch des Herrn 
D a r b  O u x  ,Sur une classe remarquable de courbes et  de surfaces algébriques, 
et sur la théorie des Imaginairesu (1873) vergriffen ist.' 

Was an dem ersten Theile besonders angenehm auffallt und die Lectüre 
desselben zu einem wahren Genuss macht, ist die klare Durchftihrung aller 
dieser an sich ja  einfacheren Probleme, der echt padagogische Geist, der 
das Ganze durchweht, der alles Unnothige bei Seite Iësst, den Gedanken 
aber, der ausgearbeitet werden soll, bis zu seinen letzten Consequenzen 
durchftihrt, so dass Nichts unklar bleibt, und es ware nur zu wünscheu, 
dass eine ganze Reihe solcher Themen auch bei uns in  ahnlichen hluster- 
arbeiten erschienen; es k6nnte das nur von bestem Einfiuss auf die Gediegen- 
he i t  der Arbeiten unserer Candidaten sein. 

* Dern Referenten ist diesea Werk leider nicht bekannt, so dass er eine 
Vergleichuug mi t  demselben, die gewiss recht interessant gewesen ware,  uicht 
durchfahren kann. 
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Die einzelnen Theile sind : 
S c h n i t t  z w e i e r  F l a c h e n  z w e i t c n  G r a d e s  i n  d e m  F a l l e ,  i n  

w e l c h e m  d i e s e r  S c h n i t t  z e r f z l l t .  4 u f  der einen Fltiche werden die 
Parameter A und p der geradlinigen Erzeugcnden als Variable genommen; 
jeder Gleichung zwischen 1 und p entspricht eine Curve auf dieser Flache, 
welche vom zmeitcn Grade in b,  sowie aucli in p ist ,  wenn die Curve 
durch eine zweite Flaclie zweiten Grades ausgeschnitten wird. Jedem m6g- 

lichen Falle der Zerlegung dieser Gleichuug wird die geometrische Inter- 
pretation gegeben. - -  U e b e r  d i e  m e t r i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  e ines  
X ü s c h e l s  v o n  K e g e l s c h n i t t e n .  - A c h s e n  e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  
e i n e r  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s .  Um dieselben zu bestimnien, wird 
das Maximum und das Minimum des Quadrates eines Radius vector iu dern 
Schnitto gesucht, mit scinem Mittelpunkte ale Anfangspunkt. (Der para- 
bolische Schnitt ergiebt sich als Grenzfall.) - D i e F 1 a c h e n  z w e i t e u 

G r a d e s  i n  E b e n c n c o o r d i n a t c n .  - U e b e r  d i e  Z a h l e n  e und  z. 

Dieser einzige rein analytische Aufsatz hat  Herrn T a n n e r y  zuni Ver- 
fasser. In demselben ist der Beweis der Transcendenz beidcr Grossen nach 
den Arbeiten von H e r m i t e ,  L i n d e m a n n ,  W e i e r s t r a s s  und 3101k 
geliePert und cine aus dieçcn Beweisen herrorgehende Bestimmung bcider 
Grossen gegeben. - V o n  d e n  I i u g e l n ,  w e l c h e  v i e r  g e g e b e n e  Ebenen 
b e r ü h r e n .  - Von d e n  K u g e l n ,  w e l c h e  v i e r  g a g e b e n e  Kugeln 
b e r ü  h r  en. Es wird diese Aufgabe als Verallgemeinerung der vorher- 
gehenden behandelt und dabei die G e r  g o  nne'sclie L6sung noch vervol!- 
stnndigt. - U e b e r  d i e  G l e i c h u n g  i n  1. Mit A ist hier der varialde 
Parameter eines Kegelschnittbiischels bezeichnet , so dass f + Ag = 0 die 
Gleichung desselben kt;, wenn f = O iind g = O zwei Kcgelschnitt,e des 
Büschels sind. Die behandelte Gleichung ist diejenige dritten Grades, 
deren erstes Glied die Discriminante der Form f + kg ist. 

Damit endet der erste Theil, in  welchem am Schlusse vieler Aufsat~e 
noch auf die Literatur hingewiescn is t ,  die daliei nachgelesen werden katiti. 

Im zweiten Theile werden nach einer Einleitung über Inversion 
und Systeme von Kugeln im Raume die anallagrnatischen FlUchen iind 
Curven als sich selbst inverse Flachen bcz. Curven behandelt. die anallag- 
rnatisçhen Flaçhen besonders als die Enveloppen einer Kugelschaar, die e u  
einer gegebenen Kugel orthogonal sind. J e  nachdem die ICugelu von einem 
oder von zwei Parameteru abliangig sirid, beschreibt der Uittelpunkt der-  
selhen ein Curve oder eiue Flsche. Die ana,llagmatisohen Flaclien der  

ersten Art werden von jecier Kugtil in eiuer kreisftirmigen IZrürnuiiiugs- 
linie berübrt und ihre Rückkehrkanten (nach der erweiterten Definitiou des 

Ilerrn D a r b o u x )  sind die allgcmeinsten anallagmatischen Curveu. Die 

E'lachen der zweiten Art werden von den Kiigeln nur in je zwei Piinkten 
berührt. - Unter den anallagmat.isclien Curven bri:iuspruchen diejeriiçeii 
ein erhdites Interesse, bel welchen die erzeugende Scbaar von Kiigeln sicli 
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auf eine reducirt. W i r  erhalten dadurch die spharischen anallagmatischen 
Curven, die durch stereographische Projection in ebene Ubergehen. . 

Nach einigen Bemerkungen über die Anwendung der  Inversion auf 
die Syateme von Kugeln beschrankt sich der  Her r  Verfasser aiif den Fall, 
dass die Systeme von Kugeln bez. von Kreisen vom zweiten Grade sind, 
also auf diejenigen Enveloppen, die cyklische Fliichen bez. Curven genannt 
werdcn. Die cyklischen Curven auf der  Ku@ und i n  der Ebenc theil t  er  
in drei Arten e in ,  je nachdeln sie keinen Doppelpunkt ,  einen Doppelpunkt 
mit vcrschiedenen Tangenten oder einen Rückkehrpunkt besitzen. Die 
Eigenschaften dieser Curven, besonders auch die Focaleigenschaften, werden 
geometrisch abgeleitet und  die Gleichungen vierten und drit ten Grades dis- 
cutirt, welche sie darstellen. 

Den Schluss bildet die Bebandlung der cyclischen Fliichen, der Cykliden 
itn allgemeineren Sinne,  hei welclien de r  Mittelpiinkt der erzengenden Kiigel 
eine Curve bez. eine Flache zweiten Grades beschreibt; die Bearbeitung ist  
einc eingehende, doch muss wegen der  grossen Zahl der  verschiedenen 
Fsille auf die aiich in  diesem Theile sehr k lar  und anschaulich geschriebene 
Originalalihandlung verwiesen werden. . Dr. WILLGROD. 

Die Kegelfocalen. Von Prof. Dr .  G. DUBER. Bern 1893. Buchdruckerei 
Karl S t h p f l i  und Cie. 56 Quartseiten. Mit einer Figurentafel. 

Es seien a ,  b ,  c drei positive Zahlen,  a > b ,  und 

die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung R in gewohnlichen Coordinaten. 
Kegelfocale nennt der  Verfasser den Brennpunktsort  C der Curven,  naçh 
welchen $ gcschnitten wird durch die Ebenen eines Büschels, dessen Xante  K 
auf der Hauptebene ( a ,  c) des Kegels senkrecht s teht  (in einem Punk te  O). 
Die zum Theil  anch irnaginaren und riiumliehen Curven,  welche das 
Analogon Lei den IIauptebenen ( ab )  und (bc)  bilden würden,  werden nicht 
erwiihnt. Die Focalen sind Curven vierter Ordnung i n  de r  Ebene (ac). 
Ihre Gleichung hiingt ausser von a ,  b ,  c noch von den Parametern  p ,  s 
a b ,  den cartesischen Coordinaten des Punktes  O ,  gemessen resp. aiif den 
Achsen (c)  und (a )  als Coordinatenachsen. Wegen Symmetrie geniigt die 
Discussion positiver Werthe p ,  S. Die Kegelerzeugenden f l ,  f, i n  der  
Ebene ( u c )  ( ,Foca le rze i~ge i ide~)  sind Asymptotm aller doppelt unendlich vie1 
Focaien. Uerühren sich X und $ i n  einem Punk te  von f, (oder f,), so zerfi l l t  
C in f ,  (oder f,) und eiue ,,Uerülirungsfocaleu drit ter Ordnung mi t  Oval. s = O  
giebt die Schaar der zur Achse ( c )  symmetrischen ,,Achsenfocalenu, 
p = 0 die  zur  A c h e  (a) sy~nuie t r ischen ,,SclieitelfocaleriU, s = a> und 

p ca geben Schaaren von Geradànpaaren. O is t  Doppelpiinkt der Ciirve; 
und zwar verwandelt sich derselbe aus  einem isolirten über  einen Selbst- 
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b e r ü h r - Y  in einen Knotenpunkt und weiter über  einen Rtickkehr- i n  einen 
a2p2 a2- h2 

isolirteri P u n k t  , wenn s2 von m über  - und weiter über  p2 - 
c2 b + e 2  gcBen 

O abnimmt. Der  Kegelscheitel S ist  s te ts  Knotenpunkt der  Focalen vierter 
Ordnung;  die Berührungsfocaleil berühren sich in S ;  alle Achsenfocalen haben 
in S das namliche Paa r  Tangenten. Die Focallinien des TZegels tangiren nlle C, 
urnhtillen die Systeme p = const, und s = const, ihre  von der  Achse (e) 
durchzogenen Winkel  sind von Zweigm der Focalen unbetreten. Da$ Ge- 
schlecht der Focalen is t  l ,  die Coordinaten ihrer  Punkte  sind also durch 
elliptische Functionen eines Parameters zc darstellbar:  

[Coordinaten - Anfang O ,  X parallel der Achse ( a ) ,  P der  Achse (c)]. Die 

Y auf einer Geraden - = cofg a m  u ausser O liegenden Curvenpunkte heissen 
x 

, ,conjugirtu.  Die Mitten ihrer  Verbindungsstrecken liegen auf einer Hyperliel 
bei den Foealen vier ter ,  auf  einer Geraden bei denen d r i t t e r  Ordnung. 
Specialisirungen werden fü r  die Cylinderfocalen unter  Ankündigong einer 
Dissertation von F. S t & h l i  a m  Schlusse des Kapitels 1 angedeutet ,  für die 
Kreiskegelfocalen i n  Kapitel II ausgefiihrt. F ü r  diese ist b = a  und er- 
sçheint ein dr i t ter  I h o t e n p u n k t  A iru Schnitt  der Achse (c) mi t  ihrcr 
durch E gehenden Normalebene; das Geschlecht wird O ,  , rationaleu Dar- 
stellung moglich: 

oder : - ( c 2 s A 2 + 2 a p ( a m + a ) I  + s ( ~ m + n ) ~ )  (1 -  A') 
b" - - 

[?Ab" - ( a  nz + a)" 11 + A 2 )  

Die  Foealen gehen durch die imaginaren Kreispunkte i m  Unendlichen, 
die zugeh0rigeii Tarigentexi durch O. Eine Gerade durch O schneidet noch 

a Zwischcn cinet üeraden und einer Curve drittcr Ordnung. 
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zwei Curvenpnnkte aus , für deren Parameter A, A2 = - 1 ist ; analog ist beim 
-- - 

Doppelpunkt S giltig : 

r 

Der Ort der Berührpunkte der von A an die Kreiekegelfocalen gehenden 
Tangenten ist sechster Ordnung und wird discutirt. 

Die folgenden Ahchnit te :  Weridepunktsgleichung, Wendekegelschnitt, 
Doppeltangenten und Doppeltangentenkegelschnitt hei Kreiskegelfocalen 
stellen eine Anwendung der von D r i l l  (Math. Ann. Bd. 12) gegebenen all- 
gemeinm Formeln für  rationale Curven vierter Ordnung dar. Die Wende- 
punktsgleichung sechsten Grades ist nur für speeielle Falle bequem zu 
discutiren. Die reellen Wendcpunktc liegcn bei Achscn- und Berülir- 
focalen für s = colzst, bei Scheitelfocalen f ü r  p = const  auf geraden Linien; 
der Wendekegelschnitt kann Ellipse, Hyperbcl, Parabel sein, für Achscn- 
focalen wird er eine Hyperbel, welche die Curve in  zwei reellen Punkten 
schneidet, fiir Seheitelfocalen ein Kreis, dessen Radius von s allein abhtingt. 
hllgemein hat die Kreiskegelfocale zwei, einen, keinen reellen Wendepunkt, 
je naclidem k den Kegel schneidet, berührt oder gar nicht trifft. lteelle 
Doppeltangenten sind nicht vorhanden, abgesehen davon, dass Achsen- und 
Scheitelfocalen eiuen Selbstberührpunkt besitzen, desseri Tangente senkrecht 
zur Achse (c) steht oder mit ihr zusamrnenfiillt. Die Mittelpunkte der 
Doppeltangenten - Regelschnitte ftir ein System p = CON& oder s = const 

liegen auf einer Curve fünfter Ordniing, welche disci~t~irt  wird. 
Rapitel III bringt Specialisirungen des vorhergehenden auf den Kreis- 

cylinder. Wir erwnhnen niir , dass als Rerührungsfocale dic Strophoïde 
oder logocyklische Curve von B O O t h auftritt. Capitel I V  giebt eine directe 
Darstcllung der Coordinaten eines Punktes der Kreiskegelfocale durch 
rationale Functionen eines Parameters, Kapitel V die verhiiltnissrniissig ein. 
fiche Quadratur der Schleife bei Berühriings- und Achsenfocale. 

Dies im Grossen und Ganzen der Inhalt der Broschure, welche 
Studirenden, die in  Eimangelung eines eigenthtimlichen Gedankens die 
Discussion einer algebraischen Curve oder eines Systems solcher Curven 
als Arbeit sich vornehmen wollen, zum Muster dienen kann. 

Tm Tnteresse der Aiifstellung einer unsweidentigen Terminologie mochten 
wir darauf hinweisen, dass in dem ersten Satze der Abhandlung drei verschie- 
dene Bcdciitungcn des Wortcs Achse durcheinandcr spiclen: Achsengcrade, 
positiver Achsenparameter , IIauptachse. Die p O s i t i v e n  Grossen a ,  b , c beim 
Kegel und entsprechcnd übcrhaupt bei Fliichen zwciter Ordnung, welche sicher 
eine eigene Wortbezeichnung verdienen, sebeinen dieselbe, naeh verschiedenen 
der gebr2uchlichsten Lelirbücher zu scliliessen, nooh nicht gefunden zu haben. 
Von ,Langenu der Achsen und Halbachsen kann man glattweg doch nur  beim 
Ellipaoid sprechen. Vielleicht findet der oben gebrauchle Ausdruck ,positiver 
Achsenparameteru Anklnng; von den Kegelachson die eine als Hauptachse, die 
anderen als Kebenachsen zu bezeichnen, liegt ungemein nahe. B. BRUNN. 

f l i s t  - 1 i L  Abth. a. Zeitschr. f .  Math. u. Pbys. 40. Jahry. 1SY5. 1. iieft. 3 
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La gemétrographie ou l ' a r t  des constructions géom6triques par E M I ~  
LEMOINE. Paris 1893. Gauthier - Villars. 

In den geometrischen Untersuchungen unserer Tage wird das geo- 
metrische Ding an sich oft mit Formeln zugedeckt oder aus dern dreidimen- 
sionalen Raume hinausprojicirt. Bei dieser Art der Hetrachtung ist es eine 
überflüssige Aiifgahe für die Werthung von geornetrischen Constructionen 
einen Maassstab zu schaffen. Wer aber gezwungen is t ,  nicht nur mit dem 
Munde zu construiren, sondern seine gcometrischen Gedanken mit dem 
Stifte zu fixiren, der wird die Losung dieser Aufgabe freudig begrtissen. 
Ein Versuch dazu liegt in oinem Büchlein von E. L e m o i n e  vor ,  welches 
,,Géornétrographieu betitelt ist. 

Der Verfasser lasst d l e  Constructionen durch folgende fünf Griind- 
operationen entstehen : 

1°. Man legt das Lineal bei einem Punkte an. Op. (RI). 
ZO. Man zieht eine gerade Linie. Op. (R,). 
3O. Xan setzt eine Zirkelspitze auf einen bestimmten Punkt. Op.(Cl). 
4O. Man setzt eine Zirkelspitze auf irgend einen Punkt  einer Linie. 

OP. (Cd. 
5O. Man beschreibt eincn Kreis. Op. (C,). 

Jede Construction kann durch Wiederholungen der Grundoperationeu 
ausgcführt werden. Die Gesammtheit der Operationen wird durch die Formel 

bestimmt. ~ , R , + ~ , R , + m , C , + ~ ~ , C , + m , C ,  

Bus dieser Formel werden zwei Coefficienten zur Beurtheilung der Con- 
structionen abgeleitet. Der eine ist 1, + 1, + m, + m, $ m, und heisst die 
Einfachheit (S, simplicitb) der Construction. Der andere Coefficient ist 
1, + m, + rn, und wird Genauigkeit (3, exactitude) genannt. 2, giebt die 
Anzahl der gezogenen Geraden, m, die Anzahl der Kreise oder Kreis- 
bogen an. 

Der Verfasser wendet diese Grundsatze auf eine Reihe von Aufgaben 
der Elementargeometrie an und gelangt zu dern tiberraschenden Iiesultate, 
dass viele als ,,klassischu geltende Constructionen weit davon entfernt sind 
die einfachsten zu sein. Der Gruud dieser Erscheinung liegt meistens darin, 
dnss der Geometer die Aufgaben mit dein geringsten Aufwande von Ge- 
danken und Worten zu losen suclit, wiihrend der Constructeur die L6suug 
vorzieht, welche die kleinste Zab1 von 1,inien fordert,. Es iat njcht leicht, 
beidec Gesichtspunkten gleichzeitig gerecht zu werden. Aber es ist schon 
viol erreicht, wenn der theoretisirende Geometer die Bedürfnisse des Con- 
structeurs zu berücksichtigen sucht und bedenkt, dass für Viele die Geometrie 
eigentlich doüh nur um des Construirens willcn da ist. 

L e m o i n  e deutet selbut a n ,  dass die von ihm aufgestellten Grund- 
sLtze für die darstcllendo Geometrie und die graphische Statik noch 
einiger Erweiterungen bedürfen, welche sich auf das Zeichnen mit Winkeln 
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beziehen. Dann aber ~ a r e  ein Naassstab geschaffen, nach dem Losungen 
derselben Aufgabe auf ihre constructive Einfachheit hin verglichen werden 
ktinnen. 

Es wird nicht a n  Einwendungen gegen die Grundsatee von L e m  O i n  e 
fehlen und besonders die vollstandige Gleichstellung des Kreises mit der 
Geraden erregt ljedenken theoretischer Art. Aber abgesehen davon wird 
jeder Geometer das Eüchlein mit Freude und Nutzen lesen und vielleicht 
dadurch veranlasst werden, von seinen Constructionen einige Linien ab- 
zuschneidcn. E r  wird sich dadurch den Dank aller Derer erwerben, welche 
diese Linien wirklich zeichnen müssten. Dr. BEYEL. 

An elementary t reat ise  on Fourier 's series and spherical , cylindrical 
and ellipsoidal harmonies wi th  applications t a  problems i n  mathe- 
matical phgsics, by WILLIAX ELWOOD BYCILLY (Harvard University). 
Boston 1893. Ginn 65 Comp. 8". 287 p. 

Das in der Ueberschrift genannte Werk geh6rt einer namentlicti in 
Englanri und Amerika cultivirten Richtnng a n ,  welche vornehmlich auf die 
Technik des Rechnens und auf die leichte Verwendbarkeit mathematischer 
Rntwickelnngen znr Losung von Aufgahen Gewicht legt,, wahrend ein tiefer 
gehendes Erfassen der behandelten Gegenstande, zurnal im Sinne der 
modernen E'unctionentheorie, durchaus zurücktritt. Es zeigt sich dies ein- 
mal darin, dass der Herr Verfasser gegen die neue zum grossen Theil mit 
geometrischen An.schauungen arbeitende Theorie der linearen Differential- 
gleichungen zmeiter Ordnung in keiner Weise Stellung nimmt,  und dass 
er andererseits (in Ansehung der alteren Sheorie) Convergenzbetrachtungen 
gar zu sehr in den Hiuteigrund zurückdrangt. Der Hauptinhalt des Buches 
bestebt vielmehr in der forma1 analytischen Behandlung von Reihen- und 
Integial- Darstelliingen der in der Ueberschrift angedeuteten Punctionen, die 
theila direct durch ihre analytischen Ausdrucksformen, theils mittelbar als 
Integrale wohlbekannter Differentialgleichungen eingeführt weiden. Die 
letzteren anlangend, so handelt es sich um die Differentialgleichungen der 
Potentialtheorie, der Wgrmelcitung, der schwingenden Saiten u. S. W.; doch 
giebt der Herr Verfasser jeweils nur die physikalische Redeutiing der ein- 
zelnen Differentialgleichung a n ,  ohne auf deren Entwickelung einzugehen. 
Betreffs der Stoffanordnung bringt es eine geringe Erschwerung mit sich, 
dass in dem einleitenden Kapitel bereits mehrere Untersuchungen gegeben 
werden, welche zweckm5ssiger vielleicht erst bei den spateren dusführungen 
gehrachf wLren; besonders macht sich dieser Cmstand bei der Behandlung 
der Kiigelfunctionen geltend. Beziignahme auf die Originalliterat,iir wird 
im Verlaufe des Textes fast tiberall vermieden; doch m u s  es als besonders 
werthvoll horvorgehoben werden, dass im letzten Knpitel eine von Herrn 
Dr. M. B ô c h e r (Harvard - Lniversity) verfasste historische Skizze tiber die 
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im Buche behandelten Gegensthde beigegeben ist. Irn Uebrigeu ist sehr 
anzuerkenncn, dass die physikalischen Anwendungen jederzeit diirch Aus- 
führung zahlreicher Einzelbeispiele noch weiter erliiutert tperden. Doch 
ist,  hiervon abgeschen, eine Aufnahme des in Rede stehenden Werkes bei 
dem deutschen mathematischen Publikum wohl schon deshalb weniger 
empfehlenswerth, weil wir in den Vorlesungen R i e m a n n ' s  über partielle 
Differentialgleichungen, in denjenigen F. N e u m  a n n 's  über die Theorie des 
Potentials und der Kugelfunctionen , vor allem in H e  i n  e's Kugel- 
functionen u. S. W .  Werke bcsitzen, welche die namlichen Gegenstknde in einer 
vielseitigere Anforderungen befriedigenden Weise behandeln. 

Tm Einzelnen ist die Stoffanordnung die folgende. Im einleitenden 
Kapitel 1 werden eiuige Angaben über Integration der Differentialgleichungen, 
speciell der linearen hornogenen, entwickelt und besond~.re Aiisfühiutigen 
über Integration durch Reihen gegeben. Hieran schliesst sich gleich die 
Behandliing eines besandcren Problems aus der Warmeleit,ung zur Ein- 
führung der F O u r i e r'schen Reihen , sowie die Behandluog einer besonderen 
Potentialfi~nct~ion zur Einführung der gew6hnlichen Kugelfunctionen Pm jx), 
Q ,  (x) (Surface Zonal Uarmonics) und endlich die Besprecliung der 
schwingenden kreisforinigen Platten mir Einfiihrung der Il e s  s e l'sclien 
Functionen (Cylindrical IIarmonics). Es folgen weitere allgemeine Er- 
orterungen zur Integration der linearen Differentialgleichungen. 

Im zweiten und dritten Kapitel sind die F o  II r i e  r 'schen Reihen be- 
handelt;  doch werden in Betreff der Convergenz derselben irn miesentlielien 
nur einige Resultate ohne Ableitung angegeben. Bemerkenswerth ist ,  dass 
in Eiuzelbeispielen das Zustautlekouimen des Summenwerthes durch wirk- 
liches Zusammenfügen der einzelnen Sinuscurven geometriçch erlautert wird. 

Kapitel IV bringt zahlreiche Anwendungen der F o u r i e r ' d e n  Reilieti 
auf Probleme der Physik,  und zwar vor Allem aiif das Problern der 
Wiirmeleitung; es wird ferner das Problem der Stromung der Elektricitit 
in cilier unendlichen Ebcnc und die Vibration quadratiseher Platten be- 
handelt. 

Das fünfte Kapitel is t  den Kugelfunctionen erster und zweiter Art 
Pm (x) und Q, (x) (Zonal IIarmonics) gewidmet, die gleich in der ersten 
Hiilfte des Iiapitels wieder zu einer Reihe physilralischer Anwendungcn 
benützt werden. Es  folgen einige elegante analytische Ausführungen über 
Kugelfunctionen, welche im Wesentlichen die bekamte Darstellung gegebener 
Functionen i n  Reihen nach ICugelfunctionen zum Ziele haben. 

I n  entsprechender Weise behandeln die drei folgeiiden Kapitel die 
allgemeinen L a p l  a c e 'schen Kugelfunctionen (Spherical Harmonics) , die 
B e s  s el'schen Punctionen und endlich die L arnt . '~chen Bunctioneri 
(Ellipsoidal Harmonics). In  einem Anhange sind Tafeln über die numerischen 
Werihe der mehrfach genanuteu Functionen beigefügt. R. FRICKE. 
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Uniplanar Algebra ,  being part 1 of the propaedeutic to  the higher matlie- 
matical analysis, by IRVING STRIKGHBM (University of Cali- 
fornia). San Francisco 1893. Berkeley press. 80. 141 p. 

ilas vorliegende Buch hat einen ausgesprochen didactischen Charakter 
und ist aus Vorlesungen hervorgegangen, welche Herr S t r i  n g h a m  an 
der University of California zur Einführung in das hohere matheinatische 
Studium gehalten hat. E s  ist das auch in England stark verbreitete 
Studium des E u k l i d ,  welches hier nach Denkweise, Methodik und Foïm 
der L)arstellung von bestiuimenden Eirifluss war. Scharfe logische Fun- 
dirung und priicise Abgrenzung des dargebotenen Stoffes zeichnen die Dar- 
stellüng aus. Uebrigens ist von geometrischer Denkweiee ausgedehnter 
Gelirailch gemacht, und das Ruch schliesst sicli in seincr ganzen Eigenart 
den bekannten englischen Elementarbüchern ,,Syllabus of Plane Geometriel' 
und ,,Text-Book of Euclid's ElcmentsY an. 

Etwas apart ist die S t r i  n g h  am'sche Definition ,,einerY Algebra. 
Ein bei gewissen wohldefinirten Operationen sioh immer wiedererzeugcndes 
System von Zal-ilen, das man in Verallgemeineriing einer bekannten Sprech- 
mise einen Zahlenkorper nennen würde, Lezeichnet der Herr Verfasser als 
eine ,,GruppeU und fahrt dann fort ,,sucli a group is an algebra', obwohl 
unter den anzuweiidenden Operationen auch Logarithmirung und Ex- 
ponentiation sich finden. 

Die Darstellung beginnt mit E u  k 1 i d 's Lehre von den Proportionen, 
entwickelt sodann die Regeln der algebraischen Grundoperationen, die 
Eigenschaften der Logarithmen , Exponentialfunctionen , der goniometrischen 
und hyperbolischen Functionen. Es  folgt die Erweiterung der Lisherigen 
Entwickelungen auf complexe Grossen, und es ist endlich ein Kapitel über 
couforme Abbildung, sowie eines über den Pundamcntalsatz der Algebra 
gegeben. R. FRICKE. 

Die nichteuklidische Qeometrie vom Alterthnm bis zur ffegenwart. Eine 
historisch- kritische Studie von Dr. A. KARAGIANNIDES. Berlin 1893. 
In  Kommission bei Mayer & Müller. 

In dem ersten Abschnitte des Werkes werden diejenigen Mathematiker 
des Altcrthums besprochcn, welche sich mit der Begründung des ParaIlelen- 
arioms beschaftigten. Den Gegenstand des zweiten Abschnittes bilden 
die Untersuchungen von G a u  s Y ,  L o b  a t c h  e f s  k y und R i e  m a n  n , wzhrend 
der dritte sich mit den Arbeiten der Herren H e l m h o l t z ,  K l e i n  und 
PO i u c  a r B bescligftigt. Eiue eigentliclie Geschichte der nichteuklidischen 
Geometrie ist, das vorliegende Werk nicht, da dasselbe nicht ein Gesammt- 
bild des Schaffens der in  demselben behandelten Autoren bietet. Der 
Werth desselben besteht vielmehr in der scharfen und treffenden Kritik, 
die es der nichteuklidischen Geometrie zu Theil werden lasst. Um den 
Standpunkt des Verfasserà zu charabterisiren und zugleich eine Probe seines 
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eigenthümlichen bilderreichen Styls zu geben, seien hier einige Stellen aus 
der Recapitulation angeftihrt : 

1. E s  giebt nur einen einzigen Raum, in welchem alle Menschen leben 
und denken, und in welchem eine Klasse von Mathematikern nach eigeneni 
Geschrnack und eigener Willkür ihre hesondercn Rëiime construirt hat und 
construirt. - Dass es mehrfach ausgedehnte ?il a n  n i  g f a l  t i g  k e i  t e n  giebt, 
bestreitet Nicmand; der Raum aber hat d r e i  D i r n e n s  i o n e n .  

2. Diejenigen Mathematiker , welche einen Raum durch reine Zahlen 
construiren , gleichen denjenigen Menschen, welche ihr  Millionenvermogen 
im Traume construiren. - Die beiden Gebiete Arithmetik und Geornetrie 
helfen sich einauder, aber nie erzeugt das eiue Gebiet das andere, oder 
ersetzt es vollstandig. Wir operiren in der analytischen Geornetrie z. B. 
mit Gleichungen, aber wir dtirfen nicht vergessen, dass wir zugleich Co- 
ordinaten gebrauchen; und diese Coordinaten müssen wir erst haben. 

3. Diejenigen Geometer , welche die Definition der Parallelengraden, 
dns fünfto Postulat und den daraus folgenden Satz der Winkclsumme im 
geradlinigen Dreiecke falleu lassen und synthetisch eine e b e n e Geometrie 
construiren wollen , die entsprechen genau , kann man sagen , denjenigen 
Arithmetikern, welche das Axiom der Gleichheit fallen lassen und ihre 
algebraischen Probleme nicht durch G 1 e i  c h u n g e  n ,  oondern durch U n -  
gleichungen auflosen wollen. M. YEYER. 
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The Evanston Colloquinm. Lectures on mathematics, delivered from Aug. 28 
to Sept. 9 ,  1893 at  Northwestern University Evanston, Ill. by 
FELIX KLEIN, reported by  ALEXANDER ZIWET. New -York 1894. 
Nacmillan and Co. 8'. 109 p. 

Ueber die Entstehiing dieses Buches sind folgende Remerkungen vor- 
auszuschicken. Herr  Prof. F. K l e i n  hatte sich wihrend der Universitats- 
ferien im Herbst 1893 im Auftrage der konigl. preuss. Regierung nach 
Chicago begeben, um bei dem dortselbst wzhrend der Zeit vom 21. bis 
27. August tagenden Mathomatiker-Congress als Vertrcter der deutschcn 
Mathematik zu fungiren. Nach Abschluss des Congresses bat Herr K l e i n  
aus eigener Initiative vor einem grosseren Zuhorerkreise in  der North- 
western Cniversity zu Evanston (hei Chicago) eine Reihe weiterer Vortrage 
gehalten und dieselben zu einem Colloquium ausgestaltet. Diese Vor- 
lesungen wurden von Prof. Z i w e t (Ann Arbor) ausgearbeitet und in dem 
in der Ueberschrift genanuten Buche publicirt. 

Berr K l e i n  hat  in den in Rede stehenden Vorlesungen einen sum- 
marischen Ueberblick über diejenigen Theile der modernen Mathematik ge- 
geben, in welche er selbst fortbildend und umgestaltend eingegriffen hat. 
In vieren unter den zwdf Vorlesungen ist überdies Uericht erstattet liber 
dit: Lntersiichnngen anderer deutscher Forscher, welche Herrn K l e i n  
wissenschaftlich besonders nahe stehen. In  allen Vorlesungen ist Nach- 
druck darauf gclcgt, dass die Grundgedanken und Hauptgesichtspunkte der 
einzelnen vorgetragenen Theorien moglichst lebhaft in  Evidenz treten. Es  
erscheint dicscrhalb des vorliegende Buch auch für deutxhe Leser sehr 
werthvoll, und es wird ein kurzes Referat liber den Inhalt der Vorlesiingen 
gewiss willkommen sein. Nur wolle man bei der Beurtheilung dieses 
Inbalts bemerken, dass sich das Evanston Colloquium unmittelbar an den 
Congress anschloss , und daes daher Gegenstinàe , welche im Corigress 
bcreits ausführliche Reriicksichtigung fanden (wie z .  R. die Gruppentheorie) 
im Colloquiurn dementsprechend in den Hintergrund gestellt wurden. 

Die erste Vorlcsung ist C l e  b s c  h gewidmet. Im Anschluss an eino 
Charakteristik seiner wissenschaftlichen Eigenart werden, unter vorliufiger 
Zurtîckschiebung sciner geometrischen Arbeiten, als seine hauptsBchlichsten 

I1ist.-lit. Aùth d. Zsitechr. f. Math. u. Phys. 10 Jahrg.  1895. 2. IInft 4 
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Leistungen diejenigan in der Invariantentheorie und in der Verkntipfung der 
A b  el'schen Functiouen mit der Gcometrio gcnannt. E s  knüpft sich hierriii 
eine Iiritisch gehaltene Gegenüberstellung R i e m a n n ' s  und seiner modernen 
Fortsetzcr einerseits, sowie von C l  e b s c h und seiner Schule andererseits. 
Als weitere von C l e  b s c h inaugurirte Untersuchungsrichtuli,aen werden 
genannt,  einmal die Untersuchungen über algebraische Functionen mehrerer 
Veranderlichen, die durch N o e t h e r ,  P i c a r d .  P o i n c a r é  u. A. fortgesetet 
sind, ~ o d a n u  die mit den Differentialgleichungen erster Ordnnng enge ver- 
bundene Theorie der Connexe. 

I n  der zweiten und dritteu Vorlesung wird Bericlit erstattet über einen 
Theil der Farschungen von S o p  h ils L i e .  Es handelt sich hierbei aber 
nicht iim die allgemeinen gruppeutheoretischen Principien, von welchen die 
neueren Werke L i e 's und seiner Schüler handeln, sondern Prof. K l e i n  
bespricht die rein geometrischen Ergebnisse, welche einer früheren 
Forschungsperiode L i e ' s  aiigeh6ren. An Stelle des Punktes, der Ebene, 
der Geraden benutzt L i e  die Xugel als Haumelement und gründete hierauf 
eine ,Kugelgeometrieu nach dem Modell der P 1 ü c k e  r'schen Liniengeometrie, 
mit welcher erstere in h6chst interessantem Zusarnmenhange sieht. Ein 
auderer Gedanke L i e ' s  ist es,  an Stelle der Kugel in gleichem Sinne ein 
nach h g e  und Riohtung orientirtes ,,FlachenelementU zu setzen Rie hier 
entspringende Geometrie steht iu engster Beziehuiig zur Theorie der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese, sowie auch di~: 
Beziehung zu den Berührungs Transformationen wird in der dritten Vor- 
lesung erlliutert. 

Die folgende Vorlesung, ü b e r  d i e  r e e l l e n  Z ü g e  d e r  a l g e b r a -  
i s c h e n  C u r v e n  u n d  F l l i c h e n ,  giebt in ihrem ersten Theile eiiie 
historische Uebersicht liber die hier in Betracht kommenden Arbeiten. 
N e  w t O n'a ,,enurneratio linearum tertii ordinisu t;teht niltürlich voran ; den 
gleichen Gegenstand behandelt 1852 M 6 b i u s  mit rein geometrischen 
Mittelri. Es folgt ein Bericht über C 1 e b s c h 's Modell der Diagonalfliiche, 
sowie über die sich anschliessenden eigenen Arbeiten K 1 e i n ' s  und die- 
jenigeu Et O d e n  b e r g ' s  über die Gestnlten der Fliichen di.itter Ordnung; 
es werden ferner R o h n ' s  Arbeiten über Fllichen vicrter Ordnung ans- 
ftihrlich charakterisirt. Die Untersuchung der reellen Züge algebraischer 
Curven ist für die vicrte Ordnnng von Z e u t  h on gclcistet, allgemeincrc 
Bnsatze für  beliebige Ordnungen sind von I I a r n  a c k ,  H i 1  b e r t ,  sowie in 
eigenen Arbeiten K 1 e i n ' s  entwickclt ; die letzteren basircn auf der Heran- 
ziehung symmetrischer R i e m  a n  n 'seher Plachen, welche am Schlusse der 
Vorlesung etwas ausführlicher bebandelt werden. 

Eine weitere Vorlesung ist S c h w a r z '  T h e o r i e  d e r  D r e i e c k s -  
f u n  c t i  O n e  n gewidmet, jedocli uicht irinerhalb der beschrankten, von 
S c h  w a r  z selbst eingehaltenen Orenzen. Vielrnehr entwickelt K I  e i n  die 
geornetrische Theorie der Kreisbogendreiecke in solcher Allgerneinbeit, dass 
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sie fiir dio Gesammthcit der hypergcomctrischen Functionen eine aus- 
reichende Grundlage bietet. 

Demniichèt entwiükelt Prof. K 1 e i n  seine Ueberzeugungen über , d e n  
m a t h e m a t i s c h e n  C h a r a k t e r  d e r  R a u r n a n s c h a u u n g  und die Be- 
ziehung der reinen Mathematik ru  anderen Wissenschaften, in  denen sie 
Verwendung fiudetY. An der Hand interessanter Beispiele wird der Unter- 
schied zwischen ,naiveru und ,begrifflich gelauterteru Rauruanschauuug 
entwickelt. Ein ganz entsprechendes Sachverhiiltniss findet bei der innerhalb 
der Physik, Astronomie etc. angewaudten Mathematik einerseits und der für 
sich ent,wickelten abstracten Mathematik auf der anderen Seite statt. 

Die siebente und achte Vorlesung behandeln zahlentheoretische Gegen- 
stinde, namlich die erstere ist im wcscntlichen ein Referat über H i l  b e r  t 'a 

Beweis  d e r  T r a n s c e n d e n z  v o n  e u n d  z, die lctztere entwickelt die 
G i t t c r t h e o r i e  d e r  b i n & r e n  g a n z z a h l i g e n  q u a d r a t i s c h e n F o r m e n .  
Dieselbe basirt anf einer von G a us s herrührenden geometrischen Inter- 
prctation der bin3ren quadratischen Formen und ist von Herrn K l e i n  
dazu benutzt, die Composition der Formen, sowie die Eigenart der idealen 
Zahlen quadratischer K6rper geometrisch verstiindlich zu rnacheu. 

In der neuntenVorlesiing, d i e  A u f l o s u n g  d e r  h o h e r e n  a l g e h r a -  
ischen G l e i c h u n g  e u ,  entwickelt K l e i n  seine Auffassung vom Grund- 
problern der Algebra; seine Arbeiten über die Gleichungcn fünften Grades, 
sowie über diejenigen sielsenten Grades mit einer Gruppe von 168 Sub- 
stitutionen geben hier die Richtung an. 

Auch die folgende Vorlesung, ü b e r  e i n i g e  n e u e r e  P o r t s c h r i t t e  
be i  d e n  h y p e r e l l i p t i s c h e n  u n d  A b e l ' s c h e n  F u n c t i o n e n ,  giebt 
zusarnmenh~ngenden 13ericht über eine langere Forschungsperiode K l e i n ' s  
und seiner damaligen Schüler U u r k h a r d t ,  P a s c u l ,  W i r t i n g e r  u. A.  
Die Tendeuz kann man kurz dahin angeben, dass die hergebrachte Lehre 
vou deri genannten Functionen in lebhafte Wechselbeziehuug gesetzt wird 
zu den neueren Theorien der Invarianten, der projectiven Geometrie, der 
Gruppen u. S. W. 

I n  der elften Vorlesung, d i e  n c u e s t e n  U n t e r s i i e h u n g e n  ü b e r  
n i c h t - e u k l i d i s c h e  G e o m e t r i e ,  ist nach einer allgemeineren Einleitung 
erstlich über L i e 's bezügliche Untersuchungen (zumal betreffend H e l  m - 
Il 0 1  tz' Monodromieaxiom) Bericht erstatten, sodann wird über C l i f f o r  d's 
Ideen gesprochen, welcbe durch K l  e  in'^ eigene Arbeiten allgcmeiner be- 
kannt geworden sind. 

Eiu Vortrag über ,das Mattiematikstudium in G6ttingenu, sowie der 
Wiederabdruck eines von K l e i n  verfassten Artikels ,Die Entwickelung der 
Xathematik an den deutsclien UuiversitiitenY aus der Lexis ' schen  Fest- 
 chr rift ,Die deut,schcn UniversitBtenU bcschliessen das Buch. 

R. FRICKE. 
4' 
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Lehrbuch der  Geometrie m m  Gebrauch an ffymnasien. Nach den neuen 
preussischen Lehrpliinen bearbeitet von Dr. BERNHARD HERCHER, 
ordentlichem Lehrer am grossherzoglichen Gymiiasium zu Jena. 
Drittes Heft. Enthaltend : Stereometrie und Grundlehren von den 
Kegelschnitten (Lehraufgabe der Prima). Leipzig 1893. Verlag 
von Car1 Jacobsen. Preis 1 hlk.  10 Pf. 

Lehrbuch der  analytischen Geometrie der  Ebene. P ü r  h6here Schulen 
von Dr. BERNIIARD HERCHER. Erweiterter Sonderabdruck aus dem 
Lehrbuch der Geometrie von demselben Verfasser. Preis 75 Pf. 

Im ersten Theil bictct das vorliegende Buch eine lcicht verstSndliche 
Darstellung des wichtigsten Lehrstoffes aus dern Gebiete der Stereometrie. 
Der zweitc Theil enthslt einen Grundriss der analytischen Geometrie, 
welchem in einem Anhang noch die Cubatur des Rotations - Ellipsoids 
hinzugefllgt ist. Von diesem zweiten Theil hat  der Verfasser uoch einen 
erweiterten Sonderabdruck erscheinen lassen. Die Erweiterungen bestehen 
in der Einführung der Polar - Coordinaten, der Ableiturig der Polar- 
Gleichungen für die Eegelschnitte und der Dreitheilung des Winkels. 

AI. MEYER. 

Ueber adjungir te  Systeme simnltaner  l ineare r  Differentialgleichungen mit 
e iner  unabhgngig veranderl ichen Grosse. Von Dr. E. G R ~ N F E L D .  
Nikolsburg 1893. Ilrnck von A. Rosenau. 

Herr  P r  o b  e n i  u s hat im 77. Bande des Journalsu fur die reine und 
angewandte Mathematik merkwürdige Ueterminantenbeziehungen gefunden, 
welche zwischen den Integralen einer homogenen linearen Differential- 
gleichung und denen ihrer L a g r  a n  g e'schen Adjungirten beatehen. Der Ver- 
fasser stellt analoge Beziehungen fur adjungirte Systeme simultaner linearer 
homogener Dinèrentialgleichungen erster O r d n u ~ g  auf und beweist, dass 
die Integrale des einen Sq-stems die integrirenden Factoren des anderen 
sind. Ferner zeigt e r ,  wie sich ein System linearer n i c h t  homogener 
Differentialgleichungen mit Hilfe der Integrale des augehorigen h O m O - 
g e n e n  und seines adjungirten Systems integriren Iiisst und wie man 
andererseits die Integration eines Systems homogener linearcr Differential- 
gleichungen auf die Integration eines nicht homogenen Systems, welches 
eine Cnbekannte und daher eine Gleichung wenigcr entlialt und auf eine 
Quadratur zurückführen kann;  die Integration dieses letzteren Systems 
errcicht der Verfasser auch durch Anwcndung der Theorie des ,,Ictzten 
Multiplicators''. Die gewonnenen R,esultate werden fast durchweg auf das- 
jenige specielle System angewcndet, aus welchem die linearc (homogene 
rcsp. nicht homogene) Differentialgleichung nter Ordnung hervorgeht. 

A l .  MEYER. 
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Anfangsgriinde der  Arithmetik und Algebra fur h6here Lehranstalten. 
Nach den neuen Lehrplanen bearbeitet von KARL SCUWERING, Director 
des stiftischen Gymnasiums in Dtiren. Freiburg i. Br. 1893. Herder- 
sche Verlagshandlung. 79 S. 8". Preis : broschirt 1 Mk., gebunden 
1 Mk. 80 Pf. 

Die tiefsinnigen und fruchtoaren neueren Forschungen eines L i  p s c h i t z , 
D e d e k i n d ,  G. C a n t o r  und anderer über die Grundlagen der Arithmetik sind 
von solcher Bedeutung, dass sie nicht ohne Einfluss auf die Eleinentar- 
JIathematik bleiben konnen. Es fragt sich nun ,  was und wie vie1 davon 
für die Schule zu verwenden sei. OfFeribar nur dasjenige, was den bis- 
herigen Gang einfacher, klarer und zusammenhangender macht. So hat  
der Verfaasgr des vorliegenden Huches eu gehalten, und dadurch, indem 
er weise Maass hielt, strenge Wissenschaftlichkeit und Klarheit mit prak- 
tischer Brauchbarkeit gepaart. Darin und in der Berücksichtigung des 
Geistes der neuen Lehrplane beruht das Neue und Originelle des Buches. 
In der a l  t h e r g e b r a c  h t e  n Weise ein neues Lehrbuch zu schreiben, hat 
der Verfasser mit Recht wohl für tiberflhsig gehalten. Der Inhalt ist in 
drei Lehrghge  getheilt ; der erste umfasst etwa das Lehrpensum der Unter- 
tertia, der zweite das der Obertertia und Untcrsecunda eines Gymnasinms, 
der dritte enthalt einerseits die Erweiterung derjenigen Gebiete, die im 
zweiten nur mit Berlicksichtigung des Allern6thigeten und Wiehtigsten be- 
handelt siud, andererseits die schwierigeren Partien und auch solche, 
die durch die Lehrpltinc nicht vorgeschrieben werden. So werdcn im 
zweiten Lehrgange z. B. der Begriff des Logarithmus und die logarith- 
mischcn SBtze nur  an der Basis ,,IOU erliiutert - ein sehr glücklicher und 
h6chst praktischer Griff - um danu im dritten ihre Verallgemeinerung und 
Erweiterung zu erhhren.  Die Kegeln über die Bruchrechnung und die 
negativen Zahlen, ein wunder Punkt in  vielen Lehrblichern , entspringen 
hier lediglich der Permanenz der Multiplicationsgesetze. Hierin diese Ein- 
fachheit und befsiedigende Klarheit geschaffen zu habep ist ein besonderes 
Verdienst des Verfassers. Neu ist ferner eine naherungsweise Aufl6sung 
der Gleichung xn = a und die Losung der Gleichungen vierten Grades, 
bowie eine Reihe kleinerer Bemerkungen. 

Alles Künstliche und wissenschaftlich Werthlose, wie negative und 
gebrochene Wurzelexponente, die ja  selbst dern Fachmanne nicht vorkcmmen, 
ist ausgtischieden. Die Einfuhrung neuer Satze etc. geschieht unter steter 
Vergleichung mit dern gewohnlichen Zahlenrechnen; es gilt dem Verfasser 
als Princip: ,Reine Rechnung ohne Probe, kein Satz ohne ZahlenbeispielK. 

Wir sind überzeugt, dass das Buch, wenn es mit Einsicht und Ge- 
schick verwendet wird, nicht nur ungemein brauchbar, sondern auch sehr 
fruchtbar sich zeigen wird. Zum Selbstunterriehte wtîrde es sich dagegen 
nicht empfehlen, womit wir aber keineswegs einen Tadel aussprechen, son- 
dern nur eine das Buch charakterisirende Bemerkung machen wollen. 
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Zum Selbststudium ist es niimlich so zu sagen niclit ,,langstielig"enug; 
ea ware zu knapp, wissenschaf'tlich, vornehm exclusiv. - Der Druck ist 
tadellos, das Papier gut. -- P. S C ~ ~ T T E .  

Trigonometrie für h6here Lehranstalten. Nach den ncucn Lehrplanen 
bearheitet von KARL SCHWERINQ, Director des stiftischen Gym- 
nasinms in Düren. Mit 16 Figuren. Freibiirg i Bi.. 1893. Herder- 
sche Verlagshandlung. 52 S. 8'. Preis: broschirt 80 Pf., gebunden 
1 Mk. I O  Pf. - Hiervon getrennt und einzeln kiiuflich der erste 
Lehrgang u. d. T. A n f a n g s g r l i n d e  d e r  T r i g o n o m e t r i e  für die 
sechste Stufe hoherer Lehranstalten nach den neuen LehrplLnen be- 
arbeitet. gr. 8O. 12 S. Preis: 20 Pf. 

In der vorliegenden Trigonometrie ist das LehrgebLude nicht, wie 
bisher ilblich, wissenschaftlich systematisch aofgebaut, sondern den neuen 
Lehrvorschriften entsprechend methodisch concentriscb. Wir wollen den hüb- 
schen Raiiplan kurz skizeiren. Ohne einlcitendcn Poinp und FestgcprLnge wird 
sogleich der erste Stein gelegt: Die Aufgabe, aus den Seiten eines Dreiecks 
den Inhnlt zu berechnen ( H e  r o n i s  c h e Formel). Daran schlicsst sich: 
Man berechne die II6hen. Ein Zahlenbeispiel verankert die Steine. Die 
Aufgabe, die Winkel aus den Seiten au berechnen, liefert den einen Eck- 
stein, Sinus, und eine zweite Losung derselben Aufgabe den anderen, 
Cosinus. Die bekannte Aufgabe, eine senkrechte H6he zu bestimmeii, 
liefert die ilbrigen Ecksteine Tangens und Cotangens. Zalilenbeispiele, 
Proben und Uebungen sorgen dafür, dass die Steine fest und richtig liegen. 
Nach der Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks folgt die des gleich- 
schenkligen, und das Fundament und der Unterbau ist fertig. 

Der Cosinus-Satz - bemerkcnswerth ist die Einführung ~ e i n e r  all- 
gemeineu Gtiltigkeit -, der Sinus - Satz und die Beziehungen zum Radius 
des cingeschriebencn -Kreises, der Tangens - Satz, geometrisch abgeleitet, 
bilden den Oberbau. Dass die Tangens-Formeln für die halben Winkei 
und die Beziehungen zu den Hadien des e in -  und der angescliriebenen 
Kreise mit eingemauert werden, dient dein Gebaude nicht nur  zur Sch6n. 
heit, sondern auch zu praktischem h'utaen. Gleicbzeitig wird ilriten noch 
ausgebaut: die Beziehungen der vier Functionen unter einander. Nun ist 
der Bau schon so fest, dass wir uns darin einrichten, zum Schreckeu 
derer,  die da  erst Verputz uiid Stuckarbeit angebracht wissen wollen. Wir 
machen schon schone Berechnungen von Stücken am Dreiecke, Vierecks- 
aufgabcn und Uerechnung von regelmiissigen TTicleckeii. 

Dann erst (dritter Lehrgang) arbeiten wir die Einzelheiten des Vnter- 
banes aus : Additions -, Multiplications - und Divisionstheoreme; die ersteren 
führen uns zu Verallgemeinerungen. Nothig haben wir noch die Functionen 
kleiner Winkel; die Berechnung von n; dient mehr zur Zierde. So baut 
man leicht, und es macht alleu vie1 Preude, so den Bau erstehen zu lassen. 
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Eine Reiho von Aufgaben, g e ~ m e t ~ r i s c h e  und aualytische ; zeigen u n s ,  d a ~ ~  
der Bau g u t ,  solid und praktisch hergestellt i s t ,  und zeigen uns ,  wo wir  
noch bequemere Einrichtungen , Erweiternngeu , Vcrzierungen und  Ver- 
schonerungen anbringen konnen. F. S C H ~ T T E .  

Leitfaden fur d e n  U n t e r r i c h t  in d e r  Raumlehre .  Von Prof. H. MARTUS, 
Directoï des Sophien-  Realgymnasiums i n  Berlin. 1. Theil: Ebene 
Piguren. 96 S. gr.  Ho. I I .  Theil:  Dreiecksrechniing und Korper- 
lehre. 138 S. gr.  sa. Bielefeld und Leipzig 1893. Verlag von 
Velhagen & Rlasing. 

I n  diesem Leitfaden br ingt  uns der  Verfasser einen vollstiindigen, 
etwa auf die Hiilfte des UniFc~nges beschrankten Auszug seines ausführlichen 
Lehrbuches ,Raumlehre für hohere Schulen". E r  e n t h d t  a n  Lebrsiitzen 
und Uebungen alles d a s ,  was zum Aufbau des Systems nothwendig ist. Die 
Einrichtung und  Anordnung ist genau die des grosseren Werkes ,  so dass 
es leicht i s t ,  den Inhal t  des te i t fadens  nach jenem zu ergnnzen und weiter 
auszubauen. Das grossere Werk haben wir im 4. Hefto des 37. Jahrganges 
und im 6. Hefte des 37. Jahrganges  ausführlich besprochen und wir weisen 
auf diese Uesprechungen hierdurch hin. Alle die Eigenthtimliçhkeiten und 
Vorzüge, die wir d a  dem Hauptwerke beigelegt haben,  liaften auch dem 
vorliegeuden Leitfaden a n ,  unter  anderen die musterhaft  klare und ver- 
stiindliche Darstellung und Anordnnng , die Vermeidung frerndsprachliclier 
Ausdrücke und deren glückliche Vei'deutechung , die vielen schonen der  
Praxis entnommenen Zahlenbeispiele, und bei der KGrperlehre insbesondere 
die perspectivisch richtigen und sauberen Figuren,  wodurch das Uuch fast  
einzig in seiner A r t  das teht ,  schliesslich die vorzügliche Ausstattung. Von 
dem grosseren Werke  haben wir behauptet ,  dass es zu den besten seiner 
Art gehore; wir konnen auch von diesem kürzeren Auszuge dasselbe sagen. 

Die Grundlehren d e r  ebenen Geometr ie .  Ein Leitfaden für  den Unter- 
richt mi t  Uebuugsaufgaben von JOS. LEMGAWER, Professor a m  
konigl. alten Gymnasium zu Würzburg.  Vier te ,  umgearbeitete Auf- 
lage der ,,Ebenen GeornetrieU von A .  STEGMANN. Kempten 1893. 
Verlag der Jos. Kosel'schen Buchhandlung. 180 S. Bo. 

Vorliegendes Lehrbuch unterscheidet sich von den meisten ahnlichen 
Büchern in Bezug auf Inha l t ,  Darstellung, Anordniing und Behandlung 
des Stoffes , welche die schon vor Nenschenaltern Hbliche k t ,  im Ganzen so 
wenig, dass man hierüber nichts sagen kann. Der  Lehrstoff ist  noch recht 
umfaugreich ; der  Uebungsstoff ist  zwar erweitert ,  abe r ,  dass P e t  e r v e n  s 
,Xethoden und TheorienL' von Einfluss daraiif gewesen seien, wie es  in  
der Vorrede heiust, davon merkt man leider nicht viel. Denn weder sind 
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die Aufgaben nach jenen Methoden geordnet, noch auch treteu die Ideeu 
der Auflosung irgcndwo prEgnant hcrvor. Ueberhaupt mcrkt man nicht viel 
von modernem Zuschnitt. Auch der Umstand, dass das Werk in Fraktur- 
schrift gedruckt i s t ,  wshrend man doch jctzt fast allgemein für dcrartige 
Sachen Antiqua verwendet, muthet einen etwas altmodisch an. Loben 
wollen wir,  dass die Constructionsaufgaben mit Zahlenbeispielen versehen 
sind; unglücklicherweise liefern aber die meisten dieser Zahlen als Milli- 
meter genommen sehr winzige Dreieckchen, wiihrend sie als Ceritirneter 
genommen vie1 zu gross für  die Ausführ~ing auf Papier sind. Sonst giebt 
es nicht viel zu loben noch auch zu tadeln; dau Buch ist eben zu wenig 
originell. Auch die Figuren sind nur mittelmassig schon. p. scEüTTR. 

Methodisches Hilfsbuch für den Vorunterr icht  in der  Qeometrie und clau 
geometrische Zeichnen. Zum Gebrauche an htiheren Lehranstalten 
und Fortbildungsschulen. Von O. B ~ R K L E N ,  Professor am Reallyceuin 
in Schw. Gmünd. Stuttgart 1893. Verlag von Ad. Ronz Bi Cornp. 48 S. 80. 

Die in diesem Buche befolgte Methode ist so trefflich dem kindlichen 
Geiste angcpasst, dass sio sicher die schonsten Früchte tragen und dern 
Schüler Freude an Geometrie bekonimen lassen wird. - Was erklart werden 
soll, wird vorher gczcichnct und kommt so durch das Auge zuniichst in 
die Anschauung. Handelt es sich um die Congruenz von Figuren. so  
werden sie auf Carton gezeichnet, ausgeschnitten und wirklich zur Ueckung 
gebracht, so sind Irrthtimer und Unklarheit ganz ausgeschlossen. Die 
E'undarnentalaufgaben (man mochte wünschen, dass sie auch typographiscli 
hervorgehoben würden) sind sorgfaltig behandelt und werden durch vielcrlei 
Wiederholurigen befestigt. Die Constructionsaufgaben sind einfach und 
leicht, und die gegebenen Stücke sind in bestirnmten Maassen, Centi- 
metern, angegebeu. Dies erleichtert dem Schüler, der das Concrete mehr 
liebt, als das Allgemeine, dic Aufgabe und übt  sein Augc, es erleichtert 
dem Lehrer die Controle und scliützt vor ungünstigen Ftillen und Zeich- 
nungen, die das zu Erweisende nicht deutlich erkennen lasien. Besondere 
Freude werden dem Schüler die Zeichenübungen machen, namentlich die 
einfachen und doch so hübschen Ornamente. Sie geben auch der Phantasie 
Nahrung, wecken den Schtinheitssinn, und es hat  für  den Schiiler hohen 
Reiz, die Construction sdbsts t indig,  oder nach leichten Andeutungen zu 
finden. So lernt cr spielend eine Reihe geometrischer Wahrheiten kennen 
und zugleich anwenden, und spielend lernt doch das Kind am liebsten. 
Wir  mfichten dem Vcrfassor sogar rathcn,  dic Zahl dorartiger Figuren noch 
zu vermehren und sie passend durch das ganze Buch hin zu vertheilen. 
Gerne gestehen wir e in,  dess wir selten ein Werkchen gefunden, das so 

sehr seinem Zwecke entsprechend ware wie dieses kleine Hilfsbuch. 

F. S C H ~ T T E .  
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Aigebraische Gleichungen nebst den Resultaten und den Methoden zu 
ihrer Aufl6sung. Von Dr. ERNST BAHUEY. Vierte Auflage. Leipzig 1893. 
Druck und Verlag von B. G. Teubner. 378 S. 8O. Preis: brosch. 6 Mk. 

Dieses ausgezeichnete W e r k ,  das nicht nur theoretisch interessant, 
sondein auch für den Lehrenden in vieler Hinsicht praktisch verwendbar 
ist, liegt nunmehr in vierter Auflage vor. Es diirfte bei den Fachgenossen 
wohl allgemein so bekannt sein, dasv eine kurze Charaktcristik hier ge- 
niigen wird. Das Buch enthalt etwa 1000 Gleichungen nach bestimmten 
Principien geordnct ncbst ihrcn Losungcn, und zwar quadratische Glcich- 
ungen und eolche hoheren Grades, die sich auf quadratische zurlickftihren 
lassen, namcptlich solche, die interessant in der Form,  elegent und über- 
raschend in der Losung, einfach in den Resultaten sind, dann solche mit 
ausgcxeichnctcn oder leicht erkennbaren Wurzeln. Die Durcharbcitung dicses 
Buches schiirft den Blick ungemein für die Erkennung der Zurückfuhrbar- 
keit einer Gleichung und die Art  und Weise wie sie anzugreifen ist. Ferner 
werden Gleichungen mit mehreren Unbtikannten behandelt, die in ahnlicher 
Weise bemerkenswerth sind. Die meisten Gleichungen erscheinen in all- 
gemeiner Form, nur  wenige in Zahlenwerthen. - 

Iu dieser neuen Auflage sind Druckfehler ausgemerzt, einxelne Theile 
verbesert, einige Losungen erweitert; die Veranderungen sind jedoch keine 
wesentlichen. - - F. S C H ~ T T E .  

Logarithmisch-trigonometrische Tafeln für neue (centesimale) Theilung 
mit sechs Decimalstellen. Von W. JORDAN, Professor an der konigl. 
technischen Hochschule zu Hanuover. Stuttgart 1894. Verlag von 
Konrad Wittwer. 420  S. Royal- Octav. Preis 10 Mk. 

Diese Tafeln enthalten znnaehst die 1,ogarithmon der gewohnlichcn 
Zahlen von 1 bis 1OOOOO auf s e c  h s  Stellen; dann folgen die Logarithmen 
der trigonometrischen Functioncn. Bei der hier zu Grunde liegenden Kreis- 
theilung ist ein Quadrant gleich 100 Graden, ein Grad gleich 100 Minuten, 
eine Minute gleich 100 Secunden. Bezeichnung: 19 = IOOC = 1000OCC. 
Von 03 bis 209 sind die Logarithmen angegeben von je 10 zu Iocr, von 
2CJ - 5OQ von jedem lC (209 = 18O alter Theilung). Das kleinere Inter- 
val1 am Anfange der Tafel ist nothwendig wegen der sehr groçsen und 
ungleichen Differenz von logs in  und logtg. Es hatte ausgereicht, mit dem 
kleineren Intervall bis zu 5 9  zu gehen, im Interesse der Bequernlichkeit 
ist weiter gegangen, und sol1 in spiiteren Auflagen das kleinere Intervall 
von IOCC bis ans Ende der Tafel fortgeführt werden. Dies ist jedenfallv 
vie1 bequemer, denn nichts is t  Iastiger bei derartigen Rechnungen, als das 
langweilige Interpoliren, das man wegen grosser Uifferenzen nicht im Kopfe 
machen kann. Für ganz kleine Winkel sind auch die bekannten Zahlen 
S und l', wie x. B. bei B r  e m  i k e r  und S c  h r 6 n unten angebracht. 
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Der Vangel a n  sechsstel l igen Tafeln - und eine solche ist fiir den 
I,andmesser ntithig - für die neue Theilung hat den Vcrfasscr zur Hcraus- 
gabe dieses Werkes veranlasst. Benutzt murde eine grosse achtsteilige 
Tafel, die 1891 iu Paris erschien, jedoch hat  der Vcrfasser zur Controle 
100 Werthe des logsin. und iogcos auf 15 Stellen selbststhdig berechnet, 
sowio cine Anzalil Zwischenwerthe. Die Tafel ist in verschiedcner Weise so  
controlirt, dass Fehler so gut wie ausgescblossen sind. 

Die technisclie Anordnung ist wohlgelungen und übersichtlich, der 
Druck sehr correct. E i n e  Verbessernilg mochten mir vorschlagen. Da die 
erste Tafel auf jeder Seite 60 Zeilen h a t ,  also niciit rund abs~li1iest.t~ so 
rnochte jedes 1OOOO durch einen anffallenderen, dickeren oder doppelten 
Querstrich hervorgehoben werden. Das Papier ist hervorrage2d schon und 
daiierhaft. --- F. SCII~TTE. 

Die Kegelschnitte in re in  projectiver Behandlung. Von JOH. THOMBE in 
Jena. Nit in den Test eingedruckten IIolzschnitten und 16 l i tho-  
graphirtcn Figurcntafclu. Hallc a. S. 1894. Verlag von Louis Kebert. 
161 S. 8'. Preis 6 Mk. 

Der Verfasser hatte im Jahre 1873 unter dem Titel .Geomctric der 
LageY ein Werk über Gebilde erster und zweiter Ordnung veroffentlicht, 
desscn Inhalt diesem neuen Werke einverleibt und insbesandere in den 
Kegelschnitten, KegelschnittbUscheln und Szharen in weit ausführlicherer 
Weise bebandelt ist. Vor allem sind die Grundaufgaben auch für die Pa% 
geiost, in denen i d e a l e  Gebilde in dieselben eingehen. Diese sind in dem 
berühmten Werke von R e  y e nicht berücksichtigt. Von den ?ihriliclieu 
Werken der Herrcn Z e c h ,  C r e m o n a ,  R u I f  und den S t e i n e r - S c h r o t e r -  
schen Vorleçungen unterscheidet sich das vorliegende Werk vornelimlicli 
durch die Reinheit der Methode. Es sind sammtliche Ableitungen und 
Beweise rein projectiv erbracht. Dadurch gewalirt es dem Lernenden einen 
reinen und in hohem Grade befriedigenden Genuss. Denn nicht mit Unrecht 
bemerkt der Verfasser in der Vorrede: ,Wie ein schriller Pfiff in eine 
harrnonische Musik tout es herein , wenn z. B. in  S c  h r  6 t e r ' s  Abhandluug 
über die C 1 e b s c li'sche Configuration, die im Allgemeinen projectiv gehalten 
i s t ,  plotzlich eine quadratische Gleichiing aufgelost wird.' -- Von holiein 
Interesse sind die einleitenden Erklarungen über die Unmoglichkeit einer 
reinen Geometrie der Ebene ohne den Raurn, über den Begriff des Punktes. 
der Linie, und der Continuitiit , die Eigenschaften der Geraden, Adjunction 
(les uneigentlichen Punktes, ïind der uneigentiichen Geraden einer Ebene, 
das Lineal als Constructionsmittel, Uualitst u. A. Ebenso ist bemerkeus- 
werth das Schlusskapitel über Maassrerhiiltnisse. Ausser den apecifischen 
K:~piteln über dio idcnlen Elemcnte enthilt  das Buch an vielen Stellen 
Xeues oder schon Bekanntes in neuer Beleuchtung, wie dies j a  bei eineni 
so einheitlich und individuel1 - eigenartig durchgearbeiteten Buclie nicbt 
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ausbleiben kann. Die Darstellung ist dabei klar und sorgfiltig, so dass 
sie auch dem weniger Geübten keine Schwieriglieiten bietet. Hervorhehen 
wollen wir noch die reiche Anzahl von Figuren auf Tafeln und im Texte, 
denn mit Recht halt Verfasser es für nützlich, von Figurcn einen ails- 
gedehnten Gebrauch zu machen, da es eine L U  grosse Unterstützung der 
Vorstellung i s t ,  deren sich nur wenige entschlagen mochten. 

Notations de logique mathematique par G. PEANO, professeur d'Analyse 
infii;itésimale à l'universitb de Turin. Introduction au Formulaire 
de mathématique publié par la Rivista di Matematica. Turin 1894. 
52 pag. 

Wenn unter dem Namen eines bratheinatikers ein solcher Gelehrter 
verstanden werden müsste, dem alle Theile der Xathematik gleich gelaufig 
wiiren, so erzaiinge diese Forderung das Eingesthdniss ,  dass in der Gegen- 
wart Niemand mehr auf diesen Namen Anspruch erheben konnte. Min- 
dest,ens in gleichem Maasse, wie in irgend einer NTisserischaft, liat in der 
Mathematik die Arbeitstheilung sich eingestellt. Und dennoch sind alle 
Einzelgebiete so mit einander verbunden , dass kein Bearbeiter des Einen 
Kenntnisv der Anderen entbehren kann. Au3 diesem Dilemma kann man 
auf zwei Arten tlich erretten. Die eine Art besteht in  Rathserholung bei 
einem Fachmanne im engeren Sinne des Wortes. Der seit Anfang 1894 
in Paris erscheinende ,Intermidiaire des mathénzaticiensu hat sich die Auf- 
gabe gestellt, solrhe Anfragen und ihre Beantwortung zu vermitteln, ein, wie 
uns scheint, sehr glücklicher Gedanke , insbesondere deshalb glücklich , weil 
die Fragen, wcnn auch von einem Einzelncn gcstcllt, meistens Vielen aus 
der Seele gesprochen s ind,  und weil deshalb die Antworten erst recht auf 
allgcmeineres Interesse rechnen konncn. Die andere A r t ,  das den1 weniger 
Bewanderten Nothwendige zu beschaffen, besteht in  dem Nachschlagen in 
eigens zu solchem Zwecke hergestellten Sarnmelwerken. Ein solches Werk 
ist Herrn H a g e n ' s  Synopsis, und ahnliche Zwecke sol1 das Fornzuznire de 
mathématiqueu erfüllen, desseri Herausgabe die ,Rivl.~la di mntemalicau 
unternommen hat. Will eine solche Sammlung der bekannten Satze ihren 
vollen Nutzen gewshren, so muss sie Vollst5ndigkeit mit Uebersiehtlich- 
keit verbiuden, und Letztero hat die Lcitung der .Rivista di matematiceu 
dadurch zu erreichen gesucht,  dass sie bei der Drueklegung die wesentlich 
abkürzenden Zeichen der mat.hematischcn Logik in Anwendung bringt. 
Ein Missstand findet hier allerdings s tat t ,  der namlich, dass nicht jeder 
Mathematiker die Schrift zu lesen im Stande ist! Aber wohl oder übel 
wird man es lernen miissen, die Zeichen xu verstehen, welche die all- 
gemeine Schrift L e i  b n i z e n  s zur Wahrheit machen sollen. Fangen doch 
wenigstens in Italien aiich Schriftsteller ausserhalb der ,Rivista di maternaticau 
an,  sich ihrer zu bedienen, wie z. B. Herr  F r  a n  c e s  C O  G i u d  i c e  i n  den 
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Alti" der Suriner Akademie vom 31. December 1893. Freilich bedarf 
es zur Erlernung einer Sprache der Hilfsmittel. Eine Sprachlehre , ein 
Wortcrbuch müssen vorhandcn sein, und als solche hat das kleine Buch 
zu gelten, von dessen Erscheinen wir unseren Lesern Renntniss geben. 
Dass Herr P e a n o  mehr als irgend ein Anderer dazu berufen war, eine 
solche Anleitung zur Kenntniss der Symbole der mathematischen Logik zu 
verfasen, bedarf nicht erst der Begründung, und ein Blick in die Schrift 
selbst wird Jedem die Ueberzeugung beibringen, dass der Berufene in 
diesem Falle auch der richtig Ausgewahlte war. Wird die neue Schrift- 
sprache in der That das leisten, was Leibniz beabsichtigte und erwartete? 
Wird sie mehr sein als eine Kurzschrift? Wird sie das Denken unter- 
sttitzen, das Erfinden erleichtern? Diese Fragen zu beantworten ist eg 
noch nicht an der Zeit. Erfolg oder Misserfolg werden darüber entscheiden. 

CANTOR. 

Logica Matematica (Mannale Hoepli). C. BURALE -FORTI, Professore nella 
R. Accademia Militare d i  Torino. Nilano 1894. Ulrico Hoepli. 
VI, 158 pap. 

I n  der gleichen Stadt,  in welcher Herr P e a n o  wirkt, und in ahn- 
licher Richtung wie e r ,  ist auch Herr B u r  a l e - F  o r t i  thatig. E r  hat an 
der Turineï Universitiit Vorlesungen über rnathematische Logik gehalten 
und dieselben zu einem gauz kurzen Leitfaden verdichtet. Nur die mathe- 
matisch -1ogische Symbolik gestattete ihn so kurz sich auszudrücken, nur 
wer jene vollstaridig beherrscht, wird die kleine Schrift zu lesen im Stande 
svin, welche allerdings eine Erklarung der gelirauchten Zeichen voraus- 
schickt, so dass sie selbst dem Leser ermoglicht, jene Aneignung der 
Symbole sich zu verschaffen. --p ~~ ~ ~ ~ CANTOR. 

GIULIO VIYANTI. Ii concetto d'infinitesimo e la siia applicazione alla mate- 
matica. Saggio storico. Mautova 1891. Bei G. Nondovi, 134 S. 

Herr  Vivanti hat in  dem ungemein fesselnd geschriebenen Buche, 
welches wir durch diese Zeilen zu empfehlen wtinschen, eine in dieser 
Form neue Aufgabe sich gestellt. E r  ist dem B e g r  i f f e  des Unendlichen, 
und zwar sowohl des Unendlichgrossen als des Cnendlichkleinen, in seiner 
geschichtlichen Entwickelung von den !iltesten Zeiten bis zu Cauchy nach- 
gegangen, wahrend er die Geschichte des Operirens mit dem Unendlichen, 
das heisst die verschiedenen Methoden der Infinitesimalrechnung als neben- 
siichlich, wenn nicht schon als hekannt bei Seite schieht. Dadurch sind 
zwar nicht wesentlich neue, von Vorgangern des Verfassers nie behandelte 
Dinge zu r  Sprache gebracht,  aber die Anordnung ist eine eigenartige und 
liisst das Behandelte in neuer Beleuchtung erscheinen. Wir  zweifeln nicht, 
dass Leser, welche philosophische Betrachtiingen den geschichtlich er- 
zahlenden vorziehen, dem uns vorliegenden Buche eine besondere Anziehungs- 
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kraft nachrühmen werden. Aber auch solche Leser, welche gleich dem 
Referenten der entgegengesetzten Ceschmacksrichtung huldigen, werden 
weder ohne Vergnügen , noch ohne Nutzen Herrn V iv a n t i ' s  Auseinander- 
setzungen folgen. 1st doch jeder Historiker bis zu einem gewissen Grade 
insoweit von seinem Wohnorte abhtingig, als ihm nicht überall alle 
Schriftsteller gleich bekannt und deren Werke gleich ziigiinglich sein konnen. 
Herr V i v a n t  i z. B. beherrscht die italienische Literatur in  einem Maasse, 
nie es bei Forschcrn aus anderer Heimath unmoglich warc, und wir per- 
sonlich halien Mancherlei bei ihm gelernt. CANTOR. 

Abriss der Geschichte der  Mathematik und der  Naturwissenschaft,en im  
Alterthum. Von Dr. SIEQMUND GUNTHER, ord. Professor a n  der 
technischcn Hochscliule Miinchen. Separatabdriick aus dem ,Hand- 
buch der klassischen Alterthumswissenschaft". 2. Aufl. Bd. V, 1. Ab- 
theilung. C. H. Rcck'sche Vcrlagsbuchhandlung (Oskar Beck) in Miinchen. 
1893. S. 231-313. 

Es war eine schwere, fast unlosbare Aufgabe, auf den Raum von 
73 Druckseiten (S. 309-313 sind durch die Erklarung benutzter Ab- 
kiiraungen und durch ein alphabetisches Eegister in  Anspruch genomme~i) 
die Geschichte der Mathematik und der Naturwissenschaften im klassischen 
Alterthume zusammen xu drangen. Zu ihrer blosen Inangriffnahme gehorte 
eine Beherrschung des Staffes und ein Talent zu Iibersichtlicher Anordnung, wie 
sie nur wenigen Personlichkeiten eigen sind. Herr Günther hat  gerade diese 
heiden Rigenschaften schon wiederholt an den Tag  gelegt, und so ouch bei 
dieser Gelegenheit. Ueber eine so kurz gefasste und dennoch verhaltnissm%ssig 
vollstandige Darstellung zu berichten, will kaum angehen. Wir  begnügen 
uns damit, zu erklaren, dass wir an dem mathematischen Sheile des Ab- 
risses - über den naturwissenechaftlichen Theil zu urtheilen fühlen wir 
wir uns nicht befugt - nichts Wesentliches auszusetzen haben, und dass 
der Lescrkrcis des Handbuchcs sich um so vertraiiensvollcr dort Rath holen 
kann, als Herr Günther nicht versiiumt ha t ,  iiberall diejenigen Schriften 
anzuführen, i n  welchen die Einzclheiten weitlëufigere Bchandlung gcfunden 
haben. - -  ~- - - -  CANTOR. 

Het bloeitijdperk der  wiskundige wetenschappen in Nederland. Vortrag, 
gehalten am 8. Januür 1894, Gcdenktag der Amstcrdarner Universitët 
durch D. J. K O R T E ~ E G .  20 S. 

Alu Blüthezeit der hollandischen Mathematik bezeichnete der Pestredner 
die Jahrzehnte von dem Auftreten S i m o n  S t e v i n ' s  i n  Leiden bis zu 
H uyg  e u s ,  diesen mit eingeschlossen. EY ist einleuchlend, dass von einer 
solchen Zeit und den grossen Dingen, welche sie hervorbrachte, auf einem 
Druckbogen (4 Seiten sind durch Anmerkungen in Anspruch genommen) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



54 Historisch - literarische Abtheilung. 
-- - - - - - - -  * -- - - 

kaum die Cmrisse gezeichnet werden konnten. Niemand weiss das besssr 
als Herr Kortcweg selbst, der schon vor mehreren Jahren einen 45 Seiten 
starken Aufsatz im XXII. Bande des Archives Xéerlandaises veroffentlichte, 
welçher ausschliesslich mit C O n s t a n  t i n H u y g e n s Uem Vater sich be- 
schiiftigt, mithin nur einen winzigen Theil des Inhaltes der Festrede 
behandelt. Aber Herr Korteweg hat es verstanden, jene Umrisse mit fester 
Hand zii entwerfen, so dass sie seinen Xuhtirern sich gewiss zu bleibender 
Erinnerung eingepragt haben. Ganz beilaufig hat er bei dieser Gelegenheit 
eine Entdeckiing vertiffentlicht. Das Geburtsjahr von J O  h a n n e  s H u d d c ,  
welches man nicht kannte, füllt auf 1624. I n  einem Kirchenregister ist 
nsmlich dic am 26. Jnnuar 1673 vollzogene Trauung Hudde's eingetragen 
und bemerkt, er sei damals 49 Jahre a l t  gewesen. CANTOR. 

Der Magister Johann Fabricius  und  die Sonnenflecken nebst einem Excurv 
tiber David Fabricius. Eine Studie von GERHARD BERTHOLD. 
Leipzig 1894. Veit 6i Comp. 60 S. 

Am 9. h k z  1 6 1 1  hat  Johann Fabricius die Sonnenfiecken entdeckt. 
Zur Ilerbstmesse des gleichen Jahres erschien dessen Narratio, die gedruckte 
Beschreibung der aiiffallenden Erscheinung. Am 21. October 1611 bcgann 
Christoph Scheiner seine Deobachtungen, welche er im Januar 1612 im 
Drucke vcrtiffcntlicht,~. Galilci endlich stellte seine Reobachtungen der 
Sonnenfiecken seit dem 5 .  April 1612 an. Scheiner und Galilei nennen 
Fabricius nie in  den Schriften, in wclchcn sie sich gegenseitig die Ent- 
deckung streitig machten. Gleichwohl konnten s ie ,  um nicht zu sagen 
musstcn sie Kenntniss von dessen Blteren Beçhten haben. Johann Fabricius 
starb zwisclien dem 9. Marz 1616 und dem 7. Mai 1617. Diese, soweit es 
um Fabricius sich haudelt, durchaus neue Daten stellt Herr Berthold iu 
seiner sehr werthvollen Abhandlung fest,  welche 20 Seiten Text, 8 Seiten 
Anmerkungen umfasst. Die letzten 32 Seiten sind durch Abdrücke un- 
gemein seltener , theilweise nur noch in einem einzigen 13xemplare nuf- 
findbar geweseneu Schriften erfüllt ,  von welcheu die Narratio des Fabricius 
von 1 6 1 1  besonderes Interesse erwecken dürfte. CANTOR. 

Die geometrische Entwickelung des Infinitesimalbegriffs im Exhaustions- 
beweis bei Archimed und ilire Iledeutung für die Differential- 
geouietrie und die Schule. Ton HERMAXN BECKER, Oberieher. 
Wissenschaftliche Heilage zu dern Jahresbericbt des konigl. G y m -  
nasiums zu Insterburg ftir 1893 -1894 [Programm -Kummer 61, 26 S. 

Sobdd  dic geometrische Betraehtung sich den Aufgaben zuwondte, 
welche heute mit Hilfe der Infinitesimalrechnung behandelt werden, konnte 
sie dieser Shnlichc Auffassungen nicht missen. Ilinen antsprang die 
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Exhaustionsmethode der  Griechen, welche namentlich von Archimed mit 
grosser Kunstfertigkeit gehandhabt wnrde. I Ier r  Becker hat  sich der Auf- 
gabe unterzogen , siimmtliche Beispiele der Exhaustion in Archimed's Echriften 
aufzusuclien und in  moderner Sprache zusammenzustellen. CANTOR. 

Les mécaniques on l 'é lévateur  de  H é r o n  d 'Alexandr ie  publibes pour la  
premikre fois sur la version arabe de Qosta ibn Lüqà e t  traduites 
en  frünqais pa r  M. le Baron CARRA DE VAUX. Extra i t  du Jourual  
Asiatique. Par is  1894. Imprimerie Kationale. 309 p. 

Der hochinteressante Band besteht aus  36 S. Einle i tung,  115 S. ara- 
~ischem Texte und 158 S. f r a~zoa i sche r  Uebersetzung. Vermoge unserer 
vollstrindigen Unkenntniss des Arabischen waren wir nu r  im Stande mi t  
dem in fmnzosischer Sprache Gedruckten uns zu beschaftigen, und müssen 
wir uns wegen der  Richtigkeit der  Uebersetzung auf die anderweits erprobte 
Zuverlassigkeit des Herausgebers verlassen. E r  selbst ist  indessen weit 
daron entfernt,  überall  mi t  gleicher Sicherheit aufzutreten. A n  den ver- 
schiedensten Stellen finden sich Fussnoten, welche die Verstümmelung 
und Unverstiindlichkeit des Textes bedauern , ein Umstand , mit  welchen 
mau wohl rechnen m u s s ,  bevor m a n  aus  einzelnen Sütaen weitgehende 
Folgerungen zieht. VCTenn z. B. auf S. 73 ,,Posidonius der  Stoikeru  als 
Gedihrsrnann angefiîhrt wird , wenn daran sich anschliesst, Archirned habe 
eine von diesem ausgehende Erkliirung gespaltet ,  wenn eine Fussnote dazu 
bemerkt, der  Name Posidonius sei zweifelhaft, und die Bezeichnung als 
Stoikcr nicht minder ,  da  es auch hcissen konnte ,ein Maleru,  so mochten 
wir den Schluss, Heron müsse also noch 90 vor Christi Geburt  gelebt 
haben, wcil damals erat  Posidoni~is  von Rhodos blühte,  weniger leicht 
unterschreiben als den andereu,  die hier genannte Personlichkeit sei eben 
nicht Posidonius von Rhodos. Jene  Uebersetzung würde de r  Herausgeber 
nahrscheinlich auch nicht in  seinen Text  aufgenommen haben ,  wenn e r  
nicht mit  Her rn  D i e l s  der Arisicht wgre,  die Meiuung, die seit  M a r t i n  
sich eingebürgert h a t ,  Heron von Alexandrin liabe seine Blüthezeit u m  
100 vor Christi  Geburt  gehabt ,  musse wieder verlassen werden, indern 
Heron erat in einer Zeit lebte, zu welcher romische Kunstaiisdrücke in  die 
griechische Sprache eingedrungen waren ,  e twa  im zweiten naclichristlichen 
Jahihunderte. Selbstverstiindlich wUrde diese Verschiebung von Heron's 
Lebenszeit die wesentlichsten Veranderungen in  der Geschichte der Mathe- 
matik bedingen, Dic unbestreitbaren Uebcreinstirnmungen zwischen r6mischer1 
griechischer, arabischer Feldmessung wtirden auf eine andere Urquelle als 
auf das grosse W c r k  Heron's zurückgcführt  warden müssen. E in  Ano- 
n y m u s ,  den man  aber  doch nur  als Alexandriner sic11 denken kouute ,  triite 
an die Stelle Heron's und dieser selbst veilore an der  Werthsclilitzung, 
die man ihm entgegenznbringen sich gcw6hnt hat.  Gerade diese letztere 
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Nothwendigkcit wiirde uns perstinlich, wiï  kilnnen fast sagen , schmerzen 
und macht uns widerwillig, die Grtinde ohne Weiteres anzuerkennen, welche 
Heron an das Ende eines Zeitraums versetzen, als dessen Lehrer a i r  ihu 
betrachteten. Auch die durch Herrn C a r r a  d e  V a u x  einem grtisseren 
Leserkreise erschlossene Meçhanik stimmt zu der Bewunderung, welche 
wir für Heron besassen, und zeigt ihn im schtinsten Lichte. I n  dieser Be- 
ziehung ist übrigens der Herausgeber durchaus gleicher Meinung mit uns, 
und er hebt in seiner sehr schonen Einleitung hervor, wie Heron, gestützt auf 
die mechanischen Schriften eines Aristoteles und Archimedes, von welchen 
er Letzteren wiederholt nennt, wahrend man den Xamen des Ersteren ver- 
gebens sucht,  einen erheblichsn Fortschritt bezeichnet. Lesern, die nicht 
selhst Untersuchungen anziistellcn beahsichtigen, ist die Einleitung ganz 
besonders zu empfehlen, da sie ihnen erspart,  sich durch den mitunter, 
wio wir hcreits erwshnt haben, recht dunklcn und bruchstückartigen Text 
hindurch zu arbeiten. Unser Bericht wtirde eine aesentliche Lticke lassen, 
wenn wir nicht erwahnten, dass Herr  Carra de Vaux S. 21-22 der Ein- 
leitung nachzuweisen sncht, Heron mtisse nach Vitruvius und nach Plinius, 
also nicht vor dem Ende des ersten nachchristlichen Jahrhundert gelebt haben, 
weil er eine Art Presse mit Hilfe der Schraube beschreibe, von welcher 
Plinius berichte, dass sie in seiner eigenen Lebensaeit erfunden morden 
sei. Aber anch dieser Schliiss gleich den anderen, welche dazu bestimmen 
sollen die Lebenszeit Heron's wesentlich spater zu setzen, a18 man es seit- 
her tha t ,  beruht auf einer Annahme: dass namlich die Mechanik nicht 
ahnliche Einschiebungen erlebte, wie sie in den geometrischen Schriften 
Heron's nachweisbar sind. Dieser, wio uns scheint, sehr schwerwicgende Ein- 
wurf ist von IIerrn IIultsch in  dem ,,Literarischen CentralblattU vom 14.April 
1894 S. 554-555 gemacht. - CANTOR. 

Bonwstoffen voor de geschiedenis der wis-en natui~rlruiidige wetensschappen 
in de Nederlnnden door D. BIERENS DE HAAN. Verhandelingen der 
Koninklijke Akademie van Wetenschappen te  Amsterdam (Eerste 
Sectie, Deel II. No. 1) met 5 Kaarten. Amsterdam 1893. Joh. Müller. 
60 S. 

Wer mit Geschichte der Mathematik sich beschaftigt, kennt und schatzt die 
Funde, welche Herr Uierens de Haan in den verschiedensten niederlandischen 
Archiven gemacht hat und welche in der That als werthvolles Eaumaterial 
bezeichnet werden konnen, nicht irnmer vollkommen zubehauen und ge- 
gltittet, um ohne Weiteres in ein Mauerwerk eingefùgt werden zu kilnnen, 
aber stets verwendbar uud von festem inneren Geîige. Die gleichen Eigen- 
schnften kommen auch der neuesten Veroffentlichung unseres bewahrten 
Fachgenossen zu Gute. Q u e  t e 1 e t  hat in seiner Histoire des sciences mathé- 
matiques et physiques c7le.m les Belges (Brüssel 1864) eich auf S.  247-253 
mit J l i c h a e l  F l o r e n t i u s  v a n  L a n g r e n  beschiiftigt! der von etwa 1600 
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bis etwa 1660 gelebt habe, dessen Mondkarte als diejenige bezeichnet wird, 
welche wahrscheinlich zuerst die heute noch gebrauchlichen Namen der 
einzelnen Erhohungen und Vertiefungen enthielt, der auch Verbesserungen 
des Hafens von Ostende vorschlng und überhaiipt die Sicherung dieser 
let~teren Festung sich angelegen sein liess, wie sein Briefwechsel mit 
Boui l l aud  erweise. Eben dicser Langren ist es ,  dem die neuen Forschungen 
des Herrn Bierens de IIaan gewidmet sind. E r  kam irn Jahre 16!)0 in  
Begleitung seiner Eltcrn nach Brüsscl, lcbte also damals schon. E r  starb 
im Mai 1673 in Brüssel als koniglicher Kosmograph. E r  sah eine lohnende 
Aufgabe darin, die Ver~andung  von Sechlifcn au verhindcrn und,  wo sie 
bereits begonnen hatte , ihr entgegenzutreten. Allerdings widersprachen seine 
Theorien den hergebrachten Meinungen der Wasserbaupraktiker , und des- 
halb wurden sie beztiglich des Eafens von 'dardyck grtindlich unterschatzt, 
bis dieser unfBhig war Kriegsschiffe in genügender Anaahl zu fassen, was 
den Verlust von Dünkirchen für den Konig von Spanien zur Folge hatte. 
Urn so lebhibfter drang Langrcn auf die Entsandung des Ostender Hafens. 
Dieselbe Absicht wollte ein gewisser P i e r r e  d e  R o b e  r t i ,  Vorsteher der 
Befestigungsarbeiten, mit wesentlich anderen Mitteln erreichen, welche be- 
deutend kostspieliger waren und statt Nutzen nur  Schaden brachten. 
Unter Langren's Freunden, welche seine Plane im Groàsen und Ganzen 
billigten, war auch C o n s t a n t  i n  E u  y g e n s  der Vater,  und Langren be- 
ging die Taktlosigkeit, zwei Briefe desselben einer seiner Streitschriften 
einzuverleiben, worüber Jener sich dann bitter beschwerte. Stand es doch 
dern Kathe Friedrich Heiririchs von Oranien übel a n ,  Gffentlich als Gewahrs- 
mann in einer Sache zu erscheinen, welche, wenn auch missenscbaftlicher 
Natur, dem KDriige von Spanien Nutzen zu bringen geeignet war. Herr 
Rierens de Haan hat  die auf die Ostender Hafenarbeiten beziiglichen Acten 
nebst den dazu gehorigen Karten fast vollstkindig zum Abdrucke gebracht, 
sn dass es nunmehr moglich is t ,  sich cin eigenes Urthcil über Langren's 
Tlieorien zu bilden. -- CANTOR. 

Die Geometrie von RénB Descartes, deutsch herausgegeben von Lunwra 
SCEILESINGER. Mit zwei Figurentafeln. Berlin 1894. hlayer & Müller. 
X ,  116 S. 

Die ülteste Ausgabe der Uescartes'schen Geometrie von 1637, sowie 
deren lateinische Uebersetzung von 1649 dürften zu den grossten biblio- 
graphischen Seltenheiten gehihen. Haufiger begegnet man in antiquarischen 
ICatalogen dem zweiten Abdrucke der lateinischen Uebersetzung von 1659. 
Das frana~sische Original ist seitdem dreimal neu aufgelegt worden: im 
ditlire 1738 in der Cousin'schen Gesammtausgabe der I)escarteslschen Werke 
Band V und im Jahre 1886. Herr Scblesinger hat nun auch eine deutsche 
Uebersetzuiig der nach so manchcn Richtungcn bahnbrechenden Schrift an- 
gefertigt, welche ihm bei Uebungen zur analytischen Geometrie im Anschluss 

Hisc.-lit. Abth. d. Zeitsohr.f.Math.u.Phys. 40. Jahrg. 1895. 2 IIeft. a 
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a n  Descartes diente, die er an der Berliner Vniversitiit im Sommer 1893 
abhielt, und sin Verleger fand sich bereit, diese Uebersetzung der all- 
gemeinen 13enutzung zuganglich zu machen. N6ge ihr Erscheinen dazu 
beitragen, dass unsere heutigen Mathematiker jenes unsterblicho Wcrk 
mehr also nur dem Namen nach oder sus kurzen Auszügen kennen lernen. 
h'iemand , dessen sind wir liherzeugt, wird die darauf verwandte Zeit nach- 
triiglicli bereuen. Die Uebersetzung is t ,  'so weit wir uns mit derselben 
naher bekannt gemacht hahen, recht treu und lcsbar, lctztercs sogar noch 
etwas mehr als das Original, in  welchem Descartes mitunter absichtlich 
dunkle Redewendungen bevorzugte. 44 angefügte Anmcrkungen erleichtern 
das Verstandniss. - - CANTOR. 

Ein ungedrucktes Rechenbnch aus dern Jahre 1676 von Oberlehrer RIESSEN. 
Programmbeilagen aus Glückstadt. [1893 ; Programm Nr. 280 urid 
1894: Programm Nr. 279.1 26 und 24 S. 

I m  Jahre 1647 gab A r n o l d  M o  l l e r  , Rechenmeister zu Lübeck, den 
Güidenen Lehrschat~ hcraus. Im Jahre 1719 vcr6ffcntlichte P a u 1  H a l  ck e 

sein Mathematisches Sinnenconfect. Zwischen beide Schriften fillt  das Rechen- 
buch, welches H e i n r i c h  t h o  A s p e r n  (1631-1695), der seit 1667 an 
der Schule in Neuendorf in Holstein thatig war ,  im Jahre 1676 verfasste, 
und welches sich handschriftlich im Besitze der. Familie tho Aspern er- 
halten hat. Die Zwischenstellung ist keine blos ausserliche. Herr R i e  s sen, 
der in zwei aufeinander folgenden Jaliresprogramrnen sieh der dankens- 
werthen Mtihe unterzog, über jenes ungedruckte Rechenbuch zu berichten, 
hat  sichergestellt, dass Heinrich tho Aspern einerseits Halcke's Lehrer 
war ,  andererseits Moller's Vorlage mit Vortheil benutzte. Insbesondere ist 
die vielfach gereimte Form , sind einzelne Aufgabengattungen , auch einzelne 
bestimmte .Aufgaben sammt ihren Zahlen von dem einen Verfasser zurn 

anderen und zum dritten zu verfolgen gewesen. Ein theils beabsichtigter, 
theils unfreiwilliger Humor ist in allen diesen Schriften wahrnehmbar , der 
namentlich dann,  wenn er in plattdcutsche Verse sich klcidet, geradezu 
erfrischend wirkt. Tho Aspern's Rechenbuch zerfillt in vier Klassen und 
einem Lustgartlein. Die 1. Klasso lchrt die vicr gemeinen Reclinungs- 
arten an ganzen Zahlen, die II. Klasse an 13rüchen. Die III.  Klasse hat es 
mit  der Regeldetri zu thun, die IV. Klasse mit Vcrmischungsrcchnungen 
(Regulu Alligatiolzis) , unbestimmten Aufgaben (B.  Virginum) und dem falschen 
Ansatz (R. Falsi). Das LustgLrtlein geht über diase Aufgaben dann noch 
hinaus. In  seinen Beeten - so heissen die einzelnen Kapitel - wachsen 
Ausziehungen von Wurzeln zweiten bis neunten Grades, Auflosung von 
Gleichungen bis zum dritten Grade einschliesslich, Untersuchungen über 

figiirirte Zahlen. Herr Riessen hat liherall Anmerkungen beigefugt, welche 
d m  heutigen Leser das Verstandniss erleichtern. CANTOR. 
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Professor Dr. RudoIf Wolf 1816-1893. Der Bernischen naturforschenden 
Gesellschaft zum Andenken heim 50jihrigen Jubiliium ihrer ,,Mit- 
theilungenu gewidmet von Professor Dr. J. H. GRAF. Mit dem Por- 
trait von Professor IG. WOLF. Bern 1894. Bei K. J. Wyss. [Separat- 
abdruck aus den Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft - 
von Bern.] 

Mit 23 Jahren wurde R u d o l f  W O l f  (1839) in  Bern an der Realschule 
a q p t e l l t ;  acht Jahre spater (1847) trat er an die Spitze der dortigen 
Sternwarte; wieder acht Jahre spater (1855) berief ilin sein Heimatscanton 
Zürich als Lehrer der Mathematik an das Gymnasium und als Lehrer der 
Astronomie an das neu gegrllndete Polytechnilium; Ende 1 8 6 4  bezog er 
die nach Semper'schen Planen erbaute neue schone Sternwarte, als deren 
Director er noch 2 9  Jahre wirkte. Dem Berner Aufenthalt gehort Wolf's 
bahnbrechende Entdeckung von dem Zusammenfallen der Sonnenflecken- 
periode von l l f  Jahren mit einer genau elienso langen Periode der 
Declinationsvariationen der Magnetnadel a n ,  einem Zusammenfallen in 
dem Sinne, dass die Maxima beider Erscheinungen und ebenso ihre Minima 
stets gleichzeitig auftreten. Ebendort begann Wolf mit den Würfelversuchen, 
durch deren Anstellung er das Gebiet der Walirscheiulichkeit a priori mit 
dem der Wahrscheinlichkeit a posteriori in  Verbindung brachte. I n  Zürich 
setzte er beide Untersuchungsreihen fort, Sonnenfleckenbeobachtungen und 
Würfelversuche beschaftigten ihn bis in seine letzte Lebenszeit, aber daneben 
k a t  eine neue Geistesrichtung Wolf's glLnzend hervor, die historische. 
Die "Biographien zur Kulturgeschichte der Schweiz' (1858-1862), das 
,Haudbuch der Mathematik, Physik, Geodasie und Astronomieu (1872), die 
,Geschichte der AstronomieU (1877), die ,Geschichte der Vermessungen in 
der Schweizu (1879), das ,Iiandbuch der Astronomie, ihrer Geschichte und 
I,itcratiiru (1890 -1893) sind geschichtliche Leistungcn allercrsten Ranges, 
mit welchen zu wetteifern fast unmoglich k t ,  insbesondere, wenn man die 
Raschheit der Aufeinanderfolge und àie Grlindlichkeit der Schriften ncben- 
einander beachtet. I n  Zürich begann Wolf auch die Veroffentlicbung seiner 
werthvollen ,Astronomischen Xittheilungen", welche er bis zur 82. Nummer 
brachte; die 83. Nummer liess e r  redactionell vollendet zurück; für die 
weitere Fortsetzung des verdienstlichen Unternehmens sorgte er testa- 
mentarisch. Diese nackten Thatsachen entnehmen wir theils dern uns vor- 
liegenden warm geschriebenen kleinen Buche, theils eigener Erinnerung. 
Nieiiials wird a m  dieser die liebenswtirdige Personlichkeit Wolf's ver- 
scliwinden, wie er in  seinen Briefen, wie er in der miindlichen Unter- 

Ndung sie offenbarte. Wieder genau den gleichen Eindruck gewinnen wir 
aus einem Nekrologe, den Herr W o l f e r ,  des Verstorbenen Nachfolger an 
der Sternwarte , in  der .Vierteljahresschrift der Astronomischcn GesellschaftU 
Jahrgang 29 Heft 1 veroffentlicht hat. 

CANTOR. 
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Er innerung  an Moritz Abraham Stern von FERUINAND ~ Z U U I O .  Zürich 1894. 

Am 2. Fcbruar 1894 wurde i n  Ziirich die Leiche eines 86ijtihrigen 
Greises der Erde libergeben, der gewiss keinen Feind, wohl aber zahlreicke 
ihn vcrehrende Schüler und Frrur.de zuriickgelassen hat. Wic konnte man 

auch ainders, als mit hochschiitzender Liebe an ihm hiingen, dern selbst so 
liebcvollen, dienstwilligcn, zuvorkommendcn Manne, an dern die Jahre 
spurlos vorüber zu gehen schieneu bis auf die Spuren geistiger Thatigkeit, 
dic er selbst in dic wisscnschaftliche Geschichte jener Jahre eintrug. Herr 
Rudio hat an Stern's Grab als jüngerer Fachgenosse warme Worte ge- 
sprochen." Dem Referenten personlich war Stern mehr als das. Ich hatte 
die Preude,  in den Jahren 1849 - 1851 seine Vorlesungen in Gottingen als 
aufmerksamer Zuhorer zu besuohen und an dern mustergiltigen Vortrage des 
Lehrers mich zu bilden. E s  sei geatattet, aus meinen Erinnerungen an jene Zeit 
wenige erganzende Striche zu dern von Herrn Kudio Gesagten hinzuzufügen. 
Im Sommersemester 1850 las Stern über Elementarmathematik , eine Vor- 
lesung, welche unter den in Anmerkung 4 genannten nicht enthalleu ist. 
Vielleicht gehorte sie nicht z u  seinem gewtihnlichen Kreislauf der Gegen- 
staride, aber jedenfalls war die Vorlesung hochinteressant und gab Stern 
Gelegenheit, nach zwei Richtungen sich breiter zu fassen, als es ihrn in 
seinen anderen Vorlesungen moglich war. E r  verweilte bei den philo- 
sophischen Grundlagen der Mathematik und bei deren geschichtlichem 
Wachsen. In  beiden Dingen kann ich mich nur seinen dankbaren Schüler 
nennen. Stern gehort die Auffassung der Mathematik als Frfahriings- 
wissenschaft a n ,  welche ich in meinen ,Grundztigen einer Elementar- 
arithmetiku (Heidelberg 1855) an die Spitze stellte, bei Stcrn ent,wickelte 
sich moine Neigung zu Forschungen über die Geschichte der Wissenschaften. 
Seine Vortragaweise war klar ,  anspruchslos, einfach , wie der ganze Mann, 
und auch der hurnoristische Zug, den man noch auf der Photographie zu 
erkennen vermag, fchlte nicht,. Stern sprach meistcns ganz h i .  Niir wcnn 
es sich um ein bestirnmtes Beispiel handelte oder um Fortsetzung einer 
Erorterung, welche in der vorhcrgchcnden Stunde nicht zu Ende hatte 
geführt merden konnen, zog er einen bei seinen Zuh6rern sprichwortlich 
gewordenen kleinru Zettel aus der Westentasche, dern Cr die nothigen 
Aufzeichnungen anvertraut hatte. Er  rechnete an der Tafel mit grosser 
Sicherheit. Kam es ja cinmal vor ,  dass er sich iri-te, so war ihm Nichts 
lieber, als dass man ihn unterbrach, um den Irrthum so früh a18 mb'glich 
vcrbcsscrn xi1 konnen. Wiihrend mcines Aufcnt,haltes in Gottingen wiirde 
das dortige mathematische Seminar eingerichtet, i n  dessen Leitung Stern 
sich mit Ulrich theilte. Grade diesc Thcilung war geeignet, uns erkennen 

* Die Grabrede ist ausser in d e r n  uns vorliegenden besonderen Druclce noch- 
mals in der Vierteljahrsschrift der Ziiricher naturwiçsen~chafYlichen Geseilsctaft ,  
Jahrgang 39 Heft 2 ,  erschienen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 
--- A -  

6 1 
- -- 

LU lasçen, was wir an Stern besassen. Nur Wenige m6gen mit mir sich 
der damaligen Zeit erinnern, unter ihnen jedenfalls Richard Dedekind. 
Aber die noch Vorhandenen haben ohne Zweifel an jene Zeit und an unseren 
Lehrer ein treues Gedachtniss sich bewahrt. CANTOR. 

Die Sirenen. Ein Beitrag zur Entwickeliingsgeschichte der Akustik , Theil II. 
Die Arbeiten deutscher Physiker über die Sirene in  dem Zeitraume 
von 1830 bis 1856. Von Dr. ERNST ROBEL, Oberlehrer. Wissen- 
tichaftliche Beilage zum Jahresbericht des Luisenstadtischen Real- 
gyrnnasiums zu Berlin. Ostern l894. [Programm Nr. 98.1 Berlin 1804. 
R. Gaertner's Verlagsbuchhandlung (Hermann Heyfelder). 31 S. 

Fiir den 1. Theil der Untersuchungen verweisen wir auf Bd. XXXVII 
dieser Zeitschrift, Uistorisch - literarische Abtheilung S. 71. Der II.  nicht 
minder interessante Theil ist, der Hauptsache nach den Arbeiten von Op e l  t ,  
S e e b e c k ,  D o v e ,  v. H e l m h o l t z ,  O h m  gewidmet. Dieselbensind theils 
experirncntellcr , theils mathcmatisch - theoretischer h'atur gewescn, theils 
haben sie die A u f p b e  nach beiden Richtungen hin behandelt und geftirdert, 
wic es in der perstinlichen Richtung der einzelncn Forscher bcgründet lag. 
Die drei zuerst Genannten waren die experimentell arbeitenden: der an 
letzter Stelle Erwahnte der in mathematischen Entwickelungen geübte 
Akustiker. IIelmholtz vereinigte in sich die beiden Begabungen. Opelt 
bat auf seine Versuche eine Nusiklehre aufgehaut. Seebeck hat unter 
Anderem die Interferenz der Tone einfach nachweisbar zu machen gewusst. 
Lhre vervollkommnete die sogenannte mehrstimmige Sirene, so dass sie 
zur Hervorbringung von Combinationsttinen geeigneter wurde. v. Helmholtz 
brachte die Lelire von diesen Combinationsttinen durch Versuche und mathe- 
matische Entwickelungen in's Reine. Ohm hat zilerst den Gedanken aus- 
gesprochen, dass jede beliebige periodische schwingende Bewegung nach 
dcm Fourier'schcn Thcoreme entwickclt wcrdcn kann,  und dass dann jeder 
der Coefficienten dieser Reihe die Amplitude eines einzelnen wahrgenommenen 
Tonev darstellt. Rei dem Widerspruch Sccbcck's gegen die Anwendung 
dieses Gedankens auf die Sirene bricht die Abhandlung ab. cANTOR. 

Systematisches Verzeichniss der  Abhandlungen, welche in den Schul- 
schriften s h m t l i c h e r  an dern Programmtausche theilnehmcnden Lehr- 
anstalten erschienen sind. Bearbeitet von Dr. EUDOLF KLUSSMANN. 
Nebst zwei Registern. II. Band 1886 - 1890. Leipzig 1893. Bei 
B. G. Teubner. VII ,  288 S. 

Wie viele Gelehrsamkcit steckt doch in unseren Schulprogrammcn, wie 
viele Arbeit ruht dort vergraben, manchmal auch begraben! Der geregeltere 
Programmtausch hat zwar einige Abhilfe getroffen. Lehrern derjenigen 
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Anstalten, welche an dem Tausche tlieilnehmen, dürfte nicht leicht der 
Tite1 eines Programmes unbekannt blciben, welches ihn interessircn kann. 
Aber Privatgelehrten und Universitatslehrern kommt gerade umgekehrt 
nur  selten ein fur sie wiehtiges Programm zur Kenntniss, es sei denn, dass 
der Verfasser es ihnen zuschicke. Herstellung eines systematischen Ver- 
zeichnisses solcher Abhandlungen war deshalb geradczu ein Bcdürfniss, und 
Herr  Klussmann hat  die Aufgabe der Anfertigung dieses Verzeichnisses vor- 
trefflich gelost. Die Anordung ist nach Pachern und inncrhalb jedes 
Faches nach der alphabetischen Polge des Verfassernamens. Am Schlusse 
ist ein Vcrzcichniss nach dem Orte der betreffenden Anstalt ,  ein zweites 
nach dem Namen der Verfasser angelegt, so dass das Auffinden gesuchter 
Programme wesentlich erleichtert ist. CANTOR. 

Vierstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln nebst einigen physi- 
kalischen und astronomischen Tafeln, für  den GeLrauch an hoheren 
Schulen. Zusammengestellt von C. ROHRBACH, Dr. phil., Oberlehrer 
am Gymnasium Ernestinum zu Gotha. Gotha 1893. Verlag von 
E. F. Thienemann. 32 S. 

Vierstellige Logarithmcn, das scheint bis auf Weiteres die Forderung 
der Nittelschulp%dagogik geworden zu sein. Im 38. Bande dieser Zeitschrift 
(Histor.-liter. Abthlg. S. 69) zcigten wir solche von Herrn E. R. Müller an, 
die in Stuttgart gedruckt waren, heute liegen uns solche aus Gotha vor. 
Drnck und Ausstattung dürften bei beiden Tafeln gleich gut sein, auch 
der Preis ist  der gleiche. Als Vorzug der Rohrbach'schen Tafeln konoen 
wir hervorheben, dass am Schlusse eine graphische Darstellung der gonio- 
metrischen Functionen beigegeben i s t ,  das heisst die Zeichnung der auf 
ein und dasselbe Coordiiiatensystem bezogenen Curven y = s i n x ,  y = cosx, 
y = tang x , y = cot x ,  y = sec x , y = cosec x. Die Curven wurden, wie 
das Vorwort mittheilt, im doppelten Maassstabe gezeichnet und photo- 
graphisch reducirt. - - CANTOR. 

Ueber das Versicherungswesen der  Bergwerks-Bruderladen und ahnlicher 
Kasseneiurichtungen. Von Dr. E. KOBALD, ordeutlichem Professor an 
der kaiserl. kouigl. Bergakademie zu Leoben. Zweiter Theil : Die 
W i t t w e n -  u n d  W a i s e n v e r s i c h e r u n g ,  mit einem Anhange über 
die Krankenversicherung und iiber das Regrabnissgeld. [Sonderabdruck 
aus dem Berg- und Hüttenrn%unischen Jahrbuch etc.,  XLI. Bd.] 
Leoben 1893. Bei Ludwig Nüssler. 48 S. 

Wir  haben im 38. Bande dieser Zeitschrift (Histor. -1iter. Abthlg. S. '70) 
den ersten Theil der Robald'schen Untersuchungen besprochen. Wenn wir 
ihm die klare Weise nachrtihmen durften, in welcher der Verfasser die 
zusammengesctzten Fragen, um welche es sich handelte, in ihre Restand- 
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theile zu zerlegen wusste, so k6nnen wir das gleiche Lob auch der Fort- 
sehung ertheilen. Die Frage der Wittwenversicherung ist hier behandelt, 
und dabei mussten zwei Falle u n t e r d i e d e n  werden, je nachdem der Mann, 
welcher als arbeitstüchtig in die Ehe t rat  - denii nur dann gewiihren die 
Gsterreichischen Bruderladen Wittwenversorgiing -, als arbeitsttichtig ver- 
storben ist oder frliher invalid wurde, also selbst schon Unterstützung 
bezog. Die Waisenversicheriing kommt niir im Tite1 des Heftes vor, irn 
Texte ist von ihr so gut wie nicht die Rede. Bezüglich der anhangsweise 
behandelten Krankenversicherung hegen wir einiges Redenken. Die i n  Tagen 
ausgedrückte Krankheitsdauer wahrend eines Jahres fasst Herr Kobald als 
cine Function dea Alters x auf und bezeichnet sie mit K(z) .  1st das wohl 
richtig? Dass die Lebensdauer von dem Alter abhangt, wird von Jedem 
bereitwilligst zugestanden werden. Auch die Lebensgef5hrliclikeit gewisser 
bestimmter Krankheiten dürfte Punction des Alters sein. Ob aber das 
Gleiche von der Krankheitsdauer behauptet werden darf,  scheint uns 
zmeifelhaft. -- CANTOR. 

Synopsis der hoheren Mathematik. Von JOHSNN G. HAGEX, S. J., Director 
der Sternwarte des Georgetown College, Washington, D. C., II. Band : 
G e o r n e t r i e  d e r  a l g e b r a i s c h e n  G e b i l d e .  Berlin 1894. Verlag 
von Felix L. Darnes. IV, 416 S. 

Als wir im XXXVII. Bande (Histor. - liter. Abthlg. S. 161- 152) den 
1. Band der Synopsis unseren Lesern empfahlen, nannten wir ihn den An- 
fang eines ganz grossartig angelegtcn Werkes. Wir dürfen bei dcr Anzeige 
des II. Bandes, der dem ersten in  der fast unglaublich kurzen Zeit von 
nur drei Jahcen nachfolgte, nicht bereuen, jencs Ausdruckes uns bedient 
zu haben: denn die Fortsetzung ist des Anfanges, so weit zahlreiche 
Stichproben zu einem Urtheile befiihigen, in jeder Weise würdig. Die 
dreizehn Abschnitte des II .  Bandes fiihren die Ueberschriften: 1. Die Grund- 
lagen der Geometrie. II. Die projectivische Geometrie. I I I .  Die Coordi- 
natensysteme. IV. Die linearen und quadratischen Liniensysterne. V. Die 
Ausdehnungslehre. VI. Die elenen Curven im Allgemeinen. VII. Die ebenen 
Gebilde ersten und zweiten Grades. VIII. Die ebenen Curven dritten Grades. 
IX. Die ebenen Curven vierten Grades. X. Die Raumgebilde im Allgemeinen. 
XI. Die Raumgebilde ersten und zweiten Grades. XII. Die Flachcn dritten 
Grades. XIII. Die Flüchen vierten Grades. Man wird aus diesen Ueber- 
schriften einigermassen den Umfang des behandelten Stoffes ermessen konnen. 
Berr Hagen hat auch in diesem Bande eine aber nahezu alle Zeitriiume 
der mathematischen Literatur sich erstreckende staunenswerthe Belesenheit 
an den Tag gelegt, und wir gestehen gern ein, dass wir bei der Durch- 
sicht des Bandes wiederholt an Dinge erinnert wurden, welche wir in 
unseren Vorlesungen über Geschichto der Mathematik mit Stillschwcigen 
iibergangen hatten , kleine Lücken lassend , welche bei niichster Gelegenheit 
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ausgefüllt werden sollen. Als der Druck des Bandes schon ziemlich neit 
vorgeschrittcn war , fand Hcrr Hagen einen ebenbürtigen Mitarbeiter in 
Herrn Franz Meyer (Clausthal), dessen Nitwirkung in der Vorrede ais sehr 
fruchtbar gerühmt wird. Uusere eigene Kenntniss Neyer'scher Arbeiten 
lasst uns an das Verdientsein dieses Lobes nicht zweifeln, und bleibt diese 
Mitwirkung auch fur den III. Band erhalten, so k6nnen wir dessen Erscheinen 
nur mit um so h6her gespannten Hoffnungen erwarten. Ohne Herrn Hagen's 
grossen Verdieusten irgend zu nahe treten zu wollen, bleibt es doch immer 
wahr, dass bei einem Sammelwerke vier Augen noch mehr sehen als 
deren zwei. .. - - .- CANTOR. 

Berechnung von Renten und Lebensversicherungen an der Hand von 
Beispielen erlaut,ert von Jos. THANNABAIIR, kaiserl. konigl. Ober- 
realschul - Professor in Olmütz. Wien 1893. Verlag von Karl Graeser. 
132 S. 

Zinseszinsen- und Renten - Tafeln. Von Jos. THAXXABAUR. mien 18%. Ver- 
lag von Karl Graeser. 78 S. 

Wir  vereinigen in dieser kurzen Anzeige zwei Büchcr, welche der 
gleiche Verfasser au gleicher SSeit in demselben Verlage erscheinen liess, 
denn wiewohl als getrennte Werke dem Verkaufe ausgesetzt, gehoren sie 
doch eigentlich zueammen. I u  dem einen umfangreicheren Bandcheu sind 
in etwas breitepuriger, leichtverst%ndlicher Weise die verschiedenen Formeln 
abgeleitet, welche bei Renten und Lebensversicherungen Anwendung finden, 
iu dem weniger starkcn Hcfte sind Tafeln abgcdruckt, die auf Grundlage 
jener Pormeln hergestellt, auch von solchen Personlichkeiten benutzt werden 
konnen, welche um die Begründung sich nicht kiimmern k6nnen oder wollen. 
In  dein dogmatischen wie in  dem praktischen Theile ist  mit gleicher Aus- 

Whrlichkeit wie der gewGhnliühe Fa11 einer Verzinsung am Ende eines 
Termines auch der der anticipativen Verzinsung behandelt, bei welcher 
der Zins zum Voraus abgezogen wird. Wir kGnnen den Zweck dieser Be- 
handlung eines rechtmassig nicht vorkommenden Falles nicht einsehen. 

Ananaire  du Bureau des Longitudes avec des Notices wient.ifiques, Paris 
1893 und 1894. Gauthier -Villars e t  fils. 

Indem wir den beiden letzten Jalirglingen des herühmten Jahresbuchs 
einige Worte der Anzeige widmen, dürfen und müssen wir uns darauf 
beschrlinken , die Ueberschriften der dem eigentlichen Jahrbuch angehangten 
wissenschaftlichen Mittheilungen zur Kenntniss zu bringen. Das Jahrbuch 
für 1893 enthielt: J .  J a n s  s e n ,  Das Observatorium auf dem Mont Blanc. 
C O r n  u , Ueber die Wechsclbeziehnng swischen den Erscbeinungen der 
ruheiiden und der bewegten Elektricitat, und über elektriscbe Einheiten. 
T i s s e r a n d ,  Rede bei der Beordigung von Ossian Bonnet. B a y e ,  
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B o u q u e t  d e  l a  G r y e ,  L o e w y ,  Reden bei der Reerdigung des Admira1 
Mouchez. J. J a n s  s e n ,  Eede bei der Einweihung eines Denkmals des 
General Perrier. Dem Jahrbuche für 1894  sind beigegeben : P o i n c a r é  , 
Licht und Elektricitiit nach Maxwell und Hertz. F 1 e u  r i a i s , Ursprung 
und Gebrauch des sogenannten Compasses. J. J a n s  s e n  , Vier Beobachtungs- 
tage auf dem Mont Blanc. F a y e ,  B o u q u e t  d e  l a  G r y e ,  F l e u r i a i s ,  
Reden bei der Beerdigung des Admiral Piris. T i s s e r a n d ,  C o r  n u ,  
Xou c he z ,  Reden bei der Einweihung des Arago - Denkmals. cAaToR, 

Exercises d'arithmétique. Enoucés et  solutions par J .  FITZ - PATRICK, ancien 
professeur de m a t h h a t i q u e s  et GEORGES CHEYKEL, Directeur de 
l'institution Charlemagne à Tours. Avec une préface de U. JULES 
TANNERY, SOUS - Directeur des Btudes scientifiques l'bcole normale 
supérieure. Paris 1893. Librairie scientifique. A. Hermann. IX, 
483 pages. 

Das uns vorliegende Werk kann als Lehrbuch in Aufgabenform be- 
zeichnet werden , indem alle 465 behandelten Aufgaben mit so ausfiihrlichen 
Auflosungen vcrschen sind, dass kaum ein wichtiger Lehrsatz oder eine 
Regel der Arithmetik vermisst werden durfte. Die 1 6  Eapitel, in welche 
die Aufgaben vcrtheilt sind, führen folgcndc Ucberschriften: 1. Einleitcnde 
Bemerkungen und Numeration ; 2. Addition und Subtraction; 3. Multiplication; 
4. Division; 5. Theilbarkeit der Zahlen; 6. Gemeintheiler gauzer Zahlen; 
7. Prirnzahlen; 8. Brüche; 9. Decimalbrüche und Decimalzahlen; 10. Ver- 
hdltnisse und Proportionen; 11. Zahlensysteme; 12. Quadrate und Quadrat- 
wurzeln; 13. Cuhen und Cubikwurzeln; 14. Progressionen; 15. Verschiedene 
Aufgaben; 16. Anfangsgründe der Zalilentheorie. Als Anhang ist ein von 
Herrn M a t r o  t herrührender Beweiu des Satzes, dass jedo ganzc Zahl als 
Summe von hochstens vier Quadratzahlen sich darstellen lasse, abgedruckt. 

Wenn ein Gelehrter von dem Range des Herrn J u l e s  T a n n e r y  es 
der Mtihe werth erachtet, zu einem Buche, dessen Inhal t ,  wie wir sehen, 
nicht übcr die Anfangsgründe sich erhebt ,  eine Vorrede zu schreiben, wenn 
er die Aufgaben selbst als insgesammt lehrreich und viele derselben ais oeu 
und geistvoll bezeichnet, so kann dieser Cmstand bereitv ein h6chst an- 
genehmes Vorurtheil erwecken, und bei genanerer Kenntnissnahme bildete 
sich uns neben dem Vorurtheile ein selbststiindiges Urtheil, welches nicht 
mindcr günstig ausfiel, als das des Herrn Tannery. 

Es ist ja nur natürlich, dass bei einer so grossen Menge von Aufgaben 
auch Irrthümer sich einschleichen. Wenn z. B. auf S. 248-249 in Auf- 
gabe 306 aus n 2 - 4 m < N <  n S - 2 m  der Schluss n - 2 < i N <  m - 1  
gezogen wird, so ist das entschieden faisch, w i e  lz = 5, N =  7 erkennen 
lasst. Der sofort in die Augen springende Grund des Irrthums bestcht 
darin, dass man aus der ursprünglichen Urigleichung zwar N <  n2 - 2 n  4-1, 
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aber keineswegs n2 - 412 + 4 < N zu folgern berechtigt ist. Hiitte uns die 
Zeit zii Gebote gestanderi. s%mmtliche Aufgaben xu priifen, so warcn wir 
vermuthlich auf mehrere solcher Flüchtigkeiten gestossen; allein sie sind 
weit entfernt, den Gesnmmtcindruck zu bccintr&chtigcn. 

Die Verfasser haben es in der That  verstanden, eine Sammlung von 
Aufgaben zii vereiiiigen, deren Auswahl CS gcstattet,  bci ihrcr Auflosung 
eine Gesammtwiederholunç aller arithmetischen Lehren , welche dern Mittel- 
schulunterricht angehoren, au veranstalten. Jeder Lchrcr. auch in Deutsch- 
land, wird von der Sammlung erwünschten Gebrauch machen konnen. Er 
darf nicht fürchten, Allzuleichtes und Allt5gliches zu finden, im Gegen- 
theil! Manche Aufgaben machen an den Scliarfsinn dessen, der sie losen 
soll, rccht bedeutende Ansprüche, und alle, die wir wenigstens nxher an- 
sahen, sind interessant genug, zur Anstrengung des Scharfsinnes zu reizen. 

Recréations mathématiques par $1. E ~ O I J A R D  Lrrc~s .  Tome 111. Paris 1893. 
Gauthier-Villars et fils. 200 pag. Tome IV. Paris 1894. 266 pag. 

Der II. Theil der mathcmatischen Erholungen ist 1883 erschienen und 
im 29. Bande dieser Zeitschrift angezeigt. Ermuntert durch den Beifall, 
mit welchem die beiden Theile aufgenommen worden waren, sammelte Lucas 
den Inhalt eines III.  und IV. Theiles, als 1891 ein vorzeitiger Tod ihn 
wegrafte. Enghefreundeten Fachgenossen, den Herren H. Delannoy, C. A. 
Laisant, E. Lemoine wurde von der franzosischen mathematischen Gesell- 
schaft der Auftrag, das von Lucas Vorbereitete der Oeffentlichkeit zu über- 
geben , und sie haben ihre Aufgabe pflichtgetreu erfüllt. Volle Gleichformigkeit 
der behandelten Gegenstiinde darf inan in den beiden neuen Theilen so 
wenig suchen, als in den beiden früheren. 'Der Hauptsache nach hat Lucas 
allerdings Verstandesspiele untersucht, in welchen mit Combinatorik ver- 
bundene Zahlentheorie die Auflosung systematisch finden lasst, aber er hat 
~ i c h  das Uebergreifen auf andere ~riathematiuche Dinge nicht versagt. 

Im III. Theil8 haben die Herausgeber zii den beiden ersten Erholungen 
(1. Le calcul digital; 2. Machines arithmétiques) volksthümliche Vorlesungen 
benutzt, welche Lucas 1885 in Paris,  1884 in Blois hielt. Wir haben 
selten oder nie einen gleich ernsten, um nicht zu sagen trockenen Oegen- 
stand mit mehr Witz und sprudelndem Humore erortert gesehen. Die fünf 
anderen Erholurigeri des Biindchens beziehen sich alle auf Spiele, welche 
bald mit dem Taquin, bald mit dem Miihlspiel, bald mit dern Racaret 
verwandt sind. 

Die acht Erholungen des IV. Theiles sind dern ewigen Kalender, der 
Kugelaritbmetik , der Stabchenarithmetik , dem Mühlspiel , den Zauber- 
quadraten Fermat's, den Gittern , dem Vierfarbensatze geographischer Kartcn, 
der Gehmaschine gewidmet. Die ersto Erholung gehort also der Chrono- 
logie, die scchstc und siebente der Geometrie der Lage, die achte (es 
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handelt sich um eine Gelenkvorrichtung) der Mechanik an. Aber Lucas 
war seiner Begabung nach vorzugsweise Zahlentheoretiker, und so hat e r  
auch in den nicht arithmetischen Erholungen Anknüpfungen an zahlen- 
theoretische Aufgaben gefunden. Man wlirde ihm freilich Unrecht thun, 
wenn man nicht hervorhobe, daas er auch umgekehrt in die arithmetischen 
Eiholungen Geometrisches hineinzuflechten wusste. Der Geschichtsforscher 
vermochte allerdings in beiden Theilen Stoff zur Bemangelung ohne grosse 
Bchwierigkeit aufmfinden , aber diese kleinen Unrichtigkeiten muss man 
eben in den Kauf nehmen. 

Der alte Bichter  wollte durch erregtes Lachen auf die Sitten wirken, 
ridefido castigat mores. Lucas wollte einen Leserkreis, der ernstem Nach- 
denken nicht vie1 Geschmack entgegenbringt, dadurch für  die Zalilentheorie 
gewinncn, dass er dcren Anwendbarkeit auf Spiele u. S. W. in anmnthigcr 
Weise zeigte. E r  hat  dadurch die mathematische Literatur um vier reizende 
Bandchen bereichert. 

- -.A- - - -. -. CANTOR. 

S o ~ a u s  L I E ,  Vorlesungen über continuirliche Gruppen mi t  geometrischen 
und anderen Anwendungen. Rearbeitet und herausgegcben von 
GEORG SCHEFFERS. Leipzig 1883. B. G. Teubner. XII  u. 810 S. 

Den "Vorlesungen von S. L i  e über Differentialgleichungen mit be- 
kannten infinitesimalen Transformationenu, Leipzig 1891 - vergl. diese 
Zeitschrift Bd. 38 S. 95 und 183 - hat der Herausgeber nach Ablauf von 
zwei Jahren einen weiteren, noch iimfangreicheren Band folgen lassen. 
Ganz unabhangig von dem ersten sol1 deraelbe eine Einleitung in die 
Lie'sche Thcorie überhaupt sein und dadurch das Studium des bekannten 
grossen Werkes von L i  e - E n  g e l  vorbereiten (vergl. die Besprechungen des- 
selben in dieser Zeitschrift Bd. 34 S. 171, Bd. 39 S. 95, Bd. 40 S. 14). 
Die Lie'sche Lehre nimmt heutzutage eine eigenthümliche Stellung ein; 
einer Schaar von begeisterten A n h k g e r n  s teht  eine nicht geringe Partei 
Solcher gegenüber, die sich sceptisch und abwartend verhalten , und die 
von derjenigen Tragfahigkeit und Pruchtbarkeit, die Herr L i e  selber seinem 
Systeme zuschreibt, nicht ohne Weiteres überzeugt sind. 

Diese ,,Indifferentenu gehen wohl noch weiter und glauben, dass das 
rapide Anschwellen der Lehrbuchliteratur tiber ebcn dicsen Gegenstand der 
Porderung der Theorie eher schadlich als nützlich sei. 

Selbst Referent kann sich der Meinung nicht ganz verschliessen, dass 
eine knappe Zusammenfassung de3 von L i e  und seinen Anhiingern auf 
dem Gebiete der Transformationsgruppen Geleisteten eher am Platze sein 
mochte. 

Der ganzen Anlage nach ist der vorliegende Band, wie auch der voran- 
gegangene, in erster Linie fur einen Studirenden in mittleren Semestern 
bestimmt. Der Text wird durch zweckmassige Beispiele, wo es angeht, 
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leichter verstandlich gemacht, und es wird eine behagliche Breite in der 
Darstellung beliebt. 

Was die Vorkenntnisse des Lesers angeht, so ist Eines auffzllig; 
wiihrend eine tüchtige Vorbildung in der Analysis, einschliesslich der for- 
molen Tbeorie der Differentialgleichungen beansprucht wird, hait es der 
Herausgeber fur nothig, die einfachsten Begriffe und Siitze aus der pro- 
jectiven Geometrie der Ebene ausführlich darzulegen. 

Da der Hauptinhalt des Buches dem - vom Referenten bereits auf 

das Eingehendste besprochenen - dritten Bande des L i e - E  ngel'schen 
Werkes gemeinsam ist,  so wird es geniigen, auf Einiges aufmerksam zu 
machen, was h i  S c  h e f f e r s  üharakteristisch hervortritt. 

Das Ganze lasst sich in drei Hauptabschnitte eintheilen. Der erste 
behandelt die verschiedenen Typen von projectiven Gruppen der Ebene, 
sowie darüber hinaus die der endlichen continuirlichen Gruppen in zwei 
Variabeln. Im zweiten Abschnitte werden die grundlegenden SS tne  der 
Gruppentheorie in avariabelli  erortert, woran sich Unteisuchnngen iiiier 

Zusarnmensetzung von Gruppen auschliessen. 
Der letzte Abschnitt bringt eine Ailswahl von sehr verschiedenartigen, 

uuter einander kaiim im Zusammenhange stehenden Anwendungen. 
Was die projectiven Transformntionen der Ebene angcht, so lassen 

sich dieselben, wie schon LI  6 b i  il s im Wesentlicheu erkannte, als die- 
jenigen Punkt - Transformationen definiren, welche Gcrado stcts wicder in 
Gerade überfiihren. 

Von den zwei hierfür erbrachten Beweisen ist insbesondere der zweite, 
rein analytische von Interesse und zugleich für den Charakter des Buches 
bezeichncnd. 

Die Geraden der Ebene sind namlich die Integralcurven der Differenlial- 
gleichung y"= O. Sol1 also eine Punkt - Transformation 

% ' ' P ( x ?  Y), Yi  = v ( x ,  Y) 

jede Gerade wieder in eine solche Ilberführen , so muss die Cleichung y", = 0 
vermüge y"= O identiach befriedigt werdeu. 

Drückt man y", durch y', y" und durch die ersten und zweiten partiellen 
Ableitungen von <p und nach x und g aus ,  so führt die gestellte 
Forderung auf vier partielle Differentialgleichungen, durch deren directe 
Inkgrat ion Herr S c h e f  f e r  s in der That  darauf geführt wird, dass cp und 
Q linear gebrocheue Punctionen von x und y mit  demselben Nenner sein 
müssen. 

Die linken Seiten jener Gleichungen bleiben bei Ausübung einer all- 
gemeinen projectiven Transformation bis auf Bactoren ungeandert, das heisst, 
aie sind ,Differentialinvariantenu der allgemeinen projectiven Gruppe, jedoch 
- Ras nicht erwiihnt wird - in dem Siiine, dass x und y als d in ab- 
hangige Veranderliche fungiren, wiihrend bei den sonst im Werke vor- 
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kommenden Differentialinvarianten stets y als die unabhkgige ,  x als die 
abhingige Veranderliche anzusehen iet. 

Eine nuch verwickeltere Analyse erfurderl die rechnerische Veri- 
fication des begrifflich so einfach einzusehenden Sahes ,  dass die aus einer 
projectiven infinitesimalen Transformation erzeugte eingliedrige Gruppe 
aus lauter projectiven Transformationen besteht. F ü r  die neun Coefficienten 
jener Gruppe w-ird ein System von ebeuso vielen linearen homogenen 
Differentialgleichungen aufgestellt, deren Losnngeu sie sind. 

Auf ein h d i c h e s ,  nur einfacheres Brgebniss wird man geführt, 
wenn man sich von vornherein auf die ,allgemeine lineareY Gruppe G, 
beschriinkt ; man gelangt nirnlich hier zur Aufgabe der Integration einev 
,d lAlember t ' schen"  Systems: 

mit constanten Coefficienten. 
Kechnet man je zwei eingliedrige ,,lineareU Gruppen L U  demselben 

Tgpus, wenn sie vernioge einer ,linearenu Transformation in einander 
überführbar sind, so ergiebt eine Discussion, dass gerade acht solcher 
Typen existiren. 

Es ist nun instructiv zu sehen, wie die d ' A l e m b e r t l s c h e  Iute- 
grationsmethode des obigen Systems (bei Berücksichtigung aller Ausnahme- 
ldle) geradezu iiquivalent ist mit der Zurückführung jener acht eingliedrigen 
Gruppen auf einfache canonische Pormen. 

Bei Gelegenheit der wichtigen Aufgabe, die endlichen Gleichungen 
einer beliebigen r - gliedrigen Crruppe bei Kenntniss ihrer r infinitesimalcn 
Transformationen und deren eingliedrigen Gruppen zu construireu , wird 
eiri von L i e  und 11 a u r e r  zugleich gefundcnes praktischcs Princip in 
Anvendung gebracht, das e i n f a ~ h  darin besteht, jene r eingliedrigen Gruppen 
hintereinandcr auszuüben. 

An den Beweis des IIauptsatzes, dass r unabhangige infinitesimale 
Transformationen Ul , . . . Ur dann und nur danu eine r - gliedrige Gruppe 
erzeugen, wenn sich jeder, Klammerausdruck (u, u k )  linear au3 den 17 zu- 
ssrnmensetzt, knüpft sich in ungezwungener Weise die wichtige Sheorie 
der Differentialinvarianten a n ,  das sind aus x, y ,  y', y". . . gebildete Aus- 
drücke, die der Gruppe gegenüber absolut invariant siiid. 

Alle Differentialinvarianten der Gruppe sind aus zweien ableitbar, die 
als Losungen eines Systems partieller Differentialgleichungen erscheinen. 

So elegant und nllgernein diese Methode als rein theoretische i s t ,  so 
ist sie aoch in praxi kaum verwendbar: man wird da vielmehr von den 
endlichen Gleichungen der Gruppe ausgehen. 

Bei Aufstellung der verschiedenen Tgpen projectiver Gruppen der 
Ebcne erweist sich die E i ~ f ü h r u n g  des Dualitiitsbegriffes als unumganglicb. 
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Hier scheint es dem Referenten, als ob ein zu weit getriebenes Strebcn 
nach Allgemeinheit eine an sich einfache Sache schwierig machen konne. 
Erst  wird ein Kriterium dafür aufgestellt, dass eine Curvenschaar eine 
Gruppe gestattet,  und dieses dann auf den gant  speciellen Fa11 angewandt, 
dass die m2 Schaar der Geraden in der Ebene vermoge einer projectiven 
Gruppe in sich übergeht. 

Als Endergebniss tritt  der bekannte elementare Satz auf, dass die 
Gesammtheit aller Projectivibiiten und Dualitaten wiederum eine Griippe 
constituirt. 

Wir  müssen nns beeilen, noch Einiges liber die .Anwendnngenu des 
dritten Abschnittes mitzutheilen. 

P ü r  den Geometer von besonderem Interesse ist die Frage, wie man 
am Einfachsten theoretisch entsclieiiien kann, ob zwei Curven oder Flicheu 
congruent, das ist , durch 12ewegnng in einander tiberführbar oder auch, ob 
sie vermoge der Gruppe der Dewegungen mit einander aquivalent sind. 

Es ist von vornherein klar,  dass die Aufgabe nur dann eine befrie- 
digende Losung finden wird, wenn sich das gemeinte Kriterium nur solcher 
mathcmatischer Rildungen bedient, die dcr Bewegungsgruppe gegenüber 
invariant sind, und das werden hier nur Differentialinvarianten sein konnen. 

I n  der That ergicbt sich ftir ebene Curven, dass sie im Allgemeinen 
d r 

congruent sind, wenn die Ableitung - des Kriimmungsradius nach der 
d s 

Bogenlange bei beiden Curven dieselbe Function von r is t ;  bei Raum- 
curven tritt  noch die Torsion hinzu. Aehnliches gilt fur Fllichen, wo 
iibrigens nur die Grundlagen gegeben werden. 

Das Bcmerkenswerthe sind aber gerade die Ausnahmef5lle, wenn 
n h l i c h  eine der Differentialinvarianten ihre Bedeutung verliert, das heisst, 
einen constanten Werth annimmt. 

Beschrbken wir uns auf die Ebene, so kommt, abgesehen von den 
trivialen Fiillen der Kreise und (allgemeinen) Geraden, nur der Pal1 der 
,,Minimalgeradenu y + i x = comst in  Betracht. 

Hier tritt  die merkwürdige Erscheinung ein, dass die Geraden jeder 
dieser beiden Schaaren nur unter sich congruent sind, dass man also nicht 
schlechthin sagen darf,  dass zwci Gerade stcts miteinandcr congruent sind. 

Im  Raume spielen die ,MinimalcurvenY eine ahnliche Rolle. Wenn 
iibrigens im Texte behauptet wird, dass nicht nur dio Losiing des Prolilems, 
sondern selbst die Formulirung desselben ganz neu seien, so dürfte das 
wenigstens hinsichtlich der ebenen Curven nicht zutreffend sein, denn, ab- 
gesehen von den Ausnahmefillen, findet man das oben angegebene Kriterium 
in etwas anderer Fassung x. B, bei H o p p  e. 

Beferent m6chte ferner noch liinzufügen, dass er durch Prof. F. Klein 
auf dem Chicagoer Congress 1893 eine Tafel der Differentialinvarianten 
aller projectiven Gruppen der Ebene Bat vorlegen lassen, womit das Material 
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gewonnen ist , um ein analoges Aequivalenzkriterium fur alle jene Gruppen 
aufiustellen. 

Eine fur die Arithmetiker interessante Anwendung findet die Gruppen- 
theorie auf die sogenannten hBheren complexen Zahlensysterne. E s  handelt 
sich um die Frage,  welche Arten von Multiplication bei eomplexen Zahlen 
von der Form a = el x, + e,x, + . - . f en x,, (wo die ei Einheiten, die xi ge- 
wohnliehe Zahlen bedeuten) noch moglich sind, wenn a i m e r  dem distri- 
butiven und associativen Gesetze (nicht aber dern commutativen) nur nuch 
verlangt wird, dass die Division ausftihrbar ist. 

Wesentlich als Folge des associativen Gesetzes stellt die Nultiplication 
,z = x y  eine erste oder eine zweite Gruppe dar ,  je nachdem man die ai 
rcsp. die yi als die ursprünglichen Ver!inderlichen, dabei die yi retip. die 
xi als die Parameter und beide Mal die ai als die neuen Veranderlichen 
auffasst. 

Vermoge ihrer Bildungsweise kommen diesen Gruppen besonders ein- 
fache Eigenschaften zu. 

Auf Grund dieses Ansatzes lasst sich die Aufgabe, fur einen gegebenen 
Werth von r. alle Typen von Zahlensystemen zu ermitteln, auf rein gruppen- 
theoretische Principien zurückfiihren und bis incl. f i  =. 5 explicite aiisrechnen. 

Ausser einem ausführlicheri Referat über die alteren Untersuchungen 
solcher Zahlensysteme wird hesonders auf die neuereu Arbeiten von S t u  d y 
und vom Herausgeber eingegangen; die nicht unwichtige Abhandlung von 
Moli e n  ist etwas kurz weggekommen. 

Als eine weitere Anwendung sei noch das Kapitel über binire  In -  
variantentheorio hervorgehoben : wenn auch dic Ergebnisse nicht eigcntlich 
neu sind, so ist es doch lehrreich z u  sehen, wie sich die üblichen 
Operationen in diesem Gebiete in  die Kategorien dcr Gruppentheorie ein- 
reihen. 

Der einschlagigen Arbeiten von S t u  d y (vergl. besonders seine ,,Terniken 
FormenY) wird nicht gedacht; auch der historische Bericht des Referenten 
von 1892 ist einer Erwahnung nicht fur wtirdig erachtet worden, trotzdem 
daselbst der ganze Stoff - durchaus nicht zur Zufriedenheit der speci- 
fischen Vertreter der Invarianten - I)isci?lin - nach gruppentheoretischen 
Massnahmeii gegliedert ist. - - W. FRANZ NEYER. 

E. GOURSAT. Vorlesungen tiber die Integrat ion der  part ie l len Differential- 
gleichungen erster Ordnung. Bearbeitet von C.  BOUKLET. Autorisirte 
deutsche Ausgabe von H. Maser. Mit einem Begleitwort von S. Lie. 
Leipzig 1893. B. G. Teubner. VI11 und 416 S. 

Da den im Jahre 1891 erschienenen Original -Vorlcsungen von Cr o u r s a t 
in dieser Zeitschrift keine Besprechung zu Theil geworden i s t ,  so m6ge 
eine solche aus Anlass der vorliegenden deutschen Ucbersetzung nachgcholt 
werden. 
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An sich zwar scheint dem Referenten eine derartige Uebersetzung um 
so weniger ein dringendes Bedürfniss zu sein, als sich gerade das frauz6siscfie 
Idiom zur exacten und dabei doch eleganten Darstellung schwie~iger 
mathematischer Entwickelurigen besonders eignet: man mochte aus diesem 
Grunde eher umgekehrt wünschen, dass manche deutsche Lehrbiicher ins 
Franzosische tibersetzt wtirden. 

Doch wollen wir hicr mit dem Uehersetzer nicht weiter rechten, inso- 
fern seine Leistung eine gute i s t ,  und er den anerkannten Werth des 
Originals durch Anftîgung einer Anzahl instructiver Aufgabcn und dcrcn 
Losung erhoht hat. 

Das Buch verfolgt hauptsachlich den Zweck, der formellen Integrations- 
- theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, wie sie in 

neuerer Zeit durch A. M a y e r  und namentlich durch L i  e geschaffen ist, 
weiteren Eingang zu verschaffen. 

I n  der That bildet das Buch eine werthvolle Erginzung zu dem 
zweiten Bande des L i  e - E n g e l'schen Werkes über Transformationsgruppen, 
insofern die partiellen DiEerentialgleichungen dort nur eine secundare Rolle 
spielen und der Leser von der Anwendung der Berührungs - Transformationen 
aof dieselben keine deutliche Vorstellung erhiilt (vergl. diese Zeitschrift 
Bd. 39 S. 95). 

Her r  Go u r  s a t beginnt mit einer functionentheoretischen Einleitung, 
niimlich mit dem vereinfachten K o  w a l  e w s k y 'schen Beweise für die Existenz 
von Integralen eines Systems von m partiellen Differentialgleichungen für 
rra Functionen von .n Variabeln; unter gewissen Entwickelbarkeitsbedingungen 
für  die Coefficienten hat in  der That , wie schon C a u c h y  behauptet hatte, 
ein solches Systcm in der Umgebung gewisscr Anfangswerthe ein und niir 

ein System von Losungen, die man dann weiterhin dem Princip der ana- 
lytischen Fortsetzung unterwerfen kann. 

Den Integralenu dieses ,Existenzsatzesu kommt die charakteristische 
Eigenschaft zu, dass in  der Nachbarjchaft eines solchen stets unendlich 
viele Integrale des gegebenen Gleichungssystems existiren; ausser diesen 
kann es aber noch sogenannto nsingulëre' Integrale geben, deren Miiglichkeit 
auf verschiedene Weisen dargethan wird. 

Die Hauptaufgabe, welche die partiellen Diffcrent,ialglcichungen hicr 
darbieten, besteht in der Zurückführung ihrer In tega t ion  auf die eines 
Systems gewohnlicher Differentialgleichun,rrcn, cine Aiifgi~be, welche für 
die Gleichungen erçter Ordnung vollig gelost ist. 

Es werden zunachst die linearen Gleichungen in Angriff gcnommen. 
Dieselben werden durch den Klammerprocess beherrscht. Bekanntlich ver. 
steht m a n ,  wenn zwei lineare homogene partielle Gleichungen X i ( f )  = O, 
X k ( f )  = O vorliegen, unter  dem ,,KlammerausdruckY ( X i X k )  die ebenfalls 
lineare und homogene Uildung 

x i { x k ! f ) } - x k { x i ( f ) ) .  
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Ein System von m solcher Glcichungen X i = O  heisst ein ,,voilstan- 
digesul wenn jeder der Klammerausdrücke(Xi&) eine lineare Function der 
Xi ist: ist ein System von q < r n  Gleichungen kein vollstXndiges, so h a s t  
es sich doch durch Aufnahme neuer, mittelst Klammeroperation zu bilden- 
der Gleichungen zu einem vollstlndigen Systeme erglnzen. Men darf sich 
also von vornherein auf letztere beschranken. 

Die Eigenschaft der Vollstlandigkeit iut eine zweifrich invariante - ganz 
wie bei den Combinanten der projectiven Invariantentheorie - einmal der 
Gruppe aller Transformationen der unabhëngigen Veranderlichen x gegen- 
über, sodann aber auch gegcniiber der Gruppe aller linearen Tranafor- 
mationen der X (mit Coefficienten, die im Allgemeinen noch von den x 
abhangen). 

Wegen der letzteren Eigenschaft darf man sich ein vollstandiges System 

af . von m. Gleichungen nach na der Ableitungen n (z = 1, 2 , .  . . m) aufgelost 
O xi 

und hinterher wieder Alles auf die linke Seite geschafft denken; in dieser 
canonischen Forrn heisst das System ein , ,Jaco b i ' s c  h e  su und ltisst sich 
auch dadurch charakterisiren, dass alle (Xi&) identisch verschwinden. 

Für ein J a c o  bi'sches System - und damit ziigleich flir jedes voll- 
standige System - von m Gleichungen mit m + ?z Veranderlichen x llasst 
sich der Hauptsatz nachweisen , dass es n verschiedene Integrale rp, cp,. . . cp, 
besitzt. 

Um dieselben zu finden, hat A. X a y e r  cin bcsonders einfaches und 
zugleich elegantes Verfahren eingeschlagen. 

Vermoge einer geeigneten Transformation der m ersten x wird die 
Auf~uchung der cp zurückgeführt auf die von lz 1nt&plen einer einzigen 
linearen Gleichung, und diese Aufgabe reducirt sich wiederum nacb be- 
kannter Methode auf die Integration von n gewohnlichen Diffcrential- 
gleichungeu der Form : 

wo die Ai (ausser den x) noch m - 1 Grossen y, .. .y, als Parameter mit 
sich fiihren. Noch mehr,  schon die Renntniss eines ersten Integrales von 
1) führt zu der eines ersten Integrales des gegebenen Systems. 

Nennt man eben diese Ermittelung eines ersten Integrales von 
n Gleichungen 1) - und damit ist tiereits der Fundamentai-Process ge- 
wonnen, der die ganze Theorie durchzieht - eine ,Operation von der 
Ordnung fi', so hat man danach successive je eine Operation der Ord- 
nungen 12, n - 1 , . . .1 auszufrihren, um die ursprüngliche Aufgabe zu 
erledigen. 

Die eben gestreifte Reciprocitat zwischen der lntegration einer ein- 
zelnen linearen partiellen Gleichung und der eines gewissen Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen kann auf ein vollstBndiges System aus- 

iiist..lit.Abth. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 40. dahry. 1835. 2.  Iioft. 6 
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gedehnt werden, niir dass das gewfihnliche System die Bedingung erfiillen 
muss, ,,vollstandig integrirbarY zu sein, das i s t ,  dass die Anfangs- 
wcrthe siirnmtlicher Variabeln willkürlioh angenommen werden dürfcn. 
1st dann f=  c ein Integral dieses Systems, so ist auch f ein Integral des 
vollst~ndigen Systems und umgekehrt. 

Nunniehr wendet sich der Verfasser zu beliebigen partiellen Gleichungen 
erster Ordnung. Nach L a g r a n g e  werden drei Kategorien von Integralen 
eingeführt , das vollstandigeu, das ,allgemeine ', und das singuliireY und 
gezeigt, wie zwischen den beiden ersten ein wesentlicher Unterschied nicht 
besteht. 

L a g r a n g e  gab im Palle von drei Variabeln z, y, z eine, spater 
von C h  a.rp i t vervollkommnete Methode a n ,  um eine beliebige partielle 
Gleichung erster Ordnung auf eine lineare zuriickeuführen. 

Die entsprechende Erweiterung auf den Fa11 von n Variaheln gelang 
erst vie1 spater J a c  O b i , dessen Verfahren von M a  y e r vervollkommnet wurde. 

Die erste allgemeine und zugleich directe Methode zur Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung war aber iiizwischen 
von P f a f f  gegeben worden. 

Indem er das Problem als besondern Fa11 eines allgemeineren er- 
kannte, fiihrte er die L6sung des leteteren auf die vollstündige Integration 
mehrerer Systeme von simultanen Differentialgleichungen von der Ordnung 
1, 3, .  . .2w - 3 ,  2 w - 1 zurück. 

Unabhangig davon hat bald darauf C a u  c h  y eine weit einfachere 
Methode angegeben, die mit dem ersten der Pfaff ' schen Systeme allein 
auskommt. 

Mit Hilfe der verallgemeinerten Klammerausdriicke gelangto J a c  obi ,  
wiederum ohne C a u c h y  zu kennen , zu einer Integrationsmethode , die im 
Grundc mit der C a u c h y  'schen identisch ist. 

Endlich rührt  von L i e  eine Methode her, die gewissermassen die 
Zusammenfassnng der Hbrigen i s t ,  die aber zugleich vermoge einer natur- 
gemassen Erweiterung des Integralbegriffs dahin ausgedehnt werden kann, 
dass sic zugleich alle Ausnahmefillo mit umfasst. 

Bei C a u c h y  steht der Begriff der Charakteristiku im Mittelpunkte 
des Ganzen , und hieraus ist wiederum die L i e'sche Theorie erwachsen. 

Um hiervon eine Vorstellung zu geben, beschranken wir uns auf drei 
Variable x ,  y ,  e und henützen geometrische Redcweise. Sei 

a z a p = - >  q = - ,  
Px PY 

d a m  heisse ,,ElementY die aus einem Punkte (x, y ,  z)  und einer durch 
ihn gehenden Ebene mit den Richtuugscoefficienten p ,  p gebildete Figur. 

Eine partielle Differentialgleichung F (x, y ,  z ,  p ,  q) = 0 ordnet danu 
jedem Elemente von E' = O eine bestimmte Curve, eben die Charakteristik 
zu, die dieses Element bertihrt. 
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Diese Curven hangen von drei willkürlichen Parametern a b ,  das ist, 
aie bilden einen Curvencornplex, und jcdc Integralfltiche von F = O wird 
durch die nach einem bestimmten Gesetze einander associirten Curven 
dieses Complexes erzeugt. 

Die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
und die Bcstimmung ihrer Charakteristiken sind zwei %quivalente Probleme. 

Wahrend nun J a c  O b i und Ma y e r die Integration einer (oder mehrerer) 
partiellen Differcntislgleichung auf die eines ,Involutionssystemsu (die Ver- 
allgemeinerung eines J a  c O b i 'schen Systems) und diese wieder auf die 
cines J a  C O  b i'schen Systems zurüekführen, gelingt L i e  mittelvt der 
Charakteristiken der Nachweis , dass die Integration eines solchen In- 
volutionssystems zurückkommt auf die einer einzigen linearen partiellen 
Differentialgleichung mit einer grosseren Anzahl von Variabeln. 

Die bereits angedeutete Verallgemeinerung von L i  e l  durch welche die 
ganze Theorie einen gewissen Abschlus~ erfahren ha t ,  vollzieht sich auf 
Grund des Begriffes ,Elementu. 

Als ,,Integralu einer Gleichung P ( z ,  y ,  8 ,  p ,  q) = O ist danach jedes 
doppelt unendliche System von Elementen zu verstehen, welches neben 
F = O der Relation da = p d x  + p dy gentigt. E s  kommen daher nicht 
nur Integralfliichen , wie früher , sondern auch Integralcurven und Integral- 
punkte in Betracht. 

Da andererseits auch (vergl. das bez. Referat) die Lie 'sche Theorie 
der Rerbhrungs- Transformationen nus dem Regriffe des Elomentes hervor- 
gegangen ist,  so lasst sich erwarten, dass eben die Berührungs-Trans- 
formationen dazu dienen werdcn, die partiellen Differentialgleichungen auf 
einfache canonische Pormen zu bringen. 

Dies ist in der That der Fal l ,  und zwar auf Grund des fundamentalen 
Satzes, dass der verallgemeinerte Klammerausdruck einer Berührungs-Trans- 
formation gegenüber invariant bleibt, und zwar auch dsnn noch, wenn weder 
die partiellen Differentialgleichungen , noch die angewandten Berührungs- 
Transformationen die abhangige Variable enthalten. 

Referent ha t  geglaubt, dass diese Skizzirung einiger Hauptmomente dem 
Leser mehr ntitzt als eine Eritik im Einzelnen, die sich bei der Vortreff- 
lichkeit des Werkes doch nur m f  unwesentlichere Punkte richten kaunte. 

Bei der knappen Darstellung ist es wohl nicht zu verwundern, wenn 
der Lcscr hier und da nach Abschluss einer Entwickelung (z. B. S. 103) 
nicht ohne Weiteres erkenut, inwiéfern damit die ursprünglich gestellte 
Aufgabe gelost ist. 

Eines glaubt Referent, namentlich im Interesse der Physiker, be- 
dauern zu müssen, dasa mlt einer eiuzigen Ausnahme (S. 135-136) jede 
Anwendung der vorgetragenen Methoden auf die partiellen Differential- 
gleichungen der Mechanik unterdrtickt worden ist. W. F~arvz  ME^^^. 
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76 Bistorisch - literarische Abtheilung. 
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Die Haupt -  u n d  Brennpunkte eines Linsensgstems. Elcmcntare Dar- 
stellung der durch Mobius, Gauss und Bessel begründeten Theorie. 
Von C. NEUMANN. Mit Figuren im Text. Zweite Auflage. Leipzig 1893. 
Verlag von B. G. Teubner. 42 S. 

Die vorliegende Auflage besteht aus einem Neudruck des im Jahre 1866 
zum ersten Mal erschienenen Werkes; nur in  dern Vorwort sind einige 
historische Irrthlimer ausgemerzt worden. Nach einer kureen Einleitung, 
welche das allgemeine, der L6sung zu unterziehende Problem behandelt, 
folgt das erste Kapitel, das nur dem Durchgang des Lichtes durch eine 
einxige brcchende Plache gewidmet ist. Nachdem zu dem auffallenden 
Strahl der gebrochene sammt den beiden Brennpunkten gefunden ist , wird 
die Construction des gebrochenen Strahls erlzutert, woran sich die con- 
jugirten Punkte und Ebenen anschliessen. I n  dem zweiten Kapitel, das 
den Durchgang des Lichtes durch beliebig viele brechende Fltichen verfolgt, 
wird man mit der Wichtigkeit der Haupt-,  Brenn-  und Knotenpunkte und 
dercn experimentellen Bestimmung vertraut gemacht. Das Wcrkchcn sol1 
alleu angehenden Optikern aufs Warmste empfohlen werden, zurnal ausser 
Trigonometrie keine htihercn Anforderungen in Bczug auf Mathematik ge- 
stellt werden. B. NEBEL. 

Die Brechung des  Lichtes einer  Ebene. Wissenschaftliche Beilage zum 
siebenten Jahresbericht über die Margarethenschule zu Berlin von 
HERMANN HAHN. Berlin 1893. R. Giirtner's Verlagsbuchhandlung 
(Hermann Hcyfelder). 10 S. 

Der wesentliche Inhalt der kleinen Schrift giebt einen Vortrag wieder, 
welchen der Verfarser schon im Januar 1889 in dem Verein eur Forderung 
des phyaikalischen Unterrichts in Berlin gehalten hat. Die Brechung des 
Lichtes in einer Ebene wird auf rein geometrische Weise, die mit der B O -  

genannteu neueren Geometrie verwandt ist, durchgeführt im Gegensatz zu  
den analy tischen Methoden. B. NEBEL, 

Das Nivelliren. Von FRANZ LORBER. Mit  97 in den Text gedruckten 
Figuren. Zugleich neunte neu bearbeitete Auflage der theoretischen 
und praktischen Anleitung zum Nivelliren von S. STAMPFER. Wien 1894. 
Verlag von Car1 Gerold's Sohn. 608 S. Preis: gebunden 15 Mk. 

Die vorliegende Auflage weist 'gegenüber den früheren wesentliche 
Erweiterungen bezw. Umarbeitungen auf. Eingeechaltet sind die drei Ab-  
schnitte, welche sich auf die Qenauigkeit und Ausgleichung der Nivelle- 
ments, auf des Pracisions - Nivellement i n  der tisterreichisch - ungarischan 
Monarchie und auf den Ein5uss der Aenderungen der Schwere auf Nivelle- 
ments beziehen. Eine Vermehrung wurde dem Abschnitt iiber die optischen 
Bestandtheile der Nivellir - Instrumente zu Theil, an welcher Professor 
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Dr. K o b a l d  einen hervorragenden Antheil hat. Die Darstellung ist so 

eingehend, dass Jeder, der mit der Geometrie bekannt ist , das Buch mit 
Leichtigkeit lesen kann;  dazu kommen noch die vielen praktischen Winke 
und die Tabellen und Formeln im Anhang, so dass der junge Geometer 
in diesem Werke einen treuen Berather findet. Die Verlagsbuchhandlung 
hat sich ein grosses Verdienst erworben, indem sie fur einen sehr schihen 
Druck und fur gute Figuren besorgt war. B. NEBEL. 

A Treatise on the Kinet ic  Theory of Gases by HENRY WILLIAM WATSON. 
Second Edition. Oxford 1893. At the Clarendon Press. 87 p. 

Der Urnfang dieser zweiten Auflage ist derselbe, wie der der ersten, 
wohl aber ist ein besonderer Werth auf die Behandlung des Stoffes gelegt 
worden, damit der Anftinger von dem Vorgetragenen vollstandig überzeugt 
ist. I m  Wesentlichen folgt der Verfasser den Methoden B o  l t  zm a n n ' s  
mit gewissen Einschrankungen, so nitmentlich bezüglich des Uegriffes des 
Jlolecul. Wir theilen den Wunsch des Verfassers. dass durch die ein- 
heitliche, leichtfasaliche Darstellung der grundlegenden Untersuchungen auf 
dem Gebiete der kinetischen Gastheorie neue jugendliche Arbeitskriifte fur 
den Weiterbaii dieses Zweiges der mathematischen Physik gewonnen werden 
mbchten. B. NEBEL. 

An elementary t reat ise  on theoretical mechanics by ALEXANDER ZIWET. 
Part 1: Kinematics - 181 p.; Par t  II: Iutroduction to dynamics; 
statics - 183 p. New-York 1893. Macrnillian and Co. and London. 

Fach des Verfassers Urtheil bestehe unter den zahllosen Werken der 
theoretischen Mechanik, die in Deutschland, Frankreich und England vor- 
handen sind , keines , welches den amerikanischen Studienverh!iltnissen an-  
gepasst sei, wo das Studium der Xechanik erst sufgenommen wird, nach- 
dem der Studirende sich die Elemente der hoheren Mathematik angeeignet 
hat. Dau ganze Werk soll drei Bande von nahezu gleicher Stsrke urn- 
fassen, wovon die beiden ersten erschienen sind. Der erste Band umfasst 
die Kinematik, wiihrend der zweito zunachst die Einführung in die Dynamik 
im Allgemeinen zum Gegenstand hat und sodann die Statik behandelt. 
Der dritte Band, welcher im Laufe des Jahres 1894 srscheinen 8011, sei der 
Kinematik gewidmet. Obwohl das Werk in erster Linie als eine Einfrihrung 
in die theoretische Mechanik als soldhe auzusehen is t ,  so war der Verfasser 
doch bestrebt, den Redürfnissen der künftigen Ingenieure Rechnung zu 
tragen, indem er  die allgemeinen Theorien durch besondere Probleme und 
Beispiele nutzbar verwendet ha t ,  mit dercn L6aung sich der Studirende 
hefassen soll. Um die vorgesetzten Grenzen nicht zu überschrciten, hat 
der Verfasser auf die schwierigeren Gebiete der Mechanik von vornherein 
verzichtet, hat aber doch eine Reihe von Kapiteln aufgenommen, die bei 
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dem ersten Studium tiberschlagen werden konnen. Im Anhang finden sich 
die Ltisungen der im Text eingestreuten Aufgaben. Uas erste Kapitel 
beschaftigt sich mit der Geometrie der Bewegung, wahrend erst in dem 
tiborwiegcnd grossuen zweiten Kapitel die eigentliche Kinematik zur Geltuiig 
kommt , also diejenigcn geornetrischen Bewegungserscheinungen , bei welchen 
durch die Einführung der Zeit die Geschwindigkeit und die Beschleunigung 
auftreten. Wiihrend in Deutschland die Mechanik gewohnlich in Statik und 
Dynamik eingetheilt wird, bezeichnet der Verfasser die Lehre von den 
Kraften mit Dynamik und theilt diese in Statik und Kinetik ein. Ein 
Haiiptgewicht legt der Verfasser auf die geometrischen Methoden und 
graphischen Constructionen, weil dieselben für diesen Gegenstand am besten 
geeignet sind. B. NEBEL. 
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Bulletin de l ' a c a d h i e  des SC. de St. Petersbourg. 5. sErie, tome 1, No, 1 
et 2. Leipzig, Voss. 5 Mk. 

Mi:mnires de I'acadhmie de St,. Petersbourg. VII. sErie, tome 42, No. 7-11. 
Ebendaselbst. 45 Mk. 

Reine Mathematik. 

LIE, S. ,  Untersuchungen liber unendliche continuirliche Gruppen, (Aus den 
Abhandl. d. konigl. stichs. Gesellsch. d. Wissensch.) Leipzig, Hirzel. 5 Mk. 

SCELESINGER, L., IIandbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
2 Btinde. Leipzig, B. G. Teubner. 1 6  Mk. 

WEBER, H., Lehrbuch der Algebra. 1. Theil. Braunschweig , Vieweg. 16 Mk. 
.\Iucn, P . ,  Die geometrische Anwendung der Invariantentheorie. Mit Be- 

gleitwort von M. PASCH. Leipzig, B. G. Teubner. 3 Uk. 
ZERMELO , E., Untersuchungen zur Variationsrecbnung (Dissertation). 

Berlin, Mayer & Müller. 2 Mk. 50 Pf. 
C W O J ~ Z I N S K I ,  T., Anwendung der Fuchs'schen Theorie auf die Gausu'sche 

hypergeometrische Reihe. Brody , West. 1 Mk. 
GROISSL, J., Die Absolutorial- Aufgaben aus d. Mathem. u. Physik an den 

humanist. Gymn. Bayerns. 2 Theile. München , Zipperer. 2 Uk. 

Angewandte Mathematik. 
LAMBERT, J., Zur Entwerfung von Land - und Himmelskarten (1772). 

Herausgegeben von A. WANGERIN (aus Ostwald's Klassikern). Leipzig, 
Engelmann. 1 Mk. GO Pf. 

LAGRANGE (1779) und GAUSS (1822), Abhandlnngen liber Kartenprojection. 
Herausgegeben von A. WANGERIN (&US 0stwald.s Klassikern). Eben- 
daselbst. 1 Mk. 60 Pf. 
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ROHRBACA, C., Sternkarten zum Einzeichnen von Meteorbahen , Zodiakal- 
licht etc. Berlin, Dlimmler in Comm. 1 Nk. 

MESSER, Bewegliche Karte des Sternhimmels. Petersburg, Ricker. 5 Mk. 
DRACH, A .  v., Die Globusuhr Wilhelms IV. von Hessen. Marburg, Elweit. 

3 Mk. 60 Pf. 
WISLICBNUS, F., Astronomische Chronologie. Leipzig, B. G. Teubner. 5 Nk. 
Die kGnig1. preuss. Landestriangulation. Hauptdreiecke. &Theil. Hann6vcr.- 

sachs. Dreiecksnetze. Berlin, Mittler & Sohn. 12 l l k  
GUI- , A. ,  Wandtafeln zur Projectionslehre m. Text. Wiesbaden, Beclitold & Co. 

15 Mk. 
WITTSACK, P.,  i3infülir.i. d .  Festigkeitslehre. Hildburgh., Kesselriug. 4 Mk. 
LAXD,  R. ,  Einfluss der Schubkriifte snf die Riegung und Rerechnung von 

Tragern. Anh.: Schwerpunktsbestimmungen von Trapezen und Vierecken. 
Berlin, Ernst & Sohn. 1 Mk. 

Physik und Meteorologie. 

BLAGDEN, C H . ,  Die Gesetze der Ueberkaltung u. Gefrierpunktserniedrigung 
(1788). Herausgegeben von A. V O N  OETTINGEN (SUS Ostwald's Klassikern). 
Leipzig, Engelmann. 80 Pf. 

FAHREN~IEIT ( l724) ,  RI~AUMIJR (1730 u. 1733),  CELSIUS ( l 7 4 2 ) ,  Abhnnd- 
lungen Iiber Therrnometrie. Herausgegeben von A. VON OETTINGEN 
(aus Ostwald'a Klassikcrn). Ebendaselbst. 2 Mk. 40 Pf. 

GUERICKE, O. v., Neue MagdeburgischeVersuche tiber den leeren Raum (1672), 
tibersetzt v.F. DANNEMANN (au8 Ostwald's Klassikern). Ebendas. 2 Mk. 

VOIGT, W., Compendium der theoretischen Physik. 1. Bd.: Kechanik und 
Warmelehre. Berlin, Veit & Co. 14 Mk. 

ABERCROMBY, R . ,  Das Wetter in populiirer Darstellung. Deutsch von 
JI. PERNIER. Freiburg i. Br., Herder. 5 Nk.  

Handbuch der Physik. 23. und 24. Lieferung (Encykloptidie der Naturw. 
III. Abthlg.). Breslau, Trewendt. 7 Mk. 20 Pf. 

OSTWALD, W., Elektrochemie. 5. Lieferung. Leipzig, Veit. 2 Mk. 
DRUDE, P., Die Theorie in d. Physik. Antrittsvorlesung. Leipzig, Hirzel. 80 Pf. 
B A U E R ,  A. ,  Zur Kenntniss des Wesens der SLcularvciriation des Erd- 

ruagnetismus (Dissertation). Berlin, Mayer & Uiiller. 3 Mk. 
BEZOLD, W., Gediiclinissrede auf H. v. HELMHOLTZ (mit Portrat). Leipzig, 

Barth. 1 Mk. 5 0  Pf. 
RIESE. A , Neuer Typus optisch. Instrumento. Berlin, Fussinger. 2 Mk. 
LORENTZ, A . ,  Versuche der elektrischen und optischen Erscheinungen in 

bewegten Korpern. Leiden, nrill .  2 Mk. 50 Pf. 
SAUBERT, B., Der Erdmagnetismus; Ursache und Bedeutung desselben fur 

die Wetterprognose. Hannover, Helwing. 1 Mk. 60 Pf. 
TYNDALL, J . ,  Fragmente. Neue Folge. Uebers. von ANNA V. HELMHOLTZ 

u n d  ESTELLE DU BOIS - REYMOND. ~ r a u n i c h w e i ~ ,  Vioweg. 8 hIk. 
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Ristorisch-lit eruische Abtheilung. 

Recensionen. 

A treatise on t h e  mathematical  theory of elasticity. By A .  E. K. LOVE. 
Volume II. Cambridge: At  the university press. 1393. 327 Seiten. 

Durch eine geschichtliche Einleitung wird nicht nur diejenige des 
ersten Bandes wieder aufgenommen und fortgesetzt, sondern wir bemerken 
auch mit Vergniigen darin, dass der Autor dio doutsche Literatur durch- 
aus kennt und würdigt, eine Eigenschaft, die man bisher vielfach bei 
den Englandern vermisste. - Der Inhal t  dieses zweiten Bandes erstreckt 
sich im Wesentlichen auf die Untersuehungen solcher K6rper , bei denen 
eine Dimension sehr klein ist  im Verhaltniss zu den anderen, wie z. B. 
dünne Stabe, dilnne Platten, dünne Glocken u. S. W. I m  Uebrigen sei 
auf die Besprechung des ersten Bandes verwiesen, dern der zweite in 
Nichts nachsteht. -- B. NEEEL. 

A history of t h e  theorie of elasticity and of the  s t rength of mater ials  
from Galilei ta t h e  present  time. By the late ISAAC SODIIUNTER. 
Edited and oompleted for the syndics of the university press by 
KARL I'EAI~SON. Volume II. Saint-Venant to Lord Kelvin. Part .  1. 
762 Seiten. Part .  II. 546 Seiten nebst 12 Seiten Erganzungen 
dos 1. Bandes. Cambridge: As the university press. 1893. 

Sieben Jahre sind seit dem Erscheimn des ersten Bandes verflossen, 
dem nunmehr der zweit,e Band in Gestalt zweier stattlicher Theile folgt. 
Dass eine solche Panse aussorgew6hnlich lang ist,  fühlte auch der Ver- 
fasser; denn in seinem Vorwort suctit er sich zu entschuldigen. Nur der 
Fachmann allein weiss es vollig zu würdigen, welcher Bienenfleiss bei der 
Herausgabe eines solchen MTerkes ntithig ist  und welche Energie ein 
3Iann a n  den Tag legen muss, wenn e r  neben seinem anstrengenden Be- 
rufe als Lahrer sich einer solchen Aufgabe unterzieht. D a m  kommt, dass 
gcrade die Zeit von 1850-1860 tür  die Theorie der Elasticitat ganz 
besonders fruchtbringend war; ferner, dass ontgegen dem ursprtinglichen 
Plan von T o d h u n t  e r  neben der rein mathematischen Seite der Theorie 
auch die pliysikalischen und technischen Berührung~punkte mit der Theorie 
eingehend bcrücksichtigt worden sind. Mit dem Verfasser freuen wir uns 
über die Vollendung des Werkes; denn es ist für  das Weiterarbeiten 
absolut nothwendig, dass die sehr oft zusammenhanglosen und weit- 

Hist. Lit.Abth. d.  Zcitsïhr. f .  Matli. n.Pbys.40. Jahrg. 1835. 3. Hsft. 1 
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zerstreuten Arbeiten von Zeit zu Zeit zu einem Ganzen vereinigt werden. 
Das erste Kapitel des zweiten Bandes ist den Untersuchungen S a i n t -  
Vel ian  t ' s  gewidmet, auf die die kleineren 1Tntersiichungen seiner Zeit- 
genossen folgen. Der zweite Theil des zweiten Bandes beginnt mit den 
Arbeiten von Franz N e u m a n n ,  K i r c h h o f f  und C l e b s c h ,  wshrond dio 
beiden nooh folgenden Kapitel B o u s s i n e s q  und Sir William Thomson 
(Lord Kelvin) zufallen. Ein sorgfaltig aufgeçtelltes, alphabetisch geord- 
netes Inhaltsverzeichniss gestattet, in  kürxester Zeit das Gewiinschte ails 
der reichen Fülle herauszufinden, waa für den Fachmann von unschgtz- 
barem Werth ist. B. NEHEL. 

Die Lehre  von der E lek t r ic i t l t .  Von Gusmv WIEDEDIANN. Zweite um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage. Zugleich als vierte Auflago 
der Lehre vom Galvanismus und Elektromagnetismus. Erater Band. 
Mit 298 Holzschnitten und zwei Tafeln. Braunschweig. Verlag 
von Friedrich V i e ~ e g  & Sohn. 1893. 1023 Seiten. Preis 26 Mk. 

Seit dom Erscheinen des ersten Bandes der ersten Auflage im 
Jahre 1882 ha t  die Lehre von der Elektricitzt ganz gewaltige Fort- 
schritte zu verzeichnen, die bis zum Pundament dos riosigen Baues reichon. 
Fallen doch in diese Periode die grossartigen experimentellen Eotdeckungen 
von H e r z .  Da das Werk den Cmfang von fünf Banden nicht iiber- 
schroiton soll, so galt es schon boi dom ersten Band,  alles Ueberfliissigc 
auszuscheiden oder in Fuesnoten unterzubringen; auch die Gruppirung des 
Inhaltes ist eine etwas andere geworden. Aus dem früheren zweiten Band 
sind die Elektrisir- und Influenzmaschinen noch in den jetxigen ersten auf- 
genommen worden. Die Literatur wurde bis zum Ende des Jahres 1592 
fortgeführt. und soll am Schluss des Werkes noch durch NachtrRge ergznzt 
werden. Nach des Verfassers Angabe soll das Nanuskript grossten Theils 
druckbereit ~ e i n ,  so dass wir hoffon dürfcn, in nicht zu ferner Zoit dieses 
für den Forscher unentbelirliche Handbuch der Elektricit%tslehre bis auf 
die Gegenwart vervollstandigt zu sehen. Dass die iiussere Ausstattung 
allen Anforderungen entspricht, dafür bürgt schon der Name Friedrich 
Vieweg & Sohn. B. NIWEL. 

Vorlesungen über  Maxwell 's Theorie der Elektr ic i ta t  und des Lichtes. 
Von LUDWIG ]~OLTZMANN.  II. Theil. Verhdtniss ziir Fernwirkungs- 
theorie, specielle Fi l le  der Elektrostatik, stationsren Stromung 
und Induction. Mit Figuren im Text und zwei Tabellen. Leipzig. 
Verlag von Johann Arnbrosius Barth (Ar th~i r  Meinor). 18'33. 
166 Seiten Preis 6 Nk. 

Xit  Freuden sei dieser zweite Theil der Vorleoungen B o l  t zrnann's 
über Maxwel l ' s  Theorie der Elektricitat und des Lichtes begrüsst, tragen 
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sic doch wesentlich zur rascheren Verbreitung und zum leichteren Vor- 
standniss der Maxwel l Jschen  Abhandlungen bei. Durch Beibehaltunç 
der bi a x  w ell'schen Buchstaben zeigt sich schon ausserlich des Verfassers 
Bestreben, die für die Weiterfortxhung iinumg%nglich nothwendigen Ltihren 
Xaxwell 's so rasch wie moglich, dem Leser in  Fleisch und Blut über- 
zuführen. Auch hier is t ,  wie im ersten Theil, der Inhalt in 14 Vor- 
lesungen eingekleidet, in  dcnon den alten Vorstollungen ihr Platz in der 
Uaxwell'schen Theorie angewiesen wird. Mtigen dieseni zweiten Theil 
noch weitere folgen! Der Verleger sei auf den Druckfehler seines Vor- 
namens auf dem Titelblatt aufmerksam gemacht. B. NEBEL. 

-- -- 

Die optische Indicatr ix .  Eine geometrische Darstellung der Lichtbeweg- 
ung in Krystallen von L. FI,ETSCIIER. Uehersetzt von H. AMBI~ONN 
und W. KONIC;. L e i p ~ i g  1893. Verlag von Johann Ambrosius 
Barth (Arthur Meiner). 69 Seiten. Preis 3 Mk. 

Die Uebersetzer haben geglaubt, nur den Theil des Werkes des Ver- 
fassers, der gerade im deutschen Leserkroise Interesse zu erwecken ver- 
mag, ins Deutsche zu übertragen; 0r besteht aus dern zweiten und vierten 
Rapitel des Originals. Es handelt sich hier um das als Indicatrix he- 
zeichnete Rilfsellipsoid, dem dreiachsigen gegenüber dem Rotationsellipsoid, 
ails welchem erateren unter  ausschliesslicher Anwendung dieser Hilfsflliche 
alle Sztze über Strahlen und Wellenebenen und ihre gegenseitigen Be- 
aiehungen in zweiachsigen Krystallen ahgeleitet werden. E s  ist  dies gerade 
für den Anfgngcr von grosser Wichtigkeit; denn bei der Benutmng 
mehrerer Hilfsflachen ist aine Verwirrung in den meisten Piillen nicht 
zu vermeiden. Die einfache Darstellung wird ganz besonders zur Ver- 
breitung in Deiitschland bcitragen. B. NEDEL. 

Anleitung zur Krystallberechnnng. Von 1 3 ~ ~ x 0  IIECIIT. Mit einer Figuren- 

tafel und fünf au€ Pauspapier gedruckten Hilfsprojectionen. Leipzig 
1893. Verlag von Johann Ambrosiue Barth (Arthur Xeinor). 
76 Seiten. Preis 3 Mk. 

Mit Hilfe der Determinanten, einiger goniometrischer und krystallo- 
graphischer Hilksiitze nebst der stereographischen bezw. Parallel-Pro- 
ject'ion k t  der Verfasser im Stande, jede Krystallberechnung auszuführen. 
An einer Reihe von Beispielen wird die Fruchtbarkeit der Methode aus- 
einander gesetzt. Die mathematischen HiIfsrnittel sind a n  die Spitze ge- 
stellt und dürften einem Gymnasialabiturienten keinerlei Schwierigkeiten 
machen. B. NEEEL. 

Grnndbegriffe der  Meteoralogie fiir hohere Schulen und zum Selbst- 
unterricht. Zusammengestellt von E. WILK. Zweite Auflage. Mit 

7 * 
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funf Karten und acht in den Test  gedruckten Figuren. Leipzig. 
Verlag von Jul .  Badeker. 1892. 58 Seiten. Preis 1 Mk. 

Das Büchelchen, dessen zweite Auflage eine etwas andere Gruppirung 
des Stoffes aufweist, hat  seine Entstehung localen Unterrichtavorschriften 
zu verdanken. Statt  oiner Sammlung ompirischer Regcln finden wir den 
ganzen Inhalt im Zusammenhang dargestellt als nothwendige Fdgerung 
der  Bestrahlung der Erde durch die Sonne mit Zuhilfenahme der physi- 
kalischen Unterschiede zwischen Erde und Wssser und der der Erde eigen- 
thümlichen Gestalt, so dass der Sohtîler von der Moteorologie den Ein- 
druck einer Wissenschaft erhiilt. Mit dem Verfasser bedauern wir aufs 
Lebhafteste, dass die Karten bei ihrer Kleinheit nicht in  Farben erschienen 
sind, was bei eincr Nouauflago sehr zu beriicksichtigen wBre. Auch d ~ m  

Laien, der sich etwas über die Witterungsverhiiltnisse auf unserer Erde 
i n  Kürze orientiren will, sei diese; Büchlein empfohlen. B. NEBEL. 

Kleinere Schriften und  Briefe von Robert  Mayer. Nebst Nittheilungen 

aus seinem Leben. Iierausgegeben von JAKOB J. WEYRAUCH. Mit 
7wei Abbildungen. Stut tgart  1893. Verlag der J. G. Cotta'schen 
Buchhandlung Nachfolger. 503 Seiten. Preis 10 Mk. 

Der Herausgeber, welcher auch die dritte Auflage von Robert 
M a y e r ' s  Mechanik der WSrme besorgt ha t ,  war bestrebt,  i n  diesem Werke 
nicht nur  die kleineren, in  Zeitschriften zerstreuten Aufs%tze Mayer's 
zusammenzustellen , sondern auch Ma y e r's Correspondenz und Alles, was 
sich auf sein Leben bezieht, mit grosser Sorgfalt zu sammeln, damit 
dnr Nachwolt oin moglichst getreuos Bild des genialon Entdeckors dos 
mechanischen W%rme%quivalentes überliefert werde. Dies ist urn so 
wichtiger, weil anfinglich die Fachgelehrten aus Mangel an VerstLndniss 
M a y e r  derart zusetzten, dass seine Kraft diesem Hohn (verg]. Sey  fier) 
nicht gewachsen war,  und weil unmittelbar darauf ein heftiger Prioritiits- 
streit drohte, ihm die Früchte seiner Arbeit und der damit verbundenen 
Kampfe zu entreissen. Durch das muthige und thatkraftige Eintreten des 
grossen englischen Gelehrten John  T y n d a l l  war  es M a y e r  vergonnt, die 
ihm unstreilig gebührende Anerkennung erleben eu dürfen. Mit grossem 
Bedauern erfüllt es uns, dass es i n  Folge der schweren Erkrankung 
T y n d a l l ' s  nicht gelungen is t ,  diesen ebenso wichtigen, als interessanten 
Theil des Briefwechsels vollst%ndig wicderziigeben. ,411s dam Eifer, mit 
welchem der Herausgeber dieses grosse Sammelwerk durchgeführt uud 
durch entsprechende Vorbemerkungen zu einern ganzen vereinigt hat,  dürfen 
wir schliessen und hoffen, dass er nicht nachlassen wird, diesen Theil noch 
zu ergiinzen. Der  VollstSndigkeit wegen wurda auch dor schon im Jahre 

1889 von Prof. P r e  y e r  heransgegebene Briefwechsel zwischen M a  y er 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 85 

und Gr i  e s i n g e  r nach den Originalen hier wieder aufgenommen. Durch 
die Einsicht in die feinfühligen Familienbriefe, durch das Bildniss Mayer 's  
und durch die Abbildung seines Wohnhauses wird dem Leser die Per-  
shlichkeit des grossen Schwabenforschers aufs Lebhafteste vor Augen ge- 
fuhrt, fiir den schon zu Lebzeiten auch seine engeren Landsleute theil- 
weise eingetreten sind (erinnert sei an das mannhafte Auftreten Siegmund 
Sc h O t t ' s  in  der württembergischen Kammer), so dass hier nicht ganz 
ziitrifft das etwas harte WTort eines schwgbischen Dichters: 

E s  m r d e  stets in  Schwaben 
P ü r  einen Dichter was gethan, 
Sowie man ihn begraben. R. h'snnr,. 
- .- 

Die Aequivalenz der NaturkrOfte und das  Energiegesetz a l s  Weltgesetz. 
Von Dr. HERMAKX SCIIEFFLEIZ. Leipzig 1893. Verlag von Friedrich 
Forster. 585 Seiten. Prois 9 Mk. 

Wer den Naehruf liest, mit welchem der Verfasser dieses Buch dem 
Andenken seiner früh verkliirten Tochter widmet, der wird aus innerster 
Soele mitompfinden, wie schwer das Schicksal den Verfasser getroffon hat, 
und wie sehr dadurch das harmonische, hausliche Lebensglück desselben 
gestort worden ist. Es  würde zu weit führen, wenn hier auch nur annaliernd 
auf den reichcn Inhal t  dieses rein philosophischcn Werkes eingegangen 
werden soll; der Leser muss sorriit auf das Original verwiesen werden. 
Die Vorrede beschiiftigt sich dagegen in &rem ersten Theil mit dem auf 
Far  a d  a.y's Anschauungen aufgebauten Werke Maxwel l ' s  über Elektricitüt 
und Nagnetismus, das dem Verfasser erst nach Beendigung des vorliegen- 
den Werkes in  die Hande gelangt ist und deshalb nicht mehr in dem- 
solben verarbeitet werden konnte. Auf Grund angeführter Schriften nimmt 
der Vorfasser die Prioritiit für  sich in  Anspruch, don d e t h e r  als das ver- 
mittelnde Medium hingestellt zu haben. Wir  haben die feste Ueberzeugung, 
dass sich solche Ansprüche auch noch bei früheren Autoren auffinden 
lassen, wofern wir nur  recht emsig suchen, dass domnach die Prioritiit 
noch alteren Datuws ist. Damit ist es aber nicht gethan, es kommt viel- 
mehr daranf an,  aufzufinden, in welcher Weise eine solche Vermittelung 
stattfindot. Pür die Physik war os dahcr ein fundamentaler Schritt, als 
die Existenz elektrischer Wellen au€ experimentellem Wege erhartet wurde. 
Wie Viele haben früher vereinzelt und erst in ncuerer Zeit in grosserez 
Zahl ausgesprochen, dass die Gravitation auf eine ahnliche Wellonbewegung 
zurückzuführen sei! Wohl  mag durch solche Aussprüche die Philosophie 
gef'irdert werden, die praktisclie Phyaik dagegen ist durch solche, wenn 
auch vielleicht berechtigte Behauptungen, die aber des experimentellen 
Beweises noch ermangeln, um keinen 8ühritt weiter gekommen. Die Phy- 
siker werden daher erst Denjenigen, welcher dereinst das Riithsel der 
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Gravitation auf experimentellem Woge lost, zu ihren grossten Sternen 
rechnen, zu denen sie nunmehr auch den Entdecker der elektrischen Wellen 
zahlen. Die Fernwirkung von Theilchen zu Theilchen wird auch .heute 
ini Allgomeinen nicht geleugnet, wohl aber die nnvermittelto Fernwirkung 
von eineui Theilchen zu einem in endlicher Entfernung befindlichen, ohne 
dass die dazwischen gelegenen Theilchen in Mitleidenschaft gezogen werden. 

B. KELIEL. 

Vorlesungen tîber Zahlentheorie von P. G. Lejeune Dirichlet. Herdus- 
gegeben und mit Zusatzen versehen von R. D E D E ~ I N D .  Vierte um-  

gearbeitete und vermehrte Auflage. Braunschweig. F. Vieweg und 
Sohn. 1894. VI11 und 657 Seiten. 

Ein so anerkanntes Lehrbuch, wie das vorliegende, von Neuem 
rühmen zu wollen, scheint dem Referenten überflüssig zu sein. 

E s  kann sich nur  dsrum handeln, die Fortschritte hervonuheben, 
welche die neue Auflagti des Werkes der vorangegangenen gegenüber auf- 
weist. Referent kann sich hierbei wohl um so kürzer fassen, als er in 
den ,,Gottinger Anzeigen" die fraglichen Veranderungen auf das Eingehendste 
analysirt hat. 

Eine wesentliche Umgestaltung hat  nur  das letzte Supplement ,,Ueber 
die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen" erfahren; es braucht wohl 
kaum erwahnt zu werden, dass der Inhalt dieses Supplementes bereits 
in  der dritten Auflage die eigenste Schopfung des Herausgebers war. 

Das Ziel dieser Untersuchungen ist folgendes. Schon G a u s s  hatte 
erkannt, wie die ,,ganzen complexen ZahleniL x + i y ,  mo x ,  y alle ganz. 
rationalen Worthe durchlaufen, eine Theorie zulassen, die der gewohn- 
lichen rationaleri Zahlentheorie in  allen weseutlichen Zügen parallel lauft. 
Der Grund dafür ist  wesentlich der ,  dass auch für die ganzen complexen 
Zahlen ein Algorithmus zur Aufsuchung des grossten gemeinschaftlichen 
Theilers existirt, der von dom Euklidischen Algorithmus nur darin ob- 
weicht, dass die ,, Grosse" einer ganzen Zahl x + i y durch deren ,,Normi' 
x2 + YB gemessen wird. 

Man k6nnte nun versucht sein, die Theilbarkeitsgesetze der ganzen, 
rationalen wie complexen Zahlen, auf die Gesammtheit aller ,,ganzen 
algebraischen" Zahlen 9. auszudebnen, das heisst solcher, die oiner 
Gleichung von der Form: 

1) 9.n+a,9.n-1$ a,9.n-"$. ,+aa,- l .3 .+a,  - f ( 9 . ) - O  

mit ganzrationalen Coefficienton a genügen. 
Eine solche ,,ganzel' Zahl, wie sie kurzweg genannt wird, vird 

,,theilbarLi durch eine zweite heissen, wenn der Quotient wiederum eine 
ganze Bah1 ist. Sind zwei ganxe Zahlen gogcnseitig durch einander theilbar 
oder ,,associirtl', so iet ilir Quotient eine ,,Einheitl', das ist eine Laid, 
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welche einer Gleichung (1) mit deni letzten Coefficienten + 1 oder - 1 
genügt und umgekehrt. 

Lassen sich nun auch manche Analogien mit der gewohnlichen Theil- 
barkeitstheorie aufstellen, so t r i t t  doch sehr bald eine wesentliche Ver- 
schiodonheit ein; wahrend nlmliçh eino ganzrationale Zahl nur  auf oine 
einzige Weise in  Factoren zerlegbar ist, findot jetzt eine unbeschrankte 
Zerlegbarkeit statt. 

Der innere Grund dafür ist bald zu erkennen. Eine Primzahl p im 
rationalen Zahlengebiote besitzt sowohl die Eigenschaft, nur  durch sich 
selbst und durch die Einheit theilbar zu sein, als auch die andere, dass 
ein Product von zwei durch p nicht theilbaren Zahlen gleichfalls durch 
p untheilbar ist. 

Diese beiden Eigenschaften treten aber - als ,,Primzahl-CharaktertL 
und als ,,Unzerlegbarkeit" im Gebiete aller ganzen Zalilen auseinander. 

Anders wiederum verhIilt es sich mit dem Begriffe des Relativprim- 
Seins zweier Zahltn a,  P ,  der i m  rationalen Gebiete sowohl dadurch er.  
klart werden kann, dass ci und ausser der Einheit keinen gemein- 
samen Theiler haben, als auch dadurch, dass die Gleichung crx +py= 1 
in ganzen Zahlen X, y losbar sein soll; hier i s t  es auch bei allgerneinen 
ganzon Zahlen von vornheroin wahrscheinlich, dass die eine Erklsrung die 
andere zur Folge hat ,  es fehlt aber dazu vorlaufig jeder Ansatz eines 
Bewtiises. 

Beide Umstande drsngen darauf hin, sich vor der Rand auf ein engeres 
Gebiet von ganzen Zahlen zu beschriinken, namlich ein solches, das einer 
ganz bestimmten vorgelegten Gleiohung (1) entspringt, ahd ich  wie die 
ganzen cornplexen Zahlen aus der Gleichung x2 + 1 = O hervorgehen. 

Um aber  den Umfang eines solchen Gebietes ganzer Zahlen deut- 
licher zu übersehen, ist es zweckm&sig, zunachst von einem umfassen- 
dcrcn Gobiot auszugohen, und eine irreducible Glcichung (1) mit ge- 
broclienen rationalen Coefficienten zu Grunde zu legen; eine Wurzel 6 
derselben heisst eine ,,gebrochene algebraische Zahlll, die n Wurzeln 
6, a,, . . .4,-1 der Gleichung heissen conjugirt. 

Aus einer solchen Zahl 8. denke man sich vermoge der vier rationalen 
Grnodoperationen sin Zahlensystem ~ ( 9 . )  gerade so hergeleitet, wie die 
rationalen Zalilen aus der Eins. Das System R(8) bildet einen ,,Rijrperl', 
das heisst, seine Individuen gehen durch die vier Species ineinander über, 
und zwar einen ,,endlichen Korper nten Grades", da je va + 1 seiner Zahlen 
durch eine lineare Relation mit rationalen Coefficienten miteinander ver- 
knüpft sitid. 

Vertauscht man 9. mit einer conjugirten Wurzel von (l), so geht 
auch der Korper R(4) in einen conjugirten über, derart,  dass dabei alle 
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zwischen den Zahlen von A($-) bestohonden rationalon Heziehungen unver- 
Lndert bleiben. 

Auf welche Weise lassen sich nun alle ,,ganzenl' Zahlen eines solchen 
Eikpers arithmetisch darstellen? 

1st w eine solche ganze Zahl, so ist  leicht zu sehen, dass auch jede 
Zahl h, von der Form IL, + hl w + h2 w 2  + . + h,-lwn-l mit willkür- 
lichen ganzrationalon Coofficioiiten 72 wiedorum oine ganzo Zahl dos Korpers 
ist. Von der grossten Bedeutung ist nun aber die Frage nach der Um- 
kehrung, ob sich auch stets eine ganze Zahl w des Korpers so auswiihlen 
lasst, dass jede andere ganze Zahl des Korpers in die Porm h, gebracht 
werden kann. 

F ü r  einen Korper nBmlich, wo das der Fa11 ist,  ist die ganze Thoorie 
der Theilbarkeit, wie Z o  10 t a r  e f f  und D e d e k i n d  nachgewiesen haben, 
auf das Verhalten gewisser hoherer Congruenzen [deren linke Seite die 
Form f(4) in 1) ist] zurückführbar. 

Indessen gelang D e  de  k i n d  1878 der wichtige Beweis dafiir, dass 
Korpcr oxistiren, bei donon die gemeinte Annahmo durchaus unzuliissig 
i s t ;  um also eine ausnahmslose Theorie aufzubauen, bedarf es ganz anderer 
und tiefer liegender Hilfsmittel. 

Solche bietet nun in weitestem Umfange die Dedekind 'scha Idealtheorie. 

E s  l b s t  sich in jedem endlichen Kb'rper an Stelle der Potenzon von w 
eine ,,BasisL1 von 12 ganzen Zahlen w,, w,, w2, . . . w n - 1  so auswahlen, 
dass die lineare Form o - hou, + hl o, + . . . + h , . - l ~ n n l  (bei gleicher 
Bedeutung der h) in  der Tha t  die oben geforderte Eigenschaft besitzt, 
also für variable Werthe der h sammtliche ganze Zahlen des Korpers, und 
zwar jede nur  einmal, darstellt. n-1 

Allgemein nennt man ein Zahlensystem von dor ~ o r m z h i m ; ,  auch 
O 

wenn dia w irgcnd welche n Zahlon sind, einen ,,endlichen Modul" mit 
der Basis w,, w,, . . . w,-~ :  derselbe besitzt offenbar die Eigenschaft, dass 
seine Individuen durch Addition und Subtraction ineinander übergehen. 
A l 3  Zeichen dient [wo, ml, . . . 0,- 11. 

Unser System O ha t  aber überdies noch die Eigenheit, dass, wenn 
or irgend eine ganzo Zahl doa Korpers k t ,  das Product wr. Zhiwi wiedoriim 
dem Systeme O angetitirt: ein derartiger endlicher hlodul heisst ein ,,ldeull' 
(des K6rpers). 

m i e  man leicht bemerkt, enthglt der Korper ausser O noch unendlich 
viele andere Ideale; z. B. das System aller, durch eine feste ganze Zahl w' 
des Korpers theilbaren ganzen Zahlen des Korpers is t  stets ein solches Ideal. 

An diese letzteren Ideale lassen sich, wie verschiedene Beispiele von 
Korpem zeigen, die Theilbarkeitsgesetze unmittelbar anknüpfen. So im 
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einfachsten FalIe des rationalen Zahlengebietes. Eine Zerlegung m = np 
lisst sich auch ersetzen durch die Productgleichung für  I d e d e  [w]  = lfl]. b], 
deren Inhalt, genauer betrachtet, ein doppelter is t  : einmal gelangt man 
stets zu einer Zahl in [ml, wenn man irgend eine Zahl in  [fi] mit irgend 
eiiior Zalil in [pl multiplicirt, und zwar bleibt hiorboi kcine Zahl in [nz] 

ausgeschlossen; andereiseits sind alle Zahlen des Systerns [ml i n  dem 
Systeme [TL] (oder auch I p ] )  enthalten. Die erstere Eigenschaft wird man 
dahin ausdrücken, dass [ml das ,,Product" der beiden , ,PactorenLL ist, die 
ewoito d a g e g ~ n  dahin, dass Lm] ein ,,VielfachesL' von [n] oder auch Ln] 
ain Theiler von [ml ist. 

Weitere Beispielo, wie das eines ,,Kreietheilungsk6rpers", lassen aher 
auch erkennen, dass selbst in dem Falle, wo die Zerlegung einer Zahl in  
Primfactoren erat durch Aufnahme Kummer ' scher  ,,idealer Factoren" als 
eine eindeutige h e r g e s t d t  werden kann, als rein reales hoquivalent die 
Zerlegung von einem ldeal  in  Prim-Ideale eintritt; hierbei kommen der 
aesammtheit der durch einen idealen Factor theilbaren wirklichen ganzen 
Zahlen des Korpers genau wieder die beiden oben bezeichneten Eigen- 
schaften eines Ideales zu, so dass dieselben von jetzt ab umgekehrt ein 
Ideal definiren. E s  entsteht somit - da die blosse Verwendung idealer 
Pactoren auf unübersteigbare Hindernisse fuhren wtirde - in  erster Linie 
die Aufgabe, fiir alle endlichen Korper ohne Ausnahme den Fundamental- 
satz zu erharten, dass jadcs Ideal eines gegeboncn Korpers auf eine und 
nur eine Ar t  als Product von Piirn-Idealen (das heisst solche, die nur 
durch sich selber und durch das Gesammtgebiet O theilbar sind) dar- 
gestellt werdcn kann. 

Und dies hangt in der Hauptsache davon ab,  dass in der That bei 
Idealen allgemein die Begriffe Vielfaches und Product zur Deckung ge- 
bracht werden konnen, so dass also stets,  wenn ein Ideal m durch ein 
andores n theilbar ist, das hoisst, die Zahlen von rn s%matlich in n ont- 
halten sind, ein drittes Ideal ? existirt, so dass rn = np ist ,  in dein Sinne, 
dafis durch Multiplication irgend einer Zahl in  n mit irgend einer in ? 
der Roihe nach s~mmtlicho Zahlen in m entstohon. 

Um zu diesem Angelpunkte der ganzen Theorie vorzudringen, wird 
man zuvkderst eine selbsts thdige Theorie der endlichen Yoduln ent- 
wicksln, wobei auf das Sorgsamste zu sondern is t ,  was hier die Begriffe 
des Vielfachen und des Productes gemein haben und was nicht. Ers t  
dam wird man erkennen konnon, weshdb boi den basonderen Moduln, 
welche Ideale eines und desselben Korpers sind, beide Begriffe %quivalent 
werden. Und eben hierein liegt das Hauptverdienst der Neubearbeitung 
der l'hoorio seitens seines Schopfers, dass der fragliche Angelpunkt 
gleich im Anfange der Idealtheorie klargestellt wird, wiihrend das in der 
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vorigen Auflage nur auf einom mühsamen Umwege und nicht ohne Heran- 
ziehung fremdartiger Hilfsmittel erreicht wurde. 

Der Fortschritt der neuen Auflage ist i n  erster Linie einer wesent- 
lichen Vertiefiing der Begriffe der Modulth~orie mi verdanken; man beachte 
in  dieser Hinsiüht den merkwürdigen Dualismus zwisühen ,,grossten gem. 
Theiler" und ,,kleinstem gem. VielfacheniL von Moduln, die Begriffe des 
,,Quotientenu, des ,,eigentlichen Rloduls': der , ,OrdnungiL und ,,der Hülle 
einer ganzen algibraischon Zahl". Vor Allem aber ist  es der Satz in 3 173 VI 
über die Umformung algebraischer Moduln, auf dessen Grund erst die 
Entwickelung der eigentlichen Idealtheorie in ibrer vornehmen Schonheit 
ormoglicht wird. 

I n  zweiter Linie ist die Umarbeitung der Korpertheorie zu erwghnen, 
wenngleich diosclbo als solcho eine noch viol durchgroifendere gewordon 
is t ,  als die der Modultheorie. 

EY handelt oich hier weniger um neue Einzelergebnisse, als um die 
principielle Anordnung des Stoffes; mit einem Worte ,  der im Obigen 
skizzirte W e g  der dritten Auflage wird jetzt gerade in umgekehrter 
Richtung durchlaufon. Wzhrend dort auf Grund einer einzelnen vorgegebenen 
Gleichung 1) allmihlich die allgemeinen Eigenschaften des zugehorigeu 
endlichen Korpers erschlossen werden, nicht ohne Vermeidung von Rech- 
nungen, wird jetzt von ganz beliebigen Korpern ausgegangen; die Begriffe 
eines Sheilers oder Unterkorpers, einer eindeutigen Abbilduug, der Redu- 
cibilitit im dlgemeinster Weise aufgestellt und combinirt. Der Grad n, 

die Korm, die Discriminante und so fort erscheinen von vornlierein als 
Invarianton von Korpcrn, das hoimt Bildungen, dio von einer speciellen 
Darstellung der letxteren ganz unabhangig sind. 

Ein endlicher Korper t r i t t  als solcher auf, der nur eine endliche 
Anzahl von Theilern besitzt, e r  besitzt den Grad n, wenn je n + 1 
Zahlen desselben ein reducibles System bilden, wahrend sich immer n irre- 
ducible Zahlen des Korpers auswahlen lassen; ein solcher Korper enthalt 
dann immer unendliüh viele algobraische Zahlen, die je einer irreducibeln 
Gleichung von der Form 1) genügen, wodurch der fiühere Ausgangs- 
punkt  wieder erreicht ist. 

Dabei konnen die Coefficienten von 1) selbst einem beliebigen Korper 
(nicht nur dem der rationalen Zahlen) angehoren und so fort. Unzweifelhaft 
is t  das eine Stufe der Darstellung und Verarbeitung, die an wissenchaft- 
licher H6ho kaum noch überbot'en werdon mochte; die Kraft der Begriffe 
und Satze reicht denn auch weit über das zunachst gesteckte Ziel, die 
Theilbarkeitsgesetze für  die ganzen Zahlen eines endlichen G r p e r s  , hinaus. 

Wo so vie1 Licht ist ,  wird freilich auch der Schatten nicht fehlen, 
und der licgt, wie dem Referenten scheint, vor Allom auf der padagogi- 
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schen Soite., So weniq specif idm mathernatische Kenntnisse vom Lcser 
veilangt werden, um so grosser ist der Anspruch an sein Abstractions- 
vermogen und an seine Ausdaiier. Von der im Uebrigen nahe verwandten 
Uiitersuchungsriclitung K r o n e c k e r ' s  unterscheidet sich die Dodokind 'schc 
wesentlich darin, dass Ersterer als ideale Divisoren von vornherein ge- 
brochene (algebraische) Zahlen zuliisçt, wahrend D e d e k i n d  sich principiell 
suf die Verwendung ganzer Zahlen und zwar n u r  solcher des jewrils vor- 
liegenden endlichen Korpers besührankt. 

Bei dem ganzen wissenschaftlichen Standpunkte dos Herausgebers ist  
es erkliirlich, weshalb fremdartige Forschuugon der neueren Zoit keine 
Beriicksichtigung gefundon haben. 

Alancher Leser wird freilich ein gewisses Gefühl der Enttduschurig 
nicht zurückhalten, wenn er von dem grossartigen Sufscliwunge, welchen 
z. B. die ganze Theorie der quadratischen Fnrmen a.uf Grund geonietrisch- 
functioneiitheoretischer blethoden erhalten hat, Nichts erfihrt.  

Andererseits will Referent durchaus nicht in Abrede stellen, dass 
eine Methode, die den verscliiedensten Richtungen zugleich gerecht werden 
mill ,  zumal für  oinon jüngeren Gtudirenden mit manchen Gofahren ver- 
bu~iden  kt, und dass dem gegenüber ein so consequent festgelialtener 
Standpunkt, wie er uns in den ,,Vorlesungenfi entgegentritt, einen ungemein 
erzioherischen Werth hat. 

Nach der  unmassgeblichen Yeinung des Referenten wdre ein gewisser 
Mittelweg das Richtige ; ohne der Systematik Etwas zu vergeben, konnte 
doch die ,,gemischteU Methode als historieches, heoristisches und ver- 
gleichendes Princip mit gutom Erfolgo zur Anwondung kommen. 

- W. F~LAXL ~ ~ E Y I ~ R .  

Lehrbuch der hhheren Analysis. 1. Band. Lehrbuch der Differential- 
rechliung. Zum Gebrauühe bei Vorlesungtin an Universitüten und 
technischen IIochschulen. Von II. GRAVELIUS. Berlin. F. Dümmler's 
Verlagsbuchhandlung. 1393. VI11 und 323 Seiten. 

Es ist immer otwas Missliches, über den ersten Band eines griisseren 
Werkes zu urtheilen, zumal wenn sich wie hier der Verfasser über Plan 
und Anlage des Ganzen vollig in Stillschweigen hüllt. E s  kann leicht als 
Pehler angesehen werden, was sich moglioher Weise, wenn erst das Werk 
abgeschlossen vorliegt, in einen Vorzug umwandelt. 

Aiif die Gefahr hin, solche Irrthümer zu begehen, muss Referent 
die hior gebotene ,,DifferentialrachnungL1 als eine selbststandige Schrift 
ansehen. 

Unzweifelhaft h a t  dieselbe msncherlei Vorzüge. 
Die Ausstattung seitens der Verlagsbuchhandlung ist im Verhaltniss 

zii dem w-ohlfeilen Preise geradezu eine tadellose. 
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Was die Anordnung des Stoffes anbelangt, so war es das Bestreben 
des Verfassers, den Studirenden gleich auf der ersten Stufe mit einer 
Reihe von Verfcinerungen bekannt zu marhen, wtllche die Theorie in den 
letzten Jahrzehnten erfahren h a t ;  es braucht in dieser Hinsicht ja nur 
an Namen wie W e i e r s t r a s s ,  D e d e k i n d ,  G. C a n t o r ,  S t o l z ,  Din i ,  
P r i n g s h e i m  erinnert zu werden. 

Wenn man noch hinzunimmt, dass der Verfasser eine Uebersicht über 
die Elementarbegriffe der raumlichen Liniensysteme mit aufgenommen hst, 
so darf man wohl sngpn, dass das Lehrbuch dos Herrn G r a v e l i u s  
mit Vortlieil ale E r g a n z u n g  zu anderen Lehrbüchern geringeren Urn- 
fanges benutzt werden kann, nm so mehr, als die Darstellung des zum 
Theil abstracten Stoffes im Grossen und Ganzen ein entschiedenes Ge- 
schick vorrath. 

Hierüber hinaus mochte indessen Referent nicht gohen, e r  moclite 
eher einen ungeübten Leser vor einer ausschliesslichen Benutzung des 
Ruches warnen. 

Denn das Bestreben des Veifassers, dem Leser die Scharfe und 
L1r%ision der noueren Xichtung vor Augen zu führen, wird nicht selten 
durch einen lückenhaften und unpracisen Vortrag vereitelt. 

Noch schlimmer ist ein Mangel, der  freiliüh auch nur als ein Zusser- 
licher anfgefasst werden kann: Das 13uch wimmelt geradem von sinn- 
storenden Druckfehlern, und was das gerade bei einer ,,Differential- 
rechnungCL fur oinen jungen Studirenden besagen will, weiss jedor Matlio- 
matiker aus eigener Erfahrung. 

So fehlen Seite 12 Zeile 4 die oberen Indices O ,  auf Seite 13 ist 
wiederholt das Zeichen < durch - < zu ersetzen, auf Seite 42 Zeile 1 von 
unten fehlt die Einschaltung ,,positivecL, Seite 156 letzte Zeile hat  es 
,,<" stat t  ,,>LL zu heissen und so fort. 

An  manchen Stellen ist es zweifelhaft, ob man da noch von einem 
Druckfehler sprechen kann. Auf Seite 41 is t  bei der Erkltirung der sin- 
gularen Stellen von dem Verhalten an der Stelle x =  cc keine Rede, 
Seite 164 wird eine bedingt convergente Beihe als eine ,,somiconvergente" 
bezeichnet und so weiter. 

Die Ar t  und Weise, wie citirt wird, unterliegt auch manchen Be- 
denken. Die G. Cantor ' sche  Theorie des Irrationalen wird H e i n e  su- 

geschrieben (mit dem Citat C r e l l e ' s  Journ. Band 74)) wiihrend Heine 
daselbst ausdrücklich hatont, dass sie von C a n t o r  horrühre; bei Gelcgonheit 
des ,,SchnittesU wird nur auf das Lehrbuch von S t o l z  verwiesen, so 

dass der Leser glauben muss, letzterer habe diesen wichtigen Begriff 
eingefuhrt, wiihrend man denselben bekanntlich D e d e  k i n d  verdankt. 
Und so weiter. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Trotadem ist Referent der Ueberzeugung, dass eine zweite Auflage des 
Buches, vorausgesetzt, dass ihr  eine sorgfaltiçe Correctur vorangegangen 
ist, den angestrebten Zmeck erfiillen wird. 

Refcrent will gern bekennen, dass or einer mildoren Auff'assung Raum 
gegelien haben würde, hatte e r  nicht gerade anderswo eine Besprechung 
vorgefunden, die durch ihre masslosen Lobeserhebungen abstossen musste. 

W. FR AN^ MEYER. 

Demartres. Cours d'Analyse. Première Partie.  Fonctions de Variables 
réelles. Deuxihme partie. Propriétés des fonctions analytiques. 
Redigés par E. L E ~ I S R E .  Paris. A. Hermann. 1892. 192 resp. 
168 Seiten. 

Die franzosischen Professoren der htiheren Analysis sind in der an- 
genehmen Lage, bei ihren Zuhorern eine hinreichende Kenntniss der 
Elemente der Differential- und Integralrochnung voraussetzen zu dürfen. 
Das spiegelt sich denn auch in den franztisischen Lehrbüchern wieder. 
Wabrend die deutschen Werke iiber Analysis der keineswegs leichten 
Aufgabe zu genügen haben, sich vorab mit  der Arithmetik und Algebra 
abzufinden, konnen die franzosischen sofort in  medias res übergehen und 
den Begriff der allgemeinen Functionen an die Spitae stellen. 

Die vorliegenden autographirten Hefte (ein drittes ist aeit liingerer 
Zeit in Aussicht gestellt, aber noch nicht erschienen) goben Vorlesungon 
wieder, die der Verfasser an der faculté des sciences zu Lille über den in 
Rede stehenden Gegenstand gehalten hat. Man darf wohl den Rückschluss 
machen, dass die Zuhorer nicht diejenigen Elitetruppen gewesen sind, 
wie sis Paris aufzuweisen hat.  Denn der Verfasser bütet sich geflissentlich, 
in ausgedehnte abstracte Erorterungen der modernen Subtilitiiten einzu- 
gehen, er hat  vielmehr die Absicht, aus dem grossen Gebiete der Func- 
tionen reeller und complexer Variabeln das Wesentlichste, zugleich mit 
interessanten Anwendungen, herauszuheben, und die organische Verbindung 
aufzudecken, in der die Fundarnentalbegriffe zu einander stehen. 

U i e ~ e  Aufgabe ha t  der Verfasser zweifellos glücklich gelost; es ist 
erstaunlich, was Alles auf gedrangtem Raume zur Behandlung kommt. 

Das erste Heft gliedert s i ~ h  in vier Abschnitte. Pür  eine resp. 
m ~ h r ~ r e  unabhangige reelle Variable werden die Differentialquotienten und 
Differentiale der Functionen entwickelt; besondere Anregung gewahrt dem 
Leser ein Excurs über Punctionaldeterminanten. 

Der zweite Abschnitt behandelt die Taylor ' sche  und Ma c - L a u r  i n -  
sche Ileihe und im Anschluss hieran Variationen, ~ o w i e  Maxima und Minima. 
Der dritte und vierte Abschnitt beschiiftigt sich mit den unbestimmten und 
bestimmten Integralen. Hierbei werden die Grundeüge der elliptischen und 
hyp~relliptischon Integrale, sowie der trigonometrischen Reihen mit erortert. 
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Das zweite Heft zerfallt wiederum in vier Absçhnitte. Zuerst wird 
der Leser mit den analytischen Functionen im Allgemeinen bekannt ge- 

macht; als interessante Anwendung erscheint die Theorie der Kugel- 
functionen und das D i r i c h l  e t'sche Pïoblem. 

Der zweite Abschnitt wendet sich den eindeutigen analytischen Func- 
tionen zu, wobei auch die neueren Untersuchungen von W e i e r s t r a s s  und 
M i t d a g - L  e f f l e r  über Primfunctionen berücksichtigt werden. 

Als wichtigste Anwendung giebt der dritte Abschnitt die Grundzüge 
der Theorie der doppeltperiodischen Functionen, wobei den verschiedenen 
Richtungen moglichst gleichmassig Rechnung getragen wird. 

Dor letzte Abschnitt ist  den mehrdeutigen Functionon gewidmet. 
Wenn das Werk auch nicht auf hervorragende Eigenart Anspiuch 

macht, so ist es doch sicher als eines der besseren i n  dem fraglichen 
Gebiete anzusehen und zu empfehlen. W. FXANZ NEYER. 

II. 0 1 , ~ r i n x ~ n e .  Essai sur le  calcul de la g6n8ralisation. Genève. 
Stafelmohr. 1893. 132 Seiten. 

Es  handelt sich iim jene cigenthiimliche, von L i o u v i l l e  gelegentlich 
bemerkte, vom Verfasser noch weiter ausgedehnte Verallgemeinerung der 
Analysis, welche Differentiationen und Integrationen mit getirochenem Index 
construirt. 

dp eau 
L i o u v i l l e  geht von der gewohnlichcn Di f f~ ren t i a t i on~fo rme l - - -=a~~~~  

d ?AlL 

(CI constant) aus. Multiplicirt man noch mit einer weiteren Constanten A ,  
und bildet eine Summe von der Art: ZA,eau, so ist die Ableitung 
nicht nur eine ganz analog gebauto Summe, sondern man kann diosor 
neuen Bildung unmittelbar auch dann einen Sinn beilegen, wenn p eine 
beliebige (nicht nur  ganze positive) Zahl ist. 

Nicht jcdo gegcbeno Function von u liisst sich natürlich in  Form 
einer oolchen (eventilell auch unbegrenzten) Summe ~ühreiben. C m  den , 
Bereich der hierher gehorigen Functionen zu erweitern, betrachtet der Ver- 
fasser allgemeine Summen von der Porm 2 A a  e a u q  (ai), wo die Function q 
von d m  Variabclu zc unabhiingig kt. Der so cntstandeno Ausdruck heisst 
,, aus eau durch Verallgemeinerung entstanden ". 

Anstatt uns hier auf die abstracten Eigenthümlichkeiten eines solchen 
Operat,ions - Calcü l  tiefer einxulassen, erwahnen wir lieber einige An- 

wendungen. 
Jede Identitat,  die eine unbestimmte Grosse u enthalt, kann durch 

, ,VeraI lgemeiner~ng~ in eine Identitiit übergeführt werden, welche aina 
willkürliche Function enthi l t ,  die also einen erhoblich erweiterten Inhalt 
besitzt. Dies Princip wird im Besonderen angewandt auf die Theorie der 
bestimmten Integrale, und man kann nicht leugnen, dass der Verfasser 
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auf diesem Wege zu einer Reihe theils bekannter, theils neuer, merk- 
würdiger Relationen gelangt, deren Herleitung nach den sonstigen Methoden 
selir vie1 mehr Mühe verursacht. 

Die Integration linearer Differentialgleichungen (mit constanten oder 
auch variablen Coefficienten) kann auf die Werthbestimmung solcher Summen- 
ausdrücke, wio sic oben crwahnt wurden, zurückgoführt werdon; man kann 
bald erkennen, dass es gerade die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen gewesen ist,  die den Verfasser zu aeiner Symbolik geführt hat,. 

Erweist sich so die Methode des Verfa3sers als eine heuristisch recht 
fruchtbare, so ist  freilich einzuwenden, dass die Anwendungen wesentlich 
forrnaler Natur sind. Ueber den Giltigkeitsbereich der erzielten Formeln, 
über die Einschrankungen, denen dia vorkommenden Functionen genügen 
miissen, damit z. B. dio resultironden Rcihon-Entwickelungen convcrgiren, 
differenzirbar sind u. dergl., erfahren wir keinen Aufscliluss. 

Es ware sehr zu wünschen, dass die heutzutage so weit ausgebildete 
Functionontheorie die unstreitig sinnreichen Ansiitze des Verfassers in der an- 
gedeuteten Richtung erg5mte. W. FRANZ MEYEIL 

W. KILLIXG. Einführnng in  die Grnndlagen der  Geometrie. Erster 13and. 
Paderborn. Schtiningh. 1893. X und 357 Seiten. 

Mit Recht sagt der Verfasser i n  der Vorredo: ,,Es trifft sich sehr 
schon, dass der oorliegende Band gerade zum hundertjiihrigen Geburts- 
tage L o b a t s c h e w s k y ' s  erscheinen kann." 

Donn trotz der wichtigen und weitgreifondon T=ntorsuchungen über 
die Grundlagen der Geometrie, welche nun schon J a h r ~ e h n t e  zurück- 
reichen, gab es noch kein* Werk, welches diese nene Disciplin der 
Mathematik im Zusamrnenhange behandelt hatte. Und doch ist hierbei 
nicht nur die Fachwissenschaft interessirt, sondern auch die Padagogik, 
die Philosophie, die Naturwissenschaft. Wer  will andererseits leugnen, 
dass gerade iiber die Grundhegriffe und Ziele dieses ~'issenszweiges, über 
das Wesen der nicht-euklidischen Geometrie, des mehrdimensionalen Kaumes, 
die seltsamsten Missoerstindnisse, sogar bei sonst sehr nüchternen Leuten, 
weit verbreitet sind? 

Frailich dürfte der Grund für die bezeichnete Lücke in der Literatur 
nohl darin zu finden sein, dass einer gesammelten Darstellung des Gegen- 
standes weit erheblichere Schwierigkeiten entgegenstehen, als bei irgend 
einem anderon Gobicte. Einmal ist  os namlich nicht leicht, cin bestimmtos 
Maass von Vorkenntnissen für den Leser su priicisiren, insofern aus Geonietrie 
und Analysis Satze und Begriffe zu entlehnen sind, welche keineswegs zu 
den Elementen gehtiren. 

* Das neuerdings erschicnene Buch von Herrn Ver o n e  s o verfolgt wesentlich 
andere Ziele. 
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Der Verfasser hat  sich bernüht, dem Leser das Verstandniss des oft 
schwierigen Textes moglichst zu erleichtern; einmal wird jeder Gegenstand 
von principieller Bedeutung von den vcrschicdensten Punkten aus be- 
leuchtet, sodann wird am Schlusse jedes Hauptabschnittes ein faselicher 
Ueberblick über die gewonnenon Ergebnisse gegeben. Auch das den 
Schluss bildende Literaturregister ist sehr dankenswerth. 

Die Darstellung des Textes ist im Ganzen anzuerkennen, wenn sie 
auch, wie es deni Referenten schoinon mochte, vielfach klarer sein diirfte. 

Der Stoff wird auf vier grossere Abschnitte vertheilt, welche der Reilie 
nach die Berechtigung der nicht-euklidisohen Eaumformen, die projective 
Geometrie, den mehrdimensionalen Raum und die C l i f f o r  d -  Klein'schen 
Raumformen behandeln. 

Der Ausgang ist, wie sich erwarten lasst,  das sogenannte elfto 
Axiom E u k l i d ' s ,  was indessen hei E u k l i d  selbst 81s eincs (das fünfte) 
seiner Postulate (~lwj~ata) auftritt. Diese (fünf) Postulate werden wortlich 
mitgetheilt, leider in deutscher Uebersetzung. Mag das aus Rücksicht suf 

Nicht - Kenner des Griechischen geschehen sein, warum muthet der Ver- 
fasser einem solchen Leser wenige Zeilen @ter zu, unter dem 'alzqpu ;' 
eben dieses fiinfte Postulat zu verstehen? E s  hatte doch wohl auch auf 
die verschiedenen, in  wesentlichen Punkten voneinander abweichendsn 
E u k l i d  -Ausgaben, donon ja in  dor n e w n  kritischen Ausgabe von Heiberg  
Rechnung getragen ist, einige philologische Rücksicht genommen werden sollen. 

Es wird nothig sein, den Leser wenigstens mit den Grundideen des 
Ganzen bekannt zu machen. 

E u k l i d  beweist den Satz der Ebene: Wenn zwei Gerade von einer 
dïitten geschnitten werden, und  die Summe der beidon inneren, an der- 
selben Seite gelegenen Winkel zwei Rechte betragt,  so sind sie parallel, 
das heisst, aie konncn sich nicht schnoiden, wie weit man sio auch ver- 
Iiingern mag. Die Umkehrung konnte er jedoch nicht beweisen, und nahm 
sie daher als das obige Postulat auf. 

Alle Versuche, die seither gemacht wurden, diese Umkehrung zu 

beweisen, das heisst, sie aus den übrigen Voraussetzungen E u k l i d ' s  her- 
zuleiten, haben sich als unzuliinglich erwiesen. 

Man n i r d  somit darauf geführt,  die Begriffe der Euklid'schen 
Goometrie durch andere Begriffo zu ersetzoii, fü r  welche ebenfalls alle 
übrigen Eukl id ' schen  Voraussetzungen gelten, das fünfte Postulat aber 
nicht rnehr. 

E s  gelingt das in mehrfacher Weise, z. B., wenn man statt der Ge- 
raden der Ebene die kürzesten Linien einer Flache constanter negatirer 
Krürnmung zu Grunde legt: die Surnrne der Winkel eines Dreiecks bctr%gt 
dann weniger als zwei Rechto. E s  ist  das die Lobatschewsky'scùe 
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,,RaumformLL. Wiihrend aber diese noch die Annahme E u k l i d ' s  festhalt, 
dass die Gerade unendlich sei, kann man auch hiervon abstrahiren. E s  
bieten sich dann zwei Lliiglichkeiten: entwoder gehen alle von einem 
Punkte ausgehenden ,,GeradenLL noch durch einen xweiten Punkt  (wie z. B. 
die Grosskreise auf einer Kugel) oder nicht, dem entsprechend gilt die 
Riemann'sche resp. Klein'sche Raumfom. 

Ein ansehnlicher Theil der Satze E u k l i d ' s  gilt fur alle diese Raum- 
forrnen gemeinsam, erst dann entwickelt sich jede selbststandig. Theoretisch 
sind sie alle gleichberechtigt, die Naturerklarung wird allerdings das 
Euklid'sche System als das einfachste bevorzugen. 

Alle die bisher entwickelten Gesetze - auch die noch nicht erwahnte 
Begiündung der projectiven Geometrie - haften a n  einem b e g r e n z  t e n  
Raumgebiet, und die Frage steht noüh ganzlich offon, wie sich die einzelnen 
Theile des Raumes zu einem Ganzen vereinigen. Um dies zu übersehen, 
betrachte man die Bewegung eines starren Korpers K. F u r  jeden, mit 
K durch weitere Korpor verbundenen K6rper Kr wird eine neuo Bewogung 
vermittelt. Nimmt man nun in üblicher Weise an ,  dass diese neue Be- 
wegung von der Ar t  der Verbindung beider Korper K, Kr unalhangig 
sei, so ergiebt sich nichts Neues; nimmt man aber mit C l i f f o r d  und 
Klein das Gegentheil an - was zunachst auffallend, aber theoretisch 
berechtigt ist  - so wird man zu einer grossen Mannigfaltigkeit nouer 
Raumformen gefiihrt, deren Mechanik allerdings noch wenig studirt 
worden ist. 

Besonders losnnsworth, gerade für  SchulmBnner, scheint dem Referenten 
der dritte Abschnitt über den rnehrdimensionalen Raum. Ohne sirh auf 
metaphysische Speculationen einzulassen, begnügt sich der Verfasser mit 
dam h'achweis, dass ein solchor Raum begrifflich moglich und gorecht- 

fertigt sei, und ausserdem fü r  den Mathematiker ein methodisch iiuscerst 
werthvolles Instrument. 

Gleich im Anfange, wo es sich um Peststellung des Begriffes 
,,Dimension" handelt, wird der Leser mit den neueren schaxfsinnigen 
lintorsuchungen von G. C a n t o r ,  B e t t o ,  P e a n o  u. A bekannt gemacht, 
wonach mit Leichtigkeit zwei Raume verschiedener Dimension punktweise 
ein-eindeutig aufeinander abgebildet werden konnen - wenn man nur 
auf die Stet,igkeit der Zuordnung Verzicht leistet. 

Im Uebrigen bemüht sich der Verfasser mit Erfolg, den mannigfachen 
Vorurtheilen und falschen Ansichten, die gersde dieses Gebiet zu einem 
Tummelplatze von Streitigkeiten von jeher gemacht haben, entgegen 
zu tretan. 

Der zweite Bund des Werkes, der demnachst erscheinen wird, wird 
einmal auf die Begründung der projectiven Geometrie nahpr eing~hen,  

1iiut.-lit Abth. d. Zoitschr. f.  Xatli. u. Phgs. 40 Jahrg. 1895. 3. Heft 8 
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sodann aher vor Allem auf die wichtigen Beziehungen der nicht- 
euklidischen Geometrie zur Theorie der continuirlichen Transformations- 
Gruppen. Bus dem, was bereits hier über den letzteren Gegenstand vot- 
gel-iracht wird, mfige horausgogriffcn werden, wolcho Wichtigkeit die Er- 
forschung der Untergruppen der allgemeinen priijecliven Gruppe (der Ebene 
und des Raumes) für die Bewegung innerhalb der nicht-euklidischen Raume 
besitzt. Durch neuere Publicationen ist j a  die Kenntniss diosor Onter- 
gruppen wesentlich erweitert worden. W. FRANZ MEYER. 

K. ROIIN und E. PAPPERITZ. Lehrbuch der  darstellenden Geometrie. In 
zwei Rznden. Erster Band. Leipzig. Veit & Comp. 1893. XVIII 
und 381 Seiten. 

Wir  besitzen eine Reihe von Lehrbüchern der darstellenden Geometrie, 
doren jedos eigonthïmliche Vorzüge hat ,  und von denen doch keinos als 
ausschliessliche Grundlage des Unterrichtes dienen k h n t e .  

Man darf den Veifassern - von denen sich insbesondere der Erst- 
gensnnte durch eine Reihe scharfsinniger, echt geometrischer Arbeiten 
bereits rühmlichst bekannt gemacht ha t  - nur zu Dank verpflichtet sein, 
wenn sie dem bezeichneten Mange1 abhelfen wollen. 

Die darstellende Geometrie nimmt heutzutage eine eigenartige Stellung 
ein. Auf der einen Seite sol1 sie in hergebrachter Weise die praktischen 
Bedürfnisse der Techniker befriedigen, sodann aber id sie auch be- 
stimmt - und selbst die Universitiiten verschliessen sich dieser Einsicht 
irnmer weniger - die Studirenden der Mathematik und Naturwisçen- 
schaften in  der Raumanschauung auszubilden, und speciell den ersteren 
das Verstiindniss der Geometrie der Lage zu erleichtern. 

Diesen drei Momenten, dem praktischen, dem padagogischen und dem 

wissenschaFtlichen hitt ein Lehrbuch der gedachten Disciplin zugleich ge- 
recht zu werden, ein solches ha t  demnach nicht gewohnliche Schwierig- 
keiten zu überwinden, um so mehr, wenn es auch ein selbststtindiges 
Gnnzos sein will. 

Wns den praktischen Gesiçhtspunkt angeht, so ist  vor Allem zu be- 
tonen, dass die zahlreichen Aufgaben mit grosser Sorgfalt und Genauigkeit 
durchgeführt sind; bei vielen sind mehrere Losungen angegeben. Dabei 
i s t  ein Haiiptwerth darauf gelegt worden, dass die zeichnerische Rehandlung 
eine zweckentsprechende kt, das heisst, dam die Ergebnisse boquem und 
deutlich vor Augen liegen. 

Die directen Anwendungen auf die Technik sind wohl für den zweiten 
Band vorbehalten worden. 

Der psdagogische Charakter des Buches zeigt sich in dem Bestreben, 
die darstellende Geometrie ale directe Fortsetzung der schulmksigen 
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Stereometrie erscheinen zu lassen. Die Entwickelung der R a ~ r n a n s c h a u u n ~  
ist so  sehr ein Hauptziel des Werkes, dass die Figuren des Textes mehr 
eine Beihilfe eein sollen, wenigstens mochte sich Referent so die Thatsache 
zurcchtlegon, dass der Maasstab der Figuren, vcrglichen z. B. mit fian- 
zb'sisçhen Werken, ein stark reducirter ist. I m  Uebrigen ist die Ans- 
stattung tadellos. 

Die eingeführten Bezeichnungen und Kunstausdrücke erfreuen sich 
einer gesunden Systematik. Mit Einzelnem ist Referent freilich nicht ein- 
verstanden, z. B .  mit der Worthildung ,,Paralleldrehung(' (S. 56), für  
die nicht einmal eine formelle Definition gegeben wird. 

Der Styl des Textes kann irn Ganzon nur  als prBcis erklsrt werden, 
wenn er auch von einer gewissen Trockenheit nicht vtillig freizusprechen ist. 

Von dem psdagogischen Moment ist  das wissenschaftliche kaum zu 
trennen. Auch hier t r i t t  das ausgesprochene Bestreben hervor, aus- 
schliesslich im Raume selhst zu operiren, das heisst, beispielsweise gleich 
im Anfango die Hilfssat~e über Aehnlichkeit und Affinitiit ohenor Figuren 
durch Projection im Raume herzuleiten. Preilicti mag dabei die wissen- 
schaftliche Systematik auf Kosten der Püdagogik ausgebildet sein, denn 
Referent mochte bezweifeln, ob sich ein Schüler, ohne Anloitung eines 
sehr guten Vortrages, durch den gemeinten ersten Abschnitt durch- 
arbeiten würde. 

Besser würde er vermuthlich mit dem xweiten Abschnitte, der Ortho- 
gonalprojection, beginuen und sich diese soweit zu eigen machen, bis er 
ohne die Heranziehung der Aehnlichkeit und Affinittit nicht mehr weiter 
kommt. Sehr gefallen hai; dagegen dem Referenten der Schluss des zweiten 
Ahschnittea, der eine Reihe wichtiger stereometrischer Aiifgaben durch 
Projectionsrnethoden, also wirklich constructiv lost, wahrend beim elemen- 
taren Cnterricht die Constructionen nur  gedacht werden. 

Der dritte Abschnitt bringt auf wenigen Seiton, und in anrogondor 
Form, das Wichtigste über die ebenflichigen Gebilde, und dringt liereits 
bis au den Schlagschatten und Eigenschatten der Vielflache vor. 

Der folgende vierte Abschnitt httndelt von der Centralprojection einer 
Ebene auf eine andere mit Einschluss des Grenzfalles, dass beide Ebenen 
coincidircn (Perspectivit%t in  einer Ebene). 

Die harmonische Lage von vier Punkten wird, wie es hier die 
Sy-stematik verlangt, begründet durch Centralprojection einer Strecke, ihres 
J.littelpunktes und des unendlich fernen Punktes, und erst hieraus die 
Eigenschaften des vollst~ndigen Vierseits hergeleitet. 

Schon in diesem Abschnitt und noch mehr i n  den folgenden nimmt 
das Ruch, abgesehen von einigen Einschaltungen iiber Schatten u. dergl., 
mehr und mehr den Charakter eines Lehrbuches der neneren Geometrie 

8' 
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an,  unterscheidet sich aber von den üblichen Werken dariiber zu seinein 
Vortheile darin, dass os einmal i n  zweckm%ssigcr Weise die 8ltoron mit 
den neueren Methoden combinirt, andererseits sich sehr gründlich mit 
dem Unendlich - Eleinen abfindet. 

Der erstgenannte Gesicht~punkt  t r i t t  besonders deutlich in dem 
nachsten, wichtigen Abschnitte uber die Kegelschnitte hervor, die in erster 
Linie als Centralprojectionen oines Kroises, und erst hinterher als Er- 
zeugoisse projectiver Grundgebilde auftreten. Den Ausgang bildet die Auf- 
gabe, z a e i  Kreise in einer Ebene perapectiv aufeinander xu heziehen. Der 
Grenzfall, dass boide Kreise zusammenfdlen, führt sofort zur Theorie von 
Pol  und Polare, dem Pasca l ' schen  Sechseck, und so fort. 

Geht man durch Urehung i n  den Raum zurück, so gelangt man in 
Kürze zu den metrischen Eigenschaften eines beliebigen Kreiskegels (Sym- 
metrie-Ebenen, Wechselschnitte u. dergl.), und von hier aus zu den Eigen- 
schaften der Kegelschnitte. 

Resondere Erwiihnung vcrdiont die ologante Bchandlung der Krürnmung 
der Kegelschnitte. 

Uei Gelegenheit der stereographischen Projection hatte wohl auf die 
schonen Anwendungen auf Kartenprojection, Krystallographie II. A. hin- 
gewiesen werden konnen. 

Nunmehr folgt ein Abschnitt über die Curven der Ebene und des 
Baumes im Allgemeinen (die Schreibweise des Textes: ,,Ebene und Raum- 
curvenL' scheint nioht gerade empfehlenswerth xu sein). ,Als Grundlage 
dient eiue knappe (in manchen Punkten wohl zu knappe) Erorterung der 
mit dem Unendlich-Kleinen zusammenhiingenden Begriffe. 

Ein letzter Abschnitt beschaftigt sich eingehend mit Kugel, Cylinder 
und Kegel, ihren Projectionen und Durchdringungen, Eigen- und Schlag- 
schatten. 

Das Buch birgt eine so ausserordentliche Fülle von Stoff au€ verhaltnisu- 
massig begrenztem Raume, dass es dem Referenten, falls er den Vorwurf 
parteiliüher Liebhaberei vermeiden will, nicht moglich is t ,  auf die vielen 
Fortschritte hinzuweisen, die sich im Einzelnen vorfinden. Darüber 
kann j a  auch nur  mit Fug  Jemand urtheilen, der das Buch seinem Unter- 
richte in darstellondor Geometrie zu Grunde gelegt und es jahrelang durch- 
geprüft hat. 

Aus personlichen Mittheilungen aeiss  der Referent, dass so manche 
Sltere Vertreter der Geometrie in  wesentlichen Punkten anderer Meinung 
sind, als die Verfasser. Aber gorado diese Eigcnartigkeit des Werkes 
veranlasst den Referenten, dasselbe , seiner uumassgeblichen Meinung nach, 
für eine Zierde der geometrischen Literatur zu erklaren. Anf den zweiten 
Band darf man mit Recht gespannt sein. W. FKANZ RIEYEIL. 
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Die Wissenschaft und i h r e  Sprache. Eine zeitgemasse Abhandlung von 
Prof. K. H u r , r , ~ a ~ x ,  Grosshcrzogl. Oldenburgischer Oberlehrer der 
Nathematik z. D. Leipzig 1894.  Ferdinand Ri r t  & Sohn. 40 S. 

Der Verfasser wünscht, man solle, ebcnso wie in  der Umgangssprache, 
auch in der Sprache der Wissenschaft jedes überflüssige Fremdwort ver- 
meiden. Wir sind lgngst der gleichen Ueberzeugung und glauben in 
unseren Schriften ziemlich ausschliesslich deutsche Ausdrticke zur Ver- 
wendung gebracht zii habcn. Herr  Hullman ist nicht Reindeutschler um 
jeden Preis. E r  sielit ein, dass gewisse Fremdwürter kaum zu entfernen 
sein diirften, nachdem sie, und sie allein, bestimmte wissenschaftliche 
Begriffe festzulrgen erfunden sind. Wie wollte man beispielsweise ,,praitielle 
Differeutialgleichungen", wie ,,complexe Gr6sseni', wie ,,Determinanten" 
~ ~ r d e u t s c h e n ?  Aber gerade diese gezwungene Folgewidrigkeit bringt es mit 
sicli, dass über das Maass des Gebotenen und des Erlaubten verschiedene 
Meiniingen sich bilden ktinnen. Manche Verdeutschung des Herrn Hullmann 
sagt uns sehr zu, andere scheinen uns weit über das Ziel hinauszusçhiesien. 
Doch gleichviel, der Grundgedanke der kleinen Streitschrift - denn als 
solche ist sie zu bezeichnen - ist gewiss richtig und verdient auch die 
Beachtung derer, die es weniger streng mit  unserer Spracho nehmcn. Wir  
glauben und hoffen, dass schliesslich eine Einigung sich dshin werde 
erzielen lassen, die deutsche Sprache uni 6 0  unvermengter mit fremden 
Beigaben zu gebrauchen, je einfacher die Gegenstande sind, welche man 
liehandolt. Die Anfange der Zahlenlehre, wie der Raurnlehre, k6nnen und 
sollen ohne Fremdworter gelehrt werden. J e  h6her dagegen der Gegenstand 
einer Abhsndlung oder tiines Buches ist ,  je beschriinkter i n  Folge davon 
soin Loserkreis jm eigenen Lande, je nothwendiger es für die Uruckschrift 
wie für die Wissenschaft wird, ihr  in der ganzon wissenechaftlichen Welt  
Eingang zu verschaffen, um so unentbehrlicher werden Kunstausdrücke 
aus den alten Sprachen sein, d i o  keincr neucn Sprache und deshalb allen 
anphoren. Camon. 

Logik. Eine Untersuchung der Principien der Erkenntniss und der Methoden 
wissenschaftlichor Forschung. Von WILI~ELJI WUNDT. Zwei Bando. 
Zweiter Band. Nethodenlehre. Erste Abtheilung. 2. umgearbeitete 
Auflage. Stuttgart 1894. Bei Ferdinand Encke. XII und 590 S. 
Zweitor Abschnitt. Von der Logik der Yathernatik. S, 87-259. 

In der 1. Auflage von 1883, welche wir im XXIX. Bande dieser 
Zeitsclirift (Histor.-liter, Abthlg. S. 196-198) angezeigt habsn, füllte die 
Logik der Mathematik 145 Seiten. In  der neuen Auflage ist der gleiche 
Ab~chnitt  auf 172 Seiten angewachsen. Allerdings ist  die Zunahme nrir 
eino scheinbaro und durch etwas weitlauiigeron Druck bedingt. Dio Ver- 
andemgen ,  welche bei der Umarbeitung des Werkes die Kapitel erfahren 
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haben, welche wir heute wie 1883 als diejenigen betrachteten, über welcho 
allein wir Un8 ein Urtheil gestatten, sind ganz minimale, und so gilt 
auch heute noch, was wir über die erste Auflage sagten. Casroi<. 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. Bearboitct von 0. FORT und O. Scir~ij-  
MILCH. Erster Theil. A n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  d e r  E b e n e .  Von 
O. FORT, weil. Professor am konigl. sachs. Polytechnikum zu Dresden. 
Sechste Auflage. Besorgt von R. HEGEK in Dresden. Mit in den 
Toxt gedrnckton Holzsehnitten. Leipzig 1893. Bei B. G.  Teubner. 
VI11 und 264 S. 

Vier Auflagen dieser bekxnnten analytischen Geometrie der Ebene 
hat  der urspriingliche Verfasser herausgeben dürfen, zwei Auflagen besorgte 
dessen Nachîolger, im Ganzen von dem einmal vorgezeiclineten und ùurch 
30 j ih r ige  Brauchbarkeit bewiihrten Plane kaum abweichend, wenn auch 
im Einzelnen erghzend und neu bearbeitend. 30 Jahre bringen eben eine 
gewaltige Aenderung der geistigen Htihenverhiiltnisse herror. Was man 
damals dem angehenden Polytech~iiker noch nicht xuzumuthen wagte, darf 
und muss man ihm heute bieten. Das hat  Herr Heger eingesehen, und 
dom entsprechend hat  er gehandelt. I n  die neueste 6. Auflage hat er 
Einiges ails der projectiven Geometrie hineinverarbeitet. Ob er daran 
Recht tha t ,  darüber l%st;t sich streiten. Praktisch wird die Saehe sich BO 

verhalten, dass für jene Anstalten, an welcben neben der analytischen 
Geometrie auch synthetische Geometrie im neueren Sinne des Wortes gelehrt 
wird, jene neuen Paragraphen theils überflüssig, theils ungenügend erscheinen, 
wahrend man für den Gebrauch an aiideren Anstalten, die jenen Doppel- 
unterricht niclht kennen, das entgegengesetzte Urtheil flllen wird. 

CANTOIL 

Die Elemente der  analytischen Geometrie der Ebene. Zum Gebrauch 

a n  holieren Lehranstalten, sowie zum Selbststudium. Dargestelit 
und mit zahlreichen Uebungsbeispielen versehen von Dr. B. GANTEK, 
Professor an der Cantonsschule in  Aarau, und Dr. F. RUDIO, Profes~or 
am Polytochnikum in Zürich. Mit 64 Figurcn im Text. Zwcite ver- 
besserte Auflage. Leipzig 1894. Bei B. G. Teubner. V I  und 168 S. 

Bei Anzeige der ersten Auflage im XXXV. Band dieser Zeitschrift 
(Bistor.-liter. Abtlhg. S. 37 - 38) wiinschten wir dem hübschen Buche zahl- 

roiche Ksufer und Leser. An Beiden hat  es ihrn nicht gofehlt, dom, 
wenn bei der Unzahl ahnlicher Schriften, welche jahrlich vermehrt die 
Literatur des Gegenstandes ausmachen, nach sechs Jahren bereits ein 
Neudruck nothwendig wird, so ist  dieses ein Zeugniss für den lebhaften 
Boifall, den das Buch verdientermassen gefunden hat. Die Verfasser 
glaubten deshalb ihrem Plane getreu bleiben zu sollen und Form wie Inhalt 
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im Ganzen 80, wie sie in der ersten Auflage waren, gestalten zu müssen. Die 
Berbesaerungen beziehen sich nur  auf einzelne Ausdrücke und Schluss- 
folgerungen, die noch klarer und strengcr geworden sind. Wir  xweifeln 
nicht daran, dass der Vertriob auch der zweiten Auflage ein günstiger 
sein werde. CANTOR. 

Grundriss der Differential - und  Integralrechnung. 11. Theil. I n  t e g r  a l -  

R c  c h n u n g .  Von Dr. ?d. STE(:CMANN, weil. Professor an der tech- 
nischen Hocbschule zu Hannover. Fünfte vollstindig umgearbeitete 
und vermehrte Auflage mit 137 Piguren im Texte. Herausgegeben 
von Dr. Lunwra XIEPERT, Professor der Mathematik an der toch- 
nischen Hochschule in Hannover. Hannover 1894. Helwing'sche 
Verlagsbuchhandlung. XVI und 597 S. 

Die im XXXI. Bande dieser Zeitschrift (Hi~tor.-liter.  Abthlg. S. 227 
bis 228) empfohlene viorte Auflage bestand aus 446 Seiten. Dio Vor- 
mebrung besteht dernnach aus 151 Seiten oder reichlich einem Drittel. 
Die rmarbei tung ist eine in der That vollstiindige, wie das Titelblatt es 
aiisspricht. Eine grundlegmde Abandcrung ist bei~piolsweise folgende. 
In der 4. Auflage waren zuerst siimmtliche Integralformeln abgeleitet, 
worauf die geometrischen Anwendungen folgten. In der 5. Auflage da- 
gegen sind zuerst die einfachsten Integrationen vorgenommen. Diesa sind 
sodann geometrisch angewandt. Hierauf folgen erst die Integrationen 
gebrochener rationaler, irrationaler und transcendenter Fnnctionen. 

Weshalb k t  diese Umordnung eingetreten? Die Vorrede giebt kurze 
iluskunft darüber. Sie sagt uns, wenn auch nicht mit den von uns ge- 
brauchten Worten, Herr Kiepert habe die gleiche Erfahruog gemacht, die 
sich i n  jeder Vorlesung über Differential- und Integralrechnung wiederholt, 
dass es in  der ganzen Mathomatik für  Lehrer und Lcrnende nichts Lang- 
weiligeres giebt, als die Ableitung sknmtlicher Integralformeln, und dase 
es darum eine d i d a k  t i s c h  e Nothwendigkeit ist, diesen Gegenstand durch 
interessantere Zwischenbetrachtungen xu unterbrechon, mag auch die d o g -  
matis  c h e  Einheit darunter leiden. Wir  sind darin mit Herrn Kiepert 
durchaus gleicher Meinung, gehen aber noch einen ziemlichen Schritt über 
ihn hinaus. Dem Beispiele folgend, in welchem bewahrte Lehrer uiiser 
Vorbild waren, nehmen wir die einfachen Jntegratianen mit den Differen- 
tiationen zugleich vor und ersparen dadurch Zeit und Langeweile. Die 
Vorlesung zerfallt somit allerdings nicht in einen ersten ausscbliesslich 
der Differentialrechnung und oinen zweiton ausschliesdich der Intogral- 
rechnung gewidmoten Abschnitt, die Zeichen d und $ kommen, sobald 
die Einleitung ahgehandelt ist, in jeder Vorlesung gemeinschaftlich vor, 
aber Vcrwirrung entstoht dadurch keineswegs, vielrnehr hilft das Integriren 
forLwahrend die Djfferentiationsformeln einzupragen und umgekehrt. Aehnlich, 
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denken wir ,  sollte aurh ein wesentlich didaktische Zwecke verfolgendes 
Lehrbiich verfahren. Vielleicht ontschlieast sich -Kerr Kiepert, in einer 
nacbsten Auflage die beiden Bande in der angedeuteten Weise ineinander 
zu verarbeiten. - Wir haben ausführlicher von einer Veründerung ge- 
sprochen, welche die 5. von der 4. Auflage unterscheidet. Wollten wir 
die oinzelnen Kapitol durchgehon, so wiiren in  jedem Abhderungen,  nir  
konnen getrost sagen, Verbesserungen hervormheben. Gerade dadurch kenn- 
zeichnet sich aber  die 5. Auflage als Vorbote einer künftigen 6.,  denn 
das Kiepert'sche Lehrbuch wird in  der neuen Gestaltiing nur noch molir 
an den Universitzten sich einbürgern, ohne seine Verwendbarkeit an bech- 
nischen Hochschulen einzubüssen. CAKTOR 

The collected mathematical papers of HENRY JOHN STEPHEN S M I ~ H ,  M. A., 
F. R. S., late Savilian Professor of geometry i n  the university of 
Oxford, edited by  J. W. L. GLAISIIER, SC. D., F. R. S., Fellow of 
Trinity Collogc, Cambridge. With a mathematical introduction hy 
the editor, biographical sketches and a portrait. I n  two volumes. 
Oxford a t  the Clarendon press 1894. XCV, 603 and VU, 719 pages. 

,,Wenn 13 Punkte in  der Ebene gegeben sind, so sollen durch 
geometrische Construction diejenigen drei Punkte bestimmt werden, welche 
mit den gegehenen zusammen ein System von 16 Durchschnittspunkten 
zweier Curven vierten Grades bilden." So lautete der wesentlichste Satz 
einer im J a h r e  1 8 6 6  von der Berlinor Akademie ausgeschriobenon Prois- 
frage. Unter vier einlaufenden Bearbeitungen wurden im Juli 1868 in 
Folge eines von Kummer erstatteten Berichtes zwei als gleich werthvoll 
mit je der Halfte des ausgesetzten Preises belohnt. Die Verfasser waren 
Her r  Hermann Kortiim und Henry John  Stephen Smith. Man wird kaum 
einen Irr thum begehen, wenn man behauptet, damals sei der Name des 
am 2. November 1826 geborenen englischen Mathematikers zum erstsn 
Male i n  Dciitschland bekannt geworden. Nicht als ob Smith fast 42 Jahre 
alt  geworden ware, ohne einen Beweis seiner schopferischen Geisteskraft 
der Oeffentlichkeit zu übergeben, aber nahezu Alles, was aus seiner Feder 
bis dahin gedruckt wurde, steht in den Proceedings of the Royal Society, 
in  den Proceed iqs  of the 1,ondon mathematical Society, in don Reports of 
the Brit ish Associatiolz, und  diese haben s%mmtlich auf dem europ%ischen 
Festlande, in  Deutschland wie nicht minder i n  den anderen Landeru, 
einen ausserst beschrankten Leserkreis. Da0 zeigte sich am Deutlichsten, 
als dio P a r k e r  Akademie als Proisfrage für das J a h r  1882 die Zerlegung 
einer Zahl in  fünf ganzzahlige Quadrate forderte und dabei die Bewerber 
auf Lehrsatze von Eisenstein hinwies, welche 1 8 4 7  ohne Beweis im 

XXXV. Bande von Crelle's Journal  ausgesprochen worden wsren. Was 
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namlich die Pariser Akademie 1882 verlangte, war seit 15 Jabren vor- 
handen. In den Proceodings of tbo Royal Society von 1867  stand die 
Abhandlung von Smith: On the orders and gefiera of guadratic forms con- 

taining more thalz three indeterminates, und in ihr war, allerdings wieder 
nicht mit ganz erschopfendem Beweise, die Zerlegungsaufgabe gelost. Wollte 
alsu die Akademie nur die letzte Lücke ausgefullt haben, so musste in 
dem Preisausschreiben neben Eisenstein auch Smith genannt werden, und 
dass dieses nicht g e x h a h ,  verbüigt,  dass man die Abliandlung von Smith 
nicht kannte. Die Bestiitigung liefert ausserdom ein irn Februar 1882 
zwischen Smith und Herrn Hermite gefülirter Brie~wechsol. Smith machte 
darin auf seine Zerlegung sowohl in fünf als in sieben Quadrate anfmerksam, 
Herr Hermite erklarte mit Bedauern, kein Mitglied der mit der Vorbereitung 
der Preisfrage betrauten Commission habe von jenen Arbeiton eine Ahnung 
besessen. Smith beeilte sich nun,  die noch ausstehenden Beweise genauer 
auszuführen und wurde noch gerade bis zu dem ftir die Einreichung der 
Beworbungen gestellten Zeitpunkt damit, fcrtig. Am 2. April 1883 fana 
die Preisverkündigung statt. Von drei eingereichten Bearbeitungen der 
gestellten Aufgabe wurden zwei als des Preises gleich würdig erkannt 
und gekront. Ihre Verfasser waren Smith und ein damals noch blutjunger 
Student in  Konigsberg, Herr  Minkowski. Smith hat  diesen Tag nicht mehr 
erlebt. Der 9. Februar 1883 war sein Todestag. Wir haben in den 
beiden Preisscbriften, welche erwahnt werden konnten, Muster aus scheinbar 
sehr weit voneinander entlegenen Gebieten des mathematischen Denkens 
kennen gelernt, und dennoch kann man sagen und hat  der Herauegeber 
seiner Werke mit Recht gesagt, dass Smith vor allen Dingen Zahlen- 
theoretiker war. Auch die geometrische Abhandlung ist als eino Uebor- 
t r a p n g  algebraischer, wenn nicht zahlentheoretischer Gedanken auf die 
Curvenlehre anzusehen, wie der Berichterstatter über dieselbe vor der 
Berliner Akademie xum besonderen Lobe zu betonen in der Lage war. 
Zum Vortheil für  ihren iviasenschaftliohen Werth,  sagte Kummer, l h t  
die Arbeit fast iiberall erkennen, dass der Verfasser zu seinen umfassen- 
deren Untersuchungon dnrch algebraische Betrachtimgen gelangt ist. Als 
Zahltintheoretiker ersten Banges bewahrte er sich in  den fünf Berichten: 
On the theory of numbers, welche er 1859-1863 veroffentlichte. E s  ist  
gewissermassen eine Zusammenstellung dessen, was seit Gauss und Legendre 
geleistet worden war, systematisoh geordnet, mit Aufdeckung der da und 
dort noch vorhandenen Lücken, zum Theil mit deren Ausfüllung. Voller 
Beziehungen auf Zahlentheorie sind endlich auch die Arheiteii über ellip- 
tische Transcendenton, über Modulargleichungen, über Theta- und Omega- 
Functionen, mit welchen Smith sein Heimathsrecht au€  noch einem mathe- 
matischen Gebiete bethatigte. Die letztgenannte Abhandlung brachte Smith 
in enge Verbindung mi t  Herrn Glaisher, und diesem die Ehre,  die Schriften 
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des verstorbenen Freundes sanimeln und herausgeben zu dürfen. Er hat 
sich dieser Ehre  durch oine nach Form und Inhalt vortreffliche Einloitung 
würdig erwiesen. Es steht xu erwarten, dass die nunmehr in  der schCinen 
Ausstattung, welchen englischen Ausgaben zum regelmiissigen Lobe ge- 
reichen, vereinigten Schriften des lange Zeit xu wenig bekannten hervor- 
ragenden englischen Mathematikers vielfach gelesen werden, vielfach als 
Anknüpfungspunkt für  neue Forschungen dienen. CANTOR. 

Frontinus and his two books on tho water supply of the city of Rome, 
A.  D. 97. A Lecture delivered before the engineering students of 
Corne11 University, February 2 d, 1894.  By CLEMEXS IIEUSCHEL, 
hydraulic engineer of New York, N. Y. Ithaca, N. Y. 1894. 40 pag. 

Philologen und Nathematiker haben sich wiederholt mit Frontinus, 
dem berühmton, vielseitig schriftstellerischen Techniker des ersten nach- 
christlichen Jahrhunderts beschiiftigt. Es  konnte nicht fehlen, dass ihre 
Untersuchungen sich gegenseitig erginzten, wenn gleich immer noch eine 
Lücke blieb. Beide waren namlich nicht befihigt, den eigentlich wasserbau- 
technischen Inhalt der Bücher über die Wasserleitungen richtig zu würdigen, 
beziehungsweise einen sachgem$ssen Auszug aus ihnen zu veranstalten. 
Dieser Aufgabe ha t  nun Herr  Herschel sich unterzogen, und wenn sein 
dem Drucke tibergebener Vortrag auch in erster Linie fü r  Fachgenossen 
des Wasserbaues bestimmt war, so is t  or doch so allgemoin verstzndlich 
gehalten, dass auch Laien auf jenem Gebiete ihn lesen ktinnen und gewiss 
gleich uns die Erliiuterungen dankbar entgegennehrnen werden. cANTOR, 

-- -- 

Monge, der Begründer der darstellenden Geometrie als Wissenschaft. Eine 
mathematisch-historische Studie von Prof. FEKDINAND JOS. OBENRAUCII. 
Bortsetzung. 20 S. Brünn 1894.  

Den ersten Abschnitt haben wir Band XXXIX. (Histor.-liter. Abthlg. 
S.187-188) angezeigt. I n  der uns heute vorliegenden Fortsetzung schildert 
der Verfasser Jlonge's mathematische Leistungen, soweit sie in dessen 
Géornit'trie dc'scriptiue onthalton sind. In Anmerkungen werdcn die Parallel- 
stellen deutscher, besonders tisterreichischer Werke angegeben, welche dern 
Inhalte der einzelnen Kapitel bei Monge entsprechen. Ein noch zu er- 
wartender dritter Abschnitt wird die Applicatiolzs de l'Ana7yse à la Géomt!trie 

behandoln. C a ~ ' r o ~ .  
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Mathematisches Abhandlungsregister. 
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Cylinderinnctionen. 
27. Ueber die Addition und Subtraction der Argumeute bei Bessel'schen Functioneu 

nebst einer Auwendung. J. H. G r a f .  Mathem. Annal. XLILI, 136. 

D. 
Determinanten. 

28. Ueber eine Analogie des Laplace'schen Determinantensatzes. E. L ie r s .  Gruu. 
Archiv. a. R. XII, 352. 

29. Sur les Wronskiens. 1. N e u  h e rg .  Mathesis Série 2, I V ,  165. 
30. Théorème Riir les déterminants. J. N e u b  e r g .  Mathesis Nr i c  2,  IV, 251. 
31. Ueber dits Product zweier L)etermina~iten. C. W e l t z i e n .  Mathern. Annal. 

XLZ,  598. 
Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. 

Differentialgleichungen. 
32. Ueber die Integrirbarkeit gewohnlicher Bifferentialgleichungssysterne nach 

Peano. G u s t .  Mie. Mathem. .4nna1. XLIII, 553. 
33. Cntersuchungen über die reellen Nullatellen der Integrale linearer Differential- 

gleichungen. Ad.  Knese r .  Mathem. Annal. XLII, 409. 
31. Zur Integration der Systeme totsler linearer Differentialgleichungen mit zwei 

unabhangigen Veranderlichen. J. Il orn.  Mathem. Annal. XLLI, 213. 
35. Ucbcr die Darstcllung der Fundament,al-Invarianten eincs Systems linearer 

Differentialgleichungen erster Ordnung mit eindeutigen Coefficienten. 
G r ü  n f e  Id.  Zeitschr. Matli. Phys. XXXIX, 237. 

36. Ueber das Quadrat des Intcgrals einer linearen Differentialgleichiing zweiter 
Ordnung. W. H e y m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIX, 314. 

37. Ueber die lincaren Relationen zwischen den zu verschiedenen singularcn Punkten 
gehorigen Fiindamentslsystenien von Integralen der Riemann'fichen 
Differentialgleichung. O. B 01 z a .  Matliem. Annal. XLII, 526. 

38. Bemerkung zu dem Existenzbeweis der Integrale partieller Differentialgleichungs- 
systenie Ti. E O n i g s b e r g e r .  Mat,hem. Annal XLII, 485. 

39. Intcgration der allgemeinen partielleri Differentialgleichung erster Ordnung. 
Aug .  W e i l e r .  Zeitschr Math. Phys. XXXIX, 353. 

40. On the partial differential equation R r  + S's + Tt + U Cs2 - r t )  - V =  O .  Gay l e j .  
Quart .  Journ. math. XXVI, 1. 

Vergl. lrivariarite~itheorie 154. 

Dreiecksgeometrie. 
41. Analytische Entwickliing von üleichungen über drei in demselben Punkte sich 

schneidende Transversalen eiues Dreiecks. J o s. K ie  c h l .  Grun Xrchiv. 
2. R. XIJ, 411. 

42. Erreur d'une conclusion tirée de l'équation d'un lieu. V. R e t a l i .  Arathesis 
Série 2, IV, 39. [Vergl. Hd. XXXIX Nr. 26.1 
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43. Notes sur l a  géométrie du triangle. E.  L e m o i n e .  Mathesis Série 2, IV, 153. 
44. Sur la transversale d'un triangle. J. W a s  t e  e l  s. Mathcsis Série 2, IV, 158. 
45. Longueur de  l a  hissectrice dans un triangle. b;. L a u v e r n  a y. Mathesis 

Série 2, lV,  40. - L.  M e u r i c e  ioid. 92. 
46. Théorème sur les symédianea d'un triangle. S o l l e r t i n  s k y. Mathesis Série 2, 

IV, 166. 
47. Dans tout triangle, le produit de l a  plus coürte distance entre deux des cercles 

exinscrits par leur plus grande distance est égal au carré du côte opposé 
à l'angle du triangle relatif' au troisième cercle exinscrit. E L e  m o i n  e. 
Mathesis Série 2, IV, 148. 

43. Rapport de  la surface d'un triangle avec celle d'un autre construit avec 
l'aide des bissectrices intérieures. L i s t  r ay .  Mathesia Série 2, IV, 258. - 
D r o z - F a r n y  ibid.259. - D é p r e z  ibid.260. - E. L e m o i n e  ibid. 261. 

49. Sur un triangle d'aire maximum. D r  o z -  F a r n y .  Mathesis Série 2, IV, 233. 
50, Triangle construit en faisant tourner autour des sommets d'uu triangle donné 

d'un même angle trois droites passant originairement par un même point. 
D r o z - F a r n y .  Mathe.& Série 2, IV, 120. 

51. Sur une série de triangles ~nocrits  l'un dans l'autre. F r a n ç o i s  et  D é  p rez .  
Mathesis Série 2, IV,  97. - C o l l e t t e  ibid. 99. - L a i s a n t  ibid. 100. 

52. Sur quatre triangles ayant le même point de Lemoine, D r o z - F a r n y  e t  
U é p r e x .  Mathesi8 Série 2, IV, 149. 

Yergl. FXpse  61, 62. Kreis 179. 

E. 
Elasticitat. 

53. The strain in an  infinite clastic solid with an ellipsoidal cavity, due to  certain 
surface displacemente. D . E  d w a r d e s .  Quart. Joiirn. math.  XXVI, 270. 

Elektricitllt. 
51. Ueber die durch dielektrische und magnetische Polarisation hervorgerufenen 

Volum- und Formveranderungen (Elektrostriction und Magnetostriction. 
F. P o c k s l s .  Grun. Archiv. 2. &.XII, 57. 

55. Iiicerche sulla def'ormazione ed i fenomeni piezoelettrici in un cilindro cristallino. 
C. S o m i g l i a n a .  Annali mat. Serie 2, XX, 61. 

56. Electrification of conductors. Usc of dipolar coordinatca and other methods. 
P e r c i v a l  F r o s t .  Quart. Journ. riiath. XXVI, 258. 

Ellipse. 
57. Coustructiou d'une ellipse dont on connait deux diamètres conjugués en grandeur 

et en position. M. d ' o c a g n e .  BIathesis Série 2, IV, 70. 
58. Proprieté des points d e  rencontre des axes d'une ellipse avec la tangente et  l a  

normale à un même point de l'ellipse. R e t a l i .  Mathesis SBrie 2, IV, 230. 
59. Lieu du milieu de la droite qui joint les centres de courbure aux extrémités 

des diamètres conjugués d'une ellipse. B a r  i s i  e n ,  D roz .  Mathesie, 
SErie 2, IV, 28. 

60. Sur le t r i a n ~ l e  formé a a r  les extrémités d'une corde d'une ellinse et  l e  aôle 
de cet'ie corde. '   il let, D é p r e z ,  M a n d a r t .  ~ a t h e s i s  Série ~ , ' I v ,  
273. - D r o z - F a r n y  ibid. 275. 

61. Sur une ellipse associEe a u  triangle. H. M a n  d a r t .  Mathcais Série 2, IV, 241. 
62. Ellipse engendrée au moyen d'un triangle rectaiigle. X a n  d a r t ,  C o l l e t t e ,  

P o l a k .  Mlle d e  H a a s .  Mathesis Série 2.  IV, 254. - D e p r e z .  Ll roz-  . . 
~ a r n j ' i b i d .  255. 

63. Ellipse engendrée à l'aide d'uns ellipse donnée A. C. Matliesis Série 2, IV, 
92, 118. - J u e l  ibid. 116. - L e r n o i n e  ibid. 117. - C 1 . S e r v a i s  ibid. 
117. - S o l l e r t i n s k y  ibid. 118. - D é p r c z  ibid. 116, 119. 

Vergl. Aualytische üeometrie der Ebene 11. Quadratur 2.21. 

Ellipsoid. 
61. Zur Coniplanation des dreiachsigen Ellipsoidcs mittelst elliptischer Coordinsten. 

F e r d .  J o s .  O b e n r a u c h .  Grun. Archiv 2. R. XII, 155. 
Vergl. H~drodynamik 139. 

Elliptische Transcendenten. 
65. Reue Eierleitung des Additionstheorems für die elli tischen Integrale erstcr 

üattung. F. P i e t z  k er .  Zeitschr. Math. Phys. &XM, 253. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



66. Ein  Beitrag zur Transformationst~hcorie der  c i i ip t i~chcn  Functionen mit eiuer 
Anwendung auf Zahlentheorie. H e i n r .  W e b e r .  Mathem. Annal. XLlIJ, 185. 

67. Sulla trasformaxione dcll' undecimo ordine àel le  funzioni ellittiche. F r a n c .  
B r i o s c h i .  Bnnali mat .  Ser. 2, XX1, 309. 

68. Ueber die Transformation eines Inteprals. S. U r o d é n .  Grun. Archiv. 2. R. - 
XII, 2.23. 

Vergl. Quadratur  223. Reihen 238. Shetafunctionen. 

F. 
Factorenfolge. 

69. Rcstirnmung des Kiheriingswerthes bez. G r c n ~ w e r t ~ h e s  eines Prodiictes. L. Sn a l  - 
s c h i i  t z .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIX, 2-19. 

70. Des produits  ( 1  - x )  (1  - x3) (1 - x5) . . . e t  (1 + x) ( 1  + x2) ( 1  + x 3 )  . . . 
E. C e s a r o .  Mathesis Série 2, lV, 194. 

Formen. 
71. Ueber einen Satz von Hilbert. P. G o r d e n .  Mitthem. Annal. XLT, 132. [Vergl. 

Bd. XXXVl E r .  61.) 
72. Ueber die Sygygante DL I/J = [5,5, 21 zweier uimultanen biquadrat iwhen biniren 

Formen. v. G a l l .  Mathem. Annal. XLUI, 550. 
73. Ueber ternare bilineare Formen. P. M u t h .  Mathem. Annal. XLII, 257. 

Vergl. Invariantentheorie. Substitutionen. 

Fnnctionen. 
74. On lacunary functions. C a y l e y .  Quart. Journ. math.  XXVI, 279. 
75. Kote on the theory of orthomorphosis. C a  y l e  y. Quart. Journ. math. XXVI,  284. 
76. Ueber die Darstellung eiiiiger Falle  der  automorphen I'rimformen durch 

specielle Thetareihen. H e i  n r .  B u r k h a r d  t. Mathem. Annal. XLII, 185. 
77. Zur pruppentheoretiuçhen Gr~iudlegung d e r  automorphen Funütionen. R o b .  

F r i  c ke.  Mathem. Annal. XLII, 664. 
78. On Noether's fundanxnta l  theorem. H. J. B a k e r .  Mathem. Annal. XLU, 601. 
79. Eiuige Bemerkiinren über die Larné'achen Functionen zweiter Art. Ul r.  B i g l e r .  

- Grun. ~ i c h ~ v .  2. It. XII, 113, 225. 
80. Ueber die Tranecendcnz der Zahlen e und n. D. H i l b c  r t .  Mathem Annal 

XL111, 216. - A. H u r w i t z .  Ebenda 220. - P. G o r d a n .  Ebenda 222. 
81. Ueber Functionen von Vectorgrossen, welche selbst wieder Vectorgr6ssen ~ i n d  

H. B u r k h a r d t .  Mathem. Annal. XLIII, 197. 
82. Ucber Ordinall'urictiouen. A. V o i g t .  Zeilschr. Math. l'hya. XXXIX, 69. 
83. Beweis eines Satzes von Bertini über lineare Systeme ganzer Functionen. 

J. L ü r o t h .  hlnthern. Annal XLU, 457. 
84. Delle fiinzioni regulari in  uu '  a rea  couneasa qualaivoçlia a distanza finita. 

G i u l .  A s c o l i .  Annali mat .  Ser. 2, XX. 246. [Vergl. Bd. XXXVLII, Kr. 74.1 
85. Uclier symmetriilchc Functionen von mchreren Reihen von Vcr&nderlichen. 

E' r .  J u u k e r. Mathem. Annal. XLII 1, 225. 
86. Neues Verfahren der  Fourier'srhen Entwickelung d e r  doppelperiodischen Punc-  

tionen. G. M o  h r  m a n n. Grun. Archiv. 2. R. XII, 1. 
87. Sulle fuuzioni a due variabili real i ,  le qua l i  crescono O decrescorio Yempre ne1 

verso positivo d i  ciascuno degli assi i n  un  pezzo d i  piano a distacza 
finita. G i u l .  A s c o l i .  Annali mat .  Seric 2, YX, 41. [Verel. Bd. XXXVIII, . . - - 
Nr. 741 

Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. Bestimmte Integrale. Cylinderfunctionen 
Determinanten. Differentialgleichurigen. Elliptischc Transcendeuten. 
Factorenfolge. Formen. Irriaginiircu. Invariar~teiitheurie. Iteririing. 
Maxima und Minima. Mehrdimensionale Geometrie. Reihen. Sub- 
stitutionen. Shetafunctionen. Unendlich grofis. 

Gl. 
Geometrie (descriptive). 

38. Condition d e  parallélisme entre u n  p lan  e t  une droite. C. J. F r a n ç o i s .  
Mathesis Série 2, IV, 235. 

89. E ine  r iuml iche  Betrachtung der D r e i e c ~ s p u n k t e .  Ch1 a d e k  F r a n  z. Grun. 
Archiv. 2. X.. XII, 109. 
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Oeometrie (htihere). 
Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen (1872). 

Fe l .  K l e i n .  Matheui. Annal. XLIII, 63. 
Ueber ~yrnbolisches Tiechnen mit. geometrischen Verwandtschaften. T h .  R e  y e. 

Matheni. Annal. XLIII, 145. 
Eine neue Ableitung des Satzes von Cayley- Brill über Punktsysteme auf 

einer algebraisclien Ciirve. H. S p o r e r .  Zeitschr. hlat,h. Phys. X X X I X ,  228. 
Utiber Reali t i lsvsrhl l tnisse liei der einern beliebigen GeschlecLite zugehorigeu 

Normalcurve der  cp. F e l .  K l e i n .  Mathem Annal. XLII, 1. 
On certain f u t o r s  of t h e  c und p-discriminants  and thcir relation to fixed 

points on t h e  family of curvea. I s a b e l  Miladdison. Quart. Juurn. m a t h .  
XYVI, 307. 

Einige SLtzc über  projective Spicgclung. M a x  R ô  c h e  r. Mathcm. Annal. 
XLlII. 598. 

~ o n t r i b u z i o n e  al la  teoria delle serie irrazionale involutorie m i  giacenti  siille 
varietit algcbriche a d  una dimcnsionc. F e d. A ulo  d e  o. hnna l i  m a t .  
Serie 2, XX, 227. 

Curve k-gonali .  F c d  A m o d e  o. Annali m a t .  Serie 2 ,  XXI, 221. 
Uebcr Kreisbooen~olvoone.  ,4 S c h o n  f l i e s .  Mathcm. Annal XLll. 377 
Sur les strop~oidalea.- ü. d e  1, o r i g c h a u i p s .  bl'lathesis Série 2, IV, 138. - 

J N e u b e r ~  ihid.  141. . ~- 

Alcune idee d i  'È tGre  Capora l i  iniorno alle quartiche pisce. C. S e  g r e. 
Annali mat .  Serie 2, XX, 237. 

Sopra due curve invariantive di  una quart ica piana. E d n .  C i a n i .  Aiinali - 
mat. Serie 2, XX, 257. 

Bemerkung zur Theorie der  regelmassigen Configurationen n,. A. S chi5 n f l i e s .  
Mathem. Annal. XLII, 695. 

Eiuige metrische Eigenschaften der  cubischen r a ~ m l i ~ l i e n  Hyperbel. H e i n r i  chs.  
Zeitschr. Math. Phys. XXXIX, 213, 273. 

Projective Losung einer geometrischen Aufgabe. W i l h .  R ul  f. G r m .  Archiv. 
2. R. XII, 442. 

Vergl. Absolute Geometrie. Dreiecksgeometrie. Kegelschoitte. Eioematik. 
Mehrdimensionale Geometrie. 

Oeschichte der Mathematik. 
Sur les methodes rimitives q u i  ou t  servi à resoudre des questions ari th-  

niktiques. V. E o b  y n i n .  Biblioth. math .  1894, 6 6 .  
106. Die Kreisrnessung des Archimedes. F r i  e d r. H u l  t s c h. Zeitschr. Math.  Phgs. 

XXXIX, hist.-liter. Abthlg. 121, 161. 
107. Un fragment des métriques de Heron. P. T a n n  e r y .  Zeitschr. Math. Phys.  

XXXIX, hist.-liter. Abthlg. 13. 
108. Ueber den Geburtsort des Serenos. J. L. H e i b e r g .  Biblioth. math.. 1894, 97. 
109. Ueber die Wasseruhr und das Astrolabium des Arzachel. h r m .  W i t t s t e i n .  

Zeitschr. Math. Phvs. XXXIX. hist.-liter. Abthlo. 41. 81. 
110. Ueber den ~ " s c ~ h u s  sipiens ode; Hispanus ~ e r b e & .  M. ~ u r  t z e .  Biblioth. 

math. 1894, 13.  - II. S n t e r  iliid. 84. 
111. Das gliiserlose Sehrohr im Alterthum und Mittelaltcr. S. Q ü n t h  e r .  Biblioth. - 

math.  1891, 15. 
112. Z u r  Geschichte des Josephspiels. M. C u r  t z e .  Biblioth. math.  1891, 116. 
113. Die Matliematilc der  ,Tuden. M. S t e i n e e h n e i  d e r .  Biblioth. math.  1894, 37, 

79. 99. I V e r ~ l .  Bd. XXXIX N r .  56.1 
114. lntorno a d  aiciin8 edizioni dell' A l g o ~ i s m o  del Sacrobosco. P. R i c c a r d i .  

Bililioth. math .  1894, 73. 
115. Miscelleu ziir Geschichte der  Mathematik i m  XlV. und XV. Jahrhiindert. 

M. C u r t z e .  Riblioth. math. 1894, 107. 
116. Quelques remarques sur  l'histoire des mathhnatiques e n  Espagne au XVI. 

eiècle. Cr. E n  e s t r a m .  Biblioth. math .  1894, 33. 
117. Zur Gcschischte der  Mathematik im XVII. Jahrhiindert'. S. D i c k s  t e  i n .  

Biblioth. math .  1894, -24. 
118. Note sur  l'histoire de l'infiniment petit.  G. V i v a n  t i .  Biblioth. math .  1894, 1. 
119. Intorno alln prima dimostrazionc d i  u n  teorema di  Fermat.  G i o v .  V a c c a .  

Biblioth. math .  1894, 46. 
120. Sur la, p a r t  de Jean  Uernoulli dans l a  publication de l'Analyse des infiniments 

petits. G.  E n  e s  t r  O m Biblioth. m a t h .  1894, 65. 
Hist.-lit. Aùth. d. Zeitsohr. f. hlotb. o. Phys. 40. Jahrg.  1995. 3. Hcft. 9 
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121. On t h e  use of a single symbol to  denote the  incommensuratile number 
3,14159 . . . W. W. B o u s e  B a l l .  Biblioth. math.  1894, 106. 

122. Ueber e als  Grundzahl des natürl ichen Logarithmensystems. W. W. B e m a n .  
Biblioth. m a t h .  1894, 33. 

123. Geora von Vera.  C. D o  e h l e m a  n n .  Zeitschr. Math. I'hvs. XXXIX. hist.-liter. 
Abthlg. 204. 

124. Geschichtc der  optischcn und katoptr ischen Anamorphosen. K. Ruoss .  
Zeitachr. Math. Phys. XXXIX, hist.-liter. Abthlg.  1 .  

125. Sur les decouvertes mathématiques d e  Wronski. 8.  D i  c k s  t e i n .  Biblioth. 
math .  1894, 49, 85. [Vcrgl. Bd .  XXXIX, Nr. 71.1 

126. Leopold Kronecker (7. XLI. 1823-29. XLI. 1891). H e i n r .  W e b e r .  Mathem. 
Annal. XLIII, 1. 

127. Nécrologue d 'Ernest  Edouard Kummer (1810-1893). I I e r m i t  e. Mathesis 
SArie 2. IV. 413. ~ .- - - >  - .  7 

128. Fiirst Baldassarre Boncompagni Ludovisi. M. C a n t o  r. Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIX, hist.-liter. Abth lg .  201. 

129. Nécrologue d'Eugène Charlee Catalan(l814 - 1894). P.M a n  s i  O n u. J . N  e II b e r g. 
Mathesis Série 2, IV, 33. 

Gleichungen. 
130. Sur le théorème de D'Alembert. V. J a m e t .  Mathesis Série 2 ,  IV, 5. 

Ueber Kronecker's Definition der  Gruppe einer Gleichung. O. B o  l z a .  hlathem. * & - 
Annal. XLII, 253. 

Die alleemeinen Grundlaeen der Galois'schen Gleiehunestheorie. H e i n r .  
w e b e r .  hlathem. A&l. XLIII, 621. 

Zur Theorie der Ahel'schen Gleichungen. E. N e t t o .  Mathern. Annal. XLII, 436. 
Die Normalform des allgerneinen Wnrzelausdriicks und ihre  Kigenschaften. 

L i p p s .  Zeitachr. Math. Phys. XXXIX, 1. [Vergl. Bd. XXXIX, Nr..75] 
Die Auflosung der Gleichiingen mittelst der  Normalform. L i p p s .  Zeitschr. 

hlath. Phys. XXXIX, 65. 
Ueber die Aufloaung der Gleiehongen vom fünften Grade. W. H e y m i t n n .  

Zeitschr. Math. Phys.  XXXIX, 162, 193, 267, 321. 
Résoudre l'éqiiation x4-  4 a x s +  2 a z x 2 +  4 a s z  + ad = 0. n r o z  - F a r n y  etc. 

Mathesis Série 2. IV, 277. 
Résoudrele s y s t è m e p z + y y - = z ,  2 z , + 2 y + p = 0 , z 4 + p z 2 + q = 0 .  B a r h e t t e ,  

L i s t r a y ,  V e r d e y e n .  Mathesis Serie 2, IV, 208. 

H. 
Hydrodynamik. 

Steady motion of a viscous liquid in  which a n  ellipsoid is  constrained to  
rotate about a principal axis. D. E d w a r d e s .  Quart. Journ. math. 
XXVI, 70. 

Motion set u p  in  viscous liquid by a rotat ing cylinder. D. E d w a r d e s .  
Quart. Journ. math.  XXVJ, 157. 

On the motions of solids i n  a liquid. Miss F a w c e t t .  Quart. Journ. math. 
XXVI. 231. 

LJeher die Béwegung eines festen Korpers in  einer Fliissigkeit. W. S t e k l o f f .  
Mathem. Annal. XLII, 273. 

Rypsrbel. 
Quelques propriétés d e  l'hyperbole. P i  r O n c i  i n  i. Mathesis Série 2, 1 V, 2 17. 
Engendrement de plusieurs hyperboles. I t e t  a l i .  Matliesis Série 2, IV, 227. - 

U a r i s i e n  ibid. 228. 
Hyperbole équilatère passant  pur  les quatre points dans  lesquels un cercle 

coupe une conique. D r o z - F a r n y ,  C o l e t t e ,  G i l l e t ,  D é p r e z ,  
M a n d a r t .  Nathesis Série 2, IV, 53. - Cl.  S e r v a i s  ibid 95. 

Pergl .  Analytische Geometrie der Ebene 13. 

1. 
ImaginBres. 

Die Gauss'ache Darstellung complexer Zahlen in  geometrischer Beleuchtung. 
A d a l b . B r e u e r .  Grun.Archiv.  2. IL XLI, 337. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



147. Berichtigiing mi dem Aiifsatze iiher Systeme hoherer corn lpxrr Zuhlen. 8 ;  T heod .  M o l i e n .  hlathem. Annal.XL11,308. [Vergl. Bd. XX 1111, 'Jr. 413.1 
118. Sui gruppi di  sostituzioni lineari. L. U i a n a h i .  Mathem. Anual. XLII, 30;  

XLIII, 101. [Vergl. Bd. XXXVLII, Kr. 155.1 

Interpolation. 
149. Zur Cailchy'schen Interpolat,ionsaiifgabe. E. N e t t o .  Mathem. Annal. XLH, 453. 

Invariantentheorie. 
150. Ueber die vollen Invariant~nsy3teme. T). H i l b e r t .  Mathem. Annal. XTAII, 313. 
151. On semiinvariants. C a y  1 ey .  Quart. Jourri. math. XXVI, 66. 
152. On reciprocantv and differentialinvariants. Cay ley .  Quart. Journ. math. 

XXVI, 169, 289. 
153, On Pfatf-invaria,nts. Ca  y 1 e y. Quart. Journ. math. XXVI, 195. 
151. Ueber das Pormensystetn eines Kreisbogenpolygons vom Geschlecht Null. 

G. Pick .  Mathcm. Annal. XLLI, 489. 
155. Ueber die Invarianten algebraiucher Functionen von Formen. E. W olf ' f ing .  - 

Nathem. Annal. XLIII, 26. 
156. Sui combinanti dei siatemi d i  formc binarie anncssi alle curve gobbe razionali 

. del quart' ordine. L. B e r z o l a r i .  Alinali mat. Serie 2, -XX, 101. 
Vergl. L>ifferentialgleichungen 36. Formen, E'unctionen 81. Gubstitntionen. 

Iterirung. 
157. Ueber Iterirung gebrochener ~'unctionen. E. N e t  t o. Zeitschr. Math. Phys. 

XXXIX, 382. 

K. 
Kegelschnitte. 

158. Zur Construction eines Kegelschnittes aus füuf I'unkten. 'ï h O m a e. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXIX, 63. 

169. Ueber dic Construction von Eegclschnitten aus fünf Punkten odcr fiinf 
Tangenten. O. S ch16 m i l c h .  Zeituchr. Math. Phys. XXXIX, 117 

160. Ueher die Kegelschnitte um und in ein Fünfeck. O S c h l o m i l c h .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXIX, 245. 

161. Ueber die Projection von fiinf Punkten einer Ebene in fünf Punkten eines 
Kreises. h'. S c  h u r .  Zeitschr. Math. Phya. XXXIX, 247. 

162. Projcctiv-geometrischer Beweis des Satzes: der geometrische Ort aller Punkte, 
f'ür welche die scheinbare Grosse eines Kegelschnittes dem Quadranteu 
gleichkomint, ist ein Kreis. T h o m  a e .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIX, 316. 

163:Ueber die Achsenbestimmung von Kegelachnitten. O.  S t 011. Zeitschr. Math. 
Phys. XXXIX, 120. [Vergl. Bd. XXXIX, Nr. 97.1 

164. Ein Systcm monoconf'ocaler Kegelschnitte. K e l l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIX, 290. 

165. Orthogonal conics. H. M. T a y l o r .  Quart. Journ. math. XXVI, 148. - G. T. 
B e n n e t t  ibid. 155. 

166. Sur le cercle de Boscovich. C a s e y .  ma the si^ Série 2, IV, 163. 
167. Applications d'un théorème de Chasles. B al i  t r a n  d. Mathesis Série 2, 

IV. 62. 81. 
168. &uelqu& piopriétés des coniques se rattachant à la thborie des transformations. 

V e r b e s s e m .  Mathcsis Série 2, IV, 184 
169. Conique lieu du sommet d'un triangle. D B p r e  z. Mathesis S k i e  2, IV, 121. 
170. Quatre droites a, b ,  c, d sout coupées par une cinquième e aux points A, 3, 

C, D; les coniques circonscrites aux triangles b e d ,  d e a ,  d a  b ,  a b c  e t  
touchant a, b, c, d en A,  B, C, D rencontrent e en un même point. 
D r o z - F a r n v .  Matheeis S8rie 2. IV. 145. ,- ~ 

~ ~- . , .  
171. Extension of a theorem in plane geometry. A. C. D i x o n .  Quart. Journ. 

math. XXVI, 212: 
172. Enveloppesde certainesdroites. R e t  a l i ,  D é p r e z , D  roz.  Mathesis Sériez, IV, 25. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Kriimmung 181. Oberflachen zweiter 
Ordnung 202. Parabel. Winkeltheilung. 

Kinernatik. 
173. Rapport sur l'ouvrage de hl. Mannheim: Principes et développementa de 

Gbométrie cin6rnatique. M. d '  O c a  gne .  Matheeis Série 2, IV, Supplkment. 
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Kreis. 
174. Limite de la somme algébriqiie d e  certains arcs de cercle. V l a d i m i r e s c u .  

Nathesis Série 2, I V ,  46. 
175. Sur le cercle des neuf points. J o s .  G i l l e t .  Mathesis Série 2, IV, 42. - 

J. N e i i b e r g  ibid. 183 
176. Lieu du centre du cercle inscrit à un triangle dépendant lui m h e  d'un autre 

cercle Ll a r i s i e n .  Mathesis Série 2. IV, 29. 
177. Quelle doit être l a  distance des centres de  jeux circonfërences de rayons 

donnés pour qu'on puisse décrire une circonfereuce touchant lei? ciccou- 
férences donnéee, leur ligne des centres e t  une tangente corn~iuue:~ 
Btbr is ien .  hlathcsis Série 2, IV ,  101. 

178. Sur deux circonfurences dont l'une passe par  le centre de l'autre. U r o z -  
F a r n y  et D é p r e z .  Mathesis Série 8 .  IV, 144. - B r o c a r d  ibid. 145. 

179. Sur trois circonfercuces ayant pour diamètres les trois côtés d'un triangle 
rectangle. 1 ) r o z - P a r u y .  Mathesis Série 2, IV, 207. 

180. On coaxal systems of circles. R. L a c h l a n .  Quart Journ. math. XXVI, 129. 
Vergl. Rectification. 

Krümmuna. - 
181. Rayon de courbure d'une conique. A. G o b .  Mathevis Série 2, IV, 133. - 

J. N e u b e r g  ibid. 223. 
182. Ueber geodiitiache Krümmung. kt. v. L i l i e n t h a l .  Mathem. Annal. XLII, 503. 

Vergl. Analytische Ceometrie der Rbene 13. lCllipse 59. Paraliel 205, 206. 

M. 
Maxima und Minima. 

183. Zur Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwei Verander- 
lichen. V. v. D a u  t s c h e r .  Mathem. Annal. XLII, 89. 

Vergl. Dreiecksgeometrie 49. 
ïüechanik. 

18i. Aequivalenz der Lioientheilsysteme. Ferd.  K r a f t .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIX,  87, 129. 

185. Das Dreieck, bezogen auf seine Haupttragheitsachsen. H.Hoppe.  Grun. Arühiv. 2. 
R .  XII, 447. 

186. Ueber gewisse Gleichungen uud Constanten der mechanischen Quadratiir und 
der Nechanik ebener I'iguren. Mu d. S k u  t S C  h. üruu. Arühiv. 2. H. X f 1 , l I  1. 

187. Quelques systèmes de tiges articulées. R. B r i c a r d .  Mathesis Série 2, IV, 111. 
188. Uebcr die gleitcnde und rollendc Reibung bei der Fallmaschine. Kurz. 

Zeitschr. Math. Phys. XXXIY, 188. 
189. Ueber die barometrische Hohenmessungiformel Kurz .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXIX, 63. 
Vergl. Elastiüitkt. Elektricitiit. Hydrodyuairiik. Mehrdimensioriale Geo- 

metrie 192. Potential. Wirxnelehre. 

Mehrd'imensionale Qeometrie. 
190. Sulle curve razionali di un0 spazio lineare a d  un numero qualunque di 

dimensioni. L. B e r  z o l a r i .  Annali mat  Serie 2. XXI. 1. 
191. O~culirende Kiigel nebst den arialogen ~ e b i l d e n  für n-~~rueos;oneu.  fl. H o p  p e .  

Grun. Arehiv. 2. lt. XII, 96. 
192. Ucber die Bewegung cines Punktes i n  eincr n-fachen Mannigfaltiglreit. 

P. S t a c  k el .  Matliem. A m a l .  XLLI, 537. 
193. Zur projectiven Geometrie. W i 1 h. K i l  l i n g .  Mathem. Annal. XLIII, 569. 
194. Ueber den lnhal t  des vicrdimensionalen Pcntaeders. E. L i e r s .  Qiun. 

Archiv. 2. IL. X11, 314. 
195. Studio di alcuni sistemi di rette considerati corne superficie dello epazio a 

cinque dimensioni. G. F a n  o. Annali mat.  Seric 2,  XXI, 141. 

0. 
Oberflachen. 

196. Sur l a  surface des ondes. Ç a y  l e  y. Annali rriat. Scrie 2, XX, 1. 
197. Sulle evolute delle superfici i cui raggi principali di curvatura son legati dalla 

rclïzione r, - r, = ZT,, s a l i  cg:?) T,, = w«st e sulle loro flessioni. Bene d ,  

C a lb .  Annali mat. Serie 2, XXI, 195 
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19a. Alcune formole relative alle linee tracciate sopra una superficie e loro 
applicazioni. G e in  in. P i r  O nd in i .  Annali mat. Scrie 2, XXI, 33.  

199. Sur deux classes de surfaces qui se correspondent. S. M a n  g e o t .  Matliesis 
S6rie 2, IV, 34. 

Vcrgl. Functionen 82. Krümmung 182. Substitutionen. 

Oberflachen zweiter Ordnung. 
ZOO.  Orthogonal quadrics. H. 11. T a y l o r .  Quart. Journ.  math. XXVI, 214. 
201. On the generd  equation of a coriicoid tha t  has double coutact wi th  two 

given conicoids. A. C. D i  xon .  Quart Journ. math. XXVI, 207. 
'202. Ucber das  Problem eine Fliiche zweiten Grades in einem der Gestalt und 

Grosse nach gegebenen Kegelschnitte zu sehueiden. M. K r e  w e r. Grun. 
Archiv. 2 H, XII, 185. 

203. Lieu des pieds dcs normales abaiase'es d'un point sur des quadriques con- 
centrioueu et  homothétioues. A. D r o  z - E a r n  v. Mathesis Série 2. IV. 94. 

204. Ueber zwe;Fiiaspiinktenfl%chfln des Achsencornyiiex&~ einer Flache zweiter 0rd:  
nung. C h .  Bok le .  Zeitschr. Xath. Phys. XXXIX, 51. 

Vergl. Ellipsoid. 
P. 

Parabel. 
205. Osculirende Parabel. A. H o p  p e. Griin. Archiv. 2. R. XII, 168. 
206. Sur les paraboles oscillatrios à, une rirconf'6rence. H. H r o c a r d .  Mathesis 

Se'rie 2, IV, 197. - C 1. S e r v a i s  ibid. 203. - A b s o l  o n n e  ibid. 204. - 
D é p r e z ibid. 205. 

207. Proprieté de la directrice d'une parnhole. M a n d a r t ,  D r  o z - F a r n y ,  G i l l e t ,  
V e r d e y e n ,  G r e e n s t r e e t .  Mathesis Série 2, IV, 254. 

208. Lieu d'un point de  la corde de8 contacts d'une conique avec un des cercles 
qui lui sout bitangents. G i l l e t .  Mathesis Série 2, IV, 171. - C o l l e t t e ,  
L)roz ,  1 ) é p r e z  ibid. 172. 

209. Enveloppe d'un cercle dont le centre se meut sur une parabole donnée et qui 
passc par le foyer de cette parabole. Lieu du point de rencontre de ce 
cercle avec diverses droites. UBprez .  Mathesis Série 2, I V ,  24. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 11. 

Planimetrie. 
210. Das Grundproblern der Flachen iind Rauuiinhaltslehre. O. R a u  s e n  b e r  g e  r. 

illathem. Annal. XLLIT, 601. 
211. Eernerkungen zu der  Abhandlunp des Herrn M. R é t h y  über endiich-gleiche 

Flachcn. H. D o b r i n e r .  hIattiprn. Annal. XIJI, 275. - Mor. Tte thy.  
Ebenda 297. [Vergl. Bd. XXXVlI, Nr. 212.1 

212. Der Satz: .,Congruentes von Congruentem giebt rileiches" in seiner Anwendung 
aiif ehene Fla,chen. H. D oh  r i  ncr.  Mathem. Annal. XLII, 285. 

213. Sur le centre des moyennes harmoniques. V e r b e s s e m .  Matliesis Série 2,1V,251. 
214. Quelques propriétks d'une droite partagée en moyenne et  extrême raison. 

Clém.  T h i r y .  Mathesis Série 2, IV, 22. 
215. l'riarigle dont le periuiétre est Bgal au  diamktre du cercle circonscrit. 

Mlle d e  H a a s ,  C l . T h i r y ,  D r o z - F a r n y ,  C o l l e t t e ,  M a n d a r t ,  D e l a -  
h a y e .  Mathesis Série 2 ,  IV, 122. 

216. A Euclidean proof of Casey's extension of Ptolemy's theorem. J. H. T a y l o r .  
Quart. Journ. math.  XXVI,  225. 

217. Propriétils du quadrilatère. J. K e u b  e r g .  Mathesis Série 2, IV, 262. 
218. Sur quelques quadrilatères spéciaux J. hT e u b e r  g. Mathesis Série 2, IV, 268. 
219. Ucber das diirch Construction einander iihnlicher gleichschankliger L)reiecke 

über den Seiten eincs belisbigen Dreiecks gebildete Sechseck. L e m a n .  
Griin. Archiv. 2 .  R. XII, 224. - F. W. F i s c h e r .  Ebenda 335. 

Vergl. Dreiecksgeometrio. Trigonometrie. Winkeltheilung. 

Potential. 
220. A note on spherical harmonies. F. W. Dyson .  Quart. Journ. math. XXVI, 30. 

a. 
Qnadratur. 

221. Relation entre l'aire d'une ellipse, celle de l a  podaire e t  de l'antipodaire de 
Bon centre. G i l l e t ,  D é p r  ez. Mathesis Série 2, IV, 257. 
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222. Sur l'aire de quatre courbes du sixième ordre. U r o z - F a r n y .  Mathesis 
Série 2, IV, 61. 

223. Airc comprise cntrc la courbe (x2+ a2j 3 -  aG (ze+ b2)  e t  son asymptote 
reeiie A b s o i o n n e  et  ~ 1 a d i m i r e s e n . - ~ a t h . a i a  Serio 2, IV, 205. 

Vergi. Planimetrie 210, 211, 212. 

R. 
Rectificatar. 

224. Il concetto di liinghezza e l a  retta. Rod. B e t t a z z i .  Annali mat. Serie 2, 
Xx, 19. 

225. Bcliebig weit angenaherte n-Construction. J. E. B 6 t t c h e r. Grun. Archiv. 2. 
R. XII, 444. 

226. Valcurç approchdcs de a. Mathcsis Série 2, IV, 162. 
227. Ueber algebraisch rectificirbare Raumcurven. P. S t a c k e l .  Matheru. Annal. 

XLIII, 171. 
Vergl. Functionen 80. Geschichte der Mathematik 106, 121. Kreis 174. 

Eeihen. 
228. Zur Theorie der Taylor'schen Reihe uiid der analytischen Functionen mit 

tieschriinktem Existe~i~bereich.  A 1 fr .  P r i n  g s h e i m .  Mathem. Annal. 
xLI1, 153. 

229. Sulle seric d i  potenze i cui coefficienti dipendono d a  una variabile. G. V ivan  ti. 
Annali mat. Serie 2, XXI, 25. 

230. Siille serie di potenze. S. P i n c h e r l e .  Annali mat. Serie 2, IZXI, 138. - 
G.  V i v a n t i .  Ebenda 192. 

231. Sur l a  généralisation des fractions continues algébriques. Ch. H e r m i t e .  
Annali mat .  Serie 2, XXI, 289. [Vergl. Hd. XXXVIII, Nr. 154.1 

232. Ableitungen arithmetischer Reihen. F r .  R o g e l .  ürun. Archiv. 2. R. Xil ,  37. 
233. Sommation des puissances semblables des n premiers nombres entiers. 

E. B a r b e t t e .  Mathesis Série 2, IV, 105, 142. 
234. Sur la relation S3=S2,. E. G c l i q  Matheoh Série 2, IV, 220. 
235. Soit Sp l a  somme des p'cm08 puissances des n. premiers nombres entiers, 

4 
démontrer que Ss= S2, (S, - 1) + S3. II. B r o c a r d .  Mathesis Série 2, 

IV,  209. 
1 1 1 1 1  

236. On the series -- + - - - + - - - +. a .  J. W. L. G l  a i s h  e r. Quart. Joum. math. 
2 b 7 11 13 

XXVI, 48. 
237. On a seriev involving inverse squares of prime niimbers. J. W. L. G l a i s h e r .  

Quart. Journ. math. XXVI, 33 [Vergl. Ud. XXXVII, Nr. 538.1 
238. Sur 1'8valuation approchée d'une serie elliptique. E. C e s a r o .  Mathesis Serie 2, 

I V ,  177.. 
Vergl. Bestimmte Integrale. Functionen 76, 86. 

S. 
Singnlarittlten. 

239. Ueber Discriminanten nnd R,esiiltanten der Gleichungen fiir Singularititen 
von algebraischen Raumcurven mit Anwendungen auf Reslitatsverhiltnisse. 
F' r a n z Me y e r. Mathem. Annal. XLUI, 286. 

Storeometrie. 
240. Ein stereometrisches Analogon zum Pythagoreischm Lehreatz. KI osa. Zeitschr. 

Math Phys. XXXIX,-64. - P ü t z e r .  Ebenda 64. - K. V i n k .  Ebenda 192. 
[Vergl. Bd. XXXIX, Nr. l b l . ]  

241. Ueber einige Satze au8 der elementaren Raumgeometrie. H. S e i p p .  Grun. 
Archiv. 2. R. XII, 16. 

Substitutionen. 
242. Ceber den Zusammenhang in Reihen mi t  einer Anwendung auf die Theorie 

der;Substitut,ionen. P. H o  y e r. Mathem. Annal. XLII, 58. 
243. On groups of substitutions tha t  can be formed with nine letters. E. H. 

As k w i  t h. Quart. Journ. math. XXVI, 79. 
244. List of the  substitution groups of nine letters. F. N. Cole .  Quart. Journ. 

math. XXVI, 372. 
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Zur Theorie der Tripelsysteme. E u g .  N c t t o .  Mathem. Annal. XLIi ,  143. 
Couceruiug triple systems. E. H a s  t i r i g s  Mo ore .  Mathem. Annal. XLIII, 271. 
Ricerche sulle forme quaternarie quadratiche e sui gruppi poliedrici. L. B i a n c h i .  

Annali mat. s e r i e  2, XXI, 237. 
Reppresentazione geometriüa dalle caratteristiche di  genere 3 e  di genere 4 e  

loro gruppi d i  sostituzioni. E r n .  P a s c a l .  Anriali mat. Eerie 2, XX 163. 
Die Gruppen der Ordnungen p3, p q 2 ,  p q r ,  p< O. H n l d e r .  Mathem. Annal. 

XLIII, 301. 
Saggio su1 gruppo delle sostituzioni fra le 27 rette della superficie die 3O-ordine1 

e sui gruppi ad CSEO isoformi. E r  n .  P a s c a l .  Annsli mat. Serie 2, XX, 
269, XXI, 85. 

Alcune ricerche su1 gruppo delle sofitituzioni e sulla configurszione delle 16 
rette della superficie di quarto ordine a conica doppia. 1 t a10 F e r  eno. 
Annali mat. Serie 2, XX1, 57. 

Tergl. Imaginares 148. 

T. 
Tetraeder. 

Projective Form eines metrischen Satzes. P. M u t h .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIX, 116. [Vergl. Bd. XXXIX, Kr. 155.1 

Gleichseitiges Tetraeder. R. H o p p e .  Grun. Archiv. 2. R. XLI, 327. 
Volume d'un certain tétraèdre. A p p e i l .  Mathepis Série 2, IV, 40. 
Sur le t6traMdre ioosüèle. C a y l e y .  Mathesis Série 2, IV, 69. 

Thetafnnctionen. 
Die Transformation der Thetai'unctionen einer Veranderlicheu. A. K r a z  er. 

Mathem. Anual. XLUI, 413, 467. 
On a geometrieal proof of Jacobi's 9.-Formula. H. F.  B a k e r .  Mathein. 

h n a l .  XLUI, 593. 
Vergi. Punctionen 76, 86. 

Trigonometne. 
1 72 

Démonstration de tg x - x < tg x3 en prenant s <-. A b  s o 1 o n  ne .  Mathesis 
Série 2. IV, 73. 3 2 

La formule de  Nicolas de Cusa. H. B r o c a r d .  Yathesis Serie 2, IV, 183. 
Théorème de  trigonomktrie. P. D e l e u s .  Nathesis Serie 2, IV,  68. 
A construction for a regular polvgon of seventeen sides. H e r b .  W. R i c h -  

m o n  d. Quart. Journ. math. XXVI,  206. 
Calcul des longueurs de certaines cordes dans la circonférence circonscrite à 

un triangle donne. D e l a h a y  e et  D é p r c z .  Mathesis Série 2, IV ,  76. 

Sur une proposition fondamentale du calcul asymptotique. E. C e s a r o .  
Mathesis Série 2, IV,  57. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 118. 

W. 
W h e l e h r e .  

Der aus den Siitzen über Wiirmegleichgewicht folgende Beweis des letzten 
Multiplicators in seiner einfaehsten Form. L u  d W. B o l t z m a n n .  Mathem. 
Annal. XLU. 374. 

Zur Mechanik d& a,t,mospharischen Bewegungen. E m. O e k i n g h  a u S. Griin. 
Archiv. 2. R. XLI, 274. 

Die thermischen Capacitaten fester und tropfbar flüssiger Korper, insbesondere 
des Wassers. K u r z .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIX,  124, 192. 

Winkeltheilnng. 
Ijeber die Trisection des Winkels mittelst beliebiger fester Eegelschnitte. 

8 t. G l a s e r .  ürun. Archiv. 2. R. XII, 367. [Vergl. Ud. XXXVLII, Kr. 524.1 
Theilung eines beliebigen Winkels in eine beliebige Anzahl gleicher Theile mit  

Hülfe von Modellen. A r  t h .  S t  r a u  fi e. Grun. Archiv. 2. R. XLI, 177. 
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z. 
Zahlentheorie. 

Neue Grundlagen ciner allgcineinen Zahlenlehrc. K r a u s .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXXIX, 11. [Vergl. Eld. XXXVUI, Kr .  262.1 

Ziir Theorie der Fuiictionen ciues cul~ischen ILorpers. L u d w .  I laur .  Mathem 
Annal. XLIII, 505. 

Ueber vollst5ndige und complementiire Perioden und Restreihen unendlicher 
Decimalbrüche. .T os. M a y e r .  Zeitschr. Mat.h. I'hye. XXXIX, 376. 

Bestimmung der Anznhl aller uritcr einer gegebenen Sahl rn liegenden Pr im 
zahien, wenn die unter y; liegenden Primzahlen bekannt sind. G rite f e .  
Zcitschr. Math. Phys. XXXIX, 38. 

Ueber relative Priuizalileu L. ü o l d  s c  h m i d  t. Zeitschr. Math. l'hys.XXXIX,?03. 
Notes on the division of the circle. F. S. C a r e  y. Quart Joiirn. math. X X V l ,  322. 
Sul teorema che ogni progressione aritmetica, nella quale il primo termine 

e l a  ragione sono prirni i'ra loro,  contiene infiniti numeri prirui. I t a l o  
B i g n a g  o. Annali mat. Serie 2, XXI, 47. 

Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetisçhe Reihe, in welcher das 
Anfangsglied zur Differenz relativ prirn i s t ,  unendlich viele frimzahlen 
enthilt. G. S p e c k m a n n .  Grun. Archiv. 2. U .  XII,  439. 

Zur  Zahleutheorie. G. S p e c k m a n n .  Grun. Archiv. 2 .  IL. XII, 131, 445. [Vergl. 
Ud. XXXVIII, Nr. 556.1 

Uebcr die Factoren der Zahlcn. Gi S n c  c k m  a, n n. Grun. Archiv. 2. R. XLI. 435 
. Le plus petit multiple de 1, 2 ,  3 , .  . :2n est égal à celui de n + 1, sz f 2 , .  . . 2 n  

H n c k e n ,  L i s t r a y ,  V e r d e y e n  Mathesis Série 2 ,  IV, 236. 
ZRO. Sur u n  théorème d'arithmétique. V J a m e t  Mathrsia Série 2, lV,  271. 
281. Uri powers of' riunibers whose sum is the Eame power of some num'uer. 

A r  terna6 M a r t i n .  Quart  Journ math. XXVI. 225 
282. Le carré de la somme. deVn  carrés est somme db lz carrés. B o  u t i  n etc. 

hlathesis Série 2, IV, 277.  
283. Déterminer n de manière que 1 + 3 + 32 + . . . + 3" soit un carré. F a  u q uem- 

b e r g u e .  Mathesis SEric 2, IV, 169. 
284. Pétant  un nombre premier; si p N  est  l a  somme de p + 1 carrés, dont p soient 

dgaux, 77 jouit de la même propriété. F a u q u e m b e r g u e ,  Verhels t ,  
S p i n o ,  V e r d e y e n ,  D r o z .  Mathesis Série 2, IV, 173, 

285.  Le carré de t o u t  nombre impdir autre que 1 est l a  somine de deux carrés 
ou la somme de trois carrés. V. J a n i e t .  hlathesis Série 2, IV, 27 - 
E. C a t a l a n  ibid. 52. 

286. Sur 13identit6 (n + lj3- w3= 1 + 6 - 
2 

. L a u  r e n  B. Mathesis Série 2, IV, 40. 

287. Produit de deux facteurs dont chacun est la somme de deux nombres triangii- 
lairea. H. RI a n d a r t .  hlathesis Série 2, IV, 123. 

288. Déterminer n d e  maniére que l a  somme dm n premiers nombres triangulaires 
soit aussi u u  nombre tri.ingiilaire. C. S p i n o .  Mathesis Serie 2, IV, 171. - 
Ii. B r o c a r d  ibid. 171. 

1 
289. Soit Tn = rn (n. + 1) le ne nombre triangulaire: des valeurs négatives de  n 

L 

Etant admises. Démontrer que (TF+ Tb+ T c )  ( T ,  + Tp+ Ty) est une 
somme de trois nombres trimgulnires, si a + b + c = cu + + Y = 0. 
F r a n c o i s .  hlathesis Serie 2, IV,  211. 
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Von 

Dr. ARMIN WITTS~~EIN. 

1. Denjenigen,  die fu r  J o h a n n e s  d e  L i n e r i i s  oder J. d e  Liveriis 
nicht langst  alles Intereese verloren haben ,  - worfiber man  sich freilich 
kaum verwundern dürf te  - ist  moglicherweise die Nachricht willkomrnen, 

dass e in ,  wie m i r  scheint  (d. h. ohne aus  Autopsie urtheilen zu konnen), 
sehr werthvoller,  einst  im Benedictiner-  Stif t  ,,Zu S t .  EmmeramU in Regens- 

hurg verwahrter C o d  e x  [14684 (Em. G 6 8 )  membr.  i n  4O S. X I V .  100 fol.] 
d e r  M ü n c h e n e r  H o f -  u n d  S t a a t s b i b l i o t h e k  auf f. 22 bis f. 30 
Johuwzis de Lilzeriis liber de wainutiis a. 1356 entlialt.* Bei A. F a v a r o ,  
M. S t e i n s c h n e i d e r ,  B. B a l d i  (s%mrntlich i m  XII. Bande von Ron- 

compagni's ,Bull. di  Bibl. e d i  St. d. Sc. Mat. e Fis.") und M. C a n t o r  ( i ~ n  
II. Bande seiner ,,VorlesungenU) , den Gelehrten , die sich in  neuester Zeit 

mit jenem Auctor (oder sind es deren zwei?) be~chl i f t ig t  haben ,  fand ich 
keinen Hinweis auf d ie  eben angeführte Quelle und  halte aus  diesem Grunde 

meine Notiz f ü r  hinreichend gerechtfert igt .  
2. Wei ter  verdienen z w e i  C o d i c e s  d e r  L e i p z i g e r  U n i v e r s i t a t s -  

b i b l i o  t h e  k einige Beachtung. Der  e r s  t e [Cod. mscr. lat. 1469 chart. 378 
Blatter i n  k1. 4', von dcnen die 7 ersten ans Pergament  bestehen. Eiil 
Sammelband von e twa  50, wohl grosstentheils im 15. Jah rhunde r t e  ge- 
schricbonen Tractaten*" wwlirde vielleicht lohnen vom Mathomatiker,  an  

* f. 1 Joaiinis de Sacrobosco Anglici Algorismus. f. 8 Eiuedern tract. de sphaera. 
f. 79 ,,Tractatus de imaginihu~ thebet benchorat". Tnc. Aspectlia antem plane- 
tarum sic potest inveniri etc. f. 81 Demonstratio quaedam (geometriüa). f. 82 
blessehallach Practica astrolabii. f. 99 ,,Notabilia de novem limitibus". 

** Abkürzungen treten darin in grosser Anzahl auf. Nicht überall findet 
sich das Trennungszeichen bei am Ende einer Zeile abgebrochenen Wortern; der 
Iliphtong 2 ist meistens durch e ausgedrückt; am Endc der Worter steht h&ufig 
ein langes s ;  der Punkt iiber dem i ist nirgends durch ein Strichelchen ersetzt. 
Von den Majuekeln und Minuskeln wüsste ich nichts Auffüllendes zu sagcn, als dass 
erstere manchmal recht verschn6rkelt sind. Der Cod. gehort nicht zu denen, die durcli 
Saulierkeit von Schrift und Zeichnungen oder kiinstlerischa Behandliing der Initialen 
das Auge angeriehm fesseln, wie bciapielsweise Cod. 1399, aus dem Anfange de8 
15. Jalirhunderts , dem ausserdem noch einige, sehr hübsch ausgeführte Miniatur- 
malereien, darunter ein segnender Heiland in edler Baltung, reizvollen Schmuck 
veileihen. 

Ilist..lil.Abth. d.  Zeitschr. f. Math. u.Pliys.40. Jahrg. 1895. 4. IIoft.  1 0 
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den er sich vorwiegend wendet, durchgesehen zu werdon, wenn aiich die 
Ausbeute nicht vie1 mehr als wtinschenswerthe Belege znr Erhartung, resp. 
solideren Fundirung, der einen oder anderen These gewtihrcn sollte. Hicr 
sei daraus hervorgehoben: f. 69 bis f. 111 Praxis geometriae Euclidis. 
f. 111 und f. 207 De baculo Jacob. f. 165 Incipit arismetrica magistri 
Johannis de Müris. f. 184 Tractatus algorismi proportionum. f. 267 Coni- 
positio astrolabii. f. 300 Instrurnentum ad explorandam altitudinem solis 
e t  stellarum. f. 313 Liber Messahallach. 

Der z w e i t e  [D. C. 329. Aus der ,,Refa'iya.' 7 4  vortrefflich conservirte 
Blatter eines stark glanzenden Papiers in dunkelbraunem orient. Leder- 
einbande und im Format von 15 X 21 cm] umfasst drei Abhandlungen von 
Muhammed bon MahmiLd al - ~ â r i d i n ;  und 'Abdurrahman bon 'Abdalldh 
a i -  ~ à k û r i  über den Quadrnnten (rubr al-mukantarât und a r  - rubr as'- samil$ 
und beginnt auf f. 3 rO. mit des Ersteren Bearbeitung: 

& J ~ ~ ! ,  . . . . . l ~ J I  Gd19 i-\jhJf 2 U!~UXAJI *,Ls 
Zur Literatur des darin behandelten Beobachtungs - Instrumentes 

übcrhaupt mochte ich noch cino, ich glaube wenig bckannte, Druckschrift 
von W. B. M o r l e y ,  ,,Description of an Arabic Quadrantu (London, 1860; 
8'. M. 4 Figuren-Tafcln) betitolt und im ,,Journal of tho Royal Açiatic 
Society erschienen, in Eürze erwahnen. Der hierin beschriebene Quadrant 
ist von Xessing, mit Gold, Silbcr und Kupfer eingelegt, und war damals 
in tadellosem Zustande; sein Halbmesser betr igt  ungefahr 17,5 cm. Er 

- 5 ,  

wurde im Jahre 1334 für den obersten muEckJin (welcher vom Xinaret 

herab zum Gebet ruft und nicht mit dem gleichfalls amtlich angestcllten 
W .  9 

mowakket , dem Zeitverkündiger , zu verwechseln ist) der Haupt- 

Moschee in  Damaskus angefertigt, deren Polhohe dabei xu + 33O27' an- 
genommen. Die ,Connaissance des Temps pour l'an 1892' giebt fur den 
,nGrdlichen Thurm der grossen Moschee" + 33O30'31" und 33['57'59" iü r  
dessen 6stliche Lange von Paris an. Nach dem Verzeichnisse des U l u g  
B e g  (a. 1437) würde man Damaskus unter + 33"s und 70' 6stl. L. von 
den Canaren zu suchen haben, d .  h. an einem Orte, dessen Lage in Br. 
um etwa '/, Grad und in L. um 15". 8 davon abmeicht. 

3. Der vierte Codex, den ich mir erlaube der Aufmerksamkeit der 
Leser mit ein paar Begleitworten zur Begutachtung zu unterlireiten, 
stammt aus der überaus kostbnren Büchersarnrnlnng (von 600 sehr seltenen 
Druckwerken und 330 Eandschriften) J o h .  A l b e r t  W i  d m a n n s  tad 's '  

* Er war 1506 in Ncllingen bei Ulm gcborcn, bcfand sich 1529 irn Gcfolgc 
Knrls Y. in Bologna, lebte daun lange in Neapel und E o m ,  wurde 6 oder 7 Jahre 
vor seinem Totie Kmzler von Nicder -0esterreich nnd starb 1558 al8 Canonicus 
zu Pressburg. Selbat tüchtiger Kenner des Syrischen uud Arabischen, zahlt  e r  zu 
den ersten Forderern des Studiums dieser Sprachen in Deutschland. 
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( ~ d e r  richtiger Widmanstadt?),  die durch Ankauf in den Resitz des Herzog~ 
blbrecht V. von Bayern kam und gegenwiirtig der Hof- und Staatsbibliothek 
zu Mtinchen einverleibt ist; dort tragt er jetxt die Signatur: Cod. arab. 
Nr. 853, wozu noch die speciellere im Catal. codd. mscr. hinzukommt: Cod. 
or. 160 bornbyc. 20,5 cm h. 13,5 cm br. 49 fol. 31 lin. 

Es ist eine marokkanische, fast 640 Jahre alte Handschrift, die uns 
darin vorliegt, und aus der ich hier cinige, allerdings dürftige Excerpte, 
auf die ich mich aber durchaus beschranken muss, mittheilen werde. Zu- 
nachst sind es die Wortc ganz am Rnda, die nnverkürzte Wiedergabe fordern: 

Sie sagen aus, dass wir hier an den Schluss des von Abii Ishak 
annakkii, genannt Az -Zark%le, bcarbeiteten (eigentlich rectificirten) KQnûn 
des ~ u m â t h i ô s ( ? )  gelangt sind, und das Ganze eine mit dem Originale 
verglichene Abschrift sei, die im dû'- 1- hese 655 (begann 1257 Deccmbor 8) 
vollendet wurde. ,,Gelobt sei Cott und seine Hilfe!' - Wer mag dieser 
Eumathiou geweven sein, oder haben wir es dabei wieder mit einer gewohn- 
lichen arabischen Corruption fremder Eigennamen zu thun? 

40 Rliitter der Handschrift füllen astronomische Tafeln aus, 8 sind 
5. i - .  

einer Einlcitung (nicht Vorrede, ga gewidmet, die also beginnt: 

J,&& di?"+ ci"!, Lir" d l \  *j;, ,& 
oder, frei libersetzt, wie der Lauf der Sonne im Thierkreis nach Graden 
und Minuten in einer Tafel vorgestellt werden kann. Zur allgemeinen 
Information über den Inhalt reicht es aus,  dem Manuscript eine massige 
Anzahl beliebig herausgegriffener Kapitel - Ueberschriften zu entne'nmen. 
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Bis jetzt war die Rede von einigen Zeitrechnungen und ihrem Ver- 
haltnisse zu einandor; insbesondere von den Aoren der Araber, Porser, 
Syrer ; von den persischen Monaten; von Sonnen - Oertern; von ,Hi?sa- 
Werthen filr den Mond an den einzelnen Tagen der fremden Monateu; von 
Saturn - Oertern ; von Mercur - Oertern. Hissa hat im Allgemeinen die Be- 
deutung , Gr60seY und in diesem Falle die eines Proportionaltheiles, der 
in der Zeitrechnung von C h a t  â, u n d  U i  i i i r  bei der Correction des mitt- 
leren Neurnondes auftritt ,  und zwar theils positiv, theils negativ. Es 
dürfte Manchen interessiren, dass a i r  schon hier,  lange vor Ulug Beg, 
jenes l'&;ch gedacht finden. 

f .  41. J h j I  z,,+U JLL t , Tafel fur  die Rectascensionen 
der Zeichen des Thicrkreises und 

!&l& ? L Y I  b,~ii> ,+ii*-d\ Tag-Gleichung für jedes Zeitmoment. 
J_c Lotztore kommt auf unserc Zcit- 3 3 .  

J 

gleichung hinaus. 

f .  48. a&+ dr"5 j>+- ,,Tafel für  die Verfinsterung des 
Mondes in seiiier gr6ssten Ent- 

u''\*!Sd' fernung." Die Opposition ist ge- 
meint. 

Es ist zwar nebensllchlich, aber immerhin mittheilenswerth, dasa ich 
in den von A b û  N a s r  a l - F a t h  I b n  g â k a n  (einem 100 Jahre var 
unscrem Abschroiber lobenden Schriftsteller) verfasston Lebonsbcschreibungen 
ausgezeichneter Manner Spaniens, die vor etwa 10 Jahren zu Eonstantinopel 
irn Druck erschienen, Nichts über ~ a r k a c  erfahren konnte. 

4. Schliesslich noch eine, mit dem Voraufgegangenen verglichen, 
wesentlich heterogene Bemcrkung, deren Tendenz aber gleichfalls eine gs- 
schichtliche bleibt. Im 69. Theile (1883) des R. Hoppe'schen ,,Archiv der 
Mathematik und PhysikU habe ich s p e c i e l l e  A b e r r a t i o n s -  oder 
T a u s  c h u  n g s f 1 a c h e  die Gesammtheit aller optischen Tiiuschungen ge- 
nannt ,  welche uns die von einem Fixstern ausgelieuden Liühtstrahlen 
bereiten, wenn dieser im Nord- oder Südpol der Ekliptik steht und das 
ganze Jahr  hindurch beobachtet werden kann. Ein solches Gebilde entsteht 
durch newegung einer Geraden, welche gleichzeitig einen Kreis vom Halb- 
messer h! und eine Ellipse von den Halbachsen a und b triW, sowie einen 
geraden elliptisehen Kegel berührt ,  der die gegobene Ellipse zur Normal- 
Directrix und das Kreisüentrum zu seinem Mittelpunkt hat. Liegt letzterer 
im Anfangspunkte der Coordinaten, und ist die Leitlinie des Kegels in der 
I E h e  IL über der Ebene der X Y  angenommen, wiihrend der Kreis in dieser 
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um den Anfangspunkt beschrieben wird, so ergiebt sich fiir die Gleichung 
der Flache der Ausdruck xwolften Grades: 

Derselbe stellt zwei windschiefe Fliichen dar ,  die sich nur  durch den 
Wiodungsmodus von einander iinterscheiden, und geht für  n = b, d. h. 
l i r  eine kreisformige Erdbahn , in das einschalige Rotations - Hyperboloïd 

über. 1st R =  0,  oder besteht Leine Aberration, so folgt aus der ersten 
9 y 2  xP 

Gleichung der gerade elliptische Kegel - - -; - -- = 0 ,  aus der zweiten 
h o h a "  

z2 
h 

" ' li2 - O. Damit sind alle, an bedeutcnùe dcr Rotationskegel 7 - - - 
as 

Geuchichts-Abschnitte (1543, 1G09, 1728 resp. sclion 1676) geknüpfte Wand- 
lungen erschopft und prlicisirt, welche der erkllirte geometrische Ort,  von 
der Geraden a n ,  irn Laufe der Jahrtauseude in seiner Gestaltung durch- 
gemacht hat ,  bis er endlich im Jahre 1809 dauernde Consolidation in einer 
Flzche ausserst complicirten Charakters finden sollte. Damals gab G a u s s  , 
aus dem grorisen und verwickelten Complex Dessen, was man unter der 
Bberration des Lichtes begreift , den Kern herausschalend , seine alleu 
sptiteren Zeiten zur Richtschnur dienende bekannte Definition des Begriffes 
der Fixstern - Aberration, mit der man die F r  e s n el'sche zusammenfallend 
betrachteu kaon,  wahrend C a u c h y  in der Aberration des directen Lichtes 
eine Drehung der Wellen-Normale erblickt. 
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Zur Geschichte des ,,Sinusu. 

Von 

J. RLTSKA. 

Die neuerdings wieder aufgeworfene Frage nach der Herkunft des 
Wortes sinus (M. K o p  p e ,  die Behandlung der Logarithmen und der Sinus, 
Programm des Andreas -Realgymnasiums. Berlin 1893. p. 32;  M. C a n t o r ,  
Geschichte der Matliematik 1". 693) giebt mir zu einigen Bemerkungen 
Gelegenheit, die sich hauptstichlich auf den ersten Theil der Munk'scheii 
Hypothese beziehen. 

Es ist von vornherein klarzustellen, dass es sich bei der Frage urn 
zwei von einander ganz unabhiingige Diage handelt: erstens, wann tritt 
das Wort  zuin crstcn Mal in don lateinischen Schriften des Mittelalters auf, 
und auf welche Quelle lasst es sich zurückführen; zweitens, wie weit hii i-  

auf lasst sich das Wort  gaib bei den Arabern verfolgen, ist es ein von 
ihnen selbst gepragter Ausdruck oder ein missveratiindlich araliisirtes Lehn- 
wort? E s  ist klar , dass die von M u n k  und W 6 p c k e  aufgestellte be- 
kannte Hypothese nicht zur ,,Legendeu wird, wie K o  p p e  S. 33 behauptet, 
wenn eich herausstellt, dass der erste, welcher gaib mit sinus tibersetzte, 
nicht P l a t  O v o n  T i v o l i ,  sondern ein anderer war. 

Um mi t  der zweiten Frage zu beginnen, so ist  es vollkommen aus- 
geschlossen, dass ein Araber auf den Einfall k a m ,  das Wort  &ib ,ebenso 
direkt zur Bezeichnung der A b s ç h n i t t e der vom Durchmesser in der 
Mitte g e s c h n i  t t  e n  e n  Sehne zu verwenden, wie es ,,im gew6hnlichen 
Leben zur Bezeichnung des Buseriauss c h n i  t t s  eines Gewandes lienutat 
wurdeY. Denn das Wort  gnba bedeutet in erster Linie (vergl. L ane's 
Arabie -English Lexicon 1 p. 479) ein Loch rnachen, durchbohren , ein 
rundes Stück aus der Mitte herausschneiden, aushohlen, dann erst durch- 
schneiden, vom Vogel, der die Luft durchschueidet, und in alinlichen 
Bildern, die die Grundbedeutung durchblicken lassen. Dem entsprechend ist 
kaib der tauq,  das heisst Halsr i  n g (cf. L a  n e 1 492), die runde Oernurig 
des Hemdes und dergl., dann eine Aushohlung, also Bausch, Tasche, end- 
lich in übertrageneui Sinn Busen, Herz. Zur Bezeichnung der Halfte 
einer Sehne also ein Wort,  welches vielleicht zur Bezeichnung eines 
Kreises verwendet werden konnte, aber in  keinen vernllnftigen Zusarnmen- 
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bang mit der Definition ,Halfte der Sehne des Doppelten des Bogensu 
(nisf watar di'f elqaus , cf. Liber mafitih al - olum ed. van Vloten p. 206 ; 
S p r  e n g e r ,  Dictionary of the technical terms 1 190) zu bringen ist! Die 
Verlegenheit der spateren Araber dem Wort  selbst gegenüber spiegelt sich 
in den zahlreichen Lesarten der Handscfiriften, die alle auf die Consonanten- 
verbindung U- zurückzuführen sind; da findet sich ausser i a i b  in 
dem erwahnten Liber maf. p. 205 ,;s hanab, Krümmung au den Beinen 
eines Pferdes; p hibn Reule, oder haban Wassersucht; durch Ein- 
schaltung eines weiteren Zeichens entstand aus ,- mit Verschiebung 
der Punkte habib, Freund (p. 206); endhch liest man I k w h  es- 
safi ed. Dieterici p. 295 (und ,,Propiideutik der AraberY p. 171 im Worter- 
rerzeichniso) habib, Graben oder Furche im Bodeii.* Wer die pr5cise 
und klare Terminologie der Araber kenrit, wird ihnen nicht zutrauen, dass 
sio xur Bcnennung des fraglichen Bcgriffu cin Wort wiihltcn, das in gar 
keiner Beziehung zu demselben steht. Das lasst sich kaum schlagender 
beweisen, als durch den von Abû'lwafâ, eingeführtcn Bcgriff der trigono- 
metrischen T a n g e n t e ,  welche bei ihm den Namen , S c h a t t e n  Y führt (SC. 

eines horizontalen Stabcs in einor vertikalcn Wand),  einc wegen ihrcr un- 
mittelbaren Anschaulichkeit trefflich gewiihlte Bezeichnung. 

Es bleibt somit nur noch e i n  e Moglichkeit, narnlich die, dasu die 
arabischen Mathematiker den fertigen Begriff sammt seiner Benennung von 
den Iridern übernahmen, durch welche im Gegensatz zur griechisclien 
Trigonometrie die Halfte der Sehne des verdoppelten Bogens eines Winkels 
in die Iiechnurig eingeführt wurde (C a n  t o r ,  Gesch. d. Math. I2 616). Dies 
id die bekannte, von W Gpc k e (Journ. asiat. VI. Ser. 1. Bd., 1863, p. 478n), 
C a n t o r  (Gesch. d. Math. 1' 632, 12 693) und H a n  k e l  (Zur Gesch. d. Math. 
im Altcrthum und Mittelalter p. 280 n) vortrctcnc Hypothese des Orientalisten 
Mun k. Die W6rter j i ra  Sehne**, krama - jya gerade Sehne, utkrarna- jy8 
umgekehrte Sehne ( H a n  k e l  1. c. p. 217; Cantor I2 612) sind die Vorbilder 
für die arabischen Ausdrücke &b,  gib mustaw8, kib màkiis , die Wiedcr- 
gabe von jîva durch arabische Laute ist  die einzig rnogliche j = g = dsch, 
das consonantische v hat als Aequivalent nicht J sondern u (vergl. 
Slaven = Saqgli-, und umgekelirt in zahllosen ins Spanische tibergegctrigenen 

* Die Uebersetzung von Di e t e r i c i  (Prop. p. 28) k t  ohne Sinn: ,,LeIlnt 
iiian cineu Pf'eil- irgeridwo an den Bogen, so nennt man dies den verkehrlen Ein- 
sclinitk; lehnt m m  ihn aber an die 3fitt.e der Sehne und die Mitte des Bogens, 
tieisst man das den gleichni%ssigen Kine~hnitt! '~ 

** Es ~cheint ,  dass der ganze Wortcomplex Bogen, Sehne, Pfeil aus der 
iridischen Trigonometrie herriihrt, denn die Griechen helfen sich cntweder durcli 
Umschreibungen (Sehne = I j  ;v  rcj x&+ mUB~ia, s6Baiu év x?;x+ pi 8'2 roi; 

x é v r ~ o v  o&ucu, E&FLOL FAT;CZWV ro1j B L U ~ E Z ~ O V ;  Sagittc - x & 8 ~ r o ~  z p ~ p n m s  x q i x ~ o ~ i ,  
oder begnügen sich luit niehrdeiitigen Ausdrücken (Sehue = ~ n u . c ~ i v o v u a )  
Bogeii 1 z ~ p r r ~ É ~ e r a ) .  Vergl. Cantor  1. c. p. 616. 1st diese Trias aber arabiscli, 
EO ware aie ein weiterer lleleg fiir die Arischaulichkeit der Terminologie. 
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geographischen und Eigennamen). Ueber die Lesung der Vocale entscheiden 
die Spriichgesetze und der Zusammenhang; bei Premdwtirtern ist die aus- 
drückliche Angabe derselben erforderlich; unterbleibt sie, so muss sich 
diejenige Lesung einbürgern , welche dem arabischen Ohr als die natiir- 
liche erscheint: aus gîb wird gaib,  aus einem nnverst~ndlichen Fremdwort 
ein ahnlich klingendes der eigenen Sprache; ein in der Sprachgeschichte 
so gewohnlicher Vorgang , dass os tibcrflüssig ist , Bcispielo anzuflihrcn. 
Damit erstarrte das Wort  zu einem mathematischen Kunstausdruck. bei 
dem der Araber selbst so wenig an don ursprünglichcn Sinn dachte, als 
wir es thun,  wenn wir von Bogen und Sehne oder gar von Sinus und 
Logarithmus reden. Ein Uebersetzer aber musste &ib mit sinus wieder- 
ge len ,  falls er w o r t l i c h  tibersetzte; so schreibt der Syrer Severus bar 
Schakkû* (f 1241) 'ûba sarîra = sinus vcrus oder rectus, 'dbâ, hafikh8 = siniis 
versus, und in des Barhebraeus Ascensio mentalis, einer astronomischeu 
Schrift aus der zweiten Halfte des 13. Jahrhunderts,  findet sich ' û b l  

b w j a  = sinus aequus, 'ûbî pelitâ, = sinus simplex, der Definition nach = &ib 
a'zam = sinus maximus (vergl. P a  y n e  . S m i t  h ,  Thes. Syriac. 2823). 

Die Uebersetzung durch ,,sinusu ist demnach als r i c h t i g  durch die 
~yrischen Belege gesichert. Die v e  r s t a n  d i g  e r  e Uebersetzung aber, welche 
einen Mann voraussetzt, dem der mathematische Inhalt und dessen klarer 
Ausdruck wichtiger ist al3 pedantische Wortlichkeit, lautet natürlich ,cliordau 
~ i n d  fuhrt so mit innerer Nothwendigkeit auf die alte Bezeichnung der Inder 
zurück. Beide Ueberset~ungen finden sich vor: die zweite, wie Koppe  
nachgewiesen hat ,  bei P l a t  O v o n  T i v o l i ,  die erste (nach Koppe)  bei 
G e r h a r d  v o n  C r e m o n a  (um 1175 in Toledo). F ü r  d i e s e n  Theil der 
Prage wird also K o p p e  Rccht hehaltcn, im Uobrigen bleibt die Muni<- 
sche Erklarung unangetastet. 

* Verfasser einer philosophischcn Ency klopiidic, dcrcn niathcmatischen Tlieil 
icli Iieraiiszugelien im Uegrilfe stehe. 
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Recensionen. 

Ueber einige Apparate zur Demonstration der Pracession und ilirer Folgeii, 
sowie über einige mit der Priicession im Zusammenhange stehende 
historische Thatsachen. Von Dr. KARL UAAS, kaiserl. konigl. Pro- 
fessor. Mit zwei Illustrationen im Text und zwei Sternkarten. Aus 
dem Jahresberichte des kaiserl. konigl. Staatsgymnasiums im VI. Be- 
zirk. 30 S. Wien 1894. 

Referent ist bei Weitem zu wenig Astronom, um die von Herrn Haas 
ersonnenen Vorrichtungen im Vergleiche mit anderen, welche den gleichen 
Zweck vcrfolgen, die Ersclieinungen der Pracession anschaulich zu machen, 
fach-  und ~achgernass beurtheilen zu konnen. Wir  begnügen uns in dieser 
Beziehung auf die kleine Programmabhandlung selbst hinzuweisen, welche, 
wie uns scheint, mit grovser Unparteilichkeit einen solchen Vergleich an- 
stellt. Die geschichtlichen Thatsachen, auf welche der Verfasser sich in 
der Ueberschrift bezieht, betrelfen die Orientirung verschiedener Tempel- 
bauten. Bekanntlich hat N i  s s e n zuerst die Verrnuthung ausgesprochen, 
die Orientirung romischer Tempel habe gemass dem Sonnenaufgang am 
Gründungstage stattgefunden , und darauf beruhe die einigermassen ver- 
scbiedene Richtung der Seitenwande jener Heiligthlimer. Von astronomischer 
Scite wurdcn danu, auf Nissen'sVermuthung wciter bauond, gonauo Messungen 
vorgenommen , und deren Ergebnisse sind vornehmlich von L O c k y e r (The 
dawn of Astronomy. London 1894) gesammelt worden. Herr Haas stützt 
sich wieder auf dieses und einige andere ahnliche Vorarbeiten, deren Zu- 
verliissigkeit seiner Auffassung noüh keinen Zweifel zullisst. Vielleicht ist 
er darin etwas vertrauensselig verfahren. Jedenfalls dürfte es zu weit ge- 
griffen sein, die genaue Orientirung d s  Beweiv daftir anzusehen, dass die 
alten Aegypter die Pracession kannten und durch die Aehsenrichtung des 
Tempels das Datum astronomisch festlegen wollten. Will man Kenntniss 
der Astronomie und Tempelorientirung in Verbindung bringen, so wird die 
Sache wohl umgekehrt sich verhalten. Man baute den Tempel so ,  dass 
beim Sonnenaufgang am Grnndungstag das Gotterbild im finsteren Heilig- 
thurne von den Strahlen hell erleuchtet wurde; man fand mit Erstaunen, 
dass Solches nicht immcr zutraf, und ilber die Gründe nachdenkend mag 
man allmkhlich die Prllcession erkannt haben. CANTOR. 
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Hipparchi in  Arat i  et Eudoxi Phaenomena commentariorum libri tres. 
Ad codicum fidem recensuit, germanica interpretatione et commen- 
tariis instruxit CAROLUS XANITIUB. Leipzig 1894. B. G. Teubuer. 
XXXIV, 376 p. 

H i p p a  r c h aus Nicaa in Bithynien hat  Beobachtungen hintsrlassen, 
deren Blteste dem Jehre 161, deren jüngste dem Jahre 126 v. Chr. an- 
gehort. Die asfronomisch bedeutsamçte seiner Entdeckungen ist die der 
P r a c e s s i o n  d e r  T a g -  u n d  N a c h t g l c i c h e n ,  welche ihm in Folge einer 
im Jahre 134 durch ihn entworfenen Liste sfimmtlicher Fixsterne nach Ort 
und Grosse gelaug. Aelter als diese Eutdeckung muss das einzige bis auf 
uns gekommene Werk Hipparchs sein, weil manche Stellen desselben sicher- 
lich anders lauten würden, wenn Hipparch damals die Priicession schon 
gekannt hiitte. Andrerseits ist eine altere Schrift l i b e r  d i e  g l e i c h -  
z e i  t i g e n  A u  f g a n g e  erwahnt , in welcher allem Vermuthen nach trigono- 
metrivche Rechnungen vorkamen, welche folglich die Erfindung dieser Be- 
handlungsweise bereits voraussetzt und daher, wenn man nicht mit T a n n e r y  
der Trigonometrie einen betriichtlich alteren Ursprung zuweist, sondern 
EIipparch filr den ersten Trigonometer halt, nicht gerade eine Jugendsclirift 
gewescn sein kann. Vielleicht darf man dem entsprechend das Jahrat>hnt 
von 150 bis 140 als dasjenige vermuthen, innerhalb dessen die Rritik ver- 
fasst wurde, dürch welche Hipparch dem berühmtestcn alteren Astrononien 
E u d o x o s  v o n  K n i d o s  (um 360) und dem Dichter der Sternkunde A r a t o s  
(um 270) entgegentrat. Eudoxos hatte niimlich eine Beschreibung der ver- 
schiedenen Sternbilder verfasst, und Aratos hatte dieselbe, ohne an der 
Richtigkcit eincs Wortes zu zweifdn, in  Hexameter gebracht. Ein gewisser 
A t  t a l  o s ,  Zeitgenosse des Hipparch, verfasste Erliiuterungen zu dem Lelir- 
gedichte, angebliüh auf eigene erneute Beobachtungen sich sttitzend, in welclien 
er die meisten dortigen Angaben bestfitigte. Das scheint für  Hipparch die  
iiussere Veranlassiing gewesen zu sein, mit theilweise recht scharfen Gegen- 
bemerkungen an die Oeffentlichkeit zu treten, und sie sind uns eben er 
halteu. Sie sind sogar in zwei etwas von einander abweichenden Fassungen 
erhalten, einer tilteren, aufbewahrt in einer Vatikaohandschrift des XIV. bis 
XV. Jahrhunderts, einer jüngeren, für welche eine Florentiner HsndschrJt 
des XI. Jahrhunderts au Gebote steht. Herr Jl a n  i t i u s ,  der neue Heraus- 
geber, hat sich wesentlich an den alteren Text gehalten und danelien eine 
deutsche Uebersetzung zum Abdrucke bringen lassen. Ein stattliches Worter- 
vcrzeiühniss fehlt nicht und ebensowenig zahlreiche Anmerkungen, für 
welche der mit beobachtender Sternkunde nicht vertraute Leser recht dauk- 
bar zu sein alle Ursache hat. CANTOR. 

Stndien über Claudius Ptolemiius. Ein Beitrag zur Geschichte der griech- 
ischen Philosophie und Astrologie von PRANZ BOLL, Dr. phil. Be- 
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sonderer Abdruck aus dem 21. Supplementbande der Jahrbücher 
fiir klassische Philologie. Leipzig 1894. B. G. Teubner. S. 51 
bis 214. 

Wiihrend bisher C l a u  d i u s P t 01 em iiu s mcistens in  der Geschichte 
der Astronomie, daneben in der Geschichte der Physik, der Geographie, 
der Mathematik eine Rolle spielte, in der Geschichte der Philosophie da- 
gegen kaum genannt wurde, wahrend seinem Auftreten in  der Geschichte 
der Ast,rologie vollends, soweit eine solchc überhaupt existirt, die Re- 
rechtigungsfrage im Wege stand, hat  Herr B o l l  gerade diese Seiten seiner 
Thiitigkeit zum Gegenstand gründlicher Studicn gemacht, welche zu der 
von ihm geplanten Ausgabe der Tetrabiblos unentbehrlich waren, und deren 
Veroffentlichung jetzt zum Voiaus Leser fü r  dieses Werk vorbereiten und 
werben wird , wenn nicht soll. Herr  Boll hat zunachst die Lebensgeçchichte 
des Ptolemiius in gesicherte Grenzen einzuschliessen gesucht, indem er es 
von 100- 178 ansetzte. Ein arabischer Schwatzer giebt ausdrücklich an, 
Ptolemius sei 78 Jahre ait geworden, und Herr Boll meint, wenn auch nicht 
dern librigen, was dort von ihm erzahlt wird, doch dieser nüchternen 
Zahlenangalie vertrauen zu durfeu, und er mag darin u m  so eher Recht 
haben, als er den Ursprung des anekdotischen Beimerkes erlrliirt. I m  
zweiten Jahrhundert war die Ptiysiognornik ein Lieblingsgegenvtand griech- 
ischer Schriftsteller, und dern, der aus den GesichtszIigen auf die ihm 
unbeksnnteu Geistesgaben ihres Tragers schliesst, liegt es sehr nahe, zu 
dern ihm bekannteu inneren Menschen, wenn wir BO sagen dürfen, den 
entsprechenden ausseren Uensclien nach freier Erfindung zu bilden. War  
solches der Fal l ,  und rückt dadurch die Entstehuug der Personalbesclireibung 
des Ptolemiins weit hinauf, so gewinnt zwar sie natürlich nicht, aber die mit 
ihr verbundene Altersangabe an Glaubwürdigkeit. Die Heimath des Ptole- 
maus nimmt EIerr Bo11 mit T h e o d o r o s  M e l i t e n i o t e s  in Ptolemais an. 
Als die Ileihenfolge seiner Schriften ergiebt sich 1. der Almagest, 2. die 
Tetrabiblos, 3. die Geographie. Die anderen Schriften müssen dazwischen 
eingeschoben werden, so z. B. die kleine Schrift von der erkennenden Kraft 
und dem wiehtigsten Seelenvermtigen, 7cepl x e ~ t y g i o u  nul ~ y r p o v r x ~ v ,  ver- 
muthlich zwischen 1. und 2. Das philosophische Glaubensbekenntniss des 
Ptolemius kennxeichnet jhn als einen Eklektiker von peripatetischer Grund- 
richtung , welche aber durch mittelstoische Einwirkung , haupts%chlich der 
Schriften dos P o s i  d o  n i o  s v o n  R h  o d o s ,  eine wesentliche Verschiebung 
erlitt. Diese Auffassung, verbunden mit der angegebenen Reihenfolge 
der ptolemaischen Schriften, l6st alle Zweifcl an der Echtheit der Tctra- 
biblos und erklërt deren Ridersprüche mit der jlingeren Geographie. I n  
diesen Studieu, welchen wir in unserer Werthschtitaung gern einen Platx 
neben H e i b e r g ' s  Archimedstudien und Euklidvtudien einraumen , hat 
Herr Uoll tiberall nur griechische Texte benutat. Wir hoffen, er werde 
in seiner Ausgabe der Tetrabiblos gleichfalls Heiberg nls Muster nehmen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



und durch Beigabe einer Uebersetziing denjenigen Benutzern zu Hilfe 
kommen, die das Griechische nicht ganz gelzufig lesen. CANTOR. 

Jamblichi in N i c ~ m a c h i  arithmeticam introductionem liber. Ad fidem 
codicis Florentini edidit HERMENEOILDUS PISTELLI. Leipzig 1894. 
B. G. Teubner. IX,  195 S. 

Seit Tennulius 1668 den Commentar des Jamblichus zur Arithmetik 
des Nicomaclius im Drucke heraiisgab, war man fiir die Kenntniss des 
geschichtlich michtigen Buches einzig auf jenen Druck angewiesen. Tor 
seiner SchnCrkelschrift, welcha die verschiedensten Buchstaben - Zusammen- 
ziehungen liebte, und von melcher das XVII. Jahrhundert entztickt war, 
mag manchem neueren Leser ein Graiien entstanden sein, und hatte man 
ciieses überwunden, so kam ein nenes Grauen über Einen durch den Zu- 
stand des Textes, der vielfach unverstiindlich erschien. Herr  Pistelli hat 
nun endlich nach einer Plorentiner Handschrift eine jener handlichen, sauber 
gedrucktcn Ausgaben hergestollt, welche die Bibliotheca Teuhneriana bilden, 
und welche auf dem besten Wege sind, aIIe anderen Ausgabeu zu ver- 
drangen. Die Florentiner Handschrift ist  nun freilich selbst niclit ganz 
fehlerlos und bedurfte mancher C'orrecturen, welche, wie immer in einem 
solchen Balle, mehr oder weniger als Vermuthungen aufzufassen sind, 
Dieselben gehoren theils dem Herausgeber, theils Herrn Vitelli, theils ins- 
besondere Herrn Heiberg a n ,  welche heide letzteren Herrcn das Elrgebniss 
ihrer Untersuchungen dem Herausgeber in  uneigenntitzigster Weise zor 
Verfügung stellten. Wir  bedailern nur  mit Herrn Pistelli, dass er diese 
werthvollen Beitrage erst erhielt, als der grCsste Theil des Buches schon 
gedruckt war, so dass nahezu drei Seiten vol1 Verbesser i ingsvorschl~n 
der Vorrede einverleibt werden mussten. Eine lateinische Uebersetzung ist 
dem griechischen Texte nicht bejgegeben. Ein ausflihrlichos Wortverzeich- 
niss firidet sich am Schlusse. CANTOR. 

Abhandlungen a b e r  Variationsrechnung. Erster Theil: Abhandlungen 
von Joh. Bernoulli (1696), Jac. Rernoulli (1697) und Leonhard 
Euler (1744). Zweiten Theil: Abhandlungen von Lagrange (1762, 
1770), Legendre (1 786) und Jacobi (1837). Herausgegeben von 
P. STXCKEL. 144 und 110 S. Leipzig 1894. W. Engelmann. 

Die von Herrn S t a  c k e 1 ins Deutscho tibersctzten, beziehungswcise 
in der deutscben Ursprache neuerdings m m  Abdruck gebrachten Abhand- 
lungen bilden dan 46. und 47. Heft. von ,,Ostwald's Klnssikern der exacten 
Wissenschaftenu. Es  war nicht ganz leicht, unter den grosseren und 
kleineren Abhandlungen , die ziir Aushildiing der sogenannten Variations- 
rechnurig fülirten, diejenigen auszuwiihlen, welche man weglassen durfte, 
ohne dem Bilde der Entwicklung jenes Kapitels der Infinitesimalrechnung 
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einen ihm wesentlichen Strich zu rauben. Andrerseits würde ein Abdruck 
alles dessen, was in  dieser Richtung vorhanden i s t ,  allzu umfangreich ge- 
norden sein. IIerr St%ckel, ein jüngerer Mathematiker, der durch Ver- 
offentlichungen in Crclle's JournalU und in den , Berichten der Sikhsischen 
Gesellschaft der WissenschaftenU seine doppelte Begabiing zu eigentlich 
rnathematischen wie zu geschichtliçhen Arbeiten an den Tag gelegt hat, 
scheint das Richtige getroffen zu haben. J o h .  B e r n o u  l l i ' s  Aufgabe der 
Brachistochrone und das von J ac.  B e r n  o u l l i  als Gegenaufgabe gestellte 
isoperimetrische Problem durften nicht fehlen. Wichtig war J a c .  B e r - 
noul l i ' s  Aufiindung der Brachistochrone, weil in  ihr das Princip zuerst 
ausgesprochen wurde, eine Curve, welche als Ganzes gewisse Xaximal- 
bedingungen erfülle, müsse auch in ihren kleinsten Theilen die gleiche 
Eigenschaft besitzen. Die spateren Aufsatze beider Bernoulli durften fehlen, 
weil mue Grundgedaiiken der Variationsrechriung in ihnen nicht enthalten 
sind. E u l e r ' s  Methodzcs invsriefidi etc. zeigte dann zuerst, dass das 
Bernoulli'sche Princip nicht ausnahmslos gelte. L a g r  a n g e  gab Namen 
und Algorithmus der Variationsrechnunp und damit die analytische Form 
dessen, was bis dahiu eine Auflosung geometrischer Aufgabeu gewesen 
nar. L e g e n d r e  suchte analytische Kriterien daftir, ob ein Maximum 
oder ein Minimum stattfinde und leistete dadurch innerhalb der Variations- 
rechnung dasjenige, was L e i b n i z 1684 ftir die gewohnlichen Naxima 
und Ninima geleistet hatte. J a c O b i endlich lehrte die zweite Variation 
genauer untersuchen und ergxnzte Legendre's Versuch. Das Sind die 
Arbeiten, welche in den beiden Heften vereinigt sind. CANTOR. 

BeitrClge zur Darstel lung des Bernoulli'schen Theorems, der Cfamma- 
fnnction und des Laplace'schen Integrals.  Inaugural- Dissertation 
zur Erlangung der Doctormürde der hohen pliilosophischen Facultat 
der Universitiit Bern. Vorgelegt von JOHANN EGGENBERGER aus 
Grabs (St. Oallen) [Separatabdruck aus den Mittheilungen der Natur- 
forschenden Gesellschaft in  Bern für das Jahr  18931. 72 S. 

* 
J a c o b  13 e r  n o u l l i ' s  Am comjectalzdi geh6rt auch in dem unfertigen 

Zustande, in  welchem der Verfasser sie zurückliess, zu den gliinzendsten 
Schtipfungcn des menschlichen Geietes und übt gewiss einen tiefgehenden 
Eindruck aiif Jeden,  der sie zu studiren unternimmt. Bahnbrechend für  
die Lehre von der Wahracheinlichkeit a posteriori, welcher Bernoulli ihren 
Namen beilegte, ist  die Muthmassungskunst auch eine Fundgrube für ana- 
lytische Wahrheiten , die Lei den Wahrsçheinliçhkeits - Unteruucliungen zu 
Tage gefordert wurden. Das haheu Gelehrte, wie D e  Mo i v r e ,  wie S t i r -  
l i n g ,  wie L a p l a c e  deutlich erkannt. Ein junger Schweizer, Dr. E g g e i i -  
b e r g e r ,  hat,  aufgefordert durch seinen Lehrer, Herrn Prof. J. A. G r a f  
iu Bern, die Ars conjectandi wie die spzteren auf ihr fortbauenden Arbeiteii 
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genauer Durchsicht unterworfen, und das Ergebniss dieser Forschung ist 
die uns vorliegende Doctordissertation. Wir  stehen nicht an,  sie als eine 
sorgsame und empfehlenswerthe Arbeit zu bezeichnen, mit deren Hilfe eiii 
Leser sich über das allm2hliche Entstehen des Gesetzes der grossen Zahlen, 
über dessen Reweis, über die darnit im Zusammenhang stehendcn Kapitel 
aus der Lehre von den bestimmten Integralen, eine leichte und gründliche 
Kenntniss verschaffen kann. CANTOR. 

Euclidis Opera omnia ediderunt J. L. HEIBERG et H. MENGE. Vol. VII. 
Euclidis Optica , opticorum recensio Theonis , catoptrica , cum scholiis 
antiquis edidit J. L. HEIBERG. Leipzig 1895. B. G. Teubner. Lir ,  
362 S. 

Schon in den Euklidstudien von 1882 hat Herr Heiberg aus einem 
Wiener Codex den Text der Euklidischen Optik zum Abdrucke gebracht, 
bat er tiberdies die Frage nach der Echtheit dieeer Schrift in ErwLigung 
gezogen, nachdem die Thatsache, dass Euklid Optisches verfasste, dnrch 
Zeugnisse des Proklou, des Marinos, des Theodoros Netochita (um 1300) 
gesichert erschien. Inzwischen hat Herr  Heiberg sich mit Herrn Mengc 
zur Anfertigung einer vollstiiudigen Euklidausgabe vereinigt. Die fünf ersten 
Bande enthalten bekanntlich die Elemente. Der sechste noch nicht er- 
schienene Band wird die Daten bringen. Der siebente Band hat jeriem 
den Rang abgelanfen und vereinigt Euklid's Optik, eine Ansgabe derselben 
Schrift durch Theon von Alexandria, alte Scholien und eine Katoptrik. Der 
Optik ist eine jedenfalls im XIV. Jahrhunderte schon vorhandene laheinische 
Uebersetzung beigegeben. Dieselbe stammt unmittelbar aus dem Griechischen, 
arabische Rearbeitungen der Optik sind üherhaupt noch nicht nachgewiesen. 
Aber auch die Originalausgabe der Euklidischen Optik, wenn wir so sngen 
titirfen, war weder im Urtexte, noch in der lateinischen Uebersetxung ge- 
druckt. Gedruckt wurde dagegen wiederholt seit dem XVI. Jahrhunderts 
eine spiitere Bearbeitung. Es war,  wie man einer Pariser Haudschrift glaub- 
haft entnommen ha t ,  die Niederschrift einer Vorlesung über Euklid's Optik, 
welche einst Theon von Alexandria hielt, und unter diesen Namen hat 
Herr Heiberg sie neu abdrucken lassen. Sowohl der Wiener Codex der 
wirklichen Optik, als die zahlreicheren Handschriften von Theon's Vor- 
lesungsheft sind mit alten Erliiuterungen versehen, und auch sie sind in 
den uns vorliegenden Rand aufgenommcn. Eine TJebersctzung ist ihnen 
nicht beigegeben. Die Theon'sche Bearbeitung ist am besten in einem 
Vaticancodex des X. Jahrhundert's erhalten, und tlcr gleiche Codex tiber- 
liefert auch eine Katoptrik nebst Scholien zu derselben. Sie sind ebeufalls 
der neuen Ausgabc cinverlcibt. Gch6rt die Katoptrik Euklid an? Hat 
Euklid überhaupt eine Katoptrik verfasst? l Ierr  IIeiberg ist geneigt, beide 
Fragen zii verneinen. Eino Katoptrik war allcrdings zu Euklid's Zeiten 
rorhauden, findet sie doch in der Optik S. 30 lin. 3 mit den Worten dç 
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h toïç Katoxrq~xoi~ A É Y E T U L  RrwBhnung , aber Herr Heiberg meint, in dieser 
Form k6nne ebensogut die Schrift eines anderen Verfassers, als eine eigene 
gcnennt sein. Wir  theilen diose Ansicht vollkommen und verweisen zum 
Vergleiche auf die von Archimed erwiihnten ~ r o r ~ € i a  x w i l ~ x k ,  welche von 
Euklid herrlihren dürfton. Die im erwzhnten Vaticaucodcx, abcr such in 
anderen IIandschriften erhaltene Katoptrik nimmt Herr  Heiberg für Theon 
in Anspruch, der allerdings nur den Inhalt alter Schriften in eine neue 
Fora goss. Ob Archimed, der eine Katoptrik geschrieben hahen muss, ob 
Heron, ob noch andere Sçhriftsteller von Sheon benutzt wurden, bleibt 
zweifelhaft. Dieses der Inhalt des VII .  Bandes der Euklidausgabe. Ueber 
die Textherstellung rechten oder auch nur berichten xu wollen, ware eine 
Anmassung, vor der wir uns zu htiten wissen. CANTOR. 

Die Arithmetik des Magisters  Georgius de Hungar ia  aus  dem J a h r e  1499. 
Herausgegeben von COLOMAN V. SZILY und AUGUST HELLER. Separat- 
abdruck aus den mathematischen und naturwissenschaftlichen Berichten 
sus Ungarn. Rd. XII. Budapest und Berlin 1894. 

Ilerr Plrp a d  I I e l l e  b r a n  t ,  Unterbibliothekar der Ungarischen Akade- 
mie der Wissenschaften, war der Wiederauffinder des in der Uebersçhrift 
genannten Druckwerkes. E r  entdeckte dasselbe in einem Sammelhande der 
Hamburger Stadtbibliothek, und Herr C o l o m a n  v o n  S z i l y  war am 
16. October 1893 in der Lage, das Original in  einer Akademiesitzung in 
Budapest vorzulegen. E r  sprach damals schon Vermuthungen über den 
Druckort der Arithmetik aus, und die Akademie beauftragte ihn, in Gemein- 
schaft mit Herrn A u  g u s t H e  I l  e r , einen Neudruck der Arithrnetik zu be- 
sorgen und der Personlichkeit des Verfassers nachzusptiren. Ueber den 
Vollzug dieses Auftrages konnte am 10. Juni  1894 berichtet werden. Das 
Ergebnisrt ist im Wesentlichen folgcndes. Die Arithmet,ik von 1499 ist mit 
hochster Wahrscheinlichkeit in  Holland verfasst und gedruckt und zwar 
letzteres i n  der Druckerei des St .  Michaelklosters bei Schoonhoven. Der 
Verfasser, U a g i s  t e r  G e o r  g v o n  U n g a r n  , muss Unterricht bei einem der 
bpanischen Sprache mschtigen Lehrer gehabt haben, und es liegt nahe, an 
S a n c h e z  C i r  u e l o  zu denken, der am Ende des XV. Jahrhunderts in  Paris 
lehrte, und der die WOrter cuento und millon flir 106 und 1012 benutzte, 
wie  die Arithmetik von 1499 es thut. Magister Georg empfahl seine Schrift 
mit besonderer Warrne den Theologen, und man hat daraus geschlossen, 
er werde dem gleichen Stande angehort haben, vielleicht mit einem Domini- 
caner Georgius Hungarus identificirt werden müssen, von welchem eine 
handschriftlichc Arbeit über die Religion der Türken in Rom aufbewahrt 
nird. Die Arithmetik selbst zerfallt in drei Bücher , deren erstes die ciamals 
übliclien neun Rechnungsarten mit der Feder lehrl;  das xweite Buch Iasst 
die Rechnungen mit Hilfe von liechenmarken ausführen; das dritte Buch 
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lGst Aufgaben der Regeldetri. Wesentlich neues findet sich in dem Werk- 
chen nicht,  aber es ist ebensowenig einer bekannten alteren Schrift voll- 
st,andig nachgebildet. -- CANTOR. 

Georg Phi l ipp Harsdorfer als rna themat i s~he~  und naturphilosophisclicr 
Schriftsteller. Von Prof. K. RUDEL (Sonderabdruck aus der Fesb- 
schrift des Pegnesischen Rlumenordens S. 301- 403). Niirnberg 1894. 
Druck von J. L. Stich. 

Im X. Bando der Allgemcinen Deutschen Biographie hat  Herr W. Crei- 
zenach (S. 644-646) das schriftstellerisch ungemein reich erftillte Leben 
des Nürnberger Rathsherrn Georg Philipp Harsdorfer geschildert, der sich 
in weiteren Kreisen besonders durch acht Bande Gesprachspiele (1642 bis 
1649) bekannt gemacht hat ,  und der 1 6 4 4  den Blumenorden an der Peg- 
nitz stiftete. Dieser Orden besteht bis auf den heutigen Tag und hat 1894 
durch eino umfangroicho Festschrift die 250. Wiedcrlrehr soincr (I-ründung 
und ihren Gründer gefeiert. Herr Rudel hat dabei die Aufgabe tiber. 
nommen, Georg Philipp Harsdorfer als mathematischen und naturphilo- 
sophischen Schriftsteller zu feiern , und ehrlich gesagt, heneiden wir ihn 
darum nicht. Harsdorfer war ein ungemein belesener Mann. Man koiinte 
ihn mit Wagner im Goethe'schen Faust vergleichen und ihm die Worte in  
den Mund legen: Zwar weiss ich viel, dooh m6cht' ich Alles wisüen. Die 
Wissbegier war auch von einem entsprechenden MittheilungsbedUrfniss be- 
gleitet. Nur schade, dasv ihm zur gehorigen Verdauung des unterschiedlos 
in  sich Aufgenommenen die Zeit nicht ausreichte, beziehungsweise dass sr 
die Zeit dazu sich nicht gonute. Harudorfer giebt uns,  darin hat Herr Rudel 
in  seinen Schlussworten ganz Recht, ein getreues Bild der durchschnittlich 
zu seiner Zeit tiblich gewordenen Anschauungen, aber damit ist es auch 
fertig. Mathematisch zu denken scheint e r  nicht fiihig gewesen zu sein! 
und mit Daniel Schwenter vollends, xu dessen Erquickstunden er einsu 
II. und III. Band 1631 und 1653  ver6ffentlichte1 ist er nicht entfernt 
gleichwerthig. Was bei Harsdorfer von mathematischen Angaben richtig 
ist, das hat er zweifellos abgeschrieben, und meistens konnen wir die be- 
nutzten Schriftsteller nachweisen, wozu er übrigens durch deren Nonnung 
fast immer den Weg zeigt. Einmal versagt unsere Quellenkenntniss. Sei 
ein regelmiissiges Sechseck gegebon, dessen Seiten der Reihe nach 1 ,  2 ,  3, 
4 ,  5 ,  6 heissen sollen, wo also 1 und 4 ,  2 und 5, 3 und 6 einander 
parallel sind. Durchschnittspunkte bezeichnen wir durch zwei Zahlen, so 
dass 12 den Durchschnittspunkt von 1 mit 2 bedeutet. Wird nun über 1 
ein gleichseitiges Dreieck nach suvsen errichtet, und verbindct man desscn 
Spitze mit 34 und 45, so zerlegen diese Hilfslinien die 1 in drei gleiche 
Theilc. Der Beweis, dcn Harsdorfer nicht bringt,  wie es in der Gewohn- 
heit von Büchern im Charakter der Erquickstunden lag,  den aber auch 
Herr  Budel bcizufügen untcrlasseii h a t ,  ist am Einfachsten so zu Eühren: 
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Man verlangere 2,  4 ,  6 nach beiden Seiten, so entsteht ein grosses gleich- 
seitiges Dreieck, dessen Seiteu aus je drei Sechseüksseiten bestehen, und 
desâen Spitze 26 zugleich die Spitze des liber 1 nach aussen erricliteteu 
gleichseitigen Dreiecks ist. Die von Harsdorfer augegebenen Eiilfslinieu 
dritttheilen die Grundlinie des grossen Dreiecks, also anch die ihr parallele 
Secheeckseite 1. Von wem mag die htibsche Construction sein'? 

-- CANTOR. 

Ueber die parabolische Spirale ,  eine Monographie von Dr. G. D. E. WEYER, 
Geheimrath und Professor in Kiel. Kiel und Leipzig 1894. Verlag 
von Lipsiiis & Sischer. 36 S. 

Die kleine Untersuchung hat  eine doppelte Bedeutung. Einmal wendet 
sie die Formelu der Differential- und Iritegralrechliung auf eiue Curve an, 
welche in den bekannteren Lehrbüchern kaum jemals als Beispiel gewahlt 
ist, wo eolche erforderlich sind. Zum zweiten aber will Herr Weyer eine 
merkwtirdige Eigenschaft dieser Curve in  das Gedkhtniss zurückrnfen, 

so sehr in Vergessenheit gerathen is t ,  dass f ie  ,,nicht einrnal iu 
der Geschichte der Mathematik erwahnt, wirdY, wie die Vorredo sich aus- 
drückt. IIerr Weyer ist  zu dieser Anklage, von welcher auch Ileferent 
sicli getroffen fühlt, vollkommen berechtigt, und wir weisen auf seine 
Abhandlung mit dem Bewusstsein hin,  dass es uns sehr nützlich gewesen 
wire, sie kennen zu lernen, bevor die erste Abtheilung des III .  Bandes 
unserer Vorles. d. Gesch. d. Mathem. im Drucke erschien. Dort fehlt gleich- 
falls jede Notiz über eiue Eutdeckung Jacob Bernoull i '~ ,  welche im Januar- 
heft 1691 der Acta Eruditorum enthalten, von ihrem Urheber in die Worte 
gekleidet worden ist: urzde palet quod in curvis etiam illis, quac recti- 
ficationern nondum acccperufit , nonfiurquam partes aequales dissimilares 
assignari possunt. Die Eigenschaft also, dass Bogenstücke einer und der- 
selbcn Curve , welcho der gcnauen Rectificirbarkcit sich entzietien, und 
welche einander keineswegs iihnlich sehen, doch als genau gleich lüug be- 
wiesen werden konnen, geh6rt auch Bernoulli's parabolischer Spiralo an 
und wurde vie1 früher von ihm vertjffentlicht, als Fagnano die entsprecheude 
Eigenschaft der Lemniscate bekannt machte. CANTOK. 

Anmerkungen und Zusatze zur  Entwerfung der  L a n d -  und  Himmels- 
kar ten  von J. H. LAMBERT (1772). Ueber Kartenprojection. Ab- 
handlungen von LAGRANGE (1779) und Gauss (1822). IIeraus- 
gegebeu von A. WANGERIN [Ostwald's Klassiker der exacten Wissen- 
schaften Nr. 54 2nd 553. Leipzig 1894 bei Wilhelm Engelmann. 
96 und 102 Seiten. 

Seit die Behandlung complexer Verfinderlicher und solche euthaltender 
Aiiscirücke eicen besonderen Zweig der Mathernatik bildet und als Functionen- 

1 l ia t . l i t .  Abth. d. 2oitsclir.f. Math. u. Phys 40. Jahrg. 1835. 4.IIeft. 11 
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theorie benannt wird, hat auch die Lehre von den Abbildungen sich we~ent- 
lich verandert. Die praktische Aufgabe ist mehr und mehr in  den Hinter- 
grund getreten , die theoretisch - mathematische Auffassung hat sie zurück- 
gedrangt. Wie diese Veranderung allmiihlich eintreten konnte, wenn niclit 
musste, zeigt am deutlichsten die Vergleichung der drei berühmten Arbeiten 
von L a m b e r t ,  L a g r a n g e ,  G a u s s ,  welche Herr W a n g e r i n  in zwei 
aufeinander folgenden Blnclchen der bekannieu Sarnrnlung von Klassikern 
der exacten Wissenschaften neuerdings herausgegeben und mit Anmerkungen 
verselien hat. Die Lagrange'sche Abhandlung - eigeutlich Abhaudlungeu, 
denn formel1 zerfallt sie in zwei Aufsatze - musste überdies ans dem 
Franztisischen übersetat werden. Wihrend bei Lambert nur vorübergeliend 
im 5 73 die imaginlire Einheit auftritt ,  iind der Verfasser Sich beinahe ent- 
schiildigt, hier von einer Mittheilung Lagrange's Gebrauch zu machen, stützt 
sich bei Lagrnnge selbst die Intcgrat,ion der Different,ialgleichung , welche 
Lambert durch Reihcnentwickelung vollzog, wesentliçh auf die Anweriduiig 
des Imaginaren. Mit ihrer Hilfe gewinnt er fiir die Kartographie braiich- 
bare Pormeln. Gauss endlich behandelt die Aufgabe ausschliesslich als eine 
mathematische; e j  ist fast Zufall, dass die Kwtograpliie seine Rrgehniase 
verwerthen kann;  der in unseren ersten Worten augedeutete Uebergang 
hnt sich vollzogcn. CANTOR. 

Kri t isch-his tor ische Untersuchung über die Theorie der  Gammafunction 
und Euler 'schen Integrale .  Von Dr. IIAXS SCHENKCL. Uster- 
Zürich 1894. 67 S. 

Der Verfasser hat sich in  dieser Promationsschrift die aus dem Tite1 
mit geuügcnder Deutlichkeit zu entnehmende Aufgabe gestellt, über die 
Forschungen zu berichten , welche die sogenannten Gammafunctionen zu 
den fast bekanntesten Transcendenten gemacht haben. Dass auf G7 Seiten 
eine Vollstandigkeit in dieser Bexiehung unmtiglich erreicht werden konnte, 
ist klar. Andererseits fchlt aber in H. Schenkel's Zusammenstcllung kaine 
der wichtigeren Arbeiten. Die Vorarlieiten S t i r l i n g ' s  kurz erwahnend, 
verweilt er bei E u l e r ,  bei G a u s s ,  bei L e g e n d r e ,  welche jene T r a m  
cendente so eigectlich geschaffen haben. In  einem zaeiten Ahschnitte sind 
die Schriftsteller bchandclt, welche dem von Legendre gebahntcn Wege 
folgten. C a u c h y  und B i n e t ,  D i r i c h l e t  und S e r r e t ,  B o u r g u e t ,  
S a a l s c h ü t z ,  P o c h h a m m e r  treten hier auf ,  und ihneii bcigescllt, Hankel  
und P r  i n g  s h e i m ,  wenn auch deren Abhandlungen als an Gauss sich 
anschliesnend unscres Dafürhaltens besser in den dritten Absclinitt gepasst 
hatten, welcher mit Arbeiten über Pacultiten sich beschxftigt. K r a m p ,  
daun W e i e r  s t r a s  s ,  sind die hier mit Recht vorkgmrnenden Kamen. Wenn 
P r y m ' s  wichtige Untersuchungen als Schluss der Dissertation erortert 
werden mollten, 80 liaben wir Nichts dagegen einzuwenden, nur passen sie 
freilich uicht in den clritten Abschnitt. Wir gebeii Geilicli gern zu, dasc 
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es recht schwer sein mochte, den Stoff inhaltlich und chronologisch so zu 
gliedern, dass bciden Eiiitheilungsgründeii ihr Recht blieb, und dio Ucber- 
sichtlichkeit nicht verloren ging. CANTOR. 

Lazare-Nicolas - Margueri te  Carnot ,  sein Leben und sein Wirken nach den 
Quellen dargestellt von Dr. K. FINIT, Professor an der Ilealanstalt 
zu Tübingen. Tübingen 1.894. Bei der H. Laupp'sche Buchhand- 
lung. 128 S. 

Der Verfasser, welcher 1890 mit einem verfrühten und deshalb ver- 
unglückten Versuche den mathematisch- historischen Boden betrat , liat 
in den fünf seitdem verflossenen Jahren ungeheuer hinzugelernt. Wir  haben 
unu dessen schon bei den 1892 und 1893 in dem ,Correupondenzblalt für 
Gelehrten- und Realschnlen WürtembergsY erschienenen Abhandlungen über 
M o n g e  und D u p i n  erfreuen dürfeu, die neueste Arlieit über C a r n o t  ver- 
uiehrt den damals erhaltenen guten Eindruck. Es ist Schade, dass die drei 
Abhandlungen , die eigentlich zusammengehoren , nicht auch vereinigt ab- 
gedruckt, sind. Rilden doch, wenn man Verwandtschaft und Lehrverhiiltniss 
gleichsetzen darf,  Xonge , Carnot, Dupin eine Gelehttenfamilie aus drei 
aufeinander'folgenden Pers6nlichkeiten, gewissermassen Vater,  Solin, Enkel. 
Und wie die drei Manner zusammengehoren in ihren geometrischen Leistungen, 
so gehoren sie zusammen durch ihr Vaterland, durch die allerdings in den 
wechselvollen Schicksalen ihres Vaterlandes bedingte Thatsache , dass sie 
al10 drci Miinner von grossem politischen Einflusse waren, ans der Studir- 
stube des Geometers hinaustretend in die Wirren des 6ffentlichen Lebens, 
riicht ohne den Weg auch wieder zurückzufinden. Herr F i n k  hat seine 
Abhandlung naturgemass in  zwei Abtheilungen zerfallen lassen. In der 
ersten oühildert er den B U r g e r  C a r n o t ,  und man merkt es i h u  a u ,  dass 
eine lielievolle Hand die Feder flihrte, j a ,  man gewinnt mit ihm den 
Neuschen lieb, der fleckenreiner dasteht , als die meisten seiner Zeit- 
und Landesgenossen. In der zweiten, um die Halfte langeren Abtheilung 
tritt uns der G e l e h r t e  C a r n o t  gegenüber. Herr Fink hat  namentlich 
dic Ge'ometrie de position, aber auch dio andcren Werke Carnot's getreu 
analysirt, so dass nian aus seinem Berichte ein genügendes Bild jener be- 
deutenden Arbeiten erhiilt. Eine Würdigung derselben unter dem Tite1 
C a r n o t ' s  w i s s e n s c h a f t l i c h e  B e d e n t u n g  beschliesst die sehr lesens- 
werthe Schrift, die wir deshalb unseren Lesern warm empfohlen haben 
wollen. 

- - -  - CANTOR. 

Festschrift zur Feie r  des 25jiihrigen Bestehens der Gesellschaft ehe- 
maliger Studirender der Eidgenossischen polytechnischen Schule in  
Züriüh. Den Ehrenmitgliedern und Mitgliedern der G. e. P. gewidmet 

11 * 
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vom Vorstande. Zürich 1894. Hofer & Burger , graphische Anutalt. 
X ,  174 S. 

Das Eidgenossische Polytechnikum in Zürich wurde am 16. October 1855 
eroffnet. E s  hatte schon 13 Jahre bestanden, als im Herbst 1868 der 
Gedanke laut wurde, eine Gesellschaft ehemaliger Polytechniker (G. e. P.) 
zu gründen, und am 10. Juni  1869 wurdc der Gedanke zur That. Die 
25 Jahre ihres Bestehens, auf welche die Gesellschaft im Sommer 1894 
zurückblicken durfte, sind demnach nicht idontisch mit der Lebcnsdauer 
des Polytechnikums selbst, aber die Beziehungen zwischen der Anslalt und 
den Schülern, welche sie ausbildete, sind so e n g ,  und der Zeitpuukt, von 
melchem an die Ausbildung der alteren SchIiler begann, geht so weit 
zurück, dass die Festschrift, durch welche der Vereinsvorstand die Mit- 
glieder erfreute, ebensowohl eine Gescliichte des Polytechnikums als der 
(1. e. 1'. in trefflicli ausgeführteu Photographien und biographischen NoLizen 
darstellt. Viele von den abgebildeten Lehrern und Schülern der Anstalt 
sind noch am Leben, die Weuigsteu wirken noch an derselben. Sie war 
für  Viele nur ein Durchgangspunkt, für so Viele, dass kaum eine Boch- 
schule in Deutschland namhaft gemacht werden kann ,  die sich nicht einen 
oder auch mehrere-ihrer Lehrer unniittelbar oder mittelbar aus Zürich ge- 
holt hatte. Um so zahlreicher sind dementsprechend die Personlichkeiten, 
für welche die Festschrift ein liebes Andenken seiu wird. Die Ausstattiing 
lüsst keiner Bemangelung Raum und rnacht der ausführenden Anstalt die 
grosste Ehre. CANTUK. 

Oeuvres de F e r m a t ,  publiées par les soins de MN. PAUL TANNEKY et 
CHARLES HENRY. Tome 11. Paris 1894. Gauthier-Villars et fils. 

Ueber den Plan und den ersten Band dieser Ausgaba ist in dieser 
Zeitschrift bereits berichtet. Der vorliegende zweite Band giebt in  chrono- 
logischer Anordnuug die Correspondeux F e r  ni a t ' s  und zwar 98 Briefe 
oder Auszüge aus Briefen F e  r rn a t 's und 31 an F e r  m a t direct oder durch 
Zwischenpersonen gerichtete Briefe von D e s c a r t e s ,  R O b e r  v a l ,  P a s c a l ,  
D i g b  y u. A. Von diesen Schriftstücken sind 46 aus der V a r i a  O p e  i a ,  
3 aus dem C o m m e r c i u m  E p i s t o l i c u m  von W a l l i s ,  22 aus der von 
C l e r s e l i e r  vertZFentlicbten C o r r e s p o n d a n c e  d e  D e s c a r t e s ,  7 mis den 
O e u v r e s  d e  P a s c a l ,  10 aus der C o r r e s p o n d a n c e  d e  H u y g e n s  ab- 
gedruckt, 34 werden zum ersten Mal aus den Handschriften veroffentlicht. 
Von den bereits früher gedruckten sind 3 handschriftlich e r g h z t ,  uZmlich 
die Rricfo V I ,  XXXVlTI bis (in der ileuen Numerirung) der V a r i a  Opera  
und XXVI der C o r r e s p o n d a n c e  d e  D e s c a r t e s .  

Die Rerausgeber haben auch bei diesem Bande die grosste Sorgfalt 
darauf verwendet, einen moglichst correcten Tex1 zu geben. Ich habe bis 
jetzt nur einen Druckfehler gefunden: S. 180 in  der letzten Zeile von 
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d e n  muss es 3 -/a statt  3 - J18 heissen. Da das vorhandene hand- 
schriftliche Material nicht ausreicht, F e r m a t ' s  franzosische Orthographie 
wieder heraustellen, so ist principiell die Orthographie des 18. Jahrhiinderts 
angewandt; nur die wenigen Autographen selbst sind genau reproducirt. 

Auf Grund der jetxt vorliegenden correspond en^ wird es swar nicht 
moglich sein, F e r  m a t ' s  Beweismethoden , deren Verlust noch heute beklagt 
wird, im Einzelnen wieder lierzustellen; aber den geistigen Entwickelungs- 
gang àieses Mathematikers, vielleicht des grossten, den Frankreich hervor- 
gebiacht ha t ,  wcrden die Briefe, dank der sorgfsltigen, von den Tleraus- 
gebern mehrfach corrigirten Datirung , leicht verfolgen lassen. Hoffentlich 
findot die Mütie, welche die Herausgeber auf die Arbeit verweudet haben, 
bald die einzige ihrer wiirdige Belohnung: eine eingehende Darstelluiig 
der wissenschaftlichen Leistungen F e r m a t ' s  in ihrer allm~hlichen Ent- 
wickelung. 

Was nun die einzelnen Briefe betrifft, so fesseln natürlich die jetzt 
zum ersten Male verijffentlichten unsere Aufmerksanikeit Rm ineistel. Es 
ist hier ganz unmoglich, sie alle zu besprecheu; es sei nur gestattet,  au3 
den wicbtigeren Einiges mitzutheilen: 

Die Briefe XXXVII und XXXVIII ME beziehexi sich auf die Auf- 
losung von Gleichungen und lehren (in moderner Ausdrucksweise) Folgendes: 
Wenn x = a eine Wurzel der Gleichung nten Grades f (x) = O is t ,  so hat 
man uicht die haufig unbeqiieme Division von f(x) durch x - a zu voll- 
ftîhren, um die Gleichung (n - 1)ten Grades zu erhalten , welche die übrigeii 
Wurzeln von f ( x )  = 0 su Wurzeln ha t ,  sondern man hat x = y + cc zu 
substitiiiren und in dem Resultat den Factor y zu unterdrücken. Dadurch 
erhBlt man eine Gleichung ( m  - 1 ) t o ~  Grades in y ,  deren Wurzeln, jede um 
a vermehrt, die übrigen Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. Beson- 
deres Gewicht legt F e r m a t  auf die Sache nicht; sie erleichtere blos die 
Rechnung. 

In dem Driefe XLIII vom Jahre 1640 wird zum ersten Male der spater 
von E u l e r  als unrichtig erwiesene Satz, dass der Ausdruck S@"J + 1 für 
jedes ganze positive m eine Primzahl darstelle, ausgesprochen. F e r  m a t 
aagt, er sei von der Richtigkeit des Satzes , ,quas i  p e r s u a d B u .  Auch 
in  dem Briefe XLY, der ebenso wie XLYIII durch Bemerkungen iiber die 
pythagoreivchen Ureiecke von Interesse ist ,  spricht P e r m  a t von diesem 
Satze. E r  erkliirt, dass seine Untersuchungen ihn nicht befriedigen, und 
müchte von F r e n i c l e  einen Zleweis des Satzes erhalten. 

Der Rrief LVII  giebt den Satz: Jede ungerade Zahl, die keine 
Quadratzahl is t ,  lnsst sich ebenso oft als DilTerens zweier Quadrate wie 
al8 Yroduct zweier Factoren darstellenu. Mit Hilfe dieses Satzes wird 
untersucht, ob eine ungerade Zahl eine Primzahl sei oder nicht. Als I3ei- 
spiel wahlt F e r m a t  die Zahl 2027651281 und findet, dass dieselbe zu- 
sammengesetzt , nxrnlich gleich 46061 .44021 ist. 
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Der Urief LVIII  behandelt die interessarite Aufgabe: Allc pytliago- 
reischen nreiecke zu ermitteln , deren Katheten eine gegebene Differenz 
haben. Die Liisung, die P ' e r m a t  giebt,  beruht auf der ldentitiit 

(mP-  fi2) - 2m.n = 2m,12,- (m" - nz1), 
wenn 

ml= Sm + n,  pz,= m 
ist. 

Auch die Briefe LIX,  LX und LXIII enthalteii Aufgabeu über 
pythagoreische Dreiecke, 11. a. die Aufgaben : Ein rechtwinkligcs nreieck 
zu ermitteln, dessen Hypotenuse cbenso mie die Summe der Katheten 
durch je eine Quadratzahl ausgedrückt wird. - Drei pythagoreisclic Dreiecke 
anzugeben, deren Flachen x ,  y ,  z der Gleichung x q  y2 = z2 genügen. 

Endlich sei noch anf den nrief CI1 hingewiesen. J a c o  h us  de n illy 
hatte die Aufgabe gestellt: drei rationale Zahlen z, y ,  a ZLI finden, fiir 
welche jeder der neun Ausdrücke 

x - x y z ,  y - x y z ,  a -  x y a ,  y - x -  x y z ,  y -  z - x y a ,  

2 - x -  x y z ,  x y  - x y z ,  yP- z y z ,  y z -  z y z  
3 

ein Quadrat sei und als (wie e r  glaubte, einzig mogliche) Losung gi 1, 
5 
- gegeben. F e r m a t  antwortet, die Aufgabe lasse unendlich viele Losungcil 
8 
zu, und giebt alu eine zweite die Zahlen 

Die im ersten Bande ausgesprochene Aufforderung der Herausgebei, 
ihnen weiteres bisher unveriiffentlichtea Material zuganglich zu maclien, liat 
insofein Erfolg gehabt, nls die Correspondenz um zwei Briefe bereiclieit 
wurde, die Briefe XXXIII ( F r e n i c l e  an N e r s  e n n e ,  zur Mittheilung an 
F c r m a t  Iscstimmt) und L X X X I ~ ~ B  ( R o u l l i a u  an F e r m a t j .  Es steht 
zu hoffen, dass noch andere Briefe aiifgefunden werden, so dass dern dritten 
Band oinc Erganzung der Correspondenz heigefügt werden kann. 

G. WERTHEIH. 

Sefer Ha-Mispar ,  das Buch der  Zahl, ein hebraisch arithrnetisches Werk 
des R. Abraham ibn  Esra. Zum ersten Male herausgegebeu , über- 
setzt und erlautert von Dr. N o n r ~ z  SILBEHBERU Frankfurt a. M. 18%. 
J. Kauffmann. I X ,  118 und 80 S. 

Der berühmte jüdische Gelehrte A b r a h a  m i b n E s r  a (1092-llGT) 
hat ausser zahlreichen religionswissenschaftlichen Werken auch eine für die  

damalige Zoit nach Inhalt und Form vort,rcfflich<: Arithmetik gesclirieben, 
über welche von T e r q u e m ,  L e o u  R o d e t ,  S t e i n s c h n e i d e r  undzuletzt 
vom Rcferentcn in desscn Schrift: ,Die Arithmetik des Elia $Iisi.achiu 
Nittheilungen gemacht worden sind. Dieses Werk des A b r a h a m  i L n  
E s  r a ,  das in melir a18 zwanzig Handschriften erhalten is t ,  also eine grosse 
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Verbreitiing Lesessen zu haben scheint, liegt jetzt zum ersten Male ge- 
druckt vor. Der Herausgeber, Dr. M o r i t z  S i l  b e r b  e r g ,  hat  fünf Hand- 
schriften, die e r  in der Vorrede anfuhrt,  im Originale benutzt und auf 
Grund derselben den Text sorgfiltig festgestellf; die einaelnen Varianten 
sind in den Noten angegeben. Er hat eine gute  deutsche Uebersetzung 
iind aahlreiche Anmerkungen hinzugefügt, die das Verstandniss erleichtern 
solleil oder interessaute Hinweise enthalten. 

Was nun den Tnhalt des (nach S t c i n s c h n e i d e r ' s  Darlegungcn) ki1i.z 

vor 1160 abgefassten Werkes betrifft, so setzt A b r a h a m  i b u  E s r a  in 
der Einleitung das dekadische Zahlcnsystem auseinander; dabei gicbt er 
zwar die Formen der Zifîern 1 bis 9 ,  erklürt aber, dass er sich dafür der 
neiin crsten Buchstaben des hebraischen Alphabets bedicnen werde. Die Null 
ist bei jhm kreisrund, von der Form eines Rades. ,Daa Rad bedeutet so 
vie1 wio Spreu, wie Stoppclil vor dcm Winde und dient nur zur IYahrung 
der Stellen; in der fremden Sprache heisst es sifrau. Nach diesen Vor- 
bemerkungen wird der Gegenstand in sieben ,,Pfortenu behandelt, von denen 
die vier ersten das Rechnen mit ganzen Zahlen betreffen. In der e r s  t e n  Pforte 
wird das Multipliciren, in der z w e i t e n  das Uividiren gelehrt. Die d r i t t e  
Pforte ist der Addition gewidmet; damit ist aber nicht die Rechnungsart ge- 
meint, die für uns die erste ist (diese wird stillschweigend vorausgesetzt), son- 
dern die Summation der nrithmetischen und der geometrischen Reihen. Die 
v i e r t e  Pforte handelt von der (gewohnlichen) Subtraction. Dass dabei überall 
aiif die Neunerprobe hingewiesen wird, braucht wohl nicht ervt bemerkt 
zu werden. Die f t i n f t e  Pforte lehrt das Rechnen mit gemeinen und 
autronamischen Brüchen und tibt die Begeln an zahlreichen Text-Aufgabcn 
vori zum Theil interessanten Wortlaut ein. Die s e c  h s  t e Pforte spricht 
behr ausftihrlich von den arithmetischen und geometrischen Proportionen, 
von welchen letzteren ,,der grosste Sheil der Astronomie und die Bestimmung 
der Stellung der Planeten, sowie die Losung der meisten arithrnetischen 
Aufgaben abhangenu. Auch die harmonische Proportion wird erlautert. 
Wie die vorhergehende, so ist  auch diese Pforte reich an gu t  gewahlten 
Aufgaben. I n  der l e t z t e n  Pforte wird das Auseiehen der Quadratwurzel 
aus ganzen Zahlen und Brüchen auf  eine sehr gründliche Weise behandelt; 
die gewonnene Kenntniss wird sodann auf Losung von Aufgaben mittels 
des Pythagoreischeu Lehrsatzes angewendet. Eigenthümlich dabei is t ,  dnss 
die Anniiberung an den Werth einer Wurzel sowohl von der einen wie 
von der entgegengesetzten Seite erfolgt, indem durch die Formeln 

- -- 
/ a + 2 a b + b e = a + b ,  ,Z/a"2ab+b"aab 

Zahlen errnittelt werden, welche beziehungsweise kleiner und grosser als 
die gcsiichte Wurzel sind. 

Das ist ein kurzer Ueberhlick liber den Tnhalt des interessanten Buclies, 
f ü r  desseil Herausgabe alle diejenigen, die sich für die Geschiclite der 
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Mathematik interessiren, dcm Dr. S i l  b e r b e r g  und den heiden Stiftiingeii, 
welche dnrch Uebernahme eines Theiles der Druckkosten die Veroflent- 
licliung ermoglicht habcn , xii  gr6sstcm Dankc verpflichtet sind. 

G. WERTIIEIM. 

L. KRONECKER. Vorlesungen aber  die Theorie der einfachen und der 
vielfachen Integrale. Ilcrausgcgchen von Dr.  E u c s ~  NETTO. Leip- 
zig 1894. 34,5 S. 

Kurze Zeit nacli dern Hinscheidcn L e  o p  o l  d K r  o n  e c k e r ' s  enlstaiid 
der Plan,  nicht blos die Abhandlungen des Veremigten gesammelt heraus- 
zugeben, sondern auch den Cyclus der a n  der Berliner Universitat ge 
haltenen Vorlesungen einem grosseren Leserkreise zuganglich zu marhen. 
Uenn gerade in diesen Vorlesungen hatte K r  O n e c k e r die Anregiing 7u 

stets neuem und unermlidetern Schaffen gefunden; hier gab er gerne die 
jüngsten Resultnte seiner E'orscherthatigkeit , und zahlreiche Abhandlilngen 
sciner spiiteren Periode sind nur eine abgeklirtere Forln der in d m  Vor- 
lcsungen oft vie1 frülier vorgetragenen Entwickelungen. So konnten denn 
aiich die Vorlesungen am besten die Wege und Wünsche bezeichnen, in 
denen sich die Gedanken K r  o n e  c k e r's mi t  besonderer Vorliebe bewegt 
hatten. 

Der erste Theil dieses von der konigl. preiise. Akademie durch Ein- 
setzung einer Commission geforderten Gnternehmens liegt uns vor. Herr 
N e t  t O hat sich der dankenswerthen Aufgabe unterzogen, die Theorie der 
einfachen iind mehrfachen Integrale zu bearbeiten; e r  ist dieser Aufgabe 
mit voller Hingabe nicht blos an die Sache, sondern auch an die Person- 
lichkeit K r  o n e  c k e r  's gerecht geworden und hat  den Vorlesungen den 
frischen Ton und das kraftige Urtheil, das ihnen eigen war,  erhalten; von 
dem Reize, den das gesprochene Wort h a t ,  ist durch die P ie t i t  des Heraus- 
gebers auch in der Niederschrift wenig verloren gegangen. 

I n  der geschichtlichen Entwickelung des Integralbegriffes laufen zwei 
versehiedene Auffassungen neben einandcr, je nachdem das Intrgral als 
L6sung eincr Differentialgleichung, oder als Grenznerth einer Summe de- 
finirt wird. Der Erfindcr der Integralrechnung , L e i b n i  z ,  legte in diirch- 

aus consequenter Begriffsbilduug die Summendefinition des Integrales su 

Grunde und stellte die Operation der Siimmenbildung der des Differenz. 
nehmens als Umkehrung gegenüber.* E u  1 e r hingegen , unter dessen Hinden 
die Theorie der Integrale zu einer eigenen Wissenschaft anwuchs, kennt 
kaum einen anderen Integralbegrif,  als den der Losung der Differential- 

glciohung = f (x ) .  So findet sich im Eingange dos Calculus int,egrûlis 
d x 

das charakteristisçhe Scholion 1: Caeterurn hoc signurn vocabiilo surnrnae 

* Vergl. hicrzu M. C a n t o r :  ,,Gesohichtc der Mathematiku Bd. 3 S. 169. 
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efferri solet, quod ex conceptu p a r u m  i d o n e o  , quo integrale tamquain 
siimma omninm diffcrcntialium spcctat,ur, est natum; ncque maiorc iurc 
admitti potest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent. Der 
Grund für diese Abwcisung des L e i  b n iz'schen Intcgralbcgriffes ist jedcn- 
falls dadurch gegeben, dass die von E u l e r  erxielten Fortschritte wesent- 
lich auf der Kenntniss gewisser unbestirnmter Integrale und ihrer Ver- 
werthung für andcre Integrale basirten; so trat denn der urspriingliche und 
reinere Uegriff bei ihm in den Hintergrund. Xit  U i r i c l i l e  t und C a u c h y  
kommt er aber wieder zur ausschliessliciien Geltung, weil e r  allein die 
Existenz des Integrales in den Fiillen verbürgt,  in welchen eine Entwickelurig 
der Function f ( x )  in Potenzreihen unmoglich ist. An ihn kiiüpft auch der 
griisdte Theil der sp2ieren Uritersuchungeii a n ,  welche sich auf die Grerizen 
des Integralbegriffs oder den Giltiglieitsbereich gewisser , sehr allgemeiner 
Integralrelationen beziehen. Die K r  o n  e c ker 'schen Vorlesungen gehen in 
der prkisen Formulirung dicser Redingnngen noch einen Schrit,t weiter. 

Demgerniiss sind die ersten Betrüchtungen der genaucn Erorterung der 
Siimmcndefinition des Integrales gewidmet. A!s eine zugleich nothwendige 
und hinreichende Bedingung wird diejenige formulirt, welche von R i e  m e n  n 
i n  scincr Abhandlung über dic trigonomotrische Roiho gegeben worden ist;  
für die Zwecke der Anwendung hingegen wird die nur hinreichende, aber 
niclit nothwendige Bcdingung aufgestellt, dass dio zu intcgrirende Function 
,im Allgemeinen gleichmiissig stetigY kt. Diese Begriffabildungen werden sa- 
gleich, ebenso wie die sich anschliessenden Elementarsiitze, von einfachen auf 
Doppelintegrale übertragen. Die analogen Betrachtungen , welche bei e infxhen 
Integralen den Uebergang ziim unbestimmten Integral vermittelten, führen 
bei Doppelintegralen unmittelbar zu dern Fundamentalsatze von C a u c h y .  

Ilierbei erweist es sich als nb'tliig, diejenigen Gebiete durch eine 
,natürlicho BcgrcnzuiigY auszusondcrn, in  welchen die Voi.aiissetznngcn 
der Stetigkeit und der Sndlichkeit durchbrochen werden. Die natürlichen 
Eegrenzungen sondcrn sich aber in zwei verschiedene Klasscn, je  nach- 
dem die von ihnen herrührenden Integralbeitrfige bei unbegrenzter Abnahme 
des abgesonderten GelJietes gegen eine unendlich klcine oder gegen eine 
endliche Grenze convergiren; die ersten werden als ,,scheinbareu natürlicbe 
Begrenxung von den xweiten unterschieden und konnen nachtriglich wieder 
entfernt werden. Dieser wichtige Begriff der natürlichen Begrenzung, der 
hier mehr gelegentlich auftritt ,  erwfichst erst spiiter , in der Theorie der 
I? - fachen Intcgrale, zumal in den Potontialbctrachtungen , xu voller Schtirfe 
und Hedeutung. 

Diesen grundlcgendcn Entwickclungcn, welchen die crsien drci Var- 
lesungen gewidmet sind, reihen sich nnnmehr die beiden Mittelwerths~tze 
an, welche die Abschiitzung der Integrale gestatten. 

Der zweite , von P a  ii 1 d u  I3 O i s - R e y m o n  d vcrGffentlichte 3fittr:l- 
werthsatz (der aber auch von W e i e r s t r a s s  gefunden und benutzt worden 
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i s t j  führ t  im engen Anschluss an  die schoiien , von d II B oi  s - R e  y m o n  d 
angestellten Uiitersnchungen sogleich zu dem D i r  i cl i  1 e t  'schen Integrale, 
nnrnlich dem Satze ,  dass der  Grenzwerth des Integrales 

I' 

n: 
fiir unbegrenxt sunehmcndes w gleich ; f ( O )  ist. A n  dicaci. Stelle mng die 

2 
Bemerkung gestattet  se in ,  dass die angefiebene Beweisfülirung niclit gnnz 
einwandsfi-ei zu sein scheint. Denn aus  der  durcli den Mit.telwertli~atz cr- 
ha1 tenen Gleichung ,,,E 11, Z' 

sin x TC sin s n  
d z  + frz.1 /-dz io  < i < 2,) 

folgt der obige Satz n u r  dann,  wenn Zim w &  = cc ist. Nun wird xwar 
in = m 

bewiesen, dass 6 nicht gleicii Ku11 i s t ;  d a  aber 5 eine F u n c t i  o n  von zo 

i s t ,  so b o n i t e  diese Crossé immerhin noch in  der Weise gegen Nul1 
C O  i i v e r g i r e n ,  dass die erwahnte nothwendige Bedingiing iiictit erfüllt 
ist .  Ijiese Schwierigkeit k s s t  sich aber  dadurch heben,  dass man da3 
Integra l  ,JI (w) in  zwei Tkieile von O bis ci und  von oi bis x' zerlogt 

n. 

und  den Zwischenwcrth cr gleich (0 < v, < 1) setzt ,  so dasv für unend- 
U' 

lich grosses w Zim ru = 0, aber lim w cu = oc ist. Wendet  man  jetzt den Mittel- 
werthsatz auf die Theile des Integrales a n ,  so erlialt m a n :  

E ,  u!, 

sin xz 
Ji (w) f ( ~ ) [ %  d + { f  (z;) - ,f([))} i- x dx  

U U: Z' nt E 

uud i n  dieser Gleichung convergirt der  erste Summand sicher gegen Z f j ~ ) ,  
2 

weil linzzu(, > 1iniw'-*x' unendlich is t ,  der  zweite und  dritte Summand 
IU = m ni = m 

werden aber beliebig klein,  der dr i t te ,  weil das In tegra l ,  der zweite, weil 

de r  Factor  des Integrales unter jeden Grad der  Kleinheit herabgedrückt 
werden kann. 

Das U i r i c h 1 e t  'sche Integra l  enthtillt eine sehr allgemeine Eigen- 
schaft  von Functionen, welche zunachst die Voraussetzung erfüllen müssen, 
in de r  nachsten Umgebung der unteren Grcnze des Integrales glcichmassig 
s te t ig  und n u r  a lnehmend  oder n u r  zunehmend zu sein. Eiue Erweiteiung 
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cles Iutegrales kann cntweder in einer Verallgen~einerung der Bediiigungcn, 
welche der Function f ( x )  auferlegt werden, oder aber in einer Verall- 
pmeincriing der periodischen Function gesucht werden , mit welcher f (z) 
unter dem Integrale multiplicirt erscheint. Die erste Erweiterung führt zu 
den neueren Untersuchungen über den Giltigkeitsbereich des D i r i c h l  e t - 
schen Integrales, die zweite zu den wenig gekannten Retrachtungen , welche 
W. R. H a m i l t o n  bereits im Jahre 1843 iiber fluctuirende Functionen au- 
ge~tellt  hat. In demselben Umfange, in welchem der Satz iiher das 
D i r  ichlet ' sche integral gilt , gelten auch die zahlreichen Folgerungen, 
welche ails ihrn gezogen werden konnen. Das F o u  r ie r ' sche  Doppelintegral, 
das Po isson ' sche  Integral, die F o u r i e r ' s c h e  Reihe, die D i r i c h l e t -  
sche Summenformcl, sie alle sind unmittelbare Folgerungen des D i  r i c h  - 
l et'schen Integrales in der hier zu Grunde gelegten Gestalt. Auch die 
Methoden, welche man als die der mcchanischen Quadratur zu I~ezcichnen 
pflegt, treten durch die E u l e r - M  a c -  L aur in ' sche  Summenformcl in einen 
innigen Zusammenhang mit den F ou  r i e  r 'schen Reihen, und eine merk- 
würdige, von K r o n e c k e r  selbst gegebene Summenformel stellt die Brücke 
zwischen der Di r ic l i l e t ' schen  und der E u l e r - M a c - L a u r i n ' s c h e n  Summen- 
formel her. 

Nunmehr aber werden von der zehnten Vorlesung an die Betrachtungeri, 
welche sich um das I) i r  i c h 1 e t  'sche Tntegral groppiren , noch einmal von 
anderer Seite her ,  nkmlich vom C a u c h y  'schen Integrale aus , in Angriff 
genommen. Unter den zahlreichen Anwendungen des Saizes von C a u  c h  y, 
welche hier eine Erorterung finden, erscheinen zum Schlusse die auf den 
Integral-1,ogarithmus beztiglichen Betrachtungen; ein specieller Fe11 des 
Integral-Logarithmus ist D i r i  ch l e t ' s  discontinuirlicher Factor. Dieser Factor 
giebt hier zu einer sehr interessanten Methode der Summation allgemeiner 
unendlicher Reihen Veraulassung, bei welcher die Coefficienten als die 
Differenzen einer discontinuirlichen Function erscheiuen , welche an einer 
unendlichen Menge bestimmter, duich die Form der Reihe gelieferten Stellen 
Sprünge erleidet. Bei solcher Art der Betrachtung ergeben sich die 
Fourier 'scl ien Reihen und Integrale nur als cin speeicller Fa11 der all- 
gemeineren hier untersuchten Gattung von Reihen. So gewinnen alle diese, 
im Einzelnen oft sehr verschicllenartigcn Entwickelungen durch das D i r i c h - 
let'sche Integral ein natürliches Centrum und einen übersiclitlichen Zu- 
sarnmenhang. 

Beschriinkte sich die Untersuchung bisher auf das Gebiet der einfachen 
und der Doppelintegrale, so schreitet sie jetet (von der vierzehnten Vur- 
lesiing ab) zum allgernainen n-  fachen Integrale fort und wendet hier den 
IIauptsatz von der Transformation auf die Berechnung einiger Integrale 
an, welche iiber ,Prismatoide oder über solche Gebiete des n- dimensionalen 
Raumes erstreckt sind, die auf Prismatoide abgebildet werden k h n e n .  I n  
diesem Rahmen finden auch die wichtigsten Slitze über die Camniafunction 
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eine summarische Erorterung.* Der Hauptsache nach sind aber die letzten 
Vorlesungcn ciner genauen und zum Theil eigenartigcn Untcrsuchung dcr 
Potentiale in - facher Mannigfaltigkeiten gewidmet. Es  werden zuniichst die 
G reen'schen SLtze, sodann die oharakteristischen Eigenschaften des Potentials, 
immer unter moglichster Einschriinkung der für die Giltigkeit nothwendigen 
Bedingungen und mit durchgüngiger Henutzung des im Eingange erwahnteu 
Begriffes der natürlichen Uegrenzung, auf a - fache  Mannigfaltigkeiten über- 
tragen. Auch das Integral von P o i s s o n  wird in  der Art  versllgemeinert. 
dass die partielle Differentialgleichung A 3 = 0 (zl, a 2 ,  . . . z,) intcgrirt wird, 
wenn der Werth der stetigen Punction 8 auf dem Gren~gebiete eirier sphiiri- 
schen Mannigfaltigkeit vorgegeben ist Den Abschluss bildet die Uestimmung 
des Potentiales einer ellipsoidischen Mannigfaltigkeit unter Zugrundeleguiig 
der lieiden von D i r  i c h l e t  für  den dreidimensionalen Raum gegebenen 
Methoden. 

Die erste besteht in einer Verification der fertigen Formel mit Hilfe 
der als charakteristisch erkannten nothwendigen Bedingungen, die zweite 
in  einer directan analgt,ischen Entwickelung mit Hilfe des discontinuirlirhen 
Factors; bei jener kann die Gleicliung der ellipsoidischen hlannigfaltig- 
keit,  bei dieser das Aneiehiingsgesetz i n  allgemeiner Gest,alt zu Griinde 
gelegt werden. Da aber der A n w e d u n g  der zweiten Methode das De- 
denken entgegenstehti, ob nicht natürliche Begrenzungen, welche sich z.  B. 
bei e i n  f a c  h e n Integralen als scheinbare und darum entfernbare erweisen, 
bcim Uebcrgange zu viclfachcn Integralen zu wesentlichen natürlichen Be- 
grenzungen merden, so wird schliesslich der interessante Versuch unter- 
nommen, alle eintretenden nnentilich kleinen Grossen ihrer Grossenordnung 
nach abzuschiitzeu, sie in der Form von Nodulsystemen dorch die ganze 
Ilechnung mitzuführen, und erst am Ende der Untcrsuchung fcstzustcllen, 
ob sie in der That zum Verschwinden gebiacht werden k h n e n .  

Vorstehende Inhaltsangabe mijge in  Kürzc den Charakter der K r  on - 
e c k e r  'schen Vorlesungen kennzeichuen. Sie geben ihrer Natur nach keinc 
vollstLndige Uebcrsicht über das behandelte Gcbict; aber sie biet,en einc 

+ Beilaufig sei hier angegeben, dass die erste Formel auf S. 243 1;iuten muss: 

und dnss der  in der  Schlussbemerkiing der 14. Vorlesung ausgesprochenen 
Forderung, die ü au s s - L eg  en dre'sche Relation : 

n- l .. - 
n - l  . -- 

x=u 

direct auf dem Wcge der Darstellung des l'roductcs nuf dcr linkcn Seito durcli 
ein 12- ïxlies Integral zii erweisen, wohl vollkomrnen durch ein von Liouville 
im ,,Journal de Mathéinatiquea " (2e sCr. 1, 1856, p. 82 -88) angegebenes Verfnlirrn 
entsproclien sein diirfte. 
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Fülle neuer Gesiclitspunkte und Zusammtinhange und neben fertigen Re- 
sultaten auch eine grosse Anzahl reizvoller Perspectiven. 

Nilogen dieselben auch an ihrem Theile d a m  beitragen, dass der 
Ideenkreis K r  o n  e c  k e r ' s  Verbreitung und Fort lddung finde! 

Zahlentheorie. Versuch einer Gesammtdarstellung dieser Wissenschaft in  
ihren Haupttheilen. Von PAUL RACHMANN. Zweiter Sheil. Die 
analytische Zahlentheorie. Leipzig 1894. 13. G. Teubner. XVIII 
und 494 S. 

Der Verfasser ftîhrt mit dem vorliegenden zweiten Theil (vergl. die 
Besprechung des ersten Theilcs in dieser Zcitschrit't, Histor.-liter. Al~thlg. 
38. Jahrg., S. 3 O8 - 112) sein grosses Unternehmen um einen wichtigen 
Schritt weiter. Gerade die andytisühe Zahlentheorie, das hcisst, dic An- 
wendungeu analytischer Methoden auf die Lehre von den Znhlen und ganz- 
zahligen Formen, ist wohl d e r  Sheil des Ganzcn, der noch am meistcn 
gekannt und gewürdigt wird. 

Denn diese Disciplin, welche bis auf E u 1 e r zurlickgeht, von D i r i c h - 
le t  aber eigentlich erst begründet, und dann von K u m m e r ,  K r  o n  e c  k e r ,  
D e d e k i n d ,  L i p ~  c h i  t z u. A. weitergeftihrt worden ist,  iut eines der 
rnerkwürdigsten Beispiele fiir den inneren Zusammenhang scheinbar gaiiz 
getrennter Gebiete; schliigt sie doch eine Brücke zwischen den beiden 
Haupterscbeinungsformen des mathematischen Denkens, dem Stetigen und 
dern Unstetigen. 

EH war nicht leicht, des so verschiedenartige Material zu einem Ganzen 
zu ocrarbeiten, es ist  das dem Verfasser dadurch gelungen, dass er die 
Theorie der D i  r i e h 1 e t  'sehcn Roilien in den Mittelpunkt stellte , um die 
sich alles Weitere gruppirt. Freilich sah er sich dadurch genothigt, 
Untersuchungareihen anderen Charakters, wie H e r m i t e ' s  Einführung des 
Stctigen in die Zahlentheorie, die Anwenduugen der elliptischen Functionen 
u. A. in einen spateren Band zu verweisen. 

Ein einleitender Abschnitt recapitulirt einige Hauptsatze über unend- 
liche Reihen und Producte. Als unmittelbare Anwendung erscheint einmal 
die unbedingte Convergenz der Reihe 

für s > 1, sowie der iihnlichen Reihe 

eingefuhrte Gleichheit der Reihe 5(s) mit dem unendlichen Producte: 
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wo q allc Primzahlen durchlauft. 
E i n  zweiter Abschnitt rnacht den Leser mi t  der  zweiteri, hier in Frage 

kommenden E u  1 er 'schen Porschungsrichtung beknnnt ,  iiiimlich mit den 
berühniten iC u le r ' s chen  Satzen über  die ZerfAlliing de r  Zahleu in Surnmanden, 
welche auf der  Entwickelung des Productes 

(1 +x ,x ) ( l  + z , a ) ( l + x , z ) .  . . 
beruhen. Der Verfasser hkitte hier auf  die merkwürdigen Anwendiingen 
dieser Satze auf die Anzahl vou Losungen gewisser diophantischer GleLch- 
ungen hinweisen konnen: wie sie die abzahlende Invariantentheorie lehrt. 

II iaran schliessen sich einige Verallgemeiiieriingen von G a ii s s ,  
J a c o  b i  il. A . ,  die hier sfirnrntlich direct und  auf die einfachste Weise ab- 

geleitet werden. 
I j e r  d r i t t e ,  als Xfittelpunkt des Gnnzen arizuseheiide Ahschnitt handelt 

von den D i r i  c h  1 e t'schen Reihen, den Verallgemeinerungen der Reihe Z(s), 
niimlich Reihcn von der Form:  

u n  
S(S)  = Z n >  

C,, 

wo c, eine posit ive,  mit rz unendlich wachsende Grosse bedcutet ,  die a, da- 

gegen im Uebrigen beliebige complexe Grossen s ind,  von denen nur ver- 
l ang t  wird,  dass die Summe al+a,+. . . +a, auch bei uuendlich wachseudcm 

endlicb bleibt. Nach einem herühmten Pr incip  von A b e l  ist eine solclie 
D i  r i c h 1 e t 'sche Reihe AS (s) fü r  alle positiven Wer the  von s nicht nur gleiuh- 
massig convergent,  sondern auch eine st,etige Funct ion von S, woraus sich 
u. A. die wiclitige Polgerung lim Z(l  + p) = Z(1) ergiebt.  

q : o  

Die w i ~ h t i g s t ~ e  Anwcndung dcr iieihcn S ha t  D i r i c h l e t  ~ c h o n  selbsi 
gernacht. Bedeuten k o ,  lc,, k2, ... 76,. .. positive, mit TZ beliebig waclizeude 
und der Grosse nach gcordnete Constanten, so ist  die Rcihc 

f ü r  jedes positive Q convergent, und  Zim (p K) is t  ein gewisscr Grenzwertli w, 
e = O  

der  z. U .  i n  dem bedeutungsvollen Specialfall, wo 7c, die Form b + na  
1 

besitzt ,  den Wer th  - hat. 
a 

IIierauf hat  D i r  i c l i l e  t eeincn Rewcis fü r  den herührnten Si~tz ge- 

gr i indet ,  wonach eine arithmetische Progression, deren Anfangsglied ucd 

deren Differenz zwei ganze Zahlen ohne gemeinsamen Theiler s ind,  unendlicli 
viele Primzalilen cnthalt. Bekanutlich hatte L e g e n d r e  aus diesorri Satze, 
den e r  ohne Beweis, nur anf Induction gestütet ,  annahm,  das quadratische 
.Reciprocit%tsgesetz hergeleitet. 
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In Anlehnung an einen E u 1 e r'schen Gedankengang wird eioo gcwisse 
D i r i c  hlet ' sche Reihe, die für alle positiven Werthe der Variabeln s con- 
vergirt, fiir s = O dagegen divergirt, in ein Product umgewandelt, welches 
sich über alle in  der Progression enthaltenen Primzahlen erstreckt. Ware 
nun die Anzahl dieser l'rimzalilen eine endliühe, so würde sich, inderu man 
s gegen Nul1 convergiren Iasst, der Widerspruch ergeben, dass eine end- 
liche Grosse gleiüh einer auderen ware, welche über alle Grenzen hinaus- 
wachst. 

Diese U i r  i c h l  e t'scheri Principien erweisen sich nun als grundlegeud 
fiir die ganze analytische Zahlentheorie; beispielsweise hat K r  O n e c k  e r  
nachgewiesen , wie die ganze Theorie der biriüreu quadratisclien Forrnen, 
etwa von den ervten Elementen abgesehen, aus jenen Principien hergeleitet 
werden kann. 

Hier werden aus der gcnannten Theorir. zwei klassisclie ITauptprobleme 
lieraiiçgegriffen, die Bestimmung der Klassenanzahl und der  esc ch le ch ter- 
anzahl. 

Besonders beim erstercn Probleme tritt  der Gruudgcdanke deutlich her- 
vor, eine Mannigfaltigkeit von (pouitivcn) ganzen Za'nlen doppelt abzuzalilen, 
nzmlich die von den Zahlen m ,  welche durch die primitiven Formen 
vou eirier gegebeneu Determinarite A eigentlich darstellbw sind. Analytisch 
drückt sich das aus durch die Gleichheit xweier Summen, deren eiue sich 
über alle dargestellten Zahlen m, deren andere sicli über alle relativ primen 
Werthe der Unbestimmten z, y erstreckt. 

Diese Grundformel wird einer Reihe von lüuternden analytischen Pro- 
cessen unterworfen, wobei besonders die G a u  s s'schen Summen eine Rolle 
spielen, und führt so schliesslich zu einem überraschend einhchen Ile- 
sultat, wonaeh z .  B. bei negativer Determinante A das Doppelte der ge- 
münschten Klassenaneahl gleich wird der - zwischen den Greneen 0 urid 
2A enthaltenen - quadratischen Reste mod A ,  vermindert urn die ent- 
sprechende Aneahl der Nichtreste. 

Uivher ist noch keirie Auesicht vorhanden, diese und Shnliche Resultate 
auf  rein arithmetischem Wege zu gewinnen. 

Alu eiuer der interessanteeten Absûhnitte ist noch der zu erwalinen, 
in dem das Problem der IGnfigkeit der Primzahlen, wohl das schwierigste 
der ganzen Zahlentheorie, behandelt wird. 

Es wirkt geradczu packend, wenn gcschildert wird, wie die I h u n g  
einen ungeahnten Aufschwung nimmt, wo R i e m a n n  (die oben erwahute) 
l'uuction [(s) analytisch durchforseht. 

Sehr dankenswerth ist endlich ein Schlusskapitel über zahlentheoretiscte 
Functionen und deren mittlere Wertlie, die noch eine grosse Zukunft zu 
haben scheinen. Es wird wohl wenige Fachgenossen geben, die bisher in 
der Lage waren, eine einxelne der bez. Abliaridlungen von M e r t e n s ,  
Cksarb ,  G e g e n b a u e r  u. A. eu lesen. 
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Vermisst hat Referent eine Reihe zahlentheoretischer Functionen, die 
die neuere Theorie der ~odul func t ionen  zu Sagc gefordert hat. 

Im Ganzen kann der Referent nur sagen, dass er selten ein so au-  

regcndes mathematischcs Biich in  der Hand gehabt hat. Mochtc der Ver- 
fasser in der Fortführung seines schonen Unternehmens nicht erlahmen! 

- - W. FHANZ MEYER. 

Formes quadrat iques e t  mult ipl icat ion complexe. Denx formules fonda. 
mentales d'aprds Kronecker, par J. de SEGUIER, S. J . ,  Professeur 
ti l'univcrsiti: d'Angers. Borlin 1894. F. L. Dames. VI11 und 339 S. 

Der Zusammenhang, weleher zwischen der Theorie der elliptischen 
Functionen und der Zahlentheorie besteht, ist wegen seiner Tiefe von jelier 
als ein besonders aürdiger  Çntersuchungsgegenstand angesehen aorden. 
Um nur an neuere Autoren zu eriunern, so habeu auf diesem Gebiete mit 
grossern Erfolge gearbeitet u.-A. D e d e k i n d ,  G i e r s t e r ,  H u r w i t z ,  
K l e i n ,  P i c k ,  W e b e r ,  sowie neuestens auch G r e e n h i l l  und K i e p e r t .  
Jedoch hat  keiner an der Klariing des fraglichen Grenzgebietes zwischen den 
elliptischen Functionen und der Arithmetik so hervorragenden Antlieil ah 
K r O n e c k e  r.  Letzterer hat diesem Gegenstande eine grosse Reihe von 
Notizen (in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie) gewidmet, die 
sich diirch mchrere Jahrzehnte hindurchziehen und dio leider durch den 
Tod K r  o n  e c k e r  's unvollendet geblieben sind. 13ei der Auffassung 
K r c  n c c  k e r 's kommcn einigo untcrgeordnete Gcsichtspunkte zur Geltung, 
wie z. B. eine Abweichung von G a u s s  und D i r i c h l e t  in der Schreib- 
weise der quadratischen Formen, wie ferner der vom sonstigen modernen 
Brauch abweichende Rückgang auf die J a c  O b i'sche Theorie der elliptischen 
Functionen an der Stelle der W e i e  r s t r a s  s'schen. Von principieller Be- 
deutung jedoch ist es ,  dass K r o n e c k e r  jener mit der Geometrie mittelbar 
oder unmittelbar in Zusammenhang stehenden Auffassung durchaus ab- 
geneigt war ,  welche durch K l e i n  in den Grenzgebieten der elliptischen 
Functionen und der Zahlentheorie mit Erfolg zur Geltung gebracht ist. 
Nach Meinung des Referenten ist nicht zweifelhaft, dass erst durch innere 
Verschmelzung der beiden hiermit angedeuteten Richtungen eine durctiaus 
reife Durchbildung unseres Gegenstandes gewonnen werden kann. Einst- 
weilen sind die fraglichen Forschungen noch so neu und unvollstindig, dass 
jcdc aoch einseitigc Rehandliing derselben willkommen sein muss; und in 
diesem Sinne ist es sehr freudig zu begrtissen, dass IIerr J. d e  S e g u i e r  
in dem in der Ueberschrift genannt,en Werke eine zusammenhlingcnde Dar- 
stellung der K r  o n e  c k e r 'schen Schopfungen sammt alleu Zwischenent- 
wickelungen geliefert hat. In  der neueren deutschen Litcratur ist durcb 
drts bekannte Werk von W e b e r  : "Elliptische Functionen und algebraische 
Zahlenu dm fragliche Gebiet gleiühfalls allgemeineren Kreisen zuganglicli 
gemacht. Den wesentlichen Unterschied beider Werke muss man darin 
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sehen , dass S e  g u i  e r in unmittelbarem Anschluss an K r  o n e  c k e r wo- 
moglich nichts von dessen Entwickelungen auslasst, dafür aber den diirch 
die oft unterbrochene K r  o n  e c  k er'sche Publicationsweise gegebenen Mangel 
an reifer und abgeklarter Disposition in  Kaiif nimmt, wiihrend W e b e r ,  
sich auf das Wesentlichere beschrLnkend , seine eigenen und D e d e  k i n d 's  
Auffassungen der Sache entschieden weit conciser zur Geltung bringt. 
Uebrigens sind beide Werke auch in der Anlage von einander verschieden; 
so nimmt S e g u i e r  z. B. jonc Entwickclungcn K r o n e c  k c r ' s  auf ,  welche 
sich unmittelbar an die ursprünglichen D i r i  c h l  e t'schen Untersuchungen 
tiber die Klassenanzahlen anschliessen und theils Vereinfachiingen, theils 
Erweiterungeu der D i r i c  h l e  t'schen Ergebnisse enthalten. Herr W e b e r  
ist auf diese Gegenstande in mehreren Koten zurückgekomrnen, die er An- 
fang 1893 der Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften vorlegte. 

S e g  u i e r hat in den Mittolpunkt seiner Darstollung zwei Formelu 
K r o n e c k e r ' s  gestellt , auf die e r  auch bereits im Tite1 seines Buches 
hinweist. Nit  der ersten dicser bciden Pormeln hnt sich K r o n o  c k e r  
noch innerhalb der von D i  r i c  h l e  t selbst bereits gegebenen Gedanken- 
entwickelung gehalten. E s  gilt , vienn 

(ax2  + bxy + cy2) 
eine ganzzahlige quadratische Form is t ,  Summen von der Gestall: 

2 . F ( n m 2  + bmn + c m z )  
ni, n 

in eine einfachere Forrn umzusetzen. E s  bezieht sich dabei die Surnrne auf 
alle Paare relativer Primzahlen r ra ,  f i ,  jedoch für deu Fa11 positiver Deter- 
minante b2 - 4ac unter Einhaltung einer gewiosen Ungleichung für rn 

und fi; und es ist weiter F irgend eine Function, für welche die angezeigte 
Beihe absolut convergent ist. Bei stehendem Werthe D = b2 - 4 a c  sol1 siçh 
die zweite Summirung : 

auf ein System reprasentirender Formen der zu dieser Determinanto ge- 
hijrenilen Klassen beaiehen. Auf Summon dieser odcr ganz nahe vcrwmdter 
Art beaieht sich die ,erste R r o  n e c  k e r 'sche Fundamentalformelu. 

Mit der zwciten der beiden gednchten Formeln tliat K r  O n e  c k e r einen 
entschiedenen Schritt über D i r i c  h l e  t hinaus ; doch gilt diese Entwickelung 
cinzig für negative Determinanten. Die Reihe 

( J-3 
2; 

ri, , ri 
am" bmlz + cn" 

bezeichnet man für gewohnlich im engeren Sinne als D i r i c h l e  t 'sclie 
Reihe; der Werth dieser Summe ist von (a, b ,  c) nur noch insofern ab- 
hangig, dass er einzig durch die Klasse bestimmt erscheint, das heisst, 

Hi8t:lit Abtli. d Zoitachr. f .  Jlütli u. l'liys. 40. Jshrg. 1895. 4. Heft. 1 2  
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dass e r  unabhangig von der besonderen reprasentirenden Form ist. l)ie 
Reihe ist für beliebiges, von Nul1 versühiedenes, positives Q absolut, con- 
vergent und giebt Anlass zu dem folgenden Ansatze: 

Von D i r i c h l e t  ist bewiesen worden, dass das Anfangsglied der nacli 
1 .  

Potenzen von g angeordneten Reihe - is t ,  und hicrauf beruht die An- 
Q 

wondung der fraglichen Reihe auf die Bestimmung der Klassenanaahlen. 
Die hoheren Coefficienten A,, A , ,  . . . sind durchaus noch von der Form 
(a, b ,  c )  abhangig, und man muss es als die Hauptleistung K r o n e c k e r ' s  
in diesem Gebiete ansehen, dass er diese Abhiingigkeit für A, in Er- 
fahrung gebracht hat. Dieselbe ist ausgesprochen in der "zweiten 
K r  o n e  cker'schen Fundamentalformelu : 

hicrboi sind w und E dio boiden Wurzeln der Gleichung 

a w 2 + b u + c = 0 ,  

die für den vorliegendeu Fa11 negativer Determinante conjugirt imagioiir 
ausfallen. K r  o n e  c k  e r  ist  auf diese Formel oft wiederholt zurückgekommen 
und bat ihre Giltigkeit schliesslicli auch noch für den Fa11 beliebiger com- 
plexer a ,  b ,  c bewiesen, die nur der einen Beriingung genügen, dass o 
und - W positiven imaginaren Bestaudtheil haben. 

Es  muss nun hier sehr betont werden, dass aiif die Kronec l i  e r -  
sche Formel von Seiten der Klein 'schen Theorie der Modulfunctioneu ein 
neues Licht geworfen wird. Die Gachlage ist folgende: Geht man von 
der Form ( a ,  b ,  c) zu einer aquivalenten Form über, so erfnliren w und 
- 
w xugleich eine lineare ganzzahligo Subst'itution der Determinante 1. 

- 
Sclireibt man homogen w = w, : w, und - w = ql : qzi so stellt sich der 
bezeiühnete Uebergang in der Gestalt da r :  

cs ist demzufolge w', $2 + m', v', = mi vu + , und man nennt in diescm 
Sinne w,, w2 und q z ,  q, contragrediente Variabele. Es  entspricht nun den 
einfachsten Grundsitzen der Sheorie dcr Modulfiinctioneii und zugleich der 
Invarianz der Coefficienten A, ,  A, ,. . ., nach Pormen @(w,, w, 1 q,,  q p )  der 
beiden Variabelcnreihen au suchen, welche gegenüber der angegebenen 
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Gruppe der contragredienten Substitutionen invariant sind. Prodacte von 
Yodulformen rp (ml, w,) . l p  (ql , vz) zeigen diese Eigeuschaft bereits und 
bier steht als einfachstes Product : 

12 
V & q P  w!J . 1iz(7/1, 7 2 )  

12 - 
voran, wobei unter V d eine bekannte Modulform (- ])ter Dimension ver- 
standen ist. Von w und q = gl : q2 allein abhiingig erweist sich die Function: 

deren Invarianz aus ihrcm Bildungsgesetz unmittelbar klar ist. Auch der 
Logarithmus dieser Function ist noch eindeutig, wie man durch einftlclie 
Grundbltee der Sheorie der Modulfunctionen zeigt; und nun ist es gerade 
der Sinn der K r  o n e  c k er'schen Formel (in ihrer allgemeinsten Auffassiing 
mit complexen a ,  b , c) ,  dass 

A, = - 2 r1U) - 2 b!2[(oJl 7 2  + W, 41) . D&J1, .2)1?&h, v31 
is t ,  daes also A, bis auf eine additive und eine multiplicative Constante 
gcrade mit logZ7(w, 7 )  identiscli ist. Man muss in diesem Sinne von1 
Standpunkte der liodulfunctionen die K r  O n e c  k e r  'sche Leistung als den 
ersten Schritt in cinc Theorie der Modulformen zweier contragedienten, 
oder, was au€ davselbe hinauskommt, cogredienten Variahelenreihen nnsehen. 

Das S e g u i e r 7 s c h e  Buch gruppirt sich um die beiden K r  o n e  c k e r  - 
schen Formeln in der Ar t ,  dass es einmal Vorbereitungen zum Beweise 
derselben entwickelt, wobei specifisehe Vorkenntnisse aus der Zahlentheorie 
in mtiglichst geringem Umfange vorailsgesetzt werden; vornehmlicli aber 
gilt die Darçtellung S e  g u  i e r ' s  den Anwendungen der K r  o n e  c k er'schen 
Pnrmeln aiif dus Probleni dcr Klasscnanzohlen, sowie auf die Thcorie der 
singuliiren Xoduln , welche bei der complexen Xultiplication der elliptischen 
Funct.ionen auftreten. Der erste Theil des Bnühes zerfgllt in zwei Ab- 
~chnit te ,  von denen der erste die Summen von G a u s s ,  die Principien der 
Sheorie der quadratischen Forrnen und die Composition der Formen be- 
handelt, der zweite aber die erste Fundamentalformel von K r  o n e  c k e r ,  
die Eintheilung der Klassen qiiadratischer Formen in Geschlechter und die 
verallgcmcinerten G a  u s s 'schen Summen. Mit der letzteren Bezeichnung 
werden gewisse Doppelsummen belegt, welche eiiie den gew6hnliclien 
G a u s s  'schen Summen verwandte Bauart zeigen, wobei übrigenu die Ex- 
ponentialgr6sse der gewohnlichen G auss'schen Summen durch die Theta- 
function ersetzt erscheiut. Der zweite Theil des Biicheu ist der zweiten 
Kronec  k e r'schen Formel gewidtnet und entwickelt mgleich einige Satze 
tiber Transformation und complexe Multiplication der elliptischen Functioneii. 

Der dritte Thcil enthalt endlich Anwcndungen der bcidcn K r  o n  e c k e r - 
scLen Formeln; und zwar steht hier im Mittelpunkte die Berechniing der 
siognliiien Moduln, f'ür welche die compIexe Mnltiplication der elliptischen 
Fuiictiouen stattfiudet. iMan hat f ü r  jeden besonderen Fall der cornplexen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Multiplication die Auswahl zwischen einer grossen Zalil oinguliirer Moduln, 
welche schliesslich alle im Wesentlichen dasselbe leisten; und man hat es 
wieder als einen Vorzug der Klein 'schen Theorie anzusehen, dass sie in 
jcdem Falle ein Urtheil a n  die Hand giebt ,  welches die einfachsten sin- 
guliiren Moduln sind. Der Gebrauch der K r  o n  e c k er'sçlien Formel führt 
zu denselben singularen Moduln, auf welche Berl- W e b e r  von den 
Sch lSf l i ' schen  Modulargleichungen :tua geführt wird. Die letzteren liefern 
die sogenannten ,Gleichungen der complexen Multiplication", deren Wurzeln 
die singuliiren Moduln sind. Die Methode, mit welcher Herr S e g u i e r  
operirt, führt durch eine eigenthümliche Verknüpfung der beiden K r  on  e c k e r -  
schen Formeln direct auf die singulzren Moduln. E s  ergiebt sich dabei 
zugleich eine sehr interessante Auflosung der Pe l l ' schen  Gleichung durch 
elliptische Functionen, welche sich der bekannten Auflosung dieser Gleichu~ig 
durch Kreisfunctionen au die Seite stellt. Die Berechnung der singuliiren 
Moduln wird thaisacidich durchgefiihrt fur einige von jenen 63 durch 4 
theilbaren Determinanten, welche nach einem von E u l e r  und G a u s s  al5 
walirscheinlich hingestellten Satze die einzigen Determinanlen mit nur 
ambigen Klessen sind. Die Losung der Pel l ' schen Gleichung durch ellip- 
tische Functionen wird für den Fa11 t2 - 53u2 = 4 durchgeführt. Die 
niimeriuche Rerechnung der singuliiren bloduln darf man bei der grosseu 
13edeutung, welche die Gleichungen der complexen Multiplication für die 
moderne Gleichungstheorie haben, als eine wichtige Aufgabe ansehen. 
Es sei bemerkt,  dass Herr W e b e r  die Berechnung für  die siimmtlichen 
65 oben gcmeinten Determinanten durchgeführt und die Resultate am 
Schlusse seines mehrfach genannten Werkes zusammengestellt hat. 

R o i i s ~ ~  F R I C ~ .  

P. & I o r , ~ ~ n n o i i ~ .  Anwendung der  Quaternionen auf die Geometrie. 
Leiden 1893. Brill. 253 S. 

Im Anschluss an die ,,Theorie der Quaternionenu (vergl. Ref. im 36. Bd. 
S. 73,  74) Iüsst Verfasser hier eine systematisch geordnete Darstellung vou 
Anwendungen folgen, in  sechs Abschnitten: 

1. Deutung einiger Formeln. Vermischte Aufgaben aus der Trigono- 
mctrie und Geomctrie. 

S. Der Punkt ,  die Ebene, die Gerade und die Kupel. 
3. Die klliichen zweiter Ordnung. 
4. Allgemeine Theorie der Fliichen. 
5. Allgemeine Theorie der Curven. Krümmung. 
6. Theorie der geradlinigen Strahlensysteme. 

A n h a n g :  Das Princip der Dualitat. 
Wie man sieht, sind es keine neuen Probleme, die hier mit Hilfe des 

Quaternionencalciils g e l k t  bezw. in Angriff genommen werden, der grosste 
Theil findet sich schon in I l a m i l t o n ' s  Elementen behandelt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hcrvorzuhcben is t ,  dass aiich die Theorie der Polaren beliebiger Ord- 
nung eines Punktes i n  Bezug auf eine Flache der Behandlung mittelst 
Queternionen ziigiingig gemacht wird. Doch bekennt Verfasser selbst, dass 
sein Verfahren hinter dem J O  a c h i m s t h al'schen an Einfachheit zurück- 
bleibt. Neu unter den Anwendnngen ist der Versnch, die partiellen linenren 
Differentialgleichungen rnittelst Quaternionen zu integriren. Es  werden zwei 
Yethoden entwickelt, um Integrale der partiellon lincaren Differential- 
gleichungen erster und zweiter Ordnung zu finden. 

Den Schliiss des Randes bildct ein Rogen Berichtigiingen und Zusiitae 
zu der , Theorie der QuaternionenY. E. JAHNKE. 

P. MOLENBROEK. Over de toepassing der  quaternionen op de mechanica 
e n  de natuurkunde. Amsterdamer Bericht. 1893. S. 1-38. 

H a m  i l  t o n  hatte die Absicht, in seinen ,Elementenu die Brauchbar- 
keit des Operators v fur physikalische Anwendungen nachzuweisen; doch 
kam diese Abaicht nicht zur Ausführung. Nun entwickelte T a i t  in seinem 
"elementary treatise on quaternionsY eine diesbezügliche Methode, von der e r  
indessen selbst zugiebt, dass sie lieine directe ist. Diese Lücke sucht Ver- 
fasser auszufüllen, indem er von Gesichtspunkten ausgeht , die i n  seiner 
,,Theorie der Quaternionenu und in seiner ,Anwendung der Quaterniouen 
auf die Ceornetrieu eine ausführliche Darlegung gefunden haben. Die Gegen- 
stande der einzelnen Kapitel sind: L a p l a c e - P  o i s  s O n'sche Differential- 
gleichung , G r  e en'sches Theorem, Elasticitiitstheorie , die allgemeinen hydro- 
dpamischen Gleichungen, Wirbelbewegung und stationtire Potentialbeweguog. 

A. SICKENBERGER. Leitfaden der  eiementaren Mathematik. Zweiter Theil. 
Planimetrie. 2. Aufl. hlünchen 1893. Ackermann. 123 S. 

Es ist eine knappe Darstellung des gewohnlichen planimetrischen 
Pensums, welches hier und da noch eingeschrankt worden ist. So fehlt 
11. A. giinalich der Begriff der harmonischen Theilung und mit ihm die 
Gruppc von Aufgaben, deren elegante Losung auf dem Apollonischen 
IIalbkreis beruht. Mi t  Recht ist der P t o l e m a i s c h e  Lehrsatz unter die 
Uebungsaufgabcn verwiesen. 

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten nur dadurch, 
dass den einzelnen Abschnitten Oebungsbeispiele bcigegebcn sind. Hierbei 
verdient hervorgehoben zu werden , dass unter die algebraisch -geometrischeu 
Aufgaben auch Maximum- und Minimum-Aufgaben leichtester Art auf- 
genommen worden sind, deren Tlosiing sich durch Disciission der Dis- 
criminante ciner quadratischen Gleichung ergiebt. E. JAIINKE. 
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Anonyme Abhandlung über das Quadratum Geometricum. 

Hcrnusgcjicl~on von 

Hierzu Tafel XII Figur 1- 8. 
- 

Die folgende Abhandlung findet sich im Codex Latinus Nonacensis 
14908, Blatt 308-31 1. Sie lehrt die Herstellung dos Q u a  d r a t u m  
Ge om e t r i c u m  nicht ganz Ubereinstimmend mit Georg Peurbach , jedoch 
auch zu etwas anderem Zwecke bestimmt. Der ungenannte Verfasser lehrt 
nach der Beschreibung desselben seino Anwendung zum Tiefen-, LLngen- 
und Htihenmessen. Von den Vorschriften, welche sich i n  der G e o m  e t r i a  
G e r b e r t  i finden, und welche mit einem bei weitem unvollkommeneren 
Instrumente gemacht werden, haben die hier gelehrten vor allem das voraus, 
dass sie auch den Grund angeben, auf welchem die ganzo Anwendung des- 
selben beruht,  dass n%mlich stets zwei Shnliche Dreiecke vorbanden sind, 
man von der daraiis folgenden Proportion stets drei Glieder kennt,, und 
dass man also auch leicht das vierte unbekannte berechnen kann. Der Per-  
fasser nimmt dabei auf Euklid Biich 6 ,  Prop. 4 Bezug und beruft sich an 
einer anderen Stello auf den A l  g o r  i s rn u s  d e  m i n u  t i i s .  E s  ist  darunter, 
wie mit Sicherheit nachgewiesen werden kann,  der A l  g o  r i s  m u s  d e  
minu  t i i s  des Johannes de Lineriis* gemeint, der sowohl im Originale, 
mie in  einer woiter ausgeführten Rearbeitung als zweiter Theil einer um- 

In den gedachten Ausgaben dieses A l g o r i s m u s  so wenig als in den 
nieisten Ilanduchriften findet sich die Widmung des  Joh. de Lineriis, welche er 
seinem Werke voraussendet. Diese Widmung ist erhalten in der TTmdvchrift der 
Arnploniana in Erfurt  Qu. Sas7, wo sie Blatt 11 folgendermassen beginnt: 

M u l t i p l i c i s  p h i l o ~ o p h i a e  v a r i i s  r a d i i s  i l l u s t r a t o  d o m i n o  
R o b e r t o  de  B a r d i s  de F l o r e n c i a  G l a c u n e n s i a  ecc les iae  i n c l i t o  
d e c a n o  J o h a n n e s  d e  L i n e r i i s  A n b i a n e n s i s  d ioces ie  a a t r o n o m i -  
c a e  v e r i t a t i s  a m a t o r  . . . 

Daraus dürfte wohl absolut sicher hervorgehen, dass Joh. de Lineriis kein 
Sicilianec gewesen ist, und al60 Johannes Sicnlus eino andere Personlichkeit 
sein muss. 

1list.-lit.Abth. d. Zeitachr. f.Mntli. u. Phys.40. Juhrg. 1YYJ. 5. Hoft. 13 
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fassenderen Schrift mit dem Gesammttitel A l g o  r i  s m  u s  R a t  i s p o  nens i s  
in derselben IIandschrift, soaie in  noch einigen anderen der ~üEchener 
Hof- und Gtaatsbibliothek sich findet, und am Schliisse genau das cnthdt, 
was unser Verfasser als darin enthalten angiebt. 

Von ganz erheblichem Intcresee dürftc die am Schlusse des ganzen 
hufsatzes hinzugefiigte Tabelle sein, welche dazu bestimmt ist,  deni ?dessen- 
den die Rechnung abzunehmen. Wenn mau dieselbe nach der gegebeuen 
Anweisung nachrechnet, so sieht man leicht, dass die beiden ersten Colonnen 
nach dem ersten Theile der Regel, die beiden letzten nach dem letzten 
Theile derselben berechnet sind. Es sind dabei immer die C u b i t i  auf Gauze, 
theils mit p l u s ,  theils mit m i n u s ,  aligerundet; ebenso im zweiten Theile 
die G r a d u s  und m i n n  t a  auf ganze m i n u  ta .  So ist z. B. bei 52' statt 
69& rund 69, bei 44' titatt 81; das zu Grosse 8 2  gesetzt. Ebenso ist bei 
46 C U  b i t i  e c  um etwa 16" zu klein, bei 23 C U  b i  t i  um fast 22" zu gross 
angegeben. Es ist daraus jedenfalls ersichtlich, wie wenig es dauials 
noch auf wirkliche Genauigkeit ankam. Dass die Tabelle sich nur auf die 
in Pigur 2,  3 und 4 dargestellten Messungen bezieht, ist einleuchtend. 

1 1  De quadrato geometrico coniponendo. 1 30s 

Disponatur quadratum aerenm seii ligneum aerluilaterum undique 
plaiium, ut nusquam declinet, quod sit verbi gracia a bcd ;  e t  quanto maior 
fuerit, tanto cercius. Ducanturque i n  lateribus quadrati praedicti lincae 

5 rectae et  aequales constituentes undique angulos rectos, qui sint a b ,  bc ,  
c d  et  d a ,  quarum duae, scilicet c h  et  dc, dividantur in 60 partes vel 
lineas praedictas aequaliter , qnas partes vocabo gradus, quin per ipsos 
regula graditur. Quos gradus iterum subdividam in 60 partes, et vocabo 
eas minuta, scilicet si instrumentum fuerit magnum, vel subdividam in 

10 alias partes grossiores, u t  in  12 etc., e t  hoc, si instrumentum füerit 
parvum. Deinde in unoquoque angulorum quadrati,  scilicet a ,  b et d l  c 
praecise in concursu linearum ordinetur clavus unus, qui tres clavi sint 

omnino coaequales; per quas ordinetur regula seu volvella directa et 
plana, quae vocetur d e  seu a c ,  cuiue longitude fiat secundum logitudinem 

15 diametri quadrati. I n  cuius volvellae medio ducatur linea recta, super 
quam lineam reetam circa punctum d fiat foramen, per quod volvella clavo 
d seu a competenter inmitti possit. I n  alio ver0 extremitate regulae, 
scilicet circa punctum e l  infigatur scioterus, prioribus scioteris omnino 
aequalis ac eiusdem altitudinis inaequando a stilo vel clavo e versus 

20 stilum d l  qui per medium longitudinis regulae abscindatur medietas 
latitudinis ipsius regulae secundum longitudinem lineae in e c  factae, ita 
tamen,  u t  praecise medietas lirieae praedictae secundum 1 longitudinem 1 3 ~ * '  

moveat intacta, ut contactus medietatis volvellae et  linearum c b  et dc 
undique videri possit. Dividatur deinde volvellii secundum divisiones et 

25 subdiviones omnino aequaliter illis, quae sunt in lateribus quadrati factae, 
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quas ipsa volvella capere possit. Ultimo ordinetur perpendiculu~n, quod 
in lateribus quadrati a b  et ad aptum sit suspendi, quo possit cognosci, 
vando  ipsum quadratum steterit perpendiculariter orizonti (Fig. 1). 

Coustructo quadrato praedicto ad eius usum enudum est. Sciendum 
autem est,  quod hoc instrumentum est de geonietria, id est de triangu- 5 

lorum mensura. qui triplcx est,  scilicet profundi, quae dicitur bassimetria; 
piani, quae dicitur planimetria; e talti, quae dicitur altimetria. 

P r i m u s  m o d u s .  

De prima specie, scilieet bassirnefria. Si igitur profundum mensurare 
volueris, exempli gracia fontem sive puteum, suspende quadratum in ore 10 

putei perpendiculariter, e t  per duos stilos, scilicet u et  b ,  ymum profundi 
rospiciens punctum ymum, in quo visus terminatur, nota, e t  vocetur 
punctus ille super f. Deinde volvellam ed clavo d inmissam volve hincinde 
tauidiu, donec iterum purictum ymum prius notatum, scilicet f, per duos 
stilos d et e videris, et immota volvella diligenter nota, ubi ipsa cum 15 

sui medio secat latus bc, et hic punctus semper vocetur sectionis e. Unde 
sicut se habet latus Bc ad c c ,  sic se habet,  scilicet f a ,  quao est pro- 
fuuditas putei, ad latus ad. Unde supposito, quod latus quadrati sit 

'308 cubiti, tunc quocicns bc  1 vcl d e  continotur ce, tot cubitorum erit  pro- 
funditas putei praecedentis (Fig. 2). S e c u n d u s  m o d u s .  20 

De secunda specie, scilicet planimetria. Unde si planum metiri volueris, 
pone quadratum in terra a n t  in alio sic, u t  terminum plani mensurandi, 
scilicet punctum f, per duos stilos a, b videre possis. Quo sic viso move 
volvellam super d positam, ut iterum per eius stilos punctum f videas. 
Deinde ubi volvella secat latus bc, scilicet punctum e, diliçenter nota. Tunc 2.5 

quociens d c  continet ce, tociens distancia spacii mensurandi, scilicet af,  
continet latus a d  (Fig. 3). T e r c i u s  m o d u s .  

DE tcrcia specie geomctrke, scilicet altimetria. Unde, dum altum metiri 
volueris, considera, a n  ipsius alti basis sit accessibilis, an non, quae basis 
vocatur g. Si erg0 accessibilis basis fuerit, tunc affige quadratum parieti 30 

iuxta babim, id est puuctum g, et per duos stilos a ,  b aliquod signum in 
extremitate altitudinis considera. Deinde idem signum per stilos, volvella 
ed stilo d infixa, vide, e t  proccde praecise et omnino, sicut fccisti in  
planimetria (Fig. 4). But sic: Affige volvellam super stilum a e t  eam volve 
super punctum c ,  et  quadrato perpendiculariter tento accide ad basim vol 35 

recede tamdiu, donec per stilos regulae cacumen rei videtur, quia tunc 
distancia, quae eut inter te et basim rei ,  est acqualis altitudini rei eiusdem 
addita ipsi distancia tua statura (Fig. 5). 

"9' Si L e m  basis 1 rci ullae mensurandue non uccessibilis fuerit, aut ali- 
quid, u t  praedicto modo mensurare non possis, impediat, tunc in loco tibi 40 

competenti stando oecutam longitudinem, quae est inter te et caçumen rei 
altae mensura ornnino eo modo, qui dictus est iu  planimetria, et vocetur longi- 

13 * 
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tudo illa af.  Qua habita situa quadratum perpendiculariter orizonti, et 
volvellam a stilo infigendo per eius stilos cacumen rei praedictae respice. 
Quo viso, ubi volvella secat quadratum , scilicet punctum e, diligentcr 
nota. Scias autem, si regula ceciderit ultra c versus b ,  tunc distancia 

5 inter te  e t  basim est minor altitudine rei, e t  tunc, sicut se habet 
e a  ad a b ,  sic se habet af ad fg ,  scilicet ad altitudinem rei. Sed quia 

tibi t r i a ,  e a ,  a b  et  fa, sunt nota ,  igitur fg  quartum, quae est altitudo 
rei, est nota (Fig 6). Si vero regula ceciderit ultra c versus d ,  tunc 
distancia inter t e  e t  basim rei est maior altitudine rei eiusdem. E t  tunc, 

10 sicut se habet a c  ad e d ,  sic se habot af ad f g ,  quae est altitudo quaesita. 
Sed quia iterum tibi t r ia ,  scilicet a e ,  cd et  a f ,  sunt nota, igitur quartum, 
scilicet f g ,  quae est altitudo rei ,  est notum. Haec autem regulae, scilicet 
inveniendi ignotum per nota, ponuntur in  fine algorismi de minuciis (Fig. 7). 

Si oero fueris in cacumine montis, e t  altitudinerra eius in. eo stans scire 
15 volueris, tunc scias longitudinem 1 a caciimine montis eiusdem, in quo stas, 1319 

usque ad pedem eius per modum dictum i n  üecunda specie artis huius. 
Deinde situa quadratum perpendiculariter ipsi terra cum latere d c  versus 
terram et  affiges regulam stilo a ,  et  per eius stilos punctum f in pede 
montis prius visum nota. Deinde considera punctum e, in quo scilicet 

20 regula secat latus quadrati. Unde, sicut se habet a e  ad a d  aut  cb ,  sic 
se habebit a f  ad ag ,  quae est montis altitudo quaesita, posito monte verbi 
gracia h d k (Fig. 8). 

Fundatur autem haec tota practica super quartum sexti Euclidis,  quae 
est: O m n i u m  d u o r u m  t r i a n g u l o r u m ,  q u o r u m  a n g u l i  u n i u s  a n g u -  

25 l i s  a l t e r i u s  s u n t  a e q u a l e s ,  l a t e r a  a e q u o s  a n g u l o s  r e s p i c i e n c i a  
s u n t  p r o p o r c i o n a l i a .  

Sed propter faciliorem modum in quadrato isto volo ponere certos 
numeros cubitorum et  aliarum quantitatum, cuius quautitatis latus fuerit 
quadrati, ccrtis gradibus e t  minutis in latere quadrati notatis correspon- 

30 dentes. 
Unde quando regula unum minutum, quod est sexagesima pars çradus, 

a c versus b eundo resecuerit, tunc longitudo mensurandi 3600 cubitorum 
est,  supposito, quod latus quadrati unius cubiti fucrit. Si ver0 rcgiila a 
c versus b per duo minuta distiterit, longitudo praedicta 1800 cubitorum 

35 e r i t ;  si ver0 por tria minuta regula a c 1 versus b elongaverit, longitudo 1310' 

mansuranda 1200 cubitorum eri t ,  e t  sic omnes istos numeros notando usque 
ad 6 0  gradus in latere quadrati positos ponuntur in  tabula praescripta. 

Inveniuntur autem hii numeri sic. Vide per quot minuta distat e a c, 
e t  quoeiens ipsa continctur in latere quadrati, quod scire potos dividendo 

40 per ea 60 gradus: tot cubiti correspondent minutis praedictis. Vel quod 
sit d c scilicet primus , c e varbi gracia secundus, f a ,  scilicet ignotus , tercius, 
a d ,  scilicet unitas, est quartus. Duc igitur etc. Vel e converso si habes 
cubitos, et quot ipsis gradus ct minuta correspondent, scire volueris, tunc 
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*one cubitos, scilicet lineam f a  primum; et a b ,  scilicet latus quadrati, 
secundum, id est unitatem; et d c ,  scilicet 60 tercium; et duc socundi~rn in 
tercium et divide per  primum, et qiiot proveniunt, sun t .  gradus e t  minuta, 

3111 sut minuta tantum praedictis cubitis correspondencia. 1 
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Recensionen. 

Handbuch der  Theorie:der l inearen Differentialgleichungen. Von Pro- 
fessor Dr. LUDWIG SCIILESINGEH. 1. Bd. Leipzig 1895. B. G .  Teubner. 
XX und 486 S. 

I n  dem Werk ,  dessen erster Band uns vorliegt, sol1 der gewaltige 
Stoff, der sich in den dreissig Jahren seit Begründung der modernen 
Theorie der linearen Differentialgleichungen angehauft h a t ,  einein zweifel- 
los vorhandenen Bedtirfniss entsprechend ,,au einem einheitlichen Lehr- 
gebtiude zusammengefmst werden, iim ein moglichst getrenes und voll- 
stlindiges Bild von dem gegenwartigen Stande dieser Theorie zu liefernu. Das 
ist keine geringe Aufgabe, und es durfte daller mit Freuden begrüs3t 
werden, als die Anzeige erschien, dass zwei Mlinner 'sich mit derselben 
befassen wollten, die sich durch ihre Arbeiten bereits als in hohem Rlaasse 
hierfUr befiihigt erwiesen hatten. P a u  1 G ü n  t h e r aber wurde schon wenige 
Xonato nach Rcginn der gemeinsamcn Arbcit von einem vorzeitigen Tode 
dahingerafft. Die Lecture der nach dem Vorwort wesentlich von ihm her- 
rührenden, geradezu vorzüglich geschriebenen h i  s t O r i  s c h e n  E i n  l e i  t u n g*  
über die Entmickelung der Functionentheorie im Allgerneinen und der Theorie 
der Differentialgleichungen im Besonderen, lBsst uns seinen Hingang au f s  
Neue beklagen. 

So sah sich Herr S c  h 1 e s  i n g e r  allein vor demrgrossen Unternehmen; 
aber e r  ha t  sich demselben auch ohne den Mitarbeiter v6llig gewachsen 
gezeigt. Wir wollen schon an der Schwelle des Berichtes folgende Haupt- 
vorzüge seiner Arbeit erwahnen. Der Verfasser steht allenthalben merklich 
über dem ausserst reichhaltigen und vielaeitigen Stoff, den er selbst in 
manchen Punkten wesentlich bereichert. Indem er aber auch die von 
Anderen geschaffenen Theorien zuniichst gründlich in siüh aufgenommen und 
verarbeitet ha t ,  um sie danu erst in  Anpassung an das Ganze zu repro- 
duciren, ist  er eigentlich überall originell. Die Behandlung dringt stets 
in die Tiefe und sucht auch bei schwierigeren Fragen den1Kern der Sache 
zu treffen. Die Anordnung und DaruLe!lung ist fast durchweg klar und 

* S. 2 Ueile 15 von oben lies , ,nuru [statt ,,nichtiL; Zeile 14 von unten lies 
,,hier " statt ,, wieder". 
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naturgemiiss. Dadurch, dass der Verfasser ,sich nicht den beengenden 
Zwang einer starren Systematik auferlegen, sondern die Darstellung in  
der Form moglichst frei und im Aufbau wesentlich der historischen Ent-  
wickeliing folgend gestaltenU wollte, ist es ihm in der That gelungcn, den 
Eindruck der Langweiligkeit glücklich zu vermeiden, der wohl gelegentlich 
nicht mit Unrecht dem Begriff .HandbuchU anhaftet. 

Eine kurze Wanderung diirch das Buch selbst m6ge dazu dienen, ein 
so günstiges Urtheil zu bcgründen, und zugleich Gelegenheit bieten, die- 
jenigen Punkte hervorzuheben, in  denen - nach Ansicht des Referenten - 
Ausstellungen gemacht werden müssen. 

Auf die schon erwiihnte historische folgt eine t h  e O r e t i s c h e E i n - 
l e i  t u n g * ,  welche u. A. auf die zuerat von F u c h s  hervorgehobenen ver- 
schiedenartigen Singularitaten einer monogenen Function hinweist, die 
liuearen Differentialgleichungen als solche charakterisirt, die keine mit den 
Anfangswerthen verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzeli , und end- 
lich die Nothwendigkeit darlegt, fur àie linearen Differentialgleichungen 
einen besonderen Existenzbeweis zu liefern, der mehr leistet wie der all- 
gemeine C a u c h y  'sche für beliebige Differentialgleichungen. 

1. A l l g e m e i n e  G r u n d l a g e n  d e r  T h e o r i e .  

In der Umgebiing einer regnlaren Stelle besitzt die lineare homogene 
Differentialgleichung nt@* Ordnung ein Intagral in Gestalt einer gewohnlichen 
Po t e n z r e i  h e  mit fi-willkürlichen ersten Coefficienten ( A n  f a n g s  w e r  t h e n ) ,  
convergent mindestens in dem Kreis, der bis zur nachsten singularen Stelle 
reicht. Durch F o r  t s o t  z u n g  kann der Giltigkeitsboreich dicses Integrals 
über das ganze von den regultiren Stellen erfüllte Gebiet ausgedehnt werden.** 
Der nun folgende Begriff des p a r t i c u l a r e n  I n t e g r a l s  - so wird ein 
Integral genannt , wenn a l  1 e n-Anfangswerthe bestimmte Sind - scheint 
uns etwas zu eng gefasst, da so in  der Bezeichnung für die Integrale mit 
v willkürlichen Constanten (O < v < fi) eine Lücke bleibt. - Ein F u n  d a -  
m e n t a l s y  s t e m  ist ein solches System von n Integralen, dessen Deter- 
minante nicht identisch verschwindet; das a l l g e m e  i n e  I n  t e g r a l  ist  die 
lineare homogene Verbindung der Elemente eines Fundamentalsystems mit 
n willkürlichen Coefficientm. Bus der Definitionseigenschaft des Funda- 
mentalsystems folgt die lineare Unabhangigkeit seiner Elemente und um- 
gekchrt. Dio Elemento eines Fundamentalsystems erfahren eine lineare 
Substitution mit nicht verschwindender Determinante, wenn die unabhiingige 
Variable einen Umlauf beschreibt, der die Coefficienten nicht lindert. 

" S. 15 Zeile 1 lies ,,(2)<& s ta t t  ,,(3)", S. 17 Zeile 1 der Aiisdruck , , in deren jedcr 
Naheu dürfte auch i n  ,,matLiematischem Ueutschl' uicht zuluvsig sein! - S. 17 
Z. 1 4 ,  15 die Worte ,,unendlich vielen positiven und" aind als iiberfliissig u n d  
daher vielleiüht vermirrend zu streichen. 

** S. 27 am Kopf iiea ,, 10" statt ,, 11". 
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II. F o r m a l e  T h e o r i e n .  

Nachdem im 1. Abschnitt mit dem Existenzbeweis eine Operations- 
basis gewonnen is t ,  wird diese zunachst fü r  das eigentliche Integrations- 
geschiift noch nicht weiter ausgenütxt, sondern es folgt erst eine Art 
,,Intermezzou. Die linearen Differentialgleichungen zeigen mannigfache 
A n a l o g i e e n  m i t  a l g e b r a i s c h e n  G l e i c h u n g e n ;  z. B. .eine lineare 
Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten, die mehr linear un- 
abhiingige Integrale besitzt, ale ihre Ordnungszahl betragt , muss identisch 
verschwindenU - der A p p e l l ' s c h e  Satz, der ein Gegenstück zu dern 
Satz von der rationalen Ausdrückbarkeit der symrnetrischen Functionen der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung durch die Coefficienten darstellt - 
die Theorie der gemeinsamen Loeungen mohrerer Differentialgleichungen - 
die Zusammensetzung von Differentialausdrticken (F r  o b  e n i u  s )  u. A. - 
Wie der Grad einer algebraischen Gleichung bei Kenntniss einer Wurxel 
um 1 zu erniedrigen i s t ,  so auçh hier die Ordnung der Differentialgleich~n~ 
bei Kenntniss eines Integrals." Die alsdann folgende Theorie der M u l t i -  
p l i c a t o r e n  und a d j u n g i r t e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  gipfelt in 
dern Satz: ,Die sammtlichen Nultiplicatoren einer Differentialgleichung sind 
Losmgen der adjnngirten und ~ m g e k e h r t . ~  Die Multiplicatoren lassen sich 
noch mittelst Determinantenquotienten durch die Elemente eines Funda- 
mentalsystems ausdrlicken. Dies führt zu Beziehungen zwischen ad  - 
j u n g i r t e n  F u n d a m e n t a l s y s t e m e n .  Uebt man auf die Elemente eines 
Fundamentalsystems eine lineare Substitution aus , so ergiebt, sich : Dieses 
Fundamentalsystem und sein adjungirtes sind c o n  t r  a g r e  d i  e n  t. Satoe 
tiber s i c h  s e l b s t  a d j u n g i r t e  und i h r e n  a d j u n g i r t e n  e n t g e g e n -  
g e s e t z t  g l e i c h e  D i f f e r e n t i a l a n s d r t i c k e  beschliessen diese Retracht- 
ungen, die sodann eine Anwendiing finden in der Integration der n i c h t  
h o m o g e n e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n .  

Die Kenntniss der Integration einer solchen gestattet nun die weitere 
Ausftihrung der Untersuchung tiber gemeinsame Losungen mehrerer 
Differentialgleichungen und die Einführung des Begriffs der 1 r r e d  u c t i -  
b i  l i t B t .  Der Verfasser stellt sogleich die folgende sehr allgemeine Definition 
auf ,eine lineare homogene Differentialgleichung heisst irreductibel, wenn 
sie mit keiner ebensolchen DifFerentialgleichung niedrigerer Ordnung, d e r  e n 
C o e f f i c i e n t e n  v o n  d e r s e l b e n  B e s c h a f f e n h e i t  s i n d  (dies entspricht 
der Berticksichtigung des R a t  i O n a l  i t a t s b e r e i c h s bei der algebraischen 
Irreductibilitat) ,eine L h n g  gemein hat. Hierbei kommt es natürlicli 
wesentlich auf den B e r  e i c  h a n ,  i n  welchem die beiden Differential- 
gleichungen gloiche Beschaffenheit haben; dies wird auch vom Verfasser 
streng hervorgehoben und wird im Folgenden sehr bald praktisch. Eben 
deshalb aber scheint es uns wünschensmerth, ja  nothwendig, dies i n  die  

* S. 48 Xeile 9 von uuten würden wir statt ,,WerthiL lieber ,,Zweig1' lesen. 
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De f i n  i t i O n m i t a u  f z u n e h m e n und von vornherein nur von ,Irreducti- 
bilittit i n  e i n e m  g e w i s s e n  B e r e i c h  zu sprecben. Es tritt  dann deut- 
lich zu Tage, wie z. B. die beiden Arten von Irreductibiltat, welche 
P r o  b e n i u  s eingeführt ha t ,  sich lediglich durch den Bereich, in dem 
diese Eigenschaft besteht, unterscheiden. Umfasst der Bereich die ganze 
x -Ebene, so kanu man ja iibereinkammen, in diesem Palle, gerade wie 
z. B. von ,eindeutigen Functionenu sehlechthin, auch von ,Irreductibilititu 
scblechthin zu sprechen. - Die Bedentilng der R e d  ii c t i b i l i t  a t einer 
linearen Differentialgleichung wird treffend darin erkannt ,  dass diejenigen 
Intcgrele derselben, die einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
gentigen, nur so vie1 linear unabhsngige Zmeige (in dem betreffenden Be- 
reich!) beuitzen, als die Ordnung der letztcren Difforentialglcichung betriigt. 

III. T h e o r i e  d e r  F u n d a m e n t a l g l o i c h u n g .  

Diese wichtige Gleichung wird fur irgend ein zweifach zusammen- 
hangendes (ringformiges) Gebiet E ,  das keinen singuliireii Punkt  enthtilt, 
und 'einen darin vollzogenen Umlauf U in  bekannter Weise nach B u c  h s  
aufgestellt und liefert, falls sie lauter verschiedene Wurzeln besitzt, die 
Existenz eines c a n o n i s c h e n  F u n d a m e n t a l s y s t e m s ,  dcssen Elemento 
sich beim Umlauf U nur mit Constanten multipliciren. 

Eino durchaus originelle Behandlung erledigt in elegantester Weise 
auch den Fa11  m e h r f a c h e r  W u r z e l n  d e r  F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g  
und basirt auf dem bemerkenswerthen Ergebniss, dasv die Coefficienten 
der Fundamentalgleichung libereinstimmen mit denen der Relation 

welche das allgemeine Integral v mit den n-Integraleu O a ,  O z u ,  , , . , O n a  

verknüpft, die bezw. durch 1, 2, . . . n-maligen Umlauf U aus v hervor- 
gohen.* Hieraus folgt u.A.: , W i r d  d i e  v o r g e l e g t e  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  P =  O d u r c h  a l l e  I n t e g r a l e  e i n e r  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  n i e d r i g e r e r  O r d n u n g  R = O b e f r i e d i g t ,  s o  i s t  d i e  
l i n k c  S e i t e  i h r e r  F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g  d u r c h  d i e  l i n k e  S e i t e  
d e r  F u n d a m e n t a l g l e i c h u n g  v o n  R = O  t h e i l b a r . '  Da dieser Satz, 
wie einige andere ihm ahnliche, leicht zu beweisen i s t ,  falls 3 ein Kreisring 
und die analytische Gestalt der Integrale in E schon ermittelt kt,  muss 
besonders hervorgehoben werden, dass die Ableitung hier o h  n e diese 
Voraussetzung erfolgt. Die Anwendung dieser Theoreme auf die mchr- 
faclien Wurzelu der Pundamentalgleichung ergiebt die Existenz eines in 
( F u c h s  'scho) G r  u p p e n eingetheilten Fundamentalsj-stems , dessen Elemente 
sich nur innerhalb der Gruppen verzweigen (wenn dieser kurze Ausdruck 

+ Der S. 109 Zeile 3 gebrauchte Ausdruck ,,specielles Integral<' ist  niclit 
erklirt worden. 
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hier gestattct k t ) .  Statt  der Thoorie der Elementartheilcr führt alsdann 
diejenige des R,anges l i n e a r e r  G l e i c h u n g s s y s t e m e  noch zur Ein- 
theilung der Gruppen in die ( H  a m  b u r  g e r'schen) U n t  e r  g r LI p p  e n *, so 

dass die Integrale sich nur noch innerhalb der letzteren verzweigen, das 
heisst zu einem c a n o n i s c h e n  F u n d a m e n t a l s y s t e m  auch im Palle 
mehrfacher Wurzeln der Fundamentalgleichung. Wir  vermissen bei der 
Wichtigkeit des Begriffs eines canonischen Fundamentalsystems , mit dem 
im Folgenden haufig operirt wird, an der Stelle, wo dieser Name eiu- 
gefülirt wird (S. 127), die a u s d r t i c k l i c h e  Definition, das heisst die 
Angabe der charakteristischen Eigenschaften eines solchen Fundamental- 
systems. 

Endlich wird nun aus dem Vorhergehenden f u r  g a n z  be l ieb ige  
G e s t a l t  des Ringgebietes E die a n  a l  y t i s c  h e F O r m des canonischen 
Fundamentalsystems abgeleitet und dann für den Fa11 specialisirt, dass E 
ein Kreisring i s t ,  dessen innerer Kreis beliebig klein ist  und eine isolirte 
singulare Stelle einschliesst. Dabei wird auch ansdrticklich auf den Fa11 
eingegangen , iii welchem die betreffende Stelle eine V e r  zw e i g u n  g s s  t elle 
d e r C o e f f i c i e n t  e n der Differentialgleichung ist. Rein tiusserlich ist die 
Berichtignng, dass hierbei auf S. 133 und 135 statt  ,e-fachu nach R i e -  
mann'schem Sprachgebrauch ,(Q - l) - fachu gcsetzh werden muss (ent- 
sprecheud spater S. 209 ,(A- 1) -fachu statt  ,i, - fachu). Ferner dtirften in 
dem Satz S. 135 die Worte (Zcilo 1 9 ,  20) ,und durch die zu x = a ge- 
h6rige FundamentalgleichungY zu streichen sein, und endlich ist S. 13G 
Zeile 17 von unten entweder ,im AllgemeinenU zu streichen oder aber 
::k6nnenu durch , werdenu zu ersetzen. 

IV. D i e  s i n g i i l a r e n  S t e l l e n ,  a n  d e n e n  s i c h  d i e  I n t e g r a l e  
b e s t i m m t  v e r h a l t e n .  

WBhrend nach don bis jetzt gewonnenen Resnltaten ein singularer 
Punkt  der Differentialgleichung im Allgemeinen eine Stelle der Unbestimrnt- 
heit ftir die Integrale is t ,  wird nun gefrsgt: ,wie mtissen die Coefficienten 
in  der Umgebung eines Punktes, w o  s i e  d e n  C h a r a k t e r  v o n  r a t i o -  
n a l e n  F u n c  t i o n e n  h a b c n  (noch des Weiteren) beschaffcn sein, damit 
alle Integrale sich in dieser Umgebung bestimmt verhalten?' Dass bei 
dieser E'rngestellung über die Co e f f i c i  e n t e  n überhaupt schon eine An- 
nahme gemacht wird, berührt etwas fremdartig. Die Voraussetzung wird 
zwar in der That S. 152 zuniichst durch die weniger enge ersetzt, die 
Coefficienten sollen e i  n d e u t i g in der betreffenden Umgebung sein, und 
in Nr. 59 wird dann auch der Fa11 einer belieligen singularen Stelle, mo 

die Coefficienten algebraisch mehrdeutig sind, auf den Fa11 der Eiudeutig- 

* S. 125 Zeile 17 von unten flg. dürften die Worte ,,siud die . . . s o t '  d s  
überflüssig zu streichen sein. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



keit zurückgeführt. Thatsiichlich ist aber j e d e  Voraiissetzung über die 
Coefficienten überflüssig, da lediglich aus dem Ansatz der I n t e g r a l e  in 

wo die gew6hnliche Potcnzreihen sind, im Kapitel 1 des Abschnittes die 
Form (D) [S. 1521 der Coefficienten folgt. Auf diesen Ansatz der Inte- 
grale lLsst sich der andere, wenn man annimmt, dass die Q nach ge- 
brochenen positiven Potenzen fortschreiten , von vornherein sofort zurück- 
fiihren, so dass man aiich für dicscn Fa11 dio nothwendige Gestalt der 
Coefficienten besitzt. Da aber andererseits beide Ansiitze durch die voran- 
gehende allgemeine Sheorie g e g e  b e n werden , fa119 man von den Coeffi- 
cienten voraussetzt, sie seien in der LTmgebung der Stelle x = O nur  alge- 
braisch mehrdeutig, so würde das bei dieser E'ragestellung erzielto Resultat 
zugleich das geben, was hier ftir S. 136 zusarnmen mit  den spater folgenden 
Erweiterungen erreicht wird , und rioch darliber hinausreichen. - Bei 
Satz 1 S. 141, der zweifellos richtig, aber (im allgemeinen Falle) keineswegs 
evident is t ,  wlinscliten wir wenigstens die Andeutung eines Beweises. I n  
Satz 2 mochten wir die modificirte Fassung vorschlagen: .. . . , so geh6rt 
die Ableitung von F ( x )  zu einem Exponenten 2 r - 1, und zwar ist  dieser 
Exponent nur  dann > r - 1, wenn u. S. W.'* 

Umgekehrt wird nun gezeigt, dass, wenn die Coefficienten die vorher 
gefundenen Bedingongen erfüllen, ein sich bestimmt verhaltendes Fiinda- 
mentalsystem existirt. Eine wichtige Rolle spielt dabei die d e t e r m i n i r e n d e  
Gl e i c h u n  g ,  die für  die linearen Differentialgleichungen dasselbe leistet, wie 
das N e w  t O n -  P u i  seux 'sehe Polygon fur die algebraischen Gleichungen 
zwischen zwei Variablen, indem sie die Anfangsexponenten der Reihen, bezw. 
den Exponenten, ,,zu dem ein mit Logarithrnen behaftetes Integral geh6rtu, 
bestirnmt. Dass das Handbuch für diese Gleichung wieder den doch gar  
zu lang hindonnernden Namen ,,determinirende Fundamentalgleichung" bei- 
behalt, bedaueru wir um so mehr, als die hierfUr theils P. 158, 159, theils 
S. 162 angt~gebene ausdrückliche Motivirong thatsichlich nur das Attribut 
.determinirendu rechtfertigt. Eine Pietiitsverletzung aber gegen den Ent -  
decker dieser Gleichung (dessen Verdienste wahrlich liber derartige Acusser- 
lichkeiten erhaben sind) kann unseres Erachteus in einer solchen liebe- 
vollen Abkürzung des ihr von ihm gegebenen Namens gewiss nicht erblickt 
werden l 

Was die Methode selbst betrifft, naoh der die jetzt in Eede stehende 
Umkehrung zu beweisen is t ,  wobei es narnentlich auf die Gewinnung der  
mit Logarithmen behafteten Integrale ankommt, so stehen dafür mehrere 
verschiedene Wege offcn, von donen jeder seine besonderen Vorzüge hat. 

S. 140 Zeile 12 von unten lies ,,keine negativen" statt , ,nur positive"; 
S. 141 Zeile 7 von unten statt , ,kann. .  . eintreten" lies ,, tritt . . . eiu". 
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Die F r o  b e n  i u s'sche Methode, welche durch Differentiation des Integrals 
in Reihenform nach dem zunachst unbestimmt bleibenden Anfangsexponenten 
die logarithmischen Integrale erzeugt , zeichnet sich jedenfalls durch ausser- 
ordentliche Eleganz der Ableitung aus. Sie giebt Beziehungen zwischen 
den einzelnen Reihen in demselben Integral,  die vorher nicht bekannt 
waren, und wir würden eine Darstellung, die heutigen Sages jene Re- 
ziehungen ausser Acht liesse, für  unvollstiindig erachten. Sie bedarf aber 
eines Convergenzbeweises , der complicirter ist als derjenige der E" n c h s -  

schen Methode, die sich der Rediiction der Differentialgleichung dnrch das 
Integral in Reihcnform und wiederholter Integration bedient, daftîr aber 
an sich jene Beziehungen noch nicht giebt. Benutzt man aber die durch 
dio F u c h s'scho Yethode (oder durch die Fundamentalgleichiing) gegebeno 
Kenntniss der Borm der Integrale und leitet die einzelnen Integrale durch 
formnle Integration in Bezug auf den Logarithmus aus dem logarithmen- 
freien Integral ab ,  so liefern die Elecursionsformeln der gewissermassen 
als ,Integrationsconstantenu neu auftretenden Reihen die F r o  b e  nius'achen 
Beziehungen und zugleich d i e  V e r t h e i l u n g  d e r  w i l l k ü r l i c h  b l e i b e n -  
d e n  C o n s t a n  t e n  auf die einzelnen Reihen. Da jeder dieser Wege 
also seine eigenartigen, sich etwa ausgleichenden Vorzüge besitzt, ist es 
augerischeinlich Geschmacksache , welchen man einschlagen will: Der Ver- 
fasser des Handbuches ha t  sich für die F r  O b e n i  us'sche Methode ent- 
schieden. Sobald dann hiermit der Heweis geliefert i d ,  dass die F o r a  (Il) 
der Coefficienten nothwendig und hinreichend flir das bestimmte Verhalten 
der Integrale ist  (S. 177) ,  wunschten wir auch die Bezeichnnng , S te l l e  
d e r  B e s t i m m t h e i t  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g U  eingeführt zu sehen, 
die erst S. 272 bedeutend nachhinkt. 

Um die Gruppen des gewonnenen Fundamentalsystems in Untergriippen 
zu soridern,* wird die Frage untersucbt, z u  w e l c h e n  W u r z e l n  der 
d e t e r m i n i r o n d e n  G l e i c h u n g  e i n  l o g a r i t h m o n f r e i e s  I n t e g r a l  ge- 
h 6 r t .  Die Entscheidung, ob dies bei einer bestimmten Wurzel der Sall 
ist  oder nicht,  wird in eigenartiger Weise auf die Untcrsuchung zurück- 
geführt,  ob der Rang zweier gewisser linearer Gleichungssysteme derselbe 
ist odeï nicht. Die explicite Form dieses Kriteriums liefert (vorgl. die in 
der  Berichtigungstabelle als erforderlich bezeichneten Correcturen) nicht 
mehr die allgemeine L6sung der Frage, sondern eine solche nur fur einen 
Specialfall. Dieser letztere umfasst den noch besonders erwiihnten Fall, 
dass dio ganze Integralgruppc logarithmcnfrei ist;  nobenbei bemerkt trifft 
die Behauptung (S. 196), dass die für  das Eintreten dieses salles an- 
gegebenen Bedingungen mit den von P u c h s  (Crelle 68) gegebenen ijber- 
einstimmen, nur für  einen Theil derselben zu. 

* S. 181 Zeile 8 von unten der Ausdruck ,,die kennen gelehrte Eintheilung" 
und ebenso spater S. 427 Zeile 1 ,, kennen gelernte" ist unmoglich. 
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Rilden alle m- Integrale eine einzige logarithmenfreie Gruppe, so n e m t  
der Verfasser mit P o i n c a r é  diesen Punkt  einen ,SC h e i n  b a r  s i n  g u -  
larcn P u n k t u ;  sind insbesondore noch allc fi-Anfangsexponentcn ganz- 
zahlig und keiner negativ, so wird der Punkt  mit W e i e r s t r a s s  als 
, a u s s e r w  e s e n  t l i c h  s i n g u l a r  bezcichnet.* Wir  k6nnen auch hier unsern 
Widerspruch gegen diese Terminologie nicht zurückhalten. Die ersteren 
Punkte sind thatskichlich nicht scheinbar , sondern wirklich singuliire Punkto 
der Coefficienten sowohl, wie der Integrale; der Name ,,ausserwesentlicli 
singularu aber hat sich zu sehr in  dem von W e i e r s t r a s s  spater bei den 
eindeutigen Functionen eingeführten Sinn eingebtirgert, als dass er hier 
in so ganz anderer Bedeutung wieder verwandt werden sollte. Gerade auf 
die letzteren Punkte passt nun ausgezeichnet der Name ,scheinbar singularil, 
da bei ihnen zwar die Coefficienten, aber nicht, wie es dann sonst im 
Allgemeinen der Fa11 i s t ,  auch die Integrale singular sind. Auf die ersteren 
aber passt der Narne ,ausserwesentlich ~ ingula r '  ( d e r  allenfalls ,auflicb- 
bar singularu), da  man die Singularitat der Integrale bei diesen Punkten 
durch Multiplication mit einer endlichen bestimmten Potenz beseitigen kanu. 
Wir plaidiren daher aufs Entschiedendste geradezu für eine V e r t  a u  s c h u n g  
der beiden Bezeichnungen und sind der Ansicht, dass das Handbuch sich 
diese klarende That  getrost hBtto gestatten dürfen und sollen. 

Ein besonderes Verdienst erwirbt sich der Verfasser durch das wieder- 
holte ausdrückliche Eingehen auf das V e r h a l t e n  d e r  I n t e g r a l e  i n  
d e r  U m g e b u n g  e i n e s  a l g e b r a i s c h e n  W i n d u n g s p u n k t e s  d e r  
C oe ff i c i  e n t e  n , so auch am Schlusse des gegenwlirtigen Abschnittes.** 
Lediglich vom padagogischen Standpunkte aus ist es vielleicht zu bemlingeln, 
dass solche Punkte hier gerneinsam mit x = m, wenn dies Stelle der Be- 
stimmtheit ist ,  abgemacht werdeii; die Beziehung zwischen beiden Fallen ist 
niimlich insofern ziemlich iiusserlich, als nur beide Male x =  i1 gesetzt wird 
und dann für A > 0 der eine, für  A < O der andere Fa11 eintritt. Die 
Wichtigkeit der Stelle x = CO und des Verhaltens der Integrale daselbst 
ist anf diese Weise ein wenig verhiillt. 

V. D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  d e r  F u c h s ' s c h e n  K l a s s e .  

Die Diffcrentialglcichungcn, deren Integrale in der gaiizcn Ebene be- 
stirnmt sind, spielen historisch und für zahlreiche Tlieile der Theorie eine 
auvgezeichnete Rolle. Sie wurden von F u c h s  schon bei Begründung seiner 

S. 202 Zeile 3 von unten ist hinter ,,beginnenLL hinzuzufiigen: ,,worauf dann 
bei allen frühestens gleich das Glied m i t  x n  folgtLi, da sonst das unmittelbar 
Folgende nicht ganz correct ist. 

** S. 206 Zeile 7, 8 dee Textes sind die Worte ,,und dass . . . verhaltencL zu 
streichen, da dies bereits in dem Begriff ,,Normalform" enthalten ist. - S. 207 
Gleichung 3) fchlt ,, = Oit. 
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Theorie hervorgehoben und füliren daher mit Recht seinen Namen. - In 
vorzüglicher Weise wird die F r a g c  d e r  C o n v e r g c n z  v o n  Potenz .  
r e i h e n  a u f  d e m  C o n v e r g e n z k r e i s e  im Anschluss an T h o m 6  eut- 
entwickelt* und auf die Integrale der jetzt in Rede stehcnden Klasse von 
Differentialgleichungen angewandt. - Die Herstellung einer Differential- 
gleichung dieser Klasse mit vorgeachriebenen singularen Stellen und Wurzeln 
der zugehorigen determinirenden Gleichungen führt zur Besprechung der 
L)ifiérentialgleichungen mit e i  n e rn singuliiren Punkt  - von da durch Trans- 
formation zu den Differentialgleichangen mit constanten Coefficienten -, 
zu den Differentialgleichungen zweiter Orduurig der F u c h s'schen Klasse 
iind speciell zu einer solchen mit zwei endlichen singularen Stellen, der 
R i e  m a n  n'schen und G a  u s  s 'schen Diffeerentialgleichung , deren Theorie 
hier theils als Anwendung des Vorangehenden, theils als Vorbereitung fiir 
Spateres dient. 

VI. D i e  E n t w i c k e l u n g e n  d e r  I n t e g r a l e  i n n e r h a l b  
e i n c s  K r e i s r i n g e s .  

Wahrend die beiden vorangehenden Abschnitte sich nur mit Stellen 
der Bestimmtheit befassten und in der Umgebung einer solchen fur die 
Integrale die Entwickelungen selbst airklich geben konnten, steht nach 
dem III .  Abschnitt in der Umgebung einer Stelle der Unbestimmtheit oder 
überhaupt in einem Kreisring, in welchem die Coefficienten nach L a u r e n t -  
schen Reihen entwickelbar sind, bisher lediglich die F o r m  d e r  E n t -  
w i c k e l u n g  der Integrale fest: 

Hier greift nun die auf den Begriff der unendlichen Determinaut,en 
begründete T h e o r i e  v o n  II. v o n  K o c h  ein.** Die Recursionsformel der 

DiEerentialgleichung kanii so transformirt werdeu, dass die ails ihren 
Coefficienten gebildete unendliche Determinante D ( Q )  convergirt und die 

, N o r m a l f o r m  " hat. Sie ist eine ganze transüendente Function von Q 

mit der Eigenschaft: 
D(g + 1) =: (- l ) " D ( e ) .  

D e r  G l e i c h u n g  D(?)  = 0 g e n t i g e n  f o l g l i c h  s X m m t l i c h e  E x -  
p o n e n t e n  e i n e s  i n  R e i h e n f o r m  d a r s t e l l b a r e n  I n t e g r a l s .  Sie ver- 

* S. 230 Zeile 14 lies , ,Ba6' statt , ,RL1.  - Zeile 10 von unten lies einfacher 
,, 2 = R'ce it'. 

** S. 278 Zcile 12. Statt ,,unbedingtiL wiire correcter ,,absolutu, wcil darauf 
fol@ ,,d. ti. die Reihe der absoluten Betriige convergirt ebenfalls"; aus der ab. 
soluten f o l g t  dann erst die iinbedingte Convergenx. - S. 288 Zeile 10 lies ,,fehlt" 
statt ,,verschwindet I L .  
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tritt also die Stelle der determinirenden Gleichiing bei Stellen der Un- 
bestimmtheit, folglich zugleich auch die der Fundamentalgleichung, von 
deren linker Seite sich D ( e )  in der That nnch der Substitution o =esaie  
nur dnrcli einen constanten Factor unterscheidet. Die Coefficienten g, der 
Integralreihen, sowie die Integralgruppen und Untergruppen, Satze über 
die Furidamentalgleichungen componirter und adjungirter Differentialgleich- 
ungen fliessen aus der Koc  h'schen Thecrie. 

Ihr folgt die H a m  b urger ' sche  Methode zur wirklichen Darstellung 
der Integrale in einein Kreisring, womit dann stets die Rerechnung der 
Coefficienten der zugehorigen Fundamentalgleichung aufs Engste zu- 
sammenhtingt. 

Ein Kreisring ist auch das Giltigkeitsgebiet eines Fundamentalsystems, 
von dcssen Elementen sich n u r  e i n  T h o i l  b o s t i m m t  vcrhalt; dahcr findcn 
die Stellen, bei denen der c h a r a k t e r i s t i s c h e  I n d e x  (nach T h o m b )  
> O ist, hier ihre Besprechung. Dass die Koch'sche Theorie auoh dabei 
sich bewiihrt, wird sehr interessanter Weise kurz gezeigf. Die über diesen 
Gegenstand handelnde Arbeit v o n  K o c h ' s  (Acta math. 18) kann übrigens 
dem Verfaciser noch nicht vorgelegen haben. 

Ein Kreisring ist ferner die Umgebung von x = W, wenn dies ein 
Punkt der Unbestimmtheit ist. Die Integrale sind also i n  diesem Pal1 
darstellbar mittelst Reihen, die nach Absonderung einer Potenz von x als 
Factor u n e n d l i c h  v i e l e  p o s i t i v e  P o t e n z e n  v o n  x enthalten. Es 
werden nun die Falle herausgehoben, wo diese unendlich vielen positiven 
Potenzen von einem Exponentialfactor, dcssen Exponent eino ganzo rationale 
Fiinction von x ist (, f u n d a m e n t a l e r  d e t e r m i n i r e n d e r  F a c t o r  nach 
T h O m é)  , aufgesaugt sind , wahrend der andere Factor dor Reiho keine 
positiven Potenzen von x mehr enthalt. Ein solches Integral heisst nach 
Thom6 ,, N o r m a l i n t e g r a l  ". Die Differentialgleichung mit constanten 
Coefficienten stellt also den alleieinfachçtenFal1 einer Differentialgleichung mit 
solchen Integralen dar. Wie bei ihr spielt aiwh in dem allgemeinen Fall 
eine , , c h a r a k t e r i s t i s c h e  G l e i c h u n g Y  eine wesentliche Rolle und wie 
bei ihr der Umstand, ob alle Wurzeln dieser Gleichung verschieden sind 
odcr nicht. I n  letzterem Falle k6nnen auch die von P o i n c a r i :  als 
,, an o r  m a l e  Y bezeichneten Reihen auftreten. 

Bei den Entwickelungen über die Normalintcgrale sind - woreuf der 
Verfasser selbst den Referenten aufmerksam machte - in den Nr.95, 96 einige 

u 
erganzende Bemerkungen * erforderlich. Der Schluss auf S. 341, dass lim -, 

z = m X  

ein bestirnmter endlicher Werth sei, beruht auE der Annahme der Conver- 
genz der für w angesetzten Reihe, das heisst auf der Annahme der 

* 6. 340 in Formel 10) lies , , v D r L L  s ta t t  , , rUrtL,  - in Gleichung 4) , , x P k L L  
s h t t  ,,xZ1'. 
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Existenz eines Normalintegralcs der Differentialgleichung (X). In  der That 
sind die durch 14) [S. 3421 bestimmten Grtissen $ 2 ,  falls sie die Differential- 
glcichung (a) wirklich befriedigen, Normalintegrale. Im Allgemeinen 
dagegen gentigen die ZA der ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h u n ~  (3) nicht und spielen 
für (SI) ebensowohl wie für die Ilifferentialgleichung ( A )  nur die Rolle 
von fundamentalen determinirenden Factoren. In  diesem Falle ist dann 
auch V I  keine wirkliche Losung von 11): so dass also im Allgemeinen in 
Gleichung 15) [desgleichen in der  Gleichung S. 344 oben] gewisse fort- 
gelassene Glieder wieder hinzugefügt werden miiusen, die eben nur dann 
verschwinden, menu V A  die Gleichung I l ) ,  das heisst $2 die Gleichung (8) 

Y .  
erfüllt. Das Gleiche gilt von dem Schluss S. 346,  dass lim - ein end- 

z = m  xk 
licher bestimmt,er Werth sei, woraus folgen würde, dass x ein Normal- 
integral ist. Dcmgemass ist endlich der Satz S. 347 dahin einzuschranken: 
,Ein Normalintegral hat  die Eigenschaft, nicht in jeder Naho von x = m zu 
versehwinden, und umgekehrt, wenn ein bei X =  m in  Reihenform dar- 
stellbares Integral diese Eigenschaft hat u n d  ü b e r  d i e s  s e i n e  l o g a r i  t h -  
m i s c h e  A b l e i t u n g  f ü r  x = m v o n  e n d l i c h e r  O r d n u n g  u n e n d l i c h  
w i r d ,  so ist  es ein Normalintegral.' 

VII. A l l g e m e i n  g i l t i g e  D a r s t e l l u n g e n  d e r  I n t e g r a l e  v o n  
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  m i t  r a t i o n a l e n  C o e f f i c i e n t e n .  

Da alle bisher gegebenen Darstellungen der Integrale im Allgemeinen 
immer nur ein beschrlinktes Giltigkeitsgebiet besitzen, dio Kreisfortsetzung 
aber praktisch so gut  wie unausführbar ist ,  erhebt sich nun die Aufgabe, 
auf andero Art  den Werth eines durch seine Anfangswerthe für irgend eine 
regulare Stelle definirten Integrals a n  irgend einer anderen reguliren Stelle 
zu berechncn, falls der Weg gegeben is t ,  auf dem x von jencr nach dieser 
Stelle gelangt. Am einfachsten wird diese Aufgabe geltist, wenn ein 
analytischer Ausdruck der Integrale sich finden liisst, d e r  f ü r  d i e  ganze  
x -E b e n e  g i l  t ,  abgesehen hochstens von den singularen Punkten selbst, 
gerado wie z. R.  die Darstallung der elliptischen Functionen diirch don 
Quotienten zweier O-Functionen. Dies gelingt in  der That  mittelst einer 
Methodo von F u c h s ,  welche die Integrale in  R e i h o n  entwickelt, d e r e n  
G l i e d e r  d u r c h  i t e r i r t e  I n t e g r a t i o n  r a t i o n a l e r  A u s d r ü c k e  ent- 
stchen. Dadurch besteht aueh die Mtiglichkcit, die zu irgcnd einem Um- 
lauf gehorige Fundamentalgleichiing wirklich aufzustellen ( G ü n  t h e r )  und 
einen Einbliek in die Abhiingigkeit der Integrale von den in den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung enthaltenen Parametern zu gewinnen. 

Tm Mittelpunkt dor folgenden, wesentlich von P O i n c a r b stamrneilden 
Untersuchungen steht die sogenannte , L a p l a c e ' s  c h e  T r a n s  f o r m i r t e  
(Differentialgleichung) einer vorgelcgten Differentialgleichung. Sie gehort 
insofern hierher , als die Losungen der vorgelegten Differentialgleichung dar- 
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stellbar sind durch bestirnmte Integrale auf gewissem Weg erstreckt über 
die Losungen ihrer L a p l  a c  e'schen Transformirten. Sie giebt auch Kriterien 
für die Convergeriz der Normalreihen und ftihrt zu , as  y m p  t o  t i s  c lien 
Darstellungen der Integrale durch d i v e r g e n t e  Reihen , ahnlich wie dies 
bei der S t i r l i n g ' s c h e n  Reihe der Fa11 ist. - Einige der Entwickelungen, 
die zur Einfiihrung der Laplace ' schen  Transformirten dienen (Nr. 108, 
109 und zuni Thtril 112), würden wir ihres Charakters wegen lieber an 
früheren Stellen des Ruches eingeordnet sehen. 

VIII. U e r e c h n u n g  d e r  F u n d a m e n t a l a u b s t i t u t i o n e n  ftir 
D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  m i t  r a t i o n a l e n  C o e f f i c i e n t e n .  

Zur LBsung der zu Beginn des vorigen Abschnittes gestellten Aufgabe 
werdcn noch andere Hilfsmittel gelehrt, welche nur die Entwickeliing der 
Integrale in der Umgebung der einzelnen Stellen, bezw. in einem Kreis- 
ring voraussetzen. Dahin gch6rt zunlichst der Ausdruck zweier Funda- 
mentalsysteme (die in  der Umgebung von regularen Stellen giltig sind) 
durcheinitnder , eine Aufgabe, die durch A b  b i l d  u n g  auf den Fa11 zurück- 
geftihrt wird , dass beide Convergenrkreise in einander greifen.* Des 
Weiteren bedarf es sodann noch der Kenntniss der F u n d a m e n t a l -  
s u b s t i t u t i o n  e n u, das heisst derjenigen Substitutionen, welche irgend ein 
bestimmtes E'undamentalsystem bel einfachen Umlaufen 111n die einzelnen 
(,wesentlichu oder - wie wir sagen wiirden - ,wirklichu) singuliiren Punkte 
erleidet. Ausser den für  deren Berechnung bereits gelehrten Methoden wird 
noch die im Allgemeinen mehrdeutige Bcstimmung der Fundamentalsub- 
stitutionen durch eine hinreichende Zahl von , F u n d a m e n t a l i n v a r i a n t e n u  
gegeben. Dies sind die Coefficienten der Fundamentalgleichungen. Sie 
hangen lediglich von den Parametern der Coefficienten der Differential- 
gleicliung, nicht wie die Fundamentalsubstitutionen auch noch von den 
Anfangswerthen des zu Grunde gelegten Fundamentalsystems ab. D a  bei 
eiuer Differentialgleichung der F u c h s  'schen Klasùe die zu den einzelnen 
singularen Punkten gehorigen Fundamentalgleichungen, also auch die aus 
ihnen entspringenden Fundamentalinvarianten leicht zu bilden sind, ihre 
Zahl aber (im Allgcmeincn) zur Bcstimmung der Fundamentalsubstitutionen 
noch ~ i c h t  hinreicht, kommt hier noch die Berechnung einer Anzahl 
sogenannter , , U e b e r g a n g s s u b s t i t u t i o n e n i '  in Prage,  das heisst der 
Coefficientensysteme, die ein zu einem singularen Puukt  gehoriges Funda- 
mentalsystem durch das zu einern anderen gehürige bei bestirrinitern Uelier- 
gangsweg ausdrücken. Dies geschiebt zum Theil mit Hilfe einer A b -  
b i l d u n g ,  die sich des sogenannten Fuchs ' schen  , G r e n z k r e i s e s u  bedient. 
Endlich wird die Aufstellung der Fundamentalinvarianten und Fundanicnt,al- 

* S. 430 Z. 16 ist hinter ,,Ableitungen" hinzuzufügen ,,mit beliebiger Ge- 
nauigkeit ". 

Hiut. - l i t .  Abth. d. Zeitschr.f. Aiath.u.l'hy8. 40. Jahrg. 1895. 5. IIoft. 14 
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subslitutionen bei einer Differentialgleichunç zweiter Ordnung, die der 
Uebergangssnbstitutionen speciell bei der Gauss'schen Differentialgleichung 
durchgeftihrt. 

Durch die vorsteliende kurze Skizzirung hofen wir eine angenzherte Vor- 
stellung von dem reichen Inhalt des Werkes gegeben zu haben. Die Ueber- 
sicht tiber diesen Inhalt wird erleichtert durch die Eintheilung des Ganzen 
in fortlailfende, mit Ueberschriften versehene Artikel und des ans jenen 
zusamrnengesetzte Inhaltsverzeichniss. Dasselbe giebt gleichzeitig in ausser- 
ordentlich ~orgf'altiger und eingehender Weise die einschliigigc Literatur 
bei jedem einzelnen Artikel.* Diese recht zweckrnassige Einrichtung ist 
aber noch einer erheblichcn Verbcsserung f'ahig, die obensowohl im Interesse 
des Autors als in dem des Lesers lage. Es ist mitunter - falls man das 
nicht zufzllig anders woher weiss - ggnzlich unrnoglich zu erkennen, auf 
welchen Theil des Inhaltes eines Artikels sich die einzelnen Literatur. 
angaben beziehen. Wir mijchten devhalb dem Verfasver nahe legen, wo- 
moglich schon im zweiten Band seines Werkes, die Stellen im Text, an 
welche eine Literaturangabe anschliesst, mit kleinen Ziffern zu versehen, 
die dann im Literaturverzeichniss an entsprechender Stelle wiederkebren. 
Wo dies bei der alteren Literatur Schwierigkeiten machen sollte, weil sie 
sich nicht anf einen einzelnen angebbaren Punkt  bezieht, koiinte d iese  ja 
im Anschluss an die Ueberschrift des Artikels gemeinsam citirt werden. 
Es wiirde auf diese Weise auch noch deutlicher hervortreten, was als des 
Verfassers geistiges Eigenthum zu betrachten ist. 

Endlich muss noch bemerkt werden, dass das Buch fü r  jeden, der 
iiber eine gewisse Gewandtheit in  der Functionentheorie verfügt, fast 
überall ohne Schwierigkeit zu lcsen ist. Alle nur einigermassen nicht all- 
tagliclien, ausserhalb liegenden IIilfsmittel werden in sehr ansprechender 
Form vor ihrer Verwcndung mitgetheilt. J a ,  mitunter ha t  der Verfaseer 
eine allzu geringe Meinung vom Leser: die Bemerkung unter den Berich- 
tigungcn zu Seite 143-145 stellt geradezu eine Injurie für  denselben dar! 

Ftir den vorgeschrittenen Leser wird das Buch eine Quelle reichster 
Anregung bilden. 

Auf Grund aller dieser Vorzüge dürfen wir dern Erscheinen des zweiten 
Bandes, der nach der hier eritwickelten allgemeinen Theorie irn Weseot- 
lichen lineare Differcntialgleichungeu unter speciellen Voraussetzungen, 
sei es tiber die Coefficienten, sei es über die Integrale, behandeln soll, 
mit freudigster Spannung entgegenblicken, inowischen aber daa Studium 
des vorliegenderi ersten Bandes au€  dau Eindringlichvte empfehlen! 
- 

* Bei den Citatcn zu Nr. 42 ist noch hinzuxufiigen: , ,Koehler ,  ZeitschriA 
für Matheniatik und Physik, 33. Bd. S. 231 flg.IL 

LOTRAR FTEFFTER. 
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Lehrbuch der Algebra. Von HEINRICH WEBER, Professor der Matheuiatik 
an der Universitgt Gottingen. In  zwei Banden. Erster Band. Braun- 
schweig 1895. Vieweg. XY und 653 S. 

In  der neueren algebraischen Lehrbuchliteratur hat die Theorie der 
algebraischen Gleichungen nicht gleicben Schritt gehalten mit anderen 
Theilen, mie der Theorie der Determinanten, der linearen Substitutionen etc. 
Die Entstehungszeit der Bücher, auf welche man für die Thcorie der 
algebraischen Gleichungen bis vor Kurzem der Hauptsache nach angewiesen 
war, vor allem der Weïke von S e r r e t ,  C. J o r d a n  u. A., liegt gegen- 
wBrtig schon ein menig zurück. Die Gleichungstheorie ist inzwischen nicht 
niir in viclen Einzelheitcn weiter ausgcreift, sondern es haben auch prin- 
cipielle Auffassungen durch Hereinnahme neuer Gesichtspunkte ein stark 
verindertes Aussehen gcwonncn. Zwar gicbt natürlich dio Theorie der Pcr- 
mutationsgruppen, welche zumal auch schon in dem J O  r d an'schen Werke 
mit grosver Ausführlichkeit behandelt i s t ,  die wesertlichste Grundlage der 
Gleichungstheorie ab. Aber daneben habeu die arithmetischen Schopfungen 
D e d e k i n d ' s  und K r  O n e c k e r ' s  auch in der Algebra mehr und mehr Boden 
gewonnen und müssen in einer erschopfenden Darstellung vom gegenwartigen 
Stande der Theorie der Gleichungen entsprechend zur Wirkung kommen. 

I n  diesem Sinne ist es freudig zu begrussen, dass Herr H. W e b e r ,  
der nicht nur einer der ersten Kenner der modernen Arithmetik und Algebra 
ist, sondern auch als selbstandiger Forscher a n  der Fortentwickelung 
iieser Disciplinen den lebhaftesten Antheil genommen hat ,  eine moderne 
Darstellung der Theorie der Gleichungen zu liefern unternommen hat. Das 
auf zwei Bande geplante Werk sol1 moglichst von den Elementen ab und, 
ohne eingehende Einzelkenntnisse nach irgend einer ltichtung vorauszusetzen, 
z u  dem jetzt erreichten Stande der Eutwickelung hinführen. Der vor 
Kurzem erschienene erste Rand enthiilt folgende Theile des gesarnrnten Stoffes: 

In  einer Einleitung bespricht W e b e r  zunachsl den Zahlbegriff und 
speciell den Begriff der irrationalen Zahlen in der von Herrn D e d e k i n d  
bagründeten Auffassungsweise, a i e  aie von letzterem in der bekannten Schrift 
,Stetigkeit und irrrttionale ZahlenU dargestellt kt. Die Einleitung hitt den 
Sinn, das Fundament der spateren Entwickelungen in abstracter, begriff- 
licher Weise zu legen. Doch wird auf die Mogliühkeit geometrischer lnter- 
pretationen schon hier hingcwiesen und solche werden auch in der Folge 
des ofteren verwendet. 

Ilie Eintheilung ist nun so getroffen, dass der ganee erste Band in 
drei Bticlier zerfàllt, welche ,Die Grundlagenu, ,Die WurzelnU und ,,Die 
algebraischen Grossenu überschrieben sind. Jedes Buch zerfiillt seinerseits 
wieder in sechs bbschnitte. 

Die ertiten Abschnitto enthalten wesentlich einleitende Betrachtungcn. 
Es gilt zuvorderst eine einfache Theorie der ganzen rationalen Functionen 
zu entwerfen. Die Coefficienten sind dabei für gewohnlich unbestimmte 

I I*  
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Grossen, werden jedoch vielfach als rationale oder ganze Zahlen ange- 
nommen. So z. B. wird gleich anfangs der bekannte Satz von G a u s s  tiber 
Multiplication sogenannter primitiver Functionen abgeleitet. Um für mindel 
vorgerüclrte Leser das Heranziehen sonstiger Lehrbücher m6glichst 211 er- 

sparen , hat Herr W e b e r in einem besonderen Abschnitte diejenigen Satze 
aus der Determinantentlieorie zusammengefasst, welche @ter zor Ver- 
wendung kommen sollen. 

Dcr dritte Abschnitt ist  dem Fundamentalsatz iiber Wurzelexistenz 
algebraischer Gleichungen gewidmet. Nach einigen einführenden Para- 
graphen wird vorab von Glcichungcn ungeradcn Grades mit reellen Coeffi- 
cienten, sowie von reinen Gleichungen gehandelt; und im Anschluss daran 
wird die L6sung der cubischen und biquadratischen Gleichungen dazwischen 
gefügt. Sodann wird der Fundamentalsatz in voller Allgemeinheit durch die 
bokannte Deduction bewieçen, wclchc sich im Wesentlichen auf die Stetigkeit 
der ganzen Functionen und auf die Existenz einer unteren Greuze bei einem 
System rccllcr Zahlon stützt, die alle grosser als eine angebbare Zahl sind. 
IIier vor allem bewahren sich die Entwickelungen der Einleitung zurn Zwecke 
einer v6llig scharfen Beweisführung. Ein zweiter, in der Hauptsache von Lip-  
s c h i  t z herrührender Beweis des Fundamentalsatzes, sowie der Beweis der 
stetigen AbhBngigkeit der Wurzeln von den Coefficienten beschliessen den 
Abschnitt. 

Die drei folgenden Abschnitte gipfeln in der Derstellung von H o r -  
m i t e ' s  Behandlung der T s c h i  r n h a  u s e  n -  Transformation. Es  sind freilich, 
zumal da  H o r  m i t  e's Theorie auf invarianten- theoretischen Principien be- 
r u h t ,  vorab erst noch mehrfache Vorbereitungen zii treffen, die auch ohne- 
hin nicht fehlen dürfen. Einmal niimlich werden die Principien der Theoiie 
der symmetrischen Functionen, sowie das Eliminationstheorem von B ez O II t 
entwickelt. Sodann gilt es vor d e n  Dingen, Anschlusti an die liueare 
Invariantentheorie zu gewinnen. Die Entwickelung zeigt hierbei insofern 
einen arithmetischen Charakter, als zumeist auch auf Ratioualitat bez. Gaiiz- 
zahligkeit der Coefficienten Nachdruck gelegt wird. Den Auffassungen der 
Invarianteritheorie gemBss tritt  nun an Stelle der Gleichung f ( x )  = 0 hez. 
der Function f ( x )  die Form f ;  und es ist  dann der im Mittelpunkt von 
11 e r m i t  e'ü Behandlung der T s c h i r n li a u  s e n  -Trarisformation stehende 
Satz , dass die Coefficienten der transformirten Form Simiiltan - Invarianten 
der ursprUnglichen Form nten Grades und einer gewissen Form ( lz - 2 j t o n  
Grades T sind. Dieser H e r m i t e ' s c h e  Satz erweist sich für die T s c h i r n -  
h a u  s e n  -Transformation der cubischen und biquadratischen Gleichungen 
bereits als ausreichend. F ü r  den allgemeinen Fa11 ist die Untersuchung 
formel erst noch weiter zu entwickeln, wobei die von S y l v e s t e r  als 
nezoutiante bezeichnete Covariante zur Verwendung kommt. Die Theorie 
wird an1 Beispiel der Gleiohunpen füiiften Grades vollstandig durcligefulirt; 
d a h i  wird die Gleichung fünften Grades sogleich als Hauptgleichung (nach 
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K l e i n )  angenommen, und letztere wird durch eine Transformation, die 
als einzige Irrationalitat die Qi~adratwurzel aus der Discriminante hesitzt, 
auf eine Normalform mit nur einem Parameter übergeführt. 

Irn folgenden Ruche ,Die Wurzeln" stehen die Gleichiingen mit reellen 
Coefficienten voran. Es wird zuvorderst eine Realitatsdiscussion der Wurzeln 
durchgeführt, wobei für den allgemeinen Fa11 eine erneiite Anwendung der 
Bezoutiante stattfindet. Speciell im Palle der biquadratischen Gleichungen 
wird eine iuteressante geometrische Betrachtung gcgcben auf Grundlage der 
hier eintretenden Discrirninantenfliiche , auf welche zuerst R r O n e c k  e r 
hinwies. 

Besonders inhaltreich ist der den S turm'schen  Functionenketten ge- 
widmete Abschnitt, verxnoge deren das Problem behandelt wird , die Anzahl 
der Wurzeln zwischen gegebenen Grenzen anzugeben. Der allgemeinen 
Theorie werden zwei specielle Beispiele S t u r m'scher Ketten vorausgeuandt; 
einmal sind es die Kugelfunctionen erster A r t ,  welche hierher gehoren, 
sodann eine Kette, welche in der Theorie der Gcularen Storungen der 
Planeten eine Rolle spielt. F ü r  die allgemeine Behandlung des Sturrn 'schen 
Problema sind wieder die SchGpSungen H e r m i t e ' s  leitend gewesen. Es  
ist aber besonders dankenswerth, dass Herr W e b e r  an dieser Stelle die 
Kr o n e  c k e  r'sche Charakteristikentheorie wenigstens in  einem einfachen 
Falle durchftihrt und auf das Problem der Einschliessung der complexen 
Würzeln, sowie auf den ersten G a u s s  'schen Beweis des Fundamentalsatzes 
anwendet. Die Chnrakteristikentheorie verfolgt fur Gleichungssysteme mit 
beliebig vielen Variabeln dasselbe Ziel, wie der S t n rm'sche  Satz für 
Gleichungen mit einer Unbekannten. Dio Durchführung bezieht sich auf 
den Pal1 zweier Veranderlichen und damit auf den Schnitt ebener Curven. 

Die folgenden Abschnitte sind den bekarinten alteren Theoremen von 
B u d a n - F o u r i e r ,  N e w t o n ,  D e s c a r t e s  u. S. W., sowie den Regeln zur 
angenaherten Berechnung der Wurzeln gewidmet. Erwahnt sei eine von 
K l e i n  herrührende geometrische Ahxahlung der reellen Wurzeln, welche 
zu einer Vergleichung der ers tgen~nnten Theoreme benutzt wird. 

Eincn wesentlich neuen Charakter gewinnt die Darvtellung durch Heran- 
ziehung der Kettenbrüche zur angenaherten Berechnung der Wurzeln. Herr  
W e b e r  ergreift hier die Gelegenheit, um etwav principieller auf die Theorie 
der Kettenbrüche einzugehen. Dieselbe wird in der That ausgestaltet zii 
einer Theorie der linearen ganzzahligen Substitutionen der Determinanten 
+ 1 , an welche sich in verkappter Form eine Theorie der Aequivalenz - 
und Reduction der ganzzahligen hiniiren quadratischen Formen schliesst. 
Doch wird dabei zumeist nicht explicit von den Vormen gesprochen, son- 
dern nur von aquivalenten Zahlen, welch letztere als Wurzeln der den 

. Formen entsprechenùen Gleichungen anzusehen sind. Eine über dm Formale 
hinausgeheiide Umgestaltung gewinnt hierdurch die Theorie der Aeqiiivalenz 
und Reduction nicht. Die Anwendung der Theorie der Kettenbrüche zur 
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numerischen Auflosung der Gleichungen wird in den beiden letzten Para- 
graphen des elften Abschnitts behandelt. 

Auch im letzten Abschnitt des zweiten Buches, "Theorie der Einheits- 
wurzelnU überschrieben, bleibt zumeist der arithmetische Charakter der 
Derstellung erhalten. Es  kommen hier nur erst einige einführende De- 
finitionen, sowie die Irreducibilitiit und die Discriminante der Kreistheilungs- 
gleichung ziir Behandlung. Gegen Ende des Abschnitts folgen Entwickel- 
ungen über Multiplication der Kreisfunctionen. Zwischendurch sind zahlen- 
theoretische Entwickelungen eingeschaltet (über Losung von Congruenzen 
hoheren Grades, Potenzreste , primitive Wurzeln , Indices, quadratische 
Reste und dergl.), welche nur  mittelbar mit der Ueberschrift des Abschnittes 
zusammenhangen, die aber doch sptiter gebraucht werden und an anderer 
Stelle nicht gu t  untergebracht werden konnten. 

I m  dritten Buche ,,Die algebraischen Grossen' liefert Herr W e b e r  auf 
Grundlage der D e  d e k i n d'schen Korpertheorie , sowie der Theorie der Per- 
mutationsgruppen, eine interessante Darstellung der G a l  O i s  'schen Gleichungs. 
theorie; und hier ist es eben, wo durch die Hereinnahme der Korpertheorie 
ein neues und wichtiges Fundament gegenbber den früheren Darstellungen 
gewonnen wird. 

Ein erster Abschnitt des dritten Buches tragt die Ueberschrift ,,Die 
Galoiu'sche Theorie". Jedoch handelt es sich hier noch keineswegs um 
endgiltigen theoretischen Einblick in den Aufl~sungsprocess einer Gleichung, 
den man als den Haupterfolg der von Ga1  o i s  ergriffenen gruppen- 
theoretischen Wendung und demnach als den Hauptinhalt der G a l  ois-  
schen Theorie anzusehen pflegt. Es erfordert dieser Gegenstand vielmehr 
erst mannigfache Vorbereitungen. Demgegenüber gilt es hier zunachst, den 
Korperbegriff in  Allgemeinheit, sowie sodann in seinern engeren für die 
Algebra in Betracht kommenden Umfange zu discutiren. Dabei rückt 
dann vor allem der Begriff des Normalkorpers in den Mittelpunkt der Be- 
trachtung. Die Ciewinnung der G a10 i s'schen Resolvente einer Gleichung 
gestaltet sich nun einfach und durchsichtig. In den frIiheren Darstellungen, 
welche zumeist unmittelbar an die Theorie der Permutationsgruppen an- 
knüpfen , ist  die Aufstellung der G a  1 O is'sühen Resolvente bei alleu solchen 
Gleichungen , die einen Affect haben, umstindlicher , da die Pramissen be- 
treffs des RationalitStsbereiches weniger in  den Vordergrund gerückt er- 
scheinen a13 hier. Der Anschluss a n  die Gruppentheorie wird im zweiten 
Theile des in Rede stehenden Abschnitts genommen. E'ür weitergehcndes 
Studium der Korpertheorie ist  übrigens D e  d e k i n d 's eigene, durch Schrfe 
und Allgemeinheit gleichermassen bewunderungswürdige Dorstelluiig in 
der vierten Auflage von ,D i r i c  h l  e t ' s  Vorlesungen iiber Zahlentheorieu 
S. 452 flg. zu empfchlen. 

I m  folgenden (vierzehnteu) Abschnitt wird nnumehr auf Grundlage 
einer allgemeineu Theorie der Permutationsgruppen die G a l  O i s 'sche Buf- 
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fassung vom Aufl6sungsprocess der Gleichungcn entwickelt. Dio hier be- 
fiirwortete Bezeichnungsweise ist einheitlich und zweckintissig gewahlt, 
waicht übrigens von der sonst üblichen Terminologie in  einigen Punkten 
ab: statt Ordnung einer Gruppe wird Grad gesagt, die Untergruppen 
heissen Theiler, gleichberechtigte und ausgezeichnete Untergruppen werden 
conjugirte Theiler und Normaltheiler. Der ganze Abschnitt gipfelt natürlich 
in dem grossen Theorem über Reduction der Galois 'schen Gruppe durch 
Adjunction natürlicher Irrationalitaten und damit liber die Aufl6sunp der 
Gleichung durch Losung einer Kette zugehoriger Resolventen. 

Die ciibischen und biquadratischen Gleichungen ordnen sich nun leicht 
ein. Darüber hiiiaus werden die A bel 'schen Gleichungen, das heisst die 
irredueibeln Gleichungcn mit commutativer Gruppe behandclt. Sie werden 
in bekannter Weise auf cyklische Gleichungen reducirt, wlihrend die Losung 
der lctetcren dureh die Resolventen von L a g r a n g e  auf die Aufl6sung reiner 
Gleichungen zurückgeführt wird. 

Nun folgt die Besprechung des classischen Beispiols der Kreistheilungs- 
1 I 

gleichungen. Bei Gelegenheit der ;-(N-1)- und (TL-1) -gliedrigen Perioden 
3 4 

fügt IIerr W e b e r  Excurse iiber die K6rper ganzer complexer Zahlen der 
Gestalten a + b p  und a + b i  an. 

Im siebzehnten Abschnitt wird das Hauptproblem der überkornmenen 
Algebra, die Frage nach der Auflosbarkeit der Gleichungen durch Wurzel- 
zeichen behandelt. Die allgemeine G a l  O i s'sche Theorie, sowie die voran- 
gegangene Behandlung der Abel 'schen Gleichungen, geben die Losung des 
Problems i n  der bekannten Gestalt durch Eigenschaften der G a10 i s'schen 
Gruppe der Gleichung. Herr W e b e r schlagt bei dieser Gelegenheit ftir die 
durch Wurzclzichungon l6sbarcn Gleichungen in Erweiterung einer K r o n -  
ecker'schen Benennung den Namen der rnetacyklischen Gleichungen vor. 
Aus der Einfachheit der alternirenden Gruppe ftir lz > 4 folgt sodann 
Abel 's bekannter Satz über Nichtauflosbarkeit der ,allgemeinenY Gleich- 
ungen vom fiùnften und hoheren Grade. Doch verdient sehr bemerkt eu 
werden, dass die Allgemeinheit der Coefficienten hier nliher erortert wird, 
indem niimlich der sehr interessante Satz bewiesen wird, dass es bei jedem 
Prirnzahlgrade unendlich viele affectlose Gleichungen mit ratioualen Coeffi- 
cienten giebt. Eine weitere Durchbildung findet die Theorie der meta- 
cyklischen Gleichungen vom Primzahlgrad n , worauf riiüh Ga 1 o i s '  eigene 
Untersuchungen beziehen. Die Substitutionen der Galois 'schen Gruppe 
ksnn man dadurch bewerkstelligen, dass man auf die unteren Indices .e 
der Wurzeln x, der Gleichung alle modri incongruenten Substitutionen 
( 2 ,  a2 + b) mit gauzzahligen Coefficienten a und b ausllbt. Diese besonders 
zugkgliche Gestalt der Gruppe gestattet ohne Schwierigkoit die Durch- 
bildung einer eingehenden Theorie für den Pal1 eines Prirnzahlgrades; 
Specialausführungen werden für .n = 5 gegeben. 
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Problemen von C l e b s  c h - L i n  d e  m a n n  ausschliesslich Parallel- Coordinaten, 
von S a 1 m o n -  F i e d 1 e r bald Parallel- Coordinaten, bald specielle Dreiecks- 
Coordinaten benutzt werden. Ausserdem wird von IIerrn G u n d  e l  f i n g e r  
die Rechnung so geftihrt, dass in jedem Augenblicke die Specislisirung von 
den allgemeinen Dreiecks - Coordinaten zu besonderen oder zu Parallel - Coordi- 
naten erfolgen k a n n ,  was bei S a l m o n  nicht der Fa11 ist. So einleuchtend 
nun auch das Vorgehen des Herrn G u n d e l f i n g e r  vom rein theoretischen 
Standpunkte aus erscheint, so wird man doch sofort die E'rage aufwerfen, 
wie sich nun diese durchgangige Anwendung projectiver Coordinaten 
praktisch gestalten wird? Wir  sind ja  gewohnt, bei analytischer Behand- 
lung eines vorgelegten geometrischen Problems das passendste Coordinaten- 
system zu wiihlen. So werden wir mitunter auch bei metrischen Pro- 
bleinen mit grossem Vortheile Dreiecks - Coordinaten gebrauchen, da uns 
hier mehr Anfangsdaten zur Verfligung stehen, oder da die Dreiecks- 
Coordinaten, wic sich Hcrr F. K l o i n  gclegentlich sehr zutreffend aus- 
drückt, grossere Schmiegsamkeit als die Parallel- Coordinaten besitzen. 
Wie aber ist es,  wenn hier bei metrischen Problemen durchwcg pro- 
jective Coordinaten verwandt werden? Werden z. B. nicht schon die 
Ausdrücke fiir die Entfernung zweier Punkte, den Winkel zweier Ge- 
raden u. S. W. ungewohnlich complicirt ausfallen? Schon eine flüchtige 
Lhrchsicht des G u n  d e l  f i n g  e r 'schen Werkes belehrt uns vom Gegentheile. 
Herr G u n d e l  f i n  g e r  hat es verstanden, den analytischen Apparat überall 
so einzurichten , dass die Entwickelungen einfach und übersichtlich werden, 
daliei sein bedeutendes formalistisches Talent auf Besto bewahrend; derselbe 
weiss ausserdem den Formeln durchweg eine solche Gestalt zu geben, dass 
die Reziehung der metrischen Begriffe zu den unendlich fernen Elementen der 
Ebene , speciell zum imaginaren Kreispunktepaar , besonders deutlich hervor- 
treten. Es wird sich Alles diescs noch klarer zoigen, wenn wir nunmehr 
auf den Inhalt unseres Buches niiher eingehen. 

Im ersten Abschnitte desselben werden die f u n d a m e n  t a l e n  E i g e n  - 
s c h a f t e n  d e s  e i n z e l n e n  K e g e l s c h n i t t e s  entwickelt. Die beiden ersten 
Paragraphen enthalten einleitende Betrachtungen, und zwar werden zunachst 
( 5  1) in der Ebene D r e i e c k s - C o o r d i n a t e n  in  einer fiir die Folge be- 
sonders geeigneten und daher von der liblichen etwas abweichenden Weise 
eingefuhrt; als vortheilhaft erweist es sich hierbei, die H6hen des Funda- 
mentaldreiecks heranzuziehen. Bei der Einführung der Linien- Coordimten 
tritt oin Ausdruck w (u, , u, , u,) = w (u,  u) auf , der in  der Folge eine grosse 
Rolle spieleu wird; w(u, U )  ist eine definite quadratische Form mit ver- 
achwindcnder Deferminante, und zwar stellt, wie sich spBter zeigt , w (u, u) = O 
die Gleichung des i m a g i n i i r e n  K r e i s p u n k t e p a a r e s  i n  L i n i e n -  
C o o r d i n a t e n  vor. 

Von speciellen Dreiecks - Coordinaten werden b a r  y c e n t  r i s c h e  und 
P a r a l l e l - C o o r d i n a t e n  betrachtet. 
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Ersi~ht~lich handelt es sich in $ 1 mehr urn rasche Einführung in den 
Gegenstand, als um strenge Begründung desselben. Ohne dass man von 
vornherein ein Coordinatensystem , am einfachsten ein rechtwinkliges, zu 
Grunde legt,  wird man Liber gewisse Schwierigkeiten hinsichtlich der un- 
endlich fernen Elemente nicht hinauskornmen; es sei dies besonders in 
Bezug auf die Specialisirung von allgemeinen Ilreiecks - Coordinaten zu 

Parallel-Coordinaten gesagt. Dieser Uebergang muss analytisch ausgefiihrt 
werden, da f l r  uns die unendlich ferne Gerade nur analytisch existirt; 80 

kann z. B. von dem Abstande eines Punktes von der iinendlich fernen 
Geraden nicht ohne Weiteres gesprochen werden, sondern dies kann erst 
auf Grund der unten für q gegehenen Formel geschehen. Ein naheres 
Eingehen auf diesen Gegenstand wbrde indessen hier zu weit führen. Legt 
man ferner von vornherein ein rechtwinkligcs Coordinatensystem, das im 
Texte ja doch gelegentlich herangezogen wird, zu Grunde, so gestaltet sich 
die T r a n s f o r m a t i o n  d e r  D r e i e c k s - C o o r d i n a t e n  bedcutend einfacher, 
a1s dies in $j 3 der Fall ist. Der zweite Paragraph bringt die Ausdrücke 
für den A b  s t a n  d p einos Punktos y = y,, y,, y, von oiner Geraden 
u = u,, u,, u, und den W i n  k e l  U V  zweier Geraden .u und v. Um einen 
Einblick in die Structur der Formeln zu geben, m6gen die betroffenden 
Ausdrticke hierher gesetzt werden; es wird 

i s t ,  und 

die unendlich forne Gerade vorstellt. Wichtig für die Folge ist hier nocli 
die Einführung des N o r m  a l  e n c e  n t r u m  fi einer Geraden u ,  worunter Herr 
G u n  d e l f i n  g e r  den gerneinsamen Punkt aller Norrnalen von u verstelit; 
seine Gleichung ist offenbar o (u, a) = O in Linien - Coordinaten v .  

Sach  diesen Vorbereitungen treten wir in die Untersuchiing des durch 
eine homogene quadratische Gleichung f(x,  x) = 0 in  Punkt  - Coordinaten 
z , ,  x,, x, gegebenen Gebildes ein (5  4); dass dieses Gebilde stets einen 
ebenen Schnitt eines Iriegels zweiter Ordnung vorstellt, muss al6 aus der 
Raumgeometric bekannt vorausgestitzt wcrden. Die Begriffe P 01 a r e  
, T a n g e n t e U ,  , M i t t e l p u n k t u  und ,, D u r c h m e s s e r u  werden eingeführt, 
worauf eine vorliiufige Eintheilung der Curven xweiter Ordnung hinsicht- 
lich ihres Mittelpunktes erfolgt. Hierauf wird die Kegelschnittgleichuq in  
Linien- Coordinaten abgeleitet, das P o  l d r  e i e  c k eingeführt, und das Zer- 
f a l l e n  des: K e g e l s  c h n i  t t s in ein Gerndepaar besprochen. Interessant 
ist  hier für den Determinanten-Theoretiker die Anwendung der g e r g n d e r t e n  
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De t e r  m i n  a n  t e n  zur Dtarstellung der Gleichung der Schnittpunkte einer 
Geraden mit einer Curve sweiter Ordnuug nach Methoden von Herren 
G u n d e l f i n g e r  und A r o n h o l d .  

Es folgen (5  5) zu den vorhergehenden dualistischen Betrachtungen 
und (5 6) eine K l a s s i f i c a t i o n  d e r  R e g e l s c h n i t t e  nach einer Methode, 
die Herr U i n  g e l  d e y  in der Einleitung wohl mit Recht als neu bezeichnet: 
Die Curve zweiter Ordnung f ( z ,  X) = O ,  deren Linicn - Coordinafengleichung 
F(u, u) = O lautet,  wird mit der unendlich fernen Geraden pz= O geschnitten. 
Auf Grund der erwahnten A r  o n  h O 1 d'schen Untersuchungcn htingt alsdann 
der Charakter unserer Curve zweiter Ordnung wesentlich von dem Aus- 
drucke F ( p ,  p) ab. 1st bei nicht serfallender f (z ,  x) = 0, z. B. F (p , p )  > 0, 
30 stellt f (x,  z) = O eine Ellipse. ist P ( p ,  p) < O, eine Hyperbel, ist  
F ( p ,  p) = O, eine Parabel vor. Die Kriterien für die Curven zwoitcr Ordnung, 
ebenso diejenigen ftir die Curven zweiter Klasse, sind dann in Tabelleu 
zusammengestellt, die an Vollst,Sndigkeit und Uebersichtlichkeit nichh zu 
wünschen übrig lassen. 

Der folgende Paragraph ( 5  7) behandelt den K r e i  s ,  die i m a g i n a r e n  
R r e i s p u n k t e  und ihre Beziehungen zum W i n k e l  z w e i e r  G e r a d e n  in 
sehr eleganter AusWhrung. E r  enthtilt somit auch den Ausdruck für die 
Entfernung r zweier Punktc X ,  y ,  und zwar ist 

wo rechts t. eine Constanto und der Zahler cinc doppolt geriindorte Deter- 
minante vorstellt, welch' letztere gleich Nul1 gesetzt, die Gleichung der 
von eincm Punkte y nach den iinagiuBren Kreispunkten gehenden Geradeu 
(des durch y gehenden c i r c u l a r e n  G e r a d e p a a r e s  bei IIerrn G u n d e l -  
f i n  g e r )  in  i'unkt - Coordinaten z liefert. 

Nachdem in den beiden folgenden Paragraphen gewisse G l  e i c h u n g e n  
m i t  n u r  r e e l l e n  W u r z e l n  untersucht (5 8) und der I n v a r i a n t e n -  
b eg  r i ff für terniire Formen dargelegt und an wichtigen Beispielen (Dis- 
criminante, Hesse 'sche Covariante u. S. W.) verdeutlicht worden ist (§ I)), 
gelangen wir zu dem H a  u p t a c  hu e n  p r O b 1 e m e: welches hier in eigen- 
artiger , interessanter Weise erledigt wird (8 10). Diese Behandlung 
wird indessen nur ermoglicht durch die vorerwiihnten Uutersucliungen 
des 5 8 ,  wclch' letztcre, ganz abgesehcn von ihrer Anwcndung an dieser 
und spiiterer Stelle ( 5  15, 5 18), an und fLir sich von hervorragendem 
Interesse sind und als eine glinzende Leistung tauf nlgebrrtischem Gebiete 
bezeichnet werden müssen. Hauptachse einer Curve zweiter Ordnung ist 
eine im Endlichen gelegene Gerade, welche mit der Polaren ilires 

- - 

Normalencentrums zusammenfillt; diese Heranziehung des Nornialencen- 
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trums ist für die Behandlung des Hauptachsenproblems bei Iierrn G u n d e l -  
f i n  g e r eben das Charakteristische. Ein weiteres Eingchen auf die ele- 
gante Methode muss sich Referent leider versagen. Rein algebraisch wird 
dabei, was noch besonders hervorgehoben werden m6ge , das Problem 
erledigt, zwei quadratische ternare Formen f ( x ,  x) und w (u ,  u) mit c o n t r a -  
g r  e d i  e n  t e n  Veranderlichen gleichzeitig in eine Summe von Quadraten 
(Lez. auf eine canonisciie Form), linear zu transforniiren , allerdings aber 
nur für den F a l l ,  dnss w(u, u) eine singulire quadratische Form k t ;  
indessen ist doch der Weg fiir die Behandlung des allgemeinen Palles vor- 
yezeichnet. I n  diesem Paragraphen wird schliesslich eine nochmalige 
K l a s s i f i c a t i o n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  m i t t e l s t  d e r  H a u p t a c h s e n -  
t r a n s f o r m a t i o n  vorgenommen. 

Von den beiden Schliissparagraphen des ersten Abschnittes heschiiftigt 
sich noch der erste (5 11) mit den wichtigsten m e t r i s c h e n  E i g e n -  
s c h a f t e n  der Kegelschnitte, der zweite (§ 12) mit der E r z e u g u n g  der  
K e g e l s c h n i t t e  d u r c h  p r o j e c t i v e  S t r a h l e n b ü s c h e l  u n d  P u n k t -  
r e i h  en. Hier findet sich unter Anderem ein hlibscher Beweis des P a s c a l -  
schen Lehrsatzes durch eine einfache Determinanten- Rechnung. 

Der zweite Abschnitt unscres Buches cntwickelt die Theorie dos Kegol -  
s c h n i t t b t i s c h e l s  und E e g e i s c h n i t t n e t z e s  und der zu diesen dualen 
Gebilde. Nach einleitcnden Bemerkungen ( 5  13) wcrdon die gemeinsamen 
Punkte und Tangenten zweier Curven zweiter Ordnung f = O ,  g = O 
untorsucht, wobei gleichzeitig das Verhalten des durch die beiden Kegcl- 
schnitte bestimmten Büschels in Betracht gezogen wird ($ 14), und zwar 
wird der Ausnahmcfall, dass det (q f  + cg) idcntisch Nul1 i d ,  eingehend 
berücksichtigt. Dieser Paragraph bringt noch die T r a n s f o r m a t i o n  
z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e  a u f  d a s  g e m e i n s a m e  P o l d r e i e c k  als Coordi- 
natendreieck, der nachste ( 5  15) d i e  a l l g e m e i n e n  E i g e n s c h a f t e n  des 
K e g  e l s c  h n i  t t b ti s c h  e l s  und zu dem Vorhergehenden Dualistisches. Es 
werden dann die Haupteigenschaften der speciellen Schaar 

von c O n f O c a l e  n K e g e l s  c h n i t  t e n  aus den allgemeinen Eigenschaften 
abgeleitet. 

Der folgende Paragraph (5 16) erledigt mittelst Partialbruchzerlegung 
dio T r a n s f o r m a t i o n  z w e i e r  C u r v e n  z w e i t e r  O r d n u n g  a u f  eiue 
b e B O nd  e r  s e i  n f  a ch e F O r m auch ftir die Specialfiille, in welchen einfache 
oder doppelte Berührung il. S. W. stattfindet. 

Es folgt ( 5  17) d i e  g e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  d e r  F u n d a m e n t a l -  
i n v a r i a n t e u  d e s  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l s ,  wobei auch die ausarteuden 
Kegelschnitto genügend berücksichtigt werden. 
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Im folgenden Paragraphen (5 18) wird die S c  h a a r  c o n f o c a l e r  
Kege l  s c h n i t  t e erneuter Betrachtung unterzogen. Der Charakter der con- 
focalen Schaar h%ngt, wie gezeigt wird,  von den Wurzeln der cubischen 
Gleichung det [Lçp(u, u) + m ( u ,  u)] = O 

für A ab ;  im allgemeinen Falle dreier verschiedener Wurzeln bestehen die 
Curven der Schaar aus Ellipsen und Hyperbeln, irn Falle einer von Null 
verschiedenen Doppelwurzel aus concentrischen Kreisen, im Falle einer 
Doppelwurzcl Null aus confocalen Parabeln. Enthalt die confocale Schaar 
auch nur einen Kreis oder eine Parabel,  so enthilt  sie nur Kreise bez. 
Parnbcln. Die B r e n n p u n k t s e i g e n s c h a f t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  
werden im nachsten Paragraphen ( 5  19) noch naher untersucht; besonders 
interessiren hier die Sütze tiber doppelt berührende Kreise eines Kegel- 
schnitts und ihre Beziehung au den Brennpunkten. Der folgende Paragraph 
(3 20) beschaftigt sich mit einigen C u r v e n ,  w e l c h e  x u  e i n e m  K e g e l -  
s c h n i t t b i i s c h e l  bez. z u  e i n e r  K e g e l s c h n i t t s c h a a r  i n  i n v a r i a n t e r  
U e z i e h u n g  s t e h e n  und zwar zun%chst mit dem P o l k e g e l s c h n i t t  N 
einer Geraden in Bezug auf ein Büschel (Kegelschnitt der neun Punkte), 
und bringt dann als Specialfall von N den M i t t e l p u n k t s k e g e l s c h n i t t  
eines Büschels. Dem Polkegelschnitte entspricht dualistisch eine Curve 
zweiter Klasse N, welche umhüllt wird von den Polaren eines Punktes y 
in Heziig auf eine Kegelschnittschaar; ist  diose Schaar specioll eine con- 
focale 

A ( P ( u ,  U) + W ( U ,  U )  = O ,  

so ist N eine Parabel,  die IIerr G u n d e l f i n g e r  als S t e i n e r ' s c h e  
P a r  a b  e l  des Punktes y in Bezug auf den Kegelschnitt y (zd, u)  = 0 be- 
zeichnet; die Pole der Tangenten der S t e i n e r ' s c h e n  Parabel in Bezug auf 
den Kegelschnitt rp(u, u) = O erfüllen eine g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l .  - 
Am Schlusse dieser Paragraphen wird noeh dor C oui b i n a n t  e n b  e g  r i f  f 
erklart, und die spiiter noch eingehender zu besprechende Combinante 

eines Kegelschnittbüschels eingeführt. 
Die Untersuchungen über die S t e i n e r ' s c h e  Psrabel leiten uns zu 

solchen über K r ü m r n u  ngs k r e i s  und E vo l u t  e eines Kegelschnitts über 
(5  21). Liegt nümlich y auf p ( u ,  u) = O,  so berührt die S te iner 'yche  
Parabel von y in Bezug q(u ,  u) = O die Normale irn Punkte y i n  dem zu 
y gehorigen Krtirnmungsmittelpunkte. Krümmung~kreis  und Krümrnungs- 
mittelpunkt werden zuerst allgemein für Curven nie' Ordnung oder kt81 Klasse 
bestimmt, und die Resultate dann auf die Kegelschnitte angewanclt. Die 
Evolute oines Kegelschnitts itit im Allgemeinen eine Curve sechster Ordnung 
und vierter Klasse. 
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Uie Schlussparagraphen des zweiten Abschnittes beschkiftigen sich in 
der Hauptsache mit den N e t z e n  u n d  G - e w e b e n  v o n  K e g e l s c h n i t t e n .  
Zunkichst werden die H e s  se'sche und C a  y l e  y 'sche ( H e r  m i t  e'sche) Curve 
eines Netzes eingeführt und ihre geometrischen Eigenschaften entwickelt 
($5 22-24). Dass die Hesse 'sche Curve ( H e  s s i a n e )  eines Netzes auch 
als J a c  O b i ' s  c h  e C u r ve  desselben bezeichnet wird , hatte doch mindestene 
erwiihnt werden mü~sen .  Zwischen einem Kegelschnittnetze und eiuern ge- 
wissen Kegelschnittgewebe findet, wie dann gezeigt mird (5  25), eine be- 
merkenswerthe lieciprocitiit s ta t t ,  die insbesondere ihren Ausdruck darin 
findet, dass die H e s s i a n e  des Netzes zugleich die C a  y l e  y'sche Curve 
des Gewebes und die C a y l e y ' s c h e  Curve des Netzes die H e s s i a n e  des 
Gewebes vorstellt. Wir kommen sogleich auf diesen Gegenstand zurück, 
indem wir auf den Inhalt des folgenden Paragraphen (5  26) eiugehen, in 
welchem die c o n j u g i r t e n  l i n e ~ r e n  R e g e l s c h n i t t s y s t e m e  behandelt 
werden. I n  diesen Schlussparagraphen handelt es sich im Wesentlichen 
darum, die betreffenden Thcorien in  ihron Grundzügen soweit zu entwickeln, 
als eu für  den Anhang, von welchem wir unten sprechen werden, erforder- 
lich ist. Referent bedaiiert aber, dass gorade anf dio conjugirtm linearen 
Kegelschnittsysteme, die in  aualytischen Lehrblichern nicht oder doch nur 
ungenligend bchandclt sind, nicht naher eingegangen worden ist. Es  naro 
auch vortheilhaft gewesen, den Begriff ,m-gliedriges lineares SystemY oder 
,n-gliedrige Gruppe von KcgelschnittcnU einzufflhrcn, dann hiitten die 
Hauptresultate des 5 26 folgende einfache Gestalt angenommen: Jeder 
r -  gliedrigen Gruppe von Curven zweiter Ordnung ist eine (6 - r) - gliedrigc 
Gruppe von Curven zweiter Classe zugeordnet der A r t ,  dass jeder Kegel- 
schnitt der einen Gruppe, und nur ein solcher, conjugirt ist  zu s%mmtlichen 
Kegelschnitten der anderen Gruppe (r = 1, 2 . . . 5). Irn Specialfalle r = 3 
erhalt man ein Netz und ein zu ihm conjngirtes Gewebe; zwischen beiden 
findet die oben bemerkte Reciprocitiit statt. 

Es  folgt nunmehr ein A n h a n g ,  welcher fast die Hiilfte unscres 
Buches einnimmt. Derselbe euthalt zunachst eine grosse Anzahl von A u f -  
g a b e n  und L e h r s i i t z e n ,  meistens von Herrn G u n d e l f i n g e r  herrtihrcnd, 
welche grGsstentheils mittelsi der im Haupttheile entwickelten Theorien 
gcl6st bexw. bcwieson wcrden kGnnen. Die LGsungen und Heweise sind 
meist ausführlich angegeben, wenn nicht, wenigstens angedeutet. Untur 
den Lehrsatzen finden sich viele, welche S t e i n e r  (oft ohne Beweis) auf- 
gestellt hat, und die hier eine elegante Behandlung erfahren. Ueberhaupt 
findet sich hier des Interessanten und Anregenden eine grosse Menge. 

Weiterhin bildet dieser Anharig cine E r g  Zn z u n g  d e s  H a  u p t t h e i l s ,  
indem Manches, was dort unterdrllckt werden musste, darin zur Sprache 
kommt. So enthLlt derselbe einen Excurs über b i n a r e  q u  a d r a  t iscl ie  
u n d  c u  b i s c l i e  F o r m e n ,  um dann die (sechs) Curven von gegebenen 
Dop~~elverl~liltuisseii in einen Kegelschiiittbüschel bestirnuien zu konnen. Die 
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Beziehungen der drei harmonischen und der zwei tiquianharmonischen 
Curven des Rüschels zu der schon erwkhnten Combinante i, derselben sind 
von besonderem Interesse. Der von Herrn G u n d e  l f i g e r  über ent- 
wickelte Satz, wonach jeder der drei harmonischen Kegelschnitte mit y 
eine doppelte Derührung bat,  erinnert sofort an einen analogen Satz tiber 
cino gewisse von B r  i o s  c h i eingeftihrte Combinante des syzygotischen 
Büschels einer ebenen Curve dritter Ordnung. In der That sind beide 
Combinanten nach demselben Gesetze gebildet. Weiterhin verwendet Herr 
G u n d e l f i n g e r  I/J noch bei der Aufstellung der R e a l i t r i t s k r i t e r i e n  
f ü r  d i e  S c h n i t t p u n k t e  z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e ;  die folgenden Unter- 
suchuugen über P o l v i e r e c k  und c o n j u g i r t e  K e g e l s c h n i t t e  hatte 
Referent gern breiter ausgeftihrt und mit den damit im Zusarnmenhange 
stehenden Untersuchungen des Haupttheils verschmolzen gesehen , worauf 
schou oben hingedeutet wurde. Von den grosseren Entwickelungen des An- 
bangs seien noch erwahnt diejenigen tiber die S t e i n  e r '  s c h  e C u r ve 
d r i t t e r  K l a s s e  u n d  v i e r t e r  O r d n u n g ,  welche von den Achsen aller 
Parabeln umhiillt wird, die ein gegebenes Dreiseit zum Poldreiseit haben, 
ferner die Behandlung eines A r  o n  h o  1 d ' s  c h e n  I n  t e g r  a l s  mittelst der 
Theorie dor Poldreiccke und d i o V e r a l l g e m o i n e r u n g  d e r  W o i e r s t r a s s -  
schen M e t h o d e ,  e l l i p t i s c h e  I n t e g r a l e  a u f  d i e  N o r m a l f o r m  zu 
r e d u ci r en unter Bcnutzung der Theorie der Kegelschnittbtischel. 

Wie RUS der vorstehend gegebenen Inhaltstibersicht hervorgeht, unter- 
acheidet sich das G u n d e l f i n g e r ' s c h e  Werk von den im Eingange er- 
wahnten Werken vielfach durch die in ihm angewandten Methoden; es ist 
eben die principielle Beriutzung projectiver Coordinaten, welche in vielen 
Fallen eine Umgestaltung der d t e n  Xethoden veranlasst, indem sie dazu 
uothigt, den algebraischen Operationen eine nllgemeinere Gestalt zu gebeii. 
Als Btiispiel hierfiir sei nochmals auf die Rehandlung des Hauptachsen- 
problems bei Herrn G u n d  e l f  i n g e r  hingemiesen. - Stofflich deckt sich 
der Inhalt unsercr Vorlesungen (im Haupttheile) ungefihr mit dem, was in 
denen von C l e  b s c h -  L i n d e  m a n n  über Kegelschnitte gebracht wird. Ueber 
das S a l m  O n 'sche Werk greift das G u  n d e 1 f i n  g e r ' ~ c h e  in einzelnen Punkten 
hinaus (vergl. z. B. 5 26) )  in anderen hleiht es hinter jenem zurück. Es  
iat aber auch offenbar nicht die Absicht des Herrn G u n d e l f i n g e r ,  in 
seinem Werke alle Theile des weitverzweigten Gebietes der Kegelschnitt- 
theorie gleichm%sig und irn Einzelnen iu Betracht zu ziehen. Seine Ab- 
sicht dürfte vielmehr, worauf schon die Wahl  des Titels schliessen Iasst, 
dahin gehen, diejenigen Methoden aus jener Theorie, welche e r  i n  einer 
Reihe von ,Tahren i n  den verschiedensten Zeitschriften entwickelt, als  Uni- 
versitatslehrer vorgetragen und praktisch erprobt hat,  nunmehr auch 
weiteren Kreisen des mathematischcn Publikums in bcquemer Weiso zu- 
ginglich zu machen. Nieniand, der auf dem behandelten Gebiete thatig 
ist, wird dem Studium dieser Methoden sich entziehen konnen. 
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Herr D i n g e l d e y  bat die Herausgabe dieser Vorlesungen mit an- 
erkennenswerther Sorgfalt ausgeftihrt. Die Diction ist flicssend, der Stoff 
sehr iibersichtlich angeordnet und die Rechnung so gestaltet, dass aie o'nne 
Sehwierigkeit verfolgt werden kann. Das Studium des Buches wird sonsch 
auch keinem Studirenden, welcher die nothigen Vorkenntnisse besitzt, be- 
sondere Schwierigkeiten bereiten. Die benutzte Literatur ist durch Citate 
hinreichend kenntlich gemacht. Bei den Citaten ist das Erseheinungsjahr 
der betreffenden Abhandlung stetv zugefügt, was sehr zu billigen und all- 
gemein zu empfehlen ist. Ein ausftihrliches Sachregister macht das Werk 
zu einem werthvollen Nachsehlagebuch. Indessen sollten im Register uicht 
zu viele Dinge fortlaufend ohne Gliederung unter denselben Begriff gestellt 
sein. Von sonstigen kleinen Ausstellungen niir noch die, dass die Bezeich- 
nung pz ftir 

Pl.% + P,% + P,% 
schon Seite 25, nicht erst Seite 33 batte erklart werden mlissen. - Schliess- 
lich werde noch hervorgehoben, dass unter den Aufgaben und Satzen sich 
solche befinden , welche theils von Herrn D i n g e  1 d e  y herst,ammen, theils 
von ihm auf Anregung des Herrn G u n d e l f i n g e r  bearbeitet worden siud. 

P. MUTE. 

G. H O L Z M ~ L L E R .  Methodisches Lehrbuch der Elementar  -Mathematik. 
Erster Theil, nach Jahrgangen geordnet und bis zur Abschluss- 
prüfuug der Vollanstalten reichend. VI11 u. 212 S. 2 Mk. 40 Pf. 
Zweiter Theil, für  die drei Oberklassen der hoheren Lehranstalten 
bestirnmt. Leipzig 1894. B. G. Teubner. VI1 u. 273 S. 3 Mk. 

Der Verfasser , ein bekanntos Mitglied dor Sehulreform - Conferenz, 
giebt in  dern vor uns liegenden Lehrbuche eine erste Darstellung von 
dern methematischen Pensum der hoheren Lehranstalten im Sinne jencr 
Conferenz. Referent hat  das Buch mit eingehendstem Interesse gelesen, 
und es erschoint ihm geboten, auf die Bevonderheiten des neucn Lehrbuches 
genaner einzugehen. 

Im Vorwort spricht es Verfasser als seine Grundanschauung aus, dass 
bei einem Lehrbuche eine einfache und naturgemzsse Entwickelung einer 
Iückenlosen systematischen Darstellung vorzuziehen sei. Weiter heisst es 
in  dem Begleitwort zu dem ersten Theile, dass ,es eigentlich nicht tadelns- 
werth i s t ,  wenn ein Lehrbuch einmal etwas Neues bringt und aus dem alt- 
gewohnten Geleise heraustrittu. Sicher nicht,  so lange die unabweisbare 
Forderung nach mathematischer Strenge überall befriedigt wird. Sehen wir 
von einzelnen Kapiteln a b ,  so bietet das Lehrbuch in der That vicles 
Gelungene. Allerdings , manches von dem, was Verfasser vielleicht ah 
seinem Lehrbuch eigenthtimlich bezeichnet wissen will, findet sich schon 
anderswo. So der auf S. 32 mitgetheilte kinematische Bemeis für den Satz 
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von der Winkelsumme des Dreiecks, z. B. in ,B. Mt i l l e r ,  Die Elernente 
der Planimetrie ", 5. Auii,, Metz 1892 ,  Scriba, S. 7 ; der auf S. 57 gegebene 
elegante Beweis des Pythagoreischen Lehrsatzes in Kunze , Lehrbuch der 
Geometrieu 1, 3. Aufl., Jena 1873 ,  Frommann, S. 86, 87. Auch der Ge- 
danke, auf welchen Verfasser besonderen Werth legt ,  den ~ o n ~ r u ~ n z s i i t z e n  
die Convtruction aus den betreffenden Stücken vorauszuschicken, ist schon 
anderswo, 2. B. von Herrn H. M ü l l e r  in dem citirten Lebrbuch, sowie in seinem 
"Leitfaden der ebenen GeometrieY 1, 3. Aufl., Leipzig 1889 ,  B. G. Teubner, 
S. 20 zur Ausführung gebracht. Nicht recht ersichtlich ist es,  weshalb die 
vier Aehnlichkeitssiitze in  üblicher Breite vorgetragen werden; zwei oder 
drei wiren passender unter die Uebungsaufgaben zu verweisen. 

I n  dem Begleihwort zur Stereometrie des ersten Theiles erhebt Ver- 
fasser nachdrticklichst die Forderung nach correctem stereomctrischon 
Zeichnen und stimmt hierin mit Herrn M a r t u s  überein (vergl. dessen 
,Baumlehre für hohere SchulenU II, Bielefeld und Leipzig 1892,  Velhagen 
und Klasing). Gerade das Kapitel iiber Stereometrie aber scheint dern 
Referenten nicht durchaus einwandsfrei zu sein. So xnochte sich h f e r e n t  
erlauben, gegen die alleinige Anwendung der Parallelprojection Redenken 
zu erheben, Bedenken, welche auch in dem Vorwort zu dem ,,Leitfaden 
für den Unterricht in der Raumlehre von H. M a r t u s  ", II, Bielefeld und 
Leipzig 1893,  Velhagen und Klasing, einen Ausdruck gefunden haben. 

Was die Ausdrucksweiso anbetrifft, so liisst deren Correctheit zu wtinschen 
übrig. Indessen m6chte die anerkennenswerthe Schnelligkeit, mit welcher 
dns Lchrbuch zur Ausführung gckommen is t ,  als Entschuldigung gelten. 
Damit die zweite Auflage hierin Wandel schaffe, seien einige Belege mit- 
getheilt. Auf S. 14 schreibt der Verfasser: Die Ebene ist eine Flache, bei 
der jeder Punkt  gleichen Abstand von zwei gegebenen Raumpunkten hat ;  
und auf S. 47 wird sie als die Gesammtheit aller Punkte bezeichnet, deren 
jcder von zwei gegebenen Raumpnnkten dieselbe Entfernung hat. Auf S. 135 
wird n; ein Decimalbruch mit unendlich langer Periode genannt. Die auf 
S. 1 8 6  angeführtc trigonometrische Aufgabe 25) dürfte in der Wirklichkcit 
wohl uuausführbar sein. Dem Referenten fiel ferner (besonders bei der Auf- 
gabe auf S. 30) auf, dass die Meilenbezeichnung s h t t  der jetzt üblichen km- 
Uezeichnung angewendet wird, sowie dass Verfasser vermeidet, neben senk- 
recht die Bezeichnungen lothrecht und rechtwinklig zu unterscheiden. Noch 
eine mehr subjective Bernerkung bezieht sich auf die Stellung der Zahl z:  

die unbenannte Zahl geh6rt doch v o r  die benannte. Auch ein Druckfehler sei 
hier mitgetheilt: Auf S.  1 1 3 ,  1 2 4 ,  159 ist die Nul1 durch den Buchstaben o 
dargestellt. 

Ein Wort  noch über die arithmetische Abtheilung des ersten Theiles. 
Das Begleitwort liefert hierzu eine langere treffende Auseinandersetzung. 
Wer noch weitere Belehrung wiinscht, sei auf ,O. R e i c h e  1, Darstellung 
der Grundbegriffe der ArithmetikY, Programm - Abhandung , Kaiserin Aug.- 

Hist.-lit. Abth. d. Zsitschr. f. Nath. u. Phys. 40. Jalirg. 1895. 5. Heft. 1 (5 
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Gymnasium, Charlottenburg 1882, aufmerksam gemacht. Bei den qua- 
dratischen Gleichungen fiel dem Referenten die unbequeme Normaiform 
xa - a,: + b = O stat t  ze - 2az + b = O auf. Soviel über dcn crsten 
Theil! 

Der  zweito Band, desscn Rodaction eine sehr sorgfdtige zu ncnnen ist, 
beginnt mit dem Satz des Ptolemaus, aus welchem die H e r o n ' s c h e  Inhalts- 
formel hergeleitet wird, und mit Constructionen regelmassiger Kreisvielecke, 
wobei N a s c  h e r o n i  s elegante Constructionen eines Fünf - und Zehnecks eine 
Stelle finden. Verfasser hatte hier auch die Construction erwBhnen konnen, 
welche viele der bisher bekannt gewordenen an Eleganz und Einfachheit über- 
ragt : Referent meint die Construction des Herzogs Car1 Bernhard von Sachsen- 
Weimar, welche für die regelmassigen Polygone mit Uberraschender Annaherucg 
gilt (vergl. K u n z e  a. a. O. S. 246, sowie H. M a r t u s ,  Baumlehre II S. 36). 
Hieran reihen sich Uebungen am Dreieck, welche durch ihre Auswahl und 
Anordnung bemerkenswerth sind: eine Reihe von Relationen zwischen den 
Seiten und den Radien der U m - ,  I n -  und Ankreise einerseits, den Hohen, 
Mittellinien und Winkelhalbirenden andererseits werden vorgeführt und u. A. 
eine Aufgabe behandelt, die sich als ein Specialfall des S t e i n  e r 'schen 
Scbliessungsprobiems darstellt. Es  folgen allgemeine Bemerkungeu über 
Constructionsaufgaber: Losungen mit Hilfe von Lehrsatzen, Methode der 
Symmetrie oder der Spiegelbilder, Methode der Parailelverschiebungen, 
Methode der Aehnlichkeit, Methode der Umkehrung der Aufgabe, Methode 
der Drehung, Methode des geometrischen Ortes, Methode der algebraischen 
Analysis. Dieses Kapitel verdient besondere Hervorhebung , da es eine 
grosse Zahl htibscher Aufgaben bielet, deren Losungen durch ihre Eleganz 
ausgezeichnet sind. Verfasser geht hiernach zur neueren Geometrie uber, 
die hier erheblich starker berücksichtigt wird, als es in der Regel geschieht. 
E s  kommen zur Behandlung: Satz des C e v a ,  Satz des M e n e l a u  s ,  An- 
wendungen auf vollstiindiges Vierseit, P a s  c a l  'scher S a t ~  und Aehnlichkeits- 
achsen dreier Kreise; harmonische Punkte und Strahlen; Aehnlichkeitspunkte 
und P a s  cal'scher Satz ; harmonische Punkte und Strahlen am Kreise, Pol 
und Polare; die Inversion oder Spiegelung mittels reciproker Radien; 
l'otenz und Potenzlinien; einige Berührungsaufgaben. Diese Betrachtungen 
dienen dem Verfasser zum Theil als Vorbereitung für kartographische An- 
wendungen, welche er mehr a l ~  bisher in den mathematischen Unterricht 
hineingezogen wissen will ,  in  Uebereinstimmung mit Herrn M a r t u s .  der 
in  seinem Buche über ,Astronomisühe Geographie" ein Kapitel der Dar- 
stellung des Kugel-Gradnetzes auf Karten gewidmet hat. Um den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Gradnetze klarzulcgen , cntwickelt Verfasser 
in hochst einfacher und elementarer Weise die Grundzüge der conformeri 
Abbildung, eines Gebietes, i n  welchem der Verfasser auch wissenschaftlich 
thatig gewesen ist. 
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Erst die Trigonometrie d i  e s  e s Theiles bringt die Additionstheoreme, 
welche auf zwei Weisen hergeleitet werden. Die so schwerfüllige und den 
identischen Charakter der Additionstheoreme verdeckende Herleitung mit 
Hilfe des P t  O l e m  a i s  c h  e n Satzes hiitte vielleicht wegbleiben konnen. Es 
sei auf eine andere Herleitnng verwiesen, vielleicht die einfachste unter 
den bekannten, welche Referent u. A. in ,, J. D i e  k m a n  n ,  Anwendung 
der Determinanten und Elemente der neueren Algebrau, Leipzig 1889, 
B. G. Teubner, S. 99 gefunden hat. 

Die stereometrische Abtheilung bringt ausser den üblichen Betrachtungen 
noch Kapitel über den Schwerpunkt, die Guldin'schen Regeln, die Siitze 
über abgeschragte K6rper , die N e w  t O n - S i m p s O n'sche Regel und die 
Summenformel, sowie Kugelbetrachtungen mit kartographischen Anwendungen. 
Auch im zweiten Bande spricht Verfasser noch von einem ,,Satzeu des 
C a v a l e r i .  Eine folgende Abtheilung enthiilt die ,Grundlehren von den 
Kegelschnittenu, doch sol1 auch hior, wie cs in dcr Vorbcmerkung heisst, 
nur ein ,,EinblickY gegeben werden. Der arithmetische Theil behandelt 
geometrische und arithmetischo Reihen, den binomischen Lehrsatz fiir 
ganze positive Exponenten, die Exponentialreihe und die natürlichen 
Logarithnien, den M o  ivre'schen Satz, die geometrische Darstellung der 
cornplexen Zahlen und der nten Wurzeln au8 der Einheit und reciproke 
Gleichungen. 

Ein Anhang bringt eine Hau~taufgabe  der mathematischen Geographie, 
einige Bemerkungen Iiber Maxima und Minima, sowie die Quadrateintheilung 
der Ebene mittelst der Polarcoordinaten. 

Schon diascr kurzo Auszug lBsst erkennen, dass das vorliegende Lehr- 
buch unstreitig zu den bedeutendsten Erscheinungen auf dem Gebiete der 
pLdagogischen Literatur eu zLhlen k t .  E. JAHNKE. 

B. Fi~ux. Buchstabenrechnung und Algebra nebst Uebungsaufgaben, 
9. Aufl. von J?. BUSCH. Paderborn 1894. Schoningh. 316 S. Mk.2.40. 

Diese Auflage unterscheidet sich nur iiusserlich von der vorhergehenden, 
Uber welche schon Herr  S c h w e r i n g im XXXIII. Bando diaser Zeitschrift 
referirt hat. I n  Rticksicht auf die neuen Lehrpliine sind die Kapitel der 
Determinanten und Combinatorik gestrichen und andere, wie die Lehre 
von den Kettenbrüchen und diophantischen Gleichungen gekürzt worden. 
Auch erfuhr die Aufgabensammlung eine Eevision, so zwar, dass die alten 
Nummern der Aufgaben hinter die neuen gesetzt worden sind. 

-- E. JAHNKE. 

S. EPBTEIN. Die vier  Rechnungsoperationen mit  Bessel'schen Functionen 
nebst einer geschichtlichen Einleitung. Bern 1894. Wyss. 56 S. 

Es ist eine unter Leitung des IIerrn G r  a f entstandene Inaugural- 
Dissertation, deren Redaction an manchen Stellen zu wtinschen übrig la&, 
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Sie giebt eine Zusammenstellung von Resultaten aus den einschligigen 
Arbeiten der Herren G e g e n b a u e r ,  G r a f ,  L o m m e l ,  C. N e u m a n n ,  
N i c o l a s ,  S c h l a f l i ,  S c h l o m i l c h  u. A. Nach einer kurzen historischen 
Einleitiing werden im ersten und zweiten Theile die Entwickelungen an- 
gegeben, welche sich auf die Addition, Multiplication und Division der 
Bessel ' schen Functionen beziehen; der dritte Theil bringt die Formeln für 
die Producte und Quotienten von B e  s s e l1schen Functionen. 

I n  dem angehiingten Literatur-Nachweis fiel dem Refcrenten ein 
Versehen auf. Die citirte Arbeit von IIerrn H a e n  t z s c  h e l  ist nicht im 
43. Bande der ,Mathematiuchen Annalcn", sondcrn im XXXI. Bande der 
S chl6milch 'schen ,Zeitschrift" erschienen. E. JAUNKE. 

2 Y 
B. KAMPFE. Tafel des Integrals  a,,,)= - - f ~ ' ~ d t .  Leipzig 1893. Engel- 

mann. i n  (I 

I n  der Theorie der Fehlcrwahrschcinlichkeiten spielt das G a  u s s'sche 
Fehlerintegral O(,,, eine Ilolle a18 Ausdruck der Wahrscheinlichkeit dafür, 
dass cin Fehler seincm absoluten Werthe nach zwischen 0 und D (y = h U )  
liege. Schon F e c h n e r  hatte eine Tafel für dieses Integral bereclinet. 
Vollstëndiger is t  die hier vorlicgende, welche aus der entsprechcnden in 
A. &i e y e r s  , Wahrscheinlichkeitsrechnung hergeleitet ist. Sie giebt die Werthe 
von CDcï) auf vier Stellen gcnau, wio os für psychophysische Zwecke genügt, 
von y = 0,000 bis y = 1,509 und von y = 1,51 bis y = 2,89. 

E. JAHNKE. 

Eine  allgemeinere Integrat ion der Differentialgleichungen. Von EMANUEL 
PUCEBERGER. 1. Heft. Wien 1894. Druck und Verlag von Car1 
Gerold's Sohn. 

Der  Verfasser sagt in seiner Vorrede von dieser Methode: ,Dieselbe 
integrirt alle Differentialgleichungen , is t  theoretisch auf alle anwendbar, 
ihre Ausführung unterliegt, wie jedes Verfahren , nur den ausserlichen Rück- 
sichten auf Raum und Zeit; sie ist die einzige bekannte Methode, von der 
man dies sagen kann.' Einen Bemeis für  diese Behauptung wird man 
allerdings vcrgebens suchen. Das ist einc Folge dcr Ansicht des Verfassers 
tiber das mathematische Beweisverfahren. Nach seiner Meinung namlich 
gentigt es, wenn die Methode a n  einzelnen Zahlenbeispielen zum Ziele 
führ t ,  um ihre Allgemeingiltigkeit zu behaupten, und diese Behauptuug 
so lange aufrecht zu erhalten, bis ihm ein Reispiel vorgefuhrt wird, auf 
welche sie nicht anwendbar ist. E r  befindet sich dabei mit seinen eigenen 
Worten in Widerspruch, indem er ausfiihrt: ,,Es wl rc  eine gewagte Be- 
hauptung, die allgemeinste Methode gefunden zu haben. Eine solche giebt 
es nicht, und insofern will da3 Streben nach einer solchen Unrn6glichcs 
oder ist - wenn man sich weniger hoflich auudrücken will - ungereimt.' 
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Was die Methode selbst anbetrifft, so beruht sie auf folgendem Princip: 
,Die Integrale sind Functionen der Coefficienten und ihrer 1.,2., 3. ...int enAb- 
leitungen und zwar unendliche oder endliche Reihen, deren Glieder die 
Producte der mit unbestimmten Constanten -Coefficienten und Exponenten - 
versehenen Gleichungscoefficienten und ihrer l . ,  S . ,  3. . . .nten Ableitungen 
sind.' In den einzelnen Beispielen wird nicht genau nach dieser Methode 
verfahren. In vielen derselben sind die Coefficienten Functionen von x 
und l m ;  in allen diesen Fallen wird 

y=a,.dm.(l~)~m.. . 
gesetzt. b ,  und cm werden so bestimmt, dass moglichst viele Glieder der 
Gleichung verschwinden. Diese Werthe, von dcnen wir z. B. bei einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung im Allgerneinen zwei erhalten, merden 
mit hl O, , c,c, bezeichnet ; b, O,, cS c, werden dadurch erhalten , dass man 
das erste Glied der Gleichung ftir b, dem niedrigsten in  der Gleichung 
für O, noch vorhandenen gleich setzt und ebenso mit O, und 6% verftihrt. 
Auf dieselbe Weise bestimmt man die weiteren Exponenten; die Zahlen 
mi t  ungeradem Index sind die Exponenten der Heihe fiir y,, die geraden 
diejenigen von y,. Der Nachweis der Convergenz der betreffenden Reihen 
wird niemals erbracht. Diese Aufgabe wird einfach a h  nicht in den 
Rahmen der Untersuchung fallend bezeichnet, obgleich doch gerado die 
Convergenz die nothwendige Bedingung ftir die Verwendung der Reihe 
bildet. Die Mothode sol1 tibrigens bei partiellen Differentialgloichungen zu 
vie1 allgemeineren Resultaien fiihren als die bisher bekannten. 

Als Beispiel hierftir benutzt der Vcrfasser dio Gleichung: 

Ls Resultat: 
" 

des 
Hierzu macht e r  folgendo Bemerkung: , In  der That ein tiberraschen- 
Resultat und eine glanzende Leistung der angewandten Methode, 

wenn man bedenkt, dass die bisher bekanntcn Methodcn ftir die Gleichung 
a'- a, = O nur  das Integral: a = <p (x + y) bestimmen konnten, welches 
an Eleganz, Allgemeinheit und Eeichthum der Gestaltung weit von dem 
hier entwickelten Integrale tibertroffen wird." E r  scheint also ganz zu 
tibersehen, dass diese Reihe, falls sie convergirt, = (y + x ) "~  kt .  Das i ~ t  
in der That ein tiberraschendes Resultat! XAX MEYEE. 
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Vierstellige Logarithmentafel.  Von TH. ALBRECHT. Leipzig 1894. Verlag 
von Wilhelm Engelmann. 

Die vorliegende Tafel zeichnet sich durch Klarheit und Uebersichtlich- 
lieit der Anordnung aus. Sie enthlilt: 

1. Logarithmen der Zahlen. 
II. Lange der Kreisbogen für den Halbmesser 1. 

III. Logarithmen der trigouometrischen Fiinctionen. 
IV. Additions - und Subtractions -Logarithmen. 
V. Quadrate der Znhlen von 1 bis 1000. 

VI. Nurnerische Werthe der trigonornetrischen Functionen. 
VII. Constanten. 

Es  ist also alles für den praktischen Gebrauch Nothwendige darin 
vorhanden und in allen Fallen, in  denen eine Rechnung mit  vierstelligen 
Logarithmen genügt, der Gebrauch derselben zu empfehlen. 

MAX MEYER. 
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vorn 16. Juli bis 31. Augast 1895. 

Periodiache Schriften. 

Abhandlungen der ktinigl. preuss. Akademie der Wissenschaften. Aus dem 
Jahre 1894. Borlin, G. Reimor. Nathematische Abhandlungon. 4 Mk. 50Pf. 
Physikalische Abhandlungen. 13 Mk. 

Vertiffentlichung des konigl. preuss. geodiitischen Instituts. Zenitdistanzen 
von Helgoland, Neuwerk und Wangeroog u. S. W. Berlin, Stankiewicz. 

20 Mk. 
Astronomische Mittheilungen der konigl. Sternwarte zu Gottingen. Heraus- 

gegeben von W. S c ~ u x .  4. Theil. Gottingen, Peppmüller. 30 Mk. 
Katalog der Astronomischen Gesellschaft. 1. Abtheilung 10. Sttick. Leipzig, 

Engelmann. 18 Mk- 
Verhandlungen der physikalischen Gesellschaft zu Berlin. 14. Jahrgang. 1896. 

Nr. 1 und 2. Leipzig, Barth. 4 Mk. 
Nautischcs Jahrbuch für 1898  zur Bestimmung der Zeit,  der Lange und 

Breite zur See. Herausgegeben vom Reichsamt des Innern unter Re- 
daction von TIETJEN. Berlin, Heymann. 1 hlk. 50 Pf. 

Kleines nautisches Jahrbuch für 1896. 35. Jahrgang. Herausgegeben von 
W. LUDOLPH. Bremen, Heinuiua. 75 Pf. 

Jahresbericht für  1 8 9 4  des Centralbureaus für Meteorologie und Hydrographie 
im Grossherzogthum Baden. Karlsruhe, Braun. 6 Mk. 

Beobachtungen der kaiserl. moteorologischen Marinestation in  Wilhemshaven, 
ausgeführt unter Leitung von C. BORGEN. 1. Theil. Berlin, Mittler. 

1 Mk. 75 Pf. 
Cleschichte der  Mathematik. 

STACKEL, P. und ENGEL, F., Die Theorie der Parallollinien von Euklid 
bis Gauss; eine Urkundensammlung. Leipzig, B. G. Teubner. 9 Mk. 

Reine Mathematik. 

P L ~ C K E R ' B  gesammelte Abhandlungen, im Auftrag der konigl. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Güttingen. Herausgegeben von A. SCHONFLIES 
und F. POCKELB. 1. Bd. Mathem. Abhandlung. Leipzig, B. G. Teubner. 

20 Mk. 
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KROXECKER'S Werke,  auf Veranlassung der konigl. preuss. dkademie der 
Wissenschaften. Herausgegeben von K. HENSEL. 1. Band. Leipzig, 
B. G. Teubner. 28 Xk. 

KLEIN, F., Vortrage iiber ausgewtihlte Fragen der Elementargeomet,rie, aus- 
gearbeitet von F. TAOERT. Ebendaselbst. 2 Mk. 

GRASSMANN, R., Die Formenlehre der Mathematik. Stettin, Grassmann. 1 0 M k .  
SIEVERT , H. , Ueber Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus Fünfteln 

ganzer Zahlen bestehen. II. Theil. (Progr.) Bayreuth, Giesel. 75 Pf. 
CHISHOLM, G., Algebraisch - gruppcntheoretische Untersuchungcn zur sphar- 

ischen Trigonometrie (Dissertation). Gottingen, Vandenhoeck & Rup- 
rccht. 2 blk. 

JACOTTET, C., Ueber die allgerneine Reihenentwickelung der l'otentialfunction 
nach Lamb'schen Productcn (Dissortation). Ebcndaselbst. 1 Mk. 20 Pf. 

SAYDER, V., Ueber die linearen Complexe der Lie'schen Kugelgeometrie 
(Dissortation). Ebendaselbst. 1 Mk. 20 Pf. 

WOODS, F., Ueber Pseudominimalflachen (Dissertation). Eliendas. 2 Mk. 

Angewandte Mathematik. 

KLEIN, F., Die 13eziehungen der neueren Mathematik zu den Anwendungen. 
Antrittsredc. Leipzig, B. G. Teubner. 60 Pf. 

Schwerebestimmungen durch Pendelbeobachtuugen, ausgeführt in den Jahren 
1892-1894 durch die kaieerl. konigl. Kriegsmarine. Wien, Gerold. 

18 Mk. 40 Pf. 
VODUSEK, M., Die astronomische Strahlenbrechung (Programm). Laibach, 

Fischer. 50 Pf. 

Physik und Meteorologie. 

TESLA'S Licht der Zukunft. Popularer Experinientalvortrag von P. SPIES. 
Berlin, Patel. 50 Pf. 

LEHMANN, O.,  Elektricitat und Licht. Uraunschweig, Vieweg. 7 bfk, 
SCHMIDT, F.,  Moderne Anschauungen Iiber die Kriifte der Elektricitzt. 

Halle, Pfeffer. 50 Pf. 
KAPP, G., Tr~nsforrnatoren fur Wechselstrom und Drehstrom. Theorie und 

Construction. Berlin, Springer. 7 Mk. 
FROLICH, O . ,  Ueber Isolations- und Fehlerbestimmungen on clcktrischen 

Anlagen. Halle, Knapp. 8 bIk. 
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F. KLEIN. Vorlesungen über  die  Theorie der elliptischen Modulfunctionen. 
Ausgearbeitet und vervollstiindigt von R. FKICKE. Zweiter Band. For t -  
bildung und Anwendung der Theorie. Leipzig 1892. B. G. Teubner. 
XV und 712 S. 

Die Verspiitung der Besprechung des vorliegenden Bandes - rergl. 
wegcn des voraufgegangenen Randes diese Zeitschrift Bd. 36 S. 201- 21 2, 
Ud. 37 S. 82-84 - finde ihre Ilechtfertigung in eincm durch den früheren 
Refcrentcn gewünschtcn na~ht~rtiglichen Wcchscl. 

Die im Jahre 1884 erschienenen Vorlesungen von F. K l e i n  über des 
Ikosaeder bildeten das erste Stadium, die 1890 und 1892 erschienenen, 
von &. F r i c  k e bearbeiteten und verschiedentlich erganzten Vorlesiingen 
von K l e i n  über elliptische Nodulfunctionen das zweite Sladium eines 
grosseren Unt ernehmens , die Gesammtheit der neueren Uiitersuchungen Iiber 
eindeutige Functionen mit unendlich rielen linearen Transformationen in 
sich zu einem abgeriindeten Ganzen zu gestalten. 

Schon das ,Ikosaederu, aber recht eigentlich die ,,elliptischen Modul- 
functionenu sollen als Vorstufen zu der allgemcinen Theorie dienen, die in 
melireren zu erwartenden Banden ihre Darstellung finden soll. 

Das m o r t  ,,Vorstufeu ist hier in weiterem Umfange zu verstehen, 
indem wenigstens bei den ,,elliptischen ModulfunctionenY bereits alle die 
llethoden und Gesiçhtspurikte ausgepragt erscheinen, welche den Verfasseru 
aiich für die allgemeine Theorie massgebend sein werden. 

Der Charaltter dieser Methodik llisst sich füglich in zwei Worten be- 
zeichncn : rnoglichst unmittclbare, geometrische Anschaulichkeit , insofern cs 
sich um die Erfassung der leitenden Gedanken handelt, und andererseits 
in historischem Sinne,  moglichet allseitige Beleuchtung und Durchdringung 
des Stoffes. 

Kein Zweifel, dass sich bei rein analgtisclier Verfolgung des Gegeu- 
stnndes der aussere Iimfang der ,Modulfunctionen" hMte bedeutend redu- 
ciren lassen, aber dann würde eben das Wesen der ganzen Darstellung und 
Ilenkweise der Verfasser verloren gegmgen sein. 

Die Vorzüge, aber auch die (piidagogischen) Gefahren einer derartigen 
universellen Stoii'durchbildung fallen zu sehr ins Auge, als dass daliei lange 

liist.-lit Aùth. d. Zeitschr. f. Nath. u. l'liys. 18116. 40. Jülirg. 6. i l e f t .  16 
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zu verweilen wsre. Bedenkt man aber ,  dass es bisher nur wenigo Werke 
in der matliematischen Literatur gab,  in  denen dm gemeinte Princip conse- 
quent durchgeführt i s i ,  so wird man mit der Kritik doppelt vorsichtig sein 
mlissen, und wird vielmehr die Verfasser beglückwünschen, dass sie den 
Muth gefunden haben, trotz der vielen so zu sagen zünftlerischen Vorurtheile 
unbeirrt ihren Weg zu gehen. 

Eincs sol1 allerdingn ohne Wciteres zugestandcn werden, dass an eincn 
Durchschnitts-Leser nicht gewohnliche Anforderungen gestellt werden. Trotz- 
dem , oder vielmehr weil ihm specifische Vorkenntnisse nicht eigentlich 
zugemuthet werden, muss er eine um so grossere Elasticitat des Geiates 
besitzen, um sich abwechselnd in den so ganz verschiedenartigen Gedanken- 
gangen mit Freiheit und Umsicht bewegen zu konnen. 

Uass nur  ein mit dem ervten Bande eingehend vertrauter Leser an 
den vorliegenden zweiten Band herantreten darf,  bedarf wohl kaum der 
Uemerkung; immerhin sind in dieser Hinsicht die E'ingerzeige, welche 
Herr F r i c  k e  in der Vorrede zum zweiten Bande gegeben h a t ,  sowie das 
von demselben am Schlusse beigefügte Sachregister, für ein zweckmassigeu 
Studium des ganzen Werkes von grossem Nutzen. Man vergleiche übrigens 
unsere Schlussbemerkung. 

Wir  erinnern zur Orientirung ail das im ersten Bande ($5 14, 15) 
formulirte Uoppelprogramm. Der gruppentheoretisclie Theil desselben ver- 
langte, von der . Modulgruppeu, das is t ,  der Gesammtheit der linearen ganz- 
zahligen Substitutionen : 

die Untergruppen aufzustellen und sachgemass zu klassificiren - der 
funetionentheoretische Theil dagegen , die zugehorigen Invarianten, das 
ist ,  die einer solchen Untergruppe gegenüber invarianten Functionen 

W 
von w = resp. Formen von wl, w2 zu bilden und deren gegenseitige 

"2 

Ueziehungen zu ermitteln. 
Beide Seiten des Programms erganzen und vereinigen sich zur Losung 

des Fundamental~iiotilems , die ~~eso lven ten  der Modulgleichung J (m) = ctinst 

zu finden, wo nunrnehr w den Periodcnquotienten 5 des elliptischen Inte- 
'"2 

grals erster Gattung (in der W e i e r s  t r a  ss'schen) Kormalform 

d x  

~'423- g,z - g ,  
gS2 bedeutet, und J = ---- dessen rationale absoluto Invariante. 

gJr  - 27gzb 
Das gruppelitheoretische Problem wurde in Beuchriinkung au f  Congruena- 

gruppen, da3 sind solche, welche sich durch Congruenzen der Substitutions- 
coefficienten mtid PZ definiren lassen, zu  einem gewiasen Abscliluss gebracbt. 
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Die Llisung des functionentheoretischen Problems dagegen wurde nur 
erst auf Grund der B ie m a n  n 'schen Theorie der algebraischen Functionen 
unter Beniitzung gewirser Existenatheoreme als moglich nachgewiesen und 
in einigen einfachen Fallen explicite durchgeführt. 

Um das Problem für Congruenzgruppen allgemein zu losen, bedarf 
es nunmehr des durcih die geschichtliche Entwickelung der Theorie der 
elliptischen Functionen, insbesondere der Theilung und Transformation 
derselben, gelieferten Materiales. Darüber hinaus erscheint aber jetzt eben 
dieses Gebiet der elliptischen Punetionen unter neuen und wesentlich all- 
gemeineren Gesichtspunkten; j a ,  man kann füglich behaupten, dass dieses 
bisher multis sed variis singulis modis bearbeitete Gebiet auf Grund des 
einheitlichen K 1 e i n'schen Programms erst zum Range einer wissenschaft- 
lichen Disciplin erhoben wird. 

Die W e i  e r  s t rass 'sche Punction 

P = p b ,  w , ,  w,) 
bleibt nicht nur der Modulgruppe gegentiber ungeiindert, sondern auch bei 
Yermehrung von u. um ganzzahlige VieIfache von w, ,  w,, oder zusammcn- 
gefasst, p ist eine Invariante der ternaren Gruppe ,,r(3)u: 

Die Gruppe des zc für sich bildet eine in  r(3) ausgezcichncte, unare 
Untergruppe P; die der w,, w2 ftir sich, das ist eben die Modulgruppe, 
eine (nicht ausgezeiühnete) binBre Untergruppe Z'(2) von f ( V .  

Der allgemeinste Ansatz ware wiederum , skimmtliche Untergruppen von 
I'@) und die zu einer jeden solchen gehorigen Functionen resp. Formen zu 
suchen, sowie deren gegenseitigen Zusammenhang zu ergriinden. 

In  dieser dllgemeinheit ware dtts Problem indessen vie1 zu ochwierig, 
und auch unzweckmassig gestellt. 

Man wird sich einmal auf Congruenzgruppen modn beschrkken ,  und 
andererseits den zugehlirigen Functionen bez. der Art  der Singiilaritliten 
gewisse einschrankende Porderungen auferlegen. Die Zahl n heisst die Stufe 
der Gruppe resp. dcr Functionen. Wir  erwahnen hier nur die zwei nachst- 
liegenden Congruenzgruppen. Nennt man zwei Substitutionen der T@) ,mod r, 

congruentY, wenn alle Differenzen (oder auch alle Summen) von je zwei 
homologen Coefficienten durch ri. tbeilbar sind, so haben wir einmal die 
,terniiro Hauptcongruenzçruppe nte* Stufe H(3Iu, welche alle modn zur 
Irientitat congruenten Substitutionen der r(3) umfasst, und andererseits die 
aus der f ' ( 1 )  entsprechend gebildetc un i re  Gruppe N(I). Dieser letzteren 
Gruppe gehb'rt in der u - Ebene, a18 Inbegïiff aller nicht iiquivalenten Wcrt,he 
von u, ein ,FuiidameiitalparailelogrammU zu, das aus n2 der gewohnlichen 
Elementarparallelogrsmme besteht. 

Nuumehr ISsst sich der Begrilf der ,,elliptisclien Function n t e r  Stufeu 
verstiindlich machm. Das ist eine çolche eindeutige, homogene Fnnction 

16* 
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der zc; w,, w,, die eine Invariante der H@) is t ,  die als Function von IL 

im Fundamentalparallelogramm der 8(') wesentlich singuliire Stellen nicht 
aufweist, die endlich als Function der w,, o , ,  von den ratiorialen Invarianten 

g2(oir ~ 2 ) i  g3(o1, ~ 2 )  
algebraisch abhangt. 

Für  n = 1 liegt das W e i  e r s  t r a s s'sche System ausgebildet vor; p und 

d p  
- nebst g,, g, sind Functionen erster Stufe, und jede weitere solche 
d t l  

Function Iasst sich rational durch p, p', g s ,  g, ausdriicken. 
Der ntichste Fa11 rt = 2 dcckt sich mit der J a c o b i ' s c h e n  Theorie; 

slzu, c n u ,  dnu  nebst dem Doppelverhaltniss A sind Functionen zweiter 
Stufe (von der Dimension Null) und jede weitere solche hangt wiecierum 
rational von jenen vier ab. 

Hier gewahrt bereits die gruppentlieoretische Auffassung einen tiefcren 
Einblick. Sieht man namlich i n  der 1'@) jeweils die mod 2 congruenten 
Substitutionen als nicht wesentlich veri.chicdcn von einander a n ,  so reducirt 
sich die I@) dadurch auf eine endliche Gruppe G,, (von der Ordnnng 24), 
und dicsc G,, erweist sich als holoedrisch isomorph zur ,,Oktacdcrgruppeu, 
das i s t ,  der Gruppe der Drehungen, welche ein Octacder mit sich zur 
Deckung bringen. Iii Folge dessen giebt es in  der G,, drei gleichberechtigte 
Untergruppen Ggr und slzu, c n u ,  dlzu sind eben Invarianten derselben. 
Dio G,, beherrscht thatsachlich die ganze J a c o b i ' s c h e  Theorie. 

Xan tibersieht somit deutlicher das Verhaltniss der Jacobi 'scheu 
Theorie zur W e i e  r s  t r a s s'sahen , und wie beide wiederum in eine all- 
gemeinere Theorie eingeordnet erscheinen. 

Die historische Entwickelurig ha t  zwei Methoden ausgebildet, um in- 
direct aus elliptischen Functionen niederer Stufe solclie von htiherer Stufe 
herzustellen, die ,Thei!ungU und die ,Transformation." 

Ihnen ist der vierte Abschnitt (der erste des vorliegenden Bandes) 
gewidmet. Mit der Theilung beschaftigt sich das erste Kapitel, wahrend 
die folgenden ausführlieher die Transformation erortern, inshesondere die 
dadurch iuvolvirten Modulargleichungen erster und lioherer Stufe, und 
deren Anwendung auf die sogenannten KlassenanzaElrelationen der binüren 
quadratischen Formen. 

Sei f ( u ;  o , ,  o,) eine elliptisehe Function erster Stufe,  so versteht 
man unter 12-Sheilung den Uebergang von f zu 

wo 1, p alle m2 mod lz incongruenten Paare ganzer Zahlen durclilaiifen 
konnen. 

F ü r  u = O entsteht die ,,speciclle 12 -TheilungU, auf die man sich irn 
Wesentlichen beschriiriken kann. 
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werden - und das kt, hier wie durchgehends,  der  charakteristische Zug 
der Untorsuchung - wechselseitig gruppentheoretisch und functionen- 
theoretisch untersiicht. 

Das Hauptergebniss ist ,  dass f i p  einer irredueibeln ,Theiliingsgleichiin,n" 
vom Grade cp (m) ?/) (n) genüg t ,  deren Coefficienten rationale F~iiictionen von 
g, und gg sind j f n p  i t t  also eiue algebraische Function der g,, g3. Hiurbei 
sind cp(m), 1/1(n) die bekannten zahlentheoretischen Functionen 

wo sich die Producte  Tl über alle Primfactoren g von n. ers t recken;  

rp (n).lCi(n) sellist liedeutet die Anzahl der  madn incougruenten Paa re  von 
Zahlen, deren grtijster gemeinsamer Theiler prim gegen n. ist. 

Die W e i  e r s  t r  a s s 'sclien Theilmerthe p ~ p ,  p'lp erfreuen sich noch 
einer besonderen Eigenschaft:  d a  sie innerhalb des ,,Polygons nter StufeY 
überall eridlich s ind ,  sind sic ganze algebraische Functionen (Forruen) 

der s 7 2 1  g,. 
Anf diese Weise  h a t  m a n  eine gauze Klasse von Modulformen nter Stufe  

gemonnen. 
Eine  Lhnliühe Entwickelung g i l t  titirigens fü r  die G-Theilwertbe ulp, 

na r  dass dieselben e r s t  nach '/Iultiplication mi t  einer geeigneten Exponential- 
grcase zu algebraischeri Modulformen werden. 

m i r  gehen zur ,Transformation ~z~~~ Ordnung" über. Man versteht 
daruiller den Uebergang von &'(w,, w,) zu 

wo F ( w , ,  w,) wiederurn eine Funct ion ( F o r m ,  Nodnl) der ersten Stufe 
sei ,  die übrigcns auch noch von zl abhaugeri darf. Auch F' ist  eine 
(alg-ebraische) Function de r  nten Stnfe. 

Zuniichst sol1 es sich darurn tiandeln, die iiberlieferte Sransformations- 
theoric ihrem Wesen nach mit den Hilfsmitteln des ersten Bandes ziir 
Darstellung zu bringeri. Es erweist sich als zweckmtissig, mi t  der  Trans- 
formation lzteT Ordnung eine l ineare Transformation dcr CO,, o, zu ver- 
binden und allgemeiner alle Formen 

ais transformirte einzuführen. Man wird dann immer  solche CO', , w',, 
die bez. der  Nodulgruppe üquivalent s ind ,  i n  eine ,,Klasseu vereinigen ; 
solcher Klassen giebt es dann ~ ( n ) .  Dies is t  der  innere C r u n d ,  weshalb 
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zwischen F' und P eine irreducible Gleichung vom Grade q (7b) mit in 

g,, g, rationalen Coefficienten herrscht: das ist  die zur Ordnung A ge- 
horige ,Transformationsglcichung '. 

Auch hier wird,  wie bei der Theilung, von der funclionentheoretischen 
und arithmetischen Behandlnng in glcicher Weise Gebrauch gemacht. 
Unter arithmetischer Transformation n'gr Ordnung ist nach D e d e k i  n d (in 
nicht homogener Schreibweise) der Uebergang von w zu 

, a w + b  w = -  ( a d - Z i c = n )  
c w t d  

zn definiren. Die Gesammtheit dieser Transformationen zerlegt sich wieclerum 
in nKlassenu, deren Auzahl @(n) gleich der Summe aller Theiler von a ist. 

Jede der (rz) functionentheoretischen, wie der (n) arithmctischen 
Klassen lasst sich durch einen geeigneten ,Itepr!isentantenu ersetzen, nnd 
awischen diesen beiden Arten von Reprtisentanten besteht eine durchsichtige 
Zuordnuug, die gestattet, von der eineu Darstellung zur anderen Uberzugehen. 

Im Uebrigen sei der Leser aiif das wichtige Kapitel 3 verwiesen, 
worin die allgemeinen gruppentheoretischen Grundlagen für die Trans- 
formation n t e r  Ordnung beliebiger Modnlfunctionen (wesentlich vom Heraus- 
geber herrührend) gegeben werden. 

Die Form F ( G ~ , ,  oz) wird nunmehr als Modul einer Hanptcongruenz- 
gruppe y t e r  Stufe ( q  prim gegen n) angenommen. Da t r i t t  nun ein wesent- 
licher Unterscbied ein,  je nachdem die gemeinte Griippe das Geschlecht, 
Nul1 hat oder nicht, d, h. je nachdem alle Moduln (Invariante9 der Qriippe von 
nur einem ,,Hauptmodnl'L P rational abbangen, oder aber von einem ,,vollen 
System von Modulnu M , ,  M2. . . , die dann unter sich wieder algebraisch 
verkntipft sind. 

Da der letztere Fa11 den IIauptinhalt des letzten Abschnittes bildet, 
so komrnt hier nur der crsterc in Betracht; die Sransformationsglcichung 
wird jetzt znr ,,Modulargleichungu rzter Ordnung, gtsr Stufe. 

Der einfachste und wichtigste Untcrfall ist  wiederum dor der ersteii 
Stufe, wo der fragliche Modul durch die absolute Invariante J gebildet 
wird, und wo zwischen J und J I  die ~fodiilarglcicliung rite* Ordnung 

fn (J, J ' )  = 0 
bcsteht. Andererseit,~ ist aber wohl zu beachten, dass gerade die gleich- 
zeitige Rerücksichtigung der Modulargleichungen verschiedener Stiifen der 
ganzen Theorie erst ihre verhiiltnissmassige Durchsiclitigkeit verleiht, un11 
auch xu neuen Anwendnngen gefülirt hat. 

Die Gleichung fn(,T, J I )  = O  lasst sich in verschiedene Gevta l tm 
bringeu. Von Vortheil ist namentlich die Einführung von Paramet,ern. So 
Lat man ftir n = 2 dns elegante Resultat: 
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I n  dieser Richtung haben neben K l e i n  auch G i e r s t e r  und K i e p e r t  
erfolgreich gearbeitet. 

Von historischem Interesse is t ,  dass die J a c o b  i'schen Modular- 
gleichungen für V/k sich erst als solche von der 16. Stufe erweisen. 
h'eben dieser wird noch die füufte Stufe eingeliend uutersucht (,Ikosaeder- 
rnodulargleichungenu). 

Am fruchtbarsten ist das ,,Stufenpriucipu ftir die Aufstellung der so- 
genannten ,,Klasenanzahlrelationen", welche merkwiirdige Zusammenhiinge 
zwischen einfachen zahlentheoretischen Functiouen von Klassenanzahlen 
quadratischer Formen negativer Determinante wiedergeben. Um etwa die 
eiufachste anzuführen, sei Z ( d )  die Klassenarizahl (das ist die Anzahl 
aller reducirten Formen) für die Determinante - d ;  die Zahl K durcblaiife 
alle positiven und negativen ganzen Zahlen des Iritervalls zwischen - 2 /;und 
+ 2 j/G endlich bedeute F(n) den Ueberschuss der Summe derjenigen Theiler 
von 12, die > I / y s i n d ,  über die Summe derer, die < f ;  sind. Dann hat  
man : 

wodurch die Klassenanzahlen zu Theilersummeii in Connex treten. Das ist 
eiiie der berühmten acht Relationen, die K r  O n e  c k e r  1857 mitgetheilt 
bat, und die ziierst von S t.  S m i t h  bewiesen worden sind. 

Eben die aufgefühite Relation nimmt hier die eirifacliste Stelle, n h -  
lich als Klassenzahlrelation n'Cr Ordnung erster Stufe ein. Bei ihrer Ab- 
leitung tritt  schon die allgemeine Methode deutJich hervor. Bus der Modulnr- 
gleichung f,,(J, 3') = O entsteht ftir J I =  J die Gleichung g , * ( J )  = 0 für  
die sogenannten ,,çingul%renu Moduln (erster Stufe). 

Die Anzahl der Nullstellen von g , ( J )  im Fundamentalbereiche ftihrt 
aaf arithmetischern Wege zu der obigen Summe von Klasuenonzalilen; die 
ihr gleiche Zahl von Ciiendlichkeitsstellen führt auf functionentheoretiscliem 
Wege zu den obigen Theilersummen. 

Au€ Grund des Stufenbegriffes ist so G i e r s t e  r über den Umfang der 
Kr  o n e  c k e r  'scheu Relationen wesentlich hinausgegangen ; die algebraischen 
Schwierigkeiten , welche ihm bei weiterem Verfolge die Mociularcorrespon- 
denzen boten, sind spater von H u r  w i t z (siehe uiltenj principiell über- 
wunden worden. 

I m  Texte wird als besonders instructives Beispiel die füufte Stufe 
(,Ikosaedermodiilargleichungcuu) ausführlich entwickelt. 

Mancher Lever wird wohl eine Angabe über die Stufeneinordnuug 
t%mrntlicher K r  O n e  ck er'scher Relationen vermissen. 

I m  nllchstfolgenden Abschnitte kann nun an die wichtige Aufgabe heraii- 
gegangen werden, die zu den Çongruenzgruppen gehorigen Moduln aufzustellen. 

%il dem Behuf erweist sich eine TTilfsvorstelliing uls fruchtbar, die 

iiicht riur die Theilung und Transforrnatioii verschiedener Stufen unter ein- 
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heitlichem Gesichtspunkte erfasst,  sondern noch tiefer liegende Eigenschaften 
der elliptischen Modulfunctionen sodusagen im Keime vorgebildet entliilt. 

n iese Hilfsvorstellung ist die der .elliptischenU Curve (das k t  einer 
solchen vom Geschlechte Eins) niedrigster, niimlich ntOr Ordnung i m  Raume 
von (m - 1) Dimensionen, tiber die das elliptische Integral erster Gattung u 
hinerstreckt wird. 

Wshlen wir alu Typus den einfwhsten Fa11 n = 3 ,  also den der ebeneii 
Curve dritter Ordnung C3, aus dem durch geeigriete Verallgemeinerung 
die Vorkommnisse in  den hoheren RXumen hervorgehen. 

Diese Normalcurve geht ,  den 2 . 32 substitutionen 

ontsprechend, durch 2 .32 Collineationen der Ebcne in sich tiber. Die 
Curve besitzt 32 ,,singuliireU (Wende-)Punkte mit den Argumenten: 

Man hat zwei Coordinatensysteme, die zo den elliptischeri Furictiorien 
in  engster Resiehnng stehen, das ,,canonischcU nnd das ,,singnliireU. Setzt 
man einmal die Coordinaten eines Curvenpunktes: 

2 2  -=y(U) ,  - -p t (u) ,  

so hat  man 
&O $0 

xo saz = 4 231 - g2 xZO x1 - g3 x3,, 

als ,,canonischeu Gleichung der Curve; solcher Darstellungen giebt es eben 
2 .  32, jenen 2 .  32 Collineationen gemass. 

Bei einem gegebenen Coordinatensysteme der Art  ist somit die Auf- 
suchimg der ,siugu12ren" Purikte %quivaleut mit dem Problem der speciellen 
Theilung dritter Ordnung. - Das s inp l i i re  Coordinatensystem stützt sich 
unmittelbar auf die Configuration der neun Wendepunkte. Die Geraderi, 
auf denen je drei dieser Piinkte liegen, gruppiren sich zu vier = I/I(?I) 
Wendedreiecken. Wahlt man ein solches als ,,singulSrosu Coordiiiatendieieck, 
so hat  man die H e s s  e'sche Gleichung der Curve: 

X 3 , + X 3 1 + X 3 2 + G a X , X , X , . = 0 .  
Dann ist der Ucbcrgang vom canonischen Coordinatensysterne der x 

zum singuliiren der X wiederiim iquivalent mit der L6sung der zur Ord- 
nung 3 gehtirigen ,,Transformationsglciehung" vom Grade ~ ( 3 ) .  Die Seiten 
eines singularen Coordinatendreiecks werden dargestellt durch Kullsetzen 
vou drei Ausdrücken X ( X , X ~ X , ) ,  die ,  i n  transcendenter Form geschrieben, 
zu Ausdrücken X ( U ;  w,, w,) werden, welche die Grundlage für die weitere 
Entwickelung abgeben. 

Eine erste Klasse von Modulformen dritter Stufe, und zwar von sebr 
einfachem Aufban, wird unmittelbar durch die Coefficienten der nacli 
Potenzen von zc geoidneten X geliefert; mit anderen Worten sind es die 
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Nullwerthe der X ( u )  und ihrer Ableitungen nach u, die mit den früher 
betrachteten Theilwerthen in engstem Conncx stehen. 

Dei Ausübung einer beliebigen homogenen Modulsubstitution erfahren 
die Grossen X selbst eino homogcne linearo Substitution mit von u un- 
abhsngigen Coefficienten. 

Die so entstchendo nGrnppeu der X kann nach dem Vorgmge von 
Kr o n e  c k e r  holoedrisch isomorpli auf sich bezogen werden, wenn man die 
in den Cocfficicnten auftretcnde dritte Einheitswurzel durch eine andere 
(bei beliebigem f i  primitive) dritte Einheitswurzel ersetzt. 

Ebenso, wie die X selbst, kann man auch gewiese bilineare Ver- 
bindungen der X flir n > 3 zur Bildung von Modulformen n t e r  Stufe ver- 
wenden. Zu gewissen Verbindungen der Art  leitet die Geometrie von selber 
hin. Die elliptische C, im Raiime von drei Dimensionen ist der vollstandige 
Diirchschnitt xweier Fliiclien zweiter Ordriung F2. Desgleichen die Cg im 
ngehst hoheren Raurne der vollsttindige Diirchschnitt von fünf P,  (für die 
der Beferent gelegentlich eine explicite Darstellung gegeben hat) ,  und all- 

1 
gemein die C, der Schnitt von i - n  (a-3) l?2. Die linkcn Seiten der Gleich- 

L 
iingen jener F, sind d a m  specielle b i l i n ~ a r e  Verbindungen der X von der 
gerneirite~i Art. Wegen der allgemeineren bilinearen Verbindungen muss 
auf den Text (Kapitel 3) selbst verwiesen werden. 

Die ails diesen bilinearen Verbindungen der X entspringenden neuen 
Orossen ntrr Stufe, für die durchsichtige analytische Rildungsgesetze (Ent- 
wickelungen nach Potenzen von e z ' " ~ )  angegeben werden, stehen in merk- 
würdiger Reziehung zu den binaren quadratischen Formen, die ihren Aus- 
druck in gewissen Darstellungen von Zahlen durch jene Formen findet. 

AiiF Grund des so gewonnencn Materiales, der Theilmerthe, der tranu- 
forrnirten Moduln und der aus den Grossen X hervorgehenden neuen 
Nodulformen sind die Verfasyer in der Lage, dlts functionentheoretische 
Grnndproblem für Congruenzgruppen zn eiuem gewissen Abschluss zu bringen. 
War niimlicli im ersten Bande die Bildung der zugehorigen E'unctiouen 
mittelst R i e  rn a n n'scher Schlussreihen explicite nnr bis ziir Stufe lz = 7 aus- 
führbar gewesen, so bieten sich jetzt allgcmeine Ansatze d a r ,  und die 
von Herrn F r i c k e  durchgeführten FHlle (n = 2, 4, 6 ,  7 ,  11, 31, 35, 47, T l )  
lassen - narnentlich auch im Gegensatze zu bisher derart,  z. B. von IIerrn 
K i  e p e r t ausgeführten Rechnungen - erkennen , bis zu welchem Grade  
die Einfachheit und Schonheit im Gange der mechanischen Operationen 
dnrch die systemstiuclie Auffassung des Ganzen beeinflusst wird. 

Der letzte Abschnitt, der von den nModulareorrespondenzenu handelt, 
dehnt die Entwickelungen des vierten Abschnittes über Modulargleichungen 
aiif den Pal1 aus, dsss das Geschlecht p der bex. Congruenz,oruppe von Niil1 
verschieden is t ,  wo also ein volles System von Moduln vorhanden ist,  durcli 
die sich alle Ubrigen rational ausdrücken. 
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Zwischen den Moduln eines solchen Systemes nnd ihren Transformirten 
besteht eine algebraische Abhangigkeit, die sich eben als Correspondenz auf 
einer in einem hoheren Raume gelegenen Curve vom Geschlechte p darstelieu 
lasst. E s  handelt. sich in erster Linie darum, die Trarisformation ntel Ord- 

nung, welche in transcendenter Gestalt die hochsi einfache Forru o'= n o  
besitzt, in geeigneter Weise inti Algebraische zu übersetzen. 

Nun gehort nach K l e i n  'schen Principien zu jeder Congruenzgruppe 
als Reprzsentant (bez. der Gruppe nichtaquivalenter Werthe von u) ein 
,Pundamentalpolygonu, welches sich wiederum durch Zusammenbiegeu ent. 
sprechender Rinder zii einer R i  e m  a nii'schen Flache F umgestaltet. Einem 
Punkte o resp. m' entspreche ein Punkt x reçp. y der Flache. Dann siiid 
vermoge der Transformation ater Ordnung, wie wir von früher her wissen, 
jedem Punkte x 11) (n) Punktc y zugcordnet und umgekchrt,  das hcisst, es 
besteht zwischen beiden eine (Q, .J>) - deutige Correspondenz. 

Die algcbrajsche Darstellung dieser Correspondenz crsetzt vollkommcn 
den algebraischen Zusammenhang zwischen dem oben erwahnten Systeme 
voller Moduln und ihrer Transformirten. 

Der algebraischen Darstellung der gemeinten Correspondenz lassen sich 
sehr verschicdcnc Formen geben; eine der bemerkenswcrthcsten unter ilincn 
ist diejenige, die seit L e g e n d r e  und J a c o  b i  als ,,irrationale Modular- 
gleichung" aufgetreten is t ,  die hier erst die ihr zukommende Stellung 
innerhalb der Theorie angewiesen erhalt. 
. Mit Shnlichen Correspondenzen (x, y) = O (auf ebencn, algebraischen 
Curven vorn Geschlecht p) hatten sich schon seit C h a s l e s  die Geometer 
eingehend beschaftigt, immer aber unter der Voraussetzung, dass die frag- 
Iiche Correspondenz auf der Curve durch eine einzige algebraische Gleichung 
vermittelt wird. Die Hauptfrage ist daun die nach den Stellen, wo ein 
Punkt  x mit eineni Pnnkte y ,,coincidirtU; sie findet ihre Losung darch 
eirie einlache Formel, welche Tir p = O  von C h a s l e s  gegeben, für  beliebiges 
p von C a  y l e  y aufgestellt, und bald darauf von B r i l l  bewiesen wurde. 
Herr B r i 1  1 hat ersi neuerdings einen auf rein algebrsischer Grundlage 
beruhenden Reweis ver6ffentlicht. 

Die Wichtigkeit der ,Coincidenz -FormelY erhellt au6 zalillosen geo- 
metjrisclien Anwecdoiigen: insbesondere geliugt mit ihrer Hilfe eine ein- 
wandfreie Herleitung der sogenannten , P 1 ü c  k e  r7schen Y Formeln. 

Die C a y l e y - R r i l l ' s c h e  Formel ist aber gerade aiif den in Rcdc 
stelienden Fa11 der Modularcorrespondenzen nicht anwendbar, da sich eine 
solclie eben nicht durch eine einzige Gleichung xwischen x und y darstellen Iiisst. 

I l u r w i  t z  sah rich daher veranlasst, die Correspondenzen, die es aiif 

einer R i e  m a n  n'schen Fliiche im Sinne der Tlieorie der aiîalytischen 
Functiouen tiberhaupt geben kann, functionentheoretisch zu untersuchen. 

Dabei stellte sich das merkwtirdige Ergebniss lieraus, dass es zwei 
mesentlich verschiedene Arten von Correspondenzen giebl: einmal die, fùr 
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welche die C a  y l e  y - B r i l l ' s c h e  Formel, mit noch einer gewissen Erweiter- 
ung ausgestattet, gi l t ,  sodann aber die sogenannten ,,singuliirenu Cor- 
respondenzen , welche nur auf besondern n singularen ' R i e m a n n'schen 
Flachen (oder Curven) moglich und durch ein System aritbmetischer Be- 
dingungen definirbar sind. F ü r  diese singuliiren Correspondenzen, zu 
denen auch dia Modularcorrespondenzen gehoren , existirt eine weniger 
einfache Coincidenzformel. 

Die Coincidenzforrnel wird in beiden Fallen auf Grund der zur Plache 
gehorigen Integrale erster Cattung abgeleitet, indem die Null- und C'iiend- 
lichkeitspurikte eines Quotienten von O-Producten auf verschiedene Weise 
abgezahlt werden. 

Dein Charakter des ganzen Werkes entsprechend wird die H u  r w  i t z - 
sclie Correspondenztheorie auf formentlieoretische Anscbauungen gegründet, 
wobei sich zugleich Gelegeriheit findet, die im ersten Band eritworfeneri 
Grundziige einer Theorie der algebraischeu Functionen auf beliebigen R i e  - 
rnann'schen Flachen P in einer Eeihe wesentlicher Piirikte zu erganzen und 
zu einem gewissen Ahschloss zu hringen. 

Irgend eine zu F gehorige algebraische Function z wird gleich Z, : a, 
gesetzt, und auf diese homogenen Vuriabeln z,, z, gründet sich die Dar- 
stellung der übrigen Grossen des Gebildes, insbesondere auch solcher 
homogener Functionen der B,, z,, deren Dimension nicht Ru11 ist. 

1st w eine algebraische Function des Gebildes, so heisst w . zW,  eine zu 
F gehorige ,algebraische Forni der Dimension v u ,  wo v eine positive oder 
negative ganze Zahl ist. 

Unter all' diesen Formen sind die wichtigsten die ,ganzcnU, welclio auf 
F nirgends unendlich werden. 

Der Fundamentalsatz der weiteren Eritwickelung ist dann der ,  dass 
es, in gewisser Analogie zu der W e i e r s  t r  ass'schen Primfunction, eine 
, l'rimformu giebt, durch die sich alle algebraischen Functionen von F, 
sowie die zugehorigen Iutegrale der drei Gattungen in einfacher Weise 
darstellen lassen. 

Dieses Princip findet seine Anwendung einmal anf die R i e  m ann'schen 
Flachen, welche zu Congruenzgruppen (von Primzahlstufe) gehoren , und 
hier wiederum insbesondere auf die Integrale erster Gnttiing j, andererseitv 
aiif eine explicite algebraische Darstellung der Modularcorrespondenzen, 
mit Ausfrihrung des IIeispiels der siebenten Stnfe. Die Tnt.egrale j flihren 
bei dieser Behandlnng nach II u r  w i t z zu merkwiirdigen arithrnetischen 
, Entwickelung~funüt ionen~.  

Vermtige einer so vielseitigen Begrlindung der Modularcorrespondenzen 
1131t eu nun im Princip nicht schwer, die zu einer beliebigen Priinzalilstufe 
gehorigen Bgsteme von Klassenanzahlrelationen wie frtiher anzusetzen. Ein 
solcheu System, bei gegebener Stufe und Transformationsordnung, hat 
die Eigenschaft, dass jede weitcrc miigliche Klasscnanzahlrclation a18 lineare 
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Combination der Relationen des Systems erscheint. Als Beispiele dieiien 
die Stufen 7 und 11. 

Referent ist  der Meinung, dass ein nicht ganz unbewanderter Leser, 
clle er a n  das Einzelstudiuin dieses so ungemein inhaltsreichen Bandes geht, 
um liber die Hauptziele der Untersnchung schneller orientirt zu werden, 
vorab einige der Originalabliandlungen mit Nutzen zu Rathe ziehen wird. 
Es seien als solche etwa angeführt die von K l e i n  (Mathem. Ann. 14, 17;  
Leipzig. Abhandl. 1883); G i e r s  t e r  (Mathem. Ann. 17);  D e d e k i n d  (Journal 
f .  Mathem. 1883); H i i r w  i t z  (Dissertation und Leipz. Ber. 1886). 

Im Uebrigen sei betoiit, daes wir auf ganze Partien des Buches 
(iiber complexe Multiplication, über die S m  i t h'schen Nethoden II. A.), die 
namentlich ftir den Arithmetiker von Interesse sind, gar  nicht haben e h -  
gehen konnen. W. FRANZ !IIEYI:R. 

CIL ~ \ ~ L R A Y .  Leçons nouvelles sur l 'analyse infinitesimale e t  ses appli- 
cations géométriques. Yrcmi6re partio. Principes génimux. Pu-iu 
1894. Gauthier -Villars. XXXII I  und 405 S. 

Man ki5nnte in Deutscliland fast neidisch sein auf die franzCsischen 
Lehrhücher der Analysis. Denn bei der fortwëhrenden Concurrenz auf 
diesem Gebiete, an der sich die ersten Namen betheiligen, k t  jeder Ver- 
fasser eines neiien Werkes geiiothigt, sei es diirch eigene Forschungen, 
sei es durch eigenartige Anordnung und Verarbeitung des Stoffes, die Vor- 
giinger xi1 Iibertreffen. 

IIerr M é r a y  hat sich durch eine ansehnliche Reihe von grossten Theils 
analÿtischeii Arbeiten - deren Verzeichniss gleich in der Vorrede dem 
Leser vorgefülirt wird - so vorthcilhaft bekannt gemacht, dass man auch 
hier etwas Besonderes von ihm erwarten kann. Man kann bald erkennen, 
dass der Verfasser von der W e i  e r s  t r a s  s'schen Schule stark beeinfliisst 
wordeu ist, dass er aber sein tierühmtes Vortiild a n  Abstraction noch ou 
überbieten sucht. 

Referent muss von vorriherein bekennen, dass er einen principiell 
anderen Standpunkt einnimmt; wenn der Verfasser ausdrücklich betont, dass 
er stolz darauf sei, dem Anfinger die allgemeinen Eigenschaften der 
Filnctionen rein, das heispt nnbeirrt von irgcnd wclcheii Einzelheiten vor- 
zutragen, so ist dieser Standpunkt doch sehr anfechtbar. Referent hat 
seiner Zeit nehst ca. 200 Ziihorern die ,einleitendeu Vorlesung von Herrn 
W e i e r s t r a s s  über ,analytische Functionen" gehort, kaiin aber auf Grund 
seiner persfinlichen Rrfahrungen niIr gestelien, dass der hildende Erfolg, 
im Verhùltniss zu der starken TICreranzahl, nicht der entsprecheude war. 

Gerade die bedcutendsten der franzosischen Mathcinatiker sind aua der 
praktischen Schule der Ingenieure hervorgegangen, und eben hierin dürfte 
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der Grund liegen, daas jene sich eines so klaren und anschaulichen Styles 
befleissigen. 

Ueberdies scheint es îür  die heutige NaLlieuiatik weit nothwendiger, 
sich den Naturwisc;enschaften und der Teclinik wieder zu nahern , anstatt 
eirieui scholastischen Uogmatiemus zu verfallen. Referent 1116clite indess 
nieht missverstanden werden: er will gern zugeben, dass ein Buch,  wie 
das vorliegende , einern Studirenden gegen Ende seiner Studienzeit, oder 
noch besser, nach bestandener Staatsprüfung, wo er das Bedürfniss hat, 
das Gelernte von einem hoheren Standpunkt aus zu revidiren, die besten 
Dienste leivten wird. F in  Lelirer wird vollends Vieles daraus lernen konnen. 
Und damit seien anch gleieh die grossen Vorçüge des Buches liervorgehoben: 
die Diction k t ,  in Aubetracht des schwierigen Stoffes, eine tadellos klare, 
und der Leser wird auf gedriingtem Ilaume mit einer Reihe der schwierig- 
sten Partien der Analysis vertraut gemacht. Bein~: bekannte Neigung, für 
bekannte Begriffe nene Sarnen einzuführen, hatte der Verfasser fliglich 
etwas einschranken kenrien. 

Der Inhalt des Bandes zerlegt sich, abgesehen von einigen einleitenden 
Sbschnit,ten, in  13 Kapitel. 

Nach Erorterung der verschiedenen Modificatioilen, welche der Degriff 
der ,Gr6sseu durchlaufen kann, ist der erste, sehr k~iapp  gefasste Haupt- 
abschnitt den Reihen, insbesondere den Potenzreihen gewidmet, auf denen 
das Folgende ausschliesslich aufgebaut ist. 

Das über Convergenz Vorgebrachte scheint für feinere Untersuehnngen 
uicht ganz hinreichend zu sein. 

Es  folgt die Ertirterung der Haupteigenschaften der (in gegebcnen 
Bereiehen) holotropen Functionen, ihier Differentiation und Integration. 

Zwei weitere Ahschnitte beschliftigen sich mit den totalen und par- 
tiellen Differentialgleichungen und Systemen solcher, in der Hauptsache 
nur mit dem Existenubeweise für deren Integrale. 

Es  wird ciem Leser schwer, zu erkennen, welches die Stellung dieser 
Beweise zu deu sorist bekaunten kt:  überliaupt sind die liistorischeri Bexug- 
uahmeil des gnnzen Randes ausserst diîrftige; man erhalt beinalie den 
Eindruck, als ob die ganze Functionentheorie ein Erzeugniss des Ver- 
Sasscrs sei. 

Immerhiu ist das Buch als ein hochst eigenartiges und fesselndes zu 
beaeichnen: die Einwande des Referenten sind ja aueh nur  pkdagogischer 
Natur. Richtiger freilich hiitte der  Tite1 heissen sollen: ,,Reflhxions 
uouvelles sur les principes de l'Analyse i ~ f . ~  Mau darf gespanrlt sein, wie 
die Methode des Verfassers, immer nur die ganz allgemeinen Gesichts- 
punkte hervoruukehren , iu den folgenden Banden Stich halten wird , in 
denen die besondeien Fnnctionen zur Darstellung kommen sollen. Bis 
dahin moge die Beurtheilung des Referenten auch niir als eine vorlaufige 
angesehm werden. W. FRAXZ N E Y ~ .  
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G. ARNOUX. Arithmétique graphique. Les espaces arith~nétiques hyper- 
magiques. Paris 1894. Gauthier -Villars. XXIII und 175 S. 

Das Buch ist für Solche geschrieben, die sich fiir mathematische 
Absonderlichkeiten - denn als das mgchte doch die Theorie der nament- 
lich i n  früheren Jahrhunderten mit Vorliebe studirten magischen Quadrate, 
und ahnlicher Erscheiniingen aufzufassen sein - interessiren. 

Um den Leser zu orientiren, sei erwiihnt, dass unter einem magischen 
Qiiadrat 211 verstehen ist eine schachbretartige Figur von n v e l d e r n ,  die 
mit den ine ersten natürlichen Zahlen so bedeckt sind, dass die Surnme aller 
Felder j e  einer Horizontal-, oder Vertical-, oder Diagonalreihe einen und 
denselben Werth s besitzt. 

Rieriiber Iasst sich noch hinausgehen: denkt man sich etwa die Figiir 
als Determinante entwickelt, so reprasentirt jedes Glied der Determinante 
eine ,Richtungu, und man kann verlangen, dass die Surnrne s insbesondere 
für  eiü Maximum von Richtungen constant ist. Das sind dann die hyper- 
magischen Quadrate. 

Der Verfasser verfehlt nicht, gleich die m-dimensionalen Verall- 
gemeinerungen (mittelst der sogenannten Gitter) hinziixufügen. Hierdurch 
erscheint die ganze Frage als eine specielle Anwendung der D i  O p h a n t  - 
schen Gleichungen resp. linearen Congruenzen. Schon daraus z. B., dass 
man die Zahlen 1 ,  2 ,  . . . n2 durch ein Squivalentes Restsystem mod m 
ersetzt, kann man interessante Folgerungen ziehen. 

Der Verfasser begnügt sich, die mathematischen Grundlagen der hier 
i n  Retracht kommenden Aufgaben zu erostern und einxelne Falle aus- 
zufllhren. Eine allgemeine und vollstindige LGsung der Aufgaben wird 
nicht gegeben. W. FRANZ MEYER. 

Differential- och Integral-Xalkylens.  Anvandning vid Undusokning of 
Linier i Rymden och Bugtiga Ytor of II. T. DAUQ. Professor vid 
Upsala Universitet. Upsala. W. Schultz. 

Der erste Theil des vorliegenden Werkes k t  bereits im Jahre 1877 
erschienen. Uerselbe enthalt zunaühst die wichtigsten Eigenschaften der 
Raumcurven, sowie die Darstellung einer Curve durch verschiedene Coordi- 
natensysteme, Ableitung der Gleichung der Tangente, Osculations - Ebene 
und Kugel und Bestimmung des Krümmungskreises. Sodann folgt eine 
Untersuchung der krummen Flachcn. Hier wird zunachst die Darstellung 
der F l k h e n  durch ein Netz von Curven gegeben und dann die Bedeutung 
der Indicatrix für eine Flachc ausführlich anseinander gesetzt; es folgen 
die Theoreme von E u l e r  und M e u s n  i e r  und schliesslich die Krtimmung 
der Flachen und die Krümmungslinien. 

Der zweife Theil des Werkes ist aus dem handschriftlichen Nachlass 
des TTerfassers von Herrn M. F a l k ,  der bereits bei der Heraiisgalie des 
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ersten Theiles mitgewirkt ha t ,  der Oefrentlichkeit tibergeben worden. E r  
eiit8hëlt eine specielle, sehr eingehende Behandlung der gradlinigen Flachen. 
Weiter auf Einzelheiten einzugehen ist wohl nicht erforderlich, da die 
Kenntniss der schwedischen Sprache verh8ltnissmassig wenig verbreitet ist  
und da ja anch grtindliche deutsche Arbeiten über dieses Gebiet vorhanden 
sind. MAX MEYER. 

Arithmetische Aufgaben. Unter bcsondcrer Bcrllcksichtigung von An- 
wendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und Chemie. 
F ü r  den mathematischen Unterricht an hüheren Lehranetalten. Be- 
arbeitet von Oberlehrer Dr. HUGO FENENER. Pensum der Untertertia, 
Obertertia und Untersekundo dcr ncunstufigen, bezw. der Tertia, 
Sekunùa und Prima der sechsstufigen Anstalten. Zweite, auf Grund 
der preussischen Lehrpliine vorn Jauuar 1892 ausgearbeitete Auflage. 
Braunschweig 1894. Verlag von Otto Salle. 

Diese Samtnlung arithmetischer Aufgaben stützt sich bei ihrer Anlage 
auf die Ausführungen K r u m m e ' s  tiber den algebraischen Unterricht. Der 
Sehiiltir sol1 von vornherein zum selbststandigen Denken angeregt werdcn, 
und daher nehmen die rein mechanischen Rechenaufgaben einen verhiiltniss- 
massig geringen Theil des Werkes ein; deshalb sind auch tiberm5ssig com- 
plicirte Rechnungen, welche einen zu grossen Zeitaufwand erfordern, ver- 
mieden. Der Nachdruck ist auf die Anwendungen gelegt, welche haufig 
sus anderon Cnterrichtsgebicten, wie aus der Pbysik, Geometrie und 
Chemie, gewahlt worden sind. Uierdurch wird dem Schüler Gelegenheit 
geboten, seine Kenntnisse in diesen Gebieten xu befestigen. Den Aufgaben 
gehen die zu ihrer Losung nothigen Lehrsatze voraus; indessen werden 
dieselben nicht immer streng bewiesen, sondern haufig nur an einzelnen 
Zahlenbeispielen erlautert, eo dass das Werk ein Lehrliuch der Algebra 
nicht ersetxen kann. Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten 
dadurch, dass i n  Folge der neuen Ltrhrplane die Abschnitte tiber Reihen 
und Zinseszinsrechnung weggelassen sind , wogegeu die Anzahl der Uebungs- 
beispiele vermehrt wurde. MAX MEYER. 

Ableitung der  verschiedenen Formen der  Curven dri t ter  Ordnung durch 
Projection und  Klassification derselben. 1. Von Professor Dr. Fnrsn- 
RICH KOHNEL. Beilage zu dem Prograrnm dea Realprogymnasiurns 
Ettenheim für das Schuljahr 1893/94. Ettenheirn 1894. Druck von 
F. K. Leibold. 

Der F r f a s s e r  stellt sich die Aufgabe, eine Klassification der Ciirven 
dritter Ordnung durch perspective Collineation aus dirergirenden Parabeln 
abzuleiten. Den Ausgangspunkt bildet die Gleichung derselben in homo- 
genen Coordinaten. Die Parabeln werden nach den Werthen gewisser 
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Invarianten in Gruppen eingetheilt und au0 diesen durch lineare Trans- 
formationen die Curven drittcr Ordnung abgeleitet. Die geometrischen 
Eigenschaften der Curven werden nur als liesultate der Untersuchung an- 
gegeben, wahrend auf eine Ableitung derselben verzichtet wird. Uer vor- 
liegende Theil behandelt iibrigens nur die Curven mit Oval; die übrigen 
sind einer spateren Abhandlung vorbehalten. MAX NEYEK. 

Geometrische Analysis und Synthesis. Eine Sammlung von 636 plani- 
metrischen Constructions-Aufgaben mit rein geometrischer Losung. 
P a r  hohere Lehranstalten, sowie zum Gebrauch beim Selbstiinter- 
richt systematisch geordnet und bearbeitet von W. ADAM. Zweite 
Auflage. Potsdam 1893. Verlag von Aug. Stein. 

Nach einer kurzen Auseinandersetzung über das Wesen der Con- 
struction bringt das vorliegende Werk eine Samrnlung gcometrischer Auf-  
gaben, bei denen theils die Losung vollstandig ausgeftihrt, tbeils nur die 
Construction nngegeben ist. HauptsBchlich dürfte dasçelbe für Diejenigen 
geeignet sein, welche auf Selbstunterricht angewiesen s ind,  denen es zur 
Losung geometrischer Aufgaben eine gute Anleitung geben wird. Ziir 
Einftihrung an Lehranstalten ist dasselbe wohl weniger geeignet, da der 
Lehrer es vorziehen wird,  den Schülern selbst diejenigen Andeutungen zu 
geben, die er zur Losung der Aufgaben ftir erforderlich halt. 

Die Elemente der  vierdimensionalen Geometrie mit besonderer Beruck- 
s icht igung der Poiytope. Von Dr. MAX B R ~ C K N E R ,  Realgymnasial- 
oberlehrer. Sonderabdruck aus dem Jahresberichte des Vereins für 
h'aturkunde zu Zwickau. 18'33. 

Die nichteuklidische Geometrie ist in den letzten Jahrzehnten zu einem 
aiisgedehnten Gebiet der Mathematik herangewachsen, sa dass es wohl an- 
gebracht erscheint, dern Nichtfachmanne einen Einblick in dieselbe zu ver- 
schnffen. Speciell diese Aufgabe hat sich der Verfasser für die Theorie 
des vierdimensionalen Raumes gestellt. I n  einer Einleitung giebt er zu- 
n&chst einen Abriss der Geschichte der nicht.euklidischcn Geometrie und 
erortert hierbei auch die Frage nach ihrer Berechtigung. Den Hauptmangel 
dersolben erkeiint or richtig in dcm Fehlcn der Anschaulichkeit, und Cr 
weist treffend alle Versuche zurück, unseren Raum durch einen vier- 
dimensionalen ersetzcn xu wollen. Die nichtcuklidischo Geomotrie i d  cine 
rein logische RTissenschaft und nur als solche hat sie eine Berechtigung. 
Srotzdem knnn der Verfasser der Versuchung nicht widcrstehen, dieselbe 
gelegentlich zii doch sehr zweifelliaften metaphysischen Speculationen zu 
benutzen, indem er sein Werk mit dem Satze S c h l e g e l ' s  schliesst: ,Wenn 
liiernach der Geist durch rein logische Operationen mit Nothwendigkeit 
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dazu geführt wird, die Schranken der Anschauung zii durchbrechen und 
die Existenz (dies Wort  in  demselben Sinne gebraucht, wie man von 
der Existenz von Punkten,  Geraden und Ebenen spricht) von Gebilden an- 
zuerkennen, von denen e r  sich, gefangen mittelst des Leibes in den Fesseln 
der dreidimensionalen Anschauung , zwar keine Vorstellung machen kann, 
deren genaue Abbildungen aber im dreidimensionalen Raume er ebenso gut  
aahrnimmt wie andere Erscheinungen der Korperwelt, so scheint hieraus 
zu folgen. erstens, dass uns nur  die Verbindung unseres Geistes mit der 
dreidimensionalen (oder , was genau desselbe ist, miateriellen) Korperwelt 
au der sinnlichen Wahrnehmung und geistigen Vorstellung h6her dimen- 
sionirter Gebilde hindert, zweit,ens, dass uneer Geist, da e r  eben vermoge 
innerer, von der Korperwelt unabhtingiger Thatigkeit sich von den Pesseln 
des Dreidimensionalen emancipiren kann, seiner Natur nach wesantlich im- 
materiell sein muss! und ,  fur sich allein ohne den Leib gedacht, an kein 
Gebiet von bestimmter Dimensionenzahl gebunden ist." 

I n  den ersten beiden Abschnitten werden in sgnthetischer und ana- 
lytischor Weise die Elemento des vierdimensionalcn Raumes abgeleitet, 
wzhrend in den übrigen (dritten bis fünften) die Eigenschaften der Polytope 
dargolegt wcrdcn. Zunschst die Projection der Polytope , der erweiterte 
E u  1 e r'sche Satz , sodann die Eintheilung der allgemeinen und singuliiren 
Polytope , sowie schliesslich die Klassification der regularen Polytope. Ganz 
diirfte die Arbeit ihren Zweck nicht erfüllen, denn wenn man ein so 
schwieriges Gebiet in allgemein verstandlicher Weise darstellen will , so 
müssen die Beweise moglichst ausführlich und klar gegeben werden, wahrend 
wir uns hier doch haufig mit Andeutnngon bcgnügen rniissen. Zum Theil 
wird diesem Mange1 allerdings dadurch abgeholfen , dass durch ausfiihrliche 
Literaturangabe Demjenigen , der sich dafür interessirt , ein eingehendes 
Studium dieses Gebietes ermoglicht wird. MAX MEYER. 

1. Professor Dr. TH. SPIEKER. Lehrbuch der ebenen Geometrie mit Uebnngs- 
aufgaben für hohere Lehranstalten. Ausgabe A ,  welche in  dem 
Theil über die Congruenz der Dreiecke einige Abtinderungen er- 
fahren hat  ; 

Ausgabe B I  fiir mittlere Klassen, welche die beiden ersten Curse 
des Hauptwerkes enthzlt ; 

Ausgabe C ,  abgekürzter Cursus für Gymnasien. 
2. Derselbe, Kurze Anleitung zum Losen der  Uebungsaufgaben des vor- 

genannten Lehrbuchs. 
3. Derselbe, Lehrbuch der  ebenen und  spharischen Trigonometrie mit  

Uebungsaufgaben für hohere Lehranstalten. 
4. Dr. HERMANN SCHUBERT. Sammlung von arithmetiçchen und  a lgebra-  

ischen Fragen  u n d  Aufgaben, verbunden mit einem systematischen 
1iist.-lit. Abth. d. Zeitsclir.f. Nath.n.Phya. 40. Jnùrg. 1895. 6.  l i o f t .  17  
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schiedene Werthsch&tzung eines unserer Zeit angehorenden Werkes nur 
wenige Stellen von Herrn L o r i a ' s  Buch. Meistens üind Auszüge, und 
zFar vortrefflich angefertigte Ausztige aus den alten Schriftstellern, also 
insbebondere aus den vier Mathematikern des goldenen Zeitalters : E u  k l i d  , 
A r c h i m e d ,  E r a t o s t h e n e s ,  A p o l l o n i u s ,  gegeben. Wo blosse Ver- 
muthungen ausgesprochen sind , kennaeichriet Herr L O r i  a dieselben als 
solche, und der Leser ist  dadurch in den Stand gesetzt,  selbst zu prtifen 
und sich fiir oder gegen das Vorgeschlagene zu entscheiden. Wir  halten 
deshalb auch den zweiten Theil der grossen Arbeit für einen entschiedenen 
E'ortschritt gegen frühere Arbeiten und freuen uns auf die Portsetzung. 

- CANTOR. 

Galilei betreffende Handechriften der  Hamburger  Stadtbibliothek. Von 
Dr. EMIL WOHLWILL (aus dem Jahrbuch der Hamburgischen wissen- 
schaftlichen Anstalten. XII). Hamburg 1895. Commissions-Verlag 
von Lucas Grafe & Sillem. 77 S. 

M a t h i a s  R e r n e g  g e r  (1582 -1640) stand su den bedeutendsten Ge- 
lehrten seiner Zeit in Beziehungen, mit vielen in eifrigem 13riefwechse1, 
und die Entwtirfe von nahesu 500 seiner Bricfe habcn sich in  zwei Quart- 
banden erhalten. Diese kamen zuerst in den Besitz des Frankfurter 
Sammler's Z a c h a r i a s  K o n r a d  v o n  O f f e n b a c h  (1683-1734); dann, 
als er um 1731 sich aus Geldverlegenheit seiner Bücher mit Ausnahme 
der Francofurtensicn entsussern musste, kaufte der Hamburger Philologe 
J O  ha  n n  C h r i  s t o p  h W o l f  die hebriischen Handschriften und etwa 
20000 Briefe, darunter Bcrnoggcr's Entwtirfc. So kamon dicso nach 
Hamburg, wo sie gegenwartig der Stadfbibliotliek angehorem Wir haben 
von Bernegger's Beziehungen gesprochen. Zu G a l i l e i  waren es die eines 
Uebersctzers. Schon 1612 machte Bernegger Galilei's Proportionalzirkel in 
lateinischer Sprachu bekannt, dann gab er 1635 in der E l z e v i r ' s c h e n  
B u c h h a n d l u n  g die lateinische Uebersetzung von Galilei's Gesprkhen über 
die Weltsysteme heraus. Der rucht schlechte Uruck fand in Strassburg, 
wo Bernegger wohnte, durch D a v i d  H a u t t  statt. Ueber diese letztere 
Ueber~etauug wusste man ,  dass E l i a  D i  O d a  t i Bernegger zur Anfertigung 
derselben aufgefordert hatte und zwar irn Namen und Auftrage Galilei's. 
Man wusste, dass das zu übersetzende Buch am 1. August 1633  in Strass- 
burg ankam. Wann aber hat Galilei die Uelriersetzung veranlasst? W a r  
es vor oder nach dern 22. Juni  1633,  var oder nach Galilei's Abschworung 
der Coppernikanischen Ansichten? Diese Frage zu beantworten dienen 
Briefe aus dem Bernegger'schen Briefwechsel. Herr W o  h 1 w i I l ,  dessen 
Detheiligung an der Erforschung aller zum Galilei - Process gchorcnden Um- 
stsnde jedem Fachgenossen rührnlichst bekannt ist, bat die beiden BBnde 
der Hamburger Stadtbibliothek gründlich untersucht und alle Stellen, welche 
irgend mit Galilei und dessen Schriften sich befassen, gesammelt und irn 

17 * 
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Drucke herausgegeben. Vieles davon ist schon gedruckt,  aber so zer- 
stückelt und unvolls t~ndig,  dass eine Vereinigung des ganzen Materials 
nur mit Dank hegrüsst werden kann. Noch dankenswcrther ist die dem Ab- 
drucke der im Ganzen 101 Nummern vorausgeschickte Einleitung. Herr Wohl- 
will sucht darin nachzuweisen, dass die Aufforderung Galilei's, Berncgger 
moge die Gespriiche über die Weltsysteme übersetzen, spatestens Eiide Juni 
1633 von Rom aus erfolgt sein konnte, was aber ans inneren Gründen 
hochut unwahrscheinlich is t ,  dass unter Abweisung dieses letzten moglichen 
Zeitpunktes die RTahrscheinlichkeit dafür spricht, Galilei habc Xitte Januer 
1633 den Wunsch nach einer Uebersetzung geaussert, mithin zu einer Zeit,: 
als er noch nicht versprochen hat,te, jede weitere Veroffentlichung über 
die Weltsysteme zu unterlassen, und alle sptlteren Schritte habe Diodati 
selbststindig gethan, ohne auch nur von der in Rom eingetretenen Kata- 
strophe Kenntniss zu haben. Als die T7erurtheilung Galilei's bekannt wurde, 
war sie d a m  fiir Diodati wie für Bernegger nur ein Grund mehr, die Ueber- 
setzung des jetzt verbotenen Buches zu beschleunigen. Diese Auffassung 
schliesst nicht aus,  dasu, als Galilei um die Jahreswende von 1633 auf 
1634 diirch E n g e l  k e erfiihr , dass die Uebersetzung strittfinde, er sich 
darüber freute (vergl. den Rrief Kr. 33 S. 40 von Engelke vom 1. Mai 1634). 
Geht doch auch das Glciche ans dem langst bekanntcn Briefc Galilei's an 
Bernegger hervor (Brief Kr. 46 S. 46 - 47), in welchem Galilei die kirch- 
liche Vcrurthcilung scincr Ansichten erwtihnt, offcnbar mchr in  der Absicht, 
zur Ausgabe der Uebersetzung anzueifern als sie zurückzuhalteu. 

History o f  Mathematics by FLORIAN CAJORI, Ph. D., formcrly Profcssor 
of applied mathematics in the Tulane University of Louisiana, now 
Professor of physics in Colorado College. New-York and London 1595. 
Macmillan and Co. XIV, 422p .  (Set up and electrotyped January 1594. 
Eeprinted March 1893.) 

Wenn ein im Januar 1894 erstmalig gedrucktes Buch bereits im 
NLrz 1895 neu gedruükt weïden rnuus, so zeugt dieses von einer Aufnahme 
des Werkes, wie sie wissenschaftlichen Schriften nur selten zu Theil wird, 
urid die ihren Grund in der VortreElichkeit des Uuches oder auch in 
seiner Zeitgemassheit besit,zen kann. Wenn wir Aerrn C a j  o r  i ' s  Geschichte 
der Nathematik nach diesem Naassstabe beurtheilen, so haben wir aller- 
dings das Wor t  Vortrefflichkcit etwas herabzumindern. Schon im Mai- 
heft 1 8 9 4  des Bulletin of the New-York Mathematical Society hat Herr 
D a v  i d E u g  e n e S m i t  h in einer ausfiihrlichen nesprechung auf Irrthümcr 
hingewiesen, welche alsdann iu einem von der Macmillan'schen Verlags- 
handlung verbreiteten Fehlerverzeichniase verbessert wurden und aus dem 
Neudrucke verschwunden sind. Aber auch der Neudruck bat in Herrn 
E ne s t r 8 m (Dibliotkeca mathematica 1895 p. 55 - 60) einen Berichterstatter 
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gcfunden, der Irrthümer aiifzudecken fand. Vielleicht macht uns person- 
lich das Bewusstsein, wie leicht und oft bei grosseren geschichtlichen 
Werken Fehler sich einschleichen, die der Verfasser hatte vermeiden konnen, 
wenn es ihm moglich gewesen ware, eben so rasch zu schreiben als Andere 
lesen und dadurch ~ t e t s  Alles vor seinem geistigen Auge vereinigt zu 
sehen, vielleicht , sagen wir , macht uns dieses Bewusstsein milder, aber 
uns scheinen die Vorzüge des Ruches die Miingel so sehr zu übersteigen, 
dass wir sagen mochten, es sei heute schon ein gutes Buch und konne ein 
vortreffliches werden, wenn der Verfasser fortf'ihrt, alle ilim zugehenden 
Berichtigungen gewissenhaft einzutragen, zugleich aber die Prische der 
Schreibart, die Hervorhebong der Beziehnng der Geschichte der Mathe- 
matik zur Allgemeingeschichte (für welche wir ihn moglicherweise als 
iinseren Schiiler hezeichnen dürfen) sich bewahrt. Auch Herr Smith 
und I-Ierr Enestrom haben diese giiten Eigenschaften bemerkt und betont. 
Einen ferneren Wunsch knüpfen wir an die Darstellung der neuesten Gc- 
schichte, in welcher IIerr Cajori selbststandiger als in  den anderen Theilen 
gearheitct hat. E r  m6gc bai einer abermaligen Ucbcrarbcitung etwas 
schiirfer aiif die Zeitfolge aufpassen. Wir ersparen es uns, einzelne Cei- 
spiele hervorzubeben, aber EIerr Cajori wird nur  selbst mit der Feder in 
der IIand die einzelnen Rapitel zu durchlesen liaben, um zu finden, dass 
eine Umordnung einzelner Schriftsteller, oder einzellier Werke derselben 
wünschenswerth erscheint. --- CANTOR. 

Die Sirenen. Ein Beitrag zur Eiitwickelungsgeschichte der Akustik, Theil III. 
Der Streit über die Definition des Tones. Von Dr. ERNST ROHEL, 
Oberlehrer. Wisseuschaftliche Beilage zurn Jahresbericht des Louisen- 
stüdtischen Realgyrnnasiums zu Berlin. Ostern 1893 [ProgrammNr. 981. 
Berlin 18%. R. Gaertner's Verlagsbuchhandlung (Hermann Hey- 
Selder). 32 S. 

Fiir den II. Theil der Untersuchnngcn verweisen wir auf Band 40 diwer 
Zeitschrift, Ilistorisch-literarische Abtheilyng S. 61. Der III.  Theil giebt 
seinen Inhalt durch die Ueberschrift mit hinreichender Ueutlichkeit zu er- 
kennen. Der Streit tiber die Definition des Tones, wie er zwischen O h m  
und S e e  b e c k geführt wurde , über den beide grosse Physiker wegstarben, 
wird iinter eingehendem Berichte über die beiderseitigen Streitsctiriften er- 
ziihlt. Es handelte sich darum, ob ,  wio Ohm wollte, jede Tonempfinduiig 
nach Gliedern einer Siniisreihei in Tonbestandtheile zer1egbn.r sei,  ob, wie 
Seebeck behauptete, auch andere Pormen von Tonempfindungen nachweis- 
bar seion, die eine Zerlegung nach Art der Fourier'schen Reihe nicht zu- 
lassen. Seebeck schien aus dem lebhaft, wenn auch leidenùchaftslos geführten 
Kampfe als Sieger hervorzugehen. Von 1845 bis 1835 bildeten seine An- 
sichten die allgemein für richtig gehaltene Lehre. Da trat  A.  B r a n d t  uiid 
dann ausführlicher H. v o n  H e l m h o l t z  für die Ohm'sche Auffassung in 
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die Schranken. Ilielmholtz insbesondere wusste Rlang und Ton zu unter- 
scheiden und zu zeigen, dass mittels dieser Unterscheidung man beiden 
Gegnern Recht geben it6nne. Seebeck's Behauptungen sind richtig beim 
Klang, Ohm's Reliaiiptiingen beim Ton. Dann wird noch die Helm- 
holtz'sche erstmalige Erzeugung einfaclier T6ne geschildert und ein rascher 
Blick auf die physiologiscli-psychologischen Folgeruugen des letzterwahnten 
Porschers geworfen. -- A CANTOR. 

Annuaire du Bureau des longitudes avec des Notices scientifiques. Paris 
1895. Gauthier -Villars et fils. 

Die wissenschaftlichen Mittheilungen des Jahrganges 1895 sind ftinf an 
dcr Zahl. Herr  II ou  q u  e t d e  1 a G r  y e berichtet über durch Diagramme ver- 
sinnlichte Einwirkungen des Mondes auf die Erdatmosphtire, zii deren genaiien 
Erforschung e r  systematische, an vielen Orten angestollte Ueobachtungen 
verlangt. Herr T i s s e r  a n d erzahlt von den Verhandlungen der Geodaten- 
versammlung in Innsbruck, von den dort behandelten vergleichenderi Pendel- 
1)eobachtungen und Verznderungen der geographischen Breite, zmei 
Gegenstanden, n-elche, dem Geologen und deni Aetronomen gleich intcressant, 
ihnen gestatten, gegenseitig Fragen an einander zu richten. Herr J a n  s s  e n  
spricht in  einer ersten Mittheilung von einigen Apparaten des Observatoriums 
auf dem Montblanc, in einer zweiten von Messungen der Lichtstarke mittelst 
der Photographie. Herr  P o i n c a r é  endlicii Xussert sich im Famen des 
Rureau des longitudes über den Vorschlag der Akademie von Canada und der 
astronomischen Gesellschaft von Toronto, künftighin und beginnend mit 
dem 1. Januar  1901 den astronomischen Tag iim Mitternacht beginnen zii 
Iassen. Das Bureau ist dem Grundgedanken des Vorschlages gtinstig, be- 
fiirwortet aber dessen Durchftihrong nur unter der doppelten Vorau~setziing, 
dass die Regierungen der Staaten, in welchen die wichtigsten Ephemeriden 
gedruckt werden, zu Gunsten der Aendernng gewnnnen werden, und dass 
auch die bürgerliche Zeit, von demselben Tage a n ,  die Tagesstunden von 
1 bis 24, und nicht mehr zwoimal von 1 bis 1 2 ,  bcnonne. cANTOa. 

La geometrie analytique d'Auguste Comte, nouvelle édition précbdue dti 
la G é o m é t r i e  d e  D e s c a r t e s .  Paris 1894 chez. Louis I3ahl. 111, 
VIII, 598 p. 

Die Verlagshandlung ha t  in einem stattlichen Bande von nahezu 
45 Druckbogen den Neudruck von zwei Schriften sehr verschiedenor Natur 
vereinigt. Die Geometrie von D e s  c a r t e  s geh6rt langst zu den klassischen 
Werken, welche den Grundstock mathematischcn Wissens bilden. Der 
franz6sische Urtext , die lateinische Uebersetzung , eine deutsche Ueber- 
sotzung sind lcicht zugsnglich, und diese Zuganglichkcit hat znr Ver- 
breitung beigetragen , wie sie selbst , beziehungsweise die Herstellung neuer 
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Abdrücke und Uebereetzungen, auf dem schon vorhandenen Interesse an 
dem Werke beruht. Die Geometrie von A u g u s  t e  C o m t e  aus derri 
Jahre 1843 ma,g j a ,  wir wissen es nicht, in Frankreich gleichfalls zu den 
Büchern gehoren, von denen jeder Xathematiker weiss, wenn er sie auch 
nicht selbst gelesen ha t ,  in Deutschland ist dern entschieden nicht so. Die 
positive Philosophie Comte's ist bei unseren Fachphilosopheu und über deren 
Kreis hinans bekannt geworden. Dass Comto thatsachlich Nathcmatiker 
war, dass er die Stellung eines Eintrittsexaminators an der Pariser poly- 
technischcn Schule, eines Repetenten für hohere Analysis und Mechanik 
an derselben Anstalt inne batte, dass er eiiie analytische Geometrie verfasste, 
Allcs das dtirfte mancher Fachgenosse erst aus dieser Anzeige erfahren. 
Und dennoch ist gerade diese analytische Geometrie in hohem Grade lesens- 
werth. Neue Thatsachen wird der Leser ihr heute gewiss nicht entnehmen, 
muthmasslich war das schon fur den Leser von 1843 nicht der Fal l ,  aber 
ein grosser Reiühthum an didaktisch verwerthharen Gedariken bildet den 
Reiz des Werkes, mürde ihn noch mehr bilden, wenn Comte iiicht allzu 
iiberzeugt von seinem philosophischen Uebergewichte über die a~idereri 
Matheniatiker, die sich damit begnügen, Mathematiker zu sein, wiire und 
dieser Ueberzeugung zii oft und zu deutlich Worte verliehe. Der Mathe- 
rnatiker wird sich daher beim Lesen nicht selten iirgern, aber der Lehrer 
wird entschiedenen Nutzen aus der Kenntnissnahme des Werkes ziehen 
konnen, die wir deshalb dringcnd anempfehlen. An einige Spracheigen- 
thümlichkeiten Comte's, wie den fortwiihrenden Gebrauch von ewers statt  
pour, gewohnt man sich rasch. CANTOIL 

B e r i c h t i g n n g .  

Im 4. IIeft dieser Zcitschrif't Scite 125 Zcilc 9 von oben muss es hei~sen: 
z2 y2 xe ,,go folgt s u s  der ersten Gleichung der gersde elliptische Kegel 2 

2 
= O'11 
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388. Réception des soris. H. ü i l  b a u l t .  Compt. Kend CXIX, 53. 
299. Sur un système de gammes nouvelles. A l e x  d e  B e r t h a .  Compt. Rend. 

CXVIII, 1137; CXIX, 5 6  - Edm.  d e  P o l i g n a c  ibid. CXVllI, 1412. 

Analytische Geometrie der Ebene. 
300. Sur le droite paesant par les centres de deux des & p e t i t s  carres en les 

quels on a divisé un grand carré par des lignes horizontalee et  verticales. 
M o r e  t - B l  a n  c. N. ann. math  SBrie 3, XIII, Exerc. 28. 

Relation entre des set.ments d'unedroite c o u ~ é e  aar deux cubiaues. J. D es toux.  
A A 

N. ann. math. série 3, XIII, Exerc. 15. 
Propriétés des courbes du troisième degré et de la troisième classe. M o r  c t  - 

B 1 a n c .  N. ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 52. 
Sur la stro h o ï d e  Ew. V a l d è s .  K. ann. math. Série 3, XIII, 243. [Vergl. 

Bd X ~ I X  Nr. 154.1 
Sur l a  strophoïde. A n d .  C a z a m i a n .  N .  ann. math. Série 3,  XIII, 264. 
Géuération d'une hypocycloïde à trois rebroussements. G. C a f f i n .  N. anu. 

math. Série 3, XI11, 498. 
Sur les courbes planes du quatrieme ordre. Mod.  P o s  tnic0f.f .  N. ann. math. 

Série 3, XLII, 348. 
Conrbe du sixikmo deeré lieu du uoint de  contact d'une droite niobile avec 

un cercle tangentuauçsi un c e h e  fixe. LI. ~ r o c ~ r d .  N. ann. math. 
Série 3, XIII. Exerc. 18. 

Sur les spirales sinusoides. E. C e s a r o .  N. ann. math. Serie 3, XIII, 101. 
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309. Sur les trajectoires orthogonales de courbes, dont l'équation est donno en 
coordonnées bipolaires. G. D a r i è s .  N. ann. math. Série 3, XIII, 283. 

310. Siir les rayons de courbure succeseifs de certaines courbes. 11. G o d e f r o y .  
Compt Rend. CXVLI, 1062. 

Vergl. Ellipse. Geometrie (hohere). Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Nornialen. 
Parabel. 

Analytische Geometrie des Raumes. 
311. Sur les conditions qui expriment qu'un système de trois axes est trirectangle. 

P. A p p e l l .  N. ann. math.  Serie 3 ,  XI11, 41. 
312. SLiGorhe sur les sy~tèrnes triplement orthogonaux. Luc.  L é v y .  Couipt. 

Rend. CXVIT, 477. 
313. Sur une propriété métrique commune à trois c1:tsscs particulières de congruenccs 

rectilignes. A l p h .  Derno u l iu .  Cumpt. Kend. CXVILI, 2.12. 
314. Sur des congruences rectilignes et  sur le problème de KiLaucour. E. C o s s e r n t .  

Compt. Rend. CXVIII, 335. 
315. Sur le premier invariant din'érentiel rojectif des congruences rectiligiietl. 

E m .  W a e l s c h .  Comot. Rend. C?!VLII. 736. 
316. Sur une généralixition dès courbes de M: Bertrand. A lph .  I l c i n o u l i n .  

Compt. Keud. CXVI, 246. 
317. Sur des propriEtés giiométriques q ~ i i  ne de'pendent que de l a  représentation 

svhérique. C. G i i i ch  a r d .  Compt. Rend. CXVI, 1238. 
318. ~i scu i s ion  de i a  courbe passant par  lie point x, y, z et y Faisant avec Ieo axes 

dcs angles dout les cosiniis sout respectivement x, y, z A LI d i b e r t .  
N. ann. m a t h  Série 3, XIII, 44. 

319. Par c inq  points donnés dans l'espace, faire passer un cylindre droit i blase 
circiilaire. H. B r o c a r d .  N.  ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 37. 

Vergl. Geometrie (hohere). Hgperboloid. Krümmungslinien. Oberfliichen. 
OberUichen zweiter Ordnuug. 

Astronomie. 
310. Sur un prollème de mécanique. J. B e r t r a n d .  Cotn t. Rend. CXVII I ,  13. 
321. Sur un probli.me de mdcanique. A. P o t i e r .  Compt. Rend. CXYIII, l l i z .  
322. Sur le calcul den orbites des plan8les. P. T i s s e r a u  d. Conipt. 12end. CSIX,881.  
3'23. Sur le dévelonoement anoroché de l a  fonction oeiturbatrice dans le cas des 

A 2 

inégalités d'ordre 2ievé. M. H a m y .  cÔmpt. Rend. CXVlI, 1050; 
CXVIlI, 88,  698. 

324. Sur les expressions approchées destermes d'ordre élevé dans le développement 
de la fonction perturbatrice. N. Co c u  l e s c o .  Compt Rend. CXVIII, 5 : ) .  

325. Sur les l'oruiules de  l'aberration a~inuelle. G a i l l o t .  Comut. Ilend. CXVI. 563. 
3%. Sur les termes du second ordre provenant de  la cornl~inâison de  l'aberration 

e t  de la réfraction. P o l i e .  Compt. Itend. CXVI, :%9, 732, 1105. 
327. Sur les lacunes dans la zone des petites planetes. 0. C a l l a n d r e a u .  Compt. 

Hend. CXVII I ,  751. 
328. Sur la distribution des plauiites entre M:irs et Jupiter.  E:. I l o g e r .  Compt. 

Bend. CXIX, 895, 943. 
Vergl. Geodiiirie. Nautik 557-662. 

U. 
Bestimmte Integrale. 

329. Sur un point de  doctrine relatif à l a  théorie des intégrales multiples. 
J. A n d r a d e .  Compt Rend. CXIX, 1192. 

330. Valeurs de  lacets. A u d i b e r t .  N. a m .  math. S k i e  3, XIII, 22. 
331. Ein Heitrag zur Slieorie des Legendre'schen Folyuoins D a  v. H i l  b e r  t. Acto 

Math XVIII, 156. 
332. Aiigenaherte Lkirstollung der Quadratwurzel einer Veranderlichcn mittelst 

einfacher Brüche. 1'. T c h  e b y c  hew.  Acta Math. XVIII, 113. 
333. Calcul d'une intégrale définie M. d 'O cagne.  N. ann. math.  Série 3, XITI, 198. 

C. 
Capillaritat. 

834. Sur la dé ression capillaire barométrique. C. M a l t é z o ~ .  Coinpt. Rend 
CXVIPI, 583. 
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Combinatorik. 
335. Sur certaines permutations spéciales. A u d i b e r  t. N. ann. math. Série 3, 

XLII, Exerc. 16. 
336. Sur le triangle des séquences. Dés.  AndrB. Compt. Xend. CXVILI, 575, 726.  

- G. D a r b o u x  ibid. 1026. 
337. Sur les permutations quasi alternées. D c'a. An d r  6 .  Compt. Rend CXIX, 947. 
338. Sur le nombre des valeurs que prend une fonction rationnelle de n lettres par 

l'ensemble des substitutions effectuées sur ces n lettres. C a r t a n .  Conipt. 
Bend. CXIX, 903. 

Cylinderfunctionen. 
339 Sur certains dbveloppements en séries que l'on rencontre dans la théorie de  

la propagation de  la chaleur. tl. P o i u ü a r 6 .  Compt. Eend. CXVIII, 383. 

D. 
Differentialgleichnngen. 

1 1 
3 4 0  fiquations pour lesquelles Iq ou sout des facteurs d'intégraliilité. 

C. H a r k e r u a .  N. ann. math. Série 3, XIlI, 502. 
341. Sur le problème général de i'intégration. R i q ~ i i e r .  Compt. Rend. CXVI, 426. 
342. Sur ln reduction d'un système différcnticl quelconque une forme linkaire e t  

couiplèterrient intégrable du premier ordre. IL iqu ie r .  Coinpt. Eeud, 
cxvr. m. 

- 7  - - -  
343. Sur ~; réduct ion  d'un système différentiel quelconque a une forme complEtemeut 

intégrable. f l i q u i e r .  Cornpt. flend. CXIX, 267.- Eru. P i c a r d  ibid. 1250. 
344. Siir Ics équations difY6rentielles ordinaires qui pofisédent un syfitéme fondam~ntal 

d'integrales. A. Gu1 d b e  r g. Compt. Rend. CXVI, 961; CXVII, 215, 614 
345. Sur les équations différentielles ordinaires, qui possèdent des systèmes fondamen- 

taux d'intégrales. S o p  h. Lie. Compt. Rend. CXVI,  1233. 
346. Sur la limitation du degré pour l'intégrale générale algébrique de l'équation 

différentielle du premier ordre. A u  t o n n e .  Compt. Rend. CXVI, 132, 10i5. 
347. Sur la, limitation du degré pour les int ,egrale~ a,!gébriqiies de l'équation 

différentielle du premier ordre. A u t o n n e .  Compt. Bend. CXVIII, 1181. 
348. Sur l'application de l a  méthode des approximations successives aux éqiiations 

ditférentielles ordinaires du premier ordre. E m. L i n d e  1 of .  Compt. 
Bend. CXViiI, 454. - Em. P i c a r d  ibid. 457. 

349. Sur un exemple d'approximations succeasives divergentes. E m .  P i c a r d .  
Compt. Bend. CXVlII 899. 

350. Sur I'application des niethodes d'approxiriiatioris succevvivcs à l'étude de 
certaines équations différentielles ordinaires. E m. P i c a r d .  Journ. Mathem. 
Série 4, lx, 217. 

351. Sur une hypotlièse négligeable pour l e  développement des intégrales d'un 
~ y s t è m e  d'éqiintions. R e n d  i x o n .  Compt. Rend. CXVIII. 971. 

352. Sur une classe d'équations différentielles dout l'intégrale générale est uniforme. 
E m .  P i c a r d .  Compt. Ilend. CXVII, 603. [Vergl. Nr. 456.1 

353. Sur les éciiiations différentielles renfermant un naramètre arbitraire. E m .  
l 'icrtid. Compt. Bend. CXVLLI, 760. 

354. Sur les éqnations différentielles linéaires à coefficients rationnels. LI. v o n  Koch. 
Compt. Rend. CXVI, 91. 

355. Sur les sytèmes d'équations différentielles l i né~~ i r e s  du premier ordre. 
H. v o n  K o c h .  Compt. Rend. CXVI, 179. 

356. Sur les iutégralea nniformes des équations linc'aires. H. v o n  Koch. Conipt. 
Rend. CXVI, 365. 

357. Sur les integrales régulières àes equations dikférentielles linéaires. II. v o n Koch. 
Acta Math. XVIII, 3.77. 

338. Sur les équatioua différentielles linéaires ordinaires. J. Cels .  Cornpt. Rend. 
CXVI. 176. 

359. Snr les équations diffc'rcnticlles linéaires L coefficients constants. A u r i c .  
S.  ann. math. Série 3, XI11, 47. 

360. Sur les équations aux dérivées partielles linéaires e t  à caractéristiques r4elles. 
D e l  a s s u s .  Compt. Ecnd. CXIX, 40. 

361. Sur certaines équations diCiérentielles du preriiier ordre. V e s s i o t .  Conipt. 
Kend. CXVl, 427. 

362 Sur une classe d'équations différentiel les V e s s i  o t .  Compt Rend. CXVI, 959. 
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363. Sur uno classe dc systèmea d'équations difi érentielles ordinaires. V e s s i  O t. 
Co~upt .  Hend. CXVI, 1112. 

363. Sur une equation différentielle du second ordre. G. M i t  t a g -L e f f l  er. CornPt. 
Rend. CXVII, 92 

365. Sur l'intégration de l'équation diffarentielle y"= Ay3+B y" Cy +U+ ( E y  +Ji') y'. 
G.  M i t t a g - L e f f l e r .  Acta Math. XVIII, 233. 

366. Sur les transcendantes définies par  lcs équations différentielles du second 
ordre. P. P a i n l e v é .  Compt. Hend. CXVI, 566. 

367. Sur les equations du second ordre à points critiques fixes et sur la correspon- 
dancc univoque entre deux eurfaces. P. P a  i n l e  vé .  Compt. Beud. 
CXVU, 611, 686. 

368. Sur les intégrales algébriques des équations différentielles linéaires du second 
ordre. P. Y e r n i e r .  Compt. Ilend. CXVIII, 1317. - P. P a i n l e v é  ibid. 
(:XIX. 37. --- - 

2 - -  
369. Sur les eqiiation~ linéaires du second ordre renfermant un paramètre arbitraire. 

Em.  P i c a r d  Compt. Rend. CXViiI, 379. 
370. Sur les intégrales uniformes des équations du premier ordre et  du genre zéro. 

P e t r o v i t c h .  C o m ~ t .  Rend. (:XVIII. 1i'JO. 
371. Sur les équations du sêcond degré doiit' l'intégrale générale est uniforme. 

P. P a i n l e v é .  CornPt. Xerid. CXVII, 211. 
312. Sur iine expression explicite de l'intégrale nlg4briqiie d'iin système hyper- 

elliptique de la forme la plus générale. P. d e  S a l v e r t .  Compt. Rend. 
CXYI, 243. 

373. Sur une extension aux 6qiiatioiis d'ordre quelconque d'iine méthode de Rieniann 
relative aux équations du second ordre. L) e l  a s  sus .  Compt. Rend. 
Cx\TII. 510. 

371. Siir 6s ~ i n & & i t é s  essentielles des équations diffc'rentielles d'ordre supérieur. 
P. P a i n l e v é .  Couipt. 12end. CXVI, 362. - Ern. P i c a r d  ibid. 365. 

375. Sur les intégrales analytiques des équations de la forme 
a l  + 

- = F ( Z ) ,  ~ ' ( A ' ~ = ~ a i k -  i + k  < l z  
ayn 8x1 2yk ' 

D e  l a s  sus .  Compt. Rcnd. CXVIII, 968. 
376. Sur les équations différentielles d'ordre ~iipérieur dont l'intéorale n'admet 

ou'un nombre fini de déterminations. 1'. P a i n l e v é .  8omPt. lienci 
C X ~ I ,  88, 

377. Sur les equatioris différentielles d'ordre superieur, dont l'integrale u'admet 
ii'iin nombre donné de déterminations. P. P a i n l e  v é. Compt. Tiend. 

Bxvr, 17s. 
378. Sur l'intégration de certains systèmes d'équations aux derivées partielles du 

p r ~ m i e r  ordre impliqiiant pliisieurs fonctions inconnues. R i  q iii e r. 
Compt. Rend. CXIX, 324. 

379. Intégration des systèmes d'Bquations differentielles linBaires à coefficients 
confitants. V a s c  hy .  Compt. Rend. CXVI, 491. 

380. Sur l'équation d u = k e u .  Ern. P i c a r d .  Compt. Rend. CXVI, 454, 1016. 
381. D e  1'6quation d z l = k e u  sur une surface de Hiemann fermée. Em.  P i c a r d .  

Joiirn. Mathem. Série 4, IX, 273. 
382. Sur les équatiouà aux dérivées partielles du second ordre. X. S t o u f f .  

Compt. liend. CXVIII, 1320. 
383. Sur leo équations liriéaircs aux dérivée8 partielles du  ~ e c o n d  ordre. A. P e t  O t. 

Compt. herid. CXIX, 510. 
381. S in  le problème de Pfaff. A. J. S t O d o l k i e v i t z .  Compt. Rend. CXIX, 489. 

Vergl. Elasticitiit 393, 394. Elektricitit 401. Mechanik. Oberflachen 571, 
574, 603. Transforuiationsgruppen. 

Differentialinvarianten. 
355. Sur Ics invaria,nts différentiels des groupes continus de transformations. 

Ar. T r e s s e .  Acta Math. XVIII, 1. 
Vergl. Analytische üeonietrie des Raumes 315. 

Differentialqootient. 

356. Sur les changements de rariables. L. L é v y .  N. ann. niatli. Série 3, XIII, 5 .  
387. Sur la, théorie des formes différentielles quadratiques. W l a d .  d e  T a n n e n b e r g -  

Compt. fiend. CXIX, 321. 
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Drei ecksgeometrie. 
388. Règles d'analogie dans le triangle ou transformation contiiiue et  transforination 

an'ilytique correspondante. E. L e  m o  i n e  Compt. Rend. CPVI, 31. 
389. Sliéoré~ne sur lea bissectrices. R o m .  R l  a z e i  e vski .  K. ann. math. Série 3 ,  

XiH, 31. 
590. Relations entre les distances d'un point du  plan aux aommets d'un triangle. 

l i o m  B l a z e i c v s k i .  N. ann. math. Série 3, XIII, 28. 
391. Sur trois droites se rencontrant en un même point du cercle circonscrit 5 u n  

triangle. H. B r o c a r d .  N. ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 19. - 
H. L e e  ibid. 20. - A. D r o z - F a r n y  ibid. 23. 

E. 
Elasticitllt. 

393. Sur une simplification des formules derésistancevive des solides. J. B o u s s i n e  aq, 
Compt. Rend. XVI, 1418. 

393. Sur l'équation aux derivées partielles qui se présente dans la théorie de la 
vibration des membranes. E m .  P i c a r d .  Compt. Rend. CXVII, 602. 

394. Sur 1'L:quatioii des vibrations d'une membrane. H. P o i n c a r é .  Compt. Rend. 
CXVIIL, 417. 

395. Sur les vibrations des corps Blastiques isotropes. V. V o l t e r r a .  Acta Math 
XVIII, 161. 

Elektricitiit. 
396. E s ~ a i  d'une nouvelle théorie de  l'électrostatique. V a s c h y .  Compt,. Reud. 

CXVI, 1286. 
397. Force agissant à la surface de s6paration de deux dielectriques. H. P e l l a t .  

Compt. Rend. CXIX, 675. 
398. Sur la valeur de  l'ohm théorique. A. L e  d u c .  Compt. Rend. CXVIII, 1146. 
399. Sur la capacit.6 électrostatique d'une ligne parcourue par un courant. V a schy .  

Coinpt. Rend. CXIX. 1198. 
400. Sur la propagation de l'éleclricité. B. P o  i n c a r é .  Compt. Rend. CXVII, 1027, 
401. Sur l'équation aux dérivées partielles qui se rencontre dans la théorie de la 

propagation de l'électricité. E m. P i c a r  d. Compt. Eend. C XVIII, 16. 
402. Sur la propagation du courant dans un cas particulier. A. P o t i e r .  Compt, 

Rend. CXVIII, 227. 
403. Sur la propagation des ondes dlectromagndtiques. M a s  c a r t .  Compt. Ilcnd. 

ÇXVIlI, 277. 
404. Sur la nature de  la conductibilitk électrique. V a s c h y .  Compt. Rend. 

CXVUI, 1324. 
406. Sur la mesure de l a  puissance dans les courants polyphasés. B londe l .  

Compt. Rend. CXVI, 54. 
406. Nouvelle méthode simplifice pour le calcul des courants alternatifs polyphasés. 

A.  B l o n d e l .  Conipt. Rend. CXVIII, 404, 633. 
407. Multinlication du nombre des vériodes des coiirants sinusoïdaux. D 6s. K O r ci a .  

Comnt. Bend. CXVI. 806: - -  - 

406. ~ransfor&ateur  de cour&monophas6 en courants triphases. D 6s. K o r d a .  
Compt. Rend. CXIX, 61. 

409. Sur les courants alternatifs et le pout de Wheatstone. H. A b r a h a m .  Compt. 
Ilend. CXVIIt, 1261. 

410. Sur la  forme générale de  l a  loi di1 mouvement vibratoire dans un milien 
isotrope. E. M e r c a d i e r .  Compt. Rend. CXVI, 26. 

411. Sur les ondes électrique6 dans les fils; l a  force électrique dans le voisinage 
d u  conducteur. E3irkela.n d. Compt, ILend. CXVL, 499. 

411. Sur l a  nature de la réflexion des ondes Glectriques au bout d'un fil conducteur. 
Kr .  B i r k e  land e t  E d. S a r a s i n .  Compt. Rend. CXVII, 618.- LI. P o i n -  
c a r 6  itiid. CXYII, 622. 

413. Détermination de l a  forme des courants périodiques en fonction du temps au 
moyen de la méthode d'inecription électrochimique. P. J a n e t .  Compt. 
Kend. CXIX, 58. 

414. Sur l'équation des dkharges.  R. S w y  n g e d a u w .  Compt. Bend. CXIX, 221. 
415. Sur les interférences électriaues ~ r o d u i t e s  dans une lame linuide. 11. Colson. 

Compt. Rend. CXVI, 1052. 
416. Sur les relations généralec; qui existerit entre les coefficients de9 lois fondamen- 

tales de L'électricité e t  du magnétisme. E. Me r c a d i  e r .  Compt. Rend. 
CXVI, 800. 
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417. Sur le calcul des coefficients de self-induction dans un cas particulier. A .  P o t i e r .  
Compt. Rend. CXVIII, 166. 

418. Sur la moyenne diatance gkométrique dea éléments d'un cnsemble dc surfaces 
et son applicat,ion au calcul des coefficients d'induction. Ch.  E u  g. ü u y e. 
Comnt. Rend. CXVIII. 1321. 

419. Sur la t1;éorie d e ~ Ï a i y r o  -électricité e t  dc la piézo-électricité. L o r d  K e l v i n .  
Compt Rend. CXVLI, 463. 

Vergl. hlagnetismus. Potential. 

Ellipse. 
420. Inscrire dans un triangle douné une ellipse dout l a  surface soit égale 51 celle 

d'un cercle donne. M o r e  t - B l a n c .  N. ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 38. 
421. Hyperboles passant chacuue par quatre points donnés au  moyen de deux 

diamètres quelconques conjugués d'une ellipse. E. N. B a r i s i e n .  K. ann. 
math. Série 3, XIlI, Exerc. 6 .  

Vergl. Maxima und Minima 516. Kormalen 664. 

Elliptische Transcendenten. 
422 Sur la réduction des intégrales elliptiques. J. C. K l u g v e r .  Cornpt. Rend. 

CXVI. 48. 
423. Sur solutions connexes du problème dc la transformation relatif à la 

fUnction elliptique de  deuxième espèce. E'. d e  S a i v e r t .  Compt. Rend. 
CXVIII, 1181. 

424. Sur quatre soliitious connexes du probléme de l a  transformation relatif à la, 
fonction elliptique de troisième espèce. F. d e  S a  l v e r t .  Compt. Rend. 
CXVIII, 1403. 

Vergi. Zahientfieorie 665. 
W. 

Formen. 
426. Sur l a  composition des formes linéaires et les groupes à congruences. X. S t O u f f. 

Compt. ELend. CXIX, 993. 

Fnnctionen. 
486. Théorie des fonctions algébriques d'une variable. K. H e  n sel .  Acta Math. 

XVIII, 247. 
427. ktude sur les proprietés des fonctions entières e t  en particulier d'une fonction 

considérée nar  Riemann J H a d  a m a r  d.  Journ. Mathem. Série 4. IX. 171. , , 
1 1  

428. s u r  l a  partie k o è r c  dc (zz- 1)". i2 +. . . O. C a l l a n d r c a u .  

N ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 50. 
.l 

429. ShéorGmes relatif's aux fonctions analvtiuues à r. dimensions. G. S c h e f f e r s .  " * 

Comat. Eend. CXVI. 1212. 
430. Sur l a  gh6ralisation des fonctions analytiques. G. S c h c f f e r  s. Compt. 

Benù. CXVI, 1114. 
431. Sur l a  représentation approch6e des fonctions exp6rimentales entre des limites 

données. V a l l i e r .  Compt. Rend. CXVI, 712. 
432. Nombre des valeurs différentes de z = a, z, + a ,  x, + . . . + a,, X R  les lettres 

z , z2,. . . Zn preumt  respectivement m l ,  in,, . . . Tien valeurs. Mo r e t - R  l a n c .  
d. ann. math. Série 3, XIII, Exerc. 43. 

433. Démonstration de l a  transcendance du nombre e. Ad. H u r w i t z .  Compt. 
Rend. CXVI, 788. 

431. Sur l a  transcendance du nombre e. G o r d a n .  Compt. Rend. CXVI, 1040. 
435. Sur l a  fonction modulaire p. A. C a y l e y .  Compt Rend CXVI, 133'3. 
436. Sur une classe de transcendantes nouvelles. Em. P i c a r d .  Comut. Rend. 

CXVii, 472. [Vergl. Nr .  352.1 
437. Sur uue classe de transcendantes nouvelles. Em.  P i c a r d .  Acta Math. XVILI, 133. 
438. Sur une application d e  l a  théorie des grou es continus à la théorie des 

fonctions. P. P a i n l e v e .  Cornpt. Ilend. ~ x V I L I ,  845 
430. Six  quelques points de la théorie des fonctions. K m .  B o r e l .  Compt.  Rend. 

Cxv-III, 240. 
440. Sur les équations e t  les fonctions implicites. P e  11 e t .  Compt. Rend. CXVII, 719. 
411. Sur les équations aux fonctions mêlées c t  un problème dc lignes géodésiques. 

G. K o e n i g ~ .  Corript. Liend. CXVU, 683. 
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442. Sur les équations fonctionelles. L e a u .  Compt. Rend. CXIX, 901. 
413. Sur les zéros de certaines fonctions discontinues. Principe de la méthode 

pour trouver les zéros de certaines fonctions. D e s a i n t .  Compt. Rend. 
GXIX, 364. 

Vergl. Abei'sche Transcendentcn. Additionstheorcm. Bestimmto Intcgrale. 
Combinatorik 338. Cylinderfunctioneu. Uiiïerentialgleichungen. 1)ifi'e- 
rentialinvarianten. Differentialcluotient. Elliptiache Sranscendeiiten. 
Formen. Glcichungcn. Kettenbrüche. Iiugelfunctionen. Eleihen. 
Substitutionen. 'I'ransformationsgruppen. 

a. 
Geodasie. 

444. Sur la cause des variations periodiques des latitudes terrestres. H. G y l d e n .  
Corript. Hend. CXVI, 476, 605. 

Qeometrie Where). 
445. Sur un théorème relatif à la transformation des courbes algébriques. S im a r  t. 

Cornut. Rend. CXVI. 1047. 
446. Sur les t;a&formations birationeiles des courbes algdbriques. II. P o i n c a r é .  

Comqt. llend. CXVII, 18. 
447. Sur le rap ort conique e t  l a  relation conique. M o z a t .  Compt. Hend. 

C X V U ~  790. 
448. Sur la possibilité de remplacer, par un roblème déterminé, le problème 

indéterminé aue  comaorte 13, 8 6 n é r h a t i o n  du théorérne de Pascal. 
P. S e r r e t .  c o u ~ u t .  fierid. C X I ~ .  454. - - , - -  

449. Sur une dégénerescence du groupe projectif général. F. E n g e l .  Coinpt. 
Rend. CXVIII, 397. 

460. Sur les figures affineo. G. T a r r y .  N. ann. math. Série 3, XIII, 242. 
451. Trouver unc courbe qui reprdscnte les trois folioles du Trifolium praterise 

H. B r o c a r d .  N. ann. math. Série 3. XIU. Exerc. 58. 
452. Sur quelques propriétés  de^ cubiques unicursales: A. A s t o r .  N. ann. math. 

Sdric 3. XLIl, 184. 
453. Sur quelques c~ibiques unicursales. And .  C a z  a m i an .  N. ann. math.  Série 3, 

YIIIi 384. 
454. Application de l a  methode de transformation par polaires rkiproques ü, des 

théorèmes relatifs aux cubiques unicursales. And.  C a z  a m i  a u .  N. a m .  
math.  Série 3, XIII, 300. [Vergl. Bd. XXXVLII, Nr. 377.1 

455. Sur une g8neration des courbes planes unicursales du troisième et du quatriùme 
ordre. A n d .  B i e n  a y mé.  N. ann. math.  Série 3, XIII, 144. 

456. Étant donnHs 7 points sur une droite et  7 plans dans l'cspacc, couper les 
plans per une transversale en 7 points homogra hiyues aux points 
donnés. J. F r a n  el. K. a m .  math. Série 3, XLII, Exerc. 54. 

457. Sur la représentations des courbcs gauchcs algébriques et sur une formale 
d'Halphen. L. A u t o n n e .  Compt. Reud. CYIX, 845. 

458. Sur certaines familles de cubiques gauches. L e l  i e u  v r e. Compt. Rend. 
CXVD, 537, 616. 

459. Becherche des ~ ~ o i u t s  d'inflexion dans le développement de la section plane 
d'un cône. E. C a r v a l l o .  N. ann. math.  Série 3, XLII, 4%. 

Vergl. Analgtische Geometrie der Ebene. Analytische Geometrie des h u m e s .  
Kreis 502, 603. Oberfliichen. Uberflachen zweiter Ordnung, 

461. Sur 

462. Sur 

463. Sur 

464. Sur 

Geschichte der Mathematik. 
460. Auguste Comte examinateur d'admission à l'&ale Polytechnique. P. L af'fit te.  

N. ann. math. Série 3. XJII. 66. 113. 40.5. 462. 473. 
la vie et  le^ travaux dé pierie Ossian Bon'net (%2 /XII. 1819-22./VI. 1892). 
P. A p p e l l .  Compt. Rend. CXVli, 1014. 
les travaux de M. Kummer. H e r m i t e .  Compt. Rend. CXVI, 1163. 

Gleichungen. 
une classe de p.01ynomes découposables en facteurs linéaires. 31 ou t a r d .  
Compt. Kend. CXIX, 42. 
les équations et  les fonctions implicites d. P e l l e t .  Compt. Rend. 
XVIII, 182. 
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465. Relations des polynomcs V,, V,, . . . Vm de Sturm avec le8 racines de l'équation 
V=O. N o r e t - B l a n c .  N. ann. math. Série 3, XUI, Exerc. 27. 

466. Sur l a  résolution algébrique des équations. E. J a g g i .  N. ann. math. Série 3, 
XIII, i?. 

467. Sur les équations réciproques et les Cquations du quatrième degré. A. E. P e l l e t .  
N. ann. math. Série 3, XII[, 108. 

468. Une équation algébrique ayant toutes ses racines réelles, trouver le nombre 
précis de racines comprises entre deux limites données. M o r e  t - B I  a n c .  
N. ann. niath. S k i e  :j, XIII, Exerc. 42. 

463. Sur l a  résolution des équations nun~ériqucs au  moyen des suites récurrentes. 
R. P e r r i n .  Compt. Rend. CXIX, 990, 1257, 1190. 

470. Sur une methode nomographique ap  liqualile à des Sqiiatioris pouvant contenir 
juaqu' à. dix variables. M. d ' 8 c a  gne .  Compt. Hend. CXVII, 216, 277. 

171. Sur des abaques à 16 e t  18 variables. A. Laf 'ay .  Coinpt. Ilend. CXIX, 1196. 
472. Sur l'élimination. H a d a m a r d .  Compt. Rend. CXIX, 995. 
473. Sur l a  détermination du nombre des racines commune8 B un systiime d'équntioiis 

simultanées et  sur le calcul de  la somme des valeurs d'une fonction en 
ces points. W. D y c k .  Compt. Hend. CXIY, 1254. 

Vergl. E'unctioneri 440, 141, 442. Kegelschnitte 495. 

a. 
Eydrodynamik. 

474. Iléduction de  l'équation de contiriuité en Hydraulique à l a  forme 

P. E T o u c h e .  Compt. Rend. CXIX, 721. 
476. h d e s  sur l'emploi des percussions dans la théoric du mouvement d'un solide 

plonge dans un fluide. H. W i l l o t t e .  Jouru. Math. Serie 4, IX, 5. 
I V e r ~ l .  Bd. XXXVII. Nr. 403.1 

456. Sur les é9uations du mouvement d'un corps solide se mouvant dans un liquide 
indéfini. C. Maltézos. Compt. Eend. CXVII, 337. 

477. Théorie des déversoirs. J. B O U  s a i n e  s q. Compt. Rcnd. CXVI, 1327, 1115, 
1487. CXIX, 589, 618, 663, 707, 771. 

478. Sur la contraction des veines liquides e t  sur la distribution des vitesses à leur 
intérieur. Compt. Reiid. CXVIII, 1031. - J. B o u ~ s i n e s  q .  ibid. 1239. 

479. Sur l'équilibre des mers. H. P o i n c a r  6. Compt. Rend. CSVIIl, 948. 
480. Variation du nivenu de l'eau dans un bassin communiquant avec uu port 

à marée. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  Compt. Kend. ÇXIX, 673. 
481. Sur le clapotis. E. G u  y on. Compt. Rend. CXYII, 722. 

Rypsrbel. 
382. Proprioté de l'hyperbole éqailatkre. J. R d v e i l l e .  N. ann. math. Séric 3, 

XLII, 100. 
483. Sur l'hyperbole équilatère et  sur ees inverses. A n d .  C a x a m i a n .  N. aun. 

niath. Série 3, XIIL 265. 
Vergl. Ellipse 4.21. 

Hyperboloid. 
484. Sur l'hyperboloide à une nappe. G e n t y .  N. a m  math. Série 3, XIII, 339. 
485. St t raèdre  ayant pour hauteurs quatre gknkratrices d'un hypcrboloïde. 

11. B r o  c a r d .  N. ann. math. Serie 3,  X111, Exerc. 33. - D l  o r e  t -B  l a n  c 
ibid. 36. 

486. Les pland qui découpent dans un cône du second degr6 des volumcs limités 
de grandeur constante sont tangents à. un hyperboloide i deux nappes, 
asymptote à ce cône. P. B a r b a r i n .  'Y. ann. math. Série 3, XU1, 99 

E. 
Kegelschnitte. 

487. Construire une conique conriaissant trois tangcntcs e t  une dircctrice 
Li. B r o c a r d .  N. ann. niath. Scrie 3, XllI, Exerc. 43 

488. Sur quelques théorèmes de la géométrie des coniques A n d .  C a z a m i a n .  
N. ann. math.  Séric 3, XIII, 218. 

489. Sur u n  théorème de M. Faure. A n d .  C a z a m i a n .  N. anu. math. Série 3, 
XIII, 321. 

1iist.-llt. Aùth. d. Züitschr. f. Math.  u l'ligs. 40. Jahrg. 1835. 6.  JIcft. 1 8  
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Sur les points d'une conique situés siir lin même cercle. And .  C a  a a i n i a n .  
N. ann. math. Série 3, 8111, 386. 

Courbes autopolaires. P. A p p e l l .  N. ann. math.  Série 3, XLII, 206. 
Corrélation entre les hexagones de Pascal e t  de Brianchon. P. S o n d a t .  

N. ann. math. Série 3, YIII, 121. 
Formules relatives aux fbyers des coniques. A. T i s s o t .  N. ann. math. 

S k i e  3, XiII, 97. 
Sur un triarigle ayant pour sommets le8 deux foyers d'une conique et  le 

troisieme sommet sur la circonférence de la conique. H. U r o c a r d .  
K. ann. math. Série 3, XII!, Excrc. 24. 

Intersection de deux coniques. A m i  g i i  es.  N. ann. math. Série 3, XlIi, 81. 
I k s  quatre coniques paskgnt par un point quelconque 1' d'une conique AS 

étant circonscrites à un t r imgle  A U  C et touchant S chaciine chns  un 
autre point que P. A n d .  C a  z a m i a n .  K. ann. math.  Série 3, Xlll, 92.  

Vcrgl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Parabcl.  

Kettenbrüche. 
Sur l a  gén6ralisation des fractions continues algébriques. P a d é .  Compt. 

Rend. CXVIII, 848. 
Sur une application des fractions continues. S t i e l  t j  e 8. Compt. Rend. 

CXVLII, 1315. 
Recherches sur les fractions continues. S t i e l t  i es.  Comat. Rend. CXVIIL. 

1401. - H. P o i n c a r é  ibid. CXIX, 630. 
" 

Vergl. Reihen 627. 
Kinomatik. 

Cu tli6orème concernant des aires decrites daus le mouvement d'une figure 
plane. G. K o e n i g s .  Compt. Rend. CXVIII, 963. 

Vergl. Nechanik 537, 650. 
Kr&. 

, Rayons d'une suite de cercles consBcutifs et somme de leurs aires. S. H o t  t. 
N .  ann. math.  Série 3, XlII, 488. 

502. Des cercles ou des sphères dérivks d'une envelo p e ,  plane ou solide, de classe 
quelconque. P. S c r  r e t .  Compt. Rend. ~ X V I I ,  400, 435, 480. 

503. Sur la convtruction du cercle dérivé de  7 droites, ou d é h i  par l'éqiiation 
O = Z7, 1, Pi = X2 $ Y 2  - Re. P. S e r r e  t. Compt. Eeud. CXIX, 47.1, 493 

604. Sur le  problème du billard circulaire. A u r i c .  K. ann. math. Sorie 3, XlII, 215 

Krümmungslinian. 
603. Sur lee surfaces qui admettent un  système de lignes de courbure sph6riques 

et qui ont même représentation sphérique pour leurs lignes de courbure. 
B l u t e  1. Conipt. Rend. CXVI, 249 

506. Sur les surfaces isotheruiiques 5, lignes de courbure planes dans un système 
ou dane les deux systkmes. P. A d a m .  Compt. Rend. CXVI, 1036. 

507. Sur les ~urfaces  à lignes dc courbure planes dam les deux systèmes et 
isothermes. T h .  Ca  r o n n  e t. Compt. lierid. CXVI, 1240. 

508. Sur les surfaces dont les lignes de courbure d'uu système sont planes et égales. 
T h .  C a r  o n n e t .  Compt. Rend. CXVII, 812. 

509. Sur les lignes de courbure des sourfaces cerclées. L e l i e u v r e .  Compt. 
Rend. CXVIII, 967. 

Kugelfnnctionen. 
610. Sur la théorie des fonctions sphérique*. E. B e l t r a m i .  Com t Rend. CXVI, 181. 
511. Sur la o6rie de Laplace. B. P o i n c a r B .  Compt. Rend. ~ X V I I I ,  497. 

Mugnetismnri. 
512. Snr l a  relation qui existe entre les coefficients des formules de Coulomb, de 

IJaplace et dlAmpi.re. E. H. A m a  g a t .  Cornpt. Itend. CXVLI, 8G, 150 
513. Sur lus variatioiis de l'effet Peltier produites par l'aimentation. L. H o  u l l e  v i gue .  

CornPt. &end. CXVlll, 629. 
514. Problème gouéral des transformateurs à circuit magnétique fermé. D d s .  

K o r d a .  Compt. Rend. CXVIII, 864. 
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515. Sur l'hgstérésis e t  les déformations permanentes. P. Duhcui.  Cornpt. 12end. 
CXVIII, 974. 

Vergl. Nlektricitit. Potential. 

Bdaxima und Minima. 

516.  Circonscrire a une ellipse Ic triangle équilatéral dont le côté soit: 1. un maximuni 
n .  lin miuimiiiii. li. U r  o c a r  d. N.  a m .  niath. Série 3, XIII, Kxerc. 45. 

517. Entre tous lea prismes de même base et  de  même hauteur c'est le prisiuo 
droit qu i  a la plus petite aire. N o r e t - U l a u c .  N. aiin. uisth. Sarie 3, 
XLII, Excrc. 32. 

618. Minimum de matibrc pour construire un vase cylindrique droit de  certaines 
propriétés doiinéea. 8. Uro ca rd .  N. auri. math. Série 3, X111, Exerc. 44. 

619. Miuimiim du rapport  du  rayon de la ~iphère circon~crite à u n  tét,raèdre au 
rayon de la sphère inscrite. M o r e  t B l a n c .  N. ann. math. Série 3, 
XII,  IJxerc. 25. 

Vergl. Ellipse 420. 
Mechanik. 

620. Sur la dynamiqiie du point. A n d o y e r .  K. ann. math. Série 3 XILI, 62.  
521. Sur les cas d'iute'gr,zbilité du nmu~emen t  d'un point dans un p l m .  E l l i o t .  

Coriipt. licnd. CXVI ,  1117. 
622. Sur un cas gEnéral où Ic prolilCme de la rotation d'un corps solide admet 

des intégrales uniformes. H. G y l d 6 n .  Compt Kend. CXVI, 9 4 2 ,  1028. 
623, Sur les Bqriations de la NBcanique. W l a d .  d e  'Y a n n e n b e r g .  Conipt. Ilend. 

CSVIII, 1092; CXIX, 487. - R. L i o u v i l l e  ibid. CXIX, 367. 
624. Condition pour que trois forces non situdes deux h deux dans lc merne p h  

se rodiiisent B une seule force. M o r e t - U l a n c .  N. ann. math.  Serie 3, 
XlII, Ezerc. 41.  

525. Sur l 'eruplo~ des équation8 de  Lagrange dans la théorie du  choc et  des 
percussionri. P. A p p  e l l .  Compt. Rend. CXVI, 1483. 

626.  Sur la réduction du problànio de6 tsutnchronee i l'iritégration d'une équation 
aux dérivées part,iellcs du  premier ordre. G. K o e n i g s .  Compt. kiend. 
CXVI, 966.  

527. Sur un théori-me reliant la théorie de  l a  synchronisation et  celle des résonances, 
8. C O r n u .  Compt. Kend. CXVIII, ,313. 

528. Sur un classe de p r o b l h e s  de Dynamique. P. S t'sec ke l .  Compt. Rend. 
CXVI, 485, ,284. 

529. Sur ilne classe de problèmes de Dynamique. G o u r s a t .  Compt. Rend. 
CXVI,  1050. 

630. Sur un thércme no~iveaii de Mécanique. N. S e i  l i  g e r .  CornPt. Rend. CXVII, 578. 
531. CT6n6ralisation de quelques théorbules de MBcanique. 4. Ko t e l n i k  O f f. Comlit. 

ICend. CXVILi, 199. 
532, Sur Ic mouvement d'un c,orps solide. G. K o e n i g s .  Compt. Rend. CXIX, 897. 
533. Sur les mouvernentu des sgstbmev dout les trajecloireti admettent uiie trans- 

formation infiuitdsimale. P. P a i  ole v é .  Cornrit. Rend, CXVI, 21. 
531. Sur la transforma.tion des 6quations canoniques du prolilhme des trois corps. 

P. V e r n i e r .  Compt. Rend. C X I X ,  451. 
535. Sur le mouvernerit d'un solide pesant hornogi-ne d e  révolution fixé par  un 

point de son axe et  a~su je t t i  ?i s'appuyer sur un cercle fixe. A As tor .  
N. ann. math.  Série 2, XUl ,  442. 

536. Sur l e  moiivement d'un sgstkrne d e  forme variable. 1,. P i c a r t .  Compt. Rend. 
CXVIII, 733. 

557. Sur un moyen d'obtenir un niouvernent circulaire unifortne a u  nioyen de deux 
mouvements vibratoires. M a r c .  D e p r e z .  Coinpt. lbend. CXVIII,  451. 

638. Le principe du travail maximum et i'entropie. B e r t h e l o t .  Compt. Bend. 
CXVLII. 1378. , 

539. Sur lé frottement. A.  d e S a i n t -  G o r m  a in .  N. ann. math. Série 3, XIII, 230. 
540. Sur let+ niouvernenttl de roulement. H a d a m a r d .  Compt. Rend. CXVIII, 511. 
fiil. Théorie mathdmatique de I'indicateur de Watt .  L. L ec orn u. Compt. Rend. 

CXVIII, 1034. 
542. Sur la deuture de  l'engrenage byperbolo'idal. B. & e s a l .  Compt. Rend. 

CXVII. 391. 
7 

543. Sur 1-i stabilité de l96quilibre de l'axe de  l a  toupie giroscopique. H. R e s a l .  
Compt. Itend. CXVII, 49'3. 
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644 Siir Ir inirit Goubet e t  son annlication B l'hélice des navires. K. R e s a l .  - - -  

Co&pt. Rend. CXVII, 599:'- 
645. Sur l'absorption de l'énergie p a r  un fil élastique. L u c .  d e 1 a R i v e .  Compt. 

Rend. CXVIII, 522.  
546. -es niouvernentu d e  natat ion d e  l a  h i e .  M.arey .  Compt. l lend.  CXVI, 77. 
617. E t u d e  chronophotogral~hique des diif6rent;i genres d e  locomotion chez les 

animaux. M a r e v .  Comnt. Rend.  CXVII. 365. 
548. Sur l a  méthode chr6nostylographique e t  ses applications à l'étude d e  l a  

t,ransmission den ondes dans les tnyiiux. A. L! h a u v e  a 11. Cornl~t .  Rend. 
CXVIII, 115. 

549. L e  mouvement des liqiiides étudié p a r  l a  chrouophotograpliie. V a r  e g .  
Compt. Rend. CXVI, 913. 

550. S u r  un apparei l  rélatif k l a  q i ie~ t ion  de l a  marche horizontale d e  l'homnie. 
I l .  K e s a l .  Compt. Rend. CXVIII, 620. 

551. Les mouvements articulaires dtudi6s p a r  l a  photographie.  M a r e y .  Compt. 
Iiend. CXVIII, 1019. 

552. Iles mouvements que certains animaux exécutent pour retomber sur  leurs 
pieds,  lorsqu'ils sont précipités d'uu lieu élevé. M a r c  y. Con11,t. Rend. 
CXIX, 714. 

663. Théorie de l a  chutte di1 c h a t  vivant  comparée avec l e  thborkme des a,ires. 
G u y o n .  Cornpt. Ilend. CXIX, 717.  - M. L é v  y ibid 518. - M a r c .  D e p r e z  
iliid. 767.  - 1'. A p p e l 1  ibid.  770. - L. L e c o r n u  ibid. 899. 

Vergl. Aerodynamik. Akustik. Astrononiie. Cal~illaritiit.  Elasticitat. Elek- 
t r ic i t i t .  Ilydrodynamik. Kinematik. hIagnetismus. Xaiitik 555, 656. 
Optik. Pendel. l 'otential. T r a n s f o r m a t i o n s g r u ~ ~ e n  G41. Warinclelire 
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559. 1)étermination grnl~hiclue d u  point  à l a  mer. L. F a v é  e t  R o l l e t  d e  l ' I s l e .  

Comi~t .  Bend.  CXVLII. 24. 
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Compt. E r n d .  CXVUI ,  27. 
56.2. Azimut, lat i tude e t  longitude p a r  des hanteurs 6gnles, sans l e  srcoiirs du 

çlirononiètre. K. C a s p a r i .  Çornpt. llend. CXVlI l ,  1028. 

563. Sur les distances d'on point 5. des courbes sous des angles constants  
hI.  d ' ( ) c a g n e .  N. ann.  math .  Bdric 3, X111, 501. 

561. Siir les qna l re  norriiales e t  les deux tangentes niknées cl'uii 1)oirit doiiii6 à ilne 
ellipse. L. B o s i .  N. ann.  math .  Série 3, X l l I ,  Exerc. 10. 

665. S u r  u n  nombre invariant dans l a  théorie des eurfaçes alg6briques. Ern 
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Sur une propri6té caract6ristiqiie de lqé16ment linéaire des surfjccs spirales. 
A l p  h .  L)em o u l i n .  Compt. Rend. CXVIII, 337. 
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constante. E. W a e l s c h .  Compt. licnd. CXVI, 1435. 

Sur une dquatiou aux ditftirences partielles du second ordre. J. W e i  n g a r  t e n .  
Cornlit. Rend. CXVI, 493. 
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N. ann. math. Série 3, XIII, 106. [Vergl. Rd. XXXIX, Nr. 316.1 
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CXIX, 391. 
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T h é o r b e s  sur les quadriques. A n d .  C a z a m i a n .  N. a m .  math. Série 3. 
XIII, 378. 

Sur les quadriques autopalaires. V. H i o u x .  N. ann. math.  Série 3, XIII, 211. 
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N. ann. math. Série 3, XIII, 3'35. 
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ellipsoide donné. G c n t y .  X. ann. math.  Sarie 3, XIII, 235. 
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Optik. 

590. Sur des franges d'interférences semi-circulaires. G. M e,s l i n .  Corript. Rend. 
CXVl, 250, 379, 570. CXVII, 225. - A.  C o r n i i  ibid. CXVII, 268. 
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Compt. Rerid. CXVIII, 585, 856. 
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Ilend. CXIX. 214. ~~- - , 

593. ktudes sur les réseaux diffringents. Anomalies focales. A.  C o r n u .  Co~ript,. 
ltend. CXVI, 1215, 1421. 
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Intcgrat ion des 6guations d e  l a  liiniibre dans les milieux transparents  e t  

isotropes. E. C a r v a l l  o. Compt. licnd. CXIL, 1003. 
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Compt. Rend. CXIX, 639. 
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CXVI, 766. 
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P. P a i n l e v é .  Cornpit. Rend. CXIX, 637. 

643. Sur les groupes de transformations des éqiiations différentielles linéaires. 
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correspondauts. G. M e s l i n .  Coriipt. Rend. CXVI, 135. 
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CYVI, 1504. CXVU, 513. 
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CXVII, 363. 
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650. Sur la loi générale et les formules de l'écoulement de la vaveur d'eau saturée 
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Compt. Bend. CXVILi, 517. 
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