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E X E R C I C E S  D ’A N A L Y S E

E T  DE

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE

MÉMOIRE

SUR

¿ ’A N A L Y SE  i n f i n i t é s i m a l e .

P réliminaires. — Considérations générales.

Lorsque des variables sont liées entre elles par une ou plusieurs 

équations, alors, en vertu de ces équations mêmes,1 quelques-unes de' 

ces variables deviennent fonctions des autres considérées comme 

indépendantes. Alors aussi des accroissements simultanément attri

bués aux diverses variables se trouvent liés entre eux et à ces variables

p a r  des équations nouvelles· qqi ,se d é d u i s e n t  i m m é d i a t e m e n t  M e s  

é q u a t i o n s  d o n n é e s .  Ajoutons que, si,  l e s .a c c r o is s e m e n ts  d es  va r iab les

étant s u p p o s é s  in f in im e n t  petits, on néglige, vis-à-vis de ces accrois

s e m e n t s  c o n s i d é r é s  c o m m e  infiniment petits du premier orcjre, les, 

infiniment petits des ordres supérieurs au premier,des nouvelles équa

tions deviendront linéaires par rapport aux accroissements infiniment
( A  ̂ * ’ 1 « ' 1 1 | > '· ) » ( '

petits des variablés. Leibnitz: et les premiers géomètres qui se sont 

occupés de l’analyse infinitésimale o p t  appelé ' différentielles des 
variables leuvs accroissements infiniment petits, et ils ont donné le 

nom d’équations différentielles aux équations linéaires qui subsistent
' OF.iwreê de C. — S. Il, J, XIII,
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10 MÉMOIRE

entre ces différentielles. Cette définition des différentielles et des 

' équations différentielles a le grand avantage d’être très générale et de 

s’étendre à tous les cas possibles. Toutefois, pour ceux qui l’adoptent, 

les équations différentielles ne deviennent exactes que dans le cas où 

les différentielles s’évanouissent, c’est-à-dire dans le cas où ces équa

tions mêmes disparaissent. A la vérité, l’inconvénient que nous 

venons de rappeler,n’a point arrêté Euler, et ce grand géomètre, 

tirant la conséquence rigoureuse des principes généralement admis, 

a considéré les différentielles comme de véritables zéros qui ont entre 

eux des rapports finis. Mais d’autres géomètres non 'moins illustres, 

et Lagrange à leur tête, n’ont pu se résoudre à introduire dang un 

même calcul plusieurs sortes de zéros distincts les uns des autres, et 

c’est pour ce motif qu’a la notion des différentielles Lagrange a songé
i i

à substituer la notion des fonctions dérivées, sur laquelle il sera con

venable de nous arrêter quelques instants. i

Examinions en particulier le cas où l’on corisidère une seule variable 

indépendante et une seule fonction de cette vàriablc. Si l’on attribue 

à cette variable un accroissement infiniment,' petit, l’accroissement 

correspondant de la fonction se trouvera lié à la variable et à l’accrois

sement de la variable, par une équation qui deviendra linéaire à l’égard 

des deux accroissements, quand on négligera les infiniment petits 

du second ordre ou d’un ordre supérieur vis-à-vis des infiniment 

petits du premier ordre. Or l’équation linéaire ainsi obtenue fournira, 

pour le l’apport entre les accroissements infiniment petits de la fonc

tion donnée et de la variable, une fonction nouvelle. Cette fonction 

nouvelle est précisément'celle que Lagrange pppelle la fonction dèri- 

vee(1). Elle représente en réalité la limite du rapport entre les accrois-

V ■ .......■ . I , , . , ......... . ■.■■■■
' / ' · ■

( 1 ) La méthode de maximis et minimis, donnée par Fermât, peut être réduite à la 

recherche du rapport,qu’on obtient quand on divise, par un accroissement indéterminé 

attribué à une variable, l ’accroissement correspondant de la fonction qui doit devenir un 

maximum ou un minimum, et à la détermination-de la valeur particulière qu’acquiert ce 

rapport, quand l’accroissement de la variable s'évanouit. Or cette valeur particulière,· 
comme Lagrange en a fait la remarque, est encore h  fonction dérivée.
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' / ' 1

sements infiniment petits et simultanés de la fonction et de la xariable. 

Maisfau lieu de lui donner cette origine, Lagrange l ’a considérée 
comme représentant le coefficient de l'accroissement de la variable 

dans le premier terme de l’accroissenjent de là fonction développée en 

une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de l’accroisse  ̂

ment de la variable.

Dans le cas où l’on considère un développement en série, abstraction 

faite du système d’opérations qui a pu produire ce développement, le 

seul moyen de savoir si le développement dont il·s ’agit appartient 

à une fonction donnée, est d’examiner si cette fonction équivaut à la 

somme de la série supposée convergente. Par suite, pour établir sur 

dçs bases rigoureuses la théorie des fonctions dérivées, telle que 

Lagrange l’a conçue·, il faudrait com.mfencer par faire voir que l’accrois- 

1 sement d’une fonction quelconque estj sinon dans tous les cas pos

sibles, du moins sous certaines conditions, la somme d’une série 

cobvergcnte ordonnée suivant les,puissances ascendantes d,e l’accrois

sement de la variable. Or la démonstration générale d’un semblable 

théorème ne peu t se donner a priori,, et repose nécessairement, même 

dans le cas où les accroissements deviennent infiniment petits, sur 

diverses propositions antécédentes; d’où il résulte que ce théorème 

doit être naturellement regardé, non comme le principe et la hase 

du calcul différentiel, mais comme un des résultats auxquels 'con

duisent les applications de ce calcul. Aussi les difficultés que l’on 

rencontre, quand on veut déduire la nojion des fonctions dérivées de 

la cônsidéràtion d’juné série composée d’un nombre infini de termes, 

se trouvent-elles à peine dissimulées par toutes les ressources qu’a 

développées le génie de Lagrange dans leŝ  premiers chapitres de la' 

Théorie des fonctions analytiques. . '

On échappe aux difficultés que nous venons de signaler, quand on 

considère"une fonction dérivée comme la limite du rapport entre les 

ciccroissements infiniment petits et simultanés de là fonction donnée et de 

la variable dont elle dépend. En adoptant cette définition on pourrait,, 

avec quelques auteurs, nommer différentielle de la. variable indépen-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 M É M O I R E
I

dante l’accroissement de cette variable, et différentielle de la fonction 

donnée le produit.de la'fonction dérivée par la différentielle de la 

variable. On pourrait enfin, lorsqu’une même quantité dépend de plu

sieurs variables,'nommer différentielle totale de cette quantité Ja
/ 1

Somme des différentielles qu’on obtiendrait en la considérant succes

sivement comme fonction de chacune des variables dont.il s’agit, ffitâis j 

alors le sens du mot différentielle, loin de se trouver généralement 

fixé, en vertu d’une définition simple applicable à tous les cas 

possibles, exigerait, pour être complètement déterminé, que l’on 

expliquât avec précision quelles sont les variables regardées comniie 

indépendantes; et, si, pour fixer les idées, on s’occupait uniquement 

de deux variables liées entre elles par une seule équation, non seule

ment la différentielle de la première variable serait définie autrement 

que la différentielle de la secondé, mais, de plus, .la définition de 

chaque différen(iê lle varierait lorsqu’on changerait la variable indé

pendante, en considérant tantôt la seconde variable comme fonction 

de la première, tantôt la première comme fonction de la sécondc.

Oh évitera ces inconvénients si l’on considère les différentielles de 

deux ou de plusieurs'variables liées entre elles par une ou plusieurs 

équations, comme des quantités finies dont les rapports sont rigoureuse

ment égaux aux limites des rapports entre· les accroissements infiniment 

petits et simultanés de ces variables. Cette définition nouvelle, que j ’ai ' 

adoptée dans mon Calcul différentiel ët dans le Mémoire sur les mé

thodes ahalytiques, me parait joindre à l ’exactitude désirable tous les 

avantages qu’offrait, sous le rapport de la simplicité et de la généra

lité, la définition primitivement admise par Leibnitz et par les géo

mètres qui j’ont suivi. A la vérité, les différentielles de plusieurs 

variables ne se trouvent pas complètement déterminées par la 

définition nouvelle; et pette définition, lors même.que toutes les ' 

variables se réduisent!, à des fonctions de l’une d’entre elles» déter

mine seulement'les. rapports entre les différentielles de ces diverses 

variables. Mais l ’indétermination qui subsiste est plutôt utile que 

nuisible dans les problèmes qui se résolvent à l’aide du calcul infini-
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tésimal, attendu qu’elle permet toujours de disposer arbitrairement 

au moins d’une différentielle; et d’ailleurs, c’est précisément en 

vertu de cette indétermination même que la définition nouvelle 

embrasse, comme cas particuliers, les définitions diverses qu’offrirait, 

pour divers systèmes de variables indépendantes, fa théorie que nous 

rappelions tout à l’heure. En vertu de la nouvelle définition, les divers 

systèmes de valeurs que peuvent acquérir les différentielles de plu

sieurs variables liées lentre elles jiar des équations données, restent 

évidemment les mêmes, quelles que soient celles de ces variables que 

l ’on considère comme indépendantes; et les équations différentielles, 

c’est-à-dire les équations linéaires auxquelles satisfont les divers sys

tèmes de valeurs, ne sont plus, comme dans la théorie de Leibnitz, 

des équations approximative?, mais des équations exactes.

Pour éca'rter complètement l’idée que les formules employées dans
< " i · I

le calcul différentiel sont des formules approximatives, et non des 

formules rigoureusement exactes, il me paraît important de considérer 

les différentielles confine des quantités finies, en les distinguant soi

gneusement des accroissements infiniment petits des variables. La 

considération de ces derniers accroissements petit et doit être em

ployée comme moyen de découverte ou de démonstration dans la 

recherche des formules ou dans l’établissement des théorèmes. Maist ( , x
alors le calculateur se sert des infiniment petits comme d’intermé

diaires qui doivent le conduire à la connaissance des relations qui 

subsistent entre des quantités finies; et jamais, à mon avis,i des quan

tités infiniment petites ne doivent être admises dans les équations 

finales, où leur présence deviendrait sans objet et sans utilité. D’ail

leurs, si l’on considérait leà différentielles comme des quantités tou

jours trè? petites, on renoncerait, par cela même, à l’avantage de1 pou

voir, entrée les différentielles de plusieurs variables, en. prendre une 

pour unité. Or, pouf se former une idée précise d’une quaritité quel

conque, il importe de la rapporter à l’unité de son espèce. 11 importe 

donc de choisir une unité parmi les différentielles. Ajoutons qu’un 

choix convenable de cette unité suffit pour transforiùer en différen-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 M É M O I R E  ‘

tielles ce qu’on appelle des fonctions dérivées. En effet, en vertu des 

définitions adoptées, la dérivée d’une fonction est ce que devient sa d if

férentielle, quand la différentielle de la variable indépendante est prise 

pour unité. ,

Remarquons encore que la considération d'une variable dont la 

différentielle est prise polir unité simplifie l’énoncé de la définition 

que nous avons donnée pour les différentielles en général, et permet 

de réduire cette définition aux termes suivants : ~ ^
■ ■ i

i$ï , . t
La différentielle d’une variable quelconque est la limite du rapport 

entre les accroissements infiniment petits que peuvent acquérir simultanè- 

1 ment la variable dont il s'agit, et la variable dont la différentielle est 

prise pour unité.
>

Or, la définition précédente1 fournit le moyen de démontrer fort 

simplement les propositions fondamentales du calcul différentiel, et 

en particulier les théorèmes généraux relatifs à la différentiation des 

fonctions de fonctions, et des fonctions composées. C’est ce que nous 

allons expliquer dans ce Mémoire, après avoir indiqué en,peu de mots 

les notations dont nous ferons usage.
i '

1. —  Notations. '

Conformément aux principes établis dans les préliminaires, nous 

appellerohs différentielles de plusieurs variables, des quantités finies 

dont les rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports 

entre les accroissements simultanés et infiniment petits des variables 

proposées.

Pour étendre cette définition au cas où les variables deviendraient 

imaginaires, il suffirait d’y remplacer le mot quantités par ceux-ci : 

expressions imaginaires, attendu qu’alors les différentielles elles- 

mêmes cesseraient généralement d’être réelles. En conséquence, la 

, définition générale des différentielles sera la suivante :

Les différentielles de plusieurs variables réelles ou imaginaires sont des
\ I ' S r !

t
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quantités finies ou des expressions imaginaires finies, qui, comparées les 

unes aux autres, offrent des rapports égaux aux limites des rapports

entre les accroissements simultanés et infiniment petits de ces variables.
/

Nous, indiquerons, suivant l’usage, les accroissements simultanés, 

'finis ou infiniment potit  ̂ de variables proposées, à l’aide de la lettre 

caractéristique A, et leurs différentielles à l’aide de la lettre caracté

ristique d. tîn conséquence, si l’on nomme

x ' oc, y , z, ; h, v, Wi . . .

les variables proposées  ̂ leurs accroissements simultanés, finis ou 

infiniment petits, seront '

,  ̂ A x, Ay , As, . . . ,  Au, Av, Aw,

tandis que les notations

, d x , dy , d z , . . . ,  du, dv, dw,
■ // N \

représenteront les différentielles de ces mêmes variables, c’est-à-dire 

des variables nouvelles dont les rapports seront égaux àux limites des 

rapports entre les accroissepients ' <

, A x , Ay, A z, ' . . . ,  Au, Av, Aw, . .  : 1

-W .v . . . . , 1
supposés infiniment petits.

11 importe d’obServer que, dans le cas même où chacun des rapports 

entre les accroissements infiniment petits des variables proposées 

converge vers une limite unique et finie,, la définition ci-dèssus 

adoptée ne détermine ( pas cômplètement les* différentielles des 

variables, mais seulqnient les rapports qui existent entre ces'diffé- 

rentielles. On pourra donc toujours disposer arbitrairement au moins 

,de la différentielle d'une variable; et l’on ne doit pas s’en étonner, 

puisque les relations qui peuvent exister entre,les diverses variables
> * . u < , ’ # x
devront toujours laisser au , moins une de ces variables entièrement 

arbitraire, ' · , · ’
I i t ' ,i , \  t " ’ .

Uu moyen de simplifier les calculs est évidemment de réduire à
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l’unité la valeur de la différentielle qui demeure arbitraire. D’ailleurs' 

la variable, à laquelle appartient cette différentielle, pourra être ou 

l’une des variables proposées, ou même une nouvelle variable avec 

laquelle on ferait varier toutes les autres. En effet, rien n’empêche de 

concevoir que les accroissements simultanés

A x, Ay, As, Au, Av, Aw,
• . I

des variables proposées

■ r, y , -, U. <f,

correspondent à l ’accroissement At d’une variable t, comprise ou non 

comprise-parmi les premières, et de prendre l’unité pour la différen

tielle de cette variable t, qui devra être considérée comme indépen

dante de toutes les autres, et cjui pourra être censée, si l’on' veut, 

représenter le temps. Il y a plus : si l’on pose

rien n’empêchera de considérer l’accroissement i de la variable indé
pendante t comme une nouvelle variable indépendante. C’est ce que 

nous ferons désormais. D’ailleurs, pour abréger le discours^ nous 

désignerons la variable indépendante l, de» laquelle toutes les autres 

seront censées dépendre, et dont la différentielle sera réduite à'Tunité, 

sous le nom de variable primitive.

Cela posé, soit s une variable distincte de la variable primitive/. En 

vertu des définitions adoptées, le rapport entre des différentielles
• ' i

ds, dt

sera la limite du rappoft entre les accroissements infiniment petits

On aura donc
I ' ■

(O

As, Ai.;

ds .. As
.r—  —  im t- ;
dt A t '

ou, ce qui revient au même,

(2) ds =  r f i l i m ^ ·  
At
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Or de cette dernière équation, jointe aux formules
I <
/ dt “  i , Ai =
on tirera

(3)- ' c?s =  l im ^  —

Effectivement, il résulte des définitions admises que la différentielle 

d'une variable quelconque s sera la limite du rapport entre les accroisse

ments infiniment petits As et\ de cette variable et de la variable primitive.

Concevons maintenant que l’on nomme s et x  deux variables quel

conques liées ent]re elles par une certaine équation. Cette équation, 

résolue pari rapport à s, déterminera s en fonction de x. D’ailleurs, 

s étant considéré comrhe fonction de la variable a?, le rapport entre les 

différentielles ds, dx de cette fonction et de cette variable sera la 1 

limite du rapport entre les accroissements infiniment petits As, Ax. 

On aura effectivement, 'en remplaçant s par x  dans la formule ( i ),

' ( 4 )
ds

d x
J. As 

■ lino t—A x
y

ou, ce qui revient au même,

( 5 ) ds =  d x  lim

Or la valeur qu’acquerrait la différentielle ds de la fonction, si la diffé

rentielle dx de la variable se réduisait à l ’unité, est précisément ce 

qu’çn nomme la fonction dérivée de s, relative à la variable x. Si l’on 

désigne par la lettre caractéristique Da,, et à l ’aide de la notation ,

' . . * i *,
cette fonction dérivée, on aura, en vertu de la formule (5),

(6) I)*s =  lim /

■ , , ’ · 
et, par suite, cette formqle donnera,généralement

ds —  DjrS d x . \
; ' i , ■ ,

Œuvres de C. — S. I l, t. X III . 3
( 7·)
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18 M É M O I R E

Concevons à présent que s représente une fonction de plusieurs 

variables · s
/ ,  s') * · · > «, e, w, —

On pourra partager ces variables en divers groupes ou systèmes, et 

chercher l’accroissement que la fonction s reçoit quand on attribue 

des accroissements infiniment petits

A#, A/ , A z, . . . ,  Am, Ap, A w, ■ . 

à toutes les variables , '
i

y , a , w, .
f

ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe, dans 

le second, dans le troisième, .... En opérant ainsi, on obtiendra, dans 

le premier cas, l 'accroissement total de s, que nous continuerons à

exprimer par la notation
, As, ·

et dans le second cas un accroissement partiel de s, qui correspondra 

au changement de valeur des variables comprises dans un seul groupe, 

et qui sera représenté par l’une des notations

A,s, A„s, Ams, . . . .

A l 'accroissement total À s correspondra la différentielle totale, ds déter

minée par la formule (3) ; et de même aux accroissements partiels

1 A ,s, A ,,s, A,,,s, . . . ,

correspondront des différentielles partielles

dtS) dit s, dlirs, ..

déterminées par des équations de la forme

(8)
, .. A ,s

d,s =  hm -y - ·

Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables desquelles 

dépend la fonction s, on peut calculer non seulement ses accroissements
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partiels du premier ordre
' y · '■

A r$) .A n Sf A mS, ·.. · , N

correspondants au changement de valeurs des variables cpmprises 

dans les divers groupes, mais encore ses accroissements partiels du 

second ordre, par exemple / ;
' ' i

A/ A,/ s. A/A///S, . . . , A„ A,„s, · · . j
-

ses accroissements partiels du troisième ordre, par exemple,

A,A„A,„s,

etc. A ces accroissements partiels des divers ordres correspondront des 

différentielles partielles des divers ordres. Ainsi, en particulier,outre 

les différentielles partielles du premier ordre représentées par les

( notatiéns v
■< d,s, d„s, d,„s, ..

on pourra obtenir des différentielles partielles dû second ordre repré

sentées par les notatidns *

f dtd„ s, d,d„s, · · ■ * dff dm s , . · ■ -

i 1 i ·, ; ■ 1

des différentielles partielles du troisième ordre représentées par les

notations .
d j d h d„, s j » · · » 1

II y a'plus,'outre les accroissements et différentielles de divers ordres 

que produisent plusieurs opérations successivement .effectuées, mais 

i dissemblables entre elles, on pourra considérer des accroissements 

totaux ou partiels, et des différentielles totales ou partielles qui 

seraient les résultats d’opératiorts dont plusieurs deviendraient sem

blables les unes aux autres. Tels seraient, par exemple, les accroisse

ments totaux ou partiels exprimés par les notations

AA s, AAAs, AAAAs,
AiAiS, A/AiAis , A//A«A/S,

\
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et les différentielles totales ou partielles exprim ées par les notations

dds, ddds, dddds, .

d fd fS d ,d ,d ,s ,  > ■ · j d ¡¡d ¡¡df s-̂ · * · ·

Pour p lu s de com m odité, on est con ven u d’ écrire

A2, A3, au lieu de AA, AAA, 1 . . . ,

A,2, A,3, au lieu de A,A„  A,A,A,,

et p areillem en t t <

d 1, d \  . . . ,  au lieu de d d , ddd,

d j, d?, au lieu de d,dn d,d,d,,

\
com m e si les notations

î

AA, AAA, A, A,, A, A,A,, . . . ,

dd, ddd, . . . ,  d,d,d, , . / . ,

' I
représen taien t de véritables produ its. E u égard à cette con ven tion , les
accroissem ents to ta u x  et différentielles totales des divers ordres de la/
fon ction  s se trou veront représen tés par les notations

1 A s, A i s, A 3s, . . . ,

ds, d*s, d3s, .
I . /

et les accroissem en ts p artiels ou dérivées p artielles .

A,A,5, A,A,A,s, · · ·,  û„A„A,s, · .  .,  d,dts, s, . · . ,  d^d^diS,  ̂ . . . ,  

par les notations

A,4.?, A? s, . ,A2A,s,' . . . ,  d 2s, ----

O n  pourrai^ su pp oser q u e, î  étant une fonction de p lu sieu rs variables  
a ? ,y , z ,  . . . ,  ch acun e des caractéristiqu es

■s

,  ■ > A„ -A,,, A„„ . . .
- i l   ̂ /

fû t relative au ch an gem en t dë va leu r d ’une seu le variable

1 i37j 011 O U  1 « j  » . « · ^

D ans ce cas p a rticu lier, nous rem placerons ces caractéristiqu es par les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



21S U R  L ’A N A L Y S E  I N F I N I T É S I M A L E . '

suivantes ' J'./
A#, Ayï A-, · · · ï

Í , 1 . I ■ ' ·
en sorte que la notation ,

Axs, .
/ <

par exemple, représentera l’accroissement partiel de la fonction s, 

correspondant à l’accroissement Aa?dela seule variable a\ Alors aussi 

'nous remplacerons les caractéristiques

parles suivante^
7̂, , dm) · · ·

dont chacune1 indiquera une différentiation effectuée sur une fonction 

de oc, y, z, ... par rapport aune seule variable x,  o u / , ouz, ; et 

les notations
j (ÎySy é/- S y * · ?

représenteront des différentielles partielles de la fonction s relatives 

aux diverses variables*· Ce n’est pas tout : en vertu des conventions 

admises, on devra représenter par la notation Dæs la dérivée de s rela

tive -à la seule variable x , par Dys la dérivée de s relative à la seule 

variable y, etc.".. ; et pour déterminer les valeurs de ces diverses déri

vées qui devront naturellement s’appeler les dérivées partielles de s
' i 1 ,

relatives à x, k ÿ , à z, ..., on obtiendra, au lieu de l’équation (6), des 

équations semblables et de la forme

(9) Da,s=i =  Dss =  l im ·^ ^ ,
; 7 / ÛV ¿AS

* _ s \ , . 
Enfin, à la place de la formule (7), on obtiendra les suivantes

1 ‘ 1 ' > ■
( 1 0 ) dx s — D x s d x, d ys —  dy, d zs==ï>zs ds,

, qui montrent comment les différentielles partielles
1 ' , I i* ' . v.̂  , , ' ^

 ̂  ̂ S ) i/j S y . t ·

! peuvent se déduire des dérivées partielles
* I i

D x $l Dzs, . . . .

\ 1 i 1 ' '
Lorsqu’üiie même fonctions se trouve successivement soumisé à

' ' , V l - ' · ' .
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plusieurs opérations indiquées par quelques-uns des.signes

dx, dy, dzî · · ·
OU

· · ■ i

on obtient, dans le premier cas, des diiférèntielles partielles de divers 

ordres, telles que ' i . .

d d jiîj dqç d* s j d y d ~ s y % » « y d^dy d  ~ s ̂  ^

et dans le second cas des dérivées partielles de divers ordres, telles que

ï)x f)ys, Dx Dss, DyD-s, D^DyD.s, . . . .  * *

Lorsqu’une de ces opérations se trouve répétée plusieurs fois do suite, 

alors, au lieu de plusieurs caractéristiques pareilles, placées à la suite 

l’une de l’autre, on écrit une seule caractéristique affectée d’un expo* 

sant égal à leur nombre, comme nous l’avons déjà fait dans des cas 

semblables. En opérant de cette manière, on réduit, par exemple, les 

expressions ' ,
■ dgçdgdyS, dgçdgdydyS, · · .

à celles-ci

et les expressions
■ \

à ce lles-ci

d ld y s, d$dyS, . . . ,  

D*DyS. ··■

Lorsquë les relations qui existent entre les variables proposées lais

sent non pas seulement une, mais plusieurs variables indéterminées,, 

en sorte que plusieurs variables puissent être considérées comme 

indépendantes, il est clair qu’on peut disposer arbitrairëmcnt des 

différentielles de toutes les variables indépendantes. Alors on simplifie 

les calculs en considérant ces mêmes différentielles comme autant de 1 

constantes arbitraires. '·

II. —  S u r  la continuité des fo n ctio n s , de leurs dérivées 

et de leurs différentielles. Propriétés diverses des différentielles-,
\ '

Nous disons, comme l’on sait, qu’une fonction est continue, entre 

deux limites données d’une variable dont elle dépend, ou dans le
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, ' /  ̂ 1 ' ■ N 
voisinage d’une valeur particulière attribuée à cette variable, lorsque

entre ces limites ou dans le voisinage de cette valeur particulière, la

fonction, conservant sans cesse une valeur unique et finie, varie de

telle sorte qu’un accroissement infiniment petit, attribué à la variable,

produise toujours un accroissement infiniment petit de la fonction

elle-même. .

Supposer, comme on le fait dans le calcul différentiel, qu’à dés 

accroissements infiniment petits des variables correspondent des 

accroissements infiniment petits des fonctions, c’est supposer impli

citement que les fonctions restent continues. On ne doit donc pas être

étonné de rencontrer dans le calcul différentiel des définitions, des 
. ' > 

formules et des t̂héorèmes qui cessent d’être applicables, ou d’offrir

un sens précis pt déterminé dans le cas où l’on attribue aux variables 

( des valeurs pour lesquelles les fonctions deviennent discontinues. On 

ne doit pas être étonné de voir, dans des cas semblables, les for

mules (3) et (6) du § 1 fournir, pour la différentielle ds d’une fonction 

donnée, ou pour sa dérivée relative à une seule variable x , des 

valeurs infinies ou même indéterminées (*). . ^

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire 

voir avec quelle facilité les propriétés diverses des différentielles et 

des fonctions dérivées se déduisent des principes établis daris le

x ( ‘ ) Pour en donner un exemple très-simple, posons s =  alors l’équation (6) du § I, ' 

savoir, j i

Dx s = l i m ^ · ,
¡Li

se réduira simplement à
/'· .  >' 1

x ( x  H- /Lx) ’

et donnera généralement, pour dérivée de -  , la fonction —7 ~  qui sera une quantité
1 | OC ' / OC*

négative si la variable ¿r, étant réelle, diffère de zéro. Mais, si la variable x  s'évanouit, la 
même formule fournira une valeur infinie de D,*î ; et l’on doit ajouter que cette valeur 
pourra être censée à volonté ou positive, 6u négative, attendu qu’en faisant converger x

f ÿ 1 £ù.oc \
et à.x vers zéro, on peut disposer arbitrairement du signe et de.la valeur du rapport — ·
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premier paragraphe, et en particulier de la définition que nous avons 

donnée des différentielles, jointe à la considération d’une variable dont, 

la différentielle est prise pour unité.

 ̂ Soit s une variable ou fonction quelconque. Soient encore

As et · i *
I ' ■

les accroissements infiniment petits et simultanés de la variable s et, 

de la variable primitive dont la différentielle est prise pour unité. 

Coinme nous l’avons remarqué dans le § I, la différentielle ds sera, en 

vertu de sa définition même, déterminée par la formule 1

Gela posé, concevons d’abord que la fonction s soit équivalente 

à la somme de plusieurs autres fonctions u, v, w, . . . ,  en sorte qu’on 

ait 1 i

( 2 ) ' · . S = ( i  +  f  +  «> +  , . , .

Si l’on désigne par
Ai, Am, Av, A< v,

les accroissements infiniment petits et simultanés de
\

. ^  M ,  V ,  W,  .  . . ,

l’accroissement total de s se réduira évidemment à la somme des 

accroissements correspondants des autres fonctions u ,v ,w ,  —  On 

aura donc
Ai =: Am -t- Av +  Aw -É...

et par suite '
' A s Am Ai; Aw

' -—  = -----1--------- 1-------- 1 - . . .  ·
I I l l

) I

Si») dans cette dernière formule, cm fait converger 1 vers(la limite zéro, 

alors, eu égard à l’équation (2), on verra les rapports

. , ' As Au Av A w
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converger vers les limites respectives

' ds, du, dv, dw, . . .  ;

puis on en conclura, en passant aux limites,

( 3 ) ds —  du h-  dv +  dw -+-,...

En d'autres termes, l'équation

( 4 )  A  (  «  +  w  H -  . .  . )  z n  A w  -H  A p  +  ùiw  H -  · · .

entraînera la formule 1

( 5 ) i d (u  v ~l·· w “4“ · · ■ ) “  du, -f- dv —h· dw -t-. . . .
i

On peut donc énoncer là proposition suivante.
/

j Théorème I. —  La différentielle de la somme de, plùsieurs fonctions se

réduit à la somme de leurs différentielles.
/ · < . '

Corollaire. — Si l’on suppose les fonctions u, v , . . .  réduites à deux 

seulement, la formule (5) deviendra t

v · ' . ' d( u -+- v) —  du -t- dv.

1 ■ · , . '
Or, de cette dernière formule il résulte que, si une fonction donnée u

I
reçoit un accroissement quelconque?, l’accroissement correspondant 

de la différentielle du sera représenté par dv. En d’autres termes : 

T accroissement de la différentielle sera la différentielle de l ’accroissement.

Supposons maintenant deux fonctions r', s, liées entre elles par 

l’équation 1

(6) . s —  ar,

dans laquelle a désigne un coefficient constant. Quand ori fera 

croître r fie Ar, le produit ar croîtra d’une quantité représentée par 

le produit a Àr. Donc, en nommant Ar, Ai les accroissements infiniment 

petits et simultanés des fonctions r, s, on aura

1 ' ' As =  a A r.
. I

’ " I ■ i
En,divisant par i chaque membre de la dernière équation, et faisant.

OEuvres de C . — S. II, t . X III . 4
, 1 ’ A . . . 1 s
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converger t vers la limite zéro, on trouvera non seulement

mais encore 

(7)

A s _ A/·

l l ’

\

d s ~ a  dr.

En d’autres termes, l’équation

(8) 1 A(ar) =  a A/·

entraînera la formule

(9) ( v ' d (a r) =  a d r .

S

On peut donc énoncer encore la proposition suivante.

Théorème IL — Lorsqu’on multiplie une fonction par un coefficient 

constant, la différentielle de cette fonction se trouve à son tour multipliée 

pat· le même coefficient.

Supposons enfin la fonction s liée à d’autres fonctions u , v , w , ... par 

une équation linéaire ou de la forme

(10)' , s — au  4- bv 4 * cw - K  .

dans laquelle a, b, c, . . .  désignent des coefficients constants. Alors,.

en raisonnant toujours de la même manière, on obtiendra la formule
1

( n )  . . ds =  a d u  -+- b.dv H- c dw - h . . . ,

qui entraînera la suivante
"  ■ ;\  

(12) d (a u  +  b v +  cw + . . . )  =  a du -+■  b dv 4- c dw -4- . . . ,  ‘

et qui peut se déduire directement des équations ( 5) et (9).

Les théorèmes et les formules que nous venons d’établir subsistent 

évidemment dans l#e cas même où l’on se bornerait à changer les valeurs 

de quelques-unes des variables comprises dans les fonctions données, 

et où l’on remplacerait en conséquence les accroissements totaux et 

les différentielles totales par des accroissements partiels et par des
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différentielles partielles. Ainsi, en particulier, les formules (4), (8) 

continueront de subsister, si l'on y remplace la caractéristique A, 

qui indique l’accroissement total d’une fonction, par l’une des carac

téristiques
A*, A y, A-, · · · ,  A„ A„, A„„ . . . ,

\

qui indique des accroissements partiels relatifs à diverses variables x , 

y , -z, . . .  ou à divers groupes de variables. Pareillement, les for

mules ( 5), (9), (12) continueront de subsister, si l ’on y remplace la 

caractéristique d qui indique la différentielle totale d’une fonction par 

l’une des caractéristiques
I

' ¿4, ■ · · , i/,, d» , djny 1 · v ,

. ■ 1 1. . .
qui indiquent des différentielles partielles relatives, soit aux varia

bles x , y , z, . . . ,  soit à des groupes de variables. Il y a plus : comme 

une différentielle partielle relative à une seule variable x  se réduit à 

la dérivée correspondante, lorsque dx se réduit à l ’unité, les for

mules (5), (9)', (12) subsisteront encore, quand on y remplacera la 

caractéristique d par l ’une des caractéristiques ,

Dx, Dy, Dj, . . . .  .J  \

L’équation (1), de laquelle nous-ayons déduit les formules ( 5), (9) 

et (12), entraîne encore une multitude d’autres conséquences dignes 

de remarque', et en particulier celles que nous allons indiquer.

Supposons que la fonction s et sa différentielle ds restent continues, 

par rapport aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du 

système des valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. 

Concevons d’ailleurs que l’on fy'sse coïncider la variable primitive dont 

l’accroissemeht est représenté par 1, et dont là différentielle est réduite 

à1 l ’unité, avec l’une des variables données, où avec une variable 

nouvelle dont toutes les autres soient des fonctions continues. Non 

seulement la différentielle ds sera la limite de laquelle s’approchera

indéfiniment le rapport tandis que 1 s’approchera indéfiniment de 

la limite zéro; mais de plus, pour de très petits modules de 1, ce rap-
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4

port différera très peu de sa limite, en sorte qu’on pourra énoncer la 

proposition suivante.

Théorème III. — Si une fonction s de plusieurs variables et sa diffé

rentielle ds restent continues dans le voisinage d’un système de valeurs 

attribuées à ces variables; si d’ailleurs on fa it coïncider la variable primi

tive, ou avec l ’une de ces variables, ou avec une variable nouvelle dont
\

toutes les autres soient fonctions continues; alors, pour des valeurs infi

niment petites attribuées à l ’accroissement i de la variable primitive, la

As .
différence entre le rapport — et la différentielle ds sera infiniment petite.

Corollaire I. — Le''théorème III s’étend au cas même où l’accrois-
| . 1 

sement total As et la différentielle totale ds seraient remplacés par un

accroissement partiel

A, s, ou A,,s, ou A,„s, ...
1 1

• et par la différentielle correspondante > 1

d,s ou dns, ou d,„s, . . . .

On pourrait d’ailleurs supposer ici les caractéristiques

Af, A„, Aw, .. ·, di, d„, dm, .. ·, \

relatives çhacune à une seu,le variable x , ou y s ou s, . . .  et par consé

quent réduites aux caractéristiques

Ax, A y, A-, . . . ,  dx,t dy, d%, . . . .

I ‘ ·

Corollaire II: — Concevons maintenant que les variables, dont s est 

fonctiop, soient partagées en deux groupes. Indiquons à l’aide de, la 

caractéristique A l’accroissement total de la fonction s ou d’une fonc

tion de même nature, et à l’aide de la caractéristique À( ou At/ l’accrois

sement partiel que prend la même fonction pour des ̂ accroissements ; 

infiniment petits attribués aux variables comprises dans un seul 

groupe. Soient en conséquence Ats ou Ans l’accroissement infiniment 

petit de s correspondant à des accroissements infiniment petits des
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variables comprises dans le premier ou dans le second groupe; et Ai 

l'accroissement total de s. Enfin, nommons s; ce que devient s quand on 

fait croître seulement les .variables comprises dans le premier groupe, 

et st/ ce que devient s quand on fait croître toutes les variables à la fois.

On aura évidemment
\

=  A, s,

i// —  s, -F A„ st —  s -f- A; s -4- A// S/,

et, par suite, la valeur de A s =  st/— s sera

( î 3 ) As =  A ,s-hA „s,.

En divisant par i les deux mèmbres de cette dernière équation, l ’on

trouvera , '
1 _ A i  A ,s A „s,

, t I l L

Supposons, d’ailleuts, que la fonction s et ses deux différentielles

partielles '. '
/ dj s ̂ da s

. V , ,

soient des fonctions continues des diverses variables, dans le voisi

nage du système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Alors,

pour des valeurs infiniment petites de i, en vertu du corollaire I, le
' . I ' ' ■ ,

rapport —̂  différera infiniment peu de dts, et le rapport de dl/si.

Mais, d’autre part, à l’accroissement infiniment petit

s,— s =  à,s  1 .

dqla fonction s correspondra l’accroissement
i
' i ' ‘ t .

' · ' d„ s, —  d„ s —  A, d„ s

dé la différentielle dus f  &t ce dernier accroissement sera encore infi

niment petit, puisque dtr$ sera, par hypothèse, fonction continue de sr
i  ̂ i < , t -

Donc le'rapport—̂  différera indéfiniinent peu non seulement de dlfsr, 

mais aussi de dvs. Donc? dans l’hypothèse admise, si l’on fait conver-
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ger i vers la limite zéro, les rapports

A ,s A „s,
i ’ i

convergeront respectivement vers les limites

et, par suite, la formule

y

entraînera celle-ci
c

di s , d n s ,

Aï _  Â £ A „s,
l i i

ds —  d,s -4- d„ s

En conséquence  ̂ on peut énoncer la proposition suivante.

Théorème IV. — Soit s une Jonction de diverses variables que nous 

supposerons partagées en deux groupes. Soient, de plus, '

d,s

. \ »

la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com

prises dans le premier groupe ; .

• · ’ d „s /
\

la différentielle partielle de s correspondante au système des variables com

prises dans le second groupe ; et
’ ' ds

la différentielle totale de s correspondante au système de toutes les va

riables. Si la fonction s et les différentielles partielles
i

d , s , d„s
* *

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du 

système des valeurs attribuées à ces variables mêmes, la différentielle, 

totale ds sera la somme des ..différentielles partielles,' en sorte qu’on 

aura
/

( i 4 )  J ds d , s  -h  d f, s t
'■ * 1 t t ,

- Corollaire; Concevons maintenant que la fonction s dépende de

/ .  /
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i . 7

plusieurs variables partagées en trois groupes, et nommons

\ lit , du S , dm S j

les différentielles partielles de ¿-correspondantes à ces trois groupes. 

Supposons, d’ailleurs, que la fonction s et ces trois différentielles par

tielle  ̂restent fonctions continues des diverses variables, dans le voi-
/

sinage du système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Si

l’on' considère les deux derniers groupes de variables comme n’en

formant plus qu’un seul, la différentielle partielle de s correspondante

à ce nouveau groupe sera, èn vertu du théorème précédent, représentée
«

par la somme
d„ s dm s ;

et, en vertu du même théorème, il suffira d’ajouter cette somme à d s  

pour obtenir la différentielle totale de s ou ds. On aura donc

, ' ' ds =r d,s +  d„s +  d„,s.
' ’ 1 ,

Par des raisonnements semblables, on passera aisément du cas où les 

variables sont partagées en trois groupes, au cas où elles sont partagées 

en quatre groupes, etc., et en continuant ainsi on établira géné

ralement la proposition suivante.^
\

Théorème, V. —  Soit, s une fonction de plusieurs variables, que nous 

supposerons partagées en divers groupes. Soient de plus

, dj S y du S , d  m S y i ■ I

les différentielles partielles de s, correspondantes au premier, au second, 

au troisième ... groupe. Enfin, supposons que la fonction s et chacune 

de ces différentielles restent fonctions continues des diverses variables ' 

dans le vpisinage du système des valeurs, attribuées à ces variables 

mêmes. La différentielle totale ds de la fonction s sera la somme des 

différentielles partielles dt s, difs., dins, . . . ,  en sorte qu’on aura
• _ 1 ' , ' '

(15) ( ds =  d,s 4- d„ s +  dms 4- ....
i ’

Corollaire f, — Au lieu de déduire le théorème Y du précédent, on
J  V , ' t .  \ i ’ ' ■ '
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pourrait l’établir directement à l ’aide des considérations suivantes. 

Les variables que renferme la fonction s étant, comme on vient de le 

dire, partagées en divers groupes, désignons, à l ’aide des carac

téristiques
A,, A„, A,„. - · · ,

les accroissements partiels de la fonction s ou d’une fonction de même 

nature, qui correspondent à des accroissements infiniment petits des 

valeurs des variables comprises dans le premier, le second, le 

troisième, .. .  groupe. Soient encore s ce que devient la' fonction s en 

vertu des accroissements attribués aux variables comprises dans le 

'premier; sv ce que devient la fonction s en vertu des accroissements 

attribués aux variables comprises dans les. deux premiers groupes ; 

sm ce que devient la même fonction, en vertu des accroissements 

attribués aux variables comprises dans les trois premiers groupes, 

et ainsi de suite. On pourra évidemment considérer su comme repré

sentant ce que devient st en vertu des accroissements attribués aux 

seules variables comprises dans le second groupe; sm comme pèpré-
* < i ■
sentant ce-que, devient su en vertu des accroissements attribués 

aux seules variables comprises dans le troisième groupe, etc. On 

aura donc
s , = s  +  A,s,

S„ =  Sf -h A „sn

Sm — S„ +  Am S, ,
!

> * ............... ..

et par suite 1
s , — s +  A,s,

s„ —  s A,s +  A„ s,,

s,„ —  s -+- A,s -+- A„ s, -h A m s «,

ou, ce qui revient au même, ..

s, —  s =  A, s, 

s„ —  s =  A,$ A„ s’,,
S,„— Î = A , { + A , s , +  AmS„ ,

i.
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Donc les différencès

Sf, «5 j S/f Sy S m 1 11S ̂ · · .

pourront être respectivement représentées par les sommes composées 

avec le premier, ou les deux premiers, ou les trois premiers,..., termes 

de la suite .
A/5, A„s„  A,„ s„ , . · . £

1 ' 
et la somme de tous les termes de cette suite représentera la dernière

de toutes ces différences qui sera précisément l’accroissement total de

la fonction s correspondant au x accroissem ents infinim ent petits de
toutes les variables. Donc, en nommant A.s cet accroissement total de

,1a fonction s, on aura ·

' , As —  A, s 4 - A„ s, -+- A m s„ -4- . . . .
ih ,

l ' t ' · .
Concevons à présent que l’on divise par i les deux membres de la for-

m ule précédente. Onffrouvera

As A , s  A„s. A ,„s„
—  —  — 1— i—  ---- H----------l · . . .  ;
£ £ i £

puis en attribuaht à i une valeur infiniment petite) et supposant que 

les fonctions ' ' '
( ' S , d,s, d„$^ dmSiri . · .  · 1

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage du  
systèm e de valeurs attribuées à ces variables, on reconnaîtra que les
rapports 1 , .

1 , - A,s A,,s A,„s
£ ’ / £ ’· , £ ’

î

di èrent infinim ent p eu , le prem ier de d ts·, le d eu xièm e-d e duslf et, 
par suite, de dirs; le troisième, de dmsu, et, par suite, àt dwst , ou m êm e  
de dms, etc) D onc, en faisant converger t vers la lim ite zéro, on verra
les rapports ' ' ;

i A ¡s > A /f sf A s  /;

t 1 /
OEuvres de C. —  S. II, t. XIII. 5
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converger respectivement vers les limites

et la formule
d,s, d„s, d,„s,

• A s  A,s A„ s, A,„s„ '
l i t  t

entraînera la suivante

ds —  dt s H- d!t s +  df// s . . .  ·

s-

Corollaire IL — Le théorème Y continuerait évidemment de subsister 

si chacune des caractéristiques

, du d,n d„f) «. «

. N

se rapportait à une seule variable. Mais alors, en désignant par x , y , 

z , ... les diverses variables, on pourrait à ces caractéristiques substituer 

les suivantes
dxi dyj dZ) . . .  1 ,

\

et, par suite, la formule ( i5) deviendrait 

(16) ds =  dx s ■ +■  dy-s +  dzs + . . . .

III. — , Form ules générales pour la différentiation des fon ction s  

d ’une ou de plusieurs variables.

Les principes établis dans les paragraphes précédents fournissent 

immédiatement les diverses formules générales qui servent à la diffé

rentiation des fonctions d’une ou de plusieurs variables. Entrons à ce 

sujet dans quelques détails.

Considérons d’abord une fonction s d’une seule variable x. Si cette 

fonction est du nombre de celles que l’on nomme fonctions simples, sa 

dérivée devra se déduire, dans chaque cas particulier, de l’équa

tion (6) du paragraphe I, c’est-à-dire dë là formule
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Cette dérivée étant obtenue, la formule (7) du § I, savoir,

(2) ds =  clx,

fournira immédiatement la valeur générale de la différentielle ds.

Si s est une fonction de fonction de x, si, par exemple, s est fonction 

de la variable y, cette variable étant elle-même fonction de la va

riable æ, alors la différentielle ds se trouvera déterminée non plus par 

l’équation (2), mais par le système de deux équations de même forme, 

savoir, '

( 3 ) ds =  Dys dy, dy —  Dx y d x ,
\

en sorte qu’on aura
• )

(4) ds ==J)ysJ)x y  d x .

, Pareillement,'si î était fonction des, z étant fonction de y , et y  fonc

tion de x, on trouverait successivement

( 5 ) , ds =  J)z sd s , dz ±=~Dyz dy, dy —  D x y  d x ,
1 ' '

puis on en conclurait
, , . , . * 1

(6) d s — Dzs D ysJ )x y  dx·,'

et ainsi de suite.

Supposons maintenant quei soit non plus une fonction de fonction, 

mais une fonction composée de plusieurs variables x, y , z, . . . .  Alors, 

en vertu de la formule ,(xa) du paragraphe précédent, on aura géné

ralement

(7) ’ d s—  dxs +  dys -+- dzs -+-....  '

Mais les formules (10) du § I donneront 7

(8) dx s =  Dæs d x ,  ’ dys —  Dr s dy, dzs —  Dzs d z ,  . . . .

I . .U·
Donc alors la valeur de la différentielle ds se trouvera déterminée par 

la formule ' ' '
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Si s était une fonction de plusieurs autres

U ,  v, w,

qui fussent elles-mêmes n fonctions de plusieurs variables indé- 

pendante^  ̂ .
Wy Y) · ’ · ï

\

alors, au lieu de la formule (9), on obtiendrait la suivante
1

( 10) ds — du  4- Dpi dv +  Dws dw + . . .  „ ,

et chacune des différentielles du, dv, dw, ... se trouverait à son tour 

déterminée par une équation semblable à la formule (9), en sorte 

qu’on aurait
( du  =  ï)x u d x  4- Dr  u dy  +  Dz u d z  H - . . . ,  '

f 10  ] dv =  Da; v d x  +  ])y v dy  +  I). v ds  4-. · . ,

Donc alors, pour obtenir la valeur générale de ds exprimée en fonction 

des variables ce, y , s, . . .  et de leurs différentielles dx, dy, dz, . . . ,  il 

suffirait de substituer dans le second membre de l’équation (10) les 

valeurs de du, dv, dw, ... fournies par les formules (11).

Il pourrait arriver que, s étant fonction de u, v, w, . . . ,  chacune des 

lettres u, y, w, . . .  représentât non plus une fonction des variables 

indépendantes, mais une fonction composée d’autres fonctions. Au 

reste, il est clair que, dans tous les cas, quel que soit le nombre des 

variables diverses, supposées fonctions les unes des autres, la diffé

rentielle totale de s pourra être déterminée par le système de plusieurs 

équations semblables aux formules (9), (10), (11).

/ Les formules qui précèdent comprennent, comme cas particuliers, 

d’autres formules générales qu’on en déduirait sans peine. Ainsi, par 

exemple, comme en désignant par a, b  deux constantes arbitraires, on

trouve >
A ( « x  +  è )  =  A ( a Æ ) i : f l i * ,

par conséquent ^
A (a.v +  b)

A i  ~ a'
la formule (1) donnera

Bx ( a x  4 - b) =z'a*
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Par suite, si l’on pose

s =  au 4 - bv 4 - cw 4 -. .,  ·

la formule (io) donnera

ds =  adu 4- bdv H- cdw 4-,. . .·,

en sorte qu’on aura

d (a u  4 -  bv 4 - cw - K , .  ) =  adu 4- bdv.4 -  cdw 4 - . . . .

On se trouve ainsi ramené immédiatement à la formule (12) du § il, 

laquelle comprend comme cas particuliers les formules ( 5) et (9) du 

même paragraphe.

Supposons maintenant que diverses variables se trouvent liées 

entre elles par une ou plusieurs équations. Les deux membres de 

chaque équation étant égaux, leurs différentielles seront égalés, et 

l’égalité de ces différentielles constituerà Une équation nouvelle. On 

'appelle équations différentielles les nouvelles équations que l’on obtient 

en différentiant les deux membres de chacune des équations données. 

Comme une quantité constante est celle qui ne varie pas, ou, en 

d’autres termes, celle qui ne reçoit pas d’accroissement, il est clair qu(e 

la différentielle d’une constante s’évanouit avec son accroissement 

même. Donc lorsqu’une équation offre pour second membre zéro, 

ou une autre constante, il suffit de différentier le premier membre 

de cette équation pour obtenir l’équation différentielle correspon

dante. . /

Les règles qui servent à déterminer la différentielle du premier ordre 

d’une fonction quelconque peuvent encore évidemment servir à déter

miner la différentielle de cette différentielle ou la différentielle du 

second ordre, et généralement les différentielles des divers ordres. 

Pareillement, étant données une ou plusieurs'équations entre diverses 

variables, on pourra tirer parti des règles dont il s’agit pour différentier 

plusieurs fois de suite chaque équation, et pour obtenir ainsi ce qu’on 

appelle des équations différentielles de divers ordres.

Dans le paragraphe qui va suivre, nous ferons connaître diverses
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propriétés remarquables des différentielles et des fonctions dérivées 

d’un ordre quelconque. ;

IV. —  Propriétés des différentielles et des fonction s dérivées des divers ordres.

t
Aux théorèmes et' aux formules que nous avons établis dans les 

paragraphes précédents, il est utile de joindre la démonstration de 

quelques propriétés générales des différentielles des divers ordres. 

L’une de ces propriétés appartient à la fois aux accroissements des 

fonctions, à leurs différentielles et à leurs dérivées. Elle consiste en ce 

qu’on peut intervertir arbitrairement l’ordre dans lequel se succèdent 

deux ou plusieurs opérations, dont chacune est exprimée ou par l’une

des caractéristiques 1
' ./

A ,  A, ,  A „ ,  A m, · . · ,  A a , A  y, A - ,  · ■ · ,

qui servent à indiquer des accroissements totaux ou partiels, ou par 

l ’une des caractéristiques > ■

d y d/y du y d /// , > . . , dfôy dy, , d~y . · « ,

qui servent à indiquer des différentielles totales ou partielles, ou même 

par l’une des caractéristiques 1
 ̂ 'I

Pæt Hy, Dj, j . .,

qui servent à indiquer des dérivées partielles, sans altérer en aucune 

manière le résultat définitif de ces opérations diverses. Pour établir 

cette proposition, il suffît évidemment de faire voir que l’on pourra 

toujours, sans inconvénient, échanger entre elles deux de ces caracté

ristiques, écrites à la suite l ’une de l ’autre. Il y a plus : on pourra se 

borner à considérer le cas où les deux caractéristiques seraient dis

semblables, la proposition étant évidente daris le cas contraire.

Or, supposons que, la lettre s désignant une fonction de plusieurs 
s \ 

variables x , y , z, . . . ,  on nomme ç un accroissement partiel ou même

total de cette fonction. On aura, en vertu des formules ( 4 ) 'et ( 5),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUll L’ANALYSE INFINITÉSIMALE. 3 9 '

du § II,
A ( s -}- ç) —  Ai  -f- Aç,

1 d{s  H- ç) —  ds +  dç.

Donc, à un accroissement quelconque de s, représenté par ç, corres-
v 1

pondront un accroissement de As représenté par Aç, et un accroissement 

de la différentielle ds représenté par dç. Ce n’est pas tout : comme les 

formules (4) et ( 5) du § II continuent de subsister, dans le cas même

où l’on y remplace la caractéristique A par l’une des caractéristiques
■\

A,, A„,A,„, Ax, Ay, A-,

et la caractéristique d par l ’une des caractéristiques

d/y d „ y  d  ni, * . . , d X y dyy d - y  . . , y

ou même par l’une des caractéristiques

I)x , I)yy R.Z, · · · î

on peut affirmer qu’à l’accroissement ç de la fonction s correspondront 
les accroissements

' A,ç,

des expressions

A,,?, A,„ç, . • · ) Axç, A yÇy Azç, .

A, Sy A// s} A,,,,?, .. • ) Â S; A ySy A-S, .,

et les accroissements

d / Ç y  d / i Ç y  d „ i  Ç .  » · · ,  d X Çy d y Ç y  d ~ Ç y  f i  x  ç ,  I )y  ç ,  H z Ç ,  · · ·

d e s  e x p r e s s i o n s  '

1 . 1 I

d[Sy du S y dm S y . . .  y S y dy S y i t ,  S y . . .  y / R  y S y I l  £ S , . . . .

. ' I
G e l a  p o s é ,  c o n c e v o n s  q u e  l e s ,  a c c r o i s s e m e n t s  c o r r e s p o n d a n t s  d o n t  i l  

s ’ a g i t  s e  r é d u i s e n t  à  c e u x  q u e  l ’ o n  i n d i q u e  p a r  f i u n e  d e s  c a r a c t é 

r i s t i q u e s  < ' '

A ,  A, y A,ly A llly- . . . .  Agy A yy Â y . . . .

ü n  c o n c l u r a  i m m é d i a t e m e n t  d e  c e  q u i  p r é c è d e  . q u e  l ’ o n  p e u t  s a n s  

i n c o n v é n i e n t  é c h a n g e r  e n t r e  e l l e s  . d e u x  d e  c e s  c a r a c t é r i s t i q u e s ,  o ù
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échanger l’une d’elles avec l’une des suivantes
. ̂ idy d,y d„ j dm , . · » , d'Xy dy j dz, · . ·, R a,, D y, D s, ...»

Ainsi, par exemple, de ce qu’à l ’accroissement ç de s, correspond 

l ’accroissement A,ç de Ars, on conclura qu’en posant

, s =  A» s,
on doit avoir

A,ç =  A„A ,s.
On aura donc par suite

(j) ■ ' A ,A „s=  A„ A,î .

Pareillement, de ce qu’à l ’accroissement ç de s correspond l’accrois

sement dtç de dts, on conclura qu’en posant \

on doit avoir

On aura donc par suite

(2)

ç =  A# s, 
d,ç — A# d,ç.

d, A„ s — A„ d,s.

>

On pourra d’ailleurs remplacer, dans les formules (i)  et (2), les 

caractéristiques A(, A;/ par deux quelconques des caractéristiques

A, A,, A , A„„ . · ■ , Â , A y, A-, . ;

et la caractéristique dt par l ’une quelconque des caractéristiques

dy d/y dffy d,„y , ■ . dx, dyy dZy Da?, Dr, D21

Concevons maintenant que l ’on divise les deux membres de la 

formule (2) par l’accroissement 1 de la variable primitive. On trou

vera ,
d, A„ s  A ,,d,s

' - 1 “  ‘ ' <
i

/  /
ou, ce qui revient au même, eu égard à la,formule (9),

' · ,

d d,s ·
7 1 t « a ■ ,

’ ' 4 - i \ .! , '

puis, en faisant converger vers la limite zéro l’accroissement t et les

/  * , ’ - > / >
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I . 1 '

accroissements correspondants des variables comprises dans le 

groupe auquel se rapporte la caractéristique ,A„> on verra les rapports '

; ' A,,s A„d,sJ ï
----> -------  /

- ■ 1 V 1 /
converger respectivement vers les limites

, , d'„s, d„d,S.
, , . ' >

Donc, en passant aux limites, on trouvera

(3) | djd„s =  d„d,s.

Ajoutons que, si la caractéristique du indique une différentielle par

tielle relative une seule variable, et se réduit par exemple ài dx, ori 

pourra aussi la réduire à Dæ en prenant dx, pour unité. Cela posé, 

comme la formule (2) continue de subsister quand on y remplace la

caractéristique àv par l ’une quelconque des suivantes
" ' î ,

, A,  A , , .  A·,,, ,A,„, . .  · ,  -A#, i A  y ,  A j ,  . . . ,  1 ,
I t

et la caractéristique dt par l’une quelconque des suivantes
' I «

dy d1 ? du* , dm) ■ ·! · , d%y dy  ̂ d̂ j * * * ? -Dy, * * ·,
I

il est clair qu  ̂ la formule ( 3) continuera de subsister si Pon y rem

place les caractéristiques dt, df/ par deux quejconques des caractéris

tiques

dy s dj y dlI y d/// y r d̂Qy dyy i/j d*> Dj! J)*,

En -résumé, les formules (1), (2), (3) et autres semblables 

entraînent la proposition suivante. y .
, l ■ ' . y ·■  ̂ 1 x

T h é o r è m e  I .  — Supposons quune fonction s de plusieurs variables soit 

successivement soumise à diverses opérations dont, chacune, ayant pour 

but de fournir un accroissement total ou partiel, une différentielle totale 

ou partielle, ou même une dérivée partielle, se trouve indiquée par l'une 

des daractéristiques ,

A ,  A / ,  A , „  A  ,„y ■ * 1
dy d, y d/ty dt„ y . «• î  dxy dyt dz J

■ ' , ,  * , -  \  ‘ D r ,  D - ,
OEuvres de C ,  — S .  I I ,  t .  X I I I . 6
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Vexpression qui résultera de ces opérations diverses offrira une valeur 

ijidépendante de l ’ordre dans lequel se succéderont ces mêmes opérations, 

et par conséquent les caractéristiques qui seivironl à les indiquer. On ‘ 

pourra donc, sans altérer cette valeur, intervertir arbitrairement l'ordre 

dans lequel les diverses lettres caractéristiques se trouveront rangées, comme 

si le système de ces lettres, écrites à la suite les unes des autres, représen

tait un véritable produit. 1

I
Corollaire I. — Il suit des formules (8) et (9) du § II, que le théo

rème III doit être étendu au cas même où l’une dos caractéristiques, 

cessant d’indiquer un accroissement ou une différentielle, représente

rait un coefficient constant.
/

Corollaire II. — Le théorème III, et même l’équation ( i 5), éom- 

prennent comme cas particulier la formule

( 4 ) dx dyS —  dydx s,
„ I

X

de laquelle on tire immédiatement la suivante >■ .
\ '

( 5 ) . ' I)ÆD :Ki  =  i ) y D a;S,
I

en considérant les variables x, y  comme indépendantes et réduisant 

les différentielles"· dx ou dy de chacune d’elles à l’unité. Au reste, la4 I
formule ( 5) pourrait être démontrée directement comme il suit :

Corollaire III. — Concevons que, s ptant une fonction de deux 

variables x , y ,  on attribue à ces variables des accroissements infini1

ment petits ' *
A #  =  « ,  ùsy — S ,  , 1

/ \
indépendants l’un de d’autre et de ces variables mêmes. On aura 

d’abojd
Ai AyS — &y&xS ; ^

et par suite
A *  A ÿ s  _ _  A y A j - i
*----!-- -- -------Ja a
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ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (8) du § II,
k.

A x  ( A  y  S ) __A  1

43

puis on conclura, en faisant converger a =  Açc vers la limite zéro,
I ' k

U# A yS  A y  1)^,5. ^

Si maintenant on divise par S les deux membres de la dernière équa

tion, on trouvera
D^A y S  Ay Dæs i

rf  ' 6  S ’

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (9) du § II,

1 n —  Ay ( nx s) _ ,
' 1 ' 1 ? ■ 6 — 6 ■I I

puis on en conclura, en faisant converger ê =  Ayi vers la limite zéro,

y  1 V IU V^D yD *,?.
I ■ . . , I

1 1

V.  —- S u r l ’analyse des caractéristiques.

Les lettres que l’on emploie dans la haute analyse sont de deux 

espèces. Les unes servent à représenter des quantités constantes ou 

variables, ou des expressions imaginaires; les autres à indiquer des 

opérations diverses, et dans ce dernief cas elles se nomment ordinai

rement caractéristiques. Ici, en particulier, nous désignerons sous le 

nom de caractéristiques différentielles les lettres '

A*, VA„ A», . ·., Aœ,
/

A-,
d  y d J 5 d„, dm·) • * * * dXI

' '  ' D*, ■
dZJ

J)s

employées dans les paragraphes précédents pour représenter clivérses
’ I 1  ̂ ·

opérations dont chacune a pour but de fournir un accroissement total 

ou partiel, une différentielle totale ou partielle, ou bien encore une 

dérivée partielle d’une fonction donnée. De telles opérations peuvent 

sè succéder les unes aux autres en nombre quelconque, et nous avons
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déjà observé qu’alors le résultat .définitif est indépendant de l’ordre 

dans lequel ces opérations s’effectuent’, par conséquent de l’ordre 

dans lequel sont rangées les caractéristiques qui les indiquent. Or, de 

même qu’il est souvent utile de remplacer par une seule lettre une 

expression composée qui renfermait plusieurs lettres propres à repré

senter certaines quantités constantes ou variables, de même, pour 

simplifier les calculs, il peut être souvent utile de remplacer, soit par 

une seule lettre, soit du moins par un seul signe ou caractère spécial, 

le système de plusieurs opérations indiquées par diverses caractéris

tiques. Nous ajouterons qu’il paraît convenable d’affecter à cet emploi 

un caractère nouveau plutôt qu’une lettre, afin de ne pas augmenter 

le nombre de celles qui ont été enlevées à l’analyse algébrique, et qui 

représentent, dans la haute analyse, non de simples quantités, mais 

des opérations de diverses natures. C’est pour ces motifs que divers 

autours, entre autres MM. Laplace et Brisson, ont employé, dans des 

cas semblables, deux caractères empruntés à la Géométrie, savoir, le 

triangle et le carré, en ayant soin de renverser le triangle, de manière 

qu’il ne puisse être confondu avec un A. Nous suivrons ici cet 

exemple, comme nous l’avons déjà fait en diverses circonstances; et 

nous représenterons en particulier par l’un des caractères

v v  V V' V"V 1 » M V W} · · M V î V f » · · !
I t

le système de plusieurs opérations qu’indiqueraient, si elles étaient 

écrites à la suite l ’une de l’autre, deux ou plusieurs des caractéris

tiques ci-dessus mentionnées

i A ,  A, ,  A„,  A „„  . .  · ,  A x , A  y ,  A : , . ■ .,

d/, chif dm, .. · , dxy dy, dz, ■ . ·,
Dx, Dy, D,, . . . .

Cela posé, si, pour fixer les idées, on prend

(O v - n x Dy,

on aura, en nommant s une fonction quelconque de x ,y ,

(2) , V5 =  Dx B ys. ' ,
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, v I

Pareillement, si l ’on prend \

. (3) , V — dxdydz,
i

i 1on aura , ' ·

(4) Vs —' dxdydzs, , . .

‘ i ' ]
D’ailleurs, suivant l ’observation ci-dessiis rappelée, on pourra, dans 

les formules (2), (4), etc., et par suite aussi dans les formules ( i) , 

( 3), etc., intervertir arbitrairement l’orçlre dans lequel seront rangées 

les diverses caractéristiques, comme si les expressions

, t  ̂ D3 Dr, j «Ut ' ^
i ' / ' · y

étaient de véritables produits. Pour conserver le souvenir de bette 

analogie, nous appellerons les expressions
1 *· )

1 dxdydz1 . . . ,

et autres semblables, des produits de caractéristiques. Les facteurs de 

ces produits seront les caractéristiques elles-mêmes que l’on pourra 

échanger entre elles dans chaque produit, en sorte qu’on aura par 

exemple, en vertu de la formule (1), > -

/ 1 , V =  DxDr= D ,lV ;

en vertu de la formule ( 3 ),, 1
' /'

V — d$ç d y dz — d y d  ̂— d £ dga dy 
 ̂ ~ — d d % dy - dr% d y d/g* — d>y d̂¡> d % ̂ · « * * ^

■ ' . -, . \ \ . ■ . -, 
t II suit d’ailleurs de ce qui a été dit dáns le § II (théorème III, corol

laire I), que l’on peut sans inconvénient, dans de semblables produits, 

et par conséquent dans les expressions que représenteront les nota

tions 1 f ‘ *
,· . , , ■ . V, , V„ · V„;.......V ’* ' ·. » - ·'

! > ’ * . * ’’ 1

remplacer une ou plusieurs caractéristiques par des coefficients cons

tants. 1 , ' ' , ■

Supposons maintenant qu’il s’agisse dé combiner entre elles, par
• . ·  ̂ ' 1

i
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voie d’addition, plusieurs expressions de la forme

Vs, V,s, V„s, ----

Le résultat de cette addition sera la somme

V.ç+ V,5+  + ----
' · )\ %

Mais, pour simplifier les notations, nous nous bornerons à écrire une 

seule fois la lettre s à la suite de l’expression

V +  V; +  V„H-. . .  ̂ „■ ,· ,

et en conséquence nous conviendrons, de représenter la somme dont il 

s’agit par la formule
(V +  V(+V,-|;...)î.

* I
Cette convention noiivelle fournit un moyen d/abréger les formules. 

Elle permet, par exemple, de réduire l’équation (22) du § II, savoir,

(5 ) ' ds i= dx s +  dys +  dss + . , . ,

à la forme la plus simple '

( 6 ) ds —  ( dx -f· dy -4- dz —f-. . ,  ) s,

Il y a plus : la formule (6) devant subsister quelle que soit la fonction 

représentée parla lettre s, on l ’abrégera encore en effaçant cette lettre, 

et alors on trouvera

(7} , d  —  d#-±-dy-i -dz .

Les expressions de la forme
/ >

„ <dx.-l·- d y  ■+■ d z - + · . . . ,  (
/1

ou plus généralement de la forme

v +  v , + v „ + . . . ,
• l

devront être naturellernent appelées des sommes de caractéristiques. 

Lorsqu’une semblable somme se réduit d’elle-même, comme on le voit 

dans la formule (7 ), à une seule caractéristique, on peut profiter de
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cette réduction pour simplifier le calcul. Dans le cas contraire, on par

vient au même but en sex servant d’un caractère nouveau pour repré

senter une telle somme. Nous, supposerons ici que l’on affecte à cet 

emploi l’un des caractères / ‘ , .

, ’ □ ,  □„  a ,  . . . .
Cela posé, lorsque nous prendrons pour exemple

f \ '
(8) □ =  V +  V,+

la fprmule (8) sèra line formule symbolique dont nous nous servirons 

pour exprimer que le sens de la notation D i se trouvera défini, quelle 

que soit la fonction s, par l ’équation·

(g) ' □ i  =  Vi +  V/i-f-V„5 +  . . . l

Les nouveaux caractères
' /

V, V,, V„, · . . . ,  V', V", . . . ,

□ , □'/

destinés à représenter ou des produits formés avec les caractéristiques

simples < ' .
 ̂ A ,  A, ,  A ,,  A m)> · · . ,  A œ, A  y. A - ,  . .

et, .¿4, dt!y d,„, , . . ·, dXi , dyf i dz  ̂ . . · ,

• '' ' ' " ,  . ' ·  '  D j ,  Dr , l)s, . . . ,

ou des sommes de semblables produits, sont ce que nous pouvons 

appeler des caractéristiques composées* Les propriétés de ces nbuvelles * 

caractéristiques se déduisent aisément des principes établis dans les 

précédents paragraphes. Ainsi, en particulier, puisque , les for

mules (4), ( 5) du _§ I s’étendent au cas même où l’on remplace les 

accroissements totaux par des accroissements partiels, ou les diffé

rentielles totales par des différentielles partielles, il est clair qu’en
* ' I · f ■ ' f ,

désignant par u, v, w, ... des fonctions quelconques; on aura non seu

lement '
< · , d,{u 4- v +  w'-+L ..) =  d u -I- d,v +  d,w + . . . ,

1 ‘ ¿4 ( u -f- e -H w + . .  · ) — dtj u -f- du v -+- ¿L -4- . . . ,
t I '
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mais encore

d,d„(u 4  v +  w ■ +·...) =  d,{d,u^+ d„v +  d„w +  . ..) 
t ~ d ,d „ u - v d ld„v-^rdl dnw-\-...,

' \ · ■ 
et que l’on trouvera généralement de la même manière

( i o) cl, <1, d ,„. . .  ( u -4- v ~·!- iV’ -f- ·..) —— d, dt cl,,,. . ,  u, 1 dt cl,, dm... e -H dt d„ dm · · w 1 ·. · ·

Il y a plus i on pourra, dans la dernière équation, remplacer chacune 

des caractéristiques par l’une quelconque des caractéristiques simples 

dont nous nous servons pour indiquer des accroissements, des diffé

rentielles ou des dérivées; ou même par un coefficient constant. Donc, 

d a n s  la formule (10) on pourra au produit d d udnl... substituer l ’un 

quelconque de ceux que peut représenter la caractéristique com

posée V, et l ’on aura généralement

( 11 ) V ( u -h e -f- w . , .  ) “  Vu Ve -4* Vw - f - ..
/ · ' '

Ce n’est pas tout ; comme, en vertu des conventions adoptées, on aura

généralement 1

(12) (V H- y ,-+- V„ +  . . .)s =  Vs 4- V,s +  V„s -4 -...,

il est clair que si l’on pose

(j3) l s =  îî +  (i +  i v+ , , , ,
I

on tirera des formules (11) et (12)

(V +  V,+ V„+. . .)s — Vu +  V/M -t-V„U rf-. . .
-4- Vp -4- V,v '-\-V„v -4-...
-t- Vw +  V,w  -4- V„w -4-...,

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (12),
' . i

(V-t- V,-4- V„ +  . . .) i  r=; (V +  V ,+ V ,+ '. . . ) m 
+  (V +  V,+ V, +  . . . ) p 

f ' 1 ‘ ,+  (,V -4- V, -t- V,; + . . .  ) w

Donc, en supposant pour abréger

CI —· V 4 - V, 4- V#H-. . .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



49

on aura

S U R  L ’A N A L Y S E  I N F I N I T É S I M A L E ,  

f
\

( x4.) , . . ■

ou, en d’autres termes,1

(>i 5 ) > ' ■ C3 ( u  -f- v  “H u7 . .  . ) z z z  LD u  -H ■ C1 v  -f- C  tv -f-. . . .

Les formules (xi) e t ( i5)> quisont semblables aux formules (4), ( 5) 

du § II,, entraîneront évidemment la proposition suivante.

T héorème I. — Le résultat que produit l'application d ’urle caracléris- 

■ tique simple ou composée à la somme de plusieurs termes ne diffère pas de 

v  celui qu'on obtiendrait en appliquant successivement la même caractéris

tique aux divers termes dont il s'agit. ,

• ' ' ' ■ ' ' i
I Supposons maintenant qu’à une expression de la forme

11
V,s,

on veuille appliquer une nouvelle caractéristique composée V(/. Il est 

clair que, dans l ’expression n ouvelle

V„V(s, !
- ■ . 1

ainsi obtenue, la partie indépendante de s, savoir,
\ ■ ■

' V„v„ '

représentera tout à la fois un produit de caractéristiques simples et ce 

qu’ôn peut appeler le produit des caractéristiques composées V,, Vff. 

Or, lVrdre dans lequel sé succèdent les facteurs du premier produit 

pouvant êtye interverti arbitrairement^ il en résulte que, dans le 

second produit, onj pourra échanger entre, elles les caractéristiques 

composées V(, V;i. On aura donc généralement'

(16) r V,V,i =  V,V,s.

Il y a plus ; si l ’on pose

t "  ' /
r s □  =  V +  V;.+  v„ ·

/ ’ l ’ < ■
> OEuvres de C » —  S .  I I ,  t ,  X I I I »  7 ’ ’
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e t

□  ' = V ' + V " + . ; . ,

o n  t r o u v e r a  n q n  s e u l e m e n t

D i  V i - i - V / î  V„S 4 “ · · · i

m a i s  e n c o r e ,  e u  é g a r d  à l a  f o r m u l e  ( 1 4*)»

□ '□ s  =  n'Vi*+-n,V ,i+ D 'V ,s ]t-....

D ’ a u t r e  p a r t ,  e u  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 9 ) , , o n  a u r a

• D'Vs =  V'Vs +  V"Vs 
□ 'V,S=:V'V/5 +  V"V,S +  .

'  □ ' V,s =  V'V„s +  V"V„s +  . . . ,

D o n c  o n  t r o u v e r a  d é f i n i t i v e m e n t

(17) - , □ '□ « =  V' V-s -+- V'V,s -+- V' V„s 4- . . .
4-  V " V s  4- V " V , s  4- V" V „ s  + . . . .

+ ......................................

O n  t r o u v e r a  d e  m ê m e

(18) □ □ ' $ =  W ' s  4 - V,V's 4 - V„,V'.s 4 - . . .
4- V V "5  4-  V,  V " 5  +  V „ V " s  H - . . .  *

. , 4 - ........ : ...................................» '

, D o n c ,  e u  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 1 6 ) ,  o n  a u r a  g é n é r a l e m e n t

(19) □ ' Ds =  □ D'i.

L e s  f o r m u l e s  ( 1 6 ) ,  ( 1 8 ) ,  q u i  S o n t  s e m b l a b l e s  a u x  f o r m u l e s  ( i 3 ) ,  

( ï 4 ) ,  ( i 5 )  d u  §  I ,  e n t r a î n e n t  é v i d e m m e n t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e ,

T i i é o u è m e  I I .  —  L e  résultat que p ro d u it l'application  sim ultanée de 

deux_ caractéristiques différentielles , simples oit com posées, à une fo n c tio n  

quelconque s, est in d ép en d a n t de l'o r d re  dans lequel se trouvent rangées  

ces mêm es caractéristiques. ^

Corollaire. —  S i  F o n  e f f a c e  l a  l e t t r e  s d a n s  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l a
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' ’ !

formule (19), on obtiendra la suivante

(20) ' ’■ □

En vertu de cette dernière, l’expression □  '□ ,  qui Représente le pro

duit de deux caractéristiques composées, sera, comme tout produit de 

deux facteurs, indépendant de l’ordre dans lequel ces mêmes facteurs 

se trouveront écrits. v

Concevons maintenant que l ’on applique simultanément à une 

fonction quelconque s diverses caractéristiques simples ou compo

sées. On pourra, sans altérer la valeur de l’expression ainsi obtenue, 

échanger entré elles,[deux quelconques d e ’ces caractéristiques, et, à 

l ’aide de semblables échanges-plusieurs fois répétés, on pourra évi

demment amener à la première^ à la seconde, à la troisième place, etc. 

telle caractéristique, que l’on voudra. Donc, l’expression obtenue 

offrira une valeur indépendante de l’ordre dans lequel ôn rangera les

diverses caractéristiques, et l’on pourra énoncer la proposition sui-
, ' ( 

vante. , > ■ : ·■

Théorème III. . Le résultat que produit l ’application simultanée de 

plusieurs caractéristiques différentielles, simplès ou composées, à une fonc

tion quelconque s, offre une valeur indépendante de l ’ordre dans lequel 

ces mêmes caractéristiques se trouvent rangées. / . ’ , ■ '

Corollaire. — En vertu du théorème^ IV, une expression de la

forme , ' . . 1
□ . .s  ■ ' ■

offrira toujours une valeur indépendante de l’ordre dans lequel se 

succéderont les caractéristiques □ ,  et par suite le pro

duit de ces caractéristiques, c’est-à-dire l’expression

I |d d/ d»·.· · > 1 1
I 11 ' 1 1

sera, comme un produit de quantités véritables^ indépendant, de 

l’ordre dans lequel ses diversTacteurs se trouveront écrits.

Lorsqu’on efface la lettre s dans les deux membres de la for-
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mule (18), cette formule, qui suppose

, °  = v  +  v ,+ v .+  ···.  □ = v f+ v " + ···»

,&e réduit simplement à
I

□ VV'-HV/V' +V|/V'4- ..

+  v v "+ v ;v "+ v !,v '+ ··· 1 ■
; > + .............. *....................

' f I ■■ '
On aura donc généralement (

(21) (V +  Vi+ V;j+ . . ,.)(v '+ v ''-t----)=  v v '+ -y ,v '+ v „ v '+ · · ·

1 +  v v " + v ,v " + v ,V + ·· ·
■ +■ ......................J . . . . . . . .  I ,

non seulement lorsque les lettres ’ '
l

„ Vf V,) V„> ---f v'> v"> ···,
i 1
représenteront de? quantités véritables, mais aussi lorsqu'elles repré

senteront des produits de caractéristiques. Au reste, la formule (20) 

est ime conséquence immédiate des deux formules

t
(v + ,v ,+ v „+ · · ■ )v,* = v v 's +  v,v's ~̂  v„v's + ·  · ··> 

v'(v +  v ,+  v „ + ··.·.)* = y 'v *  +  v'v,* +  v ,v,*-+----f \

)  ̂ t ,

qui se tirent immédiatement, la première de l ’équation (12), la 

seconde des formules (11), (12), et qui se réduisent, quand on efface 

la lettre s, aux deux suivantes

( (v + 'v ,+ v „+ ---)v ' =  v v '+ v y + v „ v '+ · · · .
( 22) {

( V(V+V,-t-V„ +  ···) ;  = v 'v+ v 'v ,-+ -v 'v„ +  ·-··

Observons d’ailleurs qu’une expression de la forme

' I
i ' ' 1

se réduisant, en dernière analyse, à une sômme de produits de càrac-
t l# ,

téristiques simples, n’offre rien de plus général qu’une expression de 

la forme
* ' v +  v ,+  v„ + ----
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Cela posé, comme les produits.de caractéristiques simples renfermés 

dans le développement de l’expression i
/ ' V

' I (□  +  □,-+-□„ +  . . .  ■ )(□''+ □ "+ ,.··) v ■ '

seront précisément ceux qu’on obtiendra en dévéloppant les expres

sions diverses . . , \

il est clair que la formule (21) entraîiiera encore la suivante 

( 2 3 )

, + . ..........................................
' ·, - . 1  , '

En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante.

T héorème IY. — Si Von multiplie l ’ une par l ’autre deux sommes de 

caractéristiques différentielles, simples ou composées, le produit de ces 

deux sommes, sera ' la somme des produits partiels qu’on. obtiendra en 

multipliant successivement les divers termes de la première somme par les 

divers termes de la seconde. Il se calculera donc de la même manière que, 

si les divers termes compris dans les deux sommes représentaient.de véri

tables quantités. ■ : 1 '
I . ‘

I ^
Corollaire.— · Après s’être servi du théorème précédent pour obtenir 

le produit de deux sommes de caractéristiques multipliées l’une par 

l’autre, on peut s’en servir,encore pour obtenir des résultats auxquels 

on parviendrait en multipliant d’abord1 ce produit par nnè troisième 

somme, puis le produit des trois sommes par une quatrième', et ainsi 

de suite. En opérant de cette manière, on obtiendra successivement 

diverses formules qui seront toutes fournies par le théorème sui

vant.' * / , ' , ■ ^
f ' v'

l' ‘ . , I
T héorème V :  —  Si l ’on multiplie l ’ une par l’autre plusieurs sommes d,e 

caractéristiques différentielles, simples ou composées, le produit de ces 

sommes sera la somme des produits partiels qu’on pourra former en mitl-
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tipliant un terme quelconque de la première somme, par un terme' quel- 

1 conque de la seconde, par un terme quelconque de la troisième, etc* Le 

produit cherché pourra donc se calculer, comme si les divers termes des 

sommes proposées représentaient de véritables quantités.

Corollaire I. — Si les différentes sommes, étant au nombre de n, 

d e v e n a ie n t  to u t e s  p a r e i l l e s  l ’u n e  à l ’a u tr e ,  le  t h é o r è m e  Y  f o u r n ir a it  le  
développement d’une expression de la forme

Si chaque somme renferme deux termes seulement, l’expression dont 

il s’agit sera réduite à J

et l’on trouvera ,
f

(24) ( □ + □ . ) » =  □ » +  -  □  “ - 1 □. +  - (·n ~ ■■ 1 □  ■ »-«□ J ■ +■ ... +  □,».

On peut aisément, de cette dernière formule, déduire, comme on va le 

voir, diverses formules générales que présentent le calcul des diffé

rences finies et le calcul différentiel. :

Corollaire 1. — Soient s une fonction de x ,  et As l ’accroissement

de s correspondant à l ’accroissement Ax de la variable x . Posons d’ail-
\ · ,

leurs
• »

(25) □ —1 + A,

en sorte qu’on ait
!|

t (26)
/

La notation
' . {

\

[D  s —  s -+- A-s- · t

Ds

r e p r é s e n t e r a  é v i d e m m e n t  c e  q u e  d e v i e n t  s  q u a n d  on fait  c r o îtr e  x  

d e  Aa?; et p a r  s u ite  les  n o ta t io n s

□s, O2«, D8s, . , ,
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' ' 1 i
représenteront ce que devient s quand on fait croître une ou plusieurs 

fois de suite x  de Axr c’est-à-dire,, en d’autres termes, quand on 

attribue à a? les accroissements 1

A x, 2 Ax, ' 3 A x ,

Donc, en gériéral, CPî sera ce que devient s quand on fait croître x  

de nAv. D’ailleurs^ on tirera de la formule ( 25) non seùlement

( 2 7 ) '  , ■ A =  □  — 1 ,

1 . ' , ,
mais aussi

□ “=  (1 4- A)", ' A»=((H— i)B,

et par suite, eu égard à la forniule (24), / ’
• ' , ,  ̂ ’ ·_.

(28) □ » =  )+■ -A +  —  ■?A< +  , . .  +A»,I ' 2" '

( 2 ' 9 )  ' , An=  -  □ « - * - + -  - f - . . . ± :  1.
* , . I 1.2 ■ · %

On aura donc * ■

( 3 0 )  □ ' * «  =  s -+-  — As +  — ~ A i s +  . ’. Ans
1 1 . 2  ' '  ,

et , ,·

( 3 1 )  ' A ns =  □ " - > , ? +  □ » - 8 ÿ . a - . . . ±  g.
x , 1 r . 2

Corollaire II. — Supposon's maintenant que s représente une fonc

tion de deux v a ria b le s^ y . On aura géhéralement
! , i\ · · 1

3 2 ) 1 d s= z d x s +  dys,

ou, ce qui revient au même, , ^
1 ' 1

ds =  (d^-h dy )s. ! ‘

, . \ ;
J£n effaçant s dans les deux membres, de cette dernière forniule, on

trouvera

( 3 3 )  1 d = d æ +  dyf

et par suite
dn zzz (dx+  dy)n $
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puis on conduira, eu égard à la formule (24),

( 34 ) d* =  d.% +  " d*r' rf,. ■+ ,cÇ+..i +  dy.

On aura donc généralement
. . ' I

35 ) d ns ~ d % s  +  jd % - l di.s +
n (n  —  i)

d T ' d̂ s

Corollaire III. — Supposons

( 36 ) . MC,

« e t c  étant des fonctions quelconques d’autres variables qui peuvent 

n’êtie que les mêmes dans u et dans^. Désignons, à l’aide de la carac

téristique dt, une différentiation partielle opérée èomme si u seul 

variait, et à l’aide de la caractéristique du une différentiation partielle 

opérée comme si v seul variait. On aura
I

1 ( 3 y) · ‘ ' ds— dts-i-d s,
/ ,

ou, ce qui revient au même,

1 ds — (g?,H- da)s.

En effaçant s dans les deux membres de cette dernière formule, on

trouvera 1
d  =  dt -\~ din

et par suite ' , .
, rf»=(rf< +  rf,)»,

puis on en conclura, eu égard à la. formule (24),

(38)

On aura donc généralement

dn=  d? +  -  d r ' d„ +  ^ d r 1 d* H-. . .  +  rf».
\ , I ■ 1.2

( 3 9 ) ■ dns =  d’}s -+- jd ? ~ l dns +  - d T 2 d}s +  .*.. +  dis.
( i '

D’autre part, en faisant varier dans s le seul facteur u, on tirera suc-
, N ■
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cessivement de la formule (36)

dls ~ v d l û  d f s — vd^u,  df s  =  v d f u ,

«
et généralement . n \

(4o) , : 1 · dl,s = = v d !i u,

I étant un nombre entier quelconque ; puis, en faisant varier le seul 

facteur v, on tirera successivement de la formule (4o)

du dl, s =  dn v . di m, dj, dl,s  =  d?r. v .d ‘, u,

I /
et gériéralement

( 4 0  , ' d ”1d', s =  d"1 v d[ u.
f

II y'a plus, comme on aura identiquement

, d"1 v —  d m v, d \u  —  dl u,

la formule (4i) pourra être réduite à i

(4a) - 1 d!,'1 d1, s — dm v d1 u. ,
/ 4

Donc, en remplaçant s par le produit w  dans l’équation (3g), on 

trouvera
, 1 - ■ ■ /

( 43 ) d'l ( u v ) ~ v d nu ‘+ — di> dn~y u +  --- — d‘- v d«—* u -H. . .  +  U dnv.
. I 1.2 ,
i f ,

La démonstration que nous venons de donne^de la formule (43) 

sêmble, au premier abord, n’êtreappliçable qu’au cas où les variables 

desquelles dépend lè facteur wsont distinctes des variables desquelles 

dépend le facteur e; en sorte que les caractéristiques dt, du indiquent 

des différentiations relatives à deux groupes de variables distincts l ’un 

de l’autre. Toutefois la formule (43) s’étend au cas même où plusieurs

. variables , 1 '
v  ̂ i , , \ x i y  > s> ■ · · ·

feraient communes aux deux groupes; et, pour rendre,notre démons- 

tration applicable à ce dernier cas, il suffît de concevoir que Ton
O E u v resd eC . —  S. IÏ* t.  XIII. . ' ‘ i ®

f , , 1  ' /
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range, parmi les opérations indiquées à l’aide de la caractéristique dt, 

les différentiations relatives aux x , y , z, .... qui se trouvent compris 

dans le facteur u ou qui en proviennent, et, parmi les opérations 

indiquées à l’aide delà caractéristique dn, les différentiations relatives 

aux x,  y,  z, . .i qui se trouvent compris dans le facteur v ou qui en 

proviennent.

Dans le cas particulier où u est fonction d’une seule variable x,  et v 

fonction d’une seule variable^, l ’équation (43) peut être déduite direc

tement de l’équation ( 35).
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i

SUR LE

C A L C U L  DES V A R I A T I O N S .

P réliminaires. —  Considérations générales. I

1 * /
Les premiers géomètres qui sé sont occupés des problèmes dont les 

' solutions se tirent aujourd’hui du calcul des variations, ont été con

duits à examiner ce qui se passe quand on fait varier infiniment peu, 

non seulement diverses quantités, et les fonctions qui en dépendent, 

mais encore les formes mêmes de ces fonctions. Ainsi,, en particulier, 

dans le bel Ouvrage qui a pour titre : Methodus inveniendi lineas curvas 

‘ maximi minimiveproprietate gaudentes, Euler a considéré les accrois- 

sements infiniment petits que prennent diverses fonctions d’une 

abscisse variable, par exemple, l ’ordonnée d’une courbe et les dérivées 

de cette ordonnée, quand le point avec lequel coïncide l’extrémité de 

l ’ordonnée se trouve remplacé, non par un second point de la même 

courbe, très voisin du premier et correspondant à une' nouvelle 

-■ abscisse, mais par un point correspondant à la même abscisse et situé 

sur une seconde courbe très voisine de la première. Ces accroisse

ments infiniment petits d’une nouvelle espèce, distincts, sous un cer

tain point de vue, de ceux que Leibnitz avait désignés sous le nom de 

différentielles, devaient être naturellement considérés comme,le résul- 

* tat d’un nouveau genre de différentiation. Aussi ont-ils été nommés 

par Euler des différentielles d’un nouveau genre '(Methodus, p. 27). 

Euler a d’ailleurs reconnu combien il importait de neqias représenter 

simultanément, à l’aide de là même notation, les nouvelles différen-.
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tielles et les différentielles ordinaires, avec lesquelles on pqurrait aisé

ment les confondre; et; pour éviter cette confusion, il a imaginé d’ex

primer les différentielles ordinaires, considérées comme des accroisse

ments infiniment petits, à l ’aide de valeurs consécutives des variables 

et des fonctions. Il eût été plus ¡simple de représenter, à l ’aide d’une 

nouvelle notation, les nouvelles différentielles; et, si Euler eût pris ce 

dernier parti, il serait immédiatement arrivé au calcul des variations de 

notre illustre Lagrange.

En réalilé, les variations de Lagrange étaient primitivement ce que 

deviennent les différentielles de Leibnitz, c’est-à-dire les accroisse

ments infiniment petits des variables et des fonctions, quand on sup

pose ces accroissements produits non seulement par*le changeniont de 

valeur des variables, mais aussi par le changement de forme des fonc

tions diverses. Mais, après avoir cherché à écarter du calcul différentiel 

la notion des quantités infiniment petites, Lagrange ne pouvait vouloir 

la conserver dans le calcul des variations. Aussi, dans la Théorie des 

fonctions analytiques, les variations se présentent-elles, non plus 

comme des accroissements petits simultanément attribués aux 

variables ou fonctions proposées, !mais comme des dérivées rela

tives à une nouvelle variable généralement distincte de toutes les 

autres. 1
Euler, qui a lui-même accueilli avec empressement le calcul des 

variations, cônsidérait les variations non comme des dérivées,,mais 

comme des différentielles relatives à une nouvelle variable indépen- . 

dante qui peut être censée représenter le temps.

Sans exclure ce point de vue, nous donnerons pour les variations 

une définition analogue à celle que nous avons donnée pour les diffé-
ï ■*

rentielles dans le précédent Mémoire; et, lorsque plusieurs quantités et 

fonctions pourront changer simultanément de valeurs et de forme, leurs 

variations seront, pour nous, de nouvelles variables et de nouvelles fonc-1 f f ‘
lions dont les rapports seront égaux aux limites des rapports entre les 

accroissements infiniment petits des variables et des fonctions pro

posées.
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Cette définition, que j ’ai proposée aux géomètres dans le Mémoire 

sur les méthodes analytiques(voir le Recueil publié à Milan, et intitulé : 

Bibliotheca italiana), peut être simplifiée par la considération d’une 

variable dont la variàtion serait l’unité, et être ainsi réduite aux termes 

suivants : ,

' La variation d’une variable ou fonction quelconque est la limite du rap

port entre les accroissements infiniment petits que peuvent acquérir simul

tanément la variable ou la fonction dont il s'agit et une variable nouvelle 

dont la variation serait priée pour unité.

En vertu de cette dernière définition,des variations se réduisent à 

des différentielles, prises par rapport à une nouvelle variable, icomme 

le voulait Eulèr. Seulement ces différentielles, au lieù d’être ou desIl , . - I
quantités infiniment petites, ou de véritables zéros, offrent des valeurs 

finies. ,

I..—  Définitions. Notations.

' I ; i i 1
Comme je l’ai rappelé dans le précédent Mémoire, les différentielles, 

de plusieurs quantités variables dépendantes ou indépendantes les 

unes des autres peuvent être définies de nouvelles quantités dont les 

rapports sont égaux aux limites des rapports entre les accroissements simul

tanés et infiniment petits des variables proposées.

On peut donner, pour les variations des quantités et des fonctions, 

une définition analogue, comprise dans les termes suivants y.

Lorsque plusieurs quantités et fonctions changent simultanément de
i s

valeurs et de formes, leurs, variations se réduisent à de nouvelles quantités 

et à de nouvelles fonctions dont les rapports sont égaux aux limites des 

rapports entre les accroissements infiniment petits et correspondants des 

quantités et des fonctions proposées.

Ces définitions, que j ’ai données dans le Mémpiré sur les méthodes 

analytiques, mettent en évidence l’analogie qui existe entre le calcul 

différentiel et le calcul des variations. Lorsque les formes des fonctions
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proposées ne varient pas, les variations des diverses quantités que l’on 

considère se réduisent simplement à leurs différentielles.

Pour étendre les définitions précédentes au cas où les variables 

deviendraient imaginaires, ii suffirait d’y remplacer le mot quantité 

par ceux-ci expressions imaginaires, attendu qu’alors les variations 1 

elles-mêmes cesseraient généralement d’être réelles.

Nous indiquerons, suivant l’usage, les accroissements simultanés, 

finis ou infiniment petits, des variables ou fonctions proposées, à l’aide 

de la caractéristique A, et leurs variations à l’aide de la caractéris

tique 0. En conséquence, si l’on nomme

y, -, · ·· ,  «, v, »·, · · · ,

ces variables ou fonctions, leurs accroissements simultanés, finis ou ’ 

infiniment petits, seront ■ .

A x ,  Ay ,  As,  . . . ,  A m, Av, Air, . . . ,  '

K , , ! ■ 1

tandis que les notations
v ' \

/ ·. Sx, Sy, Sz, . . . ,  Su, 6 v, Sw,

représenteront leurs variations, c ’est-à-dire des variables ou des fonc

tions nouvelles dont les rapports seront égaux aux limites des rapports

entre les accroissements infiniment petits ’ '

' , \
A x, Ay ,  As,' . . . ,  Am, Av, Aw) . . . .  1

/' !
On peut concevoir que les accroissements infiniment petits

1  ̂ ^
A x, Ay ,  As, . . . ,  Am, Av, Atv, . . . ,

des variables ou fonctions proposées
1 ' 1

/ x ,  y ,  s ,  · · · ,  m, v, w, . . . ,  , ,

correspondent à l ’accroissement infiniment petit Al d’une seule variable 

indépendante t, comprise ou non comprise parmi les variables données, 

et qui sera censée, si l ’on veut, représenter le temps. Cela pbsé,
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soit s une variable ou fonction,distincte de t. En vertu des définitions 

adoptées, le rapport entre les variations Ss, St sera la limite du rap- 

port entre les accroissements infiniment petits Ai, A i, en sorte qu’on 

aura' ’ 1
8s .. As
-*-■ = Iim-r-, 
ot A t

t

et, par suite, ·

ès =  St lim
As
Âi‘

\ >· ‘ ■>
Il importe d’observer que les variations de plusieurs quantités ne se 

trouvent pas complètement déterminées par la définition que nous en 

avons donnée'. Cette définition, lors même que toutes- les quantités 

proposées se réduisent à des fonctions d’une seule variable indépen

dante, fournit seulement le rapport eritrè la variation Si d’une variable 

ou fonction1 quelconque i, et la variation St de la variable indépen

dante t. Mais cette dernière variation St demeure entièrement arbi

traire.

Lorsque l’on compare, comme on vient de le faire, les variations de 

toutes les,variables ou fonctions proposées à la variation d’une seule 

variable indépendante t, un moyen de simplifier les calculs est de 

réduire cette variation qui reste arbitraire à l ’unité. Ajoutons que, si 

l’on pose „ /
A t =  i,

, V ' 1 ’ ' <

rien n’empêchera de considérer l’accroissement i de la variable indé- 
. ' 
pendante t comme une nouvelle variable indépendante. C’est ce que

nous ferons désormais, en sorte que l’accroissement i sera supposé 

ihdépendant de la .variable t et de toutes les autres. D’ailleurs, pour 

abréger le discours, nous désignerons la variable indépendante t, de 

laquelle les valeurs des autres variables ainsi que les formes des 

diverses fonctions seront1 censées dépendre, et dont la variation $éra 

réduite à l ’unité, sous le nom de variable primitive. Cela posé, la varia

tion d'une variable quelconque s ne sera autre chose que la limite du rap- 

port entre lesficcroissements infiniment petits As et i de cette variable et de

<
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la variable primitive< Effectivement, de l’équation

Ss =  St l im
À s

jointe aux formules 

on tirera immédiatement’ i

M .

A i ’

St =  i,· Ai  =  i,

ôs =  lim
A«

Concevons, maintenant, que la quantité s dépende de plusieurs 
variables ou fonctions /

fv, y , z ,  . . . ,  u, v, w, . . . .
t 1

yOn pourra partager ces variables ou fonctions en divers groupes ou 

systèmes, et chercher l’accroissement que s reçoit quand on attribue 

des accroissements infiniment petits

A x , A/ ,  A z, . . . ,  A u, Ae, Aw, . . .  

à toutes les variables

a , y , z , u, o, (
/

ou seulement aux variables comprises dans le premier groupe, dans le 

second, dans le troisième,.... En opérant ainsi, on obtiendra, dans le 

premier cas, Vaccroissement total de s que nous continuerons à expri

mer par la notation i i t ,. i
' „ ) ■ Ai, ■

et, dans le second cas, un açcrèissement partiel de s, qui correspondra

au changement de valeur ou de forme des variables ou fonctions

comprises dans uh seul groupe, et qui sera représenté par l’une des

notations '
A,s, A^s, Aws, ' . . . .

A l’accroissement total A s correspondra la variation totale 8s déter

minée par la formule (i); et de même, aux accroissements- par- 

t tiels
A,s, A „s·, A . . .

1 - I

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



65, S U R  L E  C A L C U L  D E S  V A R I A T I O N S .
)

correspondront des variations partielles

6,5, d„sj 6,„s.

déterminées par des équations de là forme

(2) ■ 6,s —

: . ■ , I
Si la quantité s était une fonction de

v , · ' * · ’ ’ · ' '  . '
oc, y, z, u , V, w,

qui pût changer de forme, alors, dans la recherche de l'accroissement 

total As et de la variation totale 8s, il faudrait tenir compte du change

ment de forme dont il s’agit. En ayant égard seulement.à ce change

ment de forme, et laissant d’ailleurs invariables les quantités

■ T, y , z, ■ ■ ■ ', u, v, vr,

on obtiendrait non plus la variation totale des, mais une variation 

partielle qui devrait naturellement s’appeler la variation propre de la 

fonctions.' ' ·'I
Pareillement, si des fonctions de diverses variables ne, y,· s , . . .  sont 

représentées par u, v, w, . . .  et peuvènt changer de forme, les varia

tions propres de ces fonctions ne seront autre chose que leurs varia

tions partielles correspondantes, non pas au changement de valeur 

d’une ou de plusieurs variables, mais seulement au changement de 

forme dont il s’agit. 1 1 1

lorsque, dans un calcul, diverses variables seront fonctions les unes 

des autres, nous appellerons variables simples ou du premier ordre 

celles dont toutes les autres seront des fonctions. Nous appellerons, 

au contraire, variables du second ordre celles qui s’exprimeront en 

fonction des variables du premier ordre, variables du troisième ordre 

celles qui s’exprimeront en fonction des variables du second ordre, et 

ainsi de suite. Cela posé, il est clair que les variations propres
y \ ' . · ’ '

des variables simples se confondront toujours avec leurs variations 

totales.
. OEuvres de C . — S .  II) t .  X . 1 I I , 9
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Lorsqu’une fonction s dépendra de variables de divers ordres,, 

représentées chacune par une fonction qui pourra changer de forme, 

nous désignerons à l ’aide de la caractéristique J\, et par la notation

' 4*,

ou la variation propre/de la quantité s, si cette quantité, considérée 

comme fonction des autres variables, peut elle-même changer de 

forme; ou, dans le cas contraire, „la, variation partielle de s corres

pondante aux variations propres de quelques-unes des autres varia

bles, savoir, de celles qui seront de l’ordre le plus élevé. Si l ’on dé

signe par
.z, y , z, . . . ,  h, v, w) . . .

!
les variables cfe divers ordres, desquelles dépendra la quantité s, les 

variations propres de ces variables seront elles-mêmes représentées, à 

■ l ’aide de la caractéristique par les notations J

<f\x, d \ y ,  J [ Z ,  ' . . . ,  J [ U ,  d [ c ,  d [ w ,  . . .  ;

V '
et, si la variable x  se réduit à une variable simple, on aura identi

quement
'  §x =  dix.

Concevons à présent que, la quantité s étant une quantité qui 

dépend? de plusieurs variables et de plusieurs fonctions, on nomme

' - &is> Airs! 'A»/5’ ,··· '

des accroissements partiels de s, dont chacun corresponde aux accrois

sements infiniment petits que reçoivent quelques-unes de ces 

fonctions, lorsqu’on change infiniment peu leur forme sans changer 

la valeur des variables qu’elles renferment, Aux accroissements 

partiels
A , s, A t/s, A,„.î , . . .

correspondront encore des' variations partielles de s, qui pourront 

encore être représentées par * * ,

^lSl l̂/S> à/l/lS> · · ·
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et qui se trouveront encore déterminées par des formules semblables 

à l’équation (2).

Après avoir partagé en plusieurs groupes les variables ou fonctions . 

d e s q u e ll e s  d é p e n d  la q u a n t it é  s, on p e u t  c a l c u le r  n o n  s e u l e m e n t  ses
a c c r o i s s e m e n t s  p a r t i e l s  d u  p r e m i e r  o r d r e

* , ..1 ' A;/s, Ams ,  · ■

correspondants au changement de valeur des variables ou au change

ment de forme des fonctions comprises dans les divers groupes, mais 

encore ses accroissements partiels du second ordj'e, par exemple,

\ A,A„s,  ̂ A,A,„s, · · », A/yAwJ, · * *î '

ses accroissements partiels du troisième ordre, par e x e m p l e ,

' A,A„A,„î ,
1 ( '

etc. A ces accroissements partiels des divers ordres correspondront 

des variations partielles des divers ordres. Ainsi, en particulier, 

outre les variations partielles du premier ordre représentées par les 

notations .
' 1 i àit/S, . . . )

V

on pourra obtenir des variations partielles du second ordre représentées

par les notations \
'

0/ O,, S y 0/ O ui S . . . · , O/ï 0 /7 S · . . . .

des variations partielles du troisième ordre représentées par les nota

tions , , ' i
, dià„$ii,S, . . . .  | *

> -
Il y a plus, outre les accroissements et variations de divers ordres que 

produisent plusieurs opérations successivement effectuées, mais dis-
i

semblables entre elles, on pourra considérer des accroissements 

totaux ou partiels, et des variations totales ou partielles, qui seraient 

les résultats d’opérationè dont plusieurs seraient semblables les unes , 

aux autres. Tels seraient, par exemple, les accroissements totaux ou
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partiels exprimés par les notations

A Ai,  AAA s ,  AAAA s ,

A,A,s, A,A,A,s, . . . ,  Az/Â A/.?) . · ·,
I t

et les variations totales ou partielles exprimées par les notations
i

ô ô s ,  § d o s ,  ô ê â ô s ,  . .  , 

à , S , s ,  <5,<5,<3,s, è „ à „ à , s ,  . . . .

Pdur plus de commodité, on est convenu d’écrire

A2, A3, . . au lieu de AA, AAA,

A,2, A,3, .. ., au lieu de A, A„ A, A, A,

et pareillement
1

ô2, <53, .. ., au lieu de W ,>

comme si les notations ,

AA, AAA, . . . .  A, A;, A, A, A„, . . . ,

ê§, <5<3<5, . . . ,  5,(5,, (5,5,<5„

représentaient de véritables produits. Eu égard à cette convention, 

les variations totales des divers ordres de la fonction s se trouvent 

représentées par les notations

ds, ô2s, · . . , ,  

tandis que les variations partielles
. V

*/*/*! â, M 5’ ■ ··> M A  ···

se trouvent représentées par les notations

• , , §?s, ôfs,  -----

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer la connexion 

intime qui existe, en vertu des principes mêmes que nous avons 

établis, entre le calcul des variations et le calcul différentiel.
i  I

Nous avons déjà observé que les variations totales de quantités 

variables peuvent être censées se réduire à leurs différentielles, dans
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le cas où les fonctions comprises parmi ces quantités ne changent pas 

déformé. i v ''

J’ajoute que, dans tous les cas, les variations totales des quantités 

, que l’on considère peuvent être regardées comme des dérivées ou 

des différentielles prises .par rapport à la variable primitive t, dont 

■ l’accroissemèrit À t est censé déterminer les changèments de valeur ou 

de forme des variables, ou des fonctions proposées. En effet, s étant 

l ’une quelconque de ces variables ou fonctions, nommons, comme ci- 

dessus,
. - Ai A

l'accroissement total de s correspondant à l ’accroissement t =  A t de la 

variable primitive t ; et posons, pour abréger, >

Les deux quantités

S =  s +  As.

/
5, S

I /

pourront être considérées comme représentant les deux valeurs parti

culières que prendra une certaine fonction S de la variable t, pour une 

valeur donnée de cettd variable, et pour la même valeur augmentée 

de i =  À t. Par suite, la.limite vers laquelle convergera le rapport

A  s ' 1 ■ 1 ' 1
-----j
l

tandis que Ai s’approchera indéfiniment de la limite zéro, ne seraautre 

' chose que la valeur particulière de la dérivée

. D<S,
, 1 ' I

correspondante à la valeur donnée de t. Donc, on vertu de l’équa

tion ( i) , la variation totale 8s se confondra simplement avec la

dérivée ' ’ ’ , ' ,
, ·■  ' . ILS, ■ j

1 ■ - 1 ’ S ,  ̂ ' ..
ou plutôt avec la valeur qu’acquerta cette dérivée pour une valeur par

ticulière d e t . .1 1 , '

D’ailléurs, / étant, par hypothèse, la variable primitive, la diffé-
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rentielle di se réduira simplement à l ’unité; en sorte que la fonction 

dérivée ' 1

ne différera pas de la différentielle partielle

dt§
prise par rapport à t.

Il est juste d’observer que, dans la vingt-deuxième Leçofi du Calcul 

des fonctions f Lagrange avait déjà regardé les variations de quantités 

variables comme représentant des dérivées prises par rapport à 

une nouvelle variable, distincte de toutes celles que l’on considérait 

d’abord.

i i .  —  S u r  la continuité des fonction s et de leurs variations. Propriétés 

générales des variations de' plusieurs variables ou fonctions liées 

entre elles p a r  des équations connues.

Supposer, comme on le fait dans le calcul des variations, qu’à des

accroissements infiniment petits deS variables correspondent des
/

accroissements infiniment petits des fonctions, c’est supposer implici

tement que les fonctions restent continues. On ne doit donc pas être 

étonné de rencontrer, dans le calcul des variations, des définitions, des 

^formules et des théorèmes qui cessent d’être applicables ou d’offrir un 

sens précis et déterminé, quand les fonctions deviennent discontinues. 

'On ne doit pas être étonné de voir, dans des cas semblables, la for

mule ( i)  du § I fournir, pour la variation 8s, une valeur infinie ou 

même indéterminée. /

Sans perdre de vue ces observations, nous allons maintenant faire

voir avec quelle facilité on peut, des principes établis dans le pre-
1 ' / 

mier paragraphe, déduire les propriétés générales des variations

de plusieurs variables ou fonctions liées entre elles par des relations

connues. . /

S oiti une variable ou fonction quelconque; soient encore

A s et i
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l e s  a c c r o i s s e m e n t s  i n f i n i m e n t  p e t i t s  e t  s i m u l t a n é s  d e  l a  v a r i a b l e  o u  

f o n c t i o n  s, e t  d e  l a  v a r i a b l e  p r i m i t i v e ,  d o n t  l a  v a r i a t i o n  e s t  l ’ u n i t é .  L a  

v a r i a t i o n  d e  s o u  os s e r a ,  c o m m e  o n  l ’ a  v u  d a n s  l e  §  I ,  d é t e r m i n é e  p a r  

- • l a  f o r m u l e  1

(i) i ' âs“ lim ^ ·

C e l a  p o s é ,  c o n c e v o n s  d ’ a b o r d  q u e  l a  v a r i a b l e  o u  f o n c t i o n  s s o i t  l a

s o m m e  d e  p l u s i e u r s  a u t r e s  v a r i a b l e s  o u  f o n c t i o n s

■ ,/ ' , : ' ,
1 u ,  V , 1 w ,

e n  s o r t e  q u ’ o n  a i t

( 2 ) /  S = « + | ’ + K i + , , , .

' , J 

Q u a n d  o n  a t t r i b u e r a  a u x  v a r i a b l e s  o u  f o n c t i o n s

i . ■ ( ' J , . , .
' u,  'v, w, . . .

i ' '

l e s  a c c r o i s s e m e n t s  i n f i n i m e n t  p e t i t s  .

Am, Ar, A w ,  . . . ,

s c r o î t r a  é v i d e m m e n t  d ’ u n e  q u a n t i t é  r e p r é s e n t é e  p a r  l a  s o m m e  d e  c e s  

a c c r o i s s e m e n t s .  O n  a u r a  d o n c  . '

/ ’ I4-ç =  A u  Av  -h A w  4-.. ; ; ’

p u i s ,  e n  d i v i s a n t  p a r  i c h a q u e  m e m b r e  d e  l a  d e r n i è r e  é q u a t i o n ,  e t  

f a i s a n t  e n s u i t e  c o n v e r g e r  i v e r s  l a  l i m i t e  z é r o ,  o n  t r o u v e r a  n o n  s e u 

l e m e n t

A s _A m

i / i
A p A m> 
------1-------h .

i t

\ '
m a i s  e n c o r e ,  e u  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( i ) ,

(3) v =  du 4- èv -+- ê w  H-. ...

E n  d ’ a u t r e s  t e r m e s , l ’ é q u a t i o n  -
l . h , , ' . ,  \

( 4 )  1 - A ( m +  v -h w + · . . ,  j  r= A m +  A c  4 - A«> - K  ·
- I '
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entraînera la formule

( 5 ) d Ç u -f· V -f- w H' * , . ) du àv -H Sw . . . »

On peut donc énoncer la proposition suivante.
I

Théorème I. — La variation de la somme de plusieurs Jonctions ou 
variables se réduit à la somme de leurs variations.

\
l ■ -

Corollaire. — Si l ’on suppose les fonctions w, v,... réduites à deux 

seulement, la formule (5) deviendra ,

d(u +  \>)~ du +  dv.

Or il résulte de cette dernière formule que, si une fonction donnée u 

t reçoit un accroissement quelconque p, l ’accroissement correspondant 

de(la variation Su sera représenté par Se. En d’autres termes, /’accrois

sement de la variation sera la variation de 1‘accroissement.

Supposons maintenant que deux variables ou fonctions r, s soient 

liées entre elles par l’équation /

(6) s =  ar,

a désignant une quantité'constante. Quand on fera croître rdeÀr\ le 

produit ar croîtrad’une quantité représentée par leproduitaAr.Dônc, 

en nommant Ar, As les accroissements infiniment petits et simultanés 

des variables ou fonctions r, s, on aura

As =  a Ar,
) ,

I
En divisant par i chaque membre de la dernière équation, et faisant 

ensuite converger t vers la limite zéro, on tropvera non seulement

A S   Ar
, i i 9

mais encore, eu égard à la formule (i),
1 . r(

ds =  a dr.( 7 )'
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En d’autres termes, l ’équation

(8) A (ar) =  aA.r 

entraînera la formule

(9) § ( a r ) = ia è r .

On peut donc énoncer la proposition suivante.

Théorème I I .  — Lorsqu'on multiplie une fonction par un coefficient 

constant, la variation de cette fonction se trouve à son tour multipliée 

par ce même coefficient.
. | : ' 

v Supposons encore la fonction s liée à d’autres fonctions u, v, w, ..

par une équation linéai're, de sorte qu’on ait- i
/ :

( 10) , , s —  .au-A -bv^rCw -v-...!,
\\

a , b , c t . . .  désignant des coefficients constants; alors, en raisonnant 

toujours de la même manière, on obtiendra la formule
1 “ '

( 11 ) às =  a'ôu + .b  ôv -4- c àw 4- .  . . ,

qui entraînera la suivante 1

( 1 2 ) . ( ô ( m +  v +  w + . . . )  =  a §u 4 - b Sv 4 -  c  div + . . . ,

et qui peut se déduire directement des équations ( 5) et (9).

Supposons enfin que deux variables ou fonctions r, s soient liées ’ 

entre elles par la formule ,

( 1 3 )  ■' 1 « =  f ( r ) ,

f( r )  étant une fonction, déterminée de r; et représentons par la 

dérivée de s prise paî  rapport à r. On aura

(14) '

D ’ a i l l e u r s  l ’ é q ü a t i o n  i d e n t i q u e

A  s —  A  r,
A r

OEuvres de C. —  S. Ilj t. XIII. ÎO
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.entraînera la suivante
A s  A s A/·

i —  A r t ’

de laquelle on conclura, en faisant converger i vers la limite zéro, et 

ayant égard à la formule (1.4),

(i5) ès =  D,-s èr.

En d’autres termes, on aura

( 16 ) ôf(r) =  J),.f(r)ô/·. v

Les théorèmes et les formules que nous venons d’établir subsistent

évidemment dans le cas où l’on se bornerait à changer les valeurs ou

les formes de quelques variables ou de quelques fonctions, et où l’on

remplacerait en conséquence les accroissements totaux etles variations

totales par des accroissements partiels et des variations partielles.

Ainsi, en particulier, les formules (4), ( 8) continueront dé subsister,

si l ’on y remplace la caractéristique A, qui indique l’accroissement

total d’une fonction, par Time des caractéristiques
/

A/) A , Aw,

employées pour indiquer des accroissements partiels relatifs au 

changement de valeur ou de forme de diverses variables ou fonctions, 

ou même des variables ou fonctions comprises dans divers groupes. 

Pareillement, les formules ( 5), (9), (12!) continueront de subsister, 

si l’on y remplace la caractéristique S, qui indique la variation totale 

d’une fonction, par l ’une des caractéristique^

°n îi>

employées pour indiquer les variations partielles.

Si les variations partielles'que l’on considère se réduisent à des 

variations propres ; alors à la caractéristique S on devra substituer, non'' 

plus une des caractéristiques 8(, 8;/, 8W, . . . ,  mais la caractéristique 

et en conséquence, à la place des formules ( 5), (9), (12), on obtien-.
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cira les suivantes : ,. .

(17) VJ ( u -f- V H- W H-... . ) — J] u -+ ¿1 v -+- w H- . . .,

(18) Ji{ar) —  aJ\r,

(19) ¿ ¡ ( a u  4- b v  4- c w  -f-. .  .) =  a J \  u h- b c f [  v  -h ·+·. . ..
1 .

Ajoutons qu’en vertu de la convention établie dans le § I (pag^s 65 
et 66), on pourra remplacer à la fois, dans les deux membres de la 

formule (16), la caractéristique S par la caractéristique J[. On trou

vera ainsi, pourvu que f(r)  ne cesse pas de représenter une fonction 

déterminée de r,

(20) \  f ( r )  =  D,.f(/·.) J[r.

L’équation (1), de laquelle nous avons déduit les formules ( 5),

(9), (12), ( 1 6 ) , . . . ,  entraîne encore une multitude d’autres consé

quences dignes de remarque, et en'p'articulier celles que nous allons 

indiquer.

Supposons que la fonction s et sa variation Si restent continues par 

rapport aux variables dont elles dépendent dans le voisinage du sys

tème de valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables. Gon- 
\ ' 

cevons d’ailleurs que l’on fasse coïncider la variable primitive, dont

l’accroissement est représenté par t, et dont la variation est réduite a 

l ’unité, avec l’une des variables données, ou avec ,unè variable nouvelle 

dont toutes les autres soient des fonctions continues. Non seulement 

la variation Si sera la limite de laquelle s’approchera indéfiniment le 

As ■
rapport — , tandis que 1 s’approcher^ indéfiniment de la limite zéro;

mais, de plus, pour de très petits modules de 9 ce rapport différéra 

très peu de sa limite, en sorte qu’on pourra énoncer la proposition 

suivante. /
. ' ' , , 1,

 ̂ ' I ‘ * I
Théorème III. — Si une fonction s et sa variation os restent continues, par 

rapport aux variables dont elles dépendent, dans le voisinage du système 

de valeurs attribuées à ces vàriables; si d'ailleurs on fa it coïncider la 

variable primitive, ou avec l’une de ces variables, ou avec une variable
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nouvelle dont toutes les autres soient fonctions continues ; alors, pour des 

valeurs infiniment petites attribuées à Vaccroissement i de la variable 

primitive, la différence entre le rapport^· et la variation Si sera infiniment

petite. ' ·
/ \

Corollairel. — Le théorème III s’étend au cas même où l’accroissement 

total Ai et la variation totale Ss seraient remplacés par un accroisse

ment partiel
à, s, ou A fs, ou A „s , . . .

et par la variation correspondante

d,s, ou èus, ou / à,„s, . . . .

Corollaire II. —  Concevons à présent que les variables et fonctions 

diverses, desquelles dépend la fonction s, soient partagées en deux 

groupes. Indiquons à l ’aide de la caractéristique A l’accroissement 

total de la fonction s ou d’une fonction de même nature, et à l ’aide des 

caractéristiques A" où A„ les accroissements partiels de la même fonction 

correspondants à des changements infiniment petits de valeur ou de 

forme des variables ou fonctions comprises dans un seul groupe. Soit, 

en conséquence, [A/ ou Aus l ’accroissement infiniment petit de ¿ qui' 

correspond à des changements de valeur ou de forme des variables ou 

fonctions comprises dans le premier ou dans le second groupe. Soit, 

au contraire, As l’accroissement total de s. Enfin, posons

(21) s,—  s + A , s  et s„ =  sr-b A„s,.

sv sera évidemment ce que devient s quand on change à la fois les

valeurs de toutes les variables et les formes de toutes les fonctions. On

aura donc ' ' , . (
S„ S - h  As. . '

D’ailleurs on tirera des formes (21) ‘ \
I 1 1 ’’ ,

(22) *, =  * / + A,«, =  s , +  A ^  +  A,»,,

/  ' ·■ ■ 
par conséquent

s „ ~ s  =  Als +  A„s,·, ‘ .
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et, comme la formule (22) donnera

' ■ ■ ’ A s^zs,, — s,

on trouvera définitivement
' ’ 1

( 23) ' ·  As =  A,s 4- A, s,.·

En divisant par 1 les deux membres de cette dernière équation, on 

aura

Af =  ^il +  ^dL, 1
, . / 1 1 r 1 

Soient maintenant
à,,s

les variations partielles de la fonction s correspondantes aux accrois

sements partiels , N
' ' ' V „  A ,/î ;

et supposons que
' 1 ' s, 3;s, dgs
I

soient des fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage 

du système des valeurs attribuées q ces variables mêmes. Alors, pour 

des valeurs infiniment petites de 1, en vertu du corollaire I, le rap

port ~  différera infiniment peu de 8;î , et le rapport ^  de Sffî (. 

Mais, d’autre part, à l’accroissement infiniment petit

s. —  5 =  A. S> ■ · > ! X

de la fonction s correspondra l ’accroissement ’

' ^ S, - A S =  a ,5,,« '
, I

de la variation S s, et ce dernier accroissement sera encore infiniment
" 1 . . „ I .. ,

petit, \ puis Sffs sera, par hypothèse, fonction continue des diverses

variables. Donc §//s/ différera infiniment peu de or/s; et, par suite, le 

rapport différera infiniment peu pon seulement de Slfsr, mai  ̂aussi

, de t lfs. Donc, dans l’hypothèse admise, si l’on fait converger 1 vers la

limite zéro, les rapports \ ^
’ A.s As.
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convergeront respectivement vers les limites

f s ,  ' <V;
et, par suite, la formule

A£_ V  + V ,
'  t( l l

entraînera celle-ci
ôs =  à , s  +  S „ s .

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante.

T héorème IY. — Soit s une fonction dépendante de variables et fonctions

v.diverses que nous supposerons partagées en deux groupes. Soient, de plus,

1 a,5

la variation partielle de s correspondante au changement de valeur ou de 

forme des variables ou des fonctions comprises dans le premier groupe;

, '

la variation partielle de s, correspondante au changement de valeur ou

de forme des variables ou des fonctions comprises dans le second

groupe; et es la variation totale de s. Si la fonction s et ses variations

partielles ' ' \ ,
1 à , s ,  d „ s  ,

restent fonctions continues des diverses variables, dansée voisinage du 

système des valeurs attribuées à ces variables mêmes, la variation totale 8s 

sera la somme des variations partielles, en sorte qu'on aura

( 2/*) b s - = è t s  +■ ô „ s .

Corollaire. — Concevons maintenant que les variables et fonctions 

diverses desquelles dépend la fonction s soient partagées en trois 

groupes, et nommons
à,s> ^  ,̂,s ■ ,

les variations partielles de s correspondantes à ces trois groupes. Sup

posons d'ailleurs que la fonction s et ces trois variations partielles 

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage
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du système des valeurs attribuées à ces variables mêmes. Si l’on consi

dère les deux derniers groupes comme n’en formant plus qu’un seul; 

la variation partielle de î , correspondante à ce nouveau groupe, sera,' 

en vertu du théorème précédent, représentée par la somme

\ ■ \
et, en vertu du même théorème, il suffira d’ajouter cette somme à 8r s

pour obtenir la variation totale de s, ou 8 s. On aura donc

' * ' ' ·
Ss  Of S $f/ S -r- S.  > '

P a r  d e s  r a i s o n n e m e n t s  s e m b l a b l e s  o n  p a s s e r a  a i s é m e n t  d u  c a s  O ù  l e s  

v a r i a b l e s  o u  f o n c t i o n s  s o n t  p a r t a g é e s  e n  t r o i s  g r o u p e s ,  a u  c a s  o ù  e l l e s  

s o n t  p a r t a g é e s  e n  q u a t r e  g r o u p e s ,  e t c .  ; e t ,  c o n t i n u a n t  a i n s i ,  o n  é t a b l i r a  

g é n é r a l e m e n t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e . ’

Théorème V. —  Soit s une fonction dépendante de variables et fonc

tions diverses que nous supposerons partagées en divers groupes. Soient, de

I plus, ■ '
1 à,s,· S, s, § , „ s ,  . . .  !

\ 1 /·
les variations·partielles de s correspondantes au premier, au second, au 

troisième, etc. groupe. Enfin, supposons que la fonction s et chacune de 

ces variations testent fonctions continues des diverses variables dans le 

voisinage du système de valeurs attribuées à ces variables mêmes. La 

variation totale 8s de la fonction s sera la somme des variations par

tielles 8]s, 8us, 8ms, . . .  ; en sorte qu’on aura

(2 5 )  1 ô s  =  à , s  +  è,t s  -I- <5,„s +  . . . .

, ” N

Corollaire I. —r̂ Aù lieu de déduire le cinquième théorème du précé

dent, on pourrait l ’établir directement à l ’aide des considérations sui

vantes. Les variables et fonctions diverses desquelles dépend la 

fonction, s étant, comme on vient de le dire, partagées en divers 

groupes; désignons à l’aide des caractéristiques
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les accroissements partiels de la fonction s ou d’une fonction de même

nature, qui correspondent à des changements de valeur ou de forme
' / 

des variables ou des fonctions comprises dans le premier, le second, le 
. . .  / . > . 

troisième, etc. groupe. Si I on pose successivement
I

s, = s  -+- A, 5,

*» =  *»-+-A, j, ,

/.

le dernier terme de la suite

• S I1  S I I ! s m i

sera évidemment ce que devient s en vertu des changements de valeur 

de toutes les variables et des changements de forme de toutes les 

fonctions données. Donc ce dernier terme sera la valeur de s +  As, 

c’est-à-dire la fonction s augmentée de son accroissement total As. 

D’autre part, on tirera successivement des formules (26),

s, +

j ,  =  « +  Afi-+-A,  s„ , ,
sm— S +  A,S +

Donc le dernier terme de la suite >

s,i s,n sm) · · · ■ s
I

sera encore équivalent à la fonction s augmentée de la somme des 

termes de la suite
A,si Al/sl, 1 A msin . . . . .

Donc cette somme sera précisément la valeur de l’accroissement 

total As, et l ’on aura \
I

(27)  As —  Ats +  A„s, +  A„;.<„-4-. . . ;

puis on én conclura
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1 ' )

Si maintenant on attribue à i une valeur infiniment petite,, et, si l’on 

suppose que les fonctions

s, ots, St/s, dms, · · ·

restent fonctions continues des diverses variables dans le voisinage 

du système de valeurs attribuées à ces variables; on reconnaîtra que 

les rapports <,
• Â ' e A .Ç A SZZlLlLy 0,1j p . ·

t t t

diffèrent infiniment peu, le premier de B· s; le second de $(/î(, et par 

suite de Bus; le troisième, de B„slf, et par suite de Bmst, ou même de 

Sms, — Donc, en faisant converger i vers la limite zéro, on verra les 

rapports
A,s

■ ---9 , ---- 9 —I---91 L t V j

converger respectivement vers les limites
f ·’

. §,s, èlrs , èms,

et la formule ('28) entraînera l’équation (25).

; i

III. —  Form ules générales, propres à fo u r n ir  les variations des fonctions  

' d ’une ou de plusieurs variables.

Les principes établis dans le paragraphe précédent fournissent
' ^

immédiatement les diverses formules générales à l’aide desquelles on 

peut déterminer les variations des fonctions d’une ou de plusieurs. 

variables. Entrons à ce sujet dans quelques détails.,
! j ’ I

Considérons d’abord .une fonction s d’une seule variable x . Si la
i

forme de cette fonction est complètement déterminée, et si s se trouve 

immédiatement exprimée en fonction de ;r,.la variation os pourra être 

déterminée à l’aids de l’équation (,i5 ) du, paragraphe précédent, de.
laquelle on tirera / ' ,

,
(1) , t ' ôs =Z àx.

OEuxres de C. — S. II, t. XIII. 1 , I I ·

( · / · U
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Alors aussi on pourra considérer les variations
A ^

ds, Sx,

comme représentant de simples différentielles

ds, dx  ;

dé sorte que la formule (i)  se confondra en réalité avec l’équation

(2 ) ds =  B xs dx.

Corollaire I. — Si la forme de la fonction s cesse d’être complètement 

déterminée, alors, en vertu du théorème IY du § II, la variation totale 

de s sera la somme de ses deux variations partielles correspondantes, 

l’une au changement de valeur de la variable x, l ’autre au changement 

de forme de s considéré comme fonction de x .  D’ailleurs de ces deux 

variations partielles, la seconde sera précisément celle que nous 

appelons la variation propre de la jonction s, et que, d’après les 

conventions admises dans le § I, nous représentons par s, tandis 

que la première sera la valeur de 8s fournie par l’équation (1), ou 

le produit On aura donc généralement, dans l’hypothèse

admise,

(3) ds =  Jis -H Da« Sa·.

Corollaire II. — Concevons maintenantque la valeur de s soit fournie 

par l’équation ; '

(4) s — S(x, y, z, «, e, rç, ...) ,
/

dans laquelle les lettres

s ,  U,  V, w ,  . . .

désignent des variables ou fonctions diverses. Supposons d’ailleurs 

que, la forme de la'fonction f  étant complètement déterminée, on 

indique, à l ’aide des caractéristiques

\ à/n Ô„,,’ . . . ,
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des variations partielles dont chacune corresponde à la variation totale 

d’une seule des variables ou fonctions

æ, y ,  z,  , «, p, w,

I , ' S ■
\

A l o r s  l e s  v a l e u r s  d e

' àtS, I 3,,5, S/lfS,

pourront être calculées à l ’aide de la formule ( i 5) du § II; puisque^ 

d’après la remarque faite dans le § II (page 74), on peut se servir de 

cette formule pour déterminer, non seulement les variations totales, 

mais encore les variations partielles correspondantes de deux Variables 

ou fonctions liées l’une à l’autre. Donc ces valeurs pourront être 

réduites aux produits '

. . . ,  D ns S u ,  D „ s 5 p , Dw.sâ«', . . . .

D’autre part, en vertu du théorème V du § II, vil suffira d’ajouter ces 

valeurs l’une à l ’autre pour obtenir la variation totale de s. On aura 

donc, dans l’hypothèse admise, ' v

(5 ) Ss =  Dxs ô« 4- D y s d y  4- Das Sz -h. . .  4- D„s Su 4- D ŝ Sv 4- Dws 4-__
1

Dans le cas où les formes des diverses fonctions contenues dans s 

restent complètement déterminées, les variations

Sx ,  Sy,  Sz, . . . .  Su, Sv, Sw, . . . ,  Ss

s e  r é d u i s e n t  à  d e  s i m p l e s  d i f f é r e n t i e l l e s

d x ,  dy>, d z , ,, :, d u , , dv,  dw,  , . . ,  d s ,
1

et l ’équation ( 5) à la formule

(6) ds =  J~)x s d x  4- Dj, s d y  4- Djicèz 4- . , . 4 - DUs d u  4- H- Dwsc?w 4 -..

\ Corollaire III. — Si la forme de la fonction f  cessait d’être complê- 

tement déterminée; alors, pour obtenir la valeur générale de Ss, il 

faudrait, en vertu de la formule (25) du § II, ajouter au second membre 

de l’équation ( 5) la variation propre de s, c’est-k-dire la variation par

tielle de s relative, non plus au changement de valeur ou de forme des
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variables où fonctions

I an, y , s , · , . . . ,  . . . ,
' /

mais au changement de forme de la fonction indiquée par la lettre f. 

Alors, en désignant par Jls  la variation propre de s, on trouverait

(7) $s =  S x  +  Dr s ô/-t -Dss ô s + . . . 4 - D „ 5  ôm +  l)„s ôe-t- Dw.s ô<v+... .

Pareillement, si les lettres

H, V, W,

désignaient des fonctions dea?, y, z, ... dont les formes ne fussent pas 

complètement déterminées; alors, pour obtenir la variation totale Su, 

il faudrait à la somme. 1
V

■ J)x u h- Dy u Sy H- D-u Sz . . .
/ ( ( 

ajouter la variation propre J[u  de la fonction u. On aurait en consé

quence 1
Su =  J\ u Dx u Sx -4- Dr u S y  -+■  Ds u Sz . . ,

et pareil lement

Sv =  J\v Sx +  .Dr c ô/ +  D2c Sz +  . . . ,

Sw =: +  Dx wSx -+- DyW’ ôv H- D-w’ âs - + - ,

(8)

Corollaire IV. — Pour déduire de l’équation (a 5) du § II l ’équa

tion ( 5) relative au cas où la forme de la fonction f est complètement 

déterminée, il a suffi de supposer que chacune des lettres caractéris

tiques
ô,> ô„, Sm, . . .  t

se rapportait, dans l’équation (e 5) du § II, à la variation totale d’une 

seule des variables ou fonctions

X, y , z , . . . ,  u, f’ , w, ----

Si l’on supposait, au contraire, que chacune des caractéristiques
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' v / 
se rapporte à la variation propre d’une seule des Variables ou fonctions

X, > y., z , u, e, . «S .

on obtiendrait, au lieu de la formule ( 5), une autre formule/qui four

nirait pour une seconde valeur nécessairement équivalente à la 

première. Confirmons l’exactitude de cette assertion par un exemple, 

et supposons, pour fixer les idées, que la valeur de s étant donnée par 

la formule ( l\) ,x }y ,  z, . . .  représentent des variables indépendantes 

dont u, v, <v, ... soient fonctions. Les variations propres v

c f i x ,  J,¡y, J \ z ,  . . .

des variables indépendantes oc, y , z, . . .  se confondront avec leürs 

variations totales , ’
è x ,  §y, Ss,

en sorte qu’on aura identiquement

(9) è x  =  J i x ,  ô / “  ‘ " à z  =  J i à ,  ----

Mais les variations propres

' A.V, ....

des fonctions u,v,w ,  . . .  seront distinctes de leurs variations totales, 

et liées à ces dernières par les formules (8)., Cela posé, nommons fi] 

la fonction de x , y ,  z , ... à laquelle se réduit la fonction de x,  y,  z , . . . ,

u, v, w, ..., représentée par s, lorsqu’on y substitue les valeurs de u,

v, w, ..., exprimées en fonction de x ,  y, z, . . . .  On pourra conpevoir

que, dans la formule ( 25) du § II, chacune des variations (

ôrs, àlfs, §ms, v. . .  v

correspond, non plus à la variation totale, mais à la variation propre 

d’une seule des variables x, y, z, ..., ou d’une seule des fonctions u, e,

w, .... Seulement alors, pour tenir parfaitement compte de l’influence 

exercée sur la variation totale Ss par la variation propre de x ,  on devra 

considérer s, non plus comme une fonction de x,  y, z, ..., u, v, w, ..., 

mais comme une fonction des seules variables indépendantes x,  y,
t I . I
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s % . . . .  Donc alors les variations partielles de s, correspondantes aux- 

variations propres
<Hx, 4  y , 4  s, ...

des variables oc, y, z, ..., seront, eu égard à la formule ( i) , repré

sentées par les produits

I>*[î ] 4 >̂ V r [s]J iy , D-[ 5] 4 ^  . . . ;

tandis que les variations partielles de s, correspondantes aux variations 

propres
. Au, 4 e, 4 «S · · · .  '

seront, eu égard à la même formule, représentées par les produits

I)„s4 «, D„s4 <’, I>,vs4 (v, ---

Donc la formule ( 25) du § II donnera ^

(io) §s=  Da;[ i ] 4 ir +  D3,[s]4/4· Ds[s ]^  + . · ·
+  DK s 4 «  +  D„ s 4  v -+- D1V s 4 »  +  ....

Il estfacile de comparer l’une à l’autre les valeurs de ês fournies 

par les équations ( 5) et (10). En effet, eu égard aux formules (9), 

l’équation (10) peut s’écrire comme il suit :

(u) &?= Da,[i] àx ■+■ Dy[s] Sy -h D-[s].ds ...
+  D„ s 4 «  +  D„ s 4 c-hDw s 4 »v. .·

D’autre part, en considérant u, v, w, et, par suite, s comme fonctions 

de a?, 7 , s, 011 aura non seulement

( t 2 )

mais encore

du =  Dxu dx -h'DyU dy ->rJ)zu dz + . . . ,  
dv Da, v dx +  I)r v dy -h D. v &  + . · . ,  
dw — Y)xwdx +  Dywdy +  DZwdz -+-■..,

(i3) de D*[s] dx 4- !)_,.[«] dy -1- D:[i] dz -f----

Cette dernière valeur de ds devant coïhcider avec celle que fournit 

l ’équation (6 ), quelles que soient les valeurs attribuées aux différen

tielles ' i ‘ ,
doc, dy, dz, .. ..
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on én conclura, en réduisant l’une de ces différentielles à zéro, et les 

autres à l’unité,

R * [ i ]  —  Da;·5 +  U n i ’ O *  W +  D# V +  D WS Dx W +  , , . ,

Ry J —  Dy .S “f" D ài R y U -f- R,.$ Dy V -f- D«;S Dy ^  “H . · . , 1

l)z [s] !_)- S  -+- 1)a,s D- u +■  \)z V +  Dws 1)- w —i~. . . j

................: * r ................................................. i ..................................................

Or, eu égard à ces dernières formules, on reconnaîtra sans peine que 

la valeur de §s fournie par l’équation (x i) est précisément celle qu’on 

obtient quand on substitue dans le second membre de l’équation ( 5) 

les valeurs de
âu, de, §w, . . . ,

tirées des formules (8). ' r

Corollaire V. — Supposons que, la quantité s étant une fonction 

déterminéede variables de divers ordres représentées pai

OC, U ,  V , w ,

on nomme
w,  e ,  vr,

, celles de ces variables qui sont de l’ordre le pliis élevé. Alors, d’après 

les principes exposés dans le § I, ce qu’on devra exprimer par la 

notation
As,

ce sera la variation partielle de s correspondante aux variations 

propres ; / n
. J[U, j\v, 4 W, ...

des variables de l’ordre le plus élevé, contenues dans la fonction s. 

Donc cffi se trouvera réduit h la somme des derniers termes compris 

dans le second membre de la formule ( n ) ,  et l ’on aura, dans l’hypo

thèse admise,
. \ 1 N

(15 ) ¿is =  ü usJiu  +  Rpi<^e +  J)wsj\w + ---- '

Par suite, la formule (id) pourra être réduite à

(16) , às D^O] H- Dj IA] fy -+“R*[i] 5-6 + · · ··
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IV. —  Propriétés des variations des divers ordres.

, Les théorèmes et les formules que nous avons établis dans les para

graphes précédents se rapportent seulement aux variations du premier 

ordre. Nous allons passer maintenant aux variations des divers ordres, 

et démontrer quelques-unes de leurs propriétés générales. L’une de 

ces propriétés appartient à la fois aux accroissements et aux varia

tions; elle consiste en ce qu’on peut intervertir arbitrairement l’ordre 

dans lequel se succèdent deux ou plusieurs opérations dont chacune 

est exprimée, ou par l ’une des caractéristiques ,
*

A> A,, A„, A,„, · · · >
\

qui indiquent des accroissements totaux ou partiels; ou par l’une des 

caractéristiques
, . ô,> §,n - . . . ,

qui indiquent des variations totales ou partielles, sans altérer en aucune 

manière le résultat définitif de ces opérations mêmes. Pour établir 

cette proposition, il suffit évidemment de faire voir que l’on pourra 

toujours, sans inconvénient, échanger entre elles deux caractéristiques 

écrites à la suite l’une de l ’autre. Il y a plus : on pourra se borner à 

considérer le cas où ces deux caractéristiques seraient dissemblables, 

la proposition étant évidente dans le cas contraire.

Or, so iti une fonction qui dépende de diverses variables, ou même 

de fonctions diverses; et nommons ç un accroissement partiel, ou 

même total de s, qui corresponde à des changements de valeur des 

variables ou à des changements de forme des fonctions proposées et 

de la fonction s elle-même. On aura, en vertu des formules (4 ) et ( 5) 

du § II,
( 1 1 

| k ( s  +  ç) =  hs  +  As, '
' I ô(s +  ç) =  às -+- ôç.

Donc à un accroissement quelconque de s représenté par ç, corres

pondront un accroissement de, A s représénté par Aç, et un accrois-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LE CALCUL DES VARI ATI ONS.  . 89

sement de la variation Si représenté par Sç. Ce n’est pas tout : comme 

les formules (4) et ( 5) du § II, et, par suite, les formules (i) con

tinuent de subsister dans le cas même où l’on y remplace la caracté

ristique A par l ’une dés caractéristiques

A;, A(/, À//;, .. .·>

et la caractéristique S par l’une des caractéristiques

' Kl K> ···>(
I ■ ■

on peut affirmer qu’à l ’accroissement ç de la fonction s correspondront 

les accroissements . r . , ' ( .

A,?,

des expressions

A„ ç,

1

A„,s, ô,i, ô„ç, S„,ç
1

A, s, ' A,s,' A,//·5, . . . ,  Sts, èf/s, dms,

On en conclut immédiatement que, si deux des caractéristiques

i A, , A,, A,,, A,„, · · · >

ou bien encore l’une de ces caractéristiques et l’une des suivantes

a, ■

se trouvent,simultanément appliquées à une même fonction, on pourra 

toujours intervertir l ’ordre dans lequel se succéderont les deux carac

téristiques dont il s’agit, ■ sans altérer le résultat définitif des deux 

Opérations, qu’elles indiqueront. Ainsi, par exemple, de ce qu’à 

l’accroissement ç de î correspondent l’accroissement A,ç de Ats et 

l ’accroissement o,ç de 8 s, èn conclura qu’en posant

on doit avoir
I Ç =

" A «  =  A,^*»

a,,-s '

Or, si dans les deux dernières formules on remet pour ç sa valeur A/, 

elles donnëront
1 ’

(2) , · A ,A „ s : = AffA,i ,  '

(3) ■ 3,À,i =  A;a,<.
OEuvres de G . —  S.  II,, t. X III.

\
12
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Concevons maintenant que l’on divise les deux membres de la 

formule ( 3) par l’accroissement i de la variable primitive. On trouvera

S A  s A â s

t, t  ’

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (9) du § II,

' 1 — '( ’

puis, en faisant converger vers la limite zéro l’accroissement 1 de la 

variable primitive et les accroissements correspondants qu’indique la 

caractéristique A(/, on verra les rapports

1 w
t . I

converger vers les limites <
d„s, 3„ 3,s.

Donc, en passant aux limites, on trouvera

(4) 3,3,5 =  3, 3', 5.

Ajoutons que, dans la formule (4), on pourra remplacer chacune des 

caractéristiques 0 , par l ’une quelconque des suivantes 1

3, 3,, 3,, 3„, . . . .

En résumé, les formules (2), (3), (4 ), et celles qu’on peut en 

déduire, entraînent la proposition dont voici l ’énoncé :

T h é o r è m e  I . S o i t  s une fo n c tio n  q u i dépende de diverses variables ou 

m êm e de fo n c tio n s  diverses; et supposons cette fo n c tio n  successivement 

soumise à diverses operations dont ch acu n e , a y a n t p o u r but de fo u r n ir  un  

accroissement total ou p a rtie l , ou bien encore u ne variation totale ou  

p a rtielle , se trouve indiqu ée p a r  l 'u n e  des Caractéristiques

A) À,! A;/\ Affl

V ex p ressio n  q u i résultera de ces opérations successivement effectuées 

offrira une valeur in d épen dan te de l ’ordre dans lequ el se succéderont
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ces mêmes opérations, et p a r  conséquent les caractéristiques qui serviront 

à les indiqu er. O n pourra d on c , sans altérer cette valeur, intervertir 

arbitrairement l'ordre dans le q u e l les diverses lettres caractéristiques se 

trouvent rangées, com m e si le système de ces lettres, écrites à la suite les 

une des autres, représentait un véritable produit.

Corollaire I.  —  Il suit des formules (8) et (9) du § II que le théo

rème précédent doit être étendu au cas même où l’une des caracté

ristiques, ,cessant d’indiquer un accroissement ou une variation, 

représenterait un coefficient constant.

Corollaire II.  —  On peut concevoir que, parmi les caractéristiques

I A ô,n

plusieurs indiquent des variations relatives, non à des changements 

de formes de certaines fonctions, mais à des changements de valeurs 

de certaines variables x ,  y ,  z ,  . . . . Lorsque chacune des caractéris

tiques de cette espèce se rapporte à une seule variable x ,  ou y ,  

ou z, . . . ,  elle peut être immédiatement remplacée par

et même par
dx, Ou ciy,̂  ou d. , . 1. j

/

S

D*, ou Dr , ou IL, . . . ,

,si la variable dont il s’agit est une variable indépendante, ce qui 

permet de réduire sa variation à l’unité.

Le théorème III du § II, et les théorèmes qui s’en déduisent, sont 

relatifs à des variations totales ou partielles du premier ordre. Mais, 

en partant de ces théorèmes, 'on peut en obtenir d’autres du même 

genre qui soient relatifs à des variations totales ou partielles d’ordres' 

supérieurs. Tel est, en particulier, le suivant :

T héorème II. —  Supposons qu’une fo n c tio n  s , et une variation de s, 

totale ou p a rtielle , d ’un ordre n  supérieur a u  prem ier, rhstent continues , 

p a r  rapport a u x  variables dont elles dépendent, dans le voisinage du sys

tème de valeurs attribuées à  ces variables. Faisons d ’ailleurs coïncider la
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variable primitive, ou avec l ’une de ces variables, ou avec une variable 

nouvelle dont toutes les autres soient fonctions continues. La variation 

que l ’on considère différera infiniment peu du rapport qu’on obtiendra 

quand on divisera par i" l ’accroissement infiniment petit de s corres

pondant à çette même variation.

Démonstration. —  Considérons, par exemple, une variation de la 

forme 1

, 1

et admettons les suppositions énoncées dans le théorème II, en sorte 

que <
s et ollàls

restent fonctions continues des diverses variables, dans le voisinage 

du système des valeurs attribuées à ces mêmes variables. En vertu du 

théorème III du § II (corollaire I), la variation 8(/8,s différera infini

ment peu du rapport

t (

Donc ce rapport devra rester à son tour fonction continue des diverses 

variables, dans' le voisinage du système des valeurs attribuées à ces 

mêmes variables. Il y a plus : en vertu du théorème cité, le rapport

----- 9

que l’on peut, eu égard à l’équation (9) du § II, présenter sous la 

forme

différera infiniment peu de l’expression

----
l

ou, ce qui revient au même, du rapport
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Donc ce dernier rapport différera infiniment peu de la variation

<W·
1 , _ ' , i

En raisonnant comme on vient de le faire, on pourra évidemment 

démontrer le théorème II dans tous les cas possibles.

1 , · . ■ ■ ■
Corollaire. —  Supposons que l’accroissement i de la variable primi

tive soit considéré comme un infiniment petit du premier ordre ; alors, 

en vertu du théorème II, l’accroissement total ou partiel dé s, corres

pondant, à une variation de l ’ordre n, sera un infiniment petit de 

l’ordre n, si cette variation reste fonction continue des variables
I t

dont s dépend, dans le voisinage du système des valeurs attribuées 

à ées variables, et si d’ailleurs elle acquiert, pour le système dont il 

s’agit, une valeur différente de zéro. Si, de ces deux conditions, la 

première était remplie sans que la seconde le fût, ou, en d’autres 

termes, si la variation de l’ordre ri offrait pour valeur ̂ particulière 

une valeur nulle, sans cesser d’être continue dans le voisinage de 

cette valeur, l’accroissement correspondant à la variation proposée 

deviendrait pour l’ordinaire un infiniment petit d’un ordre supérieur 

au premier. Mais ce n’est là évidemment qu’un cas exceptionnel; et 

■ en général ce que nous appellerons un accroissement dp l’ordre n 

sera en même temps, en vertu du théorème II, un infiniment petit de 

l’ôrdre n. Ainsi, non seulement un accroissement du premier ordre 

sera, généralement, comme on peut le Conclure du théorème III 

du § II, un infiniment petit du premier ordre; mais de plus un 

accroissement Mu second ordre sera généralement un infiniment petit 

du second ordre, etc.

t ' ' i

V.  —  S u r  la variation d }une intégrale définie sim ple ou m ultiple .
) · ' S ' . · »

l* r , ■ , \ -
Soit d’abord s unè intégrale définie simple, relative à la variable a?, 

et prise entre les limites

cb =  x, k ¿B =  xti
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en sorte qu’on ait

(O

\

k dx.

Supposons d’ailleurs, dans cette intégrale,

(2) ' k = î { x ,  U ,  {>, w ,  ...),

u, ç, w , ... désignantdes fonctions de x  dont la forme puisse varier, et 

la lettre f  indiquant au contraire une fonction de forme invariable. 11 

suit de la formule ( 25) du § II que, pour obtenir la variation totale de 

l’intégrale s, il suffira de calculer : i° la variation partielle de s corres

pondante au changement de forme des fonctions u, v, w, ... contenues 

dans k, et par conséquent aux variations propres de u, v, w, ... ; 20· la 

variation partielle de s correspondante au changement de valeurs des 

quantités .-c, x, et par conséquent aux variations propres des limites de 

l’intégrale; puis d’ajouter l ’une à l’autre ces deux variations partielles 

de s.

. Calculons d’abord la première, et supposons que les limites *, x 

restant invariables, on change infiniment peu la forme des fonctions

Nommons
u ,  v ,  *V,

A/t, As

les accroissements infiniment petits de k et de s, correspondants à ce 

changement de forme. La formule (1) entraînera la suivante

< r x
s -h  As —  I (k  -h A k) dx,

et par conséquent la suivante

As : A k d x .

Soit d’ailleurs ,t l ’accroissement infiniment petit d’une variable indé

pendante dont la variation serait l ’unité. On tirera de la dernière for

mule 1 ‘ i " -
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Soient enfin 1
Au, «W ...

' ' \ 
les variations propres des fonctions

u, v, w, . . .  ;

et représentons par les notations

<f[k, J[S

les variations partielles correspondantes de k et de s. En faisant 

converger 1 vers la limite zéro, on verra, dans la formulé (3), les rap

ports <
M  As N
E 9 E

converger vers les limites

et l ’on aura, par suite,

( 4 )  . 4 S =  I J[k dx.
*JX

, ¿ik, As;

,x

D’ailleurs, en vertu de la formule (10) du § III, la variation J[k se 

trouvera liée aux variations propres ..

Jiv, j\w, . . .

■ r , * ,

des fonctions u, v, w, ... par l ’équation

( 5 )  Wwkj\w -v-------

< Si dans la formule ( 4) on substitue la valeur de s tirée de l’équa

tion (1), on trouvera
~x ~x

(6) 4 /  k d x  —  J J\kdx, r

l

On peut donc, dans une expression de la forme

J" k dx, '

intervertir l ’ordre des deux opérations indiquées parles signes cfCet f .

• Cherchons maintenant la variation partielle de s, à laquelle on se
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trouve conduit quand on fait varier seulement les limites x, x. Pour 

obtenir cette variation partielle, on devra, dans l’équation (2), consi-
t

dérer comme complètement déterminées, non seulement la forme de

la fonction f, mais encore les formes des fonctions u, c, u·’, __Soit,

dans cette hypothèse,
■ As ! '

l’accroissement infiniment petit de s correspondant aux accroisse

ments infiniment petits
A.-c, Ax·,

des limites * et x. L’équation (1) entraînera la suivante
I , \

X X 4-Art *
k  d x , 1

+ Ax

et de cette dernière, combinée avec la formule (1), on tirera

/ x + A x  « X  +  Aoc
, k  d x  —  1 k  d x ,

par conséquent

(7) As r

t- A x  ,
k  d x

______  Ax

Ax t

f
,x  +  A x

k  d x
___ t_ A x
Ax t

' Supposons maintenant que l’on fasse converger t, et par suite, les 

accroissements infiniment petits

Ax, Ax

' ' < i
vers la limite zéro. Alors, en désignant par S s la variation partielle

de s correspondante à l ’hypothèse admise, on verra non seulement les

rapports s
Ax Ax As

t ’  i t
i v,

converger respectivement vers les limites

1 ôx, dx, d,s, 1 ·'
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mais encore.les rapports

k  d x ,

A.v

h- Ax· 

k d x

Ax

converger vers des limites qui, eu égard aux propriétés connues des 

intégrales définies, seront précisément les valeurs de k correspon

dantes aux valeurs .*, x de la variable x.  Si l’on représente ces valeurs 

de k par les notations (*)
x ~ x  x = \

. - I /.·,

alors, en posant t =  o, on tirera de la formule (7) l’équation

(B) ' d-s = a J  Xk ÔX —  T Xk dx,

que, pour abréger, on peut écrire comme il suit :

( 9 ). ô >  =  ( ô x ' * r X- ( î / 7  * ) / · .

D’ailleurs, les deux valeurs de x,  représentées par .%·, x étant deux 

quantités qui, dans l’intégrale" s, peuvent varier indépendamment 

1 une de 1 autre, et indépendamment des formes attribuées aux fonc

tions //, e, <r, .... les variations totales

OX, Ox ' ' .

de ces deux quantités ne différeront pas de leurs variations propres

¿IX. J[x.

O ) Dans un Mémoire qui a remporté le grand prix de Mathématiques, M. Sarrus 

observe, avec raison, qu’il convient de joindre aux· notations adoptées par les analystes un 

s i g n e  d e  s u b s t i t u t i o n , c’est-à-dire un signe propre à indiquer la substitution d’une lettre 

a une autre lettre..Celui dont je me sers ici diffère peu du signe de substitution qui a été 

adopté par M. Sarrus, et qui est un trait recourbé en forme do crosse, à la droite duquel 

l’auteur place, en haut et en bas, les deux lettres dont l ’une doit être substituée,à 

l’autre. La notation nouvelle que je propose se prête aisément à des réductions qui per

mettent do rendre les formules plus simples et plus concises, comme on le verra ci-après 
dans le § VU. . : ,

O e u v r e s  d e  C .  —  S. II,  t .  X I I I .  [3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



9« M E M O I R E

D o n c  l ' é q u a t i o n  ( 9 )  p o u r r a  e n c o r e  s ’ é c r i r e  c o m m e  i l  s u i l  :

/ a· — X x = x\
(10) ôts —  | — 4-v I ·//«'· · ,

A p r è s  a v o i r  I r o u v é  l e s  d e u x  v a r i a t i o n s  p a r t i e l l e s

A*,

d o n t  l a  s o m m e  d o i t  f o u r n i r  l a  v a r i a t i o n  t o t a l e  os d e  l ’ i n t é g r a l e  s, i l  s u f 

f i r a  d e  c o m b i n e r  l ’ é q u a t i o n

( 1 1 )  O S  =  J [ S  O, .ç

a v e c  l e s  f o r m u l e s  ( / j )  et  ( t o )  p o u r  o b t e n i r  l a  f o r m u l e  g é n é r a l e

z’ X /  X  =  s  .V  —  X  \

( 12) · os — Jlsdr+\<fiX | — J[x |

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l a  l e t t r e  s r e p r é s e n t e  u n e  i n t é g r a l e  

d é f i n i e  d o u b l e ,  r e l a t i v e  a u x  v a r i a b l e s  x ,  y ,  e t  p r i s e  : i °  p a r  r a p p o r t  

à  y  e n t r e  l e s  l i m i t e s

y - \ h  y  =  v ;

2 0 p a r  r a p p o r t  à  x  e n t r e  l e s  l i m i t e s

. v — x ,  ,/' =  X,

e n  s o r t e  q u ’ o n  a i t

(13) s — I j ' h <lx c/y.•■x · l|

,,, Y  p o u v a n t  d é s i g n e r  d e u x  f o n c t i o n s  q u e l c o n q u e s  d e  la v a r i a b l e  x .  

S u p p o s o n s  d ’ a i l l e u r s ,  d a n s  c e l t e  i n t é g r a l e ,

(i-i) ■ /■ '—  f(>r, y , u, e, te, . . , ) ,

u, e ,  i r ,  . . .  d é s i g n a n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  x , y ,  d o n t  l a  f o r m e  p u i s s e  

v a r i e r ,  e t  l a  l e t t r e  f  i n d i q u a n t  a u  e o n t r a i r e u n e  f o n c t i o n  d e  f o r m e  i n v a 

r i a b l e .  I l  s u i t  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )  d u  §  IJ q u e ,  p o u r  o b t e n i r  l a  v a r i a t i o n  

t o t a l e  d e  l ’ i n t é g r a l e  s, i l  s u f f i r a  d e  c a l c u l e r :  1 ”  l a  v a r i a t i o n  p a r t i e l l e  d e  x 

c o r r e s p o n d a n t e  a u  c h a n g e m e n t  d e  f o r m e  d e s  f o n c t i o n s  u, v, w , . . .  

c o n t e n u e s  d a n s  k, c l  p a r  c o n s é q u e n t  a u x  v a r i a t i o n s  p r o p r e s  d e
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u, v,w, 2° la variation partielle de s correspondante au change

ment de valeurs des limites ,v, x, et par conséquent aux variations 

propres de .x, x; 3° la variation partielle de s correspondante au chan

gement de forme des limites ij, Y, considérées comme fonctions de x , 

et par conséquent aux variations propres de ,j, Y ; puis d’ajouter l’une 

à l ’autre ces trois variations partielles de s.

Cela posé, en nous conformant aux notations précédemment adop

tées, désignons par
. </·'

la variation partielle de k correspondante aux variations propres

4", J¡V, ...

des fonctions u, v, w, ... ; et représentons encore par

4 /  k d y , 4 /  / k d x  dy —  4.V,
J I I *·' .V J 11

les variations correspondantes des intégrales

I k d y , i j  k d x d y  =  s.
J\\ * MJ

Indiquons, au contraire, à l’aide de la caractéristique

• x
°,y

placée devant la dernière de ces intégrales, sa variation partielle cor

respondante aux variations propres J\x des limites .x-, x; et à 

l’aide de la caractéristique

- r3"’

placée devant l’une ou l’autre intégrale, sa variation partielle corres

pondante aux variations propres dl Ji Y des limites Y. A l’aide des 

raisonnements par lesquels nous avons établi la formule (6), on prou

vera que l’on peut, dans l’expression

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 MÉMOIRE

intervertir l’ordre des opérations indiquées par les signes ¿\ et / ,  de 

manière à transporter successivement la lettre c/É après le premier, 

puis après le second des deux signes d’intégration. On aura donc

A k d x  dy  ;
.v , , x

k d x  dy  = J[ k d x  dy ;

et, par suite, la variation partielle de s correspondante aux variations 

propres des fonctions u, e, w, ... pourra être déterminée à l’aide de 

l’équation
/•X /»Y

(i5) As = A k  d x  dy,

à laquelle on devra joindre la formule (io ) du § 111, savoir, 

(16) c/j/.' =  \)ukAn + Av +  I ) /<",T’ +  · · · ·

Cherchons maintenant la variation partielle représentée par o,.y, et 

correspondante aux variations propres t/l.v, c/[x des limites .v, x de 

l’ intégration qui se rapporte à la variable x  dans la formule (id). 

Comme, pourdéduire cette formule de l’équation (i), il suffit de rem

placer dans le second membre la lettre k par l’ intégrale / kdy, il est
-'s

clair que la même opération transformera le second membre de l’opé

ration (10), de manière à le faire coïncider avec la valeur cherchée 

de o(.y. Un aura donc, dans le cas présent,

/ x  — \ x  — x  \ /·Y
(17) V  =  \^x I — Ax I / f kdy.

Quant à la variation partielle de s, représentée par ovx, et correspon

dante aux variations propres Jli|, 2/1Y des limites ■ ), Y de l’ intégration 

qui se rapporte à la variable /  dans la formule (13 ), elle se déduira 

aisément de la formule

=  /  k d x d y ,
J  X  *A j

dans laquelle on pourra .encore, on opérant comme dans la for-
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mule (6), transporter le signe off après le signe de l’intégration rela-

tive à x.  On aura'donc

d k d x  dy.

Mais en remplaçant, dans la formule (6), l’intégrale (i), savoir,

par l’intégrale

et sub st i tu an t  par sui te  la carac té r i s t i qu e  o à la caracté r is t iqu e  S ,  on 

t rouvera

% f  kdy---{jiŸ | —</)./| i )k.
~ il

Doue, on aura définitivement

(,8) r x( ;>r — u \
/ VO I — A\\ i Jkd.v.

Après avoir trouvé les trois variations partielles

/(.V, V ,  o„s,

dont la somme doit fournir la variation totale es de l’intégrale s, il suf- 

lira de combiner l’équation

( 19 ) o s  =  A, s  +  o, .v +- o,; s

avec les lormules ( io ), (17), (18) pour obtenir la formule générale

(20) è.S :
\  n  Y X  — X X  =  .V \  />v

Jykdydx-t-U(X.| — J[X ] ) I k dy
Il ^

x / r  =  '  y  = y\
\<4 Y | —  </} y | J k dx.

En général, soit·

(21)
* = J *

d x  dy dz
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une intégrale définie multiple, relative aux variables oc, y, z, ..., et 
dans laquelle les limites <(-, Y peuvent être des fonctions quelconques 
de a", les limites Z des fonctions quelconques de oc, y, etc. Supposons 
d’ailleurs dans cotte intégrale

(23) A —  r(a?. y, s, i»\ .. .),

u, v, or, ... désignant des fonctions de x, y, z, ... dont la forme puisse 
varier, et la lettre f indiquant, au contraire, une fonction de forme 
invariable. Désignons à l’ordinaire par

J \ s

les variations partielles de k et de s correspondantes aux variations 
propres

J \ U ,  J [ W ,  . . .

des fonctions u, v, or, —  Enfin soient :

la variation partielle de s, correspondante aux variations propres 
des limites .v ,  x ;

o;/s la variation partielle de .v, correspondante aux variations propres 
des limites ij, Y ;

ow.v la variation partielle de s, correspondante aux variations propres 
des limites z, .... 

etc.

On aura

( 2 3 ) o s  — J\S 4- 0,s 4- o„5 +  Ô„,.V 4- · . .,

la variation partielle J[s étant déterminée par l’équation

<f[ s =  J[ f  f  I . . . k d x  d y  dz  . .  .
« A v  A  ij J i

que l’on peut réduire à

(34) A«· . . . J\k d x  d y  dz  . . . ,
•v S , ,
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e(, la valour de J[k élan!

(  2 î)  )  ■ ^  k  ! ) „  k  u  — i)(> k e  “ H  I ) (1. k (¿1 t p *- ¡ — . . . .

Ajoutons que les variations partielles 

, à,s, ô„s, d„,s, . . .

se Irouveront déterminées par les équations

k  d x  d y  d z  . . . .  

k  d x  d y  d z  . . .., 

k  d x  d y  d z  . . ·.,

ou,,ce qui revient au même, par les suivantes :

. . k  d .r  d y  d z

. . k  d x  d y  d z

. . k  d x  d y  d z

desquelles on tirera, eu égard à la formule (io),

(36)

X  =  X X  =  x  \ p  '  S.1

6, * = U x '  I - -¿ l -v  1 ) j '  j  . .  . /■ d y  d z  . .

r  = .y' r  = y\ r''
I — 4 '.I I )  \ . . . k d x d z .

• x  / . V /  Z  ~~ Z

û„ s =

\ A X I —  A -  I )  . . .  k  d x  d y  . . . ,

lin substituant dans la formule (21) les valeurs de
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déterminées par les formules (Vj), (utí), on obtiendra la formule

générale

( 27) Ss .. j[k  dx dy dz . . .

r/c . . .

/ ‘ X /*Y (  2 ~ Z  z  =  ¿\
/  /  U  z I — <4 - I /  . . . k d x d y . . .
/X J\\

-H.

que l’on peut encore écrire comme il suit :

X = A .  S' 1 /· /-
~hJ\x \ j  1 . . . k dy dz . . . . /, rfo dy . . .

/•x r  = Y r'·

+ l  *  1 I
.../,■  í/.r i/; ..

y = „1.

' i
. .. /< d z . ..

•Ax t|·
. . / d.r dy, . - f / V r * .C||

.. k d.r d y . . .

+-...........................

Celle, dernière formule, dans laquelle chaque lerme du second, membre, 

pourrait èfre calculé séparément, en vertu des principes exposés dans 

le § II, est précisément celle qu’a obtenue M. Sarrus, dans le Mémoire 

couronné par l’Académie des Sciences.

VI. — Su r les diverses formes que peut prendre la variation 
d’une intégrale déjinie simple ou múltiple.

Considérons de nouveau l’intégrale définie multiple

( 1 ) S~J_' J Î  j  · · ■ /'dx  dv <h . .

dans laquelle on a

(a) k  —  !'(·*', y ,  5 , e, ir, .. .),
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les limites ' ■ y,  y pouvant être des fonctions quelconques de x ,  les 

limites z des fonctions quelconques de y, etc., et u, e, w, ... dési

gnant des fonctions de x ,y ,  z, ... dont la tonne puisse varier, tandis 

que la lettre f indique au contraire une fonction de forme invariable. 

Comme la valeur de cette intégrales dépendra uniquement des valeurs 

des quantités .v, x, et des formes des fonctions de x , y , z ,  ... repré

sentées par y ,  y, par z ,  z, . . .  et par u, v, w, . . . ,  il s’ensuit que, dans la 

recherche de la variation totale 8 s, on pourra se borner à tenir compte 

des variations propres des quantités représentées par

.V, x ;  y ,  y ;  * ,  s ;  . . . ,  u ,  v ,  ( e ,  . . . .  .

En opérant ainsi, on obtiendra une valeur de os composée de termes

dont chacun, dépendant d’une seule des variations propres

4 x ,  4 s ,  4 y , 4 y ,  4 - ,  4 z  · . · ,  4 < ¿ ,  4 < ; , 4 < v ,  ' · · · ,

pourra être calculé séparément, en vertu des principes établis dans

le § II; et cette valeur de 8s sera précisément celle que fournit l’équa

tion (28) du paragraphe précédent. Alors aussi, l’intégrale s étant 

considérée comme une somme d’éléments, l’accroissement partiel de 

cette intégrale correspondant à-des accroissements infiniment petits 

des limites
,vî ■ ïb ■ .Yi * · · >

sera une somme d’éléments nouveaux qui s’ajoutera aux éléments pri

mitifs de l’intégrale, tandis que chacun des éléments primitifs, con

servant sa valeur et sa forme, continuera de correspondre aux mêmes

systèmes de valeurs des variables x,  y,  z .........

Au reste, au lieu d’ajouter à  l’intégrale s de nouveaux éléments 

infiniment petits, on pourra changer infiniment peu la valeur et la 

forme de chaque élément. Pour y parvenir, il suffira d’attribuer aux 

variables
X, y ,  ■ s, . . .

des accroissements infiniment petits

Ax, Ay, Ai,
OEuvres de C. —  S. IX,.t. XIIÍ . „

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 M É M O I R E

dont chacun pourra être fond ion de x ,y ,  z, ... et de l’accroissement 

infiniment petit i attribué à la variable indépendante qui a pour varia

tion l’unité. Cela posé, soient

X, Y, Z, . . .

les variables nouvelles dans lesquelles se transforment

x i y,

quand on attribue à celles-ci les accroissements Ax, Ay, Az, ..., en 

sorte qu’on ait

( 3 ) X =  x  +  Ax, Y = i y - \ - A y ,  Z =  s  +  Az, . . . .

Soient encore
AA·, A s

les accroissements infiniment petits que prendront les quantités

t  ei s

lorsqu’on changera' x  en x  -+- Ax, y  en y -+- Ay, ; e n  j +  A z, en faisant 

de plus varier les formes des fonctions u, v, w.......et posons

K =  A: +  AA·.

Dans la nouvelle intégrale
s -\--As,

la fonction différentielle sous le signe /  se trouvera représentée, non 

plus par le produit
k d x  dy dz . . . ,

mais par le suivant
K d X d Y d Z . . . .

D’ailleurs, la variation totale os se déduira de l’accroissement total As 

à l’aide de l’équation

(4) ds =  lim —  ·i

^Observons maintenant que l’accroissement total Ai étant celui que 

prend l’intégrale s quand on substitue simultanément la variable X à
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la variable x, la variable Y à la variable y, la variable Z à la 

variable z, ..., enfin la fonction K à la fonction k, on pourra, en vertu 

des principes établis dans le § II, calculer d’abord la variation partielle 

de s relative à chacune de ces substitutions, et déduire des variations 

partielles de s sa variation totale qui se réduira simplement à leur 

somme. D’ailleurs, si l’on se borne à remplacer dans l’intégrale s la 

fonction k par la fonction K, on obtiendra une nouvelle intégrale dans 

laquelle la fonction différentielle sous le signe /  sera

K dx dy dz . . . =  ( />' H- Ak) dx dy dz ....

Donc alors la nouvelle intégrale sera réduite à

. x  r y

i  f  i  ( k -H AA') dx dy dz . . . x
d x J 1} J Z.

et l’accroissement de l’intégrale s à

. . A k dx dy dz ,.

En divisant cet accroissement par i, et faisant ensuite converger i vers 

la limite zéro, on verra le rapport

M
l

converger vers la limite o/£, et l ’on obtiendra ainsi une variation par

tielle de s représentée par l ’expression

. . .  ok dx dy dz

Cette expression est effectivement la variation partielle de s corres

pondante à la variation totale 8k de la fonction k.

Concevons à présent que, sans altérer la fonction k, on se contente 

de substituer, dans le produit

k dx dy dz . .. , . .
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à Tune des variables æ, y, ... la variable correspondante X, ou Y,

ou Z , _Supposons, pour fixer les idées, que l’on substitue Z a 3.

Alors, dans la nouvelle intégrale, la fonction dillérentielle sous le 

signe /  sera
kdxdvdl,....

Si d’ailleurs l’ intégration relative à s est celle qui s'elleetue la pre

mière dans l’ intégrale s, il séra facile de substituer, dans la nouvelle 

intégrale, la variable s à la variable Z, et pour y parvenir il suffira 

d’observer qu’en laissant x, y , ... invariables, on tirera de l’équation 

Z =  3 -t- As cette autre formule

î/Z =  ( i

Dónela nouvelle intégrale, rapportée aux variables primitives, renfer

mera sous le signe f  la fonction différentielle

k  ( i -h I). As ) d x  d y  d z  . , . ,

et se réduira simplement à

/ , (  i - t -  l)j A 3 ) d x  d y  d z  . . . .

Donc, lorsque dans l’ intégrale s oir substituera Z à 3, l’accroissement 

de cette intégrale sera

. . .  k  J). A3 d x  d y  d z

En divisant par z cet accroissement, et faisant ensuite converger i vers 

la limite zéro, on verra le rapport

converger vers la limite

I), A;
t t

D z S z ,

et en conséquence l’on obtiendra une variation partielle de s repré-
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sentée par l'expression

/, 1 ) - ôz d x  dy dz . . . .

Ainsi, pour former la variation partielle de s correspondante à la 

variation totale 8s de la variable s, il suffira de multiplier, dans l’inté

grale s, la fonction différentielle par la dérivée partielle

I); dz.

On prouvera de la même manière que, pour obtenir la variation par

tielle de s correspondante à l’une quelconque des variations

d x , '  d y ,  d z ,  . , .

il suffit de multiplier, dans l’ intégrale s, la fonction différentielle par 

la dérivée partielle

ou, i )vâ /,  ou LL ó-,

et pour lever les difficultés que l’on rencontre au premier abord quand 

on veut étendre la démonstration ci-dessus exposée à toutes les 

variables x, y, s, ..., il suffira d’observer que dans une intégrale mul

tiple la fonction sous le signe /  ne change pas quand on change 

l’ordre des intégrations. Telle est, en efïét, la conclusion à laquelle on 

est immédiatement conduit, en considérant une intégrale multiple 

comme une.somme d’éléments qui correspondent à certains systèmes 

de valeurs des variables x, y, z, ... auxquelles se rapportent les inté

grations, c’est-à-dire à des systèmes de valeurs de x, y, z, ... compris 

entre certaines limites.

En résumé, les variations partielles de s, relatives aux variations

totales des variables x ,  y ,  z ,  . . . , sont respectivement

Ü ’ ù
. .  k Dx dx d x  dy dz . .  . ,

y *  r ï

id X  v  11> i.

. . k D y dy d x  dy dz . . . ,

r* r y  r 7

^ X  J ijl· Jt
. . k D; dz d x  dy dz . . .
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En leur ajoutant la variation partielle qui correspond à la variation 

totale $k de la fonction k, on obtiendra immédiatement la variation 

totale de s, telle qu’elle est donnée par la formule connue

(5) . ô/.· d x  d r  dz . . .

. . .  k {  D* o r  4- R , ày +-I)= oz + . .) dx d v dz. . , .

L’équation ( 5) n’est pas la seule que l’on puisse substituer à l’équa- 

tioa^tf)  du paragraphe précédent, dans la recherche de la variation 

totale ès. Cette variation peut encore être présentée sous une autre 

forme peu différente pt que nous allons indiquer.

Si l’on nonime [/rj la fonction de x , y , s, en laquelle se transforme 

la fonction k déterminée par la formule (2), quand on y considère u, 

c, w, . . . ,  comme fonctions de x , y , z , . . . ,  on pourra exprimée la 

variation totale ok, à l’aide des variations totales

Sx,  <5/, <5s, . . .

de x, y, s, . . . ,  et des variations propres

J[U, aie. ap-r,

des fonctions 11, e, w, . . .  Effectivement si l’on remplace dans la for

mule (23) du § Il la lettre s par la lettre k, on trouvera

(.6) t k =  I)*[/f]3.r + Dr[,i]o>-bDJ[Â']ôs+·. .
-H 1) u k cf[ 11 -H Y) v k J\,v H- I) w k ai w -i- . . .

puis, en posant pour abréger, comme dans le paragraphe précédent,

(7 ) Jik —  DnkJiu -t- D„Â:aie-f- D^ap-e -h. ..,

on obtiendra la formulé

(8) âA- =  ai/t +  Da;[A-]8.i· -t- +

D’autre part, si l’on désigne par les notations

les fonctions de x ,y ,  z , . . . ,  dans lesquelles se transforment les pro
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cil-lits
k èx, k dy, kàs, . . . .

quand on y considère u, v, «>, . . comme fonctions de x ,  y , z, . . on 

aura identiquement

t)x [ k~\ dx ·+· k Dx Sx =  I)x [ k &*].

(9) . . i>r [A-]ô»·+ /f Dy ôjr=Dr [/rôjJ,

I D* [ A ] is  +  k D* Sz =  F), [ k âz ],

Cela posé, on tirera de l’équation ( 5), jointe aux formules (8) et (9),

(10) ô.i = . Jl k dx dy d z . ..

. j l).r[A &c] +  l)r [A dy] 4- I)z [A- ds] j dx dy d z ...

ou, ce qui revient au même,

II*0

. . J[ k dx dy dz . . .

- Î f f -. x  «/ XJ. »/ Z,

. . I)x [ k dx] dx dy dz

+  r / f . .. Dy [ k ôy] dx dy-dz

t O T - .. D3 [ k éz ] dx dy dz

+

Il nous reste à prouver que la formule ( 5) ou (11 ) s’accorde avec la 

formule (28) du précédent paragraphe. On y parvient facilement en 

suivant, comme nous allons le faire, la marche adoptée par M. Sarrus 

dans le Mémoire déjà cité.

§ VII. —  Comparaison des formules établies dans les troisième et quatrième para

graphes. Différentiation d'une intégrale multiple, relativement à une variable distincte 

de celles auxquelles se rapportent les intégrations.

Pour pouvoir aisément comparer entre elles les formules générales 

établies dans les paragraphes précédents, il est d’abord nécessaire
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d’exposer les règles de la différentiation d’une intégrale multiple rela

tive aux variables x , y , s, . . par rapport à une autre variable l. Or, 

ces règles se déduisent immédiatement de la formule ('27) ou (28) 

du § V. En effet, soit

( I ) Í =j t. j. ' '  ̂ ^ '

une intégrale multiple, dans laquelle k représente une fonction don

née, non seulement des variables x, y , s, . . . ,  auxquelles les intégra

tions se rapportent, mais aussi d’une autre variable t; et supposons 

encore que.v, x représentent des fonctions de /; ■ ,, y des fonctions de a? 

et de 1 ; z des fonctions de x , y , /; etc.

Pour obtenir la valeur de

d ts — D̂ .ç dt,

ou, ce qui revient au même, la valeur de

IV,

il suffira de chercher la variation Si de l’intégrale s, en considérant l 

comme seul variable dans les fonctions représentées par les lettres

-v, · x ; i|, y j -, z ï ■ · ■, h î

puis de remplacer chacune ‘des lettres caractéristiques 0, £i par la 

lettre caractéristique Dt dans la formüle(27) ou (28) du § Y. On aura, 

en conséquence,

(V

De la formule (2) on peut tirer immédiatement une autre formule
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qui sert à la réduction d’une intégrale multiple dans laquelle la fonc

tion sous le signe /  se trouve différentiée par rapport à l’une des 

variables auxquelles se rapportent les intégrations. En effet, si l’on 

intègre par rapport à t et entre les limites

1 =  1, l — l,

chacun des termes de la formule (2), alors, en désignant, pour 

abréger, la différence
l =  L t — I 

I Í — | 5
par la notation ( 1 )

t =  i
s,

t =  t

(*) Cette nouvelle notation, analogue à celle dont les géomètres se servent pour repré
senter une intégrale définie, permet de rendre plus simples et plus concises un grand 
nombre de formules d’algèbre ou de calcul'infinitésimal. Ainsi, par exemple, en vertu de 
la notation dont il s’agil, la formule

l).t u <L· ■= f(x)— f(.\- ),

dans laquelle on suppose u =  f (.r), sera réduite à

I ' · - '  ' X  =  X

I I)rai/.r=. | u ;
•-.V  X  =  .V

pareillement la formule

/ / Dy ffr » dy dx = f( X, v) — f( X. t| ) — f(.v, V ) ■+■ f(.v, 11 ),*Av J t| ” ‘

dans laquelle on suppose u = f (x,[r), sera réduite à

I),- Dx u dy d.r = | | « ;
J  i| .v · }

pareillement encore la formule

f  i  l  1); Dy D.c « =  f(x, V,/.j -r- IÏX. i | , f ( . v ,  V, i)  +  lï.v, i|, z) 

— t(.v, i l, i )  — ff-v, y, — f(x, ;i, z) — IYx, y,z.\

dans laquelle 011 suppose u ~ f { x , y ,  z), sera réduite à

elc.

X  =  X y  =  v

Br By ^ u = I 1X — .v y = «I

Z  =  7.

I «

OEuvres de C. —  S .  Il, t. \ I 1 I . l 5
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. . . 1)(/. d t  d . r  d r
t = '

+

'J t ,yt| -

. . k dt dy dz .
p' X = ,v p y r· *

- X  "·* ' X X -
... k dt dy dz

r / > ' T ; r ·
.. k dt dx dz . .. k dt d.r dz

■ (  f  f  R<z 1 ·
d, dx dy

. . kdtd.rdy..
- X ' X v r  ■

.. k dt dx dy

el par suite, eu égard à la formule (i),

. . . \ ) , k  d t  d . r  d y  d z  . . .

d x  d y  d z  . . .

/■  t'1)' J-
/‘ I V~\ / V />y·

- /  t)(x | / / d t  d y  d z  . . .  -

J, d\\ J 1

-  I  I ji . . .  k d l  d r  d z  . . . -

·»> ✓ ».% /.  V

R/« .. /, v  ('/./■  i/y..
j ·'* ■ ;i r -AV V

T '
1 r  ' c  ' . . k  d t  d y  d z

d y  d -
J

/ !/
r i  -

. . k  d t  d x . d z

/•y
( l b : " T ’ · . . k  d t  d x  d y

D'ailleurs, il est clair <]ue les deux dérivées l),x, D,.v seront, avec x 

e( .v, d e s s o u d i o n s  delà seule variable /; que pareillement Dfy, D,.| 

seront avec y et tj des lonelions des seules variables i, x\ queD,z, l); ; 

seront avec z el ; des fonctions des seules variables, t, x ,y ,  etc. Donc 

la formule (/|) pourra encore s’écrire comme il suit :
,1 « x  / . v

/ j  f  !  . . . I h  k  d f  d . r  d y  d z  . . .

J ,  J x  J  y -A
/· f-

. . . k  d . r  d v  d z  . . .
t = i

: I
l—i.l.y .'y,.

- / ■ " T T ·
.. k  l)(\ d t  d y  d z  .

, .  < x  —  .i

' V ' f  /■ ' . .  k  I V  d t  d y  d z

- x r T r ·
. .  k  t)/V d t  d x  d z  .

V TJ t  J x

1 = i| y ' ·

1 X  ■
. .  k  D, i/ d t  d x .  d z

- / ï r r '
. .  k  \ \, v. d t  d x  d y  ■ ..-l· / /

'· / *VV »
f ’ T  ■
' y

. .  k  I V  d t  d x  d y
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L’équation ( 5) permet de réduire facilement la formule (ri)  du 

§ VI à la formule (28) du § V. En effet, si, dans l’équation (5), on 

substitue à la variable t l'une des variablesx ,y ,  et à la fonction k

l’un des produits · ' <
k Sx, h dy, koz·',

alors, en désignant par les notations

placées à la suite des caractéristiques D*, Dy, JL, . . . ,  les dérivées 

partielles de ces produits, considérés comme fonctions des seules 

variables ./;, y, s , . . .., on trouvera successivement *

j * y  j * *  ,
. I)x [ k dx  ] d x  dy d  ; .

X =  ... - t  if;

<1

. . 7,' Sx dy dz . . .

. · ‘  : r ’’

- l  r I

r.
. . .  k Sx d x  dz .

.-x.r = 'i r '

■ H  1 i ·
■ · />' 1) a, 11 Sx d x  dz

- c y r
* .v J\\

. . . A  I)a.z Sx 'dx dy  .
Jx J  y

. ,  k \)x : ô.r d x  dy

(6)
l)y [ k o y } d y d z . . · .

. /,· o r ds  . . .  

. .AI),·/, èy dy /,· I) , : èy dy . .

............... -

l)s |7<; è s ] d z . . .  T '  k  ès

, , . . ...........
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D’autre part on aura '

* 7 *  f *  [ \ . ; k $ x < / y d z = * V  r  [ ' . „ k t o d y t e - ' V  I  I  - l ^ d y c l
X=:xJ\\ J Z ^ v z
y  =  Y /W. y  =  y  r* '· - y  =  y  /» *

| ‘  /  . . .  k  ô y  d s  =  | / .../<■  d y  d z  —  1 / . . . k à y d z
( 7 )  =  ' A  J *

~~\ * . .  . k  d z  1 '  . ' . . k  d z  —  J  . . . k d z .

De plus, dans la recherche des quantités

X  —  \  /» ! ( ·  '■ £ _ =

I / / . . . k d x d y d z . . . ,  \
. mj V :  </ !l

(jui représentent les valeurs de l'intégrale

/•y r '■
. . /,· ô , r  r / v  d z  . . .

k  d x  d y  d z

correspondantes aux valeurs .v et x de la variable x , on pourra, en 

considérant celte intégrale comme une somme d’éléments, commen

cer par réduire, dans chaque élément, le iacleur ox du produit

. k o  JC

à la valeur ex que prend ce même facteur pour x  — x ou pour x  =  x. 

Une remarque semblable étant applicable aux intégrales de la tonne

f  . . .  k o y d z  . . . ,

on pourra aux formules (7) substituer les suivantes :

= x / * y /· *
/ / d x  d y  d z  . . . ■

, x J \ \  J :

■ x r y / * z
1 I  . , , k  d x  d y  d z  —  

J  y J -  .

x  -  X  /*·'
| j J  . . . k d x  d y  d z  . . . ,

.v  =  >i r  '· ' ,  ,
/  . . k  d y  d z  —  - | · /  . . . k o y d z —  | / . . . k o y d z

Ml ' -  J ·- *J Z

1 . . . k è z . . . . . . k o ; , - | . . .  k  0,1 j

1
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En vertu de ces dernières, jointes aux équations (6), la formule ( n )  
du § IV donnera

(9) j '  . - . J i k  dx  d y d z . . .

X  —  \  p y  s·* x  —  x  / . »  p y .

+  I J  J  ■ ■ · k à x d y  dz . . .  — | / J  . . .  /<■ dy  dz . . .

/*z
· + /  | . . . k(dy —  l)x y d x ) d x d z . . .

J  X J  C

r*
—J  I J  ■■■/(( Oij- — l)x i| dx ) d x  dz . ..

+  /  /  \ . . . k ( o 7 . —  I) x 7 .d .v — l ) y7 d y )'d u - d y  . . .
./.v ,/ l| ■ . . . .

H" · .................................................................................................

Eniin, puisque .v et x sont indépendants de x, y, z, tandis que i( 

et y sont fonctions de x, z <*t z fonctions de x, y,  il suit des 

principes établis dans le § Il que les variations totales

des quantités'
ox, . o\, 0 ij, oy, oz, 07., .

•v’ x» 11»' y,

sont liées à leurs variations propres

' 4 'V, 4 x, 4 ¡1, 4 y, 4 z, . . .
par les formules

, 0.V— 4.V,

(10) ) ~ + •E'j-ôj',

I +  l)xZ dx  +  11# - oy, oz =  4 z  H- l^ z  o.-r +  l)x z dy,

ox =  Jlx,

o.y =  4,y +  D a.tv d x ,

Donc l’équation (9) pourra être réduite à la suivante :
y ,  x  „  y n  1

( n  ) os =  j  f  l ■ . .  4  /'■ d x  d y  dz  . .  . 
dx J  IJ J  z

X  =  X /.  ï  y. '!■

- 1 £  j y - ■ ■ k ^ x d y d z .  | ^  J  . kj [xdy dz.  ..

r xy = y >'■  y=\\ r *
J.v 1 /  '·  ' ■■ks yydxdz . . J  | j  . . . k J i y d x d z . . .

* r y * = z •v /»y .5 = *
| . . , 4 z i/.i' f/j·. . .  — j j | . . .  kJi- d x  d y . . .

: J x  J  y
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II y a plus; comme les variations propres des limites d’une intégrale 

multiple, étant dues au seul changement de forme des fonctions qui 

représentent ces limites, seront nécessairement d’autres fonctions de 

même nature, il en résulte : i° que les variations propres

A xt A*

seront, avec .v et x, indépendantes des variables x , y , ; , . . . ;  20 que les 

variations propres
A\u Ay

se réduiront, avec .i|· et y, à des fonctions de .r; 3" que les variations 

propres
A-, A*

se réduiront, avec i et z, à des fonctions de x ,y ,  etc... Donc la for

mule (11) pourra être réduite à la suivante

r x r* r
: / / / . . . Ak f/x dy  d z . . . 
dx J \ I -

X — X p's p i

1 i ,  I  ·
r x y - y  r 1·

. .  A d y d z .
,r=.v ,0  ...

—  *■ 1 J J .  ■
p '  r  -'J r 1

. .  A dy d z ..

J , «  1 J. ■
. . /  d x  d z . . —  M  1 /  ·dx J Z

. . A d x  dz.  . .

4 - ..............................

. />■ d x  d y . - f / V T ’ ... dx J y
, /.' d x  dy .  . .

c’est-à-dire à la formule (28) du § V.

§ VIII. — Sur la  variation  p a r tie lle  qui, pour une intégrale d éfin ie, sim ple ou m u ltip le , 

correspond a tu· variations p ropres des fon ction s renferm ées sous le signe I .

' Soit, comme dans le § V,

( 1 ) s —  J  j i  . . . /. d x  d v  i l  z . .  .

une intégrale définie multiple, dans laquelle 011 ait

( 2 ) k  =  t ( x ,  y ,  z . . . K,  c,  n·,  . . . ) ,
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lüs limites ,,, y pouvant être, des fonctions quelconques de x, les 

limites., z des fonctions quelconques de a?, y, . . .  ; et u ,9,w, ...»dési

gnant des fonctions de x , y ,  z , . . . ,  dont la forme puisse varier, tandis 

que la lettre f indique, au contraire, une fonction de forme invariable. 

Si l’on nomme
s\,k et J[s

les variations partielles de .v et de k, correspondantes aux variations 

propres
J[u, J[y, . . .

des fonctions u, e, w, . . .  ; on aura, en vertu de la formule (24) du § V,

. . .  j[k dx c/ y dz. ..,

la valeur de St/: étant

( 4 ) A,!' — D« / +  1),, k J[y -+- D„, k «/pr H- , . ..

Or, en général, dans les problèmes dont la solution est l’objet du calcul 

des variations, les fonctions

/ r ,  ( V .  ..............

que renlerme l’expression [\ x ,y , z , . . , , u ,  u, w, . . . ) ,  ne sont pas 

toutes indépendantes entre elles, et plusieurs de ces mêmes fonctions 

se déduisent des autres, à l’aide de diiïérentiations relatives à x, ay, 

à z, etc. Cela posé, l’expression

f(.r, y, z, . . u, (■’, (v._ . . .)

devra être censée renfermer généralement, avec certaines fonctions,

11. y,· iv,

dont les formes pourront varier arbitrairement, les dérivées partielles 

de ces fonctions par rapport à x,  y, z,  . . . .  Soit r l’une quelconque de 

ces dérivées, en sorte qu’on ait, par exemple,

(5) /· =  n.C, d ;" d "

La fonction r se réduira simplement à la fonction u, lorsque les

■ ' ^ = 1 . 1 . 1
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nombres entiers l, m, n, . . .  se réduiront à zéro; et le second membre 

de l’équation (4) se trouvera représenté par une somme de termes de 

la forme
\)rkJir, ,

mais relatifs, les uns à la fonction u, les autres aux fonctions v, w, .. 

qui pourront être successivement substituées, dans la formule ( 5), à 

la fonction u. En conséquence, on pourra écrire l’équation (4) comme 

il suit

( 6 ) Jlk Drk oiir + .  . .,

le signe^indiquant une somme de termes de la même forme, et

relatifs à la même fonction u, mais à divers systèmes de valeurs des 

nombres entiers l, m, n , __Si, pour plus de Commodité, l’on pose

I),./.· — 15,

l ’équation (fi) se trouvera réduite à

(-)  J[k r = R  Jlr 4- . . . .

Concevons maintenant que, la valeur de r étant déterminée par la 

formule ( 5), on nomme
A a. A/·

les accroissements infiniment petits de u et de /·, dus seulement à un 

changement de forme de la fonction u, et correspondants à l’accrois

sement infiniment petit i d’une quantité dont la variation serait prise 

pour unité, fia formule ( 5) entraînera l’équation

/■ -h A/· =  Di.I)"' I)". . .  ( u -h Au). 

et, par suite, l’équation

A/· =  \)‘x l ) l ) i ' . . .  Aw,

de laquelle on tirera, en divisant les deux membres par i,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LE CALCUL DES VARIATIONS. 121

Si, dans cette dernière, on fait converger i vers la limite zéro, on verra 

les rapports
\r Ah

1. 5

converger vers les limites correspondantes

¿U’, 4",

et l’on trouvera définitivement

(8) ; jir =  \Ÿx\y;'X)i...Aii.

Au reste, la formule (8) peut se déduire directement d’un principe 

précédemment, établi [voir le § IV], et en vertu duquel on peut inter
vertir arbitrairement l’ordre de deux ou de plusieurs opérations indi

quées par des caractéristiques qui servent à exprimer, les unes des 

variations partielles, les autres des dérivées partielles. En effet, en 

vertu de ce principe, on aura

et, par suite, la formule ( 5) entraînera la formule (8).

Si l’on substitue la valeur de Sir, déterminée par la formule (8), 

dans l’équation(7), on trouvera

(■ o) J I * = 2 RIW  I)ï . . . 4h+ . . · ;

puis, eu égard à cette dernière, on tirera de la formule ( 3 )

(11) ^  R D'e ü"' 1) 1' . . .  J[u. . .  d x  dy dz + . . . ,

ou, ce qui revient au même,

( i q) J' J  . . .R \)'x l ) ' "D?. . . S ia , . . d x  dy dz . ..

Si les variables
■ r, y, g, . . .

OEuvres de C, — S. II, t. XIII. 6
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se réduisent à une seule x, on aura simplement

(i3) éis =  ' ^ J '  R T)'. 4« d x  + .. ..

Dans chacune des équations (1 2), ( i 3), nous n’avons mis en évi

dence que la somme des termes relatifs à la fonction u. Res autres 

sommes, qui devront être ajoutées à celles-ci, seront de même forme, 

mais relatives aux fonctions e, w, —

Il importe d’observer que, dans la plupart des termes qui composent 

les seconds membres des équations (12) et (13), les variations 

propres
4 «, 4c, 4 <r, ----

des fonctions u, v, v r , se trouvent engagées sous les signes carac

téristiques D*. D̂ ., D*,. . . .  Mais on peut, à l’aide d’intégrations, par 

parties, faire en sorte que ces mêmes variations soient, dans chaque 

intégrale simple ou multiple, débarrassées de quelques-unes des 

caractéristiques
i).,, d .v, R.,

savoir, de celles qui indiquent des différentiations partielles relatives 

aux variables par rapport auxquelles les intégrations s’effectuent. 

C’est, au reste, ce que nous expliquerons plus en détail dans le para

graphe suivant.

§ IX. .— Sur les réductions que l ’on p eu t effectuer, à l ’a id e  cTintégrations p a r  parties, 

dans les variations d 'un e intégrale d éfin ie, sim ple ou m ultiple.

Les réductions qui sont l ’objet de ce paragraphe se déduisent aisé

ment de quelques formules très simples, que nous allons rappeler en 

peu do mots.

Concevons d’abord que l’on représente par k  une fonction des deux 

variables x , y  ; et nommons [Æ] ce que devient k  quand on y pose

y — y,
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y étant une fonction donnée de x. On aura identiquement

y-y-
[ * ] =  I *î

et la valeur de la dérivée

sera fournie par une équation analogue à chacune des formules (i4) 

du § III. Effectivement, cette valeur sera

' Dx[/î'] =  IM' H- \)rk\)xy,

pourvu que dans chacune des quantités

JM·, IM, 'Mr,

on poso.y =  y. En d’autres termes, on aura

y=: y y=y y = y
Dx | k =  . | l)x/f +  Dxy | Dy/f,

ou, ce qui revient au même, puisque Dxy est indépendant de y ,

-y— y y — y y — y
(I) Dx I "k=  1 I M  +  | l)y/>DxJ.

Pareillement, si l’on pose y  =  y, y désignant une nouvelle fonction 

de æ, la valeur de./c, correspondante à la valeur y dey,  sera

y= ii
i />·,

et l ’on aura encore

y = ’i y -  h y -  n
(2) Rx | k — | I)x/î +  | J)rA'Dxi|.

Enfin, si l’on combine entre elles, par voie de soustraction, les for

mules (r) et (2), alors, en ayant égard à l’équation identique

on trouvera

y = y y = ii y = y 
| k -  1 k =  l /·,

y -\  1

y - y  y  = y y  = y , . A - 1 1
Dx | k —  | DXA +  | Dy /f Dx y | Dy r̂ L)x ij.

y ~ v  y  =  \t

( 3 )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



124. MKMOIRE

Supposons à présent (]ne, clans les formules (i) et (2) du § VII, on 

réduise les variables t, x, y , z , . à deux. On tirera de ces formules, - 

en remplaçant t par x  et x  par y,

(4 ) Dj. f  ' k dy =  f  1),
*Aj «/il

k dy
y  =  y

k fi ¿y
11
/> fi* i|.

Il est bon d’observer que, si les fonctions

k I, D x k

sont, des fonctions continues de y  entre les limites y  — y,y  =  y, il 

suffira de remplacer, dans la formule (4), k par Dr £, pour reproduire 

immédiatement la formule ( 3).

Concevons maintenant que, k étant une fonction des variables

•r, J, =,

on représente par y et y doux fonctions données de x;  par 1 et z deux 

fonctions données de x, y , etc. Désignons d’ailleurs par

ou l’expression
y=y z=t 

I I · · · k,
y -  il 3 = i

ou l’une de celles qu’on en déduit quand on remplace quelques-unes 

des opérations qu’indiquent les signes

y  —  y - - z
! , | , · . · .

y=\ 1 z = -

par des intégrations effectuées relativement à 7 ,  à s, etc., entre les 

limites écrites au-dessous et au-dessus de ces mêmes signes; en sorte 

que la seule caractéristique
□

f

indique un système d’opérations auxquelles on doit soumettre succes

sivement la fonction k. Alors DA représentera : i° si les variables ce,7,
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= se réduisent à une seule variable a;, l’une des deux expressions

y  =  y  /* y

1 k, I k d x \
r  = !ï *-/ij

20 si les variables x , y, z, se réduisent à deux, x, y, l’une des 

quatre expressions

y  =  y - = z r ~ y  r *  r y Z - ' A r y r 1'
I | /,·, | kdz,  / I k d y ,  / k d y d z ;  ----

y —-ij* z —z y—¡J· îj' 1 J.y J  z.

Dans tous les cas, on déduira aisément des formules ( 3) et (4) la 

valeur de la dérivée D..r D/c. Ainsi, en particulier, comme'on tirera 

successivement de la formule (3),

y  =  y z = i  y  =  y z — 'i y  ~  y z y = i  f z — z
Dx I | k =  \ [)x I /,·+ I I k ü x y -  | Dr | k Dx y

y=<r s = ~ r  = y ·==* *=■ =·
et

Dx | k ~  | \)x k -+- | l)-k i)x z —  | R-AD^i,

on en conclura définitivement

y  =  y - = * y  =  y z  =  *

(a) D* I - I k =  | | DXA

■+■ I D.k I kl)xy — | D, | ADx ij

- h ’ I * T ' d 3 /î D x Z - 7 T '  1 > * * ! > * *

y ~ !i y = ',i

Au contraire, on tirera de la formule ( 4 )

D k dy dz = R .  A d y  dz

y —y 
+  I

y = \J r 1
ADx y d z —  |" j  k D x y d z .

J  z

Z —Z
! k]}x z d y .

(6)
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Enfin, on tirera de la formule ( 3), combinée avec la formule (4 ), 

non seulement '

y = y r'·
(7 ) H* I / *

y = il

mais encore

(8) I ) * r ~ T b < iy
J y 3 = , i

Généralement, en vertu des formules ( 3) et ( 4)) la dérivée de k, rela

tive à x , se composera de plusieurs termes dont on obtiendra le premier en 

remplaçant, sous les signes f  ou | , la fonction le par sa dérivée Dxt\ Les 

autres termes se grouperont deux à deux, de telle sorte que les divers 

groupes correspondront aux diverses variables y , z, . . . ,  distinctes de x , 

et que, dans chaque groupe, les deux termes précédés, l'un du signe -l-, 

l'autre du signe — , correspondront, l'un à la limite supérieure, l'autre 

à la limite inférieure d ’une même variable. Ajoutons que les divers termes 

seront, aux signes près, de mêmes formes et que pour obtenir l'un d'eux, 

par exemple le terme correspondant à ta limite supérieure y de la 

variable y , on devra, en vertu de la formule ( 3) ou ( 4 ), substituer, dans 

la valeur donnée de □  de k, le produit k)ùxy  à la fonction k,en rempla

çant ou le signe

y = y . r - .v ,
I par | l)r, 

y — ir
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ou le signe
y =y

par | ,

et supprimant d'ailleurs, dans le second cas, la différentielle dy.

On pourrait, concevoir que, dans la caractéristique □ ,  les signes

y=y * = *
! , I , 

y=\ t "■ = - .

lussent modifiés séparément ou simultanément, de telle sorte que le
y -y

premier se trouvât réduit à un signe dq la forme | , ou le second à un

signe de la forme | , __Alors, dans la valeur de D* □  k, à l’aide de

la règle que nous venons d’énoncer, on devrait réduire à un seul les 

deux termes correspondants aux deux limites d’une même variable, 

et conserver seulement, dans le premier cas, le terme correspondant à 

la limite y de la variable y ,  dans le second cas le terme correspondant

à la limite z de la variable z, etc__

La dérivée Dæn  le, calculée comme nous venons de le dire, se com

posera généralement de termes dont chacun sera de l’une des formes 

que □  k pourrait prendre, à cela près que la fonction k se trouvera 

remplacée par une autre, et que la lettre caractéristique

I), ou I)., . . .

pourra se trouver interposée entre deux signes de substitution ou 

d’intégration. Mais il est bon d’observer que, dans ce dernier cas, on 

pourra, en recourant de nouveau à la formule (3) ou (4), se débar

rasser de toute caractéristique Dr ou Dz, ... qui précéderait un ou 

plusieurs signes de substitution ou d’intégration. Ainsi, par exemple, 

pour se débarrasser, dans la formule ( 5), de la caractéristique Dy qui
Z  =  Z

précède le signe | , il suffira d'observer que l’on a, en vertu de la 

formule (3 ),

l)/|  k -  I 7\)yk +  ~‘-\ i\)zk\)ï z— ~\
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et par suite

y — y
I >0 I A IOy =  i D,AI)x y

(9)

y  =  y  î  =  ■/. y -  y

- | | D̂ AD ẑD̂ y —  | ]).A-I),xDxy>

3 | y , '  | ''/i-UxV= V r '  ~ | /|)y/.l)x'i 

r = > y = n
D Z A D ,  z D x  v  —  | | l ) s A D r i P x y .

Pareillement, pour se débarrasser, dans la formule (7), de la caracté

ristique D, qui précède le signe d’intégration^ , il suffira d’observer 

que l’on a, en vertu de la formule (/j),

l),jf /ci/s-jT J) yk d s  +  | A D, z — | A l)y;

et, par suite,

y>' = y r 7· r  = y /»'■
| D y J  AJ)x y i A s =  I j  \)yk ï) x y d z

y = y z - z  y  = y z = t
- I 1 A D,.z Dxy — I | AD  ̂D̂ y,

(l0)
y -  if r 7 r = v  r 7

I) y j  k Dx i| dz —  I j  D ,A  I)*,, dz

k Dr z Dx ;
y = !i

k Dr i D x 'i)·.

A l’aide de semblables opérations, répétées autant de fois qu’il sera 

nécessaire, on finira évidemment par obtenir une valeur de D * n  k 

composée de termes dans chacun desquels les signes de substitution 

ou d’intégration ne seront plus jamais séparés les uns des autres par 

l’une des caractéristiques Dr  D2, —  On trouvera ainsi

(11) Dx DA =  □  Dx A +  □ ,  A, 4 - A( / . ,

en désignant par
a;, a,
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dos fondions rationnelles de
/ " ’

/.·, I)y/.·, D z k , . . . .

129

ol de
D !>*-
R*y,  Dx z, Dy z,

(jui seront linéaires par rapport à

k,  I ) y /i, I M ;

tandis que les caractéristiques

□ „  ···<

désigneront des systèmes d’opérations pareils à celui qu indique la 

caractéristique □ ,  à cela près que dans le passage de □  a □ ,  ou 

à a „ ,  · ··  un pourra remplacer quelques opérations par d autres, en

substituant, par exemple, au signe

y = y

ou bien au signe 

l’un des deux signes

y — il'

■ X’

y = j y -  U·
I . I >

et supprimant dans le sqcond cas la différentielle 7(y. Ajoutons que, 

dans les expressions □  „/<·„, etc...,  la dérivée Djl se trouvera

toujours précédée de l’un des signes

y =y y = u

et jamais engagée sous le signe J  d une intégration relative a la 

variable/; que pareillement la dérivée X)zk se trouvera toujours pré

cédée de l’un des deux signes.

et jamais engagée sous le signe^" d’une intégration relative a la 

variable s; etc.
OEuures de C. — S. H, t. XIII. *7
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Concevons à présent que l’on intègre, par rapport à la variable x , et 

entre les limites
X  —  X,

les deux membres de la formule (i). Alors, en posant, pour abréger,

(«a)

on trouvera

(.3)

et, par suite,

(<4)

K = J ^  □  , A, dx + J '  □ „  /c„r/.T-h. . .,

X  =  X f *x

I □/■ ·=/
X  =  .V J 'X

T a i ) , -
*MV

□ i M 'c t e - K ,

)ù.i\dx— i m/r — k .
X = .r

Or, comme, dans le second membre de la formule (ia),  A, A:,, . . . .  

représentent des fonctions linéaires de

/,·, D, A, l)sA, .. . ,

il est clair qu’pn vertu de l’équation ( i 4). l’intégrale

□  I),./· H.r,

dans laquelle la dérivée D.r A reste engagée sous le signe /’ d’une intégra

tion relative à x, se trouvera transformée en une somme de termes 

dont aucun n’offrira plus celte particularité.

Au reste, une transformation analogue est applicable à l’intégrale

f  □  ( R A) d.r.

que l’on obtient en remplaçant dans la précédente l)rA par le produit

KIM,

et en supposant que le premier facteur H représente une nouvelle 

fonction de x , y , s , __En effet, comme on aura

|)a.(R A )=  K IM - +  A I).r R.
et par suite

(i5) l> I M  =  l>:i( K A) — AD* K,
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on en conclura

131

D’autre part, on tirera de la formule (io), en y remplaçant k par R/-,

;x désignant une somme d’intégrales relatives à x , mais dont aucune 

ne renfermera DæÆ sous le signe /.  Donc la formule (16) donnera

Or, l’équation (18) transforme évidemment l’intégrale simple ou mul

tiple

dans laquelle la dérivée Y)xk se trouve engagée sous le signe / ,  en une 

somme de termes dont aucun n’offre plus cette particularité. ■

Il importe d’observer que les formules ( n ) ,  ( i 4) et. (17) peuvent 

être étendues au cas où, dans la caractéristique □  , on substituerait, 

simultanément ou séparément,

Dans le cas particulier où l’on a □  k =  k, les termes représentés 

dans la formule ( n ) p a r  □  U tk„, · · · ,  se réduisent évidemment à 

séro, avec les sommet) représentées par K et par ut dans les for

mules (14.) et (18). Donc alors, la formule (18) se réduit à l’équation 

connue

| □ ( Î U ) - S X

(.8)

J J <■
au signe | , l’un des signes ] , |

',1

au signe | ,  l'un des signes | ,  |

.V X  — X v  a:

('9)
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à l’aide de laquelle s’effectue l’intégration par parties, appliquée à une 

intégrale simple. Or, cette opération consiste précisément à trans

former une intégrale simple

RD */.· d x ,

dans laquelle la dérivée Y)Ji d’une certaine fonction k, différentiée par 

rapport à x , se trouve engagée sous le signe /', en une somme com

posée de deux termes dont aucun ne renferme plus cette même 

dérivée; et, comme l’équation (18) fournit une transformation 

semblable de l’intégrale -

nous pouvons dire que cette équation est, pour l’intégrale dont il 

s’agit, la formule d’intégration par parties.

Parmi les applications que l’on peut faire des formules ( i /i) et (18), 

on doit remarquer celles qui correspondent au cas où l’on suppose

□  /.== | ou bien □/. =  (  k dy.
y-· Il ■ ‘Oj

Dans  la p r em iè re  su pp o s i t io n  l’ on a

□ M - =  T" >M-
7=11

D ’ a i l l e u r s ,  o n  t i r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( ' > )

r  =  y  y  —  y  , r  =  y  7 = 1 1

I l)x /.' =  l),c I k —  | I M  I).,;.' +  1 Dx /.· i).r y .
y = Il 7 = Il

lin intégrant par rapport à x , entre les limites .v et x, les deux membres 

de la dernière équation, multipliés par dx, on obtient, à la place de la 

formule ( i 4), la suivante

X  —

I) x k d x  =■  I 
x  —

} I 3 k
7 = 11

| I), /. l).Ty d x  4-
L

7 = 1
I) v k I) , y <lx ;

(20)
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puis, en remplaçant k par Ri, et ayant égard à l’équation (16), on 

trouve

l

* y  =  y x  =  * y - y
| \\\),r k d x =  | 1 lu·

y  = a x  = y  — '.t

/*·' y  = y
- 1 A P* R d x
Jx y=*t

r * y  — y r*y = 'i
- /  | l ) j ( R A )  \)x y d x  -h  j  | ny ( R A ) D , v rf*.

Bnfin, comme on aura non seulement

et

mais aussi

et

y  — v v ~ y  ■ y  — ¡r
| ' k I), It =  | A D ,  R —  | Al)., R, 

y= ‘J

ny(IU )- -R IM  + Al),· K,

1 i V u t  +■  l>, R l)x,y) r_ I)/ | V

| '( R a· R -+- l)y R I), i| ) — J)̂  [ 1 K;

on trouvera encore

y — y x — x
| H l) ,/ ,U r  =- |

x  — x

y = y 
1 R A 

y- ' j

/ . x y  = y r·* y  — y
| R \)y k l ) x y d x  +  j  | R D r AD,<j dx

/ ,X V —  y  y  —  y /» :

■ | A D ,  | R d x + f '
y = \t y- 'J  

1 A U ,  | R dx.

Si, dans la formule (ai),  on 

aura simplement

y = y y = y
remplace le signe | par le signe | , on

(22)
s :

■ y=y
R J )j A d x  :

y - y
RA

-j :

y- -
R D}.kD x y d x

x / = y  y  ss.

— J  1 A D ,  | R d x
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Dans le cas où l’on suppose

□ /<■ - f  k dy, 
*■ 11·

Ql ) x k — f  Dx k d y .

D’ailleurs, on tire de l’équation (4)

f *  Dx k d y  =  I)* f  k dy -  T^Rx.v + ' | '/r
«- IJ

En intégrant par rapport à x , entre les limites .v, x, les deux membres 

de la dernière équation, multipliés par dx, on obtient, à la place de 

la formule (i4)> la suivante

qui est évidemment comprise, comme cas particulier, dans la for

mule ( 5) du § VII; puis, en remplaçant k par IU, et ayant égard à 

l’équation (16), on trouve

< a4 ) f f 151)Xk d x d y
•Aï «A I,

X  —

X  =
R k dy — f k\)x Y\dx dy 

!l

/"x r  =  V
R k l)x,y d x  A- / | R/. Itxi| c/,r.

Les formules (21), (22), (V|) sont celles que fournit l’intégration 

par parties, appliquée aux expressions différentielles

* M I M  dx"! 1 (  f' W\)x k d y \ d x .
y  = H , V ' i  /

Il est maintenant facile de voir ([uelles sont les réductions que l’on 

peut effectuer, à l'aide d’intégrations par parties, dans la variation
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d’une intégrale multiple s, relative aux variables x ,y ,  z, . . . ,  et spé- · 

cialeinent dans la pariie de cette variation qui dépend des variations 
propres des fonctions renfermées sous le signe / . En effet, soient

ces fonctions;
M, W, . . .

.v et x, ¡i et y, ; el z

les limites des intégrations relatives à x, y , z, . . . ,  el J[sla partie de os 

qui correspond aux variations propres

4 «, 4 c, 4<c, . . .

des fonctions u, v, <r, —  D’après ce qui a été dit dans le paragraphe 

précédent, on aura

( 2 5 ) R \)'x I)"' I)" . . .  4 «  d x  dy  d z . ,

c’est-à-dire que effi se composera de termes de la forme

( 26) . . .  R I)'. I)"' I) ' ' . . .  4  M d x  dy  dz ..

R désignant un facteur qui renfermera x , y, z, . .., u, v, w, . . ., et

pourra être considéré comme fonction des seules variables x , y, z , __

Or, en vertu d’intégrations par parties, effectuées à l’aide de la for

mule (18), on pourra toujours réduire l’intégrale (21) à une somme 

de termes dont aucun n’offre, sous le signe f d’une intégration relative 

à une variable donnée, une dérivée de J[u relative à la même variable. 

C’est, du moins, ce que l’on démontrera sans peine à l’aide des considé

rations suivantes.

Concevons d’abord que l’on pose, dans l’équation (x8),

/, =  1)£-1 1 ) " ' I ) " . . . 4 î/, ■ 

et /

Alors cette équation transformera l’intégrale (21) en une somme de
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termes qui renfermeront In variation propre J[u , toujours affectée, 

sons le signejf ? do la caractéristique I)'.' ; sous le signej^ > de la

caractérislique D'“ ; sous le signej^ > de la caractéristique I)", etc.

.Mais, à l’aide de nouvelles intégrations par parties, effectuées encore 

à l’aide de la formule (18), on pourra réduire successivement la carac

téristique iV,.1 aux caractéristiques

|)/-2 
"'il? î

!)/-» 
lJx 1

et même faire disparaître finalement* sous le signe caracléris-

liq ue D.r, appliquée à la variation <f[u. Après cette disparition, on pourra, 

en opérant toujours de la même manière, réduire successivement, sous

le signe f , la caractéristique D"' aux caractéristiques
«Ai

l’y , I)“ - l>,·,

puis faire disparaître, sous le signe f  > la caractéristique Dr ; et conti-

nuer ainsi jusqu’-îi ce qu’aucun terme ne renferme, sous le, signe d’une 

intégration relative à une variable donnée, une dérivée de J[a relative 

à celte variable. Cette méthode de réduction, appliquée non seulement 

à l’ intégrale (ati), mais encore à chacune de, celles que peut contenir 

le second membre de l’équation (25), fournira la valeur de J[s sous la 

forme qu’il convient de lui donner dans la solution des problèmes 

auxquels on est conduit par le calcul des variations. Il est bon 

d’observer qu’après les réductions opérées comme on vient de le dire, 

les dérivées de J[u, J[v, . . . ,  relatives à x, ne pouvant être précédées

du signejf , se trouveront nécessairement précédées de l’un des 

signes
X  =  \  X  —  X  x  —  \

1 , 1 , 1 .
x  =  x  **

puisque la valeur de chacun des termes renfermés dans ef[s doit
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dépendre non de la variable x ,  mais des limites x, x. Pour une raison 

semblable, les dérivées de cf[u, . . . ,  relatives a y,  devront être 

précédées de l’un des signes

y = y y = y y = y
I , I , I ;

ro u 

les dérivées de J\,u, . .., relatives à la variable z,  devront être

précédées de l’un des signes

Il est bon d’observer encore que toutes les réductions indiquées se 

déduisent de la formule ( i 5), jointe à la règle qui sert à déterminer la 

valeur générale d’une expression de la forme Donc, cette for

mule et cette règle offriront toujours le moyen de réduire un terme 

quelconque, pris au hasard dans la variation d’une intégrale multiple, 

à la forme convenable. Pour vérifier cette assertion sur un exemple, 

supposons que, l’intégrale multiple s étant relative à trois variables x ,  

y, z ,  la fonction sous le signe /  renferme, avec x , y ,  z ,  une fonction u 

de x , y ,  z ,  et ses dérivées des.trois premiers ordres, par conséquent 

la dérivée du troisième ordre

( 2 7 )  /■ =  D a , D r l ) s M.

Alors Jls  renfermera un terme de la forme

R J l r d x d y d z .

Il y a plus : si la fonction sous le signe /., dans l’intégrale donnée, 

dépend uniquement de x,y\  z et /·, on aura simplement

( 2 8 ) Jls = R</),r d x  d y  d : ,

OEuvret de C .  — S ,  I I ,  t .  X I I I . 18
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o u ,  c o  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  e u  é g a r d  à  l a  f o r m u l e  ( 2 7 ) ,

( 29) It R^Dj. IK4// dx dy dz.

Or, pour réduire cette valeur de J\s à la forme convenable, il suffira de 

recourir à la formule (10) et à la règle qui fournit la valeur des 

expressions de la forme □  Dxk, en opérant comme il suit.

On aura d’abord, en vertu de la formule ( 15),

lt l)a.l)J.l)5Ji« — i)*(ll Dj-IM.«) -  D J î D^DjJL".

et, par suite, l’équation (29) donnera

( 3o)

, dx dy dz.

De plus, en vertu de la règle ci-dessus rappelée, l ’intégrale

I)æ(RI)vJ);cfl//) dy dz

représentera le premier terme de la valeur de l’expression

R l)r I)-4« dy dz.

O n  a u r a  e f f e c t i v e m e n t

D . j T ’ j f  R D v l>sJ i « < v r f -

' y r 1·
T)x ( R I)r \}zJlu)dz dy 

' !l

y = y
Rl) ,y l ) j - l )5JlMi/s —  \ * (  R l b i j l b M « r f ·

R l)x z !)_, !).4 111 R ! ) x ; [ ) r l ) : c^M d) ,
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puis on en conclura

133

Dx(Y\i)},\)zJlu)dy dz
y

U x l J R l ) r l > *4 "  d y d z  
V

y = y  r'· ■ J ' — 1,I /” ’■
- 1 /  K D * y D , ,  \ )-Audz-j-  | /  R I ) x . | l ) r I ) s J l udz

— j  3 ” I R R ^ z l ),-\)zSiudy +  (■■■ I RVxi l ) r X)z Siu dy ,

et, par suite, en intégrant par rapport à x, entre les limites x, 

chaque terme multiplié par d x , on obtiendra 1 équation

x  p y  s i  7.

] ) * ( R I ) ,  Dj of l  ii) dx d y d z

X  =  \  p y  p i

Z \ R D r l )2J lt id y d z
JG =2 X  J y  J -

p  x  y  m  V  /» '■ x .r =  'J
i  | “ / R  \)xy U y dx dz +  j  \ \\ \)x ij\)yA,u d x d z

J  X xJ x, X ,

X / , V 2 - Z -, x  y ,  y  z  —  *

R  \)xz ] ) y  D 3 4 «  dx dy R  I ) œ ;  J ) y  1 )zJ\,u o t .r  dy,
■ ■ 'x ·* IJ

évidemment comprise comme cas particulier dans la toi mule (o) du 
cinquième paragraphe. Donc l’équation (do) pourra ètie réduite à la 
formule

X — X r‘y p i  /’ *
( 3 i )  J\js =  I /  /  R l ) y l > z A .u d y d z — J \

x - x J ,, J y

1 ) ÆR  1 ) ,  I ) ; 4 u dx dy dz

/ —  y. r *  Y^'J r
\\V>xy\')y\)zJ[udxdz+· ‘ | j  R \)x\\ÏÏyï)z<S[udxdz

X py Z=Z’L
R  \)x z \)y J) j  J[u dx dy  4- | R \)x^\)y[)zJiudxdy,
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d a n s  l a q u e l l e  a u c u n  t e r m e  d u  s e c o n d  m e m b r e  n ’ o f f r e  l a  v a r i a t i o n  p r o p r e

,, X

J\,u p r é c é d é e  d e  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  D * ,  s o u s  l e  s i g n e  J  d ’ u n e  i n t é g r a 

t i o n  r e l a t i v e  à  l a  v a r i a b l e  x .

S i  m a i n t e n a n t  o n  v e u t  f a i r e  e n  s o r t e  q u ’ a u c u n  t e r m e  n e  r e n f e r m e  l a

v a r i a t i o n  J [ u  p r é c é d é e  d e  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  D y , s o u s  l e  s i g n e  J d ’ u n e

i n t é g r a t i o n  r e l a t i v e  à  l a  v a r i a b l e j ,  i l  s u f f i r a  d e  r e c o u r i r  d e  n o u v e a u  à 

l a  f o r m u l e  ( i 5 )  e t  à  l a  r è g l e  c i - d e s s u s  r a p p e l é e ;  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  

m ê m e ,  i l  s u f f i r a  d e  r e c o u r i r  a u x  f o r m u l é s  ( 2 2  e t  ( 2/4)  d e s q u e l l e s  o n  

t i r e r a

-•'S

Zj [ n d z — j /  R y R D j J l «  d y d z  
*A| Jt

• y * =  *

n ' y = y r 1·
ViY>y\)z\ u d y d z  =  | / R R j

y  — 'J J*

—  f  | RDy z D , 4 « d y  +  f  | R D yi<S\.udy, 
J  y · '  il

n
l \)x ^ D yï)z<Siudydz— y ~\y f  D^RD .¿ iu dz— Ç  j  I)*I),-RDz<h.udydz

—  T  | D^RDyZ 1): 4 «  dy
«''if

X
y z — z.

| R; R !),* Dr4 « dy,

;i

f  | RD*zI)y DaJt/z dy
J  y

=  1 J 1 RDa zI )ZJIU— I | R I ) tzDy zl )\J iu d y

A

• y  = \r

/»y / s  =  z \ js =  «

I i )y v I R R * * /  ! lh A u d y ,

f yZ I * R I ) x « D y D sJ l M r f v

y  =  y  .2 - :  / ! ) · ;  =  :

=  I | R D j i D g J ) , «  —  / | R D a , z D y i D | J l "  ^ 7

r = , .t *Ai-

■— f  Dyl, | RD,*,/ | dy;  

J  y
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e t ,  p a r  s u i t e ,

x — x y  =  y

(3a) A.s- R D , 4  m dz
; =  x y = \ |

' 1 /? = «  y  =  \| * J  z,

X = z \  r > Y  Z  —  Z  X  =  TL s*}' Z  =  Z

- | / | RDvzRs4Mûiy 4- | / . | RDyiD,4wdy
Xr=xJ  || æ — .ï ■ /,1

r  =  y s =  7, r * y  = y * =  i
| | RD^zDjc/tn dx+■ I | | X\Y)xtY)zJ\,udx

•J X~ fx y  — if x r = \ I

y r*
I R *  R D  -J[udxd.z  

J î

)] | D:J[u dx  dy

)]  | Y).J[udxdy

n f  Z = 7 .  / » *  z  —  i-

| RD^zDyZYilJlud.rd y — / I | RD^iDyîD \J ludxdy

J  X V IJ
' X  *- i f

/»y
D*Dr R Dj ^ h d x  dy dz.

.X "

E n f i n ,  si  l ’ o n  v e u t  f a i r e  e n  s o r t e  q u e ,  d a n s  l e s  v a l e u r s  d e  Sis, a u c u n  

t e r m e  n e  r e n f e r m e  l a  v a r i a t i o n  S iu ,  p r é c é d é e  d e  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  D i (

s o u s  l e  s i ç n e  f  d ’ u n e  i n t é g r a t i o n  r e l a t i v e  à s ,  il s u f f i r a  d e  r e c o u r i r  à
' '  ' ,u

l a  f o r m u l e  ( i 5 )  e t  à la r è g l e  c i - d e s s u s  r a p p e l é e ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  

m ê m e ,  à  l a  f o r m u l e  ( 1 9 ) ,  d e  l a q u e l l e  o n  t i r e r a  n o n  s e u l e m e n t

n

Z = Z
RR, 4  udzxn \

Z = i
H Jl// -- j '  D3 R4 m^z,

R M « ( / ; =  1 V
z —z

R 4  m — 1 " Dx ILR 4 M0ÎZ,

3 = 7.
I),RI)j J[u d z=  |

Z = z
1),· 1 U "  - j '  l)r R-R4 «^z

z =  7. „ 1.

\)x \)y R \ ) - A “ d z ~  | R ^ R c / l «  -  / Dx Ry R,R4««L;,
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m a i s  e n c o r e

Rl)yl)s4« rf3

e t ,  p a r  s u i t e ,

MEMOIRE ■

R Dj 4«
- l  ■ *

Rl)r4« rf-i

x  — \ y  = y - = z ( '*3'  =
(33) 4v= I I I M " — / I

X  =  .V / =  I| 5 =  1 1 .V V =

xj- = y z = Z

x = \  />!’ J = S
—  \ I | l ) y I U " f O

D x R 4 w  d.r
.x y = [ l ~ = -

x  = x y  = yv = \ y  ~ y r '
I I / l):RJl(ii/:

x  ■ = .v y  =  (| rfj

x y = ' J/ .xy = v Æ =  /. ·*— * ,
_J | · | RIV J), J i u d x +  J  I I RI)*yDrW .r

r x Y — y z — 7· p '  y — y z -  - ,
_ /  ■ I | R  l ) x z  1) ;  4 «  dx  - h  /  | I R l l ^ l h J l H ' / t

■ rf.v r  =',| *'.* r = ' , l

=  n r

-  1 JX = .V J y
r x y = y  /·'■

+ L  ' I D
z)] | i)-4«rf'»rfy 

R l)x î )1 T  l)34w rf.t rfy

x=\ f>y 5 = 7. x = \ /*? 5 = ï
R Drzl)j4M rfy +■ I / I RRriR3 4«rfx

*  =  .* ^ y  ' X =  x \>i

p xy =\l /’ z

R U x y U / ^ r f ^ r f - -  /  I /  D î R R ^ i i R . ) r f L « r f . r r f -

V 5 ~  % / Z ~ 7,
[  \ DxRI)rz -t- l) v \ I R X)x i

•x J\t

"  t ^  +  ü ,

· · *  ^ y

- f  f  | R  l)xsD,z l ) ;4Mr f xr fy—
■ V > A | ‘■'•y 17 'J

x = x  /·) /·>■ · r xy ~ y  /"x
V  r  f  D y R - I U ' / r f /  rf-H- (  r  i  D *  Dj R4« dx  dz 
; =  .xrf„  rfL ' rf.v r - î l ’rf-.r =  «x ^ if

/'»x / i V  ;  =  /,

| l)x l)yR4 'i' d x d y — I I /  l.)x 1) ,D J U «  r f-^ '/O '

,T ^ IJ -Z = *■ 'v  'J

S i  l ’ o n  s u p p o s a i t  s i m p l e m e n t  

(34)

l a  v a l e u r  d e  /· é t a n t  f o u r n i e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 2 7 ) ,  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u

/•x /»y f*7.
s — I I I r dx  dy  dz

Jx rfy Jz.

m e m e ,

(35) ■

X y» v ,» /.
l ) x l ) ,  I ) .  u dx d y  d z ,
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a l o r s  o n  t r o u v e r a i t

R =  I !

e t ,  p a r  s u i t e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 3 3 )  s e  r é d u i r a i t  a l a  s u i v a n t e

(36) 4 ? — r J  * } V  
, x  =  .v y -  'j  ̂=  -

/*4r = y z - i  r*y — \r ==z
—  I | Da'.v I), 4 î/ î/x  +  / |

*'X Z —Z J,x

143

D,4 « ¿Le

«Av 1'

X r  y Z—y. y  = \  Z -  z
I l ) x  z  l ) ; 4 «  d.r +  /  |. I r /.*

■ 4* y = \ i ·r  =  n

æ  =  X / > ! ! = !

y--
x= x  r-y y. —y, x~x py z = î

—  | /  | l ) y / I ) ; 4 ¿<i( ,r  T - | /  | I ) y ¿  J R 4 «  r / y
57 -  .V J  |( 47 = fV

f f I ü a, z l ) r z l ) ’ 4 w d x d y —  / "  T  | l ) x - I ) r r D | 4 « dxdy.
J X  J .  I|, « A x  '

L e s  d i v e r s e s  f o r m u l e s  o b t e n u e s  d a n s  c e  d e r n i e r  p a r a g r a p h e  n e  

d i f f è r e n t  p a s ,  a u  f o n d ,  d e  c e l l e s  q u ’ a  o b t e n u e s  M .  S a r r u s .  S e u l e m e n t ,  

e l l e s  s e  t r o u v e n t  s i m p l i f i é e s  p a r  l ’ e m p l o i  d e l à  n o t a t i o n  à  l a q u e l l e  n o u s  

a v o n s  e u  r e c o u r s ,  e n  é c r i v a n t  l e s  d e u x  v a l e u r s  q u e  r e ç o i t  s u c c e s s i v e ;  

m e n t  u n e  m ê m e  v a r i a b l e  e n  l i a n t  e t  e n  b a s  d ’ u n  m ê m e  s i g n e  d e  s u b s t i 

t u t i o n  ( * ) .

N o u s  b o r n e r o n s  i c i ,  p o u r  l e  m o m e n t ,  l ’ e x p o s i t i o n  q u e  n o u s  v o u l i o n s  

f a i r e  d e s  p r i n c i p e s  g é n é r a u x  q u i  n o u s  p a r a i s s e n t  d e v o i r  s e r v i r  d e  b a s e  

a u  c a l c u l  d e s  v a r i a t i o n s .  D a n s  d ’ a u t r e s  M é m o i r e s  n o u s  d é v e l o p p e r o n s  

c e s  m ê m e s  p r i n c i p e s ,  e t  n o u s  l e s  a p p l i q u e r o n s  à  l a  s o l u t i o n  d e  d i v e r s  

p r o b l è m e s .

(*) Ayant eu l’occasion de parler à M. Sarrus de ces nouvelles recherches relatives au 
calcul des variations, et de la notation que je propose, j’ai appris de lui que l’idée d’ac
coler à un signe unique deux valeurs parliculières d’une variable, pour exprimer la diffé
rence entre deux valeurs correspondantes d’une même fonction, s’était aussi présentée à 
son esprit. Mais cette idée, et les formules que M. Sarrus avait obtenues en la réalisant, 
n’étaient ni transcrites, ni mentionnées dans le Mémoire couronné par l’Académie. D’ail
leurs, la nouvelle notation se trouve complètement en harmonie avec celle qui est 
aujourd’hui généralement adoptée pour la représentation d’une intégrale définie, prise 
entre deux limites données.
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MOUVEMENT DE ROTATION VA RIAB LE D’UN POINT

OUI REPRÉSENTE, DANS UN PLAN DONNÉ, LA PROJECTION D’UN AUTRE POINT DOUÉ

DANS D’ESPACE

D ’ U N  M O U V E M E N T  D E  D O T A T I O N  U N I F O R M E  A U T O U R  D ’ U N  C E R T A I N  - A X E .

S u p p o s o n s  q u ’ u n  p o i n t  m o b i l e  A  t o u r n e  a u t o u r  d ’ u n  a x e  f i x e  0 . 0 ' ,  

d e  m a n i è r e  à  d é c r i r e  u n  c e r c l e  a u t o u r  d e  c e t  a x e .  S u p p o s o n s  e n c o r e  

q u e  l a  v i t e s s e  d u  p o i n t  m o b i l e  s o i t  c o n s t a n t e ,  o u ,  e n  d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  

q u e  l e  m o u v e m e n t  d u  p o i n t  s o i t  c e  q u ’ o n  p e u t  a p p e l e r  u n  m ouvem ent 

de rotation u n ifo rm e .  R a p p o r t o n s  l e s  d i f f é r e n t s  p o i n t s  d e  l ’ e s p a c e  à  

t r o i s  a x e s  f i x e s  e t  r e c t a n g u l a i r e s .  P r e n o n s  p o u r  o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s  

u n  p o i n t  0  d e  l ’ a x e  d e  r o t a t i o n ,  e t  s u p p o s o n s  c h a c u n  d e s  d e m i - a x e s  

d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  d i r i g é  d a n s  u n  s e n s  t e l  q u e  l e s  p r o j e c t i o n s  

d u  p o i n t  m o b i l e  A  s u r  l e s  p l a n s  c o o r d o n n é s  s o i e n t  a n i m é e s  d e  m o u 

v e m e n t s  d e  r o t a t i o n  directs a u t o u r  d e  l ’ o r i g i n e .

E n f i n ,  s o i e n t

r  l a  d i s t a n c e  d u  p o i n t  m o b i l e  A  à  l ’ o r i g i n e  d e s  c o o r d o n n é e s ;  

s l a  d i s t a n c e  d u  m ê m e  p o i n t  à  l ’ a x e  f i x e  0 0 ' ;

<o l a  v i t e s s e  a b s o l u e  d u  p o i n t  A ;

« s a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  a u t o u r  d e  l ’ a x e  0 0 ' ;

X ,  u ,  v  l e s  a n g l e s  q u e  f o r m e  a v e c  l e s  d e m i - a x e s  d e s  c o o r d o n n é e s  

p o s i t i v e s ,  l ’ a x e  f i x e  p r o l o n g é ,  à  p a r t i r  d u  p o i n t  0 , d a n s  u n e  c e r 

t a i n e  d i r e c t i o n  0 0 ' c h o i s i e  d e  m a n i è r e  q u e  l e  m o u v e m e n t  d e  r o t a 

t i o n  a i t  l i e u  a u t o u r  d e  c e t  a x e  d e  d r o i t e  à  g a u c h e .

S o i e n t  d e  p l u s ,  a u  b o u t  d u  t e m p s  t, 

x ,  y ,  z  l e s  c o o r d o n n é e s  d u  p o i n t  A ;  e t

O E u v re s  â e  C \-— S. 11, 1. XIÏI. >9
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u, v, w les projections algébriques de la vitesse co sur les axes coor

donnés.

C o n c e v o n s  d ’ a i l l e u r s  q u e  l a  v i t e s s e  a b s o l u e  w  e t  l a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  a

soient représentées, la première, en grandeur et en direction, par une 

certaine longueur AB portée à partir du point A sur la tangente au 

cercle que ce point décrit; la seconde, en grandeur seulement, par 

une longueur OC portée sur l’axe de rotation et à partir du point O 

dans la direction 0 0 '. On pourra, en prenant un point quelconque de 

l ' e s p a c e  p o u r  c e n t r e  d e s  m o m e n t s ,  c o n s t r u i r e  l e  m o m e n t  l i n é a i r e  d e  

la vitesse angulaire a représentée par la longueur OC. Cela posé, il est 

clair que la vitesse absolue co, mesurée par le produit

SB

et dirigée suivant un plan perpendiculaire au plan AOC, de manière à 

faire tourner le point A de droite à gauche autour du demi-axe OC, 

coïncidera en grandeur et en direction avec le moment linéaire de la 

vitesse angulaire a. Donc, les projections algébriques

a, (>, iv

de la vitesse co seront équivalentes aux projections algébriques du 

moment linéaire de la vitesse h. Mais ces dernières projections chan

geraient évidemment de signe, si l’on échangeait entre eux le centre 

des moments A et le point 0 à partir duquel se mesure la longueur 

destinée à représenter la vitesse «. Donc, les quantités

U ,  IV

seront égales, aux signes près, aux projections algébriques du moment 

linéaire de la vitesse a, si, en prenant l’origine pour centre des 

moments, on représente la vitesse « par une longueur portée à partir 

du point A dans une direction parallèle à 0 0 '. Mais alors, cette lon

gueur ayant pour origine le point dont les coordonnées sonter, y , z, et 

pour projections algébriques les trois quantités

acosX, B cosp ,  B COS V,
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l e  m o m e n t  l i n é a i r e  d e  l a  v i t e s s e  a a u r a  l u i - m ê m e  p o u r  p r o j e c t i o n s  a l g é 

b r i q u e s  l e s  t r o i s  p r o d u i t s

a(y cosv — z cosg), «(scosX— ¿ccosv), «(.rcospt.— ycosA).

D o n c  c e s  t r o i s  p r o d u i t s ,  p r i s  e n  s i g n e s  c o n t r a i r e s ,  r e p r o d u i r o n t  l e s  

v a l e u r s  d e  u, v, w , e t  l ’ o n  a u r a

Î
u  —  —  « ( y  cosv — s cos¡j. ) ,  

v — — a( z cos X — x cos v ), 

w =  — u (x  c o s  ¡j. —  r c o s X  ).

S o i t  m a i n t e n a n t  P  l a  p r o j e c t i o n  d u  p o i n t  A  s u r  l e  p l a n  d e s  x ,  y ,  e t  

n o m m o n s

p l e  r a y o n  v e c t e u r  m e n é  d e  l ’ o r i g i n e  a u  p o i n t  P ;  '

0 l ’ a n g l e  d é c r i t  p a r  c e  r a y o n  v e c t e u r  a u  b o u t  d u  t e m p s  i·, 

o l a  v i t e s s e  a n g u l a i r e  d u  p o i n t  P ,  d a n s  l e  p l a n  d e s  x ,  y .

O n  a u r a  é v i d e m m e n t  

(2 ) O — D t d \

e t ,  c o m m e  O R - t r o u v e r a  d ’ a i l l e u r s

.r =  p cos 6, y =  psin9,
p a r  c o n s é q u e n t

u =  \)tx — cos0D,p — p sin 9Dt6, 
v =  Dty — sinSD̂ p h- p costflb#,

on en conclura
pDi0 =  ecos 9— «sin0.

O n  a u r a  d o n c ,  p a r  s u i t e ,

V  :

o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,  

(3)

„ v cos 9 — u sinô 
u = D ( 0 = ------------------------- >

vx — u y

M a i s ,  d ’a u t r e  p a r t ,  o n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  ( 1)

(4 ) v x  — u y  =  «[(¿c2 -y y 2 +  .s2 ) cosv — s(x cosX - Y y  cosp +  z cosv)];

e t ,  c o m m e  e n  n o m m a n t  S l ’ a n g l e  f o r m é  p a r  l e  r a y o n  v e c t e u r  r  a v e c  l a
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direction 00', on a

S U R  L E  M O U V E M E N T

l ’équation (4) pourra être réduite à

(’.« —  u y  =  ü(/·2 cosv —  r z  cosô).

Donc, la formule (3) donnera

/,2cosv —  /'jc osô
(5 )  * =  » ------------ ? --------------

Si, pour plus de simplicité, on fait coïncider l’origine 0  des coor

données avec le pied de la perpendiculaire abaissée du point A sur 

l’axe fixe, alors, l’angle o étant un angle droit, on trouvera

Enfin, si l’on nomme t  l’angle que forme le rayon vecteur r avec sa 

projection p, on aura
p — r cos".

Donc, la formule (6) donnera encore

et l’on pourra énoncer la proposition suivante :

TiiÉouÈMi·:. —  Si un point A, doué d'un mouvement de rotation uni

forme autour d'un axe fixe, est projeté sur un plan fixe donné, la vitesse 

angulaire variable du point projeté P, et la vitesse angulaire constante 

du point A, seront entre elles dans le rapport qui existe entre le cosinus 

de l'angle que le plan donné forme avec le plan du cercle décrit par le 

point A, et le carré du cosinus de l'angle que le rayon du cercle forme 

avec la projection sur le plan donné.

Au reste, on pourrait arriver encore très facilement au théorème

COS 0 =  O ,

et, par suite,

( 6 ) V  =  — «cosv.
P

r*
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précédent par une autre méthode que nous allons indiquer en peu de 

mots.

Considérons, dans l’espace, un triangle dans lequel deux côtés, 

représentés par r  et r , comprennent entre eux un certain angle p, et 

projetons ce triangle sur un plan fixe qui forme avec le plan du triangle, 

l’angle v. Nommons
P. p'i <P

les projections des côtés /*, /·' et de l’anglep, et

r ,  t '

les angles que les côtés /·, et r' forment avec leurs projections respec

tives p, p'. Les surfaces du triangle donné et du triangle projeté seront 

respectivement mesurées par les produits

^ r r ' s i n p ,  '-pp' sin 9 ;

et comme le rapport de la seconde surface à la première devra se 

réduire à cos v, on en conclura

po' sino sin qp rr'
— L  =  C O S V ,  — — -  =   r CO S V.

rr smp smp pp

Comme, d’autre part, on aura encore

on en conclura
/•cost, p'— r'  cost',

. ( 8 )
sunp_ cosv
sinjo cost cost'

Concevons maintenant que p, <p se réduisent aux très petits angles 

décrits, à partir de la fin du temps t, et pendant un instant très court Ai :

i° par le rayon vecteur r animé d’une vitesse angulaire constante 85 

20 par la projection p de ce même rayon vecteur; alors, en nommant u 

la vitesse angulaire de cette projection, on aura sensiblement, pour de 

très petites valeurs de Al,

sincp ©  0

sin p  p  ~  8 et cost' = cost.

Donc, en rapprochant indéfiniment Ai de la limite zéro, on tirera de la
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•J __ COSV

« cos2t ’

et l’on se trouvera ainsi ramené à la formule (7).

Nous allons maintenant énoncer plusieurs conséquences qui se 

déduisent immédiatement de la formule (7), et qui paraissent mériter 

d’être remarquées.

Î e plus petit et le plus grand des angles aigus compris entre le 

rayon vecteur r et sa projection sont évidemment o et v. En d’autres 

termes, les valeurs maximum et minimum de cost sont 1 et cosv. 

Donc, par suite, les valeurs minimum et maximum de u seront

8
«COSV, ----- !

COSV

et la moyenne géométrique entre ces deux valeurs sera précisément a. 

On peut donc énoncer encore, la proposition suivante :

Théorème II. — S i u n  p o in t  A, doué d 'u n  m ouvem en t de rotation uni

fo r m e  autour d 'u n  a x e  fix e , est p ro jeté  sur un p la n  f i x e  d o n n é, la  

m oyen ne géom étrique entre les valeurs  maximum et minimum de la  

vitesse a n g u la ire variable du  p o in t p ro je té  sera précisém ent la vitesse a n g u 

laire constante du p o in t  A. De p lu s , la vitesse a n g u la ire  variable du poin t  

projeté aura p o u r valeur  minimu m celle qu 'on obtient lorsque la vitesse 

a n gu laire constante du  p o in t  A est représentée p a r  u ne lon gueu r portée 

sur l 'a x e  de ro ta tion , p u is  projetée sur un a x e  perpendiculaire au p la n  

donn é.

Avant de quitter ce sujet, nous observerons que la méthode à l ’aide 

de laquelle nous avons établi les formules (1) a été depuis longtemps 

employée par nous, soit dans les Leçons données à l'école Poly

technique, soit dans les E x ercices’ de M athém atiques. Nous ajouterons 

que de cette méthode on peut aisément déduire ce qu’on appelle la 

composition des mouvements de rotation. Effectivement, supposons la 

vitesse angulaire a d’un point A, qui tourne, au moins instantanément,

130

formule (8)

(9 )
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autour d’un axe, représentée par une longueur portée sur ce même 

axe. Non seulemen t, comme nous l’avons rappelé, la vitesse absolue co 

du point A sera ce que devient le moment linéaire de la vitesse a, 

quand on prend pour centre des moments le point A; mais il suit de 

cette proposition même, que si la vitesse angulaire a peut être consi

dérée comme la résultante de plusieurs autres vitesses angulaires, 

relatives à divers mouvements de rotation instantanés autour de divers 

axes, et représentées par des longueurs portées sur ces mêmes axes, 

il suffira de composer entre elles les vitesses absolues correspondantes 

du point A, pour obtenir la vitesse absolue co. Ainsi, en particulier, 

puisque la vitesse angulaire a, mesurée sur un demi-axe 00' qui 

forme, avec les demi-axes des coordonnées positives, les angles X, p., 

v, peut être censée avoir pour composantes trois vitesses angulaires 

mesurées sur les axes des x , y , z, et représentées par les projections 

algébriques
«cos},, «cos p., «cosv,

de la longueur a sur ces mêmes axes; nous devons conclure que la 

vitesse absolue d’un point tournant de droite à gauche autour de 

l’axe 00' avec la vitesse angulaire a, est la résultante des trois vitesses 

absolues que pourrait prendre le même point, si on le faisait tourner 

successivement de droite à gauche autour de chacun des axes des x , 

y, z, prolongés dans le sens des coordonnées dont, les signes sont ceux 

des quantités
«cos}, «cosp, «cosv,

en supposant d’ailleurs la rotation autour de chaque axe effectuée 

avec la vitesse angulaire qui correspond à ce même axe.

Au reste, la même conclusion pourrait être tirée immédiatement de 

cette seule considération, que les seconds membres des équations (i) 

sont des fonctions linéaires des trois quantités

«cos}, «cosp, «cosv.
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NOTE

SUR UN

THÉOIÎÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

On connaît l’élégant théorème de géométrie analytique qui fournit, 

le cosinus de l’angle compris entre deux droites dont les positions sont 

déterminées à l’aide des cosinus des angles que forment ces droites,· 

avec trois axes rectilignes et rectangulaires. Suivant ce théorème, si, 

l'on multiplie l’un par l’autre les cosinus des deux angles que les deux 

droites forment avec un même axe, la somme des trois produits de 

cette forme, correspondants aux trois axes, sera précisément le cosinus- 

de l’angle compris entre les deux droites. Concevons maintenant que 

les trois axes donnés, cessant d’être rectangulaires, comprennent 

entre eux des angles quelconques, et au système de ces trois axés 

joignons un second système d’axes respectivement perpendiculaires 

aux plans des trois premiers. Les axes primitifs seront eux-mêmes 

perpendiculaires aux plans formés par les nouveaux axes,; et les deux, 

systèmes d’axes seront ce que nous appellerons deux systèmes d'a xés  

con ju g u ést Nous dirons en particulier que l’un de ces axes, pris dans, 

l’un des deux systèmes, a pour con ju g u é  celui des axes de l’autre sys

tème qui ne le coupe pas à angles droits. Cela posé, le théorème rap

pelé ci-dessus, et relatif à un système d’axes rectangulaires, se trouvé 

évidemment compris dans un théorème général dont voici l’énoncé V

T n i î O i ù M Ë .  —  Considérons , d 'u n e  part, d e u x  droites quelconques  

d 'a u tre pari, d e u x  systèm es d 'a x e s  conjugués. Supposons d ’ailleurs q u e i i  

attribuant à chaque droite et à chaque a x e  une direction déterm in ée , ori 

m ultiplie l 'u n  p a r l'au tre les cosinus des an gles que fo r m e  un a x e  du

OEuvrcs de C. —  S. Il, t. XIII. 20
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prem ier système avec la prem ière droite, et l ’a x e  conjugué du second sys

tèm e avec la seconde droite, puis, que V o n  divise le produ it ainsi, obtenu  

p a r le cosinus de l'a n g le  que ces d e u x  a x es  conjugués com prennent entre 

e u x . La  som m e des trois quotients de cette espèce, correspondants a u x  

trois couples d 'a x e s  conjugués, sera précisém ent le cosinus de l 'a n g le  com 

pris entre les d e u x  droites données.

Pour démontrer immédiatement ce théorème, il suffit de projeter la 

premièré droite sur la seconde, en observant que cette droite peut 

être considérée comme1 la diagonale d’un parallélipipède, dont les 

arêtes seraient parallèles aux axes du second système.

il est bon d’observer qu’on peut échanger entre elles les deux 

droites données sans échanger entre eux les deux systèmes d’axes; 

d’où il suit que le théorème énoncé fournit deux expressions différentes 

du cosinus de l’angle renfermé entre les deux droites.

On pourrait aussi, au cosinus de l’angle que forme un axe du second 

système avec la seconde droite ou avec l’axe conjugué du premier sys

tème, substituer le sinus do l’angle que celle droite ou cet axe con

jugué forme avec le plan des deux autres axes du second système. 

Toutefois, en opérant cette substitution, on devrait convenir de 

regarder l’angle formé par une droite avec un plan tantôt comme positif, 

tantôt comme négatif, suivant que la direction de cette droite pourrait 

être représentée par une longueur mesurée à'partir du plan donné, 

d’un certain côté de ce même plan ou du côté opposé. On se trouverait 

ainsi ramené à une formule qui ne diffère pas au fond de celles qu’ont 

proposées, pour la transformation des coordonnées obliques, divers 

auteurs, et spécialement M. Français, On pourrait d’ailleurs, de ces 

dernières formules, revenir directement au théorème énoncé. Ainsi ce 

théorème peut être considéré à la rigueur comme implicitement ren

fermé dans des formules déjà connues. Observons néanmoins que les 

auteurs de ces formules les avaient établies sans parler de la conven

tion que nous avons indiquée, et qui nous parait nécessaire pour dis

siper toute incertitude sur le sens des notations adoptées.
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ANALYSE.

Les énoncés de plusieurs des théorèmes fondamentaux de la géomé

trie analytique se simplifient lorsqu’on a soin de distinguer les projec

tions absolues à 'u n  rayon vecteur, sur des axes coordonnés rectangu

laires, des projections algébriques  de ce même rayon vecteur, ainsi que 

je l’ai fait dans les préliminaires de mes Leçons sur les applications du  

ca lcu l in fin itésim al à la géom étrie. On peut meme, avec avantage, 

étendre la distinction des projections absolues et des projections algé

briques au cas où le rayon vecteur est projeté sur des droites quel

conques, les projections pouvant d’ailleurs être ou orthogonales ou 

obliques. Entrons à ce sujet dans quelques détails.

Soient/·, s deux longueurs mesurées sur deux droites distinctes, et 

dans des directions déterminées, savoir, la première entre deux points 

donnés A et B, dans la direction AB; la seconde entre deux autres 

points C et I), dans la direction CD. Pour projeter la longueur /·, et 

ses deux extrémités A, B, sur la droite CD, il suffira de mener par 

les points A et B deux plans ' parallèles à un plan fixe donné. Les 

points a et b, où ces deux plans rencontreront la droite CD, seront 

précisément les projection s  des deux points A, B; et si l’on nomme p 

la distance qui sépare le point b, c’est-à-dire la projection du point B, 

d’avec le point a, c’est-à-dire d’avec la projection du point A, cette 

distance p, mesurée dans la direction ab, sera la projection  orthogonale 

ou oblique de la longueur /·, savoir, la projection o rth ogon ale, si le 

plan fixe donné est perpendiculaire à la droite CD, et la projection  

oblique  dans le cas contraire. D’ailleurs les directions des lon

gueurs s, p, mesurées sur une'même droite, la première dans le 

sens CD, la seconde dans le sens ab, seront nécessairement ou une 

seule et môme direction, ou deux directions opposées l’une à l’autre. 

Cela posé, la projection absolue  p, prise dans le premier cas avec le 

signe -4-, dans le second cas avec le signe — , sera ce que nous appelons 

‘ la projection algébriqu e  de la longueur/· sur la direction de la longueur.v.
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Concevons maintenant qu’en faisant usage de la notation généra

lement adoptée, on désigne par (V, s) l’angle aigu ou obtus que forment 

entre elles deux longueurs r, s, mesurées chacune dans une direction 

déterminée. Alors, en supposant les projections orthogonales, on 

aura évidemment
. .. p — /·cos(/\ o). .

De plus, la projection algébrique de r, sur la direction dé.y, sera p 

ou — p, suivant que la direction de p sera la direction même de s, ou 
la direction opposée; et, comme on aura, dans le premier cas,

dans le second cas
eos(/\ p) =  cos(r, s), 

eos(/yp)=— cos(/·, .s),

il en résulte que la projection algébrique de /■  sur la direction de s sera 

représentée, dans l’un et l’autre cas, par le produit

r c o s (  /·, .V).

Supposons à présent que les projections, au lieu d’être orthogo

nales, soientobliques; et, après avoir mené une droite perpendiculaire 

au plan fixe, nommons t une longueur mesurée sur celle droite dans 

une direction déterminée. Alors les projections absolues et même les 

projections algébriques des longueurs r et p, sur la direction de t, 

seront évidemment égales entre elles. On aura donc

. p C O S ( p ,  <) =  /, C O S ( / · ,  t),
et par suite.

De plus, pour obtenir la projection algébrique de la longueur r sur la 

direction de s, il suffira de prendre p avec le signe -t- ou avec le 

signe t- ,  suivant que la direction de p sera la direction de s ou la 

direction opposée; il sufiiira.donc de remplacer, dans le second membre 

de. lé.fornmlc.(2), la quantité cos(p, ¿) par la quantité cos(.v, t) égale, 

au signe près’,di la première. Donc la projection algébrique d e/· sur la
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d i r e c t i o n  d e  s s e r a  \

3 ■  ̂c o s (/·, t)
C O S ( S ,  t.)

Supposons maintenant qu’un point mobile P passe de la position A 

à la position B, en parcourant non plus la longueur r, mais les divers 

côtés u, e, w, . . .  d’une portion de polygone qui joigne le point A au 

point B, et attribuons à chacun de ces côtés la direction indiquée par 

le mouvement du point P. Soit d’ailleurs p la projection du point 

mobile P sur la droite.CD, et nommons toujours a, b les projections 

respectives des deux points A, B sur la même droite. Tandis que le 

point mobile P passera de la position A à la position B, en parcourant 

successivement les diverses longueurs «, v, nr, le point, mobile p 

passera de la position a à la position b, en parcourant successivement 

sur la droite CD les projections des diverses longueurs u, v, w } . . et 

l’une quelconque de ces projections, celle de // par exemple, sera par

courue dans le sens indiqué par la direction du rayon vecteur p ou 

dans le sens opposé, suivant que la projection algébrique de la lon

gueur.// sur la direction de p sera positive ou négative. Il en résulte 

que la longueur p ou la projection algébrique de la longueur /· sur la 

direction de p, sera équivalente à la somme des projections algébriques 

des longueurs u, v, w,. . . .  sur la même direction. Par suite aussi, 

puisque la. direction de s est toujours ou la direction même de p, o.u la 

direction opposée, si l ’on projette, d’une part, la longueur'/·, d’autre 

part, les longueurs w, v, <n. . . .  sur la direction de s, on obtiendra une 

projection algébrique de /■ équivalente à la somme des projections· 

algébriques de u , e ,  w , ___Donc, en supposant les projections ortho

gonales, on trouvera

( 4 ) /· cos(/·, s )  — u  cos (//, s )  +  p cos(r, s )  -H- H’ COS ( PP, .v) -t-. . . .

C e s  p r é m i s s e s  é t a n t  é t a b l i e s ,  . c o n c e v o n s  q u e  l e s  p o s i t i o n s  d e s  d i f f é 

r e n t s  p o i n t s  d e  l ’ e s p a c e  s o i e n t  r a p p o r t é e s  à  t r o i s  a x e s  o b l i q u e s  q u i  

p a r t e n t  d ’ u n  m ê m e  p o i n t  O .  N o m m o n s  x ,  y ,  z  t r o i s  l o n g u e u r s  p o r t é e s  

s u r  c e s  t r o i s  a x e s ,  e t  m e s u r é e s  c h a c u n e ,  à  p a r t i r  d u . p o i n t  O ,  d a n s  u n e
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direction déterminée. Soient encore

X, Y, Z

trois longueurs mesurées, à partir du point O, sur trois axes respecti

vement perpendiculaires aux plans

yz, zx, \y.

Concevons, de plus, que l’on construise un parallélipîpède dont la 

longueur /· soit la diagonale, les trois arêtes u, e, w étant respective

ment parallèles aux axes sur lesquels se mesurent les longueurs x, y, 

z; et attribuons à ces trois arêtes les directions indiquées par le mou

vement d’un [»oint qui passe, en parcourant ces mêmes arêtes, ch1, 

l’extrémité A de la diagonale / à l’extrémité B. Enfin, projetons cette

diagonale et les trois arêtes sur la direction d’une longueur quel

conque s. On aura, en vertu de la formule ( /|),

(5) /-cos(/\ s )  —  mcos( m, s )  + -  r c o s ( e ,  s )  -H ircos(u>, ,v),

ou, ce qui revient au même,

// . . r , . \ V  .

(H) COS(/', .v) ~  -  cos( //. A·) H- -  eus(r, S )  4- — COS (il’, s  ).

D’ailleurs, u étant précisément la projection absolue qu’on obtient 

pour la longueur/·, quand on projette celte longueur sur l’axe des x, à. 

l’aide de plans parallèles au plan fixe des yz, on aura, en vertu de la 

formule (2),

( 7 )
cos( /·, X)

Il —  r ----- ;----- rrr»
ro s {n,  X)

par conséquent,

( 8 )
u   00 s ( /·, X)

/· — c.os(u, X ) ’

et cette dernière formule continuera évidemment de subsister quand 

on y remplacera u par r, et X par Y, ou u par oc, et X par Z. Donc 

l’équation (6) donnera

, ■ cos(/·, X) cos(a, s )  cos(r. Y) cos(e, s) cos(c, Z) cos(«', s)
( 9 ) cos(/-,*) = -----êi7s-(-(i;X ) ----- + -------cos(c, Y)----- +  -------
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D ’ a u t r e  p a r t ,  ¡1 e s t  c l a i r  q u ’ o n  n ’ a l t é r e r a  p a s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 9 )  s i  l ’ o n  y  r e m p l a c e ,  s é p a r é m e n t  o u  s i m u l t a n é m e n t ,  u  p a r  x ,  

v p a r  y ,  w  p a r  z .  E n  e f f e t ,  l a  d i r e c t i o n  d e  u  é t a n t  o u  l a  d i r e c t i o n  d e  x  Ou 

l a  d i r e c t i o n  o p p o s é e ,  o n  a u r a ,  d a n s  l e  p r e m i e r  c a s ,

c o s ( h , .v) =  e o s ( x ,  .v), c o s ( m , X )  —  c o s ( x .  X ) ,  

d a n s  l e  s e c o n d  c a s ,

c o s ( m , s ) =  -  c o s ( x , .v), c o s (  u, X )  —  c o s ( x ,  X ) ,

e t  d a n s  l e s  d e u x  c a s ,

c o s (u. x ) __c o s ( x ,  .V )

c o s  [il, X )  c o s ( x ,  X )*

D o n c  l a  f o r m u l e  ( 9 )  p o u r r a  ê t r e  r é d u i t e  à  l a  s u i v a n t e  :

_  C0S(/·, X)cos(.ï, \)  , cos(/\ Y) cos(.9, .V) , cos(/·, Z) cos(i, z) 
(,0) cos(x, X) + : cos(.y, Y)--------H ----- é ^ ^ Z ) ------

A j o u t o n s  q u e  l e s  a x e s  s u r  l e s q u e l s  s e  m e s u r e n t  l e s  l o n g u e u r s

X ,  Y ,  Z .

é t a n t ,  p a r  h y p o t h è s e ,  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  p l a n s

F-> ^  xy>

l e s  a x e s  s u r  l e s q u e l s  s e  m e s u r e n t  l e s  l o n g u e u r s

x ,  y ,  z

s e r o n t  e u x - m c m e s  p e r p e n d i c u l a i r e s  a u x  p l a n s

Ï Z ,  Z X ,  X Y .

D o n c  c e s  d e u x  s y s t è m e s  d ’ a x e s ,  q u e  n o u s  n o m m e r o n s  systèmes d ’a xes  

con ju gués  ( l ’ a x e  s u r  l e q u e l  s e  m e s u r e  X  é t a n t  l e  con ju gué  d e  l ’ a x e  s u r  

l e q u e l  s e  m e s u r e  x ,  e t c . ) ,  p o u r r o n t  ê t r e  é c h a n g é s  e n t r e  e u x  d a n s  l a  

f o r m u l e  ( 10 ) ,  e t  C o n d u i r a  e n c o r e

, , , c o s  9 ·, x ) c o s ( .v ,  X )  cos(/ · ,  y )  c o s  (s, Y )  , c o s  ( r ,  z) c o s  (s, Z)

( M )  { / ’ ] =  c o s ( x ,  X ) ------- + - --------c o s ( y ,  Y ) -------+  ~ " ^ s ( z ,  Z ) --------

C h a c u n e  d e s  f o r m u l e s  ( x o ) ,  ( i x )  e s t  u n e  e x p r e s s i o n  a n a l y t i q u e  d u  

t h é o r è m e  f o n d a m e n t a l  é n o n c é  d a n s  l e  p r é a m b u l e  d u  p r é s e n t  a r t i c l e .
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S i ,  . e n  f a i s a n t  c o ï n c i d e r  l e  p o i n t  B  a v e c  l e  p o i n t  O ,  e t  l e s  d e m i - a x e s  

d e s  c o o r d o n n é e s  p o s i t i v e s  a v e c  l e s  d i r e c t i o n s  d e s  l o n g u e u r s

on nomme
x, v, z, 

,r, r, s

l e s  c o o r d o n n é e s  r e c t i l i g n e s  d u  p o i n t  A ,  r a p p o r t é e s  à  c e s  d e m i - a x e s ,  

a l o r s  x  s e r a  p r é c i s é m e n t  l a  p r o j e c t i o n  a l g é b r i q u e  d u  r a y o n  v e c t e u r ? ·  

s u r  l a  d i r e c t i o n  d e  x ,  l a  p r o j e c t i o n  é t a n t  e f f e c t u é e  à  l ’ a i d e  d e  p l a n s  

p a r a l l è l e s  a u  p l a n  d e s  y z ,  e t  p e r p e n d i c u l a i r e m e n t  à  X .  D o n c  a l o r s  o n  

o b t i e n d r a  x  e n  r e m p l a ç a n t ,  d a n s  l ’ e x p r e s s i o n  ( 3 ) ,  s p a r x ,  e t i  p a r  X ;  

e n  s o r t e  q u ’ o n  a u r a  ■

1 x  = /; C0^ O n  t r o u v e r a  d e  m ê m e  
l  c o s ( j ?, X

cos( Y) 
r cos(/, Y )’

cos( r, 'L)
' cos( 5, Z)'

A l o r s  a u s s i  o n  p o u r r a  é v i d e m m e n t ,  d a n s  l a  f o r m u l e  ( 5 ) ,  r e m p l a c e r  

l e s  q u a n t i t é s  u, r ,  m  p a r  l e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  - ,  q u i  s e r o n t  r e s p e c 

t i v e m e n t  é g a l e s ,  a u x  s i g n e s  p r è s ,  à  c e s  m ê m e s  q u a n t i t é s ,  p o u r v u  q u e  

l ’ o n  r e m p l a c e  e n  m ê m e  t e m p s  l e s  t r o i s  a n g l e s

p a r  l e s  a n g l e s

( " , * ) ,  ( c ,  x ) ,  ( O ’, .v)

( x ,  ·'■ )· ' (y ( * · · ' ) >

r e s p e c t i v e m e n t  é g a u x  a u x  t r o i s  p r e m i e r s  o u  à l e u r s  s u p p l é m e n t s .  O n  

a u r a  d o n c  e n c o r e

(j.3 ) /· cos(/·, s )  — .r r.os(x, .v) -+- k cos (y, s )  4 - 5 c,os(z, .v).

O n  p e u t  i m m é d i a t e m e n t  d é d u i r e  d e s  f o r m u l é s  ( 1 2 )  ê t  ( i 3 )  c e l l e s  

q u i  s e r v e n t  à  l a  t r a n s f o r m a t i o n  d e s  c o o r d o n n é e s  o b l i q u e s .  E n  e f f e t ,  

s o i e n t

·*·> y> z

d e  n o u v e l l e s  c o o r d o n n é e s  d u  p o i n t  B ,  r e l a t i v e s  à d e  n o u v e a u x  a x e s
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r e c t i l i g n e s  q u i  c o n t i n u e n t  d e  p a s s e r  p a r  l e  p o i n t  O ;  e t  s u p p o s o n s  q u e ,  

p o u r  l e  n o u v e a u  s y s t è m e  d ’ a x e s ,  l e s  l o n g u e u r s ,  p r é c é d e m m e n t  r e p r é 

s e n t é e s  p a r  x ■

d e v i e n n e n t
x ,  .y. ' Z , x .  ^ z ,

y , . 0 , V „

A l o r s ,  e n  v e r t u  d e s  f o r m u l e s  ( 1 2 ) ,  o n  a u r a ,  p a r  e x e m p l e ,

(.4) _  c°s( X , ) .
1 ’  ' cos(x„ X,) ’

e t ,  d ’ a i l l e u r s ,  l a  f o r m u l e  ( i 3 )  d o n n e r a

(ro) r cos(/·, X,) — ,rcos(x, X,) +  / c o s ( y , 'X , )  -+-5 cos(z, X,).

O n  t r o u v e r a  d o n c

, .a \  .. _ cos(x,  X,)-f-j c o s ( v ,  X,) +  scos(z, X,)
( ' ' cos(x, X,) :

Q u a n t  a u x  v a l e u r s  d e y ' ,  s t, o n  l e s  o b t i e n d r a  e n  r e m p l a ç a n t  X ,  p a r  Y ; 

o u  p a r  Z ,  d a n s  l e s  d e u x  t e r m e s  d e  l a  f r a c t i o n  q u i  r e p r é s e n t e  i c i  la  

v a l e u r  d e  ¿r , e t ,  d e  p l u s ,  x  p a r  y  o u  p a r  z  d a n s  l e  d é n o m i n a t e u r .

S i  l e s  a x e s  c o o r d o n n é s  d e v i e n n e n t  r e c t a n g u l a i r e s ,  a l o r s  l e s  a x e s  

s u r  l e s q u e l s  s e  m e s u r e n t  l e s  l o n g u e u r s  x ,  y ,  z  s e  c o n f o n d r o n t  a v e c  

l e s  a x e s  s u r  l e s q u e l s  s e  m e s u r e n t  l e s  l o n g u e u r s  X ,  Y ,  Z , '  e t .  p a r  

s u i t e ,  l e s  f o r m u l e s  ( 1 0 ) ,  ( 1 2 ) ,  ( 1 6 )  d o n n e r o n t  s i m p l e m e n t ,  c o m m e  

o n  d e v a i t  s ’y  a t t e n d r e ,

( 17) r.os (r, s) — cos(r, x) cos(.v, x) +  cos(/·, y) cos(.«, y) -+- cos(r, z) cos O, z),
(18) x — r cos(r, x), / =  /-cos(/·, y), = =  ;-cos(r, z),
Oit) .r; =  x  cos(x, x,) 4- y  cos(y, x,) +  ;cos(z , x,).

2 IOEuvres de C. — S .  I I .  I .  X I I I .
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NOTE SUR QUELQUES PROPOSITIONS

RELATIVES

A  L A  T H É O R I E  D E S  N O M B R E S

D i v e r s e s  p r o p o s i t i o n s  r e l a t i v e s  à l a  t h é o r i e  d e s  n o m b r e s  s e  

d é d u i s e n t  a i s é m e n t  d u  t h é o r è m e  d o n t  v o i c i  l ’ é n o n c é  : .

Théorème I.  —  Supposons Le nom bre entier i  décomposé en f a c 

teurs a , b f c ,  . . .  p rem iers entre e u x ;  et soit l  un nom bre entier quel

conque in férieu r à  i. O n pourra toujours satisfa ire à  l'équivalence

( ')  «■ (“  +  +  =  / (mocU) .

p a r des valeurs entières de

■ *> y .

respectivem ent in fèrieu res à

«, b, c, . . . .

Dém onstration. —  P o u r  a b r é g e r ,  d é s i g n o n s  p a r

l a  f o n c t i o n  l i n é a i r e  d e x ,  y, z ,  . . .  q u i  r e p r é s e n t e  l e  p r e m i e r  m e m b r e  

d e  l a  f o r m u l e  ( i ) ,  e t  s u p p o s o n s  q u e  l ’ o n  a t t r i b u e  s u c c e s s i v e m e n t  a u x

v a r i a b l e s  x ,  y ,  z ............r e n f e r m é e s  d a n s  l a  f o n c t i o n  s, t o u s  l e s  s y s t è m e s

d e  v a l e u r s  q u ’ o n  p e u t  o b t e n i r  e n  c o m b i n a n t  u n e  v a l e u r  d e  x  p r i s e  

d a n s  l a  s u i t e

o, i , ·>,, » . ., a —  i ,

a v e c  u n e  v a l e u r  d e  /  p r i s e  d a n s  l a  s u i t e

' °> J» 3 > · · · ,  b —  i ,
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puis avec une valeur de j prise dans la suite

O, ■> C  —  Í .

etc.... On obtiendra ainsi pouri des valeurs entières, dont le nombre, 

représenté par le produit
' abc. . .z= i,

sera en conséquence égal au nombre des termes de la suite

et il est clair que parmi ces i valeurs de s il en existera toujours une 

équivalente, suivant le module i, à l ’un quelconque des termes de la 

suite

s’il est prouvé que ces valeurs de s, divisées par«, donnent des restes 

différents. Cela posé, soient

les accroissements positifs ou négatifs que prendront x , y , z, . . .  

quand on passera d’une valeur de s à une autre, et nommons As 

l’accroissement correspondant de s, ou la différence des deux valeurs 

de î , déterminée par la formule

Pour établir le théorème énoncé, il suffira de prouver que As ne peut 

être divisible par i, si Ax, Ay, A:·, . . .  ne s’évanouissent tous à la fois. 

Or, effectivement, As ne pourra être divisible par i, s’il n’est divisible 

par chacun des facteurs

■ a , b, c, . . .

D’ailleurs, dans la valeur de As, mise sous la forme 

( 4 )  i *  =  - A x  +  7 A r + - i . - + . . . .a b “ c-

tous les termes seront évidemment divisibles par a, hormis le pre-

o, 1 , 3 . * * >

o, I, a, 3

A,r, Ay, \ z ,  .

(3)
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m i e r  -  Ax; e t  c e l u i - c i  n e  p o u r r a  d e v e n i r  d i v i s i b l e  p a r  a q u e  d a n s  l e

c a s  o ù  l ’ a c c r o i s s e m e n t  Ax, d o n t  l a  v a l e u r  n u m é r i q u e  e s t  i n f é r i e u r e  

à  a, s e r a  d i v i s i b l e  p a r  a , e t  p a r  c o n s é q u e n t  n u l .  P a r e i l l e m e n t ,  d a n s  

l a  v a l e u r  d e  As f o u r n i e  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 4 ) ,  t o u s  l e s  t e r m e s  s e r o n t  

é v i d e m m e n t  d i v i s i b l e s  p a r  b, h o r m i s  l e  s e c o n d ,  e t  c e l u i - c i  n e  p o u r r a  

d e v e n i r  d i v i s i b l e  p a r  b q u e  d a n s  l e  c a s  o ù  Ay s e r a  n u l ;  e t c , . . .

Corollaire. — S i  l ’ o n  v e u t  q u e  l e  n o m b r e  e n t i e r  l f o u r n i s s e  d e s  

r e s t e s  d o n n é s  q u a n d  o n  l e  d i v i s e  p a r  l e s  n o m b r e s  a, b, c, . . . ,  p a r  

e x e m p l e  l e  r e s t e  p  q u a n d  o n  l e  d i v i s e  p a r  a , l e  r e s t e  q q u a n d  o n  l e  

d i v i s e  p a r  b, l e  r e s t e  r q u a n d  o n  l e  d i v i s e  p a r  c. . . . ,  i l  s u f f i r a  é v i d e m 

m e n t  d e  p r e n d r e

(5) . :r — p x, f  =  qy,  z ■== rz,  , . . . .

e n  a s s u j e t t i s s a n t

x, ' y. z, . . .
à v é r i f i e r  l e s  f o r m u l e s

(6) 4 x =  ! (mod.of), ~y  =  i (mod.é).  4 Z==| (mod.c),  . . . .

E n  e f f e t ,  d a n s  l e  s e c o n d  m e m b r e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( i )  p r é s e n t é e  s o u s  l a  

f o r m e

l r î i
(7 ) ' / = - «  +  . (mod.t),

~ x  s e r a  l e  s e u l  t e r m e  q u i  n e  s o i t  p a s  d i v i s i b l e  p a r  a , e t  i l  e s t  c l a i r  

q u e  c e  t e r m e ,  d i v i s é  p a r  a, d o n n e r a  p o u r  r e s t e />, s i  l ’ o n  p o s e  x  —  py,, 

e n  c h o i s i s s a n t  x  d e  m a n i è r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q u i v a l e n c e

i
- x  — i (mod. a).
a -

D ' a i l l e u r s ,  c e l t e  é q u i v a l e n c e  d u  p r e m i e r  d e g r é  s e  r é s o u d r a  a i s é m e n t  

p a r  l e s  m é t h o d e s  c o n n u e s ,  a t t e n d u  q u e  l e s  d e u x  n o m b r e s

i .
ü et -  =  oc . . . '  

a

s e r o n t  p r e m i e r s  e n t r e  e u x .  O n /  p r o u v e r a  d e  m ê m e ,  m o n  s e u l e m e n t
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que, dans l’hypothèse admise, on peut satisfaire à l ’une quelconque 

des formules (G) par une valeur entière de x, ou y, ou z, mais 

encore qu’aux valeurs x, y, z, ainsi obtenues, répondra, en vertu 

des équations (5) et (7), une valeur de l qui fournira le restep quand 

on la divisera par a, le reste q quand on la divisera par b, le reste r 

quand on la divisera par c, etc. Si, pour abréger, on représente par

A ,  B ,  C,  . . .

les premiers membres des formules (6), c’est-à-dire si l’on pose 

(B) A  =  I x ,  B  =  - ; y , =  . . . .

la formule (7)  deviendra

(9 ) ' /== A/> +  B 7  +  O  + . .  . (mod.Q.

Ainsi le théorème 1 entraîne la proposition suivante :

T héorème II. — Soient a, b, c, . . .  des nombres donnés premiers entre 

eux, et i =  abc... le produit de ces deux nombres. Si l'on veut obtenir 

un entier l, qui, étant divisé par les nombres donnés

a, b, c, . . . ,

fournisse descrestes donnés

il suffira de prendre

(10) l  —  A p -H B  q 4- C r -i- . . . -+- ma.be. . . ,

A étant un multiple de ~ — bc... qui, divisé par a, donne 1 pour reste,

H
B étant lin multiple d e -  — ac... qui, divisé par b, donne encore 1 pour 

reste, etc., et m étant, d ’ailleurs, un nombre entier quelconque.

La proposition que nous venons d’énoncer a été donnée par Euler; 

elle se trouve dans le Mémoire intitulé : Solutio problematis arithme- 

tici de inveniendo numéro qui per datos numéros divisus relinquat 

data residua (voir le tome VIT des Mémoires de Saint-Pétersbourg,
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années 17 4̂ - r 735). On voit qu’elle se déduit aisément du théo

rème!; mais on pourrait aussi déduire le théorème I du second, et 

la formule (7) de l'équation (9). En effet, soit i un nombre entier 

quelconque décomposé en facteurs a, b, c, . . .  premiers entre eux; 

soit, de plus, / un quelconque des nombres inférieurs à 1, et nom

mons/), q, r, . . .  les restes que l ’on obtient quand on divise ( par les 

facteurs a, b,c,  —  On pourra, d’après le théorème II, déterminer/ 

par la formule (9) jointe aux équations (8), x, y, z, . étant choisis 

de manière à vérifier les conditions (6). Cela posé, concevons que, 

dans les formules (9), on substitue les valeurs de A, B,C,  . . .  tirées 

des équations (8); alors, en prenant

X  =  p \ ,  y  ~ q y ,  s  =  r z < . . . ,

on retrouvera précisément la formule (7), qui ne sera point altérée 

quand 011 fera croître ou décroître oc d’un multiple quelconque de a, 

y d’un multiple quelconque de b, . . . ;  d’où il suit que l’on pourra 

supposer, dans la formule (7), x  réduit à l’un des nombres

O, t,  2 , . . . ,  a — I,

y  réduit à l’un des nombres

o,  1 , 2 . . . . .  b —  1 ,

etc....

Supposons maintenant que l soit un nombre premier à i. Le théo

rème I continuera encore de subsister, et, par suite, 011 pourra vérifier 

la formule (7), en prenant pour % un entier inférieur à a, pour y  un 

entier inférieur à b , __Mais les deux nombres

/ et i — abc. . .

étant, par hypothèse, premiers entre eux, il est clair que, dans le 

second membre de la formule (7), le seul terme non divisible para, 

ou le produit

^  bc. . .X,  
a
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devra être premier à a·, donc x  lui-même devra être premier à a.

Pareillement, /  devra être premier à b, z k c , __Donc, lorsque / est

premier à t, on peut vérifier la formule (7), en prenant pour a? un 

entier inférieur et premier à a, pour /  un entier inférieur et premier 

à b, etc. On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

T héorème III. — Supposons le nombre entier i décomposé en fa c 

teurs a , b, c, . . .  premiers entre eux. Vexpression générale des nombres l 

premiers à i sera

l — -  x 4 y +  4- mahc,a bJ c
!

x  étant un nombre inférieur et premier à a, y  un nombre inférieur et 

premier à b, z un nombre inférieur et premier à c, . . . ,  et. m représentant 

un nombre entier quelconque.

Le théorème III a été énoncé par M. Poinsot dans le Journal des 

Mathématiques de M. Liouville [février 1845j. La démonstration qu’ il 

en a donnée repose en partie sur les considérations que nous avons 

reproduites en les appliquant à rétablissement du théorème 1, en 

partie sur la formule qui indique combien il existe de nombres infé

rieurs à i et premiers à i. Mais, comme on le voit, on peut se dispenser 

de recourir à celte dernière formule, et déduire le troisième thèorèmp 

du premier. On pourrait aussi le déduire du second, ou, ce qui 

revient au même, de la formule (10) donnée par Euler.

Il est bon d’observer que l’on pourrait encore tirer immédiatement 

la formule (1) d’une proposition établie par M. Gauss, savoir, que, 

dans le cas où plusieurs nombres entiers ri ,  «b, 3 , . . .  ndffrent pas de 

diviseur commun, on peut toujours satisfaire, par des valeurs entières, 

positives ou négatives de x, y, z, . . . ,  à l'équation

(u)  X x  H- ilby -4- 3  Z 1.

En effet, cette proposition étant admise, multiplions par un entier 

quelconque l les deux membres de la formule (11), et posons

X — 1\, y  — l y, Z ...;
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on trouvera

(12)  X x  -4- 1 P0 7  4- &z H- . . .=  I.

Soient maintenant a, b, c, . . .  des nombres premiers entre eux. 

Nommons i leur produit, et posons

(13) X —  -  —  b c . , tJî, =  \· — a c . . 0 =  -  a è . ...
' a b c

Il est clair que Æ, ML, e ,  . . .  n’auront pas de diviseur commun. Donc 

l’équation (12) donnera

. , .  i  i  i  ,
(14) - æ + r y +  -« +  . . . =  /.v H ' a b J c

On pourra donc encore satisfaire, par des valeurs entières de x , 

y, z, . . . ,  à l’équation ( i ’4), de laquelle on déduira immédiatement la 

formule ( 1 ), en supposant l inférieur à i et faisant croître ou décroître, 

s’il est nécessaire, x  d’un multiple de a, y  d’un multiple de b, z d’un 

multiple de c, . .. ..

Observons enfin que, du théorème III, joint aux théorèmes connus 

de Wilson et de Fermât, on peut immédiatement déduire une propo

sition énoncée par M. Gauss, savoir : que le produit de tous les nombres 

inférieurs à i et premiers à i, étant divisé par i , fournit un reste équi

valent à —  1, quand i est une puissance d ’un nombre premier, ou le 

double d ’une telle puissance, ou le nombre 4, et fournit, dans tous les 

autres cas, un reste équivalent à Vunité.

Les théorèmes divers que nous venons de rappeler sont particuliè

rement utiles dans la théorie des permutations, ainsi qu’on le verra 

dans les Mémoires qui suivront la présente Note.

GE'uvres d e  C .  —  S .  I I ,  t .  X I I I . 22
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M É M O I R E
SUR

LES ARRANGEMENTS QUE L’ON PEUT FORMER
A V E C  UE S  L E T T R E S  D O N N É E S

ET

SUR LES PERMUTATIONS OU SUBSTITUTIONS 
A L’AIDE DESQUELLES ON PASSE D’UN ARRANGEMENT A UN AUTRE

J. —  Considérations générales.

Soient
æ ,  y ,  z ,  . . .

diverses lettres, qui soient censées représenter des variables indépen

dantes. Si l’on numérote les places occupées par ces variables dans 

une certaine fonction Î2, et si l’on écrit à la suite les unes des autres 

ces variables x , y , z, . . .  rangées d’après l’ordre de grandeur des 

numéros assignés aux places qu’elles occupent, on obtiendra un cer

tain arrangement
æ y z . . . ,

et quand les variables seront déplacées, cet arrangement se trouvera 

remplacé par un autre, qu’il suffira de comparer au premier pour con

naître la nature des déplacements. Cela posé, les diverses valeurs 

d’une fonction de n lettres correspondront évidemment aux divers 

arrangements que l’on pourra former avec ces n lettres. D'ailleurs, le 

nombre de ces arrangements est, comme l’on sait, représenté par le 

produit
1 . 2 . 3 . . . « .

Si donc on pose, pour abréger,

N =  x. 2.3 ... n
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N sera le nombre des valeurs diverses, égales ou distinctes, qu’une 

fonction de «variables acquerra successivement quand on déplacera 

de toutes les manières, en les substituant l’une à l ’autre, les variables 

dontil s’agit.

On appelle permutation ou substitution l’opération qui consiste à 

déplacer, les variables, en les substituant les unes aux autres, dans 

une valeur donnée de la fonction O, ou dans l’arrangement correspon

dant. Pour indiquer cette substitution, nous écrirons le nouvel arran

gement qu’elle produit au-dessus du premier, et nous renfermerons 

le système de ces deux arrangements entre parenthèses. Ainsi, par 

exemple, étant donnée la fonction

12 — x  —t— % y  3 z ,

où les variables x , y , z occupent respectivement la première, la 

seconde et la troisième place, et se succèdent en conséquence dans 

l’ordre indiqué par l’arrangement

si l’on échange entre elles les variables y , z qui occupent les deux 

dernières places, on obtiendra une nouvelle valeur 0' de Î2, qui sera 

distincte de la première, et déterminée par la formule

VJ ~  x  -h 2 z -+- 3 y.

D’ailleurs, le nouvel arrangement, correspondant à cette nouvelle 

valeur, sera
xzy,

et la substitution par,laquelle on passe de la première valeur à la 

seconde se trouvera représentée par la notation

( x z y \
\ x y z j

qui indique suffisamment de quelle manière les variables ont été 

déplacées. Les deux arrangements xzy, xyz, compris dans cette sub

stitution, forment ce que nous appellerons ses deux termes, ou son 

numérateur et son dénominateur. Comme les numéros qu’on assigne
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aux diverses places qu’occupent les variables dans une fonction sont 

entièrement arbitraires, il est clair que l’arrangement correspondant 

à une valeur donnée de la fonction est pareillement arbitraire, et que 

le dénominateur d’une substitution quelconque peut être l ’un quel

conque des N arrangements formés avec ,les n variables données. On 

arrivera immédiatement à la même conclusion en observant qu’une 

substitution quelconque peut être censée indiquer un système déter-
t x

miné d’opérations simples dont chacune consiste à remplacer une 

lettre du dénominateur par une lettre du numérateur, et que ce sys

tème d’opérations ne variera pas si l ’on échange entre elles d’une 

manière quelconque les lettres du dénominateur, pourvu que l’on 

échange entre elles, de la même manière, les lettres correspondantes 

du numérateur. Il en j’ésulte qu’une substitution, relative à un sys

tème de n variables, peut être présentée sous N formes différentes 

dont nous indiquerons l’équivalence par le signe — . Ainsi, par 

exemple, on aura

/ x z y \ _  / x : yz \  _  / y x z \
W z ) \xzy) \ ^ y j ’

Observons encore que l’on peut, sans inconvénient, effacer toute lettre 

qui se présente à la même place dans les deux termes d’une substitu

tion donnée, cette circonstance indiquant que la lettre ne doit pas être 

déplacée. Ainsi, en particulier, on aura

Lorsqu’on a ainsi éliminé d’une substitution donnée toutes les lettres 

qu’il est possible d’effacer, cette substitution se trouve réduite à sa 

plus simple expression.

' Le produit d’un arrangement donné xyz  par une substitution {^y^j

est le nouvel arrangement xzy  qu’on obtient en appliquant cette sub

stitution même à l’arrangement donné. Le produit de deux substitu

tions est la substitution nouvelle qui fournit toujours le résultat 

auquel conduirait l’application des deux premières, opérées l’une
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après l’autre, à un arrangement quelconque. Les deux substitutions 

données sont les deux facteurs du produit. Le produit d’un arrange

ment par une substitution ou d’une substitution par une autre s’indi

quera par l ’une des notations qui servent à indiquer le produit de 

deux quantités, le multiplicande étant placé, suivant la coutume, à la 

droite du multiplicateur. On trouvera ainsi, par exemple,

et
/ y x u z \ _ / y . r \  / w * \

\ x y z u )  \ x y )  \ z u )

Il y a plus ; on pourra, dans le second membre de la dernière équation, 

échanger sans inconvénient les deux facteurs entre eux, de sorte 

qu’on aura encore
/ y x u z \ _ _ l u z \ / y x \

\ x y z u )  \ z u ) \ x y ) ’

Mais cet échange ne sera pas toujours possible, et souvent le produit 

de deux substitutions variera quand on échangera les deux facteurs 

entre eux. Ainsi, en particulier, on trouvera

( y x \ f z y \ ( y z x \  et ( * y \ ( y x \  =  ( * * y \ '

\ œ y ) \ y z )  \ x y z )  \ y z ) \ x y )  W · 3/

Nous dirons que deux substitutions sont permutables entre elles, 

lorsque leur produit sera indépendant de l’ordre dans lequel se sui

vront les deux facteurs.

Rien n’empêche de représenter par de simples lettres

A ,  R,  G,

ou par des lettres affectées d’indices

A,, A2, A3, ...,

les arrangements formés avec plusieurs variables. Alors la substitution 

qui aura pour termes A et B se présentera simplement sous la forme

/ R \
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et l’on aura

De plus, si, en appliquant à l’arrangement C la substitution on 

produit l’arrangement D, on aura non seulement

mais encore

Le nombre total des substitutions relatives au système de n variables 

x , y , z, . . .  est évidemment égal au nombre N des arrangements que 

l’on peut former avec ces variables, puisqu’en prenant pour dénomi

nateur un seul de ces arrangements, le premier par exemple, on peut 

prendre pour numérateur l’un quelconque d’entre eux. La substitu

tion, dont le numérateur est le dénominateur même, peut être censée 

se réduire à l’unité, puisqu’on peut évidemment la remplacer par le 

facteur i,  dans les produits

Une substitution
B

A
multipliée par elle-même plusieurs fois de

suite, donne pour produits successifs son carré, son cube, et générale

ment ses diverses puissances, qui sont naturellement représentées par 

les notations
B y  / B y

a ) ’ U /

D’ailleurs, la série qui aura pour termes la substitution ( . j et ses
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diverses puissances, savoir,

ne pourra jamais offrir plus de N substitutions réellement distinctes. 

Donc, en prolongeant cette série, on verra bientôt reparaître les mêmes 

substitutions.

D’autre part, si Ton suppose

t étant évidemment inférieur kl. Il y a plus ; si, en supposant la valeur 

de i  déterminée par la formule précédente, on nomme l  un nombre 

entier quelconque, k le quotient de la division de / par i, et j  le reste 

de cette division, en sorte qu’on ait

l — k i + j ,

j  étant inférieur à i, on trouvera non seulement

h étant <  l, alors, en faisant, pour abréger,

on aura

par conséquent

mais, en outre,

et, en étendant l’avant-dernière formule au cas même où le nombre k 

se réduit à zéro, on aura encore

En vertu des remarques que nous venons de faire, si l ’on prolonge
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indéfiniment la série dont les divers termes sont

Œ ï = · ·  ( D ·  ( " ) ' ■  ( a T>
le premier des termes qu’on verra reparaître sera précisément l’unité, 

et à partir de celui-ci les termes déjà trouvés se reproduiront périodi

quement dans le même ordre, puisqu’on aura, par exemple,

B
A

BV+1 /B
A J “ U

21

2H-1

/B V  / B Y + W B y * “

Donc le nombre i des termes distincts de la série sera toujours la plus 

petite des valeurs entières de i pour lesquelles se vérifiera la formule

Le nombre i , ainsi déterminé, ou le degré de la plus petite des puis

sances de équivalentes à l’unité, est ce que nous appellerons le 

degré ou l'ordre de la substitution

Supposons maintenant qu’une substitution réduite à sa plus simple 

expression se présente sous la forme

/ y z  . . .  vwx\

· · uvw J ’

c’est-à-dire qu’elle ait pour objet de remplacer x  par y ,  puis y  par z, 

et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on parvienne à une dernière variable 

qui devra être remplacée parla variable x  de laquelle on était parti. 

Pour effectuer cette substitution, il suffira évidemment de ranger sur 

la circonférence d’un cercle indicateur, divisée en parties égales, les 

diverses variables
x i y ) s i ■ ■ ■ , U,  V,  W,

en plaçant la première, la seconde, la troisième, . .  . sur le premier*-
Œ u v r e s  d e  C .  — S. Il, t. XIII. s3
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le second, le troisième, . . .  point de division, puis de remplacer 

chaque variable par celle qui la première viendra prendre sa place, 

lorsqu’on fera tourner dans un certain sens le cercle indicateur. Pour 

ce motif nous donnons à la substitution dont il s’agit le nom de sub

stitution circulaire. Nous la représenterons, pour abréger, par la 

notation
{ . T ,  y ,  z ,  . . . , 11, i r )  ;

/
et il est clair que, dans cette notation, une quelconque des variables

OP, y ,  z ,  . . . ,  u ,  (V

pourra occuper la première place. Ainsi, par exemple, on aura identi

quement
( x ,  y ,  z )  —  { y ,  z ,  X ) =  ( z ,  X ,  y ) .

Si l’on nomme i le nombre des variables comprises dans une sub

stitution circulaire
( x ,  y ,  z ,  . . . , u , v ,  w ) ,

alors, pour opérer cette substitution Z fois de suite, ou, ce qui revient 

au même, pour l’élever à la puissance du degré l, il suffira évidem

ment de faire tourner le cercle indicateur, de manière que le point de 

division correspondant à chaque lettre parcoure une portion de la cir

conférence mesurée par le rapport-.· Cela posé, pour ramener chaque 

lettre à sa place, il faudra évidemment que -. soit un nombre entier, et

que l’on ait au moins l  =  i. Donc l’ordre d’une substitution circulaire 

sera précisément le nombre i des lettres qu’elle renferme.

Si, dans le cercle indicateur, on joint par une corde deux points de 

division correspondants à deux variables dont l’une prendrait la place 

de l’autre, en vertu de la substitution circulaire

(J", J ,  =, · · ·, U, C. tV),

l fois répétée, ou, ce qui revient au même, en vertu de la substitution

( x ,  y ,  z ,  . . . ,  u ,  v ,  w ) 1,
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le système des cordes ainsi tracées offrira évidemment ou un poly

gone régulier, ou un système de polygones réguliers.

Si le degré l est premier à i, c’est-à-dire au nombre qui représente 

l’ordre de la substitution circulaire

( æ ,  y,  z , u , p,  w),  '

le système des cordes dont il s’agit constituera simplement un poly

gone régulier, qui pourra être du genre de ceux que M. Poinsot a 

nommés polygones étoilés. Mais si les nombres l et i offrant un ou 

plusieurs facteurs communs, on nomme k le plus grand commun 

diviseur de ces deux nombres, et a le quotient de la division de i 

par k, alors le système des cordes tracées constituera un système de 

k polygones réguliers, étoilés ou non étoilés, dont chacun renfermera 

a côtés seulement. Donc alors aussi la substitution

( > , y ,  . . . ,  « , > ,  w)1

sera le produit de k substitutions circulaires de l’ordre a. Si, pour 

fixer les idées, on pose i — 4, alors, en élevant à la seconde et à la 

troisième puissance la substitution circulaire

O, y,  u),
on trouvera

{x ,  y ,  z,  u f = z  (x,  Z ) (y,  u),  (x,  y ,  z,  u f —  {x,  u, z,  y) .

Si, au contraire, on pose i — 6, alors, en élevant à diverses puissances 

la substitution circulaire

(x,  y,  z , u, v, « Q ,
on trouvera

(x, y ,  z,  u, v, w ) ' =  {x, z,  v) (y,  u, w), (x, y ,  z,  u,  c ,  w f  —  { x , u) (y,  v) (z, w),

( x , y , z ,  u, v, M - p ^ C r ,  t>, z) (y,  w, u), (x,  y ,  z, u, v, w f = { x ,  w, v, u y z ,  y) .

Soient maintenant
À et B

deux quelconques des arrangements que l’on peut former avec 

n variables x , y , z, . . . .  Pour substituer le second arrangement au
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premier, il suffira évidemment d’opérer une ou plusieurs substitutions 

circulaires, que l’on formera sans peine en écrivant à la suite l ’une de 

l’autre deux variables, dont l’une sera remplacée par l’autre quand on 

passera du premier arrangement au second. En conséquence, la sub

stitution réduite à sa plus simple expression, sera nécessaire

ment, ou une substitution circulaire, ou le produit de plusieurs sub

stitutions circulaires. On trouvera, par exemple, en supposant que

renferme quatre ou. cinq variables

u z y x

x y z u
=  0> k) f)>

z u v y x

x y z u v
=  ( * ,  s, e) ( y ,  u ) .

B
Les substitutions circulaires dont une substitution quelconque ^  

sera le produit, sont ce que nous appellerons les facteurs circulaires 

de Deux quelconques d’entre elles, étant composées de lettres 

diverses, seront évidemment permutables. Donc, tous les facteurs 

circulaires de seront permutables entre eux, et représenteront 

des substitutions qui pourront être effectuées dans un ordre quel

conque. Il y a plus: comme deux substitutions égales seront nécessai

rement permutables entre elles, si l’on élève à des puissances 

quelconques, on obtiendra de nouvelles substitutions qui seront per

mutables entre elles, ainsi que leurs facteurs représentés par des 

puissances des facteurs circulaires de

Supposons, pour fixer les idées, que les variables comprises dans

les divers facteurs circulaires de 1 soient respectivement

Dans le premier facteur......... ...............  <*, P» y, · · ·
Dans le second facteur........... . . . . . . . .  " 1, [X, V, . . .

Dans le troisième facteur.. . . ............  <P> X. · · ·

en sorte qu’on ait

(O ( ^ j  — K  P, y, · -0 (*, h, v, ...)(?, x, · · ·)
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Alors, l étant un nombre entier quelconque, on aura encore

Or, les seules valeurs de l, propres à vérifier l’équation (2), seront

l’ordre i de la substitution et les multiples de i. Pareillement les

valeurs de l  propres à vérifier l’une quelconque des formules ( 3) 

seront l ’ordre du facteur circulaire qui entre dans cette formule et les 

multiples de cet ordre. Cela posé, soient

a, b, c, . . .

les nombres qui représentent les ordres respectifs des substitutions 

circulaires

(«. P, y, · ··)» (A, F·, V, . .. ), (9, X,+. · ■ ·)» ···; 

et r le nombre des variableà qui se trouvent exclues de la substitu

tion quand elle est réduite à son expression la plus simple. Non 

seulement on aura

( /J ) CL -f- b +  c -1-... -4- r fl j

attendu que les divers groupes

devront renfermer en somme les n — r lettres auxquelles se rapporte

et, pour que l vérifie l’équation

il faudra qu’on ait séparément

(3) («, ¡3, y, .. .) '= !, (k, p,v, . . . ) l=  i, (9, x, · · ·) '= !.

«> (3, y , .........
1, p, v, . . . ,

9» x. 4 ' »  · · ·>

la substitution ( Y ) î  mais, de plus, on conclura évidemment de ce
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précède, que l’ordre i de la substitution sera le plus petit nombre

divisible à la fois par a, par b, par c, . . . .

Considérons maintenant en particulier, parmi les variables x, y,

s, . . . ,  celles qui ne sont pas déplacées par la substitution et 

nommons u l’une de ces dernières. Comme nous l ’avons remarqué, la 

variable u se trouvera exclue de la substitution f  réduite à son 

expression la plus simple; mais, d’autre part, rien n’empèchera de 

mettre cette variable u en évidence, et de la considérer comme formant 

à elle seule un facteur circulaire du premier ordre, savoir, le suivant :

C)
On pourra même présenter ce facteur du premier ordre sous une forme 

analogue à celles des facteurs circulaires

en écrivant simplement («) au lieu de

(x ,y> *),

de même qu’on écrit {x, y),

, au lieu de ( yoc )> y “x\ x y ) \xyzt
Il suit de cette observation que, dans la formule (4), on peut 

regarder la lettre r comme exprimant le nombre des facteurs circu

laires du premier ordre, renfermés dans la substitution · Ajoutons 

que, dans la formule (4), deux ou plusieurs des nombres

a, b . c, . . . ,  r

peuvent être supposés égaux entre eux. Si l ’on se place dans cette 

hypothèse, et si, pour plus de commodité, on suppose la substitu

tion équivalente au produit que l’on obtient quand on multiplie 

entre eux

f  facteurs circulaires de l’ordre a, 

g  facteurs circulaires de l’ordre b, 

h facteurs circulaires de l’ordre c,
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r facteurs circulaires du premier ordre; la formule (4) se trouvera 

évidemment remplacée par la suivante :

( 5j) / a H- gb -l- hc . . .  -4- /’ =  n.

Une substitution quelconque sera dite régulière, lorsqu’elle

sera, ou une substitution circulaire, ou le produit de plusieurs substi

tutions circulaires de même ordre. Elle sera irrégulière dans le cas 

contraire. Cela posé, l’ordre d’une substitution régulière est évidem

ment l’ordre de ses facteurs circulaires; de plus, toute substitution 

régulière est une puissance d’une certaine substitution circulaire. 

Ainsi, par exemple, la substitution régulière

(x , u ) ( y ,  v){z,  w)

est le cube de la substitution circulaire

(x,  y,  z, u, v, w).

Enfin, étant donnée une substitution régulière qui renferme plusieurs 

variables x , y , z, . . . ,  celles de ses puissances qui ne se réduiront 

pas à l ’unité seront des substitutions régulières qui renfermeront 

nécessairement toutes ces variables. Au contraire, les puissances 

d’une substitution irrégulière seront, les unes irrégulières, les autres 

régulières; et celles qui seront régulières renfermeront un moindre 

nombre de variables. Ainsi, par exemple, la substitution irrégulière

(æ, y ,  z ) ( u ,  v),

qui renferme les variables

> x , y ,  z, u , e,

aura pour cinquième puissance la substitution irrégulière

(x,  z, y ) ( u ,  v),

qui l'enfermera encore les cinq variables données; mais elle aura pour 

carré, pour cube et pour quatrième puissance les substitutions régu-
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Hères
O , z , y ) ,  («, e), ( x , y , z ) ,

dont chacune renfermera deux ou trois variables seulement.

Il est bon d’observer que si, après avoir substitué à l’arrangement A 

un autre arrangement B, on veut revenir de l’arrangement B à l’arran

gement A, cette seconde opération, inverse de la première, sera repré

sentée, non plus par la notation mais par la notation · En 

conséquence, il est naturel de dire que les deux substitutions

;)■  ( b

sont inverses l ’une de l’autre. Cela posé, il est clair que, .si la substi

tution
B

fait passer à la place de x  une autre variable y , la substi-

A N

B,

substitution se réduisait à une substitution circulaire du second

tution inverse ( „  ) fera passer, au contraire, ¿e à la place de y . Si la

ordre, en sorte qu’on eût, par exemple,

elle aurait pour effet unique d’échanger entre elles les deux variables 

x , y , et se confondrait avec la substitution inverse

( b )  =  (■ >'’ * ) ·

Ajoutons que les facteurs circulaires de seront évidemment 

inverses des facteurs circulaires de ( . ) ·

II. —  Extension des notations adoptées dans le prem ier paragraphe. 

Substitutions sem blables entre elles.

Considérons n variables indépendantes

X,  Y,  Z,  . . . ,
et soient

A, B, C, D,
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les arrangements divers qui peuvent être formés avec ces variables. 

Rien n’empêchera de représenter par de simples lettres

P, q , R, . . .

les substitutions qui consistent à remplacer ces arrangements l ’un 

par l’autre, et de prendre, par exemple,

Cela posé, les diverses puissances d’une substitution P se trouveront 

représentées par les notations

P °— 1 > P ,  P 2, P 3, - - - ;

et si l ’on nomme i l ’ordre de la substitution P, c’est-à-dire la plus 

petite des valeurs entières de l  pour lesquelles se vérifie la formule

(1) . P ' = i ;

alors, en désignant par k et par l  des nombres entiers quelconques, on 

aura
( 2 )  · Y>ki+l-— p/_

En généralisant la formule (2), on est naturellement amené à consi

dérer non seulement des puissances positives, mais encore des puis

sances négatives de la substitution P. En effet, pour assigner une 

signification précise à la notation

P- ' ,

il suffit d’étendre, par analogie, la formule (2) au cas même où l 

devient négatif. Alors on trouve

( 3 ) P - ' r rP ** - ' ,  

et, en particulier,

(4) P - ‘ = P ' - ‘ .

Si, pour fixer les idées, on suppose i =  6, et

p  =  (·», 7 ,  z ) ( « ,  v),
on aura

P - ’ —  P«—  (æ, z , y )  ( u , v).

Œ u v r e s  d e  C . —  S .  I I ,  t .  X I I I . 24
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La substitution P-1 n’étant pas distincte de la substitution P£~', il 

en résulte que chacun des produits

P P - 1 o u  P - 1 P

se réduit, comme on devait s’y attendre, à

P ' z = P » = i .

Donc, par suite, si l’on a

M a ) ’

P-1 sera la substitution qui, multipliée par donne pour produit

l’unité, c’est-à-dire la substitution inverse de Ainsi, les 

notations
P ,  P - 1

/B'<

désignent généralement deux substitutions inverses l ’une de l’autre.

Ajoutons que l’inverse de la substitution P£ sera évidemment P-/.

Deux substitutions étant toujours inverses l’une de l’autre, quand 

leur produit est l’ unité, on en conclut que la substitution PQ a pour 

inverse Q-1 P-1 , et que, pareillement, la substitution P^Q'1 a pour 

inverse Q-/,P~,i.

Deux substitutions distinctes

seront dites semblables entre elles, quand elles offriront le même 

nombre de facteurs circulaires et le même nombre de lettres dans les 

facteurs circulaires correspondants, en sorte que les facteurs circu

laires, comparés deux à deux, soient de même ordre.

D’après cette définition, deux substitutions circulaires de même 

ordre seront toujours semblables entre elles, et l’on pourra en dire 

autant de deux substitutions régulières qui, étant de même ordre, 

offriront le même nombre de facteurs circulaires. Ainsi, par exemple, 

la substitution circulaire de second ordre
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sera semblable à chacune des substitutions

( x . z ) ,  (x,  u),  . . . ,  ( y , z ) ,  . . . .

La substitution du troisième ordre

(x,y,z)

sera semblable, non seulement à son carré

O- y),

mais encore à chacune des substitutions

(·*>y< v ): (*> u),  · · · ,  ( y ,  z,  «),  · · ·> (u,  v, w) ,  . . . .

Ainsi encore les trois substitutions régulières, du second ordre, que 

l’on peut former avec quatre variables x,  y,  z, u, savoir :

( x , y ) ( z , u ) ,  ( x , z ) ( y , u ) ,  (x,  u) (y,  z),

sont semblables l’une à l’autre.

Étant données deux substitutions P, Q semblables entre elles, on 
peut toujours écrire la seconde au-dessus de la première, de telle 

sorte que les facteurs circulaires de même ordre se correspondent 

deux à deux. Alors, aux diverses variables que renfermait la substitu

tion P, correspondront, dans la substitution Q, d’autres variables qui 

remplaceront les premières. Cela posé, concevons que l’on présente 

les deux substitutions P, Q sous les formes

en prenant pour A un arrangement quelconque, et en nommant C 

celui que Ton obtient, lorsque dans l’arrangement A on remplace 

chaque variable par la variable correspondante, prise dans la substi

tution Q. Il est clair que les deux substitutions

quand elles seront semblables l’une à l’autre, déplaceront, de la 

même manière, les variables qui occupaient les mêmes places dans les
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arrangements A et C. Donc alors, si l ’on écrit l’un au-dessus de 

l’autre, d’une part, les arrangements A et C, d’autre part, les arrange

ments B et D, les variables qui se correspondront dans les arrange

ments A et C se correspondront encore dans les arrangements B et D; 

produits, le premier, par l’application de la substitution P à l’arrange

ment A; le second, par l ’application de la substitution Q à l’arrange

ment C. Donc on aura, dans l’hypothèse admise,

Réciproquement, si la condition. ( 5) est remplie, les deux substi

tutions

appliquées la première à l’arrangement A, la seconde à l’arrange

ment C, déplaceront certainement, de la même manière, les variables 

qui, dans ces deux arrangements, occupaient les mêmes places. Donc, 

par suite, ces deux substitutions devront offrir le même nombre de 

facteurs circulaires, et le mèmè nombre de lettres dans les facteurs 

circulaires correspondants, c’est-à-dire qu’elles seront semblables 

l’une à l’autre.

Il est bon d’observer que les arrangements ci-dessus désignés par 

les lettres A, B, C, D sont censés comprendre généralement toutes les 

variables que l’on considère. Donc, pour trouver les variables qui 

doivent se correspondre dans les arrangements A et C, il est néces

saire de mettre en évidence toutes les variables, et non pas seulement 

celles qui se trouveraient renfermées dans les valeurs des substitu

tions P, Q, réduites à leurs plus simples expressions. Ainsi, par 

exemple, si les substitutions P, Q, formées chacune avec cinq des six 

variables
J’i U, C , K-,

se réduisent aux suivantes

P =  (#,?,  ·=) («> e), Q =  (/> «) (<J> «')>
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elles seront semblables l’une à l’autre. Mais, si l ’on veut les présenter 

sous la forme

P  =
A“ ) '

>

A, B, C, D étant des arrangements qui vérifient la condition ( 5), on 

devra commencer par mettre en évidence les six variables

y ,  «,

dans chacune des substitutions P, Q, en introduisant dans la substi

tution P le facteur de premier ordre (w), et, dans la substitution Q, le 

facteur (ce). Alors, en écrivant Q au-dessus, de P, de manière à faire 

correspondre les uns aux autres les' facteurs circulaires de même 

ordre, on trouvera
Q =  (j, z, u) (e, w) (ce),

P =  (&, 7 , -) («, <’) (<»’),

et, par suite, on pourra prendre

A =  xyzuvw . C =  yzuvw x.

Si l ’on adopte effectivement ces valeurs de A et de C, on trouvera 

encore
B =  PA z= yzxvuw , D =  QB =  zuyw vx,

et, par suite, on aura non seulement

/ C \  / yzuvw x
\ A J \xyzuvw

mais aussi

j  =  (x,y,  «. o, «O»

zuyw vx

yzxvuw =  ( y ,  - ,  u, * )  =

Donc, les arrangements A, B, C, D seront, comme on devait s’y 

attendre, du nombre de ceux qui vérifient la formule ( 5 ).

Concevons maintenant que, les deux substitutions

P  =

étant semblables l’une à l’autre, et représentées à Paide de quatre
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arrangements A, B, C, D qui vérifient la condition ( 5), on pose

CH'
Alors on tirera de la formule ( 5), non seulement

. (bH S H
mais aussi

(S)-(Ê)=-
D’ailleurs on aura identiquement

Q:
D

bd) ( l )  (ê

Donc, eu égard aux formules

=  R, = P, C
,  ) =  R “ 1 .

on aura encore 

.(6)

Si l’on posait

Q  =  R P R - 1 .

S  =  R - ’ =

la formule (6) deviendrait

( 7 ) Q  =  S - ‘ P S .

Nous pouvons donc conclure, de ce qui précède, que P étant une sub

stitution quelconque, toute substitution semblable à P sera de la 

forme
R P R - * ,

ou, ce qui revient au même, de la forme

s-'P S .

En d’autres termes, toute substitution semblable à P sera le produit de 

trois facteurs dont les deux extrêmes seront inverses l'un de Vautre, le 

facteur moyen étant précisément la substitution donnée P. Réciproque

ment, tout produit de trois facteurs dont les deux extrêmes seront deux
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substitutions inverses Vune de l ’autre, le facteur moyen étant la substitu

tion P, sera une substitution semblable à P.

On peut remarquer encore que de la formule (6) on tire

Q R  =  R P .

En conséquence, deux substitutions P, Q sont semblables l’une à 

l’autre, lorsqu’elles vérifient une équation de la forme

( 8 )  Q R ^ R P .

Concevons maintenant que P, Q soient deux substitutions quel

conques semblables ou dissemblables. Les produits

r "  PQ, QP

seront certainement des substitutions semblables entre elles. En effet, 

si l’on pose

( g )  R =  PQ, s  =  q p ,

on en conclura, d’une part,

P =  Q-S,
et, par suite,

R  =  Q - > S Q ;

d’autre part,
Q  =  P - 1 R ,

et, par suite,
S  =  P - * R P .

On arriverait encore à la même conclusion, en observant que des for

mules (9) on déduit immédiatement l’équation

( 10 ) R P  =  P S ,

analogue à la formule (8). On peut donc énoncer la proposition sui

vante :

T héorème. —  Les deux produits que l ’on peut former avec deux sub

stitutions données, en prenant Vune ou Vautre pour multiplicande, sont 

deux nouvelles substitutions, non seulement de même ordre, mais encore 

semblables entre elles.

Ainsi, par exemple’, si l ’on multiplie i° (x , y )  par ( j ,  z); 20 (y, z)
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par (x , y ), on obtiendra, dans le second cas comme dans le premier, 

une substitution du second ordre, et l’on trouvera

.(y, -)(x,y) — (æ, 3,y), (*,y)(y, -) — i ,̂y, -)·

JII. —  Sur les diverses form es que peut revêtir une même substitution , 

et sur le nombre des substitutions semblables à une substitution donnée.

Soit P l’une des substitutions que l’on peut former avec n variables

x , y , z, . .  ., et posons'
N =  i .2 . 3  ... 71.

Si l’on présente cette substitution sous la forme d’un rapport qui ait 

pour termes deux des arrangements composés avec les variables x ,

y , z, . . . ,  alors, comme nous l’avons remarqué dans le paragraphe I, 

on pourra prendre pour dénominateur de ce rapport un quelconque de 

ces arrangements, et par suite, en laissant toutes les variables en évi

dence, on pourra présenter la substitution P sous N formes diverses. 

Ainsi, par exemple, si l'on prend n — 3, on aura N =  6, et la substi

tution du second ordre par laquelle on échangera entre elles les deux 

variables x , y , pourra être présentée sous l’une quelconque des 

six formes

\ x y z ) '  \ x z y )  ’ \ y z x )  ’ \ y x z ) ’ \ s x y  j  ’ \ z y x j  '

Le nombre des formes que peut revêtir une même substitution P se 

trouve notablement diminué lorsqu’on l’exprime à l’aide des facteurs 

circulaires dont elle est le produit, et que, pour représenter chaque 

facteur circulaire, on écrit entre deux parenthèses les variables qu’il 

renferme, en les séparant par des virgules, et plaçant à la suite l ’une 

de l’autre deux variables dont la seconde doit être substituée à la pre

mière. Alors le nombre des variables comprises dans chaque facteur 

. circulaire indique précisément l’ordre de ce facteur, et le plus petit 

nombre qui soit simultanément divisible par les ordres des divers 

facteurs représente l’ordre i de la substitution P. Alors aussi toute
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variable qui reste immobile quand on effectue la substitution P, doit 

être censée comprise dans un facteur circulaire du premier ordre, qui 

renferme cette seule variable, et, par suite, un tel facteur, représenté 

par l’une des notations-

(«b (/)> (-)> ···-

est équivalent à l ’unité. Les facteurs circulaires du premier ordre dis

paraîtront toujours, si la substitution donnée P est réduite à son 

expression la plus simple. Mais ils reparaîtront nécessairement si l’on 

veut mettre en évidence toutes les variables. Il importe de connaître 

le nombre des formes différentes que peut revêtir, dans cette hypo

thèse, la substitution P. On y parvient aisément de la manière sui

vante :

Supposons, pour fixer les idées, que la substitution P, étant de 

l’ordre i, renferme

f  facteurs circulaires de l’ordre a, 

g  facteurs circulaires de l’ordre b,

• * ..................................................... y

r facteur» circulaires du premier ordre, en sorte que /· exprime le 

nombre des variables qui restent immobiles quand on effectue la 

substitution P; on aura nécessairement

(i) « /  H- b g  . . . - P r = n .

Supposons encore qu’après avoir exprimé la substitution P à l’aide de 

ses divers facteurs circulaires, représentés chacun par une série de 

lettres comprises entre deux parenthèses, et séparées par des virgules, 

on veuille déterminer le nombre co des formes semblables que l ’on 

peut donner à la substitution sans déplacer les parenthèses, et, par 

conséquent, sans altérer les nombres de lettres comprises dans les 

facteurs circulaires qui occupent des rangs déterminés. Tout ce que 

l’on pourra faire, pour modifier la forme de la substitution P, ce sera 

ou de faire passer successivement à la première place, dans chaque 

facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises dans ce fac-
Oiïuvres de C. — S. II, t. XIII. a5
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teur, ou d’échanger entre eux les facteurs circulaires de même ordre. 

Par suite, pour obtenir le nombre w des formes, semblables entre 

elles, que peut revêtir la substitution P, il suffira de multiplier le 

produit
a-i br,..

des ordres de tous les facteurs circulaires par le nombre

(l .2. . . f )( l .2. . . f f ) . . . ( l .2. . . r)

des arrangements divers que l’on peut former avec ces fadeurs, 

lorsque, sans déplacer les parenthèses qui les renferment, on se borne 

à échanger entre eux de toutes les manières possibles les facteurs 

circulaires de meme ordre. On aura donc

(2) u =  ( 1 .2 . . . / )  (1 .2 . . . g) . . . (1.2 . . . r)afba.  . ..

Ainsi, par exemple, si l’on prend n ~  5, a =  3, / =  1, /■ = 2, la for

mule (2) donnera
«  =  (1 . a ) 3  =  6.

Effectivement, si l ’on met en évidence les cinq variables x , y , s, a, r, 

dans la substitution
U. J) -·)

composée avec trois de ces variables, on pourra la présenter sous la 

forme
(*»>y, ·=)(")(<’),

et, sans déplacer les parenthèses, on pourra donner à celte meme 

substitution six formes semblables, savoir :

U', J ,  ■ =)(«) (<’ ), ( j ,  -,  ■ ») ( “ ) OOi (=. «,  J') («)  OA,

O ,  y ,  =) ( ' ’ ) ( » ) ,  ( y ,  s,  ( ; , ■ *, /) (<’ ) ( “ )■

Il sera maintenant facile de calculer le nombre des substitutions 

semblables entre elles, et à une substitution donnée P, qui peuvent 

être composées avec n variables

.r, f ,  s,  . . . .

I» I V  IV /1 ) 1 > 1 > * * “
En effet, nommons
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ces substitutions semblables à P. Supposons d’ailleurs que l’on repré

sente chacune d’elles par le produit de ses divers facteurs circulaires, 

en mettant toutes les variables en évidence, et en assignant aux paren-, 

thèses des places déterminées. Enfin, concevons que l’on donne à 

chacune des substitutions P, P', P", ... toutes les formes qu’elle peut 

revêtir dans cette hypothèse. Si l’on nomme m le nombre total des 

substitutions P, P', P", . . ., et co le nombre des formes sous lesquelles 

se présentera chacune d’elles, le produit wra exprimera non seulement 

le nombre total des formes que revêtiront la substitution P et les 

substitutions semblables à P, mais encore le nombre N des arrange

ments divers que l’on peut former avec n variables. Car on devra 

évidemment retrouver tous ces arrangements, en supprimant les vir

gules et les parenthèses dans les diverses formes obtenues. On aura 

donc

(3)

la valeur de N étant

et, par suite, on aura encore

(4)

wro =  N,

N =  i . 2 . . .  n ;

N
w

Si la substitution P renferme /  facteurs circulaires de l’ordre a, 

g· facteurs circulaires de l’ordre b, . . enfin /· facteurs circulaires du 

premier ordre, on aura, en vertu de la formule (2),

o> =  (1.2 . . .  f )  (1.2 . . .  . (1.2 . .  . r ) a f  b* . . . ,

et par conséquent la formule (3) donnera

N(5) =
( 1 . 2  . .  . / )  ( 1 .2 . . .  g )  . . .  ( 1 . 2  . . .  / · . ) . . .  a f b s .  . .

Si maintenant on désigne par

la somme des valeurs de rrr correspondantes aux divers systèmes de 

nombres qui peuvent représenter des valeurs de a, b, e , · . . .j propres
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à vérifier l’équation (i) ou, en d’autres termes, si l’on désigne par Sur 

la somme des valeurs de tu correspondantes aux diverses manières de 

partager le nombre n en parties égales ou inégales, alors 2k? devra 

être précisément le nombre total des substitutions que l ’on peut 

former avec n lettres. On aura donc

(6) Zro =  N,

et, par suite, .eu égard à la formule ( 5 ),

( 7 ) . aJ b$ch. . .

Cette dernière équation -paraît digne de remarque. Si, pour fixer les 

idées, on pose n — 5, on trouvera

y n —  5— 1\ H— x —  3 —l— 2 —  3 H— i -4- 1 —  2 2 -l- i zzz 2 -4- x -4-1 —l- x —  x +  x -4~ i -4- x -4- x »

et, par suite, l’équation (7) donnera

I l XI  I I  I I  2 1 I _
5 -1 4 2 3 "+" 1 .2 3 1 . 2  2‘J-1- 1 . 1 . 3  2 1 . 2 .3 .4 .5 1 ’

ce qui est exact.

IV. —  Résolution de l'équation linéaire et sym bolique p a r laquelle  
se trouvent liées l'u n e à l'autre deu x substitutions semblables entre elles.

Soient P, Q deux substitutions semblables entre elles, formées avec 

n variables
x ,  y , z, . . . ,

ou du moins avec plusieurs de ces variables; et supposons

(x) p  =  («, (3, y, ) 0 , F> v, · p)  . . .  (?) (x) MO· · ·,
(2) Q =  («', (3', / ,  . . . ,  V) (V , f ', v', . . . ,  p') · · · (9') (x') (<]/) · · ·,

<*'. P', y', . . . ,  Y)'; V , p/, v', . . . ,  p', . . .  ; <p', ·/, . . .  désignant les

variables qui, dans la substitution Q, ont pris les places qu’occupaient 

les variables a, ¡3, y, . .  ., rj ; X, p, v, . . . ,  p, . . .  ; ®, . . .  dans

la substitution P. Représentons par

A  ei G
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les arrangements auxquels se réduisent les seconds membres des for

mules (i)  et (2), quand on y supprime les parenthèses et les virgules 

placées entre les variables, en sorte qu’on ait

( 3 ) A  =  a ¡3 y . . .  Y) 1  p· v . . .  p . . .  <9 % ù . . . ,

(4 ) C =  a'P ' y ' v T À ' p . V . . .  p ' . . .  cpY<y . . . .

Enfin, soient

( 5 ) B =  PA ei D =  QC

les nouveaux arrangements qu’on obtiendra en appliquant à l’arran

gement A la substitution P, et à l’arrangement C la substitution Q. On 

trouvera

(6) , B =  |3 y . . .  n a p  v . . . . p X . . . < p % 4' · · · ’

(7) D =  ¡3' y ' . . .  n ' a ' p V  . . .  p'Â' . . .  y 'x 'ÿ ' ■ ■ . ·

Par conséquent, les variables qui, prises deux à deux, se correspon

daient mutuellement dans les arrangements A, C, se correspondront 

encore dans les arrangements B, D; et cela devait être ainsi, puisque 

les substitutions semblables P, Q, présentées sous les formes sem

blables (1) et (2), ont eu précisément pour effet de déplacer de la 

même manière les variables semblablement placées dans les arrange

ments A et C. On aura donc

Cela posé, faisons, pour abréger,

On aura, par suite,

(9) D =  RB, C =  RA ;

et des équations (9), jointes aux formules ( 5), on tirera

D = R P A ,  D =  QRA,
par conséquent

(I0) QRA  =  RPA,
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et

( i l )  Q R  =  R P .

Réciproquement, si les substitutions P, Q sont liées entre elles par 

une équation semblable à la formule ( u ) ,  alors, en appliquant à un 

arrangement quelconque A la substitution

QR^RP,

on retrouvera l’équation (io), et, en posant, pour abréger,

ou, ce qui revient au même,

B  =  P A ,  C  =  R A ,  D  =  Q C ,  

on tirera de l ’équation (io)

On aura donc alors

(12)

n  r r , R  = D VB/

5 b
et, par suite, les substitutions

o —v DY

seront semblables l’une à l’autre, puisque, en vertu de la formule (12), 

elles devront déplacer de la même manière les variables qui se corres

pondent dans les deux termes de la substitution

( a ) ·  -

Il importe d’observer que les deux membres de la formule (11) sont 

les produits qu’on obtient en multipliant les deux substitutions sem

blables P et Q par une nouvelle substitution R dont la première puis

sance entre, dans l’un des produits, comme multiplicande, et dans 

l’autre produit, comme multiplicateur. Pour obtenir cette nouvelle
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substitution R, il suffit d'exprimer la substitution P à l’aide de ses 

facteurs circulaires, en mettant toutes les variables en évidence, et 

d’écrire au-dessus de P la substitution Q, présentée sous une forme 

semblable à celle de P, puis de transformer les deux substitutions.0 ) 

P en deux arrangements C, A par la suppression des parenthèses et 

des virgules placées entre les variables. Ces deux arrangements C, A 

seront les deux termes d'une substitution R qui vérifiera la for

mule ( n ) .  Il y a plus : d’après ce qui a été dit ci-dessus, toute valeur 

de R propre à vérifier cette formule sera évidemment fournie par la 

comparaison des deux substitutions semblables P, Q, superposées 

l’une à l’autre, ainsi qu’on vient de l’expliquer. D’ailleurs, en lais

sant P sous la môme forme, on pourra donner successivement à Q 

diverses formes semblables à celle de P, et semblables entre elles, 

dont le nombre w sera déterminé par l’équation (2) du paragraphe 

précédent; et, par suite, il est clair que la substitution R admettra un 

nombre o> de valeurs distinctes. Donc, si l’on résout par rapport à R 

la formule (11), c’est-à-dire Véquation symbolique et linéaire à laquelle 

doit satisfaire la substitution R, on obtiendra un nombre w de solu

tions diverses correspondantes aux diverses formes de la substitu

tion Q.

Si, en supposant connues, non plus les substitutions semblables P, 

Q, mais l’une d’elles, P par exemple, et la substitution H, on deman

dait la valeur de Q déterminée par la formule (11), ou, ce qui revient 

au même, par la suivante

( i3 ) Q = R I>R-',

on remarquerait qüe, pour passer de la valeur de P, donnée par la for

mule (1), à la valeur de Q, donnée par la formule (2), il suffit de faire 

subir aux variables x , y , z, . . .  les déplacements par lesquels on 

passe de la valeur de A, donnée par la formule (3 ), à la valeur de C, 

donnée par la formule (4), c’est-à-dire les déplacements qui sont indi

qués par la substitution R. En opérant ainsi, on obtiendrait la seule 

valeur de Q qui vérifie la formule ( i 3).
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Nous savons donc maintenant résoudre les deux problèmes sui

vants :

P roblème I. —  Étant données n variables x , y , z, . . .  et deux substi

tutions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver une troisième 

substitution R qui soit propre ti résoudre Véquation linéaire

RP =  QR.

Solution. —  Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs cir

culaires, en mettant toutes les variables en évidence, puis écrivez au- 

dessus de la substitution P la substitution Q, présentée sous une 

forme semblable à celle de P. Supprimez ensuite les parenthèses et 

les virgules placées entre les variables. Les deux substitutions Q, P 

seront ainsi transformées en deux arrangements qui seront propres h 

représenter les deux termes de la substitution R.

Corollaire. —  Les substitutions P, Q peuvent ne renfermer qu’une 

partie des variables x , y , z, . . .  ; mais, pour obtenir toutes les solu

tions de l’équation
RP =  QR,

on devra, comme nous l’avons dit, mettre toutes les variables en évi

dence, même celles qui ne seraient renfermées dans aucune des deux 

substitutions P, Q, si ces substitutions étaient réduites à leur plus 

simple expression. Il en résulte que, les substitutions P, Q restant les 

mêmes, le nombre des solutions de l’équation symbolique linéaire

RP =  QR

croîtra en même temps que le nombre des variables x , y , z, . . . .

Pour éclaircir ce qu’on vient de dire, supposons que les substitu

tions P, Q, réduites à leur plus simple expression, soient deux substi

tutions circulaires du second ordre, et que l’on ait

P =  (.r,j), Q =  (œ,z).

Si les variables x,  y, z,, . . . se réduisent à trois, alors, P étant pré

senté sous la forme
(■ *> J )  (=)·
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Q pourra être présenté sous Lune des formes semblables

(·*>·=) (y) ,  (->■*)(/)>

et, par suite, la valeur de R devra se réduire h l’une des substitutions

\ x y z )  \ooys )  ’
X

ou, ce qui revient au même, à l’une des substitutions

( y ,  -)> (#,  => y) ·

Si, au contraire, l’on considère quatre variables x,  y, z, u, alors, 

P étant présenté sous la forme

(■ *, T) (;)("·),

Q pourra être présenté sous l’une quelconque des formes semblables

(-T. -)  (y )  (")> (-■> -r) (y)  (u),  ( x , z ) ( u ) ( y ) ,  {z, x )  (u) (y) ,

et, par suite, lt pourra être l ’une quelconque des quatre substitutions

/ x z y u \  / z x y u \  f x z i t y \  /  z x u y \
\ x y z u )  ’ \ x y z i i j ’ \ x y z u ) . ’ \ x y z u j ’

ou, ce qui revient au même, l’une quelconque des quatre substitu

tions
(y,  -) ,  (·*■, s, y) ,  (y,  z, u),  {x,  z, u, y ) .

P roblème  I I .  —  Étant données n variables x , y , z, . . ., et deux sub

stitutions semblables P, Q, formées avec ces variables, trouver la substitu

tion Q semblable à P, et déterminée par la formule

Q =  RPR-'.

Solution. —  Exprimez la substitution P à l’aide de ses facteurs cir

culaires, puis effectuez dans P les déplacements de variables indiqués 

par la substitution É, en opérant comme si P représentait un simple 

arrangement.

Corollaire. —  Pour résoudre ce second problème, il n’est pas néces

saire de mettre toutes les variables en évidence, comme on doit |e 

faire généralement quand il s’agit d’obtenir toutes les solutions du
œ u v r e s  de  C. —  S. II, t. XIII. 2 6
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premier; et l’on peut se servir de substitutions réduites à leurs plus 

simples expressions. Si, pour fixer les idées, l’on prend

=  R=(sr,'z, y),

alors, en appliquant la règle ci-dessus établie, on trouvera, quel que

soit d’ailleurs le nombre des variables données,

R P R - ' = ( * , * ) ,  P R P - ' = 0 - ,  Syx).

Si l’on supposait, au contraire,

P =  (.r, y),  R =  (.r, s) (y, u),

on trouverait

R P R —' =  ( s ,  h ) .  P R P - '  =  ( j · ,  z) (x,  u).

V.  —  S u r les fa d e u r s  p rim itifs d 'une substitution donnée.

Nommons P l’une des substitutions que l’on peut former^avec 

n variables

et concevons que l ’ordre i de cette substitution ait été décomposé en 

facteurs
a, b. r , . . .

premiers entre eux; enfin, soit l un nombre entier quelconque. En 

vertu d’un théorème précédemment établi (p. 16.4), on pourra tou

jours satisfaire à l’équivalence

(I) ^  +  (modi)

par des valeurs entières de a, p, y, . . . .  D’ailleurs, 1 étant l'ordre de 

la substitution P, une équivalence de la forme

/  l ’-+- l" +  . . . ( m o c l  i )

entraînera toujours l’équation

p w ' + . . . — : p r p r _
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D o n c  l a  f o r m u l e  ( i )  e n t r a î n e r a  l a  s u i v a n t e  :

I i « i
p / _  p S a p 6 P p 7 A

e t  c o m m e ,  e n  p o s a n t ,  p o u r  a b r é g e r ,

J  f i
( 2 ) P " = U ,  P ^ Y ,  P ;:=  w ,

o n  a u r a  e n c o r e

i l rj 1
p i a = U * ,  — \Ü, P p y =  W ï ,

o n  t i r e r a  d é f i n i t i v e m e n t  d e  l a  f o r m u l e  ( i ) ,  j o i n t e  a u x  é q u a t i o n s  ( 2 ) ,

( 3 )  ' P / = = U a V P \ V T . . . .

D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l  s e  r é d u i t  à  l ’ u n i t é ,  l e s  e x p o s a n t s  a ,  (3, -y, . . .  

S o n t  u n i q u e m e n t  a s s u j e t t i s  à  v é r i f i e r  l ’ é q u i v a l e n c e

e t  l a  f o r m u l e  ( 3 )  d o n n e

( 5 )  P  —  U * V ^ W Y . . . .

I l  e s t  b o n  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  l ’ o r d r e  i  d e  l a  s u b s t i t u t i o n  P  é t a n t  l a  p l u s  

p e t i t e  v a l e u r  e n t i è r e  e t  p o s i t i v e  d e  l  p r o p r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n

1” = ! ,
l ’ o r d r e  d e  l a  s u b s t i t u t i o n

U  =  P " ,

o u  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  e n t i è r e  e t  p o s i t i v e  d e  k p r o p r e  à  v é r i f i e r  l a  f o r 

m u l e
ik

P" =  i,
s e r a  n é c e s s a i r e m e n t

k  =  a .

Pareillement, les ordres des substitutions

V  — P'- , W  =

s e  t r o u v e r o n t  r e p r é s e n t é s  p a r  l e s  f a c t e u r s  b , c ,  . . .  d u  n o m b r e  i.
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C o n c e v o n s  à p r é s e n t  q u e ,  p, g, r, . . .  é t a n t  l e s  f a c t e u r s  p r e m i e r s  

d e  i, o n  a i t

( 6 )  / =  P f  g*  r h . . . .

O n  p o u r r a  p r e n d r e

(7) a = p f ,  b =  <jz, c —  r1', . . . ,

et, par suite, les nombres

p f ,  g«, r h, . . .

exprimeront les ordres respectifs des substitutions

u ,  v ,  w ,  . . . .

D’ailleurs, d’après ce qui a été dit à la page 182, l’ordre d’une substi

tution quelconque P est divisible par l’ordre de chacun des facteurs 

circulaires de P. Donc l’ordre p f de la substitution U devra être divi

sible par l’ordre de chacun des facteurs circulaires de U. Donc, 

puisque les diviseurs de pf  ne pourront être que des puissances du 

nombre premier p, la substitution U jouira de cette propriété remar

quable, que les ordres de ses divers facteurs circulaires seront tous 

des puissances d’un même nombre premier p. Pareillement, les ordres 

des divers facteurs de la.substitution Y, ou W, . . . ,  seront tous des 

puissances du nombre premier q ou ? · , . . . .

D’autre part, puisque Ua représente le produit de a facteurs égaux 

à U, que V “ représente le produit de (3 facteurs égaux à Y, . . . ,  il 

résulte de la formule ( 5) que la substitution P peut être décomposée 

en facteurs dont chacun se confonde avec l’une des puissances de P 

désignées par les lettres U, V, W, . . . .  Cela posé, les substitutions

U ,  V ,  W ,  . . .

joueront, par rapport à la substitution P de l’ordre i, un rôle analogue 

à celui que les facteurs

p f ,  g « ,  r h, . . . ,

dont chacun est une puissance d’un nombre premier, jouent eux- 

mêmes par rapport au nombre entier i. On peut remarquer aussi que 

les substitutions U, V, W, . . .  représentent des puissances de P des-
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quelles on peut déduire toutes les autres à l ’aide des formules (3) 

et (5). Elles offrent donc encore, pour cette raison, une certaine ana

logie avec certaines racines des équations binômes, savoir, avec celles 

qui sont désignées sous le nom de primitives, et qui, élevées à des 

puissances diverses, reproduisent toutes les autres racines. Pour con

server le souvenir de ces diverses analogies, nous dirons que les sub

stitutions
U, V, w ,  . . . . .

déterminées par les formules (2) sont les facteurs primitifs de la sub

stitution P.

De plus, nous appellerons substitution primitive celle qui n’aura 

d’autres facteurs primitifs qu’elle-même, ou, en d’autres termes, celle 

dont l’ordre sera une puissance d’un nombre premier.

Cela posé, la substitution

{ x , y ,  Z-, u ) { v ,  w),

formée avec six variables, sera une substitution primitive du qua

trième ordre, représentée par le produit de deux facteurs circulaires 

dont les ordres 2 et 4 se réduiront il la première et à la seconde puis

sance du nombre premier 2.

Au contraire, la substitution circulaire

p — (æ,y, s, U, v, w),

dont l ’ordre est exprimé par le nombre

6 =  2 . 3 ,

sera decomposable en facteurs primitifs, représentés chacun par l’une 

des substitutions régulières

U =  P2= ( t f ,  z, v)(y, u, w), V =  P 3= ( > ,  «) (/,  v)(z, w).
j .

Effectivement, en adoptant les valeurs précédentes de U et V, on trou

vera
Us V =  P’ =  P ;

et, par conséquent,
P =  U*V. '

Enfin, si l ’on pose
P  =  ( x > A )  ~) ( M> *0 »
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P sera une substitution du sixième ordre, que l’on pourra décomposer 

en facteurs primitifs représentés chacun par l’une des deux substitu

tions circulaires
U =: P2=  {a·, z, y),  \ = P ■ ■ >=(//,<’),

et que l’on déduira encore de ces facteurs à l ’aide de la formule

P =  D»V.

VI. — Sur les dérivées d'une ou de plusieurs substitutions, 

et sur les systèmes de substitutions conjuguées.

Etant données une ou plusieurs substitutions qui renferment les 

n lettres x,  y,  z, . . . ,  ou du moins plusieurs d’entre elles, je nom

merai substitutions dérivées toutes celles que l’on pourra déduire des 

substitutions données, multipliées une ou plusieurs fois les unes par 

les autres, ou par elles-mêmes, dans un ordre quelconque; et les sub

stitutions données, jointes aux substitutions dérivées, formeront ce 

que j ’appellerai un système de substitutions conjuguées. L’ordre de ce 

système sera le nombre total des substitutions qu’il présente, y com

pris la substitution qui offre deux termes égaux et se réduit à l’unité.

Lorsque les substitutions données se réduisent à une seule P, les 

substitutions dérivées se confondent avec les puissances de P et 

forment un système de substitutions conjuguées qui est d’un ordre 

représenté par l’ordre de la substitution P.

Le système de toutes les substitutions que l’on peut former avec 

n lettres x , y, z, . . .  est évidemment un système de substitutions 

conjuguées. Si l’on nomme

A, B, C, . . .

les divers arrangements qui peuvent être formés avec les n variables 

x , y , z, . .  ., les substitutions comprises dans le système dont il s’agit 

seront

et le nombre N de ces substitutions, ou l’ordre du système, sera 

déterminé par la formule
N =  1 . 2 . 3 . . . 7i .
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Soit maintenant

(2 ) i, P, Q, R, . . .

lin système quelconque de substitutions conjuguées. D’après là défi

nition môme d’un tel système, on devra toujours reproduire les 

mêmes substitutions, rangées seulement d’une autre.manière, si on 

les multiplie séparément par l’une quelconque d’entre elles, ou bien 

encore si l ’une quelconque d’entre elles est séparément multipliée 

par elle-même et par toutes les autres. Donc, si l’on nomme S l’une 

quelconque des substitutions (2), les divers termes de la série

( 3 )  S ,  S P ,  S O ,  S R ,  . . . , ,

ou bien encore de la série

(4) s, P S ,  Q S ,  R S ,  . . . ,

se confondront avec les termes de la série (2) rangés dans un nouvel 

ordre.

Ajoutons qu’ il est facile d’établir les propositions suivantes :

Théorème I. —  U ordre d'un système de substitutions conjuguées rela

tives à n variables est toujours un diviseur du nombre N des arrangements 

que Von peut former avec ces variables.

Démonstration. —  Supposons que le système donné soit celui que 

présente la série (2), et nommons M l ’ordre de ce système. Si la 

série (2) se confond avec la série (1), on aura précisément M =  N; 

dans le cas contraire, désignons par U, V, W, . . .  des substitutions 

qui fassent partie de la série (1) sans appartenir à la série ( 2 ). Si l’on 

nomme m le nombre des termes de la série

( 5 ) R. AJ, \ ,  w ,  . .

l e  t a b l e a u

/ R P , Q ,  R ,

\ u , U P , U Q ,  U R ,

( 6 )  ·
) V ’

V P , V Q ,  V R ,

/ W , W P , W Q ,  W R . • ‘ 5
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offrira m suites horizontales composées chacune de M termes, et tous 

les termes de chaque suite seront distincts les uns des autres. Si, 

d’ailleurs, deux suites horizontales différentes, par exemple la 

deuxième et la troisième, offraient des termes égaux, en sorte qu’on 

eût
VQ =  UP,

on en conclurait
Y =  UPQ~>,

ou simplement
V =  US,

S =  PQ- ' étant un terme de la série (2). Donc alors, dans le tableau (6), 

le premier terme Y de la troisième suite horizontale serait déjà un des 

termes de la seconde. Donc tous les termes du tableau (6) seront dis

tincts les uns des autres, si le premier terme de chaque suite horizon

tale est pris en dehors des suites précédentes. Or concevons qu’en 

remplissant toujours cette condition, on ajoute sans cesse au tableau (6) 

de nouvelles suites, en faisant croître ainsi le nombre m. On ne pourra 

être arrêté dans cette opération qu’à l’instant où le tableau (6) ren

fermera les N termes compris dans la suite (1); mais alors on aura 

évidemment

(7) N =  mM.

Donc M sera un diviseur de N.

Corollaire. —  Il est bon d’observer qu’au tableau (6) on pourrait 

substituer un autre tableau de la forme

/ G p , Q, H,
u , PU, QU, RU,

( 8 ) V, PV, QV, RV,
w , PW, QW, RW

T héorème II. —  L'ordre d ’un système de substitutions conjuguées est 

divisible par l ’ordre de chacune de ces substitutions.

Démonstration. —  Supposons toujours que le système donné soit 

celui que présente la série (2). Si l’on nomme a l’ordre de la subsli-
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tution P, la suite (5) devra renfermer en premier lieu les substitutions

(9 ) U P, P 2, · · · ,  P “- 1 ·

Soit d’ailleurs Q l’une des substitutions qui appartiennent à la série (2) 

sans faire partie de la suite (9). La suite (2) renfermera les substitu

tions

(,o) Q, PQ,  P*Q, P - * Q ,

et aucune de celles-ci ne pourra se confondre avec l’une des substitu

tions
i P P 2 p«-1 ·

car si l’on avait, par exemple,

on en conclurait
P*Q =  PA,

Q =  PA~*.

Soit encore R une substitution qui fasse partie de la suite (2), sans 

être renfermée, ni dans la suite (9), ni dans la suite (10). La suite (2) 

renfermera nécessairement les substitutions

R, PR,  P 2 R, P«-iR;

et aucune de ces dernières ne sera comprise, ni dans la suite (9), ni 

même dans la suite (10); car, si l’on avait, par exemple,

on en conclurait
P*R =  PAQ, 

R =  PA-*Q.

En continuant ainsi, on partagera facilement la suite des substitu

tions conjuguées
i, P, Q, R, . . .

en plusieurs suites,

U P, P 2, .. l>tf— 1M x 1
Q, PQ, p *Q, · · •, P“- ’ Q,
R, PR, P 2R, .. P “- 1 R,

dont chacune renfermera a substitutions diverses..Donc, si l’on 

Œ u v r e s  de C. — S. II, t. XIII. 27
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nomme M le nombre des substitutions conjuguées

i, 1*, Q, R, . . . .

ou, ce qui revient au même, l’ordre de leur système, M sera un mul

tiple de a.

Corollaire. — Il importe d’observer qu’en opérant toujours de la 

même manière, on pourrait intervertir l ’ordre des facteurs, et substi

tuer ainsi au tableau (i i) un tableau de la forme

1, P, P 2, . . . .  P fl- ’ .

Q, QP,  QP*. . . . .  -QP«-' ,

R, RP,  RP2, . . . .  R P 2- 1,

T héorème III. —  Soient
p , Q

deux substitutions, la première de l'ordre a, la seconde de Vordre b ; et 

supposons ces deux substitutions permutables entre elles, en sorte qu'on 

ait

(13) ' QP =  PQ.

Si d'ailleurs., h, h étant deux entiers quelconques, Véquation

(14 ) PAQ * = i

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l'on a

(15 ) P * = i ,  Q * = i ,

les deux substitutions P, Q et leurs dérivées composeront un système de 

substitutions conjuguées dont l'ordre sera précisément le produit ab.

Démonstration. —  En effet, soit S une dérivée quelconque des deux 

substitutions P, Q. Cette dérivée sera le produit de facteurs égaux, 

les uns à P, les autres à Q; mais, en vertu de la formule ( i 3), l’ordre 

dans lequel ces facteurs seront écrits pourra être interverti arbitraire

ment. Donc on pourra faire en sorte que chacun des facteurs égaux 

à P précède chacun des facteurs égaux à Q, et réduire S à la forme

(16) . S =  P7'Q*.
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Cela posé, comme les valeurs distinctes de P7' répondront aux valeurs

o, i, 2, . . . ,  a  —  i

de l’exposant h, et les valeurs distinctes de Q,( aux valeurs

o, i, 2, b - i

de l’exposant k, il est clair que les valeurs distinctes de S seront toutes 

comprises dans le tableau

I, p, P2, pa-t. . , r ,

Q, PQ. P2Q> pa-1 f)• · 1 1 \)
Qb . PQ2, P’ Q1, · P'i-'Q2,

Q4-', PQ4-', • P2 Q*~l, . P"_1Q,,_I.

Elles seront donc représentées par les divers termes de ce tableau, si 

ces termes sont tous inégaux entre eux. Or, c’est ce qui arrivera cer

tainement dans l’hypothèse admise ; car, si l’on suppose 

(18) P*Q*=P* 'Q* ' ,

h, h' désignant deux nombres dont chacun soit inférieur à l’ordre a de 

la substitution P, et k, k' deux nombres dont chacun soit inférieur à 

l'ordre b de la substitution Q, l’équation (18) donnera

(ig) P*-A'Q*-*'= I ;

et puisque, dans l ’hypothèse admise, la formule (i4) entraîne toujours 

les formules ( i 5), l’équation (19) entraînera les suivantes :

P/i— h'— l, Qk~‘e = 1 ,

desquelles on tirera -

(20) P * ' = P * ,  Q* =  Q*.

Donc, si les conditions (20) ne sont pas remplies, l’équation (18) ne 

pourra subsister, et l’on peut affirmer que deux termes distincts du 

tableau (17) auront des valeurs distinctes. D’ailleurs les termes de ce 

tableau, qui renferme a lignes verticales et b lignes horizontales, sont 

en nombre égal au produit ab. Donc, dans l’hypothèse admise, ce 

produit représentera précisément le nombre des valeurs distinctes
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de S, ou, ce qui revient au même, l’ordre du système des substitutions 

dérivées de P et de Q.

Observons au reste que, dans l’hypothèse admise, on aura identi

quement
P'‘Q*=Q*PA,

et qu’en conséquence les substitutions (17) se confondront respective

ment avec celles que renferme le tableau

I) p, P2, Dfl-1
• ‘ X 1 5

Q, QP. QP2) · · OP«-i • · 1 V a >

QS Q'P> Q2 P5, .· ,  Q°-P"-',

Q "-1, P. Q''-' P2, . . . ,  Q*-' P"~

Des raisonnements entièrement semblables à ceux dont nous venons 

de faire usage suffiraient encore pour établir les propositions sui

vantes :

T héorème IV. —  Soient

P, Q, R, . . .

diverses substitutions permutables entre elles, en sorte qu'on ait

( 22) Q P  =  P Q ,  R P  =  P R ,  R Q  =  Q R ,

et nommons

a l ’ordre de la substitution P, 

b l'ordre de la substitution Q, 

c l ’ordre de la substitution R,

Si, d ’ailleurs, h, k-, l, . . . étant des entiers quelconques, l'équation

( 2 3 ) P/,Qi R/. ., —  1

ne se vérifie jamais, excepté dans le cas où l ’on a

( 2 4 ) P * = U  Q * = r ,  - R ' = I ,

les substitutions P, Q, R, . . .  et leurs dérivées composeront un système de

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Q U E  L ’ ON P E U T  F O R M E R  A V E C  D E S  L E T T R E S  D O N N É E S .  *213

substitutions conjuguées dont Vordre sera précisément le produit abc. . . 

des ordres des substitutions données P, Q, R, . . ..

Corollaire. —  II est clair que l’équation (23) entraînera toujours les 

équations (24), si les substitutions

p, Q, R,

réduites à leurs plus simples expressions, sont formées avec des 

variables diverses, en sorte que jamais deux de ces substitutions ne 

renferment la même variable. En effet, concevons que les substitu

tions
P, Q, R, . . .

soient formées, la première avec les seules variables a, (3, y, . . . ,  la 

seconde avec les seules variables X, p., v, . . . ,  la troisième avec les 

seules variables <p, y, . . . .  Ces divers systèmes de variables seront 

encore ceux qui serviront respectivement à former les substitutions

P", Q*, R(  . . . ,

h, k, l, . . .  étant des nombres entiers quelconque. Cela posé, pour 

appliquer à un facteur quelconque une substitution de la forme

S =  PftQ*RC . . ,

il suffira de faire subir aux variables a, p, y, . . .  les déplacements 

indiqués par la substitution P/l, aux variables X, p., v, . . .  les dépla

cements indiqués par la substitution Q/(, aux variables <p, ŷ , . . .  les

déplacements indiqués par la substitution R', . . . .  Donc, pour que 

l ’équation ( 23) subsiste, ou, ce qui revient au même, pour qu’aucune 

des variables données 11e soit déplacée par la substitution S, il sera 

nécessaire et il suffira que les variables a, (3, y, . .  . ne se trouvent 

point déplacées par la substitution P/l, ni les variables X, p., v, . . .  par 

la substitution Q*, ni les variables <p, y, . . .  par la substitu

tion R', . . . ,  et que l’on ait en conséquence

PA= i ,  Q * = i ,  R ' = i ,
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On peut énoncer encore la proposition suivante :

Théorème Y. — Soient

( 25 ) P, Q, ' R, . . . .

diverses substitutions formées avec des variables diverses. Non seulement 

ces substitutions seront permutables entre elles, mais, de plus, étant 

jointes à leurs dérivées, elles fourniront un système de substitutions con

juguées, qui sera d ’un ordre représenté par le produit des ordres des sub

stitutions P. Q, R, . . ..

Corollaire. — Si la série ( 25) renferme une seule substitution de 

l’ordre a, une seule de l’ordre b, une seule de l’ordre c, . . l ’ordre 

du système des substitutions P, Q, R, . . .  et de leurs dérivées sera le 

produit a b c.. . .  Si, au contraire, la série ( 25) renferme h substitu

tions de l’ordre a, k substitutions de l’ordre b, l substitutions de 

l'ordre c, . . . ,  ces diverses solutions, jointes à leurs dérivées, compo

seront un système dont l’ordre sera représenté par le produit

ahbkc ' . . . .

VU.  —  S u r les systèmes de substitutions prim itives et conjuguées.

Soient P une substitution régulière qui renferme n variables x , y , 

z, . . . ,  a l’ordre de cette substitution, b le nombre de ses facteurs cir

culaires; les trois nombres a, b, n seront liés entre eux par la formule

n =  ab.

Cela posé, concevons que l’on range sur b lignes horizontales dis

tinctes, et sur a lignes verticales, les n variables comprises dans P, en 

plaçant à la suite l’une de l’autre, dans une meme ligne horizontale, 

les variables qui se suivent immédiatement dans un même facteur 

circulaire de P. On obtiendra encore une substitution régulière Q de 

l’ordre n , en prenant pour facteurs de Q a substitutions circulaires 

de l’ordre b, dans chacune desquelles seraient placées, à la suite l’une
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de l’autre, les variables que renferme une même ligne verticale. De 

plus, il est clair que les deux substitutions

P, Q,

dont l’une aura pour effet unique d’échanger entre elles les lignes ver

ticales, tandis que l’autre aura pour effet unique d’échanger entre 

elles les lignes horizontales, seront deux substitutions permutables 

entre elles, par conséquent deux substitutions dont les dérivées 

seront toutes comprises dans chacun des tableaux

( J’ P, p s. p«— t1 5

Q, QP. Qi’4, , QP“- 1,

(0 Q4, Q2P, Q2P4, , Q2Pa~1,

( Q*-’ , Q*-"l\ Q6- 1 P2, . . . , Q6-ipa-

[ ’ ’ p. P»-, ■ . . . Oa— l 
L 1

Q. PQ. P2Q, p  a- ‘ Q,
(2) PQ4, PQS , P«-*QS

. ( Q"- ', PQ*-\ P2Qfi-V · · · Pa_1 Q6-

et formeront un système de substitutions conjuguées de l’ordre n =  ab. 

Si, pour fixer les idées, on pose

n = 4  =  2X2,

alors, avec les quatre variables

x,  y,

-, a,

rangées sur deux lignes horizontales et sur deux lignes verticales, on 
! #

pourra composer les deux substitutions régulières

\> =  (x,  y ) ( s ,  II) e t  Q  =  O ,  z)  (y,  u),

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions forme

ront, avec leurs dérivées

i e t  P Q  =  Q P ,
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un système de substitutions conjuguées

i, P,

Q, PQ

qui sera du quatrième ordre. Pareillement, si l’on pose

. « =  6 =  3 x 2,

alors, avec les six variables

,r, y, z,

it, w,

rangées sur deux lignes horizontales et sur trois lignes verticales, on 

pourra composer les deux substitutions régulières

P =  (,r, j ,  s ) ( « ,  r, «’), Q =  (®, u ) { y ,  «’) ( s ,  w),

qui seront permutables entre elles; et ces deux substitutions forme

ront, avec leurs dérivées, un système de substitutions conjuguées qui 

sera du sixième ordre. Au reste, ce dernier système ne sera autre 

chose que le système des puissances de la substitution circulaire

(.X, w, y , u, z, r),

dont P et Q représentent les facteurs primitifs.

Au lieu de ranger les n variables données sur b lignes horizontales 

et sur a lignes verticales, on pourrait représenter ces variables par 

une seule lettre s affectée de deux indices, et représenter même les 

deux systèmes d’indices par deux nouveaux systèmes de lettres

¡X, ß ,  y, I ,  f í ,  V, . . . .

Ainsi, par exemple, on pourrait représenter les six variables

II, (·, w

Sx,h Jß,)o S y,h
sy,lM

et alors les substitutions

P =  0 , 7 , z ) { u ,  v, w),  Q =  (¿C, u ) ( y ,  v){s ,  w)
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s’offriraient sous les formes

P = :(a ,  (3,y), Q =  ().,¡x),

qui rendraient sensible la propriété qu’ont ces deux substitutions 

d’être permutables entre elles.

Concevons maintenant que le nombre entier

n —  a b c . . .

soit décomposable en plusieurs facteurs a, b, c, . . . ,  égaux ou iné

gaux. Alors on pourra représenter n variables diverses

,r, j ,

par une seule lettre s affectée de plusieurs indices, le nombre l de ces 

indices étant égal au nombre des facteurs a, b, c, . . . ,  et représenter 

même les divers systèmes d’indices par divers systèmes de lettres

«, (3). y, ··· ,
1 , [x, v,

?, z> 41» · · · ’

Cela posé, les substitutions P, Q, . . .  qui, étant exprimées à l’aide 

des lettres a, (3, y, . . . ,  A, [x, v,  . . . ,  f ,  y , (j;, . .  . ,  se présenteront 

sous les formes

( 3 ) P =  (a, (3, Y, . . . ) ,  Q  =  (l ,  ¡x, v, . . R =  (<p, Z, . · · ) , ■ ·  ·

seront évidemment des substitutions permutables entre elles, la pre

mière de l’ordre a, la seconde de l’ordre b, la troisième de l’ordre c; 

et elles composeront, avec leurs dérivées, un système de substitu

tions conjuguées dont l’ordre sera

n  —  a b c . . . .

Ajoutons que, si les substitutions ( 3) sont exprimées à l ’aide des 

n lettres
•̂ î y i · * · ?

chacune d’elles sera une substitution régulière qui renfermera toutes

ces lettres, P étant le produit de -  facteurs circulaires de l’ordre a,
- r a

Œ u v r e s  de C.  — S. II, t. XIII, 28
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Q étant pareillement le produit de |  facteurs circulaires de l’ordre b.

Dans le cas particulier où les l  facteurs a, b, c, . . .  deviennent 

égaux entre eux, on a
n  = a ',

et les substitutions
R, Q, R, . . .

forment avec leurs dérivées un système de a1 substitutions diverses 

qui sont toutes de l’ordre a, si a est un nombre premier, à l ’exception 

de celle qui se réduit à l ’unité. 1

Au reste, les propositions diverses auxquelles nous venons de par

venir peuvent encore être généralisées, ainsi que nous allons 

l’expliquer.

Considérons toujours un système de n variables

j ,  -·, ··■ ·

Soient d’ailleurs a un nombre entier égal ou inférieur à n, et ha un 

multiple de a contenu dans n. Enfin, concevons qu’avec ah variables, 

prises au hasard, on forme h groupes divers composés chacun de 

a lettres, et nommons

( 4 ) P), P 2, ··■ , P h

h substitutions circulaires de l’ordre a, dont chacune soit formée avec 

les variables comprises dans un seul groupe. Ces substitutions étant 

permutables entre elles, le système de ces mêmes substitutions, et de 

leur dérivées, sera de l’ordre

aK

Ajoutons que, si a est un nombre premier, le système dont il s’agit 

renfermera seulement des substitutions régulières de l’ordre a, dont 

quelques-unes, savoir, les substitutions (4j et leurs puissances, se 

réduiront à des substitutions circulaires de l’ordre a.

Soient maintenant b un nombre égal ou inférieur à h, et kb un mul

tiple de b contenu dans h. Avec plusieurs des précédents groupes que 

j ’appellerai groupes de première espèce, on pourra composer des 

groupes de seconde espèce, dont chacun embrasse b groupes de pre-
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mière espèce, et dont le nombre soit égal à k. Cela' posé, nommons 

( 5 ) Qi ! Qsi ■ · · > Q*

des substitutions dont chacune consiste à permuter circulairement 

entre eux les b groupes de première espèce compris dans un seul 

groupe de seconde espèce. Chacune des substitutions ( 5), exprimée à 

l ’aide des variables primitives, sera une substitution régulière équiva

lente au produit de a facteurs circulaires dont chacun sera de l’ordre b\ 

et ces substitutions seront permutables, non seulement entre elles, 

mais encore avec les substitutions (4 ). Par suite, le système des sub

stitutions (4) et ( 5), et de leurs dérivées, sera de l’ordre

ah bk.
En continuant ainsi, on établira généralement la proposition sui

vante :

Théorème 1. —  Considérons un système de n variables æ: y , s, . . . .  

Soient d'ailleurs a un nombre entier, égal ou inférieur, à n , et i =  ha un 

multiple de a contenu dans n. Soient encore b un nombre entier, égal ou 

inférieur à h, et kb un multiple de b contenu dans h. Soient pareillement 

c un nombre entier, égal ou inférieur à k, et le un multiple de c contenu 

dans k, . . . .  On pourra toujours former, avec i variables arbitrairement 

choisies, un système de substitutions conjuguées dont l'ordre sera repré

senté par le produit
ahbkcl . . . .

Corollaire. — En supposant les nombres a, b, c, . . .  tous égaux à 

un même nombre premier/?, on déduit immédiatement du théorème I 

la proposition suivante :

Théorème 11. —  Considérons un système de n variables. Soit d ’ailleurs 

p un nombre premier égal ou inférieur à n. Soient encore i =  hp un mul

tiple de p contenu dans n, kp un multiple de p contenu dans h, Ip un 

multiple de p contenu dans k, . . . .  Avec i variables arbitrairement choi

sies, on pourra toujours former un système de substitutions conjuguées et 

primitives j dont l'ordre sera représenté par le produit

pkp kp l . . p !‘+k+l+···.
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Corollaire. —  Rien n’empèche d’admettre que dans le théorème 

précédent on désigne par hp  le plus grand multiple de p  contenu 

dans n , par kp le plus grand multiple de p  contenu dans h , par Ip le 

plus grand multiple de p  contenu dans le, . . . .  Alors

se réduit ( ' )  à la plus haute puissance de p  qui divise exactement le

( ‘ ) Soit pS la plus haute puissance de p  qui divise exactement le produit

N =  I . 2 . 3 . . . « .

Pour que pk+k+i+... se réduise à p f ,  il sera nécessaire et il suffira que l’on ait

h +  k h- l  + . . .  =  /.

Or, effectivement, on sait que l ’exposant f  de la plus haute puissance de p , qui 

divise N, est la somme des entiers contenus dans les fractions

n a n
— >
P ?

et il est clair que, dans 1 hypothe

nombres représentés par

/«, /N l,

Au reste, on peut arriver très simplement à l ’équation

ph+k+l+...— p f

de la manière suivante :

Soient, comme ci-dessus,

hp le plus grand multiple de p  contenu dans n, 

kp le plus grand multiple de p contenu dans h, 

Ip le plus grand multiple d e /> contenu dans k,

Évidemment p f ,  ou la plus haute puissance de/^qui divise le produit

N  =  i  . 2 . 3 . . .  n,

sera en même temps la plus haute puissance de p  qui divisera le produit

p . 2p . i p .  . .hp —  i . 2 . 3 . .  . hph.
Donc, par suite,

sera la plus haute puissance de p  qui divisera le produit

i .2.3. . .  h·,

mais kp étant le plus grand multiple de p  contenu dans h, pf~h sera encore la
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produit
N  =  i . 2 . 3 . . .  n,

e t ,  p a r  s u i t e ,  o n  o b t i e n t ,  à  l a  p l a c e  d u  t h é o r è m e  I I ,  l a  p r o p o s i t i o n  s u i 

vante :

T héorème I I I .  —  Considérons u n  systèm e de n variables X , y ,  z ,  . . 

Soient d 'a illeu rs p  un nombre p re m ie r, é g a l ou in férieu r à n, i le plus  

g ra n d  m ultiple de p  contenu dans n , et p r la p lu s haute puissance de p  

g u i divise exactem en t le produit.

N =  r . 2 . 3 . .  .n.

Avec plusieurs des variables x ,  y ,  z ,  . . .  choisies arbitrairem ent en 

nombre é g a l à i, on pourra toujours fo r m e r  un systèm e de substitutions 

prim itives con ju g u ées, q u i sera de l 'o r d r e p l .

plus haute puissance de p qui divisera le produit

p . :>,p . 3 p . . .  kp =  1 . 2 . 3 . . .  kpk.
D o n c ,  p a r  su i te ,

i ~  —  p f - à ~ k  
p k 1

sera  l a  p l u s  h a u t e  p u i s s a n c e  d e  p  q u i  d i v i s e r a  l e  p r o d u i t

1 . 2 . . .  A'.

Eu continuant ainsi, on reconnaîtra que les plus hautes 'puissances de p qui 
diviseront les produits

1 . 2 . 3 . . . « ,  1 . 3 . 3  . . .h,  1 . 2 . 3  . . .A-,  1 . 2 . 3 . . . /,

sont respectivement les divers termes de la suite

pf ,  p f ~h, p l~ h~k,. p f - h~k- 1, . . . . '

Or, cette même suite aura nécessairement pour dernier terme

P ° = i ,

et comme ce dernier terme sera aussi de la forme

p f · 1" 1· ■< - ,

on aura définitivement 

ou, ce qui revient au même,
p f  —— ph-t-k-*-l-+. . .
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Pour montrer une application des principes que nous venons 

d’établir, considérons en particulier cinq variables

·*■, J , »,

et supposons d’ailleursp =  2. On aura, dans ce cas,

n —  5 , N =  1 . 2 . 3 . 4 . 5 =  120,

/ =  4 — 2/>, h =  2, À’ =  1,
et, par suite,

f = h  +  k  —  3, />/= 4.2 =  8.

Donc, si l ’on prend au hasard quatre des cinq variables données, on 

pourra toujours, avec ces quatre variables, par exemple avec a?, y, z, 

u, former un système de substitutions régulières conjuguées, qui sera 

d’un ordre représenté par le nombre 8. Effectivement, partageons les 

quatre variables

en deux groupes
J'i , «

J',

composés chacun de deux variables, et nommons

Pi =  (*,y),  P2=  (s,»·)

deux substitutions circulaires du second ordre, dont chacune soit 

formée avec les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de 

plus,
Q =  s) (y,  11)

la substitution qui consiste à échanger les deux groupes

·*', J ,

l ’un contre l’autre. Les trois substitutions

P,,  P t, et Q

seront permutables entre elles, et, en les joignant à leurs dérivées, on 

obtiendra un système de huit substitutions régulières et conjuguées,
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qui seront respectivement

P ,; Ps, P ,P 2,

Q, P,Q, P·;Q. PW ,

ou, ce qui revient au même,

o  V , y ) ,  ■ (s, «),  V ,  y ) ( 3 , “ ),
( x , z ) ( y , u ) ,  ( æ , z , y , u ) ,  ( x, ' u,  y ,  s), (#, «)(/, 3).

Concevons maintenant que les variables données

• r , y ,  z ,  u ,  e ,  (V

soient au nombre de six, et que l’on prennep  =  3 . Alors on aura

n =  6 , N =  1 . 2 . 3 .4  -5 . 6 =  720,

i — 6 =  2p, /¿ =  2,
et, par suite,

f — h =  2, p f =  32= g .

Cela posé, on conclura du théorème III qu’avec les six variables x,  y,  

z, u, v, w on peut former un système de neuf substitutions régulières 

et conjuguées. Effectivement, partageons ces six variables en deux 

groupes
x, y ,  3,
h, v,

composés chacun de trois variables, et nommons

pi = V ,  y ,  3), P2= ( m, V, w)

deux substitutions circulaires du troisième ordre, dont chacune soit 

formée avec les variables comprises dans un seul groupe. Ces deux 

substitutions seront permutables entre elles, et, en les joignant à 

leurs dérivées, on obtiendra un système de neuf substitutions régu

lières et conjuguées qui seront respectivement

1, p., pa

Pi, p, P*, P?Pi,

PS, P.PS, PÎPÏ,

ou, ce qui revient au même,

1, V , /, 3 ), ■ ( x ,  Z, y) ,

( u , v , w ) ,  (os, y , s ) { u ,  v, vo), ( x , z , y ) ( u , v ,  w),  

( u , w, v ) , ·  (æ,  y,  z ) ( u ,  w, v), (x,  z,  y )  (u, w, (>).
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Concevons, enfin, que les variables données

æ, 7 , - ,  M,

étant toujours au nombre de six, on prenne p =  2. Alors on aura non 

seulement
n m ô ,  N =  i . 2 . 3 . 4 . 5 .6 ,

mais encore
, i = n  =  6 =  3p, h =  3 , /■  =  1,

et par suite
f = h  +  k=z[{, pf= ï\= z  16.

Cela posé, on conclura du théorème III, qu’avec les six variables x , 

y , z , u, v, w on peut former seize substitutions primitives et conju

guées. Effectivement, partageons ces six variables en trois groupes

■*', 7 ,  

- ,  " ,  

c, «■ ,
et nommons

P ,  =  0 , 7 ), P 2 = W)

trois substitutions circulaires du second ordre dont chacune soit 

formée avec les variables comprises dans un seul groupe. Soit, de plus,

Q  =  (■ *', = ) ( / ,  « )

la substitution qui consiste à échanger les deux premiers groupes

■r, J,

l’un contre l’autre. Les quatre substitutions

P „  P 2, P ;) et Q

seront permutables entre elles; et, en les joignant à leurs dérivées, 

on obtiendra un système de seize substilütions primitives et conju

guées qui seront respectivement

h P . , P s, P;s,

P .  P ,  P*, p sp s , P 3P „ p .  p*,

Q , p ,  g , P * Q , P: , Q,

P i P J A Q , P . P a Q , P;i P ,  Q , P , P , Q ;
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ou, ce qui revient au même,

11 (« , y),  O ,« ) ,  ’ O, «*),
(#, y) (2, u) (e, w), {z, u) (v, w), ( v , w ) { x , y ) ,  { x , y ) { z , u ) ,

(«, 2) (7.  «)> *, r ,  m), ( æ , u , y , z ) ,  ( x , z ) ( y ,  u) (v, w),

(x,  u) { y, z ) { v,  w), (x,  u, y , z) (t>, w), (x, z, y , u) (v, w), ( x , u ) ( y , z ) .

II est bon d’observer que ce dernier système de substitutions conju

guées renferme, avec l’unité, trois substitutions circulaires du second 

ordre, savoir
{ æ, y) ,  (z,  u),  (v,  w),

huit substitutions régulières du second ordre, savoir

( z , u ) { v , w ) ,  ( p, « ')(* , y),  (x , y ) { z , u ), (®, * ) ( / ,  u), (a?, u ) ( y ,  z),

et
(■», 7 )  (* ,  « ) ( e ,  «' ) ,  ( * ,  * ) ( 7 ,  « H p , f r ) ,  ( ^ ,  m ) ( j , * ) K  w-),

deux substitutions régulières du quatrième ordre, savoir

{ x , z , y , u ) ,  { x ) «, y,  z),

dont l'une est le cube de l’autre; enfin deux substitutions primitives 

du quatrième ordre, savoir

{ œ , z , y , u ) { v , w ) ,  {x,  u,  y, z) { v,  w),

dont l’une est encore le cube de l’autre.

VIII. —  S u r les diverses puissances d 'u n e même substitution.

Soient P une substitution quelconque, et i l ’ordre de cette substitu

tion. Les diverses puissances de P, ou, ce qui revient au même, les 

dérivées diverses de P, se réduiront aux divers termes de la suite

( 0  J> P, p \  ■ ··, P ' - 1,

dont le premier peut encore être représenté par P°; et si, en nom

mant r un des nombres

(2) O, I, 2, . . . ,  i — I,

on désigne par l un entier qui, divisé par i, donne -r pour reste, la
Œ u v r e s  d e  C .  — S. I I ,  t .  X III . 29
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formule

entraînera la suivante 

Soient maintenant

l ~ r  ( mod i ) 

P ' =  P'·.

ai, v, £w, ..

les divers facteurs circulaires de P formés avec des variables qui sont 

toutes distinctes les unes des autres. L’équation

( 3 )  P  =  O L V - W . . .  

entraînera la suivante

(4)

quel que soit l’exposant /; et, comme les divers facteurs TÉ, V !, W 1, ... 

de la substitution P' sont formés avec des variables diverses, le seul 

cas où la substitution P' ne déplacera aucune· variable sera évidem

ment celui où chacun des facteurs TU, V 1, %*?', . .  . remplira cette 

même condition. En d’autres termes, pour que l’on ait 

( 5 )  P / =  i ,

il sera nécessaire et il suffira que l’on ait séparément

(6) U '= i ,  ^ '= 1,

D’ailleurs, les diverses valeurs entières et positives de l propres à 

vérifier la formule (3 ) seront l’ordre i de la substitution P et les mul

tiples de cet ordre. Pareillement, les diverses valeurs de l propres à 

vérifier l’une quelconque des formules (4) seront l’ordre du facteur 

circulaire qui entre dans cette formule et les multiples de cet ordre. 

Cela posé, il est clair que la plus petite des valeurs positives de l 

propres à vérifier la formule (3) ou l’ordre i de la substitution P, 

devra être le plus petit nombre divisible à la fois par les ordres des 

divers facteurs circulaires TL, V , %*?, . . . .  Ainsi se trouve rigoureuse

ment établie la proposition que nous avons déjà indiquée page 182, et 

que l’on peut énoncer comme il suit :

T h é o r è m e  I. — L'ordre d ’une substitution quelconque P, représentée
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par le produit de plusieurs facteurs circulaires

U , '  V ,  w ,

est le plus petit nombre qui soit divisible par l'ordre de chacun de ces 

facteurs.

Soit maintenant h un nombre entier quelconque, et posons

(7) S =  PA

La substitution S sera l’une quelconque des dérivées de P. D’ailleurs, 

l ’équation (7) entraînera la suivante

(8) S ' = P « ,

et, par suite, la formule

( 9 ) S ' = i  

donnera

(10) P w=  1.

Donc l’ordre de la substitution S, ou la plus petite des valeurs de l 

propres à vérifier la formule (9), sera en même temps la plus petite 

des valeurs de l propres à vérifier la formule (10) et, par conséquent, 

l’équivalence

(11) h l =s o (modi),

ou, ce qui revient au même, la plus petite des valeurs de l qui ren

dront le produit hl divisible par i. Or, si l’on nomme 6 le plus grand 

commun diviseur de h et de i, les seules valeurs de l qui rendront le 

produit hl divisible par i seront le rapport  ̂ et les multiples de ce rap

port. Donc l’ordre de la substitution S =  P/l sera précisément le rap

port et l ’on pourra énoncer encore la proposition suivante :

Théorème II. —  Soit P une substitution de l'ordre i. Soient, de plus, 

h un nombre entier quelconque, et 0 le plus gand commun diviseur des

entiers h et i. L'ordre de la substitution P7‘ sera représenté par le rap- 
M i .nnrt -,
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Corollaire. —  Pour que ^se réduise à i, il est nécessaire et il suffit

que l’on ait 0 =  x, c’est-à-dire que le plus grand commun diviseur de h 

et de i se réduise à l ’unité; en d’autres termes, il est nécessaire et il 

suffit que h soit premier à i. D’ailleurs, lorsque cette condition se 

trouve remplie, h est nécessairement premier à chacun des facteurs 

de i, par conséquent à l’ordre de chacun des facteurs circulaires

01, V,  V ,

de la substitution P. Donc alors les ordres de ces divers facteurs sont 

respectivement égaux à ceux des substitutions

t i a, v h,

et la formule

(iaj P *= <aA‘V,*'WA..

qui se déduit immédiatement de l’équation ( 3 ), fournit pour valeur 

de P'· une substitution semblable à la substitution P. On peut donc 

énoncer encore la proposition suivante :

Théorème III. —  P étant une substitution de Vordre i, les substitutions 

qui seront de cet ordre, parmi les diverses puissances de P, se confondront 

avec les puissances dont les degrés sont premiers à i. De plus, ces substitu

tions seront toutes semblables à P ; en conséquence, la suite

i, P, P-, P'-'

offrira autant de termes semblables à P qu’il y  a de nombres entiers infé

rieurs à i et premiers à i.

Corollaire. —  Soit 0 un diviseur quelconque de i, et posons 

(ï 3) i=OJ.

En vertu du deuxième théorème, une puissance P/l de P sera de l’ordre 

j — lQ lorsque h sera de la forme

0 4 ) k — 9 k,

k étant premier à j .  Or, dans cette hypothèse, en faisant, pour
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abréger,

(15) ' P » = 0 ,  

on trouvera

( 16) ' P A= 0 * ;

et comme, en vertu de la formule ( i 5), 0 sera une substitution de 

l ’ordre j ,  on conclura de la formule (16), jointe au troisième théorème, 

que P;‘ est une substitution semblable à P8= 0 . Enfin il est clair que 

le nombre h déterminé par la formule ( i /j) sera inférieur à i et pre

mier à i, si le nombre k est inférieur à / et premier à j .  Cela posé, ori 

pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  IV. —  P étant une substitution de l'ordre i, 0  un diviseur

quelconque de i, et j  la valeur entière du rapport  ̂> les substitutions qui

seront de l'ordre j ,  parmi les diverses puissances de P, se confondront 

avec les puissances dont les degrés, divisés par 0,  donneront pour quo

tients des nombres entiers premiers à j .  De plus, ces substitutions seront 

toutes semblables à P° ; en conséquence, la suite

i, P. P 2, . . . ,  P ' - 1
\

offrira autant de termes semblables à P° qu'il y  a de nombres entiers 

inférieurs à j  et premiers à j .

Pour montrer une application des théorèmes qui précèdent, consi

dérons en particulier la substitution circulaire de même ordre

V  —  { X i  y , s ,  u ,  v,  w ) .

Dans ce cas le nombre
i =  6

aura pour diviseurs, outre Punité, les nombres

2, 3, 6,

et les puissances distinctes de P seront

I, P, P 2, P 3, P ‘, P 5.
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D’ailleurs, parmi les nombres

o, i, 2, 3 , 4 r

qui représenteront les degrés de ces puissances, deux seulement, 

savoir : i et 5, seront premiers à 6; deux autres, savoir 2 et 4» seront 

les produits du diviseur 2 par des facteurs 1 et 2 premiers à 3 =  

enfin le seul nombre 3 pourra être considéré comme le produit du 

diviseur 3 par un facteur 1 premier à 2 =  | .  Donc, en vertu des théo

rèmes III et IV, parmi les cinq puissances de P distinctes de l’unité, 

on trouvera deux substitutions circulaires du sixième ordre, savoir

P et P5,

deux substitutions circulaires du troisième ordre, savoir

P 2 et P*,

et une seule substitution circulaire du second ordre, savoir

I” .
On aura effectivement

P =  (·£, /> -, w, v, »’)> P3;=  («, </, s, 7),
P2=(^, 5, e)(j, u, w), P ^ O ,  (>, z)  (7, H-, «)>

P;’=.<>, u ) ( y ,  v) ( z ,  w).

Lorsque l’ordre de la substitution P est représenté par un nombre 

premier, alors, en vertu du théorème III, les puissances de P dis

tinctes de l’unité sont toutes semblables à P. Ainsi, par exemple, si 

l’on prend pour P la substitution régulière du deuxième ordre

P =  (.*, 7, z ) ( u ,  m),

les puissances de P distinctes de l’unité, savoir

P, P2,

sont toutes deux des substitutions régulières du troisième ordre. On 

trouvera, en effet,
P!=(·*, -, j ) 0 ,  <’)·

Pareillement, si l’on prend pour P la substitution circulaire çlu

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Q U E  L ’ ON P E U T  F O R M E R  A V E C  D E S  L E T T R E S  D O N N É E S .  23J 

cinquième ordre
P —  (æ, y,  -, il, (’ ),

lés quatre puissances de P distinctes de l’unité, savoir

P, P2, P · Po

seront toutes des substitutions circulaires du cinquième ordre. On 

aura, en effet,

P =  (#, y,  -, il, O, P 2= ( .r ,  z, v, y 'u ) ,
P3=(æ, u, y, r, s), P l = ( x ,  e, u, z, y).

Lorsque la substitution P est, comme dans le premier et le dernier 

des exemples précédents, une substitution circulaire, alors, en vertu 

des principes établis dans le paragraphe I (p. 179), toute puissance P/l 

de P est le produit de plusieurs facteurs circulaires de même ordre, et 

par conséquent une substitution régulière dont l’ordre se confond

avec^, 0 étant le plus grand commun diviseur de h et de i. Ajoutons

que la substitution P/l renfermera toutes les variables comprises dans 

la substitution circulaire P.

Si la lettre P représente, non plus une substitution circulaire, mais 

une substitution régulière équivalente au produit de plusieurs facteurs 

circulaires
' Ol, 0’, %<>, . . .

dont chacun est de l’ordre i, alors, 0 étant toujours le plus grand 

commun diviseur de ¿et de h, les divers facteurs

Ol7', V 1', -W7', ....

de la substitution P7' déterminée par la formule (12) renferment toutes 

les variables comprises dans P, et se réduisent tous à des substitutions 

régulières de l’ordre ·̂ Il en résulte qu’on peut en dire autant de la

substitution P/! elle-même. On peut donc énoncer encore la proposi

tion suivante :

Théorème V. —  Soient P une substitution régulière de l ’ordre i, et h un 

nombre entier quelconque. Soient encore 6 le plus grand commun divi-
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seur des nombres h, i, et j  la valeur entière du rapport Alors P/l sera

une substitution régulière de Vordre j , dans laquelle se trouveront com

prises toutes les variables que renfermait la substitution P.

Corollaire. —  Lorsque l ’ordre i de la substitution régulière P est 

une puissance p f  d’un nombre premier p, les deux diviseurs de i, 

représentés par ô et j ,  se réduisent eux-mêmes à des puissances de p  

d’un degré inférieur ou tout au plus égal à f ,  et le théorème Y fournit 

la proposition suivante :

T héorème YI. —  Nommons P une substitution régulière dont l ’ordre 

soit une certaine puissance pf d'un nombre premier p. Soient, de plus, 

h un nombre entier quelconque, et p" la plus haute puissance de p qui 

divise h. La substitution P/l sera une substitution régulière de l ’ordre

ps  ’

dans laquelle se trouveront comprises toutes les variables que renfermait 

la substitution P .

Supposons maintenant que P représente une substitution sinon 

régulière, du moins primitive, c’est-à-dire une substitution régulière 

ou irrégulière dont l’ordre soit une puissance / / d ’un nombre premier p. 

Alors P sera nécessairement le produit de plusieurs substitutions 

régulières ,
U, v; w,

dont les ordres
p f ,  p « ,  ....

se trouveront représentés par diverses puissances de p correspon

dantes à des exposants
f, g,

qui pourront être censés former une suite décroissante,/ étant le plus 

considérable d’entre eux. D’ailleurs, si l ’on désigne par h un nombre 

entier quelconque, l’équation

( I7 ) ' P =  U V W . ..
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entraînera la suivante

(18) pA= UAV*WA.

et de l’équation (18), jointe au théorème VI, il résulte évidemment 
que P/l sera, comme P, une substitution primitive. Enfin il suffira de 

poser, dans l’équation (18),

ou plus généralement
h = p

h =  kpn,

k étant premier à/j, pour réduire à l’unité la substitution V/l, et à plus 

forte raison les substitutions W7t, . . . .  Mais alors, en vertu des for

mules
V*=i, W *=i,

jointes à l’équation (18), on aura

(19) P * = U * .

Donc la puissance P7i de la substitution P sera équivalente à la puis

sance U7i de la substitution régulière U, et l ’on conclura du théo

rème YII que, dans l’hypothèse admise, l ’ordre de la substitution P7i se 

réduit encore à pf~s. D’autre part, comme la substitution P/,=  U'1 

comprendra toutes les variables renfermées dans U, elle sera certaine

ment distincte de l’unité. On peut donc énoncer la proposition sui

vante :

T héorème VII. —  Nommons P une substitution primitive dont Vordre 

soit la puissance pf d'un nombre premier p. Si Von désigne par h un 

nombre entier quelconque, P/l sera encore une substitution primitive qui 

aura pour ordre une certaine puissance de p. Concevons maintenant que 

Von décompose P en facteurs représentés par des substitutions régulières

U, V, w , ... ,
dont les ordres

pf, p *, . . .

forment une suite décroissante. Si Von prend pour h, ou le second 

terme ps de cette suite, ou le produit de ce second terme par un nombre k 

premier à p, alors P/l sera une substitution distincte de l'unité, non seule- 

QEuvres de C. — S. II, t. XIII. 3o
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ment primitive, mais régulière et de l'ordre dans laquelle se trouve

ront comprises toutes les variables que renfermait le premier facteur 

régulier U de la substitution P.

, Pour montrer une application du théorème VII, considérons la sub

stitution primitive du quatrième ordre

P  =  ( a ? ,  y ,  z, u) (v ,  w).

On aura, dans ce cas,

ü =  (tf, y, s, u), V = (^ ,r ) ,
¿ — ¿i, p =  2, f =  2, g —  I, p / = 4,· pS =  2.

Cela posé, on obtiendra évidemment un nombre h équivalent au pro

duit de p s =  2 par un facteur premier à p, si l ’on prend

h — 2.

Donc, en vertu du théorème VIII,

U3

sera une substitution régulière de l ’ordre

p f ~ B=  2.
On trouvera effectivement

P * = ( a ; , s ) 0 ·, u).

Supposons à présent que la substitution P de l’ordre i ne soit ni 

régulière, ni même primitive. Alors, en nommant p  l ’un quelconque 

des facteurs premiers de i, et en posant *

i — pl,

on conclura du théorème .II que IJi est une substitution de l’ordre p. 

Donc, puisqu’une substitution dont l’ordre se réduit au nombre pre

mier p est nécessairement régulière, on pourra énoncer la proposition 

suivante :

T héorème VIII. —  Soient P une substitution quelconque régulière ou 

irrégulière, i l'ordre de cette substitution, et p l'un quelconque des fa c 

teurs premiers de i. On pourra toujours choisir le nombre entier l de
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manière à faire coïncider la puissance P* de P avec une substitution de 

l'ordre p. ,

Dans ce qui précède, nous avons généralement supposé que les 

exposants des puissances d’une substitution donnée P étaient positifs. 

Cette supposition embrasse tous les cas possibles, puisqu’on peut 

ajouter à un exposant quelconque un multiple quelconque de l’ordre i 

de la substitution donnée, et transformer ainsi un exposant négatif en 

un exposant positif, D’ailleurs, l étant un nombre entier quelconque, 

il est facile d’établir, à l ’égard des substitutions de la forme

. P - ‘ et P - 7,

les deux théorèmes que nous allons énoncer.

T héorème IX. —  Quelle que soit la substitution P, la substitution 

inverse P-1 sera toujours semblable à P.

Démonstration. —  En effet, nommons i l'ordre de la substitution P. 

On aura
p -,  __.pl·-!

et, comme le nombre i — i sera premier à i, on conclura du théo

rème IV, que P1- 1 est semblable à P.

Corollaire. —  Soit maintenant l un nombre entier quelconque. 

L’inverse de P', c’est-à-dire la substitution qui, étant multipliée 

par P?, donnera pour produit l ’unité, sera évidemment P~C Car, si 

l ’on nomme l’ un exposant positif assujetti à vérifier la condition

/ ' = — 1 (modi),

on aura non seulement 

mais encore 

et, par suite,

Ÿ ‘ =: P - 7,

p/pr= p/+/'_po-_i,  

P 7P - 7—  i.

Donc, en vertu du théorème IX, on pourra énoncer encore la proposi

tion suivante : -
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T héorème X. —  P étant une substitution quelconque, et l un nombre 

entier quelconque, la puissance négative P_z de P sera toujours semblable 

à la puissance positive P z.

IX. —  Des substitutions permutables entre elles.

Soient
P, Q

deux substitutions formées avec les n variables

x ,  y ,  z ,  . . . .

Ces deux substitutions P, Q seront permutables entre elles si elles véri

fient l ’équation linéaire et symbolique

(O QP =  PQ.

Donc, la substitution P étant donnée, il suffira, pour obtenir une sub

stitution Q permutable avec P, de résoudre l’équation (i). Si d’ailleurs 

on nomme w le nombre des formes diverses et semblables entre elles 

que l’on peut faire prendre à la substitution P en l’exprimant à l’aide 

de ses facteurs circulaires, et, mettant toutes les variables en évidence, 

(o sera précisément le nombre des solutions diverses de l’équation (i), 

ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs diverses de la 

substitution Q. Ajoutons qu’en vertu des principes établis dans le 

paragraphe IV, on devra, pour obtenir Q, écrire au-dessus de la subs

titution P la même substitution sous une seconde forme semblable à 

la première, puis réduire les deux formes de la substitution P à de 

simples arrangements en supprimant les parenthèses et les virgules 

placées entre les variables, et prendre ces arrangements pour les deux 

termes de la substitution cherchée Q.

D’autre part, ainsi que nous l’avons déjà expliqué page 193, tout ce 

que l ’on pourra faire pour modifier la forme de la substitution P, ce 

sera, ou de faire passer successivement à la première place, dans 

chaque facteur circulaire, une quelconque des lettres comprises dans 

ce facteur, ou d’échanger entre eux des facteurs circulaires de même
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ordre. Cela posé, comme le produit de plusieurs facteurs circulaires 

de même ordre est ce que nous appelons une substitution régulière, il 

arrivera nécessairement de deux choses l’une : ou P sera une substitu

tion régulière équivalente au produit de plusieurs facteurs circulaires 

de même ordre qui tous seront échangés circulairement entre eux 

quand on passera de la première forme de P à la seconde; ou, du 

moins, P sera le produit de plusieurs substitutions régulières, dont 

chacune remplira la condition que nous venons d’indiquer.

Arrêtons-nous d’abord à la première hypothèse, et, en admettant 

que P se réduise au produit de h facteurs circulaires dont chacun soit 

de l’ordre a, nommons
ûi, s, s, ...

ces mêmes facteurs que nous supposerons échangés circulairement 

entre eux dans l’ordre indiqué par la substitution

(ai, s, s, ...).

Puisqu’il suffira d’opérer cet échange pour passer de la première forme 

de P à la seconde, il est clair que, dans ce passage, chacune des 

variables qui appartiennent au facteur ûi se' trouvera remplacée par 

une variable correspondante qui appartiendra au facteur “S ,  puis celle- 

ci par une troisième variable appartenant au facteur “fé, et ainsi de 

suite. Cela posé, soit a la variable qui occupait la première place dans 

le facteur dl; désignons par (3, y, . . .  les variables correspondantes 

tirées des facteurs 2>, ©, . . ., enfin soit

(«, (3, y, . . . ,  I, p,  v, . . . ,  <p,.x, . ; . )

le facteur circulaire qui renferme la variable a dans la substitution Q. 

La suite des variables

(a) «, P, y, · · ·, I,  p, v, . . . ,  cp, x, . . .

pourra être évidemment décomposée en plusieurs autres suites

t «> P ,  y>

]  ^  P ,  v ,  . . . ,

) ? . % > + ) ■ · · »
(3)
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formées chacune avec des variables qui se succéderont dans l’ordre 

indiqué par la substitution

(«, », ®, ··■ ), ■

en sorte que, dans chacune des lignes horizontales du tableau (3), le 

premier terme représente une variable tirée du facteur <31, le second 

une variable tirée du facteur S, le troisième une variable tirée du fac

teur Or, puisque, dans le tableau (3) construit comme on vient

de le dire, lé nombre des colonnes verticales sera précisément le 

nombre h des facteurs circulaires

(R, S, . .. ,

il est clair que, si l’on nomme b le nombre total des termes renfermés 

dans ce même tableau, et 9 le nombre des suites horizontales qui le 

comparent, on aura

(4) b — Bh.

Ajoutons que le nombre b des termes compris dans le tableau (3) sera 

précisément l’ordre de la substitution circulaire

(«, P, y, ■ · ·, *, p, v, . . . ,  cp, vp, .. .)·

Soient maintenant

(5) (3% V,p',v', c p ...

les variables qui, dans les facteurs circulaires

dt, ‘S , s, ...,

ou plutôt dans les cercles indicateurs correspondants, suivent immé

diatement les variables

Ci, (3, y, . . . , ·  À, p, v, cp, x, p, . . . .

Soient pareillement

(.6) «",(3", y", . . . ,  . . . ,  cp", x", p", . . .

les variables qui, dans les mêmes cercles indicateurs, suivent immé

diatement les variables

P ' ,  y ' ,  · · · ,  p ' ,  · · · ,  p ' ,  ■ · · ·
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Chacune des suites ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  . . .  renfermera, comme la suite (4 ), 

b termes différents, et ces termes seront encore propres à représenter 

les variables qui succéderont les unes aux autres, en vertu d’un facteur 

circulaire de la substitution Q. Cela posé, si l ’on nomme

ai, v, , . .

les divers facteurs circulaires de Q, tous ces facteurs seront de même 

o r d r e ,  e t  l ’o n  p o u r r a  s u p p o s e r

Ol=(a, P. y- · ■■ ·, p , .  V, ■ ·. . ©, ·
V =(«', P'. 7'. · .., À', V.', . ··> 40
ao =  («", P", y", · À" y" v" ··, ?"> y/. 40 .

D’autre part, les variables qui succéderont les unes aux autres, en 

v e r t u  d u  f a c t e u r  c i r c u l a i r e  <31 d e  la  s u b s t i t u t i o n  P ,  s e r o n t  é v i d e m m e n t

(8) a, a', a " , . . . ;  I, V, X", . . . ; ©, / ........

Pareillement, les variables qui succéderont les unes aux autres dans le 

facteur S  de la substitution P, seront

( 9 ) P Of QU .  . / „Jf> H > ? i · · · ) P) P ) P > · · · ) /. X ! X >

De même aussi les variables, qui succéderont les unes aux autres 

dans le facteur ® de la substitution P, seront

( i o ) y , y ' ,  y " ,  · · ·; v, v ' ,v " , . . . ;  <|/, ,

etc. On aura donc encore

0 0

dl =  (a, oc', a", . . .  ; V, X", .

s  =(P,S\P", p,p',p·",.

® =  ( y ,  y ' ,  y" ,  · · · ;  v» v "> ·

- 0 .

%»3C'a"» ···), 
4a ■ ··)<

Observons d’ailleurs que, si l’on nomme /f le nombre des facteurs cir

culaires
‘U, v, w , . . . .

de la substitution Q, les diverses variables comprises dans la substitu-
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tion <7t  pourront être réparties entre les Ar suites verticales du tableau

a, a":
y, y,

?» ?', ?'»
• 4 î ’ · ) · * * 5

qui renferme, comme le tableau (3 ), 0 lignes horizontales. Donc 

l’ordre a de la substitution 61, représenté par le nombre total des 

termes du tableau (12), sera

(13) a —9k.
Remarquons à présent que, dans l’hypothèse admise, les substitu

tions P, Q, toutes deux régulières, seront déterminées par les formules

( 1 4 ) P  =  < J l $ S . .  Q  =  U íP ít v ? . . . ,  

et que les n variables données'

X1 J-’ Z1 · · ·

se confondront avec les variables comprises dans les seconds membres 

des formules (7), ou, ce qui revient au même, dans les seconds 

membres des formules (11). D’ailleurs ces mêmes variables, dont le 

nombre n se trouvera représenté par chacun des produits égaux

ah, bk, 6 h k,

pourront être réparties entre les divers tableaux

(i5)

(16)

(!7)

«» (3, y» ··
P', A  ..
(3", A  ··

• > * * 5
P»

• · î · ·
v, ..

y, A V', ..
r p"> A  ..

• · 1

?» Z» ··
?'» A A  ··

?", Z"; A  ..
* * 4
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dont le nombre sera ô, et dont chacun renfermera non seulement h 

lignes verticales, mais encore k lignes horizontales. Cela posé, on con

clura immédiatement des formules ( i r ) ,  que, pour obtenir, dans 

l’hypothèse admise, l ’un quelconque des facteurs circulaires

<R, S ,  . . .

de la substitution P, il suffit d’écrire à la suite les unes des autres, en 

les plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les 

variables qui appartiennent, dans les tableaux ( i 5), (16), (17)» etc., 

à une ligne verticale de rang déterminé. On conclura, au contraire, 

des formules (7), que, pour obtenir l ’un quelconque des facteurs cir

culaires
a i ,  v ,  w ,  . . .

de la substitution Q, il suffit d’écrire à la suite les unes des autres, en 

les plaçant entre deux parenthèses et les séparant par des virgules, les 

variables qui appartiennent, dans les tableaux(i5), (16), (17), etc., 

à une ligne horizontale de rang déterminé.

Remarquons encore que, le nombre des lignes horizontales ou ver

ticales comprises dans chacun des tableaux ( 15), (16), (17), etc., 

étant désigné, pour les lignes horizontales par la lettre k, et, pour les 

lignes verticales, par la lettre h, on tirera immédiatement des for

mules (7)

( 1 8 )

0L7l=  ( a, 1, <p, · . ·) (ß, f/, x, . . . ) ( y ,  v, ÿ,

V h =  {<x', V , y ,  ¡y-', x 1, . . . )  (y', v', <j/,

twh=  ( r ,  ? ' , · . . ) (  ß". p") il'; ·.'■ )(/, v», r , · . . ) . . . ,

et des formules (11)

/ d l * =  ( a ,  1, <p, .. .) y ,  f ,  . . .) (a", X", <p", ) . . . ,

)■ ··,

D’autre part, les équations ( i 4 ) donneront

(20) . p*=dt*s*s*..., q !i = cahv h%<>h. ... ~

Œ u v r e s  d e  C .  — S. Il, t. XIII. DI
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Donc, eu égard aux formules (18), (19), chacune des substitutions 

P'·', Q;* sera équivalente au produit de tous les facteurs circulaires 

que renferme le tableau

( a, \  · · ·). (Í3» p, %) ···), (y, <!o ···),
(a', U, cp',. . . ) ,  ((3', p', x ' , · . .)»  (/)  v', · · . ) ,

( a ' , * ' , ? ' , . . . ) ,  ([3-, (y',

............................... .. ................................5 ..................... .. 1 * ·

Donc, si l’on nomme 0  le produit de tous ces facteurs circulaires, on 

aura simultanément

(22) ' P*=0, Q>'=:0,
et, par suite,

■ (2 3 )  P * =  Q A.

De plus, 0 étant précisément le nombre des variables comprises dans 

chaque ligne verticale du tableau ( 3), la valeur commune 0  de PA et 

de Q'1 sera évidemment une substitution régulière de l’ordre 6; et, 

d’ailleurs, à la seule inspection dutableau (21), on reconnaîtra immé

diatement que, pour obtenir l ’un quelconque des facteurs circulaires 

de la substitution 0, il suffit d’écrire à la suite les unes des autres, en 

les renfermant entre deux parenthèses et en les séparant par des vir

gules, les variables semblablement placées dans les tableaux ( i 5),

(16), (17),  etc. v

Remarquons enfin qu’en vertu des formules (11) ,  un facteur quel

conque de P, le facteur dl par exemple, renfermera une ou plusieurs 

des variables comprises dans chacun des facteurs circulaires de Q, et 

que, réciproquement, en vertu des formules (7), un facteur quel

conque de Q, le facteur “U par exemple, renfermera une ou plusieurs 

variables comprises dans chacun des facteurs circulaires de P. Il est 

aisé d’en conclure que, dans l’hypothèse admise, on ne pourra décom

poser les deux substitutions P, Q, toutes deux régulières et permu

tables entre elles, en facteurs qui soient distincts de ces substitutions 

elles-mêmes, et qui, comparés deux à deux, restent permutables 

entre eux. En effet, pour qu’une telle décomposition fût possible, il
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faudrait qu’avec une partie des variables données x, y : z, . . . ,  on pût 

former deux substitutions ‘S-, S ,  permutables entre elles, qui eussent 

respectivement pour facteurs circulaires, la première un ou plusieurs 

des facteurs 61, e>, c&,. . . ,  la seconde un ou plusieurs des facteurs “U, 

V , Tv*, . . . .  Or, cette dernière supposition devra être évidemment 

rejetée; car, d’après la remarque énoncée, la substitution Q ne pourra 

renfermer un seul des facteurs 61, '§, “g , . . .  sans renfermer une ou 

plusieurs des variables comprises dans chacun des facteurs Tl, V, 

. . . ,  et, si cette condition était remplie, la substitution & devien

drait nécessairement équivalente au produit de tous les facteurs Tl, 

V , %*?, . . .  Donc alors & et ® renfermeraient toutes les variables 

données, et non plus seulemen t une partie de ces variables.

Jusqu’à présent nous avons supposé, d’une part, que P était une 

substitution régulière, c’est-à-dire équivalente à un produit de fac

teurs circulaires de même ordre; d’autre part, que ces facteurs circu

laires étaient tous échangés circulairement entre eux quand on passait 

d’une première forme de P à une seconde forme distincte de la pre

mière, afin d’obtenir, par la comparaison de ces deux formes, une 

substitution Q permutable avec la substitution P.

Dans le cas général où la lettre P désigne une substitution quel

conque, cette substitution régulière ou irrégulière peut du moins être 

considérée comme le produit de plusieurs substitutions régulières

CP CP t CP^9 9 · * *9

dont chacune remplit la condition que nous venons d’indiquer. Alors 

on a

(24) p  =  a? ee.se...... ;

et aux substitutions régulières

CP CP, CP„■̂9 X 9 ^9  * · *9

qui représentent divers facteurs de P, correspondent des facteurs de 

Q représentés eux-mêmes par d’autres substitutions régulières

a, a-, a..,.
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de sorte qu’on a encore

( 2 5 ) _ Q =  2 2 S » . . . , '

le facteur 2  étant permutable avec le facteur if, le facteur 2/ avec le 

facteur if/, et ainsi de suite. Lorsque les facteurs if, i f - , if», . . .  se 

réduisent à un seul facteur if, les facteurs 2 ,  2» ,2 » ,  . ..  se réduisent 

aussi à un seul facteur 2 ,  et l ’on se trouve ramené au cas parti

culier que nous avons examiné ci-dessus. Mais ce cas particulier 

est le seul cas où les substitutions P, Q soient permutables entre elles 

sans pouvoir être décomposées en facteurs plus simples qui, comparés 

deux à deux, restent permutables entre eux. Cela posé, il résulte des 

principes établis dans ce paragraphe, qu’on peut énoncer les proposi

tions suivantes :

Théorème I. — Soient P, Q deux substitutions permutables entre elles, 

mais que l'on ne puisse décomposer en facteurs plus simples qui, com

parés deux à deux, restent permutables entre eux. Ces substitutions seront 

toutes deux régulières et de la forme de celles qu'on obtient dans le cas 

où, avec plusieurs systèmes de variables, on construit divers tableaux qui 

renferment tous un même nombre de termes compris dans un même 

nombre de lignes horizontales et verticales, et où, après avoir placé ces 

tableaux à la suite les uns des autres dans un certain ordre, on multiplie 

entre eux, d’une part, les facteurs circulaires dont l'un quelconque offre 

la série des variables qui, dans les divers tableaux, appartiennent à une 

ligne horizontale de rang déterminé; d ’autre part, les facteurs circu

laires dont l'un quelconque offre la série des variables qui, dans les divers 

tableaux, appartiennent à une ligne verticale de rang déterminé. Ajou

tons que, dans l'hypothèse admise, les deux substitutions régulières P, Q 

satisfont à l’équation de condition

P * =  Q*,

h étant le nombre des f  acteurs circulaires de la substitution P, et k le 

nombre des facteurs circulaires de la substitution Q.
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Corollaire I. — Concevons qu’en faisant usage des notations précé

demment adoptées, on nomme

n le nombre des variables comprises dans chacune des substitutions

P, Q;

a l’ordre de la substitution régulière P; 

b l ’ordre de la substitution régulière Q ;

0 le nombre des tableaux mentionnés dans le théorème I.

Les nombres a, b, n, seront liés aux nombres h, le, 0 par les formules

( 26 )  a — 9 k, b =  9 h, n =  6 hk,

et l ’ordre de la substitution l)/i =  Q'1 sera précisément le nombre 0 
déterminé par la formule

( 2 7 )
a _b __  n _nb
k h h k n

de laquelle on tire encore

<*> · = ( £ ) * ·
Corollaire 11. —  Pour montrer une application du théorème I, sup

posons qu’avec les variables

X, y ,  z, U, IV

on construise les deux tableaux

(29) 1
-T) J)
Z, U,

(3o) j
v, tr, 
s, t.

Le facteur circulaire qui présentera, écrites à la suite l’une de l’autre, 

les quatre premières lignes verticales des deux tableaux sera

(x,  z, <>, s ) ;

et le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variables 

comprises dans les secondes lignes verticales des deux tableaux sera
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Au contraire, le facteur circulaire qui présentera, écrites à la suite 

l ’une de l’autre, les quatre variables comprises-dans les premières 

lignes horizontales des deux tableaux sera

(x,  y ,  v, w),

et le facteur circulaire semblablement formé avec les quatre variables 

comprises dans les secondes lignes horizontales des deux tableaux 

sera
(5, U, S, 't).

Cela posé, il résulte du théorème I que, si l ’on prend

(3!) V =  { x , z ,  v, s) (y, u ,w,  t)

et

(32) Q =  (̂ l J’, v, w) (z, II, s, t),

P, Q seront deux substitutions permutables entre elles, c’est-à-dire 

deux substitutions qui vérifieront la formule

P Q  =  QP,

ou, ce qui revient au même, la formule

P =  Q P Q - 1.

Effectivement, il suit d’une règle précédemment énoncée (page 201) 

que, pour obtenir le produit

Q P Q - ’ ,

il suffit d’exprimer la substitution P à l’aide de ses facteurs circu

laires, puis d’effectuer dans P les déplacements de variables indiqués 

par la substitution Q, en opérant comme si P représentait un simple 

arrangement. Or, en écrivant, à la place de la substitution

P —  (x,  z, v, s) (y,  u, w, t),
l’arrangement

A  =  x z v s y u w t ,

et en appliquant à cet arrangement la substitution

Q =  (x,  y , v , w ) ( z , u , s , t ) ,
on trouverait

Q A  z = y u w t v s x z .
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Donc, en vertu de la règle que nous venons de rappeler, on aura

Q P Q - i ^ j ,  u,w,  t ){v,  s , x ,  z),

ou, ce qui revient au même,

QPQ-'=; («, z, e,s) (y, U, t) =  P.

Ajoutons que, dans le cas présent, 2 étant tout à la fois le nombre des 

facteurs· circulaires de P et le nombre des facteurs circulaires de Q, 

on aura
h  —  k  =  2 .

Donc, le théorème I donnera encore

P2 =  Q2.

Enfin la valeur commune des deux substitutions P2, Q2 devra être, 

conformément à une remarque précédemment faite, le produit des 

quatre facteurs circulaires du second ordre

( 3 3 )  0 V , , ) ’
I (-,■ «), i ui 0;

dont chacun est formé avec deux variables qui occupent la même place 

dans les tableaux (29) et (3o). Effectivement on tirera des formules 

( 3x ) e t ( 3a)
P 2= Q 2= ( « Î v) (y, w) (z, s) (u, t).

, Corollaire IJt. — Si les divers tableaux formés avec les invariables que 

renferment les substitutions P, Q se réduisent à un seul, alors P, Q 

seront deux substitutions régulières du genre de celles dont nous 

nous sommes déjà occupés dans le paragraphe VII (page 217), et dont 

les propriétés deviennent évidentes quand on représente les variables 

qu’elles renferment à l ’aide de deux espèces d’indices appliqués à 

une seule lettre. Alors aussi l ’équation

9  —  i

entraînera les formules
k  —  a ,  k  =  b ,

P*=Q A=I.
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Supposons, pour fixer les idées, qu’avec les six variables

J't S, u, Ç, <(’,

on construise le tableau

(34) , j

Alors, en prenant pour P une substitution dont chaque facteur circu

laire renferme les deux variables comprises dans une même ligne ver

ticale du tableau ( 34), on trouvera

(35) P =  (æ , ü ) ( y , v ) { z , w ) .

Au contraire, en prenant pour Q une substitution dont chaque facteur 

circulaire présente, écrites à la suite l ’une de l ’autre, les trois varia

bles comprises dans une même ligne horizontale du tableau ( 34), on 

trouvera

(36) Q =  ( x , y , z ) ( u , v ) w).

Or, les substitutions P, Q, déterminées par les formules ( 35), (36), 

seront certainement permutables entre elles; car elles se réduiront au 

cube et au carré de la substitution du sixième ordre

(x,  w,y,  u ,s ,  c).

De plus, le nombre k se confondant avec l’ordre a —  2 de la substitu

tion P, et le nombre h avec l’ordre b =  3 de la substitution Q, l ’équa

tion ( 23) donnera
P2=  Q3=  1.

Corollaire IV. —  Si la substitution P se réduit à un seul facteur cir

culaire, alors tout ce que l’on pourra faire pour modifier la forme de 

P, ce sera de faire passer successivement à la première place l’une 

quelconque des variables écrites à la suite l ’une de l’autre dans ce 
même facteur. Cela posé, les deux arrangements auxquels se réduiront 

les deux formes assignées à P quand on supprimera les parenthèses 

et les virgules placées entre les variables, représenteront évidemment 

les deux termes d’une substitution qui sera une puissance de P. Donc 

la substitution Q se confondra nécessairement avec l’une de ces puis-
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sanees. Alors aussi le tableau unique, construit avec les diverses varia

bles, ne renfermera plus qu’une seule ligne verticale.

Théorème II. —  Soient P, Q deux substitutions permutables entre elles et 

formées avec les n variables

.V, y,  z,  . . . .

Si ces deux substitutions ne sont pas de la forme indiquée dans le théo

rème I  elles pourront, du moins, être décomposées en facteurs correspon

dants
' C? CP, dï*,,Jr J -1*·) -A", ♦ · M

 ̂1 ' · · ?

qui, pris deux à deux, seront de cette forme et, par conséquent, permu

tables entre eux.

Corollaire I. —  Soit w le nombre des formes diverses et semblables 

entre elles que l ’on peut donner à la substitution P en l’exprimant à 

l ’aide de ses facteurs circulaires, et mettant toutes les variables en 

évidence; w sera précisément le nombre des solutions diverses de 

l’équation symbolique et linéaire

QP =  PQ,

résolue par rapport à Q (voir § IY, page 199); ou, ce qui revient au 

même, co sera le nombre des substitutions permutables avec P, qui 

pourront être formées avec les n variables x , y , z, . . . .  D’ailleurs, 

comme nous l’avons déjà remarqué, il suffira, pour obtenir une valeur 

de Q, d’écrire, au-dessus de la substitution P exprimée à l ’aide de ses 

facteurs circulaires, la même substitution sous une seconde forme 

semblable à la première, puis de prendre pour termes de la substitu

tion Q les deux arrangements auxquels se réduiront les deux formes 

de P quand on supprimera, dans ces deux formes, les parenthèses et 

les virgules placées entre les diverses variables. Enfin, il peut arriver 

que la substitution P renferme des variables immobiles qui disparais

sent quand on la réduit à sa plus simple expression ; et il est clair que, 

dans le passage d’une première forme de P aune seconde, on pourra
Œ u v r e s  d e  Ç .  — S. II, t. XIII. 32
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échanger entre eux arbitrairement les facteurs circulaires du premier 

ordre formés avec ces variables immobiles. Il en résulte que les varia

bles immobiles de P peuvent, dans la substitution Q, composer des 

facteurs circulaires quelconques. Donc, pour obtenir les diverses 

valeurs de Q, il suffira toujours de multiplier les diverses substitutions 

formées avec les variables immobiles de P, par les diverses valeurs de 

Q que l ’on obtiendrait en laissant de côté ces mêmes variables et en 

supposant la valeur de P réduite à sa plus simple expression.

Corollaire IL — Pour montrer une application des principes établis 

dans le précédent corollaire, supposons que, les variables données

J;  - ,  " ,  «V, s, t

étant au nombre de huit, la substitution P,' réduite à ,sa plus simple 

expression, renferme seulement les six variables

J, -, ", c, (V, ,

et soit déterminée par la formule

(35) P =  (#, u) (y, ç ) ( z ,  w).

La même substitution, quand toutes les variables seront mises en évi

dence, pourra être présentée sous la forme

( 37 ) P =  (#, " )  (7,  <0 (-,  «0  (s) (t).

D’ailleurs, si on laisse de côté les deux variables immobiles s, t, le 

nombre des formes semblables entre elles, sous lesquelles on pourra 

présenter la valeur de P fournie par l’équation ( 35), sera exprimé 

[vom la formule (2) de la page 194] par le produit

I .2.3.2:i= 48·

Donc avec les six variables

x ,  y  s, u, e, w,

on pourra former 48 valeurs diverses de Q, c’est-à-dire 48 substitu

tions dont chacune sera permutable avec la substitution P. Au con

traire, si l ’on fait entrer en ligne de compte les deux variables s et t,
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le nombre des formes, semblables entre elles, sous lesquelles on 

pourra présenter la valeur de P fournie par l’équation (37), sera

(1.2)  ( 1 . 2 . 3 . 2a) == 2.48 =  96.

Donc, avec les huit variables

O't "> *’> s, t,

on pourra former 2 x  43, ou 96 valeurs diverses de Q, c’est-à-dire 

96 substitutions dont chacune sera permutable avec la substitution P. 

Il y a plus : pour obtenir les 96 valeurs de Q que l’on peut former avec 

les huit variables

œ, 7 , S ,  « î  V, HT-, S, t,

il suffira de multiplier les 48 valeurs de Q, formées avec les six 

variables
7, M) *>, « ’i

par les deux substitutions

1 et (s,t),

qui peuvent être formées avec les variables immobiles de P ; et à cha

cune des valeurs que l’on pourra obtenir par la substitution Q, en 

laissant de côté les deux variables s, tt correspondra une seconde 

valeur qui sera le produit de la première par le facteur circulaire (s, t). 

Ainsi, par exemple, à la valeur de Q déterminée par l’équation (36), 

c’est-à-dire par la formule

Q =  ( ,̂ y , z ) («>(;» «0,

correspondra une seconde valeur de Q déterminée par la formule

Q =  (® ,7>* )(“> ^  « ’)(*> O,

et permutable, comme la première, avec la substitution P.

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons encore établi r, à l’égard 

des substitutions permutables entre elles, quelques propositions qui 

paraissent dignes d’être remarquées.

Théorème III. — Désignons par

' Q ,  R ,  S ,  . . .
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diverses substitutions dont chacune soit permutable avec une substitution 

donnée P. Le produit de deux ou de plusieurs des substitutions Q, R, S , . . . 

multipliées l'une par Vautre dans un ordre quelconque, sera encore per

mutable avec la substitution P.

Démonstration. —  En effet, lorsque chacune des substitutions

Q, R, S, ...

sera permutable avec P, on aura

(38) QP =  PQ, RP =  PR, SP =  PS,

ou, ce qui revient au même,

(3g) Q =  PQP-*, R =  PRP-1, S =  PSP-‘,

Or, on tirera immédiatement des équations (39)

(4o) QR =  PQRP-', QRS =  PQRSP-1,

ou, ce qui revient au même,

(40 QRP =  PQR, QRSP =  PQRS, ...;

et il résulte immédiatement des formules (41), que chacun des produits

QR? QRS, . . . ,

formés par la multiplication de deux ou de plusieurs des substitutions

Q, R, S, .. . ,

est permutable avec la substitution P.

Corollaire. —  Désignons toujours par n le nombre des variables

X ,  J ,  Z ,  . . .

comprises dans la substitution P, et par co le nombre des formes, sem

blables entre elles, que peut prendre P exprimé à l’aide de ces variables; 

co sera le nombre total des substitutions permutables avec P qui pour

ront être formées avec les n variables x , y , z ,  . . . .  Soient

(4a) 1, Qu Qs, ' . ··)  Q«—1

ces mêmes substitutions, dont l’une se réduira toujours à l ’unité. En
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vertu du théorème III, les dérivées des substitutions

Qu Q-2) . . . ,  Qtj)~i

seront toutes permutables avec P. Donc ces dérivées seront toutes 

comprises dans la série (42)» et cette série offrira un système de subs

titutions conjuguées. On peut donc énoncer encore la proposition 

suivante :

T h é o r è m e  IV. —  Une substitution quelconque  P étant fo r m é e  avec les 

n variables x ,  y ,  z ,  . . . ,  les' diverses substitutions fo r m é e s  avec les mêmes 

variables , et perm utables avec P, offriront un systèm e de substitutions  

conjuguées.

E x e m p le .  —  Soit

( 4 3 )  P  =  ( ^ / ) ( 3 , " ) · ,

Le nombre des formes, semblables entre elles, que pourra prendre la 

substitution P exprimée à l’aide des quatre variables x , y ,  z ,  u, sera

I.2.22= 8.

Donc ces mêmes variables pourront former, huit substitutions permu

tables avec P. D’ailleurs, pour obtenir ces huit substitutions, il suffira 

de comparer àla forme sous laquelle P se présente dans la formule (43), 

les huit formes, semblables entre elles, que peut acquérir P exprimé 

«4 l’aide des variables x ,  y ,  z ,  u. Ces huit formes, savoir

( x , y ) ( z , u ) ,  ( y , x ) ( z , u ) ,  ( x , y ) ( u , z ) ,  (y, ce) (u, z),

(z, u) ( x , y ) ,  ( z , u ) ( y , x ) ,  ( u , z ) ( x , y ) ,  (u, z ) ( y , x ) ,

se réduiront, si l’on supprime les virgules et les parenthèses, aux huit 

arrangements
x y z u , y x z u , x y u z , y x u z ,  

z u x y , z u y x , u zxy , Uzyx.

Donc, en vertu de la règle énoncée à la page 200, les huit substitutions 

permutables avec P seront les suivantes :

f x y z u \  f y x z u \ '  ê x y u z \ ^  f y x a z \

\ x y z u j ’ \ x y z u j > \ x y z u j ’ \ x y z i i / ’

( z u x y \  ( z u y x \  ( u z x y \  Í u z y x \

\ x y z u ) '  [ x y z u ) ’ ( x y z u ) ’ \ x y z u ) '
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ou, ce qui revient au même, les suivantes :

( g  ( « ,7 )> « « ) ,  ( * , y )  (■ =,«),

( (·« , z ) ( j ,  « ) ,  ( x , z , y , u ) ,  ( ^ , « , 7 , " ) .  ( ^ ,  « ) ( 7 » - ) ·

Or, il est aisé de s’assurer que, si l ’on multiplie ces huit substitutions 

par l’une quelconque d’entre elles, les huit produits ainsi obtenus se 

confondront avec ces mêmes substitutions, rangées seulement dans 

un nouvel ordre. Donc le système des huit substitutions permutables 

avec P sera, conformément au théorème IV, un système de substitu

tions conjuguées.

X.  —  Sur  les systèmes de substitutions permutables entre eux.

Considérons n variables

, x ,  y ,  z,

et formons avec ces variables deux systèmes de substitutions conju

guées, l’un de l’ordre a, l'autre de l’ordre b. Représentons d’ailleurs 

par

(1) I, P„ P2, ···, IVi,

les substitutions dont se compose le premier système, et par

( 2 )  1 , Q , ,  Q s, . . . ,  Q j —n

celles dont se compose le second système. Nous dirons que les deux 

systèmes sont permutables entre eux, si tout produit de la forme

PaQ*

est en même temps de la forme

Q*Pa.

Il pourra d’ailleurs arriver, ou que les indices h et k restent invariables 

dans le passage de la première forme à la seconde, en sorte qu’on ait

P hQk—  Q à-P/1)
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ou que les indices h et k varient dans ce passage, en sorte qu’on ait

P/.Q *=Q í 'P a',

h', k' étant de nouveaux indices, liés d’une certaine manière aux 

nombres h et k. Dans le premier cas, l’une quelconque des substitu

tions (i) sera permutable avec l’une quelconque des substitutions (2). 

Dans le second cas, au contraire, deux substitutions de la forme P/„ Q,,., 

cesseront d’être généralement permutables entre elles, quoique le 

système des substitutions de la forme P/t soit permutable avec le sys

tème des substitutions de la forme Q/t.

Supposons maintenant que, les systèmes (1) et (2) étant permu

tables entre eux, on nomme S une dérivée quelconque des substitu

tions comprises dans les deux systèmes. Cette dérivée S sera le pro

duit de facteurs dont chacun sera de la forme P,, ou Qk, et l ’on pourra 

sans altérer ce produit : i° échanger entre eux deux facteurs dont l’un 

serait de la forme P/t, l’autre de la forme Q A., pourvu que l’on modifie 

convenablement les valeurs des indices Aet/i;2° réduire deux facteurs 

consécutifs de la forme P/t à un seul facteur de celte forme; 3° réduire 

deux facteurs consécutifs de la forme Q/( à un seul facteur de cette 

forme. Or il est clair qu’à l’aide de tels échanges et de telles réduc

tions, on pourra toujours réduire définitivement la substitution S à 

l’une quelconque des deux formes

1 P/iQt, QaP/i·

On peut donc énoncer la proposition suivante :

T héorème I. —  Soient

(l) i,  P „  P „  . . -, I V ,

et .

(2) * Qi, Q»., · · • ) Q a-1

deux systèmes de substitutions conjuguées, permutables entre eux, le pre

mier de Tordre a, le second de Tordre b. Toute substitution S, dérivée de 

substitutions (x) et (2), pourra être réduite à chacune des formes
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Corollaire. —  Concevons maintenant que l’on construise les deux 

tableaux
I, Pu P., P«—1,

Q. QiP., QJ\, .... QiP«-d

Q u QSP.) QJ\, ..., Q.P-.,

Qi-11 Q*—1 Pu Q*-i P«.. · · · ) Qft-i P«-)
1, p „ ps, ···, P— ,
Qu P1Q1, PSQ., P«-iQ„
Q u PiQs, p sQ» ···, p«-i Qs)
• ‘ >

Qft—i)
..... 5

PiQj- d
4 · · ♦ > 4 · · î

PsQft-i) ···)
........

P«-1Q¿-,

Deux termes pris au hasard, non seulement dans une même ligne 

horizontale, mais encore dans deux lignes horizontales différentes du 

tableau ( 3), seront nécessairement distincts l ’un de l’autre, si les 

séries (i)  et (2) n’offrent pas de termes communs autres que l’unité. 

Car, si en nommant h, h' deux entiers inférieurs à a, et k, k' deux 

entiers inférieurs à b, on avait, par exemple,

(5) QhP/^Qi'P/,,

sans avoir à la fois
h'— h et k '= k ,

l’équation ( 5) entraînerait la formule

Q*'1 Q*=P a'Pâ',

en vertu de laquelle les deux séries offriraient un terme commun qui 

serait distinct de l’unité. Donc, dans l’hypothèse gdmise, les divers 

termes du tableau ( 3) qui offrira toutes les valeurs possibles du 

produit
Q *P a,

seront distincts les uns des autres, et, par suite, les dérivées distinctes 

des substitutions (1) et (2) se réduiront aux termes de ce tableau. 

Donc le système de substitutions conjuguées, formé par ces dérivées, 

sera d’un ordre représenté par le nombre des termes du tableau ( 3), 

c’est-à-dire par le produit ab. On pourra d’ailleurs évidemment
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remplacer le tableau ( 3) par le tableau (4); et, par conséquent, on 

peut énoncer la proposition suivante :

T héorème II . —  Les mêmes choses étant posées que, clans le théorème I, 

les dérivées des substitutions (i) et (2) formeront un nouveau système de 

substitutions qui seront toutes comprises dans le tableau (3 ), ainsi que dans 

le tableau ( h ) ’’ et l ’ordre de ce système sera le produit ab des ordres a, b 

des systèmes ( 1 ) et (2), si ces derniers systèmes n ’offrent pas de termes 

communs autres que Vunité.

On peut encore démontrer facilement la proposition suivante, qui 

peut être considérée comme réciproque du second théorème :

T héorème III. --  Soient

(I) L Pi, p .,

(2) i » Qi. Q,

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l ’ordre a, le second 

de l ’ordre b, qui n ’offrent pas de termes communs autres que l ’unité. Si 

les dérivées de ces deux systèmes forment un nouveau système de substi

tutions conjuguées, dont l ’ordre se réduise au produit ab} toutes ces 

dérivées seront comprises dans chacun des tableaux (3) et ( 4 ), et, par 

conséquent, les systèmes (1) et (2) seront permutables entre eux.

Démonstration. —  En effet, dans l’hypothèse admise, chacun des 

tableaux ( 3), (4 ) se composera de termes qui seront tous distincts les 

uns des autres, et qui seront en nombre égal à celui des dérivées des 

substitutions (1) et (2). Donc il renfermera toutes ces dérivées, dont 

chacune sera tout à la fois de la forme (h-P,, et de la forme P/,Q/f.

Considérons maintenant le cas'particulier où les divers termes de la 

suite (1) se réduisent aux diverses puissances

(6) , 1, P, P% . . . .  P - i

d’une substitution P dont l’ordre est représenté par la lettre a, et où 

pareillement les divers termes de la suite (2) se réduisent aux diverses 

puissances

(7) 1, Q, Q2, . . · ,  Q6- 1
Œuvres de C. — S. II, l. XIII, 33
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d’une substitution Q dont l’ordre est représenté par la lettre b. Alors, 

pour que le système des substitutions (6) soit permutable avec le 

système des substitutions (7), il suffira que les deux suites

(8)

et

Q, PQ, P”-Q, .. ., P“- 1 Q

(9) Q, QP, Qps, ·· QP““ 1

offrent les mêmes termes rangés dans le même ordre ou dans deux 

ordres différents. En effet, cette condition étant supposée remplie, 

tout produit de la forme P7'Q sera en même temps de la forme QP'1', le 

nombre h' pouvant être distinct du nombre h. Donc, par suite, tout 

produit de la forme
P*Q«=PAQQ

sera aussi de la forme

et même de la forme
QP*'Q,

QQP;‘”=  Q2 P7'",

h" pouvant être distinct de h et de h'. Généralement, toute substitu

tion de la forme
P'*q*

pouvant être considérée comme le produit de k facteurs égaux à Q par 

le multiplicateur P7i, on pourra, sans altérer cette substitution, 

échanger successivement le facteur P/l avec chacun des facteurs égaux 

à Q, pourvu que chaque fois on modifie convenablement la valeur de 

l’exposant A; et lorsque, en vertu de semblables échanges, les k fac

teurs égaux à Q auront été déplacés de manière à précéder tous les 

facteurs égaux à P, la substitution

P''Q*

se présentera évidemment sous la forme

Q*P;'\

On peut donc énoncer la proposition suivante :

T héorème IV. — Soient
P, Q
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deux substitutions distinctes, la première de Vordre a, la seconde de 

Vordre b. Si les deux suites

Q, PQ, P*Q, P - ‘ Q,

Q, Q P , ' Q P ‘ , · · · ,  Q P - 1

offrent précisément les mêmes termes rangés dans le même ordre ou dans 

deux ordres différents,'alors les deux systèmes de substitutions conjuguées

i,  P, P*, P “-1
et

I, Q, Q», Q*-' ,

formés, l ’un avec les diverses puissances de P, l ’autre avec les diverses 

puissances de Q, seront deux systèmes permutables entre eux.

D e  c e  d e r n i e r  t h é o r è m e ,  j o i n t  a u x  t h é o r è m e s  I e t  I I ,  ô n  d é d u i t  

i m m é d i a t e m e n t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T h é o r è m e  V .  — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème IV, 

admettons, en outre, qu’aucune des substitutions

]) p2 pa-l

ne se retrouve parmi les substitutions

Q, Q 2, Q 4-1,

e n  s o r t e  q u e  l ’ é q u a t i o n
p/,._ Qi

n e  s e  v é r i f i e  j a m a i s ,  e x c e p t é  d a n s  l e  c a s  o ù  l ’ o n  a

P * = i ,  Q * = i .

A l o r s  t o u t e s  l e s  d é r i v é e s  d e s  d e u x  s u b s t i t u t i o n s  P,Q s e r o n t  c o m p r i s e s  

d a n s  c h a c u n e  d e s  f o r m e s

PAQ*, ■ Q*PA,

l a  v a l e u r  d e  k d e v a n t  r e s t e r  l a  m ê m e  q u a n d  o n  p a s s e r a  d e  l a  p r e m i è r e  

f o r m e  à  l a  s e c o n d e ;  e t ,  p a r  s u i t e ,  c e s  d é r i v é e s  o f f r i r o n t  u n  s y s t è m e  d e  

s u b s t i t u t i o n s  c o n j u g u é e s  d o n t  l ’ o r d r e  s e r a  l e  p r o d u i t  ab.

Corollaire. —  D a n s  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e ,  l e s  d i v e r s e s  d é r i v é e s  d e s
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substitutions P, Q se confondront évidemment avec les divers termes 

du tableau
[ U P, P2, pa—1

Q’ PQ, P2Q, ···, P ^ Q ,

(io) ■ Q% PQ2, psQs. ··· Pfl-iQS

! Q4- 1,
• · · * 1

PQ*-1,
....... · ‘

P2Q6-1, ···
..........>

p (7—1 Q&—

et aussi avec les divers termes du tableau

[ I, P, P2, · ··, p a - f  1 >

Q, QP, QP"-, .. . , QPfl-',
(i*) Q2, Q2 P> Q2P2, ■ ■ ·, Q"-P«-%

[ Q6- 1,
• · · · î

Q*-1 P,
....... * * * 5

Q"-'P2, ···,
.......... 1

C)/j—i p«— i

XT. —  Des substitutions arithmétiques et des substitutions géométriques.  

Considérons n  variables

y,

Supposons, d’ailleurs, que l ’on représente ces diverses variables par 

une même lettre x  successivement affectée des indices

o, 1, 2, . .  n —  i;

et, en conséquence, à la place de

, t y"i * * * ?
écrivons

(i) # q, Û O , . . ·, OOn— 1·

Enfin concevons que l’on regarde comme pouvant être indifféremment 

remplacés l’un par l’autre deux indices, dont la différence se réduit à 

un multiple de n; en sorte qu’on ait, pour toute valeur entière positive 

ou même négative de /,

&(— ■ '£/+« — OOj—u

Pour reproduire la suite (i), ou du moins les termes de cette suite
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ranges dans un nouvel ordre, il suffira d’ajouter aux indices de ces 

divers termes une même quantité h, ou bien encore de multiplier ces 

indices par un même nombre /· premier à n. Dans le premier cas, à la 

place de la série (x), on obtiendra la suivante

(s) X]i, · · · : X/i+n— i ·

Dans le second cas, au contraire, la série (1) sera remplacée par celle-ci

(3) X0i Xr  ̂ X*r<¡ · » ·, Xyi—ijr·

Il est bon d’observer qu’au terme x L de la série (1) correspond le 

terme Xi+h de la série (2), et que le rapport arithmétique des indices

l H“ Il y /,

qui affectent la lettre x  dans ces deux termes, se réduit pxAcisément à 

la constante h. Au contraire, au terme x¡ de la série (x) correspond le 

terme x r[ de la série ( 3), et le rapport géométrique des indices

fl, l,

qui affectent la lettre x  dans ces deux termes, se réduit précisément 

à la constante r. Pour ce motif, en supposant, comme ci-dessus, que 

les variables données sont représentées par une seule lettre successi

vement affectée des indices

O, I, 2, 71 — 1,

nous appellerons substitution arithmétique la substitution qui consiste 

à remplacer chaque terme de la série (1) par le terme correspondant 

de la série (2), et nous appellerons, au contraire, substitution géomé

trique la substitution qui consiste à remplacer chaque terme de la 

série (1) par le terme correspondant de la série(3). Celaposé, lasubs- 

titution arithmétique la plus simple sera la substitution circulaire

(4) ' P == (•Toi æ\.i · · ■ 1 Xn— 1),

qui consiste à remplacer généralement x t par x i+[, et il suffira évidem

ment d’élever celle-ci à la puissance du degré A pour obtenir la substi

tution qui consiste à remplacer généralement x¡ par x Ml. Ainsi, la 

valeur de P étant déterminée par la formule (4 )> chaque tex-me de la
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série (i)  se trouvera remplacé parle terme correspondant de la série (2) 

en vertu de la substitution circulaire ou régulière P/l.

Soit maintenant Q la substitution géométrique qui consiste à rem

placer généralement le terme x L de la série (1) par le terme correspon

dant x ri de la série ( 3 ) en sorte qu’on ait

Q _])r\
\ Æ'o 2̂ · * 'xn-i J

Alors, k étant un nombre entier quelconque, la substitution Q/; sera 

celle qui consiste à remplacer la variable x t par la variable x,.kt\ et, par 

suite, pour que l’on ait identiquement

(6) Q*=i,

il faudra que l ’on ait, quel que soit /,

(7) ' rkl = s l  (modn).

D’ailleurs, r étant, par hypothèse, premier à n, la formule (7), que 

l ’on peut écrire comme il suit

donnera
(/’*— i)/so  (mod«),

rk— 1 =  0 (mod/i),

ou, ce qui revient au même,

(8) /·*=! (mod/i).

Donc l ’équation (6) entraînera toujours la formule (8); et l ’ordre i de 

la substitution géométrique Q, c’est-à-dire la plus petite des valeurs 

de k, pour lesquelles se vérifiera l ’équation (6), sera en même temps 

la plus petite des valeurs de k pour lesquelles se vérifiera la for

mule (8).

n étant un nombre entier quelconque, et r l ’un des nombres pre

miers à n, l ’exposant k de la puissance à laquelle il faut élever la base r 

pour obtenir un nombre équivalent, suivant le module n, à un reste 

donné, est ce qu’on nomme Vindice de ce reste. Gela posé, le nombre 1, 

ou la plus petite des valeurs de k pour lesquelles se vérifie la for

mule (8), n’est évidemment autre chose que le plus petit des indices
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de l’unité. Ce même nombre i  est encore celui qui indique combien 

l’on peut obtenir de restes différents en divisant par n  les termes de 

la progression géométrique

1, /’, r2, /",

et qui, pour cette raison, a été désigné, dans un précédent Mémoire, 

sous le nom d 'indicateur. En conséquence, on peut énoncer la propo

sition suivante :

T héorème I. —  n étant un nom bre entier quelconque, et r  étant l 'u n  des 

nombres prem iers à n , l ’ordre de la substitution géom étrique Q, déter

m inée p a r  la fo r m u le  (8 ), se c o n fo n d  avec l'in d ica teu r i  r e la t if  à la 

base r.

Concevons à présent que, h, k étant deux nombres entiers quel

conques, on forme, avec les variables

/y» /y*^ü) 1̂5 ut/25 · · > '*'¡1— n

les trois substitutions
P '\ Q* et Q*PA.

Ces substitutions consisteront évidemment, la première à remplacer 

l’indice l  d’une variable quelconque par l’indice l  -+- h, la deuxième à 

remplacer l’indice /par l’indice rkl, et la troisième à remplacer l’indice l  

par l ’indice
r * ( l  +  h).

Au contraire, h ’ étant un entier distinct de h, la substitution

P*'Q*

consisterait à remplacer l’indice l  d’une variable quelconque par 

l ’indice
h ' + r kl.

Donc on aura généralement

(g) . Q*PA=  P/l'Q*,

si l’on a
h’-\- r kl  =  r k{ l  -f- h),
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ou, ce qui revient au même, si l ’on a

h ' = r kh.

Mais alors l’équation (9) donnera

Q*Pa=P'-**Q*

et il est d’ailleurs facile de s’assurer que cette dernière formule s’étend 

à des valeurs entières quelconques non seulement positives, mais 

encore négatives de h. On peut donc énoncer généralement la propo

sition suivante :

Théorème II. —  Représentons n variables distinctes par une même 

lettre x  successivement affectée des indices

O, I, 2, , 71— 1,

et concevons que Von regarde comme pouvant être indifféremment rem

placés l'un par Vautre deux indices dont la différence se réduit à un mul

tiple de n. Soit d'ailleurs r un nombre entier,premier à n. Enfin soient

p , Q

deux substitutions, l'une arithmétique, Vautre géométrique, déterminées 

par les formules (4 ) et ( 5 ), c'est-à-dire deux substitutions qui consistent, 

la première à remplacer Vindice l d'une variable quelconque par l ’ in

dice l-f· 1, la seconde à remplacer Vindice lpar l'.indice ri. Alors on aura, 

pour des vûleurs entières quelconques de h, et pour des valeurs entières et 

positives de k,

(1 0 ) Q i P '^ P ^ Q * .

Corollaire I. —  Poser l ’équation (10), c’est dire que l’équation (9), 
savoir

Q*PA=  P,i'Q*,

subsiste quand les exposants h, h' vérifient la condition

h ' =  rkh.

D’ailleurs, de cette dernière formule, combinée avec l’équation

r ' =  1 (mod/i),
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on tire, en supposant k <  i,.

rih '= r kh (mod/i), 

ou, ce qui revient au même,

h =  r‘~kh' (mod/i),

et plus généralement, en désignant par i' un multiple de i supérieur à k,

h =  r i'~kh ’ (mod/î).

Donc, poser l ’équation (io), c’est dire encore que l’équation (9) sub

siste quand les exposants h, h' vérifient la condition -

h — ri'~kh t.

Il résulte de ces observations qu’on peut, dans la formule (9), choisir 

arbitrairement l’un quelconque des exposants h, h'. Il en résulte aussi 

que tout produit de la forme

Q*p/,

est en même temps de la forme

et réciproquement, la valeur de l’exposant h devant seule varier quand 

on passe d’une forme à l’autre. Donc, en vertu de l ’équation (9), les 

diverses puissances de P, savoir

(11) I, P, P2, P«-',

offrent un système de substitutions permutables avec le système des 

substitutions

(1 2 ) - I, Q, Q 2, . . . ,  Q*-1,

qui représentent les diverses puissances de Q.

Corollaire II. — Il est bon d’observer encore que la substitution 

arithmétique P et celles de ses puissances qui ne se réduisent pas à 

l’unité, déplacent les n variables données

#0! 2̂» · · · » n̂— i* -
Œ u v r e s  de C.  — S. II, t. XIII. 34
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Au contraire, la substitution géométrique Q, déterminée par la for

mule ( 5 ), ou, ce qui revient au même, par la suivante,

( 13) Q =  ( x ,.x v·. . -#(«-11A
XXyX,, ...JCn-i J

laisse immobiles la variable x 0 quand n est un nombre impair, et les 

deux variables x 0, x n quand n est un nombre pair. La même propriété

devant évidemment appartenir à celles des puissances de Q qui dif

fèrent de l ’unité, il est clair que les deux substitutions

P, Q

ne pourront jamais vérifier la formule

PA =  Q*,

excepté dans le cas où l ’on aura

P'*=i, Q * = i .

Corollaire III. —  Les deux corollaires précédents, joints au théo

rème III du paragraphe X, entraînent évidemment la proposition 

suivante :

Théorème III. ■— Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 
les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes comprises sous cha

cune des deux formes
P*Q*, Q*P\

et composeront un système de substitutions conjuguées qui sera d ’un 

ordre représenté par le produit
n i ,

i  étant l'indicateur correspondant à la base r, c’est-à-dire la plus petite 

des valeurs de kpropres à vérifier la formule (8). · T

Nota. —  On arriverait encore aux mêmes conclusions en observant 

qu’il suffit de poser k =  i dans l’équation (io) pour obtenir la formule

(14) QpA— prtQ,
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Or, il résulte de cette dernière formule que les deux suites

Q, PQ, psQ, .... P ^ Q ,
Q, QP, Q2P, .... QP"-<

offrent les mêmes termes, rangés seulement dans deux ordres diffé

rents. Cela posé, il est clair que le théorème III sera uneNconséquence 

immédiate du théorème V du paragraphe X.

Soit maintenant a un diviseur de n, distinct de l’unité; et posons

( 15 ) ' v =  -  >
a

(j6) R = P a.

R sera précisément la substitution arithmétique qui consiste à rem

placer Xi par x  n, ou, ce qui revient au même, para?i+v. D’ailleurs on

tirera de l’équation (xo), en y remplaçant h par ah, et ayant égard à la 

formule (16),

( 17 ) Q*RA=R'-**Q*.

Enfin, comme la substitution R et ses puissances d’un degré inférieur 

à v déplaceront toutes les variables données, tandis que la substitu

tion Q et ses puissances d’un degré inférieur à i laissent immobile au 

moins la variable x 0, il est clair que les deux suites

I, P, P2, pv->,

u Q, Q2, ···, Qi_1

n’offriront pas de termes communs autres que l’unité. Cela posé, des 

raisonnements semblables à ceux dont nous avons fait usage pour 

établir le théorème III suffiront pour déduire de la formule (17) la 

proposition suivante :

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II, 

nommons v un diviseur de n distinct de Vunité, et soit R la substitution 

arithmétique qui consiste à remplacer généralement x L par Xi+,,. Les déri

vées des deux substitutions R, Q seront toutes comprises sous chacune des 

deux formes
Q*R\ RAQ*,
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et composeront un système de substitutions conjuguées qui sera d ’un 

ordre représenté par le produit

Appliquons maintenant les théorèmes que nous venons d’établir à 

quelques exemples.

Supposons d’abord n — rj , r  =  3 . Alors les deux substitutions P, Q, 

déterminées par les formules

(18) P =  (xa, œu Xi, Xt, x 6),

(19) Q =  (®lf <rs, «j, ®,),

seront, la première du septième ordre, la seconde du sixième ordre. 

On aura donc i =  6; et, en effet, le nombre 7 étant pris pour module, 

6 sera l’indicateur correspondant à la base r —  3 , puisque, dans la 

progression géométrique

3, 3*, 3 ,̂ 3*, S®, 3 ' ,  . . . .

3° sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste l’unité. 

Cela posé, on conclura du théorème III que les substitutions arith

métique et géométrique P, Q, déterminées par les formules (18), (19), 

composent, avec leurs dérivées, un système dont l’ordre est représenté 

par le produit
6.7 — [\1.

Supposons en second lieu n — 'j, r =  2. Alors la substitution géo

métrique Q, déterminée, non plus par la formule (19), mais par la 

suivante

(20) Q =  (·»!) #*) (¿3, m i

sera du troisième ordre. On aura donc 1 =  3 ; et, en effet, le nombre 7 

étant pris pour module, 3 sera l ’indicateur correspondant à la base 2, 

puisque, dans la progression géométrique

2, 2% 2%

23 =  8 sera le premier terme qui, divisé par 7, donne pour reste 

l ’unité. Cela posé, on conclura du théorème III que les substitutions
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arithmétique et géométrique P, Q, déterminées par les formules (18) 

et (20), composent, avec leurs dérivées, un système dont l’ordre est 

représenté par le produit
3 x 7 =  21.

Supposons encore n =  9, r =  2. Alors les deux substitutions P, Q, 

déterminées par les formules

(2 1 ) P =  (æ0, a,, œ3, a,,, x s, œ7, œs),

( 2 2 )  Q  =  (a ? ! , x,r, x s, 3?o)>

seront, la première'du neuvième ordre, la seconde du sixième ordre. 

On aura donc 1 =  6; et, en effet, le nombre 9 étant pris pour module, 

6 sera l’indicateur correspondant à la base 2, puisque, dans la pro

gression géométrique

2 , 22, 2a, 2*, 25, 2a, . . . ,

2° =  64 sera le premier terme qui, divisé par 9, donne pour reste 

l’unité. Cela posé, on conclura du théorème III que les deux substi

tutions arithmétique et géométrique P, Q, déterminées par les for

mules (21) et (22), composent, avec leurs dérivées, un système dont 

l’ordre est représenté par le produit

6 . 9  =  54.

Supposons enfin qu’à la substitution Q, déterminée par la for

mule (22), on joigne, non plus la substitution P, déterminée par la 

formule (21), mais la substitution R, dont la valeur est fournie par 

l’équation

(23) R =  P ;i,

ou, ce qui revient au même, par la suivante

(2 4) R =  (·£„, #3, «n) U n  -Vn *,) U ,, œ,, x s).

Alors R sera une substitution arithmétique de l’ordre
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et l’on conclura du théorème IV que les substitutions arithmétique et 

géométrique Q, R, déterminées par les formules (22) et (24), com

posent, avec leurs dérivées, un système dont l’ordre est représenté 

par le produit
3.9 =  2 7 .

Pour un module quelconque n, l ’indicateur ï dépend de la base r, 

et devient un maximum quand cette base r est une racine primitive 

correspondante au module n. Si l ’on nomme I cet indicateur maxi

mum, chacun des indicateurs qui correspondront aux diverses bases 

représentées par les divers nombres premiers à n sera égal à I ou à un 

diviseur de I. D’ailleurs, si l’on suppose

n =  p/<f

p et q, . . .  étant les facteurs premiers de n, l’indicateur maximum I 

sera le plus petit nombre entier divisible à la fois par chacun des pro

duits

l’un de ces produits, savoir celui qui répondra au facteur 2, devant 

être remplacé par sa moitié quand n sera pair et divisible par 8.

Si n se réduit à une puissance d’un nombre premier et impair/), en 

sorte qu’on ait
n = p f ,

on trouvera

I =/,/-> ( P - I )  =  » ( , - ! ) .

Si n se réduit à un nombre premier p, on aura simplement

I =  n — 1.

Eu égard aux remarques qu’on vient de. faire, les théorèmes III 

et IV entraîneront évidemment les propositions suivantes :

Théorème V. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème //, 
si Von nomme r une des racines primitives correspondantes au module n, 

et I l'indicateur maximum relatif à ce module, c’est-à-dire le plus petit 

des indices de l ’unité correspondants à la hase r, la substitution géomé-
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trique Q, qui aura pour objet de remplacer généralement x t par x r!, sera 

de l'ordre I.

Alors aussi les dérivées des deux substitutions P, Q seront toutes 

comprises sous chacune des deux formes

Q*P\ P*Q*,

et composeront un système dont l’ordre sera représenté par le produit

«I.

Corollaire. — Si n est un nombre premier, on aura simplement

1 =  n — r,

et, par suite, les dérivées des deux substitutions

P, Q

composeront un système dont l’ordre sera représenté par le produit

n(n — i).

T héorème VI. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème V, 

soit v un diviseur de n autre que l'unité, et nommons R la substitution 

arithmétique qui consiste à remplacer généralement x t par x t+.,. Les 

dérivées des deux substitutions Q, R seront toutes comprises sous chacune 

des deux formes
Q*RA, RAQ*,

et composeront un système dont l'ordre sera exprimé par le produit vl.

Au lieu de représenter les diverses variables par une même lettre 

successivement accompagnée d’indices divers, on pourrait continuer 

à les représenter par différentes lettres

y i * * * î

puis assigner à chaque variable un numéro propre à indiquer, ou le 

rang qu’elle occupe dans la série de ces lettres écrites à la suite l ’une 

de l’autre, suivant un ordre déterminé, ou, mieux encore, ce même 

rang diminué de l’unité. Alors la substitution désignée par Q dans les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



272 MÉMOIRE SUR LES ARRANGEMENTS

théorèmes précédents serait celle qui consiste à remplacer la variable 

correspondante au numéro l par la variable correspondante au 

numéro rl, ou plutôt au numéro équivalent au reste de la division du 

produit rl par le numéro l.

Supposons, pour fixer les idées, n =  5 ; alors cinq variables repré

sentées par les lettres
X ,  y ,  z ,  U ,  V

pourront être censées correspondre aux numéros

O, I, 2, 3, 4-

' Alors aussi, en multipliant les quatre derniers numéros par le fac

teur r, on obtiendra les produits

r, 2/·, 3;·, 4r;

et, si l’on poser =  2, ces produits, divisés par 5, donneront pour restes

2, 4, I, 3.

Ainsi, dans cette hypothèse, la substitution désignée par Q aura pour 

effet de substituer aux variables dont les numéros étaient

1, 2, 3, 4)

les variables dont les numéros sont

2> 4; 1) 3,

c’est-à-dire de substituer aux variables

les variables 

On aura donc

J ,  - ,  V, *’ 

-, e, y, u .  

Q =  (j,  -, «)·

Cela posé, on conclura du théorème II que les dérivées des deux sub

stitutions

(25) P =  ( x ,  y ,  z ,  u ,  v ) ,  Q =  (j, n)

sont toutes comprises sous chacune des formes
r-» 7, /. s~\ j. r» j.
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et que l’ordre du système de ces dérivées est égal au produit

5-4—20

des nombres 5 et 4 qui représentent les ordres des substitutions P 

et Q. Effectivement les dérivées des substitutions P, Q dont les valeurs 

sont données par les formules (20) se réduiront aux vingt substitu

tions comprises dans le tableau

( 2 6 )

I, p, PS P3, P4 
A f

Q, QP, QP2, QP3, QP*,
Qb Q2P, Q2P2, Q2P3, Q*P*:
Qb Q:|P > Q3P2i ' Q3P3, Q3P4

ou, ce qui revient au même, dans le suivant :

t
u  (·*, J )  5, «, <’), ( x ,  z ,  e, y ,  u), ( x ,  u, y ,  0 , z), [ x ,  v, u,  z, y),

( y ,  s ,  v, u ) ,  (<>, x ,  z ,  y ) ,  (z ,  u ,  x ,  v),  { x ,  y ,  u , z ) ,  ( u ,  v, y ,  x ) ,

N
(/ , e) (- , u) {u, y)  (r, x), {x, u) {y,  z), {z, x) (u, v), { 0, z) {x, y) ,
'(y, x ,  v, z )  (z, v, x ,  u). {a ,  x ,  y ,  v),  (e, y ,  z, x ) ,  ( x ,  z, u, y) .Ajoutons qu’en vertu de la formule (10), on aura généralement

(2 8 ) Q*PA=P=‘AQ*, '

et., par suite,

i QP =  P2Q, QP2 = P 4Q, QP3 = P Q ,  QP4 = :P 3Q,

(2 9 ) ] QaP =  P*Q2, Q2P2=  P 3Q2, Q”-P 3= P 2Q2, Q2P ‘ = P Q a,

( Q3P =  P3Q3, Q!P! =  P Q !, Q3JP3= P ‘ Q3, Q3P ‘ = :P 2Q3.

XII. —  Su r diverses propriétés remarquables 

des systèmes de substitutions conjuguées.

Considérons «variables .

x ,  y ,  z ,  . . . .

Le nombre total N des arrangements, ou bien encore des substitutions 

que l’on pourra former avec ces variables, sera représenté par le 

produit
N =  i . 2 . 3 . . . m ;

Œ u v r e s  de C.  — S. II, t. XIII. 35
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et l’un quelconque des systèmes de substitutions conjuguées, formés 

avec ces mêmes variables, sera toujours d’un ordre exprimé par un 

diviseur de N. De plus, ces systèmes jouiront encore de diverses pro

priétés remarquables dont quelques-unes ont été déjà établies dans le 

paragraphe VI. Je vais maintenant en démontrer quelques autres, qui 

se trouvent exprimées par les théorèmes suivants :

Théorème I. —  Formons avec n variables

æ ,  v ,  s ,  . . .

deux systèmes de substitutions conjuguées; et soient

(O », En P„ · ·· ,  P— ,
( 2) I, Q,, Q2, · · · ,  Qi-n

ces deux systèmes, le premier de l'ordre a, le second de l'ordre b. Soit 

d’ailleurs I le nombre des substitutions R pour lesquelles se vérifient des 

équations symboliques et linéaires de la forme

(3) RP/,= Q*R,

h étant l ’un quelconque des entiers

1, 2, . . . ,  a — 1.

et k l'un quelconque des entiers

I, 2, . . . ,  b — I . ■

Le nombre I, divisé par le produit ab, fournira le même reste que le 

nombre
N =  1 .2 .3 .. .n,

et l'on aura, en conséquence,

(4) I es N (modaè). _

Démonstration. —  Faisons, pour abréger,

(5) J =  N-1.·

Parmi les substitutions que l’on pourra former avec ¿c, y , z ,‘ celles 

pour lesquelles ne se vérifieront jamais des équations semblables à la
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formule (3) seront en nombre égal à J. Nommons U l’une de ces der

nières substitutions. Les divers termes du tableau

1 U)
UPi, UP2, ··, CPa_n

QiU, QiUPlt Q,UP„ ··, Qt.UP-a-,,
(6) Q2u , q 2u p „ q 2u p 2, ■ ·> QaUP«— i>

( Q*-, u, Qi-iUPi, Q^ iUP,, .. Qé—1 UPa—1

seront tous inégaux entre eux. Car, si l ’on avait

Q*upa= q, u iv ,
et, par suite,

(7) U PJV =  Q*'Q*U, 

sans avoir en même temps

Pa,=  P/i et Q^rrrQ;.,

on réduirait l’équation (5) à la forme

(8) ■ US =  2U, 

en posant
St =  P* IV , 2  =  Qâ-'Q*, .

Mais alors, des deux substitutions S>, dont l’une au moins serait 

distincte de l’unité, la première représenterait encore un terme de la 

série (i), et la seconde un terme de la série (2). Donc, la formule (7) 

ou (8), considérée comme propre à déterminer U, serait semblable â 

l ’équation (3), et la substitution U se réduirait, contre l’hypothèse 

admise, à l’une des valeurs de R.

Soit maintenant V une substitution nouvelle qui, étant formée avec 

les variables x , y , z, . . . ,  ne se réduise ni à l’une des valeurs de R, ni 

à aucune des substitutions comprises dans le tableau (6). Les divers 

termes du tableau

[ v ’
VPt, VP2, vp_t,

QiV, Q1VP1, QiVP2) . . . .  QiViV-,·
(9) Q*v, Q.VPt, Q2v p 2, . . . ;  Q2 VP a—j *

( Q6-1V, Qi-iVP,,· Q*1,VPS,·· • ·) Qô—1 VPa_;
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seront encore tous inégaux entre eux, et même ils seront distincts de 

tous ceux que renferme le tableau (6); car, si l ’on avait

Qi-UP/,= Qa'VPa-,
on en conclurait

(10) V =  Q*^Q4UPAP*̂ ;

puis, en posant, pour abréger,

® =  PAPj‘ , . 2  =  Qr.'Q*,

on réduirait l ’équation (9) à la formule

(11) V =  2 U3 ;

et, comme les deux produits $, £> représenteraient encore, le premier 

un terme de la série (1), le second un terme de la série (2), il est clair 

qu’en vertu de la formule (11), V se réduirait, contre l’hypothèse 

admise, à l ’un des termes renfermés dans le tableau (6).

En continuant de la sorte, on répartira les J substitutions, pour les

quelles ne se vérifieront jamais des équations semblables à la for

mule (3), entre plusieurs tableaux que l’on déduira successivement du 

tableau (6), en remplaçant dans celui-ci la substitution U, qui repré

sente le premier terme, par une autre substitution V, ou W, etc. 

D’ailleurs, les termes qui se trouveront renfermés dans chaque 

tableau, en nombre équivalent au produit ab, seront tous inégaux 

entre eux. Il y a plus : les termes que comprendra le système des 

divers tableaux seront encore tous distincts les uns des autres, si l ’on 

a soin de prendre pour premier terme de chaque nouveau tableau une 

substitution non comprise dans les tableaux déjà formés. Cette condi

tion étant supposée remplie, le nombre total des termes compris dans 

les divers tableaux sera nécessairement le nombre représenté par J. 

Donc le nombre J ou N —  I sera un multiple du nombre des termes 

renfermés dans chaque tableau  ̂ c’est-à-dire du produit ab. Donc les 

nombres I et N, divisés par le produit ab, fourniront le même reste.

Corollaire. —  Si les deux systèmes de substitutions conjuguées,
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mentionnés dans le théorème I, se réduisent à un seul, alors, à la 

place de ce théorème, on obtiendra la proposition suivante :

T héorème II. — Soit a l'ordre d 'u n  système de substitutions conjuguées

*) Pl, Pst .···> P«—1)

fo rm é e s  avec les n variables

œ, y, z, ■ ■ ■ ;

et nom m ons I le nombre des substitutions R p o u r lesquelles se vérifient des 

équations de la fo r m e

(12) RP/i= P*R,

h, k étant des nombres entiers é g a u x  ou in é g a u x , p ris dans la suite

O, I, 2, — I.

L e nom bre I, divisé p a r  le carré de  a , fo u r n ir a  le m êm e reste que le 

p ro d u it

N =  i . 2 . 3 . . . n ,
en sorte q u 'on  aura

(13) I =  N (moda2)'.

Corollaire. —  S i a 2 surpasse N, la formule ( i 3) donnera nécessai

rement

(14 ) I =  N,

et, par suite, une substitution quelconque R sera du nombre de celles 

pour lesquelles peut se vérifier l’équation (12).

Revenons maintenant à la formule (3 ). Cette formule exprime évi

demment que les deux substitutions

■ Pa, Qi,

dont la première est l ’un des termes qui . suivent l’unité dans la 

série (1), et la seconde l’un des termes qui suivent l’unité dans la 

série (2), sont semblables l’une à l’autre. Donc il sera impossible de 

satisfaire à l ’équation ( 3 ) si aucune des substitutions

P P  P1 U *2) · · · > r «—1
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n est semblable à l ’une des substitutions

Qu Q2, ·■ "·, Q*-,·
Donc alors on aura

i =  o,

et la formule (4), réduite à celle-ci

(i5) N =  o (modaè),

exprimera que le nombre N est divisible par le produit ab. En consé

quence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème III. —  Formons avec n variables

æi y·, z i · ■ ·

deux systèmes de substitutions conjuguées, et supposons que ces deux sys

tèmes étant, le premier de l'ordre a, le second de l'ordre b, renferment, 

outre l'unité, d'une part, les substitutions

(16) Pi, P2) ···! P«—î)

d'autre part, les substitutions

(17) Qu Qi» ···» Q b - 1·
Si aucune des substitutions (16) n est semblable à l'une des substitu

tions (17), le nombre
N =  1.2 .3... «

sera divisible par le produit ab.

Le théorème que nous venons d’énoncer entraîne encore évidem

ment la proposition suivante :

Théorème IY. —  Soient

1 > Pli P‘> ! · · · 1 P a— 1 
et

U Ql! Qî! · · · ) Qft-l

deux systèmes de substitutions conjuguées, le premier de l'ordre a, le. 

second de l'ordre b, formés l'un et l'autre avec les n variables

J C ,  v ,  --------
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Si le produit ab ri est pas un diviseur du nombre

N =  T . 2.3 . . .  Ai,

alors, des substitutions

P P PI. i ,  1 2, · · · ) J CL— \ y

une ou plusieurs sei'ont semblables à une ou plusieurs des substitutions

Qu Qai ···, Q i-i·

Corollaire I. —  Soient maintenant p  un nombre premier, égal ou 

inférieur à n, et pf  la plus haute puissance de p qui divise le produit

N =  i . 2 . 3 . . . / i .

D’après ce qui a été dit dans le paragraphe VII (p. 221), on pourra 

former avec les n variables æ, y , z, . . .  un système de substitutions 

primitives et conjuguées qui sera de l’ordre pf\ et rien n’empêchera 

de supposer que l’on prend ces mômes substitutions pour termes de

la suite '
v Qu Q2, ···, Qft-u

Or, dans cette hypothèse, b étant égal à pf, le produit ab ne pourra 

diviser N si a est divisible par p; et, d’ailleurs, chacune des substi

tutions
Qu Q*U · * * 1 Q b-l ,

étant une substitution primitive dont l’ordre sera représenté par l’un 

des nombres
l>' F S  ■··. Pf ,

aura pour dérivées d’autres termes de la suite

v Qu Qîi · ■ · i Qi—u

parmi lesquels (voirie théorème VIII du paragraphe VIII) on trouvera 

au moins une substitution régulière de l’ordre p. Donc, en vertu du 

théorème IV, si l ’ordre a du système de substitutions

1, p„ . . . .  IV,

est divisible par le nombre premier p , l’ une au moins des substi-
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tutions
P„ P„ . . . ,  Pn-!

sera régulière et de l’ordrep.

Corollaire II. —  Si l’on représente par des lettres diverses

P, Q, R, . ..

les substitutions qui, dans le théorème IV, sont désignées à l’aide 

d’une seule lettre P successivement affectée des indices

I·, 2, 3, . · * , Ci I ,

et si, d’ailleurs, on nomme M l’ordre du système des substitutions 

conjuguées
i, P, Q, R, . . . ,

alors la proposition établie dans le corollaire I sera réduite à celle 

dont voici l ’énoncé :

Théorème V. —  Soit M l ’ordre du système des substitutions conjuguées 

(ï8) i, P, Q, R, . ..

formées avec les n variables as, y , s, et nommons p un nombre pre

mier égal ou inférieur à n. Si M est divisible par p , l ’une au moins des 

substitutions
P: Q, R, ...

sera une substitution régulière de Vordre p.

Corollaire. —  Lorsque le nombre premier p  devient supérieur à 

une substitution régulière et de l’ordre p, formée avec les «variables 

as, y , z, ..., ne peut être qu’une substitution circulaire. Donc le théo

rème VII entraîne encore la proposition suivante :

Théorème VI. —  Soit M Vordre du système des substitutions conjuguées

i, P, Q, R, · .. ,

formées avec les n variables x , y , z, . . . ,  et nommons p un nombre pre

mier égal ou inférieur à n, mais supérieur à  ̂· Si M est divisible parp ,
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Vune au moins des substitutions

P, Q, R, -··

sera une substitution circulaire de lJordre p.

Pour montrer une application du théorème VI, supposons que, 

n étant égal à 5, les variables données soient

·>·'· Y,,·· s, u, <■.

Au module 5 correspondront, d’une part, les racines primitives 2 et 3, 

d’autre part, l’indicateur maximum

n — 1 =  4,
dont les diviseurs

1, 2, 4

représenteront les divers indicateurs correspondants à des bases quel

conques; et l’on conclura du troisième des théorèmes démontrés dans 

le paragraphe XI, qu’avec cinq variables on peut former non seule

ment une substitution circulaire du cinquième ordre, mais encore un 

système de substitutions conjuguées dont l’ordre soit représenté par 

le produit
5 x  2 =10,

ou par le produit
5 x 4 = =  20.

Ainsi, en particulier, on pourra former, avec les cinq variables a?, y, 

z, u, e, le système du vingtième ordre que composent les substitutions 

écrites dans le tableau (27) de la page 273. Cela posé, il résultera 

immédiatement du théorème VI que tout système du dixième ou du 

vingtième ordre, formé avec les cinq variables x , y , z, u, v, com

prendra, comme le système dont il est ici question, des substitutions 

régulières dont les ordres seront représentés par les facteurs premiers 

des nombres 10 et 20, c’est-à-dire des substitutions circulaires du 

cinquième ordre et des substitutions régulières du deuxième ordre.

D’après ce qu’on a vu dans le paragraphe VI (théorème II),l’ordre M 

d’un système de substitutions conjuguées

1, P, Q, R, . . .
Œuvres de C. — S. Iï, t. XIII. 36
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est divisible par l’ordre de chacune des substitutions P, Q, R, . . et 

en conséquence par a, si a représente l’ordre de la substitution P. La 

proposition réciproque se vérifie, en vertu du théorème VI, quand a 

est un diviseur premier de M, c’est-à-dire qu’alors un système de sub

stitutions conjuguées ne peut être de l’ordre A1 sans renfermer au 

moins une substitution de l’ordre a. Mais on ne devrait plus en dire 

autant si, l ’ordre M du système n’étant pas un nombre premier, 

a représentait un diviseur non premier de M, par exemple le nombre M 

lui-même. Alors, en effet, il pourrait arriver que le système ne ren

fermât aucune substitution de l’ordre a. Ainsi, en particulier, si l ’on 

pose
P =  (tf,/)(*> m), Q =  (■ », s )(j , *0 . R =  PQ =  QP, 

les quatre substitutions
i, P, Q, R

formeront, comme on l ’a déjà remarqué dans le paragraphe VII, un 

système de substitutions conjuguées; et ce système du quatrième 

ordre ne renfermera pourtant point de substitutions du quatrième 

ordre, mais seulement trois substitutions régulières du deuxième 

ordre, attendu que P, Q, R se réduiront à

(■ », f )  (s, a·), (·», s)(y,u),  (æ,u)(y,z).
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MÉMOIRE

SUR

LES LIGN ES QUI DIVISENT EN P A R T IE S ÉGALES

LES ANGLES FORMÉS PAR DEUX DROITES ,

E T  SUR

LA R O T A T IO N  D ’UNE D R O IT E  M O B IL E  DANS L’ESPA C E

Nous allons, dans ce Mémoire, réunir diverses formules de Géomé

trie analytique, à l ’aide desquelles nous rechercherons plus tard les 

propriétés de deux systèmes de courbes tracées sur une même sur

face.

I. — S u r  les lignes qu i divisent en parties égales 
■ les angles form és p a r deux droites.

Considérons d’abord deux droites qui, partant d’un même point O, 

se prolongent indéfiniment dans des directions déterminées OA, OB. 

Supposons d’ailleurs que, le point O étant pris pour origine,des coor

données, tous les points de l’espace soient rapportés à trois axes rec

tangulaires de x,  y,  z; et que les cosinus des angles formés par les 

deux droites OA, OB, avec les demi-axes des x,  y,  z positives, soient 

désignés,
pour la première droite, par a , |3 ,-y; 

pour la seconde droite, par a„ (3,, y,.

Si, à partir du point O, on porte sur les deux droites données des lon

gueurs OA, OB, dont chacuné soit représentée par l’unité; alors a, ¡3, 

y seront précisément les coordonnées du point A, et a , ¡3;, les coor

données du point B. Par suite, les différences ,

«/-« . y , - y  ■
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représenteront précisément les projections algébriques de la lon

gueur AB comptée à partir du point A. Ajoutons que, si l ’on désigne 

par C le milieu de AB, les demi-sommes

a, -t- a P, -+- P y, -+- y------  5 -----— 5 ------2 2 2 -

représenteront les projections algébriques de la droite OC, comptées à 

partir du point O. D’autre part, si l ’on nomme § l’angle aigu ou obtus, 

mais inférieur à deux droits, qui se trouve compris entre les direc

tions OA, OB, l’angle sera aigu, et l ’on aura évidemment

OC =  cos , A.B =  2 s in - ·2 2

Enfin, pour obtenir le cosinus de l’angle que forme avec le demi-axe 

des x,  y  ou z positives une droite prolongée dans une certaine direc

tion, il suffit de diviser la projection algébrique d’une longueur 

mesurée dans cette direction par cette longueur même. Donc, pour 

obtenir les cosinus des angles formés par la direction AB avec les 

demi-axes des coordonnées positives, il suffira de diviser les diffé

rences
P,— i3. y — y

$
par 2 sin — ; et si l’on nomme X, ¡x, v ces trois cosinus, on aura

(0
2 sin -  

2 2 sin -  
2

Au contraire, pour obtenir les cosinus À, ¡x, v des angles formés par 

la direction OC avec les demi-axes des coordonnées positives, il suffira 

‘ de diviser les trois demi-sommes

çç,-t- « (3,-+- p y,+ y
2 ’ 2 ’ . 2 .

par cos- > en sorte qu’on aura encore

^ _  «, +  a ,, _  P, +  P
ô

2 C O S -

f*,= y,+ y
ô'

2 C O S -

(2)
2 COS -
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Observons au reste que la direction OC est précisément celle de la 

ligne qui divise en parties égales l’angle o compris entre les direc

tions OA, OB. Quant à la direction AB, elle est évidemment parallèle 

à celle d’une ligne qui diviserait en parties égales, non plus l’angle § 

compris entre les droites données, mais l ’angle n — o compris entre 

l ’une de ces droites et le prolongement de l’autre.

Ainsi, en définitive, les valeurs de X,, ¡x,, v, déterminées par les for

mules (2), et les valeurs de X, jx, v déterminées par les formules (1), 

représentent les cosinus des.angles formés, avec les demi-axes des 

coordonnées positives, par deux lignes qui divisent en parties égales 

les angles 8 et it —  S compris entre les deux droites données, ou entre 

l’une de ces droites et le prolongement de l’autre.

Supposons maintenant que a, ¡3, y et a/} (3;, y, .représentent les 

cosinus des angles formés avec les demi-axes des x,  y,  z positives, 

non plus par deux droites qui partent de l’origine des coordonnées, 

mais par deux droites dirigées d’une manière quelconque dans 

l’espace. Alors ce qu’on nommera Xangle des deux droites ne séra

. autre chose que l’angle 0 compris entre deux droites parallèles par

tant d’un même point; et, si l’on désigne toujours par X,, ¡x,, v, ou 

par X, p., v les cosinus des angles formés, avec les'demi-axes des x , y , 

z  positives, par les lignes qui diviseront en parties égales l ’angle 0 ou 

son supplément, les formules (1) et (2) continueront de subsister.

Il est bon d’observer que les équations (1) peuvent être remplacées 

par la seule formule ' ■

(3) =  =  =

et les équations (2) par la seule formule

(4)
P,+ (3 

Fv
X i± l.

v, · -

D’ailleurs les cosinus a, ¡3, y des trois angles formés par une même 

droite avec les demi-axes des x , f >  2 supposés rectangulaires, vérifie

ront toujours la condition

(5)- - - . ■ ai + p ' + y = « .
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et l’on aura .pareillement

(6) . af +  Pf +  y; =  i.

On trouvera de même

( 7 ) ' A2 +  p-2 + ' / - = !

et

(8) +  —

Enfin, l ’on aura, d’une part, 

et, d’autre part,

. ô ô
sin 5 =  2 sin -  cos ->

2 2

.3 . ,3cos d =  COS------sin--·2 2

Cela posé, on tirera des formules (3 ) et ( 4 ), non seulement

2 sin

et, par suite,

(9). / .

XX,-t- pp,+w,

XX,+ pp ,H -vv ,=  o,

mais encore
. . . 3  ( « / - « ) ’ + ( ( 3 - l 3 ) * + ( y - y ) !
sin ~ ■ / ?

2 4

CL. ^ _ ( ^ + « )2+((3,+  i3)a+ ( y ,+  y),_

et,  par suite,

( 11) cos <$ =  «a,-t- (3(3, —t— y yr

La formule (11), bien connue depuis longtemps, est celle qui sert à 

exprimer le cosinus de l’angle compris entre deux droites en fonction 

des cosinus des angles que forment ces deux droites avec les demi-axes 

des coordonnées positives, supposés rectangulaires. Quant à la for

mule (9), elle exprime simplement que les deux lignes qui divisënt 

les quatre angles formés par deux droites en parties égales sont per

pendiculaires entre elles.

Les valeurs de s in -e t  de cos-.
2 2

tirées des équations (10), sont res-
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pectivement

( sin J =  ;v/(«,-«), +  (P,-P)*-b(V/-y)*»
(>2) s ____________________

( COS2 =  ^ /(a' +a)2+(i3' +P)2+{y' +),)S· '

Si l’on substitue ces mêmes valeurs dans les formules (3) et (4 ), on 

trouvera

\ _ F _ V 1

oc/— a ■ P - P y - y  \ Z ( « - « ) * + ( P - P ) 1+ ( y - y ) *
- \ _  fA _ V, I

a, -I- a X ac -̂h ((3,-H (y,H- y)s

Lorsque les valeurs de a, ¡3, y, a ,  (L, y, seront données, celles de 

¡x, v, \ r, ¡x, Vf se déduiront immédiatement des formules ( i 3) et ( i4 )· 

Si les deux droites données représentent une droite mobile consi

dérée successivement dans deux positions diverses, alors, en dési

gnant par Aa, A(3, Ay les accroissements que prendront les cosinus a, 

[3, y quand on passera de la première position à la seconde, on aura

« , =  a +  Aa, P , =  P +  A(3, y , =  y +  Ay,

et, par suite, la formule ( i3 ) donnera simplement

A — JL — JL — ________1________
Aa ' A(3 .Ay ^(Aa)2-!- (Af3)2+  (Ay)2’ 

tandis que la première des formules (12) donnera .

( 16) sin 7 =  (A(3)"--f- (Ay)2.

II. — S u r  la rotation d 'une droite mobile dans l'espace.

Concevons qu’une droite se meuve dans l’espace de manière que sa 

position et sa direction varient, par degrés insensibles, avec la valeur 

d’une certaine variable indépendante, qui sera désignée par /; et sup

posons d’abord, pour plus de simplicité, que cette droite mobile ait 

constamment pour origine un certain point fixe 0 . Concevons encore 

que, ce point fixe étant pris pour origine des coordonnées, on rapporte
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tous les points de l’espace à trois axes rectangulaires des x,  y, -s.  

Enfin, considérons deux directions distinctes et successives de la 

droite mobile. Si l ’on nomme a, ¡3, y les cosinus des angles que forme, 

avec les demi-axes des coordonnées positives, la première de ces deux 

directions, et si l’on indique, à l ’aide de la caractéristique À, l’accrois

sement que prend une fonction quelconque de la variable indépen

dante, tandis que la droite mobile passe de la première direction à la 

seconde, l’angle o compris entre les deux directions sera déterminé 

par l’équation (16) du paragraphe I, c’est-à-dire parla formule

(I) sin  ̂=  ^ ( A a ) ‘ +(A(3)’ +(Ay)*;

et cet angle représentera ce qu’on peut appeler la rotation de la droite 

mobile, dans le passage d’une direction à l’autre. Soient d’ailleurs OA, 

OB deux longueurs égales à l’unité, qui se mesurent, à partir de l’ori

gine O'des coordonnées, sur les deux directions successives de la 

droite mobile, et nommons X, p., v les cosinus des angles formés, avec 

les demi-axes des coordonnées positives, par la droite AB comptée à 

partir du point A. On aura encore, en vertu de la formule ( i 5) du 

paragraphe I,

±  =  JL =  1_ = _______ l_______
Aa A(3 A y V/(A«)*+(A|3)*4-(Ay)*’

ou, ce qui revient au même,

(3) ^  ^  ^  =V/(A *)2 +  (A(3)2+  (Ay)*';

et si l ’on divise les deux membres de l’équation (3 ) par l’accroisse

ment Ai de la variable indépendante t, on trouvera

Si au contraire on divise par A t les deux membres de l’équation (i), 

celle qu’on obtiendra pourra être présentée sous la forme suivante :

(5)
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Concevons maintenant que l’accroissement At de la variable indé

pendante devienne infiniment petit; l ’angle 'S deviendra lui-même 

infiniment petit, aussi bien que les accroissements Aa, Aj3, Ay des

variables a, (3, y : alors, tandis que At décroîtra indéfiniment, la frac-
$

tion c’est-à-dire le rapport entre l’angle o et l’accroissement de la 

variable indépendante, convergera vers une certaine limite que nous 

nommerons le module de rotation de la droite mobile. En désignant 

par a cette limite, et en observant que, pour des valeurs infiniment 

petites de At, les rapports

1
2 A a A(3 Ay

~ i V  ~Ai9 - Â7? AÏsin -  o
2

convergent eux-mêmes*vers les limites

I, Di«, Di (3, D ty, 

on tirera de la formule ( 5)

(6) « =  v/(I>i«)2+ ( D ip)^+(D,y)L

De plus, quand At deviendra infiniment petit, la formule (4) donnera 

évidemment

(?) “  1A(3 — -L)(y — (I-b(3)2-l- (D^y)5,

ou, ce qui revient au même,

(8) iD ia = i D * p =  i-D =
À ¡J. 1 V '

et l ’on en conclura

( 9 ) — , — IhÊ v _  jV/
U ^  O ’  ^ o

Mais alors aussi, l’angle 0 étant infiniment petit, les deux autres angles 

du triangle isocèle OAB seront sensiblement droits, et, par suite, la 

base AB de ce triangle sera sensiblement perpendiculaire à chacun 

des côtés OA, OB. Il y a plus : les droites OA, OB étant deux arêtes du

OE’uvres de C. — S. II, t. XIII. . ’
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cône qui a pour sommet le point O et pour génératrice la droite 

mobile, le plan qui renfermera ces deux arêtes se rapprochera indéfi

niment, pour des valeurs infiniment petites de o, du plan qui touchera 

le cône suivant l'arête OA. Cela posé, les valeurs de À, p., v, détermi

nées par les équations (9), exprimeront évidemment les cosinus des 

angles formés, avec les demi-axes des coordonnées positives, par une 

perpendiculaire menée à la droite mobile dans le plan, tangent au cône 

qu'elle décrit, cette perpendiculaire étant d’ailleurs dirigée dans le 

sens qu’indique le mouvement de rotation de la génératrice du cône. 

Nous représenterons généralement le module de rotation « par une 

longueur mesurée sur la perpendiculaire dont il s’agit, et dirigée dans 

le même sens qu’elle. Dès lors les projections algébriques de ce 

module sur les axes des x , y, z seront évidemment exprimées par les 

trois produits
■ s?., ap, av,

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (9), par les trois 

dérivées
D,oc, D,(3. D

Nous avons supposé jusqu’ici que la droite mobile OA passait cons

tamment par un point fixe O. Si cette condition n’était pas remplie, on 

pourrait.imaginer une seconde droite qui, partant d’un point fixe de 

l’espace, resterait constamment parallèle à la droite mobile OA, et le 

module de rotation de cette seconde droite, transporté parallèlement à 

lui-même, de manière à offrir pour première extrémité un point de la 

droite mobile, serait ce que nous appellerions le module de rotation de 

cette dernière. Ainsi défini, le module de rotation de la droite mobile 

se confond avec la limite du rapport qu’on obtient quand on divise 

l’angle infiniment petit compris entre deux directions de cette droite, 

successivement considérée dans deux positions infiniment voisines, 

par l’accroissement qu’acquiert la variable indépendante, tandis que 

l’on passe de la première direction à la seconde. Ajoutons que ce 

même module se mesure sur une perpendiculaire menée à la première 

direction dans le plan qui la renferme, et qui est parallèle à la seconde
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direction, ou plutôt sur le demi-axe dont s’approche infiniment cette 

perpendiculaire, prolongée à partir d’un point situé sur la direction 

de la droite mobile, dans le sens indiqué par le mouvement de rotation 

de cette droite. Cela posé, soient toujours :

t la variable indépendante;

a, ¡3, y les cosinus des angles formés par la droite mobile OA avec les 

demi-axes des x , y , z positives ; 

a le module de rotation de la droite mobile;

X, p., v les cosinus des angles formés par le module de rotation a avec 

les demi-axes des æ, y , s positives.

Les quantités a, X, [J-, v se trouveront généralement liées aux 

cosinus oc, p, y par les formules (6), (9); et, en conséquence, les pro

jections algébriques du module a seront exprimées par les trois pro

duits

(10) •¿~h =  D t a ,  '¿¡j . =  Dt(3, w = ’D t y .

11 est bon d’observer que les cosinus a, ¡3, y des trois angles formés 

par la droite mobile, avec les demi-axes des coordonnées positives, 

vérifient l ’équation de condition

(11) a4+ P ! + y!= i .

Or, de cette équation, difïerentiée par rapport à t, on tire

aD(a h- |3D,f3 +  j/D̂ y =  o> 

et par suite, eu égard aux formules (10),

(ia) · aX +  |3p H-yv =  o.

Le résultat auquel nous venons de parvenir pouvait être aisément 

prévu, car l’équation ( n )  exprime simplement que la direction du 

module a est perpendiculaire à celle de la droite mobile.

Quel que soit, sur une droite mobile, le point à partir duquel se 

mesure le module de rotation de cette droite, il est clair que la direc

tion de ce module variera généralement, comme la direction de la 

droite elle-même, avec la variable indépendante t. On pourra donc
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rechercher non seulement le module de rotation a de la droite mobile, 

mais encore le module de rotation u du module a, puis le module de 

rotation du module o, . . . .  On trouvera ainsi successivement ce que 

nous appellerons les modules de rotation des divers ordres de la droite 

mobile, le module du module étant désigné sous le nom de module du 

second ordre, tout comme la différentielle de la différentielle d’une 

fonction quelconque est désignée sous le nom de différentielle du 

second ordre. Si d’ailleurs on représente par

?> +

les cosinus des angles que formera le module du second ordre u, ou 

plutôt la direction de ce module, avec les demi-axes des x , y , z posi

tives, les quantités
¥> 5C, +

auront évidemment, avec les cosinus X, p, v, des relations semblables 

à celles que les formules (6) et (9) établissent entre les quantités

«, p-, v

et les cosinus a, (3, y. Donc le module du second ordre u, et les 

cosinus <p, <jj des angles qui déterminent la direction de ce module, 

se déduiront des cosinus X, p., v, à l’aide des équations

( 13 ) u — y/ ( A )2 —(— ( )2 —(— (D(v )-,
(i4) j/u =  Dî?i, — D*p, 4 - Div·

De plus, aux formules ( n )  et (12) on pourra joindre les formules 

semblables

( 15 ) P  H- ¡J.- +  vs =  1,

(16) X<p +  px 4- =  0,

dont la seconde exprime que les directions sur lesquelles se mesurent 

les modules du premier et du second ordre sont perpendiculaires 

l’une à l’autre. On obtiendra des résultats du même genre, en considé

rant les modules de rotation des ordres supérieurs au second. Ajou

tons que des équations (12), (16), différentiées par rapport à t, on 

déduira des formules nouvelles. Ainsi, en particulier, la formule (12')
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donnera

XD,a -+- jjlD([3 h- vDij/ h- aD(X -+- ¡3D¿¡j. +  yD,v =  o. 

Mais, des formules (io) jointes à l ’équation ( i 5), on tirera

8 =  XD/tx -l- p.D/(3 vD/.y.

On aura donc encore

y H- a X -4- [3 D* y. -l~ y D/v ~  o, 

ou, ce qui revient au même,

( 1 7 ) 8 = —  ( a D ^ X  +  p D i f z  +  y D i v ) ,

puis on tirera de l’équation (17), jointe aux formules (i/j),

8 =  —  v(<x<f +  fix  +  y d / ) .

D’ailleurs le trinôme
a<p H- ¡3% H- y<iy

représente le cosinus de l’angle formé par la droite mobile avec la 

direction du module u. Donc, si l’on désigne par w une longueur

mesurée dans la direction de la droite mobile, et par (c0, u) l’angle 

compris entre cette direction et celle du module u, on aura

( 18 ) c c y - h f i x - h  y 4- =  c ° s ( c o ,  u ) ,

et, par suite,

( 19 )
(y \

i\«> y

Cette dernière équation fournit immédiatement la proposition sui

vante :

T héorème I. — Le module de rotation du premier ordre d'une droite 

mobile est numériquement égal au module de rotation du second ordre, 

projeté sur cette droite. Mais la droite mobile et son module de rotation 

du second ordre, projeté sur elle-même, sont dirigés en sens inverse.

Soient maintenant
a , b , c
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les cosinus des angles formés, avec les demi-axes des x , y , z posi

tives, par une perpendiculaire au plan qui renferme à la fois la droite 

mobile et son module de rotation a du premier ordre. On aura non seu

lement

(20) aa  -4-  (3 è -+- yc =  0, 

mais encore

( 21) "ka +  pè 4- vc =  o, 

et, par suite,
. . a b c
( 22 ) ■ -— · ... . . .  —  - ♦

|3v — yp yX — av ap — j3X

Comme on aura d’ailleurs

(23) il2-|- 6 * +  6·*=!,

et, en vertu des équations (11), (12), ( i 5),

(|3v — yp)2 +  (yX — av)2-t- (ap — (3X)2’
=  (a 2 -1- (32 -4- y-) (X2-4- p 2 +  v\) —  («X 4 - (3p-+- vv)2= i ,  ,

on tirera de la formule (22)

( 24)
a _ b \ _ c

[3v —  yp yX —  av 1 ap  —  (3X
1.

La formule (24) fournira, pour a, b, c, deux systèmes de valeurs cor

respondants aux deux directions, opposées l’une à l’autre, suivant les

quelles peut se prolonger une droite perpendiculaire au plan qui ren

ferme à la fois la droite mobile et le module a. Si entre ces deux 

directions on choisit celle qui réduit le double signe ±  au signe 

dans le second membre de la formule (24), on aura simplement

, K. a _ b _ c _
(3 v —  yp yX —  av a p  —  (3X

et, par suite,

(26) a  =  |3v — yp, b =  yX —  av, c =  ap  —  (3X.

Concevons k présent que la droite mobile qui formait, avec les demi- 

axes des x , y , z  positives, des angles dont les cosinus étaient a, p, y,
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soit remplacée par une nouvelle droite, savoir, par celle qui forme, 

avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont les 

cosinus a, b, c se déduisent des équations (26). Nommons 0 le module 

de rotation de cette nouvelle droite, et l, m, n les cosinus des angles 

formés par la direction de ce module avec les demi-axes des x , y , z 

positives. Des relations semblables à celles que les formules (6) et (10) 

établissaient entre les quantités

Oi, (3 , y (H s, l, p, V 

subsisteront, encore évidemment entre les quantités

, a ,  é, c et 9, /, m ,  n .  - .

Donc le module 0 et les cosinus /, m, n se déduiront des cosinus a, b, c 

à l’aide des formules

(27) - 0 =  v ( D , a ) 2+ ( D , 6 ) 2-i-(D,c)·2,

(28) 9 l ~ T ) t a ,  =  0 « =  D/,c.

D’ailleurs, en ayant égard aux formules (10), on tirera des équa

tions (26)

(29) D(a =  (3 DiV —  yD,p ,  =  y  D,À —  aD,v,  D,r  =  a R , p  —  (3D,À,

et, par suite,

( 30) aD/« -4- (3D/.& -4- y D,r  =  0.

ce que l’on pourrait aussi conclure de l’équation (20), différentiée par 

rapport à t et combinée avec les formules (10) et (26). De plus, l’équa

tion ( 23), différentiée par rapport à t, donnera

( 3 1) a D (a  -t- bY)Lb +  c D (c =  o;

et des formules (3o), (3 1), jointes aux équations (28), on tirera .

I c d +  f i m - ï -  y n = o ,
(32)

| a l  H- b m  -t- e n  = 0 .

Or, pour obtenir les équations (32), qui sont linéaires par rapport à /, 

m, n, il suffit évidemment dé remplacer, dans les équations (12) 

et (21), X par l, p par m, v par n. Donc les valeurs des rapports y  > j>

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



296 S U R  L E S  L I G N E S  Q U I  D I V I S E N T  EN P A R T I E S  É G A L E S  

tirées des formules (32), seront respectivement égales aux valeurs des 

rapports ^  tirées des formules (12) et (19), et l’on aura

a  m  v  n

7 ’ ï ~  7 ’

ou, ce qui revient au même,

(3 3 )
m _n _
[J. v ’

puis, en ayant égard à l’équation (15) et à la suivante,

( 3 -i ) t ~ - t -  - h  n 2 —  1,

on conclura de la formule (33)

Donc la direction, sur laquelle se mesurera le module de rotation 0, 

ne pourra être que la direction sur laquelle se mesurait déjà le module 

de rotation a, ou la direction opposée. On arriverait encore, sans 

calcul, aux mêmes conclusions, en se bornant à comparer les for

mules (32) aux formules (12) et (21), et en observant que, ces for

mules fournissent, pour direction du module 0 ou du module a, celle 

d’une perpendiculaire aux deux droites qui forment, avec les demi- 

axes des x , y , z positives, des angles dont les cosinus sont, d’une 

part, a, 3, y, et, d’autre part, a, b, c. D’ailleurs, rien ne détermine 

a priori le signe qui doit précéder l’unité dans le dernier membre de 

la formule ( 35). On peut donc énoncer la proposition suivante :

T héorème II. —  Si, après avoir construit le module de rotation s d ’une 

droite mobile, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à la 

fo is  ce module et la droite elle-même, le module de rotation 0 de cette 

perpendiculaire et le module de rotation a de la droite mobile se mesure

ront sur un même axe; mais ils pourront offrir ou une direction unique, 

ou des directions opposées.

Revenons maintenant aux formules (29). De ces formules, jointes
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aux équations ( t 4) et (28), on tirera

(36) 01 — v( ¡34* — yy), Q m = v ( y y  — a i] ;) , 9n —  v(a.y_— (3 œ), 

et par suite, eu égard à la formule (34),

9-=Z — y y j2 +  (ycp —  a<10s +  («X “

ou, ce qui revient au même,

( 3 7 ) 9 =  v y / i P 1! 1 —  y y ;) '2 ■+■ (ya>  —  a<\i)--h ( « %  — (3cp)2 .

Mais, d’autre part, en ayant égard aux formules ( n ) ,  (18) et à l ’équa

tion

(38) ? * + Xs+ 4/ï== G

on trouvera

W  —  y% )*+ (y<p —  « + )* +  («% —  (3cp)- 

. .=  (0i-+  (32H- y2) (<f2 +  +  d/2) — (a<p +  4 - yij/)2

Donc la formule (37) donnera

( 3g) 9 —  u sin(w, v).

Mais u sin(w, u) représentera évidemment le module du second ordre u 

projeté sur un plan perpendiculaire à la direction de la droite mobile. 

Donc la formule (3g) entraînera immédiatement la proposition sui

vante :

T héorème III . —  Si, après avoir construit les deux premiers modules de 

rotation d'une droite mobile, c'est-à-dire les modules de rotation du pre

mier et du second ordre a et u, on élève une perpendiculaire au plan qui 

renferme à la fo is  ce module et la droite elle-même, le module de rotation 

de cette perpendiculaire se déduira aisément du module du second ordre u , 

et sera numériquement égal à la projection de ce module sur un plan 

perpendiculaire à la droite.

En ayant égard à l’équation identique

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. XIII. 38
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on tire immédiatement des formules (19) et (39)

(4o) 82+<32= u 2.

On arriverait aussi à la même conclusion, en observant que l’on tire 

des formules (28) et (29)

02=  ( (3D,v — yD,p.)2n- (yD;À — aDiV)2+  (aD,p — ¡3DA)2, 

et de cette dernière, jointe aux formules (11), (17) et (i4),

y2H- 6- =  (D,p.)-+ (D(v)2=  L·2.

On peut donc énoncer encore la proposition suivante :

T héorème IV. —  Si, après avoir construit les deux premiers modules de 

rotation d'une droite mobile, c'est-à-dire les modules du premier et du 

second ordre a et u, on élève une perpendiculaire au plan qui renferme à 

la fois le module du premier ordre a et la droite elle-même, le module de 

rotation 0 de cette perpendiculaire offrira un carré G2, qui, étant ajouté 

au carré a2 du module du premier ordre a, donnera pour somme le entré u2 

du module du second ordre u.

Jusqu’ici nous n’avons point spécifié la nature de la variable indé

pendante t. Dans le cas particulier où cette variable représente le 

temps, et où la droite mobile OA passe par un point fixe O, le 

module a, c’est-à-dire le module de rotation du premier ordre de la 

droite OA, n’est évidemment autre chose que la vitesse du point A 

situé sur la droite mobile à l ’unité de distance du point fixe. Donc 

alors le module de rotation a se réduit à ce qu’on doit appeler la vitesse 

angulaire de rotation de la droite mobile. Alors aussi, pour établir 

directement les formules (10), il suffit d’observer que, le point O étant 

pris pour origine,

«, (3, y et ' D/oc, D((3, Dty

représenteront, d’une part, les coordonnées du point A, et, d’autre 

part, les projections algébriques de la vitesse de ce même point, ou, 

ce qui revient au même, les projections algébriques de la vitesse 

angulaire de rotation de la droite OA.
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Si, le temps t étant toujours pris pour variable indépendante, la 

droite mobile OA se meut d’une manière quelconque dans l’espace, 

en changeant de position et de direction par degrés insensibles, mais 

sans être assujettie à passer constamment par le même point fixe O, 

la vitesse angulaire de rotation de cette droite ne sera autre chose que 

la vitesse angulaire de rotation d’une droite parallèle, par conséquent 

d’une droite qui formera les mêmes angles avec les axes coordonnés. 

Donc, si l’on nomme toujours a, ¡3, -y les cosinus des trois angles 

formés par la droite mobile avec les demi-axes des x , y , z positives, 

la vitesse angulaire a de cette droite offrira encore des projections 

algébriques représentées par les trois dérivées

D(«, D,(3, D,y,

et ces trois dérivées seront encore liées à la vitesse angulaire et aux 

cosinus X, p., v des angles que formera la direction de la vitesse a, avec 

les demi-axes des x , y , z positives, par les équations (9).

111. — Modules de rotation d'une droite mobile qui s'appuie constamment
sur une courbe donnée.

Supposons qu’une droite mobile s’appuie constamment sur une. 

courbe dont les coordonnées, relatives à trois axes rectangulaires, 

soient représentées par
x t J, z.

Nommons s l’arc de cette courbe, compté positivement dans un cer

tain sens, et aboutissant au point (x , y , z). Prenons cet arc pour 

variable indépendante, et soient

*. y

les fonctions de s qui représentent les cosinus des angles formés, par 

la droite mobile prolongée dans une certaine direction, avec les demi- 

axes des x , y , z positives. Enfin, Ai étànt un très petit accroissement 

attribué à l’arc s, nommons S l’angle infiniment petit que décrit la 

droite mobile tandis que son point d’appui sur la courbe donnée par-
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court l’arc infiniment petit As; en sorte que o désigne l’angle compris 

entre les deux directions extrêmes de la droite mobile correspon

dantes aux deux extrémités de l’arc Ai. Si par la première de ces deux 

directions on fait passer un plan parallèle à la seconde, et si, dans ce 

plan, on porte une longueur numériquement représentée par le rap-

port sur une perpendiculaire à la première direction, cette perpen

diculaire étant prolongée dans le sens indiqué par le mouvement de 

rotation de la droite mobile OA; le rapport dont il s’agit, ou plutôt la 

limite « vers laquelle convergera ce rapport, tandis que l’arc élémen

taire As deviendra de plus en plus petit, représentera, en grandeur et 

en direction, d’après les définitions adoptées dans le paragraphe II, ce 

qu’on devra nommer le modale de rotation de la droite mobile. Soient 

d’ailleurs
1 , ¡J., V

les cosinus des angles formés, parla direction du module a, avec les 

demi-axes des coordonnées positives. Les valeurs des quantités

», P, v

seront celles que fourniront les équations (6) et(io) du paragraphe II, 

quand on y remplacera la variable indépendante t par la variable indé

pendante s. On aura donc

(1) a =  y/(D^a)2-l- (D.5(3 )2-+- (D,j/)2 

et

(2) «X =  D.,a, «p. =  D.5(3 , 8v =  D,y.

Pareillement, si l ’on nomme u le module du module de rotation de 

la droite mobile, ou, en d’autres termes, le module de rotation du 

second ordre, et <p, y’,  ̂ les cosinus des angles formés, par la direction 

du module u, avec les demi-axes des x , y , z positives, on aura, en 

prenant toujours l’arc î  pour variable indépendante,

( 3 )  ' ü =  v/ ( D ^ ) * T ( d Tî I ) ï + T d7 ï )*,
(4) •jcp =  DiA, ui}' =  d îv·

Enfin, si par un point de la droite mobile on élève une perpendicu-
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laire au plan qui renferme, avec cette droite, son module de rotation 

du premier ordre, non seulement cette perpendiculaire, prolongée 

dans un certain sens, formera, avec les demi-axes des x , y , z posi

tives, des angles dont les cosinus a, b, c seront déterminés par les 

formules

(5) a =  (iv —  yfi, b —  l y  —  x j ,  c =  « p— [3A;

mais, de plus, le module de rotation 0 de cette perpendiculaire, consi

dérée comme fonction de l’arc s pris pour variable indépendante, sera 

déterminé par la formule

(6)  0 =  ^ ( 0 , « ) * +  ( D , ô )*h- ( D , c)*,

et se mesurera sur lé même axe que le module a, sans que l ’on puisse
t

toutefois affirmer qu’il se mesurera dans le même sens.

Soit maintenant w une longueur mesurée sur la droite mobile, et . 

sur la direction môme qui forme, avec les demi-axes des x , y , z posi

tives, les angles dont les cosinus sont représentés par a, [3, y. Si l ’on

se sert de la notation (w, u) pour exprimer l’angle compris entre les 

directions de co et de u, on aura, en vertu des formules (19), (39), (4o) 

du paragraphe II,

, f / M  „ . / /\  \ .
(7) ts =  — ucos\cô , u j ,  9 =  v s i n \ w , v J i

et, par suite,

(8) ' 1/-.

Donc, si l ’on projette le module du second ordre u : x° sur la droite 

mobile; 20 sur un plan perpendiculaire à la direction de cette droite, 

les projections ainsi obtenues seront exprimées numériquement par le 

module du premier ordre » et par le module 8; et ces deux derniers 

modules pourront représenter les deux côtés d’un triangle rectangle 

qui aurait pour hypoténuse le module a.

Concevons à présent que l’on désigne par les lettres
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les rapports inverses des modules

a, 0, u ;
en sorte qu’on ait

1 · 1 I
(9 ) P —  - > / ,=  û ’ '  =w  1 8 d V

et, par suite,
, 1 , 1  I(10) 8 = - ,  Ü — > L·— -·

p r  z

Chacune des quantités

p, '% »-

pourra être représentée, comme le module qui lui correspond, par 

une longueur portée sur la direction de ce module. On peut même 

observer qu’elle se trouvera tout naturellement représentée par une 

longueur, si l’on exprime, suivant l’usage, les angles par de simples 

nombres. Car la quantité p, par exemple, étant l’inverse du module a 

qui représente la limite du rapport sera elle-même la limite du 

rapport y  Elle sera donc de même nature que ce rapport et, par

suite, de même nature que l’arc As, si l ’angle o est réduit à un simple 

nombre. Donc alors la quantité p sera de la nature des longueurs. 

Ajoutons qu’en vertu des formules (9) ou (xo), les équations (1), (2),

( 3 ), (4 ), (6) donneront

(II)

(12) A =  pD.,a, p  =  pD.,[3,| v :

( i 3 ) i  =  V/(D,.>.)‘- +  (D,.pt)2-|- (Dsv)2,

0 4 ) 7 =  tD,çÀ, ij;:

0 5 ) . -  —  \/(Dsa )2-|-(D^ô)2-|-(D sc)2.

Observons enfin que, la longueur t étant mesurée sur la direction du 

module u, l’angle (to, u) pourra être encore exprimé par la nota

tion (co, ï,). Donc les formules (7), jointes aux équations (xo), don-
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neront
1 I ( /\  \ ]

( 16) - =  coslco , 1. 1, -  =  -  sin\tü, x.) J
. P . x. r  x.

tandis que la formule (8) donnera

Pour montrer une application très simple des formules diverses 

que nous venons d’établir, considérons, en particulier, le cas où la 

droite mobile se confond avec la tangente menée à la courbe proposée 

par l’extrémité de l’arc s, c’est-à-dire par le point dont les coordon

nées sont x ,y ,  z; cette tangente étant d’ailleurs dirigée dans le sens 

suivant lequel se mesurent les arcs positifs. Dans ce cas, les cosinus a, 

(3, y des angles formés par la droite mobile avec les demi-axes des x, 

y, z positives seront respectivement

(18) ol —  DsX, (3 —  Dsy,  y =  Dÿz.

Alors aussi û sera l’angle compris entre les deux tangentes menées par 

les deux extrémités de l ’arc Ai. En d’autres termes, o sera ce qu’on 

nomme l’angle de contingence; et, comme l’arc Ai, compté à partir de 

l’extrémité de l’arc s, sera d’autant plus courbe que l’angle § sera plus 

considérable, le rapport

As

représentera naturellement ce qu’on peut appeler la courbure moyenne 

de l’arc As. Ajoutons qu’en faisant décroître indéfiniment l’arc Ai, on 

verra sa courbure moyenne converger vers une certaine limite a qui 

sera précisément ce qu’on appelle la courbure de l’arc s, mesurée à 

l’extrémité de cet arc. Donc cette courbure ne différera pas du module 

de rotation de la tangente, déterminé par la formule (i). Quant aux 

cosinus X, ¡j., v des angles formés, avec les demi-axes des x , y , z posi

tives, par la ligne sur laquelle se mesurera le module a, ils seront 

déterminés par les formules (2) desquelles on tirera,, eu égard à la
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formule (i),

_A_ — _ü-— — ________ -________
D,a  _  1 L |3 _  Djy ~  v/(D,a)*-i- (D,|3) * +  (D(y)*’ 

ou, ce qui revient au même, eu égard aux équations (18),

(2°) Dj^ =  üfe  =   ̂(D̂  *)■ -+ ( DfJrTTDfly- ’

Donc celte ligne sera non seulement une perpendiculaire à la tan

gente, ou, en d’autres termes, une des normales menées à la courbe 

par le point (x , y , z), mais encore celle de ces normales qui a été 

désignée sous le nom de normalepi-incipale, et qui se trouve comprise 

dans le plan osculateur (voir les Leçons sur les applications du Calcul 

infinitésimal à la Géométrie, t. I, p. 287) ( ') .

Si la courbe donnée se réduit à un cercle, l ’angle de contingence 0 

sera équivalent à l ’angle au centre qui renfermera l’arc A s entre ses 

côtés. Donc le rapport ^  représentera le rayon du cercle, et ce rayon

sera encore représenté par la limite  ̂de ce rapport, c’est-à-dire par la 

longueur p. Donc, dans un cercle, le rayon p est l ’inverse de la cour

bure a, et, réciproquement, la oourbure a est l ’inverse du rayon p. 

Donc, si, après avoir désigné par a la courbure d’une courbe quel

conque en un certain point (x, y , z), on nomme p une longueur liée à 

la courbure a par la première des équations (9), cette longueur sera le 

rayon d’un cercle qui offrira la même courbure que la courbe, ou, en 

d’autres termes, elle sera ce qu’on appelle le rayon de courbure de la 

courbe donnée au point (x , y , z). Si cette même longueur est portée, 

à partir du point (x , y , z), dans le sens suivant lequel se mesurait le 

module de rotation de la tangente, elle aboutira au point appelé le 

centre de courbure, et le cercle décrit de ce dernier point, comme 

centre, avec un rayon égal au rayon de courbure, sera le cercle „qui 

aura un contact du second ordre avec la courbe, et que l’on nomme, 

pour cette raison, le cercle osculateur (voir les Leçons déjà citées). Cela

(* )  Œ uvres de Cauchy, série II, t. V,  p. 290.
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posé, il suffira évidemment d’attribuer aux cosinus a, (3, y les valeurs 

fournies par les équations (18), pour que la valeur de p, déterminée 

par la formule (i i), représente le rayon du cercle osculateur, et pour 

que les valeurs de X, p., v, déterminées par les formules (12), repré

sentent les cosinus des angles formés, avéc les demi-axes des x , y , z 

positives, par la droite menée du point (x , y , z)  au centre de cour

bure. Observons, au reste, que les équations ainsi obtenues, savoir :

(2J) 1 =  ^(0»®)*+( D ^ + fD is ) » ,

( 2 2 ) X =  p D |a : ,  . f i  =  p D | j ,  v =  p D f z ,

entraînent la formule (20), à laquelle on parvient en égalant entre 

elles les quatre valeurs que ces mêmes équations fournissent pour le 

rayon de courbure p.

Considérons maintenant, parmi les modules de rotation de la courbe 

donnée, celui qui est du second ordre. Ce module, déterminé par la 

formule ( 3), et mesuré dans une direction qui forme, avec les demi- 

axes des coordonnées positives, des angles dont les cosinus <p, -y, vp se 

déterminent par les formules (4), sera ce que j ’ai nommé la seconde 

courbure, et ce que M. de Saint-Venant appelle la cambrure de la 

courbe proposée. L’ inverse de ce même module, ou le rayon 1, déter

miné par la formule ( i 3), sera le. rayon de seconde courbure, ou le 

rayon de cambrure, qui se mesurera sur la droite tracée de manière à 

former, avec les demi-axes des coordonnées positives, des angles dont 

les cosinus ¡p, -y,  ̂ seront déterminés par les équations ( i 4)· Suppo

sons d’ailleurs que par le point (x, y , z) de la courbe donnée on mène 

une droite perpendiculaire au plan osculateur. Cette droite, étant per

pendiculaire à la tangente et au rayon de courbure, sera précisément 

celle qui, prolongée dans un certain sens, forme, avec les demi-axes 

dés x , y , z positives, des angles dont les cosinus a, b, c se déter

minent par les formules ( 5); et si, en nommant 6 le module de rota

tion de cette droite, on représente le rapport inverse de ce module par 

une longueur r mesurée sur cette même droite dans le sens que nous 

venons d’indiquer, la longueur r, le rayon de courbure p et le rayon

Œ u v r e s  d e  C . — S. II, t. XIII. 39
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et -V
seront les deux côtés d’un triangle rectangle qui aura pour hypoté

nuse ~  Ajoutons que si l ’on désigne par w une longueur mesurée sur 

la tangente à la courbe donnée, dans le sens suivant lequel se mesure

positivement l’arc s, et par (co, x) l ’angle que forme cette tangente avec 

le rayon de cambrure, les longueurs p et r seront liées à la longueur i

et à l’angle (co, ï.) par les équations (16). La formule (17) a été donnée 

par M. de Saint-Venant (dans le Tome XIX des Comptes rendus des 

séances de l ’Académie des Sciences), et, comme il l’a remarqué lui- 

même, elle se trouve implicitement comprise dans une équation de 

M. Lancret.

de cambrure t vérifieront la formule (17), en vertu de laquelle -
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MÉMOIRE SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS

DES

RÉSULTANTES A DEUX TERMES

l. —  Formules analytiques.

Considérons deux systèmes de variables dont les unes, en nombre 

égal à n, soient représentées par les lettres italiques

(O J ,  z,  · · · ,

les autres, en pareil nombre, étant représentées par les lettres 

romaines

(2) X. y, z, . .. .

Concevons, d’ailleurs, que l’on range quatre de oes variables sur deux 

lignes horizontales et en même temps sur deux lignes verticales, en 

plaçant, dans la première ligne horizontale, deux termes de la 

suite (1) et, dans la seconde ligne horizontale, les termes correspon

dants de la suite (2). On obtiendra ainsi un tableau de la forme

et si, après avoir construit, avec les quatre termes de ce tableau, les 

deux produits

dont chacun a pour facteurs deux variables situées non seulement 

dans les deux lignes horizontales, mais encore dans les deux lignes 

verticales, on retranche le second produit du premier, la différence 

ainsi trouvée, savoir,
j c y — y x
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sera une résultante composée seulement de deux termes, l’un positif xy, 

l ’autre négatif —  xy. Or, les résultantes de cette espèce jouissent de 

quelques propriétés qui méritent d’être remarquées, et dont l’énoncé 

fournit diverses propositions que nous allons établir.

T héorème I. —  Soient
U, V

deux fonctions homogènes et linéaires des n variables

et nommons
yi

U ,  V

ce que deviennent les fonctions u, v quand on remplace les n variables x , 

y , 2, . . .  par n autres variables

X, y, z, . . . .

La résultante formée avec les quatre termes du tableau

(4)

c’est-à-dire la différence
UV  —  U C ,

sera une fonction homogène et linéaire des résultantes

( 5 )  x y  — xy,  x z - -  xz,  . . . ,  y i  —  yz,  . . . ,

dont chacune est fournie par un tableau qui renferme pareillement 

quatre termes, savoir, deux termes quelconques de la suite

x,  y, z,

écrits au-dessus des termes correspondants de la suite

x ,  y ,  z ,  . . .

j U, V, 

| U, V,

Démonstration. —  Supposons

( 6 ) u — JC x  —{— Y  y Zz -H... ,  v — A. x  —t— Y y  ~-f~ Z z  —f~... ,

X, Y, Z, . . . ,  X, Y, Z, . . .  étant deux suites de coefficients constants.. 

Puisque u et v sont ce que deviennent u et v quand aux variables x , y ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DES RÉSULTANTES A DEUX TERMES. 309

s , . . .  on substitue les variables x, y, z, . . .  ; les équations (6) entraî

neront les suivantes :

(7) u =  A'x- f-  Yy  +  Z z  + . . v =  X x  +  Y y  +  Z z + ----

Cela posé, on aura identiquement

(8) u v —  ue =  (sYx  -t- Y y  Zz  + . . . )  (Xx-I-  Y y  +  Zz  -+-...)

—  (Aï'x -f- Y  y -f- Z z  -4- . .  , ) { X x -{-Yy  +  Zz -t-.<. .).

Or, en vertu de l ’équation (8), la résultante binôme u y —  ue sera 

évidemment composée de plusieurs parties respectivement proportion

nelles aux coefficients X, Y, Z,  . . . .  D’ailleurs, la partie proportion

nelle au coefficient X,  étant le produit de ce coefficient par la diffé

rence

xv  —  x i , =  ( X x - t - Y y - f - Z z - t - . . . ) x  —  ( X x - h Y y - t - Z z  +  . .  ,)x 

=  Y (xy — xy) -h Z(xz  — xz) - h . . .,

sera, ainsi que cette différence elle-même, une fonction homogène et 

linéaire de plusieurs termes de la suite ( 5 ); et l ’on pourra en dire 

autant des diverses parties qui, dans le développement de la résul

tante uy — ur, seront respectivement proportionnelles aux coeffi

cients F, Z.  Donc cette résultante sera une fonction homogène et 

linéaire des divers termes de la suite ( 5).

Théorème II. —  Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précédent, écrivons l ’une au-dessus de Vautre, non seulement les deux 

suites de variables
l x,  y, z, . . . ,

(9)
I x, y, z, · · · ,

mais encore les deux suites de coefjîcients

(10)
yr, y , z ,
X, Y, Z,

qui représentent les constantes par lesquelles les variables

x,  y ,  z,  . . .

se trouvent respectivement multipliées : i°  dans la fonction u ; 2 0 dans la
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fonction V] et considérons, outre les résultantes

(5) xy  — x j, x z  — xz, rz — yz, ■■

dont chacune est formée avec quatre termes compris dans deux lignes 

verticales du tableau (9), les résultantes semblables

(11) J Y - X F ,  X L - X Z ,  YL — Y Z . . . ,

qui se déduisent des premières quand on remplace les termes du 

tableau (9 )par les termes correspondants du tableau (10). Il suffira de 

multiplier chaque terme de la série ( 5) par le terme correspondant de la 

série j i  1), puis d'ajouter entre eux les divers produits ainsi formés, pour 

obtenir une somme équivalente au produit de la résultante

U V  —  U f ,

en sorte qu'on aura

(12) uv — nv=z' L(XY  — X Y ) ( x y  — x j) ,

le signe 2 indiquant une somme de termes semblables entre eux.

Démonstration. —  En effet, pour obtenir le coefficient de l’un des 

termes de la série (5), par exemple du binôme

xy  — x j,

dans le développement de l’expression

uv — u e ,

il suffira de chercher le coefficient du produit xy  dans le développe

ment du second membre de la formule (8). D’ailleurs, ce dernier coef

ficient sera évidemment celui que l’on obtiendra si l ’on suppose 

réduits à zéro tous les termes de la série (1), à l’exception du pre

mier x ,  et tous les termes de la série (2), à l ’exception du second/·, 

et, comme, dans cette hypothèse, on aurait

u =  X x ,  v =  Xx,

U — Y y,  v — Yy,
par conséquent

u v - u v  =  ( A ' Y - X Y ) x y ,

nous devons conclure que, dans le développement général de l’expres-
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sion
U V — UC,

le coefficient du binôme
xy — XJ

sera
J Y - XJ.

311

Corollaire. —  Si, dans la formule (12), on substitue, pour u, v, u, v, 

l e u r s  v a l e u r s  t i rée s  des  f o r m u l e s  ( 6 ),  ( 7 ), o n o b t i e n d r a  l ’é q u a t i o n  
identique
( i 3 ). ( X x  -t- T j  -+- Z z  -+-.. .) (Xx  -+- Y y  4- Zz  - f - , . .)

—  ( Z x  +  K y  +  Z z  +  . .  , ) ( X æ +  Y  y  + Z 2  +  . . . )  

■ = 2 ( ^ Y - X T ) ( a y - x / ) .

Cette équation, qui était déjà connue, comprend évidemment les théo

rèmes I et TI.

Théorème III. —  Soient

(*4 ) ' , u, P,

et

( i 5 ) £/, F, TF

deux suites composées d'un pareil nombre de termes, dont chacun repré

sente une fonction homogène et linéaire des n variables x , y , z, 

Soient encore
(16) U, V , w, . . .

et

( 17 ) U, V,  W ,  . . .

ce que deviennent les deux premières séries quand on remplace les 

variables x , y , z, . . .  parles variables x, y, z, . . . .  Concevons, d'ail

leurs, que Von ajoute entre eux les termes de la série ( i4) ou (16), res

pectivement multipliés par les termes coirespondants de la série ( i 5) 

ou ( 17), et construisons ainsi les quatre sommes,

(18)
P  =  U u +  Vv +  Ww-l · . . . ,  

Q =  £/u -f- Uv-f- U  w 4 - . . . ,

Ç =  U« +  V v  +  W«’ +  . . . ,  
P =  U u +  V v  +  'W w +  . . . .

La résultante
P  P - Ç Q ,
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formée avec ces quatre sommes, dépendra uniquement des binômes qui 

représentent les divers termes de la série (5), et sera une fonction de ces 

binômes, non seulement entière, mais encore homogène et du second 

degi'é.

Démonstration. —  Concevons qu’avec les termes des suites (i/f) 

et (16), pris quatre à quatre, on forme les résultantes

(19) «V — UC, MW— U«', CW— VIT’,

et, avec les termes correspondants des suites ( i 5) e t ¡(17), les résul

tantes

( 20) t / V - U F ,  U W  —  U  FF, U W  —  V f V ,  . . . .

Eu égard au théorème II, il suffira de multiplier chaque terme de la 

série (19) par le terme correspondant de la série (20) pour obtenir la 

résultante J
^  P P — Ç Q .

On aura donc

( 21) P P  —  Ç Q  =  I ( U V  —  U  V) ( u v  -  u c ) ,

le signe 2 indiquant une somme de termes semblables entre eux. 

D’ailleurs, en vertu du théorème I, chacun des binômes (19) ou (20) 

sera une fonction homogène et linéaire des termes de la série ( 5). 

Donc tout produit de la forme

( U V  —  U  V )  ( mv-  uc)

sera une fonction de ces mêmes termes, entière, homogène et du 

second degré, aussi bien que la résultante binôme

D P  —  QQ,

représentée par une somme de semblables produits.

Corollaire I. —  Il est bon d’observer qu’en vertu des formules (18), 

P sera une fonction des variables x , y , z, . . . ,  non seulement entière, 

mais encore homogène et du second degré. De plus, P sera évidem

ment ce que devient P, et Q ce que devient Q, quand on remplace les 

variables x , y , z, . . .  par les variables x, y, z.........
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Corollaire IL —  Si l’on réduit les fonctions

aux variables 

les fonctions

U, V, w,

x, 7» z,

u , V, W,

se réduiront elles-mêmes aux variables

313

x, y, z,

et la valeur de P, déterminée par la première des formules (18), 

deviendra
P  =  ux vy +  vus ■ +■ . . ..

Si d'ailleurs les fonctions linéaires, par lesquelles les variables x , y , 

z, . . .  se trouvent respectivement multipliées dans cette valeur de P, 

sont représentées, non plus par diverses lettres

u, e, w, . . . ,

mais à l’aide de la seule lettre P successivement affectée des indicés x , 

y, z, . . . ,  c’est-à-dire à l ’aide des notations

Pxi Pyi P z i - · · i

et si, pareillement, pour exprimer ce que deviennent ces mêmes fonc

tions linéaires quand on remplace les variables x , y , z, . . .  par les 

variables x, y, z, . . . ,  on se sert, non plus des lettres

mais des notations
, u > v, w,

p*, Py, P.,

alors, à la place du théorème III, on obtiendra la proposition suivante :

T héorème IV. —  Soient 

(22) P.V) Py-, Pzi ·.·

n fonctions homogènes et linéaires de n variables

x, y , z, . . . ,
et nommons

( 2 3 )  P „  P y, P „  . . .

Œ u v r e s  d e  C .  — S. II, t. XIII. 40
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ce que deviennent les fonctions Px, Py, Pz, . quand on remplace les 

n variables x , y , z, . . .  par n autres variables

x, y» z,

Concevons, d'ailleurs, que l'on ajoute entre eux les termes de là suite

ou de la suite
p , , P z

Px, Py, p „

respectivement multipliés par les variables

ou par les variables 

et nommons

·», y,

x, y, z,

P,
Q, p,

les quatre sommes ainsi obtenues, P étant celle qui renferme les seules 

variables x , y , z, . . ., et P celle qui renferme les seules variables x, y, 

z, . . ., en sorte qu'on ait

( P  —  x  P x -\ - y P y - { - z P z +  . . . ,  O =  x P  x H- y  P y -+- z P -  -+-.. ,

| Q = : . î ; P x + ^ P y - | - ^ P 2 + . . . ,  P = x P x + y P j  +  z P , + . . . .

La résultante
p p  —  <?Q,

formée avec ces quatre sommes, dépendra uniquement des binômes qui 

représentent les divers termes de la série (5), et sera une fonction de ces 

binômes, non seulement entière, mais encore homogène et du second 

degré.

Corollaire I. —  Il est bon d’observer qu’en passant du théorème 111 
au théorème IV on obtiendra, au lieu de l’équation (21), la formule

( 25 ) P P  —  ç q  =  I ( P x P y— PxP r ) ( x y  —  x j ) .

Supposons maintenant que, s, t étant deux termes quelconques de la 

suite
x, y ,  z, ...,

et s, t les deux termes correspondants de la suite

x. y, z, • ) ·
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on désigne par Pst le coefficient de t dans la fonction linéaire Ps. Alors 

Ps t sera une constante qui représentera encore le coefficient de t dans 

la fonction linéaire P8, et la formule (25) pourra s’écrire comme il suit :

(26) P P  —  Ç Q  —  2 ( P sPl —  PsP t) {si  — St),

le signe S indiquant une somme de termes semblables entre eux. 

Comme on aura d’ailleurs

j P s= z &Ps,x~\- y  Pt,y~P z P St î + . . .  , P i =  xPt,x-\- y  Pt,y~\~ %Pt,z +  · · · >
| Us — x Pî.x +  y Pi.r + z +  · · · > Pi=  x +  y Pi,y + z Pî.z +  · · · j

il suffira de substituer aux formules (6) et (7)  les formules (27), pour 

obtenir, à la place de l ’équation (12), l’équation semblable

(28) P j P t —  P sP t = 2 ( P s,xPt,y—  Pt,xPs,y) { xy  —  X j ) .

Cela posé, on tirera de la formule (26), jointe à l’équation (27),

(29) P P  —  Q Q  =  I 2 ( P StXP t0—  Pt,x Ps,y) ( s t — ' si) ( « y  —  x y ) ,

les deux signes SS indiquant une double somme de termes semblables 

que l’on obtiendra en remplaçant successivement chacun des binômes

st  —  si, x y  —  x y

par les divers termes de la série ( 5). Ajoutons qu’en vertu dé la pre

mière des équations (27), on aura

P x z z z - x P  x , x ~ P  J  P  x , y ~ P  Z  P  x ẑ - \ -  . . · ,

P  y = - x P y fX “4“  y  Py,y  “ t”  Z P -  - f -  . . . ,

P z =  x P z,x -PyPz .y  -4- zPz.z  -4- . . . ,

................................................................................................. î

et qu’en conséquence la première des formules (24) donnera

( 31) P — Pxx  +  y 2Py<r +  z*PZ'Z-h . ..
H- x y ( P x , y +  P  y,x) +  ( P  x,z-P P z,x) -4- · . . yz  (.Py.?, H- P s,y)+  . . .,

tandis que la seconde donnera

( 3 2 ) Ç  =  x x P x^-P yy Pyty-h z z P Z:Zy - . . .

-4- xyPx.y~PxyPy,x-4- x z P XiZ-\- xzP Z)X~p  ... - p y zP y iZ-¡-yzPz y -4-....
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Au contraire, la quatrième et la troisième des formules (24) donnéront

( 33 ) P =  X" PXtX +  f  Py.y +  Z* P Z ,  Z  +  . . .

+  xy ( P x,y +  P +  XZ (.P,r.- ■ +· P z.x) yz{Py,z "4- Rz.y)~̂  · ■ · >

(34) Q— XxPx¡x+  yyPy,y+ SîPj,i+. ·.
+  xy Px>y +  xy Py,x -4- x  z Px¡ - -4- x 3 Pz,x +  ... +  y z Pyz-4-y z Ps,y-\-....

Corollaire IT. —  Si le coefficient constant de t dans Ps devient géné

ralement égal au coefficient constant de s dans Pt, en sorte qu’on ait

(35) Pi,t= P t,u 

alors les formules ( 3 i), ( 32) donneront.

(36) P  — !D~ Px,x~\~ y* Pyty-\- z? Pz,Z~t- ■ ·
+  2 x y P x , y - \ -  i . x z  P x ^  +  ■ . 2 y z P y , z  +  . .

et .

(37) Ç=zxxPx.iX +  yyPy,y+zzP.,z+ · . .
-1- ( x y  -+- x y ) P x,y+  ( «  +  \ z ) P x ,. +  . . . +  ( y z  +  y z ) P r,z+ ·  ■ ..

D’ailleurs, les valeurs des coefficients

P.v,xi Py.yi Pz,zi · · · j Px,yi P.v,z.) · · · > Py.zi · · ·

pouvant être choisies arbitrairement, la fonction P déterminée par la 

formule (36) pourra être, parmi les fonctions entières de x , y , z, . . . ,  

l’une quelconque de celles qui seront homogènes et du second degré. 

Quant à la fonction P, elle sera toujours ce que devient P quand on 

remplace les variables x , y , z, . . .  par les variables x, y, z, . . . ,  en 

sorte qu’on aura

(38) P =  %■ 'Px,.v~P y*Py,y 1? P s, z +  · · ·
+  2\yPXty+  2xzPXtZ +  . ■ ■ + iyzPytZ +  · · ■ ·

Ajoutons que, si l ’on désigne par s, t deux quelconques des termes de 

la suite
J'j · * * î

et par s, t les deux termes correspondants de la suite

x, y, z, . . . ,

il suffira, pour obtenir la valeur de Q déterminée par l’équation (37),
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de remplacer généralement, dans la valeur de P, le carré î 2 d’une 

variable par le produit s s, et le produit j t  de deux variables par la 

demi-somme n ~~8·"· Enfin, comme la valeur de Q  ainsi formée ne sera 

point altérée quand on échangera entre eux les deux systèmes de 

variables
œ, y ,  z,  

x, y, z,

il en résulte qu’on aura, dans l’hypothèse admise,

(39) Q =  Ç,

et que, par suite, la résultante

sera réduite à la forme
P P  —  ç q

P P  —  Q \

Cela posé, l’équation (29) deviendra

( 4 o )  P P  —  Q% —  2 I { P SlXP t,y—  P t , x P t,y) ( i t .  —  s t) ( x y  —  xy) ,

et le théorème IV entraînera évidemment la proposition suivante : 

T héorème V. —  Soit P une fonction des n variables

x ,  y ,  z-, . . .

entière , hom ogène et du secon d degré. N om m ons  P  ce que devient P  

q u a n d  on rem place les n variables x , y ,  z ,  . . .  p a r  n autres variables x ,  

y ,  z, . . . .  E n fin , nom m ons Q ce que devient P  q u a n d  on y  rem place les 

carrés

des variables x , y , z, . . .  par les produits

XX, vy ,  z z, . . .
et les produits

xy,  xz ,  yz ,  . . .

des variables xi, y , z, . . . ,  combinées deux à deux, par les demi-sommes

x y - k - x y  x i - ¡ r  xî
------------------- j  -----------------

2 2 2 9
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La différence
PP — O2

dépendra uniquement des binômes

æy ~  x z  —  xz,  y z  —  yz,

et sera une fonction de ces binômes, non seulement entière, mais encore 

homogène et du second degré. Ajoutons que si s, t étant deux quelconques 

des variables
a ,  7 , - , ■ ■ ■ ,  ,

on désigne par Pss le coefficient du carrés2, et par 2 Pst le coefficient 

du produit st dans la fonction P, on aura non seulement

( 3 6 ) P  =  x * P x.x +  y * P r,r + z U \ . :Z-ir. . .

+  2 XyP.-cy-'r i x z P Xtl-\-. .  . +  2 y z P y ,3 +  . .
mais encore

(4o) P P  —  Ç î = l l ( P StXP Lr—  P t,xP t.y) (st  —  si) ( x y  —  xy) ,

les deux signes SS désignant une double somme de termes semblables, 

que Von obtiendra en remplaçant successivement, dans le second membre 

de la formule (4o), chacun des binômes

s t — si. x y  —  x y

par les divers termes de la suite ( 5 ).

Corollaire I. — n étant le nombre des variables x , y , z, . . le

nombre des termes de la suite (5) sera — —> et, en remplaçant suc

cessivement chacun des binômes

st  —  si, x y  —  xy

par ces divers termes dans le produit

( 4 0 ’ ( P i ',.vPi,}— P i , x P s , r) {s t — s t ) ( x y  — xy) ,

on obtiendra, en tout,

P F 5]’
produits dont la somme constituera le second membre de l’équa

tion (4o), ou la valeur de la différence P P —  Qi . D’ailleurs, lorsque
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les deux binômes
.st’—  s t ,  x y  —  x j

deviennent égaux, c’est-à-dire lorsqu’on suppose

s =  x, t= y ,
et, en conséquence,

s =  x, f =  y,

le produit (4i) se réduit au suivant :

(4a) {Px,xPy,i— Pî,y) («y — x j )5.

Enfin, lorsque les deux binômes

st  —  si ,  x y — x j

319

restent distincts, le produit (4i) est évidemment égal à un autre pro

duit de la même forme, savoir, à celui qu’on obtient quand on échange 

les deux binômes entre eux. Donc les produits qui représenteront les 

divers termes de la double somme comprise dans le second membre 

de l’équation (4o) seront de deux espèces, et, parmi ces produits, les 

uns, en nombre évidemment égal à

n(n — i)
---------------5 '2

seront de la forme (42), tandis que les autres, étant de la forme (4i) 

sans être de la forme (42), seront deux à deux égaux entre eux. Ajou

tons que le nombre de ces derniers sera évidemment exprimé par la 

différence

[n ( n  —  i ) p  n ( n  —  i )

2 J —  5(43)

de sorte qu’en représentant ce nombre par 2N, on aura

(44) /V:
( n  — 2 )  ( n  — i)/i(n-|-i)

Corollaire IL — Pour montrer une application du théorème Y, sup

posons que les variables x , y  soient réduites à deux, et qu’en consé

quence la fonction P soit de la forme

(45) P  =  ax'! -l-- b y -  +  2 c x y ,
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a, b, c étant des coefficients constants. Alors on aura

et, comme la suite ( 5) ne renfermera plus qu’un seul terme, l’équa

tion (4o) se trouvera réduite k

(46) P P  —  Ç - =  (PXlXPy.y— P.?,y) ( x y  —  xy)-.

Comme on aura d’ailleurs, dans cette hypothèse,

Px,x—■  ̂'̂ 0

l ’équation (46) donnera

(47) P P  —  Q-— {ab —  c·2) ( x y  —  x y ) \

En substituant, dans la formule (47)» aux fonctions P , P, Q leurs 

valeurs déduites de la formule (45) à l’aide des règles indiquées dans 

l’énoncé du théorème Y, on obtiendra l ’équation identique

, ,  8 N {' +  2 cxy) (« X2 +  b y2 +  2 c xy) —  [ ax  x +  byy  -I- c (xy  4 - xy) ]“-

( —  (ab —  c'-)(xy —  x y ) \

qui a été donnée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin de 1773.

Corollaire III. —  Supposons maintenant que les variables x , y , 

z, . . .  soient au nombre de 3, et qu’en conséquence la fonction P soit 

de la forme

(4g) P  —  ax^-h by1-1- es24- 2 dyz  -+- 2ezx  4- 2 f x y ,

a, b, c, d, e, /désignant des coefficients constants. Alors on aura

et si l ’on pose, pour abréger,

( 5o) X = y z — ys,  y  =  z x  —  z x ,  % =  x y  —  xy,

les termes de la série (5) se réduiront, abstraction faite des signes, aux 

trois binômes désignés ici par les trois lettres SC, )̂, Cela posé, la 

formule (4o) donnera

( 5 x ) p  p  - -  ç»2= A  æ 2 4- B  y  4- 4- 2 D  +  2 E $ æ  4- 2 F  æ y ,
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A, B, C, J), E, Fêtant des constantes déterminées par les équations

| A=Py,yPz,z — pi■l 5 T) — P z,x P.v,y — P.v,xP3·,s;
(52) '  \ B = P ^ P X,X- pi J jr>s 5 E  — P.x,yPy,z -  Py,y Ps,x·

( C =  Px,xPy,r - pi1 F = Py,zPz,x-Pz,zPx,y

Comme on aura d’ailleurs

Px-,x= a, Py.0—  1̂ P ;, =  C,

Py.z =  d, Pz,x = e , Px.y — fi

les équations ( 52) donneront

i A  =  bc —  cl-, B  —  ca —  e2, C = a b — /",

* j D =  e f — ad , E  =  / d — be, F = d e  —  cf.

Enfin, si, dans la formule ( 5 i), on substitue aux fonctions P, P, Q 

leurs valeurs déduites de la formule (49) à l ’aide des règles indiquées 

dans l’énoncé du premier théorème, on obtiendra l’équation identique

(5/j ) (eus- +  ¿j '2 H- es--h 1 elyz -4- 2ezx  -+- 2f x y )

, X  ( a x 2 +  r z ! 4- 2 c/yz +  aezx +  2/ x y )

—  [ a x \  +  é j y  +  p; z -+- i /(yz  -1- y - )  +  «(-x  +/■ ») +  / (a?y +  v ) ] 2 

= /tæ -+  /i^2 +  (7^ +  2 / ) ^  +  2 ^ Æ + a m j ,

que l’on pourrait déduire de l’ une des formules données par M. Binet 

dans le XVIe cahier du Journal de l’École Polytechnique.

Corollaire IV. —  Il est bon d’observer que les coefficients constants

Px,xi Py.yi Pz,z·) · · ·, Px,yi Px,zi · · · > Py,z-> · ■ ■ i

renfermés dans les seconds membres des formules (36) et (4o), sont 

précisément les moitiés des dérivées du second ordre de la fonction P. 

En effet, de l’équation (36), différentiée deux fois de suite par rapport 

à une même variable, ou par rapport à deux variables distinctes, on 

déduit immédiatement les formules

-  D®. P,  P Z ; = -  D 2 P .

 ̂D, D, P, p :.ta =  l  D , D .  P,

4 ,  -

P u , =  - T ) l  p P.Q .1 /

P x , y= l D vT)yP, P.

Œ u v r e s  d e  C .  — S. II, t. XIII.
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toutes comprises dans la formule générale

(5 6 )

qui subsiste dans le cas même où l’on suppose t =  .y. Ajoutons encore 

qu’en vertu des équations ( 5 5 ), la formule (3 6 ) donnera

(57) ■>.!> =  jc* - h -+- z-L)îP + .. .
+  a D,  P  H- a DA.D-/> +  . . . +  a yz  Dr D, P  + . . . .

Au reste, l ’équation (67) peut se déduire immédiatement du théorème 

des fonctions homogènes. Effectivement, en vertu de ce théorème, la 

fonction P,  étant homogène et du second degré par rapport aux 

variables x , y , z ,  . . . ,  vérifiera la formule

(58  ) 2 P  =  .r D ,VP  -H j ' ï ) y P  -t- z U.- P  -+-.. . ;

tandis que les fonctions D,:P, D, P, D.,/;, . . . ,  étant liomogenes et du 

premier degré, vérifieront les formules

/ D.v P  =  ^ D i  / M - . r l V U , 7> +  5 D5D.e7> + . .  .,

(r>9) | =  +  !> +  ...>
V ................................ ........... ................ ******

et il est clair qu’en substituant dans l’équation (58) les valeurs de

D.,/5, l V > ,  . . . .

fournies par les équations (09), on retrouvera la formule (67). Obser

vons enfin que les équations (3o), jointes aux formules ( 5 5 ), don

neront
P x =  I  ( x D j *  ^ + j ' D vD . , / J +  . : ] h D . , P  +  . . . ) ,

^ . =  1 ( ^ . 0 ,./» 4 - j-D* P  +  z D J ) y P +  . . . ) ,  

i ( . r D . BD - / > - l - j r ) J. n . / >  + î D» P  +  . . . ) ,

Donc, eu égard aux formules (69), on aura

(60) / ï , .=  i  !).,./>, />r = ;  D.r/), P , =  ^ h P ,
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Ainsi, dans l ’hypothèse qui nous a conduits au théorème V, les fonc

tions précédemment représentées par les notations

P P  P  1 -l·) 1 y) 1 ■ · · · >

se réduisent aux moitiés des fonctions dérivées

u.e./>, i y y i L/J, ... .

II. —  Interprétations géométriques de plusieurs formules  

établies dans le premier paragraphe.

Plusieurs des formules établies dans le paragraphe I admettent des 

interprétations géométriques qui méritent d’être remarquées et que 

nous allons indiquer.

Supposons d’abord que la suite

X ,  J ,  Z; . . .

renferme seulement deux variables x,  y , et concevons que ces deux 

variables représentent les coordonnées d’un point mobile. La dis

tance r de ce point à l ’origine sera déterminée par la formule

v =  \Jxi ->r y*.

Supposons d’ailleurs que a, b, c, k étant des quantités constantes, le 

point mobile ( x , y )  soit assujetti à rester sur une courbe du second 

degré représentée par l’équation

( i ) ax'L ·+· by° +  a rx y  =  k.

Cette courbe sera une ellipse ou une hyperbole, qui aura pour centre 

l’origine des coordonnées; elle sera une ellipse si l’on a

ab —  c'2>  o, k >  o.

Elle sera une hyperbole si l ’on a

. ab —  c- <  o ;

et, dans cette dernière hypothèse, il suffira de changer le signe du 

second membre de la formule ( i)  pour obtenir l ’équation'

(2) ax-  +  b y* -+- a cx y  =  —  k
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d’une seconde hyperbole conjuguée à la première, deux hyperboles 

conjuguées étant celles qui, avec le même centre et les mêmes asymp

totes, offrent des axes réels respectivement égaux et parallèles aux 

deux côtés d’un rectangle dont les diagonales sont dirigées suivant ces 

asymptotes.

Concevons à présent que par le point (x , y) on mène une tangente à 

la courbe représentée par l’équation (i) ou (2), et nommons

les coordonnées courantes de cette tangente. On aura

(3) (ax +  ry) { ï  — æ) +  ( rx  +  by) (n — y) =  o, 

et par suite, eu égard à l ’équation (i),

(4) axl-^-bjn-\-c(xns-ly) =  k, 

ou, eu égard à l’équation (2),

(5) ax\ +  byn +  c(xn \y) —— h.

Ajoutons que, pour obtenir l ’équation de la parallèle menée à cette 

tangente par l’origine des coordonnées, il suffira de remplacer k 

par zéro dans la formule (4 ) ou ( 5 ). L’équation de cette parallèle sera 

donc de la forme

(6) ax\ +  byn +  c(xn +  \y) — 0 .

Soient maintenant

x’ y

les coordonnées d’un nouveau point situé sur l’ellipse représentée par 

l’équation (1) ou sur l’une des hyperboles conjuguées représentées 

par les équations (1) et (2). On aura encore

(7) a x ! +  ôy2+  2c x y  =  /<·, ·

O U
( T

(8) ax2+ 6 y 2H-2c’xy =  — k.

Soit d’ailleurs s le rayon mené de l’origine au point (x, y), en sorte 

qu’on ait

( 9 ) s  —
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Si ce rayon est parallèle à la tangente'menée par le point '(as, y )  à la 

courbe (i), on vérifiera l’équation (6) en posant

£ =  X, . n =  y.
On aura donc alors

(10) a x x  4- byy  +  c ( x y  -+- xjy) =  o.

Si, au contraire, le rayon s n’est pas parallèle à la tangente dont il 

s’agit, il suffira de le prolonger indéfiniment dans les deux sens pour 

qu’il rencontre cette tangente en un certain point dont les coordon

nées £, Y] vérifieront l’équation (4), et dont la distance à l ’origine sera 

une longueur ç déterminée par la formule

(11) s =  </£>+Y]·-.

Mais alors, en posant, pour abréger,

(12)

on aura nécessairement

(i3).

0 = - ,
;

0
y

= ± o ,

le double signe ±  devant être réduit au signe -t- ou au signe — , sui

vant que les deux longueurs s, ç se compteront, à partir de l’origine, 
»

dans le même sens ou dans des sens opposés. Or, de l’équation ( i 3), 

réduite à la forme

Î  =  ü = -t-i,
x y - 0 ’

et combinée avec l’équation (4), on tire

(i4) a x x  -H byy  -1- c ( x y  -1- x j )  = ±  8 k,

par conséquent,

(i5) a__^axx +  byy +  cixy-hxy)
-------  A·

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. —  Soient /·, s deux rayons menés de Vorigine des coor- 

, données supposées rectangulaires, le premier à la courbe représentée par
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Véquation (i), le second à lune des courbes représentées par les équa

tions (i) et (2). Soit, de plus, ç la longueur mesurée, à partir de Vori

gine, sur le rayon s indéfiniment prolongé dans les deux sens, jusqu à la 

tangente menée à la courbe (1) par Vextrémité du rayon r. Enfin nom

mons x , y  les coordonnées de Vextrémité du rayon r, et x, y les coor

données de V extrémité du rayon s. Les deux longueurs s etc seront dirigées, 

à partir de l'origine, dans le même sens ou dans deux sens opposés, suivant 

que la quantité
a .v \  H -  b y  y  -+- c ( a i y  -+- x y )  

k

sera positive ou négative, et la valeur numérique de cette quantité sera 

précisément la valeur du rapport

0 =  i.
ç

Corollaire I. —  Lorsque la tangente menée par le point ( x , y )  à la 

courbe (1) est parallèle au rayon s, la longueur représentée par ç 

devient infinie. On a donc alors 0 =  o, et, par suite, l’équation ( i 5) se 

réduit, comme on devait s’y attendre, à la formule (10).

Corollaire H. — Concevons à présent que, par l’extrémité du 

rayon s, c’est-à-dire par le point (x, y), on mène une tangente à la 

courbe (1) ou (2), sur laquelle est situé ce même point; et nommons p 

la longueur mesurée, à partir de l’origine, sur le rayon /’ indéfiniment 

prolongé, dans les deux sens, jusqu’à la tangente dont il s’agit. Alors, 

en posant

(0 6 ) .  0 = - ,
P

on prouvera, comme ci-dessus, que 0 se réduit à la valeur numérique 

de la quantité
a x x  -+- b y y  -+- c ( x y  H -  x y )

Donc les valeurs de 0 fournies par les équations (12) et (16) seront 

égales entre elles, et l’on aura

s _r

« — p’
( [7 )
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en sorte que les deux longueurs p, ç seront respectivement proportion

nelles aux deux longueurs r, s. Cette dernière proposition peut être 

considérée comme offrant une interprétation géométrique de la for

mule (3ç)) du paragraphe I, et, comme cette formule, elle exprime la 

propriété qu’a la fonction

a x x  +  b y y  +  ' < ' { x y  4 -  x v ) .

de n’être pas altérée quand on échange entre eux les deux systèmes de 

variables
·*, JS

y-

Corollaire III. —  Supposons maintenant que le rayon s aboutisse, 

comme le rayon r, à la courbe représentée par l ’équation (i). Alors, 

non seulement les longueurs p et ç seront respectivement proportion

nelles aux longueurs ;· et s, mais, de plus, ces quatre longueurs étant 

comptées à partir de l’origine, p se mesurera dans le sens de r, et ç 

dans le sens de s, si la quantité

a x x  +  b y y  +  c { x y  +  x y )

! k “

est positive. Au contraire, si cette quantité devient négative, la direc

tion de p sera opposée à celle de r, et la direction de ç opposée à celle 

de .v. Donc, par suite, les longueurs r, s, d’une part, et les lon

gueurs p, ç, d’autre part, représenteront des côtés homologues de 

deux triangles semblables dont les bases seront parallèles. On peut 

donc énoncer encore la proposition suivante :

T héorème II. —  Soient
r, s

deux rayons menés du centre d'une ellipse ou d'une hyperbole à deux 

points de cette courbe. Soient encore

P> s ·

deux longueurs mesurées depuis le centre de la courbe : i° sur le rayon r 

indéfiniment prolongé jusqu'à la tangente menée par l'extrémité du
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rayon s; 20 sur le rayon s indéfiniment prolongé jusqu'à la tangente 

menée par l'extrémité du rayon r. Les deux longueurs p, ç seront respec

tivement proportionnelles aux deux longueurs r, s, et la droite qui 

joindra les extrémités des deux longueurs p, ç sera parallèle à la droite 

qui joindra les extrémités des deux longueurs r, s.

Corollaire I. —  Le théorème précédent est l’un de ceux auxquels on 

se trouve conduit par les propriétés connues des diamètres conjugués 

de l’ellipse et de l’hyperbole. D’ailleurs, ce théorème devient évident 

quand la courbe proposée se réduit à un cercle ; et, du cas où la courbe 

est un cercle, on passe facilement au cas où la courbe est une ellipse, 

en observant que toute ellipse peut être considérée comme la projec

tion orthogonale d’un cercle dont un diamètre est égal et parallèle au 

grand axe de l ’ellipse, et dont le plan forme, avec le plan de l’ellipse, 

un angle qui a pour cosinus le rapport du petit axe au grand axe.

Corollaire IL —  Le théorème II fournit un moyen très simple de 

mener, par un point donné P d’une ellipse ou d’une hyperbole, une 

tangente à cette courbe. En effet, soit /* le rayon mené du centre de la 

courbe au point donné, et faisons coïncider le rayon s avec l’un des 

demi-axes de l’ellipse, ou avec un demi-axe réel de l’hyperbole. 

L’extrémité S du rayon s sera un sommet de la courbe, et la tangente 

menée à la courbe par ce sommet sera perpendiculaire aü rayon s. 

Nommez R le point où cette tangente rencontrera le rayon r indéfini

ment prolongé ; par ce point R, menez une parallèle RT à la droite PS, 

qui joint le point donné P au sommet S ; et soit T le point où le rayon s, 

indéfiniment prolongé, rencontrera la droite RT. La tangente menée à 

la courbe par le point donné P devra passer par le point T, ce qui per

mettra de la construire immédiatement.

Corollaire 111. —  Si le centre de la courbe proposée s’éloigne à une 

distance infinie de l ’origine des coordonnées, cette courbe se transfor

mera en une parabole, et les droites sur lesquelles se mesuraient les 

rayons r, s, en deux droites parallèles à l ’axe de la parabole. Donc,
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pour mener une tangente à une parabole en un point donné P, il suffit 

de mener, par le sommet S de la parabole et par le point P, deux 

droites, l’une perpendiculaire, l’autre parallèle à l’axe de la parabole, 

de mener par le point II, où ces deux droites se coupent, une paral

lèle RT à la droite PS, puis de joindre le point T, où la droite RT ren

contre l’axe de la parabole, avec le point P. En opérant ainsi, on 

obtient pour ST une longueur égale à la projection de la distance PS 

sur l’axe de la parabole, ce qui devait être, attendu que, dans le cas 

où, en supposant les coordonnées rectangulaires, on prend le sommet S 

pour origine, et l’axe de la parabole pour axe des abscisses, l ’abscisse 

du point P est tout à la fois la projection de PS sur l’aire de la parabole 

et la moitié de la sous-tangente correspondante au point P.

Concevons maintenant que l’on combine l’équation ( i 4), jointe à la 

formule (7) ou (8), avec l’équation identique

(18) ( n x l  H -  1 } · ° - +  2 c x y )  ( a x ! +  b y " +  2 c x y )  —  [ a x x  - h  b y  y  -4-  c \ x y  +  x y )]2 

= z { a b  —  c - ) ( x y  —  x y y - ,

déjà obtenue dans le paragraphe I. On trouvera ainsi

±  k - —  0 2 /i2=  ( ab  —  < r )  ( x y  —  x y ) 2,

et en posant, pour abréger, 

(19 )
on aura simplement

(20) ± 1

K = k*
ab  —  c*

•2— (¿c y — xy)2

le signe ±  devant être réduit au signe +  ou au signe — , suivant que 

le point (x, y) sera situé sur la courbe représentée par l’équation (1), 

ou sur la courbe représentée par l’équation (2), c’est-à-dire, en 

d’autres termes, suivant que les deux rayons r, s aboutiront à une 

même courbe ou à deux courbes distinctës.

D’autre part, si l ’on nomme 0 l’angle ( 7·, s) compris entre les direc

tions des deux rayons r et,y, on aura, en vertu d’une formule connue,

( 2 1 ) sp y  —  x y  = :  ±  î ' s  s i n  5.

Œuvres de C. — S. Il, t. XIII, 42
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Donc la formule (20) donnera

Il reste à savoir ce qu’exprime, dans la formule (22), la constante À', 

dont la valeur est fournie par l’équation (19). Or, on peut facilement 

résoudre cette question, à l’aide de l’équation (22) elle-même, en pré

sentant cette équation sous la forme

ou, ce qui revient au même, puisque l’on a

sous la forme 

(2Í)

0 —
S
ç

A — V“ç “ s i n - <

± i t t ;
s'1

et en attribuant aux rayons /·, .vdes valeurs déterminées. En effet, sup

posons d’abord que la courbe représentée par l’équation (1) soit une 

ellipse, et nommons a, b les deux demi-axes de cette ellipse. Alors, en 

posant
r  =  a ,  .9 =  b,

on aura

00 ,

rs  s i n  (5 =  a l ) ,  0 —  o ,

et, par suite, l ’équation (23), dans laquelle on devra réduire le double

signe ±  au signe + ,  donnera

(a5) AT =  n5bs.

Supposons, en second lieu, que l’équation (1) représente une hyper

bole, et nommons a le demi-axe réel de cette hyperbole, b étant le 

demi-axe réel de l’hyperbole conjuguée. Alors il suffira de poser

r —  a ,  s =  00,

pour que la direction du rayon s se réduise à la direction de l’une des
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asymptotes de l’hyperbole (i), et pour que ç représente la longueur 

mesurée sur cette asymptote entre le centre de l’hyperbole et la tan

gente menée à cëtte courbe par l’un des sommets. Mais la portion de 

la tangente comprise entre ce sommet et l’asymptote sera précisément 

le demi-axe réel b de l’hyperbole conjuguée à celle que l’on considère, 

et cette portion aura pour mesure le produit

Donc, en posant 

on aura nécessairement

ç sin\/', s J —  ç smo. 

/■ =  a, .v =  oo,

ç s i n <5 =  b,

et, par suite, on réduira l’équation ( 24) a la formule

(:i6) K = — a'-b2.

Les équations’( 25) et (26) peuvent aussi être démontrées directe

ment avec la plus grande facilité. En effet, lorsque la courbe repré

sentée par l’équation (1) est une ellipse, ses demi-axes a et b sont les 

valeurs m a x im u m  et m inim u m  du rayon 7· déterminé à l’aide de cette 

équation, jointe à la formule

(«7) 7’» = ^  + J S,

et, par suite, ils se confondent avec les deux valeurs de 7· fournies par 

le système des deux équations

(0.8) (<z — 1 1 )  { b  —  u )  —  c - — 0 ,

Donc alors l’équation (28), que l’on peut réduire à la forme

(3o) _ u"— (a 4- b) a +  ab — <A=  o,

étant résolue par rapport à u, offrira pour racines les deux rapports

/,· /.·
a2 b-

et le produit de ces rapports sera équivalent à la constante ab — c2, en
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sorte qu’on aura

et, par suite,

A2
a2b! =  a b  ■

A2
a b  —  e2

: a2b2,

ou, ce qui revient au même,

E =  a2 b2.

Si, au contraire, la courbe représentée par l’équation (i) est une 

hyperbole, le dëmi-axe réel a ou b (1e cette hyperbole ou de l’hyper 

bole conjuguée sera la valeur maximum de r déduite de la formule (27), 

jointe à l ’équation (1) ou (2). Donc alors a ou b sera la valeur réelle et 

positive de r, qui se déduira de l’équation (28), jointe à la formule (29) 

ou à la suivante :

(01) « =  -  —.

Donc, par suite,

seront les deux racines de l’équation (27), et l’on aura

et

J L
a2 b2 —  a b  —  c2,

- a 2 b2

ou, ce qui revient au même,

K =  — a2 b2.

En résumé, si la courbe représentée par l’équation (1) est une 

ellipse, la valeur de K sera déterminée par la formule (25), et, en con

séquence, l ’équation (22), dans laquelle on devra réduire le double 

signe ±  au signe 4-, donnera

(32)

la valeur de 0 étant

l - ô 2= 0 2
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Au contraire, si la courbe représentée par l’équation (i) est une 

hyperbole, la valeur de K sera déterminée par la formule (26); et, en 

conséquence, l’équation (22) donnera

( 3 4 )  f l * q z i  =  0 ‘ ,

la valeur de © étant toujours déterminée par la formule (1), et le 

double signe q= devant être réduit au signe —  ou au signe + ,  suivant 

que l ’extrémité du rayon s sera située sur l’hyperbole (1) ou sur l’hy

perbole (2).

Il importe d’observer que le produit

rs sin3 =  rs sin\r, s J

représente l ’aire du parallélogramme construit sur les rayons r, s, 

tandis que le produit
a b

représente l’aire du rectangle construit sur les demi-axes a, b. Cela 

posé, la quantité désignée par 0 , dans l’équation (33), représentera 

évidemment le rapport de ces deux aires, et les formules ( 32), (34) 

entraîneront les propositions suivantes :

T héorème III. —  Soient : 

a, b les deux demi-axes d'une ellipse;

r, s deux rayons menés du centre de l'ellipse à deux points de cette 

courbe;

0 =  (7-, s) l'angle compris entre ces rayons;

ç une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre de l ’ellipse et la 

tangente menée à cette courbe par l'extrémité du rayon r;

enfin posons

en sorte que 0 représente le quotient qu'on obtient quand on divise l'aire 

du parallélogramme construit sur les rayons r et s par l ’aire du rectangle 

construit'sur les demi-axes a et b. Les deux rapports 0,.0 vérifieront la
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formule

( 3 5 )  ' G * + 8 * = i ,

. Théorème IV. — Soient :

a le demi-axe réel d'une certaine hyperbole;

b le demi-axe réel d'une seconde hyperbole conjuguée à la première ;

r un rayon mené du centre commun des deux, hyperboles à un point de la 

première;

s un rayon mené du même centre à un nouveau point de la première 

hyperbole, ou à un point quelconque de la seconde;

c =  (r, s) l'angle compris entre les rayons r, s ;

ç une longueur mesurée sur le rayon s entre le centre commun des deux 

hyperboles et la tangente menée à la première par l'extrémité du 

rayon r;

enfin posons

.ô
s
S

. rs sin §

en sorte que 0 représente le quotient qu’on obtient quand on divise l ’aire 

du parallélogramme construit sur les rayons r et s par l'aire du rectangle 

construit sur les demi-axes a et b. Les deux rapports 0, 0  vérifieront la 

formule

( 3 6 )  O2 — 0 S =  ±  i ,

le signe ±  devant être réduit au signe +  ou au signe — , suivant que le 

rayon vecteur s aura pour extrémité un point situé sur la première ou sur 

la seconde hyperbole.

Lorsque le rayon s devient parallèle à la tangente menée par l’extré

mité du rayon r, on a évidemment

ç =  oo, Gr=o, '

et l ’on tire de la formule ( 35) ou de la formule (36), dans laquelle le 

signe ±  se trouve réduit au signe — ,

0 =  i,©2= I
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par conséquent,

( 3 7 ) 7*.v s i n ô  =  a b .

Mais alors les rayons r, s, qui offrent pour extrémités deux points 

d’une même ellipse ou de deux hyperboles conjuguées, sont deux 

rayons conjugués, c’est-à-dire les moitiés de deux diamètres conjugués 

de l’ellipse ou des deux hyperboles; et l’équation (37), présentée sous 

la forme ·
t\ r s  s l u o =  4 a b ,

exprime une proposition bien connue, savoir, que l'aire du parallélo

gramme construit sur les diamètres conjugués 27’, 2 s, est équivalente à 

Faire du rectangle construit sur les axes 2a, 2b.

On pourrait encore déduire des théorèmes III et IV diverses propo

sitions relatives à l’ellipse ou à l’hyperbole, dont quelques-unes 

semblent dignes d’attention. Nous citerons comme exemples les deux 

suivantes :

T héorème V . —  Soient, dans une ellipse, 

a, b les deux demi-axes ; 

s, t deux rayons conjugués; 

r un rayon quelconque ;

0, s les angles (/·, s), (7·, t), que forme le rayon r avec les deux rayons s 

et t.

On aura

(38) /,s( is sin2o +  t- sin2s) =  a3L·2.

Démonstration. —  Soient
P. P'

les longueurs mesurées, sur la direction du rayon r, à partir du centre 

de l’ellipse jusqu’aux deux tangentes menées à cette courbe par les 

extrémités des rayons s et t. O11 aura, en vertu du théorème III,

' (39 )
1 ’-s1 s i n ' - ô  

a -  1 U p-

r-D sin2s
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Mais, d’après une proposition établie dans les Exercices de Mathéma

tiques (IIIe volume, page 5o ( 1 ), on aura aussi

(4o)

par conséquent,

Donc les formules (39), combinées l’une avec l’autre par voie d’addi

tion, produiront la suivante

;’2(.ç2 sinsd +  l- sirUe
ipF ~ x’

qui coïncide avec l’équation (38).

T héorème VI. — Soient : 

a le demi-axe réel d ’une première hyperbole;

b le demi-axe réel d'une seconde hyperbole conjuguée à la première; 

s, t deux rayons conjugués de la première et de la seconde hyperbole; 

r un rayon quelconque de là première hyperbole;

S, £ les angles (/·, s), (;·, t) que forme le rayon r avec les deux rayons s 

et t.

On aura

(4 i) ( / 2 sin2£ — s'1 sin2ô) =  a2b2.

Démonstration. —  Soient
P. P'

les longueurs mesurées, sur la direction du rayon r, à partir du centré 

commun des deux hyperboles jusqu’aux deux tangentes menées à ces 

courbes par les extrémités des rayons s et t. On aura, en vertu du 

théorème IV,
. 7'2.?2 sin25 7'2 7’2i2sin2£ r-,

(42) --- vr;—  =  — — O ----rr»— =  -= + 1.a2 b2 p2 a2 b- p2

Mais, d’après une proposition établie dans les Exercices de Mathéma-

( l ) Œuvres de Cauchy, serio II, t VIH, p. fio.
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tiques (IIIe volume, page S i)  (1), on aura aussi

(43)

par conséquent,
p2

I I

7·2
P5

rL
p'2

I.

Donc les formules (4a), combinées l’une avec l’autre par voie de sous

traction, produiront la suivante

r2 (i2 sin2s — 52 sin2ô)_
à2!»2 — I’

qui coïncide avec l’équation (4i).

Si, dans l’équation (38), on fait coïncider le rayon ravec le demi- 

axe a, alors, en nommant p,, v les angles formés avec ce demi-axe par 

les rayons conjugués s, t, on trouvera

(44) î2 sin2p +  Z2 sin2v =  b2.

Si, au contraire, on fait coïncider le rayon vecteur?· avec le demi-axe b, 

perpendiculaire au demi-axe a, les valeurs numériques de

sinâ, sine

se réduiront évidemment aux valeurs numériques de

C O S /J L , c o s v .

Par conséquent, on trouvera

( 45 ) s2 cos2p  -+- i2 cos2v =  a2,

puis on tirera des formules (44)> (45), combinées l’une avec l’autre par 

voie d’addition,

(4 6 ) s2 4 - i2= a 2+  b2.

Si, dans l’équation (4 i), on fait coïncider le rayon r avec le demi-axe 

réel a, alors, en nommant p, v les angles formés avec ce demi-axe par 

les rayons conjugués s, t, on trouvera

(47) i 2 sin2v —  s2 sin2p =  b2.

(1 ) Œuvres de Cauchy, série II, t. VIII, p. 67. 

Œuvres de C. — S. II, t. XIII. 43
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Si maintenant on remplace l ’hyperbole à laquelle appartiennent le 

rayon s et le demi-axe réel a, par l’hyperbole conjuguée à laquelle 

appartiennent le rayon t et le demi-axe réel b perpendiculaire au 

demi-axe a, alors, à la place de la formule (47)» on obtiendra la sui

vante :

(4 8 ) s- cos2/j. — t- cos2v =  a2;

puis on tirera des formules (47), ( 48), combinées entre elles par voie 

de soustraction,

(4g) 5°-— b!.

Les formules (44), ( 45), (4^), (47), (48), (49) expriment des pro

priétés connues des rayons conjugués d’une ellipse ou de deux hyper

boles.

Il est bon d’observer encore que, si l’on nommé i l’angle {s, t) com

pris entre les ] deux rayons conjugués s·, t, ces rayons seront liés à 

l ’angle t dans les théorèmes V et VI, par l’équation

(50) sin î =  ab,

analogue à la formule (37).

Dans les formules (38), ( 4 0 , ( 5o), les lettres

0, s ,  t

représentent des angles dont chacun est censé positif et inférieur à 

deux droits. On pourrait, d’ailleurs, introduire dans les deux pre

mières, à la place des angles 0, s, l’angle 1 et un angle polaire p  mesuré 

à partir du rayon s, jusqu’au rayon t, en considérant l’angle p  comme 

positif ou comme négatif, suivant qu’il se mesurerait dans le sens de 

l’angle 1 ou en sens inverse. Alors on trouverait

(51) siuô — ±  siny;, sin £ — ±  sin (p --( ),

et les équations ( 38), (4 0  deviendraient respectivement

( 5«) 7·5 [ .ç2 sin ' p  -4- /- si n- ( — t) ] =  a2 b'-,
(53) 7'! [/2 sin2(/; —  t) —  i'2 s i n p  ] =  a2b2,

les longueurs s,t des deux rayons conjugués pouvant être déterminées
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en fonction dé i à l’aide de la formule (46) ou (49)» et de la for

mule ( 5o).

Lorsque les directions des deux rayons conjugués demeurent fixes, 

les longueurs s, t de ces deux rayons demeurent constantes, ainsi que 

la quantité i. Alors l’équation (44) ou (45), ne renfermant plus d’autres 

variables que le rayon vecteur mobile /· et l ’angle polaire p  formé par 

ce rayon mobile avec un rayon fixej, devient Y équation polaire d’une 

ellipse ou d’une hyperbole. Cette équation polaire suppose, d’ailleurs, 

que le centre de la courbe est pris pour origine des coordonnées.

Si l’on fait coïncider le rayon s avec le demi-axe a, on aura

I 7T
s =  a, t ~ b ,  ra =  -  ·2

Donc alors l’équation polaire de l’ellipse se réduira, ainsi qu’on devait 

s’y attendre, à la formule

(54) 7-2(a‘J sin2/; -h b2 cos2/;) = a sb! , 

et l’équation polaire de l’hyperbole, à la formule

(55) r"- (b2 cos2/> —  a2 sin5/>) == a2b !.

Si la suite
x ,  y ,  s, ...

renfermait trois termes au lieu de deux, on pourrait considérer ces 

trois termes x , y , z comme représentant les coordonnées rectangu

laires d’un point mobile. Alors aussi, à la place de l’équation ( 48) du 

paragraphe I, on obtiendrait l’équation ( 54) du même paragraphe; et, 

en recherchant l’interprétalion géométrique dont cette équation serait 

susceptible, on se trouverait conduit à certaines propriétés d’un ellip

soïde ou de deux hyperboloïdes conjugués. Mais ces propriétés, étant 

relatives à des points situés dans un plan diamétral, se réduiraient, en 

dernière analyse, à des propriétés d’une ellipse ou de deux hyperboles 

conjuguées, et, par conséquent, aux théorèmes que nous avons 

déduits de la formule (48) du paragraphe I.
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SUR LA

THÉORIE DES PROJECTIONS ORTHOGONALES

I. —  Considérations générales.

La considération des projections orthogonales, qui permet d’établir 

assez facilement les théorèmes fondamentaux des deuxtrigonométries 

et de la géométrie analytique, a quelquefois l ’inconvénient d’intro

duire dans le calcul un grand nombre de lettres destinées à repré

senter, avec les longueurs mesurées sur certaines droites, les trois 

projections de chacune de ces longueurs. Mais on peut remédier, au 

moins en partie, à cet inconvénient, et, en abrégeant la démonstration 

des théorèmes, donner au langage analytique plus de précision et plus 

de clarté, à l ’aide d’une notation très simple que je vais indiquer en 

peu de mots.

Soient
/, s, t, . . .

diverses longueurs dont chacune se mesure suivant une droite déter

minée et dans un sens déterminé. Non seulement nous désignerons 

par (r, s) le plan qui renfermera, ou les deux longueurs r, s, ou deux

droites parallèles à ces deux longueurs, et par (r, s), suivant l’usage, 

l ’angle que formera la direction de r avec la direction de ;̂ mais, de 

plus, nous emploierons la notation

Sr'

pour représenter la projection absolue de s sur une droite menée per

pendiculairement à r dans le plan (r, s), et, pareillement, nous
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emploierons la notation

pour représenter la projection absolue de t sur une droite perpendicu

laire au plan (r, s). Ces conventions étant adoptées, l’angle (r, s), com

pris entre deux longueurs mesurées dans des directions quelconques, 

pourra être un angle aigu ou obtus, par conséquent l’un quelconque 

des angles renfermés entre les deux limites extrêmes o, r.. Mais

l’angle {s, s,), compris entre une longueur s et la projection absolue 

de cette longueur sur une droite perpendiculaire à la direction de /·, 

sera toujours Un angle aigu renfermé entre les limites extrêmes o, i ·  

D’ailleurs on établira sans peine les propositions suivantes :

T héorème 1. —  Soient
/\ S

deux longueurs dont chacune se mesurera suivant une droite déterminée 

et dans un sens déterminé. L’angle aigu (s, s, ') aura pour complément 

l'angle {r, s) ou le supplément de (r, s), en sorte que Von aura

(0
( / \ \  . ( /\\ . ( /M  ( /\\cos\i ,  >çr y= s m \y · ,  sjj  sm\s, srJ =  ±  cos\r,  s).

Démonstration. —  En effet, l’angle compris entre deux droites qui 

ne sont pas situées dans un môme plan, n’étant autre chose que l’angle 

compris entre deux autres droites parallèles aux deux premières et 

situées dans un même plan, il suffira, pour établir généralement le 

théorème I, de le démontrer dans le cas où les trois longueurs

r ,  s ,  s r

sont renfermées dans un seul plan (/·, s). Mais alors le théorème

devient évident, puisque (r ,s ), {s, s,) représentent deux angles 
formés, par la direction de s, avec les directions de r et de .y,., c’est-à- 

dire de deux longueurs mesurées sur deux axes qui se coupent à 

angles droits.

T héorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 1,
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on aura

(V
/

\Sr  =  S COSTS’ , s r j

et
( xx

(3 ) s r =  s sin \r,  s

Démonstration. —  En effet, si l ’on divise parla longueur s la projec

tion absolue de celte longueur sur une droite quelconque, on obtiendra 

pour quotient, comme on sait, le cosinus de l’angle aigu compris entre 

la direction de s et la droite dont il s’agit. Donc, en faisant coïncider 

cette droite avec celle sur laquelle se mesure la projection sr, on aura

-  =  COS\.y, S r J ,

ou, ce qui revient au même,
• (  \ 

s r —  S  CO S \5' , S r J ,

et par suite, eu égard à la première des formules (i),

/\
sr— s sin\/·, s

T héorème III. —  Soient
/', s ,  t

trois longueurs dont chacune se mesure suivant [une droite déterminée et 

dans un sens déterminé. Supposons d ’ailleurs que, des longueurs

S r ,  t , ;

mesurées sur deux droites perpendiculaires à r, la première sr soit projetée 

sur la seconde t, . La projection ainsi obtenue sera la même que la projec

tion de s sur tr, et l ’on aura

( 4 ) s  c o s =  S r  COS

Démonstration. —  Pour que le théorème III se trouve généralement 

démontré, il sufiira évidemment de l’établir dans le cas où les trois 

longueurs /·, .y, t partent d’un même point O. Si, d’ailleurs, comme on 

peut le faire, on prend pour sr la perpendiculaire abaissée sur r de
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l'extrémité A de la longueur s, et si, par la direction de r, on mène un 

plan perpendiculaire à t,., les projections absolues de s et de .sysur t, 

se confondront l’une et l ’autre avec la perpendiculaire abaissée du 

point A sur ce plan. Donc ces deux projections, représentées par les 

valeurs numériques des deux produits

îcos( î , ir), î,.cos(î^ î )̂,

seront égales entre elles. D’ailleurs, ces deux produits seront tous 

deux positifs si les directions des longueurs/, t se mesurent d’un 

même côté du plan dont il s’agit, et tous deux négatifs dans la suppo

sition contraire. Donc les deux produits

S COS (s, t,·), .5 , ·c o s  ( . s , . ,  t , . )

offriront, dans tous les cas, non seulement des valeurs numériques 

égales, mais encore le même signe; donc ils seront égaux, et la for

mule (3 ) sera vérifiée.

Corollaire I. —  Si, après avoir substitué, dans la formule ( 3), la 

valeur de sr tirée de l’équation (2) ou (3), on efface, dans les deux 

membres, le facteur commun s, on obtiendra l’équation

Corollaire IJ. —  La direction de sr>t étant, comme celle de tr, perpen

diculaire à la direction de r, on pourra, dans les formules (4), (5), (6), 

remplacer tr par sr:t. Donc les formules ( 5), (6) entraîneront les sui

vantes :

D’ailleurs les longueurs

$ry try
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dont les trois directions sont perpendiculaires à la direction de r, 

peuvent être censées renfermées dans un même plan, la direction

de srit étant elle-même perpendiculaire au plan (r, t), et, par suite, à

la direction de tr. Donc l’angle (sr,i, s,.) doit avoir pour complément

l’angle {s,., t,) ou le supplément de (sr, tr), et à l’équation (8) on peut 

joindre la formule

(9) COs(sr,l, Sr) =  sin(ï^"^),

en vertu de laquelle la formule (8) se réduit à

(10) CO s( s,  Jr,/)= sin(r, s ) s i n ( s ^ t ~ r

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

T héorème IV.  —  Soient
r, s, t

trois longueurs dont chacune se mesure sur une droite déterminée et dans 

une direction déterminée. On aura

et
cos

cos

(s, £,.)=: sin(r, s)cos(s^T^), 

(5, sr, t ) = s i n ( tr ) s)sin(sr, fr).

Supposons maintenant qu'un point mobile P passe de l'origine O d'une 

certaine longueur r à l'extrémité A de cette même longueur, en parcou

rant les divers côtés u, v, w, . . . d'une portion de polygone qui joigne le 

point O au point A, et attribuons à chacun de ces côtés la direction indi

quée parle mouvement du point P. Si l ’on projette les diverses longueurs

sur la direction d'une autre longueur s, la projection algébrique de r sera 

équivalente (voir la page i 5y) à la somme des projections algébriques des 

longueurs u, v, w, . . ., et l'on aura, en conséquence,

//\\ ( /\ \  ( /\\
(11) /· cos\ r ,  s j = u  cos y 11, s J +  v cos\e, s j -

QEuvres de C, — S, II, t. XIII,

• w  cos

44
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Si l ’on réduit à trois les longueurs u, v, . . . ,  elles exprimeront les 

côtés d’un parallélipipède dont r sera la diagonale, et alors la for

mule (i i) donnera

/  II /  \  v  w  /  F X  \
(12) cos \ r ,  s  J  —  -  cos \ u ,  s ) - 1- -  cos\r, s  J -+- —  cos\«-’, s  J .

Si, d’ailleurs, on pose, pour abréger,

(13 ) · U = u v.w, V = v , v<u, ir = ii·,,.,.,

U, T, IV représenteront les trois dimensions de ce parallélipipède, 

mesurées sur des droites perpendiculaires aux faces. Enfin, comme, 

en projetant les longueurs r et u sur la direction V, on obtiendra évi

demment pour projection la longueur U elle-même, on aura encore

et, par suite,

04)

U —  r  cos U =  U  COS ((/,

cos V u

On trouvera de même :

cos l e ,  V

ir
/■

cos( cT r>) 

cos'̂ M’, JF)

et en substituant les valeurs précédentes de 'ÿ '-■> ~ dans la for

mule (12), on en tirera

( i 5 ) cos
/ \  
r, s

cos /·, U oos(,f, <>)c.os\r, J

cos(c,  v )

Ajoutons que cette dernière formule continuera évidemment de sub

sister : quand on échangera entre elles les longueurs /·, s; i°  quand

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



S U R  L A  T H É O R I E  D E S  P R O J E C T I O N S  O R T H O G O N A L E S .  3 V7

on remplacera chacune des longueurs u, v, w, U, V, IL par une autre 

longueur portée sur la même direction, ou même sur la direction 

opposée, attendu que, dans le second membre de la formule ( i 5), 

chaque terme reste inaltérable, quand deux des cosinus qu’il ren

ferme viennent à changer de signe. Cela posé, il est clair que, dans la 

formule ( i 5), les lettres a, v, w pourront être censées représenter 

trois longueurs quelconques mesurées, à partir d’un seul point O, 

dans trois directions arbitrairement choisies, et les lettres U, V, IL 

trois autres longueurs quelconques mesurées, à partir du même 

point O, dans trois directions respectivement perpendiculaires aux 

trois plans (c, w), (w, u), {a, e), la longueur U étant mesurée du 

même côté que u par rapport au plan (v, w), la longueur V du même 

côté que v par rapport au plan (ne, u), et la longueur W du même côté 

que w par rapport au plan (//, v). On se trouve ainsi ramené au théo

rème de la page l58. D’ailleurs l’équation ( i 5), qui renferme ce théo

rème, comprend, comme cas particulier, la formule bien connue

(/\\ ( /\\  i/ \ \  f/ \ \  (/\\  é / \ \  ( /\\
(16) cos\/·, « / =  cos\/·, u ) cos\.v, u) +  cos\r, v)cos\s, v] +  cos\/·, wycos^s, w),

qui se démontre de la même manière, et qui se rapporte au cas où les 

trois longueurs ·
e,

se mesurent sur trois axes perpendiculaires entre eux.

Si les longueurs r, s étaient comprises dans le plan ( u, v), l ’équa

tion (16) donnerait

t/ \ \  ( / \ \  ( / \ \  ( /\\ ( /\\
(17) cos\r, sJ —  co6 \r, u)co$ \s, u J + c o & \ r , v jco$ \sy v).

11 y a plus; pour que l’équation (17) subsiste, il suffit que l’un des 

angles

devienne droit, c’est-à-dire, en d’autres termes, que l ’une des lon

gueurs r, s se mesure sur une droite, ou comprise dans le plan (u, r),
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ou parallèle à ce plan. Enfin l’équation (16) se réduira simplement à

( 18)

si les droites sur lesquelles se mesurent les longueurs r, s sont per

pendiculaires, l ’une à la direction de v, l’autre à la direction de w. 

Mais alors, des deux longueurs v, w, l’une, étant perpendiculaire aux 

directions de ;· et de u, sera, par suite, perpendiculaire au plan(V, u), 

tandis que l’autre, étant perpendiculaire aux directions de s et de u, 

sera perpendiculaire au plan (s, u). Donc, puisque les longueurs e, w 

se coupent à angles droits, les plans (r, u), (s, u) se couperont eux- 

mêmes à angles droits. Réciproquement, si les deux plans (/·, u), (s, u) 

se coupent à angles droits, alors, pour obtenir trois directions perpen

diculaires entre elles, il suffira de joindre à la direction de u les direc

tions de deux longueurs v, w mesurées sur deux droites respective

ment perpendiculaires à ces deux plans, et l’équation (16) se réduira 

immédiatement à la formule (18).

En résumant ce qu’on vient de dire, on obtient les trois proposi

tions suivantes, dont la première, connue depuis longtemps, renferme 

les deux autres comme cas particuliers.

T héorème Y .  —  Soient
U, V, w

trois longueurs mesurées sur trois axes rectangulaires, et

r, s

deux autres longueurs mesurées sur des droites quelconques. On aura

( / \ \  f / \ \  ( / \ \  / / \ \  //\\ ( / \ )  ( / \ \
cos \r, s J = c o s \ r ,  u J cos\s, u J +  cos\r,  v J cos\s, v J 4 - cos\r,  w] cos\i,  w ).

T héorème VI. —  Soient
U ,  V

deux longueurs mesurées sur deux axes qui se coupent à angles droits, et

r, s

deux autres longueurs dont l'une se mesure sur une droite comprise dans
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le plan ( m, v) ou parallèle à ce plan. On aura

// M  / / \ \  / / \ \  / / x \  //\\
C O S V r ,  5 / = C O S \ / ’ , i / , / C O S \ , 9 ,  i / . y + C O S W ’, v ) C 0 S \ S ,  V J .

Théorème VII. —  Nommons
U

t

une longueur mesurée dans une direction quelconque, et

r, s

deux autres longueurs dont les directions soient telles que les plans (r, u), 

(s, u) se coupent à angles droits. On aura

co s\r ,s/  —  cos\r, uJcos\s, u ).

Corollaire. —  Pour déduire du théorème précédent la formule ( 5), 

il suffit de remplacer les trois longueurs

u, r, s
par les trois longueurs

tr , S,

qui remplissent évidemment la condition énoncée, attendu que les 

plans
(■ ?) S y ) et (¿7·) £/’)>

dont l’un peut être censé renfermer la direction de r, l ’autre étant per

pendiculaire à cette même direction, se coupent à angles droits.

IL —  S u r les relations q u i existent entre les cosinus et sinus des angles 

que form ent l'u n e avec l'a u tre trois droites parallèles à un même plan .

On déduit aisément des principes établis dans le paragraphe I les 

relations qui existent entre les sinus et cosinus des angles que forment 

entre elles trois droites parallèles à un même plan, ou, ce qui revient 

au même, trois droites comprises dans un même plan et prolongées 

indéfiniment à partir du même point O dans trois directions détermi

nées. En eiîet, nommons
/', s, t

trois longueurs mesurées dans ces trois directions, et u, v deux autres
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longueurs qui se mesurent sur deux axes rectangulaires tracés à 

volonté dans le plan des trois premières. La formule (17) du para

graphe I donnera

( /\\  / / \ \  ( / \ \  ( / \ \  (/\\
( 1 ) c o s \7·, s ) =  c o s \ r ,  u ) c o s \ s ,  1 1 J  4 -  c o s \ / ’ , e / c o s \ s ,  c / .

D’ailleurs, la direction de st étant perpendiculaire à celle de t, rien 

n’empêchera de prendre

11 =  1, i’ = S h
On aura donc encore

//\\ f ^ \  //\\ / / \ \  ( / \ \
(a) cos\/·, x j  =  cos \r, t Jcos\s, i J +  cos \ /·, s, J cost s, st J.

Si, dans cette dernière formule, on échange entre elles les lon

gueurs /·, s, on trouvera

cos +  cos

puis, en substituant à la longueur s la longueur st, on obtiendra l’équa

tion

(3)

entièrement semblable à la formule ( 5) du paragraphe I. Cela posé 

l’équation (2) donnera

Mais, d’autre part, rt, st étant perpendiculaires à t, on aura

f / v ' i  . (s\ \cos\r·, i'i / =  sin\r,  IJ, cos\s, xtJ =  sin\s, t).

Donc la formule (4) pourra être réduite à

(3)
( /\\ t / \ x  (/\\ . é / \ y .  /v m  (-^

i \ r ,  s  } —  cos\r, t  J  cos\.s, / )  -t- si 11 \ r ,  t J  sin \.ï, t. J c o s \ r , ,  s ,

Enfin, puisque les longueurs i\, st se mesureront sur des droites situées 

dans un même plan, et perpendiculaires à t, on aura nécessairement
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et, par suite,

(G)
(/ \ \  /V\\ . f/ \ \  . f/\'\ ( s \ \

cos\r,  s ) =  cos\/·, t /sxn\i, t j  ±  sin\ i \  t J sin\i, t,/ ,

le signe ±  devant être réduit au signe — ou au signe -t-, suivant que 

les directions des longueurs r, s comprendront ou ne comprendront 

pas entre elles la direction de la longueur t.

La formule (6) et celles que l’on peut en déduire par des échanges 

opérés entre les trois longueurs

r ,  s ,  /,

expriment des relations existantes entre les cosinus et sinus des angles

0), (O-)) cco>
que forment, l’une avec l’autre, les directions de ces trois longueurs. 

Concevons que, pour abréger, on représente ces trois angles à l ’aide 

des trois lettres
a, b, r.

Alors, si les directions des longueurs r, s comprennent entre elles la 

direction de la longueur t, on aura

{ C s ) = a  +  b,

et, par suite, la formule (6), dans laquelle le double signe ±  devra 

être réduit au signe — , donnera

( - )  c o s  ( a  b )  —  c o s  a  c o s  b —  s i n a  s i n  b.

Si, au contraire, les directions de r et de s sont situées d’un même 

côté par rapport à,la direction de t, on aura

(iÇÏ) =  ± ( a - b ) ,

et, par suite, la formule (6), dans laquelle le double signe ±  devra se 

réduire au signe + ,  donnera

(8) cos(a — b) =  cosa cosè ■+■  sina sin b

On se trouve ainsi ramené aux formules connues qui déterminent le
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cosinus de la somme ou de la différence de deux angles a, b en fonc

tion des sinus et cosinus de ces deux angles. A la vérité, la démons

tration ici donnée de ces formules semble exiger que chacun des 

angles a, b soit positif et inférieur à deux droits. Mais évidemment les 

formules (7), (8) ne seront pas altérées si l’on fait croître ou diminuer 

l’un quelconque des angles a, b d’un multiple de la demi-circonfé

rence 7t. Alors, en effet, chacun des termes que renferment ces for

mules conservera la même valeur numérique en changeant ou en ne 

changeant pas de signe, suivant que le multiple en question sera le 

produit de n par un nombre impair ou par un nombre pair; et, d’ail

leurs, il est clair que, pour obtenir un angle quelconque, positif ou 

négatif, il suffira toujours de faire croître ou diminuer un certain 

angle positif, inférieur à deux droits, d’un multiple de Tt. Donc, pour 

que les formules (7), (8) se trouvent généralement démontrées, il 

suffit de les établir dans le cas particulier où chacun des angles a, b 

reste compris entre les deux limites extrêmes o, 7t.

Si, dans les formules (7), (8), obtenues comme on vient de le dire, 

on remplace a par a +  on obtiendra immédiatement les équations 

connues

(9) sin(a -+- b) —  sina c,osb H- sin¿> cosa,

(10) sin (a  —  b) =  sin a cos b —  sin b cosa ,

qui déterminent le sinus de la somme ou dé la différence de deux 

angles a, b, en fonction des sinus et cosinus de ces deux angles.

Enfin, des formules (7), (8), combinées l’une avec l’autre par voie 

d’addition, on tirera immédiatement

(11) cos (a  +  é)  +  cos (a —  b) =  2 cos a cos b,

puis, en posant

on trouvera

(12)

a ' + b = p ) a — b =  q ,

cos p : 2  C O S -
q p  —  q — COSÍ-----2_.

2

Il est bon d’observer que, si, dans la formule ( 4 )> on substitue à la
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longueur s la longueur U, on obtiendra la suivante :

( i 3 ) +  cos

D’ailleurs si, dans la formule (3 ), on échange entre elles les deux 

lettres s et t, on en tirera

04)

Ajoutons que, si une droite mobile, comptée à partir du point O, 

tourne autour de ce point de manière à s’appliquer successivement 

sur la direction de î , puis sur la direction de t, une longueur mesurée 

sur une perpendiculaire à la droite mobile s’appliquera successive

ment, non sur la direction des deux longueurs st, ts, situées, la pre

mière, du même côté que s, par rapport à t, la seconde, du même 

côté que t, par rapport à s, mais sur l’une de ces deux directions et

sur le prolongement de l’autre. Donc, par suite, l ’angle (ts, st) sera

égal, non pas à l ’angle (s, t), mais au supplément de (s, t), et l’on 

aura

g ) = — c o s ( « ;  / ) .(>5) cos\

Or, en vertu de cette dernière formule, jointe à l’équation ( i /j), la 

formule ( i 3) donnera

Mais, d’autre part, on aura

( A -\  . ( / \ \  . ( s \ \  //\\ . f/\\
cos \i\ r s J =  sin^r, s J , cos \ r ,  r , j —  sin\r,  t ) , cos\t, t sJ —  sin\.ç, t ) .

Donc la formule (16) pourra être réduite à

Cela posé, en représentant, comme ci-dessus, par a et b les deux 

angles {s, t), (r, t), et supposant d’abord que les directions r, s com-

Œ u v r e s d e C .  —  S. II, t. XIII. . 4 5
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prennent entre elles la direction de la longueur t, on trouvera

( /·, s ) =  a -t- b. c o s (r t, /.,.) =  i . cos(/·,.* ,) = — i;

en sorte que l’équation (17) se réduira immédiatement à l’équation (9). 

Si, au contraire, les directions de r et de s sont situées d’un même côté 

par rapport à la direction de t, on aura

et, de plus, 

ou

I,

en sorte que l’équation (17) se réduira simplement à l’équation (10).

III. -  S u r la résolution des triangles rectilignes.

Soient r, s, t les trois côtés d’un triangle quelconque. Si, en pre

nant le côté r pour base, on adopte les notations établies dans le para

graphe I, on pourra représenter la hauteur par sr et par t,.. On aura 

donc

(1) S r = t r .

Mais, d’autre part, on aura fwoiVIa formule (3 ) du paragraphe I]

, . . ( / \ \(2) sr —  s sin \r, s J. ( ,.=  t sin

Donc la formule (1) donnera

1 · f / Ms sin \ /*, s J_  t s in \ r ,  t J

ou, ce qui-revient au même,

• ( /S' ) ■ f / Ms m \ £ ,  r ) s i n  \ r ,  $ )
S t

Cette dernière équation devant subsister quand on échange entre eux
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les côtés r, s, on en conclura

(3)
sin(s, t'} sin (t,  r } s in \r, si

Si maintenant on nomme
*. I3» 7

les trois angles du triangle respectivement opposés aux côtés

/·, s, t,

l’angle {s, t) se réduira évidemment, ou à l’angle a, ou au supplément 

de a, et l’on aura, par suite,
. / / \ \  . 

sin\.s, t j —  sina.

On trouvera de même

sin(i ,  ;■ )= sin(3,

• ) ·sin\7’, s j —  siny.

Donc la formule (4 ) pourra être réduite à

i ls  sin a  sin (3  sin y

^  /· s ~T~ '

On se trouve ainsi ramené à cette proposition bien connue, que dans 

un triangle les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.

Rappelons d’ailleurs que, dans la formule (4)> les trois angles 

positifs
’ i5» 7

seront toujours liés entre eux par la formule

( 5 ) « +  p +  y =  7r,
m

t

de laquelle on tire
TT -  a =  ¡3 h -  y,

et, par suite,

(6) sin« =  sin (|3 H- y), cosa =  — cos ((3 -+- y).

Or, comme je l’ai faitvoir dans Y Analyse algébrique (note I) ( 1 ), et dans 

les Résumés analytiques, on peut, des équations (4), ( 5), (6) jointes à

( ') Œuvres de Cauchy, série II, L. III, p. '¡57.
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la formule (12) du paragraphe II, ou bien encore aux équations (7) et

(9) du même paragraphe, déduire immédiatement, avec la plus grande 

facilité, les diverses formules de trigonométrie qui servent à la réso

lution des triangles rectilignes.

En terminant ce paragraphe, nous observerons que, si l ’on multiplie 

la base r du triangle donné par la hauteur xr correspondante à cette 

base, le produit
l ' S r ,

ainsi obtenu, sera équivalent au double de la surface du triangle. 

Donc, si l’on nomme A cette surface, on aura

, , * 1 1 . f/ M( 7 ) A =  -  /'/>·,.= -  r.s si 11 \r, s /.

Soient

1 V. —  Sur la  trigonométrie sphérique.

x, /

trois longueurs mesurées, à partir d’un même point 0, dans trois 

directions déterminées. Ces trois longueurs seront les trois arêtes 

d’un certain angle solide trièdre formé par les trois plans

et comme
(s, /) ,  (t,  r),  (/·,.?);

.sy, //■

représenteront les projections absolues des longueurs s, t sur des per

pendiculaires élevées, dans les deux plans (r , s), (r, t), à la commune 

intersection r de ces deux plans, il est clair que

représentera l’angle dièdre opposé, dans l'angle solide dont il s’agit, à 

l’angle plan (.y, t.). Cela posé, faisons, pour abréger,

et traçons, sur la surface de la sphère dont le rayon est l ’unité, le
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triangle dont les sommets coïncident avec les points où cette surface 

est traversée par les directions des arêtes r, s, t. Les six lettres

n, 0, c ; «, ¡3, y

représenteront les trois côtés du triangle sphérique construit comme 

on vient de le dire, et les trois angles opposés à ces côtés. Ce n’est pas 

tout; si l’on pose, pour abréger,

ü    / , S    1   G,S)
les trois lettres

i l ,  ' S. T

représenteront les projections absolues des trois longueurs

/·, s ,  t

sur trois droites respectivement perpendiculaires aux trois plans

(s, l), (l, r), (/’, s) ;

et les trois longueurs
/·, .1, /,

considérées comme arêtes d’un tétraèdre, formeront, avec les faces 

opposées à ces arêtes, des angles dont les sinus seront respectivement 

égaux aux cosinus des trois angles X, p., v, déterminés par les for

mules

>.=(/Oi), p = ( C n),

J’ajoute que les relations existantes entre les angles

a, b, t·; a, (3, y; ¡j., v

pourront être aisément découvertes à l’aide des principes établis dans 

le paragraphe I. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails.

Observons d’abord que si, après avoir construit un parallélipipède 

dont les arêtes soient les trois longueurs

s, t,

on prend pour base de ce parallélipipède le parallélogramme dont les 

côtés sont les longueurs
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et pour base de ce parallélogramme l’arête t, l ’aire A du parallélo

gramme et le volume Y du parallélipipède se détermineront par les 

formules

(1) \ —  Ls i ,  \ = A  

desquelles on tirera

(2) ' V =  /*,/·,.£.

Comme on aura, d’ailleurs,
f / M  · ( ^ )

S t = s  c o s \ s ,  SiJ—s s i n \ s ,  l ) ,  

et

/·., / =  /■ cos\/·, rsj

la formule (2) donnera

(3) V = /wi si»

Donc, si l’on désigne par 0r,rf le volume du parallélipipède, ou, ce qui 

revient au même, si l’on pose

(4) 0
Y

r s t ’

on aura

0
/ \  
s , t c o  s r,

Si, dans cette dernière formule, on échange entre elles les lettres /·, s, 

t, on obtiendra deux nouvelles valeurs de 0, et Ton trouvera

(5) 6 =  sin(s, /)cos(/·, /·.,,).= sin(i, /’)cos(s, «*,,.)= sin(r, ,ï)cos(f,

ou, ce qui revient au même,

(6) 8 =  s i n ( , 0 ) c o s ( ' ’) / t) =  sin ( i ,  r )  cos {s, S^=z  sin (/·, s')cos(t, T ),

par conséquent
( 7 ) 8 —  s i n  a  c o s  À =  s i n è  c o s p .  =  s i n e  c o s v .

La valeur de 0 fournie par chacune des équations ( 5), (6), (7) n’est 

évidemment autre chose que la valeur de Y correspondante au cas où 

l’on aurait
/“ I ,  . V—  1 ,  f = l ,

c’est-à-dire le volume du parallélipipède qui a pour arêtes trois lon

gueurs équivalentes à l’unité, et mesurées, à partir du point O, sur les
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directions de r, s, t. Ce volume est d’ailleurs sextuple du volume du 

tétraèdre, que l’on peut construire avec les mêmes arêtes, et que, 

pour abréger, je désignerai par la notation (/·, ,v, t).

Il est bon d’observer encore que, les directions des longueurs S et T 

étant perpendiculaires à la direction de r, celle-ci sera perpendiculaire 

au plan (S , T). Pareillement la direction de s sera perpendiculaire au

plan (T, R), et la direction de t au plan {r , s ). Donc, si, comme on 

peut le supposer, les trois longueurs R, S, T se riiesurent, ainsi que r, 

y, t, sur des droites qui partent du point O, le tétraèdre (/·, .y, t), qui 

aura pour arêtes les trois longueurs /■ , y, t, et le tétraèdre (R, S, T) qui 

aura pour arêtes les trois longueurs R, S, T, jouiront de cette pro

priété remarquable, que les arêtes de l’un seront perpendiculaires aux 

faces de l’autre. Ajoutons que, si une face mobile, et limitée par 

l’arête r, tourne autour de cette arête de manière à s’appliquer succes

sivement sur la face (?·, t), puis sur la face (r, s), une longueur mesurée 

à partir du point O, dans une direction perpendiculaire au plan de la 

face mobile, s’appliquera successivement non sur les directions des 

longueurs S, T situées, la première du même côté jjue s, par rapport 

au plan (;·, t), la seconde du même côté que t, par rapport au plan 

(r, s), mais sur l’une des deux directions S, T et sur le prolongement 

de l’autre. Cela posé, les deux triangles sphériques qui auront pour 

sommets les points ou les arêtes des deux tétraèdres (;·, .y, t), (R, S, T) 

traverseront la surface de la sphère dont le rayon est l’unité, seront 

évidemment ce qu’on appelle deux triangles supplémentaires l’un de 

l’autre, c’est-à-dire deux triangles dont l’un a pour côtés les supplé

ments des angles de l’autre.

Soit maintenant 0  le volume du parallélipipède qui aurait pour 

arêtes trois longueurs équivalentes à l’unité, et mesurées, à partir du 

point O, sur les directions de R, S, T. A la formule ( 5) on pourra 

joindre la suivante
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Mais les longueurs r, llsr, dont chacune sera perpendiculaire au 

plan (S, T), se mesureront, à partir du point O, sur une même droite; 

et comme l'angle aigu, formé par cette droite avec la direction de II, 

pourra être représenté par chacune des notations

on aura nécessairement

(lCn^r) =  {>Ol)·
On trouvera de même

( < 7̂ · ) = ( O ’);

donc l’équation (8) donnera

(9) 0  =  sin(^, 7’} cos ( Il  ) =  si n ( 7', H ) cos (s, A’) “  sin ( 7i, s )  cos (̂  /, 7’). 

ou, ce qui revient au même,

(10) 0 =  sin ot cos)i =  sin P cosp. =  sin y cos v.

Si l’on combine entre elles, par voie de division, les formules (7) et

(10), on sera immédiatement conduit à la suivante

6  sin a  sin b  sine

0 sin a sin p sin j/

D’ailleurs  ̂ représente évidemment ici le rapport des volumes des

parallélipipèdes, ou bien encore des tétraèdres dont les arêtes équiva

lentes à l’unité se mesurent, d’une part, sur les directions des lon

gueurs r, s, t, d’autre part, sur les directions des longueurs 11, S, T. 

On se trouve donc ainsi ramené à la proposition connue dont voici 

l’énoncé :

T héorème I. — Un triangle, tracé sur la surface de la sphère dont le 

rayon est l'unité, offre des côtés dont les sinus sont proportionnels aux 

sinus des angles opposés à ces mêmes côtés, ou, ce qui revient au même, 

aux sinus des côtés du triangle supplémentaire, le rapport entre les sinus 

des côtés correspondants des deux triangles étant précisément le rapport
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entre les volumes des deux tétraèdres qui ont pour arêtes les rayons menés 

du centre de la sphère aux sommets de ces triangles.

. Les sinus des angles a, 6, c, a, (3, -y, et les cosinus des angles À, p., 

v ne sont pas seulement liés entre eux par les formules (7), (8); ils 

vérifient encore certaines équations dont l’une coïncide avec l'équa

tion (7) ou (10) du paragraphe I, tandis que les autres se déduisent de 

celle-ci à l’aide d'échanges opérés entre les trois lettres r, s, t. Telle 

est, par exemple, l’équation

(19, COS
/\ N

cos rs / j

que le septième théorème du paragraphe I peut fournir immédiate

ment, attendu que le plan (r„ rM) passant par deux droites perpendi

culaires à s sera lui-même perpendiculaire à s, et, par suite, au plan 

(/·, rs) qui renferme la longueur s. Comme on aura d’ailleurs [voiries 

formules (1) et (9) du paragraphe I]

COS cos\r.s., rsj , ) =  sin\r*, ts),

l ’équation (12) pourra être réduite à

(.3) cos\ rS:lJ = s ï n \ r ,  s)sin\p·.,, tsJ,

ou, ce qui revient au même, à

(1/1) cos A =  sine sin (3 .

On établira de la même manière les six équations comprises dans les 

trois formules

!cos l  =  sin b sin y =  sin c sin ¡3 , 
cos p =  sin c sin a — sin a sin y, 
cos v =  sin a sin [3 =  sin b sin a,

desquelles on tire non seulement

sin a _sin b sin c
sin a sin p sin y ’

mais encore

(16) cos 1  cos p. cos v sin a sin 6 sine sin a sin [3 sin y.
Œuvres de C. — S. II, t. XIII. 46
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Ajoutons que, des formules ( i 5 ), combinées avec les équations (7) 
et (10), on tire

00 =  sina sina cossX =r sina sin ü sine sin a sin(3 si»'/, 

et, par conséquent, eu égard à la formule (16),
(17) cosÀcospcosv =  00.

On se trouve ainsi conduit au théorème qui s’énonce dans les termes 
suivants :

T h é o r è m e  II. — Deux triangles supplémentaires l'un de Vautre étant 

tracés sur la surface de la sphère dont le rayon est l ’unité, les trois rayons 

menés du centre de la sphère aux sommets du premier triangle formeront, 

avec les trois rayons menés du même centre aux sommets correspondants 

du second triangle, trois angles dont les cosinus offriront un produit équi

valent au produit des volumes des deux parallélipipèdes qui auront pour 

arêtes, l'un les trois premiers rayons, Vautre les trois derniers.

On pourrait encore, des formules (7), (10), (11), (15 ), déduire 
immédiatement les équations

0- . . .  B-
(18) s in as in è  s i n c =  sin a. sin ¡3 siny ==

qui, jointes à la formule ( 1 G), reproduisent l’équation (17).
Aux diverses formules que nous venons d’obtenir, on peut joindre 

les équations (5 ) et (17) du paragraphe If, qui continuent de subsister 
dans le cas même où les trois longueurs r, s, t cessent d’être renfer
mées dans un même plan. En effet, pour établir généralement ces 
équations, il suffira de recourir au théorème VI du paragraphe 1 . 
Concevons, pour fixer les idées, que l’on veuille établir la formule (5 ) 
du paragraphe II, en supposant, comme ci-dessus, que les trois lon
gueurs r, s, t se mesurent, dans trois directions quelconques, à partir 
d’un même point 0 . Le théorème VI du paragraphe I donnera

(19)
//x \  ( / \ )  ( / \

cos\r, s J —  cos\r, u/cos\s, u J -h cos\r, i>Jcos\s, vj,

u, v étant deux longueurs nouvelles mesurées sur deux droites per-
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pendiculaires l’une à l’autre, et tellement choisies que le plan («, c) 
soit parallèle à l’une des longueurs r, s. Or ces conditions seront effec
tivement remplies si l’on prend

U =  l ,  V =  S t , ,

puisque alors le plan (u, v) pourra être censé se confondre avec le 
plan (v, t), et que d’ailleurs s, sera perpendiculaire à t. En consé
quence, on tirera de la formule (19)

( 2 0 ) cos(r, .s·)— cos(/·, ¿jcos [s, t) +  cos (r, ,Sî) cos( î , s,).

Mais, d’autre part, on aura [voir Va formule ( 5 ) du paragraphe I]

cos(r, S i ) =  cos(/·, rJ co s(/ O i) ·

Donc la formule (20) donnera

( 2 1 ) cos (r, s ) =  cos(r, ¿)cos(s, / )+  cos(r. /’¿)cos(.v, st)cos(rt, î ().

Enfin l’on aura [voir la première des formules (1) du paragraphe 1]

( s ^ \  . ( ^ \  i ^ \  . //\\
cos\r, i ' i j = z  sin^/·, t ] ,  cos\s, S t J =  sm\s, t j

Donc la formule (21) pourra être réduite à

Ainsi, en partant du théorème Vf du paragraphe I, et raisonnant, 
d’ailleurs, comme dans le paragraphe II, on établit immédiatement, 
pour tous les cas, la formule ( 5 ) de la page 3 5 o, et il est clair que l’on 
établira généralement de la même manière la formule (17) de la 
page 3 5 3 , c’est-à-dire l’équation

> 3)

Ajoutons qu’en vertu des notations adoptées, les formules (22), ( 23) 

pourront s’écrire comme il suit :

( 2 4 )

(25)

cose =  cos a cos b -1- sin« sin b cos y, 

sine cos (3 =  sin a cos b — sin b cos a cos y.
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Si, aux formules (22), (23), on joint celles que l’on peut en déduire 

à l ’aide d’échanges opérés entre les trois lettres ;·, s, t, on obtiendra 

en tout neuf équations, savoir, trois équations semblables à la for

mule (22), qui pourront s’écrire comme il suit :

i' cosa= cosb cosc -t- sinZ» sine cos a, 
cosb =  cosc cos a H- sine sina cos (3, 
cos c =  cosa cosb -4- sinasin b cos y,

et six équations semblables à la formule ( 23) qui pourront s’écrire 

comme il suit :

( 2 7 )

( 2 8 )

( 2 9 )

sin a cos6 =  sin c cos b —  sin b cos c cosa, 
sin« cos y =  sin¿» cos c — sin c cos b cosa; 
sin¿> cosy ~  sina cosc —  sino eos« coso, 
sinZ» cos a =  sin c cos a — sin a eos c cosc; 
sin c cos a =  sin b cos a — sin a eos ¿» cosy, 
sin c cosS =  sin a eos b — sin b cos a cosy.

D’ailleurs, pour obtenir les équations (27), il suffit de substituer, 

dans la deuxième et la troisième des formules (26), la valeur de cos a 

fournie par la première; et, par suite, on peut, de l’équation (24), 

tirer, avec la plus grande facilité, non seulement les trois for

mules (26), mais encore les formules (27), (28), (29).

Il y a plus : on peut, comme on sait, déduire de la seule équa

tion (24), ou, ce qui revient au même, de la première des équa

tions (26), les principales formules de la trigonométrie sphérique, 

telles qu’on les trouve dans un grand nombre d’ouvrages et de mémoires, 

entre lesquels on doit remarquer le Mémoire inséré par Euler dans 

les Acta Academice Pelropolitanæ de l’année 1779. Avant de terminer 

ce paragraphe, je rappellerai, en peu de mots, commentées déductions 

s’effectuent.

• D’abord, si l’on échange entre eux les deux triangles sphériques 

supplémentaires l’un de l’autre, dont le premier a pour côtés a, b, c, 

et pour angles a, ê, y, on obtiendra, non plus les formules (26), (27),

(28), (29), mais celles qu’on en déduit quand on y remplace

a, b, c, a, 6, y
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par
7t — a, n — S, TT — 7, r. a, iz — ' l>, 7r —  « ;

c’est-à-dire les équations

(3o)

( 31 )

(3 2 )

(33)

Î
cosa =  sinë sin'/cosa — cosê cos v, 

cosê =  sin y sin a cos b  — cos y cos a, 

cos y =  sin a sinë cose — cosa cosê;

( sina cos b  =  siny cosê +  sinê cosy cosa,

| sina cos c  —  sinë cos y 4- sin y cos 6 .cos a; 

j  sinë cos c =  sin a cos y -l- sin y cos a cos b ,

| sinê cosa =  sin y cos a 4 - sin a cosy cos¿>;

{
sin y cosa =  sinë cosa -t- sin a cosê cos c ,

sin y cos b  —  sin a cos ë H- sin ë cos a cos c .

Observons d’ailleurs : i° que les équations (27), (28), (29) sont 

linéaires par rapport aux trois sinus

sina, sin A  sine,

et les équations (3 i), (32), (33) par rapport aux trois sinus

sina, sinë, siny;

2° que, pour déduire les équations ( 31), ( 32), (33) des équations (27), 

(28), (29), il suffit de remplacer, dans celles-ci,

par
sina, sin b ,  sine 

sina, sinë, siny.

Il résulte immédiatement, de ces observations, que les valeurs des 

rapports
sin 6  sine
—----- y —:------ 9sina sina

déterminées par deux quelconques des équations (27), (28), (29), se 

confondent avec les valeurs des rapports ■

sin 6  sin y
-  y — -  ysina sina

déterminées par deux des équations (3 i), (32), (33). Donc l’équa-
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tion (24) entraîne avec elle les deux formules

(34) sin 0 sinè 

sin a *

sin y Slll c

comprises l’une et l’autre dans la suivante :

(35)
sin a  sin 6   sin y

sin a sin b sinr·*

et, par conséquent, dans la formule (u ) .  Au reste, on peut encore 

déduire immédiatement la première ou la seconde des formules (34), 

des équations (33) ou (32), jointes aux formules (26). Ainsi, par 

exemple, quand on élimine sin y entre les équations (33), on obtient 

la formule
sin 6  (cos« — cos b cos c) cos 6
sinoc (cosb —  cosr cosa) cosa ’

qui, étant jointe aux deux premières des équations (26), reproduit la 

formule ( 34).

Lorsque, étant donnés les trois côtés a, b, c d’un triangle sphérique, 

on veut déterminer l’un des angles a, §, y, il suffit de recourir k l’une 

des équations (26). S’agit-il, par exemple, de fixer la valeur de

l’angle y ou (r,,st); on aura en vertu de l’équation (24),

(36) cosy =
cos c —  cosa cos b 

sin a sin b

Alors aussi on déduira sans peine les valeurs des lignes trigonomé 

triques
• y ysin-> c o s -  

·.>. 2

de l’équation (36), jointe aux deux formules

. , v 1 —  cosy , y 1 -+- cos y
sur -  =  — ------ 1 , cosJ -  = ----------- '  >2 2 \l 2

et,  en posant, pour abréger,
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on trouvera

(37 )
yCOP - =

y

y

sin (p — a) sin(p  —  b )  

sin a sin b 

sin p sin (p — c) 

sin a sin h

On pourra même, de ces deux dernières formules, tirer immédia

tement les valeurs de

Lan};
sin -

7 2
2 > 7rbs -

• 7 7si n y —  a sin -  cos ·1 2 2

et l’on trouvera ainsi

(38)

(3g)

ta" s (  =  y /
sin (p  —  a) sin (p  — b)'  

sin]t sin (p — c)

\/| sin p sin (p —  a) sin (p — b) sin (// — c) | _ 

sin n sin b ’

par conséquent,

sin y _ \/[sin/> sin (p —  a) sin (p —  b)  sin (p -  c) ]

sin c sin a sin ¿ s in e

Le second membre de la dernière équation n’étant pas altéré, quand 

on échange entre eux les sommets et, par suite, les côtés du triangle 

sphérique que l’on considère, le premier membre devra jouir de la 

même propriété; d’où il résulte qu’on peut encore revenir immédia

tement de l’équation (39) à la formule (35). D’ailleurs, l’équation (3q) 

pouvant s’écrire comme il suit

a \J sin p sin (p —  rt) sin (p —  b) sin (p —  c)] =  sin a sin b sin y,

donnera, eu égard aux formules (7) et ( i 5),

• (/|0) 0 =  a \ / [ s i n p  s i n ( / i  —  a ) s i n ( / i  —  b ) s i n  ( p  —  <■ ) ].

L’équation (4o) entraîne évidemment le théorème dont voici 
l’énoncé :

T fièoriîjif. III . —  Soient
a, b , c

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



368 MÉMOIRE

les trois côtés d ’un triangle sphérique, tracé sur la surface de la sphère 

qui a l ’unité pour rayon, et p le demi-périmètre de ce triangle. Le produit 

des sinus des quatre angles

P, P — P — b, p — <-

offrira, pour racine carrée, la moitié du volume du parallélipipède dont, 

les arêtes seront les rayons menés du centre de la sphère aux trois sommets 

du triangle sphérique ou, ce qui revient au même, le triple du volume du 

tétraèdre construit avec ces arêtes.

Il est bon d’observer que chacune des formules (36), (37), (38) 

détermine complètement la valeur de l’angle y, toujours positif et 

inférieur à deux droits, ou, ce qui revient au même,, la valeur de 

l’angle toujours positif et inférieur à un droit. Cela posé, il est clair 

que les formules (37), (38), qui se prêtent d’elles-mêmes aux calculs 

par logarithmes, fournissent le moyen de résoudre très facilement un 

triangle sphérique dont les trois côtés sont connus. Les formules 

analogues que l’on déduira de celles-ci, en substituant au triangle 

sphérique proposé le triangle supplémentaire, fourniront le moyen 

de calculer les côtés a , b, c, du premier triangle, lorsque ses trois 

angles a, g, y seront connus. Supposons, pour fixer les idées, qu’il 

s’agisse de calculer le côté c. Alors, en posant

a -t-ê -+ -y  =  2 55.

et remplaçant, dans les formules (àj) ,  (38),

par

tc — a,

a, ■ b ,  r, p,  y

a S?:
7r —  b ,  TT —  y , ----------Tn, 7i —

* 2

on trouvera
( C
\ cos-  
1 2

/ · cf S l l l  —
\ 2

_4 /[~cos(cr —  a)eos(n 7 — 6)~

(■ U) V  L sin as in ê

__t / \ c o s o t c o s ( gt —  y ) 1

V L  sin a sinê J

Lri)
C __4 /|" cosnjcos(cr —  y)

0 9. V  Lcos(ro — x ) cos(ro —  6)
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Quant à la résolution d’un triangle sphérique, dans lequel on 

connaît deux côtés et l’angle compris, ou un côté et les deux angles 

adjacents à ce côté, elle se tire sans peine des considérations suivantes.

Concevons que l’on combine par voie d’addition ou de soustraction 

les deux formules (29). On trouvera ainsi :

|  ( c o s o c  - l -  c o s  0 ) s i n  c =  (1 —  c o s  y )  s i n  ( a  -+- b ) ,

( ( c o s  0  —  c o s  oc) s i n e  =  (1 H- c o s  y )  s i n  ( a  —  b ) .

Mais, d’autre part, on tirera de la formule (35)

(44)

par conséquent,

(45)

s i n  oc -t- s i n  6  s i n  oc —  s i n  6  s i n  y

s i n  a  - t -  s i n  b  s i n  a  —  s i n  b s i n e ’

( s i n  oc -4- s i n ê )  s i n e  =  s i n  y  ( s i n  a  -+- s i n  b ) ,  

( s i n  oc —  s i n ê )  s i n c =  s i n y ( s i n a  —  s i n & ) .

Enfin, on aura identiquement

_ a  +  ë  oc —  ë
c o s o c  +  c o s b = 2  c o s ---------- c o s ------------,, 2 2

. _ . OC -+- 0  oc —  0
s i n  oc +  s i n  6 =  2 s i n  ---------- c o s ------------ ,

2 2

„  . OC -+- 0  . OC —  0
c o s  b  —  c o s  oc 2 s i n ---------- s i n ------------ ,

. 2 , 2

. _ . O C  —  0 OC +  0 
sin oc —  sin 0 = 2  sin--------c o s --------,

2 2

et, par suite,
a  ■

2

oc —  0

s i n  a  H -  s i n  0 __ c o s  ë  —  c o s o c

c o s o c  +  c o s  0 s i n  a  — · s i n  ë ’

c o s  ë  —  c o s o c __ s i n  a  —  s i n  6

s i n  oc +  s i n  ë  c o s  oc +  c o s  ë '

Donc, eu égard aux formules (43) et (45), on trouvera

(46)
t a i i g

t a n g

oc +  0 ___ s i n y  s i n  a  +  s i n  b  i - f - c o s y  s i n  ( a  —  b )  -

2 1 —  c o s y  s i n ( a  +  6 ) s i n y  s i n a  —  s i n # ’

oc —  0   i n -  c o s y  s i n ( a —  b )    s i n y  s i n a  —  s i n 6
2 ~ ~  s i n y  s i n a  +  s i n b  1 —  c o s y  s i n ( a - l - 6 )

ou, ce qui revient au même,

(47)

a —  b 
„  cos---

oc —(— b  2 y
t a n g ----------- =  ------------------r c o t L t

c o s

a  —  b

a-\-b 
2

. a b
s i n ----------

2 y
----------------y C O t  -  ·

. a-\-b  2 
s i n ----------

Œ u v r e s  de C . —  S. Il, t. XIII. ■'17

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



370 MÉMOIRE

Si l’on remplace le triangle sphérique donné par le triangle supplé

mentaire, on devra, dans les formules (47), remplacer

par
a, b, c, a, 6, y

7i —  a, 7T —  ë, 7T — y, TC — a, r c - b ,  n-

On aura donc encore

a — 6

(48)

tang

. COS ·-------a +  b 2
-tang - t

2 a H- 6 ^2
cos-------2
. a —  6 

, sin —'■
a —  b 2 ctang_  =  _ _ _ iang_, 

s in -------

puis on en conclura

(49)

cos -
a +  ë

a —  6 
c o s-------

a~\-b | c
—  c o t -------tang - ,

. a +  6 
sin

. a — 6 
sin-------

2

2 a — b c
—  c o t ------- tang -  ·

2 2

D’ailleurs, les formules (43) peuvent s’écrire comme il suit :

(5o)

ol 6 a — § sin(a-hb) . . y
e o s -------eo s---------= ---- -- --------sin- ->

2 2 sinc 2

. a -(-S . o.—  § sin (a  —  b ) «y
s i n ------- sin -------- = ---- ^-------- -eos2 — :

2 2 sino 2

et, en ayant égard aux deux équations identiques

r . „ c 
sine tang -  =  i  sin2 - >

c , c
sine col -  =  2 cos- -> 2 2

on tire des formules (49), combinées avec les formules ( 5o) par voie
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de multiplication ou de division,

„ a +  6 , a H- b
cos--------  == cos2-------

• 2 ysin2 -

(5i)

=  cos-4

2  .  C
COS2 -  

2
y

- CO S2 -a — b 2

cos- . . a H- b.
■ - ysin2 -

2 . ,sin- -2

2  ,  C
COS2 -  2

COS2 -. „ « — 6 . t> a — b 2sin- ------- =  sin- -------- ------- -
2 -2 . 6‘ sin- -

2

Pour réduire ces dernières aux équations connues

(52)

a  +  ê c? a -h  b . ycos-------cos -  =  c o s -------  sin -  >2 2 2 2
a +  S c a — b y---- cos- =  cos --------cos2 2 2 2

oc — 6 . c . a b . y
c o s ------ sin -  =  s in -------- sin2 2 2 2

. o c  —  § . c . a  —  b y
s i n -------sin -  =  s in -------- cos2 2 2 2

il suffira d’extraire les racines carrées de chaque membre, puis d’ob

server : i° que, chacun des angles

a b f c oc 5 y
—  1 —  9 -  5 — 9 —  9  -2 2 2 2 2 2

étant inférieur à un droit, chacune des lignes trigonométriques

. c c . y  y . a -4- b . a -J- 6 a — b oc — 6
sin - 9 cos sin-» cos-> sin------ y sin ------- > cos------- y cos------

2 2 2 2  2  2  | 2  2

oc | ^
sera positive; 20 qu’en vertu des formules (19), cos—-— sera un cosi

nus affecté du même signe que les deux quantités

a H- b a ■+· b
c o t ------ » cos -------->

2  2

oc ê
et sin un sinus affecté du même signe que les deux quantités

a — b , a — b 
cot-------, sin-------- ·

Les formules (47) et (48), analogues à celle qui, dans la Trigono

métrie rectiligne, sert à la résolution d’un triangle dans lequel on 

connaît deux côtés et l’angle compris, constituent ce qu’on appelle les 

analogies de Néper. Observons d’ailleurs qu’on les reproduira immé-
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diatement si l’ on combine entre elles,  par voie de division,  les for
mules ( 5 2 ) .

Les formules ( 4 7 ), jointes à l ’ une quelconque des formules ( 4 8 ) on
( 5 2 ) ,  fournissent le moyen de résoudre complètement un triangle  
sphérique dans lequel  on connaît  deux côtés a, b et l ’angle compris y.  
En effet, un tel triangle étant proposé,  on pourra déduire im médiate
ment des formules ( 4 7 ) les demi-sommes

a +  6 a — ê
, --------- y2 2

renfermées,  la première entre les limites o, it, la seconde entre les 

l imites — -> +  et, par suite,  les angles a,  ë\  puis de l ’une q u e l 

conque des formules ( 4 8 )  ou ( 5 2 ) ,  la valeur de  ̂ comprise entre les 

l imites o, et, par suite, la valeur de c.

Pareillement les f o r m u l e s ( 4 8 ) ,  jointes à l ’une quelconque des 
équations ( 4 7 ) ou ( 5 2 ) ,  fournissent  le moyen de résoudre un triangle  
sphérique dans lequel  on connaît  un côté c et les de ux  angles adja
cents a, ë.  En effet, un tel triangle étant proposé,  on pourra déduire  
immédiatement des formules ( 4 8 )  les demi-sommes

a H- b a —  b
----- > >

2 2

comprises,  la première entre les limites o,‘ it, la seconde entre les 

l imites — +  et, par suite,  les côtés a, b\ puis,  de l ’une q u e l 

c onque des formules ( 4 7 ) ou ( 5 2 ) ,  la valeur de  ̂ comprise entre les 

l imites o, et, par suite,  la valeur de y.

Si l ’on donnait,  dans un triangle sphérique,  d e u x  côtés a, b et 
l ’angle a  opposé à l ’ un d ’e u x ,  ou d e u x  angles a,  6 et le côté a opposé  
k l ’ un d ’eux,  on commencerait  par déterminer l ’angle ë ou le côté b, à 
l ’aide de la formule ( 3 5 )  réduite à

sin6 _sina _

si n b s i n a ’
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mais à la valeur de sin § ou de sin b, tirée de cette formule, correspon

draient deux valeurs de ê ou de b, également admissibles, et repré

sentées par deux angles, l ’un aigu, l ’autre obtus. D’ailleurs, les côtés 

a, b et les angles a, § étant supposés connus, on pourrait déduire 

la valeur de c de l’une quelconque des équations ( 48), et la Valeur dey 

de l’une quelconque des équations (47)·

Dans le cas particulier où l’un des angles du triangle sphérique, 

l’angle y par exemple, se réduit à un angle droit, on a

cos y =  o, sinj/ =  i,

et les formules (24) et (35) se réduisent aux suivantes :

( 53) cos c =  cos a cos

, ,  sin a sin S 1
( 54)   —  —;— 7 —  — y

sin a  sin b sine

dont, la dernière peut être remplacée par les deux équations

( 55) sinar=,sina sine, sinè =  sinë sine.

Alors aussi les formules ( 3o) donnent

( 56) cosa =  cosa sin6, cosS =  cos/p sina.

On doit remarquer d’ailleurs que ces diverses équations peuvent toutes 

se déduire directement du théorème VII du paragraphe I. La première, 

c’est-à-dire l’équation ( 53), qui subsiste entre les côtés a, b et l’hypo

ténuse c d’un triangle sphérique rectangle, est précisément, comme on 

l’a fort bien observé, celle qui remplace le théorème de Pythagore, 

quand on passe de la géométrie plane à la théorie des figures tracées 

sur la surface d’une sphère. Ajoutons qu’en réduisant cosy à zéro, et 

siny à l’unité, on tire des formules (27), (28), (29), (3o), (3 i), (32),

( 57 )
( langa =  tange cosë, 

( tangô =  tange cosa, 

1 sin c cos a =  sin b cos a ,
( 58)

( sine cos 6 =  sin a cos b,

(5g) tanga tangë cose =  1,

(60)
( sin a cose =  cos S cosa,

( sin ê cose =  cosa cos b.
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Au reste, les équations (07), (58), (59), (60) pourraient se déduire 

immédiatement des formules ( 53), ( 55), (56), ou, ce qui revient au 

même, de l’équation (53) jointe aux deux formules

, . sina cos6 . „ sinè cosa
(61) sjnccn-— ---- r, sino=-,—  = ---- ·\ sine cos o sine cosa

La formule (53), jointe aux équations (57) et (58), fournit immédia

tement la résolution d’un triangle sphérique rectangle, dans lequel on 

connaît les trois côtés, puisqu’un tel triangle étant donné, on peut 

déduire, i° le côté inconnu de la formule (53) ; 2* les angles a, 6 des 

équations (57) ou (58).

Les formules (56) et (59) fournissent immédiatement les trois côtés 

a, b, c d’un triangle sphérique rectangle dans lequel on connaît les 

deux angles a, 6.

Si l’on connaissait un angle a avec un côté adjacent b ou c, le second 

des deux côtés adjacents à l’angle a serait déterminé par l’une des for

mules (57) et l ’on se trouverait ainsi ramené au cas où deux côtés 

étaient connus.

Enfin, si l’on connaissait, dans un triangle sphérique rectangle, un 

angle a et le côté opposé a, on ne pourrait plus, comme dans les cas 

précédents, déterminer chaque angle ou côté inconnu à l’aide de son 

cosinus ou de sa tangente, c’est-à-dire à l’aide d’une ligne trigonomé- 

trique à laquelle répond toujours un seul angle compris entre les 

limites 0, n. Mais l’équation ( 54) fournirait la valeur de sine, à 

laquelle répondraient deux valeurs de c également admissibles, et 

représentées par deux angles, l’un aigu, l ’autre obtus. D’ailleurs a et c 

étant connus, la résolution s’achèverait comme dans le premier cas.

Si le triangle sphérique, dont les côtés sont a, b, c et les angles a, 

§, y, était tracé sur la surface d’une sphère décrite non plus avec le 

rayon 1, mais avec le rayon t, le triangle sphérique semblable, tracé 

sur la surface de la sphère dont le rayon serait l’unité, aurait évidem

ment pour côtés
a b c
t  X. V
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les angles étant toujours
«, s, y-

Donc alors aux formules trouvées dans ce paragraphe, on devrait sub

stituer celles qu’on en déduit, quand on remplace a, b, c par ac ‘ \^\·

V. — S u r la réduction de la trigonométrie sphérique 
à la trigonométrie rectiligne.

“ Ainsi que Lagrange l’a rèmarqué, les formules de la trigonométrie 

sphérique peuvent être aisément réduites à celles que présente la tri

gonométrie rectiligne. Cette réduction permettant de mieux saisir les 

analogies qui existent entre les formules correspondantes des deux 

trigonométries, il n’est pas sans intérêt de voir comment elle s’effectue. 

Or on peut établir à ce sujet une règle très simple, que nous allons 

démontrer en peu de mots.

Nommons a, b, c les côtés et a, §, y les angles d’un triangle sphé

rique tracé sur la surface de la sphère dont le rayon est t. Ces côtés et 

ces angles auront entre eux les relations qu’expriment les formules 

établies dans le paragraphe IV, quand on y remplace a, b, c par
a b c  _ , —, - *
t  t  V

■ Concevons maintenant que, dans les formules du paragraphe IV, 

modifiées comme on vient de le dire, le rayon t devienne infiniment 

grand. Les angles a-> deviendront infiniment petits, et, après avoir 

développé les sinus, cosinus et tangentes de chaque angle infiniment 

petit en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de cet 

angle, on pourra faire disparaître le rayon -c de chaque formule en y 

réduisant  ̂à zéro. Il y a plus : les formules nouvelles auxquelles on 

parviendra, en opérant de cette manière, coïncideront évidemment 

avec celles que l’on déduirait des équations diverses établies dans le 

paragraphe IV, en considérant chacun des angles représentés par a , b, 

c, ou par une fonction linéaire de a, b, c, comme une quantité infini

ment petite du premier ordre, et en négligeant les infiniment petits
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d’ordre supérieur par rapport aux infiniment petits d’ordre inférieur ; 

elles seront donc homogènes par rapport aux côtés a, b, c, si l ’on 

donne ce nom aux équations et formules qu’on obtient en égalant à 

zéro des fonctions homogènes de a, b, c. D’autre part, lorsque i  

deviendra nul, etifinfini, le triangle sphérique tracé sur la surface de la 

sphère, dont i  était le rayon, se transformera évidemment en un 

triangle rectiligne. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème. — Considérons lJune quelconque des formules de trigono

métrie sphérique qui lient entre eux les trois côtés a, b, c et les trois 

angles oc, ë, y d'un triangle sphérique tracé sur la surface de la sphère 

qui a pour rayon Vunitê. Pour que cette formule devienne applicable à 

un triangle rectiligne dont les côtés seraient encore représentés para, b, c, 

et les angles par a, ë, y, il suffira de la rendre homogène par rapport 

aux côtés a, b, c , et d’opérer cornme si, ces côtés étant infiniment petits 

du premier ordre, on négligeait les infiniment petits d'ordre supérieur 

par rapport aux infiniment petits d’ordre inférieur.

Corollaire I. —  Si l ’on veut, en opérant comme on vient de le dire, 

rendre homogènes les formules (27), (28), (29) du paragraphe IV, il 

suffira d’y pousser l’approximation jusqu’au premier ordre dans l’éva

luation des sinus et. cosinus des arcs considérés comme infiniment 

petits; il suffira donc d’y remplacer les sinus des arcs a, b, c par ces 

arcs eux-mêmes, et leur cosinus par l’unité, Donc, en vertu du théo

rème énoncé, les équations analogues aux formules (27), (28), (29) 

du paragraphe IV seront, dans la trigonométrie rectiligne,

(1) a —  b cos y +  c cos y, b =  c cos« -+- a cos y, c =  a cos 6 -+- b cos y.

Effectivement, étant donné un triangle rectiligne dont les côtés sont 

représentés par a, b, c et les angles par a, ë\ y, on peut établir immé

diatement chacune des formules (7), en projetant les trois côtés sur la 

direction de l’un d’entre eux.

Corollaire TL —  En opérant comme dans le corollaire I, c’est-à-dire
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èn remplaçant le cosinus de chacun des angles a, b, c par l’unité, et 

en ayant égard aux équations (7), (8), (9), (10) du paragraphe II, on 

réduira les formules (3o), (3 i), ( 32), (33) du paragraphe IV aux six 

équations

l cos a = = — cos(ë +  y), c o s 6 = — cos ( y - | -a ) ,  cosy =  — cos(a -+- S),

( s i n a —  s i n ( o + y ) ,  s i n ê =  sin(y +  a), siny =  sin ( « -t-6).

Or il résulte de ces dernières que les sinus et cosinus des angles

6 + y ,  y  +  a ,  a  H -  §

sont en même temps les sinus et cosinus des angles

TC — CC, TC — TC — y,

et que, par suite, l ’angle 

est un terme de la série
« +  ê +  y —  tc

O, 271, 4 TC,

Donc, puisque, chacun des angles a, 6,,.y étant inférieur à tc, la diffé 

rence a +  6 +  y —  n devra rester inférieure à 211, cette différence sera 

nécessairement nulle, et les équations (2) entraîneront la suivante :

( 3 ) · a +  6 +  y =  tc.

Donc, en partant des formules (3o), ( 3 i) ,  (32), (33) du para

graphe IV, on se trouve ramené à celle qui exprime que, dans un 

triangle rectiligne, la somme des trois angles est égale à deux droits.

Corollaire III. —  En opérant comme dans le corollaire I, c’est-à-dire 

en remplaçant les sinus des arcs a, b, c par les arcs eux-mêmes, on 

réduira la formule (35) du paragraphe IV à la suivante :

. silist sinê siny

(4) ' ' =  —  =

qui s'accorde avec l’équation (4) du paragraphe III.

Corollaire IV. —  Lorsque les côtés à, b, c sont infiniment petits du 

premier ordre, on peut en dire autant de la demi-somme, a +  de la
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demi-différence -— - » et du demi-périmètre

Alors aussi, pour rendre homogènes les formules (37), (38), (39),

(47) du paragraphe IV, il suffit évidemment d’y remplacer le sinus de 

chaque arc infiniment petit par cet arc lui-même et son cosinus par 

l’unité. Donc, en vertu de ces formules et du théorème énoncé, les 

côtés a, b, c, les angles a, 6, y et le demi-périmètre p d’un triangle 

rectiligne quelconque sont liés entre eux par les équations -

siny /[(/>-- a )  ( p - b )  j y . /rp i p - c ) }

(5) 2 ~ V  L. ab J 2 V L  ab J

tang- =  1 / T ( ? —
ë 2 V L  P ( P  — c ) HJ · ·

(6) siny =_ n \ l [ p ( P ~ a ) { p - b ) { p
ab

- c)]

(7)
a + 0 y a — 0 a — b ytang —-— — cot-> tang------=

2  2
: ---- r cot -·
a -t- b 2

Parmi ces équations, les trois premières sont celles qui s’appliquent 

le plus aisément à la résolution d’un triangle rectiligne dont les trois 

côtés sont connus. Ajoutons que l’avant-dernière se déduit encore de 

la formule
a -t- 0 -+- y =  jr,

et que la dernière, jointe à cette même formule, fournit le moyen de 

résoudre un triangle rectiligne dans lequel on connaît deux côtés a, b 

et l’angle y compris entre ces côtés.

Corollaire V. —  Lorsque, en considérant les côtés a, b, c comme 

infiniment petits, on veut rendre homogène, par rapport à ces côtés, 

l’une des formules (26) du paragraphe IY, par exemple la formule (24), 

ou, ce qui revient au même, l’équation (36) du même paragraphe, il 

ne suffit plus de pousser l’approximation jusqu’aux infiniment petits 

du premier ordre dans l’évaluation des sinus et cosinus des arcs a, b, 

e, et de substituer ces arcs à leurs sinus, en remplaçant leurs cosinus
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par l’unité. Il devient nécessaire de faire entrer en ligne de compte les 

infiniment petits du second ordre, et de prendre, en conséquence, 

pour valeurs approchées de > · '

sina, sinA, cos a, cos b, cos c, cos a cos é,

les quantités
. . „ , a 2 62 c2 a 4· 4- 62

a, b, i -------, i -------, i -------, i --------------
2 2 2 · 2

Cela posé, en rendant homogène, par rapport aux côtés a, b, c, l’équa

tion (24) ou (36) du paragraphe 1Y, on obtiendra la formule connue

(8)
ou

(9)

c1—  a 2+  62— 2 ab cos y,

co s y =
a? -+- b* —  c2 

2ab

qui, en vertu du ihéorème énoncé, devra, dans un triangle rectiligne 

quelconque, déterminer le cosinus d’un angle en fonction des trois 

côtés.

Dans le cas particulier où l’angle y devient nul, l’équation (24) du 

paragraphe IY se réduit à l’équation ( 53) du même paragraphe. Alors 

aussi l’équation (8), réduite à la formule

• (10) c2= a 2+ 6 2,

reproduit le théorème de Pythagore, ainsi qu’on devait s’y attendre, 

puisque, dans la trigonométrie sphérique, ce théorème se trouve rem

placé par la formule (53) du paragraphe IV, ou, en d’autres termes, 

par le théorème VII du paragraphe I.

VI. — S u r les relations qu i existent entre les systèmes de coordonnées 
' rectilignes relatives à deux systèmes d 'axes conjugués.

Nommons
y, -■

les coordonnées d’un point mobile P, rapportées à trois axes quel

conques menés par l’origine O, et

' . J ,  F, Z  . , . . . . . . . .
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les coordonnées du même point mobile, rapportées à trois autres axes 

conjugués aux trois premiers, c’est-à-dire à trois autres axes menés 

par la même origine perpendiculairement aux plans des y , z, des z, x  

et des x , y . Supposons d’ailleurs, pour plus de commodité, les demi- 

axes des X, F et Z positives situés par rapport aux plans coordonnés 

d es/, z, des z, x  et des x , y ,  desmêmes côtés queles demi-axes dès a?, 

y  et z positives. Enfin soient

x, y, z et X, Y, Z

six longueurs mesurées à partir de l ’origine O, d’une part sur les demi- 

axes des x,  y,  z  positives, d’autre part sur les demi-axes des X, Y, Z 

positives. Les deux angles solides

(x, y, z), (X, Y, Z),

dont les arêtes auront pour directions celles de x, y, z e td e X , Y, Z, 

seront, comme les deux triangles sphériques auxquels ils répondent, 

supplémentaires l’un de l’autre. Cela posé, si, en considérant le premier 

de ces angles solides, celui qui a pour arêtes les demi-axes sur les

quels se mesurent les trois longueurs x, y, z, on nomme

a ,  b, a

les angles plans opposés à ces arêtes,

a, ë, y

les angles dièdres opposés à ces angles plans, et

1, p, v

les angles aigus que forment ces trois arêtes avec les demi-axes per

pendiculaires aux plans des faces opposées, on aura

( y X ) ( ù ) = b , ( G ) =

( y? z ) =  7T — ■ a , (zO c) =  Tt — ê , (x T v )  =

( x f x ) =  1 , ( / » “  p. , " ( z f z )  =

Ajoutons que, si l ’on nomme r le rayon vecteur mené de l’origine O au
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point mobile P, on aura, en vertu des formules (12) de la page 160,

Si maintenant on échange entre eux les deux systèmes d’axes conju

gués, alors, à la place des formules (2), on obtiendra les suivantes :

(3)

D’autre part, comme on l’a vu dans le paragraphe I, la considération 

des projections orthogonales fournit immédiatement la formule ( i 5) 

de la page 346, par conséquent les formules(10), (11) des pages iSp, 

160. Donc, s étant un rayon mesuré toujours à partir de l’origine O, 

mais distinct de r, on aura encore

Ajoutons qu’en vertu des formules (2), (3), les équations (4), ( 5) se 

réduiront aux deux suivantes :

(6 )
( / \ ) 1 ( ^ \  i' / \  \ ( ^  \rc o s ^ r ,  s) 1 =  X  C O S \ S ,  X  J -h J  cos\ y ) H- seos^s, z )

et

( 7 )
( S \ )

r c o s y r ,  s ) =  X  cos ( s, X  ) -4- Y  cos (' X y ) -+- 2rc o s ( s ^ )

c’est-à-dire à deux équations semblables l’une à l ’autre, et dont cha

cune peut se déduire directement de la formule ( 5) de la page 158. 

Gela posé, pour obtenir les valeurs des coordonnées x , y , s  exprimées 

en fonctions linéaires des coordonnées X, Y, Z, ou les valeurs de X, 

Y, Z exprimées en fonctions linéaires de x,  y ,  z > il ne restera plus
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qu’à substituer, dans les formules (2), les valeurs de

/ / \  \ (  \ / / \  \ 
cosV/’, X / ,  cosV/’, 1 /, c o s\ r ,  Z / ,

tirées de l’équation (7), ou, dans les formules (3 ), les valeurs de

cosv’, x/, cos v', y J, cos\r, z /,

tirées de l’équation (6).

Si l’on a égard aux équations (1), les formules (2), ( 3) deviendront

(8)
/ A \  

cosV/’, X/
T ' ------------- r------- 3cosA

( )_ cosv’, \ J __ cos\/’, Z )

(9) * = r
COS ( C . ) Y =  r

cos

COS ¡JL

( O ) 2 =  s
cosG O )

( 1 0 )

cos\ cosy

et l’on tirera des formules (6), (7),

( r cos( /·, x ) =  x -y y cosc 4 -  z cosb,

( ^  )r cos\ r, y ) —  x  cos c 4 - .s cos a,

( / M  ,/· cos\ r, z / coso +  y cosa +  z ; 

r cos( r, x )  — X  — Y cosy — Zcosê, 

r cos ( ) r— — X  cosy 4 - Y — Z  cos a,

( /’ cos ( r^L ) =  — X  cos 6 — Y  cos a 4- Z.

cosv

(II)

Or ces dernièrès, combinées avec les formules (8), (9), donneront

(12) x -y y cosc -y z cos b
Y

x  cos c -y y-y z cos a r/ x cosb +  j  cosa +  z
-zl --- s 5COS À COS/JL b COSV

(i3) X  — Y  cosy — Z cosê
Y

— X cosy +  Y — Z  cosa — X cos6 — Fcosa +  Z
OC —  ̂ jco s A COS (JL * COSV

Remarquons d’ailleurs que chacune des équations (12), ( i3 ) se trouve 

comprise, comme cas particulier, dans la formule (16) delà page 161, 

de laquelle on pourrait les déduire immédiatement.

Il est bon d’observer que les équations (12), présentées sous les 

formes

04)

x  -Y y cos a -y z cos b =  X  cos~k, 
x cosc -4- y 4- 5 cosa =  Y  cosy, 
x cosb -y y cosa -y z =  Z cosv,
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peuvent être facilement résolues par rapport à ce, y , s. Concevons que, 

pour abréger, l’on désigne par K  la résultante formée avec les neuf 

termes du tableau
/ x, eosc, cos b, ■ >

(15) ) cosc, i, cosa,
( cos b, cos a, x ;

puis par
A, B , C, D, E, F,

les résultantes formées avec les mêmes termes pris quatre à quatre 

dans deux lignes horizontales, et dans deux lignes verticales, en sorte 

qu’on ait

(1 6 ) K — i — ços2a — cos26 — cos2 c 4 - 2  cosa cos è cos c

et
( A =  i — cos2a, B =  1 — cos26 , C — i — cos2c,

 ̂ ( D  =  cos b cos c — cosa, E — cosc cosa— cosè, F  — cosacosb — cosc.

Les valeurs de A , B, C pourront être réduites à

(1 8) ,4 =  sin2a, Z? =  sin2 , C '= s in 2c,

et, en effectuant la résolution des formules (14), par rapport à x , y , z, 

on trouvera
y!ATcos)i4- FF cos ¡j. 4- EZ cosv
— ---------- k ---------------’ ■
FAl cos~k-h B Y cos\j.-\-D Z.cosv . .

_

ÆVTcosÀ 4- D F cosjjl 4 - CZ cos v 
K

Or ces dernières valeurs de x , y , z devront s’accorder avec celles que 

fournissent les équations ( 13), quelles que soient d’ailleurs les valeurs 

attribuées aux variables X, Y, Z. Donc les coefficients constants, par 

lesquels ces variables se trouvent multipliées, doivent être les mêmes 

dans les formules ( i 3) et (19). Cette seule observation fournit immé

diatement la formule

( 20) K  — A cos2 "K =  B cos2 ¡j. =  C cos2 v

cosu. cosv ^cosvcos)i _ cosX cosu.. — _  J)—J—.—  =  — E ----- p— . =  — F —------S  .
' cosa < cos 0 .cos y
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de laquelle on tire, eu égard aux équations (18),

(21) K'— sin2 a cos2X == sin2 Z» cos2jjl =  sin2c cos2v,

et, par suite,

(22) B =  sin« cos7 =  sinb c o s =  sine cosv,

0 étant une quantité positive liée à K  par l’équation

(23) 0- =  K. ■

Ajoutonsque, delaformule(2o),jointeauxéquations(i6), (17), (22), 

on tirera
cos a —  cos b cos c

COSOC = ---- :—;—:------- 5
sin 0 sine

cos 6 —  cos c cos a COS g rr: ------ ;----- ;--------- ,
sine sina

cose —  cos a co s bcos y = ----- ;----;—=----- -
·' sina sin b

Enfin, si, dans l’équation ( 23), on substitue pour Zi sa valeur, on trou

vera

( 25 ) ô2 —  t —  cos2 a —  cos2 b —  cos2 c -+- 2 cos a cos b cos e.

Si, au lieu de tirer les valeurs de x,  y, z des équations (12), on 

comparait les valeurs de X, Y, Z, tirées des équations ( i 3), à celles 

que fournissent les équations (12), alors, à la place des formules (22) 

et (24), on obtiendrait les suivantes :

(26) 0 sin a cosX =  sin 6 cosfx =  sin y cos v,

cos a -h cos 6 cos y
c o s a = -------- Æ ■ ,------- - ,

sin o sin y

7 cos S -h cos y cos a
cos b = ------ :---------------5

sin y sin a

cosy '4-cosa  cosëCOS C =  --- ------ :—-p,---- *
sina sino

0 étant une quantité déterminée par la formule
T

(28) 0 2= i  —  cos2« —  cos26 —  cos 2y —  2 cos x cos 6 cos y.

Les formules (22), (24), (26), (27) coïncident avec les formules

(7), (26), (10) et (3o) du paragraphe IV. Ainsi, les équations fonda-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA THÉORIE UES PROJECTIONS ORTHOGONALES. 385

mentales de la trigonométrie sphérique sont comprises parmi celles 

auxquelles on se trouve conduit par la comparaison des formules (12) 

e t ( i3).

• Au reste, il est juste d’observer que les formules établies ou rappe

lées dams ce paragraphe, et les démonstrations que nous en avons 

données, ne diffèrent pas, au fond, des formules et démonstrations 

présentées par M. Sturm, dans un Mémoire que renferme le Tome XY 

des Annales de Mathématiques de M. Gergonne. Telle est, en effet, la 

conviction qu’a produite en nous une étude approfondie de ce Mémoire. 

Seulement il nous semble que les notations dont nous nous sommes 

servis donnent au langage analytique une clarté, une précision nou

velles. Dans le Mémoire de M. Sturm, les angles formés par le rayon 

vecteur/·avec les axes coordonnés des x , y , z ,  prolongés du côté des 

coordonnées positives, et avec des perpendiculaires aux plans de ces 

axes, sont exprimés à l’aide des notations

G’,«), G’, s),
(r, zæ), (/’, tfj);

et ces expressions sont admises dans des formules où l’auteur désigne 

avec nous, par x , y ,  z, les coordonnées de l’extrémité du rayon r. Pour 

rendre les notations uniformes et plus précises, il nous parait utile de

considérer toujours, dans l’expression (r, s) ou (/·, s), employée pour 

désigner un angle, les lettres r et s comme représentant deux lon

gueurs absolues, mesurées dans des directions déterminées, et de

remplacer, en conséquence, dans l’expression (/·, s), la lettre s, npn 

par la lettre x  ou par le système de deux lettres yz,  mais par une lon

gueur nouvelle x ou X, mesurée sur le demi-axe des x  positives, ou 

sur un demi-axe perpendiculaire au plan des yz,  quand il s’agit de 

représenter l’angle formé par ce demi-axe avec la direction du rayon 

vecteur r. Observons encore que, si la formule (4) ou (5) n’est pas 

écrite en toutes lettres dans le Mémoire de M. Sturm, elle peut, du 

moins, être considérée comme comprise dans les équations qu’il a 

données, et spécialement dans les formules ( i3) et (18) du Mémoire 
Œuvres de C. — S. II, l. XIII. 49
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cité, c’est-à-dire, en d’autres termes, dans les équations (2) et (6), 

d’où on la déduit immédiatement, et d’où l’auteur a effectivement 

déduit celle en laquelle elle se transforme dans le cas particulier où 

Ton fait coïncider le rayon vecteur s avec le rayon vecteur /·.

Remarquons à présent que l’on pourrait tirer encore les équations 

fondamentales de la trigonométrie sphérique, et spécialement la for

mule (20), non plus des équations (i4)> résolues généralement par 

rapport à x,  y,  z, quelles que soient d’ailleurs les valeurs attribuées 

aux variables X, Y, Z, mais des équations (10), résolues par rapport 

à x,  y,  z, pour des positions particulières et déterminées du rayon /·. 

En effet, concevons d’abord que l’on fasse coïncider le rayon ;· avec la 

longueur X, mesurée sur le demi-axe des X  positives. Alors la formule 

( 8 ) donnera

( 2 9 ) j s = - X - r · )  y  zv cosl J
r cosy 
cosp

/' cos G
cosv

et les formules (10) se réduiront à celles-ci

/· cos 1 — x -4- y cos c +
(3o)

cos b,
o =  x cos c -+- y -I- z cos a, 

o =  x cos 6 4-y cos a -1- 5 .

Or, des équations (3) résolues par rapport à x,  y,  z, on tirera 

(3.) x
A

ou, ce qui revient au môme,

(3a); ' i  =

y  k r cosl
F  E -  k  ’

F  E K

y  ~~ 5 rcosl '

puis, en substituant dans la formule (3a) les valeurs de x,  y,  z, 

fournies par les équations (29), on trouvera

A cosl = — F, COS [J. __  „ c o s v  K

par conséquent,
cos y coso ’ cos 1 ’ 

cosv cosl,, . ,, „cosÀ cosn „
K  =  A C O S "A — —  r --------------- - = r — E —  „ -------

cos y cos 6

On trouvera de même, en faisant coïncider le rayon r avec la Ion-
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gueur Y, mesurée sur le demi,axe des Y positives,

K  =  R nos2 ¡ 1  =  ~  n cosH-.c0sv ^ cosAcosH'
Cos a co s y '

puis, en faisant coïncider le rayon r avec la longueur Z mesurée sur le 
demi-axe des Z positives,

cosê ' cosa ’

et il est clair qu’en réunissant les trois valeurs précédentes de K, on 

reproduira précisément la formule (20).

Il est bon d’observer que les numérateurs des fractions qui, dans les 

formules (24), représentent les cosinus des angles a, 6, y, se réduisent 

précisément aux résultantes

— A  - A  - P ,

formées chacune avec quatre termes du tableau ( i 5). D’ailleurs, ce 

tableau est précisément celui qu’on obtient quand on réduit à son 

expression la plus simple chacun des termes du suivant :

cos!I C O , cos![ C j ), COS\X, Z

cos(,1,1  ), cos (vjCy), cos(yTz

cos (A ) , cos(
' /\ \ 

y),
7 / 0

COS \ Z, Z ;

Donc, la forme la plus naturelle des équations (24) est celle à laquelle 

on arrive quand aux numérateurs des rapports qui expriment les 

valeurs de cosa, cos£, cosy, on substitue trois résultantes, dont 

chacune est formée avec quatre termes du tableau (33). Concevons, 

en particulier, que dans la valeur de cosy, déterminée par la dernière 

des équations (24), ou, ce qui revient au même, par la suivante :

' F
cosy = ----- :------T—r,

1 sin a sin b

on substitue la valeur de — F  déduite du tableau (33), savoir 

— F  — cos(x^y) cos(z^z) — cos(x^z) cos(y^z),
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on trouvera

(34) cos}/ —
cos ( xTz ) cos ( yTz )

sin \x, z ) sin \ y, z J

Comme on devait s’y attendre, l’équation (34) se réduira simplement 

k la formule

(35) cosy -

si l’on a égard à l’équation identique

COS 1.

Mais la formule (34), qui conserve mieux que la formule (35) la trace 

des opérations à l’aide desquelles on l’a construite, est aussi plus élé

gante et plus facile à retenir, puisque le numérateur de son second 

membre est la différence de deux produits de mêmes dimensions, 

dont le second se déduit du premier par un échange opéré entre les 

lettres qui occupent la seconde place dans les deux expressions

Il est bon d’observer encore que la formule ( 25) coïncide avec 

l’équation (4o) du paragraphe IV. En effet, on tire de cette dernière 

équation

(36) 4 sinp sin(/> — a)sin(p—b)sin(p— c),

la valeur de zp étant '
2 p =  a +  b +  c,

ou, ce qui revient au même,

. c„ . . ( a  -h b r+- c\ . ( b c — a\ . ( c -+- a — b\ . (a +  b — c \(37) 6- =  4 sm ---- ------J sin ^----------)  sm(.---------- J sin ^----- ----- ) ■

D’ailleurs, les deux formules

2 sinp sin q =  cos(p — q) — cos(p q),
■ 2 cosp COS<7 — cos(p— q) +  cos(p +  q),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA THÉORIE UES PROJECTIONS ORTHOGONALES. 389 
donneront, d’une part,

. a -f- b —(- c , b -f- c — ci / 7 \
2 sin---------- sin----------- =  cosa — cosía +  c).2 2 \ / ?

. e -h a — b . a + b  — c ,,
2 sm-----------sm·----------- =  cosía — c) — cosa,2 2 ' ' ’

et, d’autre part,

cos(¿> -f- c) -+- cos(b — c) =  2 cosô cose,
. . .  , C0S2Ô + COS2Ceos (o +  c) +  cos(o — <·) — ---------------— i — cos-o — cos!c.

Donc, on tirera de la formule (37)

02=  [cosa ·— cos(¿> -+- c) ] [cos(è — c) — cosa]
=  1 — cos2a — cos2¿> — cos2c -+- 2 cosa cosô cose.

Ajoutons que, si au triangle sphérique dont les côtés sont a, b, e, on 

substitue le triangle sphérique supplémentaire, on obtiendra, au lieu 

de la formule (36), la suivante :

(38) , 0 2 =  —  4 cosTncos(ro —  oc)cos(ro —  S ) c o s (c j — ·' y),

et que l’équation (28) coïncidera précisément avec la formule (38).

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons encore déduire des 

équations (2), ( 3), (4), ( 5), (6), quelques formules qui méritent 

d’être remarquées.

Si, dans l’équation (6), on remplace successivement la lettre s par 

chacune des lettres 7·, x, y, z, alors, comme l'a observé M. Sturm dans 

le Mémoire déjà cité, on obtiendra successivement les formules

(39)

(40)

r cos

( / \ ) ( / \ )  
œ c o s \ r , x J  +  y c o s \ r , y J - l ·

( ) =  ■ * +  y c°'5 ( C y  )
( S \ )  f / \ )

r cos \ r .  y J —  æ cos \ x, y J

Z  cos

-y · • Z  cos

(C O .

is(x .  7 ) ,

(C O .

r  cos f/ M
\r ,  z ) = z x  cos V x, z )  +  y  cos \y, z J ■

dont les trois dernières coïncident avec les formules (10), tandis que
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la première multipliée par r, puis combinée avec les trois dernières, 

reproduit l’équation connue

(40 r -=  x- -y- y % +  z--i- 2 y z  cos (y , z )  4- '¿zx cos(z, x )  4 - 2 x y  cos(x, y ) .

En opérant de la même manière, on tirera de la formule (7) :

(42) 7’s — A 4 - r -  4 - 7 * 4- 2 YZ cos O O O  4 - 2  ZX cos ( O )  4-2X F cos( ) Ç y ).

Si dans l’équation (6) on échange entre eux les rayons r, s, alors, 

en nommant

ce que deviennent les coordonnées x , y, z quand on passe de l’extré

mité du rayon r à l’extrémité du rayon s, on trouvera

(43) s cos x '  cos (O x O ¡~ y '  cos 4- z ' cos

et de l’équation (43), multipliée par r, puis combinée avec les équa

tions (4o), on tirera la formule

(44) rs co s ( /Ç s )  =  y y '  +  z s '+  ( y z '-h y 'z )  cos(y, z)

4- (zx'-y- z 'x )  cos(z^x) 4 - (x y ' x 'y ')  cos(x, y ) ,

qui est l’une de celles que M. Binet a données dans le Tome XV du 

Journal de l'École Polytechnique. Pareillement, si l’on nomme X', F , Z' 

ce que deviennent les coordonnées X, Y, Z quand on passe de l’extré

mité du rayon r à l’extrémité du rayon s, on obtiendra la formule

( 45 ) rs cos ( r̂ s ) =  X X ' 4- Y Y ’ 4- ZZ' 4- ( YZ'  4 - Y'Z)  cos( Y^Z )

4- ( ZX '4- Z'X) cos ( ) 4 - (X Y '4- X ' Y) cos ( X^V ) ,

donnée encore par M. Binet. De plus, si dans les formules (44)> (45) 

on substitue les valeurs de

J, *> JY, F  Z,
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tirées des formules (2), (3), et les valeurs semblables de

on obtiendra deux équations dont la première a été indiquée par 

M. Sturm, dans le Mémoire cité, et dont la seconde sera

. . .  / A N  / A N  / A N  ( A  N Î A \  ( A  N
, ( A N  ' cos\r ,  x / costs,  x/  cos V r, y )  cos\s, y ) cos\r.  z )  cost«, z)
( 46 ) c « W , . 0 = --------1 A - y -  + -------- A )  + --------· ( / x V

s2t 'x . X j  cos2 \ y, Y  ) cos2 U ,  Z Jcos-

cos(
' A  N 
A y ; \ cos( d )

/ A  N 
-+- cos\ r, z ) CO S 1X »

CO s A ) c o s ( ¿ C z )

cosl
' A  '

1 cos(
A N
S* X /

/ A N  
-1- cos\r, x )1 cos :̂c .)

cos
( a  
\ ZI Z ) cos (x, X  )

cos(
' A N  
A  XV̂ cos ( A ) +  cos\r,  y )̂ cos I[Ci)

cos (̂ x fx ) c o s ( y ^ V )

ou, ce qui revient au même, eu égard aux formules (1),

/ / x x  / X n / A \  / A N  / A N  / A N  / A N  
, ,  x ( / \  \ cosw\ xj  cos\.s, x / cosVr, y ) cosvs, y ) oosvr, z / cosvâ» z /
(47) cosv·. -V = .'l" - ■+■ . ■ 'COS“ À COS3 (JL

( / \ \  ( / \ \  r X \  r/ \ \
5\ r ,  y )  cos\s, z /  -4- cos\s, y /  co s \r ,  z /

cos-v

( A '
cos\ r, z ,

COS(JL CO SV 

1 cos (s, x )  -+- cosl
' A  '
\S, Z;■ cos\r, X/

cosv COSÀ

( A i 1 . / A N  (' A N 1 f  a n
cos \ r , x ) 1 costs, y /H — costA  x)1 cos\/\ y  )

cos l  cos y.

COS#

cost

cosy.

Enfin, si Ton fait coïncider le rayon î avec le rayon r, les for- 

mules (44)» (45) se réduiront aux formules (4i),(4^)> la formule (4) 

ou ( 5) sera réduite à l’équation

(48)

que l’on trouve déjà dans le Mémoire de M. Sturm, et les for-
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(49) i  =
COS2

mules (46), (47) donneront

2( r f x )  c o s * ( r f y )  | c o s 2( / Ç z )

3(x̂ x) c o s 2 (y /Y  )  c o s 2( z f z )

= ( 4 j ) cos( C z )  +  a Q Q W Q )  cos( £ ^ )

COS2

cos'
( /\\  //\ \  //\\  

cosvy, i  / cos\z, Z/ cos\z, Z/cos\x,Xy

( ,C x ) c o s ( ^ y ) _ (x/ V))‘ cos'
cos(x, x )  cos (y, y )

ou, ce qui revient au même,

fZ \ \  ( / \ \  ( /\\
cos2\ r ,  x /  i cos2\r, y) c o s - \ r , z )

( 5 o ) cos2X ■ -t-
CO s( £ ) « ( £ )

COS2/J.

— 2
/ / \ \  ( / \ \  

cos\r, zJ cos\r, x /
eosv cosX cosê — 2

cos2v 

cos

cos p. cos v

V W c o s U ^
COSÀ cosu 1

cosa

La formule (46) ou (47) est celle qui sert à exprimer généralement le 

cosinus de l’angle compris entre deux directions données, en fonction 

des cosinus des angles formés par ces deux directions avec trois axes 

quelconques rectangulaires ou obliques. La formule (4g) ou (5o) 

fournit la relation connue qui existe entre les cosinus des trois angles 

formés par une seule direction avec les trois axes que l’on considère.

Dans le cas particulier où les axes coordonnés des x . y , s sont 

rectangulaires, ils se confondent avec les axes conjugués, c’est-à-dire 

avec les axes coordonnés des X, Y, Z, en sorte qu’on a

A =  æ, r = y , z —.

Alors aussi, chacun des angles a, b, c, a, 6, y étant droit, et chacun 

des angles X, p., v étant réduit à zéro, chacune des quantités

cos a, cos b, cos c

s’évanouit, et chacune des suivantes

sina, sinô, sine, cosX, cosfz, cosv,

se réduit à Lunitè. En conséquence, les formules (10), (22), (4 0 » (44)>
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(47), (5o) se réduisent aux équations connues

(5 i) . r = r c o s ( r , x ) ,  j  = rcos(r,y), z = rcos(/Çz),
(5a) 0 = i, '
(53) v"=. x - y~-f- z~,
(5/j) rs = x x '  + yy'+ zz',
(55 ) cos \r,  s J =  cos \r, x ;  cos \s, x )

/ / \ \  / / N X  / A \
-t- cos \r, y J cos (s, y J 4- cos^r, z / cos\s, z /,

( /\\ ( /\ \  f / \ \
(06) 1 —  coss\r,  x/  +  cos2\r, y )  4- cos2\/·, z) .

Supposons maintenant que des axes coordonnés, l’un, par exemple 

l’axe des z, soit perpendiculaire aux deux autres, c’est-à-dire aux 

axes des x et y, l’angle

. = ( £ )

compris entre ces deux derniers axes pouvant d’ailleurs être aigu ou 

obtus. Alors, le plan des a;, y, étant en même temps le plan des X, Y, 
l’axe des Z viendra se confondre avec l’axe des z, en sorte qu’on aura

(57) Z=z, v =  o.

Alors aussi on aura évidemment

(58) a = ë = a = b=-, y =■<:■>

par conséquent,

(59 )
cosa ~  cos 6 =  cosa =  cos b  =  o, sin a —  sinê =  sin a —  sin 6 =  i ,

cosy =  cose, : sin c,

et les formules ( i 5 ) de la page 322  donneront

(60) cos }. =  cos p. =  sine·, cosv =  i.

Au reste, la seconde des formules (60) se tire immédiatement de la 

seconde des formules (57), et quant à la première des formules (60), 

on peut la déduire de cette seule considération que les axes des X 
et F, tous deux renfermés dans le plan des x,y, seront, dans l’hypo

thèse admise, perpendiculaires, le premier à l’axe d e s j,  le second à
Œuvres de C. — S. II, t. XIII. 5o
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l’a'xe des x . Les valeurs des angles

a, b , a, 6, y, À, [J., v

et celles de leurs sinus et cosinus étant déterminées par les équations 

qui précèdent, les formules (12), ( i3), (22), (26), (4 i), (44)» (47)» 

( 5o) donneront

(61)

(62)

x  - y  y  c o s e • T x  cos c -+- y
Z = zsin c  > sine

X  — ideoso I — X  coso * — 7
sine ;  ̂ sine

(63)

(64)
(65)

(66)
CO s

0 =  0 =  sin c  ;

=  x - -f- y'2 + z'2 + 2 x y  coso; 
rs cos(/·, s) =z xx'-Jr y y ' -h  z z ' +  (x y '  x 'y )  coso;

(A\\ cos(r, x) cos(î, x) -4- cos(/\ y) cos(s, y) (  \ (
\ r .  s )  = --- ■ -------— —V - -------J +  cos v -, z )  cos\smae

cos
/ / \ \  / A \  / / M
\ r ,  x j  cos \5, y  J +  cos\,î, x/ cos\ r , y j

sin̂ c
coso.

/\ 
s. z

Ajoutons que, si des deux rayons vecteurs r, île  premier est perpendi

culaire à l’axe des x , et le second à l’axe des y, on aura

cos(r, x) =  o, cos(.ç, y) =  o.

Donc alors la formule (G6) se trouvera réduite à l’équation

/r , f/ M  f/ M  f/M  cost· //\\
(67) cos\r, s  J =  cos\r, z )  cos\s, z }  — cosVî, x / cos\r, y ) ,

que l’on peut écrire comme il suit :

/c.o\ f co s( i ,  x) cos(r, y)

la valeur de c étant toujours

D’ailleurs, en vertu de la formule (35), le premier membre de l’équa

tion (68), pris en signe contraire et divisé par le produit

sin( A ) .  ¡» (A ) ,

donne pour quotient le cosinus de l’angle dièdre opposé à l’angle
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plan (r^s) dans l’angle solide (r, s, z). Donc l’équation (68) entraîne 

la proposition suivante :

- Théorème. — Étant donnés trois axes des x , y , z dont le troisième est 
perpendiculaire aux deux premiers, si Von nomme

x> y» z
trois longueurs mesurées sur ces trois axes, à partir de Vorigine, dans le 

sens des coordonnées positives, et r, s deux droites qui, partant elles-mêmes 

de l'origine, soient respectivement perpendiculaires la première à l ’axe 

des x , la seconde à l'axe des y , le cosinus de l ’ angle dièdre opposé à l'angle

plan {r, s'} dans l'angle solide (r, s, z) sera égal au rapport

cos\i ,  x ) cos\ r ,  y )
. i/\\ . (/\\ . i/\\ T7 \ ysm \ r ,  z )  s in \ j ,  i )  s in \x , y J tang\x, y )

pris en signe contraire. Nous montrerons, dans un autre Mémoire, 

comment l’on peut faire servir cette proposition, ou, ce qui revient au 

même, la formule (67) à la recherche de l’équation différentielle que 

vérifie généralement le cosinus de l’angle compris entre deux lignes 

tracées sur une même surface courbe.

VU. — S u r la transform ation des coordonnées rectilignes 
et d 'au tres coordonnées de même espèce.

Nommons
J, 5

les coordonnées d’un point mobile P rapportées à trois axes quel

conques menés par l’origine O. Soient d’ailleurs

x, y, z et X, Y, Z

six longueurs mesurées à partir de l’origine O, d’une part sur les demi- 

axes des x , y , s positives, d’autre part sur trois perpendiculaires aux 

plans coordonnés d e sy ,s , des z, x ,  des x , y ,  et supposons, pourfixer 

les idées, ces perpendiculaires prolongées à partir des plans coor-
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donnés des mêmes cbtés que les demi-axes des coordonnées positives, 

en sorte que chacun des trois angles

U ï ) .  ■ (/».  ( £ ï )

se réduise à un angle aigu. Enfin soient

Jl! -I

de nouvelles coordonnées du point P, relatives à de nouveaux axes 

rectilignes qui continuent de passer par l’origine O ; et supposons que, 

pour ce nouveau système d’axes, les longueurs précédemment repré

sentées par

deviennent
xn yi > Z| ! Xi)  ̂u Z,.

On passera des coordonnées x , y , z aux coordonnées x <, y ,, z it et 

réciproquement, par le moyen d’équations toutes semblables à l’équa

tion (16) de la page 161, par conséquent à l’aide des formules

s(x, Xt) -t-y cos(y^Xi) 4- a eos(z, X ,)

x, y, z, X, Y, Z

X  cos\

cos\

(0 y  1 =
x  cos

( C x i )

(x, Yt) + y c o s ( y ,  Yt )  -+- z cos(z, Yt )

cos(jC^i)

a;cos(x, Z,) +  y cqs(y, Z4) +  a cos(z, Z,) 

cos(z^ i)

ou à l’aide des formules

s, c o s ( x ! ,  x ) - f - y j  c o s  (y . ! ,  x )  -t- z ,  0 0 3 ( 2!,  x )  

c o s ( x , x )

x l cqs( x( / y )  + y t cos(y(/Y) -4-z t cqs( z^ y )

X  =  .

(»)
co s (y /Y )

__ æ1 cos(x1, z )  + y t cos(y1( z )  +  z, cos(z! z )
/ A \  

cos\z, Z )

En vertu de ces formules qui étaient déjà connues \voir en particulier
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le Mémoire de M. Sturm, inséré dans le Tome XY des Annales de 

Mathématiques de M. Gergonne], les coordonnées x t, y , , z t seront des 

fonctions linéaires de x , y , z, et réciproquement. D’ailleurs, en résol

vant les équations (2) par rapport aux coordonnées nouvelles

■ *11 y 11 s u

on obtiendra, pour ces coordonnées, des valeurs qui devront évidem

ment coïncider avec celles que fournissent les formules (1), quelles que 

soient d’ailleurs les valeurs attribuées à x , y , z. Donc les constantes qui 

représentent les coefficients de x , y , z , dans les formules (1), pourront 

être exprimées en fonction des constantes qui représentent les coeffi

cients de x , , y , , z t dans les formules (2), et réciproquement, en sorte 

qu’on pourra obtenir neuf équations de condition entre les cosinus des 

six angles

C A ) .  C A ) .  ( A ) ,

( O ) ,  (jC U .  (Ci)

et les cosinus des angles formés : i° par les directions des longueurs 

x, y, z avec les directions des longueurs X , , Y , , Z, ; 20 par les direc

tions des longueurs x (, y,, z, avec les directions des longueursX, Y,  Z.

Dans le cas particulier où les nouveaux demi-axes des coordonnées 

positives coïncident avec ceux sur lesquels se mesurent les longueurs 

X, Y, Z, les nouvelles coordonnées du point P, relatives à ces nouveaux 

demi-axes, sont précisément celles que, dans le paragraphe VT, nous 

avons représentées par les trois lettres

J ,  r ,  z .

Alors aussi les formules (1) et (2) se réduisent aux formules (12), ( i 3) 

du paragraphe Yl, et les équations de condition, que vérifient les coef

ficients renfermés dans ces formules, aux six équations comprises 

dans la formule (20) du paragraphe YI.

Lorsque les axes coordonnés des x , , y , , z ,  se coupent à angles droits, 

les directions des longueurs X,, Y, , .Z,  se confondent avec celles des
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longueurs x t, y(, z,, et, par suite, les formules (î) donnent simplement

(3)
i æ1 =  a:cos(x, x , )  -+- y  cos (y, x ,)  z  cos(z, x ,) ,

' + J  cos (y, y , )  4- scqs( z, y ,) ,

z ^ = x  cos(x, Zj )  -t- y  cos (y, z, ) -t- z  cos(z, z ,).

Pareillement, lorsque les axes des x , y , z se coupent à angles droits, 

les directions des longueurs X, Y, Z se confondent avec celles des 

longueurs x, y, z, et, par suite, les formules (2) deviennent 

simplement

(4)

x  — x l cos(x, x, ) +  y ,  cos(x, y , )  +  s, cos(x, z, ), 

y — x \ cos(yT xi)  + 7 > cos(y> y J  +  ^  cos(y, 

s = x i cos( z, x, ) + 7 i cos(z, y, ) H-s, cos(z, z, ).

Si les deux systèmes d’axes coordonnés sont rectangulaires, les 

formules (4) subsisteront en même temps que les équations (3).

Concevons maintenant qu’il s’agisse de transformer les coordonnées 

obliques
7 , -

en coordonnées rectangulaires

% %

relatives encore à trois axes qui passent par l’origine O, et supposons 

que ces trois axes, prolongés dans le sens des

%  P

positives, soient respectivement ceux sur lesquels se mesurent les trois 

longueurs
*-> yx» zx, i ·

En d’autres termes, supposons que le demi-axe des X  positives se 

confonde avec le demi-axe des a;positives; le demi-axe d e s^  posi

tives, avec une droite menée, dans le plan des x , y , perpendiculaire

ment à l’axe des x , et dirigée de manière à former, avec le demi-axe 

des y  positives, un angle aigu; enfin le demi-axe des ^ positives, avec
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une droite perpendiculaire au plan des x , y , et dirigée de manière à 

former, avec le demi-axe des z positives, un angle aigu. En rempla

çant dans les équations (3) et (2),

An par 32, y, %

et x,, y,, z, par x, yx, zxy, on trouvera

//VN //VN
SC =  a?-t-j)'cos \y ,  x /  +  « cos \  z, (x. / ,

(5) { cÿ=ycos{y^y'x) -i-s cos(Cyx),

3 =  Z cos(z, zXir),
et

(6)

^ ^ ,cos(yXïx )
x =  æ +  y —

cos\

( r - Q | COS( C ^ )' r J. //VN 
cos\y, Y y

Z

cos

( C A )  

C 'A )  '

, COS

cos \y( A )

cos\, s ( z ^ )

D’autre part, les trois longueurs

jX, Y, z

pourront être censées se confondre, en grandeur comme en direction, 

avec les trois longueurs
xy,/.i zx,y*>

et si, en considérant l’angle solide (x, y, z), on nomme :

a, b, c les trois angles opposés aux trois arêtes x, y, z; 

a, 6, y les trois angles dièdres opposés à ces angles plans;

X, p., v les angles aigus formés par les trois arêtes x, y, z avec les 

perpendiculaires aux trois faces opposées à ces arêtes, on aura

(£ Ù  =  a, (C O  =  6, (C y )  =  c,
- (y*, z») — «, . (Zy, Xy) =  S, (x?., yO =  y,
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cos

Cela posé, en ayant égard aux formules (i), (6), (8), (9) des 

pages 3/|2 et 344» on trouvera

//\\
cost, y, X/ =  COSC, cos\z, x / =  cos&,

(y, yx) =  sin (x, y) =  sine, cos(z, yx) =  sin (z, x) cos(yx, zx) =  siuè cos a, 

cos\z, Zx y/ =  COsVz, x)  =;cosv,

cos(zxy, X) =  cos(z, y ) = — cosë, cas(zx>y, Y) =  cos(z, y ) = — cosy.

De plus, les longueurs

yxi Y = y » . x ,  z = r z x*oc, y

étant toutes trois comprises dans un même plan perpendiculaire à 

l’axe des x , et les deux longueurs

y*i z =  zXT

étant, dans le plan dont il s’agit, perpendiculaires l’une à l’autre, 

l’angle aigu

()Cy )

aura pour complément l’angle

( 0 ) = « - «

ou son supplément a. On aura donc

cos(yX! y )  =  sin a,

et l’on trouvera de même

cos (  x y-, x )  =  sinê.

Enfin, les plans des deux angles

(xy, yx), ( xy, X  )  —  ( xy, xy,7.)

étant perpendiculaires l’un à l’autre, puisque le premier de ces deux 

plans, c’est-à-dire le plan des x , y , passe par l ’axe des y , tandis que

le plan (x^ x^ J est perpendiculaire au même axe, le septième théo-
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rème de la page 349 donnera

cos =  cos :)  = cos

et comme évidemment l’angle

sera le supplément de l’angle (x, y) =  c, la valeur précédente de 

cos(yx, x )  deviendra

cos(yx, x ) = — coscsinë.

Donc, en définitive, si l’on exprime, en fonction des neuf angles 

a ,  b ,  c ,  a, S, y,  A, p, v,

les coefficients de x , y , z ou de X , %, renfermés dans les seconds 

membres des formules (5) et (G), ces formules se réduiront aux 

suivantes :
! X  =  x  -+- y  cos c +  s  cos 6,

y = y  sine +  z sinè cosa,

"g — z cosv,
y  sinS cosc -4- ¿S cosë X --------------- :--------- ,

COS A

y  sin« — p  cos« 
cos ¡x ’

c\*
o

cosv
On ne doit pas oublier que, dans les formules (7), (8), les trois 

cosinus
cosA, COSJJl, cosv

sont liés aux sinus des angles

a , b , c, «, 6, y

par les équations ( i5) de la page36i, ce qui permet d’éliminer les trois 
angles

A,, p, v.

Si, pour fixer les idées, on tire des équations dont il s’agit des valeurs
OEuvres de  C. — S. II, t. XIII. * 5i
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de cosX, cos ¡a, cosv, exprimées à l ’aide des seuls angles

b, c, oc, §, .

déjà renfermés dans les formules ( 7) et ( 8), on aura

cosX =  sine sin6, cosp .=  sine sina, cos v =  sin Z) sina;

et, par suite, les formules (7), (8) donneront

Î X  =  a s + y  cos c -+- z  cos b , 
y  =  y  sin c -+- s sinô cos a,

=  z sin b sina ;
1 æ =  X  — y  cote — cosécc coté, 

y  =  ( y  — % cota) cosécc, 
z —  ¿5 coséca cosécZ).

Les équations ( 9), ( 10) s’accordent avec des formules déjà connues. 
Elles offrent cela de remarquable, qu’elles renferment seulement les 
deux angles plans

è =  (C x), c =  (C y),

formés par les demi-axes des y  et z  positives avec le demi-axe des 
x  positives, et l’angle dièdre a compris entre les plans des deux 
angles b,  c.  Les deux dernières des équations ( 10) remplissent aussi 
cette condition, à laquelle la première des équations ( 10) satisfera 
elle-même, si l’on substitue, à la place de coté, sa valeur déduite des 
formules ( 27) et (35 )  du paragraphe IY. En effet, ces formules 

donneront
sina cosê =  sine cosè — sinè cos c cosa,
sina sin 6 =  sinZ> sina,

et, par suite, 

puis on en conclura

_ sine cos b — sin b cose cosa
C O t 6  =  --------------------y 1 :---------7-------------------->

cosécc coté :

sinZ> sina 

cotZ> — cosa cote

Donc, les formules ( 10) peuvent s’écrire comme il suit :

æ =  X  — y  cote — ; , cotb — cosa cote

(” )
sina

y =  ( y  — cota) cosécc, 
\ z  =  coséca cosécè.
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Au reste pour obtenir immédiatement les formules (i i), il suffit de 

résoudre, par rapport h x , y  z, les équations (9).

Dans le cas particulier où le point P est l’un de ceux que renferme 

le plan des x , y , les ordonnées z et ^ s’évanouissent. Alors les rela

tions linéaires qui, en vertu des formules (9) et (11), subsistent 

entre les coordonnées x , y  et 3D, ‘V), se réduisent aux suivantes :

(12) S t —  x - \ - y c o s c ,  y  =  y c o s c ,

(13) x  =  X — ^ cote, y —  ̂ coséct·,

qu’il serait d’ailleurs facile d’établir directement.
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SUR LES

FONCTIONS DE V A R I A B L E S  I M A GI N A I R E S

1. — Des expressions imaginaires? de leurs arguments et de leurs modules.
)

Ainsi que je l’ai remarqué dans mon Analyse algébrique, une expres

sion imaginaire n’est autre chose qu’une expression symbolique de la 

forme
« +  6[l— i,

a, 6 désignant deux quantités réelles. On dit que deux expressions 
imaginaires

« +  6\/— i, y +  ô\/— i'

sont égales, lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : i° entre les par

ties réelles a et y; 20 entre les coefficients de \J— i,  savoir, S et 0. 

L’égalité de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle de 

deux quantités réelles, par le signe — , et il en résulte ce qu’on appelle 

une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire n’est 

autre chose que la représentation symbolique de deux équations entre 

quantités réelles. Par exemple, l’équation symbolique

ol -+- S\/ — i — y -t- â\/— 1 

équivaut seule aux deux équations réelles

a =  y, 6 =  d.

L’emploi des expressions imaginaires, en permettant de remplacer 

deux équations par une seule, offre souvent le moyen de simplifier les 

calculs et d’écrire sous une forme abrégée des résultats fort compliqués.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 MÉMOIRE

Tel est même le motif principal pour lequel on doit continuer à se 

servir de ces expressions qui, prises à la lettre et interprétées d’après 

les Conventions généralement établies, ne signifient rien et n’ont

pas de sens. Le sign et— i n’est en quelque sorte qu’un outil, un 

instrument de calcul, qui peut être employé avec succès, dans un 

grand nombre de cas, pour rendre beaucoup plus simples et plus con

cises, non seulement les formules analytiques, mais encore les mé

thodes à l’aide desquelles on parvient à les établir.

Deux expressions imaginaires qui ne diffèrent l’une de l’autre que 

par le signe du terme que renferme sJ — i, par exemple

cc +  B j — i ,  «  —  6  \j— i ,  

sont ce qu’on appelle conjuguées.

Concevons maintenant que l’on effectue l’addition ou la multiplica

tion de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d’après

les règles généralement établies, comme si y/— i était un facteur réel 

dont le carré fût égal à — i . On obtiendra pour résultat une nouvelle 

expression imaginaire, qui sera ce qu’on appelle la somme ou le produit 

des expressions données. Il est d’ailleurs naturel d’indiquer cette 

somme ou ce produit à l’aide des notations adoptées pour représenter 

la somme ou le produit de quantités réelles. C’est ce que l’on fait tou

jours. Lorsque l'on multiplie l’une par l’autre deux expressions 

imaginaires conjuguées, le produit devient réel. On a effectivement

(1) («  -h 6v/- - ï )  (<* — êv/r~ ^ )  =  +

Dans le cas particulier où les quantités réelles

oc, B

se réduisent au cosinus et au sinus d’un même arc txs, alors, de l’équa

tion (i) jointe à la formule

( 2 ) COS2CÏ-t- silver =  1,

on tire

(3) (cosœf -|-y/— i sinnr) (cossr —y/— 1 siim) — i .
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Toute expression imaginaire

cf -t- ê \ ! — i

peut être présentée sous la forme

p(cossT + \/— isinro),

p désignant une quantité positive et gj un arc réel. Effectivement, si 

l’on pose .
a +  ê \J— i =  p(cosru -+- \J— i sinra), 

ou, ce qui revient au même,

( 4 ) a =  p cos m, 6 =  p sin tü,

on tirera des équations (4), jointes à la formule (2),

(5) p2= a 2+ ê 2,

puis, en supposant p positif,

(6)

(7)

p =  \Jai +  ê 2,

COSÜJ:
\/a 2 -H ë 2

suies =  ■
\fc

et il est clair qu’on pourra satisfaire aux équations (7) par une valeur 

réelle, et même par une infinité de valeurs réelles de l’arc gj. Le 

facteur p, dont la valeur unique se détermine par la formule (6), est 

ce qu’on appelle le module de l’expression imaginaire

cf +  6 \J— 1 ;

l’arc g j est ce que je nommerai Vargument de cette expression. Si co 

désigne une des valeurs de cet argument, On vérifiera généralement 

les équations (7) en prenant

(8) 73 =  to ±  2/c7T,

k étant un nombre entier quelconque; et, par suite, les diverses 

valeurs de l’argument informeront une progression arithmétique dont 

la raison sera la circonférence 211. Ajoutons que, si l’on désigne par <p· 

un arc réel quelconque, une seule des valeurs de l’argument m se
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trouvera renfermée entre les limites

9 —  7T, CP - 1-  7T.

Comme il suffira de changer le signe de m pour transformer l’une 

dans l’autre les deux expressions

oc +  êy/— i =  p(cosüT +  y/— isinro), oc — 6 y/— i =  p(cosüî — y/— i siirn),

il est clair que deux expressions imaginaires conjuguées offriront 

toujours, avec un module commun équivalent à la racine carrée de 

leur produit, deux arguments égaux, au signe près, mais affectés de 

signes contraires.

Si l’on multiplie l’une par l’autre les deux expressions imaginaires

cosGT-t-. y/— i sinnr, 00555' +  y/— 1 sinro',

dont gï, gj' représentent les arguments, et dont les modules se 

réduisent à l’unité, on trouvera

(9) (cosor +  y/— 1 sinsj) ( cosgj' +  y/— 1 sinra')

=  cos(5J +  m') +  y/— 1 sin(nr +  gj').

Par suite, si l’on multiplie l’une par l’autre les deux expressions 

imaginaires

oc +  6 y/— i =  p(cosjü +  y/ — 1 sinrar), oc'+ ë' y/— 1 =  p'(cosnr'+ \J— 1 sinGî')>

dont les modules p, p' peuvent différer de l’unité, on trouvera non 

seulement

(10) (a  +  6 y/— 1) ( a '+  6' y/— 1) =  ««'— 6 ë '+  (« S '+  oc'6) y/— i, 

mais encore

(n )  (oc +  6 y/— i)(o c '+  6'y/— i )  =  pp'[cos(55 +  gt') +  y/— 1 sin(s5 +  gj')].

Il suit de la formule (10), que le produit de deux expressions imagi

naires a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 

somme de leurs arguments. D’ailleurs, le produit pp' étant, en vertu des 

formules (10) e t(n ) , le module de l’expression imaginaire

ococ'— 6 6 '+  (ocë' +  oc'ê) y/— 1 ,
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l ’équation (5) donnera

p2p ' ~  ( a « '— 6ë')24- ( a S '+  a 'ë ) 2, 

ou, ce qui revient au même,

( 1 2 )  ( a 2 +  6 2 ) ( à ' 2 4 -  ê ' 2 )  =  ( a a ' —  ë Ê ' ) 2 +  ( « 6 ' +  a ' ê ) 2 .

La formule (9) n’est autre chose que la représentation symbolique des 

deux équations réelles qui servent à exprimer le cosinus et le sinus 

de la somme de deux arcs en fonctions des sinus et cosinus de 

ces deux arcs. La formule ( u ) , appliquée au cas où les quantités a, 

a', 6, 6' deyiennent des nombres entiers, fait voir que, si l ’on mul

tiplie l’un par l’autre deux nombres entiers dont chacun soit la somme 

de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux carrés.

Si l’on multipliait l’une par l’autre trois, quatre, etc. expressions 

imaginaires, alors, à la place de la formule (11), on obtiendrait une 

formule analogue de laquelle on conclurait que le produit de plusieurs 

expiassions imaginaires a pour module le produit de leurs modules, et 

pour argument la somme de leurs arguments.

IL — Des variables imaginaires.

Lorsqu’on suppose variables les deux quantités réelles s, t, ou au 

moins l’une d’entre elles, l’expression imaginaire æ déterminée par la 

formule

(1) · x  =  s +  t\J — 1,

est ce qu’on appelle une variable imaginaire.

Si l’on nomme r le module et p l’argument de la variable imagi

naire x , on aura généralement

(2 ) x =  r(cosp 4- \j— 1 sinp),

/·, p  étant liés à s et t par les formules

(3 ) s — r co s p , r=rsin/:>;

et il sera nécessaire que des deux quantités r et p, l’une au moins, soit 

variable avec x .

Œuvres de C. — S. II, t. XIII. 5a
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Rien n’empèche de considérer les quantités réelles s, t comme 

représentant les coordonnées rectilignes d’un point situé dans un plan 

donné. Alors les diverses valeurs de x  que l’on déduira de la for

mule (i), en attribuant aux variables î , t divers systèmes de valeurs, 

correspondront aux diverses positions que pourra prendre un point 

mobile P dans le point dont il s’agit. Si les coordonnées s, t sont non 

seulement rectilignes, mais rectangulaires, le module r et l’argu

ment p, liés à s et t par les formules (3), représenteront le rayon 

vecteur mené de l’origine à ce point, et l'angle polaire que décrira ce 

rayon vecteur en tournant autour de l’origine considérée comme pôle; 

par conséquent, r et p  seront ce qu’on appelle les coordonnées
v

polaires du point P.

Si, dans l’équation (i), on fait converger la variable s vers une cer

taine limite S, et la variable t vers une certaine limite T, la variable x  

convergera elle-même vers une limite correspondante X qui sera 

déterminée par la formule

X = S -f-

Une expression imaginaire variable est appelée infiniment petite 

lorsqu’elle converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans 

l’expression donnée, la partie réelle et le coefficient de \f— i 

convergent en même temps vers cette limite. Cela posé, repré

sentons par
x  -l- 6 \J— 1 =  p(cossj -l- \/— i sincr)

une expression imaginaire variable, a, ê désignant deux quantités 

réelles auxquelles on peut substituer le module p et l’argument ra. 

Pour que celte expression soit infiniment petite, il sera nécessaire et 

il suffira que son module p soit lui-même infiniment petit.

III. -  S u r les fonctions de variables imaginaires 
et sur celles de ces fonctions que Von nomme entières ou rationnelles.

Les variables imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que-les 

variables réelles, à diverses opérations dont les résultats sont des
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fonctions de ces variables. Ces fonctions se trouvent complètement 

définies quand les opérations ont été définies elles-mêmes et quand 

on a complètement fixé le sens des notations employées dans le calcul.

Ainsi, par exemple, en vertu des définitions et conventions admises 

dans le paragraphe 1, la somme ou le produit de plusieurs expressions 

imaginaires

a  H- 6 \ / — i ,  a c ' + è ' j — i ,  a " + 6 " \ / — i ,  . . . ,

ne sera autre chose que l ’expression de même forme à laquelle on 

parvient quand on ajoute entre elles, ou quand on multiplie l’une par 

l’autre les expressions données, en opérant, d’après les règles établies 

pour les quantités réelles, comme si \¡— i était un facteur réel dont 

le carré fût égal à —  i ; et cette somme ou ce produit s’indiquera tou

jours à l’aide des notations dont on se sert pour représenter la somme 

ou le produit de quantités réelles. Donc, si l’on nomme

æ, ê,  c', · · >, x ¡  y i  %·) » ■ .

plusieurs constantes et variables imaginaires, les valeurs des fonc

tions de x  représentées par les notations

x H- a,  x - \ - a - y b ,  . . . ,  ax, abx, abcx, ■ .·..,

et des fonctions de x , y , z, . . .  représentées par les notations

x + y ,  x + y  +  z ,  . . . ,  x y , x y z ,  . . . ,  a x y z , . . . .

seront toujours complètement déterminées.

De la notion des produits, on passe immédiatement, comme l’on 

sait, à celle des puissances entières. En effet, si l’on désigne par n un 

nombre entier quelconque, et para? une variabla réelle, la nlôrae puis

sance de x , représentée par la notation x n, ne sera autre chose que le 

produit de n facteurs égaux à x . Or, il suffira évidemment d’étendre 

cette définition et cette notation au cas même où la variable x  devient 

imaginaire, pour que la fonction

xn

soit toujours complètement déterminée.
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Si l’on nomme /· le module et p l’argument de x , alors, en vertu de 

la dernière des propositions énoncées dans le paragraphe I, x n aura 

pour module le produit rn de n facteurs égaux à r, et pour argument la 

somme np de n quantités égales à p. On aura donc

(i) x ,L=z r’fcosnp +  y/— i sinnp).

Ces principes étant admis, une fonction d’une ou de plusieurs 

variables imaginaires pourra être considérée comme complètement 

déterminée, quand elle résultera d’une ou de plusieurs opérations 

dont chacune sera une addition, une multiplication ou l’élévation 

d’une expression imaginaire variable à une puissance entière. En 

effet, pour obtenir la valeur d’une telle fonction, il suffira d’effectuer, 

l’une après l’autre, les opérations dont il s’agit. Les fonctions ainsi 

construites avec des variables imaginaires sont appelées fonctions 

entières de ces variables, c’est-à-dire qu’on leur donne le nom assigné 

aux fonctions de même nature, construites avec des variables réelles. 

Cela posé, les fonctions entières de variables imaginaires jouiront 

évidemment des mêmes propriétés que les fonctions entières des 

variables réelles, et vérifieront les mêmes formules. Ainsi, en parti

culier, la somme ou le produit de plusieurs variables imaginaires, tout 

comme la somme ou le produit de plusieurs variables réelles, offrira 

une valeur indépendante de l ’ordre dans lequel les additions ou les 

multiplications seront effectuées. Ainsi encore les deux formules

( x + y )  { x - y )  — x°-— y \
( x  -f- y Y = x - - Jr  z x y  +  >

et les formules plus générales

( 2 ) x n— y n— (x  —  y )  (x n~1 -+- x n~-y xy'L~1[+ r i),

( 3 ) (x  +  y ) n=  x n-j- n x n~'y  4 -  .. x H~2y*-+-. . • + r s

( 4 )
srm +n—  ~>m y>n•Jy ----  Jts JU }

( 5 ) ( x y ) n= x ny n,

( 6 ) i x̂nyn—

dans lesquelles m et ri désigneront des nombres entiers quelconques,
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subsisteront pour des valeurs imaginaires, aussi bien que pour des 

valeurs réelles des variables x , y.

Les opérations inverses de l’addition et de la multiplication peuvent 

être effectuées sur des variables imaginaires, aussi bien que sur des 

variables réelles. Il est naturel de désigner, sous les mêmes noms, 

dans les deux cas, ces opérations inverses et leurs résultats, et de 

représenter ces résultats à l’aide des mêmes notations. C’est ce que l’on 

fait, autant qu’il est possible. Entrons, à ce sujet, dans quelques 

détails.

Étant données deux variables réelles ou imaginaires x  et / , la sous

traction ou l’opération inverse de l’addition consiste à trouver, par 

exemple, une nouvelle variable z qui, ajoutée à la variable x , repro

duise la variable j ,  et vérifie en conséquence la formule

(7) ' x +  z — y.

Le résultat de la soustraction s’appelle différence. Or, comme pour 

tirer de l’équation (1) la valeur de z, il suffira d’ajouter — x  aux deux 

membres, il est clair que la différence z de /  à x  sera déterminée par 

la formule

(8) 1 z — y — x,

et représentée, pour des valeurs quelconques de x  et / ,  par la 

notation
1 y  — x.

Ainsi la soustraction peut être réduite à l’addition; et, pour soustraire 

la variable x  de la variable y , il suffira d’ajouter à cette dernière la 

variable — x:

La division n’étant autre chose que l’opération inverse de la multi

plication, pour diviser/ para;, il suffira de chercher la valeur des qui, 

multipliée par x ,  reproduit/, et vérifie en conséquence la formule

(9 ) x z = y .

Le résultat de la division s’appelle quotient ou rapport géométrique. Le 

quotient d e /  par x  s’indique, pour des valeurs quelconques réelles ou
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imaginaires de x , à l’aide de la notation

y  — >X

en sorte que l’équation (9) entraîne toujours la suivante

(10) - * = - ·x

D’ailleurs, si l ’on nomme r, r' le module des variables x , y , etp,p '

leurs arguments, on aura
- ) '

x  =  r(cos/5 +  \ /— 1 sin p ) ,  y  =  r '(c o sp '+  \j— 1 s in / /) ,

et, pour tirer la valeur de z de l’équation (9), réduite à la forme

rz(co sp  -+- \J— 1 sin/;) =  /’'(cos/Z-l·- \ j— 1 sin/;'),

il suffira évidemment de multiplier les deux membres : i° par le fac

teur 20 par le facteur

cos p  — \J —-1 sin/;.

En opérant ainsi, on trouvera, pour des valeurs du rapport ·£ =  z,

et l’on pourra, en conséquence, affirmer que le rapport de deux expres

sions imaginaires a pour module le rapport de leurs modules, et pour 

argument la différence de leurs arguments. Cette proposition, qui pour

rait évidemment se déduire de celle que nous avons énoncée à la fin 

du paragraphe I, prouve que le quotient de deux variables imaginaires 

est toujours complètement délerminé, à moins que le diviseur y  ne 

s’évanouisse avec son module r.

Dans le cas particulier où y  se réduit à l’unité, le rapports, réduit 

à^> devient ce que nous appelons l’expression ou la variable inverse 

de x . Alors la formule (11) donne

( 1 2 )
X _  I
x  r (cos p  — 1 sin p ) .

Donc l'inverse  ̂de la variable imaginaire x  offre un module inverse du
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module de x , avec un argument égal, au signe près, à Vargument de x ,  

mais affecté d'un signe contraire.

Comme on aura d’ailleurs, en vertu des form ules(n)et(i2), jointes 

à la formule (x i) du paragraphe I,

(i3)
y î
-  = v  X ->x J x

il est clair que, pour diviser/ par x ,  il suffira de multiplier/ parl’in- 

verse de x . Ainsi le rapport de deux variables imaginaires est le produit 

delà première par l'inverse de la seconde. Cette proposition, jointe à 

celle que nous avons énoncée tout à l ’heure, permet de substituer une 

multiplication à une division.

Une fonction d’une ou de plusieurs variables imaginaires estappelée 

rationnelle lorsqu’elle est le résultat de plusieurs opérations dont cha

cune se réduit à une addition, à une multiplication, à la formation 

d’une puissance entière, ou à une division. Cela posé, les fonctions 

rationnelles de variables imaginaires jouiront évidemment des mêmes 

propriétés que les fonctions rationnelles de variables réelles, et véri

fieront les mêmes formules. Ainsi, en particulier, toute fonction ration

nelle pourra être réduite au rapport de deux fonctions entières; et, de 

plus, un tel rapport ne sera point altéré si ses deux termes sont multipliés 

ou divisés par un même facteur. Ainsi, encore, on tirera de la for

mule (4), pour des valeurs imaginaires, aussi bien que pour desvaleurs 

réelles de a?,

(i4) ·*
X ”

Xn

Ajoutons que, pour obtenir une définition générale de x m, dans le cas 

où m désigne une quantité réelle, positive, nulle ou négative, mais 

dont la valeur numérique est un nombre entier, il suffira d'étendre la 

formule ( i4) au cas même où l’exposant m devient nul ou négatif. En 

effet, si, n étant un nombre entier quelconque, l’on remplace succes

sivement, dans cette formule, m par zéro et par — n, on trouvera

(i5) X ° =  I
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et

(l6)

II est bon d’observer qu’en désignant, comme ci-dessus, par/· le 

module et parp  l’argument de x , on tirera de la formule (16), jointe 

aux équations (i) et (12),

( 17) ar~" =  /’~"( cosnp — \J— x sinnp).

Cela posé, si l’on nomme a une. quantité positive ou négative dont la 

valeur numérique soit un nombre entier n, on aura, en vertu des for

mules (1) et (17),

(18) a:a=  ra(cos ap -b \!— 1 sin«p).

[V. — S u r  les fonctions algébriques et irrationnelles 
de variables imaginaires.

On est conduit à la notion des fonctions algébriques et irrationnelles, 

lorsqu’on cherche à effectuer l’opération inverse de celle qui a pour 

objet l’élévation d’une variable à des puissances entières, ou à géné

raliser l’emploi de la notation par laquelle on exprime ces puissances, 

et à étendre cet emploi au cas môme où les exposants deviennent frac

tionnaires ou irrationnels. Pour bien comprendre ce que nous devons 

dire à ce sujet, il est nécessaire de rappeler d’abord en peu de mots la 

définition générale des racines et la définition des puissances frac

tionnaires ou irrationnelles d’une quantité positive.

L’opération inverse de celle qui a pour objet l’élévation d’une 

variable à la nième puissance, la lettre n désignant un nombre entier 

quelconque, c’est ce qu’on appelle Y extraction delà racine du degré n. 

Ainsi, extraire la racine nlim<> de la variable réelle ou imaginaire#, c’est 

tout simplement chercher une autre variable y  dont la /il6mo puissance 

reproduise #, en sorte qu’on ait

(1) yn — x.

D’ailleurs cette équation admet généralement n racines dont une seule
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est réelle et positive, quand on suppose que la variable íuelle-méme est 

réelle et positive. Adoptons cette supposition, et, en désignant, suivant 

l’usage, par '\Jx la racine rc,ème et positive de x ,  faisons, pour abréger,

(2) x =  \/x .

On aura

( 3 ) x  —  x" ;

et si, en nommant a un nombre entier quelconque, on élève les deux 

membres de la formule (3) à la puissance du degré a, on trouvera

(4 )  x a— x lla.

Or, pour obtenir la définition générale de x a, dans le cas où l’expo

sant a devient fractionnaire, il suffira d’étendre à ce cas la formule(4). 

En effet, si, dans cette formule, on remplace successivement a par

- et par—> elle donnera n r n
, I /il,

(5) x 'l= x ,  x n =  xm·,
1

en sorte que a? ne différera pas de \Jx. Il y a plus; si l’on attribue 

successivement à la constante a les valeurs négatives —  -> ■— -> la 

formule (4) donnera
J. m ■

(6 ) x  " =  x_1, x  n =  x~m-)

et, par suite, la quantité positive x~a sera toujours inverse de x 11, c’est- 

à-dire égale à tout comme, en vertu de la formule (16) du para

graphe IIJ, x-1 est inverse de x, et x- "1 de x"1. Ajoutons que, si la 

constante a, étant positive ou négative, a pour valeur numérique un 

nombre irrationnel p., on pourra obtenir de ce nombre irrationnel des 

valeurs aussi approchées que l’on voudra, exprimées par des nombres 

fractionnaires. Or, soit ^  une de ces valeurs approchées. En vertu de 

la définition généralement admise par les géomètres, les puissances 

irrationnelles
x  et ax-v-

ne seront autre chose que les limites vers lesquelles convergeront les
Œ u v r e s  de C. —  S. II, t. XIII. ■ * 53

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



418 MÉMOIRE

puissances fractionnaires
ni m

COn et X ",

tandis que le degré de l’approximation croîtra indéfiniment. D’ailleurs, 

ces dernières puissances se réduisant toujours àdeux nombres inverses 

l’un de l’autre, on pourra en dire autant de leurs limites, en sorte 

qu’on aura encore

(7)
/

En résumé, si la variable x  est réelle et positive, alors, parmi ses 

racines du degré n, c’est-à-dire parmi les valeurs de /  propres à véri

fier l’équation (i), une seule sera réelle et positive. Si, en désignant 

cette racine positive par la lettre x, on veut déterminer complètement 

la valeur de la fraction
x'\

il suffira, quand l’exposant, a sera fractionnaire, de recourir à l’équa

tion (4), et, dans le cas contraire, de faire converger un exposantfrac- 

tionnaire vers la limite a.

Considérons maintenant le cas général où la variable x  est imagi

naire. Nommons r le module, et p  l’argument de cette variable. Les 

diverses racines nlèmes de x  seront toujours les n valeurs de /  propres 

à vérifier l’équation (i). Soient o et tu le module et l’argument de l’une 

quelconque de ces valeurs; on aura, non seulement

x  =  r(cosp  -+- — i sinp), y  =  p(coscj \ /— i siim),

mais encore, en vertu de la formule (i) du paragraphe III,

y n—  pH(cosnm  -I- \/— i sinraro) ;

et puisqu’à une expression imaginaire donnée correspond toujours un 

seul module, les deux modules

p", '·

des expressions égales/'1 et a?seront nécessairement égaux entre eux. 

On aura donc

(8) o'1— /·;
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et, par suite, la valeur de j "  étant réduite à

y n=  r ( c o s /m  4- \ j— 1 s in /m ) ,  

l’équation (1) donnera

cos/m  -+- \J— 1 s in /m  =  cos p  4- \J— 1 sinpj

ou, ce qui revient au même,

(9 ) cos/m  =  cos//, s in /m  =  sin//.

Or, on tirera de l’équation (8)

P =  9 ^.
ou, ce qui revient au même,

1
(10) / p =  rn.

De plus, en vertu des formules (9), l’arc nm admettra une infinité de 

valeurs équidistantes; mais, comme ces valeurs se réduiront auxdivers 

termes d'une progression arithmétique dont la raison sera la circonfé

rence 2it, elles coïncideront précisément avec les diverses valeurs que 

peut admettre l’argument p  de la variable x . Donc, par suite, les 

diverses valeurs des inconnues xs et y  seront celles que l’on pourra 

déduire des formules

(” ) *  =  £n
et

( . 2) y  — rn ( cos — 4- v/— 1

en y substituant pour//l’un quelconque des arguments de la variables.

II importe beaucoup de distinguer les unes des autres les diverses 

valeurs de j  qui peuvent se tirer de la formule (12), et l ’on s’expose

rait à introduire une étrange confusion dans le calcul, si on les dési

gnait toutes indistinctement par la

'\Jx.

Il est donc nécessaire de n’appliquer cette notation qu’à une seule des 

racines n';'raos de x , convenablement choisie. D’ailleurs, la racine que
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l’on choisira devra évidemment remplir deux conditions. En premier 

lieu, elle devra se réduire, pour une valeur réelle et positive de x , à la 

racine que nous représentons alors par la notation

2
"*/x OU xn.

En second lieu, elle devra se réduire à \J — i, quand on posera n — ‘i  

et x  — —  i . Or ces conditions seront remplies si, dans le second mem

bre de la formule (12), on réduit toujours l ’angle p  à celui des argu

ments de la variable x  qui se trouve compris entre les limites — n, 

+  z, en faisant coïncider p  avec la limite supérieure 71, dans le cas 

particulier où la variable x  deviendrait réelle et négative. En effet, 

l’argument p  étant choisi comme on vient de le dire, on aura : i° pour 

une valeur réelle et positive de x ,

pp — o, -  =  o. x = r; 1 n

2° pour x  =  — 1, et n =  2,

p  7T
p==7T, ~ =  -» r1 a 9

et la formule (12) donnera, dans le premier cas,

I I __
r =  r" =  x" ="\Jj· ;

dans le second cas,

Le choix que nous venons d’indiquer est celui auquel nous nous 

arrêterons, et, en conséquence, nous poserons

(i3) "\Jx — /■"̂ cos^ H- \!—1 sin — V

p étant l’argument de x  compris entre la limite inférieure — it, qu’il 

11e doit jamais atteindre, et la limite supérieure n, qu’il atteindra si 

l’on attribue à la variable x  une valeur réelle, mais négative.

Il est bon d’observer qu’on satisferait encore aux deux conditions 

énoncées si, dans la formule ( i3), on attribuait toujours à l’argument/»
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une valeur comprise entre les limites

cp — 71, 9  +  7r,

l’une de ces limites étant exclue, et o étant un angle positif inférieur 

à u; ou même si, en considérant l’argumentp comme représentant un 

angle polaire, on faisait varier cet angle polaire, suivant l’usage reçu 

dans la géométrie analytique, entre les limites

7Ï —  71 =  0 ,  7 1 - 1 - 7 1 = 2 7 1 ,

sans lui permettre néanmoins d’atteindre jamais la plus grande de 

ces deuxlimites. Mais, dans cette dernière hypothèse, il suffirait d’at

tribuer à la variable œ, supposée réelle et positive, un accroissement 

infiniment petit, dans lequel le coefficient de \/ — i fût négatif, pour 

que la fonction \[x changeât brusquement de valeur ; et l’on évite cet 

inconvénient en s’arrêtant à la supposition que nous avons admise.

En résumé, nous supposerons toujours, dans ce qui va suivre, la 

valeur de 'sjœ déterminée par la formule ( i3), dans laquelle l’argument 

p  de x  ne pourra varier que depuis la limite —  ti exclusivement jusqu’à 

la limite n inclusivement. Le sens de la notation ’\Jx étant ainsi fixé, 

si l’on pose, pour abréger,
X ="\/x,

on aura
X =  X '1,

et même on tirera de cette dernière formule, en élevant les deux mem

bres à une puissance entière dont le degré soit représenté par a,

Xa—  x ' “ '.

On se trouvera ainsi ramené à l’équation (4), déjà établie pour le cas 

où la variable x  était réelle et positive, et l’on peut ajouter que, si, 

dans cette équation, l’on substitue à x =  n\Jx sa valeur tirée de la for

mule ( i3), on verra reparaître l’équation(i8) du paragraphe III, savoir,

(14) xa=  ra(cosap  -1- y/— i slnap).

Cela posé, rien n’empêchera d’étendre les définitions et conventions 

admises dans le cas où la variable était réelle et positive, au cas où
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c ette  v ar i a b l e  d e v i e n t  i m a g i n a i r e .  C ’es t  c e  q u e  n o u s  f e r o n s ;  et ,  e n  c o n 
s é q u e n c e ,  p o u r  dé f i n i r  la v a l e u r  de x n c o r r e s p o n d a n t e  à d e s  v a l e u r s  
f r a c t i o n n a i r e s  p o s i t i v e s  o u n é g a t i v e s  d e  l ’ e x p o s a n t  a ,  n o u s  é t e n d r o n s  
à c e s  v a l e u r s  f r a c t i o n n a i r e s  d e  a  l ’ é q u a t i o n  ( 4 ), o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  au  
m ê m e ,  la f o r m u l e ( i 4 ) ;  p u i s ,  q u a n d  l ’ e x p o s a n t  a  d e v i e n d r a  i r r a t i o n n e l ,  
n o u s  r e g a r d e r o n s  la p u i s s a n c e  i r r at i o n n e l l e  a f  c o m m e  la l i m i t e  v e r s  
l a q u e l l e  c o n v e r g e r a  u n e  a u t r e  p u i s s a n c e  d o n t  l ’e x p o s a n t  f r a c t i o n n a i r e  
s ’a p p r o c h e r a  i n d é f i n i m e n t  de la l i m i t e  a .  N o u s  p a r v i e n d r o n s  a i n s i  à 
f i x e r,  p o u r  u n e  v a l e u r  r ée l l e  q u e l c o n q u e  de l ’ e x p o s a n t  a ,  le s e n s  qui  
de vra  être a t t a c h é  à la no tati o n x a, et  q u i  se t r o u v e r a , ,  d a n s  t o us  l es  
cas,  d é t e r m i n é  p ar  la f o r m u l e ( i 4 )·

O n  n o m m e  f o n c t i o n  a lg é b r iq u e  ir ra tio n n e lle  c e l l e  qu i  est  l e  r é s u l t a t  
d e  p l u s i e u r s  o p é r a t i o n s  a l g é b r i q u e s  d o n t  c h a c u n e  se r é d u i t  à u n e  
a d d i t i o n ,  à u n e  m u l t i p l i c a t i o n ,  à u n e  d i v i s i o n ,  o u  à la f o r m a t i o n  d ’u n e  

p u i s s a n c e  e n t i è r e ,  f r a c t i o n n a i r e  o u  i r r a t i o n n e l l e .  L e s  f o n c t i o n s  a l g é 
b r i q u e s  i r r a t i o n n e l l e s  d e  v a r i a b l e s  i m a g i n a i r e s  j o u i s s e n t  d e  p r o p r i é t é s  
a n a l o g u e s  à c e l l e s  d e s  f o n c t i o n s  a l g é b r i q u e s  i r r a t i o n n e l l e s  de v a r i a b l e s  
r é e l l e s ,  et  v é r i f i e n t  d e s  f o r m u l e s  du m ê m e  g e n r e ,  s e u l e m e n t  p l u s i e u r s  
d e  c e s  f o r m u l e s  n e  s u b s i s t e n t  q u e  s o u s  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  e t  e n t r e  
c e r t a i n e s  l i m i t e s ,  q u a n d  les v a r i a b l e s  d e v i e n n e n t  i m a g i n a i r e s .  A i n s i ,  
p a r  e x e m p l e ,  a , b , c ,  . . .  ét ant  d e s  e x p o s a n t s  réels  q u e l c o n q u e s ,  
et  x ,y ,z ,  . d e s  v a r i a b l è s  i m a g i n a i r e s ,  l es  f o r m u l e s

(15 ) x ax b— x a+b, x ax bx ' ' =  x a+b+l\

s u b s i s t e r o n t  p o u r  u n e  v a l e u r  q u e l c o n q u e  d e  x . Ma i s  o n n e  p o u r r a  p a s  
en d i r e  a u t a n t  d e s  f o r m u l e s

(16) x ay a— (x y )a, x ay az a~  (x y z )a, . . . ,

et  si l’ o n r e p r é s e n t e  p ar

P> p', P", · · ·

l e s  a r g u m e n t s  d e s  v a r i a b l e s

x i y > zi ··■  ^

e n  s u p p o s a n t  c h a c u n  d e  c es  a r g u m e n t s  s u p é r i e u r  à la l i m i t e  — n,
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m a i s  i n f é r i e u r  ou to ut  a u  p l u s  égal  à n,  l es  f o r m u l e s  ( 1 6 ) s u b s i s t e r o n t  
s o u s  la c o n d i t i o n  q u e  la s o m m e

p +  p '  ou p + p '- h p " ,  . . .

d e s  a r g u m e n t s  d e s  d i v e r s e s  v a r i a b l e s  s oit  e l l e - m ê m e  s u p é r i e u r e  à —  r., 
et i n f é r i e u r e  ou t out  au p l u s  é g a l e  a i t .

V. —  Sur les fonctions exponentielles, trigonométriques et logarithm iques 

■ de variables imaginaires.

A i n s i  q u e  n o u s  l ’a v o n s  r e m a r q u é  d a n s  le p a r a g r a p h e  III, u n e  f o n c 
tion d e  p l u s i e u r s  v ar i a b l e s  i m a g i n a i r e s  offre u n e  v a l e u r  c o m p l è t e m e n t  
d é t e r m i n é e ,  q u a n d  el l e  se r é d u i t  à . u n e  f o n c t i o n  e n t i è r e  d e  c e s  v a r i a 
b l e s .  Il y  a p l u s ;  c ette  p r o p o s i t i o n ,  q u i  reste  v r a i e  q u e l  q u e  soit  le  
n o m b r e  d e s  t e r m e s  c o m p r i s  d a n s  la f o n c t i o n  e n t i è r e ,  p e u t  êt re  é v i d e m 

m e n t  é t e n d u e  au c as  m ê m e  o ù le n o m b r e  d e  c e s  t e r m e s  d e v i e n t  infini ,  
e t  o ù c e t t e  f o n c t i o n  es t  r e p r é s e n t é e  p ar  la s o m m e  d ’ u n e  s é r i e  c o n v e r 
g e n t e .  P o u r  q u ’ u n e  t e l l e  f o n c t i o n  soit  c o m p l è t e m e n t  d é t e r m i n é e ,  il  
suf f i t  q u e  l ’ o n a t t r i b u e  à la v a r i a b l e  o u a u x  v a r i a b l e s  q u ’ e l l e  r e n f e r m e ,  
d e s  v al e u r s  q u i  l a i s s e n t  s u b s i s t e r  la c o n v e r g e n c e  de la s ér i e.

C e l a  p o s é ,  c o n c e v o n s  q u ’ u n e  f o n c t i o n  de x ,  r e p r é s e n t é e  p a r  u n e  
c e r t a i n e  n o t a t i o n ,  soit  d é v e l o p p a b l e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  d e  la 
v a r i a b l e  a? e n  u n e  s éri e  o r d o n n é e  s u i v a n t  l es  p u i s s a n c e s  a s c e n d a n t e s  
d e  c e t t e  v a r i a b l e .  Si  c e t t e  s é r i e  r e s t e  c o n v e r g e n t e  p o u r  d e s  v a l e u r s  
i m a g i n a i r e s  d e  x , c o m p r i s e s  e n t r e  c e r t a i n e s  l i m i t e s ,  el l e  offrira un  
m o y e n  f ac i l e  d e  f i x e r  e n t r e  c e s  l i m i t e s  le s e n s  de la n o t a t i o n  d o n t  il  
s ’a g i t ;  et ,  p o u r  y  p a r v e n i r ,  il suf f ira  d e  c o n s i d é r e r  c e t t e  n o t a t i o n  
c o m m e  p r o p r e  à e x p r i m e r  la s o m m e  d e  la s é r i e ,  t a n t  q u ’e l l e  d e m e u r e  
c o n v e r g e n t e .

P o u r  m o n t r e r  u n e  a p p l i c a t i o n  d e  c e s  p r i n c i p e s ,  c o n s i d é r o n s  en p a r 
t i c u l i e r  l es  trois  f o n c t i o n s  q u e  l ’o n  n o m m e  e x p o n e n tie l le  n é p é r ie n n e , 
c o s in u s  et  s in u s ,  et  q u e  l ’ on r e p r é s e n t e  p a r  l e s  n o t a t i o n s

ex , cosa?, siria?,

la l ettre e  d é s i g n a n t  la b a s e  d e s  l o g a r i t h m e s  n é p é r i e n s .  E n  r a i s o n n a n t
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c o m m e  j e  l ’ai fait  d a n s  m o n  A n a ly s e  a lg é b r iq u e , on é t abl i r a  sans  p e i n e  
les f o r m u l e s  c o n n u e s

#5 #3
-------1 5 +  . . . )1.2 1.2.0(0

(a)

x
: l + -I

C O S # = :  I --------------- 1- . . . .I . 2
sm# :

X

I i.2.3

et  l ’ on p r o u v e r a  q u e  les s é r i e s  c o m p r i s e s  d a n s  l es  s e c o n d s  m e m b r e s  de  
c es  f o r m u l e s  r e s t e n t  c o n v e r g e n t e s  p o u r  u n e  v a l e u r  q u e l c o n q u e  r é e l l e  
o u  i m a g i n a i r e  d e  la v a r i a b l e  x . C e l a  p o s é ,  p o u r  f ixer,  d a n s  t o us  l e s  c as  

p o s s i b l e s ,  le s e n s  d e s  n o t a t i o n s s
e 1', c o s a - ’ , s i n  a?,

il suffira é v i d e m m e n t  d e  s u i v r e  la r è g l e  é n o n c é e  et d ’ é t e n d r e  les  f o r 

m u l e s  ( i )  et  ( 2 )  au c as  m ê m e  où la v a r i a b l e  x  d e v i e n t  i m a g i n a i r e .
A j o u t o n s  q u e ,  si  l ’ on d é s i g n e  p ar  A  u n e  q u a n t i t é  p o s i t i v e  et  p ar  a  le  

l o g a r i t h m e  n é p é r i e n  d e  A ,  l ’ é q u a t i o n

( 3 ) A — ea

e n t r a î n e r a  la s u i v a n t e

(4) A x — eav\

q u a n d  la v a r i a b l e  x  sera  r é e l l e  ; et  q u ’ il suffira d ’ é t e n d r e  la f o r m u l e  ( 4 )  
a u  c as  o ù a? d e v i e n d r a  i m a g i n a i r e ,  p o u r  f i x e r,  d a n s  c e  d e r n i e r  c as ,  le  

s e n s  q u i  d e v r a  êt re a t t a c h é  à la n o t a t i o n  A x . A u  rest e ,  p o u r  d é t e r m i n e r ,  
d a n s  t o u s  l es  c as  p o s s i b l e s ,  la v a l e u r  d e  Y e x p o n e n tie l le  A v , il suf f irait  
e n c o r e  de la c o n s i d é r e r  c o m m e  u n e  e x p r e s s i o n  p r o p r e  à r e p r é s e n t e r  

t o u j o u r s  la s o m m e  de la s éri e  c o n v e r g e n t e ,  q u i  r e p r é s e n t e  le d é v e l o p 
p e m e n t  d e  c et t e  m ê m e  e x p o n e n t i e l l e ,  d a n s  le c as  o ù x  e s t  r é e l .

L e s  e x p o n e n t i e l l e s ,  les  s i n u s  et  l es  c o s i n u s ,  d é f i n i s  c o m m e  o n v i e n t  

d e  l ’ e x p l i q u e r ,  j o u i s s e n t ,  q u a n d  les v a r i a b l e s  s o n t  i m a g i n a i r e s ,  d e  p l u 
s i e u r s  p r o p r i é t é s  r e m a r q u a b l e s .  Q u e l q u e s - u n e s  de  c e s  p r o p r i é t é s ,  p ar  
e x e m p l e  c e l l e s  q u ’ e x p r i m e n t  l e s  f o r m u l e s

( ex+y —  ex . e>\ . ’

(5) V
( c o s  ( x  +  y )  r =  c o s a ;  c o s y  —  s i n #  s i n j ' ,

( s i n  ( x  ■+■ y )  z =  s i n #  c o s j k  H -  s i n /  c o s # ,
(6)
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s o n t  p r é c i s é m e n t  c e l l e s  q u ’ o ff raie nt  d é j à  les  f o n c t i o n s  s e m b l a b l e s  de  

v a r i a b l e s  r é e l l e s .  D ’ au t r e s  p r o p r i é t é s  d e s  m ê m e s  f o n c t i o n s  se r a p 

p o r t e n t  s p é c i a l e m e n t  au c as  o ù  l es  v a r i a b l e s  d e v i e n n e n t  i m a g i n a i r e s .  
T e l l e  est ,  en p a r t i c u l i e r ,  la rel at ion i m p o r t a n t e  qui  e x i s t e  entre  les  
d e u x  l i g n e s  t r i g o n o m é t r i q u e s  sin;r,  c,osx et  eT'/~ ‘ . Ce t t e  rel at i on ,  

q u ’ E u l e r  a d é c o u v e r t e ,  et q u i  se d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  d e s  f o r m u l e s  
( i )  et  ( 2 ),  se t r o u v e  e x p r i m é e  p ar  la s u i v a n t e

( 7 ) c o s a ;  4 - 1  s i n . r .

Elle entraîne immédiatement les deux équations
r

j-f. g— x\/— 1 _ X\/—S  g— x\/~l
( 8 ) c o a x —  ----------------------------- > s i n a ; =  ------------- ------- -------- ,

2 2 v —  1

en vertu desquelles le sinus et le cosinus d’un arc réel x  peuvent être 

exprimés à l’aid'e d’exponentielles que je nomme, pour cette raison, 

trigonométriques, c’est-à-dire à l’aide d’exponentielles dont les expo

sants n’offrent pas de parties réelles. Les coefficients de — 1, dans ces 

exposants, sont les arguments des exponentielles trigonométriques. Si, 

la variable x  étant supposée non plus réelle, mais imaginaire, on 

nomme r le module et p  l ’argument de cette variable, on aura, en 

vertu de la formule (7), jointe à l ’équation (2) du paragraphe II,

( 9 ) , x  =  re>’ ^— 1.

Ainsi une variable imaginaire quelconque est équivalente au produit de 

son module par V exponentielle trigonométrique qui a pour argument V ar

gument même de la variable.

L ’ o p é r a t i o n  i n v e r s e  d e  c e l l e  q u i  d o n n e  p o u r  r é s u l t a t  u n e  e x p o n e n 

t i e l l e ,  f o u r n i t  p r é c i s é m e n t  ce q u ’ on a p p e l l e  u n  l o g a r i t h m e .  A i n s i ,  par  
e x e m p l e ,  l es  d i v e r s  l o g a r i t h m e s  n é p é r i e n s  de x  ne s o n t  a u t r e  c h o s e  
q u e  l es  d i v e r s e s  v a l e u r s  de y  p r o p r e s  à v ér i f i e r  la f o r m u l e

( 10) e>'=x.
Dans le cas particulier où la variable x  est réelle et positive, un seul 

des logarithmes népériens de #, celui-là même que l’on désigne par la
Œ uvres de C. — S. II, t. XIII. 54
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n o t a t i o n l'(a;),  est  réel  e t  p o s i t i f .  D a n s  le cas o ù x  d e v i e n t  i m a g i n a i r e ,  
on t ire  d e s  f o r m u l e s  (9 ) et ( 1 0 )

( 11) ■ ' e-v=  r e*1 '

S o i t  d ’ ai l l e u r s
y — a +  v \J— 1

u n e  q u e l c o n q u e  d e s  v a l e u r s  de y ,  les  l ettres  u , v d é s i g n a n t  d e u x  q u a n 
ti tés  r é e l l e s .  L a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 5 )  d o n n e r a

eJ =  eu

D o n c  l ’ e x p o n e n t i e l l e  ey  a u r a  p o u r  m o d u l e  e!t, et  p o u r  a r g u m e n t e .  Mais ,  
en v e r t u  d e  la f o r m u l e  ( 1 1 ),  la m ê m e  e x p o n e n t i e l l e  a p o u r  m o d u l e  /·, et  
p o u r  a r g u m e n t  l ’a n g l e  p .  D o n c ,  p u i s q u ’ à u n e  e x p r e s s i o n  i m a g i n a i r e  

c o r r e s p o n d e n t  t o u j o u r s  u n  s e u l  m o d u l e  et  u n e  i nf i ni t é  d ’ a r g u m e n t s  
q u i  f o r m e n t  les  d i v e r s  t e r m e s  d ’u n e  p r o g r e s s i o n  a r i t h m é t i q u e  d o n t  la  
r a i so n  es t  2  tc,  on a u r a ,  d ’ u n e  part ,

e " =
p a r  c o n s é q u e n t

( 1 2 ) «  =  ! ( / ■ ) .

et,  d ’ a u t r e  part, .

(13) r = p ,

p  d é s i g n a n t  l ’u n  q u e l c o n q u e  d e s  a r g u m e n t s  d e  la v a r i a b l e  x .  D o n c ,  p ar  
s u i t e ,  l e s  d i v e r s e s  v a l e u r s  d e  y  s e r o n t  t o u t e s  c o m p r i s e s  d a n s  la f o r m u l e

(i4) j  =  l(/·) -yp\J— 1.

P a r m i  c e s  v a l e u r s ,  il  i m p o r t e ·  d ’ en c h o i s i r  u n e  à l a q u e l l e  on a p p l i q u e  
c o n s t a m m e n t  la n o t a t i o n  1(îu),  O r ,  p o u r  y  p a r v e n i r ,  il est  n a t u r e l  de  
n o u s  c o n f o r m e r  e n c o r e  ici  à l a  r è g l e  q u e  n o u s  a v o n s  s u i v i e  d a n s  le  
p r é c é d e n t  p a r a g r a p h e ,  q u a n d  n o u s  a v o n s  f ixé  le s e n s  q u ’ il c o n v e n a i t  
d ’ a t t a c h e r  à la n o t a t i o n  x " .  C ’ es t  ce q u e  n o u s  f e r o n s ,  et ,  en c o n 
s é q u e n c e ,  n o u s  s u p p o s e r o n s

(15) I( )̂ =  1(/’) +  PV'—

l a  l e t t r e  p  d é s i g n a n t ,  no n  p l u s  l ’ un q u e l c o n q u e  d e s  a r g u m e n t s  d e  la
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v a r i a b l e  x ,  m a i s  c e l u i  d e s  a r g u m e n t s  de c e t t e  v a r i a b l e  q u i ,  é t a n t  s u p é 
r i e u r  à la l i m i t e — tz, est  en m ê m e  t e m p s  i n f é r i e u r ,  ou t o u t  au p l u s  

égal  à 7t. C e t  a r g u m e n t  s’ é v a n o u i r a  q u a n d  la v a r i a b l e  x  sera r ée l l e  et  
p o s i t i v e ,  et  a lors,  x  é t a n t  é g a l  à r ,  la f o r m u l e  ( i 5 )  s e r a  v é r i f i é e ,  p u i s 
q u ’ el l e  d o n n e r a  1 (¿r) =  1 ( r ) .

A p r è s  a v o i r  f ixé ,  c o m m e  on v i e n t  d e  l e  d i r e ,  le s e n s  q u i  d e v r a  être  
a t t a c h é ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  q u e l c o n q u e s  r é e l l e s  o u  i m a g i n a i r e s  d e  a;, à la 

n o t a t i o n  \ { x ) ,  o u ,  en d ’ a u t r e s  t e r m e s ,  la v a l e u r  d u  l o g a r i t h m e  n é p é 
r i e n  q u e  c e t t e  n o t a t i o n  r e p r é s e n t e ,  on d é t e r m i n e r a  s a n s  p e i n e  le s en s  
q u ’ il c o n v i e n t  d ’a t t r i b u e r  g é n é r a l e m e n t  à d ’au t r e s  n o t a t i o n s  p ar  l e s 
q u e l l e s  on e x p r i m e ,  q u a n d  x  est  rée l ,  d e s  f o n c t i o n s  d o n t  la dé finit ion  
p e u t  se d é d u i r e  de c e l l e  d u  l o g a r i t h m e  n é p é r i e n  ; p a r  e x e m p l e ,  le s en s  
q u ’ il c o n v i e n t  d ’a t t r i b u e r  a u x  n o t a t i o n s

L (.:c ) , x a,

l ’e x p o s a n t  a  é t a n t  réel  o u  i m a g i n a i r e ,  et  la l e t t r e  L  i n d i q u a n t  u n  l o g a 
r i t h m e  pris  d a n s  u n  s y s t è m e  d o n t  la b a s e  A  dif f ère d u  n o m b r e  c.  E n  
effet,  p o u r  y  par v e n i r ,  il suf f ira  d ’ é t e n d r e  les f o r m u l e s

06) L(æ;) =  1î£1,

(17) x a —  eal W ,

q u ’ il est  f a c i l e  d ’ét abl i r ,  q u a n d  a; et  a  s o n t  r é e l s ,  a u  c as  m ê m e  o ù  x  et  
a  d e v i e n n e n t  i m a g i n a i r e s .  Ce t t e  c o n v e n t i o n  é t a n t  a d o p t é e ,  on aura,  
en v e r t u  d e s  f o r m u l e s  ( i 5 )  et  ( 1 6 ),

LM  = rSi +
o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(18) L(æ:) =  L (/·) + p  L(a) y/— 1 .

D e  p l u s ,  si  l ’ o n p o s e
a —  a. -t- 6  \J —  1,

a  et  S  é t a n t  r é e l s ,  on a u r a  ·

a l(a?) =  a l ( r )  —  ê/J -t- [ocp -+- ® l ( f )  J \/—  1 j
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et,  p a r  s u i t e ,  la f o r m u l e  ( 1 7 ) d o n n e r a

X<z=  l (r) — §/? ç[<x/>H-S 1 {/')] v'— t>

o u,  c e  q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,

(19) x n zr: r x  6~ ^ l } *(r)] V— J,

D a n s  le c as  p a r t i c u l i e r  o ù l ’ e x p o s a n t  a  e s t  r é e l ,  on a

<x =  a ,  S =  o ,

et  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 ) ,  r é d u i t e  à

( 20 ) x a  =  r a  e " i ’ 1

p e u t  e n c o r e ,  en v e r t u  d e  la f o r m u l e  ( 7 ),  s ’ é c r i r e  c o m m e  il s u i t  :

(21) x a =  r a ( c o s a p  -+- \ j  —  i s m a p ) .

V , ·
O n  se t r o u v e  a i n s i  r a m e n é ,  p a r  la c o n s i d é r a t i o n  d e s  e x p o n e n t i e l l e s ,  à 
la v a l e u r  d e  a f  d é t e r m i n é e  p a r  la f o r m u l e  ( 1 4 ) du p a r a g r a p h e  I V ;  et  
l ’ o n v o i t  en m ê m e  t e m p s  q u e  c e t t e  f o r m u l e ,  re l a t i v e  a u  c as  o ù l ’ e x p o 
sant  a  est  r é e l ,  p e u t  êt re  n o n  s e u l e m e n t  é t e n d u e  a u  c as  o ù l ’ e x p o 
s a n t  d e v i e n t  i m a g i n a i r e ,  m a i s  e n c o r e  r e m p l a c é e  a v e c  a v a n t a g e  par u n e  
a u t r e ,  p l u s  c o n c i s e ,  sa v o i r ,  p a r  l ’ é q u a t i o n  ( 2 0 ).

C o n s i d é r o n s  m a i n t e n a n t  l ’ o p é r a t i o n  i n v e r s e  de c e l l e  p a r  l a q u e l l e  on  
d é t e r m i n e  l e  c o s i n u s  o u  le s i n u s  d e  la v a r i a b l e  x .  Cet te  o p é r a t i o n  d o n 

ne ra p o u r  r é s u l t a t  u n e  n o u v e l l e  v a r i a b l e  /  q u i  v éri f i e ra  la f o r m u l e

( 22 ) c o s /  =  a;, 

o u
(23) sin j' =  x.

S i  d ’ ai l l e u r s  æ ,  é t a n t  r é e l ,  offre u n e  v a l e u r  n u m é r i q u e  i n f é r i e u r e  à 
l ’ u n i t é ,  u n e  s e u l e  d e s  v a l e u r s  d e  y  s e r a  r e p r é s e n t é e  p a r  la n o t a t i o n

1 arccos#,

à l ’ a i d e  d e  l a q u e l l e  n o u s  d é s i g n o n s  t o u j o u r s  u n  arc  r e n f e r m é  e n t r e  les.  
l i m i t e s 0 , u ,  o u p a r  la n o t a t i o n

arc sin#,
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à l ’a ide de l a q u e l l e  n o u s  d é s i g n o n s  t o u j o u r s  u n  arc r e n f e r m é  entre  les

l i m i t e s  —  -  , -t- E n  é t e n d a n t  l es  m ê m e s  n o t a t i o n s  au c as  o ù a; d e v i e n t
2 2

i m a g i n a i r e ,  o n d o i t  n é c e s s a i r e m e n t  a p p l i q u e r  c h a c u n e  d ’ el l e s  à u n e  
v a l e u r  de y  t e l l e m e n t  c h o i s i e ,  q u e  c e t t e  v a l e u r  c o ï n c i d e ,  q u a n d  y  est  
r é e l ,  a v e c  la f o n c t i o n  alors  e x p r i m é e  p ar  arc c o s a ? ,  ou p ar  a r c s i n a ; .  
Ce t t e  c o n d i t i o n  est  r e m p l i e  q u a n d  on d é t e r m i n e  a r c c o s a ?  êt  a r c s i n a ;  à 
l ’ a i d e  de s  f o r m u l e s  q u e j ’âi d o n n é e s  d a n s  m o n  A n a ly s e  a lg é b r iq u e , et  
q u e  j e  vais r a p p e l e r .

Si  l ’ on p o s e ,  p o u r  p l u s  d e  c o m m o d i t é ,

x  =  s t\J —  i, y  =  « H- v\J —  i,

s , t ,  u , v  é t a n t  rée ls ,  la f o r m u l e  ( 2 2 )  d o n n e r a

s 4- t \i—  1 =  cos(i< -I- v y/—  1) =

o u ,  ce q u i  r e v i e n t  a u  m ê m e ,
ev H- e~"

(4 ) — r

O n  au r a ,  p a r  s u i t e ,

(25)

et  l ’on en c o n c l u r a

e''-he~u ef’— e~v . ,----------  cos u — ----- s m  « v — 1 .O O T 7

€u &—v
cos {¿ — 5, --------sin«=— t.

s t  s t
ev= -----------=----, e~v = ---------1--- ;— ,

c o s  K  s i n  u c o s  u  s i n «

cos2a, sin2« -

D e  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e ,  c o m b i n é e  a v e c  l ' é q u a t i o n

cos2« H- sin2« = 1,

on d é d u i r a  sans  p e i n e  l e s  v a l e u r s  d e  c o s 2« ,  s i n 2« ;  et ,  en p o s a n t ,  p o u r  
a b r é g e r ,

cos2 « = • . Usm-«r= Y ^ ·

on t r o u v e r a

( 2 7 )

2
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D’ailleurs, en vertu de la première des formules (24), s et c'osu seront 

des quantités de même signe. Donc la première des équations (27) 

donnera

(28) CO S U =
s

S ’

On satisfait à l ’équation (28) en posant

✓ s
(29) « =  ±  arc cos ç ±  2/f7t,

k étant un nombre entier. Mais, si l’on veut que la variable

y  =  U-\-V y/—  I

se réduise à la quantité réelle

' arc cos x ,

quand x ,  étant réel, offrira une valeur numérique inférieure à l’unité, 

c’est-à-dire, en d'autres termes, quand on aura

et, par suite,
1 — 0,

x  —  s, S  —  1, T  = v =  o,

il faudra nécessairement supposer, dans la formule (29), k =  o, et 

réduire en même temps au signe +  le double signe placé devant l’arc

qui a pour cosinus le rapport il faudra donc prendre

g
(-3o) M =  a r c c o S ç ·

La valeur de u étant ainsi déterminée, sinu sera positif, à moins que t 

ne s’évanouisse, et la seconde des équations (27) donnera, en général,

N -· \fT*
( 6 1 ) S l l l « =  -jT *

Cela posé, la première des formules (25) donnera 

(32) t> =  l(S = p T ),

le double signe rp devant être réduit au signe —  ou au signe -h , sui-
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v an t  q u e  t  sera p o s i t i f  o u n é g a t i f .  C o m m e  on a u r a  d ’ a i l l e u r s

t'-V s'2 — t'2
+  f-

l es  f o r m u l e s  ( 2 6 ) d o n n e r o n t

S ’- - T 2=  I,

et,  p a r  s u i t e ,  la v a l e u r  d e  v p o u r r a  êt re r é d u i t e  à

(33 ) *> =  + 1(5 + T),

la d é t e r m i n a t i o n  d u  s i g n e  d e v a n t  s ’ e f f e c t u e r  c o n f o r m é m e n t  à la r ègl e  
é n o n c é e .  E n  d ’a u t r e s  t e r m e s ,  on a u r a

( 34 ) e = —  ^  1 (5  +  T), 

et  c e l l e  d e s  v a l e u r s  de
y =  u +  v v'“ ,

q u ’il c o n v i e n d r a  de r e p r é s e n t e r  p a r  la n o t a t i o n  arc  c o s x ,  sera d é t e r 
m i n é e  p a r  la f o r m u l e

( 3 5 ) 

ou,

( 36 )

s  \ ! t  ~ ___
arc cos as =  arc cos —  1 ] (S  H- T),à l

c e  q u i  r e v i e n t  au m ê m e ,  p a r  la f o r m u l e

arc cosæ =  arc cos  ̂ zp \/—  1 1 (S  +  7 '),

l e  s i g n e  qp d e v a n t  être r é d u i t  au s i g n e  —  o u au s i g n e  H- ,  s u i v a n t  q u e  t  

sera  p o s i t i f  o u n é g a t i f .
L o r s q u e ^ ? ,  é t a n t r é e l ,  offre u n e  v a l e u r  n u m é r i q u e  i n f é r i e u r e  à l ’u n i t é ,  

on a, c o m m e  n o u s  l ’a v o n s  déjà  r e m a r q u é ,

5 =  i, T — o,

et,  par s u i t e ,  l ’ é q u a t i o n  ( 3 6 )  d e v i e n t  i d e n t i q u e ,  s  é t a n t  alors  é g a l  à x .  

Ma i s  si l ’o n  s u p p o s e  q u e  x ,  é t a n t  r é e l ,  offre u n e  v a l e u r  n u m é r i q u e  
s u p é r i e u r e  à l ’u n i t é ,  o u ,  en d ’a u t r e s  t e r m e s ,  si l ’ on s u p p o s e

t =  0,
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les équations (26) donneront

5  =  5, T=\/si— i,

et le second membre de la formule (36) se trouvera réduit à

(87) ip v7—  1 K * +  \Â?2—  1).

Pour ne laisser planer aucune incertitude sur le sens qui devra être 

attribué dans tous les cas à la notation

arc cosæ,

il sera nécessaire de faire disparaître le double signe qui affecte le 

produit (37), à l ’aide d’une convention nouvelle. Celle que nous adop

terons consiste à réduire le double signe au signe — , c’est-à-dire au 

signe qu’on obtient quand on considère la valeur nulle, attribuée à l, 

comme la limite d’une valeur positive infiniment petite.

Quant à la valeur de arcsina;, il suffit, pour la déterminer complè

tement, d’étendre à des valeurs quelconques réelles ou imaginaires 

de la variable x , l’équation

(3 8 ) ai'C sinx  -h arc cos#”  — >
v ' 2

qui subsiste toujours quand x  est réelle. Cela posé, on aura géné
ralement

(3 g) arc sin x  =   ̂ — arc cos.r.

Les logarithmes, les puissances à exposants quelconques réels ou 

imaginaires, et les arcs de cercle qui répondent à des sinus ou cosinus 

donnés, vérifient, quand les variables deviennent imaginaires, des for

mules analogues à celles qui se rapportaient au cas où les variables 

étaient réelles. Seulement plusieurs de ces formules ne continuent de 

subsister que sous certaines conditions, et entre certaines limites. 

Ainsi, par exemple,
Xy J'y z y ·  ·  ·

étant des variables imaginaires, et a, 0, c, . .  . des exposants quel

conques, les formules

(4o) X aX'h · - Q̂y(t~\~b ■ XX nX bX c y/l-hb-hC
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subsisteront, il est vrai, pour une valeur quelconque de x ; mais on né 

pourra plus en dire autant des formules

(41) x ay a=  (x y ) a, x ay az a=  (x y z )a,

ni des formules

(42) l(a;) -+- l ( j )  =  l(a;j), l(a;) 4- l ( j )  4- 1(*) =  l(xyz),
et si l’on représente par

■ P, p', P " , · · ·

les arguments des variables x , y , z, . . ., en supposant chacun de ces 

arguments supérieur à — n, mais inférieur ou tout au plus égal à rc, 

les formules (4i), (42) subsisteront sous la condition que la somme

p -+ -j> ', p + p ' + p ", ■ ■ ■

des arguments des diverses variables soit elle-même supérieure à —  t c ,  

et inférieure ou tout au plus égale à it.

On pourra combiner entre elles les diverses notations dont nous 

avons jusqu’ici déterminé le sens, et alors on obtiendra des fonctions 

de fonctions ou des fonctions composées dont les valeurs seront encore 

complètement déterminées. Si ces fonctions nouvelles renferment des 

exponentielles, des logarithmes, des sinus et cosinus, elles seront du 

nombre de celles que l’on nomme fonctions exponentielles, logarith

miques, trigonomètriques, etc. Parmi les fonctions trigonométriques, 

on doit distinguer les fonctions rationnelles de sinus et cosinus, par

ticulièrement celles de ces fonctions rationnelles qui, pour des valeurs 

réelles de la variable, sont représentées à l ’aide de notations particu

lières. Pour fixer complètement le sens de ces mêmes notations, il 

suffit évidemment d’étendre les formules qui établissent les relations 

existantes entre les sinus, les cosinus et les fonctions dont il s’agit, 

au cas même où la variable devient imaginaire. Ainsi, par exemple, 

les valeurs des fonctions

tanga;, cota;, sëcx, coséca··

peuvent toujours être, quel que soit x ,  complètement déterminées à
Œ u v r e s  d e  C .  —  S .  I l ,  t .  X I I I .  5 5
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sin,* cosa; ■ , i 1
(4.5) tanga; ----- , cola; — --- » secæ — ----- > coseca; =  -----
v cosa; , sina; cosa; sina;

Les conventions admises dans ce Mémoire donnent une extension 

nouvelle à diverses formules, et particulièrement à celles qui ren

ferment les fonctions représentées par les notations

I(a;), L(a;), x a.

Dans mon Analyse algébrique, et dans mes précédents Ouvrages, je 

m’étais borné à employer ces notations dans le cas où la variable x  

offrait une partie réelle positive. En se conformant aux règles ci-dessus 

établies, on pourra, sans inconvénient, faire encore usage de ces 

mêmes notations dans le cas où la partie réelle de x  sera négative.

Au reste, les conditions auxquelles on satisfait en attribuant aux 

notations dont il s’agit, et spécialement à la notation x n, la valeur que 

nous avons indiquée, pourraient être, comme nous l’avons remarqué 

dans le paragraphe IV, remplies de diverses manières. On pourrait, 

par exemple, supposer que, dans les équations ( i 5), (21), et dans les 

formules du même genre,/» est un angle polaire assujetti à varier, sui

vant l’usage, entre les limites it, 2n. Cette supposition est précisément 

celle qui a été admise par M. Ernest Lamarle, dans un Mémoire sur la 

convergence des séries. Mais, comme on l’a dit dans le paragraphe IY, 

elle entraînerait une variation brusque de la fonction x" et même des 

fonctions l(a»), L (x ), dans le voisinage d’une valeur réelle et positive 

de x . Ajoutons qu’elle entraînerait aussi la discontinuité de certaines 

fonctions auxquelles il peut être utile de conserver le caractère de 

fonctions continues. Telle serait, en particulier, la fonction (x -h x )a 

qui, dans la supposition dont il s’agit, deviendrait fonction discon

tinue non seulement de la variable x ,  mais encore de son argumentp, 

pour une valeur du module r inférieure à l’unité.

Dana un prochain Mémoire, je reviendrai sur la nature’ et les pro

priétés des fonctions de variables imaginaires, et je les envisagerai 

d’une manière spéciale, sous le rapport de la continuité, en désignant
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toujours sous le nom de fonctions continues celles qui reçoivent des 

accroissements infiniment petits quand on fait varier infiniment peu 

les variables elles-mêmes.

P.-S. —  Depuis que j ’ai rédigé ce Mémoire, j ’ai rencontré, au bas de 

l ’une des pages de celui que M. Bjœrling a publié sur le développe

ment d’une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, 

une Note où il est dit que cet auteur a présenté à l ’Académie d’Upsal 

une Dissertation sur l’utilité qu’il peut y avoir à conserver dans le 

calcul les deux notations af, 1(#), dans le cas même où la partie réelle 

de x  est négative. M. Bjœrling verra que, sur ce point, je suis d’accord 

avec lui. Il reste à savoir si les conventions auxquelles il aura eu 

recours, pour fixer complètement, dans tous les cas, le sens des nota

tions x “, \ {x), sont exactement celles que j ’ai adoptées moi-même; et, 

pour le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit possible de con

naître la Dissertation dont il s’agit.
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SUK

L E S  M O D U L E S  D E S  S É R I E S

Soit

( 1)  U0, « a, . . .

une série dont un désigne le terme général correspondant à l’indice n, 

ce terme général pouvant d’ailleurs être réel ou imaginaire. Désignons 

d’ailleurs par la notation
mod un

le module de ce terme général, et par u la limite unique, ou du moins 

la plus grande des limites dont s’approche indéfiniment, pour des 

valeurs croissantes du nombre n, l ’expression

1
(mod un)n.

La quantité positive u sera ce que nous appellerons le module de la 

série (i). D’après ce qui a été démontré dans VAnalyse algébrique, la 

série sera convergente si l ’on a -

( 2 ) U < 1 ,

divergente si l ’on a

( 3 ) u > i .

De plus, si, pour des valeurs croissantes de n, le module du rapport

Un+l

Un

s’approche indéfiniment d’une limite fixe, cette limite sera précisé

ment le module de la série (1)·. ,
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Soit maintenant

(~l) · · *ï H—s» m ■ "o, ^

une série qui se prolonge indéfiniment dans deux sens opposés, de 

manière à offrir deux termes généraux

u „  e t

correspondant, le premier à l ’indice n, le second à l’ indice— n. 

Concevons d’ailleurs que, le nombre venant à croître, on cherche la 

limite unique, ou la plus grande des limites dont s’approche indéfini

ment chacune des expressions

1 I
( mod un)", ( mod ;

I
et représentons par u' la limite de (mod(/„)", par u, la limite de

l 1
(mod Les deux quantités positives

U , U,

seront les deux modules de la série (4), qui sera convergente si ces 

deux modules sont inférieurs à l ’unité, divergente si l ’un d’eux ou si 

les deux à la fois deviennent supérieurs à l’unité.

Il est bon d’observer que le module d’une série prolongée indéfini

ment dans un seul sens n’est point altéré dans le cas où lé rang de 

chaque terme est diminué d’une ou de plusieurs unités, en vertu de 

la suppression du premier, ou des deux premiers, ou des trois pre

miers, ..  . termes. Pareillement les deux modules d’une série pro

longée indéfiniment en deux sens opposés ne seront point altérés si 

l’on déplace simultanément tous les termes en les faisant marcher vers 

la droite ou vers la gauche avec celui qui servait de point de départ 

pour la fixation des rangs et des indices.

Considérons à présent une série
y x

(5) · a0, ayx , aixt, . ..

ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes d’une variable 

réelle ou imaginaire x .  Nommons r le module de cette variable, etp
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x —  r ep 'J~ 1.

Soit d’ailleurs a le module de la série

®0) «D Q-ll · ■ · )

c’est-à-dire la plus grande limite dont s’approche indéfiniment, pour 

des valeurs croissantes de n, l’expression

Comme on aura 

on en conclura
mod («,,iS") =  /·" mod a,„

j '2
( mod anx")11 — r (mod an)",

et, par conséquent, il est clair que le module de la série (5) se réduira 

au produit
a/·.

Donc la série (5) sera convergente si l ’on a

a/· <  1

divergente si l ’on a

. a/-> i

Considérons enfin une série

ou r < - ;  
a

ou
r

a

(6) a—:x~2, s . , ,« - 1, a„, alx. a«x-,
ordonnée à la-fois suivant les puissances ascendantes et suivant .les 

puissances descendantes de la variable x. Si l’on nomme a la plus

grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs crois-
>

sautes de n, l’expression

- ( tnod a,t)n,
et a;, la plus grande des limites vers lesquelles convergé l’équation \

I
(mod

les deux modules de la série (6) seront évidemment
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et, par suite, la série (6) sera convergente si le module /· de x  vérifie 

les deux conditions
I

r <  - t  r > a , ;
fl

divergente si r vérifie les deux conditions

I
r  >  -> >'< a,,

ou seulement l ’une d ’entre elles.
En résumé, il y aura généralement deux limites extrêmes, l’une 

inférieure, l ’autre supérieure, entre lesquelles le module/· de x  pourra 

varier, sans que la série (5) ou (6) cesse d’être convergente. Soient

k„ k

ces limites extrêmes, k désignant la limite supérieure. D ’après ce 

qu’on vient de dire, on aura, pour la série (6),

(7) k ,=  a,, k = £ ,

et, par suite, les deux modules de la série (6) seront

(8) · P  - T

D’ailleurs, k, devra être remplacé par zéro si la série (6) est réduite à 

la série (5).

Ajoutons que la quantité k sera certainement la limite exlrême et 

supérieure du module /· si, la série étant convergente pour/·< k, là 

somme de cette série devient infinie pour r =  k, et pour une valeur 

convenablement choisie de l’argumentp.

Pareillement, k sera certainement la limite extrême et inférieure du 

module r si, la série (6) étant convergente pour 7 - k ,, la somme de 

cette série devient infinie pour /·= k,, et pour une valeur convenable

ment choisie de l’argument p. «·

En effet, une série ne peut acquérir une somme infinie sans devenir 

divergente, et par conséquent sans offrir un module égal ou supérieur 

à l’unité.
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Lorsque les divers termes d’une série sont fonctions d’une certaine 

variable x ,  la nouvelle série q u’on obtient en substituant à chaque 

terme de la première sa dérivée prise par rapport à x ,  doit naturelle

ment s'appeler la série dérivée. Concevons, pour fixer les idées, que la 
première série se réduise à la série (5), dont le terme général est anx n, 

ou même à la'série (6), dont les termes généraux sont

a—nx~'L et anx n\

alors la série dérivée aura pour terme général le produit

nanx " - 1,

ou bien elle aura pour termes généraux les produits

—  na-nX -'1- 1, na,Lx n~1.

D’ailleurs, comme on a

—  ««-„ar""- '  =  —  n x ~ i /¡«„a;"-1 =  n x ~1 (a:lx n),

on en conclut que les deux expressions

1 I
(9) [m o d (— tia—nx~ n~x ) ]'*, [mod (na,4a;'l~1)]'1

s’approchent indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, des pro

duits que l’on obtient quand on multiplie respectivement les quantités 

positives
a,r_1 et a r

parla limite de l’expression
1

{nr~1)".

Enfin, cette limite qui se confond avec la limite fixe du rapport

( ü ± 0 ^ = i + i > 
ni—1 n

se réduit à l ’unité. Donc les limites des expressions (9) se rédui

ront simplement aux produits

a,r~1 et ar.

O E uvres d e  C .  —  S. I I ,  t .  X I I I . 56
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