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Cette édition française offrira un caractère tout particulier par la collaboration de 
mathématiciens allemands et français. L'auteur de chaque article de l'édition allemande 
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et, d'autre part, la rédaction française de chaque article a donné lieu à un échange de 
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aux collaborateurs français sont mises entre deux astérisques. L'importance d'une telle 
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L'expression 

Pxx+Pvs+P„ 

est invariante dans une transformation orthogonale 1 0 7). 

L'accord étroit qui existe entre certaines observations précises 

et les conséquences des relations précédentes108) constitue une preuve 

convaincante en faveur de la forme linéaire admise. 

12. Équations du mouvement d'un fluide visqueux. Si dS 

désigne un élément de la surface S qui limite une portion de fluide, 

les composantes parallèlement aux axes de l'effort auquel cette portion 

de fluide est soumise le long de l'élément dS sont 

(}Pxx+ mPx,+ np*,)d8, 

(1) QPyx +mPyy+ « l ' y , ) ïS, 

(Ip^ + mp^ + npJdS, 

où l, m, n sont les cosinus directeurs de la normale à l'élément dS 

dirigée vers l'extérieur. Les équations du mouvement s'obtiennent 

par le même moyen que pour les fluides parfaits [n° 2 ] ; elles prennent 

la forme 

en Allemagne par ij, en Angleterre par (t. Sa mesure résulte d'expériences très 
précises de J. L. M. Poiseuille, sur le mouvement des liquides dans les tubes 
capillaires, Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 9 (1846), p. 4 3 8 ; des ex
périences de 0. Reynolds [Philos. Trans. London 177 A (1886), p. 165 ] , et de celles 
de M. Coitette [Études sur le frottement des liquides, Thèse, Paris 1 8 9 0 ] ; voir 
pour une bibliographie détaillée, M. Briïïouin, Viscosité des liquides et des 
gaz9 7), Paris 1907.* 

La valeur de s pour l'eau à 0" est 0 ,0178; cette valeur décroît quand 
la température s'élève; voir H. von Hélmholtz et G. von Piotroicski, Sitzgsb. 
Akad. Wien 4 0 (1860) , p. 607 /58; S. von Hélmholtz, Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882 , 

p. 1 7 2 ; pour l'air à la pression atmosphérique et à 0 ° , « = 0 ,00017; f est à 
peu près indépendant de la pression, et croît lentement avec la température 
[cf. J. ClerJc Maxwell, Philos. Trans. London 156 (1866), p. 2 4 9 / 6 8 ] ; sur les méthodes 
d'observation et les résultats expérimentaux voir L. Graetz dans A. Winkelmann, 
Handbnch der Physik 1, Breslau 1 8 9 1 , p. 575/602 (article: „Reibung"). Le fait 
que, pour les fluides ordiflaires, £ est petit est essentiel pour beaucoup de re
cherches. 

107) A. B. Basset, A treatise on hydrodynamics 3 S ) 2, Cambridge 1888, p. 238 ; 
cf. IV 16, 1 5 . 

108) En particulier les expériences de J. L. M. Poiseuille [Mém. présentés 
Acad. se. Institut France (2) 9 (1846), p. 433/544] et les expériences discutées par 
G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II (1850/1), éd. 1851, p. [8] à p. [ 1 0 6 ] ; 

Papers 3, Cambridge 1901 , p. 1/141. Ces dernières expériences sont une preuve 
décisive de l'exactitude des équations du mouvement pour les vitesses faibles. 
Les premières permettent de prendre en considération un domaine beaucoup plus 
étendu. Voir aussi O. Reynolds106). 
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(2) 

Su dpxx ëpxv dpxi 

S v V I 

St 

8w 
St 

dx 
SPy* , 
dx ~r 

= QZ + + 

dy 
dPyy 
dy 

dy 

+ 

dz 

dz 
+ ~dT' 

et, en. remplaçant1 0 9) pxx, pxy, pxz, 

données au n° 11 formules (1), 

Su 
~St 

•> Piz> Pzy> Pzz Par les valeurs 

(3) 

= X - 1 dp , 1 d@ , A 

ïëx + Tvdx + vAu> dv 
~SÏ 
Sw 

~st 

v 1 dp , 1 d@ . A 

~ î gj) , î a® , A 

-z-jdJ + ̂ v ^ + vAw> Z ' dz 

Cette quantité v s'appelle coefficient de viscosité où v désigne — 
° Q 

cinématique. 

Pour des vitesses suffisamment petites, on obtient des équations 

approchées en remplaçant dans les équations (3) ^ par ce qui 

revient à négliger les produits de u, v, w par leurs dérivées par rap
port à x, y, s. 

Les équations ainsi obtenues sont appelées équations du mouve

ment lent. 

A la limite du fluide la condition cinématique exprimée par 
l'équation (3) [n° 6] doit être remplie. Le long d'une surface de 
séparation de deux fluides, les composantes de la vitesse et les com
posantes de l'effort doivent se suivre de manière continue quand on 
traverse la surface. Le long d'une surface libre entre le fluide et le 
vide les efforts doivent s'évanouir pour tous les éléments de la sur
face. Le long de la surface de contact d'un fluide et d'un corps 
solide, on admet que la vitesse des particules fluides est toujours la 
même que celle des particules voisines du solide. Cette condition est 
confirmée par l'expérience1 1 0). On avait admis tout d'abord une autre 

109) B. de Saint Venant, C. E. Aead. BC Paris 17 (1843), p. 1240; G. G. Stokes, 
Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 297 [1845]; Papers 1, Cambridge 
1880, p. 92. 

110) Cette condition introduite à titre d'essai par G. G. Stokes [Trans. Cambr. 
philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 299 [1845); Papers 1, Cambridge 1880, p. 96] 
a été érigée en principe expérimental par J. Boussinesq, Mém. présentés Acad. se. 
Institut France (2) 23 (1877), mém. n° 1 (note 2), p. 596/639; résumé dans J. Bous
sinesq, Théorie de l'écoulement tourbillonnant «t tumultueux dans les lits recti-
lignes à grande section, Paris 1897, p. 13. 
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condition1!1) : l'existence d'une vitesse tangentielle finie contrariée par 

une résistance proportionnelle; elle conduisait à la formule 
l'(lPxx+ ™pxy + npx,) + m'(lpyx+ mpyy+ npy,) + n(lptx+ mpty+ npj 

= — j8\l\u — u) + m (y — v) + n'(w — w ' ) ] ; 

V, m', n' sont les cosinus directeurs d'une direction arbitraire du plan 

tangent à la surface au point considéré; u', v, tv sont les composantes 

de la vitesse du corps solide en ce point, /3 est un coefficient de 

frottement, fin trouvera dans P. Duhem111*) un historique détaillé et 

une critique minutieuse des conditions vérifiées aux limites par le fluide.* 

13. Dissipation de l'énergie. Tous les mouvements d'un fluide 

visqueux, à l'exception exclusive de la dilatation homogène et des 

mouvements possibles pour un corps solide, donnent lieu à une perte 

d'énergie1 1 2). Soit S une surface arbitraire fixe dans un espace rempli 

de fluide; la variation de l'énergie de la masse fluide intérieure à S 

est déterminée par l'équation 

(1) j^JJ*j*jQq*dxdydz=J^^Qq2(lu-\-mv + nw)dS 

-ff[u(lPx*+ mPxy+ n P x z ) + v QPyx+ m P v y +
 nPVz)+w(lpzx+ mp„+ np„)]dS 

+jyjç(Xu+Tv-\-Zw)dxdyde+ fffp®dxdyds—fff2Fdxdydz, 

où l, m, n ont la même signification qu'au n° 10, et où F est donné par 

F !/t© 2 + u(a? + 6S + c8 + 2f2 + 2 g* + 2h2). 

tL'ensemble des deux dernières intégrales de l'équation (1) multipliées 
par di représente le travail, pendant l'intervalle dt, des efforts inté
rieurs par suite de la dilatation (première intégrale) et de la viscosité 
(deuxième intégrale).* 

Cette dernière intégrale du second membre de l'équation (1), mul-

Elle est confirmée par exemple par les expériences de J. L. M. Poiseuille, Mém. pré
sentés Acad. se. Institut France (2) 9 ( 1 8 4 6 ) , p. 4 4 3 / 6 4 3 , ,par celles de E. Duélaux, 
Ann. chimie et phys. ( 4 ) 2 5 (1872) , p. 4 4 3 / 5 0 1 . * Voir H.Lamb, Hydrodynamics64), 
p. 5 2 1 . 

1 1 1 ) Voir à ce sujet C. L. M. H. Navier [Mém. Acad. se. Institut Prance (2) 
6 ( 1 8 2 3 ) , éd. 1 8 2 7 , p. 3 9 8 / 4 1 6 ] et S. D. Poisson [J. Éc. polyt. (1) cah. 2 0 ( 1 8 3 1 ) , 

p. 1 6 1 et suiv.]. „Les expériences de H. von Hélmholtz et G. von Piotrowski 
[Sitzgsb. Akad. Wien 4 0 II ( 1860) , p. 6 0 7 ; H. von Hélmholtz, Wiss. Abh. 1, Leipzig 
1 8 8 2 , p. 1 7 2 ] semblent indiquer qu'il peut y avoir dans certains cas un glisse
ment au contact d'un solide. Voir également W. C. TJnwin, Encyclopaedia bri
tannica, ( 1 1 8 éd.) 1 4 , Cambridge 1 9 1 0 , p. 3 5 / 1 1 0 (article „hydraulics").* 

111") Recherches sur l'hydrodynamique 2 , Paris 1 9 0 4 , p. 79 /95 .* 

1 1 2 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 , part II ( 1 8 5 0 / 1 ) éd. 1 8 5 1 , p. [ 5 8 ] ; 

Papers 3 , Cambridge 1 9 0 1 , p. 6 8 . 
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tipliée par dt, représente la perte d'énergie pendant le temps dt. La 
fonction F s'appelle pour cela fonction de dissipation11S). Les équations 
(1) du n° 11 peuvent aussi s'écrire comme il suit 

, dF . 8F , dF 
P + P^-jï' P + P„--ñ> P+P..--gj; 

0 dF „ dF ç. dF 

Si, par la méthode du calcul des variations, on transforme la variation 
de l'intégrale 

fff(—F)dxdydz 

en une intégrale de surface et une intégrale triple, le coefficient de du 
dans l'intégrale triple est 

l d& . . 
jfi-^ + aAu; 

c'est ce même coefficient que contient le terme en du dans l'intégrale 
triple qui provient de la transformation de la variation de l'intégrale114) 

fff - \\i>& + 2fl(]p + v* + ?)-]dxdyd0. 

Ce résultat peut être utilisé pour transformer en coordonnées curvi
lignes les équations du mouvement 1 1 6). 

Si un fluide incompressible a un mouvement permanent sous 
l'action de forces conservatives, les équations du mouvement lent expri
ment que la variation première de l'intégrale 

Jlfj*F dxdyds, 

étendue au volume rempli de fluide, est nulle; d'où il suit que 
le mouvement est déterminé sans ambiguïté par les conditions aux 
limites 1 1 6). 

La rapidité avec laquelle l'énergie se dissipe diminue constamment 
dans le mouvement lent d'un fluide incompressible, qui se meut sous 
l'action de forces conservatives, et dans lequel les vitesses aux limites 

1 1 3 ) Introduit par J. W. Strutt (lord Bayleigh), Proc. London math. Soc. (1 ) 
4 (1871 /3 ) , p. 3 5 7 ; Papers 1 , Cambridge 1 8 9 9 , p. 1 7 0 . Sur la question de savoir 
si l'énergie dissipée est transformée en chaleur, voir O. Beynolds, Philos. Trans. 
London 1 8 6 A ( 1 8 9 5 ) , p. 1 2 3 / 6 4 . -

1 1 4 ) D. Bobylev, Math. Ann. 6 ( 1 8 7 3 ) , p. 7 2 / 8 4 ; A. B. Forsyth, Messenger 
math. (2) 9 ( 1 8 7 9 / 8 0 ) , p. 1 3 4 / 9 . 

1 1 5 ) Voir IV 16 , 21c. 
1 1 6 ) H. von Helmholtz, Verh. des naturhist.-mediz. Vereins Heidelberg (1) 5 

( 1 8 6 9 / 7 0 ) , p. 1/7 [ 1 8 6 8 ] ; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1 8 8 2 , p. 2 2 4 . 
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14. Relations avec la théorie moléculaire. 101 

sont données. Le mouvement tend donc Ters un état déterminé per
manent; cet état est stable1 1 7). 

Pour un fluide incompressible enfermé dans un vase fixe fermé 
et soumis à des forces conservatives, un mouvement permanent, lent 
ou non, est impossible 1 1 8). 

14. Belations avec la théorie moléculaire. La théorie qui 
assimile un fluide à un système d'éléments matériels remplissant 
l'espace de manière continue, et agissant les uns sur les autres par 
des pressions convenables à travers les surfaces qui les séparent, paraît 
tout à fait suffisante pour expliquer les phénomènes ordinaires relatifs 
à l'équilibre et au mouvement des fluides. Elle ne s'applique pas au 
contraire à des phénomènes tels que la diffusion ou l'osmose. 

Une théorie complète des mouvements des fluides doit être néces
sairement une théorie moléculaire; les deux notions fondamentales, 
pression et vitesse, exigent alors une définition plus précise. 

Même pour les phénomènes auxquels la théorie ordinaire s'applique 
très bien, on doit nécessairement faire un compromis entre le point 
de vue moléculaire et le point de vue mécanique, surtout s'il s'agit de 
capillarité ou de viscosité. En capillarité, on est conduit au point de 
vue mécanique, dans la théorie de la continuité, par l'hypothèse d'un 
effort superficiel, hypothèse qui résulte de l'expérience; dans la théorie 
de la viscosité, on est amené au même point de vue par l'hypothèse 
que l'énergie est dissipée suivant une loi déterminée. Mais seule la 
théorie moléculaire peut donner une explication relative à l'origine de 
cet effort superficiel, ou à la transformation liée à cette perte d'énergie. 

Des explications de ce genre se trouvent dans le tome V. 

1 1 7 ) D. J. Korteweg, London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 1 6 ( 1 8 8 3 ) , p. 1 1 2 8 ; 

le théorème a été étendu aux systèmes dissipatifs en général par J. W. Strutt 
(lord Sayleigh), London Edinb. Dublin philos, mag. (5 ) 3 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 3 5 4 7 2 ; 

Papers 4 , Cambridge 1 9 0 3 , p. 7 8 / 9 3 . 

1 1 8 ) M. Margules, Sitzgsb. Akad. Wien 8 4 I I ( 1 8 8 1 ) , p. 4 9 1 / 5 1 0 . 
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IV 18. DÉVELOPPEMENTS CONCERNANT 
L'HYDRODYNAMIQUE. 

EXPOSE, D'APRÈS L'ARTICLE ALLEMAND DE A. E. H. LOVE (OXFORD) 

PAR P. APPELL (PARIS), H. BBGHIN (BREST) ET H. VILL AT (MONTPELLIER). 

Mouvement irrotationnel d'un liquide incompressible, 

la. Généralités sur la distribution des vitesses. La variation 
de vitesse due à une pression impulsive p0 est donnée par les équations 

Donc si le liquide part du repos, le mouvement qui se produit ainsi 

est irrotationnel au départ, le potentiel de vitesses étant — ^ . In

versement dans tout mouvement irrotationnel d'un liquide incompres

sible, le potentiel des vitesses à chaque instant peut être représenté 
Vf 

par — ^, p0 étant la pression impulsive susceptible de produire in

stantanément la distribution de vitesses du liquide donné à l'instant 

donné 1). Un mouvement cyclique irrotationnel dans un espace de 

connexion multiple peut être produit par des pressions impulsives 

exercées sur les coupures par lesquelles on rend l'espace simplement 

connexe 2). Si dcor désigne un petit élément de la coupure traversée 

1) A B. Basset, A treatise on hydrodynamics 1, Cambridge 1888, p. 38; 
2, Cambridge 1888; if. iamb,'Hydrodynamics, Cambridge 189ô, p. 13, 50. Le résultat 
avait déjà été donné par J. L. Lagrange, Mécanique analytique (3e éd.) 2, Paris 
1855, p. 250; Œuvres 12, Paris 1889, p. 273. Les équations du mouvement im
pulsif sont les mêmes pour les fluides visqueux que pour les fluides parfaits. 

Sauf avis contraire, les forces extérieures seront supposées conservatives et 
le fluide non visqueux. Si le fluide est compressible, la pression sera supposée 
fonction uniforme de p; s'il est incompressible, il sera supposé homogène. 

2) W. Thomson, On vortex-motion, Trans. R. Soc. Edinb. 25 (1869), p. 217 60 

Q (M — W 0 ) dx ' 

cy ' 

dz ' 

( i ) 9 0 - »o) 

ç (w — w0) 
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par les courbes fermées le long desquelles la circulation est la con
stante cyclique xr, la pression impulsive à appliquer à ce petit élé
ment est 

QXrdar. 

La distribution des vitesses dans un liquide incompressible étant 
solénoïdale3), le potentiel cp est une fonction harmonique dans la 
région occupée par le liquide*). 

Si cette région est simplement connexe, tp est donc complètement 
déterminé à une constante additive près dès qu'on "se donne la com
posante normale de la vitesse le long de la surface limite S et par 
suite dès qu'on se donne le mouvement de cette surface5). L'énergie 
cinétique du liquide est d'après le théorème de Green6) 

où | ^ est la dérivée de 95 prise suivant la normale intérieure à la 

surface S; cette énergie cinétique est plus petite que celle de tout 

autre mouvement du même liquide avec les mêmes composantes nor

males de la vitesse le long de S. Il en résulte que si cette surface 

limite S est mise en mouvement d'une manière quelconque (à con

dition de ne pas altérer le volume intérieur), un état déterminé de 

mouvement irrotationnel sera provoqué dans le liquide6). Si la sur

face S reste en repos, il ne peut se produire aucun mouvement. Si la sur

face S se meut d'un mouvement de translation qui laisse sa forme in

variable, le liquide reste en équilibre relatif. Dans le cas général les 

maximes et minimes de m ont lieu sur la surface S1); il en est de 

même du maxime de la vitesse q8). 

[ 1 8 6 7 ] ; Papers 4 , Cambridge 1 9 1 0 , p. 1 3 6 6 ; H. Latnb, Hydrodynamicsl), p. 3 6 

(chap. 3). 
3 ) IV 16 , 8 et IV 17 , 6. 
4 ) Si le fluide est compressible, la vitesse n'est pas nécessairement solénoï

dale, et <p n'est par suite pas nécessairement harmonique. L'équation différentielle 
vérifiée par 95 a été donnée par P. Moleribroeck, Arcbiv Math. Phys. (2) 9 ( 1 8 9 0 ) , 

p. 1 5 7 / 9 5 . 

5 ) L'intégrale de ces composantes normales de la vitesse le long de la surface 
limite doit naturellement être nulle. Pour la détermination univoque de <p voir 
W. Thomson et P. G. Tait, Treatise on natural philosophy, (l r e éd.) Oxford 1 8 6 7 ; 
( 2 E éd.) l s , Cambridge 1 8 8 3 , p. 3 0 1 ; H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 4 5 . Pour le 
théorème d'existence utilisé dans le texte, cf. H. Poincaré, Théorie du potentiel 
newtonien, Paris 1 8 9 9 , p. 3 2 0 et suiv. Voir H 24 . 

6) W. Thomson, Cambr. Dublin math. J. 4 ( 1 8 4 9 ) , p. 9 0 / 4 ; Papers 1, Cam
bridge 1 8 8 2 , p. 1 0 7 . 

7) Cf. II 24 . 

8) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos, mag. 3 7 ( 1 8 5 0 ) , p. 2 4 1 ; 
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Si la région occupée par le liquide est de connexion multiple, la 

distribution des vitesses est complètement déterminée dès qu'on con

naît les constantes cycliques et la composante normale de la vitesse 

le long de la surface limite S.2) L'énergie cinétique du liquide est 

la première intégrale étant étendue à la surface S, les autres étant 

étendues aux w coupures qui rendent l'espace considéré simplement 

connexe; est la dérivée de <p prise suivant la normale à l'élément 

dcor dans le sens de la pression impulsive p\ qui produirait le 
mouvement. 

Si la région occupée par le liquide s'étend à l'infini, des données 
particulières sont nécessaires à l'infini: si le liquide s'étend à l'infini 
dans toutes les directions, c'est-à-dire si la surface limite S est tout 
entière à distance finie, on fait ordinairement l'une des deux hypo
thèses suivantes: a) la vitesse s'annule à l'infini, c'est-à-dire cp = const. 
pour tous les points infiniment éloignés, b) Les vitesses de tous les 
points infiniment éloignés sont équipollentes, c'est-à-dire par exemple 

ëw , cw ~ cw ~ 
~ = const., ~ - = 0, „ = 0. ex oy ' oz 

Si la composante w de la vitesse est nulle dans tout le liquide 
et si les composantes M ehv sont indépendantes de z, les éléments liquides 
situés dans un plan parallèle au plan des xy y restent constamment, 
et le mouvement est le même dans tous ces plans. On dit que le 
mouvement est à deux dimensions. On peut limiter la région occupée 
par le liquide à deux plans parallèles au plan des xy voisins ou non 
l'un de l'autre. Les mouvements irrotationnels à deux dimensions 
dépendent de potentiels logarithmiques9); ceux à trois dimensions dé
pendent de potentiels newtoniens. 

l b . Sources et doublets. Si le mouvement d'un liquide est 
irrotationnel et entièrement symétrique autour d'un point fixe A, le 
potentiel des vitesses à un instant quelconque est de la forme 

- Mr-1 

(M — const. dans tout le liquide), r désignant la distance du point A 

Beprint of papers on electrostatics and magnetism, (1'" éd.) Londres 1 8 7 2 , p. 5 0 9 ; 
(2« éd.) Londres 1 8 8 4 . Voir aussi G. Kirchhoff, Mechanik, (1"> éd.) Leipzig 1 8 7 6 ; 
( 2 E éd.) Leipzig 1 8 7 7 ; (3" éd.) Leipzig 1 8 8 3 , p. 1 8 6 ; (4° éd.) Leipzig 1 8 9 7 ; H. Lamb, 
Hydrodynamics l), p. 4 2 . 

9 ) La théorie est développée systématiquement entre autres par G. Kirehhoff', 
Mechanik8), ( 3 E éd.) p. 2 7 3 / 8 9 . 
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à un point quelconque (x, y, z) du liquide. Une surface fermée entou
rant A est traversée dans le temps dt par un volume 4xMdt de 
liquide. Le point singulier A est une source positive si 

M>0, 
une source négative si 

M<0-
M est l'intensité de la source. 

JPlus généralement, si le potentiel des vitesses est à un instant 
donné de la forme 

? — r y r " + 9 > f o y , * ) , 

Mlf M2, . . ., Mn étant des constantes positives ou négatives, r l t rs, 
. . ., rn les distances d'un point (x, y} z) variable dans le liquide à n 
points A1} Ai}...,An) <p'(x,y,z) une fonction harmonique uniforme, 
finie et continue dans la région occupée par le liquide, on dit que 
les points singuliers Alf A2, . . ., An sont des sources d'intensités 
Mx, M%, . . ., Mn. Le volume de liquide traversant dans le temps dt 
une surface fermée fixe entourant les sources est 

4x(M1 + Mi+--- + Mn)dt; 

de sorte que si le liquide remplit entièrement l'intérieur d'une surface 
fermée fixe, la somme des intensités des sources est nulle.* 

Deux sources infiniment voisines d'intensités M et — M forment 
un doublet. Le produit 

M' = Mil 

de l'intensité M par la distance h des deux sources est le moment 
du doublet, on le suppose fini. Le potentiel de vitesses dû à ce 
doublet est 

M'r~% cos0, 

où 6 désigne l'angle que fait l'axe du doublet avec la ligne de lon
gueur r qui joint le doublet au point (x, y, z). Dans un mouvement à 
deux dimensions, les potentiels de vitesses pour une source et pour 
un doublet sont respectivement 

Mloger et M'r'1 cos 0. 

L'un des premiers théorèmes démontrés dans la théorie du po
tentiel [cf. LI24] s'interprète de la manière suivante: tout mouvement 
irrotationnel d'un liquide incompressible peut être regardé à chaque 
instant comme provenant de sources et de doublets. Si la région 
occupée par le liquide est simplememt connexe, il suffit de répartir 
des sources sur la surface limite 1 0). Si elle est de connexion multiple, 
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dans G. Green, An essay on the application of mathematical analysis to the theories 
of electricity and magnetism, Nottingham 1 8 2 8 , p. 7 3 / 8 9 ; fac simile réimpr. Paris 
1 9 0 3 ; J. reine angew. Math. 3 9 ( 1 8 5 0 ) , p. 7 3 / 8 9 ; 4 4 ( 1 8 5 2 ) , p. 3 5 6 / 7 4 ; 4 7 ( 1 8 5 4 ) , 

p. 1 6 1 / 2 2 1 ; Papers, publ. par Ν. M. Ferrers, Londres 1 8 7 1 , p. 30 . L'expression des 
composantes de la vitesse d'un fluide au moyen de l'attraction de certaines masses 
fictives réparties sur la surface limite a été utilisée par J. Bousstnesq [Mém. pré
sentés Acad. se. Institut France (2) 2 3 (1877) , p. 1 / 6 6 6 ] ainsi que dans beaucoup 
de ses écrits ultérieurs, pour arriver à une théorie approchée de la vena contracta. 

1 1 ) H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 6 8 . 
1 2 ) G. G.Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , éd. 1 8 4 9 , p. 1 0 5 / 3 7 [ 1 8 4 3 ] ; 

Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 2 8 ] a montré la possibilité d'appliquer la méthode des 
images en Hydrodynamique. W. Thomson [J. math, pures appl. (1) 1 0 ( 1 8 4 5 ) , p. 3 6 4 ; 

Reprint of papers8), (l r e éd.) p. 1 4 4 ] a développé une théorie correspondante pour 
l'électrostatique. „Voir aussi H. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 5 5 ( 1 8 5 8 ) , 

p. 2 5 ; Wiss. Abh. 1 ( 1 8 8 2 ) , p. 1 0 1 ; J. Clerk Maxwell, Proc. R. Soc. London 2 0 

(1871 /2 ) , p. 1 6 0 8 ; A treatise on electricity and magnetism, (1™ éd.) 1, Londres 
1 8 7 3 , p. 1 9 1 2 5 3 ; trad. G. Seligmann-Lui, Traité d'électricité et de magnétisme 1 , 
Paris 1 8 8 5 , p. 2 9 6 372 .* 

il faut en outre répartir des doublets sur les coupures par lesquelles 

on rendrait la région simplement connexe 1 1). 

l e . Images. Etant donné un liquide indéfini, j'imagine qu'on l'ait 

séparé à l'instant t0 en deux portions LlrLs par une surface S0 fermée ou 

s'étendant jusqu'à l'infini. Les éléments liquides qui formaient la surface 

S0 forment à chaque instant t une surface S séparant constamment les 

portions Lx et L2 qui peuvent par suite être considérées comme se 

mouvant indépendamment l'une de l'autre: on pourrait, sans modifier 

le mouvement de Llf remplacer la portion L2 par la surface S réalisée 

matériellement. En particulier la surface 8 peut être fixe. On dit, 

d'après W. Thomson, que le mouvement de L2 est l'image du mouve

ment de Lt par rapport à la surface S. Les singularités du mouve

ment de L3 sont les images des singularités du mouvement de £ x

1 2 ) . 

Je suppose que la surface S soit fixe et qu'il y ait n sources 

Au A2, . .., An dans le liquide L1. Le potentiel de vitesses dans 

L± est 
M, M, Ms M. . N 

<P - - ~ - : ~ ~R + 9 0 , y,'), 
' l

 rî Ts 'n 

<P étant une fonction harmonique finie et uniforme dans toute l'éten

due de Lx et provenant par suite de singularités intérieures à L 2 ; il 

faut chercher quelles doivent être ces singularités, images des sources 

At, A2, . . ., An, pour que la composante normale | ^ de la vitesse 

soit nulle tout le long de S. Le potentiel <P' dû à l'image d'une 
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source d'intensité 1 est défini par la condition 

dcp' dr-1 

dv cv 
tout le long de la surface S. 

L'image d'une source dans un plan fixe indéfini est une source 
égale symétrique de la première, comme le serait son image dans un 
miroir. Si le liquide L± est situé entre deux plans fixes parallèles12*) 

x = ± Ti, 

l'image du point (a, b, c) se compose d'une infinité de sources situées 
aux points 

x = ± 2nk + (— l)"a, y = b, s = c. 

L'image d'une source d'intensité M extérieure à une sphère fixe de 

rayon a, à la distance c du centre, se compose d'une source d'inten

sité au point inverse et d'une ligne de sources joignant ce point 

au centre avec l'intensité —— par unité de longueur 1 8); l'image d'un 

doublet de moment M', dont l'axe passe par le centre de la sphère, 
M'a3 

est un doublet de moment — ^ r ' placé au point inverse, avec le même 
axe en sens contraire14). Dans un mouvement à deux dimensions, 
l'image d'une source d'intensité M extérieure à un cercle fixe se com
pose d'une source égale au point inverse15) et d'une source d'intensité 
— M au centre1 6). 

l d . Mouvement à deux dimensions 1 6"). Pour tout mouvement 

à deux dimensions d'un liquide incompressible, il existe à chaque instant 

1 2 A ) tW. M. Kicks, Quart. J. pure appi. math. 1 5 ( 1 8 7 8 ) , p 274 .* 

1 3 ) W.M.Sicks, Philos. Trans. London 171II ( 1 8 8 1 ) , p. 4 5 7 [ 1 8 7 9 ] . Le mouve
ment déterminé par deux sources de signes contraires à l'intérieur d'un secteur 
sphérique entre deux plans diamétraux a été traité par G. C. Calliphronas, Messenger 
math. (2) 1 8 (1888 /9 ) , p. 1 8 5 / 9 1 . 

1 4 ) G. G. Stokes, Report Brit. Assoc. 1 6 , Southampton 1 8 4 6 , éd. Londres 1 8 4 7 ; 
Papers 1 , Cambridge 1 8 8 0 , p. 2 3 0 . „Pour l'image d'un doublet dont l'axe est 
perpendiculaire à la ligne qui le joint au centre de la sphère, voir W. M. Hicks, 
Proc. Cambr. philos. Soc. 3 ( 1876 /80 ) , éd. 1 8 8 0 , p. 2 7 6 / 8 5 . * 

1 5 ) Ce résultat est dû à G. Kirchhoff, Ann. Phys. und Chemie, Zweite 
Folge (3 ) 4 ( 1 8 4 5 ) , p. 4 9 7 / 5 1 4 ; Ges. Abh., Leipzig 1 8 8 2 , p. 1. 

1 6 ) „Pour le mouvement d'un liquide à l'intérieur d'un parallélépipède rec
tangle, voir P. Appetì, Acta math. 8 ( 1 8 8 6 ) , p. 2 6 5 / 9 4 ; J. math, pures appi. (4) 3 

( 1 8 8 7 ) , p. 5 / 5 2 ; M. Lerch, id. (5) 5 ( 1 8 9 9 ) , p. 4 2 7 / 3 3 . Des cas particuliers du 
problème relatif à un prisme rectangle indéfini ont été résolus par / . Boussinesq 
[C. R. Acad. se. Paris 7 0 ( 1 8 7 0 ) , p. 3 3 / 6 , 1 7 7 / 8 1 , 1 2 7 9 8 3 ] , B. de Saint-Venant 
[id. 6 7 ( 1 8 6 8 ) , p. 1 3 1 / 7 , 2 0 3 / 1 1 ; 6 8 ( 1 8 6 9 ) , p. 2 2 1 3 7 , 2 9 0 / 3 0 1 ; 7 0 ( 1 8 7 0 ) , p. 360 /7 ] .* 
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une fonction IJ>1T) telle que 
/-t \ BIP DIP 
V ' CY EX 

tLes courbes IB = const, sont les lignes de courant.* 

La différence 

l'A — *1>B 

mesure le volume de liquide qui traverse dans l'unité de temps une 

courbe arbitraire joignant les points A et B18). S'il y a des sources 

dans le liquide, la fonction ib est multiforme: elle s'accroît de 2 a M, 

lorsque le point (x, y) décrit un contour fermé dans le sens positif 

autour de la source d'intensité M. 

Dans un mouvement irrotationnel, 

w = <JP + iib 
est une fonction de 

e = x + iy;11) 

inversement toute fonction w de s définit une distribution de vitesses 

pour un mouvement irrotationnel à deux dimensions de liquide in

compressible. La relation 

w = m log e s 

correspond à une source d'intensité m au point 

0 = 0; 
la relation 

w = — imar1 log e ^ 

correspond à un tourbillon isolé 1 9) de moment m au point 
z = 0. 

La distribution de vitesses provenant de n sources est donnée par 

r — n 

r = l 

Si 
M l I = I »% I — ·, 

les lignes de courant sont du M I È M E degré 2 0). Soit w la fonction de 

16") Au sujet de mouvement à deux dimensions, irrotationnel ou non, d'un 
fluide compressible ou non, voir IV 1 7 , 8 note 77* . 

1 7 ) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Àcad. Berlin 1 2 ( 1 7 8 1 ) , éd. 1 7 8 3 , p. 1 7 2 ; 

Œuvres 4 , Paris 1 8 6 9 , p. 7 2 0 ; G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 ( 1 8 3 8 / 4 2 ) , 

éd. 1 8 4 2 , p. 4 4 1 / 2 ; Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 3 /4 . Cf. IV 16 , 8. 

18 ) W. J. M. Bankine, Philos. Trans. London 1 5 4 ( 1 8 6 4 ) , p. 3 7 0 [ 1 8 6 3 ] . 

19) Pour la définition du tourbillon isolé voir IV 1 7 , 9. 
2 0 ) W. B. Smith, Proc. R. Soc. Edinb. 7 ( 1 8 6 9 / 7 2 ) , p. 7 9 / 9 9 [ 1 8 7 0 ] . 
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21) E. J. Mouth, Proc. London math. Soc. (1) 12 (1880/1), p. 81 9. 
22) von Helmholtz [Monatsb. Akad. Berlin 1868, p. 215; Wiss. Abh. 1, 

définissant une distribution de vitesses dans un domaine D du plan Z\ 

soit 

une relation établissant une représentation conforme du domaine D 

sur un domaine d du plan e; w est ainsi fonction de e et définit par 
suite un mouvement correspondant au premier dans le domaine d21). 

Les singularités se correspondent dans les deux mouvements: les in
tensités des sources ou tourbillons se conservent dans la transfor
mation 2 1). 

En particulier, si le domaine D du plan Z est le demi-plan 

r > o , 

si le domaine d du plan e est simplement connexe et contient les 
points à l'infini, si Zx désigne le point du plan Z correspondant à 
e infini, si l'on désigne par Z' l'imaginaire conjuguée de Z, le mouve
ment provenant d'une source d'intensité m placée au point 0O est 
déterminé par la fonction 

Le mouvement provenant d'un tourbillon d'intensité m placé au point 

e0 est déterminé par 

m »=-'."'<* (fcf)-
La vitesse avec laquelle ce tourbillon se déplace est 

I-A\ m d -, f -J7- I dz I 1 m d -, f I dz I 1 

(4) ï i W t

l o & \ Y o \ d z \ 0 \ ' -2l,^loMr<>|d;?|o) ' 
Sa trajectoire est déterminée par cela même 2 1). Comme exemple, si, 

la limite est formée de deux droiteB parallèles fixes 
y = 0, V = c, 

on fera la transformation 
cz 

Z = en; 

si elle est formée par les droites 

y — 0, y = x tg - J-, 
on posera 

Z=0»; 
si la limite est un cercle 

x2 + y2 = a2, 
on posera2 2) 

IL = (*' — Z ) 

a — (i + Z)' 
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Si le mouvement dans le plan z a lieu dans le domaine ex

térieur à une seule courbe fermée G, ne se traversant pas, cette courbe 

G étant variable ou non, s'il n'y a pas de singularités dans ce do

maine, on peut regarder le mouvement comme provenant de singu

larités' situées entre G et une position voisine. Soit r la distance 

d'un point quelconque z à un point fixe 0 intérieur à G; il existe 

une fonction X harmonique à l'extérieur de C, prenant sur G la 

valeur constante X 0 et vérifiant en outre la condition 2 8) 

l i m ( X — l o g e * " ) = 0 . 

Cette fonction est déterminée sans ambiguïté par ces conditions, elle 

est indépendante de la position de 0 à l'intérieur de C; elle repré

sente le potentiel dû à la répartition naturelle d'une masse électrique 

— 2 % le long de C. Les courbes 

X = const. 

ne se coupent ni elles-mêmes ni entre elles. La fonction Y conjuguée 

de X est cycliquement harmonique dans le domaine extérieur à G, 

sa constante cyclique est 2sr. Si l'on pose 

Z=X + iY, Z1 = ez, 

la relation qui en résulte entre z et Zt établit une représentation 

conforme du domaine extérieur à C dans le plan z sur le domaine 

extérieur à un cercle dont l'équation est 

\Zt\ — ex°. 

Leipzig 1882, p. 164] traita le problème d'un jet liquide à deux dimensions.* Sa 
méthode a été généralisée et appliquée à un certain nombre de cas par G. Kirch-
hoff, Mechanik8), (3e éd.) p. 280/9, 290/307. „Ces recherches ont été exposées et 
généralisées par G. Sautreaux, Thèse, Paris 1898; J. math, pures appl. (5) 7 (1901), 
p. 125/69. Il y a des réserves à faire sur les résultats exposés. Voir n" l e pour 
les développements ultérieurs pris par cette théorie.* 

A. G. Greerihill [Quart. J. pure appl. math. 16 (1878), p. 10/29] applique la 
méthode des images à de nombreux problèmes relatifs à des droites et des cercles ; 
voir aussi E. Jochmann, Z. Math. Phys. 10 (1865), p. 48/58, 89/109; A. G. Greenhill, 
Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 284/92 ; Proc. London math. Soc. (1) 17 (1885/6), 
p. 376; W. M. Sicks, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 313; T. G. Lewis, 
Messenger math. (2) 9 (1879/80), p. 93/6; A. J. C. Allen, Quart. J. pure appl. math. 
17 (1881), p. 65/86 [1879]; A. E. H. Love, Amer. J. math. 11 (1889), p. 158/71; 
J. Andrade, C. R. Acad. se. Paris 112 (1891), p. 418/21; pour le cas de limites 
elliptiques voir C. V. Coates, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 356/65, et 
W. M. Hicks, id. 17 (1881), p. 327/51. Pour le cas d'ovales de Descartes, voir 
A. G. Greenhill, id. 18 (1882), p. 346/62. 

23) Cf. par ex. A. Earnack, Grundlagen der Théorie des logarithmischen 
Potentials, Leipzig 1887, p. 80. 
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La relation entre z et Z définit une représentation conforme de ce même 
domaine du plan z sur un cylindre de révolution de rayon 1 limité 
à une section droite; 

X - X 0 

est la distance d'un point du cylindre au plan de cette section, Y la 
distance de ce point à une génératrice fixe, cette distance étant 
comptée le long de la section droite. 

Si le mouvement a lieu dans le domaine du plan Z extérieur à la 
courbe C, on peut poser 

w = (2x)~l(m — ix) z + w, 

w étant uniforme dans ce domaine; m est le flux à travers cette 
courbe C et x la circulation le long d'un contour entourant CL Le 
mouvement représenté par w' provient du mouvement de la courbe C 
dans la direction de ses normales. L'aire de C reste inaltérée. Posons 

w' = <p' -\- ii>', 

et représentons par ds l'élément d'arc de CL La composante normale 

de la vitesse du liquide en un point de G est une fonction donnée 

d'T" qui a la période 2 « ; comme elle est égale à ~^j-> i>' est détermi

née le long de C à une constante additive près. On peut la regarder 

comme une fonction périodique de Y avec la période 2 st. Si on la 

suppose développée en série de Fonrier 
n = +oo 

(5) ^ ( a „ cos w r + bn sin n Y), 

on a alors2*) 

(6) w' = ^ e - * ( * - * o ) (an cos n Y + bn sin M Y). 

Si en particulier la valeur de ij)' sur C est 

uy — vx, 

le mouvement provient d'une translation de C avec la vitesse (M, V) 
Soit w1 la valeur correspondante de w. L'équation 

w = (u — iv) z — wl 

représente le mouvement du liquide le long de la courbe C maintenue 
fixe. A une grande distance de C, la vitesse tend vers la limite (M, V). 

2 4 ) Cette théorie est une généralisation de celle de G. G. Stokes [Trans. 
Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , p. 1 0 5 [ 1 8 4 3 ] ; Papers 1 , Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 7 ] 

relative à des limites circulaires concentriques. Pour les domaines limités à des 
cercles non concentriques, voir les notes 8 0 et 9 0 . 
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112 A.E H.Love. IV18. Développements d'hydrodynamique. P.AppeUetH.Beghin. 

Si la valeur de ip' sur G est 

le mouvement résulte d'une rotation de la courbe C avec la vitesse 

angulaire r. 

Pour un cercle de rayon a ayant pour centre l'origine, se dé

plaçant avec la vitesse m parallèlement à l'axe des x, on a 2 5) 

w = — m o V . 

Pour une ellipse 

j . ^ — 1 
a s -r ft! — ^ 

dont le centre se déplace avec la vitesse (u, v) et qui tourne avec la 

vitesse angulaire r, on pose 

e—(fl* — Vf coshZ, 

et l'on a alors 2 6) 

(7) «· - - (ub + iva) (~IY e~z - ~ir(a + bfe~*z. 

Une méthode analogue s'applique au mouvement à l'intérieur d'une 

courbe fermée, provoqué par le mouvement de cette courbe 2 7). Si la 

limite tourne avec la vitesse angulaire r autour de l'origine, la fonction 

de courant doit satisfaire à la limite à la condition2 8) 
(8) 1> --%r (x* + y2) + const. 

2 5 ) G. G. Stokes24). Pour les trajectoires des éléments fluides, voir J. Clerk 
Maxwell, Proc. London math. Soc. (1) 3 ( 1 8 6 9 / 7 1 ) , p. 8 2 ; Papers 2 , Cambridge 
1 8 9 0 , p. 2 0 8 . 

2 6 ) Les résultats relatifs à l'ellipse ont été déduits par E. Beltrami [Me-
morie Ist. Bologna (3 ) 3 ( 1 8 7 2 / 3 ) , p. 3 9 4 / 4 0 1 ] de ceux relatifs à l'ellipsoïde. La 
fonction de courant dans le cas de la rotation a été donnée par JV. M. Ferrers, 
Quart. J. pure appl. math. 1 3 ( 1 8 7 5 ) , p. 1 2 1 [ 1 8 7 4 ] ; la solution complète par 
H. Lamb, id. 1 4 ( 1 8 7 7 ) , p. 4 0 / 3 [ 1 8 7 5 ] . Des mouvements de fluides dans un do
maine limité par des ellipses homofocales et divers problèmes relatifs au mouve
ment d'un cylindre elliptique dans un fluide incompressible ont été discutés par 
A. G. Greenhill, Quart. J. pure appl. math. 1 6 ( 1 8 7 9 ) , p. 2 2 7 / 3 4 . Des solutions 
relatives à des courbes inverses de coniques ont été données par A. B. Basset, 
id. 1 9 ( 1 8 8 3 ) , p. 1 9 0 / 2 1 2 ; 2 0 ( 1 8 8 5 ) , p. 2 3 4 / 5 0 [ 1 8 8 3 ] ; 2 1 ( 1 8 8 6 ) , p. 3 3 6 / 9 ; les 

conditions qui déterminent la fonction Z ne sont d'ailleurs pas toutes observées 
dans ces travaux; +A. B. Basset [Quart. J. pure appl. math. 3 6 ( 1 9 0 5 ) , p. 2 6 7 / 7 9 ] 

est revenu ensuite sur ces problèmes.* 
2 7 ) La détermination de la fonction harmonique appropriée peut présenter 

des difficultés: Ainsi dans le cas des coordonnées elliptiques introduites plus haut, 
ehnX-cknT et shnX- ahnY 

sont harmoniques en tout point intérieur à l'ellipse X= const., mais ce n'est 
pas le cas pour « i" I cos i»r . 

2 8 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , p. 4 0 9 [ 1 8 4 6 ] ; Papers 1 , 

Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 8 8 et aussi p. 7 en note. Le problème est mathématiquement 
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Pour une ellipse contenant un liquide incompressible, on a 

/n\ 1 · a* —6* « 
(9) " - - T ^ ï ï + F * -

Une méthode expérimentale pour rendre visibles les lignes de 

courant dans un mouvement à deux dimensions le long d'une limite 

donnée a été imaginée par H. S. Hele-Shaw*9). On fait couler des 

courants de liquide coloré et de liquide non coloré le long d'un obs

tacle dans l'espace compris entre deux verres parallèles. Si la vitesse 

du liquide n'est pas trop grande, les lignes de courant sont perma

nentes et peuvent être photographiées. G. G. StoJces30) a montré que la 

vitesse moyenne d'un liquide visqueux, dans ces conditions, suit très 

approximativement la même loi que la vitesse d'un liquide parfait. 

La théorie des mouvements à deux dimensions peut être déve

loppée pour d'autres surfaces que des plans au moyen de la repré

sentation conforme 3 1). 

l e . Mouvements discontinus à deux dimensions (Mouvements 

glissants). Le potentiel de vitesses étant connu, la pression est donnée 

par l'équation (8) [IV 17, 7]. Or il peut arriver que les solutions 

trouvées par les méthodes précédentes ne remplissent pas la condition 

physique pour la pression d'être positive dans toute l'étendue du liquide. 

identique à celui de la torsion d'un prisme élastique dont la section a le même 
contour que la région occupée par le fluide ; voir W. Thomson et P. G- Tait, Natural 
philos.*), ( 2 e éd.) I 2 , p. 242 . Le résultat (9) paraît avoir été donné pour la première 
fois par B. de Saint-Venant, C. K. Acad. se. Paris 24 (1847), p. 847. Des solutions 
relatives à différents genres de limites se trouvent dans W. Thomson et P. G. Tait, 
Natural philos.6), ( 2 e éd.) I s , p. 244 et suiv.; voir aussi A. B. Basset [Hydrodyna
mics1) 1, p. 96/119] et H. Lamb [Hydrodynamics1), p. 96 119] . Pour un rectangle 
la vitesse a été exprimée en fonctions elliptiques par A. G. Greenhill, Quart. J. 
pure appl. math. 15 (1878), p. 144. Pour un secteur circulaire voir A. G. Greenhillr 

Messenger math. (2) 8 (1878/9), p. 89 ; (2) 10 (1880/1), p. 83 . Pour des ellipses et 
hyperboles homofocales, pour des paraboles de même foyer, voir JV. M. Ferrers 
[Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 227 /44] et L. N. G. Filon [Philos. Trans. 
London 193 A (1900), p. 309 /52] . 

29) Proc. Inst. Naval Architects London 1898, p. 4 0 ; C.R.Acad, se. Paris 132 
(1901), p. 1306 ; Report Brit. Assoc. 6 8 , Bristol 1898, éd. Londres 1899 , p. 136 /42 . 

30) Report Brit. Assoc. 68, Bristol 1898, éd. Londres 1899, p. 143 . 
31) H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 114. E. Beltrami [Reale 1st. Lombardo 

Rendic. (2) 11 (1878), p. 6 6 8 ] a traité le cas de courants sur une sphère provoqués 
par le mouvement d'une calotte sphérique. W. Bwrnside [Messenger math. (2) 20 
(1890/1) , p. 1 4 4 ; Proc. London math. Soc. (1) 22 (1890/1) , p. 3 4 6 ; (1) 23 (1891/2), 

p. 8 7 ] ; et aussi H. E. Baker [Proc. Cambr. philos. Soc. 9 (1895/8) , p. 381] ont 
traité le cas de mouvements sur des surfaces de Riemann et dans des domaines 
plans de connexion multiple. Pour de plus amples renseignements bibliographiques 
voir l'article H 24. 

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 8 
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Ainsi dans le cas d'un cercle animé d'un mouvement uniforme défini 
par la relation 

dans un liquide qui n'est soumis à aucune force donnée, la pression 
à l'infini doit être supérieure à -§ ou2. S'il en est autrement, la pression 
devient négative dans le voisinage des points les plus éloignés du 
plan y = 0. Dans le cas du mouvement uniforme d'une ellipse, la 
vitesse à l'extrémité du grand axe peut dépasser toute valeur donnée 
si l'excentricité est suffisamment petite; et par suite aucune pression 
à l'infini ne peut empêcher la pression de devenir négative dans le 
voisinage de ces extrémités. Dans le cas d'une limite ayant la forme 
d'un angle aigu, cette particularité se produit toujours3 2). L'observation 
montre que toutes les fois qu'on produit un mouvement de liquide 
près d'un obstacle, une plage de fluide mort tend à se produire derrière 
l'obstacle3 3). Le point essentiel est qu'il se produit une surface de dis 
continuité parfaitement nette qui sépare un courant de vitesse finie 
d'une masse liquide en repos. Une surface de séparation de ce genre 
se forme en particulier dans les jets fluides34). S.Blasius^*) a donné, 
d'autre part, de la naissance de telles surfaces en présence d'obstacles 
solides, une description très satisfaisante. 

,11 est essentiel de rappeler que l'existence de ces surfaces de 
discontinuité a été discutée par W. Thomson35) avec des arguments 
qui sont loin d'être décisifs et dont le principal a été réfuté par 
M. Brillouin36). J. Hadamard*"1) a également fait voir que si rien 
ne s'oppose à la présence de telles surfaces de discontinuité, ces sur
faces ne sauraient naître dans un fluide parfait; M. Brillouinzs) a montré 
que la difficulté n'est qu'apparente. Elle se présente d'ailleurs sur
tout si l'on suppose non seulement la continuité de la pression à 
travers la surface en question, mais aussi celle de la densité. Or cette 

3 2 ) H. Lamb, Hydrodynamics '), p. 1 0 0 ; M. Brillouin, Ann. Fac. se. Toulouse 
(1 ) 1 ( 1 8 8 7 ) , mém. n° 5 , p. 4 1 et suiv. 

3 3 ) Remarqué par G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1842 /9 ) , p. 5 3 3 

[ 1 8 4 7 ] ; Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 3 1 0 . 

34) H. von Helmholtz, Monatsb. Akad. Berlin 1 8 6 8 , p. 2 1 5 / 2 8 ; Wiss. Abh. 1 , 

Leipzig 1 8 8 2 , p. 1 4 6 . 
3 4 » ) t Z . Math. Phya. 6 6 ( 1 9 0 8 ) , p. 1/36.* 

35 ) ^Nature (Londres) 5 0 ( 1 8 9 4 ) , p. 5 2 4 , 5 4 9 , 5 7 3 , 5 9 7 ; Papers 4 , Cambridge 
(Londres) 1 9 1 0 , p. 2 1 5 / 3 9 . * 

3 6 ) tC. R. Acad. se. Paris 1 5 1 ( 1 9 1 0 ) , p. 9 3 1 / 3 ; Ann. chimie et phys. (8) 2 2 

( 1 9 1 1 ) , p. 4 3 3 / 4 0 . * 

3 7 ) »C. R. Acad. se. Paris 1 3 6 (1903) , p. 2 9 9 / 3 0 1 , 5 4 5 ; Leçons sur la propa
gation des ondes, Paris 1 9 0 3 , p. 3 5 5 / 6 1 . * 

38 ) tAnn. chimie et phys. (8) 2 3 ( 1 9 1 1 ) , p. 1 4 6 et suiv.* 
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dernière hypothèse peut bien ne pas être réalisée, notamment si la 
surface est une surface de discontinuité pour les températures, ce qui 
est le cas pour les mouvements atmosphériques que H. von Hélmholtz 
avait en vue d'étudier. Il faut noter en outre que les solutions 
trouvées par les méthodes indiquées plus haut peuvent donner naissance 
à d'autres difficultés et faire naître notamment certains paradoxes 
tels que le paradoxe de d'Alembert38*) conduisant à cette conclusion 
inadmissible qu'un solide mobile dans un courant liquide d'un mouve
ment de translation uniforme, n'éprouve de la part du liquide aucune 
résistance dans le sens de cette translation. A ces considérations se 
rattachent de très importantes recherches récentes de E. Almansi38*).* 

H. von Hélmholtz34') reconnut que les problèmes dont la solution 
obtenue par la méthode habituelle ne remplit pas la condition physique 
de pression, doivent admettre des solutions dans lesquelles la vitesse 
est discontinue sur des surfaces] déterminées, et trouva la solution 
exacte d'un premier problème de ce genre. G. Kirchhoffss) déve
loppa une méthode générale pour les problèmes à deux dimensions 
où les limites sont composées de lignes droites. Une modification de 
cette méthode 4 0) ramène les problèmes de l'espèce considérée par 
G. Kirchhoff à des intégrales de fonctions algébriques. 

Soit un liquide coulant dans un domaine à deux dimensions li
mité en partie par des droites fixes données, en partie par des lignes 
de courant libres inconnues. La pression étant la même tout le 
long de ces lignes de courant, la vitesse y est partout la même. 

Posons 

* dw q ' 

q désignant la valeur de la vitesse, u son angle avec l'axe des x. La 
relation entre Z et w qui donne la solution du problème peut être 
considérée comme une relation entre £ et w. Cette relation établit 

3 8 a ) „Voir surtout à ce sujet U. Cisotti, Atti Ist. Veneto (8) 6 ( 1 9 0 3 4 ) , 
p. 423/6; (8) 8 (1905 /6 ) , p. 1 2 9 1 / 5 ; (8) 1 2 (1909 /10 ) , p. 4 2 7 / 4 5 ; (8) 1 4 ( 1 9 1 1 / 2 ) ; 

p, 1 6 7 / 7 4 ; Ann. mat. pura appl. (3) 1 9 ( 1 9 1 2 ) , p. 8 3 / 1 0 7 . * 

3 8 » ) „Atti R . Accad. Lincei, Sendic. (5) 1 8 II ( 1 9 0 9 ) , p. 5 8 7 / 9 4 ; (5) 1 9 I 
(1910) , p. 5 6 / 6 3 , 1 1 6 / 8 , 2 4 4 / 5 0 , 4 3 7 / 4 3 . * 

3 9 ) J. reine angew. Math. 7 0 ( 1 8 6 9 ) , p. 2 8 9 / 9 8 ; Ges. Abh., Leipzig 1 8 8 2 , 

p. 4 1 6 / 2 7 ; Mechanik8), ( 3 E éd.) p. 2 9 0 / 3 0 7 . 

4 0 ) M. Planck, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Polge 2 1 ( 1 8 8 4 ) , p. 4 9 9 / 5 0 9 ; 

N. E. Èukovskij (Joukowsky), Mat. Sbornik (recueil Soc. math. Moscou) 1 5 ( 1 8 9 0 / 1 ) , 

p. 1 2 1 / 2 7 6 ; J. H. Michell, Philos. Trans. London 1 8 1 A ( 1 8 9 0 ) , p. 3 9 0 ; A.E.H. Love, 
Proc. Cambr. philos. Soc. 7 ( 1 8 8 9 / 9 2 ) , p. 1 7 5 . Les trois derniers auteurs donnent 
-deB solutions de nombreux exemples. P. Moleribroeck1) a traité quelques cas de 
formation de jets dans un fluide compressible. 
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Le domaine du plan il est limité à des droites a = const., A = const., 
de sorte que les limites dans les plans SI et w sont rectilignes. On 
peut faire une représentation conforme de ces domaines sur le demi-
plan d'une variable auxiliaire tiv); ainsi se trouve établie la relation 
entre SI et w, c'est-à-dire l'équation différentielle entre z et w. 

Si un jet liquide sort d'un vase profond rectangulaire à parois 
verticales par une ouverture pratiquée dans le fond, les dimensions Je 

de l'ouverture, d du vase et c du jet sont liées par 4 2) 

Dans le cas où les parois verticales peuvent être considérées comme 

infiniment éloignées de l'ouverture43), le coefficient de contraction est 

les parois peuvent être considérés comme infiniment éloignés de l'ou

verture, le coefficient de contraction est \ . C'est le problème résolu 

par H. von Helmholtz341). La forme des lignes de courant libres est 

déterminée par l'équation 
dz _ 1 — t ] / * 2 — 1 

di — t* (t + 1) ' 

t étant réel et 1 > t~1 > — 1. 

41) E. B. Christoffel, Ann. mat. pura appl. (2) 1 (1867/8) , p. 89 /103; H. A. 
Schwarz, J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 1 0 5 ; Math. Abh. 2 , Berlin 1890 , p. 63 . 

42) / . S. Michéll, Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 405 . 

43) Cr. Kirchhoff3*). Le résultat est encore exact, lorsqu'on ne néglige pas 
la pesanteur, voir F. Kötter, Archiv Math. Phys. (2) 5 (1887) , p. 392 /417; Verh. 
Phys. Ges. Berlin 6 (1887) , p. 40/3. Le même auteur a montré comment on obtient 
des limites inférieure et supérieure des coefficients de contraction dans le cas 
d'une ouverture circulaire. D'autres exemples de lignes de courant libres (les 
fluides étant soumis non seulement à la pesanteur mais aux forces capillaires) se 
trouvent dans JV". E. Zukovshij (JouJcowsky), Zurnal russkago fiziko-chimiceskago 
obscestva (S1 Pétersbourg) 23 (1891), p. 89/100. 

Posons 
SI = log„ % = log, g - 1 + iu = 1 + i p. 

2 + « 
• Si l'ouverture est munie d'un ajutage rentrant, et si le fond et 

une représentation conforme d'un certain domaine du plan g sur un 

domaine du plan w. Le domaine du plan w est limité à des seg

ments rectilignes ib = const.5 le domaine du plan £ est limité à des 

arcs de cercle ayant l'origine pour centre (correspondant aux lignes 

de courant libres) reliés par des portions de droites issues de l'origine 

(correspondant aux limites rectilignes fixes). La méthode de G. Kirch-

hoff permet d'obtenir la relation entre % et w, c'est-à-dire une équation 

différentielle entre z et w, en cherchant les représentations conformes 

des domaines des plans £ et w l'un sur l'autre. La modification 

signalée plus haut 4 0) consiste dans l'introduction de log e £ au lieu de £. 
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Si un courant de largeur infinie est arrêté par une lame rec
tangulaire de longueur finie placée normalement au plan du mouve
ment, la solution relative à un angle d'incidence « est donnée par 
les équations44) 

i « _ 1 , . dSi * 8 i n » _ 

dt~'2^ C08a)> d t ( t _ c o s « ) y { s — i 

Les unités sont choisies de telle façon que la longueur de la lame soit 

1 + ~ sin a et que la vitesse à l'infini soit 1. La ligne de courant 

libre est donnée par l'équation 

de 1 

T t = T {1 - * cos« - iyp _ 1 sin « } , 

où t est un nombre réel > 1. 

La résistance éprouvée par la lame, résistance due à la différence 

des pressions sur ses deux faces est , L L _ ? ? f l n o :

 a v e c Q e s unités auel-
4 -f- 7C sin a ^ 

conques, V étant la vitesse à l'infini, S la surface de la lame. Le 

point d'application de cette résistance est à la distance 3 z c o s a — 
r r 4 (4 - j - n sin a) 
du centre de la lame vers le côté d'où vient le courant, l désignant 
la longueur de la lame. 

M. BetJiya') et D. Bdbylew*6) appliquèrent cette méthode sous sa 
forme primitive à différentes questions. J. W. StruttiT) et W. Voigt48) 
l'appliquèrent à des jets qui se rencontrent; tB. A. Harris4,9), à un jet 
issu d'un tuyau à bords rectilignes.* J~. H. Michell50) et H.C.Bockling-
tonbl) déterminèrent des formes de tubes tourbillons52) au moyen de 
la méthode de Helmholtz-Kirchhoff modifiée. B. HopMnson6*) l'étendit 
à des cas où des sources positives ou négatives existent dans le fluide. 

^Jusqu'en 1907 les exemples de mouvements glissants traités par 

44) J.W.Strutt (lord Mayleigh), London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 2 
(1876), p. 4 3 0 ; Papers 1, Cambridge 1899, p. 267 . La solution a été obtenue pour 
la première fois par G. Kirchhoffso). 

45) Math. Ann. 46 (1896), p. 249/72 [1893] . 

46) Zumal russkago fiziko-chimièeskago obscestva (S* Pétersbourg) 13 (1881) , 

p. 6 3 / 7 0 ; Beiblätter zu den Ann. Phys. und Chemie 6 (1882), p. 163 5 ; H. Lamb, 
Hydrodynamics1), p. 112. 

47) London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 1 (1876), p. 441 ; Papers 1, Cam
bridge 1899, p. 297 . 

48) Nachr. Ges. Gött. 1885 , p. 285 /305; Math. Ann. 28 (1887), p. 14,33 [ 1 8 8 5 ] . 

49) »Annais of math. (2) 2 (1900/1), p. 73/6.* 

50) Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 390 et suiv. 
51) Proc. Cambr. philos. Soc. 8 (1892/5), p. 178/87 [1894] . 

62) Voir n° 3 c. 
53) Proc. London math. Soc. (1) 29 (1897,8), p. 142/64. 
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la méthode de H. von Helmholtz et G. Kirchhoff sont peu nombreux 
et laissent en suspens bien des difficultés54).* 

%En 1907 T. Levi-Civitabi) réussit d'une façon très élégante à 
limiter le champ des formes analytiques pouvant correspondre au 
mouvement permanent d'un fluide indéfini autour d'un obstacle courbe; 
il suppose les parois de l'obstacle continues à l'exception d'un point 
anguleux; c'est en ce point (hypothèse qui semblait naturelle) qu'il 
place le point mort, où le courant se divise pour entourer l'obstacle. 
Sous une forme très simple, T. Levi-Civita calcule la résistance éprouvée 
par l'obstacle. Mais aucun exemple n'est traité explicitement, et il 
n'existe encore aucun moyen de rattacher la fonction arbitraire dont 
dépend le problème à la forme de la paroi de l'obstacle supposée connue. 

^M. Brillouin56) montra que la solution de T. Levi-Civita était 
encore beaucoup trop générale, de nombreuses difficultés, qu'il mit 
en évidence, pouvant se présenter lorsqu'il s'agit de rendre la solution 
valable et le mouvement physiquement acceptable. Il introduisit en 
outre une distinction importante entre les socs (obstacles à bords arrière 
tranchants) et les proues, d'où les lignes de glissement (bords du sillage) 
se détachent à l'arrière avec un rayon de courbure non nul. Enfin 
il traita numériquement un exemple de parois courbes symétriques 
dépendant d'une constante arbitraire, limitant sur cet exemple les 
formes réellement acceptables, et calculant a posteriori les obstacles 
correspondants.* 

tH. Vïïlat61) apporta un perfectionnement important consistant à 
transformer la méthode de T. Levi-Civita de telle sorte que la fonction 
arbitraire dont dépend le problème fût remplacée par une autre ayant 
avec la forme de l'obstacle un lien étroit et évident. Il devint alors 
possible d'obtenir, sans tâtonnements dans les calculs, la solution du 
problème posé, pour un obstacle dont l'allure est donnée à l'avance.* 

,Une anomalie subsistait dans les résultats; il se trouve que la 
forme de la paroi est assujettie à une condition qui en restreint la 
forme; c'est ainsi qu'un obstacle formé de deux lames rectilignes de 

54) tLes exemples connus à cette époque sont réunis dans A. G. Greenhill, 
Report on the theory of a stream line past a plane barrier, and of the dis-
continuity ar ÏBÏng at the edge, with an application of the theory to an aéroplane, 
Londres 1910.* 

55) »Rend. Cire. mat. Palermo 23 I (1907), p. 1/37; Atti R. Ist. Veneto (8) 7 
(1904/5), p. 1471.* 

56) ^Leçons professées au Collège de France, Paris 1909; Ann. chimie et phys. 
(8) 23 (1911), p. 145/230; C. R. Acad. se. Paris 151 (1910), p. 931/3; 153 (1911), p. 43/5.* 

57) t C. R. Acad. se. Paris 151 (1910), p. 1034/7; Sur la résistance des fluides, 
Thèse, Paris 1911; Ann. Éc. Norm. (3) 28 (1911), p. 203/311.* 
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58) ,C. R. Acad. se. Paris 154 (1912), p. 1693/5.* 

59) „Rend. Cire. mat. Palermo 25 (1908) , p. 145 /79; 26 (1908) , p. 378 8 2 ; 

C. R. Acad. se. Paris 152 (1911), p. 180 /3 ; Atti 1st. Veneto (8) 10 (1907/8), p. 293/321.* 

60) »Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5) 20 1 (1911), p. 314/22, 494,502.* 

61) ,Z. Math. Phys. 59 (1911) , p. 137/51. La solution correspondante laisse 
subsister une difficulté, la pression obtenue devenant infiniment grande négative 
et restant négative dans ime région étendue.* 

62) „Rend. Cire. mat. Palermo 28 (1909) , p. 307/52.* 

63) „Bull. Soc. math. France 40 (1912), p. 266/304.* 

longueur donnée, formant un angle donné, placé dans un courant, 
échappe à la méthode générale usitée jusqu'ici, sauf pour une valeur 
particulière de l'incidence. H. Tïttatis) montre qu'on peut faire dis
paraître cette anomalie par une interprétation un peu plus large des 
principes de H. von Hélmholtz. La difficulté (analogue pour tous les 
obstacles dont la paroi présente un angle vif) se résout en supposant 
que le point mort se déplace sur l'un des bords de la paroi, tandis 
qu'une plage de fluide mort se forme le long de l'obstacle, au voisinage 
du point anguleux, dans des conditions d'ailleurs très différentes sui
vant que l'angle se présente au courant pointe en avant ou pointe 
en arrière. Cette plage de fluide mort est séparée du fluide en mouve
ment par une ligne de glissement où la vitesse (inférieure à la vitesse 
à l'infini et le long des lignes de glissement du sillage habituel à 
l'arrière) est déterminée d'une façon nécessaire. Le problème se traite 
jusqu'au bout avec le secours des fonctions elliptiques. C'est là le 
premier exemple de résolution du problème de la résistance éprouvée 
par un obstacle donné d'incidence variable sur le courant.* 

„La méthode initiale de T. Levi-Civita et ses divers perfectionne
ments ont permis d'élucider une foule de questions, et ont été la 
source de nombreux travaux. 

U. Cisotti59) étudie l'écoulement des jets issus de l'orifice de parois 
solides, et calcule la réaction du jet sur les parois; il étudie6 0) la bi
furcation d'une veine liquide qui se brise sur un obstacle, et calcule 
la réaction sur cet obstacle; il aborde 6 1) la dérivation d'un canal recti-
ligne par un canal latéral. U. Cisottif2) aborde aussi le mouvement d'un 
fluide dans un canal rectiligne contenant un obstacle symétrique par 
rapport à l'axe du canal; il indique le degré de généralité du problème, 
et traite l'exemple d'un obstacle formé de deux segments rectilignes 
symétriques ayant une extrémité commune. H. ViUat*s) détermine la 
solution convenant à un obstacle de forme quelconque donnée, et traite 
complètement le cas de certaines courbes, notamment en forme de 
proues. Le mouvement d'un fluide dans un canal de forme quelconque, 
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avec un obstacle donné, est également étudié par le même auteur64) 
qui en donne la solution générale avec le secours des fonctions ellip
tiques. G. Colonnetti*6) considère un filet liquide coulant le long 
d'une paroi, indique le degré de généralité de la question, et traite 
le cas où la paroi est polygonale. Il étend 6 6) la solution au cas d'un 
filet liquide coulant entre deux parois dont l'une présente une inter
ruption. Le problème du mouvement d'un filet dévié par une portion 
de paroi rigide, est étudié par T. J3oggioel) qui a également68) in
diqué le calcul de l'action exercée par un courant sur une paroi solide, 
à l'aide d'un procédé applicable au cas de trois dimensions* 

tH.Villatm) résout le problème de l'écoulement d'un fluide limité 
d'un côté par une paroi fixe indéfinie et renfermant un obstacle 
donné, problème auquel se rattacbe en première approximation le 
mouvement d'un aéroplane dans un courant régulier. H. Villat in
dique 7 0) la solution de divers problèmes relatifs notamment à des 
mouvements de fluides en présence de plusieurs obstacles donnés, ou 
en présence d'obstacles à contour accidenté, dont le fluide en mouve
ment ne baignerait pas en totalité la partie antérieure, des plages de 
fluide mort pouvant se produire dans les creux du contour.* 

tCe qui précède fournit des exemples de cas où l'on a pu trouver 
des solutions des équations de l'hydrodynamique évitant le grave in
convénient dû à la présence de pressions négatives. Il semblait légi
time de croire qu'une solution donnant lieu à des pressions partout 
positives, pour le mouvement d'un courant fluide (de vitesse connue 
à l'infini) en présence d'un obstacle donné était unique. H. Villatn) 
a montré qu'il pouvait, dans une infinité de cas, exister au moins 
deux solutions distinctes de cette nature.* 

Des mouvements glissants à trois dimensions n'ont été obtenus 
que dans un petit nombre de cas 7 2). tT. Levi-Civita72*), posant les 

64) »C. R. Acad. se. Paris 152 (1911), p. 303 /6; Ann. Éc. Norm. (3) 29 (1912) , 

p. 127/97.* 

65) .Rend. Cire. mat. Palermo 32 (1911), p. 51/87.* 

66) „Atti R. Acead. Lincei, Bendie. (5) 20 I (1911), p. 649/55, 789/97.* 

67) tAtti Accad. Torino 46 (1910/1), p. 736/59.* 

68) „Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5) 20 I (1911), p. 634/41 , 901/8.* 

69) »C. R. Acad. se. Paris 151 (1910), p. 9 3 3 / 5 ; Ann. Éc. Norm. (3) 28 (1911) , 

p. 2 0 8 / 3 1 1 ; J. math, pures appi. (6) 7 (1911), p. 853/408.* 

70) „ 0 . R. Acad. se. Paris 152 (1911) , p. 1081/4.* 

71) „Id. 156 (1913), p. 442/5 .* 

72) P. Molenbroek, „Verh. Ges. deutsch. Naturf. Ârzte 65 , Nuremberg 1893 , 
p. 9/12 ;* J. Weingarten a donné [Nachr. Ges. Gott. 1890, p. 326/35] un exemple 
dans lequel la surface libre a la forme d'un hyperboloïde à une nappe. S. J. 
Sharpe [Proc. R. Soc. Edinb. 14 (1886/7), p. 3 3 / 5 ; Quart. J. pure appi. math. 22 
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équations du problème, montre que les solutions correspondantes four
niront pour la résistance éprouvée par un solide, à une translation 
uniforme, une valeur proportionelle au carré de la vitesse, propriété 
du reste valable dans le cas de deux dimensions.* 

tM. BriUouin™) établit une propriété de minimum très intéressante 
relativement à l'énergie cinétique dans les mouvements glissants des 
liquides et réfute une objection émise par W. Thomson'14') au sujet de 
ces mouvements glissants* 

t La théorie de l'écoulement des fluides pesants, toujours supposés 
irrotationnels, donne naissance à d'intéressants développements. J. Wein-
garten'15) détermine le cas particulier d'un fluide pesant soumis à la 
pesanteur parallèlement à l'axe Ox et délimité: 

1°) par la courbe d'équation (en coordonnées polaires r, 8) 4 . 3(6+«) 
r* sm 2 '

 1 = c0, 

où et, et c 0 sont des constantes; 
2°) par la demi-droite 

0 = — «- ( - fjr. 

Dans ces conditions, la demi-droite 6 = — a joue le rôle de surface libre. 
H. Elasius™) indique certaines considérations tirées de la théorie 

des fonctions, et qu'il applique à un exemple d'écoulement de l'eau 
sur une paroi indéfinie dans les deux sens, et dont une portion (en 
amont) est rectiligne. La très grosse difficulté, introduite par l'hypo
thèse que le fluide est pesant, provient de ce que la condition ou les 
conditions relatives à la constance de la pression le long de la sur
face libre ou des surfaces libres s'expriment par des relations très 
compliquées entre les dérivées du potentiel des vitesses, contrairement 
au cas des fluides parfaits sans pesanteur.* 

„D'intéressants développements sur une théorie approchée du ré
gime permanent dans un canal à cours rapide, et de l'écoulement des 
cascades, ont été donnés par U. Cisotti™*).* 

( 1 8 8 7 ) , p. 2 6 6 / 8 ; Proc. Cambr. philos. Soc. 7 ( 1 8 8 9 / 9 2 ) , p. 2 6 4 ' 9 ] donne quelques 
solutions approche'es. 

7 2 » ) „Atti R . Acad. Lincei, Bendic. (5 ) 1 0 I ( 1 9 0 1 ) , p. 3 /9 .* 

7 3 ) ,Ann. chimie et phys. (8 ) 2 2 ( 1 9 1 1 ) , p. 4 3 3 / 4 0 . * 

7 4 ) Nature (Londres) 5 0 ( 1 8 9 4 ) , p. 6 2 4 , 5 4 9 , 5 7 3 , 5 9 7 ; „Papers 4 , Cambridge 
(Londres) 1 9 1 0 , p. 2 1 5 / 3 0 . * 

7 6 ) %Verhandl. des dritten internat. Math. Eongresses in Heidelberg 1 9 0 4 , 
publ. par A. Krazer, Leipzig 1 9 0 5 , p. 4 0 9 / 1 3 . * 

76) „Z. Math. Phys. 6 8 ( 1 9 1 0 ) , p. 9 0 / 1 1 0 ; 5 9 (1911) , p. 4 3 4.* 

76*) „Atti R . Acad. Lincei, Bendic. (5 ) 2 0 II ( 1911) , p. 633 ,7; (5 ) 2 1 l ( 1 9 1 2 ) , 

p. 9 7 / 1 0 2 . * 
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^Plus récemment H. Villaf'') détermine l'intégrale générale de 
tous les mouvements à deux dimensions d'un fluide pesant pour le cas 
notamment d'une cascade s'écoulant d'un déversoir, pour un jet s'écou-
lant d'un orifice et rencontrant, ou non, un obstacle solide, etc. La 
forme de la solution dépend de deux fonctions, l'une qui détermine 
la forme des parois solides limitant le fluide, l'autre qui détermine 
l'état des vitesses sur les lignes libres du jet. Ces deux fonctions sont 
liées par une équation qui, par rapport à la première de ces deux 
fonctions, se présente comme une équation de Fredholm, de première 
espèce, singulière, et résolue directement par H. Villat* 

l f . Mouvements à trois dimensions. Si, les trajectoires étant 

situées dans des plans passant par l'axe des S, le mouvement est le 
même dans tous ces plans, il existe à chaque instant une fonction de 
courant ip'ts) telle que 

^
1 dtp 1 dty 

ET désignant la distance d'un point à l'axe des s, v et w les compo
santes de la vitesse suivant les directions de &7 et de z. Si l'on fait 
tourner un arc de courbe AB autour de l'axe, le volume de liquide 
qui traverse la surface ainsi définie dans l'unité de temps est égal à 
la différence entre les valeurs de 2jcip en A et en B. Si le mouve
ment est irrotationnel, i> vérifie l'équation 

(9\ 8 8 ^ a> 1 dn> n 

^ > ds>* "f" Se* m d®~ 

Si l'on développe le potentiel de vitesses en une série de fonctions 
sphériques 

«p -a; + 2 K** + Kr-<»+i)} P , (OOB e), 
n = l 

on obtient7 9) 

i, = - «o cos 8 + sin ¡2 { ^ r ^ - ^ r - « ) % . 
n= 1 

Le mouvement d'un liquide à l'intérieur d'un ellipsoïde, de demi-axes 
a, h, c, qui tourne autour de son centre avec une vitesse angulaire dont 
les composantes suivant ces axes sont p, q, r, est obtenu par une géné
ralisation de la relation (9) du n° 1 d. Les trajectoires par rapport à 

77) „0. R. Acad. se. Paris 156 (1913), p. 68/61.* 
78) Cf. IV 16, 8. La fonction de courant axiale a été introduite par G. G. 

Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), p. 439; Papers 1, Cambridge 1880, 
p. 1] qui donne l'équation (2). 

79) H. Lanib, Hydrodynamics '), p. 136. 
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l'ellipsoïde sont des ellipses décrites dans le même temps 8 0), égal à 

LP (ô! + O* (eJ-f-«2)2^ (0« + &«)»J 

Le déplacement relatif à cet intervalle de temps est donc équivalent 
à une rotation à la manière d'un corps solide, bien que le mouvement 
soit irrotationnel. 

„Le mouvement d'un fluide renfermé dans une enveloppe el
lipsoïdale solide et mobile autour de son centre, a été étudié par 
0. Tedonesv), les particules fluides situées à un instant t0 sur un el
lipsoïde xt y% Z» _ 

a8 6* c ! 

semblable à l'ellipsoïde enveloppe, restant à tout instant t sur le même 
ellipsoïde. La détermination du mouvement revient à l'intégration des 
équations du mouvement autour de l'origine, d'un solide dont les axes 
d'inertie principaux sont Ox, Oy, Oz (axes de l'ellipsoïde donné) et dont 
les moments d'inertie sont 

•tf + ci, à + a*, a2 + b*. 

V. SteJelov8*) a traité le cas d'un liquide incompressible enfermé 
dans une cavité ellipsoïdale creusée dans un solide mobile. Il applique 
les résultats obtenus au problème de la variation des latitudes.* 

Le mouvement résultant de changements de forme de l'ellipsoïde 
qui constitue la surface limite a été étudié par C. A. Bjerknesss). 

Le mouvement irrotationnel d'un liquide à l'extérieur d'un ellip
soïde qui reste semblable à un ellipsoïde fixe, est déterminé par 

de __1 da /' 

s étant la racine positive de l'équation 

"I" I L L . "I" . ! J _ , 1· a' + e ' 6 s + ï ' c* 

Si le liquide se meut à l'intérieur d'un ellipsoïde qui se déforme avec 

un volume constant, 
_ 1 rx'- da db z* dc~] 

V ~ YL~â~ Hi ' b ~dt c dtj' 

80) On attribue ce résultat à J. Clerk Maxwell [voir W. M. Hicks, Report 
Brit. Assoc. 52, Southampton 1882, éd. Londres 1883, p. 54/7]. 

81) „Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 2 I (1893), p. 123/30.» 
82) »Ann. Fac. se. Toulouse (3) 1 (1909), p. 145/256.* 
83) Nachr. Ges. Gott. 1873, p. 448, 829; voir aussi H.Lamb, Hydrodynamics *), 

p. 146/66. 
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Le mouvement provenant de sources à l'intérieur d'un parallélépipède 
a été étudié par A. G. GreenhillSi). Le mouvement dans le voisinage 
d'une calotte sphérique infiniment mince a été traité par A. B. 
Basset8*). 

Mouvement de corps solides dans un liquide incompressible. 

2 a. Cinématique. +Le mouvement des corps solides dans un li
quide incompressible peut s'étudier comme il suit: 

1°) Déterminer cinématiquement le potentiel des vitesses en fonc
tion des vitesses des solides, et en déduire l'énergie cinétique du 
système. 

2°) Utiliser l'expression de cette énergie cinétique à la formation 
des équations dynamiques du mouvement.* 

Soit un solide en mouvement dans un liquide indéfini, w, v, w,p, 
q, r les composantes de ses vitesses de translation et de rotation suivant 
trois axes qui lui sont invariablement liés. Si l'espace occupé par le 
liquide est simplement connexe, et si le mouvement est irrotationnel, 
il est par suite acyclique et le potentiel des vitesses est de la forme 8 6) 

(1) 9 = = « 9 1 + »9>Î + ™<PI +PXI + U% + RXS) 

•Pu FA VS> %I> %2> XS étant des fonctions harmoniques dans l'espace 
occupé par le liquide. 

Ces fonctions remplissent en outre le long de la surface du so
lide les conditions 

^ = cos (v, * ) , ^ - cos (v, y), ^ = cos (v, z), 

- y COB (v, *) — * cos (w, y), . . . 

où dv représente un élément de normale dirigé vers l'intérieur du 
fluide. 

Dans le cas d'une sphère de rayon a, 

(pt = 4- a%xr~3, q>3 = | asyr~s, y3 = i a3er~s, 

l'origine des coordonnées étant le centre de la sphère, r 8 étant mis 
pour 

+ y* + *, 

84) Proc. Cambr. philos. Soc. 3 (1876/80), p. 289 [1878]. 
85) Proc. London math. Soc. (1) 16 (1884/5), p. 286/306; Hydrodynamics ») 1, 

p. 146. 
86) G.Kirchhoff, J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 237; Ges. Abh., Leipzig 

1882, p. 376. 
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2 b. Énergie cinétique. 125 

le mouvement du liquide est le même que s'il provenait d'un dou

blet 8 7) placé au centre8 8). 

Dans le cas d'un ellipsoïde 

"S* v s s1 

— -+- — •+- — = 1 
a* ^ ô s ^ c* ' 

on a 

(A-) y = 
A désignant l'intégrale 

+ 00 

j? et C s'obtiennent par permutation dans A des lettres a, b, c; a est la 

racine positive de l'équation 

a 8 , y 8 , g 8

 1 

a 8 4- £ " r ô s -f- « c 8 4- s ' 

A0, B0, G0 sont les constantes résultant du remplacement de e par 0 

dans A, B, C89). Les équations des lignes de courant ont été discutées 

par A. Glëbsch*9), B. A. Hermán90) et Th. Stuart*0*). Le cas particuier 

d'un sphéroïde a été considéré par G. Kirchhoff91). 

J3'il s'agit d'un solide de révolution se déplaçant parallèlement à 

son axe, le mouvement peut être ' déterminé par la fonction de flux 

de G. G. Stolces*2).* 

2 b. Énergie cinétique. Si un corps solide unique se meut dans 

un liquide indéfini, l'énergie cinétique Tx du liquide, dans le cas où il 

8 7 ) S. B. Poisson, Mém. Acad. se. Institut France (2 ) 1 1 ( 1 8 3 2 ) , p. 6 2 1 / 6 5 

[ 1 8 3 1 ] , Retrouvé indépendamment par G.LejeuneBirichlet, Ber. Akad. Berlin 1 8 5 2 , 

p. 1 6 / 7 ; Werke 2 , Berlin 1 8 9 7 , p. 1 1 5 / 2 0 ; E. Biecke [Nachr. Ges. Gôtt. 1 8 8 8 , 

p. 347/57J donne un tracé des trajectoires des éléments fluides. 
8 8 ) tPonr le cas de plusieurs sphères, voir n° 2 e.* 
8 9 ) G. Green [Trans. R. Soc. Edinb. 1 3 ( 1 8 3 6 ) , p. 5 4 / 6 2 [ 1 8 3 3 ] ; Papers, 

publ. par N. M. Ferrers, Londres 1 8 7 1 , p. 3 1 3 ] a donné l'équation ( 3 ) ; A. Clébsch 
[J. reine angew. Math. 5 2 ( 1 8 5 6 ) , p. 1 1 9 / 2 8 ] a donné l'éqnation (4) . Pour le 
mouvement entre deux ellipsoïdes homofocaux voir A. G. Greerihill [Quart. J. pure 
appl. math. 1 6 ( 1 8 7 9 ) , p. 2 2 7 / 5 6 ] . 

9 0 ) Quart. J. pure appl. math, 2 3 ( 1 8 8 9 ) , p. 3 7 8 / 8 4 . 

90») »Proc. London math. Soc. 3 3 ( 1 9 0 1 ) , p. 3 4 2 / 6 0 . * 

9 1 ) Mechanik8), ( 3 · éd.) p. 2 1 9 . 
9 2 ) „v"oir W.J.M.Bankine, Philos. Trans. London 1 6 1 ( 1 8 7 1 ) , p. 2 6 7 / 3 0 3 

[ 1 8 7 0 ] ; voir aussi A. B. Basset, Hydrodynamics1) 1, p. 1 5 5 . * 
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n'y a pas de circulation, s'exprime par une forme quadratique homo
gène 

des six composantes des vitesses u, v, w, p, q, r. 

Par exemple8 6) les coefficients de u2 et de 2uv dans 2TX sont 

respectivement 

- <ff* ̂ dS' -«ff*^dS = - «ff*21? d S-
Dans le cas plus général de plusieurs solides en mouvement dans 

un liquide limité extérieurement à une enveloppe solide, fixe ou non, 
si w + 1 est l'ordre de connexion de l'espace occupé par le liquide, si 
les positions de la surface limite et des solides dépendent des m para
mètres qt) qif. . ., qm, si enfin xlt x2, . . ., xn sont les constantes cycli
ques, on a 9 3 ) 

Tx - JTi + K, 

où JTj est une forme quadratique homogène des vitesses généralisées 
S27 • · ·> Q > tandis que K. est une forme quadratique homogène des 

circulations xlt x2,.. ., xn; les coefficients de ces deux formes dépen
dent uniquement de q1} q%, • •., qm. 

Le potentiel des vitesses a la forme 

r=m r=n 

r=l r=l 

(pr est le potentiel du mouvement dans lequel tous les q' et les x 

seraient nuls à l'exception de 

2r'= h 
Xr est le potentiel d'un mouvement dans lequel tous les q' et les x 

seraient nuls à l'exception de 

« r - l . 
Les coefficients de 2J7 t s'expriment comme dans le cas plus simple 
étudié ci-dessus. Les coefficients de x* et de 2xrxt dans 2K sont 
respectivement, avec les notations du n° l a 9 4 ) , 

9 3 ) W. Thomson, Proc. R . Soc. Edinb. 7 ( 1 8 6 9 / 7 2 ) , p. 3 8 4 , 6 6 8 [ 1 8 7 1 ] ; London 
Edinb. Dublin philos, mag. (4) 4 2 ( 1 8 7 1 ) , p. 3 3 6 ; (4) 4 5 ( 1 8 7 3 ) , p. 3 3 4 . 

9 4 ) H. Lamb, Motion of fluids, Cambridge 1 8 7 9 ; trad. allem. par M. Beiff, 
Eribourg en/B. 1 8 8 4 ; Hydrodynamics *), p. 2 0 7 . 
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L'énergie cinétique T du système formé par les solides et le liquide 
est la somme de Tx et de l'énergie cinétique T0 des solides. TQ est 
comme Ux une forme quadratique homogène des q, nous poserons 

T=T0 + TU n=TQ + IL\. 

2c . Symétrie hydrocinétique 9 6). Dans le cas d'un seul corps 
solide en mouvement dans un liquide indéfini sans circulation, l'ex
pression 2 î 7 a en général 21 coefficients. Ce nombre se réduit si le 
corps présente une certaine symétrie: 

Dans le cas d'un corps présentant trois plans de symétrie perpen
diculaires (ox, oy, oz) comme un ellipsoïde, on a 

(1) 2T = Au2 + Bv2 + Cw2 + Bp2 + Qq2 + Br2; 

si en outre le corps est de révolution autour de oz, on a 

A = B, P=Q. 

Un corps pour lequel on a la formule (1) avec 

A = B=C, P=Q = B, 
s'appelle „isotrope". 

Un corps qui se reproduit par une rotation d'un angle droit autour 
d'un axe, tel qu'un propulseur hélicoïdal à quatre branches, est dit 
avoir une „symétrie hélicoïdale", on a alors 

(2) 2T=A(u2+v2) + Cw2+B(p2 + q2) + Br2+2L{pu-\-qv)-\-2Nvw. 

Si dans cette formule (2) on a 

A=G, P=B, L = N 

le corps est „hélicoïdal isotrope". 

2d. Équations du mouvement. Les équations du mouvement 
pour un solide qui se meut dans un liquide indéfini ont été déduites 
par W. Thomson et P. G. Tait36) de l'expression de T par l'application 
directe des équations de J. L. Lagrange, dans le cas où il n'y a ni circu
lation ni forces extérieures. 

Cette méthode souleva bientôt des objections 9 7), mais en même 

9 5 ) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 4 2 ( 1 8 7 1 ) , p. 3 6 2 / 7 ; 

(4) 4 5 ( 1 8 7 3 ) , p. 3 3 2 / 4 5 ; H. Lamb, Hydrodynamics'), p. 1 8 1 ; J. Larmor, Quart. 
J. pure appl. math. 2 0 ( 1 8 8 5 ) , p. 2 6 1 / 5 [ 1 8 8 4 ] . 

W. Thomson et P. G. Tait [Natural philos.6)] et plus tard G. Kirchhoffbi) 
ont donné la formule relative à un corps de révolution. 

9 6 ) Natural philos.6), ( 6 E éd.) I 1 , Cambridge 1 9 0 3 , p. 3 2 0 / 3 0 . 

9 7 ) L. Boltemann, J. reine angew. Math. 7 3 ( 1 8 7 1 ) ; J. Purser, London Edinb. 
Dublin philos, mag. (5) 6 ( 1 8 7 8 ) , p. 3 5 4 / 9 ; G Neumann, Hydrodynamische Unter-
suchungen, Leipzig 1 8 8 3 . 
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temps G. Kirchhoff86) retrouvait ces mêmes équations en appliquant le 

principe d'Hamilton. Elles sont de la forme 

+ 2 si ~ rVi = 0 (trois équations) 

-jf + i v i — rf*i + "Si — w r l i =" 0 (trois équations); 

on a posé 
22- ar „ 8T . dT dT dT 

ti-TH' ? 1 = 8 ^ ' * 1 = 8 7 ' " 1 - 3 7 5 

ces quantités | 1 ; %u Xlr (ilt vt sont les composantes de la force et 
du couple constituant le torseur impulsif qu'il faudrait faire agir sur 

•le corps pour produire le mouvement à partir du repos. Ce torseur 
à été appelé „impuls" par W. Thomson98). 

„Cette application des équations de Lagrange a besoin d'être 
justifiée, car d'une part la fonction T n'est pas sous la forme qu'elle 
devrait avoir puisqu'on en a éliminé les vitesses des éléments liquides 
en s'appuyant sur certaines conséquences des équations du mouve
ment (mouvement irrotationnel et acyelique); d'autre part le système 
matériel présente un nombre infini de degrés de liberté* 

On a essayé de faire cette première partie de la justification par 
une théorie de l'„ignorance des paramètres"99), qui, dans ce qu'elle a 
d'essentiel, correspond à la théorie de la „fonction modifiée de La
grange" due à K J. Eouth100). 

Suivant cette théorie, si la position d'un système matériel dépend 
d'un nombre fini de paramètres · 

61! 6a, . . ., 6m, 2,1} %%> · · ·} %n 

tels que les paramètres % n'entrent que par leurs dérivées dans l'ex

pression de l'énergie, les quantités de mouvement (paramètres d'impulsion) 

g—7 correspondant à ces paramètres % sont constantes. Les équations 

linéaires qui expriment cette constance permettent de faire disparaître 

les dérivées %' des m équations du mouvement relatives aux para

mètres 0. On dit alors que les paramètres % sont „ignorés". 

9 8 ) La théorie de l'„impuls" a été donnée par W. Thomson, On Vortex-
motion2); H. Lamb [Hydrodynamics1), p. 1 6 9 ] l'applique directement au pro
blème du mouvement d'un solide dans un fluide. 

9 9 ) W. Thomson et P.\G. Tait, Natural philos.5), (6» éd.) I 1 , Cambridge 1 9 0 3 , 
p. 3 2 0 et suiv.; cf. H. von Hélmholtz, Sitzgsb. Akad. Berlin 1 8 8 4 , p. 1 5 9 / 7 7 , 3 1 1 / 8 ; 

J. reine angew. Math. 9 7 ( 1 8 8 4 ) , p. 1 1 1 / 4 0 , 3 1 7 / 3 6 ; Wiss. Abh. 3 , Leipzig 1 8 9 5 , 

p. 1 1 9 / 2 0 2 . 

1 0 0 ) A treatise on the stability of a given state of motion, particulary 
steady motion, Londres 1 8 7 7 . 
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2d. Équations du mouvement. 129 

Si en particulier les ^ , s'annulent, le système matériel peut être 

porté au repos par l'application des seules impulsions qui correspondent 

aux paramètres Θ; les équations du mouvement relatives aux θ sont alors 
simplement celles qu'on obtient par l'application directe des équations 
de Lagrange à la fonction Τ ainsi modifiée par l'élimination des 
dérivées χ'. On admet que cette proposition peut s'appliquer au pro
blème d'hydrodynamique. Toutefois le passage d'un nombre fini à un 

nombre infini de paramètres, la difficulté de l'identification des para

mètres à ignorer, sont des arguments qui font paraître plus acceptable 

l'application directe du principe d'Hamilton101). 

Malgré ces objections, W. Thomson9*) étendit la méthode au pro

blème général du mouvement de corps transpercés, regardant les cir

culations κ1} κ 2, . . . comme des quantités de mouvement généralisées 

correspondant à certains paramètres ignorés, et appliqua de nouveau 

les équations du mouvement d'un système présentant un nombre fini 

de degrés de liberté. Dans ce cas la nécessité d'une application directe 

du principe d'Hamilton se fait sentir encore davantage. C'est ce que 

fit H. Lambm). On peut traiter ce sujet par une autre méthode 1 0 3): 

former les expressions des forces et couples résultants représentant 

les actions du liquide sur les solides, et utiliser en même temps 

l'équation de pression [IV 17, 7 équation (9)]. 
Si les corps et le fluide se meuvent sous l'action de forces conser-

vatives quelconques extérieures, si U est l'énergie potentielle du sys

tème, fonction des paramètres qlf qir . . ., qm, si 

Τ— Π + Κ 
est l'énergie cinétique [n° 2 b ] , on a'pour chaque paramètre q une 

équation de la forme10*) 

r = η » ' = m 

r - l i ' = l 

(r, s, s') étant une fonction déterminée des coordonnées q qui s'an

nule si 
s = s, 

et change de signe si on permute s et s'. 
1 0 1 ) C. Neumann, Hydrodynamische XJntersucliungen, Leipzig 1 8 8 3 . 
1 0 2 ) HydrodynamicsJ), p. 2 0 7 . Voir aussi J. Larmor, Proc. Lond. math. Soc. 

(1) 1 6 (1883 /4 ) , p. 1 7 0 / 8 4 . 

1 0 3 ) G. H. Bryan, London Edinb. Dublin philos, mag. (5 ) 3 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 3 3 8 / 5 4 . 

1 0 4 ) W. Thomson, Proc. R. Soc. Edinb. 7 ( 1 8 6 9 / 7 2 ) , p. 6 6 8 [ 1 8 7 1 ] ; London 
Edinb. Dublin philos, mag. ( 4 ) 4 5 ( 1 8 7 3 ) , p. 3 3 7 ; cf. W. Thomson et P. G. Tait, 
Natural philos.99), ( 6 E éd.) I 1 , p. 3 2 0 ; H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 2 1 1 ; C. Neu
mann, Hydrodynamische Unters.97), p. 63 . 

Encyolop. des scieac. mathêmat. TV 5. 9 
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Cette fonction s'exprime simplement à l'aide des vitesses géné

ralisées p / , g2', . . ., p„', qui correspondent aux quantités xlf x2). .., xn. 

Ces vitesses sont des fonctions linéaires des q' et des x avec des coef-

ficients dépendant uniquement des q. D'après cela — ̂  est une fonc

tion des q. Si nous l'appelons nous avons 

^'8'8)~dqj dqa 

Les vitesses ç/, p 2 ', . .., gn' sont les flux à travers les ouvertures 
que présentent les corps 1 0 5). Si u±) v1, ..., rx est le système de vi
tesses du corps qui présente l'ouverture dont la circulation est xlf si 
dvt désigne l'élément de normale en un point de la coupure corres
pondant à cette circulation, on a 

Pour ce qui concerne l'expression de T au moyen des composantes 
de l'impuls, pour ce qui concerne l'influence d'un changement d'axes, 
nous renvoyons à l'article IV 15. On y trouvera des renseignements 
sur l'intégration des équations (1) dans des cas particuliers, de même 
que sur la théorie du mouvement permanent et de sa stabilité dans 

* le cas d'un solide unique se mouvant dans un liquide indéfini sans 
circulation. 

Du point de vue hydrodynamique l'importance des résultats réside 
dans ce fait que la résistance qu'un fluide parfait oppose au mouve
ment d'un solide a le caractère d'une simple augmentation de masse 1 0 6), 
la valeur et la position des masses ajoutées dépendant de la forme du 
corps et de son mouvement. 

tV. SteMov107) a obtenu les équations du mouvement d'un corps 
solide limité par une surface fermée S d'un ordre de connexité arbi
traire, et ayant à son intérieur des cavités en nombre n limitées par 
des surfaces telles que S, remplies de liquides incompressibles. Le 
fluide est soumis à l'action de forces conservatives et le solide est 

1 0 5 ) W. Thomson104), London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 4 5 (1873) , p. 3 3 2 ; 

A. B. Basset, Proc. Cambr. philos. Soc. 6 ( 1 8 8 6 / 9 ) , éd. 1 8 8 9 , p. 1 1 7 . 

1 0 6 ) G. G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , p. 1 0 5 [ 1 8 4 3 ] ; Papers 
1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 5 1 . 

1 0 7 ) ^Mémoire sur le mouvement d'un corps solide dans un liquide indéfini 
[Ann. Tac. se. Toulouse (2) 4 ( 1 9 0 2 ) , p. 1 7 1 / 2 2 0 ] . On y trouve une application des 
équations générales trouvées, à d'importants problèmes, notamment à l'étude des 
solutions périodiques.* 

dw 
dv. 
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soumis à l'action de forces quelconques; on suppose le mouvement 
irrotationnel, aussi bien pour les fluides intérieurs aux cavités que 
pour le fluide extérieur. V. Steklov ramène le problème à celui du 
mouvement d'un solide libre soumis à des forces extérieures données 
et à des forces de pression de la part des différents liquides. En con
servant les notations utilisées pour les équations (1), les équations 
obtenues sont de la forme 

i = l 

(3 équations) 

dxi , , * CCCl SU dU\ , 
¿ = 1 

(3 équations) 

U et Uf sont les potentiels des forces qui agissent sur le fluide 
extérieur et sur le fluide occupant la i l è m e cavité; Q et çt sont les 
densités de ces fluides. Les intégrales écrites sont étendues aux volumes 
correspondants; X, Y, Z, Mx, My, MT sont les composantes de la force 
et du couple résultants agissant sur le solide par l'effet des forces 
extérieures.* 

2 e. Mouvement acyclique. Sphères. Le potentiel de vitesses 
relatif au mouvement d'une sphère de masse m dans un liquide indé
fini a été indiqué [n° 2 a]. 

La pression résultante du liquide sur la sphère se compose de 
deux parties8 7): 

1°) La pression produite par les forces extérieures agissant sur 
le liquide (même valeur qu'au repos) 1 0 8), 

2°) une force de valeur \mf, m étant la masse du liquide dé
placé, f l'accélération du centre de la sphère. Cette force passe par le 
centre et est dirigée en sens contraire de f. 

S'il n'y a pas de forces extérieures, la sphère se déplace d'un 
mouvement rectiligne et uniforme. Dans ce cas la pression est partout 
positive, si à l'infini elle dépasse la valeur 1 0 9) 

| ç (u2 + v2 + w2). 

108) Ce résultat s'applique aussi aux corps non sphériques. 
1 0 9 ) W. Thomson \Pioe. U. Soc. London 4 2 ( 1 8 8 7 ) , p. 8 3 / 5 ; London Edinb. 

Dublin philos, mag. (5) 2 3 ( 1 8 8 7 ) , p. 2 5 5 ; Papers 4 , Cambridge 1 9 1 0 , p. 1 4 9 / 5 1 ] dis
cute le mouvement, lorsque la condition de pression n'est pas remplie. 

9 * 
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Si le champ de forces extérieures est homogène d'intensité g, le centre 
se meut comme un point matériel avec une accélération constante 

m — m' 
m -f- \m' y'"1 

il décrit une parabole. Ce résultat peut s'étendre à un corps arbi
traire isotrope à condition de modifier le dénominateur110) 

m + \m. 

JLe mouvement d'un cylindre elliptique dans un liquide indéfini ainsi 
que le mouvement d'un ellipsoïde ont été traités par A. G. Greenhilî111).* 

Le fait que le potentiel des vitesses relatif à une sphère en 
mouvement est le même que celui qui est déterminé par un doublet 
[n° 2 a] a permis d'appliquer la méthode des images au mouvement 
de deux sphères. 

G. G. Stokes a le premier déterminé le mouvement produit par 
une sphère en mouvement dans un liquide enfermé dans une deuxième 
sphère, à l'instant où les deux sphères sont concentriques12). Il a 
déterminé le mouvement d'un corps limité par les portions extérieures 
de deux sphères orthogonales, sous l'hypothèse que le corps se meut 
parallèlement à la ligne des centres1 4). Dans ces cas le nombre des 
images est fini. 

W. M. Hicks112) appliqua la méthode des images au problème 
général. Si les deux sphères se meuvent sur la ligne des centres avec 
les vitesses w et v, l'énergie cinétique est de la forme 

i(Au* + Bv! + 2Cuv), 

A, B, C désignant certaines fonctions déterminées des rayons a et b 

des sphères et de la distance des centres c. Il représente les fonctions 

A, B, G par des séries procédant suivant les puissances de et y · 

Des résultats analogues ont été obtenus par C. Neumann101) au 
moyen d'un système particulier de coordonnées curvilignes orthogonales. 

B. A. Herman11S) a donné une expression générale des w i è m M termes 
des séries de W. M. Hicks; A.B. Bassetni) a montré comment on peut 

1 1 0 ) F. Kôtter, Verh. phys. Ges. Berlin 6 ( 1 8 8 7 ) , p. 9 3 . Voir un autre cas d'in-
tégrabilité du mouvement sons l'action de forces extérieures dans B. Pàladini, 
Atti R. Accad. Lincei Mendie. ( 4 ) 4 I ( 1 8 8 8 ) , p. 1 8 7 / 9 6 . 

1 1 1 ) ^Messenger math. (2 ) 9 ( 1879 /80 ) , p. 1 1 7 ; Quart. J. pure appl. math. 1 6 

( 1 8 7 9 ) , p. 2 2 7 . Cf. note 26 .* 

1 1 2 ) Philos. Trans. London 1 7 1 II ( 1880) , p. 4 5 5 / 9 2 [ 1 8 7 9 ] . 

1 1 3 ) Quart. 3. pure appl. math. 2 2 ( 1 8 8 7 ) , p. 2 0 4 , 3 7 0 . 

1 1 4 ) Proc. London math. Soc. (1 ) 1 8 (1886 /7 ) , p. 3 6 9 / 7 7 ; Hydrodynamies ») 1 , 

p. 2 4 0 . 
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obtenir approximativement les termes des séries par un déplacement 
de l'origine d'un système de fonctions sphériques. 

S'il n'y a pas de forces extérieures agissant sur les sphères, la 
vitesse relative de séparation augmente constamment l l B). Si la sphère a 

de masse m exécute de petites oscillations pendulaires dans le voisinage 
d'une sphère fixe b, la présence de la sphère b augmente la période 
dans le rapport , „ , S 1 3 > 

\ + T m+~\m' ~elr] ' 

m étant la masse du liquide déplacé par la première sphère 1 1 6). 

Dans le cas du mouvement à angle droit sur la ligne des centres 
on n'a obtenu que des résultats approchés 1 1 7). Mais dans ce cas aussi 
JB. A. Hermanns) a donné une expression générale des coefficients de 
l'énergie cinétique sous une forme symbolique. 

„Le problème du mouvement de deux sphères dans un liquide 
indéfini a été de nouveau étudié par B. Hargreaves118).* 

Si une sphère se meut dans le voisinage d'un plan fixe, elle est 
repoussée ou attirée par le plan suivant que l'angle que fait la direc
tion de son mouvement avec la normale au plan est compris ou non 
entre « et JT. — a, oc étant la plus petite racine positive de l'équation 

+ 5 

d est la distance du centre au plan 1 1 7). 

Les résultats obtenus pour les sphères ont été étendus aux cylindres 
par W. M. Hiclcs119), qu'il y ait ou non circulation autour d'eux. 

2f. Mouvement cyclique. W. Thomson10i) a étudié le mouve
ment d'une sphère dans un espace de connexion multiple limité par 
une surface fixe, le rayon de la sphère étant petit par rapport à la 
distance du centre aux points de la limite. Dans ce cas toutes les 
quantités r, s, s' sont nulles identiquement, et K a la forme 

- T 

115) Ce théorème a été indiqué par W. M. Hicks ") et démontré par G. Neu-
mann, Hydrodynamische TJnters.97), p. 194/236. 

116) De telles oscillations ont été discutées pour la première fois par G. A. 
Bjerlcneslte) et indépendamment par F. Guthrie, d'après W. Thomson, London 
Edinb. Dublin philos, mag. (4) 41 (1871), p. 405; cf. Reprint of papers8), (1™> éd.) 
Londres 1872, p. 571; W. M. flïcfo18), a donné le résultat énoncé ici. 

117) W. M. HïcSs13) et A. B. Basset11*). 
118) «Quart. J. pure appl. math. 41 (1910), p. 308/24.* 
119) Id. 16 (1879), p. 113, 193; 17 (1881), p. 194; Proc. Cambr. philos. Soc. 

3 (1876/80), p. 227 [1878]. Voir aussi A. B. Basset, Proc. Cambr. philos Soc. 6 
(1886/9), p. 135 [1887]. 
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cette intégrale étant étendue à la surface de la sphère; P et P' dé
signent respectivement les potentiels de vitesses des mouvements 
cycliques qui se produisent si la sphère est enlevée, ou si elle est 
maintenue fixe. 

. Dans le cas où la sphère et le liquide sont de même densité, et 
où il y a circulation autour d'un fil mince fixe s'étendant à l'infini, le 
centre de la sphère se meut comme s'il était attiré par le fil suivant 
une force inversement proportionnelle au cube de la distance. 

J. W. Strutt12*) et A. G. Greenhill1*1) ont étudié le mouvement 
cyclique à deux dimensions d'un fluide incompressible autour d'un 
cylindre circulaire en mouvement. S'il n'y a pas de forces extérieures, 
la trajectoire du centre est un cercle. Dans un champ homogène de 
forces extérieures, la trajectoire est une trochoïde. 

A. B. Basset122) a étendu les résultats de l'intégration des équa
tions (1) du n° 2d, dans le cas d'un corps de révolution, à un anneau 
avec circulation dans son ouverture. 

Le potentiel de vitesses relatif au mouvement d'un anneau parallèle
ment à son axe a été représenté par W. M. Hiclcs12*) à l'aide des fonc
tions harmoniques correspondantes [fonctions toroïdes] 1 2 4). Le mouvement 
cyclique autour d'un anneau mince est donné par la même formule 
que le mouvement correspondant à un anneau de tourbillon de petite 
section [n° 3 a]. Deux anneaux de ce genre paraissent exercer l'un 
sur l'autre des forces de même grandeur et de même direction, mais 
avec des sens opposés 1 2 5), que les actions mutuelles de deux courants 
électriques126). 

2 g. Sphères puisantes. De petites oscillations de volume d'une 
sphère immergée dans un liquide y provoquent un potentiel de vi-

1 2 0 ) Messenger math. (2) 7 ( 1 8 7 7 / 8 ) , p. 1 4 / 6 ; Papers 1, Cambridge 1 8 9 9 , p. 3 4 4 . 

1 2 1 ) Messenger math. (2 ) 9 (1879 /80 ) , p. 1 1 7 / 2 0 . Pour le problème correspon
dant relatif à plusieurs cylindres, voir A. B. Basset119). 

1 2 2 ) Proc. Cambr. philos. Soc. 6 ( 1 8 8 6 / 9 ) , p. 4 7 [ 1 8 8 7 ] ; Hydrodynamics ·) 1, 

p. 196 . L'intégration mentionnée dans le texte est traitée en détail dans Miss P. G. 
Fawcett, Quart. J. pure appl. math. 2 6 (1893) , p. 2 3 1 / 6 8 . 

1 2 3 ) Philos. Trans. London 1 7 2 HI ( 1 8 8 2 ) , p. 6 0 9 / 5 2 [ 1 8 8 1 ] . Voir aussi F. W. 
Byson, id. 1 8 4 A ( 1 8 9 3 ) , p. 6 9 / 7 2 , 1 0 4 1 / 1 1 0 6 . 

1241 Les fonctions dont il s'agit ont été introduites pour la première fois 
par C. Neumann, Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Tempe
raturzustand eines homogenen Körpers, welcher von zwei nichtkonzentrischen 
Kugelfläcben begrenzt ist, Halle 1 8 6 2 . 

1 2 5 ) W. Thomson, Reprint of papers8), ( l r e éd.) p. 5 6 9 , 5 8 7 Voir aussi E. Siecke, 
Nachr. Ges. Gött. 1 8 8 7 , p. 5 0 5 ; C . A. Bjerknes, Acta math. 4 ( 1 8 8 4 ) , p. 1 2 1 / 7 0 . 

1 2 6 ) G. Kirchhoff, J. reine angew. Math. 7 1 ( 1 8 7 0 ) , p. 2 6 3 ; Ges. Abh., Leipzig 
1 8 8 2 , p. 4 0 4 ; L. Boltzmann, J. reine angew. Math. 7 3 ( 1 8 7 1 ) , p. 1 1 3 / 3 4 . 
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tesses de même espèce qu'une source de débit variable. Deux sphères 

présentant des oscillations de ce genre modifient par cela même la 

pression hydrodynamique. Il en résulte une attraction ou répulsion 

apparente entre les sphères; si la distance des centres est grande par 

rapport aux rayons, la grandeur de cette attraction ou répulsion est 

inversement proportionnelle au carré de cette distance. Si les sphères 

ont la même période et si leurs phases ne diffèrent pas de plus d'un 

quart de période, il se produit une attraction127). 

La théorie des forces apparentes s'exerçant entre des sphères 

puisantes et oscillantes dans un liquide incompressible a été exposée 

dans une suite de mémoires par 0. A. Bjerknes128). 

W. M. HicksliT) a fait remarquer que le théorème général relatif 

aux attractions ou répulsions apparentes entre plusieurs sphères pui

santes peut s'étendre à un système de corps non sphériques puisants. 

Il construit d'après ces résultats une théorie de la gravitation en ad-

1 2 7 ) Ce résultat a été trouvé pour la première fois par G. A. Bjerknes, 
Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1 8 7 5 , éd. 1 8 7 6 , p. 3 8 6 / 4 0 0 ; „C. A. 
Bjerknes appelle „pulsants" les corps qui changent périodiquement de volume, et 
„oscillants" les corps qui changent périodiquement de place*; voir aussi W. M. 
Hieks, Proc. Cambr. philos. Soc. 3 ( 1 8 7 6 / 8 0 ) , p. 2 7 6 [ 1 8 7 8 ] ; 4 ( 1 8 8 0 / 3 ) , p. 2 9 [ 1 8 8 0 ] ; 

W. Voigt [Nachr. Ges. Gött. 1 8 9 1 , p. 3 7 / 4 6 ] a donné une démonstration simple. 
K. Pearson [Quart. J. pure appl. math. 2 0 (1885) , p. 6 0 , 1 8 4 ] a traité des problèmes 
analogues pour des ellipsoïdes. 

„ U. Grossi [Ann. R. Soc. mat. di Pisa 9 ( 1 9 0 4 ) , mém. n° 3 , p. 1 / 8 6 ] étudie égale
ment le cas des ellipsoïdes puisants et étend les résultats au cas de corps pui
sants dont la surface présente certaines symétries.* 

128) Forhandl. Videnskabs-Selskabet Christiania 1 8 6 4 , éd. 1 8 6 5 , p. 1 3 / 4 2 [ 1 8 6 3 ] ; 

1 8 6 9 , éd.1870, p. 3 5 6 / 6 ] 1 8 6 8 ] ; 1 8 7 2 , éd.1873, p. 3 2 7 / 4 0 5 [ 1 8 7 1 ] ; 1 8 7 6 , éd.1877, p. 3 8 6 / 4 0 0 

[ 1 8 7 5 ] ; Nachr. Ges. Gött. 1 8 7 6 , p. 2 4 5 / 8 8 . Au sujet des recherches expérimentales 
de G A. Bjerknes, voir O.E.Schiotz, Nachr. Ges. Gött. 1 8 7 7 , p. 2 9 1 / 3 1 0 ; G A. Bjerknes, 
Nachr. Ges. Gött. 1 8 7 7 , p. 3 1 0 / 2 ; C. R. Acad. se. Paris 8 4 ( 1 8 7 7 ) , p. 1 2 2 2 / 5 , 1 3 0 9 / 1 2 , 

1 3 7 5 / 7 , 1 4 4 6 , 1 4 9 3 / 6 ; 8 8 ( 1 8 7 9 ) , p. 1 6 5 / 7 , 2 8 0 / 2 ; 8 9 ( 1 8 7 9 ) , p. 1 4 4 / 6 ; „le tome 8 4 

contient des remarques historiques sur le problème des sphères puisantes;* voir 
aussi le compte rendu donné par L. E. Bertin, Ann. chimie et phys. (5 ) 2 5 ( 1 8 8 2 ) , 

p. 2 5 7 / 8 3 . Au sujet de la théorie de C. A. Bjerknes voir V. Bjerknes, Vorlesungen 
über hydrodynamische Fernkräfte nach C. A. Bjerknes Theorie 1, Leipzig 1 9 0 0 ; 
2 , Leipzig 1 9 0 2 . Les idées de C. A. Bjerknes ont été analysées par V. Bjerknes 
[Rapports présentés au congrès international de physique 1, Paris 1 9 0 0 , p. 2 5 1 / 7 6 ] ; 

cf. A. Korn, Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen auf 
Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1 8 9 8 . 

»Voir aussi V. Bjerknes [Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1 9 0 4 , 
éd 1 9 0 5 , mém. n° 8 , p. 1 / 1 6 ; Acta math. 3 0 ( 1 9 0 6 ) , p. 9 9 / 1 4 3 ; Z. Math. Phys. 5 0 

( 1 9 0 4 ) , p. 4 2 2 / 4 3 ; Archiv mat. astron. och fys. Stockholm 1 ( 1 9 0 4 5 ) , p. 2 2 5 5 0 ; 

Archives se. phys. nat. Genève ( 5 ) 2 0 ( 1 9 0 5 ) , p. 2 6 8 8 4 , 3 2 5 / 5 0 , 4 7 3 / 5 0 5 ] où sont 
analysées en détail les profondes analogies qui lient les phénomènes hydro
dynamiques et les phénomènes électriques ou magnétiques.* 
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jonction à la théorie des atomes tourbillons. Les atomes de la matière 
y sont considérés comme des tubes tourbillons creux 1 8 9). 

La propagation des ondes à travers un fluide compressible con
tenant un agrégat de sphères puisantes a été traitée par A. V.Bäcklund13°). 

„Sur les mêmes principes, A. Korn131) a fondé la théorie des 
vibrations universelles qui permet de regarder les phénomènes de la 
gravitation et de la répulsion entre les particules d'un gaz (loi de 
Maxwell) comme des conséquences des vibrations propres d'un système 
composé de particules pondérables faiblement compressibles et d'une 
matière incompressible pour des vibrations rapides. La vibration fon
damentale consiste en des pulsations des particules pondérables, pul
sations qui ont pour conséquence, conformément aux résultats de 
G. A. Bjerhnes, une attraction de ces particules suivant la loi de Newton. 
La considération des harmoniques (oscillations irrégulières des parti
cules) permet d'expliquer la loi de Maxwell.* 

„&, Guggenlieimer132) étend la théorie de A. Korn en ne supposant 
pas les particules de matière nécessairement sphériques: il étudie les 
pulsations d'un anneau circulaire et montre qu'aux grandes distances 
un tel anneau se comporte comme une sphère puisante; il étudie 
aussi le cas d'une sphère et d'un anneau concentrique ou non.* 

Mouvements tourbillonnaires. 
3 a. Détermination des vitesses en fonction des tourbillons. 

Tout fluide parfait en mouvement est formé de deux portions bien 
distinctes dont l'une a un mouvement constamment irrotationnel, l'autre 
un mouvement constamment tourbillonnaire183); cette portion peut être 

1 2 9 ) Pour la théorie des atomes tourbillons, voir n° 3a; pour la notion de 
tourbillon creux voir 3 b. Le fait que la période de la pulsation est indépen
dante de la vitesse de translation constitue pour cette théorie de la gravitation 
une grande difficulté; voir W. M. Eicks1**). 

1 3 0 ) Math. Ann. 3 4 ( 1 8 8 9 ) , p. 3 7 1 / 4 4 6 . Pour la propagation des ondes dans 
un milieu formé d'atomes tourbillons voir W. M. Hicks [Report. Brit. Assoc. 6 5 , 
Ipswich 1 8 9 5 , éd. Londres 1 8 9 5 , p. 5 9 5 , 6 1 2 / 3 ] et W. Thomson [Report. Brit. 
Assoc. 5 7 , Manchester 1 8 8 7 , éd. Londres 1 8 8 8 , p. 4 8 6 / 9 5 ] . 

1 3 1 ) „Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen auf Grund
lage der Hydrodynamik, Berlin 1 8 9 8 ; Sitzgsb. Akad. München 2 9 ( 1 8 9 9 ) , p. 2 2 3 / 9 ; 

Naturwissenschaftliche Wochenschrift (2 ) 1 ( 1 9 0 2 ) , p. 3 3 0 / 2 ; C. R. Acad. sc. Paris 
1 3 4 ( 1 9 0 2 ) , p. 3 1 ; 1 6 2 ( 1 9 1 1 ) , p. 3 0 6 ; Ann. Ec. Norm. (3) 2 5 ( 1 9 0 8 ) , p. 5 2 9 ; Theorie 
der Reibung in continuirlichen Massensystemen, Berlin 1 9 0 2 . * 

1 3 2 ) „Sitzgsb. Akad. München 3 4 ( 1 9 0 4 ) , p. 4 1 / 5 7 ; 3 5 (1905) , p. 2 6 5 / 3 1 3 . * 

1 3 3 ) „Au sujet de la formation des tourbillons dans les fluides parfaits, voir 
F. Klein, Z. Math. Phys. 5 8 ( 1 9 1 0 ) , p. 2 5 9 / 6 2 . Sur la conservation des tourbillons, 
voir K. Zorawski, Bull, intern. Acad. se. Cracovie 1 9 0 0 , éd. 1 9 0 0 , p. 3 3 5 / 4 2 . * 
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considérée comme formée par une infinité de filets de tourbillon se 
fermant sur eux-mêmes ou se terminant à la limite du fluide. 

Les composantes u, v, w de la vitesse en fonction des composantes 
£, % £ du tourbillon et de la vitesse de dilatation & sont déterminées par 

dw dv oh Su dw „ dv du 
dy Te~ *> ~dz dx ~ r ì f ~dx~Jy~ ^ 

du dv , dw _ 
ex oy du 

Ces composantes peuvent être représentées par un potentiel de vitesses 
et un potentiel vecteur au moyen des formules 1 3 4) 

U dx+ dy de' V dy+~dz dx' w ~ dz + dx dy ' 

dans lesquelles 
d'F ,d_G,d_H „ 
dx + dy + dz = U" 

S'il s'agit d'un fluide indéfini en repos à l'infini, si les filets de tour
billon ne s'étendent pas à l'infini, le potentiel de vitesses et le poten
tiel vecteur sont donnés par les relations1 8 4) 

r désignant la distance du point (x', y, z') au point (x, y, z) où l'on 

cherche ç>, 1, G, H. 

Si le fluide est enfermé dans une limite fixe ou non, il faut 

ajouter à la valeur de <p ainsi déterminée une solution de l'équation 

A(p = 0 

telle que les conditions aux limites soient remplies. La part contri
butive de chaque élément dx des anneaux de tourbillon dans les com
posantes u, v, w de la vitesse au point (x, y, z) est déterminée par les 
formules1 3 5) 

x', y', z' étant les coordonnées de l'élément dx et {·', vf, £' les composantes 
du vecteur tourbillon en ce point. En un point où le mouvement est 
irrotationnel, un anneau de tourbillon infiniment délié de moment m 

134) G. G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 I (1849/50), éd. 1851. p. 1 [1849]; 
Papers 2, Cambridge 1883, p. 243; H. von Hélmholtz, J. reine angew. math. 65 
(1858), p. 38; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882, p. 115. »Au sujet de ces formules et 
d'autres proposées par A. Clebsch dans un but analogue, voir une remarque de 
J. Hadamard, Leçons sur la propagation des ondes, Paris 1903, p. 79.* 

136) H. von Hélmholtz, J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 40; Wiss. Abh. 1, 
Leipzig 1882, p. 117. 
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donne pour le potentiel des vitesses la valeur w ^ , SI étant l'angle 

solide sous lequel l'anneau est vu du point considéré1 3 6). 

S'il s'agit d'un liquide incompressible remplissant un espace in
défini ou limité et simplement connexe, la vitesse des éléments liquides 
est déterminée si l'on se donne la distribution (nécessairement solé-
noïdale) du tourbillon; celui-ci varie ensuite avec le temps conformé
ment à la loi exprimée par les équations (6) [IV 17, 7]. La suite du 
mouvement est ainsi déterminée. Comme les anneaux de tourbillon 
se meuvent avec le liquide, leur mouvement est déterminé par des 
équations d'où toutes les forces ont été éliminées1 8 7). 

„Le problème revient donc à déterminer les vitesses (w, v, w) 

dans tout le liquide, supposant connus les tourbillons (S, r/, f) à un 
instant donné. La solution de ce problème est classique [cf. note 97] 
s'il s'agit d'un fluide indéfini. Si le liquide est renfermé dans un vase 
fixe les formules classiques ne résolvent pas à proprement parler la 
question: elles exigent en effet1 3 8) outre la connaissance des tourbillons 
celles des vitesses à la paroi du vase. V. Steklov139) remédie à ce 
défaut et calcule même les vitesses (u, v, w) en chaque point d'un 
liquide enfermé dans un vase animé d'un mouvement donné, connaissant 
uniquement les tourbillons à un instant déterminé. Il déduit de ses 
résultats diverses conséquences très importantes relatives notamment 
au mouvement d'une masse fluide dont les éléments s'attirent suivant 
la loi de Newton et dont la surface libre conserve, sous pression cons
tante, la forme d'un ellipsoïde, problème qui sera traité dans le n° 4.* 

L'énergie cinétique d'un liquide incompressible indéfini dans lequel 
le mouvement tourbillonnaire ne s'étend pas à l'infini, est donnée par 
l'expression1 4 0) 

*dJffff**+n?+- ******** w-
On peut se représenter le mouvement de ce liquide comme produit à 

1 3 6 ) H. Lamb, Hydrodynamics '), p. 2 3 3 . tAu sujet de la détermination des 
vitesses en fonction du tourbillon, voir aussi H. Poincaré, Théorie des tourbillons, 
rédigée par M. Lamotte, Paris 1 8 9 3 , p. 4 0 / 7 1 , 130 .* Pour le cas des fluides com
pressibles, voir L. Boltzmann, J. reine angew. Math. 7 3 ( 1 8 7 1 ) , p. 1 1 1 / 3 4 ; M. Bril-
louin, Ann. Fac. se Toulouse (1) 1 ( 1 8 8 7 ) , revue de physique, p. 1 /80. 

1 3 7 ) J. Larmor [Nature (Londres) 6 2 ( 1 9 0 0 ) , p. 4 5 4 ; Report. Brit. Assoe. 7 0 , 

Bradford 1 9 0 0 , éd. Londres 1 9 0 1 , p. 6 2 4 ] met en lumière la portée générale de 
ce résultat. 

1 3 8 ) tP. Appeïï, Mécanique rationnelle ( 2 E éd.) 3 , Paris 1 9 0 9 , p. 4 4 5 . * 

1 3 9 ) *Ann. Fac. BC Toulouse (2 ) 1 0 ( 1 9 0 8 ) , p. 2 7 1 / 3 3 4 . * 

1 4 0 ) H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 2 4 0 . +Cf. H. Poincaré, Tourbillons , 8 «) j 

p. 1 2 9 et suiv.* 
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partir du repos par des forces impulsives et des pressions impulsives. Si 

X'dt, Y'dr, Z'dt 

sont les composantes de la force impulsive agissant sur le petit élément 
de volume dt, si la pression impulsive est p0, on a les équations 

9« = X'-D-P, QV=Y'-8-£-°, çw-Z'-D-G*, ^ ex s oy OST 

où l'on peut encore choisir p0 d'une infinité de manières. 
Imaginons une surface S enfermant toute la partie tourbillonnaire; 

à l'extérieur de S le mouvement admet un potentiel de vitesses <p. 
Choisissons dans cette région p0 égal à — (>q>, et faisons varier les 
dérivées de p0 prises suivant la normale, d'une manière continue quand 
on traverse la surface S. Si l'on forme le torseur impulsif résultant 
des impulsions 

X'dt, Y'dr, Z'dt 

relatives aux points intérieurs à S, la limite de ce torseur quand S 
s'éloigne à l'infini s'appelle pour abréger „impuls" 9 8). 

Ses composantes 

li> Vu U> h> f*i> VI 

sont données par les relations1 4 1) 

^1 = Qfff(yt-sn)dxdydz, 

AL = VFFFIY2 + **)%dxdyd$, . . . 

La théorie des atomes-tourbillons de W. Thomsonii2) donne un intérêt 
particulier à l'étude des anneaux de tourbillon. Dans cette théorie, 
les atomes de la matière sont représentés par des anneaux de tour
billon. De tels anneaux sont indestructibles et impénétrables; l'ordre 
de connexion de l'espace entourant un anneau de ce genre ainsi que 
le moment de l'anneau sont constants. 

On a aussi introduit des systèmes d'anneaux enchaînés pour re
présenter les atomes de certaines substances141). On a cherché si une 
théorie basée sur ces principes peut donner une explication des pro
priétés thermiques des gaz, de la correspondance des raies spectrales 
avec la constitution chimique, des circonstances relatives à la dis
sociation ou à la combinaison chimiques; on a entrepris dans ce but 
des recherches qui, entre autres, ont trait à l'action mutuelle de deux: 

1 4 1 ) J. J. Thomson, A treatise on the motion of vortex-rings, Londres 1 8 8 3 — 

1 4 2 ) Proc. R. Soc. Edinb. 6 ( 1 8 6 6 / 9 ) , p. 9 4 ' 1 0 5 ; London Edinb. Dublin philos_ 
mag. (4) 3 3 (1867) , p. 1 5 / 2 4 ; Papers 4 , Cambridge 1 9 1 0 , p. 1 '12. 
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anneaux voisins, aux périodes et aux différents modes de vibration 

des anneaux, à la stabilité des systèmes de tourbillons1 4 8). 

Tous ces sujets ont été en particulier traités par J. J. Thomsonul). 

11 utilisa pour ces recherches les formules relatives à l'énergie, à 

l'impuls, au potentiel de vitesses, ce dernier sous la forme où il ré

sulte d'un annean de section infiniment petite. 

3 b . Tourbillons circulaires. H. von HelmJioltg1*6) a considéré des 

systèmes d'anneaux circulaires minces de même axe dans un liquide in

compressible indéfini. La vitesse est déterminée par une fonction axiale 

de courant ip. Le potentiel vecteur est perpendiculaire en chaque 

point au plan méridien et a la valeur — ^j- . Le vecteur tourbillon m 

a la même direction, sa valeur et celle de ib sont liées par l'équation 

9 n _ l /a> , P± _ _1_ 8«>\ 
m Kdm* "T" dz* ffi dm) ' 

Dans un mouvement permanent, la constance du moment d'un anneau 

de tourbillon exige que ~ soit une fonction de i>lu). 
Dans le cas d'un seul anneau mince de moment m, on peut 

déterminer approximativement le mouvement 1 4 6), en admettant que la 

section de l'anneau est un cercle de rayon c, l'ouverture un cercle de 

rayon a, ~ étant petit. Si l'on admet en outre que ^- est constant 

dans l'anneau, l'anneau se déplace parallèlement à son axe avec une 
vitesse w0 égale approximativement à 1 4 6 ) 

143) W. Thomson, „Vortex-statics", Proo. R. Soc. Bdinb. 9 (1875/8), p. 69/73; 
London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 10 (1880), p. 97/109; Papere 4, Cambridge 1910, 
p. 115/28; Maximum and minimum energy in vortex motion [Nature (Londres) 22 
(1880), p. 618; London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 23 (1887), p. 529]. 

144) G.G.Stokesis) donne l'équation que vérifie op dans un mouvement permanent. 
145) H. Lamb, Hydrodynamics *), p. 255. „Voir aussi A. B. Basset, A treatise 

on hydrodynamics 2, Cambridge 1888, p. 60.* 
146) TP". Thomson [London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 33 (1867), p. 511 ; 

Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 67] a obtenu le résultat 

, ( S * a ) - * j l o g , ^ - * | ; 

cf. H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 260; J. J. Thomson1*1); T. C. Lewis [Quart. 
J. pure appl. math. 16 (1879), p. 338/47]; C. Chree [Proc. Edinb. math. Soc. 6 
(1887/8), p. 59/68], ont tons trouvé pour le second facteur 

Les méthodes employées peuvent toutefois donner une erreur sur ce second terme. 
Le résultat de W- Thomson a été vérifié par W. M. Hicks16") en tenant compte 
de termes d'ordre plus élevé. 
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^Notons d'ailleurs que ce résultat est contesté par J.Weingarten141) 
qui a étudié le même problème par une analyse nouvelle, dans un 
important mémoire dont il va être question (p. 142); J. Weingarten 
trouve, pour la vitesse de translation de l'anneau, une valeur double 
de celle écrite ci-dessus. 

Enfin la fonction de i¡> est donnée approximativement par 

in _ l_ 

o 

L'anneau se déplace accompagné par une atmosphère148) formée 
par les éléments liquides dont les trajectoires par rapport à l'anneau 
sont des courbes fermées traversant son ouverture. 

La surface de cette atmosphère est déterminée par l'équation 

2i¡>a~i = w0. 
Cette surface n'a d'ouverture que si — est assez petit pour que 

loft fé) > 2 « . 
Cette théorie approximative de l'anneau unique a été perfectionnée 

par W. M. Hicks par l'introduction des fonctions harmoniques relatives 
à l'anneau circulaire1 2 5). Il a d'abord traité le cas d'un mouvement ir
rotationnel avec circulation autour d'une cavité en forme d'anneau149), 
puis le cas d'un anneau mince avec un noyau de filets de tourbillons l 6 ° ) . 
Si le tourbillon creux a un mouvement permanent, la pression à l'in
fini est 

m» P (2 **<!*)- S 
en désignant par 2 m la circulation. Il trouva en outre que la section 
d'un tourbillon de ce genre s'écarte quelque peu de la forme d'un 
cercle, ressemblant davantage à une ellipse dont le grand axe serait 
parallèle à l'axe de l'anneau (cette ellipse serait un peu plus plate à 
l'intérieur qu'à l'extérieur). 

1 4 7 ) „Nachr. Ges. Gott. 1 9 0 6 , math.-phys. p. 81 /93 .* 

1 4 8 ) tLa propriété générale d'un anneau de tourbillon de s'entourer d'une 
atmosphère a été signalée par W. Thomson, Proc. R. Soc. Edinb. 6 ( 1 8 6 6 / 9 ) , p. 9 4 / 1 0 5 ; 

London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 3 4 ( 1 8 6 7 ) , p. 1 5 / 2 4 ; Papers 4 , Cambridge 
1 9 1 0 , p. 1/12.* 

149) Un espace creux du genre de celui décrit dans le texte s'appelle un 
tourbillon creux". W. M. Hicks, Philos. Trans. London 1 7 5 1 ( 1 8 8 4 ) , p. 1 6 1 / 9 5 . 

150) W. M. Hicks, Philos. Trans. London 1 7 6 1 1 ( 1 8 8 5 ) , p. 7 2 5 / 5 9 . La théorie 
donnée par W. M. Hicks a été développée par A. B. Basset, Hydrodynamics,,¡>) 2 , 
p. 80 /8 tet par W. M. Hicks lui-même, On spiral or gyrostatic vortex aggregates 
[Philos. Trans. London 1 9 2 A ( 1 8 9 9 ) , p. 33 /99 ] .* 
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Pour que l'atmosphère de l'anneau soit elle-même disposée en 
forme d'anneau, on doit avoir 

-<io- 2 , 
a ' 

comme l'a montré W. M. Hicks. Cette propriété d'un anneau de tour 
billon de s'entourer d'une atmosphère en mouvement cyclique irro
tationnel limitée dans certains cas par une surface fermée sans ouver
ture est particulièrement importante dans d'autres domaines de recher
ches physiques 1 5 1). 

tN. JE. Zukovslcij1M) a étudié le problème analogue aux précédents 
où l'on suppose qu'un anneau · liquide en forme de tore se meut de 
manière que sa surface porte une couche infiniment mince de tour
billons, tandis que le liquide intérieur au tore se déplace parallèle
ment à l'axe du tore. 

Dans toutes les études relatives à l'anneau-tourbillon circulaire, 
supposé composé de filets-tourbillons remplissant tout le volume du 
tore, il semble qu'on ait surtout examiné les conditions du mouvement 
sans porter attention sur la manière dont se comporte la pression. 
Un important travail de J. Weingartm1") est consacré surtout à cette 
question. Pour éviter les objections qu'on peut apporter a priori à la 
considération d'un anneau de section infinement petite, l'auteur part 
d'un anneau-tourbillon de section finie (la forme de cette section étant 
d'ailleurs quelconque), et il ramène la détermination des éléments du 
mouvement à celle d'un potentiel de double couche; la pression dans 
le fluide est alors calculée à l'intérieur et à l'extérieur de l'anneau. 
Appliquant les résultats obtenus à l'anneau de section circulaire, on 
trouve que, si la section est très petite, la pression dans le liquide, 
au voisinage de l'anneau, est négative et très grande. Ce résultat est 
obtenu en supposant nulle la pression aux très grandes distances: il 
subsiste quelque grande que l'on puisse supposer la pression à l'infini. 
Ce fait donne à réfléchir sur la possibilité de la formation d'un anneau 
tourbillon dans un fluide incompressible: la naissance d'un tel anneau 
entraînerait une solution de continuité dans le fluide et les équations 
de l'hydrodynamique cesseraient dès lors d'être applicables.* 

Etant donné un système d'anneaux de tourbillon circulaires de 
même axe, désignons par mu mî . . . leurs moments, par alf a 2 . . . les 
rayons de leurs ouvertures, par zlf z2 . . . les distances de leurs centres 
à un point fixe de l'axe. Chacun de ces anneaux possède d'une part 
sa vitesse de progression propre et obéit en outre aux vitesses pro-

1 5 1 ) J. Larmor, Philos. Trans. London 1 8 5 A ( 1 8 9 4 ) , p. 774 . 

1 5 2 ) „Math. Sbornik (recueil math. Soc. se. Moscou) 2 6 ( 1 9 0 6 8) , p. 483 /90 .* 
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venant des autres anneaux. Soient vk) wk les vitesses radiale et axiale 
de l'anneau d'indice h, réglées par les autres anneaux, %k le potentiel 
vecteur, pour cet anneau, fixé par l'action des autres anneaux; ces 
quantités sont liées par les équations1 3 5) 

-5*»***«* = 0, ^Xa*(2%^ - VKET - X*) =· 0 . 

(*) (*) 

Deux anneaux, dont les tourbillons sont orientés dans le même sens, 
se déplacent dans le même sens parallèlement à l'axe: celui qui marche 
en avant grandit pendant que sa vitesse diminue, l'autre diminue pen
dant que sa vitesse augmente, de sorte qu'il peut arriver que les 
deux anneaux se traversent alternativement. Si les tourbillons sont 
orientés en sens contraire, les anneaux s'approchent avec une vitesse 
décroissante, et s'éloignent en général avec une vitesse croissante153). 

tI\ ne semble pas impossible 1 5 4) cependant que l'un d'eux plus intense 
et plus grand entraîne l'autre dans son mouvement de translation, 
chacun oscillant autour d'une position moyenne. Deux anneaux symé
triques par rapport à un plan P restent symétriques par rapport à 
ce plan. Le liquide situé dans ce plan reste immobile, le plan peut 
donc être remplacé par une cloison fixe. On obtient ainsi par la 
méthode des images le mouvement d'un anneau circulaire dans un 
liquide indéfini limité à un plan fixe parallèle au plan de l'anneau.* 

4Àux recherches exposées ici se rattachent différents mémoires de 
L. Santé da Bios165) sur le mouvement d'un liquide indéfini dans lequel 
existe un tube-tourbillon de forme quelconque; en supposant ce tube 
très mince et géométriquement assimilable à une ligne L, cette ligne 
se comporte comme un fil flexible et inextensible. Si c et T désignent 
la courbure et la torsion de cette ligne en un point correspondant à 
la valeur s de l'arc, les équations intrinsèques du mouvement de L 

sont les suivantes: 

1 5 3 ) L'étude expérimentale des propriétés mentionnées dans le texte a déjà 
été abordée par H. von Hehnholtz, J. reine angew. Math. 6 5 (1858) , p. 5 5 ; Wiss. 
Abh. 1, Leipzig 1 8 8 2 , p. 1 3 4 . Pour ce qui concerne les méthodes employées 
et les résultats, voir W. B. Bogers, Amer. J. of science and arts (2) 2 6 ( 1 8 5 8 ) , 

p. 2 4 6 / 5 3 ; E. Beusch, Ann. Phys. und Chemie, Zweite Folge(4) 2 0 ( 1 8 6 0 ) , p. 3 0 9 / 1 6 ; 

P. G. Tait, Lectures on some récent advances in physical science, (lro éd.) Londres 
1 8 7 6 ; trad. par Krouehkoll, Conférences sur quelques progrès récents de la phy
sique, Paris 1 8 8 7 ; B.S.Bail, Trans. Irish Acad. Dublin 2 6 ( 1 8 7 5 ) , p. 1 3 5 / 5 5 [ 1 8 7 1 ] ; 

M. Brillouin, Ann. Fac. se. Toulouse (1) 1 ( 1 8 8 7 ) , revue de physique, p. 1/72.* 

1 5 4 ) tM.Brillouin, Ann. Fac. se. Toulouse (1) 1 (1887) , revue de physique, p.1/80.* 

155) tEend. Cire. mat. Palermo 2 2 ( 1 9 0 6 ) , p. 1 1 7 / 3 5 ; 2 9 ( 1 9 1 0 ) , p. 3 5 4 / 6 8 ; 

Giorn. mat. (3) 2 ( 1 9 1 1 ) , p. 300 /8 .* 
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les accents désignant des dérivées par rapport à l'arc s de la courbe, 

et t désignant le temps. 

Ces formules permettent notamment l'étude de la forme des filets-

tourbillons qui se déplacent sans changer de forme. Pour que ces 

formules soient à l'abri d'objections concernant le fait qu'au voisinage 

d'un filet infiniment délié, les formules fournissant les vitesses ne sont 

peut-être plus valables, on doit d'abord supposer le tube de section 

finie, et chercher la vitesse en un point intérieur, avant de passer à 

la limite: c'est ce qui est étudié en détail. Ceci conduit pour des 

tubes de section finie, à d'intéressantes conclusions: si la section par 

exemple est circulaire, on peut imaginer le cercle-section décomposé 

en zones concentriques, chaque zone étant animée d'une rotation autour 

du centre commun. 

Notons encore sur ces sujets une étude de G. W. Oseenm) sur 

le cas où le fluide contiendrait un seul filet-tourbillon, en forme d'hélice. 

Ce cas offre de remarquables analogies avec ceux des filets rectilignes 

et circulaires.* 

3 c. Champs plans de tourbillons. La théorie générale des tour
billons peut être illustrée par une discussion du mouvement à deux di
mensions. 

Dans un mouvement à deux dimensions parallèlement au plan 
des xy, les lignes de tourbillon sont rectilignes et normales au plan; 
soient (x1> yt), (x%, y^), . . . les coordonnées des traces sur ce plan de 
n tubes de tourbillon de sections infiniment petites, mlf m3, . . . leurs 
moments, rtk. la distance des tubes d'indices k et le- Le mouvement 
de ces tubes est déterminé par les équations 

dxk BB dyk dH 
* dt oyk * dt dxk 

dans lesquelles on a posé H = ~ h 2 *"»"*»'log*r**-
(*, *') 

Si l'on attribue aux traces des tubes des masses mt, m3 .. ., leur centre 
de gravité reste immobile, car 

2mk(xk + iyk) 
reste constant; donc 
reste constant et de même £T 1 5 7 ). ' 

166) «Ofversigt Vetensk.-Akad. forhandl. (Stockholm) 59 (1902), p. 289 308.* 
157) G. Kiréhhoff, Mechanik8), (3e éd.) p. 259, 260. 
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tLes équations du mouvement des tubes, mises sous la forme 
canonique des équations hamiltoniennes, ont été étudiées par E.Lauralis) 
de ce nouveau point de vue. Divers cas particuliers du mouvement 
ont été examinés par E. Laura et W. Gröbli159).* 

La théorie de H. von Heimholte relative au mouvement de plusieurs 
anneaux circulaires de même axe peut être illustrée par la considé
ration de couples de tourbillons placés symétriquement par rapport 
à un même axe, les intensités de deux tourbillons symétriques étant 
égales au signe près 1 6 0). 

E. Rieche1*1) a considéré i'„atmosphère" d'un couple de ce genre. 
La stabilité de configurations particulières de tubes de tourbillon pa
rallèles éclaire le problème général de la stabilité des anneaux enchaînés. 
Si n tubes de tourbillon se trouvent aux sommets d'un polygone ré
gulier, ils peuvent se mouvoir uniformément sur le cercle circonscrit. 
Ce mouvement est stable si n ne dépasse pas la valeur six w l ) . 

»A ces questions de configuration de systèmes de tubes-tourbillons 
parallèles et de leur stabilité, se rattache une très intéressante tenta
tive de Ht. von Kârmân et H. Rubach162) en vue d'établir une appli
cation théorique de la résistance des fluides à l'avancement d'un solide, 
mobile d'un mouvement rectiligne uniforme, avec une grande vitesse. 
A l'arrière d'un cylindre en mouvement perpendiculairement à son axe, 
on peut imaginer la surface de glissement de H. von Heimholte [cf. 
n° l e ] résolue en une double série de filets-tourbillons rectilignes 
parallèles au cylindre. Il résulte des expériences de H. Benard163) 
que cette naissance de tourbillons se produit effectivement, avec une 
périodicité nettement caractérisée, un tube-tourbillon se détachant alter
nativement d'un côté et de l'autre de la surface du cylindre. Th. von 
Kârmân et H. Rubach étudient théoriquement et expérimentalement 
ce phénomène et envisagent la stabilité d'un système de tourbillons de 
cette nature, dont les traces sur un plan normal au cylindre sont dis
posées en deux files parallèles indéfinies; la stabilité est obtenue, dans 
certaines conditions, pour une valeur déterminée du rapport entre la 

1 5 8 ) „Atti Accad. Torino 4 0 ( 1 9 0 4 / 5 ) , p. 2 9 6 / 3 1 2 . * 

1 5 9 ) Diss. Göttingue 1 8 7 7 ; Viertelj.Naturf.Ges. Zürich 2 2 ( 1 8 7 7 ) , p. 3 7 / 8 1 , 1 2 9 / 6 5 . 

1 6 0 ) W. Grôbli "») ; A. E. H. Love, Proc. London math. Soc. (1 ) 2 5 (1893 /4 ) , p. 1 8 5 . 

1 6 1 ) Nachr. Ges. Gött. 1 8 8 8 , p. 3 5 1 / 5 . E. Siecke et W. Grôbli1*9) donnent 
des tracés des trajectoires des éléments fluides. 

162) tTh. von Kârmân, Nachr. Ges. Gött. 1 9 1 1 , math.-phys. p. 5 0 9 1 7 ; id. 
1 9 1 2 , math.-phys. p. 5 4 7 / 5 6 ; Th. von Kârmân et H. Rubach, Physikalische Zeit
schrift 1 3 ( 1 9 1 1 / 2 ) , p. 49 /59 .* 

1 6 3 ) „Revue gén. sc. 1 1 ( 1 9 0 0 ) , p. 1 3 2 8 ; C. R. Acad. se. Paris 1 4 7 (1908) , 

p. 8 3 9 / 4 2 , 9 7 0 / 2 ; 1 5 6 ( 1 9 1 3 ) , p. 1 0 0 3 / 5 , 1225 /8 .* 

Encyclop. des scienc. matbémat. I V 5 . 1 0 
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1 6 4 ) Z. Math. Phys. 2 5 ( 1 8 8 0 ) , p. 1 /10 . 

1 6 6 ) Proc. Edinb. math. Soc. 5 ( 1 8 8 6 / 7 ) , p. 5 2 / 9 ; 6 ( 1 8 8 7 / 8 ) , p. 5 9 / 6 8 ; 7 

( 1 8 8 8 / 9 ) , p. 2 9 / 4 1 ; 8 ( 1 8 8 9 / 9 0 ) , p. 4 3 / 6 4 . 

1 6 6 ) Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1 9 0 0 , p. 7 1 / 8 3 . 

1 6 7 ) „Voir à ce sujet, Aitìcen [Trans- R. Soc. Edinb. 4 0 ( 1 9 0 3 ) , p. 1 3 1 / 5 6 ] et 
J.W.Sandström, Arkiv mat.astron.och fys.(Stockholm)7(1911/2), mém.n°30,p. 1/33.* 

1 6 8 ) „J. Éc. polyt. (2) cah. 1 5 ( 1 9 1 1 ) , p. 2 5 5 / 7 1 . Voir aussi A.H. Gibson, Mem. 
and proc. of the Manchester liter, and philos. Soc. 5 6 (1910 /1 ) , mém. n° 7, p. 1/19.* 

1 6 9 ) %Au sujet des tourbillons cellulaires qui expliquent notamment la for
mation des cirqueB lunaires, voir différents travaux de H. Bénard [Revue gén. se. 
1 1 ( 1 9 0 0 ) , p. 1 2 2 8 ; J. phys. théor. appi. (3) 9 ( 1 9 0 0 ) , p 6 1 3 ; (3) 1 0 ( 1 9 0 1 ) , p. 2 5 4 ] , 

P. Duhem [C.R. Acad. BC. Paris 1 3 7 ( 1 9 0 3 ) , p. 2 3 7 / 4 0 ] , C. Dauzère [J. phys. théor. appi. 
( 4 ) 6 ( 1 9 0 7 ) , p. 8 9 2 ; (4) 7 ( 1 9 0 8 ) , p. 9 3 0 ] ; H. Deslandres [C. R. Acad. se. Paris 1 4 9 

( 1 9 0 9 ) , p. 4 9 4 ] et plusieurs articles de S. Bénard, E. Belot, C. Dauzère, S. Deslan
dres et J. Escard dans les tomes 1 5 4 ( 1 9 1 2 ) à 1 5 6 ( 1 9 1 3 ) des C. R, Acad. se. Paris.* 

169") ^Nouvelle méthode de prévision du temps (préface de B. Bruhnes), 
Paris 1 9 0 9 . * 

1 7 0 ) tB. Bruhnes, Archives se. phys. naturelles Genève ( 5 ) 2 1 ( 1 9 0 6 ) , p. 4 0 / 6 2 · 

Assoc. fr. avanc. sc. 3 5 (Lyon) 1 9 0 6 S , p. 2 1 4 ; réimpr. dans G. Guilbert1™*)* 
1 7 1 ) „C. R. Acad. se. Paris 1 4 4 ( 1 9 0 7 ) , p. 900 /2 .* 

distance des deux files et la distance mutuelle de deux tourbillons 
consécutifs de cbaque file* 

L. Gràtelu) et C. Chreeus) ont considéré un mouvement tour-
billonnaire plan dans des fluides compressibles. C. Chree applique ses 
résultats à une théorie des cyclones. En utilisant la fonction axiale 
de courant, W. Wien]66) a développé une théorie plus générale des 
cyclones; l'air y est traité comme un fluide incompressible167). 

+Ce sujet a donné naissance à de nombreuses recherches récentes, 
en partie expérimentales. Citons notamment les recherches de Ch. Weyher 

et E. Betot168) qui reproduisent dans toutes leurs particularités les 
phénomènes naturels relatifs aux tourbillons. La récente découverte 
de tourbillons à la surface du soleil (tourbillons éleetrisés des taches 
solaires, photographiés par G. E. Haie, filaments noirs découverts par 
H. Deslandres dans les couches supérieures de l'atmosphère solaire et 
qui semblent être des tourbillons à axe horizontal) augmente encore 
l'intérêt de ces travaux1 6 9). 

D'autre part, G. Guilbert1B9a) a déduit de l'observation, des règles 
précieuses applicables à la météorologie, et qui sont actuellement offi
ciellement adoptées dans un grand nombre de pays. Les règles de 
G. Guilhert ont reçu de B. Bruhnes de notables confirmations théori
ques 1 7 0) et expérimentales171) qui mettent hors de doute le théorème 
d'hydrodynamique suivant: Un courant horizontal exerce sur un tour
billon vertical dextrorsuin171") une force horizontale perpendiculaire 
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au courant et dirigée vers sa gauche; le sens de cette force est ren
versé pour un tourbillon sinistrorsum. 

Une généralisation des champs plans de tourbillons a été intro
duite par E. Zermelom) qui étudie le mouvement d'un fluide mobile 
sans frottement sur une surface et notamment sur une surface sphérique; 
il forme pour ces mouvements une fonction de courant qu'il détermine 
effectivement dans des cas généraux. Le cas où il existe un certain 
nombre n fini de centres tourbillonnaires sur la surface est entière
ment analogue au cas de n tubes-tourbillons rectilignes parallèles.* 

3d. Vibrations des tourbillons. W. Thomson1™) a abordé l'étude 
des vibrations d'un anneau de tourbillon par le cas particulier d'un 
tourbillon cylindrique, qu'il supposa tantôt creux, tantôt plein de filets 
de tourbillon. 

J. J. Thomson141), W. M. Hicksiu) et H. C. Pocklington™) ont 
discuté les vibrations d'un anneau de tourbillon circulaire. Si l'anneau 
est creux, le rayon c de la section méridienne étant petit par rapport 
au rayon a de l'ouverture, les modes de vibrations sont les suivants: 

1°) Vibrations transversales (Querschwingungen; sinuous vibrations). 
Les centres des sections méridiennes ont de petites oscillations; les 
sections elles-mêmes ne changeant pas de forme. Si le cercle d'ouver
ture contient n longeurs d'onde, et si n n'est pas très grand, la période 
de la vibration est 

2 »a , 
n | / « s - 1 0 ' 

w0 désignant la vitesse de translation de l'anneau. Si w croît, la 
période diminue plus rapidement que ne l'indique la formule. Ce ré
sultat s'applique indifféremment aux anneaux creux ou pleins 1 4 1). 

2°) Pulsations (Pulsationen). Toutes les sections se dilatent simul
tanément ou se contractent de la même manière. La période de cette 
vibration est ,„ 

m ç - i / i n a i o 0 

n V ~~ » T ' 

m désignant le moment de l'anneau, JT la pression à l'infini149)-
3°) Vibrations cannelées (Riffélschwingungen; fluted vibrations). 

Chaque section méridienne se déforme de manière à présenter n lon
gueurs d'onde sur son contour. Que cette déformation soit ou non la 

171») tAu sens défini IV 4, 51, en prenant pour trièdre direct ou positif 
celui de l'astronomie. C'est le sens des tourbillons atmosphériques naturels.* 

172) t Z . Math. Phya. 47 (.1902), p. 201/37.* 
173) London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 10 (1880), p. 155 68. 
174) Philos. Trans. London 175 I (1884), p. 191/5; 176 II (1885), p. 759/80. 
176) The complete system of the periods of a hollow vortex-ring [Philos. 

Trans. London 186 A II (1895), p. 603/19]. 
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même dans les différentes sections, pourvu qu'elle varie assez lente

ment le long de la circonférence de l'anneau, il y a deux modes de 

vibrations de périodes ^ et -^-> 61 et o"2 étant les racines de l'équation1 7 6) 

e 2 + Anne — + 4 JE2 M (M — 1) , = 0. 

4°) Vibrations perlées (Perlschwingungen; beaded vibrations). Les 

sections se dilatent et se contractent alternativement de manière que 

leur aire varie barmoniquement le long de l'ouverture de l'anneau. S'il 

y a M longueurs d'onde le long de cette ouverture, la période est ; 

6 étant défini par 1 7 5 ) 

*2 = H 2 

+ 00 
7- / n i '\ 1 / cos2re'0 

m ' 2 

5°) Vibrations entrelacées (Torsionsschwingungen; twisted vibrations). 
Elles ont d'abord le même caractère que les vibrations cannelées; mais 
la déformation varie rapidement le long de l'ouverture de l'anneau, de 
telle sorte qu'il y ait un grand nombre n' de longueurs d'onde le long 

2 it 
de cette ouverture. La période — est donnée par l'équation 

ff2 - f 4 f t»6 4JT M2 4 ^-r^T-n-1- i , » = 0, 

où 2&<z est le rayon de la section, et où 1 7 4 ) 

+ 00 
<r (î-t-o8) T* 

Les vibrations cannelées („fluted vibrations") sont donc les seules 
dont la période soit indépendante de la vitesse de translation de 
l'anneau. Les périodes d'un anneau plein contenant un noyau de filets 
de tourbillon ont été étudiées par W. M. Hicks160), dans le cas de 
vibrations correspondant aux pulsations et aux vibrations cannelées d'un 
anneau creux. 

J3i l'on tient compte des résultats de J. Weingarten [cf. n° 3 b, 
note 147], il y a lieu de faire des réserves sur la possibilité de tous 
ces mouvements vibratoires.* 

3 e. Action mutuelle d'anneaux quelconques infiniment minces. 
J. J. Thomson14,1) a traité le cas de deux anneaux minces, dans l'hypo-

176) Voir H. C. Pocklington1™); A. B. Basset [Hydrodynamicsl) 2 , p. 92 ] 
a obtenu des résultats analogues, par lesquels il perfectionna les développe
ments de W. M. Hicks 160); tJ. W. Strutt (lord Bayleigh) [Proc. R. Soc. London 81 A 
(1908/9) , p. 269/71)] a étudié les tourbiUons dans un liquide oscillant, lorsque 
celui-ci est doué de viscosité.* 
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thèse que leur distance mutuelle est un multiple élevé du diamètre de 
chaque anneau. Il a déterminé les modifications subies par les rayons 
des anneaux, les trajectoires de leurs centres, et leurs lignes centrales. 
Dans une rencontre, l'anneau dont le rayon croît, gagne en énergie 
interne, et les deux anneaux entrent en vibrations transversales. 

J. J. Thomson a également déterminé le mouvement d'un anneau 
dans le voisinage d'un obstacle sphérique1 4 1). 

T. G Lewis a appliqué la méthode des images au cas particulier 
où l'axe de l'anneau passe par le centre de la sphère. 

3 f. Tourbillons de section finie. La méthode de J. J. Thomson 
s'applique à des tourbillons dont la section est assez petite, par rap
port à l'ouverture, pour que la forme de cette section et la répartition 
des vitesses à l'intérieur du tourbillon soient sans importance. La 
méthode de W. M. Hicks indiquée plus haut [n° 3 b] donne pour cer
tains problèmes des corrections ayant le caractère d'une deuxième ap
proximation. Si le volume occupé par le liquide en mouvement tour-
billonnaire n'a aucune de ses dimensions petite, les problèmes se com
pliquent beaucoup; leur étude a été, dans ce cas, poursuivie par 
J. Weingarten [n° 3 b] . 

On s'est attaché spécialement à la détermination de mouvements 
permanents, et à la recherche des surfaces de séparation entre le liquide 
en mouvement irrotationnel et le liquide en mouvement tourbillonnaire. 
Le long de ces surfaces les composantes normales et tangentielles 
des vitesses sont continues ainsi que les pressions. La condition de 
continuité de la pression est remplie identiquement, si les compo
santes des vitesses vérifient les conditions indiquées1 7 7). 

Dans un mouvement à deux dimensions, le vecteur tourbillon % 
est lié à la fonction de courant par l'équation 

3XS -1" dy* ' 

La condition de constance du moment du tourbillon se traduit 
par l'équation & ,. 

-Î» = 0. 
St 

Si le mouvement est permanent, on a alors 1 4 4) 

G. Kirchhoff™) a montré qu'un tourbillon dans lequel £ a partout la 

1 7 7 ) B. Bargreaves, Proc. London math. Soc. (1) 2 7 (1895/61 p. 2 7 9 3 2 7 . 
1 7 8 ) Mechanik6), ( 3 8 éd.) p. 2 6 1 . A. E.H. Love [Quart. J. pure appi math. 

2 7 ( 1 8 9 6 ) , p. 8 9 / 9 2 ] appliqua les résultats aux cas où la densité est différente à 
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l'intérieur et à l'extérieur du tourbillon et où la vitesse tangentielle subit une 
discontinuité le long de la surface de séparation; S. A. Gaplygin, Izvëstija Obs-
cestva lïubitelej estestvoznanija 9 6 I, Trudy Otdélenija fiziueskich nauk 1 0 ( 1 8 9 9 ) , 

p. 1 3 / 2 2 , 3 5 / 4 0 ] a traité le cas où un mouvement tourbillonnaire donné a lieu à 
l'extérieur du cylindre avec une valeur uniforme du vecteur tourbillon, les valeurs 
étant différentes à l'extérieur et à l'intérieur. 

1 7 9 ) Philos. Trans. London 1 7 5 II ( 1 8 8 4 ) , p. 3 8 7 . 

1 8 0 ) A. E. H. Love, Proc. London math. Soc. (1) 2 5 ( 1 8 9 3 / 4 ) , p. 1 8 . 

1 8 1 ) A. G. Greenhill, Encyclopaedia britannica ( 1 1 E éd.) 1 4 , Cambridge 1 9 1 0 ; 
cf. G. G. Stokes,8) et F. D. Thomson, Oxford Cambr. Dublin Messenger math. ( 1 ) 
3 ( 1 8 6 6 ) , p. 2 3 8 / 4 6 . 

1 8 2 ) H. Lamb, Hydrodynamics *), p. 2 6 4 . «Voir également, au sujet de 
certains mouvements plans tourbillonnaires particuliers: H. F. Moulton, Proc. Lon
don math. Soc. (2 ) 2 ( 1 9 0 5 ) , p. 1 0 4 ; A. Viterbi, Atti 1st. Veneto (8) 4 ( 1 9 0 1 / 2 ) , 

p. 4 4 9 / 6 4 ; (8) 5 ( 1 9 0 2 / 3 ) , p. 1 7 5 / 6 ; A. G. Greenhill™).* 
1 8 3 ) H. Lamb, Proc. London math. Soc. ( 1 ) 9 ( 1 8 7 7 / 8 ) , p. 9 1 / 2 . 

même valeur peut être limité par une ellipse de demi-axes a, h qui 

tourne autour de son centre avec la vitesse angulaire 

(a + b)1 

en grandeur et en signe. 

M. J. M. Silltn) trouva un état de mouvement permanent corres

pondant au tourbillon elliptique de G.Kirchhoff, mais en supposant le 

liquide limité extérieurement à une ellipse homofocale à celle qui limite 

le tourbillon. 

Ces tourbillons elliptiques de G. Kirchhojf et de M. J. M. Hill 

sont stables, si l'excentricité n'est pas trop grande 1 8 0). La solution du 

problème relatif au mouvement irrotationnel dans un cylindre ou un 

prisme animé d'un mouvement de rotation détermine en même temps 

le mouvement tourbillonnaire avec répartition uniforme du vecteur 

tourbillon dans le cylindre supposé au repos 1 8 1). On a trouvé à 

l'aide des fonctions de Bessel, en remplaçant fty) par x 2 dans 

l'équation (1), des solutions de problèmes se rapportant au mouve

ment d'un tourbillon à limite circulaire182). 

Dans un mouvement permanent à trois dimensions il existe une 

famille de surfaces sur lesquelles on peut tracer une infinité de 

lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillon. Le produit 

qm sin /3 · dv 

est constant dans toute l'étendue de chaque surface183), co étant la 
longueur du vecteur tourbillon, ¡3 l'angle qu'il fait avec la vitesse 
q, dv la distance au point considéré de la surface considérée et 
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d'une surface infiniment voisine de la famille. L'équation générale de 
ces surfaces est V~fd

Q

P - 2 2 2 = c o n s t " 

+ Z7. Cisottiï&i) a étudié si une surface de tourbillons fermée pouvait 
se déplacer rigidement dans un liquide à trois dimensions, dont le 
mouvement, extérieurement à cette surface, serait irrotationnel, le 
liquide étant soumis à des forces douées de potentiel. La question 
revient à la détermination d'un potentiel des vitesses, à l'intérieur et à 
l'extérieur de la surface considérée, par des conditions aux limites bien 
connues pour le mouvement d'un corps solide [n° 2 a] dans un liquide. 

Par exemple, pour une surface sphérique de centre 0 se déplaçant 
dans une translation uniforme de vitesse (0, 0, w0), les lignes de 
tourbillon sur la sphère sont les parallèles d'axe Os, et la grandeur 
du tourbillon est 

%w0 sin 6, 

en désignant par 6 la colatitude.* 
W. J. M. Rankmeisi) a donné la formule qui détermine la sur

face d'un tourbillon creux vertical dans un liquide incompressible se 
mouvant sous l'action de la pesanteur; elle s'écrit 

z 5 5 2 = const., 

S) désignant la distance à l'axe vertical du tourbillon. Le mouvement 
a lieu dans des plans horizontaux z = const. 

M. J. M. Hillm) a montré qu'une sphère de rayon a peut être 
limite d'une région tourbillonnaire ; le mouvement est alors donné par 
une fonction axiale de courant, qui, à l'intérieur et à l'extérieur de 
cette région tourbillonnaire a respectivement les valeurs 

(2) "\ + -Sa*) et - a " w ^ \ . 
i a ' 2 ( z 2 - ( - 5 5 s ) * 

D'autres modes de mouvement d'un domaine tourbillonnaire 
sphérique ont été discutés par W. M. Hiclcs187). Le mouvement 
dans les plans méridiens est composé avec un mouvement perpendi
culaire à ces plans. 

184) tC. R. Acad. se. Paris 156 (1913), p. 539/41 .* 

185) S. Lamb [Hydrodynamics'), p. 30 ] attribue le résultat à W. J. M. Rankine. 
186) Philos. Trans. London 185 A (1894) , p. 213 4 5 ; il y est établi qu'une 

solution correspondante pour un sphéroïde n'existe pas ; cf if. Hargreaves, Proc. 
London math. Soc. (1) 27 (1895/6) , p. 299. 

187) Papers printed to commemorate the incorporation of the University 
Collège of Sheffield 1 8 9 7 ; Philos. Trans. London 192 A (1899), p. 33 7 99 [ 1 8 9 8 ] . 
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Quelques types de mouvement tourbillonnaire, dans lesquels les 
lignes de courant coïncident avec les lignes de tourbillon, et dans les
quels les trajectoires des éléments fluides sont des hélices, ont été 
étudiés par E. BeMrami188) et G. Moreram). 

W. VoigtliT) a discuté un exemple de mouvement tourbillonnaire 
à l'intérieur d'un ellipsoïde fixe. Les vitesses sont des fonctions liné
aires des coordonnées, le vecteur tourbillon est donné par des fonc
tions elliptiques du temps 1 9 0). 

Des mouvements tourbillonnaires, c'est-à-dire pour lesquels le 
curl (M, v, w) n'est pas nul, mais pour lesquels le curl" (u, v, w) s'an
nule pour une valeur finie de n, ont été examinés par A. Bowland191) 
et Cornelia Fabri192). Ce dernier a étendu ces recherches aux fluides 
compressibles et aux fluides visqueux. 

, 7 . Stéklov193), par l'application de ses méthodes signalées dans le 
n° 3 a, a donné à ces recherches une beaucoup plus grande généralité, en 
résolvant complètement diflérents problèmes: il trouve tous les mouve
ments d'un liquide dans un vase donné (animé d'un mouvement connu) 
et pour lesquels les lignes de tourbillon sont des droites; il détermine 
d'une manière générale les mouvements d'un liquide, où les lignes de 
courant se confondent avec les lignes de tourbillon; il recherche égale
ment tous les mouvements possibles d'un cylindre de révolution con
tenant un liquide pour lequel les lignes de tourbillon soient les cir
conférences ayant pour axe l'axe du cylindre. Le cylindre doit être 
aminé d'un mouvement hélicoïdal suivant cet axe. La solution expli
citée fait apparaître les fonctions de Bessel dans un cas particulier.* 

4. Ellipsoïdes liquides soumis à leur propre gravité. 

4 a. Théorie générale. Le mouvement d'une masse liquide 
homogène dont les particules s'attirent Buivant la loi de Newton, et 
dont la surface primitivement ellipsoïde conserve dans la suite le 
même caractère ellipsoïde, est l'un des problèmes d'hydrodynamique, 
comportant un mouvement tourbillonnaire dans un espace limité, qui 
ont été le plus étudiés. Il a déjà été question [IV 17, 4] des travaux 
de G Maclaurin et de C. G. J. Jacdbi. 

1 8 8 ) Il nuovo eimento [Pise] ( 3 ) 2 5 ( 1 8 8 9 ) , p. 2 1 2 . 

1 8 9 ) Atti B. Accad. Lincei, Rendic. (4) 6 I ( 1 8 8 9 ) , p. 6 1 1 / 7 . 

1 9 0 ) „Voir sur le même sujet O. Tedones').* 
1 9 1 ) Amer. J. math. 3 ( 1 8 8 0 ) , p. 2 2 6 / 6 8 . 

1 9 2 ) D. nnovo eimento [Tise] ( 3 ) 3 1 ( 1 8 9 2 ) , p. 3 5 / 4 5 , 2 2 1 / 7 ; (3) 3 6 ( 1 8 9 4 ) , 

p. 8 7 / 9 1 ; (4) 1 ( 1 8 9 5 ) , p. 2 8 1 / 9 1 ; Memorie Ist. Bologna (5 ) 4 (1893 /4 ) , p. 3 8 3 / 9 2 ; 

Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 7 ( 1 8 9 5 ) , mém. n° 4 , p. 1/35. 
1 9 3 ) «Voir note 139 .* 
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G. Lejeune Dirichlet194) a étudié le problème, en partant de l'hypo
thèse que les coordonnées des particules sont des expressions linéaires 
de leurs râleurs initiales. Il obtint des équations déterminant les coef
ficients de ces expressions en fonction du temps. En supposant la 
surface libre définie par l'équation 

x % 4_ y' _i_
 z* = 1 

0 s -r B 2 t - c î J-, 

la pression p est donnée par la formule 

P " 6 { 1 - «» ~ 0' -

0 étant une fonction du temps. 
F. Brioschim) a montré comment on peut ramener les équations 

différentielles du mouvement à la forme canonique des équations du 
mouvement d'un système matériel à 8 paramètres. 

B. Biemann196) utilisant les équations de Lagrange de l'hydro
dynamique rapportées à des axes mobiles, trouva un système de 
dix équations entre les longueurs des axes de l'ellipsoïde à un instant 
quelconque, les composantes suivant ces axes de la vitesse de rotation, 
celles du vecteur-tourbillon, supposé indépendant de x y s, et le coef
ficient a introduit ci-dessus. 

A. G. GreenhiU197) et A. B. Basset198), utilisant les équations d'Euler 
rapportées à des axes mobiles, formèrent les expressions des compo
santes des vitesses en combinant: 

1°) un mouvement avec répartition uniforme du vecteur-tourbillon, 
2°) un mouvement irrotationnel en relation avec la rotation de 

la surface limite, 
3°) un mouvement irrotationnel en relation avec la déformation de 

la surface. 
Ils aboutirent aux mêmes équations que B. Biemann. Ces équa

tions admettent trois intégrales qui expriment la constance de l'énergie, 
du moment de la quantité de mouvement, et du moment de l'en-

1 9 4 ) Ahh. Ges. Gott. 8 (1868 /9 ) , éd. 1 8 6 0 , math. mém. n° 1 ; J. reine angew. 
Math. 5 8 ( 1 8 6 1 ) , p. 1 8 1 / 2 1 6 ; Werke 2 , Berlin 1 8 9 7 , p. 2 6 3 / 3 0 1 . B. Dedekind [J. reine 
angevr.Math. 5 8 (1861),p. 2 1 7 / 2 8 ] fit connaître le mémoire et fit quelques applications. 

1 9 5 ) J. reine angew. Math. 6 9 ( 1 8 6 1 ) , p. 6 3 / 7 3 [ 1 8 6 0 ] , Voir aussi A. E. 
H. Love, London Edinb. Dublin philos, mag. (5 ) 2 5 ( 1 8 8 8 ) , p. 4 0 5 . 

1 9 6 ) Abh. Ges. Gott. 9 ( 1 8 6 0 ) , éd. 1 8 6 1 , math. p. 3 / 3 6 ; Werke, publ. par 
S. Weber, ( 2 E éd.) Leipzig 1 8 9 2 , p. 1 8 2 / 2 1 1 . 

1 9 7 ) Proc. Cambr. philos. Soc. 3 ( 1 8 7 6 / 8 0 ) , éd. 1 8 8 0 , p. 2 3 3 ; 4 ( 1 8 8 0 / 3 ) , éd. 
1 8 8 3 , p. 4 ; A. G. GreenhiU ne considère que des mouvements permanents. 

1 9 8 ) Proc. London math. Soc. (1) 1 7 (1885'6), p. 2 3 9 , 2 5 5 / 6 2 ; Hydrodyna-
mics ') 2 , p. 9 5 / 1 0 1 . 
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semble des filets de tourbillon2 0 0). Si la surface est un sphéroïde1 9 9) 
ou un cylindre elliptique2 0 1) on obtient par cette méthode toutes les 
intégrales premières, et l'étude du mouvement est ramenée à un pro
blème de quadratures. 

M. J. M. Hill*0*) a déterminé dans le cas général les équations 
des surfaces qui restent constamment formées des mêmes particules. 
Il exprima également les composantes de la vitesse au moyen des 
formules (7) de l'article IV 17, 7. Dans le cas du mouvement permanent 
d'un ellipsoïde liquide, les longueurs des axes, leur vitesse de rotation, 
et la répartition du vecteur tourbillon dans l'intérieur du liquide restent 
invariables. 

B. Biemann203) a montré que, dans le mouvement permanent, le 
vecteur représentant la rotation des axes et le vecteur-tourbillon sont 
portés par la même droite. Dans certains cas cette droite est l'un 
des axes de l'ellipsoïde (ce n'est jamais le plus grand), dans d'autres 
elle est dans un plan principal 2 0 4). Dans les mouvements du premier 
genre rentrent les mouvements, découverts par G. Maclaurin et G G. J. 

Jacobi, d'un ellipsoïde liquide tournant à la manière d'un solide. L'„ellip-
soïde de Dedekind" correspond aussi à une forme de mouvement ren
trant dans ce premier genre: c'est le cas d'un liquide limité par une 
surface ayant la forme d un ellipsoïde de Jacobi et fixe dans l'espace2 0 3), 
la répartition du vecteur tourbillon à l'intérieur étant uniforme paral
lèlement au plus petit axe. 

B. Biemann206) a discuté la stabilité des divers modes de mouve 

199) G. Lejeune Diriéhlet™*) a donné la solution relative à ce cas. Voir 
aussi A. B.Basset, Hydrodynamics1) 2, p. 102. Pour le cas du mouvement irro
tationnel, voir W. M. Hicks, Proc. Cambr. pbilos. Soc. 5 (1883/6), éd. 1886, p. 309/12. 

200) B. Biemann, «Abh. Ges. Grbtt. 9 (1860), éd. 1861 , math. p. 1 1 ; Werke, 
(2° éd.) pubi, par H. Weber, Leipzig 1892 , p. 189.* 

201) B.Lipschitz, J. reine angew. Math. 78 (1874), p. 2 4 5 . Voir aussi A.E.H. 
Love, Quart. J. pure appi. math. 23 (1889), p. 163. «Voir aussi F. Insolera, Rend. 
Cire. mat. Palermo 18 (1904) , p. 16 /44 ; J. H. Jeans, Proc. R. Soc. London 70 

(1902), p. 46 /8; Philos. Trans. London 200 A (1903) , p. 67/104.* 

202) Proc. London math. Soc. (1) 23 (1891/2) , p. 8 8 / 9 5 . 

203) »Abh. Ges. Gôtt. 9 (1860), éd. 1861 , math. p. 2 5 ; Werke, ( 2 e éd.) pubi, 
par H. Weber, Leipzig 1892, p. 201 .* 

204) B. Biemann a donné toutes ces formes; A. G. Greenhill [Proc. Cambr. 
philos. Soc. 3 (1876/80), éd. 1880, p. 2 3 3 ; 4 (1880/3), éd. 1883, p. 4 et p. 2 0 8 ] les a 
discutées ultérieurement. E. Padova [Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 1 (1871), p. 1/87] 

a traité les formes de mouvement permanent et quelques formes de mouvement 
périodique. 

205) Découvert par B. Dedekind™1). Voir aussi A. E. H. Lovel9S). 
206) „Abh. Ges. Gfltt. 9 (1860) , éd. 1861, math. p. 2 6 / 3 6 ; Werke, ( 2 e éd.) 

pubi, par H. Weber, Leipzig 1892, p. 202 /11 .* 
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ment permanent, il établit que les figures de Jacobi et de Dedekind 
sont stables, mais la figure de Maclaurin n'est stable que si le rapport 
du plus petit au plus grand axe du sphéroïde dépasse 0,303327... 

Ces résultats concernant la stabilité ne sont établis qu'en supposant 
que la surface libre reste un ellipsoïde. 

t En reprenant ces questions arec des méthodes nouvelles, V.SteMov2m) 
résout le problème de la détermination de tous les cas possibles pour 
le mouvement d'un ellipsoïde fluide lorsqu'il conserve constamment la 
forme d'un ellipsoïde de révolution. Il trouve, contrairement à l'asser
tion de B. Biemann, deux nouveaux cas où le mouvement se réduit 
à la rotation de l'ellipsoïde autour de son centre, comme s'il s'agissait 
d'un corps solide, mais cette rotation n'est pas uniforme, l'axe instan
tané de rotation n'est pas, en général, dans un des plans principaux 
de l'ellipsoïde, et le mouvement relatif n'est pas permanent. 

V. SteMov résout également les questions suivantes: Trouver tous 
les cas possibles où le mouvement d'entraînement du liquide se réduit 
à la rotation de l'ellipsoïde autour d'un axe principal, comme s'il était 
solide; trouver tous les mouvements possibles où l'ellipsoïde ne change 
pas la direction de ses axes (inégaux) pendant le mouvement. 

Pour le premier problème, les seules solutions sont celles, signalées 
plus haut, trouvées par B. Biemann et G.Lejenne Dirichlet; pour le second, 
les seuls cas possibles sontceux de G. Kirchhoff m ) et G. Lejeune BirichletWi). 

T. Boggiom) a simplifié et complété les résultats de V. Stëklov, 
en mettant en évidence les avantages du calcul vectoriel dans ces 
sortes de recherches.* 

4 b. Étude particulière des figures d'équilibre relatif. Stabilité.* 
„Le sphéroïde de G. Maclaurin et l'ellipsoïde de G G. J. Jacóbi furent 
longtemps les seules figures connues d'équilibre relatif d'une masse 
liquide animée d'un mouvement de rotation.* L. Matthiessen210) et un 
peu plus tard W. Thomson et P. G. Tait211) indiquèrent l'existence de 
figures annulaires, „mais sans démonstration suffisante.* 

2 0 7 ) »C. B. Acad. se. Paris 1 4 1 (1905) , p. 9 9 9 / 1 0 0 1 , 1 2 1 5 / 7 ; 1 4 2 ( 1 9 0 6 ) , p .77/9; 

Ann. Éc. Norm. (3) 2 5 ( 1 9 0 8 ) , p. 4 6 9 / 5 2 8 ; (3) 2 6 (1909) , p. 2 7 5 / 3 3 6 . * 

2 0 8 ) Mechanik8), ( 3 E éd.) p. 3 6 6 . 
2 0 9 ) »Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5) 2 1 II ( 1 9 1 2 ) , p. 2 6 3 / 7 0 . * 

2 1 0 ) Ann. mat. pura appi. (2 ) 3 ( 1 8 6 9 / 7 0 ) , p. 84/111; Z. Math. Phys. 1 0 ( 1 8 6 5 ) , 

p. 6 9 / 7 3 ; 1 6 ( 1 8 7 1 ) , p. 2 9 0 / 3 ; 2 8 ( 1 8 8 3 ) , p. 3 1 / 4 5 . Dans ces deux derniers 
mémoires, L. Matthiessen considère l'action d'une compression uniforme du fluide 
dans le cas d'une figure d'équilibre ellipsoïde ou cylindrique. Mais cette question 
a été traitée plus complètement par H. Poincaré*16); cf. H. Poincaré*1*).* 

2 1 1 ) Naturai philos.5) ( 2 E éd.) l s , p. 3 2 9 et suiv. Voir au sujet de ces figures 
annulaires, A. B. Basset, Amer. J. math. 1 1 ( 1 8 8 9 ) , p. 1 7 2 / 8 1 . 
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2 1 2 ) G. R. Acad. so. Paris 1 0 2 ( 1 8 8 6 ) , p. 9 7 0 . «Voir aussi C. R. Aoad. se. 
Paris 1 0 1 ( 1 8 8 5 ) , p. 3 4 6 . * 

2 1 3 ) «Astron. Nachr. (Kiel) 1 1 1 ( 1 8 8 5 ) , col. 37 .* 

2 1 4 ) «Bull, astron. 2 ( 1 8 8 5 ) , p. 1 0 9 / 1 8 , 4 0 5 / 1 3 . * 

2 1 5 ) Acta math. 7 ( 1 8 8 5 / 6 ) , p. 2 5 9 / 3 8 0 . Pour un système matériel présentant 
quatre degrés de liberté, il peut exister une famille de figures d'équilibre dans 
laquelle les coordonnées des éléments matériels dépendent d'un seul paramètre. 
Chaque figure d'équilibre peut alors se représenter par un point d'une courbe 
dans un espace à quatre dimensions; ce sont ces courbes que H. Poincaré appelle 
„séries linéaires". 

2 1 6 ) «Au sujet de ces ellipsoïdes, voir aussi F. Tisserand, Traité de méca
nique céleste 2 , Paris 1 8 9 1 , p. 9 7 / 1 0 9 ; A. G. Greenhill, A treatise on hydrostatics, 
Londres 1 8 9 4 ; G.Kirehhoff, Mechanik8), (3» éd.) p. 1 2 5 , 137 .* 

2 1 7 ) Voir W. Thomson et P. G. Tait, Natural philos.6), ( 2 ° éd.) I 8 , p. 3 3 3 . 

„L. Matthiessen supposait a priori que la section de l'anneau différait 
peu d'une ellipse. H. Poincaré212) montra que cette hypothèse n'est 
légitime que si la section de l'anneau est très petite et établit rigou
reusement l'existence de ces figures. Il en fit une étude approfondie et 
montra, en employant une méthode indiquée par Sonia KovalewsM2ls), 
comment on peut en déterminer les principaux éléments avec une 
approximation indéfinie; les figures sont d'ailleurs instables21*).* 

Dans un autre mémoire H. Poincaréns) montra que les diverses 

figures d'équilibre forment des séries linéaires. Ainsi d'après les équa

tions qui lient les axes des ellipsoïdes2 1 6) de Jacobi, y et — dépendent 

d'un paramètre variable 

les notations étant celles de l'article IV 17, n° 4. Les sphéroïdes de 

Maclaurin forment une série de ce genre, dans laquelle -y = 1. Ces 

deux séries ont en commun un sphéroïde pour lequel la quantité 

vérifie l'équation2 1 7) 

(1) (3 + 14 f* + 3/*) arc tg f = f(3 + 1 3 f ) , 

dont la racine est 

/ · = 1,39457 . . . . 

Pour les ellipsoïdes de Jacobi, on pose généralement 

a > b > c ; 

la valeur de — donnée par l'équation (1) est la plus petite qui soit 
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2 1 8 ) Philos. Trans. London 1 7 8 A ( 1 8 8 7 ) , p. 3 7 9 / 4 2 8 . 

acceptable pour un de ces ellipsoïdes; si ~ croît à partir de 1, f et 

par suite y croissent également. 

W. Thomson et P. G. Tait211) ont montré que les sphéroïdes de 
Maclaurin sont stables ou instables selon que f est inférieur ou 
supérieur à la racine de l'équation (1). 

D'après B. Biemann, l'instabilité se produit pour 

f> 3,14156 

H. Poincaré215) a discuté la stabilité des ellipsoïdes de Jacobi 
par deux méthodes, en considérant la question soit comme un pro
blème de stabilité statique, soit comme un problème d'ondes. 

Dans la première méthode il introduisit la notion d'équilibre de 
bifurcation: Lorsque les figures d'équilibre d'un système matériel dé
pendent d'un paramètre variable, il peut y avoir plusieurs séries linéaires 
de ces figures. Si une même figure appartient à la fois à deux séries 
différentes c'est une figure de bifurcation. Cette figure correspond en 
général à un échange des stabilités, c'est-à-dire que si en suivant 
l'une des séries on ne rencontre jusqu'à la figure de bifurcation que 
des figures stables, on n'y trouvera plus ensuite que des figures 
instables. Il faudrait continuer sur l'autre série pour trouver des 
figures stables. 

Dans le cas particulier des ellipsoïdes de Maclaurin et de Jacobi, 
la proposition de Thomson et Tait se trouve vérifiée; on voit de plus 

que l'ellipsoïde de Jacobi est stable si dépasse un peu la valeur 

qui correspond à l'équation (1). 
Pour la recherche des figures de bifurcation dans la série des 

ellipsoïdes de Jacobi, H. Poincaré utilisa les fonctions de Lamé 
et montra que les déformations des surfaces ellipsoïdes, qui corres
pondent aux fonctions de Lamé des divers ordres, donnent un en
semble discret de figures de bifurcation pour lesquelles les valeurs de 

™ augmentent avec l'ordre des fonctions de Lamé. 

Un ellipsoïde de Jacobi cesse d'être stable si dépasse la 

valeur qui correspond à une déformation du troisième ordre. On en 
conclut qu'il existe une série linéaire de figures d'équilibre stables 
dont les premières diffèrent très peu d'ellipsoïdes, mais dont les 
suivantes présentent la forme d'une poire ou d'un haltère. La figure 
en forme d'haltère a été traitée en détail par G. H. Darwin21*). 
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H. Poincaré insista aussi sur la différence entre les stabilités 
„séculaire" et „ordinaire" 2 1 9). La stabilité est séculaire si le mouve
ment est stable en tenant compte de la viscosité, elle est ordinaire 
si le mouvement est stable en supposant un fluide parfait. La 
condition de Maclaurin 

f < 3,14156 . . . 

apparaît comme une condition de stabilité ordinaire. 

H. Poincaré21*) étudia d'autre part les ondes qui se produisent sur 
un ellipsoïde de Jacobi, lorsque l'équilibre relatif est légèrement 
troublé. Il démontra que, dans le cas d'un fluide tournant à la 
manière d'un corps solide, le mouvement troublé peut être com
plètement déterminé à l'aide d'une fonction qui est harmonique à 
l'intérieur d'une surface provenant de la surface libre par une défor
mation homogène, et qui vérifie sur cette surface une condition 
déterminée. 

Cette méthode a été appliquée depuis à de nombreuses questions220). 
En particulier G.H. Bryan221) et G.H.Darwin222) l'utilisèrent à l'étude 
directe de la stabilité du sphéroïde de Maclaurin, G. H. Bryan dé
montra que si la condition de Riemann est remplie, le sphéroïde 
possède une stabilité ordinaire, même si l'on considère comme formes 
voisines des formes autres que des ellipsoïdes 2 2 3), et détermina tous 
les modes et toutes les périodes d'oscillation du système. 

G. H. Bryan224) illustra la différence entre les stabilités séculaire 
et ordinaire par une discussion des ondes sur un cylindre de fluide 
visqueux animé d'un mouvement de rotation. La détermination de la 
plus longue période d'oscillation du sphéroïde de Maclaurin conduit 

2 1 9 ) Cf. W. Thomson et P. G. Tait, Naturai philos.5), ( 4 E éd.) I 8, Cambridge 
1 9 0 3 , p. 3 3 0 . 

2 2 0 ) A.E.H. Love [Quart. J. pure appi. math. 2 3 ( 1 8 8 9 ) , p. 1 4 8 ] traita le 
cas où la surface libre est un cylindre elliptique et [Proc. London math. Soc. (1) 1 9 
( 1 8 8 7 / 8 ) , p. 1 7 0 / 2 0 7 ] le cas où le fluide est enfermé dans une sphère creuse 
élastique; S. 8. Hough [Philos. Trans. London 1 8 6 A ( 1 8 9 5 ) , p. 4 6 9 / 5 0 6 ] traita le 
cas d'une écorce en forme d'ellipsoïde remplie de fluide et [Philos. Trans. London 
1 8 9 A ( 1 8 9 7 ) , p. 2 0 1 / 5 8 ] le cas d'un océan de faible profondeur enveloppant 
un noyau sphérique fixe. Ŝur l'équilibre d'un ellipsoïde de révolution élastique, 
voir A. ViterU, Atti E. Accad. Lincei, Bendic. (5 ) 1 2 I (1903) , p. 2 4 9 / 5 7 , 300 /3 .* 

2 2 1 ) Philos. Trans. London 1 8 0 A ( 1 8 8 9 ) , p. 1 8 7 2 1 9 [ 1 8 8 8 ] ; Proc. R. Soc. 
London 4 7 ( 1 8 8 9 / 9 0 ) , p. 3 6 7 76. 

2 2 2 ) „Trans. Amer. math. Soc. 4 (1903) , p. 113 /33 .* 

2 2 3 ) ,An sujet des formes voisines de l'ellipsoïde, et de leur possibilité, 
voir A. Liapunovìso).* 

2 2 4 ) Proc. Cambr. philos. Soc. 6 (1886 /9 , éd. 1 8 8 9 , p. 2 4 8 . 
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entre autres à confirmer la théorie de G. H. Darwin de la formation 
du monde 2 2 5 \ 

«<?. LT. Darwin™) reprit sous une autre forme les recherches de 
H. Poincaré™) et, utilisant ses propres recherches sur l'analyse har
monique ellipsoïdale227) développa les propriétés des coefficients de 
stabilité de H. Poincaré, propriétés à l'aide lesquelles il approfondit 
l'étude de l'ellipsoïde de Jacobi et celle de la figure d'équilibre 
piriforme. 

H. Poincaré228) rechercha les conditions de stabilité de cette 
dernière figure, et donne ces conditions sous une forme qu'il ne traduit 
pas en chiffres. D'après les travaux ultérieurs de G. H. Darwin229) 
cette forme en poire serait stable. A. Mapunov230) arrive à un 
résultat opposé. L. Benès231) montre que pour arriver à une conclu
sion décisive, il faut effectuer un calcul considérable, qu'il aborde. Si 
la marche qui se manifeste dans les calculs déjà faits persistait dans 
les calculs encore nécessaires, il faudrait conclure à l'instabilité. 

Les principes même sur lesquels repose l'étude de la stabilité 
d'un système animé d'un mouvement de rotation, ont été discutés et 
étudiés minutieusement par P. Duhem232), qui légitime le critère de 
H. Poincaré par une nouvelle méthode. A. Lîapunov230) étudie aussi 
les questions de stabilité en généralisant le principe de Lagrange, d'après 
lequel l'étude de la stabilité se ramène à la recherche du minime 
d'un potentiel; il précise les conditions d'équilibre des ellipsoïdes de 
révolution et des ellipsoïdes de Jacobi, et étudie l'existence de formes 
voisines des ellipsoïdes.* 

«Signalons ici, comme se rattachant aux questions traitées dans 
ce paragraphe, un travail de U. Crudeli233) qui détermine une nouvelle 

2 2 5 ) A. E. H. Love, London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 2 5 (1888) , p. 40 /5 . 

2 2 6 ) «Philos. Trans. London 1 9 8 A ( 1 9 0 2 ) , p. 3 0 1 / 3 1 . * 

2 2 7 ) «Id. 1 9 7 A ( 1 9 0 1 ) , p. 4 6 1 / 5 5 9 . * 

2 2 8 ) «Id. 1 9 8 A (1902) , p. 3 3 3 / 7 3 . * 

2 2 9 ) «Id. 2 0 0 A ( 1 9 0 3 ) , p. 2 5 1 / 3 1 4 ; 2 0 8 A ( 1 9 0 8 ) , p. 1/20.* 

2 3 0 ) «Ann. Pac. se. Toulouse (2) 6 ( 1 9 0 4 ) , p. 5 ' 1 1 6 ; Mém. Acad. Pétersb. (8 ) 

1 7 ( 1 9 0 5 ) , mém. n° 3 : „Sur les figures d'équilibre peu différentes des ellipsoïdes, 
d'une masse liquide homogène douée d'un mouvement de rotation", ouvrage publié 
par l'Acad. des se. de S'Pétersbourg, 1 E R partie ( 1 9 0 6 ) , 2 E partie ( 1 9 0 9 ) ; Ann. 
Éc. Norm. (3) 2 6 (1909) , p. 4 7 3 / 8 3 . * 

2 3 1 ) «Astron. Nachr. (Kiel) 1 8 6 ( 1 9 1 0 ) , col. 305 /8 .* 

2 3 2 ) «C. R. Acad. se. Paris 1 3 2 (1901) , p. 1 0 2 1 ; 1 3 4 ( 1 9 0 2 ) , p. 2 3 ; 1 3 5 (1902) , 

p. 9 3 9 , 1 0 8 8 , 1 2 9 0 ; J. math, pures appi. (5 ) 7 ( 1 9 0 1 ) , p. 3 3 1 / 6 0 ; (5) 8 ( 1 9 0 2 ) , 

p. 5 /18 , 2 1 5 / 2 7 ; (5) 9 ( 1 9 0 3 ) , p. 2 3 3 / 3 2 8 . * 

2 3 3 ) «Atti R. Accad. Lincei, Mendie. (5) 1 9 I ( 1 9 1 0 ) , p. 6 6 6 ' 8 ; id. II ( 1 9 1 0 ) , 

p. 4 1 / 3 . * 
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limite supérieure de la vitesse angulaire d'un fluide homogène en 
rotation uniforme, limité par une figure d'équilibre.* 

¿I. Levi-Civita23i) et A. Viterbi23b) ont étudié la gravitation d'un 
tube ayant l'aspect d'un tore, et appliqué cette étude à la forme de 
l'anneau de Saturne. 

Des équations fonctionnelles pour l'équilibre d'une masse liquide 
homogène en rotation sous l'action newtonienne, ont été introduites 
par P. Appell236). 

L'équilibre d'une masse fluide hétérogène animée d'une rotation 
uniforme a fait l'objet d'études intéressant la mécanique céleste. La 
possibilité des „stratifications" est des plus importantes: y a-t-il des 
figures d'équilibre pour lesquelles le fluide serait stratifié par couches 
homogènes concentriques, séparées les unes des autres par des surfaces 
ellipsoïdales homothetiques? 

Cette question, tranchée négativement par M. Hamy et H. Poin
caré231) pour un nombre firn de couches, a été reprise par V. Vol
terra239) pour le cas d'une suite infinie d'ellipsoïdes homothétiques, la 
densité étant assujettie seulement à être une fonction finie et integrable 
du paramètre dont dépend la famille d'ellipsoïdes. 

V. Volterra arrive à la même conclusion négative: de telles con
figurations ne conviennent pas à l'équilibre relatif dans le mouvement 
de rotation. 

P.Pizzetti232) et G. Lauricella24,0) étudient la distribution possible 
des masses à l'intérieur des planètes. Ce dernier résout les deux pro
blèmes suivants, par l'étude de certaines équations intégrales: quelle 
contribution donnent, pour la détermination de la distribution des 
masses, la connaissance du mouvement de la planète autour de son 
centre de gravité, ou la connaissance de l'action exercée à l'extérieur 
par la planète?* 

5. Mouvements ondulatoires des fluides incompressibles 2 4 1). 

5 a. Nature du mouvement ondulatoire d'un liquide pesant. 

Une masse de fluide incompressible pesant au repos est un système 

2 3 4 ) „Atti Ist. Veneto (8) 1 1 (1908 /9 ) , p. 5 6 7 / 8 3 ; Rend. Cire. mat. Palermo 3 3 

(1912) , p. 3 5 4 / 7 4 . * 

2 3 5 ) „Atti Ist. Veneto (8) 1 2 ( 1 9 0 9 / 1 0 ) , p. 1 1 2 9 / 4 9 ; id. (8) 1 3 (1910/1) , p. 1 3 1 1 / 3 3 . * 

2 3 6 ) „Rend. Cire. mat. Palermo 3 0 (1910) , p. 8 2 ; C. R. Acad. se. Paris 1 5 6 

(1913) , p. 587 /9 .* 

2 3 7 ) tM.Eamy, 3. math, pures appi. (4) 6 ( 1 8 9 0 ) , p. 6 9 / 1 4 3 ; F. Tisserand, 
Mécanique céleste*16) 2 , p. 192 .* 

2 3 8 ) „Acta math. 2 7 (1903) , p. 1 0 6 / 2 4 . * 

2 3 9 ) „Ann. mat. pura appi. (2) 1 7 ( 1 8 8 9 / 9 0 ) , p. 2 3 8 . * 

2 4 0 ) tAtti R. Accad. Lincei Rendic. (5 ) 2 1 I ( 1 9 1 2 ) , p. 18 /26 .* 
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5 a. Nature du mouvement ondulatoire d'un liquide pesant. 161 

matériel en équilibre stable; si l'équilibre est légèrement troublé, le 
fluide exécute de petites oscillations; s'il ne se produit aucune dissipa
tion d'énergie, le mouvement peut être considéré comme formé par la 
superposition de petites oscillations du type harmonique. Les périodes 
de ces oscillations principales sont déterminéespar les conditions aux 
limites. Si la surface libre s'étend indéfiniment, de petites oscilla
tions de période arbitraire sont possibles. 

Le mouvement peut, dans ce cas encore, être décomposé en mouve
ments partiels du type harmonique; mais il est plus commode de con
sidérer directement la propagation des vagues sur la surface libre 
depuis l'endroit où s'est produite la perturbation. 

Ce changement de point de vue provient de ce qu'un mouvement 
simple du type harmonique ne peut se produire que si la perturbation 
est convenablement répartie sur la surface libre. Si cette surface est 
limitée, il est évident que le mouvement élémentaire, qui suit im
médiatement la perturbation, est à peu près indépendant des conditions 
aux limites; il est par suite semblable à celui qui se produirait avec 
une surface illimitée. Si le liquide couvre une grande surface (par 
exemple dans le cas d'un océan ou d'un long canal), l'intérêt capital 
réside dans la propagation des ondes d'un lieu à un autre. Si au con
traire le liquide est enfermé dans un bassin de dimensions finies, les 
oscillations harmoniques et leurs périodes prennent plus d'intérêt. Ces 
deux modes de mouvement peuvent être appelés ondes progressives 

et ondes stationnaires. 

Dans la suite nous considérerons en première approximation les 
déformations de la surface libre comme petites. Au contraire si l'on 

241) La théorie du mouvement ondulatoire dans les fluides s'appuie sur 
l'observation et l'expérience, beaucoup plus que la plupart des autres théories 
de l'hydrodynamique. Pour ce qui est des premières recherches (tant théoriques 
qu'expérimentales) voir tA. L. Cauchy, Théorie de la propagation des ondes à la 
surface d'un fluide pesant d'une profondeur indéfinie (Prix de l'Acad. des se. 
•en 1815) [Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 1 (1827), p. 3/312; Œuvres 
(1) 1, Paris 1882, p. 5/318];* JS. H. {anonyme) et W. Weber, Wellenlehre auf 
Experimente gegründet, Leipzig 1826. Les recherches expérimentales de J. Scott 
Bussell [Report Brit. Assoc. 14, York 1844, éd. Londres 1845, p. 311/90] ont donné 
lieu à de nombreux mémoires théoriques. 0. Biess [Repertorium der Physik (de 
.F. Exner) 26 (1890), p. 102/35] a donné (p. 133/5) une bibliographie étendue. 
,Un historique succinct deB recherches sur les ondes se trouve dans A. J. C. Barré 
de Saint Venant, Ann. Ponts et Chaussées (6) 15 (1888) premier semestre, p. 705/809.* 
La théorie des ondes du type permanent a été reliée aux théories dynamiques 
générales par H. von Helmholtz, Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p. 853/72; Ann. Phys. 
und Chemie, Dritte Folge 41 (1890), p. 641/72; Wiss. Abh. 3, Leipzig 1895, p. 333. 
Voir aussi H. Lamb, Hydrodynamicsl), p. 421. 

Enoyclop. des acienc. mathémat. IV 6. 11 
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x étant l'abscisse d'une particule avant la perturbation, abscisse comptée 
le long du canal, h étant la profondeur d'eau avant la perturbation. 

si l'on néglige les carrés et produits de petites quantités. Si la section du 
canal n'est pas rectangulaire, la formule précédente est remplacée par 2 4 4) 

A étant l'aire de cette section, et b sa largeur dans le plan de la sur-

2 4 2 ) G. B. Airy, article „ïides and waves" [Encyclopaedia metropob'tana 5 , 
Londres 1 8 4 5 , p. 241/396J. 

2 4 3 ) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 1 2 (1781) , éd. 1 7 8 3 , p. 1 9 4 ; 

Œuvres 4 , Paris 1 8 6 9 , p. 7 4 3 ; Mécanique analytique, ( 3 E éd.) puhl. par J. Bertrand 
2 , Paris 1 8 5 5 , p. 2 9 5 ; Œuvres 1 2 , Paris 1 8 8 9 , p. 3 2 1 . 

2 4 4 ) P. Kelland, Trans. B. Soc. Edinb. 1 4 ( 1 8 4 0 ) , p. 5 3 0 [ 1 8 3 9 ] . Voir aussi 
G. Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 6 ( 1835 /8 ) , éd. 1 8 3 8 , p. 4 5 7 [ 1 8 3 7 ] ; 7 ( 1838 /42 ) , 

éd. 1 8 4 2 , p. 8 7 [ 1 8 3 9 ] ; Papers, publ. par N. M. Ferrers, Londres 1 8 7 1 , p. 2 2 3 , 2 7 1 . 

( i ) 

voulait trouver la forme exacte d'ondes finies et déterminer complète

ment le mouvement, il faudrait ou employer une méthode d'approxi

mations successives, ou trouver une solution vérifiant rigoureusement 

toutes les équations et conditions. Si l'on s'occupe spécialement de la 

forme de la surface libre, on peut naturellement rapprocher les mouve

ments ondulatoires d'amplitude finie des modes de mouvement avec 

surface libre qui ont été considérés dans le numéro 1 f. 

5 b. Ondes longues. Dans les débuts on s'intéressa tout spé
cialement à une méthode particulière d'approximation applicable aux 
„ondes longues" si la distance de deux crêtes consécutives est grande 
par rapport à la profondeur du liquide. Dans ce cas l'inertie du mou
vement vertical est petite par rapport à celle du mouvement hori
zontal, et l'on peut admettre que la pression en un point est à chaque 
instant égale à la pression hydrostatique qui serait due à la profon
deur à laquelle se trouve le point au-dessous de la surface libre 
troublée. En d'autres termes l'énergie cinétique peut être calculée 
au moyen des vitesses horizontales, l'énergie potentielle au moyen 
des déplacements verticaux. 

Si un mouvement de ce genre a lieu dans un canal à parois verti
cales parallèles, les particules, qui appartiennent à une même section 
transversale, se meuvent de façon à rester constamment dans une même 
section transversale. Le déplacement horizontal £ vérifie l'équation248) 
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face libre. La discussion de l'équation (1) montre que ces ondes 
longues ne peuvent s'étendre à l'infini sans changer de forme. Cette 
méthode d'approximation s'applique principalement à la théorie du 
flux et du reflux8 4 5)-

«Le cas d'un canal à parois obliques a été considéré par J. Me 
Cowanue), le cas de vagues dans un canal de section variable, par 
G. Green2i'1'). Si la section change très lentement de forme, J. W.Strutt 
(lord Rayleiyh)24*) a étudié un cas particulier d'ondes. D'autres cas 
ont été envisagés par G. Chrystal3*9). D'intéressantes expériences ont 
été décrites par P.WMte et W. WatsoniW). Sur tous ces sujets, comme 
pour tous ceux dont il va être question dans ce chapitre, on devra 
consulter les importants mémoires de J. Poussinesq2S>v)* 

5 c. Ondes oscillatoires 2 5 2). Si nous considérons le mouvement 
ondulatoire comme une oscillation autour d'une position d'équilibre, 
nous pouvons supposer que le déplacement, en tant qu'il dépend du 
temps, peut s'exprimer au moyen de sin et et cos et. 

Le mouvement étant supposé irrotationnel, cherchons à déterminer 
le potentiel des vitesses par les conditions suivantes: 

1°) Il doit être harmonique dans l'étendue du liquide; 
2°) Les composantes normales de la vitesse doivent s'annuler le 

long des limites fixes; 

3°) La surface libre doit avoir une équation de la forme 

g = hf(x,y) cos (ttt + s); 

4°) La pression p qui est donnée par l'équation 

2 4 5 ) Voir l'article VI 8. Pour d'autres types d'ondes longues voir n° 5 h. 
2 4 6 ) «London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 3 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 260 ." 

2 4 7 ) «Trans. Cambr. philos. Soc. 6 (1885 /8 ) , éd. 1 8 3 8 , p .457 [ 1 8 3 7 ] ; Papers"4), 
p. 2 2 6 . Voir aussi G. B. Airy, „Tides and waves" § 2 6 0 [Encyclopaedia metro
politana 5 , Londres 1 8 4 6 , p. 3 1 6 / 7 ] . * 

2 4 8 ) «Proc. London math. Soc. (1 ) 1 1 (1879 /80 ) , p. 5 1 ; Papers 1, Cambridge 
1 8 9 9 , p. 4 6 0 ; The theory of sound, ( 2 E éd.) 1, Londres 1 8 9 4 , § 1 4 8 b.* 

2 4 9 ) «Proc. R. Soc. Edinb. 2 6 ( 1 9 0 3 5 ) , p. 3 2 8 ; Trans. R. Soc. Edinb. 4 1 
( 1 9 0 4 / 6 ) , p. 599 .* 

2 5 0 ) «Proc. R. Soc. Edinb. 2 6 (1905 /6 ) , p. 1 4 2 / 5 6 . * 

2 5 1 ) «Voir note 2 9 9 , et une bibliographie complète, ainsi qu'un exposé des 
travaux de J. Boussinesq, dans A. Boulanger, Hydraulique générale 1, Paris 1 9 0 9 ; 
2 , Paris 1 9 0 9 . * 

2 5 2 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1842 /9 ) , éd. 1 8 4 9 , p. 4 4 1 [ 1 8 4 7 ] ; 

Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 9 7 ; Cambr. Dublin math. J. 4 (1849) , p. 2 1 9 ; Papers 
2, Cambridge 1 8 8 3 , p. 2 2 1 , où se trouve, outre la théorie, un parallèle entre la 
théorie et l'expérience. 
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doit avoir la même valeur en tous les points de cette surface libre; 

+cette condition en supposant les écarts petits se traduit par l'équation 

dt* ^ g àz v -

Si l'on suppose 99 de la forme 

A$(XYZ) sin (et + s), 

ce qui suppose A du même ordre de petitesse que 5, cette condition 
4) s'écrit 

en tous les points de la surface libre 2 5 3). 

Si l'on suppose en outre que F(X, Y) est de la forme 

F(X, Y) = sin (JCX + «), 

(et est donc indépendant de Y), et que le liquide repose sur le plan 

Z = — H, 
on trouve qu'à une surface libre 

z = b sin (fta; -f- « ) cos (dt + e), 

correspond un potentiel de vitesses 

HA ch (2 + fc)] . , , , . . . , , . 
v = - k ~-sàkk) *m(-kx + FT)Sm0* + £ ) ' 

en posant 
o-2 = GJC th (JCH). 

Les mouvements ainsi déterminés peuvent être superposés, de 
telle sorte que notre solution comprend des oscillations stationnaires 
aussi bien que des ondes progressives. Dans ce dernier cas les 
trajectoires sont des ellipses168) et la vitesse de propagation est 
donnée par l'équation159) 

F 2 = -^tn(fcA). 

Si nous supposons dans cette formule JCH infiniment grand, nous 
obtenons 

VI 
comme vitesse de propagation des ondes en eau profonde. Si nous 
supposons JCJI infiniment petit, nous obtenons la vitesse 

YGH 

253) A. G. GreenhUl, Amer. J. math. 9 (1887), p. 63; H.Poincaré, 3. math, 
pures appl. (5) 2 (1896), p. 67, 217. 
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déjà obtenue pour les ondes longues. Dans ce cas les trajectoires ellip
tiques se transforment à peu près en segments rectilignes horizontaux. 

Le mouvement provenant d'une petite perturbation initiale de la 
surface libre peut s'obtenir par une superposition des mouvements pré
cédents. De tels mouvements ont été étudiés par S. D. Poisson2*4) et 
A.L.Cauchy255), et ensuite par W. Thomson2*6) et W.Burnside2*1) surtout. 

tLes méthodes de S.B. Poisson etA.L.Cauchy ont été perfectionnées 
et transformées par J. Boussinesq, J. Hadamar d et leurs élèves, pour 
des bassins de forme quelconque, le problème n'étant plus réduit, 
comme ici, à deux dimensions seulement. Voir sur ce sujet n° 5i.* 

5 d. Énergie d'un mouvement ondulatoire. Vitesse de groupes 2 5 8). 
Dans le cas d'ondes progressives du genre précédent, données par 
l'équation 

l'énergie de la masse de liquide comprise entre les deux plans verticaux 

y = Vo, y = y<> + i> 
et les deux autres 

_ _ 2 * 
X — XQJ X XQ ~T~ ^ 

est 

Je 

C'est l'„énergie dans une longueur d'onde". Une partie de cette énergie 
est potentielle, l'autre est cinétique. 

2 7t 

La quantité d'énergie, qui pendant la période — passe d'un côté 

à l'autre du plan x — eonst., est par unité de largeur 

mh\l + hh coséch (kh) séch (hh)l 

Si un certain nombre de mouvements ondulatoires de longueurs 
d'onde différentes sont superposés, et si la vitesse de propagation 

2 5 4 ) Mém. Acad. se. Institut France (2) 1 ( 1 8 1 6 ) , éd. 1 8 1 8 , p. 7 1 / 1 8 6 [ 1 8 1 5 ] . 

2 5 5 ) Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 1 ( 1 8 2 7 ) , p. 3 / 1 2 3 ; Œuvres 
(1) 1, Paris 1 8 8 2 , p. 5 / 1 1 3 . tSur les recherches de S.D.Poisson et de A.L.Cauchy, 
cf. H. Burlxhardt, Sitzgsb. Akad. München, math.-phys. Klasse 1 9 1 2 , p. 9 7 , 1 2 0 . * 

2 6 6 ) Proc. R. Soc. London 4 2 (1887) , p. 8 0 / 3 . Le mouvement dans le voisinage 
du commencement et de la fin d'un train d'ondes a été aussi considéré par 
W. Thomson, London Edinh. Dublin philos, mag. (5) 2 3 ( 1 8 8 7 ) , p. 1 1 3 . 

2 5 7 ) Proc. London math. Soc. (1) 2 0 (1888 /9 ) , p. 22 . 

2 5 8 ) W. Strutt, Proc. London math. Soc. ( 1 ) 9 (1877 /8 ) , p. 2 1 ; The theory 
of sound, ( 1 M éd.) 2, Londres 1 8 7 8 , p. 2 9 7 ; ( 2 E éd.) 1, Londres 1 8 9 4 , p. 4 7 3 ; 
Papers 1, Cambridge 1 8 9 9 , p. 3 2 2 . 
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166 A,E R.Love, IV18. Développements d'hydrodynamique. P.AppélleitH.Beghin. 

dépend de la longueur d'onde ; les ondes qui ont à peu près la 

même longueur se propagent sensiblement avec la même vitesse et 

forment par suite un „groupe d'ondes" se propageant ensemble. 

Mais les régions où la superposition des oscillations donne le,,maxime 
d'élévation" se meuvent à travers le groupe. La vitesse avec laquelle 
ce maxime d'élévation se meut le long de la surface libre s'appelle 
vitesse du groupe. Elle est différente elle-même de la vitesse V de 
propagation des ondes elles-mêmes; sa valeur est 2 5 9) 

»-+»»• 
Le quotient de l'énergie qui dans une période passe d'un côté à 

l'autre du plan 
a; = const., 

par l'énergie dans une longueur d'onde est égal au quotient de la 
vitesse de groupe par la vitesse de propagation des ondes 2 6 0). 

6 e. Ondes stationnaires. Imaginons une onde progressive cy
lindrique se propageant sans changer de forme avec une vitesse U le 
long de l'axe des x. Si nous donnons à tout le système une vitesse 
— U, nous obtenons un courant permanent à deux dimensions entre 
un plan horizontal fixe sur lequel coule le liquide et une surface 
cylindrique fixe (surface libre). De telles ondes sont dites stationnaires. 

Cet artifice qui consiste à ramener l'étude du mouvement ondu
latoire à un mouvement permanent261) a été appliqué aux ondes capil
laires et aux ondes qui se propagent le long de la surface de séparation 
de deux fluides262). Soit un fluide de densité ç' et de profondeur h' 

coulant avec une vitesse uniforme M 0 sur un fluide de densité p et de 

259) G. G. Stokes [Smith's Prize Paper, Cambr. Univ. Exani. Papera 1876] a 
donné le résultat et l'explication développés dans le texte. Le sujet a été traité 
indépendamment par O. Beynolds, Nature (Londres) 16 (1877), p. 343; Papers 1, 
Cambridge 1900, p. 198. «Voir sur le même sujet deux importants articles de 
H. Larrib, Proc. London math. Soc. (2) 1 (1904), p. 473; Mémoires and proc. of 
the Manchester liter. and philos. Soc. 44 (1899/1900), mém. n° 6.* 

260) O. BeynoldsiB9); tMaria Ferrari [Atti E. Accad. Lincei, Bendic. (5) 
22 I (1913), p. 761/6] a perfectionné notablement l'exposé de ces résultats relatifs 
au flux d'énergie.* 

261) G. G. Stokes, Papers 1, Cambridge 1880, p. 314. 
262) A. G. Greenhill [Amer. J. math. 9 (1887), p. 77/9]. La vitesse de pro

pagation d'ondes capillaires a été obtenue pour la première fois par W. Thomson, 
[London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 42 (1871), p. 368/77 ; Papers 4, Cambridge 
(Londres) 1910, p. 76/85] et plus tard indépendamment par F. Koldcék [Ann. Phys. 
und Chemie, Dritte Folge 6 (1878), p. 425/30]; celui-ci néglige la densité du fluide 
supérieur. Les ondes à la surface de séparation de deux fluides ont été traitées 
par G. G. Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 441 [1847]; 
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profondeur h, le système étant enfermé entre deux plans horizontaux 
fixes de distance h -f- h'. 

2 it 

La vitesse de propagation Y d'ondes de longueur - g - à la sur

face de séparation est donnée par l'équation 

J(Q — 9')+T* = Q V2 coth (kh) + Q'(V- uoy coth Qih'), 

T étant la tension superficielle, la direction de la propagation coïnci
dant avec celle de u0. 

Ce résultat peut s'appliquer aux ondes à la surface d'une eau sur 
laquelle le vent souffle262). A. G. Greenhill2bi) l'a étendu à un nombre 
arbitraire de fluides superposés; on peut aussi le généraliser pour des 
fluides hétérogènes263). 

«L'influence de la viscosité dans le mouvement des fluides super
posés a été étudiée par W. J. Harrison2U) et aussi par N. Sohr26b). 
Ce même sujet a été repris par J. W. Strutt (lord Mayleigh)2™) dans 
une étude concernant notamment les ondes stationnaires en eau profonde.* 

Les ondes stationnaires qu'on observe à la surface libre d'une eau 
courante appartiennent à cette catégorie. Les dénivellations observées 
à la surface libre proviennent d'irrégularités du fond sur lequel coule 
le liquide; W. Thomson2*1') appliqua au problème les principes de 
l'énergie et des quantités de mouvement, et obtint ainsi une solution 
suffisamment générale qui donne l'action d'irrégularités quelconques du 
fond (le niveau du fond étant toujours supposé à peu près constant). 

Papers 1, Cambrige 1880, p. 197] sans tenir compte de la tension superficielle. 
W. Thomson appliqua ces résultats à un vent soufflant sur une eau profonde. 
W. Thomson [London Edinb. Dublin philos, mag. (4) 42 (1871), p. 375; voir aussi 
plusieurs articles Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 76/92]; L. Matthiessen 
[Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 38 (1889), p. 118/30] et 0. £iesss") en 
donnèrent des vérifications expérimentales. 

263) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (I) 14 (1882/3), p. 170/7; Papers 
2, Cambridge 1900, p. 200; W. Burnside, Proc. London math. Soc. (1) 02 (1888/9), 
p. 392. A. E. H. Love [id. (1) 22 (1890/1), p. 307/16] traite directement le mouve
ment ondulatoire de fluides hétérogènes. 

264) «London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 20 (1910), p. 493/501; Proc. 
London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 396/405; (2) 7 (1909), p. 107/21; Proc. R. Soc. 
London 82 A (1909), p. 477/83.* 

265) «Philos. Trans. London 209 A (1909), p. 281/318; Proc. R. Soc. London 
84 A (1911), p. 395/403.* 

266) «London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 21 (1911), p. 177/95. Voir aussi 
W. Thomson, London Edinb. Dublin philos, mag. (6) Il (1906), p. 1/25.* 

267) London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 22 (1886), p. 353/7, 445/52, 517/30; 
(5) 23 (1887), p. 52. H. Lamb [Hydrodynamics'), p. 407] a traité le cas où les 
irrégularités du fond ont la fonne d'une sinusoïde. 
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tV. W. Ekman2es) étendit au cas de trois dimensions le problème 
traité par W. Thomson; il supposa les vagues produites par un seul 
obstacle placé à la base du courant, les dimensions de cet obstacle 
étant petites par rapport à la longueur des vagues.* 

„L'étude des ondes provenant des irrégularités du fond a été reprise, 
suivant les idées de H. von Heimholte et T. Levi-Civita [cf. n° 1 e], par 
U. Gisottim) et H. Villatmy 

Des ondes stationnaires peuvent aussi provenir d'irrégularités dans 
la pression à la surface libre, telles que celles dues à la présence 
d'obstacles plongés dans le liquide. Ce problème est dans une certaine 
mesure indéterminé^ puisque sur les ondes provenant de l'obstacle 
on peut greffer un système arbitraire d'ondes libres. J.W. Strutt (lord 
Rayleigh)211) élimina ces ondes libres en introduisant de petites forces 
dissipatives proportionnelles à la vitesse. Le mouvement n'en reste 
pas moins irrotationnel. Cette méthode a été appliquée à la détermi
nation du train d'ondes qui accompagne un navire2 7 2). J. H. MictieW3) 
a traité ce problème des ondes du navire par une autre voie, en 
appliquant les recherches de S. D. Poisson2™) et de A. L. Cauchy255)- En 
particulier il en fit dériver une formule relative à la résistance opposée 
par ces ondes, formule applicable aux formes réelles des navires. 

„L'application de la méthode de A. L. Cauchy et de S. D. Poisson a été 
reprise et approfondie par W. Thomson2U), puis par H. Zamo 2 5 9 ) 2 7 5 ) , 
qui étudie aussi les ondes dues à une variation de pression à la sur
face dans le cas de trois dimensions, puis par T. H.Havelock2™). Pour 

2 6 8 ) „Arkiv mat. astron. oeh fys. (Stockholm) 3 (1906 /7) , mém. n° 2 , p. 1/30.* 

2 6 9 ) „Atti E. Accad. Lincei, Mendie. (5 ) 2 1 I ( 1912) , p. 5 8 8 / 9 3 , 7 0 4 / 8 , 7 6 0 / 4 ; 

(5) 2 2 I ( 1 9 1 3 ) , p. 4 1 7 / 2 2 , 580 /4 .* 

2 7 0 ) „Atti E. Accad. Lincei, Rendic. (6) 2 1 II ( 1912) , p. 138 /40 .* 

2 7 1 ) Proc. London math. Soc. (1 ) 1 5 ( 1 8 8 3 / 4 ) , p. 6 9 / 7 6 ; Papers 2 , Cambridge 
1 9 0 0 , p. 2 5 8 ; cf. H. Lamb, Hydrodynamics '), p. 3 9 3 , 4 5 0 . 

2 7 2 ) H. Lamb, Hydrodynamics '), p. 4 0 3 , où se trouvent aussi des critiques 
des travaux de W. Thomson et de W. Fronde, qui traitent les choses d'un point 
de vue purement descriptif et expérimental. 

2 7 3 ) London Edinb. Dublin philos, mag. ( 5 ) 4 5 ( 1 8 9 8 ) , p. 1 0 6 / 2 3 . 

2 7 4 ) „London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 2 3 (1887) , p. 2 5 2 / 5 ; Proc. R. Soc. 
Edinb. 2 5 (1903 /5 ) , p. 1 8 5 96 , 3 1 1 / 3 2 8 ; London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 7 ( 1 9 0 4 ) , 

p. 6 0 9 / 2 0 ; (6) 8 ( 1 9 0 4 ) , p. 4 5 4 / 7 0 ; (6) 9 ( 1 9 0 5 ) , p. 7 3 3 / 5 7 ; Proc. E. Soc. Edinb. 2 6 

(1903 /5 ) , p. 5 6 2 / 8 7 ; 2 6 ( 1 9 0 5 / 6 ) , p. 3 9 9 / 4 3 6 ; London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 1 1 

( 1 9 0 6 ) , p. 1 / 2 5 ; (6) 1 3 ( 1 9 0 7 ) , p. 1 /36 ; Papers 4 , Cambridge (Londres) 1 9 1 0 , p. 3 3 8 / 4 5 6 . * 

2 7 5 ) „Hydrodynamics '), éd. allemande, publ. par J. Friedet, Lehrbuch der 
Hydrodynamik, Leipzig 1 9 0 7 , p. 4 2 4 et suiv.; Proc. London math. Soc. (2 ) 2 ( 1 9 0 5 ) , 

p. 3 7 1 400 .* 

2 7 6 ) „Proc. E. Soc. London 8 1 A ( 1 9 0 8 / 9 ) , p. 3 9 8 / 4 3 0 ; T. H. Havelock, établit 
que ses équations sont équivalentes à celles de W. Thomson* 
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l'historique de ces questions, on pourra voir l'exposé de H. Lama™) 
et de nombreux articles de W. Thomsonm).* 

+Dans la représentation des différents types d'ondes, les caracté
ristiques de nombreuses figures ont été analysées et vérifiées en détail 
par G. Greenm); T. H. Havelock280) a étudié le détail de la théorie 
de la résistance à l'avancement éprouvée par un navire, du fait des 
ondes; il poussa l'étude jusqu'à la considération des systèmes de vagues 
divergentes, de l'interférence des trains de vagues à l'avant et à l'arrière, 
et envisagea aussi le cas d'une eau peu profonde. Cette même théorie 
de la résistance des navires, de ce point de vue, a donné lieu à une 
étude de J. W. Strutti8i). 

Relativement aux ondes et à leur stabilité, signalons l'étude de 
A. Stephtenson282) où l'auteur, abandonnant le potentiel des vitesses, 
fait usage d'une méthode directe et plus générale. 

La plupart des recherches dont il vient d'être question dérivent de 
la méthode Cauchy-Poisson. À propos du principe même, J.W. Strutt28i) 
remarque que les résultats mathématiques indiquent qu'une pertur
bation initiale donnant naissance à des ondes fait sentir son effet 
instantanément dans le fluide à toute distance; anomalie apparente 
dont une explication est fournie par l'auteur, et dont se sont occupés 
également T. H. Havdock 2 8 4 ) et F. B. Pidduch28b). Les raisons pro
fondes de cet apparent paradoxe, comme de beaucoup d'autres, ont été 
récemment mises en lumière par J. Boussinesq285), pour les fluides 
parfaits ou même visqueux* 

5f. Oscillations stationnaires dans des bassins. Le mouve
ment ondulatoire dans un canal rectiligne de section uniforme, mou
vement donné par l'équation 

<p = Af(y,z) sin (Tix + et), 
2 7 7 ) »Proc. London math. Soc. ( 2 ) 2 ( 1 9 0 5 ) , p. 3 7 1 / 4 0 0 * 

2 7 8 ) „,Papers 4 , Cambridge (Londres) 1 9 1 0 , p. 3 3 8 / 4 5 6 ; cf. note 2 7 4 . * 

2 7 9 ) »Proc. R . Soc. Bdinb. 2 9 (1908 /9 ) , p. 4 4 5 / 7 0 ; 3 0 ( 1 9 0 9 / 1 0 ) , p. 1 /12, 2 4 2 / 5 3 . 

Voir aussi K. Honda, Nature (Londres) 7 1 ( 1 9 0 4 / 5 ) , p. 2 9 5 ; H. G. Pocklington, 
Nature (Londres) 71 (1904 /5 ) , p. 6 0 7 / 8 ; T. N. Terada, Tokyo SSgaku-Butsurigakkwai 
Kizi (Proc. Tokyo math. phys. Soc.) ( 2 ) 4 ( 1 9 0 7 / 8 ) , p. 251 /9 .* 

2 8 0 ) «Proc. R . Soc. London 8 2 A ( 1 9 0 9 ) , p 2 7 6 / 3 0 0 . * 

2 8 1 ) „London Edinb. Dublin philos, mag. (6 ) 1 8 ( 1 9 0 9 ) , p. 414 /6 .* 

2 8 2 ) ,London Edinb. Dublin philos, mag. (6 ) 2 1 ( 1 9 1 1 ) , p. 7 7 3 / 7 . Voir aussi 
G S. SUchter, Annals of math. (2) 1 2 (1910 /1 ) , p. 170 /8 .* 

2 8 3 ) .London Edinb. Dublin philos, mag. (6 ) 1 8 ( 1 9 0 9 ) , p. 1/6.* 

2 8 4 ) ,Id. (6 ) 1 9 ( 1 9 1 0 ) , p. 1 6 0 / 8 . * 

2 8 5 ) .Proc. R . Soc. London 8 3 A ( 1 9 1 0 ) , p. 3 4 7 / 6 6 ; 8 6 A ( 1 9 1 2 ) , p, 2 9 6 / 3 0 5 . * 

2 8 6 ) tAnn. Éc. Norm. (3 ) 2 9 ( 1 9 1 2 ) , p. 5 3 7 / 8 7 ; voir notamment p. 5 5 7 et suiv.* 
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conduit à la détermination des mouvements harmoniques d'un liquide 

dans une auge limitée à deux sections normales 

x = 0, x = l; 

il suffit d'admettre que est un nombre entier et que deux systèmes 

d'ondes se propagent simultanément en sens opposés. Le mouvement 

considéré a le potentiel de vitesses 

(p = Af [y,z) cos hx cos (fit + s). 

Pour un canal, P. Kelland2441) et A. G. GreenhilV5S) ont étudié le cas 
où les parois du canal sont inclinées à 45° sur la verticale. 

H. M. Macdonald™'1) a donné des solutions relatives au cas où 
l'inclinaison est de 60°. Il affirme que ce sont là les seules sections 
triangulaires auxquelles la méthode puisse s'appliquer. 

G.G.Sto'kes^) obtint des solutions du même genre pour des systèmes 
d'ondes se propageant parallèlement à la rive inclinée. La vitesse de 
propagation est 

* V k ' 
2 it 

désignant la longueur d'onde et a l'inclinaison de la rive sur l'horizon. 

Dans le cas d'un liquide contenu dans une auge, il existe des 

oscillations stationnaires à deux dimensions pour lesquelles le liquide 

se meut dans des plans parallèles aux limites verticales de l'auge. 

G. Kirchhoffm) a discuté ces oscillations, et plus récemment H. M. Mac

donald™). 

Si l'auge a deux parois planes également inclinées, il semble que 

l'application de la méthode considérée doit être bornée aux inclinaisons 

de 45° et 30° sur l'horizon2 9 1). On a aussi obtenu des solutions 
2 8 7 ) Proo. London math. Soc. (1) 2 5 (1893 /4 ) , p. 1 0 1 / 1 1 ; H. Lamb [Hydrodyna-

mics1), p. 4 2 9 / 3 6 ] conteste le point de vue de H. M. Macdonald. Voir aussi l'en
chaînement des explications données par S. M. Macdonald, Proo. London math. 
Soc. (1 ) 2 7 (1895 /6 ) , p. 5 2 2 . G. G. Stokes [Report. Brit. Assoc. 1 6 , Soutbampton 1 8 4 6 , 

éd. Londres 1 8 4 7 , p. 1 / 2 0 ; Papers 1 , Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 6 7 ] remarque que des 
ondes à arêtes rectilignes ne sont pas possibles dans tous les canaux. 11 s'appuie 
en cela sur des expériences de J. Scott Bussell, qui semblent indiquer que de telles 
ondes sont impossibles dès que la pente des parois dépasse une certaine valeur. 

2 8 8 ) Report Brit. Assoc. 16 , Southampton 1 8 4 6 , éd. Londres 1 8 4 7 , p. 1 / 2 0 ; 
Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 6 7 . 

2 8 9 ) Monatsb. Akad. Berlin 1 8 7 9 , p. 3 9 5 / 4 1 0 ; Ces. Abh., Leipzig 1 8 8 2 , p. 4 2 8 ; 

G. Kirckhoff compara sa théorie à l'expérience. 
2 9 0 ) Proc. London math. Soc. (1 ) 2 7 (1895 /6 ) , p. 6 2 2 . 

2 9 1 ) H. M. Macdonald'*™). Dans le cas d'un canal à section circulaire, 
H. Lamb [Hydrodynamics4), p. 4 2 9 ] et J. W. Strutt [London Edinb. Dublin philos, 
mag. (5) 4 7 ( 1 8 9 9 ) , p. 5 6 6 ] ont donné une limite supérieure du nombre d'oscil
lations pour le type le moins élevé. 
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pour des ondes le long d'une rive inclinée quand l'inclinaison est ~ , 

n étant un nombre entier2 9 0). 

Pour des bassins d'une autre forme, on n'a résolu qu'un petit 
nombre de problèmes d'ondes2 9 2). Le plus important est le mouve
ment ondulatoire dans un bassin circulaire898). Si a est le rayon du 
bassin, h la profondeur, le potentiel des vitesses d'un liquide oscillant 
harmoniquement a la forme 

<p = A cb \h(s + h)~\Jn(hr) cos (nd + a) cos (et + s), 

n étant un nombre entier, <TH(hr) la fonction de Bessel de première 
espèce d'ordre w, et Je étant donné par 

J'nQca) = 0, 
o 8 étant égal à 

gh tb (M). 

tK. Aichi29i) remarque que, dans des bassins cylindriques circu
laires ou sensiblement circulaires, la hauteur des ondes est sensible
ment la même. Pour un cylindre dont la section a une aire donnée, 
la forme de section qui donne les oscillations les plus hautes est la 
courbe d'équation polaire 

r = a + a cos 36 + (i sin 30.* 
Si le liquide est soumis à une petite perturbation initiale arbitraire 
dans un bassin de forme quelconque, on déterminera le mouvement 
par une superposition de mouvements harmoniques. 

H. Poincaré263) a considéré la série de fonctions normales servant 
à développer le potentiel des vitesses. «Pour une détermination plus 
précise de mouvements dans des bassins quelconques, voir n° 5i.* 

5 g. Détermination plus rigoureuse de mouvements ondula-
latoires. Les résultats qui font l'objet des n o s 5 c à 5 f s'obtiennent 
en négligeant les carrés et produits des quantités de l'ordre des 
déplacements. Une solution périodique rigoureuse des équations de 
Lagrange pour le mouvement ondulatoire d'un liquide de profondeur 
infinie sous l'action de la pesanteur a été découverte par F. J. von 

292) A. G. Greenhill [Amer. J. math. 9 (1887), p. 110] donne quelques exem
ples relatifs à des hyperboloïdes et des cônes. 

293) S. D. Poisson [Ann. math, pures appi. 19 (1828/9), p. 225/41] et M. 
Ostrogradskij [Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 3 (1832), p. 23/44 
(1826)] ont traité ce problème. / . W. Strutt [London Edinb. Dublin philos, mag. 
(5) 1 (1876), p. 272,9; Papers 1, Cambridge 1899, p. 251] en a donné la solution 
complète. 

294) «Tòkyo Sùgaku-Butsurigakkwai Kizi [Proc. Tokyo math.-phys. Soc] (2) 
4 (1907/8), p. 220/3.* 
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G-erstnerm) et plus tard retrouvée par W. J. M. Rankine™), Dans ce 

mouvement les coordonnées d'une particule liquide sont déterminées 

au temps t par des équations de la forme 

[x = x0 + k~1el"Vo sin k(x0 + Vt), 

' \y = y0~ Tr^e** cos k(x0 + Vt), 

l'axe des y étant dirigé verticalement vers le haut. 

La condition de constance de la pression, le long d'une surface 
y0 = const., est y - ï > h 
de sorte que la vitesse de propagation est la même que pour les 

ondes oscillatoires du n° 5 c 2 9 7 ) . 

^Chaque particule décrit un cercle dans un plan vertical parallèle 

à la propagation, la surface libre est trochoïdale.* 

Le mouvement ainsi défini par les équations (1) n'est pas irro

tationnel298), et ne peut pas par suite être engendré uniquement par 

des pressions le long de la surface libre. 

»On donne le nom de „houle cylindrique régulière" à un mouve

ment ondulatoire à deux dimensions sous l'influence de la pesanteur, 

la forme de la surface libre étant cylindrique, les ondulations étant 

toutes égales et invariables. J~. Boussinesq29*) a montré que toute houle 

2 9 5 ) Abh. bôhm. Gres. "Wiss. von den Jabren 1 8 0 2 / 4 , éd. Prague 1 8 0 4 , phys.-
math. Teil, mém. n" 1 ; Ann. Phys. und Chemie, Erste Folge 3 2 (1809) , p. 4 1 2 / 4 5 ; 

t̂raduit en français et annoté par A. J. C. Barré de Saint Venant, Ann. Ponts et 
Chaussées (6) 1 3 ( 1 8 8 7 ) , premier semestre, p. 31 /86 .* 

2 9 6 ) Philos. Trans. London 1 5 3 ( 1 8 6 3 ) , p. 1 2 7 / 3 4 [ 1 8 6 2 ] , 

2 9 7 ) tE.Nagaoka [Tokyo Sûgaku-Butsurigakkwai Kizi (Proc. Tôkyô math, 
phys. Soc.), (2) 4 ( 1 9 0 7 / 8 ) , p. 1 1 3 / 4 ] a étendu cette formule au cas où l'on tient 
compte de la courbure de la terre, dans la propagation d'ondes sur l'océan. Au 
sujet de la vitesse des vagues de la mer, cf. P. Terada, id. (2) 6 ( 1 9 1 1 / 2 ) , p. 260 /5 .* 

2 9 8 ) G.G.Stokes, Papers 1 , Cambridge 1 8 8 0 , p 2 1 9 , J. W. Strutt293). 
2 9 9 ) ,C. R. Acad. se. Paris 1 2 0 (1895) , p. 1 2 4 0 , 1 3 1 0 . Voir aussi L. E. Bertin, 

Mém. Soc. se. natur. Cherbourg (2) 6 ( 1 8 6 9 7 0 ) , p. 5 /44 , 3 1 3 / 5 5 [ 1 8 6 9 ] ; Revue des 
Sociétés savantes, se. math. phys. et nat. (2 ) 5 ( 1 8 7 0 ) , p. 1 5 0 / 2 0 3 ; A. J. C. Barré 
de Saint Venant, C. R. Acad. se. Paris 7 3 ( 1 8 7 1 ) , p. 5 2 1 , 5 8 9 ; A. Flamant, Ann. 
Ponts et Chaussées (6) 1 5 (1888", premier semestre, p. 7 7 4 / 8 0 9 ; J. Pollard et 
A. Dudebout, Théorie du navire 3 , Paris 1 8 9 2 , p. 3 5 / 1 5 2 . Voir une théorie élémen
taire de la houle dans E. Guyou, Théorie du navire, ( 2 E éd.) Paris 1 8 9 4 , p. 2 6 1 8 4 . 

Au sujet du clapotis, phénomène produit par la superposition de deux 
houles propagées en sens inverse, voir J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides 
périodiques, Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 2 0 ( 1 8 7 2 ) , p. 5 0 9 [ 1 8 6 9 ] ; 

F. Nau, Formation et extinction du clapotis, Thèse, Paris 1 8 9 7 ; J. B. Marey [C. 
R. Acad. se. Paris 1 1 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 9 1 5 ] donne des photographies de ce phénomène.* 
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cylindrique régulière avec mouvement évanouissant aux grandes pro
fondeurs est régie par la loi précédente* 

.Le travail mécanique emmagasiné par le liquide dans le mouve
ment de houle trochoïdale a été étudié par L. E. Bertinsw). Le même 
auteur 8 0 1) a étudié en détail les mouvements de l'océan, notamment 
les dimensions et inclinaisons maximées des vagues, la formation, la 
propagation et l'extinction de la houle, le clapotis; il étudia aussi le 
cas de la houle en profondeur finie, sujet repris par H. Vergne302).* 

.Les mouvements de clapotis ont été repris avec une approxi
mation plus grande par G. Forlant et M. Le Besnerais303) dans une 
étude qui constitue un grand progrès pour la théorie de l'agitation 
de l'océan. Ces auteurs ont recherché notamment les lois de mouve
ment qui résultent de l'entrecroisement oblique de deux houles, et 
dont L. E. Bertinsov) avait indiqué l'existence. Ils étudient aussi les 
mouvements provenant du choc d'une houle sur un quai vertical, soit 
normalement, soit obliquement.* 

Dans le cas d'ondes irrotationnelles, nous écrirons, comme dans 
le n° 1 e, 

w = ib + itp et e = x + iy, 

en supposant le mouvement ramené à un mouvement permanent paral
lèle au plan des xy, l'axe des y étant vertical dirigé vers le haut, l'axe 
des x étant situé dans la surface libre avant la perturbation. 

Les conditions à remplir sont: 

1°) une ligne de courant coïncide avec une courbe donnée dans 
le plan, 

2°) le long d'une autre ligne de courant 

(2) gy + J 
G. G. Stohes30i) essaya de remplir ces conditions par une méthode 
d'approximations successives, d'après laquelle les résultats contenus 
dans le n° 5 c sont approchés au premier ordre; il montra comment 
on peut ainsi aller jusqu'au cinquième ordre des petites quantités. Il 
trouva une forme limite de l'onde présentant une arête vive le long 
de laquelle leB plans tangents sont à 120°. 

dw 
de 

2 

= const. 

300) .C. R. Aead. se. Paris 143 (1906), p. 565/6.* 
301) .Revue scientifique (5) 6 (1906), p. 193/202, 229/34.* 
302) .C. R. Aead. se. Paris 153 (1911), p. 174/6.* 
303) . i . E. Eertin, Rapport sur un Mémoire intitulé „Etüde sur les mouve

ments d'eau etc." par MM. Fortant et Le Besnerais, ingénieurs de la marine 
[C. R. Acad. se. Paris 145 (1907), p. 1242/52].* 

304) Voir note 252; cf. Papers l, Cambridge 1880, p. 314. 
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J. H. Micheli™) a étudié directement ce résultat, tB.F. Gwyther906) 
a fait voir qu'on peut pousser l'approximation dans les calculs jusqu'au 
sixième ordre, ce qui lui permet de préciser le profil des vagues et 
la détermination approximative de l'extrême valeur permise pour le 
rapport de. la hauteur des vagues à la distance de deux vagues consé
cutives.* 

M. P. Budzhi301) a montré que si une fonction Z est liée à 0 et 
à w par l'équation 

(A + iB + Big fr^dw^ = e~SiZ (A - iB - Mg f ézdw} , 

où A et B sont des constantes réelles arbitraires, la condition (2) 
peut être remplacée par la suivante: Z réel pour w réel. En parti
culier, en prenant Z = w, il fut conduit à la détermination des 
ondes stationnaires se produisant dans un courant qui coule sur un 
fond non plan de forme déterminée, «question résolue, ainsi que plusieurs 
autres connexes, d'une façon générale par H. Villat309)*. 

Des solutions rigoureuses, correspondant à l'hypothèse d'un fond 
plan fixe ou d'une profondeur infinie, n'ont pas été trouvées jusqu'à 
présent. La condition correspondant à l'équation (2) pour deux liquides 
superposés a été formulée par H. von Hélmholtz3m); W. Wien310) a 
discuté quelques exemples à l'aide d'une représentation conforme parti
culière. 

«Les méthodes utilisant la théorie des fonctions ont permis à 
T. Levi-Civita311) de ramener la solution rigoureuse du mouvement 
ondulatoire dans un canal à fond plan, à la solution de l'équation 
mixte, différentielle et aux différences finies 

£ [w(f+ iq)w (f - i q ) ] - ig [ ~ ( / ~ - í ( ^ J ¿ = °> 

équation dont il faudrait trouver une intégrale w(f), réelle pour f 
réel, régulière dans une bande du plan, de largeur 2q, ayant pour axe 
l'axe réel, et finie pour f infini. Une méthode analogue, pour le 

3 0 5 ) London Edinb. Dublin philos, mag. (5 ) 36 (1893) , p. 4 3 0 / 7 . 

3 0 6 ) «Mem. and proc. of the Manchester liter. and philos. Soc. 5 0 (1905 /6 ) , 

mém. n° 8 , p. 1 2 8 ; London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 1 1 ( 1 9 0 6 ) , p. 374 '8 .* 

3 0 7 ) Math. Ann. 5 0 ( 1 8 9 8 ) , p. 2 7 2 / 3 ; W. Voigt [Nachr. Gres. Gôtt. 1 8 9 1 , p. 4 6 ; 

id. 1 8 9 2 , p. 4 9 0 ] appliqua la méthode de G. Kirchhoff [n° lf.] à des courants 
sans force entre deux lignes ondulées dont l'une est une surface libre. 

3 0 8 ) «C. B. Acad. se. Paris 1 5 6 (1913) , p. 4 4 2 5.* 

3 0 9 ) Sitzgsb. Akad. Berlin 1 8 8 9 , p. 7 6 1 ; Wiss. Abh. 3 , Leipzig 1 8 9 5 , p. 3 0 9 . 
3 1 0 ) Sitzgsb. Akad. Berlin 1 8 9 4 , p. 5 0 9 ; id. 1 8 9 5 , p. 3 4 3 ; Ann. Phys. uncl 

Chemie, Dritte Folge 5 6 (1895) , p. 1 0 0 . 

8 1 1 ) «Atti R . Accad. Lincei, Bendic. (5 ) 1 6 II ( 1 9 0 7 ) , p. 7 7 7 / 9 0 . * 
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mouvement en eau profonde, a été développée par 77. Cisotti312). La 
méthode indiquée par H. Villat308) ramène le problème, pour un canal 
de profondeur finie, à une équation intégrale d'une nature tout autre 
que la précédente.* 

5h. Onde solitaire. J. Scott Russell313) «et plus tard H. Darcy et 
H. E. Basin3U)* ont étudié expérimentalement le mouvement résultant 
d'une élévation brusque du niveau de l'eau à l'entrée d'un canal 
rectangulaire rectiligne horizontal. Il se produit dans ces conditions 
une intumescence unique, appelée „onde solitaire ou de translation" 
(solitary wave), de forme cylindrique invariable tout en saillie sur 
le niveau primitif et se propageant le long du canal avec une vitesse 
constante. «On peut aussi produire une onde de translation négative 
constituée par une dépression. L'onde positive est "très stable si la 
hauteur du gonflement est faible par rapport à la profondeur de 
l'eau, l'onde négative est peu stable et ne peut généralement parcou
rir une grande distance sans être détruite* 

Un premier essai de théorie a été tenté par S. Earnshaw316)] mais 
la véritable théorie de l'onde solitaire a été donnée par J. Boussinesq316)', 
il s'appuya sur la ressemblance de l'onde solitaire avec une „onde 
longue", en supposant que les vitesses horizontales sont sensiblement 
égales dans toute l'étendue d'une section normale. J. W. Struit293) 
ramena le mouvement à un cas de mouvement permanent et utilisa une 
méthode particulière d'approximation. J. Boussinesq et J. W. Strutt 
ont trouvé pour le profil de l'onde une équation de la forme 

y = 6 séch2 (£ h x), 

312) «Atti 1st. Veneto (8) 13 (1910/1), p. 33/47.* 

313) J. Scott Mussel*"); «son premier mémoire [Trans. R. Soc. Bdinb. 14 
(1840) , p. 47/109] a été traduit en français par H. C. Emmery et L. C. Mary, 
Ann. Ponts et Chaussées (1) 14 (1837), second semestre, p. 143/236.* 

314) «Rapport de E. Clapeyron à l'Acad. des se. de Paris [C. R. Acad. se. 
Paris 57 (1863), p. 3 0 2 / 1 2 ] ; H. E. Bazin, Recherches hydrauliques [Mém. présentés 
Acad. se. Institut France (2) 19 (1865), mém. n° 2 , p. 496/639] . Voir aussi A. F. de 
Caligny, C. R. Acad. se. Paris 19 (1844) , p. 8 6 1 , 9 7 8 ; 34 ( 1 8 5 2 ) , p. 3 6 0 ; 56 

(1863), p. 6 5 5 ; 57 (1863) , p. 9 4 6 ; 58 (1864) , p. 59, 1 7 4 ; 62 (1866) , p. 462 , 9 8 1 ; 

68 (1869), p. 980.* 

315) «Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 326/41 [1845] .* 

316) C. R. Acad. se. Paris 72 (1871), p. 7 5 5 ; J. math, pures appi. (2) 17 (1872) , 

p. 5 5 ; «Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 23 (1877), mém.n°l, p. 280/316, 

360/425, 4 4 8 / 7 0 ; voir aussi l'exposé donné par A. J. C. Barré de Saint Venant, C. R. 
Acad. se. Paris 101 (1885), p. 1 1 0 1 , 1 2 1 5 , 1 4 4 5 ; A. Flamant, Ann. Ponts et Chaussées 
(6) 17 (1889), premier semestre, p. 5/48 ; M. Levy, Leçons sur la théorie des marées 
I, Paris 1898, p. 264 (chap. 10). Un exposé très simple des théories de J. Boussinesq 
se trouve dans A. Boulanger, Hydraulique générale 1, Paris 1909 ; 2, Paris 1909.* 
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et pour la vitesse de propagation V=V9(h + W, 
les constantes b et 1c étant liées par l'équation 

k*h* = 3b, 

h étant la profondeur et b la hauteur du gonflement. Les trajectoires 
sont des arcs de paraboles8 1 7). 

J. Me Cowansls) a'montré que le mouvement progressif qui, ramené 
à la forme permanente, est déterminé par l'équation 

ç, + if = _ y[x + i y - a th A ^ _ ± M j , 

où les constantes sont liées par les relations 

y* = l%(**), * « - 1*^*(*-Tb)>
 h = aistJ^> 

représente toujours approximativement une onde solitaire d'élévation 
maximée b sur un liquide de profondeur h. 

La condition de pression constante le long de la ligne de courant 

^ . sin k [y -\- h) 
y cos k(y -f- h) -f- ch {kx) 

est remplie jusqu'au second ordre par rapport à b en tous points, et 
jusqu'au troisième ordre le long de l'arête de l'onde. 

Ce résultat contient ceux de J. Boussinesq et de J. W. Strutt. 
Les ondes considérées ici sont infiniment longues. 

JT. Levi-Civita319) étend les résultats de J. W. Strutt au cas d'un 
canal de profondeur donnée, avec une onde quelconque, même non 
périodique, du type permanent. Il trouve une relation générale entre 
les éléments du mouvement: force vive par unité de longueur, niveau 
moyen, vitesse de propagation, débit relatif (tel qu'il apparaîtrait à un 
observateur lié au profil supérieur de l'onde).* 

D'autres formes d'ondes longues ont été discutées par J. Bous
sinesq™), J. Me Cowan3i0) et B. F. Gwyther™1). 

D. J. Kortetveg et G. de VriesSM) ont découvert un type très général; 
ils ont trouvé qu'un mouvement permanent d'un liquide de profondeur h 

3 1 7 ) J. Boussinesg:, J. math, pures appl. (2) 1 8 ( 1 8 7 3 ) , p. 4 7 . 

3 1 8 ) London Edinh. Dublin philos, mag. (5) 3 2 ( 1 8 9 1 ) , p. 4 7 / 9 . 

3 1 9 ) 4Atti R . Accad. Lincei Rendic. (5) 2 1 I ( 1 9 1 2 ) , p. 3 /14.* 

3 2 0 ) London Edinb. Dublin philos, mag. ( 5 ) 3 3 ( 1 8 9 2 ) , p. 2 5 0 / 6 6 ; (5) 3 8 ( 1 8 9 4 ) , 

p. 3 5 1 / 8 . 

3 2 1 ) Id. (5 ) 5 0 (1900) , p. 2 1 3 / 6 , 3 0 8 / 1 2 , 3 4 9 / 5 2 . 

3 2 2 ) Id. ( 5 ) 3 9 ( 1 8 9 5 ) , p. 4 2 2 / 4 3 . Ces savants traitent aussi le cas plus général où 
il est tenu compte de la tension superficielle T à la surface limite supérieure. Les 
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peut s'obtenir par l'introduction de fonctions elliptiques de module y j)_^_c • La ligne de courant qui coïncide à peu près avec une ligne 

d'égale pression a pour équation 

avec 6 = \h3. La vitesse de propagation ^es ondes correspondantes est 

.L'onde solitaire décrite ci-dessus, et les ondes longues du type 
oscillatoire données n° o c , sont des cas limites du type précédent, 
pour c très petit ou très grand, respectivement.* 

5i. Solutions plus rigoureuses des mouvements ondulatoires 
dans des bassins quelconques. .Le problème de la propagation des ondes 
à la surface d'un liquide parfait n'a été complètement étudié par 8.D. 
Poisson254), A. L. Gauchy255) et leurs successeurs [voir notamment 5 e] 
que pour une profondeur de liquide infinie ou constante, et pour 
des dimensions horizontales infinies. Pour ces cas, de nouvelles et 
importantes simplifications ont été introduites par J. Boussinesq'i2S), 
J. Bousier324), H. Vergue325). 

Pour un liquide contenu darjs un vase de forme quelconque, 
H. Poincaré2is) tournait la difficulté en se bornant à la recherche de 
solutions périodiques de la forme 

résultats sont les mêmes, cependant 

.ilf. Aïliaume [C. R. Acad. se. Paris 1 4 3 (1906) , p. 3 0 / 2 ] dans une étude basée sur 
les résultats de J. Boussinesq611) recherche également l'influence de la tension 
superficielle sur la propagation des ondes: cette influence est trouvée très faible 
en général, mais elle devient très importante pour des liquides de faible épaisseur. 
Sur le même sujet voir aussi W. J. Harrison [Proc. London math. Soc. (2) 7 ( 1 9 0 9 ) , 

p. 1 0 7 / 2 1 ; London Edinb. Dublin phil. mag. (6) 1 8 ( 1 9 0 9 ) , p. 4 8 3 / 9 1 ] et B. A. 
Houston [id. (6) 1 7 ( 1 9 0 9 ) , p. 1 5 4 / 6 4 ; (6) 1 9 ( 1 9 1 0 ) , p. 2 0 5 / 6 ] qui étudie aussi l'in
fluence de la viscosité sur l'extinction des ondes et en particulier de l'onde longue. 
Ces deux auteurs ne sont pas d'accord sur les raisons du désaccord qu'ils trouvent 
entre la théorie et l'expérience.* 

3 2 3 ) .C. R. Acad. se. Paris 1 5 0 ( 1 9 1 0 ) , p. 4 9 1 / 6 ; Ann. Éc. Norm. (3) 2 7 (1910) , 

p. 1/42.* 

3 2 4 ) .Thèse, Paris 1908 .* 

3 2 5 ) .Thèse, Paris 1 9 0 9 ; C R. Acad. se. Paris 1 5 2 (1911) , P- 1 2 3 1 / 3 . * 

V-Vgh 1 + 
b + c _ 9 b + c JË{K)~]i 

h h K 

f(x, y) cos 6t. 

Encyclop. dea scienc. mathémat. I V 5. 1 2 
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J. Hadamard™) a formé l'équation exacte du problème dans le 
cas général des petits mouvements [cette équation est intégro-différen-
tielle au sens de V. Volterra] et il a mis en évidence une circonstance 
remarquable qui constitue une des plus grandes difficultés du problème, 
à savoir la différence profonde de caractère analytique entre le mouve
ment de surface et le mouvement interne du liquide. 

Si (p(x, y, z, t) est le potentiel des vitesses, p la densité, p la 
pression, Oxy étant le plan de la surface libre au repos, Oz étant la 
zénithale, on a partout 

Acp = 0 

2 LW + \dy) + Kdz) J + -ft = - * ~ 7 " 

On peut supposer nulle la pression (constante) à la surface libre. La 
dérivée 

, dw 
* = Bt> 

qui est harmonique, satisfait alors, sur la surface libre S, à la condition 

ips = — z, 

et sur les parois 2J du vase, à 

( ? ) = o -

On a de plus 
d'à dij) 
dt,==Tz' 

La fonction harmonique ip se détermine en résolvant un problème 
mixte 3 2 7). Si 

y(Jf, P) = y(l, il, g; x, y, z) 

représente la fonction de F. Neumann329) relative au volume limité 
par £ et par sa symétrique par rapport au plan des xy, on sait que 
l'on peut poser 

H étant une fonction analytique et holomorphe des deux points M 

3 2 6 ) «C. R. Aead. se. Paris 1 5 0 (1910) , p. 6 0 9 / 1 1 , 7 7 2 / 4 . La théorie de Hada-
mard a été exposée en détail, et précisée sur certains points, par G. Bouligand, 
Bull. Soc. math. France 4 0 ( 1 9 1 2 ) , p. 1 4 9 / 8 0 . * 

3 2 7 ) tJ. Hadamard, Leçons sur la propagation des ondes, Paris 1 9 0 3 , p. 55 .* 
3 2 8 ) «Voir par exemple J. Hadamard, Propagation des ondesS1T), p. 3 3 

et suiv.* 
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et P. On montre alors que z satisfait à l'équation intégro-difîerentielle 

CE) 2 J W - ( £ + BI/MT^ +ff**FW ?)dSM 

s s 
dans laquelle la fonction F(M, F) représente la dérivée 

\ dzd£ 

L'équation aux dérivées partielles 

9i 4 + ga:! + dy* ' 
trouvée par A. L. Cauchy2ii~) pour le cas du liquide indéfini, est vérifiée 
par la solution de [F) dans ce cas particulier. Mais on montre que 
l'équation de A. L. Cauchy a en outre une infinité de solutions étrangères 
au problème, dont l'expression exacte est fournie par (iJ). De 
plus, cette équation aux dérivées partielles n'est pas vérifiée dans le 
cas d'un liquide contenu dans un vase de forme quelconque. Ce 
dernier fait, fort important, a été démontré par G. Bouligand326). 

Dans le cas général les solutions de (E) admettent, tout le long 
de l'intersection du vase avec la surface libre, des singularités dont 
la nature et la propagation dans le temps restent à étudier. 

G. BouligandS2T) a étendu le procédé de J. Hadamard aux petits 
mouvements de surface d'un liquide placé dans le champ d'attraction 
d'une force centrale fonction de la distance. 

La méthode de J. Hadamard permet la mise en équation, relative
ment simple, des mouvements finis, et non plus infiniment petits, de 
la surface liquide.* 

5 j . Oscillations d'une sphère fluide. Une sphère formée d'un 
fluide dont les particules s'attirent suivant la loi de Newton est un 
système matériel en équilibre stable. Si l'équilibre est légèrement 
troublé, le déplacement radial d'un point de la surface peut s'expri
mer par une série de fonctions sphériques; à chaque fonction sphé-
rique considérée correspond une oscillation simple principale. La 
période d'oscillation 

a 

qui correspond à une perturbation harmonique d'ordre n est donnée 
par l'équation3 3 0) 

- 2 = 2n ( M — 1) g 
2w - j - 1 a ' 

329) «C. E. Acad. se. Paris 154 (1912), p. 1 3 3 8 / 4 0 * 

330) W. Thomson, Philos. Trans. London 153 (1863), p. 6 1 0 ; Papers 3, Cam
bridge (Londres) 1890 , p. 384 . 
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a étant le rayon avant la perturbation, et g l'accélération de la 

gravité à la surface. 

Si le fluide entoure un noyau sphérique de rayon b, on a 

. = n(n+ 1) (a»" + * -b'» + *) / 3_ ±\ g 
(»+ l)aa" + 1 + nba'l + 1 V 2« + 1 çj a ' 

où Q 0 est la densité moyenne du fluide et du noyau 8 8 1). Pour une 

goutte sphérique dans laquelle on néglige la gravitation, en tenant 

compte de la tension superficielle T, la période d'oscillation du mou

vement correspondant est donnée par l'équation3 3 2) 

tf* = » ( „ _ l ) ( n + 2 ) ^ . 
6. Fluides visqueux. 

6 a. Transformation des équations du mouvement. Les équa

tions du mouvement des fluides visqueux ont été données [IV 17, 12]. 

On peut les écrire comme il suit 3 3 3) 

" . ;+»c»-o+è(^ ) - ï - iS :+4»£-»<- ,3 . 
»;+ .(..-.»+,» (^)_r-ljj+'. .g-ï.( | |- |£), 
dw . n , k \ , 3 /l 2\ „ 1 dp , 4 d& n [dr> dè\ 

v désignant le coefficient de frottement cinématique. 
„Dans le cas du mouvement lent d'un fluide incompressible, les 

équations du mouvement peuvent s'écrire 

(1) 

(2) 

du 
X _ J_ dv dt 
X 

ç dx 
dv 

Y __ 1 dp Jt 
Y 

Q dy 
dw y _ 1 dp Jt 

Zj o 3z du + cv , dw 
. dx + dy + d* = 

+ vAu, 

+ vAv, 

+ vAw, 

„Les équations générales (1) ont été récemment l'objet d'études 
approfondies et d'un intérêt considérable. H. A. Lorent2SM) applique le 

331) H. Lamb, Hydrodynamics *), p. 440. 332) /. W. Slrutt, Proc. R. Soc. London 29 (1879), p. 97; Papers 1, Cambridge 1899, p. 377; B- B. Webb, Messenger math. (2) 9 (1879/80), p. 178. 
333) Voir IV 17, n° 7 équation (5). „Des considérations sur la forme que 

prennent les équations du mouvement quand on tient compte de la capillarité 
se trouvent dans D. J. Korteweg, Archives néerlandaises (2) 6 (1901), p. 1/27.* 

334) „Abb. über theoretische Physik 1, Leipzig 1907, p. 23.* 
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premier les méthodes de G. Green à l'étude du mouvement permanent 
d'un fluide visqueux incompressible. Les formules qu'il obtient per
mettent de trouver un mouvement permanent d'un fluide indéfini solli
cité par des forces extérieures connues S 3 5). Cette méthode a été reprise 
et considérablement amplifiée par G. W. Oseen336) dans de nombreux 
mémoires. 

Le point fondamental des recherches de G W. Oseen est l'établisse
ment de certaines équations intégrales qui généralisent les formules 
de G. Green, et qu'il déduit tout d'abord des équations aux dérivées 
partielles des fluides visqueux. Ces équations intégrales lui permet
tent de calculer, dans un fluide visqueux incompressible, les compo
santes à tout instant, de la vitesse d'un mouvement lent superposé 
sur un mouvement connu 8 3 7). Par la méthode des approximations 
successives de É. Picard on obtient un système de solutions de ce 
problème, système qui généralement n'est pas unique, mais qui le 
devient moyennant certaines conditions d'inégalité simples. 

La méthode des approximations successives permet aussi de cal
culer les vitesses (w, V, W) en tout point, pour un mouvement fini d'un 
fluide indéfini3 3 8), au moins pour un certain intervalle de temps. Mais 
il peut se faire que les calculs manifestent une impossibilité au bout 
d'un temps fini. Il paraît donc vraisemblable que des irrégularités 
peuvent naître dans l'intérieur d'un fluide visqueux, même si les forces 
extérieures et le mouvement initial sont complètement réguliers. 

G. W. Oseen339) applique sa méthode à des problèmes généraux 

3 3 5 ) .Acta math. 3 4 ( 1 9 1 1 ) , p. 2 6 5 . Pour le mouvement permanent lent, voir 
T. Boggio, Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5 ) 1 9 1 ( 1 9 1 0 ) , p. 7 5 / 8 1 . Dans deux in
téressantes études sur les équations des fluides visqueux, déduites de l'analyse 
vectorielle, A.Palomby [Rendic. Accad. Napoli (3) 1 8 ( 1 9 1 2 ) , p 1 8 6 / 9 7 ; Giorn. mat. 
(3) 3 ( 1 9 1 2 ) , p. 2 3 8 / 6 4 ] a établi la forme absolue des équations de S.A. Lorentz, et 
trouvé l'expression des vitesses au moyen de potentiels harmoniques ethiharmoni-
ques, analogues à ceux employés par C. Somigliano, dans l'étude de la déformation 
des corps élastiques isotropes [Atti Accad. Torino 4 2 (1906 /7 ) , p. 765] .* 

3 3 6 ) .Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 3 (1906 /7 ) , mém. n° 2 0 , p. 1 / 2 2 ; 

mém. n° 2 1 , p. 1 / 8 4 ; 4 ( 1 9 0 7 8 ) , mém. n° 9 , p. 1 2 3 ; 6 (1909 /10 ) , mém. n° 16 , p. 1 /17 ; 

Acta math. 3 4 ( 1 9 1 1 ) , p. 2 0 5 / 8 4 . * 

3 3 7 ) .Acta math. 3 4 ( 1 9 1 1 ) , p. 2 0 5 / 8 4 . * 

3 3 8 ) .Voir aussi P. Alibrandi [Atti Accad. pontif. Nuovi Lincei 26 ( 1872 /3 ) , 

p. 2 2 9 / 6 4 ] qui étudia notamment le problème suivant: déterminer le mouvement 
d'un fluide visqueux limité par une surface s, connaissant à l'instant initial les 
vitesses de tous les points, et connaissant le mouvement de s pour toutes les 
valeurs de t. 

3 3 9 ) .C. W. Oseen, Aïkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 7 ( 1 9 1 1 / 2 ) , mém. 
n° 1 4 , p. 1/13.* 
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relatifs au cas où les forces extérieures sont décroissantes avec le temps, 
ou bien sont périodiques, etc. 2 l s ) . La même méthode a aussi été géné
ralisée par C. W. OseenSi0) pour les fluides compressibles en mouvement 
infiniment lent. 

C. W. Oseen3*1) a étudié de plus près les équations intégrales aux- . 
quelles il avait été conduit par la méthode de G. Green. Il a remarqué 
que ces équations, déduites des équations aux dérivées partielles (1), 
lesquelles supposent l'existence et la continuité des dérivées telles que 

du d'u dp 
dt ' dx* ' dx' ' 

possédaient des solutions pour lesquelles ces dérivées n'existaient pas. 
Ces solutions particulières, ou bien n'ont qu'un sens mathématique, 
ou bien possèdent une signification physique. C. W. Oseen montre que 
c'est cette seconde interprétation qui est la vraie, en établissant directe
ment les équations intégrales en question, sans passer par l'inter
médiaire des équations aux dérivées partielles de l'hydrodynamique 
habituelle. La théorie gagne ainsi en simplicité et en généralité, et 
l'on est dispensé dans les démonstrations de tous les raisonnements, 
généralement pénibles et restrictifs, relatifs à l'existence des dérivées 
partielles dont on a parlé plus haut. 

Opérant directement sur ses équations intégrales, G. W. Oseen3*2) 
étudie la nature des irrégularités ou singularités qui peuvent naître 
au sein d'un fluide visqueux, dans les conditions établies par ses 
recherches antérieures. Les singularités trouvées correspondent à la 
naissance de tourbillons. D'où l'hypothèse que les mouvements irré
guliers en question sont des mouvements turbulents848). 

U. Crudeïi34*) a établi par un procédé nouveau diverses équations 
intégrales relatives aux fluides visqueux incompressibles; il retrouve 
certaines formules de G. W. Oseen et en établit de nouvelles qui n'ont 
pas la forme généralisée de G. Green, en utilisant les méthodes de 
E. BetW"). 

tL. Amoroso3**), utilisant également les fonctions de Green, résout 
complètement et d'une façon très élégante le problème suivant: 

340) «Aeta math. 35 (1912), p. 97/192.* 
341) «Arkiv mat. astron. ooh fys. (Stockholm) 6 (1910/1), mém. n° 23, p. 1/13.* 
342) «Beretning om den anden skandinaviske matematikerkongres i Koben-

havn 1911, éd. Copenhague et Christiania 1912, p 35/40.* 
343) «Pour les mouvements turbulents, voir plus loin n° 6 e.* 
344) «Atti B. Accad. Lincei, Bendic. (5) 21 U (1912), p. 231/4, 271/4, 332/4.* 
345) «Mem. mat. fis. Soc. ital. délie scienze (3) 1II (1868), p. 182.* 
346)«AttiE.Accad.Lincei,2ten<7j'c.2111(1912) p.501/8, 580/5; 221(1913),p. 147.* 
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347) .Bull. Soc. math. France 38 (1910), p. 258/60; C. R. Acad. se. Paris 151 
(1910), p. 1340/2.* 

Déterminer quatre fonctions u, v, w, p de X, y, s, t, continues et 
limitées dans l'espace S occupé par le fluide mobile (surface 0 com
prise), vérifiant les équations (2); ces fonctions doivent posséder des 
dérivées partielles premières et secondes par rapport à x, y, s et du 
premier ordre par rapport à t, ces dérivées étant finies et continues 
en tout point de 8 pour t ^> t0 (instant initial). De plus les vitesses 
{u, v, w) sont données en tout point de S pour t = t0: 

u(x, y, z, t0) = h(x, y, g) J 

v(x, y, z, t0) = k(x, y, z) \ en tout point de S, 

y, z, t0) = l(x, y, z) I 

et les vitesses à la surface 6 sont données quel que soit t: 

« 0 , y, 3, *) = y, s, t) ] 

v(x, y, z, t) = ji(x, y, 0, t) > sur 0, quel que soit t. 

w(x, y, z, f) = y{x, y, z, t) J 

L. Amoroso montre que la solution existe et est unique, à une cons

tante additive près, pour l'inconnue p. Il fournit le moyen de construire 

cette solution si les conditions suivantes sont vérifiées: 
1°) les fonctions A, Te, l ont des dérivées des trois premiers ordres 

en x, y, z, continues et bornées dans S et sur 0· 
2°) les fonctions a, j3, y sur 0 sont continues et bornées pour 

t ^> t0, ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres par rapport à t; 
3°) on a, en désignant par n la demi-normale extérieure à 0 au 

point (£, t], g), 

ch. ok dl Q 

dx dy du 
sur S, 
h(x, y, z) = «(x, y, z, t0), k(x, y, z) = p(x, y, z, t0), l{x, y, z) = y(x, y, z, t0) 
sur 0, 
0 =-J[a(g, 1?, g, 0 cos(w, | ) + |3(g, % %, t) cos (w, y) + y(£, v, Ç, t) cos(», y)~]de 

• 0 - £ fdxdydz f " ( l ' g ' Q ° ^ B ± f « . v,h^^±^i âg. 
( S ) (<i) 

D'un tout autre point de vue à propos des équations générales 
des fluides visqueux, signalons quelques transformations établies par 
L. Zorettim).* 

Dans les mouvements particuliers à deux dimensions d'un liquide 
incompressible sous l'action de forces conservatives, la fonction de 
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courant *P vérifie3 4 8) l'équation 

(2) ^ - . A A ^ O , 

où 
A ; 3 2*' . D'^ 

et 

A A ^ = ^ + ^ . 
T OX* CYS

 Î 

v désigne le coefficient de viscosité cinématique, défini au n° 12 de 
l'article IV 17. 

S'il s'agit du mouvement d'un liquide incompressible dans des 
plans passant par OS, la fonction axiale de courant IJJ vérifie l'équation 

(3) Ç - ^ = 0, 

où 

et où 

Y CM' ' gj1 es DM 

Dans le mouvement d'un liquide visqueux incompressible sous 
l'action de forces conservatives, les composantes du vecteur tourbillon 
vérifient trois équations de la forme 3 4 9 ) 

8 i i-S" , DU , <_DU . . y . 

DT=HX + 7 1 DY+H*+VA£> 
où 

A t _ D*è D'è , 
S DX* ^ DY1 DZ1 ' 

d'où il résulte que le mouvement tourbillonnaire se propage à travers 
le liquide un peu à la manière de la chaleur 3 6 0). 

Les vitesses correspondant au mouvement irrotationnel d'un fluide 
parfait incompressible satisfont évidemment aux équations du mouve
ment d'un fluide visqueux, mais de tels mouvements comportent géné
ralement un glissement aux limites, ils ne sont donc pas possibles dans 
le cas présent. «D'importantes considérations relatives à l'emploi des 

3 4 8 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II ( 1850 /1 ) , éd. 1 8 5 1 , p. 2 4 , 3 5 ; 

Papers 3 , Cambridge 1 9 0 1 , p. 2 4 , 38 . 
3 4 9 ) H. Lamb, Treatise on the mathematical theory of the motion of fluids, 

Cambridge 1 8 7 9 , p. 2 4 3 ; Hydrodynamics1), p. 5 1 6 . 
3 5 0 ) Pour la propagation dn mouvement à partir de la limite, voir n° 6c. 
3 5 1 ) «Ann. Fac. se. Toulouse ( 1 ) 1 ( 1 8 8 7 ) , revue de physique, p. 1 /80 . Leçons 

B U T la viscosité des liquides et des gaz 1, Paris 1 9 0 7 , p. 3 0 et suiv.* 
3 5 2 ) «Ann. Fac. se. Toulouse ( 2 ) 5 ( 1 9 0 3 ) , p. 5 / 6 1 , 1 9 7 / 2 5 5 , 3 5 3 / 7 6 ; Recherches 

sur l'hydrodynamique, deuxième série, Paris 1 9 0 4 , p. 1 /122 .* 
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équations, et aux conditions aux limites, ont été développées par 
M. BrUlouin**1) et P. Duhems52).* 

Si au début le mouvement d'un liquide visqueux est irrotationnel, 
le mouvement tourbillonnaire se propagera des limites vers l'intérieur. 
Cette influence de la viscosité, même à un faible degré, est très re
marquable. On a proposé des méthodes ayant pour but la création 
et l'étude expérimentale de ces mouvements tourbillonnaires dans des 
fluides visqueux 3 5 3). 

6 b . Mouvements permanents. Si le mouvement d'un fluide est 
permanent sous l'action de forces conservatives X, Y, Z, les équations 
(1) du n° 6 a présentent une difficulté particulière à cause de la 
présence des expressions 

(wt] — vg), (tt$ — w%), 0 1 — urf). 

Si le mouvement est suffisamment lent, on peut les négliger en 

première approximation, et l'on obtient comme condition 3 5 4) 

A g - 0 , A 1 ? = 0, A£ = 0. 

Si ces équations sont remplies,mais si onnenégligepas les expressions 

(wv—vg), (u£ — w%), (vl—urj), 

une autre condition devient nécessaire pour la permanence du mouve

ment: elle peut se formuler rigoureusement comme la condition géné

rale 3 5 5) relative au mouvement permanent d'un fluide parfait [voirn° 3f ] . 

Les équations du mouvement permanent peuvent être vérifiées 
rigoureusement dans le cas d'un liquide incompressible visqueux 
enfermé entre deux cylindres de même axe tournant uniformément et 
indépendamment l'un de l'autre356^. 

Soient a0 et ax leurs rayons, mQ et ml leurs vitesses angulaires; 

les équations donnant le mouvement sont 3 5 6) 

J w = — « O Î / , v = cax, w = 0, 

C1) I CO = - ° ~ — A»STLLL — m l 357\ 

l o 0

a — f»!* xl + j / 2

 a„* — a,2 >' 

Il n'existe pas de solution de la forme 
U V 

= — — co, tv = 0 
353) Voir note 163. 
354) A. Oberbeck, J. reine angew. Math. 81 (1876), p. 62/80. 
355) Th. Craig, Amer. J. math. 3 (1880), p. 269/93. 
366) G. G. Stokes, Trans, philos. Soc. Cambr. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 287/319 

[1845]; Papers 1, Cambridge 1880, p. 102 et suiv. 
357) Le problème a déjà été traité par 1. Newton, Philosophiae naturalis 

principia math., (LR6 éd.) Londres 1687; Opera, éd. 8. Horsley 2, Londres 1779, 
p. 448; trad. G. E. de Breteuil, marquise du Châtelet 1, Paris 1759, p. 413. «Cf. 
note 422.* 
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pour un liquide enfermé entre deux sphères concentriques, à moins 
que le mouvement soit assez lent pour que l'on puisse négliger les 
carrés et produits des vitesses; dans ce cas co a la forme 8 4 9) 

A + * 

(a,»+j,"+,i)T 
Dans le cas d'une sphère animée d'une rotation uniforme dans un 
fluide indéfini, A. N. Whitéhead3i%) a donné une deuxième approxi
mation. Il démontra que le long de l'axe le fluide est entraîné vers 
la sphère, il s'en éloigne dans la direction de l'équateur. G. Kirch-
hoff3M) a étudié le mouvement lent d'un liquide incompressible entre 
deux sphéroïdes homofocaux. 

„2T. Menges360) a étudié plus généralement tous les mouvements 
où le fluide peut être divisé en couches infiniment minces ayant la 
forme de surfaces de révolution de même axe, et qui pendant le 
mouvement se comportent séparément comme inextensibles; il géné
ralise les résultats précédents, et observe que l'approximation (due à 
la considération du mouvement lent) est de plus en plus voisine de 
la réalité, à mesure que les surfaces limitant le fluide diffèrent moins 
de formes cylindriques. La stabilité de certains mouvements de ce 
genre a été étudiée par W. M. Fadden Orr3*1).* 

Le mouvement lent, permanent d'un liquide visqueux, sous l'action 
de forces extérieures conservatives, est déterminé par les équations 

£ ( r - f ) + * A « - 0 , 

À ( r - i ) + v A v = °> 
£ ( r - * ) + „ A W = o, 

du dv ,dw _ 

A. Oberheck35*), Th. Craig362) et H. Lamb363) ont donné des solutions 
générales de ces équations en fonctions sphériques. 

tM. von Smoluchowski3U) a étudié quelques suppositions qui sim-

3 6 8 ) Quart. J. pure appi. math. 2 3 ( 1 8 8 9 \ p. 78 . 

3 6 9 ) Mechanik»), p. 3 7 6 . 
3 6 0 ) «Archiv Math. Phys. (3 ) 1 8 ( 1 9 1 1 ) , p. 3 2 7 / 3 7 . * 

3 6 1 ) «Proc. E. Irish Acad. (Dublin) section A, 2 7 (1906 /9 ) , p. 9 /68 , 6 9 / 1 3 8 . * 

3 6 2 ) London Edinb. Dublin philos, mag. (6 ) 1 0 ( 1 8 8 0 ) , p. 3 4 2 ' 5 7 . 

3 6 3 ) Proc. London math. Soc. (1 ) 1 3 ( 1 8 8 1 2 ) , p. 5 1 . 
3 6 4 ) «Bull, intern. Acad. se. Cracovie 1 9 0 7 , éd. 1 9 0 7 , classe se. math. nat. 

p. 1 /16.» 

(2) 
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plifient le problème général de la recherche des vitesses (u, v, w) 
quand on connaît la vitesse de la surface extérieure du fluide, en 
introduisant les mouvements qu'il nomme diaphragmatiques, pour les
quels les lignes de courant sont telles qu'aucune d'entre elles n'est 
entièrement à l'infini. 

Sous des conditions tout à fait générales, A. Korni6r°) a résolu le 
problème qu'on vient d'énoncer relativement à la recherche des vitesses; 
les seules hypothèses nécessaires aux démonstrations de A. Korn sont: 
la continuité (presque partout) des vitesses données à la surface, et 
l'existence, sur cette surface limite, d'un plan tangent unique et de 
deux rayons de courbure déterminés; les forces extérieures sont sup
posées douées d'un potentiel.* 

Le problème particulier du mouvement d'une sphère solide mobile 
dans un fluide indéfini a fait l'objet d'un grand nombre de travaux3 6 6). 
Le mouvement lent et permanent du liquide est donné par une fonction 
axiale de courant 3 6 7) 

a étant le rayon de la sphère, U sa vitesse, r et 6 les coordonnées 
polaires d'un point du liquide, le pôle étant le centre de la sphère, 
l'axe polaire étant la direction du mouvement. La résistance éprou
vée par la sphère est une force d'intensité 

6stfia U. 

%Cet important résultat a été utilisé récemment dans l'étude des 
mouvements browniens [voir les expériences de J. Pem'n ' 6 8 )] pour de 
petits corpuscules sphériques. Le cas des corpuscules de forme irré
gulière a été considéré et étudié expérimentalement par J. Boselli*69'). 
Le même résultat a aussi reçu de H. A. Wilson et J. J. Thomson une 
autre application physique essentielle relative à la détermination de la 
charge d'un électron 3 7 0). 

3 6 5 ) jBull. intern. Aead. so. Craeovie, classe se. math. nat. 1 9 0 7 , éd. 1 9 0 7 , 
p. 8 3 7 / 9 6 ; Rend. Cire. mat. Palermo 2 5 ( 1 9 0 8 ) , p 2 5 3 / 7 1 ; C. R. Acad. se. Paris 
1 5 1 ( 1 9 1 0 ) , p. 50 /3 .* 

3 6 6 ) Voir d'abord G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II ( 1 8 5 0 / 1 ) , éd. 
1 8 5 1 , p. 4 8 / 5 1 ; Papers 3 , Cambridge 1 9 0 1 , p. 5 5 ; les résultats y Bont appliqués 
au mouvement d'une sphère dans l'air; cf. S. 8. Allen, London Edinb. Dublin 
philos, mag. (5 ) 5 0 ( 1 9 0 0 ) , p. 3 2 3 / 3 8 , 5 1 9 / 3 4 . Voir aussi H. Lamb, Hydrodyna-
mics1), p. 5 3 1 . 

3 6 7 ) Cf. IV 18 , n° lf. 
3 6 8 ) „C. R. Acad. se. Paris 1 4 7 ( 1 9 0 8 ) , p. 4 5 7 . * 

3 6 9 ) „Id. 1 5 2 ( 1 9 1 1 ) , p. 133 /6 .* 

3 7 0 ) „Voir J. Roux, Thèse, Paris 1912 .* 
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188 A.E.H.Loce. IVl8. Développements d'hydrodynamique. H.Beghine.tH.Villat. 

La translation lente d'nne sphère dans un liquide visqueux a été 
encore étudiée par E. Cunningham311), S. R. Coole312), A. Korn3™), 
T. Boggio™), U. Cisotti™). G W. Oseen3™) montre que le véritable 
mouvement du fluide autour de la sphère est très différent, même pour 
les petites vitesses, de celui obtenu par le procédé décrit plus haut, 
en utilisant les équations du mouvement lent; il discute la formule 
obtenue pour la résistance de la sphère. Le même auteur étudie 8 7 7) le 
mouvement général de la sphère dans le liquide visqueux. Plusieurs 
de ses résultats sont retrouvés très simplement par H. Lanib318). 

Le mouvement permanent lent d'une goutte fluide sphérique, qui 
se dépla'ce sans changer de forme dans un liquide visqueux indéfini, 
a été abordé par H. S. Allen319) et étudié simultanément par 31. Ryh-
csynslci3m) et J. Hadamar d381). 

Pour mettre d'accord la théorie de M. Bybceynski et de J. Hada-
mard avec l'expérience, et notamment avec les expériences de J. Roux382), 
J. Boussinesq383) introduisit l'hypothèse d'une action de viscosité super
ficielle dans la mince couche de transition séparant deux fluides contigus; 
il en déduisit une formule applicable exactement à la réalité (par 
exemple pour le calcul de la vitesse de chute de gouttes mercurielles 
très petites dans de l'huile de ricin très visqueuse).* 

tJ. Boussinesq383*) étudia d'une façon générale le mouvement lent 
permanent d'une masse liquide pesante, non forcément sphérique, au 
sein d'une autre masse fluide; il insiste spécialement sur le cas où la 
première masse affecte la forme d'une surface de révolution.* 

Pour un cylindre circulaire, il n'existe pas de solution analogue 
à celle trouvée pour la sphère, dans le cas où l'on cherche un mouve-

3 7 1 ) .Proc. It. Soc. London 8 3 A ( 1910) , p. 3 5 7 / 6 5 . * 

3 7 2 ) »London Ediub. Dublin philos, mag. (6) 3 ( 1 9 0 2 ) , p. 4 7 1 / 8 2 ; id. (6) 6 

( 1 9 0 3 ) , p. 4 2 4 / 3 6 . * 

3 7 3 ) .Rend. Cire. mat. Palermo 2 5 (1908) , p. 2 5 3 / 7 1 * 

3 7 4 ) .Id. 3 0 ( 1 9 1 0 ) , p. 65 /81 .* 

3 7 5 ) .C. R. Acad. se. Paris 1 5 5 ( 1 9 1 2 ) , p. 041 /4 .* 

3 7 6 ) .Arkiv mat. astrou. och fys. (Stockholm) 6 ( 1 9 1 0 / 1 ) , mém. n° 2 9 , p. 1/20.* 

3 7 7 ) .Id. 6 ( 1 9 1 0 / 1 ) , mém. n° 3 , p. 1 /4 ; mém. n° 4 , p. 1 / 7 5 ; 7 (1911 /2 ) , mém. 

n° 1, p. 1/36.* 

3 7 8 ) »London Edinb. Dublin philos, mag. ( 6 ) 2 1 ( 1 9 1 1 ) , p. 1 1 2 / 2 1 . * 

3 7 9 ) .Id. (5 ) 5 0 ( 1 9 0 0 ) , p. 2 2 3 38 .* 

3 8 0 ) »Bull, intern. Acad. se. Cracovie 1 9 1 1 , éd. 1 9 1 1 , classe se. math, nat., 
p. 4 0 / 6 . * 

3 8 1 ) .C. R. Acad. se. Paris 1.52 ( 1 9 1 1 ) , p. 1 7 3 5 / 8 ; id. 1 5 4 ( 1 9 1 2 ) , p. 109 .* 

3 8 2 ) .Thèse, Paris 1912 .* 

3 8 3 ) ,C. R. Acad. se. Paris 1 5 6 ( 1 9 1 3 ) , p. 9 8 3 / 9 , 1 0 3 5 / 4 0 ; 1 5 7 ( 1 9 1 3 ) , p. 89 /94 .* 

3 8 3 * ) .Id. 1 5 7 ( 1 9 1 3 ) , p. 3 1 3 / 8 . * 
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ment permanent349). JQ en est de même d'ailleurs si le cylindre n'est 
pas circulaire, comme l'a démontré P. Duhem3Si).* 

A. OberbeckSH) a obtenu le mouvement résultant de la translation 
uniforme d'un ellipsoïde, D. Edwardes3m) le mouvement résultant de 
la rotation uniforme d'un ellipsoïde. Il étudia également le mouvement 
résultant de la rotation de cylindres elliptiques et de quelques autres 
cylindres 3 8 6 ) . 

»La translation lente d'un solide de révolution dans un liquide 
visqueux, parallèlement à l'axe de révolution, a été envisagée par 
L. Zoretti38'1) et E. Zondarini3SS) qui ont ramené la question à la 
recherche d'une fonction de courant satisfaisant à une équation aux 
dérivées partielles du quatrième ordre. 

J. Boussinesq389) a étendu au cas d'un ellipsoïde à trois axes in
égaux, en translation uniforme, les méthodes qu'il avait autrefois 
découvertes pour le cas de la sphère.* 

P. A. Sampson390) a discuté des courants lents du genre axial près 
d'un sphéroïde, et à l'intérieur d'un hyperboloïde de révolution à une 
nappe. Il a en outre traité en détail les cas particuliers d'un courant 
dans le voisinage d'un disque plan circulaire, et à travers une ouver
ture plane circulaire. Ici la vitesse n'a pas la propriété d'augmenter 
considérablement auprès des arêtes vives. J. W. Strutt391) a étudié 
quelques mouvements à deux dimensions provenant de sources positives 
et négatives dans des limites circulaires. Il combina dans ce but des 
fonctions de courant possibles de deux espèces, savoir 

3 8 4 ) »Ann. Fao. se. Toulouse (2) 5 ( 1 9 0 3 ) , p. 2 0 6 ; Recherches sur l'hydro
dynamique, deuxième série, Paris 1 9 0 4 , p. 4 8 . Voir sur ce sujet, M. Brillouin, 
Leçons sur la viscosité des liquides et des gaz 1 , Paris 1 9 0 7 , p. 6 1 et suiv.; 
J. Boussinesq, Ann. Éc. Norm. (3) 2 9 ( 1 9 1 2 ) , p. 5 3 8 / 8 7 , notamment p. 5 6 8 et suiv. 
Relativement aux cylindres, voir aussi B. Gans, Sitzgsb. Akad. München, math, 
phys. Klasse 1 9 1 1 , p. 1 9 1 / 2 0 3 . * 

3 8 5 ) Quart. J. pure appi. math. 2 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 7 0 . 

3 8 6 ) Id. 2 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 1 5 7 . 

3 8 7 ) „Bull. Soc. math. France 3 8 ( 1 9 1 0 ) , p. 261 /3 .* 

3 8 8 ) »Atti R. Accad. Lincei Bendic. (5) 2 0 I ( 1 9 1 1 ) , p. 3 3 8 / 4 2 . * 

3 8 9 ) »C. R. Acad. se. Paris 1 5 5 ( 1 9 1 2 ) , p. 5 ; Ann. Éc. Norm. (3) 2 9 ( 1 9 1 2 ) , 

p. 5 3 7 / 8 7 . Voir aussi un Mémoire de A. Lienard ayant obtenu à l'Académie 
des sciences de Paris le prix Vaillant pour 1 9 1 1 [Rapport de / . Boussinesq, C. R. 
Acad. se. Paris 1 5 3 ( 1 9 1 1 ) , p. 1286] .* 

3 9 0 ) Philos. Trans. London 1 8 2 A ( 1 8 9 1 ) , p. 4 9 3 / 5 1 8 . 

3 9 1 ) London Edinb. Dublin philos, mag. (5) 3 6 ( 1 8 9 3 ) , p. 3 5 4 / 7 2 [ 1 8 9 0 ] . 

tI. W. Strutt [id. (6) 2 1 ( 1 9 1 1 ) , p. 6 9 7 / 7 1 1 ] a traité aussi d'autres formes de 
solides dans le fluide visqueux.* 

(1 — r*)r sin 0 

1 — 2 r cos 9 + r . + 2 arc tang 
r sin 0 

r cos 0 
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et 
(1 — r*)! 

1 — 2 r cos 6 + r ,2 

Il discuta le problème! du mouvement à deux dimensions dans 
le voisinage d'un plan présentant de petites irrégularités, et donna 
une deuxième approximation, en tenant compte des carrés et produits 
des vitesses8 9 1). ^D'autres problèmes particuliers très nombreux ont 
été approfondis et discutés par M. Brillouin38*).* 

Les équations (2) supposent que le mouvement est essentielle
ment régi par les lois de la viscosité. L'application pratique exige 
de fortes réserves. Par exemple l'application des formules relatives à 
la translation uniforme d'une sphère exige que Ua soit petit par 
rapport à v «et cette condition n'est peut-être pas toujours suffisante892).* 
La théorie et l'expérience s'accordent toujours bien dans le cas de 
fluides en couches minces. C'est ce qu'ont montré les expériences de 
H. S. Hele-Shaw29) et l'explication donnée par 0. Reynolds, comme con
séquence des équations, de la grande pression régnant dans la couche 
d'huile qui sert à graisser une machine 3 9 3). 

6 c. Mouvements varia'bles et périodiques. Si le mouvement 

est lent et non permanent, on admet souvent que u, v, w, comme 
fonctions de t, sont proportionnels à e~vtft, Te étant en général com
plexe. Si le fluide est incompressible, les équations sont 

Dans chaque problème particulier, les valeurs de Je sont déter
minées par les conditions aux limites, et l'on peut obtenir des solu
tions plus générales en combinant des solutions particulières. Si 

le mouvement est périodique avec une amplitude décroissante, chaque 

392) «Voir C. W. Oseen, Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 6 (1910/1), 

mém. n° 29, p. 1/20.* 

393) Philos. Trans. London 177 (1886), p. 157 /234; cf. aussi N. E. ZukovsUj 
(JouJcowsky), Zurnal russkago fisiko-chimiceskago obscëstva (S1 Pétersbourg) 18 
(1886), p. 209 /15 . 

Bu dv dw 
8 x By dz 
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intervalle de temps x la diminuant dans le rapport e - 1 . Si x est grand, 
cette extinction du mouvement oscillatoire est donc très lente. 

Le mouvement communiqué à un fluide visqueux par un disque 
oscillant dans son plan a été étudié par G. G. Stolces348). 

«O. E. Meyer964') introduisit diverses considérations pour améliorer 
la théorie de l'oscillation des disques; ses études furent suivies de 
tentatives de L. Grossmann39*) et W. Kœnig396), qui furent discutées et 
approfondies par M. Brillouin397).* 

Si la vitesse du disque est de la forme 

u0 cos at, 

la résistance pour une surface unité est 

p w0 Yv e cos (et + . 
Ce résultat est important à cause de son application à l'étude expé
rimentale de la viscosité 3 9 8). 

Si une sphère est animée d'un mouvement de translation oscil

latoire de période — > la résistance est 3 9 9) 

les notations étant celles du n° 6 b , m étant la masse du fluide dé
placé 4 0 0). Ce résultat donne la correction relative à l'inertie effective 
et l'amortissement des oscillations pour un pendule oscillant dans un 

394) J. reine angew. Math. 59 (1861) , p. 2 3 9 / 3 0 3 ; 62 (1863), p. 201/14. 

395) «Diss. Breslau 1 8 8 1 ; Ann.Phys.undChemie, DritteFolge 16 (1882), p. 619.* 

396) «Id. 32 (1887), p. 216 .* 

397) «Viscosité384) 1, p. 105 et suiv. Voir aussi C. Zakrewski [Bull, intern. 
Acad. sc. Cracovie 1912, éd. 1 9 1 3 ; classe sc. math, nat., p. 235/42] .* 

398) Voir note 439 . 
399) «S. D. Poisson, Mém. Acad. se. Institut France (2) 11 (1832), p. 521 /81;* 

G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II (1850/1), éd. 1851 , p. 31 /3 ; Papers 3 , 

Cambridge 1 9 0 1 , p. 33 /4 ; O. E. Meyer, J. reine angew. Math. 73 (1871), p. 31/68, 

Boussinesq, C. R. Acad. se. Paris 100 (1885), p. 9 3 5 ; Théorie analytique de la 
chaleur 2 , Paris 1 9 0 3 , p. 199/264 (note 1);* H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 7 1 0 ; 

O. E. Meyer [J. reine angew. Math. 75 (1873), p. 336/47] tient compte de la com-

pressibilité de l'air. «Comparer les observations de P. L. G. du Buat, Principes 
d'hydraulique et de pyrodynamique 2 , Paris 1786 , p. 226/82.* 

Les formules de J. Boussinesq sont parfois attribuées à A. B. Basset, par 
exemple par G. Pieciati [Atti R. Accad. Lincei, Mendie. (5) 16II (1907), p. 4 5 ] , 

mais la priorité appartient à J. Boussinesq, le mémoire de A. B. Basset ayant été 
publié en 1887 [Philos. Trans. London 179 A (1888), p. 43/63 [1887]] . 

400) «Voir l'étude et la discussion du mouvement lent de translation d'une 
sphère, dans M. Brillouin, Viscosité 8 8 4 ) 1, p. 79.* 
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fluide visqueux. .J! Boussinesq l'a obtenu comme cas particulier du 

résultat relatif à une translation lente rectiligne quelconque d'une 

sphère primitivement au repos dans un liquide indéfini sans pesan-

teur. Si TJ=F'(t) 

est la vitesse de la sphère, la résistance qu'elle éprouve est 

t Situali + + &yaQn a* 
y*-

Ce résultat se généralise pour des translations non rectilignes. 
La théorie générale a été faite complètement par J. Boussinesq3"). 

Elle a été reprise depuis par G. Picciatiiov), qui considéra et intégra 
l'équation fonctionnelle qui régit la chute verticale d'une sphère pesante 
partant du repos dans le fluide visqueux. Cette intégration fut effec
tuée à nouveau, sous une forme très élégante et plus générale, par 
T. Boggioi02) qui supposa la sphère animée initialement d'une vitesse 
verticale, et le fluide animé à cet instant d'un mouvement connu 
(symétrique autour de la verticale du centre de la sphère). 

J. StocfcMB) a étudié le mouvement d'une sphère qui se déplace 
dans un fluide visqueux le long d'une paroi plane; M. SnioluchowsMioi) 
a étudié l'action réciproque de deux sphères mobiles dans un fluide 
visqueux. 

La méthode de J. Boussinesq s'étend au cas d'un cylindre circu
laire animé d'un mouvement de translation normal à son axe 4 0 5 ). Ce 
même problème a été étudié aussi par G. Picciatiia6).* 

A. B. Basset*"1), qui considéra un cas particulier du mouvement 
rectiligne d'une sphère, étudia également le mouvement produit par 
une sphère qui tourne sans forces extérieures autour d'un diamètre. 

4 0 1 ) .Atti E. Aocad. Lincei, Bendic. (5) 1 6 I ( 1907) , p 9 4 3 / 5 1 ; (5) 16 II (1907) , 

p. 4 5 / 5 0 . * 

4 0 2 ) .Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5) 16II ( 1 9 0 7 ) , p. 6 1 3 / 2 0 , 730 /6 . Voir 
aussi A.B.Basset [Quart. J. pure appi. math. 4 1 ( 1 9 1 0 ) , p. 3 6 9 / 8 1 ] et J. W. Strutt, 
London Edinb. Dublin philos, mag. (6) 2 1 ( 1 9 1 1 ) , p. 6 9 7 / 7 1 1 . * 

4 0 3 ) .Bull, intern. Acad. sc. Cracovie 1 9 1 1 , éd. 1 9 1 1 , classe sc. math, nat., 
p. 18 /27 .* 

4 0 4 ) .Bull, intern. Acad. sc. Cracovie 1 9 1 1 , éd. 1 9 1 1 , classe sc. math, nat., 
p. 2 8 / 3 9 ; C. W. Oseen [Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 7 ( 1 9 1 1 / 2 ) , mém. 
n° 3 3 , p. 1 / 9 ] fait remarquer que les considérations de M. von Smoliichowski ne 
sont valables que pour deux sphères très petites et très voisines l'une de l'autre.* 

4 0 5 ) .C. R. Acad. se. Paris 1 0 0 ( 1 8 8 5 ) , p. 9 7 4 ; Chaleur899) 2 , p. 2 4 4 et euiv.* 
4 0 6 ) .Atti R. Accad. Lincei, Bendic. (5) 16II ( 1 9 0 7 ) , p. 174 /84 .* 

4 0 7 ) Philos. Trans. London 1 7 9 A ( 1 8 8 8 ) , p. 4 3 / 6 3 [ 1 8 8 7 ] . 
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Si une sphère creuse de rayon intérieur a contenant un fluide visqueux 

incompressible est assujettie à exécuter de petites oscillations angulaires 
2 it 

de période liquide tourne sur la sphère concentrique de rayon r 

avec la vitesse angulaire 
ip, (hr) 

m désignant la vitesse angulaire de la sphère à un instant quelconque, 

h1 désignant — > et ibk(%) désignant l'expression 

„ dl (— sin «A 
1 \x I 

x dxk 

La résistance est donnée par un couple de moment 

m étant la masse du liquide. Si l'on suppose un glissement aux 

limites soumis à la condition de l'article IV 17, 12, le problème se 

complique un peu seulement. 

Ces résultats ont été appliqués au calcul de v d'après les obser

vations du mouvement d'une sphère creuse remplie de liquide oscillant 

à l'extrémité d'un fil de torsion vertical*08). Toutefois cette méthode 

n'est pas susceptible d'une grande précision 4 0 9). 

J. Buchanan410) a trouvé la solution pour un sphéroïde oscillant 

dans la direction de son axe. ^K. Menges411) a étudié le cas d'un 

certain nombre d'autres solides, et décrit des expériences correspon

dantes* H.LambS6ì) a donné des solutions générales des équations (1) 

en fonctions sphériques dans le cas des oscillations d'une sphère dont 

les éléments s'attirent suivant la loi de Newton. Le temps t, pendant 

lequel l'amplitude de l'oscillation décroît dans le rapport-^-» s'exprime 

par des fonctions sphériques d'ordre w; sa valeur est 3 6 8) 

(w — 1) ( 2 n + l)v 

Les équations (1) ont été appliquées par G. G. Stdkes à la déter

mination du mouvement ondulatoire dans le cas d'une profondeur in-

408) S. von Helmholtz et G. von Piotrowski, Sitzgsb. Akad. Wien 40 II (1860), 

p. 6 0 7 / 5 8 ; S. von Eelmholtz, Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882, p. 1 7 2 ; H. Lami), Hydro
dynamics *), p. 563. 

409) W. G D. Whetham, Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 559/82. „Voir 
M. Brillouin, Viscosité8M) 1, p. 101.* 

410) Proc. London math. Soc. (1) 22 (1890/1), p. 181/214. 

411) JL. Math. Phys. 60 (1912), p. 113/36.* 

Eucyclop. dos selene, mathêmat. I V 5. 13 
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finie en tenant compte de la viscosité 4 1 2). Si v est grand le liquide 
s'approche asymptotiquenient de la position d'équilibre sans osciller. 
Si v est petit, il existe une solution approchée pour les ondes périodi
ques simples de faible amplitude se propageant à la surface. Le 
mouvement est déterminé par un potentiel de vitesses de la forme 

__ j^e-2vk*t + ky + i(kx ± at) 

l'axe des y étant vertical dirigé vers le bas, issu de la surface libre. 

^ serait la longueur des ondes, leur vitesse de propagation pour 

le liquide parfait. 
Ces méthodes fournissent en outre une explication de l'action 

calmante de l'huile sur les vagues 4 1 3) et du mouvement ondulatoire 
produit par le vent. Dans ce dernier cas la théorie est d'accord avec 
les observations de J. Scott Russell24,1), qui établissent qu'un vent dont 
la vitesse est inférieure à 23 centimètres par seconde n'engendre pas 
d'ondes du type permanent à la surface d'une eau tranquille4 1 4). 

A. B. Bassetm) et S. S. Houghi16) ont étendu la théorie de l'extinc
tion du mouvement ondulatoire par les frottements intérieurs à un 
liquide de profondeur infinie. S. S. Hough expliqua certains phénomènes 
qui se présentent dans les courants de l'océan, en utilisant le fait que, 
en général, les mouvements ondulatoires et autres mouvements lents 
en eau profonde s'éteignent très graduellement. «Sur le même sujet 
L. E. Bertin & publié divers importants mémoires dont il a été question 
plus haut n° 5 g.* 

Si un liquide incompressible est animé d'un mouvement qui 
n'est ni lent ni permanent, dans lequel u, v, w sont proportionnels à 
e~rk'', si les lignes de courant coïncident avec les lignes de tour
billon, ou plus généralement si les quantités 

2(wf}-vQ, 2(ttg-«S), 2(«6-uij) 

dérivent d'un potentiel Sì, les équations (1) du n° 6a se ramènent à 

4 1 2 ) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 U ( 1850 /1 ) , éd. 1 8 5 1 , p. 5 9 / 6 2 ; 

Papers 3 , Cambridge 1 9 0 1 , p. 7 1 / 5 ; H. Lamb, Hydrodynamics*), p. 5 4 7 ; éd. 
allemande " 6 ) , p. 5 4 5 . 

4 1 3 ) 0. Reynolds, Report Brit. Assoc. 5 0 , Swansea 1 8 8 0 , éd. Londres 1 8 8 0 , 
p. 4 8 9 / 9 0 ; H. Lamb, Hydrodynamics1), p. 5 5 2 . 

4 1 4 ) W. Thomson86*); S. Lamb, Hydrodynamics1), p. 6 4 9 ; éd. allemande2'5), 
p. 5 4 6 . 

4 1 5 ) Hydrodynamics1) 2 , p. 3 1 3 ; Amer. J. math. 1 6 ( 1 8 9 4 ) , p. 9 3 / 1 1 0 , où se 
trouve un exposé général de la théorie des ondes dans les liquides visqueux. 
«Voir aussi les travaux essentiels de J. Hadamard et P. Duhem, dont il sera 
question au n° 6f.* 

4 1 6 ) Proc. London math. Soc. (1) 2 8 ( 1 8 9 6 / 7 ) , p. 2 6 4 / 8 8 . 
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la forme f vAu + vWu + ~ = 0, 

où l'on a posé 

vAv + vk2v + 

dx 
dW 
dy 
dW 
dz 

0, 

du dv dw „ 
{ dx^ dy + Tz = U ' 

T T = V—— 
T Î " - » Î 

dans le cas où il y a coïncidence entre lignes de tourbillons et lignes 

de courant, on supprimerait SI. Dans les deux cas il existe une équa

tion de pression qui peut s'écrire4 1 7) 

A T T = 0. 

La forme de l'équation de pression dans le cas général a été 

considérée par J. Brilli18), au moyen de la transformation (7) de 

l'article IV 17, n° 7. 

6d. Mouvements par lames. Les équations du mouvement d'un 

fluide visqueux ont été appliquées au problème de l'écoulement d'un 

liquide incompressible dans des tuyaux inclinés ou des canaux de 

section uniforme 4 1 9). Si a désigne l'inclinaison du tuyau, si l'axe des 

x est porté par la ligne des centres de gravité des sections, si le plan 

des xy est vertical, si enfin l'on suppose 

(1) v = 0, w = 0, p = gçy cos a — Ax + const., 

u est une fonction de y et z indépendante de x, qui vérifie l'équation 

^ Jd*u , d*u\ . A (d'u , d 2 u \ , A . 

4 1 7 ) V. Steklov, Soobscënija Charïkowskago matëmaticcskago Obscëstva 
(Communications Soc. math. Kharkov) (2 ) 5 ( 1 8 9 7 ) , p. 1 0 1 / 2 4 [ 1 8 9 6 ] ; P. A. Siff 
(Schiff), Jzvëstija Obscëstva lïubitelej estestvoznanija 9 3 I I , Trudy Otdëlenija 
fiziueskich nauk 9 II ( 1 8 9 8 ) , p. 1 /10 [ 1 8 9 7 ] . Cf. J. Brill, Messenger math. (2 ) 2 7 

(1897/8) , p. 1 4 7 / 5 2 où sont remplies les conditions pour que les filets de tourbillon 
soient constamment formés des mêmes particules. 

4 1 8 ) Proc. London math. Soc. (1 ) 2 6 (1894 /5 ) , p. 4 7 4 / 8 1 . 

4 1 9 ) G.G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 ( 1 8 4 2 / 9 ) , éd. 1 8 4 9 , p. 3 0 4 [ 1 8 4 5 ] ; 

Papers 1, Cambridge 1 8 8 0 , p. 1 0 5 ; J. Boussinesq, J. math, pures appi. (2) 1 3 ( 1 8 6 8 ) , 

p. 3 7 7 / 4 2 4 ; Mém.présentés Acad.se.Institut France (2) 2 3 ( 1 8 7 7 ) ,mém. n° 1, p .666/80. 

X. Grätz [Z. Math. Phys. 2 5 ( 1 8 8 0 ) , p. 3 1 6 / 3 4 , 3 7 5 / 4 0 4 ] et A. G. Greenhill [Proc. 
London math. Soc. (1 ) 1 3 ( 1 8 8 1 / 2 ) , p. 4 3 / 6 ] s'occupent de la résolution de léquation 
(2) en u. Le problème est mathématiquement identique à celui du mouvement d'un 
liquide incompressible sans viscosité, dans un prisme de même section que le 
tuyau, animé d'un mouvement de rotation [n° ld]. 
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et s'annule aux limites de la section. La constante A représente la 

quantité dont s'accroît la pression quand on avance de l'unité de 

longueur le long du tuyau. Si le liquide coule entre deux plans 

parallèles, on a 

2 e étant la distance des deux plans, U la vitesse moyenne. Si le 

tuyau a pour section un cercle de rayon a, on a 

(4) V a ) 

r désignant la distance à l'axe du point considéré. 
Ces mêmes équations sont valables avec A = 0 pour un canal 

découvert ayant pour forme la moitié inférieure du tuyau. La surface 
libre est alors le plan des sx. 

La formule relative à un tuyau circulaire a été confirmée par les 
expériences de J. L. M. Poiseuilleiso) qui ont permis en même temps 
les déterminations les plus précises de v. La résultante 

R%dx 

des résistances tangentielles, auquelles un liquide coulant dans un tuyau 
incliné est soumis de la part de la portion de paroi comprise entre 
deux sections droites de distance ôx, est donnée, en se conformant 
aux hypothèses précédentes, par la formule 

R = f (99 s i n « + A), 
SI désignant l'aire, % le périmètre de la section droite. Elle est 
proportionnelle à la vitesse moyenne U. Cette formule est un cas 
particulier de la suivante 

* - * [„ * « - if II *>] + f; - , 2) ta. 
Dans le genre de mouvement considéré il n'y a aucune modifi

cation dans la propagation du mouvement tourbillonnaire signalé 

4 2 0 ) Voir IV 1 7 , note 1 0 8 . 4Pour la théorie voir J. Boussinesq [C. B. Aoad. 
se. Paris 6 5 (1867) , p. 4 6 ] et M. Brillouin, Viscosité384) 1, p. 1 4 3 et suiv.* Des 
indications sur le cas des tubes capillaires et sur la stabilité des mouvements 
correspondants se trouvent dans H. C. Wolff [Trans. Wisconsin Acad. sc. 1 2 ( 1 8 9 9 ) , 

p. 5 5 0 / 3 ] . 
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dans le n° 6 a. Le liquide est disposé par couches de vitesse cons
tante; de tels mouvements sont appelés mouvements par lames ou 
mouvements réguliers. 

Les mouvements qui viennent d'être étudiés sont permanents, or 
certains mouvements lents variables peuvent s'obtenir en supposant 

V— — 
e 

constant, on utilise alors des méthodes analogues à celles qu'on emploie 
dans l'étude de la conductibilité de la chaleur4 2 0*). La vitesse d'un 
mouvement par lames entre deux plans y = const. est donnée par 
l'équation 

du d2u 
JT~VJYJ-

Cette équation permet d'obtenir le mouvement sur un côté d'un plan 
indéfini animé d'un mouvement donné 4 2 0*). Une autre application a 
été faite par J. W. Strutt (lord Bayleigh) dans sa démonstration421) de 
l'instabilité des mouvements discontinus. Si l'on admet que, au début, 
u = u0 ou u =— u0 suivant que y est positif ou négatif, u est donné 
au bout du temps t par l'équation 

y 

M = ̂  CER»DO, 
Y* J 

o 

en supposant le fluide illimité. 
H. Stearnm) a traité des problèmes analogues relatifs an mou

vement entre deux cylindres de même axe (Oz), w étant supposé fonc
tion de la distance à l'axe. 

»Les expériences et la théorie de J. L. M. Poiseuille permettent, 
comme on l'a vu, d'étudier le mouvement des liquides dans les tubes 
minces. Pour les tubes très minces, une difficulté spéciale apparaît, due 
au fait que tout mouvement cesse à partir d'une certaine limite de peti
tesse du tube. Cette anomalie a été étudiée par JR. Reiger423); aux 

420*) G.Stokes3**), Papers 3, p. 19. 
421) Proc. math. Soc. London (1) 11 (1879/80), p. 57; Papers 1, Cambridge 

1899, p. 474. 
422) Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 90/104. La rotation variable 

entre des surfaces cylindriques de même axe a été traitée encore par J. H. Bôhrs 
[Proc. London math. Soc. (1) 5 (1873/4), p. 125/39] et M. Margules [Sitzgsb. Akad. 
Wien 83 II (1881), p. 588/606 ; 85II (1882), p. 343/68]. »Des expériences très pré
cises de M. Couette [ïV 17, note 106] permettent d'en déduire le coefficient de 
viscosité d'un liquide.* 

423) »Sitzgsb. phys.-medic. Soc. Erlangen 38 (1906), éd. 1907, p. 203/18.* 
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recherches de ce dernier se rattachent aussi diverses expériences de 
H. Sanders*24") relatives au mouvement d'un fluide sous un disque cir
culaire en rotation* 

6 e. Mouvements turbulents. «Les expériences de J. L. M. Poi-
sewîfie425) sur l'écoulement des liquides dans des tubes capillaires, 
permettent de calculer le coefficient de viscosité v. Si l'on essaie 
d'appliquer la valeur ainsi obtenue à l'écoulement de l'eau dans des 
tuyaux ou des canaux de large section, la théorie semble tout à fait 
en défaut; les vitesses calculées sont beaucoup plus considérables que 
celles que l'on observe* 

De même, dans le mouvement par lames d'un liquide dans un 
tuyau, la résistance 

5 = y ( ? Ç sin K + A) 

est proportionnelle à la vitesse moyenne 77, or ce second membre 
peut être mesuré expérimentalement ainsi que 77. La proportionnalité 
n'existe que dans les cas de tuyaux de faible section et de petites 
vitesses. Pour des tuyaux larges et des vitesses plus grandes, cette 
quantité est plus exactement proportionnelle à 772. On dit dans le 
premier cas que la résistance est proportionnelle à 77, dans le 
deuxième à 772. 

On a pu expliquer ces divergences en remarquant que, dès que 
les vitesses dépassent certaines valeurs critiques, la parfaite continuité 
des mouvements cesse, faisant place à des mouvements irréguliers et 
tourbillonnants426), dans lesquels les particules décrivent des trajec
toires enchevêtrées et produisent ainsi des résistances bien supérieures 
à celles qui correspondraient à un mouvement par lames avec la même 
vitesse moyenne. La vitesse moyenne qui s'établit est donc bien in
férieure à celle qui s'établirait dans un mouvement par lames pour 
un même système de valeurs de A et de a. 

J. Boussinesq4*'1) le premier traita la question analytiquement en 
considérant la vitesse en un point comme composée de deux vitesses: 

4,24) «Verhandl. deutsch. phys. Ges. 1 4 ( 1 9 1 2 ) , p. 7 9 7 / 8 0 5 . * 

4 2 5 ) Voir IV 1 7 , note 1 0 8 . 
4 2 6 ) C'est, à ce qu'il semble, le véritable résultat des expériences; la 

résistance n'est pas mesurable directement. Pour ce qui est des résultats expé
rimentaux obtenus, nous renvoyons à H. Darcy, Recherches expérimentales rela
tives au mouvement de l'eau dans les tuyaux [Mém. présentés Acad. se. Institut 
France (2) 1 5 (1858) , p. 1 4 1 ] et H. E. Bazin [id. (2 ) 1 9 ( 1 8 6 5 ) , mém. n° 1 ] . 

4 2 7 ) Ces mouvements irréguliers et tourbillonnants („eddies") sont diffé
rents des mouvements tourbillonnaires („vortices") traités mathématiquement 
ci-dessus. Les mouvements par lames des fluides visqueux sont des mouvements 
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1°) une vitesse u0 indépendante du temps, 
2°) une vitesse dont les composantes u, v, w' en un point dépen

dent du temps de façon que leurs valeurs moyennes prises pendant 
un intervalle de temps assez court % soient nulles. 

Il a établi que, sous certaines conditions, les équations (3) du 
mouvement [IV 17, 12] sont remplies par w0, si l'on remplace v par 
une fonction de u, v, tv', dépendant ainsi uniquement de l'intensité de 
l'agitation au point considéré. Cette fonction est appelée coefficient de 
frottement intérieur ou de turbulence. 

J. Boussinesq n'a pas explicité cette fonction de u, v', w, mais il 
admet que u, v, w' croissent avec la distance à la paroi et avec 
d'autres circonstances analogues, que le coefficient de turbulence est 

proportionnel au „rayon hydraulique moyen" — > à la valeur moyenne 
% 

de u0 près de la limite, et à une certaine fonction des coordonnées du 
point considéré de la section, fonction qui a un coefficient constant 
croissant avec la rugosité des parois. 

Ce sujet a été étudié expérimentalement plus tard par 0. Mey-
noldsi2S) à l'aide de filets minces d'un liquide coloré qu'il introduisait dans 
l'axe d'un tube de verre parcouru par un courant de liquide incolore. 

Pour des vitesses suffisamment petites, le mouvement du filet 
central était rectiligne, mais dès que la vitesse atteignait une cer
taine limite, le liquide coloré se dispersait dans le tube, accusant 
ainsi la production de mouvements irréguliers et tourbillonnants. 
Puisqu'un mouvement par lames avec une vitesse moyenne arbitraire 
donnée dans un tuyau quelconque est toujours théoriquement pos
sible, c'est donc que les mouvements par lames sont instables dans 
des tuyaux larges et pour de grandes vitesses. Appliquant le prin
cipe de similitude dynamique4 2 9) aux équations (3) de l'article [IV 17 

tourbillonnaires dans le dernier sens. L'opinion que le „tourbillon" est la base 
du changement dans la loi de la résistance a déjà été formulée par S. de Saint 
Venant, Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 2 2 9 ; elle a été admise par J. Boussinesq 
[„C. R. Acad. se. Paris 74 (1872) , p. 1026;* Mém. présentés Acad. se. Institut 
France (2) 23 (1877) , mém. n° 1 , p. 2 2 / 1 6 2 ] et G. G. Stokes [Papers 1 , Cam
bridge 1880, p. 99] . „LT. Darcy***) [Mém. présentés Acad. se. Institut France (2) 
15 (1858), p. 330 /1 ] signala également ce passage du régime régulier au régime 
irrégulier.* 

428) Philos. Trans. London 174 A (1883) , p. 9 3 5 ; Papers 2 , Cambridge 1900, 

p. 535. 

429) J. W.Strutt, The theory of sound, (1™ éd.) 2 , Londres 1878, p. 287 ; 
cf. H. von Eelmholtz, Monatsb. Akad. Berlin 1873, p. 5 0 1 ; Wiss. Abh. 1, Leipzig 
1882 , p. 158. 
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n° 12] , il conclut que si un mouvement par lames de vitesse moyenne 
U dans un tuyau circulaire de rayon a devient instable quand U 

augmente, il est stable ou instable selon que est inférieur ou supé

rieur à une certaine valeur critique 4 3 0). Pour l'eau, 0. Reynolds trouva 

que la valeur critique de est comprise entre 950 et 1000, et 

montra l'accord de ces résultats avec les expériences de J. L. M. Poi-
seuiUe426) et de H. Barcy426). 

Dans ses recherches théoriques, O. Reynolds431) modifia l'hypothèse 
énoncée plus haut de J. Boussinesq : il supposa notamment que les 
vitesses additionnelles u, v, w' sont, en première approximation, 
périodiques pour de petites longueurs et de petits intervalles de 
temps, et montra que cette hypothèse conduit à une vitesse moyenne 
dans un tuyau donné notablement inférieure à celle qui correspond 
au mouvement par lames. 

»La détermination de la „vitesse critique" a fait l'objet, à la suite 
des recherches de 0. Reynolds, de nouvelles recherches de F.R.Sharpe432) 

TJet 
qui trouve des valeurs beaucoup moindres pour le rapport W. M. 
Fadden Orr433) étudie la stabilité pour un tuyau circulaire ou de 
section annulaire. A cette étude se rattachent les expériences de 
S. D. Carothers434). Il faut également signaler les études de V. W. 
FJcman435), Mary Menneret436) et A. H. Gïbson431).* 

Le mode de mouvement d'une eau qui coule en apparence uni
formément dans un tuyau, mais en fait d'une manière essentiellement 
irrégulière se rencontre aussi, comme le montre l'observation, pour 
d'autres mouvements en apparence permanents438). Ces mouvements 
s'appellent „mouvements turbulents". Les nombreuses recherches expéri-

4 3 0 ) L'existence d'une valeur critique avait déjà été remarquée par 
G. H. L. Hagen, Abh. Akad. Berlin 1 8 5 4 , éd. 1 8 5 5 , math. Abh. p. 1 7 . 

4 3 1 ) O. Reynolds, Philos. Trans. London 1 8 6 A ( 1 8 9 5 ) , p. 1 2 3 / 6 4 . »Voir aussi 
H. A. Lorentz, Abh. über theoretische Physik 1, Leipzig 1 9 0 7 , p. 43 .* 

4 3 2 ) »Trans. Amer. math. Soc. 6 ( 1 9 0 5 ) , p. 4 9 6 / 5 0 3 * 

4 3 3 ) »Proc. Irish Acad. (Dublin) section A, 2 7 (1906 /9 ) , p. 9 /68 , 69 /138 .* 

4 3 4 ) »Proc. R . Soc. London 8 7 A ( 1912) , p. 1 5 4 / 6 3 . » 

4 3 5 ) »Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 6 ( 1910 /1 ) , mém. n° 1 2 , p. 1,16.* 

4 3 6 ) »Ann. Univ. Grenoble 2 3 ( 1 9 1 1 ) , p. 2 0 2 / 3 6 4 . * 

4 3 7 ) »Mem. and proc. of the Manchester liter. and philos. Soc. 6 5 ( 1 9 1 0 1) , 
mém. n° 7, p. 1/19.* 

4 3 8 ) J. Boussinesq, Mém. présentés Acad. se. Institut France (2 ) 2 3 ( 1 8 7 7 ) , 

mém. n° 1 , p. 6 6 6 ; O. Beynolds, Philos. Trans. London 1 7 4 III ( 1 8 8 4 ) , p 9 4 1 ; 

N. E. Zukovsky (Joukowsky) Izvëstija Obscestva lïubitelej estestvoznanija 7 3 I, 
Trudy Otdëlenija fiziueskich nauk 4 1 ( 1 8 9 1 ) , p. 2 1 , 4 . Voir aussi IV 2 0 . 
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mentales sur la résistance des fluides, telles que par exemple le disque 
oscillant de J. Coulomb4,39), la plaque de W.Froude440) ont montré que 
dans ces autres cas la résistance est aussi plus exactement proportion
nelle au carré de la vitesse qu'à sa première puissance441). Ces résul
tats mettent en évidence l'existence de mouvements turbulents. 

6f. Instabilité du mouvement régulier par lames. J. W. Strutt 

(lord Hayleigh), dans ses recherches sur les filets fluides, a discuté 
la stabilité et l'instabilité des mouvements par lames. Dans un fluide 
parfait, des mouvements dans lesquels se produisent des surfaces de 
discontinuité sont théoriquement possibles 4 4 2); «ils semblent être instables 
si les surfaces de discontinuité sont isolées des parois solides et sont 
indéfinies dans tous les sens. Le fait que, dans la réalité, de telles 
surfaces se détachent d'une paroi solide à laquelle elles se raccordent, 
est probablement susceptible d'en augmenter la stabilité443).* Quoi qu'il 
en soit, il semble que la tendance à l'instabilité soit d'autant plus 
grande que la longueur d'onde de la perturbation est plus courte 4 4 4). 

Si l'on tient compte de la viscosité, des surfaces de discontinuité 
ne peuvent pas subsister en général, mais des deux côtés de la surface 
se produit un mouvement tourbillonnaire réalisant ainsi une sorte de 
couche de passage4 4 5). Dans un fluide parfait une telle couche de passage 
peut rendre le mouvement stable. 

439) Mém. Institut national se. et arts, sc. math. phys. 3, Paris an IX, M. 
p. 176 97 [an VII]. La méthode a été utilisée par 0. E. Meyer [J. reine angew. 
Math. 59 (1861), p. 229/303] et par J. Clerk Maxwell [Philos. Trans. London 156 

(1866), p. 249 /68] . 

440) Report Brit. Assoc. 4 2 , Brighton 1 8 7 2 , éd. Londres 1 8 7 3 , p. 118/24 . 

Cf. TP". C. Unwin, Article „Hydromechanics" Part. IH, Hydraulics [Encyclopaedia 
britannica, (9" éd.) 12, Edimbourg 1881, p. 459 et suiv.]. 

441) Cette règle que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse 
avait été donnée par I. Newton, Principia math.367) livre 2 , section 7; (2° éd.), 
Cambridge 1 7 1 4 ; Opera, éd. S. Sorsley 2 , p. 3 8 3 ; trad, marquise du Châtelet 1, 
p. 347. Elle semble avoir été acceptée par J. <£ Alembert [Essai d'une nouvelle 
théorie sur la résistance des fluides, Paris 1752 , p. 102] . 

442) Voir n° 1 c. 
443) «Voir M. Brillouin, Ann. Fac. se. Toulouse (1) 1 (1887) , revue de 

physique p. 1/80; Ann. chimie et phys. (8) 23 (1911), p. 145/230.* 

444) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 10 (1878/9), p. 8 /9; Papers 1, 

Cambridge 1899, p. 366. 
445) J.W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 11 (1879/80), p. 5 7 ; Papers 1, 

Cambridge 1899, p. 4 7 5 ; «cf. H. Poincaré, Théorie des tourbillons, Paris 1893, 
p. 173 .* 

«2 î . Blasius [Z. Math. Phys. 56 (1908), p. 1/37] a utilisé de telles couches 
de passage pour l'étude de la résistance des fluides à très petit frottement; il 
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Si un mouvement par lames d'un fluide parfait avec la vitesse 

Mo = f(y) 

entre deux plans y = const. vient à être troublé, la vitesse après la 

perturbation peut être supposée de la forme 

(u0 + u, v). 

Si le mouvement après la perturbation a le caractère d'un mou

vement ondulatoire de vitesse (réelle) de propagation W, le mouve

ment par lames est certainement stable4 4 6). Dans ces conditions v 

vérifie, pour chaque couche de fluide dans laquelle est continu, une 

équation de la forme 

d'autre part v vérifie des conditions déterminées aux limites et le 

long des surfaces pour lesquelles est discontinu. 

Ces équations et conditions suffisent dans certains cas 4 4 7) à la 

détermination de W dans l'hypothèse d'une perturbation de longueur 

d'onde Si la valeur de W pouvait être prise par w0 à un endroit 

quelconque, il surgirait une difficulté particulière448), car en ce point 

en a déduit une théorie qui donne, de la naissance des surfaces de discontinuité, 
une description très satisfaisante. 

Le même cas des fluides à très petit frottement a donné naissance à d'inté
ressantes et récentes études de L. Prandtl [Verhandl. des 3 . internat. Kongresses 
Heidelberg 1 9 0 4 , publ. par A. Krazer, Leipzig 1905, p. 484/91]; S.Blasius [Diss. 
Göttinguel907; Z.Math.Phys.58 ( 1910) , p.225/33]; E.Boitze [Diss. Göttingue 1 9 0 8 ] ; 

O. Fôppl [Jahrbuch der Motorluftschiff-Studiengesellschaft 4 (1910/1), p. 51/119; 
Zeitschrift für Plugtechnik und Motorluftschiffahrt 3 (1912) , p. 65/8]; études aux
quelles on doit rattacher celles de 27s. von Kdrmdn et H. Bubach, relatives 
également à la résistance des fluides [Nachr. Ges. Gött. 1 9 1 1 , math.-phys. p. 509/17 ; 

id. 1 9 1 2 , math.-phys. p. 547/56; Physikalische Zeitschrift 13 (1911/2), p. 49/59].* 
4 4 6 ) J. W. Strutt (lord Bayleigh) a traité ce sujet dans une suite de Mémoires 

[Proc. London math. Soc. (1) 11 (1879/80), p. 57/70; (1) 19 (1887/8), p. 67/74; (1) 27 
(1895/6), p. 5/12; London Edinb. Dublin philoB. mag. (5) 34 ( 1 8 9 2 ) , p. 59/70; 

Papers 1, Cambridge 1899, p. 474/87; 3 , Cambridge 1903, p. 17/23, 575/84; 4 , 
Cambridge 1903, p. 203/9]. 

4 4 7 ) Le cas le plus remarquable est celui où est discontinu dans une 

série de plans y = const. et croît toujours dans le même sens. VoirJ. W. Strutt1"). 

Si varie de manière continue, la méthode ne semble applicable qu'à quelques 
dy 

types particuliers de perturbations ; voir A. E. H. Love, Proc. London math. Soc. 
(1) 2 7 (1895/6), p. 199/213. 

448) W. Thomson, On a disturbing infînity in Lord Rayleigh's solution 
[Report British Assoc. 50, Swansea 1 8 8 0 , éd. Londres 1880, p. 4 9 2 / 3 ; Papers 4 , 

Cambridge (Londres) 1 9 1 0 , p. 186/7]. 
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l'équation (1) présenterait une singularité, et des points singuliers sont 
impossibles dans un espace rempli de fluide. 

Si l'on tient compte de la viscosité, et si l'on modifie le mouve
ment défini par l'équation4 4 9) 

par l'addition de petites vitesses u',v,w, contenant dans leur ensemble 
le facteur e i <' f f' + t " x + ' î ^ , tandis que les autres facteurs sont fonctions 
de y, l'équation en vm) devient 

De plus v doit aussi remplir des conditions déterminées aux limites. 
Comme cette équation n'a aucune singularité à distance finie, une 
cause évidente d'instabilité se trouve ainsi écartée4 6 0) de ce fait qu'on 
a utilisé les équations du mouvement des fluides visqueux, au lieu 
de représenter les actions du frottement par des couches de passage 
dans un fluide parfait. 

Pour établir la stabilité, il faut que l'équation (2), eu égard aux 
conditions aux limites, conduise à des valeurs de i<3 dont la partie 
réelle soit négative ou nulle 4 6 1). Dans le cas de Z7= 0 4 6 2 ) , on a trouvé 
que its est réel et négatif, de même si la perturbation est telle que 
w = 0, u et v étant indépendants de x et de s*53). Mais ces résultats 
jettent peu de lumière sur la question générale. 

Au lieu d'essayer de discuter la stabilité du mouvement par 
lames au moyen de la méthode des petites oscillations, on a pro
posé de chercher un critère d'énergie4 6 4) permettant de déterminer 

4 4 9 ) Voir no 6d, équations (3) . 
4 5 0 ) W. Thomson, London Edinb. Dublin pbilos. mag. (5 ) 2 4 ( 1 8 8 7 ) , p. 1 8 8 / 9 6 ; 

Papers 4 , Cambridge (Londres) 1 9 1 0 , p. 3 2 1 / 3 0 . 

4 5 1 ) Ce résultat a été trouvé par J. W. Strutt, London Edinb. Dublin philos, 
mag. (5) 3 4 ( 1 8 9 2 ) , p. 5 9 / 7 0 ; Proc. London math. Soc. (1 ) 2 7 ( 1 8 9 5 / 6 ) , p. 5 / 1 2 ; 

Papers 3 , Cambridge 1 9 0 2 , p. 5 7 5 / 8 4 ; 4 , Cambridge 1 9 0 3 , p. 2 0 3 / 9 ; W. Thomson"") 
avait affirmé auparavant que le mouvement par lames est constamment stable. 

4 5 2 ) J. W. Strutt"1). 
4 5 3 ) Ce résultat avait été proposé comme épreuve pour „the Math. Tripos" 

[Cambr. Univ. Exam. Papers 1 8 9 6 ] . 

4 5 4 ) 0. Reynolds431) trouva l'équation (5) ; la théorie a été continuée par H.A. 
Lorentz, K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling 6 ( 1 8 9 7 / 8 ) , 

p. 2 8 ; Abh. über theoretische Physik 1, Leipzig 1 9 0 7 , p. 4 3 . Ce dernier donna les 
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si un mouvement faiblement turbulent tend vers une agitation plus 

ou moins intense. Le mouvement est représenté par la superposition 

d'une vitesse (u', v, w") de période r, et d'une vitesse moyenne (û, v, w). 

Cette dernière vérifie des équations de la forme (2) [IV 17, 12], en 

supposant que pxx, pyy, pzz, pxy, pys, pzx sont remplacés par les valeurs 

(3) 

Pxx 

= 2(1 
du 
dx 

Pyy 
= 2u 

dv 
dy 

Pzz 
= 2u 

dw 
~d7 

Pyz -<·( 
dw 
dy 

Pzx 
dû 
~dz~ 

•Pxy --( dv 
dx 

+ 
çv ' — 
dv 1 

dz 

du 1 

cy, 

P, 
P, 
P, 
çv'w', 
QWU, 
QUV'. 

La pression se compose d'une pression moyenne p et d'une pression 
variable périodique p'. Les quantités u',v',w\p', vérifient des équations 
de la forme 4 6 5) 

du. -du du'._ du' , , eu , dû . , dû 

(4) + U -g h V + W -F. h w -s V V h w ~R,— 

à* ' fur. oy dz dx dy dz 

dx 

1 dp' 
p dx ex ' dy [ dz 

d ( M ' ! ) d {u' v) 
dy 

d{u w') 
dx dy dz 

la vitesse {u, v, w') devant être dans chaque cas solénoïdale. 

Si l'on pose 

Si ' dx dy dz 

l'accroissement d'énergie du mouvement turbulent est déterminé par 

l'équation 

(5) ^ JJJ~ O(M' 2 + «'* + w'2)dx dydz = 9JfJjKdxdydz 
— qvJ'J'J'N dxdydz, 

équations (3) et (4) et montra comment on peut tirer des conséquences des 
équations (6) et (7) en discutant en détail le cas d'un tuyau circulaire. «Au 
sujet de l'application d'un critère d'énergie aux systèmes affectés de viscosité, 
voir P.Duhem [Mém. Soc. se. phys. nat. Bordeaux (6) 3 ( 1 9 0 3 ) , p. 1 2 1 / 4 0 ; C. B. 
Acad. se. Paris 1 3 5 ( 1 9 0 2 ) , p. 1088] .* 

4 5 5 ) H. A. Lorentz a communiqué à A. E. H. Love la forme corrigée de 
ces équations. 
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où l'on a 

T I * r 's dû , /S dv . ,2 dw , , (dw . dv\ 

. , , /dû . dw\ . , , Idv , dû\-[ 

(7) N=2{^y+2(%y + H^y+{^+^y 
, Iduf^ , dw\3 . /dv du'\3 

+ VdT + Jx~) + \ d x + ~dy' ' 
Pour qu'un mouvement faiblement turbulent tende vers une 

agitation plus intense, il faut que la quantité M soit positive, et 
que la première expression du second membre de (5) soit supérieure 
à la deuxième. Au moyen de ces formules en M et N se confirme 
le résultat expérimental que dans des espaces étroits le mouvement 
tend à être régulier, tandis que dans de larges espaces, le mouve
ment turbulent est de règle. 

«L'étude des mouvements turbulents, après les travaux de M. A. 
Lorentz, a été reprise, avec une métbode tout à fait distincte, par 
A. Sommerfeldii6). Considérant le mouvement plan d'un fluide entre 
deux droites parallèles, l'une immobile, l'autre mobile parallèlement à 
la première avec une vitesse constante, il étudie la stabilité d'un tel 
mouvement par la méthode des petites oscillations il trouve la con
dition limite d'instabilité sous forme d'une équation transcendante. 
A. G. M. Micheli4,07) applique les mêmes principes à un cas où la 
solution peut être obtenue dans un mouvement à trois dimensions. 
Récemment, G. Hamel468) critique la méthode de A. Sommerfeld à la
quelle il reproche de ne fournir qu'une condition nécessaire, mais peut-
être pas suffisante, de stabilité. Reprenant la voie indiquée par 
0. Meynolds et H. A. Lorents, en utilisant le critère d'énergie, G. Hamel 
parvient à montrer que, pour le mouvement plan entre deux droites 
parallèles, la valeur critique de la vitesse est la première valeur carac
téristique (au sens de la théorie des équations intégrales linéaires), 
d'une certaine équation de I.Fredholm dont le noyau se forme simple
ment au moyen de la fonction de G. Green de l'équation 

AAœ = 0, 
où . 

A M d'-cp . d*<p 
*1> = d&+dï 

4 5 6 ) «Atti del quarto congresso internazionale dei matematici in Roma 1 9 0 8 , 
pubi, par G. Castel-nuovo 3 , Rome 1 9 0 9 , p. 116 /24 .* 

4 5 7 ) «Z. Math. Pbys. 5 2 ( 1 9 0 5 ) , p. 1 2 3 / 3 7 . * 

4 5 8 ) «Nachr. Ges. Gott. 1 9 1 1 , math. phys. p. 2 6 1 / 7 0 ; Monatsh. Math. Phys. 
2 3 ( 1 9 1 2 ) , p. 3 1 2 / 2 0 . * 
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et 

I 

Le cas spécial d'une bande de largeur infinie a été étudié par
ticulièrement par C.W. Oseerc459), dont nous avons signalé plus haut 
les importants travaux se rattachant à la théorie des mouvements 
turbulents [voir 6 a ] 4 6 0 ) . 

6f. L ' H y d r o d y n a m i q u e de P. D u h e m . .11 est impossible, pour 
terminer cette étude, de ne pas faire une place tout à fait à part aux 
travaux de P. Duhemi6V) sur l'hydrodynamique générale des fluides 
visqueux ou non. Cet auteur, après avoir donné à la Mécanique 
rationnelle une forme nouvelle et beaucoup plus générale que celle con
sidérée jusqu'alors, a procédé à une revision des principes de l'Hydro
dynamique, ce qui l'a conduit à la construction de théories nouvelles 
des plus importantes. 

En désignant toujours par u, v, w les composantes de la vitesse 

d'une molécule fluide, par Q sa densité, par U sa pression, par T sa 

température absolue et 0 désignant la combinaison | ^ + ^ -f- > 

P. Duhem obtient, pour les fluides supposés continus et isotropes, les 

équations du mouvement sous la forme suivante: 

dLJ / v , . /du , du dv . dw\ 
d x - Q ( X i + X * ) + Q{dt+

uda>+Vdy+W-d-*) 

38 ..t. m \ A . . a fèX
 , dl dT\ 

(1) 
- [A (ç, T) + r(9,T)i » - KQ,T) AU - e ( £ i § | + £ < £ ) 

|~2 du do . /du , dv\ dp /du dw\ dol d\x 
~\_ dx dx~^~ \dy dx) 8y \dz *~ dx) dz\ do 
_f9duc\T , (du ,8v\dT_ , (du dw\ dT_l dy, _ n 

L dx dx + \dy + dx) dy + \dz + dx) 8a J dT V> 

et deux autres équations analogues en y et e, dans lesquelles l et ft 
représentent deux coefficients, que les théories ordinaires de la viscosité 
avaient supposé constants (avec même en général la relation 3 X -f- 2ft = 0) 
et sur lesquels on suppose ici seulement les inégalités 

u>0, 3/1 + 2 ^ ^ 0 . 

A ces équations (1), il faut joindre l'équation de continuité 

^ ' dt ' dx dy àz = 

4 5 9 ) .Arkiv mat. astron. oeh fys. Stockholm 7 (1911 /2 ) , mém. n° 1 5 , p. 1/20.* 

4 6 0 ) .Cf. n° G a, p. 1 8 2 . * 

4 6 1 ) .Ann. Fac. se. Toulouse (2 ) 3 ( 1 9 0 1 ) , p. 3 1 5 / 4 3 1 ; (2) 4 ( 1 9 0 2 ) , p. 1 0 1 / 6 9 ; 

(2 ) 5 ( 1 9 0 3 ) , p. 5 / 6 1 , 1 9 7 / 2 5 5 , 3 5 3 / 4 0 4 ; Recherches sur l'hydrodynamique, pre
mière série, Paris 1 9 0 3 , p. 1 / 2 1 3 ; deuxième série, Paris 1 9 0 4 , p. 1 /153.* 
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et l'équation en termes finis*62) 

(3) H + Q\AI+ AE) - 9

2 D«$P. = 0. 

Les cinq équations (1), (2) et (3) ne sont pas suffisantes pour 
étudier les problèmes, même les plus simples, puisqu'il y a six in
connues, u, v, w, Q, II, T, à déterminer. Il faut y joindre une relation 
supplémentaire empruntée à d'autres considérations que les précédentes 
tirées de l'énergétique. 

Toutes les fois qu'une hypothèse nouvelle fournira une expression 
de la quantité de chaleur dégagée pendant le temps dt, par chaque 
élément ¿¡5 du fluide, on sera en état d'écrire une telle relation supplé
mentaire. Par exemple, si l'on suppose que la chaleur se transmette 
uniquement par conductibilité et non par rayonnement, avec un coeffi
cient de conductibilité égal à i ( o , T ) , et si l'on suppose que la trans
mission ait lieu suivant la théorie de Pourier, la relation supplémentaire 
en question peut être écrite (E désignant l'équivalent mécanique de 
la chaleur), sous la forme 

, T D*T (dT . dT , dT . dT\ T 2 d*£ /DU . dv . dw\ 
+ Ë^DTA-dt+UJ^^V-DY+W-^)~Ë^ dçdT[dx + DY-+dz) 
, ME/H /du dv dwy 

E \DX + DY ~^ dzj 
, 2 f t ( e , T)R/DU\* , /dv\2. (dw\* . (dv . divV* . (dw . du\* . (du . DVX2! 

{+—Ê—L\dx) +\DJ)+\-DÏ) +\JZ+TY-) +l3̂  + â7J +\SY+DI) J = 

Pour un fluide très conducteur, cette relation se réduit à 

U^>T) II]+U^> V f]+A0(o, ^ FG]=o. 

Pour un fluide très mauvais conducteur, il faut faire H = 0 dans 
la condition (4). Pour un fluide non conducteur et non visqueux, on 
a en outre X = ¡1 = 0, et il reste 

dT1 dt "T" DODT dt = 

Dans tous les cas on a six équations pour déterminer les six in
connues. 

Le cas des fluides incompressibles est particulièrement important. 
Si le fluide, incompressible, est dilatable = F(T)) ou indilatable 

462) »Les fonctions £, XIY YIT Z(, AI sont celles qui interviennent dans la 
définition du potentiel interne [cf. Le potentiel thermodynamique et la pression 
hydrostatique, Ann. Éc. Norm. (3) 10 (1893), p. 214] . Les fonctions XE, YE, ZE, AE 

sont celles qui interviennent dans la définition du travail externe.* 
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(Q = const.) l'équation (3) n'est plus légitime. Mais, par exemple dans 

le second cas (Q = const.) les équations du mouvement sont 

(10 

dji 
d 

) 

H r-v I -TR\ I , du . du . DU\ fFP\ A 
- - Q(X< + X.) + g ( T t + u T x + v d y + w^) - (1{T)AU 

Yn^^T (du dv\dT (du dwXdTldii _ „ 
L dx DX ~T~\DY+ dx) dy + \de + dx) dzjdT u> 

[et deux analogues 
,qr\ du ëv dw „ 
V> dx+dy~ + JI = U' 

( , (R ) AR + S[ ( |DV( | f , ' + ( | î ) ' ] 

I , 2u(T)ridu\* . / M A , , (dv . dw\* . (dw . du 2 (DU , DV\*} N 

\+-S~\.\dx) +Wi + \TÏ) +\dz~+TY~) +1 JÏ+TZL +\ÂJ + DÏ) J = ° 

soient cinq équations à cinq inconnues, u, V, W , II, T. 

On voit que les équations, dites générales, employées dans l'hydro
dynamique classique, rentrent dans les équations de P. Duliem comme 
cas très particulier. On prévoit aisément combien par suite les équa
tions classiques sont restrictives, et en effet elles ne permettent d'étu
dier complètement que trois cas: 

1°) le cas des fluides incompressibles et indilatables: 
2°) le cas des fluides compressibles, parfaitement conducteurs, 

limités par une surface portée à une température uniforme et in
variable; 

3°) le cas des fluides compressibles dont les éléments sont sans 
action les uns sur les autres, sans conductibilité ni viscosité, l'état 
initial étant en outre un état de température uniforme, où il est 
maintenu en équilibre par des actions extérieures réduites aux pressions 
appliquées à la surface. 

En général, l'intégrale d'un problème d'hydrodynamique posé 
comme on l'a dit plus haut, ne sera pas formée de fonctions continues 
ou analytiques dans toute l'étendue du milieu; il arrivera que telle 
de ces fonctions sera discontinue le long d'une certaine surface; ou 
bien que, la fonction demeurant continue à la traversée d'une telle 
surface, ses dérivées partielles subiront une variation brusque; ou bien 
que ces discontinuités frapperont les dérivées partielles du second, 
troisième, . . « i è m e ordre. L'étude de ces ondes des divers ordres est la 
première question à examiner: avant de rechercher les intégrales des 
équations du mouvement, il faut délimiter les domaines dans lesquelles 
elles sont continues et analytiques. 
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LEÇONS SUR LA VISCOSITÉ 

DES LIQUIDES ET DES GAZ, 
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M a r c e l B R I L L O U I N , 
Professeur au Collège de France. 

D E U X V O L U M E S G R A N D W - 8 (25 X l6) SE V E N D A N T S É P A R É M E N T . 

I" P A R T I E : Généralités. Viscosité des liquides. Volume de vn-228 pages, 
avec 65 figures; 1907 . . . . · . . . . 9 fr. 

I I E
 P A R T I E : Viscosité des gaz. Caractères généraux des théories molé

culaires. Volume de iv-142 pages avec i5 figures; 1907 5 fr. 

Préface. 

La viscosité des fluides est le plus simple de tous les phénomènes 
irréversibles; elle se manifeste au sein d'un milieu physiquement homo
gène et dont la température peut être uniforme, ce qui la distingue de la 
conductibilité thermique; elle ne met enjeu que des actions mécaniques, 
ce qui la distingue du dégagement de chaleur par le courant électrique. 
On peut donc l'étudier à titre d'exemple de phénomène irréversible, à un 
point de vue plus spécialement thermodynamique. On peut aussi, parti
culièrement quand il s'agit des gaz, prendre pour guide la théorie molé
culaire. 

En fait, les phénomènes de frottement ont joué un rôle fondamental 
dans le développement de la Thermodynamique; mais la réciproque n'est 
pas aussi juste. Dans les mouvements lents, les seuls qu'on sache analyser, 
ce sont les forces, petites du premier ordre comme les vitesses relatives, 
qui sont directement mesurables et importantes, tandis que le travail 
converti en chaleur, petit du second ordre, n'empêche pas les transfor
mations d'être pratiquement isothermes; tant dans la théorie que dans la 
pratique, ce sont les données purement dynamiques, vitesses et forces, 
que fournit la première approximation, et à partir desquelles on estime le 
travail, et, s'il y a lieu, les variations de température. 

De toute façon, il faut commencer par l'étude de la viscosité telle 
qu'elle est, envisagée comme phénomène naturel; c'est ce que j'avais fait 
dans mes Leçons de 1898-1899 et 1899-1900, comme suppléant de 
M. Mascart au Collège de France, qui, remaniées et mises au courant-
forment la matière de ce Livre. 

Dans le premier Volume, il n'est question que des liquides. 

1V-5-2 1 
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Gomme toujours, c'est l'expérience qui fournit les notions fondamen-

soupçonne, dans la résistance des fluides au mouvement, des influences 
diverses, qui ne sont clairement discernées que par Coulomb. 

Après les Mémoires de Coulomb, l'application des principes de la Dyna
mique est possible; les grandeurs qui caractérisent cette propriété comme 
distincte de l'inertie du fluide sont bien définies. A température cons
tante, les fondements de l'étude physique de la viscosité sont établis; on 
peut écrire les équations du mouvement d'un fluide visqueux. 

H importe d'en effectuer l'intégration exacte ou approchée dans le plus 
grand nombre de cas possible, soit pour les applications, soit pour la 
construction d'appareils qui procèdent de diverses influences : tempé
rature, concentration des dissolutions, composition chimique des liquides 
purs, pression. 

Telle est la matière des différents Chapitres du Livre I. 
Le Livre II débute par la description détaillée des mémorables expé

riences de Poiseuille, à la suito desquelles il est devenu certain que la 
proportionnalité de la résistance visqueuse à la vitesse de déformation est 
conforme à l'expérience dans un domaine très étendu. Viennent ensuite les 
expériences sur le mercure qui montrent que l'adhérence à la paroi est 
aussi complète pour les liquides qui ne mouillent pas que pour ceux qui 
mouillent. Après quoi un Chapitre est consacré aux expériences sur les 
liquides organiques purs et aux essais do relation entre la viscosité molé
culaire et la constitution chimique; lise termine par les belles expériences 
de Warburg sur le gaz carbonique au point critique et par quelques autres. 

Enfliijdansun dernier Chapitre, on trouvera une description des expérien
ces de Hagen, Reynolds et Couette sur lo passage du régime lent ou de 
Poiseuille, au régime rapide ou hydraulique, et des circonstances qui in
fluent sur la limite des deux régimes d'après 0. Ileynolds. 

Le second Volume contient l'étude des gaz et des caractères généraux 
des théories moléculaires. 

LIVRE I. G É N É R A L I T É S . C H A P . I. Premières recherches expérimentales. 
Newton-Coulomb. Fondements expérimentaux de la théorie. Iravaux 
antérieurs à ceux de Coulomb. La résistance de l'eau et de l'air avant 
Newton. Newton. S 1 Gravesande. Expériences de Coulomb. Adhérence d'un 
liquide à un solide. Cohérence des fluides. Cas où la résistance est proportion
nelle à la vitesse seule. Influence du diamètre du disque. Expériences avec 
deux tiges croisées. Expériences avec l'huile. Influence de l'état de surface. 
Influence de la pression. — C H A P . II. Équations du mouvement lent d'un 
fluide visqueux. A. Equations intérieures. Équations du mouvement d'un 
fluide. Relations entre les pressions sur différentes faces. Quaclrique deréférence. 
Plans principaux. Directions principales. Influence de la compressibilité. Tra
vail de la viscosité; fonction de dissipation. Kquations générales du mouvement 
interne. Stabilité du mouvement permanent lent. Propagation du son par 
ondes sphériques. B. Conditions à la paroi. Conditions exprimant que la 
paroi est étanebe. Conditions relatives au frottement à la paroi. Limites 
d'adhésion. Surface libre. Viscosité superficielle. Rigidité du liquide — C B A P . III. 
Problèmes théoriques. Mouvement rectiligne à une dimension. Entraine
ment du liquide par le glissement d'un plan. Mouvement rectiligne, per
manent, varié, exponentiel, périodique simple. Mise en train. Ecoulement 
entre parois immobiles. Mouvement permanent sans glissement, ttats lente
ment variables. Variation périodique. — C H A P . IV. Mouvement rectiligne à 
devra dimensions. Plans et cylindres mobiles. Cylindre circulaire se mouvant 

Renaissance, Newton 

Table des Matières de la première Partie. 
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suivant sa longueur. Cylindre dans le voisinage d'un pian fixe indéfini. Cylindre 
mobile et plan diamétral extérieur fixe. Plan mobile infini normal à plan fixe 
limité. Cylindre de rayon R entre demi-plans diamétraux, avec un très petit 
j e u / . Deux plaques, l'une fixe, l'autre mobile, dans le prolongement l'une de 
l'autre avec un jeu 2 / . Lame mobile prolongée par deux lames fixes. Deux 
plans parallèles limités au même niveau l'un fixe, l'autre mobile. Plan mobile 
avec un bord entre deux plans indéfinis. Plateau de garde. L'écoulement dans 
les tubes immobiles. Tube rectilignc désertion uniforme.Distribution des pres
sions. Tube circulaire. Cas,où il y a glissement à la paroi. Tube annulaire centré 
sans glissement. Section elliptique. Rapidité d'emploi du niveau d'arpenteur. 
Translation de la sphère. Translation rectiligne de la sphère. Mouvement 
unrforme. — C h a p . V. Mouvement de rotation. Équations du problème. Couple. 
Hquation de la vitesse angulaire. Rotation uniforme. Mouvement permanent. 
Cylindre circulaire Sphère. Ellipsoïdes de révolution. Disques. Disque compris 
entre deux plans parallèles. Rotation variable. Mouvement varié. Cylindre 
infini. Sphères. Rotation périodique. Résistance et inertie. Liquide indéfini ex
térieur à la sphère. Liquide intérieur à la sphère. Cylindre indéfini. Dis
tribution arbitraire le long d'une génératrice. Disques, mouvement varié. 
Intérieurdu cylindre. Rôle du liquide extérieur. Calcul de Meyer. Amortisse
ment du corps oseillant. Périodicité de l'amortissement. 

LIVRE II . L e s l i q u i d e s . C h a p . I. Eau. Expériences de Poiseuille. Section 
du tube. Mesure du débit. Evaluation de la pression à l'orifice d'entrée. Correc
tion capillaire. Mesure de la pression extérieure. Résultats de Poiseuille. Loi 
des pressions. Loi des longueurs. Loi des diamètres. Calcul des coefficients de 
viscosité. Variation avec la température. Perturbations aux extrémités du 
tube capillaire. Correction de force vive. Exception apparente à la loi de 
Poiseuille. Nature du mouvement aux extrémités du tube capillaire. Correction 
de force vive. Travaux des forces motrices. Travail du frottement. Équation 
!e l'écoulement. Calcul de la force vive. Comparaison avec les expériences de 
Poiseuille. Expériences de M. Couette. Dissolutions salines. — C h a p . II. 
Expériences sur le frottement intérieur du mercure. Intérêt de l'étude du 
mercure. Expériences de Poiseuille. Expériences de Warburg. Loi des diamètres. 
\bsence de glissement à la paroi. Expériences de Stefan. Variation du coeffi-
rientde frottement avec la température. Expériencede S. Koch, de Schweilder, 
de Bénard. Résultats numériques. Viscosité du mercure.— C u a p . I I I . Viscosité 
des liquides purs. Influence de la température et de la pression. Premières 
recherches: Graliam, Rellstab, Guéroul, Pribiam et Hancîl. Importance de la 
variation en fonction de la température. Slotte, Graetz, De Heen, Stoël, 
lleydweiler. Mémoire de Thorpe et Rodger. Influence de la constitution chimi
que. Influence de la pression sur la viscosité. Warburg et Sachs, Cohen, 
llauser. Anhydride carbonique près du point critique. Densité du gaz. Tube 

" à écoulement. Théorie de l'expérience. Intégration. — C h a p . IV. Le régime de 
Poiseuille et le régime hydraulique. Passage d'un régime à l'autre. Les 
deux régimes. Travaux de Hagen. Expériences de Hagen. Cause du maximun 
et du minimum. Théorie de Hagen sur le changement de régime. Expériences 
de cours destinées à montrer les deux régimes et le passage de l'un à 
l'autre. Travaux d'Osborne Reynolds. Calcul approché du débit limite qui 
marque l'apparition des mouvements ondulatoires. Expériences de Darcy. 
Expériences de M. Couette. Conclusion. 

Table des matières de la deuxième Partie. 

LIVRE III. G a z . C h a p . I. Premières recherches sur la viscosité des gaz, 
au moyen du pendule et des disques oscillants. La résistance de l'air et le 
pendule. Débuts de la théorie cinétique des gaz. Chemin moyen et dimensions 
moléculaires. Relations entre les diverses diffusions. Influence de la densité et de 
la température. Premières expériences de O.-E. Meyer. Expériences de Bessel. 
Expériences de Girault. Expériences de Meyer au moyen du pendule. Expé
riences de Meyer avec les disques. Discussion. Résultats. Dernière série d'expé-
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riences de Meyer. — C I I A P . II. Maxwell. Kundt et Warburg. Appareil de 
Maxwell. Théorie. Résultats. Expériences de Kundt et de Warbug. Appareil. 
Corrections. Contrôle des basses pressions. Résultats. Glissement. Basses 
pressions. Valeurs absolues de p. d'après Kundt et Warburg. Vapeurs orga
niques. Schumann. — C H A P . III. Ecoulement par un tube étroit. Formule de 
débit. Expériences de Graham. Résultats. Comparaison avec la formule théo
rique. Viscosités des principaux gaz. Expériences de Meyer à la température 
ambiante. Deuxième appareil de Meyer; variarion de p. avec la température. 
Troisième appareil. Résultats des expériences de Meyer. Warburg. Le glisse
ment dans les tubes. Expériences de cours. Appareil. Vérification de la loi de 
Poiseuille, pour les gaz s'écoulant dans un tune capillaire sous une différence 
de pression très faible. — C I I A P . IV. Tubes. Hautes températures. MESURES 
ABSOLUES. Expériences de von Obermayer. Air. Gaz autres que l'air. Wiedcmann. 
Breitenbac.h. Schultze. Argao. VISCOSITÉ DES GAZ À HAUTE TEMPÉRATURE. 
S. Holmann. Formule. Expériences sur le gaz carbonique. Expériences sur l'air. 
Compaiaison des résultats obtenus par les divers expérimentateurs, sur l'air 
et C O : . Viscosité de l'azote chimique. Bestclmeyer. VAPEURS. Vapeurs de 
mercure. S. Koch. Vapeurs organiques. L. Meyer. Résultats. BARUS. Hautes 
températures. Cari Barus. — C I I A P . V. Expériences diverses. Gyozô Zemplèn. 
Tomlinson. Expériences de Fabry et Perot. Mélanges gazeux. 

LIVRE IV. T H É O R I E S M O L É C U L A I R E S . C O N C L U S I O N . C H A P . I . Premiers essais 
de théories. Navier. Principes. Poisson. Relâchement de l'élasticité. Maxwell. 
Gaz. Scliewedoff. Sur la rigidité des liquides. Mesures. — C H A T . II. Gaz. 
Théories dynamiques. Gaz cinétique. Parcours libre. Variabilité apparente 
du diamètre moléculaire. Viscosité. Loi de la température. Dimensions des 
molécules. Remarques sur les domaines inpénétrables. Recherche d'une loi 
d'attraction moléculaire. Recherche des coefficients atomiques. Conclusions pro
visoires. — C I I A P . III. Liquides. Essai de théorie cinétique. Liquides. Vis
cosité. Importance relative des termes. Formule générale; changement de va
riables. Viscosité à zéro. Comparaison avec l'expérience. — C I I A P . IV. Con
clusion. Aperçu sur la viscosité des fluides en général. VISCOSITÉ DES 
FLUIDES. — Les faits. Gaz ordinaires. Fluides quelconques. Gaz denses. Chemin 
moyen sous diverses densités. Gaz carbonique. Détermination de la viscosité 
du liquide d'après celle du gaz carbonique. Autre détermination de la viscosité 
du liquide. Conclusion. 

A LA MÊME LIBRAIRIE. 

BOLTZMANN (L.), Professeur à l'Université de Leipzig. — Leçons sur la 
Théorie des gaz; ayee une Introduction et des Notes de M. B R I L L O U I N , 

Professeur au Collège de France, a volumes grand in-8 ( Î 5 X 16) se 
vendant séparément : 

VE
 P A R T I E : Traduction par A. G A L L O T T I , ancien Élève de l'École Normale. 
Volume de xix-ao4 pages avec figures ; 1902 8 fr. 

IIe
 P A R T I E : Traduction par A. G A L L O T T I et H. B É N A R D , anciens Élèves de 
l'École Normale, avec une INTRODUCTION et des NOTES de M. B R I L L O U I N , 

Professeur au Collège de France. Volume de xu-280 pages avec figures; 
1904 10 fr. 

CADRÒ (J.), ancien Élève de l'École Polytechnique. Agrégé des Sciences 
physiques, Docteur ès Sciences. — La liquéfaction des gaz. Méthodes 
nouvelles. Applications. Grand in-8, avec 40 figures; 1899. 2 fr. 75 c. 
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L I B R A I R I E G A U Ï H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DÈS GRANDS-AUGUSTINS, i>t>, A PARIS. 

Envoi franco dans touto l'Union postale contre mandat-poste ou râleur sur Paris. 

BOTJSSINESQ (J.), Membre de l'Institut.— Théorie de l'écoulement tour
billonnant et tumultueux des liquides dans les lits rectilignes 
à grande section. 2 vol. in-40 se vendant séparément. 

I e r MÉMOIRE : Régime uniforme; 1897 3 fr 

IIE MÉMOIRE : Étude des régimes graduellement -variés; [897. 3 fr. 

On sait que les grands écoulements fluides, tels qu'ils se produisent dans 
les tuyaux de conduite et les canaux découverts, n'ont longtemps offert 
aux géomètres, même quand un lit régulier y assure l'uniformité du régime, 
qu'une énigme désespérante, suivant le mot de l'un de ceux qui s'étaient 
le plus longtemps et le plus obstinément appliqués à les comprendre, l'il
lustre Barré de Saint-Venant, célèbre par sa belle solution des problèmes 
do la torsion et do la flexion des prismes. Mémo en I8G5, alors que les 
études expérimentales si nettes et si étendues de Darcy et de M. Bazin, 
d'ailleurs précédées de bien d'autres non moins.judicieuses et profondes, 
celles de du Huât notamment, faisaient connaître les lois générales de ces 
écoulements, si importantes dans la pratique de l'art de l'ingénieur, M. Bazin 
pouvait dire, vers la fin de l'Introduction à ses Recherches hydrauliques : 
« La question se complique et s'obscurcit davantage, à mesure que de nou
velles expériences, plus nombreuses el plus précises, paraîtraient devoir y 
jeter une plub grande lumière... Nous ne possédons pas encore de nolions 
saines sur les mou\ ements intérieurs des fluides et sur les actions mutuelles 
de leurs molécules... ». La lumière se fit en 1870 seulement, par une mise 
en compte très simple de l'influence que l'agitation tourbillonnaire insé
parable des écoulements considérés exerce sur le mouvement moyen local, 
c'est-à-dire sur la translation des particules fluides, seule intéressante pour 
l'iiydraulicien. C'est dans la première Partie d'un Volume intitulé : Estai sur la théorie des eaux courantes, que fut exposée la théorie dont il s'agit. Mais 
ce Volume est épuisé; el, d'ailleurs, l'Auteur, appelé do temps à autre à 
porter son attention sur ces questions par son enseignement de la Sor-
bonne, a pu y introduire un certain nombre d'aperçus nouveaux, sans 
compter, dans les démonstrations, quelques simplifications importantes : 
ce qui lui faisait un devoir de rajeunir toute la théorie, en la réduisant 
au maximum de simplicité. Tel est le but de la présente publication, née 
à l'occasion de récentes expériences de M. Bazin sur la distribution dei -vitesses dans les tuyaux de conduite, qui achè\ent d'éclaircir un point 
douteux (au sujet des deux modes comparés de l'écoulement soitdansune 
conduite forcée, soit à ciel ouvert) et qui permettent de préciser encore 
d'autres particularités délicates. 

Table des Matières du I" Mémoire. 
§ I : OBJET DE CE MÉMOIRE. — § II : DES VITESSES, ACCÉLÉRATIONS ET DÉFORMA

TIONS MOYENNES LOCALES. — § III : PRESSIONS MOYENNES LOCALES. — § IV : FOR
MULES DES PRESSIONS MOYENNES LOCALES ET ÉQUATIONS INDÉFINIES DU MOUVEMENT. 
— § V : EXPRESSION DU FROTTEMENT EXTÉRIEUR ET CONDITIONS RELATIVES AUX SUR
FACES LIMITES. — § VI : FORMULES DU COEFFICIENT DES FROTTEMENTS INTÉRIEURS 
DANS UN RÉGIME GRADUELLEMENT VARIÉ. — § VII : EQUATIONS D'UN TEL RÉGIME IN
DISPENSABLES POUR TRAITER LE CAS PARTICULIER DU RÉGIME UNIFORME. — § VIII : 
LOIS GÉNÉRALES DU RÉGIME UNIFORME'DANS DES LITS SEMBLABLES À GRANDE SECTION-
— CES LOIS NE S'ÉTENDENT QU'EXCEPTIONNELLEMENT AU CAS DES LITS DISSEMBLABLES 
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(Note). — § IX : Du régime uniforme, quand la largeur et la profondeur sont insuffisantes pour que l'agitation masque entièrement l'effet des frottements réguliers. — Raison probable pour laquelle le coefficient b de la formule du régime uniforme dépend alors beaucoup plus du rayon mojen que de la vitesse moyenne, à moins que le rayon moyen ne devienne extrêmement petit (Note). — § X : Retour au cas des grandes sections : lois spéciales aux sections rectangulaires larges et circulaires ou demi-circulaires. — § XI : Confrontations expérimentales et réflexions diverses. — Grande variabilité relative du coefficient b avec la forme de la section dans les écoulements bien continus, et exemples divers de sections où ce coefficient y est plus petit que dans le cercle (Note). — § XII .· Lois de deuxième approximation du régime uniforme dans un tuyau circulaire, telles qu'elles résultent des récentes observations de M. Bazin. — § XIII : Conséquences générales qui s'en déduisent, pour le régime uniforme, tant dans ces sections que dans les sections rectangulaires larges. — § XIV : Expression la plus rapprochée possible du coefficient s de frottement dans les tuyaux circulaires. — §XV : Dernières réflexions touchant l'agitation tourbillonnaire et les lois du frottement intérieur. — Note complémentaire 
sur l'explication de la fluidité et la raison d'être des frottements inté
rieurs dans les fluides.— 1. De l'isotropie simple et de l'isotropie symétrique. — 2. Propriété caractéristique des fluides, consistant dans la reconstitution incessante de leur isotropie. — 3. Cette propriété est due à une intensité suffisante de l'agitation calorifique. — 4. Propriétés dérivées : premièrement, normalité et constance de la pression élastique; sa formule générale. — 5. Deuxièmement, quasi-incompressibilité des liquides. — 6. Troisièmement, phénomène de l'écoulement; condition de non-rupture des fluides sans viscosité appréciable. — 7 et 8. Quatrièmement, énergie interne d'un fluide à l'état élastique. — 9. Des fluides à l'état non élastique ou éprouvant des déformations rapides : idée et nécessité physique de leurs frottements intérieurs. 

Table des matières du II* Mémoire. 
§ I : Objet de ce deuxième Mémoire. — § II : Equations fondamentales de l'écoulement graduellement varié. — § III : Equations qui déterminent le mode de distribution des vitesses dans l'écoulement varié. — § IV. Relation entre la vitesse moyenne et la vitesse au fond. — § V : Formule générale pour la valeur moyenne, sur une section, de toute dérivée complète par rapport au temps. — § VI : Applications de cette formule, notamment à l'équation de continuité du fluide pour toute l'étendue des sections, etc. — § VII : Equation générale du mouvement et formule du frottement extérieur, à une première approximation. — § VIII ; Usages de l'équation générale du mouvement graduellement varié. — § IX : Son emploi dans le calcul de la propagation des ondes ou des remous le long d'un courant. — § X : Calcul théorique de l'influence qu'a la déformation de la masse fluide sur leur vitesse de propagation. — § XI : Constatation expérimentale de cette influence et vérification précise de l'équation du mouvement. — § XII : Calcul de l'accélération longitudinale u' dans un écoulement graduellement varié. — § XIII : Formules régissant les petites composantes transversales de la vitesse. — § XIV : Leur emploi dans la formation de l'équation du mouvement. — § XV : Mouvement transversal tournant, dans un écoulement permanent graduellement varié. — § XVI : Mouvement transversal, dans l'écoulement à travers des sections ou rectangulaires d'une grande largeur constante, ou circulaires. — § XVII : Mouvement transversal, dans l'écoulement entre parois polies et à travers des sections d'une même forme quelconque. — § XVIII : Distribution des vitesses à travers des sections semblables, dans les régimes graduellement variés. — § XIX : Equation du mouvement graduellement varié aux degrés d'approximation supérieurs. — § XX : Passage d'un régime graduellement varié à un régime rapidement varié ou vice versa. Equation plus approchée d'un régime quasi uniforme (Note). — § XXI : Du régime permanent graduellement varié qui se produit à l'entrée ou plutôt dans la première partie amont des tmaux. — § XXII : Hauteur motrice qu'y dépense l'établissement du régime uniforme. — tjj XXIII : Equations qui y régissent le mode de distribution des vitesses.— § XXIV: Décomposition de ce mode, dans sa partie amortissable ou de non-uniformité, 
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en modes simples, plus ou moins lents à s'évanouir aux distances croissantes 
de l'entrée. — § X X V : Cas d'un tuyau à section rectangulaire large : intégra
tion par les séries. — Sur l'établissement du régime uniforme le long d'un 
tube fin à section rectangulaire relativement large (Note) . — § X X V I : Solu
tions simples en termes finis, quand les parois sont lisses. — § X X V I I : Lon
gueur nécessaire pour l'établissement approché du régime uniforme dans un 
tel tuyau. — § X X V I I I : Cas d'un tuyau circulaire : intégration par les séries. 
— Sur l'établissement du régime uniforme dans un tube fin à section circu
laire, et sur la convergence des séries rencontrées dans la partie actuelle de ce 
travail (Note) . — § X X I X : Simplification des intégrales quand la paroi est 
polie. — § X X X : Longueur alors nécessaire pour l'établissement du régime 
uniforme et autres particularités intéressantes. — Addition à la Note des 
pages 66 à 68. Sur la manière d'embrasser dans une même analyse les deux 
cas de l'écoulement le long des tubes fins et de l'écoulement tourbillonnant. 

A LA MÊME LIBRAIRIE. 

BOUSSINESQ ( J . ) , Membre de l'Institut, Professeurde Mécanique physique 
à la Faculté des Sciences de Paris. — Conrs d'Analyse infinitési
male, à l'usage des personnes qui étudient cetle Science en vue de ses 
applications mécaniques et physiques. 2 E éd. i vol. in-8, avec figures. 

On -vend séparément : 

T O M E I . — Calcul différentiel. 
Partie élémentaire (pour les Élèves des Écoles industrielles); 1887.. 7 fr. 5o e. 
Compléments; 1887...* 9 fr. 5o c. 

T O M E II . — Calcul intégral. 

Partieélémentaire(pour les Élèves des Écoles industrielles); 1S90 . 7 fr. 5o c. 

Compléments; 1890 16 fr. 

BOUSSINESQ (J.) , Membre de l'Institut, Protesseurâla Faculté des Sciences. 
— Leçons synthétiques de Mécanique générale, servant d'Introduction 
au Cours de Mécanique physique de la Faculté des Sciences de Parit. 
Publiées par les soins de MM. L E G A Y et V I G N E R O N , élèves de la Faculté. 

.Grand in-8; 1889 3 fr. 5OC. 

BOUSSINESQ ( J . ) . — Essai théorique sur l'équilibre des massifs pul
vérulents, comparé à celui de massifs solides, et sur la poussée des 
terres sans cohésion. In-4 de 180 pages ; 1876 10 fr. 

BOUSSINESQ ( J . ) . — Applications des potentiels à l'étude de l'équi
libre et du mouvement des solides élastiques, avec des Notes étendues 
mr divers points de Physique mathématique et d'Analyse. Grand in-8 
jésus de 722 pages; i885 18 fr. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 
QUAI DES GRANDS*—AUGIISTINS, 55, A PARIS (6*) 

b m o i franco dansti.ule l'Union postale contre Qiandat-poste ou Talanr aur Parja. 

TAJ'i (P.-G.), Professeur de Physique à l'Université d'Edimbourg. 
Conférences sur quelques-uns "des progrès récents de la Physique. 
Traduit de l'anglais sur la troisième édition, par Al. K R O U C I I K O I . L , Li
cencié ès Sciences physiques et mathématiques. Un volume grand in-8; 
/587 , 7 fr. 5o c. 

Extrait de l'Introduction. 

Pour plus de clarté, je répartirai l'ensemble des « Progrès récents de la 
Physique » en cinq Chapitres bien distincts; mais je ferai cette classifica
tion d'une manière très succincte, mo réservant de donner toutes los expli
cations, et même la définition des termes scientifiques nouveaux, dans le3 
Chapitres mémos où j'aurai à les employer. 

Le C H A P I T R E I — le plus important, de tous — comprend tous les progrès 
qui sont liés à la notion moderne i'Énergie. De même que l'or, le plomb, 
l'oxygène, etc., sont des espèces différentes de matièro, do même le son, la 
lumière, la chaleur, etc., sont des formes diverses d'énergie, celle-ci con
stituant, comme nous le verrons bientôt, une réalité objective, au même 
degré que la matière. Cette grande idée coordonne toutes les parties, qui 
semblaient si indépendantes, de ce vaste domaine de la Physique. Et non 
seulement ello nous a permis d'exposer cette Science d'une manière aussi 
ordonnée que complète, mais elle nous a amenés, surtout par l'application 
i'<)s lois do la Thermodynamique (auxquelles nous ferons uno large place 
dans ce cours) à découvrir les points sur lesquels on pouvait faire les plus 
rapides progrès. 

Lo C H A P I T R E II comprend les progrès qui résultent, plus ou moins direc
tement, dos bosoins ressentis dans les applications pratiques. Rappelez-
vous — pour ne citer qu'un exemplo — les immenses perfectionnements 
qui ont été réalisés dans la construction des instruments do mesure pour 
les courants et pour les charges électriques : ils ont tous été provoqués par 
l'extension récente de la télégraphie sous-marine. On peut affirmer"sans 
exagération que les instruments actuels — réservés jadis aux usages.de la 
télégraphie pratique — sont mille fois plus sensibles et précis, et, par suite, 
mille fois plus utiles dans les recherches do Science pure — quo les plus 
parfaits des instruments qu'on employait il y a trente ans. C'est ainsi que le 
développement de la Science dans lo sens des applications pratiques con
duit ola construction d'instruments qui ont, pour ainsi dire, une action ré
flexe sur le développement do la Science pure. 

Le C H A P I T R E III comprend les progrès provenant de l'appui que les di
verses sciences, telles que l'Astronomie, la Chimie et la Physiologie, se prê
tent mutuellement. Un pas fait en avant dans l'une des branches a conduit, 
presque immédiatement, à d'importantes extensions dans les au tres branches. 
Dans ce Chapitre nous pouvons comprendro les grands progrès dus aux 
perfectionnements de nos méthodes mathématiques. 

Le C H A P I T R E IV embrasse les progrès quo l'on pourrait appeler décou
vertes accidentelles, quoiqu'elles soient très fréquentes et d'une très grande 
importance telles sont, par exemple, la découverte do la fluorescence avec 
toutes ses conséquences, et l'invention des différents procédés de Photo
graphie. Les décoiuerles de ce genro, au lieu d'être, comme dans l'ancien 
temps, admirées et laissées isolées, sont actuellement attaquées de tous les 
côtés par un grand nombre d'expérimentateurs enthousiastes 
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Le C H A P I T R E V embrasse une autre catégorie de découvertes très nom 
breuses, mais bien plus difficiles à décrire exactement. Comme seul exemple 
de cette catégorie do progrès, je pourrais mentionner les méthodes statis
tiques modernes appliquées à certains problèmes de Physique, à ceux, en 
particulier, qui se rapportent aux mouvements des particules gazeuses et 
liquides et sur lesquels j'ai l'intention de revenir longuement dans le cours 
de ces conférences. 

La même méthode est suivie dans l'étude de ces différents Chapitres . 
d'abord nous esquissons le sujet, comme lorsqu'on regarde un objet de 
loin ; nous indiquons quelques-uns des principaux sommets que nous aurons 
à atteindre et nous signalons les abîmes que nous devrons éviter. En môme 
temps nous nous attachons à introduire le plus tôt possible certains des nou
veaux termes techniques, absolument indispensables à l'exactitude et à la 
précision, et dont il est bon d'acquérir la connaissance dès le début.... 

Table des matières. 
I" C o n f é r e n c e . — Introduction. — Classification des progrès récents de la 

Physique. — Définition générale de l'objet de la Physique. — Notions de 
Temps, d'Espace, de Matière, de Position, de Mouvement et de Force. — D i 
gression sur les raisonnements a priori . exemples d'erreurs modernes ou 
renouvelées des Anciens. — Uniformité de la rotation de laTerrp; stabilité du 
système solaire. — Équivalence de la chaleur développée par la compression 
d'un gaz et du travail dépensé : Causa ceguat éffectum. — Gilbert, véritable 
fondateur de la Science expérimentale. — Preuve de la réalité objective de la 
matière. — Absence de cette preuve pour la notion de Force, son existence 
pour la notion d'Énergie. — Conservation, transformation et dissipation de l'é
nergie. — Ignorance et incapacité des Spiritualistes et aussi des Matérialistes. 

II* C o n f é r e n c e . — Historique de l'idée d'énergie. — Reconnaissance tardive 
des services de Newton dans cette question. — Deuxième loi. — Des forces ne 
s'annulent pas, mais leurs effets se neutralisent. — Composition géométrique 
des vitesses. — Troisième loi; sa deuxième interprétation donnant l'énoncé 
complet de la conservation de l'énergie. — Composition arithmétique des 
carrés des vitesses. — Résultats expérimentaux de Rumford et de Davy, com
blant les lacunes de l'énoncé de Newton. — Leurs preuves de la non-matéria
lité de la chaleur. — Idées de Davy sur la véritable théorie de la chaleur. — 
Spéculations de Séguin et de Mayer. 

III* C o n f é r e n c e . — Etablissement du principe de la conservation de l'éner
gie. — Suite de l'examen des droits de Mayer. — Opinions de Colding et 
de Joule sur le premier mémoire de Mayer. — Réclamation de priorité for
mulée par Mohr. — Expériences de Colding. — Expériences de Joule. — Va
leur numérique de l'équivalent mécanique de la chaleur. — Argument de 
Helmhollz tiré de l'impossibilité du mouvement perpétuel. — Transformation 
et dissipation de l'énergie. — Expériences de démonstration. 

IV* C o n f é r e n c e . — Transformation de l'énergie. — Expériences de démon
stration. — Echauffement de fils métalliques et décomposition de l'eau par le 
courant galvanique. — Machine électro-magnétique. — Disque tournant. — 
Machine magnéto-électrique. — Bobine d'induction et tube de Geissler. — 
Energie de forme supérieure et de forme inférieure. — Transformation totale du 
travail en chaleur; conversion partielle de la chaleur en travail. — Cycle d'opé
rations de Carnot. — Son cycle réversible. — Effet de la pression sur la glace 

V C o n f é r e n c e . — Transformation de chaleur en travail. — Cycle de Carnot 
(suite). — Diagrammes d'énergie de Watt . L'impossibilité du mouvement 
perpétuel est une vérité expérimentale. — Conditions de réversibilité. — Dé
finition de la température absolue. — Seconde loi de la Thermodynamique. 
— Zéro absolu, ou température d'un corps dépourvu de chaleur. — Coefficient 
économique de la meilleure machine à vapeur. — Effet de la pression sur la 
congélation de la glace. — Mécanisme du mouvement des glaciers. 

VI ' C o n f é r e n c e . — Transformation de l'énergie. — Conséquences ultérieures 
des idées de Carnot. — Anomalies offertes par l'eau et la gutta-percha. — A p 
plication aux masses rocheuses et à l'état intérieur de la terre. — Valeur de 
l'énergie; dégradation de l'énergie. — Pour restaurer la valeur d'une port'.'»?. 
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d'énergie, il faut qu'une autre portion subisse une dégradation. — Dissipation 
de l'énergie. — Sources de l'énergie terrestre et de l'énergie solaire. — Energie 
des plantes et des animaux. — Mesure de l'énergie radiante du soleil. — 
Energie actuelle du système solaire. 

VU* Conférence . — Sources de l'énergie et son transport. — Sources 
d'énergie utile de la terre. — Leur origine. — Ecole de géologues uniformistes. 
— Arguments de sir W. Thomson relativement à l'époque depuis laquelle la 
vie aurait pu être possible sur la terre. — Transport de l'énergie à travers les 
solides, les fluides et l'éther. — Preuve du pouvoir qu'un corps ou un système 
de corps possède d'absorber de l'énergie, sous forme de mouvements vibra-
oires. — Analogues physiques servant d'introduction à l'analyse spectrale. 

VIII o
 Conférence . — Émission et Absorption. — Historique de la découverte 

de la base physique de l'analyse spectrale. — Premier résultat de l'analyse 
spectrale appliquée aux corps célestes. — Découverte de la vapeur du sodium 
dans l'atmosphère solaire. — Expériences de Stewart et de Kirchhoff. — Iden
tité de la lumière et de la chaleur rayonnante. — Caractère dislinctif d'une 
raie particulière. — Egalité du pouvoir émissif démontrée à l'aide du principe 
de Carnot. — Corps noirs, corps transparents et corps qui réfléchissent par
faitement. 

IX* Conférence . — Analyse spectrale. — Spectre d'un corps noir incan
descent, d'un gaz ou d'une vapeur à l'état d'incandescence. — Absorption par 
une vapeur de parties du spectre d'un corps noir incandescent. — Application 
à la lumière solaire et à la lumière des étoiles. — Taches solaires et protubé
rances. — Période de vie de diverses étoiles — Fluorescence. 

X ' C o n f é r e n c e . — Analyse'spectrale. — Changement de couleur qu'éprouve 
la lumière par la vitesse relative de la source et de l'observateur. — Analogie 
avec le sou. — Canses de l'élargissement des lignes spectrales. — Spectre de 
la couronne solaire, des étoiles doubles, des comètes. — Nature probable des 
comètes, de l'Anneau de Saturne, de la lumière zodiacale. 

XI* C o n f é r e n c e . — Propagation de la chaleur par conductibilité. — Théorie 
mathématique de Fourier. — Sa définition du pouvoir conducteur. — Analogie 
des conductibilités calorifique et électrique. — Méthode de Forbes et ses ré
sultats. — Méthode de Angstrôm. — Pénétration de la température superfi
cielle dans l'écorce terrestre. — Analogie de la propagation de la chaleur et 
de celle de l'électricité. — Analogie de ces phénomènes et de la dilfusion. — 
Diffusion de la matière; de l'énergie cinétique et de la quantité de mouvement. 

X I I A
 CoNFúaiiNCE. — Constitution delà matière. — Limite de la divisibilité 

de la matière. — Notions purement relatives représentées en Physique par 
îes m o t s grand et petit. — Hypothèses diverses sur la constitution des corps. 
— Atomes solides. — Centres de forces. — Constitution continue mais hétéro
gène. — Atomes tourbillonnants. — Digression sur le mouvement des tour
billons. — Corpuscules de Lesage. — Preuve de la structure grenue de la 
matière. — Dimensions approchées des molécules, déduites de la dispersion de 
la lumière et du phénomène de l'électricité de contact. 

XIII" C o n f é r e n c e . — Constitution de la matière. — Dimensions approchées 
des derniers grains (grains intégrants) de la matière, déduites des phénomènes 
capillaires et des propriétés du gaz. — Conséquences mathématiques de celte 
hypothèse, qu'un gaz est formé de particules qui se choquent constamment. — 
Ditfusion des gaz. — Résultats des recherches de Maxwell. — Raison physi
que de la dissipation de l'énergie. — Résultats d'Andrews relatifs à la conti
nuité entre l'état gazeux et l'état liquide. — Conclusions. 

D U M Ê M E A U T E U R . 

Traité élémentaire des Quaternions, traduit de l'anglais snr la 2" édition, 
avec Addiliowtdc l'Auteur alNotes du Traducteur, par G. P l a b r . Deux 
volumes in-8, avec figures. 

I " P a r t i e . — Théorie. Applications géométriques; 1 8 8 2 . . . 7 fr. 5o c. 
II* P a r t i e . — Géométrie des courbes et des sur/aces, Cinématique. Ap

plications à la Physique: i 8 8 i 7 fr. 5 o c. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V 1 L L A R S , 

Q U A I DES G R A N D S - A U G U S T I N S , 55, A P A R I S . 

Envoi franco dans tonte l'Union postale contre mandat de poste ou râleur sur Parla. 

T R A I T É 
DE 

M É C A N I Q U E C É L E S T E 
P A R F . T I S S E R A N D , 

Membre de Ilnstltut et du Bureau des Longitudes, Directeur de l'Observatoire de Parts. 
Professeur à la l 'acuité des Sciences. 

4 B E A U X V O L U M E S I N - 4 A V E C F I G U R E S , SE V E N D A N T S É P A R É M E N T . 

TOME Ï : Perturbations des planètes d'après la méthode de la variation des con
stantes arbitraires ; 1889 2^ I R-

TOME II : Théorie de la figure des corps célestes et de leur mouvement de rota* 
tion; 1891 28 FR. 

TOME III : Exposé de l'ensemble des théories relatives au mouvement de la Lune; 
1894 '. 22 FR. 

TOME IV : Théories des satellites de Jupiter et de Saturne. Perturbations dei 
petites planètes; 1896 28 FR. 

• Préface du Tome I. 

Le Traite' de Mécanique céleste, dont je publie aujourd'hui la première 
Partie, a pour base les Leçons que j'ai faites à la Sorbonne depuis i883 
comme suppléant, puis comme successeur de M. V. Puiseux. Les leçons de 
ce Maître éminent brillaient par une clarté incomparable, et c'est un grand 
dommage pour la Science qu elles n'aient jamais été publiées. Je suis heu
reux de les avoir suivies pendant plusieurs années, et les élèves de M. Pui
seux en retrouveront des traces nombreuses dans mon Ouvrage. 

Le Tome 1 comprend la théorie générale des perturbations, fondée sur la 
méthode de la variation des constantes arbitraires. 

Dans le Tome II, je traiterai de la figure des corps célestes et de leurs 
mouvements de rotation. 

Le Tome III sera consacré à la théorie de la Lune, à un abrégé de la 
théorie des satellites de Jupiter, à la méthode de Hansen pour le calcul des 
perturbations des petites planètes et aux divers travaux qui ont enrichi le 
domaine de la Mécanique céleste dans ces dernières années. 

Le présent Volume est susceptible, je l'espère du moins, d'intéresser les 
géomètres et les astronomes. J ai présenté la méthode de la variation des 
constantes .arbitraires, ou plutôt son application à la Mécanique céleste, de 
deux façons différentes, en me reportant aux travaux de Jacobi ou à ceux 
de Lagrange. 

Cette méthode n'offre peut-être pas toujours le moyen le plus rápido 
d'arriver au calcul des perturbations, notamment quand il s'agit des asté
roïdes; cependant, au point de vue de l'enseignement, elle est d'une grande 
simplicité. Du reste, elle a permis à Le Verrier d'édifier ses théories des 
anciennes planètes. Los formules qui lui ont servi constamment dans l'en
semble imposant de ses recherches sont adaptées avec un rare talent aux 
Desoins de la pratique, et j'aijugé utile de m y conformer. J'espère que les 
jeunes astronomes qui voudront étudier ce premier Volume n'éprouveront 
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aucune peine à s'assimiler ensuite tous les détails des théories de Le Ver
rier, telles qu'elles ont été publiées dans les Annales de l'Observatoire. 
J'ai cru devoir consacrer un Chapitre à la découverte de Neptune, qui a 
fourni la confirmation la plus éclatante de la théorie de la gravitation. 

Bien que le Volume actuel traite surtout de l'application de la méthode 
de la variation des constantes arbitraires, j'y ai donné nombre de résultats 
qui appartiennent aux méthodes de Hansen, dont l'exposition dans le 
Tome 111 aura été ainsi notablement facilitée. 

Il va sans dire que, si le lecteur peut, avec le Traité actuel s'initier assez 
facilement aux détails d'une science ardue, il ne sera pas dispensé s'il veut 
la pénétrer plus profondément, de recourir au grand Traité de Laplace, 
dont tous les Chapitres présentent encore aujourd'hui aux astronomes les 
plus exercés des sujets variés de méditations fécondes. 

Table des Matières du Tome I. 

I N T R O D U C T I O N . — Equatiou générale de la Dynamique. Principes d'Ha: 

milton. Equations de Lagi'ange. Théorème de Jacobi. Cas où la fonction des 
forces est indépendante du temps. — C H A P . I. Recherche de la force qui 
produit le mouvement elliptique des planètes. Problème inverse. Loi de la 
gravitation universelle. Problème de M. Bertrand. Théorème de Nev>ton. — 
C H A P . II. Généralités sur l'attraction.— C I Í A P . III. Equations différentielles 
des mouvements des planètes. — C H A P . IV. Forme symétrique des équations 
différentielles des mouvements relatifs des planètes. — C H A P . V. Equations 
différentielles des mouvements avec les coordonnées polaires. — C H A P . VI. 
Equations différentielles du problème des deux corps. — C H A P . MI. Inté
gration des équations différentielles du mouvement elliptique par la méthode 
de Jacobi. — C H A P . VIII. Recherches de Lagrange sur le problème des trois 
corps. — C H A P . IX. Méthode de la variation des constantes arbitraires. — 
C H A P . X. Variation des constantes arbitraires. Méthode de Lagrange. — 
C H A P . XI. Considérations générales sur les pertubations planétaires. — 
C H A P . XII. Fonctions de Bessel. — C H A P . XIII. Applications des fonctions de 
Bessel au mouvement elliptique. — C H A P . XIV. Tbéorème de Cauchy. — 
C H A P . XV. Formules de Hansen. — C H A P . XVI. Convergence des séries du 
mouvement elliptique. Aperçu de la démonstration de Laplace pour trouver 
la limite de l'excentricité. — C H A P . XVII. Propriétés diverses des fonctions 
de a qui représentent les coeflicients des cosinus des multiples de ^ dans le 
développement de l'expression (i-t- a2— 2a eos — C H A P . XVIII. Dévelop
pement de la fonction pertubatrice dans le cas où les excentricités et les 
inclinaisons mutuelles des orbites sont peu considérables. — C H A P . XIX. 
Transformations des dérivées des éléments elliptiques. — C H A P . XX. Formules 
de Le Verrier donnant les pertubations du premier ordre des éléments ellip
tiques. — C H A P . X \ I . Pertubations du premier ordre des coordonnées bélio-
centriques. — C H A P . XXII. Premiers termes des perturbations périodiques des 
coordonnées héliocentriques. — C H A P . XXIII. Découverte de Neptune. — 
C H A P . XXIV. Perturbations du second ordre par rapport aux masses. — 
C H A P . XXV. Théorème de Poisson sut- l'invariabilité des grands axes dans la 
deuxième approximation par rapport aux masses. — C H A P . XXVI. Expressions 
générales des inégalités séculaires. — CnAr. XXVII. Méthode de Gauss pour 
le calcul des inégalités séculaires. — C H A P . XXVIII. Développement de la 
fonction perturbatrice lorsque l'inclinaison mutuelle des orbites est considé
rable. .— C H \ P . XXIX. Transformation de Hansen pour les équations différen
tielles du mouvement des planètes. 

Table des Matières du Tome II. 

C H A P . I. Théorèmes généraux sur l'attraction.— C H A P . II. Transformations 
des dérivées premieres du potentiel. Expressions des dérivées secondes. — 
C H A P . III. Surfaces de niveau. Théorèmes de Gauss. Théorème de Cbasles. — 
C H A P . IV*. Attiaction d'un ellipsoïde homogène sur un point intérieur.— 
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C H A P . V . Attraction d'un ellipsoïde de révolution. Attraction d'une pyramide 
sur son sommet. Attraction d'un disque circulaire. Attraction d'un cylindre 
sur un point de son axe. Attraction d'un segment de révolution. Solide de plus 
grande attraction. — C H A P . VI. Figure d'équilibre d'une masse fluide homo
gène. Ellipsoïdes de révolution de Maclaurin. — C H A P . VII. Ellipsoïdes à trois 
axes inégaux de Jacobi. Discussion relative au moment de rotation. Théorème 
de M. Poincaré. — C H A P . VIII . Figures d'équilibre d'une masse fluide soumise 
à l'attraction d'un point éloigné. — C H A P . IX. Figure de l'anneau de Saturne. 
— C H A P . X . Mémoire de M m o Kowalewsky sur l'anneau de Saturne. — C H A P . X I . 
Mémoire de M. Poincaré sur l'anneau de Saturne. — C H A P . X I I . Mémoire de 
Maxwell sur l'anneau de Saturne. — C H A P . XIII . Figure d'équilibre d'une 
masse fluide hétérogène discontinue. — C H A P . X I V . Figure d'équilibre d'une 
masse fluide hétérogène continue. — C H A P . X V . Hypothèse de Legendre-
Laplace sur la constitution intérieure de la Terre. Hypothèse de MM. Roche, 
Lipschitz et Maurice Lévy. — C H A P . X V I . Théorie de la figure des planètes 
fondée sur le développement en séries de fonctions sphériques. — C H A P . XVII . 
Forme générale des fonctions Y„. Expression des fonctions PN. Démonstration 
de Jacobi concernant les fonctions P„ et X „ . — C H A P . XVIII . Théorie de 
La place. Pesanteur à la surface. Equilibre intérieur du sphéroïde. — C H A P . X I X . 
Réflexions sur la théorie de Laplace. Energie potentielle de deux corps célestes. 
— C H A P . X X . Aperçu des théories géodésiques. Géoïde. Lignes géodésiques de 
l'ellipsoïde de révolution. Du triangle formé par deux méridiens et une ligne 
géodésique dont la longueur est très petite. — C H A P . X X I . Figure de la Terre 
déterminée par les observations du pendule. Formule de Bouguer. Aplatis
sement déduit des mesures du pendule. Aplatissement dcduil des observations 
de la Lune. C H A P . X X I I . Mouvements de rotation des corps célestes. Equations 
de Lagrange. Equations d'Euler. De la fonction des forces. Equation aux 
dérivées partielles de Hamilton et Jacobi. — C H A P . X X I I I . Intégration dans le 
cas de U = o. Mouvement troublé. — C H A P . X X I V . La petitesse extrême du 
module des fonctions elliptiques, dans le cas de la Terre, permet d'obtenir 
facilement des expressions approchées de p, q, r, 9, 6, 4* dans le mouvement 
non troublé. — C H A P . X X V . Développement de la fonction pcrtubatrice. — 
C H A P . X X V I . Calculs des très faibles déplacements des pôles à la surface de la 
Terre. — C H A P . X X V I I . Des formules de la précession et de la nutation. — 
C H A P . X X V I I I . Libration de la Lune. Lois de Cassini. Equation différentielle 
dont dépend la libration physique. Difficulté relative à la figure de la Lune. 
— C H A P . X X I X . Influence des actions géologiques sur la rotation de la Terre. 
Recherches de Hopkins. Recherches de W . Thomson. Variation des lalitudes, 
Déplacement de l'axe de rotation dans l'espace. — C H A P . X X X . Mouvement 
de rotation d'un corps de forme variable. Formules de Lagrange et de Liouville. 
Changement possible de l'obliquité de l'écliptique. Déplacement des pôles par 
les marées. Effet du frottement des marées. Variations de la verticale. 

Préface du Tome III. 

Le troisième Volume de mon Traité de Mécanique céleste, que je 
publie aujourd'hui, se rapporte à un seul objet : la théorie du mouvement 
de la Lune. 

J'avais espéré un moment que je pourrais y joindre les autres sujets non 
traites encore et terminer ainsi mon Ouvrage; mais j'ai compris bien vite 
que cela était impossible, et je me suis décidé à consacrer un volume entier 
à la théorie de notre satellite. 

J'ai donné des aperçus de toutes les théories importantes proposées 
jusqu'ici, cherchant à rester clair malgré la concision qui m'était imposée. 

Le lecteur verra défiler devant lui les travaux de Newton, Clairaut, 
d'AIembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson,Lubbock, de Ponté-
coulant, Delaunay, Hansen, Gyldén,Hill. Il n'est pas inutile de rappeler les 
travaux anciens, quand ils émanent d'hommes de génie; plus d'une tenta-
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tive récente vient se souder aux essais antérieurs et se trouve ainsi mieux 
mise en lumière. 

Table des Matières du Tome III. 

P R É F A G K . — C H A P . I . Etude de l'équation différentielle de Gyldén-Lindstedt. 
— C H A P . II. Etude de l'équation différentielle de M. Hill. — C I I A P . III . Théorie 
de la Lune de Newton. Construction géométrique de la force perturbatrice. 
— C H A P . IV. Théorie delà Lune de Clairaut. Théorie delà Lune de d'Alembert. 
— C H A P . V. Première théorie de la Lune d'Euler. — C H A P . VI. Seconde théorie 
de la Lune d'Euler. - C H A P . VII, Théorie de la Lune de Laplace. Théorie de 
la Lune de Damoiseau. Théorie de la Lune de Plana. — C H A P . VIII. Perfec
tionnements récents apportés à la méthode de Laplace. — C H A P . I X . Théorie 
de ta Lune de Poisson. Inégalité de Laplace. — C H A P . X . Théories de la Lune 
de Lubbock et de Pontécoulam. — C H A P . XI . Théorie de la Lune de Delaunay. 
— C H A P . XII . Suite de la théorie de Delaunay. Classification des termes. 
Formules auxiliaires. Première opération de Delaunay. Deuxième opération 
de Delaunay. Opérations abrégées. Comparaison entre Hansen et Delaunay. 
— C H A P . XÏII . Découverte de l'accélération séculaire de la Lune. Explication 
par Laplace de l'accélération séculaire. Recherches théoriques d'Adams et de 
Delaunay. — C H A P . XIV. Recherches de M. Hill sur la variation. — C H A P . X \ . 
Recherches de M. Hill sur les inégalités qui contiennent en facteur la première 
puissance de e. — C H A P . X V I . Travaux d'Adam sur la théorie de la Lune de 
Hansen. — C H A P . X V I I . Calcul des inégalités planétaires du mouvement de 
la Lune. — C U A P . XVIII . Sur l'état actuel de la théorie de la Lune. 

Table des Matières du Tome IV. 

P R É F A C E . — C H A P . I. Théorie des satellites de Jupiter. — C H A P . II. Calcul 
de la variation. — C H A P . III. Inégalités séculaiies des nœuds et des inclinai-
sions. Intégration des équations différentielles.— C H A P . IV. Inégalités pério
diques des latitudes. Equations séculaires des longitudes — C H A P . V. Des 
éclipses des satellites. Figure de l'ombre de Jupiter. — C H A P . VI. Théorie des 
satellites de Saturne. Equations différent telles du mouvement des satellites. — 
C H A P . VII. Perturbations d'Hypérion. Travaux de M. ISewcomb. Méthode de 
M. Hill. Mémoire de M . O. Slone. — C H A P . VIII. Perturbations des satellites 
intérieurs de Saturne. Théorèmes de M. H. Struve. — C H A P . IX. Du satellite 
de Neptune. Des satellites de Mars. Des satellites d'Uranus. — C H A P . X . For
mules d'interpolation. — C H A P . X I . Formules de quadrature. — C H A P . XII . 
Des perturbations des comètes lorsqu'elles s'approchent beaucoup des planètes. 
— C H A P . \ I I I . Influence d'un milieu résiliant sur les mouvements des planètes 
et des comètes. — C H A P . X I V . Figure de l'atmosphère du Soleil et des planètes. 
— C H A P . XV. Figure des comètes. Recherches de Roche. — CnAr. X V I . Recher
ches de Schiaparelli sur la figure des comètes. Recherches de Bessel. 
Recherches de MM. Charlier et L . Picart. — C H A P . X \ I I . Méthode de Cauchy 
pour le calcul des inégalités à longues périodes. — C H A P . X M I I . Sur une 
méthode de Jacobi pour le calcul de la grande inégalité de Jupiter et de 
Saturne. Développement de M. Nevvcomb pour la fonction perturbatrice. — 
C H A P . X X . Méthode de Hansen pour les perturbations des petites planètes. — 
C H A P . X X I . Suite delà méthode Hansen. Développement de la fonction pertur
batrice. '— C H A P . X X I I . Fin de la méthode de Hansen. Intégration. Tableau 
d'ensemble des formules. — C H A P . X X I I I . Méthode de M. Gyldén pour les 
perturbations des petites planètes. — C H A P . X X I V . Suite de la mélhode de 
M. Gyldén. Partie élémentaire du ravon vecteur. Calcul des termes à courtes 
périodes du rayon vecteur. C H A P . X X V . Recherches sur les cas de commen-
surabilité très approchée entre les moyens mouvements des petites planètes et 
celui de Jupiler. — C H A P . X X V I . Sur la forme générale des développements 
des coordonnées dans le problème des trois corps. — C H A P . X X \ II. Indication 
des travaux de M. Poincaré sur le problème des trois corps. C H A P . X X V I I I . 
Propagation de l'attraction. Idées de Laplace. Loi de Riemann. Loi de Clau-
«ius. — C H A P . X X I X . Confrontation de la Loi de Newton avec les observations. 
Hypothèse des planètes intra-mercurielles. Travaux de M. Newcomb. 
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LIBRAIRIE GA TJTHlER-vlLLARS, 
QUAI DES (ï P. AN O S - A U G U S T I N S , , 55, A P A I 1 I S , 6e. 

Envoi Trancu dans toute l'Union postale contre mandat-poste ou valeur sur Paria. 

BOUSSINESQ (J.), Membre do l'Institut. Professeur à la Faculté des 
Sciences de Paris. — Cours d'Analyse infinitésimale, à l'usage des per
sonnes qui étudient celte Science en vue de sos applications mécaniques 
et physiques. Deux volumes grand in-8, avec figures dans le texte. 

On vend séparément : 
Tome I. 

I" FASCICULE : Partie élémentaire, pour les élèves des Écoles indus
trielles 7 fr. 5o c. 

11· FASCICULE : Compléments 9 fr. 5o c. 

Tome II. 
1" FASCICCLE : Partie élémentaire, pour les élèves des Écoles indus

trielles 7 fr. 5o c. 
11* FASCICULE : Compléments 4 16 fr. 

Extrait d e l'Avant-Propos. 
Ce Cours d'Analyse infinitésimale, sous sa première forme (en un Vo

lume autographié de xxvm-554 pages), contenait l'exposé de Leçons que 
j'ai faites, a Lille, de 1 8 7 3 à 1 8 8 6 , aux élèves du Génie civil de l'Institut 
industriel établi dans cette ville. Le but en étant essentiellement pratique, 
c'est-à-dire relatif aux objets et aux phénomènes de l'ordre réel qu'il 
s'agissait seulement d'apprendre à se représenter d'une manière géomé
trique précise, j'y avais réduit la part des formules abstraites à ce qui 
était nécessaire pour comprendre et appliquer les méthodes générales, 
bien que j'y eusse abordé toutes les parties usuelles des Calculs diffé
rentiel et intégral. Mais j'avais, par contre, fait la plus grande place aux 
démonstrations intuitives, où l'esprit, tout en se portant sur le détail qu'il 
doit fixer à chaque instant dans sa marche, conserve une certaine vue de 
l'ensemble du sujet étudié et de ses multiples rapports : ce qui le préserve 
des fausses abstractions, des hypothèses trop étroites, et assure à ses facultés 
nn développement harmonique dans lequel la culture mathématique pro
gresse sans porter atteinte au sentiment de la réalité. 

En devenant l'Ouvrage actuel, mes Leçons de l'Institut industriel du Nord 
se sont grandement complétées, sans changer de caractère ni presque de 
cadre. J'ai pensé qu'un Cours plus étendu, quoique aussi élémentaire, où 
seraient exposées dans le même esprit concret toutes les théories générales 
de l'Analyse qui se sont montrées jusqu'ici effectivement utiles aux physi-
siens et aux ingénieurs, répondrait à un vrai besoin : car, s'il a paru plus 
ou moins récemment parmi nous de savants et beaux Traités de Calcul dif
férentiel et intégral, aucun de leurs éminents auteurs ne s'est proposé de 
mettre cette science, ou plutôt la partie de cette science qui a reçu et re
çoit tous les jours des applications physiques et industrielles, à la portée 
d'un grand nombre de praticiens ou d'expérimentateurs, n'avant qu'une 
légère teinture des Mathématiques spéciales et encore peu d'habitude du 
calcul algébrique, auxquels elle rendrait les plus grands services dans leurs 
études propres. 

On sait, en effet, par l'exemple de l'Astronomie et de toutes les branches 
un peu avancées de la Mécanique et de la Physique, que, si l'observation 
ou même l'expérimentation des phénomènes doit être à Iqjaase de ces études 
et contrôler leurs résultats, l'Analyse infinitésimale devient leur grand 
moyen de progrès, dès qu'elle y a eu prise par la découverte de quelque loi 
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fondamentale simple, fût-elle seulement approchée, mais susceptible d'une 
expression algébrique ou géométrique. Et c'ost justement l'unanime con
viction de cette nécessité d'adjoindre le haut calcul à l'expérience, pour faire 
sortir de leur empirisme primitif les Sciences do la nature et leur imprimer 
une forme précise, seule satisfaisante, qui a assuré aux Mathématiques leur 
grande place dans les Écoles techniques, dans les Facultés des Sciences et 
même dans la société. Or, contrairement à une opinion fort répandue, les 
parties de l'Analyse fécondes en applications sont de beaucoup les plus 
faciles, comme m'autorise à l'affirmer une expérience personnelle et, j'ose 
dire, très variée, d'un quart de siècle : elles n'exigent ni une puissance d abs
traction comparable à celle que demandent d'autres branches, jusqu'ici 
purement curieuses, de la même science, ni surtout l'acquisition préalable 
de grandes connaissances en Mathématiques spéciales. Quelques mois de 
travail, au plus, suffiraient à tout bachelier ès sciences, pour se faire, des 
équations algébriques et de l'évaluation approchée de leurs racines réelles, 
des lignes et des surfaces des deux premiers degrés, l'idée juste, mais som
maire, qui lui permettrait d'aborder avec fruit le Calcul différentiel et in
tégral, et d'utiliser ainsi, dans ses études ultérieures comme ingénieur, phy
sicien, naturaliste, philosophe, etc., cet instrument de recherches et de 
mesure, d'une merveilleuse puissance, que nous devons à nos ancêtres 
scientifiques du xv!!" siècle. 

J'ai fait le possible pour que mes lecteurs les plus novices, munis seule
ment des quelques connaissances dont je viens de parler, puissent me suivre 
couramment sans le secours d'un maître, et, à cet effet, je suis entré dans 
tous les détails d'explication que comporte un Cours oral. L'étendue, qu'on 
trouvera peut-être excessive, des deux Volumes de cet Ouvrage, consacrés, 
l'un, au Calcul différentiel, l'autre, au Calcul intégral, ne doit donc pas 
effrayer, si, comme je l'espère, la lecture en est rendue plus facile, et l'on 
n'arrivera pas moins vite au but. 

Toutefois, comme il est, dans l'Analyse, des parties d'un caractère par
ticulièrement élémentaire et d'une utilité plus générale, dont pourront se 
contenter les élèves des écoles industrielles et les personnes qui n'ont pas 
l'intention d'aller jusqu'aux grands problèmes do la Physique mathématique, 
j'ai réuni ces Parties, que l'on aura ainsi à part et sous une forme plus 
maniable, dans deux Fascicules spéciaux, un pour le Calcul différentiel,l'autre 
pour le Calcul intégral. Chacun de ces deux Fascicules, intitulé Partie 
élémentaire, constituelapremière moitié ou le premier tiers environ du Tomo 
correspondant : il peut être étudié indépendamment do l'autre Partie, ou Fas
cicule il, qui a pour titre Compléments et une pagination distincte marquée 
d'astérisques. Mais, comme cependant l'œuvre entière a son unité, elle ne 
comprend qu'une seule série de Leçons, et même de numéros ou articles, 
affectés d'astérisques quand ils se rapportent aux Compléments, et ayant 
même alors, leurs titres reproduits dans la Partie élémentaire, à la place 
qui leur convient; de sorte que les Fascicules premiers, aux endroits où 
l'ordre logique y amène les questions traitées dans les Compléments, por
tent l'indication de ces questions, avec renvoi aux pages des seconds Fas
cicules où elles se trouvent développées. La réunion, en un seul Volume, 
Ĵ es deux Fascicules de chaque Tome, suffira donc pour rendre l'étude in
tégrale du Couis presque aussi aisée que sans cette division en Partieélé-
mentaire et Compléments. 

Un Ouvrage de cette nature, où se trouvent condensés les résultats légués 
par unpassé déjà ancien comprenant les noms les plus glorieux de la Science, 
ne laisse que peu de place aux recherches personnelles de l'auteur. Cepen
dant, si les géomètres veulent bien se donner la peine de parcourir celui-ci, 
ils y verront quelques parties Originales. Je me contenterai de citer : dans 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



le Tome I , la définition naturelle des paramètres différentiels des fonction» 
de point, l'étude de l'isotropie des corps par des rotations infiniment petites 
d'axes coordonnés, la théorie des lignes d'infini rapprochement relatif 
entre courbes successives d'une même famille, avec celle des courbes 
asymptotes et des enveloppes asymptotes d'une telle famille, la formule des 
variations de la pente d'une surface le long d'une ligne de niveau et la pro
priété qui on résulte pour les lignes que j'ai appelées des déclivités máxima 
ou mínimo de la surface, l'expression élémentaire des dilatations éprouvées 
par une petite partie d'une surface courbe extensible que l'on déforme; 
dans le Tome II , l'éclaircissement des notions d'aire plane et de volume, 
les potentiels tant logarithmiques que sphéridues, i trois ou à quatre va
riables, et une certaine classe d'intégrales définies où figure sous le 
signe / le produit de deux fonctions arbitraires, avec la manière d'arriver 
simplement, par l'emploi de ces diverses sortes d'expressions, aux intégrales 
naturelles des équations d'importants problèmes de la Physique mathéma
tique, enfin les propriétés de minimum dont jouit la courbe plane repré
sentant le profil d'une onde liquide importante, dite onde solitaire. 

Sommaire du Tome I. 
(Un astérisque y distingue les matières traitées dans le Fascicule It.) 

I" LEÇON : Des quantités continues et des fonctions. — II* LEÇON : Variation 

graduelle des fonctions; étude de cette variation dans les fonctions les plus usuelles 
(fonctions algébriques, séries, arcs de courbe, etc. ). — 111· LEÇON. Suite : Fonc
tions exponentielles, circulaires, "hyperboliques ; "représentation des imaginaires 
parles biradiales. — IV* LEÇON : Objet et méthode de l'Analyse infinitésimale; 
notion de différentielle; différentiation d'une fonction et d'une fonction de fonc
tion. — V LEÇON : Fonctions composées; fonctions implicites; "supériorité de 
celles-ci sur les fonctions explicites pour exprimer les courbes et les surfaces; 
plans tangents; "paramètres différentiels du premier ordre. — VI* LEÇON : Dérivées 
et différentielles d'ordre supérieur; "paramétres différentiels du second ordre. — 
VII" LEÇON : Fonctions de plusieurs variables indépendantes; "changements de 
ces variables dans les fonctions de point et applications à l'isotropie des corps. 
— VIII" LEÇON : Elimination des constantes et des "fonctions arbitraires; "pro
priétés des fonctions homogènes; expressions de forme indéterminée, etc. — 
IX" LEÇON : Formules de Tajlor et de Mac Laurin ; applications. — X" LEÇON : 

Théorie générale des máxima et des mínima des fonctions; problème de Fer-
mat, etc. — XI* LEÇON. Suite : "Méthode des moindres carrés; máxima et mí
nima relatifs, etc. — XII* LEÇON : Contacts et affections des courbes planes; 
"théorie de leurs points singuliers. — XIII* LEÇON : Cercle osculateur, courbure 
et développées des courbes planes. — XIV* LEÇON : Courbure et développée des 
sections coniques; "théorie des enveloppes et des courbes asymptotes d'une 
famille de ligues. — X V e LEÇON : Roulettes et cycloïde; "spirales. — XVI* LEÇON : 
Courbes gauches : tangente et "points singuliers; arc; plan osculateur, nor
male principale et binormale. — XVII* LEÇON : Cercle osculateur, courbure et 
"cambrure ou torsion des courbes gauches. — XVIII* LEÇON : Sur/aces courbes : 
plan langent; "points singuliers; "développables circonscrites; "surfaces enve
loppes; normale; 'lignes de niveau et de pente; "bassins, faites et thalwegs; 
'lignes des déclivités máxima et mínima; "applications à la surface terrestre. 
— XIX* LEÇON : "Courbure des surfaces. — XX" LEÇON : "Lignes de courbure el 
lignes asymptotiques ; 'systèmes triples orthogonaux et coordonnées curvilignes, 
'transformation stéréographique des figures et des fonctions de point; 'défor» 
mation des surfaces; 'surfaces applicables;'lignes géodésiques. 

Sommaire du Tome II. 
(Les astérisques Indiquent les questions traitées dans le Fascicule II.) 

XXI* LEÇON : Calcul intégral; des intégrales tant définies qu'indéfinies ; 
intégrabilité des expressions différentielles, soit explicites, soit 'implicites. — 
XXII* LEÇON : Procédés généraux pour le calcul des intégrales indéfinies; 'som
mation des différences finies les plus simples. — XXIII* LEÇON : Application 
des procédés généraux à l'intégration des différentielles algébriques les plus 
simples, rationnelles ou irrationnelles; "intégrales elliptiques réductibles aux 
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fonctions E, F de Legendre. — XXIV* LEÇON : Des intégrales définies : notion* 
fondamentales et exemples divers; 'fonction V. — X X V ' LEÇON : Calcul appro
ché des intégrales définies; idée des intégrales elliptiques et "des fonction» 
elliptiques; applications analytiques des intégrales définies; valeurs moyennes 
arithmétique et "géométrique des fonctions, etc. — XXVI* LEÇON : Applications 
géométriques des intégrales définies; quadrature des aires planes et rectifica
tion des courbes. — X X V I I e LEÇON : Cubature des volumes et quadrature d e 
surfaces courbes ('aire de l'ellipsoïde). — XXVIII* LEÇON : Intégrales mul 
tiples et leur usage; centres de gravité des figures; théorème de Guldin; 
'sommation d'actions ou d'influences exercées aux distances imperceptibles, 
dans un corps, à travers une petite surface plane. — XXIX" LEÇON : 'Réduc
tion et transformation des intégrales multiples; 'évaluation approximative, 
par ces intégrales, des restes de séries doubles, triples, etc. — XXX" LEÇON : 
Etude directe des intégrales définies et procédés spéciaux de calcul pour cer
taines d'entre elles; "difficultés que présente parfois leur différentiation; 'inté
grales eulériennes; 'intégrales de la diffraction, etc. — X X X I * LEÇON : 
'Expressions asymptotiques de certaines intégrales définies et usage de ces 
expressions dans le calcul approché de ces intégrales; 'formule de Stirling; 
'forme asymptotique des fonctions cylindriques, etc. — XXXII" LEÇON : 'Suite 
des calculs d'expressions asymptotiques d'intégrales définies : séries trigono-
métriques. — XXXIII* LEÇON : "Emploi d'intégrales définies pour exprimer des 
fonctions échappant généralement aux autres modes de représentation fournis 
par l'analyse : intégrales pourvues, sous les signes / , de deux fonctions arbi
traires et dont les dérivées ont des formes simples. — XXXIV* LEÇON : 'Suite 
de l'emploi des intégrales définies pour exprimer certaines fonctions; théorie 
générale des potentiels; potentiels sphériques. — XXXV* LEÇON : "Suite de la 
théorie des potentiels; étude spéciale de ceux dans lesquels l'intégration 
s'étend â toute la masse potentiante (potentiels inverse, direct, logarithmiques, 
de première et de deuxième espèce, à deux et à trois variables). — XXXVI* L E 
ÇON : Des équations différentielles : théorie de l'équation du premier ordre 
("solutions singulières, asymptotes, et leurs rapports; "équations de Riccati, 
de Clairaut, etc.). — X X X V I ' ¿ E C O N : Equations différentielles d'ordre supé
rieur et équations différentielles simultanées ('solutions singulières et asymp
totes, "courbe élastique, "genres divers d'homogénéité permettant l'abaisse
ment des équations, etc.). — XXXVIII* LEÇON : Théorie générale des équations 
linéaires; méthode de la variation des constantes pour l'intégration d'équa
tions même non linéaires. — X X X I X * LEÇON : Application des théories précé
dentes aux équations linéaires du second ordre les plus simples ("problème 
de la charge roulante, etc.). — XL* LEÇON : "Etude des espèces les plus utiles 
d'équations linéaires sans seconds membres soit d'ordre supérieur, soit 
simultanées : équations à coefficients constants. — XLI* LEÇON : "Suite : Equa
tions à coefficients variables que l'on sait intégrer ou sous forme finie, ou en 
série, ou par des intégrales définies; fonctions cylindriques, etc. — XLII" LEÇON : 
'Des équations aux dérivées partielles et de leur intégration sous forme finie : 
équations du premier ordre. — XLIII* LEÇON : "Suite de l'intégration, en termes 
finis, des équations aux dérivées partielles : équations d'ordre supérieur. — 
XLIV* LEÇON : "Procédés d'intégration pour les équations aux dérivées partielles, 
spéciaux aux problèmes de Physique mathématique qui concernent les corps 
de grandeur finie : étude d'états variables en fonction du temps. — XLV* LEÇON : 
'Suite : étude d'états permanents. — XLVI* LEÇON : "Procédés d'intégration des 
équations de la Physique mathématique pour les corps d'une étendue censée 
infinie : équations ne contenant que des dérivées d'un même ordre pair, et 
qui s'intègrent par les potentiels. — XLVII* L E Ç O N : "Suite; équations où figu
rent des dérivées d'ordres différents et qui s'intègrent par les intégrales définies 
de la XXXIII" Leçon. — XLVIII* LEÇON : "Suite : équations qui s'intègrent par 
l'emploi simultané des potentiels et des intégrales définies de la XXXIII* Leçon 
— X.LIX* LEÇON : 'Résultats généraux concernant la nature des intégrales, dans 
les problèmes de Physique mathématique relatifs aux corps ou milieux indé
finis; "Emploi de la formule de Fourier pour résoudre ces problèmes. — 
L* LEÇON : Calcul des variations (applications aux propriétés de minimum de 
la chaînette, de la cycloïde, du cercle, de la sphère, "de l'onde solitaire, etc., 
'au principe de la moindre action; "aux problèmes des températures station-
naires, 'à l'équilibre d'élasticité des solides, etc.) 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DBS G R A N D S - A U G U S T I N S , 55, A P A R I S (6«). 

Envoi franco dans toute l'Union postale contre mandat-poste ou valeur sur Paris. 

T R A I T E 

M É C A N I Q U E C É L E S T E 
P A R F . T I S S E R A N D , 

Hembre de l'iaftitut et du Bureau des Longitudes, Directeur de l'Observatoire de Paris, 
Professeur a la Faculté des Sciences. 

4 B E A U X V O L U M E S IN -4 A V E C F I G U R E S , SE V E N D A N T S É P A R É M E N T . 

TOME I : Perturbations des planètes d'après la méthode de la variation des con
stantes arbitraires ; 1889 25 fr. 

T O M E II : Théorie de la figure des corps célestes et de leur mouvement de rota
tion t 1891 » . 28 fr. 

T O M E III : Exposé de l'ensemble des théories relatives au mouvement de la Lune; 
1894 22 fr. 

T O M E IV : Théories des satellites de Jupiter et de Saturne. Perturbations det 
petites planètes; 1896 28 fr. 

Préface du Tome I. 

Le Traité de Mécanique céleste, dont je publie aujourd'hui la première 
Partie, a pour base les Leçons que j'ai faites à la Sorbonne depuis i883 
comme suppléant, puis comme successeur de M. V. Puiseux. Les leçons de 
ce Maître éminent brillaient par une clarté incomparable, et c'est un grand 
dommage pour la Science qu elles n'aient jamais été publiées. Je suis heu
reux de les avoir suivies pendant plusieurs années, et les élèves de M. Pui
seux en retrouveront des traces nombreuses dans mon Ouvrage. 

Le Tome 1 comprend la théorie générale des perturbations, fondée sur la 
méthode de la variation des constantes arbitraires. 

Dans le Tome II, je traiterai de la figure des corps célestes et de leurs 
mouvements de rotation. 

Le Tome III sera consacré à la théorie de la Lune, à un abrégé de la 
théorie des satellites de Jupiter, à la méthode de Hansen pour le calcul des 
perturbations des petites planètes et aux divers travaux qui ont enrichi le 
domaine de la Mécanique céleste dans ces dernières années. 

Le présent Volume est susceptible, je l'espère du moins, d'intéresser les 
géomètres et les astronomes. J'ai présenté la méthode de la variation des 
constantes arbitraires, ou plutôt son application à la Mécanique céleste, de 
deux façons différentes, en me reportant aux travaux de Jacobi ou à ceux 
de Lagrange. 

Cette méthode n'offre peut-être pas toujours le moyen le plus rapide 
d'arriver au calcul des perturbations, notamment quand il s'agit des asté
roïdes; cependant, au point de vue de l'enseignement, elle est d'une grande 
simplicité. Du reste, elle a permis à Le Verrier d'édifier ses théories des 
anciennes planètes. Les formules qui lui ont servi constamment dans l'en
semble imposant de ses recherches sont adaptées avec un rare talent aux 
besoins de la pratique, et j'aijugé utile de m y conformer. J'espère que les 
jeunes astronomes qui voudront étudier ce premier Volume n éprouveront 
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Sommaire. 

·.'· Leçon. But de la Mécanique physique. Notions cinématiques indispen
sables. Comment la Mécanique physique se distingue de la Mécanique ration
nelle; des principes de Mécanique générale qui leur sont communs. Etat sta
tique et état dynamique d'un système; vitesses et accélérations. II* Leçon.Les 
deux principes fondamentaux de la Mécanique. 1 " principe : c'est d'après 
l'état statique que se règle la rapidité de variation de l'état dynamique; géné
ralité de ce principe malgré d'apparentes exceptions. »· principe : conservation 
des forces vives ou de l'énergie. — III* L e ç o n . Forme des équations du mou
vement; ce qu'on entend en Mécanique par force, forces motrices, actions 
mutuelles, etc. Pesanteur. Conséquences des principes précédents, relative
ment à la loi de formation de la force motrice de chaque point au moyen des 
actions des autres points sur celui-là. Pesanteur et actions moléculaires. Lois 
de là pesanteur et essai théorique sur leur raison d'être. — IV* L e ç o n . Energie 
potentielle interne. Action moléculaire. Idées générales sur l'énergie poten
tielle interne et sur les actions soit chimiques ou interatomiques, soit phy
siques ou intermoléculaires ; explication, par ces actions, de divers phénomènes 
et, notamment, de la non-adhésion mutuelle des solides qui se touchent. — 
V* Leçon Principes de la conservation des quantité* de mouvement et de 
leurs moments, pour un système matériel indépendant ou sans relations 
extérieures. Comment on est conduit à la notion des moments des forces. 
Principes de la conservation des quantités de mouvement et de leurs moments. 
Autre forme de ces deux principes : mouvement du centre de gravité et loi des 
aires. VI* Leçon. Principes des quantités de mouvement et des moments pour 
un système partiel; de leur application à la formation des équations de 
•nouvement des corps. Démonstration des deux principes énoncés; de leur 
application soit à la formation des équation» des mouvements d'ensemble, ou 
mouvements d'un solide, soit à l'étude du mouvement moyen local d'un corps 
quelconque, ou mouvement visible de ses particules; comment cette étude 
conduit à la considération des pressions. — VII* L e ç o n . Idées générales sur 
les pressions. Pression sur un élément plan et pression par unité d'aire; 
quasi-neutralisation des pressions et de leurs moments sur un élément de vo
lume; pressions élastiques et pressions non élastiques ou frottements intérieurs; 
tensions superficielles. — VIII* L e ç o n . Raisons physiologiques et psycholo
giques des dénominations de forces, actions, tensions, etc., employées en 
Mécanique. Forces d'inertie et centrifuges. Comment les sensations muscu
laires d effort ont conduite donner le nom de forces à des produits de masses 
-par des accélérations, etc. Forces fictives d'inertie; force centrifuge.—IX* Leçon . 
Principedes forces vives pour un système partiel. Travaildes forces. Energie 
interne. Travail, ou apport de demi-force vive, des forces; énergie d'un sys
tème partiel ; sa division en demi-force vive perceptible et en énergie interne 
comprenant une partie actuelle calorifique avec deux parties potentielles, l'une 
calorifique, l'autre surtout élastique.— X* Leçon . Suite de l étude des forces 
vives et du travail; flux de chaleur ; loi fondamentale de la Thermodyna
mique. Impuissance des pressions a fournir la partie calorifique du travail 
des actions moléculaires dont ces pressions sont les sommes; flux de chaleur; 
égalité de ces flux (au signe près), sur les deux faces d'un élément plan; leur 
quasi-neutralisation sur tout élément de volume. Travail des pressions dans la 
déformation d'une particule; formule fondamentale de la Thermodynamique.— 
\ I * Leçon. Application du principe des forces vives aux mouvements visibles 
eu moyens locaux; rôles qu'y prennent le travail de déformation des pres
sions exercées sur les particules matérielles et l'énergie potentielle de po
inteur. Intégrabilité du travail élémentaire de déformation des pressions 

exercées, & température constante, sur une particule matérielle; cette intégra
bilité, a température constante ou variable, dans certains cas simples; 
tôle, analogue à celui de l'énergie interne, qui en résulte pour le travail total 
de déformation, dans bien des problèmes de Mécanique physique; etc. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55 , A PARIS ( 6 E ) . 

£avol franco dans tonta l'Union poitale contre mandat-pacte ou valeur snr Paris. 

COURS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE DE LA FACULTÉ DES SCIENCES. 

THÉORIE ANALYTIQUE 
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T O M E I : Problèmes généraux. Volume de xxvu-333 pages avec 14 figures; 
1901 10 fr . 

T O M E II : Refroidissement et échauffement par rayonnement. Conducti
bilité des tiget, lames et masses cristallines. Courants de convection. 
Théorie mécanique de la lumière. Volume de xxxn-625 pages; iqo3. 

18 fr. 

extrait de l'Introduction du Tome I. 
Lorsque Biot et surtout Fourier créèrent, il y a près de cent ans, la 

Théorie analytique de la chaleur, en généralisant la loi élémentaire de 
refroidissement dont Newton avait eu l'idée, la Mécanique moléculaire était 
trop peu avancée pour qu'ils pussent même songer à y rattacher la nou
velle science, de la propagation de la chaleur dans les corps solides, qu'il» 
parvenaient ainsi à formuler en langage mathématique. Il aurait tout au 
moins fallu, pour cela, non seulement que les équations générales du 
mouvement vibratoire des milieux élastiques fussent trouvées, mais 
encore que l'on connût plus nettement la nature ondulatoire de la lumière 
et l'analogie complète, avec les radiations lumineuses, de la chaleur 
rayonnante à laquelle est dû si souvent réchauffement effectif des corps. 
Aussi Fourier et, après lui, Laplace, Poisson, Duhamel, Lamé lui-même, 
assimilant le calorique à un fluide expansif et la température de chaque 
particule pondérable à la densité ou, plutôt, à la tension de ce fluide dans 
la particule, se contentèrent-ils, pour obtenir la variation élémentaire d? 
la chaleur, et, par suite.de la température, dans chaque petite région d ur> 
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corps athermane, d'admettre entre molécules voisines des échanges de 
calorique proportionnels à la différence de leurs températures respectives. 
Et c'est sur cette hypothèse du rayonnement particulaire que l'enseigne
ment de la théorie en question est resté édifié jusqu'ici. 

On sait cependant, depuis un demi-siècle, que la chaleur n'est pas une 
matière ou un fluide; car elle s'évalue en kilogrammètres. Elle est donc, 
comme un grand nombre de philosophes ou de physiciens s'en étaient 
doutés, de la nature d'un travail ou d'une force vive, bref d'une énergie; 
et sa lente propagation dans les corps, malgré l'étonnant contraste 
qu'elle offre avec les rapides et presque intégrales transmissions de l'éner
gie soit sonore, soit surtout lumineuse ou calorifique rayonnante, doit être 
comprise, comme celles-ci, au nombre des phénomènes vibratoires, ou 
résulter, au fond, des lois du mouvement des systèmes matériels. 

C'est pourquoi, ayant eu, en qualité de professeur de Physique mathé
matique à la Sorbonne, à enseigner cette belle et capitale branche de la 
Philosophie naturelle, la plus simple, peut-être, parmi celles qui consti
tuent des applications étendues de l'Analyse infinitésimale, la plus propre, 
aussi, à initier les jeunes géomètres à la représentation et au calcul des 
phénomènes, j'ai cru devoir, malgré la nouveauté et la difficulté du sujet, 
tenter d'en établir les principes dans l'hypothèse thermodynamique. J'ai 
donc fait de cette théorie une sorte de contre-partie de la théorie même 
des ondes lumineuses, en considérant la chaleur des corps comme de la 
chaleur rayonnante condensée et, par conséquent, comme un mouvement 
vibratoire, dont les équations sont, il est vrai, à raison même de cette 
condensation, autrement particularisées que celles des mouvements par 
ondes, mais ne rentrent pas moins qu'elles dans les formules générales de 
la Mécanique moléculaire. L'équation des températures, telle que Fourier 
l'a donnée pour les corps isotropes homogènes, et qu'elle a été, ensuite, 
généralisée pour les corps de contexture quelconque, y apparaît comme 
une forme de l'équation même des forces vives, appliquée au mouvement 
calorifique des particules.... 

La Table suivante des matières indiquera le détail des questions parti
culières que j'ai traitées. Je n'y insisterai pas ici, tout en observant que 
J'ai tâché de n'omettre aucune de celles qui ont un véritable intérêt soit 
pour le physicien, soit au point de vue philosophique. 

- Extrait de la Table des Matières du Tome I. 
Introduction. — I. Objet de la théorie analytique de la chaleur; nécessité 

de l'édifier sur ce fait, que la chaleur est de l'énergie et non de la matière. — 
II. Application du principe de l'énergie à un solide qui s'échauffe ou se re
froidit : définition dynamique des chaleurs sensible, potentielle, totale et 
des flux de chaleur. — III. De la chaleur, considérée d'abord à l'étal de 
mouvement ondulatoire bien continu, dans l'sther des espaces interplané
taires. — IV. Propagation des ondulations calorifiques, a l'intérieur des corps 
diathermanes. — V. De l'agitation calorifique, telle qu'elle natt, dans les 
corps athermanes, de raccourcissement et du ralentissement presque infinis 
des ondes de l'éther. — VI . Degré de l'agitation calorifique, évalué par les 
dilatations qu'elle produit. Notion de température. — VII. Etude des flux de 
chaleur; réduction de ces flux, pour tous les éléments plans d'une particule, 
& un courant unique traversant la particule. — VIII. Les flux de chaleur, 
fonctions de la rapidité des chutes de température entre points voisins et de 
la contexture. — IX. Potentiel des flux dans une particule symétrique, et 
construction des courants de chaleur dans une particule quelconque. — X . 
Autres constructions relatives à la conductibilité, et applications aux barres, 
aux plaques, aux corps cristallisés. — X I . Equations régissant les variations 
qu'éprouve, d'un instant à l'autre, la température aux divers points d'un corps 
ou d'un système de corps. — XII . Détermination complète des températures 
successives par les équations ou conditions précédentes ; cas simples du refroi
dissement et des températures stationnaires; propriétés de l'ellipsoïde principal 
dans un milieu homogène. — X I I I . Réduction du problème général de l'échauf-
fement aux deux questions du refroidissement simpla et des températures 
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stationnaires', cas particulier d'un échauffement péri'jaique. — XIV. Appli
cation de la tbéorie précédente au sol terrestre. — X V . Problème général du 
refroidissement; étude du cas où il y a un potentiel des flux de chaleur. — 
XVI. Suite : méthode d'élimination de Fourier; état pénultième du refroi
dissement. — XVII . Application à l'armille : températures stationnaires et 
refroidissement de ce corps. — XVIII . Refroidissements comparés de la sphère 
et du cube. — X I X . Etude plus complète de la sphère; problème du refroi-
d'issement du cylindre circulaire. — X X . Aperçus sur le problème du refroi
dissement des corps à contexture non symétrique; applications et analogies 
diverses. 

Extrait de l'Avertissement du Tome II. 

L'Introduction mise en tête du premier Volume a indiqué l'objet et le 
plan de l'Ouvrage entier.... Dans le présent Tome II, j'ai jugé devoir ajouter 
trois Leçons (les XXXIIP, XXXIV et X X X V ) , pour ébaucher un sujet 
capital, celui de la propagation de la chaleur dans les corps en mouve
ment, comme sont des fluides coulant par filets inégalement rapides et des 
solides qui se déforment ou vibrent. 

L'influence réciproque du mouvement visible et de l'agitation calorifique 
étant peu marquée chez les solides, on peut, à une première approxima
tion, s'y contenter d'hypothèses simples, qui reviennent, au fond, à 
admettre l'indépendance mutuelle de ces deux sortes de mouvements. J'y 
ai ajouté l'exposé sommaire d'une seconde approximation, où apparaît leur 
influence réciproque et où, en particulier, Ion retrouve, d'une manière 
simple, les équations aux dérivées partielles données vers i835 par Duha
mel, pour les mouvements vibratoires visibles que provoquent, chez les 
solides élastiques, de rapides variations de ia température. 

Quant aux fluides, où les mouvements visibles peuvent être très éten
dus, même sous l'influence do faibles causes, l'équation caractéristique de 
leurs températures, à adjoindre aux équations ordinaires de l'Hydrodyna
mique, a été donnée en premier lieu par Fourier (dans un Mémoire 
posthume), puis simplifiée et rectifiée par Poisson.... 

On voit que les mouvements dont il s'agit ici sont ceux dits de conven
tion calorifique ou produits, autour d'un corps chaud immergé dans un 
fluide, par réchauffement et 1''allégement, à volume égal, des couches 
fluides avoisinantes. Deux cas extrêmes, tout au moins, sont accessibles à 
une étude théorique, savoir, celui où l'ensemble de la masse fluide est en 
repos, et celui où elle est animée d'une translation uniforme : ils font 
l'objet de la X X X V Leçon. Dans le premier cas, la forme même des 
équations implique certaines lois de proportionnalité ou de similitude, 
qui donnent la raison des lois de Dnlong et Petit sur le pouvoir refroidis
sant des gaz. Dans le second cas, où l'intégration aboutit, le pouvoir 
refroidissant est proportionnel à l'excès de température du corps et à la 
racine carrée de la vitesse du courant.... 

C'est surtout l'exposé de la théorie mécanique de la lumière annoncé 
au Tome I (dans l'Introduction), qui a reçu ici un développement consi
dérable. Citons, parmi les additions que j'y ai faites : . . . : la démonstra
tion de la perpendicularité de la vibration au rayon, par les expériences 
de Seebeck touchant l'angle de polarisation de la lumière réfléchie sur un 
cristal uniaxe et dans une section principale; l'explication, sur les bases 
posées par M. Potier, des particularités que présente la réflexion vitreuse 
aux environs de l'angle de polarisation; le calcul théorique de la rotation, 
étudiée expérimentalement par Fizeau, que la translation du corps trans
parent imprime au plan de polari*»iion du rayon réfracté; l'explication des 
dispersions anomales accompagi.jnt l'absorption des radiations par les 
corps; la démonstration de l'obliquité sur les plans d'onde, dans les corps 
opaques isotropes, du rayon lumineux qu'attire, en quelque sorte, la 
normale à la face d'entrée ; le calcul de la dispersion des rayons réfractés 
par un corps transparent isotrope en mouvemen1 la théorie des 
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doubles réfractions circulaire et elliptique des ondos planes latéralement 
limitées, avec la démonstration générale du principe d'Huygens sur la 
construction des rayons par le moyen des surfaces d'onde courbes; la 
théoriç de l'absorption par les cristaux translucides et. par les milieux 
dissymétriques modérément opaques; celles des dispersion et absorption 
rotatoires; . . . ; enfin, l'extension du principe de Fermât sur l'économie 
du temps au mouvement relatif de la lumière dans les milieux transpa
rents hétérogènes, animés d'une translation rapide. 

Ce second Volume contient, à raison même des questions qui s'y 
trouvent traitées, plus de formules que le Tome I. Mais il est fidèle au 
même esprit, consistant à ne faire intervenir l'Analyse que dans la mesure 
où elle semble nécessaire pour fixer l'intuition et arriver aux résultats nu
mériques. Les questions y sont donc, comme dans le premier Volume, 
présentées autant que possible d'une manière concrète, à la fois géomé
trique et physique. 

Extrait de la Table des Matières du Tome II. 
Avertissement. — X X I . Réduction de certains problèmes de refroidissement 

ou d'échauffement par rayonnement, au cas plus simple du refroidissement 
ou de l'échauffement des mêmes corps par contact: refroidissement d'un mur 
d'épaisseur indéfinie. — X X I I . Application, faite par Fourier, du problème 
précédent au refroidissement séculaire de la croûte terrestre. — XXIII . Suite : 
Etude, parla même méthode, du refroidissement, en tous sens, du mur rayon
nant d'épaisseur indéfinie. — X X I V . Suite : Etude, par la môme méthode, de 
réchauffement, soit variable, soit permanent et inégal, du mur rayonnant 
d'épaisseur indéfinie. — X X V . Problème de réchauffement permanent et iné
gal d'une sphère, traité par la même méthode : échauffement de la sphère par 
contact. — X X V I . Echauffement de la sphère par rayonnement. — XXVII . 
Propagation de la rhaleur dans un solide homogène indéfini, à une, deux ou 
trois dimensions ( barre prismatique mince, plaque plane à faces parallèles. 
corps massifs) : équations du problème dans les cas de trois et de deux dimen
sions. — XXVIII . Conductibilités principales d'une plaque; équation du pro
blème dans le cas d'une seule dimension notable. — X X I X . Intégration des 
équations pour les trois cas, lorsque le corps ne reçoit plus de chaleur. — 
X X X . Intégration des équations pour le problème général de l'échauffement. 
— X X X I . Echauffement permanent de la plaque à partir d'un centre. — 
X X X I I . Distribution des températures autour d'une source calorifique : éma
nation, soit rectiligne, soit tourbillonnante, de la chaleur, suivant que !a con-
texture est, ou non, symétrique. — X X X I I I . De l'agitation calorifique ou 
invisible, dans les corps animés de mouvements visibles de déformation ou 
de vibration : équation fondamentale de la Thermodynamique. — X X X I V . 
Mise en équation des phénomènes de convection calorifique par les fluides; 

firopagation de la chaleur dans un solide déformé ou vibrant. — X X X V . Sur 
e pouvoir refroidissant d'une masse fluide indéfinie, soit dépourvue-de tout 

mouvement général, soit à l'état de courant uniforme. — Notes. — I. Sur 
la résistance opposée aux petits mouvements d'un fluide indéfini, par un 
solide immergé dans ce fluide. Lois générales de la résistance, dans l'hypo
thèse d'une fluidité parfaite. — Calcul des coefficients de résistance, pour les 
formes les plus simples du corps solide. — Mise en compte des frottements 
intérieurs : résistance de la sphère. — Résistance du cylindre circulaire. — 
II. Exposé de la théorie des ondes lumineuses contenue en germe dans 
les troisième et quatrième leçons. Formules générales et équation des forces 
vives. — Constitution d'un pinceau de lumière, dans un milieu ou isotrope, 
ou biréfringent. — Réflexion et réfraction. — Entrainement des ondes; 
puissance réfractive des mélanges. — Généralisation de certaines théories 
précédentes, pour des milieux non symétriques. — Dispersion.— Polarisation 
rotatoire, soit ordinaire, soit magnétique; double réfraction circulaire et 
elliptique; polychroïsme. — Propagation d'un pinceau de lumière dans un 
milieu hétérogène; principe de Fermât. — Transmission des mouvements non 
pendulaires dans les cas les plus simples de non-homogénéité de leurs équa
tions aux dérivées partielles. — C O M P L É M E N T S . 
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I r e
 S É R I E : Principes fondamentaux de l'Hydrodynamique. Propagation 
des discontinuités des ondes et des quasi-ondes. In-4 ; lgo3... . 10 fr. 

Il" S É R I E : Des conditions aux limites. Le théorème de Lagrange et la 
viscosité. Les coefficients de viscosité' au voisinage de l'état critique. 
In-4 avec figures; 1904 7 fr. 50 

Introduction. 
En donnant à la mécanique rationnelle une forme nouvelle et beaucoup 

plus générale que celle qu'elle avait reçue jusqu'ici, la thermodynamique 
nous oblige à une revision de toutes les sciences que l'on regardait 
autrefois comme des branches de la Mécanique. En diverses publications, 
nous avons déjà entrepris une telle revision pour les principes de l'hy
drostatique. Nous nous proposons aujourd'hui de soumettre à une analyse 
semblable les fondements de la dynamique des fluides. 

Table des Matières de la I" Série. 

I™ PARTIE. Sur les principes fondamentaux de l'hydrodynamique. — 
C H A P . I. Les équations du mouvement des fluides. Comment on passe des 
équations de l'équilibre d'un système aux équations, du mouvement du 
système. De la viscosité en général. De la viscosité en un corps qui subit une 
déformation homogène. De la viscosité au sein d'une masse fluide. Nature des 
actions auxquelles sont soumis les fluides étudiés. Equations du mouvement 
de ces fluides. Les équations du mouvement mises sous la forme d'Euler et 
de Navier. Nécessité d'une relation supplémentaire. Quantité de chaleur dé
gagée par chacun des éléments du fluide. Etablissement de la relation supplé
mentaire. Des fluides incompressibles. — C H A P . II. L'équation des forces 
vives. Divers cas où il existe une intégrale des forces vives. Forme de cette 
intégrale. Du rôle de la fonction <p en Hydrostatique. De la stabilité de 
l'équilibre. Stabilité isothermique et stabilité isentropique. Réciproque du 
critérium de stabilité. Conséquences de ce critérium. — C H A P . III. Forme 
habituelle des équations de l'Hydrodynamique. Nature des actions exté
rieures qui seront considérées en ce Chapitre. Transformation des équations 
de l'Hydrodynamique. 

II* PARTIE. Sur la propagation des ondes. — C H A P . I. Des ondes et-
choc. Considérations cinémaliques. Extension des principes de l'Hydrody
namique au cas où les vitesses offrent des discontinuités. Application de 
l'égalité précédente à une onde de choc. De la viscosité en une onde de choc. 
Cas où un fluide visqueux ne peut propager une onde de choc. Cas où une 
onde de choc peut se propager dans un fluide. La relation supplémentaire. 
Cas des fluides bons conducteurs. La relation supplémentaire. Cas des fluides 
mauvais conducteurs. Des surfaces le long desquelles deux masses fluides 
glissent l'une sur l'autre. Les surfaces de discontinuité dans les fluides in
compressibles. Des surfaces de discontinuité le long desquelles deux masses 
fluides adhèrent l'une à l'autre. — C H A P . II.* La méthode d'Hugoniot. Dén
otions diverses. Les deux lemmes d'Hugoniot. Expression de U vitesse de 
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déplacement SI& pour les ondes de divers ordres. Applications diverses de la 
méthode d'Hugomot. Les paramètres de M. Hadamard. Ondes que propage un 
vecteur. Vecteur de M. Hadamard. — C H A P . III. Des ondes dans les fluides 
visqueux. Des ondes du premier ordre par rapport à certains éléments du 
mouvement. Des ondes du second ordre par rapport à certains éléments du 
mouvement. Des ondes du troisième ordre par rapport à certains éléments 
du mouvement. Résumé des propriétés des ondes au sein des fluides visqueux. 
— C H A P . IV. Des ondes dans les fluides parfaits. Quelques propriétés ther
modynamiques des fluides sans viscosité. Propagation des ondes au sein des 
fluides parfaits. Emploi des équations d'Euler. La méthode de Lagrange. Con
sidérations cinématiques. Propagation des ondes au sein des fluides parfaits. 
Emploi de la méthode de Lagrange. Conclusion de la deuxième Partie. 

111· PARTIE. Sur les quasi-ondes. — Définition des quasi-ondes. Formules 
analogues aux formules d'Hugoniot. Des quasi-ondes dans les fluides parfaits 
Des quasi-ondes au sein des fluides visqueux. Conclusion de la troisième 
Partie. 

Table des Matières de la I I ' Série. 

IV* PARTIE. Des conditions aux limites. — C H A P . I. Sur le frottement. 
Du frottement en général. Frottement au contact de deux corps solides. — 
C H A P . II. Établissement des conditions aux limites. Viscosité et frottement 
à la surface de deux corps, dont l'un au moins est fluide. Conditions vérifiées 
à la surface de contact de deux fluides. Conditions vérifiées à la surface de 
contact d'un solide et d'un fluide. — C H A P . III. Du régime permanent au 
sein d'un fluide visqueux. La condition d'adhérence doit être assimilée à 
l'introduction de nouvelles liaisons. Énoncé et démonstration d'un lemme. 
Écoulement permanent d'un liquide, de profondeur et de hauteur infinies, 
coulant entre des parois verticales. Un cylindre indéfini, au sein d'un fluide 
indéfini, éprouve un mouvement uniforme dans une direction perpendiculaire 
aux génératrices. De l'écoulement permanent par filets parallèles. Fluide 
visqueux entre deux plans parallèles. Fluide compris entre deux cylindres de 
révolution de même axe et animé d'un mouvement de rotation uniforme 
autour de cet axe. — C H A P . IV. La condition aux limites supplémentaire 
Des dégagements de chaleur au sein d'un système dont diverses parties 
frottent les unes sur les autres. La condition supplémentaire en une surface 
le lonç de laquelle deux corps glissent l'un sur l'autre. — C H A P . V. Étude 
historique sur les conditions vérifiées aux limites d'un fluide. Conclusion 
de la quatrième Partie. 

V* PARTIE. Le théorème de Lagrange et les conditions aux limites. — 
C H A P . I. Le théorème de Lagrange et les liquides visqueux. Extension du théo
rème de Lagrange aux fluides incompressibles visqueux. Forme des actions de 
viscosité lorsque les rotations sont nulles. — C H A P . II. Le théorème de Lagrange 
et les conditions aux limites. Un fluide animé d'un mouvement sans rotation 
peut-il adhérer à la surface d'un liquide qu'il baigne? Conséquences relatives 
aux fluides parfaits. Les liquides visqueux et l'existence du frottement aux 
surfaces liquides. Les liquides visqueux et la viscosité le long des surfaces de-
contact avec les solides immergés. Examen des résultais obtenus aux deux 
paragraphes précédents. 

VI* PA.RTIE. Sur les deux coefficients de viscosité et la viscosité au voi
sinage de l'état critique. — C H A P . I. Des deux coefficients de viscosité 
Mp> T ) , (i(p, T ) . Examen des diverses hypothèses qui ont été faites touchant 
les coefficients de viscosité A ( p , T j , p.(p, T ) . Forme nécessaire des actions 
de viscosité au sein d'un fluide proprement dit. Impossibilité des liquides vis
queux. Propriétés des fluides compressibles visqueux. Retour aux formules 
générales de la viscosité. Combinaison des considérations précédentes et de 
l'hypothèse de Stokes. — C H A P . II. Les phénomènes de viscosité au voisinage 
de l'état critique. Les effet!) de la viscosité, au voisinage du point critique, en 
un corps rigoureusement fluide. Extension des résultats précédents aux corps 
habituellement nommés fluides visqueux. Comparaison avec les faits d'expé
rience. — N O T E . Sur la viscosité et le frottement au contact de deux liquides 
parfaits. 
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LEÇONS 
sua LA 

T H É O R I E D E S M A R É E S , 
PROFESSÉES AU COLLÈGE DE FRANCE 

Par Maurice L É V Y , 
Membre de l'Institut, 

Inspecteur général des Ponts et Chaussées. 
Professeur au Collège de France. 

D E U X B E A U X VOLUMES IN-4, A V E C F I G U R E S , SE V E N D A N T S É P A R É M E N T î 

l" P A R T I E : Théories élémentaires. Formules pratiques de la prévision 
des marées, avec figures; 1898 14 fr. Introduction. 

Cet Ouvrage a été rédigé à la suite de Leçons que j'ai faites au Collège 
de France, sur la théorie des Marées, pendant l'année scolaire 1893-1894. 

Dans cette première Partie j'ai cherché à réunir ce qu'on peut dire de 
plus élémentaire sur la matière et aussi ce qui m'a paru pouvoir être de 
quelque profit aux Ingénieurs qui ont à faire ou à utiliser des observations 
de marées. 

Dans cette vue, je m'appuie essentiellement sur la théorie statique des 
marées, théorie extrêmement simple qui, depuis Newton, n'a jamais cessé 
de rester en honneur en Angleterre et à laquelle Lord Kelvin a donné le 
moyen de tenir compte de la distribution réelle des mers à la surface du 
globe. 

Elle permet, sans qu'il soit nécessaire de recourir à la théorie plus ma
gistrale, mais beaucoup plus difficile de Laplace, d'exposer l'application 
pratique de cette théoriev c'est-à-dire les formules de prédiction des 
marées de l'illustre auteur de la Mécanique céleste, formules utilisées 
jusque dans ces derniers temps et peut-être encore aujourd'hui pour la 
rédaction de Y Annuaire des marées des côtes de France. 

J'expose ensuite les travaux plus récents faits en Angleterre, notamment 
par Darwin, sur la réduction des observations et la prévision des marées. 
Je n'en méconnaîtrai certainement en rien le mérite, encore moins la 
grande utilité, en rappelant que leur base essentielle, à savoir le dévelop
pement harmonique (c'est-à-dire trigonométrique) de la hauteur de la 
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mer dans un port, d'après les principales inégalités lunaires, a été indi
quée, pour la première fois, par Laplace dansune Note du Livre XII de 
la Mécanique céleste. 

Au point de vue dynamique, je me borne, dans cette première Partie, 
è faire application, à la façon d'Airy, des formules de l'Hydraulique à la 
propagation des marées dans des détroits ou canaux supposés tracés sui
vant les grands ou petits cercles de la surface du globe ou en communi
cation avec des mers à marées connues, tout en subissant eux-mêmes les 
effets de l'attraction des corps célestes. 

L'Ouvrage se termine par une étude, faite naturellement dans la mesure 
où l'on peut la faire, de la propagation de la marée dans un fleuve de lar
geur constante ou même très lentement variable. Je montre que ce dernier 
problème, qui serait infiniment plus difficile encore que le premier, si l'on 
prétendait à le serrer de trop près, s'y ramène très simplement si l'on se 
contente d'une approximation qui paraît en rapport avec le degré de pré
cision des données dont on dispose en cette matière. 

Comme complément à la théorie des marées fluviales, nous faisons con
naître, sous fa forme adaptée à cet Ouvrage, les beaux travaux de 
M. Boussinesq sur l'onde solidaire. Sans être le mascaret, l'onde solitaire 
s'en rapproche pourtant assez pour fournir, en partie, l'explication de ce 
grandiose phénomène. 

Dans une seconde Partie, on exposera la Théorie dynamique des marées 
de Laplace, et ce qu'on peut appeler la Théorie des marées de l'écorce ter
restre. Les remarquables travaux de Lord Kelvin et Darwin sur cet inté
ressant sujet ont amené ces illustres savants à des conclusions très ras
surantes sur la solidité du globe que nous habitons, solidité que les 
désastres causés de temps à autre par les mouvements séismiques sem
bleraient devoir mettre en doute. 

Je n'ai pas osé m'aventurer dans la théorie des marées atmosphériques, 
si importante qu'elle soit, les données dont nous disposons paraissant 
insuffisantes pour que l'on puisse, avec quelque utilité, aborder ce sujet. 
Je souhaite, d'ailleurs, qu'un avenir prochain vienne donner tort à cette 
appréciation. 

La théorie des marées, dont on pourrait dire qu'elle forme un des plus 
beaux Chapitres de la Mécanique céleste, s'il était permis de distinguer 
entre les beautés d'une telle œuvre, a été, ce me semble, quelque peu 
délaissée en France depuis Laplace, tandis que les savants et les observa
teurs anglais ne cessent d'y consacrer leurs efforts. 

Tisserand lui-même ne l'a pas comprise dans sa Mécanique céleste. Sans 
doute, elle est loin d'offrir le degré de certitude et, par conséquent, la sa
tisfaction d'esprit que donnent les autres branches de cette Science. Mais 
ni Newton, ni Laplace ne l'ont dédaignée pour cela. 

M. Poincaré a commencé à mettre à son service sa merveilleuse puis
sance d'analyse. 11 est à désirer qu'il poursuive ses recherches, comme il 
est désirable" aussi que les grands progrès accomplis, depuis Laplace, dans 
l'art d'observer, d'enregistrer, de réduire et de prédire les marées, progrès 
dont on est redevable à l'Angleterre, se répandent chez nous, et que ceux 
qui aspirent à les utiliser ou à les perfectionner trouvent l'appui des trois 
grandes Administrations qui y sont le plus directement intéressées : celles 
de la Marine, des Travaux publics et des Colonies. 

Si cet Ouvrage peut rappeler 1 attention sur ce sujet, qui a ieçu de notre 
pays ses fondements essentiels, le but qu'il vise sera pleinement atteint. 

Table des Matières de la Ie* Partie. 
I™ SECTION. Théorie statique et prédiction des marées. — C H A P . I. Théorie 
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statique des marees. Rayon moyen invariable des mers; globe terrestre. Sur
face moyenne des mers. Hauteur statique de la marée, due à un potentiel 
donné. Expression du potentiel d'un astre en fonction de sa distance zéni
thale. Expressions du potentiel eu fonction des coordonnées horaires et des 
coordonnées équatoriales de l'astre. Hauteur de la marée lunaire dans une mer 
recouvrant toute la Terre. Discussion de cette hauteur. Hauteur de la marée 
lunaire dans l'Océan véritable. Discussion de cette hauteur. Valeurs des coef
ficients de distribution des mers de Lord Kelvin. Sur le continent entarctique 
Marées luni-solaires. — C H A P . II . La prédiction des marées d'après Laplace. 
Forme du développement en série trigonométrique du terme semi-diurne du 
potentiel. Les astres fictifs de Laplace. Le principe de Laplace. La formule de 
Laplace pour la hauteur de la marée dans un port. Extension que pourrait 
prendre la formule de Laplace dans le cas d'ondes simples. Expressions géné
rales des heures et hauteurs des pleines et basses mers. Marées de syzygies et 
de quadratures, d'équinoxes et de solstices. Détermination des constantes du 
port de Brest. Formule numérique de Laplace pour le port de Brest. Formule 
de M. Chazallon. Unité et établissement d'un port; coefficient de marée. Pré
diction de l'heure des marées. Usage de l'Annuaire du Bureau des Longi
tudes. Tables de VAnnuaire des marées des côtes de France. — C H A P . III. 
Développement harmonique de la hauteur de la mer dans un port. Objet 
de ce Chapitre. Expression du potentiel de la Lune en fonction de sa longi
tude dans l'orbite. Développement harmonique du potentiel. Formules sim
plifiées. Ondes elliptiques. Composition des ondes elliptiques mineures. Ondes 
évectionnelles et variationnelles. Valeurs définitives du potentiel de la Lune. 
Potentiel du Soleil. Tableaux des ondes lunaires et solaires d'après la théorie 
statique des marées. Ondes dépendant de la quatrième puissance de la paral
laxe de la Lune. Ondes d'ordre supérieur et ondes composées. — C H A P . IV. 
Déduction sous forme harmonique des observations des marées dans un 
port. — Par les indications du marégraphe. Objet de ce Chapitre. Origine et 
mesure du temps. Forme de l'équation représentant une courbe du marégraphe. 
Distinction entre les ondes de courtes et de longues périodes. Détermination 
du niveau moyen dans le port. Hauteurs mesurées à partir du niveau moyen. 
Méthode pour séparer les ondes de courtes périodes. Détermination des coef
ficients caractérisant chaque onde. Résumé de la marche à suivre. Observa
tion théorique. Observation d'ordre pratique. Forme usuelle des équations. 
Applications. Méthode générale pour la détermination des ondes de longues 
périodes. Remarque sur les calculs. Applications. — Par les observations des 
pleines et basses mers. Méthode générale. Application aux ondes lunaires. 
Onde lunaire principale. — C H A P . V. Détermination des constantes d'un port 
et formules de prédiction des marées. Méthode générale pour la détermina
tion des constantes d'un port. Formules de prévision des marées pour une 
année. Calcul de l'argument initial. Valeurs moyennes des coefficients astro
nomiques C. Valeurs moyennes des cosu. Valeurs des produits C cos u. Valeurs 
des coefficients / . Tables du major Baird. Sur quelques cas spéciaux : les ondes 
sidérales. Onde L. Onde M, . — C H A P . VI. Nouvelles formules et Tables de 
prédiction des marées de Darwin. Objet de ce Chapitre. Expression du po
tentiel de la Lune en fonction de sa longitude dans l'orbite. Potentiel du So
leil en fonction de sa longitude. Potentiels réunis de la Lune et du Soleil. 
Expression de la hauteur, du niveau de la mer : partie principale et correction 
nodale. Marées elliptiques et correction parallactique lunaire. Expressions 
réunies de la partie principale et des corrections nodale et parallactique lunaire. 
Le temps et la hauteur de la mer rapportés au passage d'une Lune fictive. 
Méthode générale pour la recherche de l'heure et de la hauteur des pleines el 
basses mers. Heures et hauteurs des pleines mers. Corrections parallactiques 
lunaires. Corrections nodales. Référence à l'heure du passage de la Lune vraie. 
Correction due à la parallaxe du Soleil. Basses mers. Onde evanescente. Ta
bleaux auxiliaires pour l'établissement de Tables des marées. Tables des marées. 
Exemple de l'usage des Tables. 

11° SECTION. Théorie dynamique des marées dans les détroits et les 
fleuves. C H A P . VII. Marees dans un canal de faible largeur. Objet de ce 
Chapitre. La première équation du mouvement varié dans un canal. Autre 
forme de cette équation. L'équation de continuité. Remarque au sujet de lin-
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fíuence du mouvement de la Terre. Rivière de section rectangulaire constante. 
Canal horizontal de section rectangulaire constante ou variable. Canal tracé 
suivant un grand ou un petit cercle de la Terre et soumis à un potentiel per
turbateur. Ex] ression du potentiel d'un astre rapporté à un pôle quelconque. 
Application à l'étude de la marée produite, dans un canal circulaire quelconque, 
par un astre se mouvant dans l'équateur. Application à la marée produite par 
un astre quelconque dans un canal tracé suivant un grand cercle. Sur le signe 
de la hauteur h de la marée. Influence du déplacement propre de l'astre. 
Influence du frottement. — C H A P . VIII. Canaux à marées communiquant 
avec des continents ou des mers. Méthode genérale et exemple. — Canaux 
de largeur constante. Intégration des équations du Chapitre précédent pour 
des canaux non fermés. Méthode générale pour déterminer les constantes. 
(Canal circulaire fermé ; canal infiniment prolongé dans les deux sens ; canal 
limité par deux continents; canal limité par un continent et indéfiniment 
prolongé dans un sens.) Canaux en communication avec des mers. Vérifica
tion, sur les problèmes précédents, du principe de Laplace. Développement des 
calculs pour un canal sans marée, communiquant avec une mer et un lac. 
Ondes partielles. Réunion des ondes. Heure et hauteur de la marée en un 
point du canal. Vitesse de propagation. Sur le moyen de comparer la théorie 
à l'observation. Courants. De l'importance du frottement. Extension des for
mules de première approximation à des canaux de section constante quelconque. 
Application au canal de Suez. Hauteur des marées au canal de Suez. Retard 
de la marée sur celle de la mer Rouge. — Canaux de largeur variable. For
mules relatives à un canal dont la largeur varie suivant une loi exponentielle. 
Simplification des formules si l'on fait abstraction du frottement. Succession 
de canaux de sections variables avec ou sans changements brusques dans les 
sections. — C H A P . I X . Marées fluviales. Rappel des équations générales. Fleuve 
de largeur constante, abstraction faite du frottement de la vague-marée. 
Réduction des équations dans ce cas. Première approximation. (Hauteur; 
vitesse de propagation; déplacements; courants.) Application à une marée 
sinusoïdale. Divergences avec l'observation. Seconde approximation. (Hauteur; 
vitesse de propagation; déplacements et courants.) Courants à l'embouchure 
d'un fleuve. Volume d'eau d'une marée. Application à une marée sinusoïdale. 
(Heures des basses et pleines mers à une distance donnée de l'embouchure; 
temps de la montée et de la baissée; vitesse de propagation du flot et du ju 
sant; courants de flot et de jusant; volume d'eau d'une marée sinusoïdale.) 
Solution de M. de Saint-Venant. Hauteur de la marée dans le fleuve. Vitesse 
de propagation. Courants. Volume d'eau d'une marée. Déplacements horizon
taux. Observation relative à la solution de M. de Saint-Venant. Fleuve de lar
geur constante en ayant égard au frottement de la vague-marée. Equa
tions différentielles. Première approximation. (Hauteur; vitesse de propagation; 
courants; déplacements; volume d'eau d'une marée sinusoïdale.) Cas d'une 
marée quelconque développée sous forme harmonique. Seconde approximation. 
Fleuve de largeur lentement variable. Equations du mouvement. Leur trans
formation. Remarques sur ces équations. — C H A P . X . L'onde solitaire. Rappel 
des équations de l'Hydrodynamique de Lagrange. Leur transformation. Pre
mière approximation : quelques considérations sur la houle et le clapotis. 
Vitesse de propagation. Trajectoires. Ondes stationnaires ou clapotis. Propriétés 
expérimentales et mode particulier de propagation de l'onde solitaire. L'équft 
tion à dérivée partielle qui régit la hauteur d'une intumescence de forme inva
riable ou non. Intégration dans le cas de l'onde invariable. Vérification de la 
loi de Scott Russel pour la vitesse de propagation. Forme de l'onde. Volume 
Je l'intumescence. Trajectoires des points de la surface. Trajectoire d'un point 
quelconque. Durée infinie du parcours d'une trajectoire. Equations différen
tielles se rapportant à des intumescences de formes variables, mais de faibles 
hauteurs et de faibles courbures. Simplification dans le cas de l'étude d'une 
seule onde. Vitesse d'une particule fluide. Variations du niveau au droit d'une 
particule fluide. Formule auxiliaire. Volume d'une intumescence. Vitesse du 
centre de gravité d'une intumescence; sa vitesse de propagation. Energie d'une 
intumescence. Moment d'instabilité. Note sur les travaux de M. Bouquet de 
la Grye. 
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LIBRAIRIE GAUTH1ER-VILLARS, 
Q C A I DES G R A N D S - A U G U S T I N S , 55, A P A R I S ( 6 e ) . 

Lovol franco dans toute l'Union postale contre mandat-poste ou râleur sur Paris. 

ARCHITECTURE NAVALE. 

T H É O R I E D U N A V I R E 
PAR 

J. POLLARD ET A. DUDEBOUT, 
I N G E N I E U R S D E L A M A R I N E , 

P R O F E S S E U R S A L / É C O L B D U D E N I E H A R I T I 1 I B . 

QOATBE BEAUX VOLUMES GRAND IN-8, AVEC FIGURES ET PLANCHES, 

SE VENDANT SÉPARÉMENT. 

TOME I : Calcul des éléments géométriques des carènes droites et inclinées. 
— Géométrie du navire; avec 191 figures et a planches; 1890. i3 fr. 

TOME II ; Statique du navire. — Dynamique du navire : roulis en milieu 
calme, résistant ou non résistant; avec 229 figures; 1891 i3 fr. 

TOME III : Dynamique du navire : mouvement de roulis sur houle; mou
vement rectiligne horizontal direct{Resistance des carènes), avec i63 fig. ; 
189a i5 fr. 

TOME IV : Dynamique du navire : mouvement rectiligne horizontal oblique: 
mouvement curviligne horizontal. — Propulsion. — Vibration des coques 
des navires à hélice, avec 18a figures; 1894 l3 fr. 

La Théorie du navire formera 4 volumes in-8". Le sommaire que nous 
reproduisons plus loin énumère en détail les matières contenues dans le 
Tome I; les autres volumes traitent les questions suivantes : Stabilité sta
tique et dynamique; théorie des ondes, de la houle, des vagues; mouve
ment du navire en toutes circonstances; résistance des carènes; propulsion 
et propulseurs. 

L'examen de la Table du premier Volume suffit pour apprécier avec quel 
soin minutieux chaque matière a été traitée dans ses moindres détails. Ce 
Volume expose tout d'abord les méthodes de calcul ayant- pour but la dé
termination du déplacement et la recherche de la position du centre de 
carène pour un navire droit, puis incliné. Il se termine par l'exposé de la 
Géométrie du navire, ou mieux de ses isocarènes. 

Après avoir indiqué les formules de quadrature exactes qu'il faudrait 
employer pour calculer le déplacement et les coordonnées du centre de 
carène, si la surface mouillée du navire était analytiquement définie, les 
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auteurs passent en revue les formules de quadrature approchées, appli
cables aux surfaces définies seulement par la connaissance d'un certain 
nombre de points (méthodes des trapèzes, de Poisson, de Poncelet, des 
paraboles d'un degré quelconque, de Simpson, de Woolley, des différences). 
A cetto étude se rattachent ensuite tout naturellement celle des courbes 
différentielles et intégrales, puis celle des planimètres, intégromètres et 
intégraphes. 

Ces préliminaires établis, les auteurs appliquent au navire, d'abord sup
posé droit, les formules d'intégration et indiquent la disposition à adopter 
pour les Tableaux de calcul. Passant ensuite au navire incliné, ils font les 
mêmes applications pour chacune des nombreuses méthodes qui ont été 
imaginées jusqu'ici pour atteindre ie but, et dont la description est donnée 
minutieusement (méthodes de MM. Benjamin, Sponce, Bonjean, Bossin, 
Clauzel, Reech, Risboc, Barnes, Dargnies, Guyou et Simart, etc.). Ces 
diverses méthodes sont accompagnées des Tableaux qui leur sont propres, 
et comparées entre elles au point de vue de la mise en pratique et de la 
rapidité d'exécution. Les procédés de calcul approximatifs et rapides, appli
cables à certains cas spéciaux, et les méthodes expérimentales mettant à 
contribution les modèles de navires terminent cette première Partie. 

Dans la seconde Partie du Tome I, la Géométrie du navire est présentée, 
pour la première fois, croyons-nous, sous la forme didactique de ia Géo
métrie de Legendre. L'assimilation des théories géométriques est grande
ment facilitée par l'enchaînement logique et rigoureux des théorèmes et de 
leurs corollaires. Le Volume se termine par un certain nombre d'exercices 
de Géométrie du navire, pour lesquels on a fait choix de carènes à formes 
géométriques simples, se rapprochant plus ou moins dos carènes que l'on 
peut avoir à rencontrer dans la pratique. 

une Notice historique et bibliographique très étendue, placée en tête de 
l'Ouvrage, est appelée certainement a rendre do grands sorvices pour les 
recherches ultérieures. 

L'apparition du premier Volume de l'important Traité de MM. Pollard et 
Dudebout sera, nous n'en doutons pas, très favorablement accueillie aussi 
bien par les marins que par les ingénieurs et constructeurs maritime-.. Un 
tel Ouvrage peut être regardé comme une véritable encyclopédie exposant, 
avec tous les développements possibles, les questions théoriques et pra
tiques qui lient la Géométrie et la Mécanique a l'Art naval. 

ture navalo a été l'objet des préoccupations des plus grands savants (Huy-
gens, Borda, Bouguer, Euler, Bernoulli, d'Alembert, Dupin, etc., pour ne 
citer que les plus anciens); aussi les hommes de science, même étrangers 
à la Marine, liront avec intérêt les chapitres où sont développées plus spé
cialement les questions de théorie pure. 

Par leurs fonctions spéciales de professeurs à l'École d'application du 
Génie maritime, les auteurs étaient tout particulièrement préparés pour 
mener à bonne fin un travail aussi étendu : la Théorie du navire de MM. Pol
lard ot Dudebout est certainement appelée à rendre les plus grands ser
vices aux constructions navales. 

Notice historique et bibliographique. — 1" PARTIE. Calcul des éléments 
géométriques des carénés droites et inclinées. — Formules de quadrature 
eu usage dans la théorie du uavire. — Formules approchées applicables aux 
surfaces topographiques ou tabulaire*. Méthode des trapères. Métbodr des 

Mathématiques pures à l'Archilee-

SOMMAIRES. 

Tome I. 
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trapèzes corrigée. Méthode de Poisson. Méthode de Poncelet. Méthode géné
rale des paraboles. Méthode du D' Woolley. Méthode des différences. — Courbes 
différentielles et intégrales. — Planimètres, intégromètres, intégraphes. — 
Application au navire des méthodes de calcul pour les carénés droites. — Appli
cation au navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. (Interpo
lation graphique des fonctions tabulaires à deux variables.) — Application au 
navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes em
ployant des réseaux de sections spéciaux.) — Application au navire des mé
thodes de calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes employant le réseau des 
sections droites du plan des formes.) — Application au navire des méthodes de 
calcul poor les carènes inclinées. (Méthodes employant les onglets immergés 
ou émergés, c'est-à-dire les ordonnées des flottaisons inclinées.) Application au 
navire des méthodes de calcul pour les carènes inclinées. (Méthodes employant 
seulement les ordonnées d'un nombre limité de flottaisons droites.) — Mé
thodes expérimentales propres à déterminer exactement les éléments géomé
triques des carènes inclinées. Comparaison des méthodes ci-dessus et con
clusion. — Application au navire des méthodes de calcul pour les carènes 
inclinées. (Méthodes approximatives rapides.) — II ' PARTIE. Géométrie du 
navire. — Préliminaires* de Mécanique. Décomposition du déplacement le plus 
général d'un flotteur.—ÎJéométrie de la surface ( C ) des isocarènes de volume V 0 . 

— Géométrie de la surface ( F ) des isocarènes de volume V f . — Géométrie de 
la surface ( T ) des tranches isocarènes de volume AV 0 additives au volume V,. 
— Géométrie des carènes symétriques, complémentaires et supplémentaires 
Exercices de Géométrie du navire. — Surfaces ( C ) , ( F ) et ( T ) de flotteurs à 
formes géométriques. — PLANCHES I et II . 

Tome II. 

III* Partie. Statique du navire. Positions d'équilibre d'un flotteur. Des 
forces extérieures à appliquer à un flotteur pour le maintenir dans une posi
tion différente de ses positions naturelles d'équilibre. Formes des diagrammes 
de stabilité statique. Questions diverses se rattachant à l'étude statique de la 
stabilité. Problème I. Déplacement d'un poids à bord. Applications usuelles du 
problème I (expérience de stabilité, etc . ) . ProblèmeII. Addition ou soustrac
tion d'un poids à nord. Applications usucllesdu problème II (ponton-mâture, etc.). 
Problème III. Modifications à la forme de la carène. Applications usuelles 
du problème III (docks flottants, etc.) . Problème IV. Du flotteur soumis à des 
forces extérieures autres que le poids et la poussée. Applications usuelles du 
problème IV (échouage, lancement, abatage en carène, etc.) . Problème V et 
applications. Effets de la poussée complexe d'un liquide et d'un fluide compres
sible. — IV' Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en 
milieu calme et non résistant. Conditions de stabilité de l'équilibre en ce 
milieu. Stabilité dynamique. Etude du mouvement infiniment petit d'un flot
teur en milieu non résistant. Etude du mouvement fini de roulis (ou de tan
gage) en milieu non résistant, du navire doublement symétrique. Influence 
de la forme de la développée métacentrique transversale sur la période du 
roulis (ou de la développée longitudinale sur la période Tj, du tangage) en 
milieu non résistant. Détermination expérimentale du moment d'inertie Icydu 
navire. Pesanteur apparente dans le roulis et le tangage en milieu non résistant. 

— V ' Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu 
calme et non résistant. Stabilité de l'équilibre en ce milieu. Du roulis en 
milieu calme et résistant. Procédés de mesure des roulis et des tangages en 
eau calme. 

Tome III. 

VI* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu 
houleux et non résistant. Introduction à l'étude analytique de la houle. 
Théorie des ondes d'oscillation ordinaires. Houle et ondulations dérivées de la 
houle. Etude sommaire des lames. Des ondes-marées ou ondes d'oscillation 
périodiques. Du roulis en milieu houleux et non résistant. — VII* Fartie. 
Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu houleux et 
résistant. Du roulis en milieu houleux et résistant. Observations et résultats 
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expérimentaux. Applications aux qualités nautiques. Du tangage sur houle. 
Calcul du déplacement et de la stabilité transversale d'un navire debout à 
une houle donnée. — VIII* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement 
reetiligne horizontal direct en eau calme. Résistance des carènes en marche 
directe. Introduction à la résistance des carènes en général et à la résistance 
en marche directe en particulier. Théorie des ondes de translation et application 
aux ondes soulevées par les navires en marche. Résistance du plan mince. 
Résistance des carènes anguleuses. Résistance des carènes à formes bien con
tinues. Méthodes expérimentales diverses propres à la détermination de la résis
tance. Résultats d'expériences. Formules diverses en usage. 

Tome IV. 
IX* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement reetiligne hori

zontal oblique, en eau calme. Résistance en marche oblique. Résistance des 
carènes à formes bien continues, mais dissymétriques par rapport à la direc
tion de la vitesse. — X* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement 
curviligne horizontal. Gouvernail. Girations. Résistance du navire au mouve
ment de rotation uniforme autour d'un axe vertical. Du gouvernail. Girations 
des navires à vapeur. Relevé complet du mouvement curviligne horizontal. — 
XI* Partie. Propulsion par la vent. De la voilure. Action du vent sur les voiles. 
— XII* Partie. Propulsion mécanique du navire par un organe intérieur 
agissant sur l'eau. Théorie générale des propulseurs intérieurs agissant sur 
l'eau. Des rames ou avirons. Des roues à aubes. Des propulseurs hydrauliques. 
De l'hélice. Mesure de la résistance des carènes au moyen des coefficients 
d'utilisation. — XIII* Partie. Vibrations des coques des navires à hélice. 
Causes et périodes des vibrations. — NOTES I. Méthode générale d'intégration 
numérique par additions successives. II. Calculs de stabilité et d'assiette. III. 
Considérations générales sur l'expérience de stabilité. IV. Changements d'im
mersion, de stabilité et d'assiette éprouvés par un navire qui flotte sur des 
liquides de différentes densités. V. Remarques sur la construction des graphiques 
et des courbes de stabilité. VI. Considérations générales sur la détermina
tion des éléments géométriques des carènes inclinées. VU. Méthodes nouvelles 
pour le calcul des éléments géométriques des carènes inclinées, par M. Doyère, 
Ingénieur de la marine, VIII. Méthode de calcul de M. Krilolf. IX. Méthode 
de M. Risbec pour l'établissement d'un avant-projet sang aucun tracé préalable 
relatif aux formes de la carène. 

ALHEILIG, Ingénieur de la Marine, Professeur à l'École d'application du 
Génie maritime. — Recette, conservation et travail des bois. Outils 
et machines-outils employés dans ce travail 

Broché % fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

BERTIN, Directeur des Constructions navales, Directeur de l'École d'ap
plication du Génie maritime. — État actuel de la marine de guerre. 

Broché a fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

CRONEAU (A ), Ingénieur des Constructions navales, Professeur à l'École 
d'application du Génie maritime. — Canon, torpilles et cuirasse, leur 
installation à bord des bâtiments. 

Broché 2 fr. 5o | Cartonné 3 fr. 

DUDEBODT, Ingénieur do la Marine, Sous-Directeur et Professeur à l'École 
d'Application du Génie mariiimc. — Appareils d'essai des moteurs à 
vapeur. Appareils d'asservissement. 

Broché a fr. 5o | Cartonné 3 fr. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DES G H A N D S - A U G U S T I N S , 55, A PAKIS (6 e). 

Envoi franco dans toute l'Union postale contre mandai-poste ou valeur sur Paris. 

NOUVELLE MÉTHODE 
DE 

P R É V I S I O N D U T E M P S 
P A R 

G a b r i e l G U I L B B R T , 
Lauréat du Concours international de Liège, 

Secrétaire de la Commission météorologique du Calvados. 

A V E C U N E P R É F A C E 

Par Bernard BRUNHES, 
Directeur de l'Observatoire du Puy de Dôme. 

VOLUME IN-8° (a5-i6) DE XXXVIII-344 PAGES, AVEC 80 FIGURES, 

CARTES ET 3 PLANCHES; 1909 , , 0 l 3 FR. 

Sur les instances de nombreux météorologistes, — notamment de 
MM. L. Teisserenc de Bort et B. Brunhes, — M. Gabriel Guilbert vient de 
donner, en un volume d'ensemble, la synthèse des travaux qu'il poursuit 
depuis 1890 sur la marche des dépressions barométriques et la prévision 
du temps à brève échéance. 

L'application de la méthode originale dont il a posé les principes depuis 
de longues années, — mais dont il n'avait jamais donné encore un exposé 
didactique aussi complet, — lui a permis, bien des fois, de prévoir la 
brusque arrivée de tempêtes, restées imprévues par les méthodes usuelles; 
elle lui a assuré le succès au Concours international de prévision du 
temps organisé par la Société belge d'Astronomie à l'occasion de l'Exposi
tion de Liège, en septembre 1905. 

Divers appendices résument l'historique de ce concours de Liège, les 
appréciations de divers météorologistes sur l'œuvre de M. Guilbert, et la 
description des expériences par lesquelles M. B. Brunhes a mis en évi
dence l'action mécanique des courants d'air sur les tourbillons par 
laquelle s'expliquent et se justifient les « règles de Guilbert ». 

Le principal intérêt du présent volume est qu'il donne sur de très nom
breux exemples (il n'y en a pas moins de cinquante), le détail de la pré
vision pratique, illustré par la double carte isobarique du jour et du len
demain. Et l'observateur isolé, qui ne possède pas la carte quotidienne do 
la distribution des pressions sur l'Europe, verra comment il peut suppléer 
aux renseignements qu'elle fournit, par l'examen des nuages et des « suc
cessions nuageuses o. Il le verra,«non seulement en théorie, mais par des 
exemples pratiques : quelques-unes des cartes citées se rapportent, en 
effet, à des prévisions réelles faites par l'auteur, dans un village reculé, 
uniquement d'après l'aspect du ciel, l'observation des vents et du baro
mètre. « C'est en ce sens, déclare M. B. Brunhes dans sa Préface, que 
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LE PRÉSENT LIVRE INTÉRESSE TOUS CEUX QUE PRÉOCCUPE, POUR UNE RAISON THÉO
RIQUE OU PRATIQUE, L'IMPORTANT PROBLÈME DE LA PRÉVISION DU TEMPS. » 

La « Nouvelle méthode de prévision », dont parle ainsi M. Brunhes, 
apporte à la solution de ce problème des éléments décisifs. La Météoro
logie, en effet, ne peut, à l'heure actuelle, ni déterminer la vitesse ou la 
direction des bourrasques, ni annoncer la formation ou la disparition 
des cyclones ou anti-cyclones. Désormais, en recourant aux lois qu'énonce 
M. Guilbert dans son livre, tout météorologiste pourra prévoir, d'un point 
quelconque, ET POUR TOUTE L'EUROPE, les futures variations de pression, soit 
en hausse, soit en baisse, durant les vingt-quatre heures suivantes. L'avenir 
des bourrasques est ainsi précisé à l'avance et la prévision SCIENTIFIQUE du 
temps paraît fondée sur des bases rationnelles, soumises au calcul. 

Table des matières. 
AVANT-PROPOS. — CHAP. I. ETAT ACTUEL DE LA PRÉVISION DU TEMPS. Etat 

actuel de la prévision du temps. Les prévisions du système actuel et leurs 
résultats. — CHAP. II. LA NOUVELLE MÉTHODE. Les lois des variations de pression. 
Principes et règles de prévision du temps. Quelques explications. Vents 
convergents et divergents. Force centrifuge et force centripète. Etablissement 
de la prévision dans un bureau central météorologique. — CHAP. III. Lois, 
principes et règles de prévision pratique du temps. — CHAP. IV. DISCUSSION DE 
CARTES ISOBARIQUES. i" exemple : APPLICATION DE NOTRE MÉTHODE MIXTE DE 
PRÉVISION. ARRIVÉE SUBITE D'UNE BOURRASQUE ( 5 mars 189 .4) · 2· exemple : 
FORMATION CYCLONIQUE AVEC BRUSQUE DESTRUCTION D'ANTICYCLONE (6 dé
cembre 1 8 8 9 ) . 3° exemple : TRAJECTOIRE ANORMALE DES DÉPRESSIONS; DESTRUC
TION D'ANTICYCLONE ET FORMATION DE DÉPRESSION SECONDAIRE (8 février 1 9 0 6 ) . 
4* exemple : AGGRAVATION DE DÉPRESSION; CREUSEMENT DU CENTRE ( 2 4 j u i n 1 9 0 4 ) . 
5" exemple : MÊME CAS D'AGGRAVATION DES BOURRASQUES ( 1 2 octobre i g o 5 ) . 
6" exemple : DÉPRESSION OCÉANIENNE REJETÉE AU LARGE PAR DES VENTS CONVERGENTS 
EN EXCÈS ( i 3 novembre 1 9 0 2 ) : 7 e exemple : même cas : DÉPRESSION OCÉANIENNE 
REJETÉE AU LARGE ( 2 1 novembre 1 9 0 2 ) . 8" exemple : même cas : DÉPRESSION 
OCÉANIENNE REJETÉE AU LARGE ( 1 1 novembre 1 8 9 0 ) 9* exemple : Compression du 
cyclone, DESTRUCTION DE BOURRASQUE ( i 3 février 1 8 9 0 ) . 10·exemple : Compression 
du cyclone et TRANSLATION RAPIDE DU CENTRE DE DÉPRESSION ( 4 mars 1 8 9 1 ) . 11° 
exemple : Compression du cyclone : exemple-type de SUPPRESSION DE BOUR
RASQUE ( 7 mai 1 8 9 2 ) . 12* exemple: VARIATIONS BAROMÉTRIQUES SIMULTANÉES, 
HAUSSE ET BAISSE ( 1 9 janvier 1 9 0 0 ) . — CIIAP.V. PRÉVISIONS QUOTIDIENNES. Prévisions 
fi!;<;tidiennes; I"-I3 novembre i g o 5 . Prévisions quotidiennes : 1 " - 7 mai 1 9 0 7 . — 
CUAP. VI . PRÉVISIONS RÉELLES. Prévisions réelles : avril-mai i g o 3 ( 5 avril, i 5 -
16 avril, 4 'F^1 > 9 o 3 ) . Prévisions réelles : au concours de Liège ( 4 , i 5 , 1 6 , 
1 7 , 18 septembre 1 9 0 5 ) . Prévisions du concours de Liège. (Analyse des cartes 
anciennes, 20 février 1 8 9 3 , 26 juin 1 8 8 0 ) . — CHAP. VII . NOTRE MÉTHODE À 
L'ÉTRANGER. OBJECTIONS. M. Nils Ekholm et les cas des 12 février 1894 et 
2 5 décembre 1 9 0 2 ) . Les objections. — CHAP. VIII . TROIS EXEMPLES TYPIQUE*. 
La tempête du 25 septembre 1 8 9 6 . Une prévision par carte postu'e (sS jan
vier 1 8 9 4 ) . M. Vincent et les situations atmosphériques des 2 9 et 3 i dé
cembre 1 9 0 4 . Conclusion. — C H A r . IX. VÉRIFICATION DES PRÉVISIONS. 

ANNEXES. I. Rapport sur le Concours international de prévision du temps, 
organisé en septembre i g o 5 . (Extraits) , par K.. BERNARD BRUNHES.— II. Note 
de M. LÉON TEISSERENC DE BORL sur le Concours international de prévision du 
temps. — III. Note additionnelle au Rapport sur le Concours de prévision du 
temps, par M. BERNARD BRUNHES.— IV. Sur la théorie des règles de M. Guil
bert pour la prévision du temps (Extraits) , par M. BERNARD BRUNHES. — 
V. Action d'un courant aérien horizontal sur <ze tourbillon vertical, Note de 
M. BERNARD BRUNHES. — Index des situations h~.ométriques. 

PLANCHES I : Cartes d'Europe avec noms des stations météorologiques. — 
I. Reproduction de la carte postale rédigée pal M. Guilbert le 28 janvier 1 8 9 4 . 

— III. Reproduction de la carte postale rédigée par M. Guilbert, le 2 4 sep
tembre 1 8 9 6 . 
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QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS» 55, A PARIS (6 e). 
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T R A I T É 

DE 

PAR 

P A U L APPELL 
Membre do l'Institut, Professeur à la Faculté des Sciences. 

TROIS VOLUMES GRAND IN-8, AVEC FIGURES. 

TOME I. — Statique. Dynamique du point. Volume de x-6i5 pages , 
3* édition entièrement refondue, avec 178 figures ; 1909 2 0 fr. 

TOME II. — Dynamique des systèmes. Mécanique analytique. Volume 
de vi-56o pages. 3" édition entièrement refondue; avec 98 figures ; 
1911 20 fr. 

TOME III. — Équilibre et mouvement des milieux continus. Volumo de 
vii-645pages. 2* édition entièrement refondue; avec 70 fig.; 1908. 2 0 fr. 

Préface de la 3 ' édition. 

En dehors des améliorations do détail apportées à la rédaction et des 
indications bibliographiques nouvelles, nous avons présenté, dans le 
premier Chapitre, la théorie des vecteurs, sous une forme entièrement 
renouvelée, dont le point de départ est dans ce fait que l'on rencontre, 
dans les applications, trois catégories de vecteurs. La première catégorie 
comprend des vecteurs qui sont définis en grandeur, direction et sens, 
mais dont le point d'application peut être pris arbitrairement dans l'espace : 
tels sont les vecteurs qui représentent des axes de couples appliqués à un 
solide; nous appelons les vecteurs de cette catégorie vecteurs non localisés 
(unlocalised), suivant l'expression employée par Al. Love dans sa T/ieore-
tical mechanics, ou encore vecteurs libres. Dans la deuxième catégorie 
figurent des vecteurs définis en grandeurs, direction et sens, pouvant 
glisser arbitrairement sur la droite qui les porte : tels sont les vecteurs 
qui représentent des forces appliquées à un solide ; nous les appelons 
vecteurs localisés sur une droite ou vecteurs glissants. Enfin, dans la 
troisième catégorie, figurent les vecteurs qui ont un point d'application 
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déterminé, comme les vecteurs représentant les vitesses de point3 mobiles 
sur ies forces d'un champ; ces vecteurs sont localisés en un point ou liés 
à leur point d'application. Nous avons, en outre, introduit la distinction, 
si importante en Physique, entre les vecteurs axiaux et les vecteurs 
polaires. 

Comme exercice sur le mouvement d'un point, nous avons étudié les 
cas les-plus simples du mouvement d'une particule électrisée, soumise à 
l'action d'un ehamp électrique et d'un champ magnétique superposés. Ce 
problème a conduit à des recherches mathématiques intéressantes de 
M. Poincaré et de M. Cari Stormez, inspirées par les expériences de 
M. Birkeland et de M. Yillard, et les idées émises par Birkeland et par 
trrhénius sur l'origine des aurores polaires. 

Titres des Chapitres du Tome I (3* édition). 

Introduction. — I™ Partie. /Votions préliminaires.— CHAP. I. Théorie des 
vecteurs. — CHAP. II . Cinématique. — CHAP. III. Principes de la Mécanique : 
Forces, masses. — CHAP. IV. Travail ; fonction des forces. — 11° Partie. Sta
tique. — CHAP. V. Equilibre d'un point ; équilibre d'un système. — CHAP. V I . 
Kquilibre d'un solide. — CHAP. VII. Systèmes déformantes. — CHAP. VIII. 
Principe des vitesses virtuelles. — CHAP. IX. Notions sur le frottement. — 
IIP Partie. Dynamique du point. — CHAP. X . Généralités. Mouvement recti-
ligne. Mouvement des projectiles. — CHAP. X I . Forces centrales. Mouvement 
elliptique des planètes. — CHAP. X I I . Mouvement d'un point sur une courbe 
fixe ou mobile. — CHAP. XIII . Mouvement d'un point sur une surface fixe ou 
mobile. — CHAP. XIV. Equations de Lagrange pour un point. — CHAP. X V . 
Principe de d'Alembert. Principe de la moindre action. — CHAP. X V I . Equa
tions canoniques. Théorème de Jacobi. Applications. 

Titres des Chapitres du Tome II (3* édition). 

Dynamique des systèmes.— CHAP. XVII . Moments d'inertie. — CHAJ>. XVIII . 
Théorèmes généraux sur le mouvement des systèmes. Les sept équations 
universelles du mouvement.— CHAP. X I X . Dynamique du corps solide. 
Mouvements parallèles à un plan.— CHAP. X X . Mouvement d'un solide autour 
d'un point fixe.— CHAP. X X I . Corps solide libre. — CHAP. X X I I . Mouvement 
relatif.— CHAP. X X I I I . Principe de d'Alembert.— CHAP. X X I V . Équations 
générales de la Dynamique analytique.— CHAP. X X V . Equations canoniques. 
Théorèmes de Jacobi et de Poisson. Principes d'Hamilton, de la moindre 
action et de la moindre contrainte.— CHAP. X X V I . Chocs et percussions.— 
CHAP. X X V I I . Notions sur les machines. Similitude. 

litres des Chapitres du Tome III (2' édition). 

CHAP.XXVIII. Intégrales de volumes, de surfaces et de lignes. — CHAP. X X I X . 
Attraction, potentiel.— CHAP. X X X . Equilibre et mouvement intérieurd'une 
masse continue. — CHAP. X X X I . Hydrostatique. — CHAP. X X X I I . Déformation 
d'un milieu continu ; propriétés géométriques. — CHAP. X X X I I I . Cinématique 
des milieux continus.— CHAP. X X X I V . Dynamique des fluides parfaits; théo
rèmes généraux. — CHAP. X X X V . Théorie des tourbillons.— CHAP. X X X V I . 
Mouvements parallèles à un plan fixe.— CHAP. X X \ V I I . Notions sur la théorie 
de l'élastici^. — CHAP. X X X V I I I . Equations du mouvement d'un fluide 
visqueux. - ,>nr l'action euclidienne (note de MM. F. et E . COSSERAT). 
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ŒUVRES COMPLÈTES 

D E L A G R A N G E 
PUBLIÉES P A S LBS SOINS DE 

J.-A. SERRET et G. DARBOUX, 
Membres de l'Institut, 

Sous les auspices du Ministre de l'Instruction publique. 

Quatorze volumes in-4 ( 2 8 X 2 3 ) avec un beau portrait de LAGRANGE. 
gravé sur cuivre par ACH. MARTINET. 

La 1" Série eomprend tous les Mémoires imprimés dans les Recueils des 
Académies de Turin, de Berlin et de Paris, ainsi que les Pièces diverses 
publiées séparément. Cette série forme 7 Volumes (Tomes l à V I I ; 1 8 6 7 - 1 8 7 7 ) , 
qui se vendent séparément 3o fr. 

La 2· Série, qui esten cours de publication, se compose de 7 Volumes, qui 
renferment les Ouvrages didactiques, la Correspondance et les Mémoires iné
dits, savoir : 

TOME V I I I : Bésolution des équations numériques. In-4; 1 8 7 9 18 fr. 
TOME IX : Théorie des fonctions analytiques. In -4 ;

 T88i 18 fr. 
TOME X : Leçons sur le calcul des Fonctions. In -4 ; *884 >8 fr. 
TOME X I : Mécanique analytique (I™ Partie), avec Notes de J. BER

TRAND et G. DAMÌOUX; 1888 ao fr. 
TOME XII : Mécanique analytique (11· Partie), avec Notes de J. BER

TRAND et G. DARIIOUX; 1889 ao fr. 
TOME XIII : Correspondance inédite avec d'Alembert, publiée d'après 

les manuscrits autographes et annotée par LUDOVIC LALANNE ; 1 8 8 2 . . iS fr. 
TOME XIV : Correspondance de Lagrange avec Condorcet, Laplace, 

Euler et divers savants, publiée et annotée par LUDOVIC LALANNE , 
avec deux fac-similés; 1892 , i5 fi. 

LE TOME 1 contient : Recherche.» sur la méthode de maximis et minimis, 
— Sur l'intégration d'une équation différentielle à différences finies, qui 
contient la théorie des suites récurrentes. — Recherches sur la nature et la 
propagation du son. — Nouvelles recherches sur la nature et la propagation 
du son. — Addition aux premières recherches sur la nature et la propagation 
du son. — Essai d'une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les 
minima des formules intégrales indéfinies. — Application de la méthode ex
posée dans le Mémoire précédent à la solution de différents Problèmes de 
Dynamique. —Solution de différents Problèmes de Calcul intégral, avec une 
application à la théorie de Jupiter et de Saturne, — Solution d'un Problème 
d'Arithmétique. 
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Le TOME II contient : Sur l'intégration de quelques équations différentielles 
dont les indéterminées sont séparées, mais dont chaque membre en particulier 
n'est point integrable. — Sur la méthode des variations. — Recherches sur le 
mouvement d'un corps qui est attiré vers deux centres fixes. — Sur la figure 
des colonnes. — Mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu 
entre les résultats de plusieurs observations, dans lequel on examine les avan
tages de celte méthode par le Calcul des probabilités, et où l'on résout diffé
rents problèmes relatifs à celte matière. — Sur la percussion des fluides. — 
Sur une nouvelle méthode de Calcul intégral par les différentielles affectées 
d'un radical carré sous lequel la variable ne passe pas par le quatrième 
degré. — Sur les courbes tautochroncs. — Mémoire sur le passage de Vénus du 
3 juin 1769 . — Sur la solution des problèmes indéterminés du second degré. 

— Sur la résolution des équations numériques. — Additions au Mémoire sur 
la résolution des équations numériques. — Nouvelle méthode pour résoudre 
les Problèmes indéterminés en nombres entiers. 

Le TOME I I I contient : Nouvelle méthode pour résoudre les équations litté
rales par le moyen des séries. — Sur la force des ressorts plies. — Sur le Pro
blème de Kepler. — Sur l'élimination des inconnues dans les équations. — 
Nouvelles réflexions sur les lautochrones. — Démonstration d'un Théorème 
d'Arithmétique. — Réflexions sur la résolution algébrique des équations. — 
Démonstration d'un Théorème nouveau concernant les nombres premiers. — 
Sur une nouvelle espèce de Calcul relatif à la différentialion et à l'intégration 
des quantités variables. — Sur la forme des racines imaginaires des équations. 
— Sur les réfractions astronomiques. — Sur l'intégration des équations à 
différences partielles du premier ordre. — Nouvelle solution du Problème du 
mouvement de rotation d'un corps de figure quelconque qui n'est animé par 
aucune force accélératrice. — Sur l'attraction des sphéroïdes elliptiques. — 
Solutions analytiques de quelques Problèmes sur les pyramides triangulaires. 
— Recherches d'Arithmétique. 

Le TOME I V , en tête duquel se trouve le portrait de Lagrange gravé sur 
acier, contient : Sur les intégrales particulières des équations différentielles.— 
Sur le mouvement des noeuds des orbites planétaires. — Recherches sur les 
suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs manières différentes, 
ou sur l'intégration des équations linéaires aux différences finies et partielles: 
et sur l'usage de ces équations dans la théorie des hasards. — Sur I altération 
des moyens mouvements des planètes. — Solutions de quelques problèmes 
d'Astronomie sphérique par le moyen des séries. — Sur l'usage des fractions 
continues dans le Calcul intégral. — Solution algébrique d'un Problème de 
Géométrie. — Recherches sur la détermination du nombre des racines imagi
naires dans les équations littérales. — Sur quelques Problèmes de l'Analyse de 
Diophante. — Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps qui 
s'attirent mutuellement en raison inverse des carrés des distances. — Ré
flexions sur l'échappement. — Sur le Problème de la détermination des orbites 
des Comètes d'après trois observations. — Sur la théorie des lunettes. — Sur 
une manière particulière d'exprimer le temps dans les sections coniques, dé
crites par des forces tendantes au foyer et réciproquement proportionnelles au 
carré deî ár-í-inces. — Sur différentes questions d'Analyse relatives à la théorie 
des intégrales particulières. — Sur la construction des Cartes géographiques. — 
Sur la théorie du mouvement des fluides. 

Le TOME V contient : Théorie de la libration de la Lune et des autres phé
nomènes qui dépendent de la figure non sphérique de cette planète. —Théorie 
des variations séculaires des planètes ( I " Partie). — Théorie des variations 
séculaires des éléments des planètes (11· Partie). — Théorie des variations 
périodiques des mouvements des planètes ( I " Partie). — S u r les variations 
séculaires des mouvements moyens des planètes. — Théorie des variations pé
riodiques des mouvements des planètes ( II* Partie). — Sur la manière de 
rectifier les méthodes ordinaires d'approximation pour l'intégration des équa
tions du mouvement des planètes. — Sur une méthode particulière d'approxi
mation et d'interpolation. — Sur une nouvelle propriété du centre de gra
vité. — Méthode générale pour intégrer les équations aux différences 
partielles du premier ordre, lorsque ces différences ne sont que linéaires. — 
Théorie géométrique du mouvement des aphélies des planètes, pour servir 
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d'addition aux Principes de Newton, relatifs à la propagation du son et au 
mouvement aes ondes. — Mémoire sur une question concernant les annuités. — 
Mémoire sur l'expression du terme général des séries récurrentes, lorsque 
l'équation génératrice a des racines égales. — Mémoire sur les sphéroïdes 
elliptiques. — Mémoire sur la méthode d'interpolation. — Mémoire sur l'équa
tion séculaire de la Lune. — Mémoire sur une loi générale d'Optique. — Rap
ports. 

Le TOME VI contient : Recherches sur la libration de la Lune. — Recherches ' 
sur les inégalités des satellites de Jupiter. — Essai sur le problème des trois 
Corps. —Sur l'équation séculaire de la Lune. — Recherches sur la théorie 
des perturbations que les cómeles peuvent éprouver par l'action des planètes. 
— Recherches sur la manière de former des Tables des planètes, d'après les 
seules observations. — Lettres à Laplace sur la théorie des inégalités sécu
laires des planètes. — Recherches sur les équations séculaires des mouvements 
des nœuds et des inclinaisons des orbites des planètes. — Mémoire sur la 
théorie des variations des éléments des planètes, et en particulier des varia
tions des grands axes de leurs orbites. — Mémoire sur la théorie générale de 
la variation des constantes arbitraires danstous"Ies problèmes de Mécanique.— 
Second Mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dan« 
les problèmes de Mécanique. 

Le TOME VII contient : Additions aux éléments d'Algèbre d'Eulcr, Analyse 
indéterminée. — Leçons élémentaires sur les Mathématiques données à l'Ecole 
Normale en 1 7 9 5 . — Essai d'Analyse numérique sur la transfoimalion des 
fractions. — Sur le principe des vitesses virtuelles. — Discours sur l'objet de 
la théorie des fonctions analytiques. — Solutions de quelques Problèmes rela
tifs aux triangles sphériques, avec une analyse complète de ces triangles. — 
Eclaircissement d'une difficulté singulière qui se rencontre dans le calcul de 
l'attraction des sphéroïdes très peu différents de la sphère. — Compas de 
réduction pour la distance de la Lune aux étoiles. — Sur l'origine dos 
comètes. — Remarques sur la méthode des projections pour le calcul des 
éclipses de Soleil ou d'étoiles. — Sur le calcul des éclipses sujettes aux paral
laxes. — Nouvelle méthode pour déterminer l'orbite des comètes d'après les 
observations. — Nouveau moyen de déterminer la longitude de Jupiter et de 
Saturne au moyen d'une Table à simple entrée. — Addition au Mémoire sur 
le calcul des éclipses sujettes aux parallaxes. — Sur la diminution de l'obli
quité de l'écliptique. — Sur les interpolations. — Valeurs des variations 
annuelles des éléments des orbites des planètes. — Equation pour la détermi
nation des éléments de l'orbite d'une planète ou d'une comète au moyen de 
trois observations peu éloignées.— Essai d'Arithmétique politique sur les pre
miers besoins de l'intérieur de la République. — Lellcra di Luigi di La Grange 
Tournier, Torinese, all'illustrissimo signor conte Giulio Carlo da Fagnano, 
contenente una nuova serie per i dilfcrenziali ed integrali di qualsivoglia 
grado, corrispondente alia Newloniana per le potestà e le radici. — Note sur 
un paradoxe qu'on rencontre dans les formules de l'attraction d'un point sur 
une surface sphérique quelconque. — Note sur la métaphysique du Calcul infi
nitésimal. — Formules relatives au mouvement du boulet dans l'intérieur du 
canon, extraites des manuscrits de Lagrange, par Poisson. 

Le TOME VIII (Résolution des équations numériques) contient : Méthode 
pour trouver, dans une équation numérique quelconque, la valeur entière la 
plus approchée de chacune de ses racines réelles. — De la manière d'avoir les 
racines égales et les racines imaginaires des équations. — Nouvelle méthode 
pour approcher des racines des équations numériques. — Application des mé
thodes précédentes à quelquesexemples. —Sur les racines imaginaires. ( 1 . Sur 
la manière de reconnaître si une équation a des racines imaginaires. — 2. Où 
l'on donne des règles pour déterminer dans certains cas le eombre des racines 
imaginaires des équations. — 3. Oii l'on applique la théorie précédente aux 
équations des second, troisième et quatrième degrés. — i. Sur la manière de 
trouver les racines imaginaires d'une équation.) — Sur la manière d'approcher 
de la valeur numérique des racines des équations par les fractions continues. 
( 1. Sur les fractions continues périodiques. — 2. Où l'on donne une manière 
très simple de réduire en fractions continues les racines des équations du 
second degré. — 3. Généralisation dé la théorie des fractions continues. — 
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4. Où l'on propose différents moyens pour simplifier le calcnl des racines par 
les fractions continues.) — Notes sur la théorie des équations algébriques. 

Le TOME I X (Théorie des fonctions analytiques) contient : INTRODUCTION. 
Des fonctions en général; des fonctions primitives et dérivées. — Des diffé
rentes manières dont on a envisagé le Calcul différentiel- — Objet de cet Ou
vrage. — 1" PARTIE : Exposition de la théorie avec ses principaux usages 
dans l'Analyse. — II* PARTIE : Application de la théorie des fonctions à la 
Géométrie. — III* PARTIE : Application delà théorie des fonctions à la Méca
nique. — NOTE de Serret 

Le TOME X ( Leçons sur LE Calcul DES fonctions) contient : Avertissement. — 
Sur l'objet du Calcul des Fonctions et sur les Fonctions en général. — Sur 
le développement d'une Fonction d'une variable, lorsqu'on attribue un accrois
sement à celte variable. Loi générale de ce développement. Origine des Fonc
tions dérivées. Différents ordres de ces Fonctions. Leur notation. — Fonctions 
dérivées des puissances. Développement d'une puissance quelconque d'un 
binôme. — Fonctions dérivées des quantités exponentielles et logarithmiques. 
Développement de ces quantités en séries. — Fonctions dérivées des sinus et 
cosinus d'angles exprimés par les sinus et cosinus. Développement de ces 
quantités en séries. — Fonctions dérivées des quantités composées de diffé
rentes fonctions d'une même variable on dépendantes de ces fonctions par des 

différentes variables. — Du développement des Fonctions lorsqu'on donne â 
la variable une valeur dé&srminée. Cas dans lesquels LA règle générale est en 
défaut. Analyse de ces cas. Des valeurs des fractions dont le numérateur et le 
dénominateur s'évanouissent à LA fois. — De la manière D'avoir les limites du 
développement d'une fonction, lorsqu'on n'A égard qu'à un nombre déterminé 
de termes. Cas dans lesquels les principes du Calcul différentiel sont en défaut. 
Théorème fondamental. Limites de plusieurs séries. Manière rigoureuse D'in
troduire les Fonctions dérivées dans la théorie des courbes et dans celle des 
mouvements variés. — Des équations dérivées et de leur usage pour LA trans
formation des Fonctions. Analyse des sections angulaires. — Suite de L'analyse 
des sections angulaires, où l'on démontre les formules générales données dans 
la Leçon Précédente. — Théorie générale des équations dérivées et des cons
tantes arbitraires. Théorie des multiplicateurs des équations dérivées. — 
Des valeurs singulières qui satisfont aux équations dérivées, ET qui ne sont pas 
comprises dans les équations primitives. Théorie des équations primitives sin
gulières. — Comment L'équation primitive singulière résulte de L'équation 
dérivée. — Equations dérivées qui ont des équations primitives singulières 
données. Analyse d'une classe d'équations de tous les ordres qui ont toujours 
nécessairement des équations primitives singulières. — Sur différents Pro
blèmes relatifs à la théorie des équations primitives et singulières. — Digres
sion sur les équations aux différences finies, sur le passage de ces différences 
aux différentielles et sur l'invention du Calcul différentiel. — Des fonctions 
de deux ou plusieurs variables; de leurs fonctions dérivées. Notation et forma
tion de ces fonctions. — Equations dérivées à plusieurs variables. Théorie DE 
ces équations. Méthodes générales pour trouver les équations primitives des 
équations du premier ordre A plusieurs variables. Des équations DE condition 
par lesquelles on peut reconnaître si une fonction D'un ordre quelconque de 
plusieurs variables est une fonction dérivée exacte. Analogie de ces équations 
tvec celles du problème des isopérimètres. Histoire de ce problème. Méthode 
/es variations. — Méthode des variations, déduite DE la considération des 
'onctions. 

Les TOMES X I et XII comprennent LA Mécanique ANALYTIQUE (voir prospectus 
spécial) 

Le TOME XIII (CORRESPONDANCE) contient 72 Lettres inédites qui sont publiées 
d'après tes manuscrits autographes DE d'Alembert et de Lagrange conservés à 
la Bibliothèque de L'Institut DE France. Ces Lettres, d'UN grand intérêt scien
tifique et historique, sont mises EN ordre et annotées par Ludovic Lalanne. 

Le TOME XIV ET dernier renferme, entre autres, la Correspondance inédite de 
Lagrange avec Condorcet, Euler, Laplace, etc.; il est précédé D'une Notice 
destinée & compléter celle que L'on doit à Delarobre. et qui A été reproduite en 
Vête DU premier Volume DE LA Collection. 

Fonctions dérivées à 
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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 

Dans cette édition française, le texte de l'illustre Maxwell a été scrupu
leusement respecté; mais, en raison môme de la fidélité avec laquelle le 
traducteur a suivi l'original, on a jugé utile d'ajouter quelques éclaircis
sements destinés à faciliter l'étude de cet Ouvrage aux lecteurs peu fami-
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liarisés avec les formes de l'enseignement anglais. Dans le même but, on a 
complété l'Ouvrage par des Notes sur certaines questions qui no sont pas 
encore entrées dans notre enseignement ( Théorie des Quaternions, Théorie 
des'Sphériques harmoniques, etc.), et par des renseignements bibliogra
phiques. 

Sous cette forme, l'édition française peut être lue avec fruit par nos pro
fesseurs et mémo par les élèves des Facultés et dos Écoles spéciales. 

Avec les progrès qui s'accomplissent tous les jours dans l'utilisation prati
que de l'Électricité, les ingénieurs-électriciens sont amenés inévitablement 
à perfectionner leurs connaissances théoriquos, spécialement en ce qui con
cerne les mesures électriques. L'Ouvrage de Maxwell contient précisément 
un bon nombre de Chapitres, d'une lecture aisée, où se trouvent exposées, 
avec une clarté parfailo, les théories de ces méthodes rigoureuses dont l'u
sage est devenu si général. Les Notes relatives aux questions soulevées par 
le dernier congrès dos électriciens ajouteront encore a l'intérêt qui s'attache 
actuellement à ces études. L'ingénieur-électricien trouvera donc également 
grand profit à consulter et à méditer le livre do Maxwell 

TABLE DES MATIÈRES DU TOME I. 

PRÉLIMINAIRES. — De la mesure des quantités. Les trois unités fonda 
mentales. Unités dérivées. De la continuité et de la discontinuité en Physique. 
Discontinuité d'une fonction de plusieurs variables. Discontinuité des dérivées 
d'une fonction continue. Fonctions périodiques et fonctions multiformes. Rela 
tion entre les quantités physiqueset les directions dans l'espace. Des inté
grales suivant une ligne. Des potentiels. Cyclose des surfaces et des régions. 
Des intégrales sur une surface. Des tubes et des lignes de flux. Des régions 
péripliractiques. Des relations dextrogyres et lévogyres dans l'espace. Effet de 
l'opérateur A sur une fonction vectorielle. «4 

Première Partie. — Électrostat ique. 
CHAPITRE I"'. — Description des phénomènes. Electrisation par frotte

ment. Electrisalion par induction. Electrisation par conduction. Conducteurs 
et isolants. Théorie "de deux fluides. Théorie d'un seul fluide. Mesure de la 
force qui s'exerce entre les corps électrisés. Variation de la force avec la dis
tance. Définition de l'unité électrostatique d'électricité. Dimensions de l'unité 
électrostatique de quantité. Démonstration de la loi de la force électrique. Le 
champ électrique. Force électromotrice et potentiel. Surfaces équipoten-
lielles. Lignes de force. Tension électrique. Force éleclromotrice. Capacité 
d'un conducteur. Accumulateurs électriques. — Propriétés des corps relati
vement à l'électricité statique. Résistance au passage de l'électricité à tra
vers un corps. — Diélectriques. Pouvoir inducteur spécifique. Absorption de 
l'électricité. Décharge disruptive. L'effluve électrique. L'aigrette électrique. 
L'étincelle électrique. Phénomènes électriques de la tourmaline. — Plan de 
cet Ouvrage. 

CHAPITRE II. — Théorie mathématique élémentaire de l'électricité sta
tique. Définition de l'électricité considérée comme quantité mathématique. — 
Densité électrique. Distribution dans l'espace. Distribution sur une surface. 
Distribution sur une ligne. Définition de 1 unité d'électricité. Loi de la force 
agissant entre les corps électrisés. Force résultante entre deux corps. Intensité 
résultante en un point. Intégrale de l'intensité électrique, ou force électro
motrice suivant un arc de courbe. Des fonctions de la position d'un point. Des 
fonctions potentielles. Expression de l'intensité résultante et de ses compo
santes, en fonction du potentiel. Le potentiel e9t le même en tous les points 
situés à l'intérieur d'un conducteur. Potentiel dû à un système électrique 
quelconque. Sur la démonstration de la loi de l'inverse du carré des dis
tances. Théorie de cette expérience. Intégrale de l'induction électrique, et dé
placement électrique à travers une surface. Induction à travers une surface 
fermée due à un seul centre de force. Des équations de Lapiace et de Poisson. 
V a r i a t i o n du potentiel sur une surface chargée. Force agissant sur unesurface 
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éleclrisée. Surface électrisée d'un conducteur. Des lignes de force. Du pouvoir 
inducteur spécifique. Distribution apparente de l'électricité. 

CHAPITRE III. — Du travail électrique et de l'énergie d'un système de 
Conducteurs. — Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour char
ger d'une manière donnée un système électrisé. Théorie d'un système de con
ducteurs. Dimensions des coefficients. De certaines conditions auxquelles 
doivent satisfaire les coefficients. Travail des forces électriques pendant le dépla
cement d'un système de conducteurs isolés et électrisés. Travail des forces 
électriques pendant le déplacement d'un système dont les potentiels sont 
maintenus constants. De la comparaison des systèmes électrisés semblables. 

CHAPITRE IV. — Théorèmes généraux. Théorème de Green. Énoncé du théo
rème de Green. Fonction de Green. Théorème de Thomson. Limites entre les
quelles doit être comprise la capacité électrique d'un conducteur. 

CHAPITRE V. — Action mécanique entre deux systèmes électrisés. 
CHAPITRE VI. — Des points et des lignes d'équilibre. Théorème d'Earn-

ahaw. 
CHAPITRE VII . — Forme des surfaces équipotentielles et des lignes d'in

duction dans des cas simples. N O T E I, relative â la construction de la planche 
III ; par M. A. Cornu. NOTE II, relative au tracé des lignes de force dans le cas 
où le champ électrique est symétrique autour d'un axe de révolution ; par 
MM. A. Cornu et A. Potier, 

CHAPITRE VIII. — Cas simples de distribution. Deux plans parallèles. 
Deux surfaces sphériques concentriques. Deux surfaces cylindriques infinies ayant 
même axe. 

CHAPITRE IX. — Sphériques harmoniques. Des points singuliers où le po-

un conducteur A peu près sphérique. Note sur les sphériques harmoniques; par 
M. Potier. 

CHAPITRE X. — Surfaces du deuxième degré homofocales. Solutions par
ticulières. Hyperbololdes à deux nappes. Hyperboloïde à une nappe. Ellipsoïdes. 
Cas particuliers. 

CHAPITRE XL—Théorie des images électriques etde l'inversion électrique. 
Théorie des images électriques. Images dans une surface plane conductrice 
indéfinie. Di l'inversion électrique. Sur les systèmes finis d'images successives. 
Cas de deux sphères orthogonales. Distribution de l'électricité sur trois sur
faces sphériques orthogonales. Système de quatre sphères orthogonales soumis 
à l'influence d'un point électrisé. Deux sphères qui ne se coupent pas. Distri
bution électrique sur deux sphères en contact. Application de l'inversion 
électrique au cas d'une calotte sphérique. Distribution sur un ellipsoïde. Dis
tribution sur un disque. Application du principe de l'inversion électrique. 
Influence d'un point électrisé situé sur la partie non employée de la surface 
sphérique. Influence d'un nombre quelconque de points électrisés. 

CHAPITRE X I I . Théorie des fonctions conjuguées à deux dimensions. 
Définitions des fonctions conjuguées. Représentation graphique d'une fonction 
qui est la somme de deux fonctions données. Théorèmes additionnels relatifs 
aux fonctions conjuguées. Exemple I : Inversion. Inversion des figures à deux 
dimensions, Exemple II : Images électriques dans les figures à deux dimen
sions. Exemple III : Transformation du cas précédent par Neumann. Exemple IV: 
Distribution près de l'arête d'un conducteur formé de deux faces planes. 
Exemple V : Ellipses et hyperboles. Exemple VI : Pl. XI. Correction pour l'épais-
teur du plateau. Densité près des bords. Théorie de l'anneau de garde de 
fhomson. Exemple VII : Pl. XII. Exemple VIII : Théorie d'un grillage de fils 
parallèles ( Pl. XIII). Méthode d'approximation. 

CHAPITRE XIII . — Instruments électrostatiques. Instruments électrosta
tiques. Machines électriques. L'électrophore de Volta. Des machines qui pro
duisent de l'électricité au moyen de travail mécanique. Des électromètres et 
des électroscopes. Balance de torsion de Coulomb. Electromètres pour la me
sure des potentiels. De la mesure du potentiel électrique. Mesurer le potentiel 
en un point de l'air. Mesure de la densité superficielle ou de la distribution. 
Théorie du plan d'épreuve. Des accumulateurs électriques et de la mesure des 
capacités. Le condensateur à anneau de garde. Comparaison de la capacité des 
condensateurs. 

Distribution de l'électricité sur 
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DEUXIÈME PARTIE. — ÉLECTROCINÉTIQUE. 

CHAPITRE I " . — Le courant électrique. Des courants permanents. La pile 
voltaïque. Propriétés du courant. Action électrolytique du courant. Action magné
tique du courant. 

CHAPITRE 11. — Conduction et résistance. Loi de Ohm. Production de la 
chaleur par le courant. 

CHAPITRE III.— Force électromotrice produite entre les corps en contact 
Potentiels de substances différentes mises en contact. 

CHAPITRE IV. — Ëlectrolyse. Conduction électrolytique. De la-conservation 
de l'énergie dans l'électrolyse. 

CHAPITRE V. — Polarisation électrolytique. Des éléments voltaïques con
stants. 

CHAPITRE VI. — Gourants électriques linéaires. Des systèmes de conduc
teurs linéaires. Loi de Ohm. Conducteurs linéaires disposés en série. Potentiel 
en un point de la série. Résistance d'un conducteur multiple. Intensité dans 
une branche d'un conducteur multiple. Résistance longitudinale des conduc
teurs à section uniforme. Dimensions des quantités qui figurent dans ees équa
tions. Des systèmes de conducteurs linéaires, en général. Chaleur développée 
dans le système. 

CHAPITRE V I I . — Conduction dans l'espace à trois dimensions. Notation 
des courants électriques. Des lignes de Uux, Des nappes de courants et des 
fonctions d'intensité. Équation de continuité. Quantité d'électricité qui passe à 
travers une surface donnée. 

CHAPITRE VIII. — Résistance et conductibilité dans l'espace à trois dimen
sions. Des relations les plus générales entre l'intensité et la force électromotrice. 
Production de chaleur. Condition de stabilité. Équation de continuité dans un 
milieu homogène. Calcul approché de la résistance d'un conducteur de forme 
donnée. 

CHAPITRE IX. — Conduction dans les milieux hétérogènes. Des conditions 
qui doivent être satisfaites à la surface de séparation de deux milieux conduc
teurs. Application du principe des images. Conduction dans une plaque séparant 
deux milieux. Des conducteurs stratifiés. 

CHAPITRE X . — Conduction dans les diélectriques. Conduction à travers 
un condensateur. Théorie des diélectriques composés. Exemple mécanique pour 
faire comprendre les propriétés des diélectriques. 

CHAPITRE XI . — Mesure de la résistance électrique, l'orme des bobines 
de résistance. De la comparaison des résistances. Sur l'emploi du pont de Wheat-
stone. De la mesure des petites résistances. Comparaison des grandes résistances. 
Méthode de Thomson pour déterminer la résistance d'un galvanomètre. Méthode 
de Manee pour déterminer la résistance de la pile. De la comparaison des forces 
electromotrices. 

CHAPITRE XII. — De la résistance électrique des corps. De la résistance 
électrique des métaux. De la résistance électrique des électrolytes. De la résis
tance électrique des diélectriques. 

T A B L E D E S M A T I È R E S D ü T O M E I I . 

TROISIÈME PARTIE. — MAGNÉTISME. , 

CHAPITRE I". — Théorie élémentaire du magnétisme. Relation entre les 
pôles d'un aimant. Théorie de la matière magnétique. Sens du mot polarisa
tion. Sens du terme polarisation magnétique. Propriétés d'une molécule ai
mantée. Moment magnétique. Intensité d aimantation. Composantes de l'ai
mantation. Action d'une molécule magnétique sur une autre. Positions parti
culières. Energie potentielle d'un aimant placé dans un champ magnétique. 
Moment magnétique et axe d'un aimant. Développement du potentiel d'un 
aimant en harmoniques solides. Du centre d'un aimant et de ses axes primaire 
et secondaire. — Pi. XIV : Deux cylindres magnétisés transversalement. 

CHAPITRE II. — Force et induction magnétiques. Intégrale de la force 
magnétique le long d'une ligne. Intégrale de l'induction magnétique sur une 
surface. Potentiel vecteur de l'induction magnétique. 
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CHAPITRE Ili. — Solénoïdes et feuillets magnétiques. Formes particu
lières d'aimants. Feuillets magnétiques. Forme du potentiel des aimants solé-
noïdaux et lamellaires. Des angles solides. Energie potentielle d'un feuillet 
magnétique placé dans un champ de force magnétique. 

CHAPITRE IV. — Aimantation induite. Définition du coefficient d'aiman
tation induite. 
_ CHAPITRE V. — Problèmes particuliers relatifs à l'induction magné

tique. Feuillet sphérique creux. Cas d'une sphère où les coefficients d'aiman
tation ne sont pas les mêmes dans les différentes directions. Magnétisme d'un 
navire. — Pl.- XV" : Cylindre aimanté transversalement, placé nord et sud, dans 
un champ magnétique uniforme. — Pl. X V I : Cylindre aimanté transversale
ment placé est et ouest dans un champ magnétique uniforme. 

CHAPITRE VI. — Théorie du magnétisme induit de Weber. — Effet de 
l'aimantation sur les dimensions de l'aimant. 

CHAPITRE VII. — Mesures magnétiques. Théorie de la méthode du mi
roir. Détermination de la direction de l'axe d'un aimant et de la direction 
du magnétisme terrestre. Mesure des forces magnétiques. — Méthode des 
sinus. — Méthodes des oscillations. Suspension bifilaire. 

CHAPITRE VIII. — Du Magnétisme terrestre. — Cartes magnétiques. 
Trouver la partie de la force magnétique observée qui est due aux causes 
extérieures et celle qui est due aux causes intérieures. 

Quatrième Partie. — Électromagnétisme. 

CHAPITRE I". — Force électromagnétique. Action d'un circuit électrique 
sur un système magnétique. Réaction du système magnétique sur le courant 
électrique. Note I. — De l'équivalence d'un courant plan infiniment petit et 
d'un petit aimant de même puissance, par A. Cournj. — Note II relative à la 
construction de la Pl. XVII , par A. CORNU. — Pl. XVII et XVIII : Champ ma
gnétique uniforme troublé par un courant électrique dans un conducteur 
rectiligne. — Pl. X V I I ô û .· Construction des lignes de force, des lignes équi-
potentielles. 

CHAPITRE II. — Recherches d'Ampère sur l'action mutuelle de deux 
courants. 

CHAPITRE III. — Induction des courants électriques. Phénomènes d'in
duction électromagnétique. Loi de Lenz. 

CHAPITRE IV. — Induction d'un courant sur lui-même. 
CHAPITRE V. — Sur les équations du mouvement d'un système à liai

sons. Les variables. Les vitesses. Les forces. Les quantités de mouvement. 
Accroissement de l'énergie cinétique. Equations du mouvement de Hamilton. 
Expression de l'énergie cinétique en fonction des quantités de mouvement et 
des vitesses. Note relative aux équations de Lagrange, par A. P O T I E R . 

CHAPITRE VI. — Théorie dynamique de l'Electromagnétisme. 
CHAPITRE VII. — Théorie des circuits électriques. Force électromotrice. 

Force électromagnétique. Action mécanique entre les deux circuits. 
CHAPITRE VIII. — Exploration du cnamp au moyen du circuit secon

daire. Force électromotrice agissant sur la pièce glissante. Force électroma
gnétique agissant sur la pièce glissante. Quatre définitions d'une ligue d'induc
tion magnétique. Equations générales de la force électromotrice. Force électro
magnétique agissant sur un conducteur traversé par un courant et mobile dans 
an champ magnétique. 

CHAPITRE IX. — Equations générales du champ magnétique. Expressions 
en quaternions des équations électromagnétiques. 

CHAPITRE X . — Dimensions des unités électriques. Nombre d'unités 
électrostatiques contenues dans une unité électromagnétique. Système pratique 
d'unités électriques. 

CHAPITRE X I . — Energie et tensions dans le champ électromagnétique. 
Énergie électrostatique, magnétique, électrocinétique. 

CHAPITRE XII . — Nappes de courant. Fonction de courant. Induction de 
courants électriques dans une nappe de conductibilité infinie. Théorie d'une 
nappe de courant plane. Théorie du disque tournant d'Arago. Nappe de courant 
sphérique. Aimant cylindrique ou solenoide. Solenoide sans fin. 

CHAPITRE X I I I . — Gourants parallèles. Trouver la répulsion X entre deux 
parties du fil. Force électromotrice nécessaire pour produire un courant d'in-
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lensité variable le long d'un conducteur cylindrique. Sur la moyenne distance 
géométrique de deux figures dans un plan. — Note I, sur les fonctions dites 
complètes, par A . POTIER. — Note II , sur l'induction ds conducteurs magné
tiques, par A . POTICR. — Note III, par A . POTIER. 

CHAPITRE XIV. — Courants circulaires. Potentiel magnétique dû à un cou
rant circulaire. Energie potentielle de deux courants circulaires. Trouver 1\1 
au moyen des intégrales elliptiques. Tracer les lignes de force magnétique pour 
un courant circulaire. Etant données la longueur totale et la grosseur du fil, 
trouver la forme de la bobine pour laquelle le coefficient de self-induction est 
maximum. — Note, par A. P O T I E R . — APPENDICES : Table. — Self-induction d'une 
bobine circulaire à section rectangulaire. 

CHAPITRE X V . — Instruments électromagnétiques. Galvanomètres. Gal
vanomètres étalons. Dispositif de Gaugain. Dispositif d'Helmholtz. — Pl. X I X : 
Deux courants circulaires. — Galvanomètre à trois bobines. De la grosseur qu'il 
convient de donner au fil d'un galvanomètre, étant donnée la résistance exté
rieure. Galvanomètres sensibles. Bobines suspendues. Electrodynamomètre de 
Weber, — Pl. X X : Courant circulaire dans un champ de force uniforme; po
sition stable; position instable. 

CHAPITRE XVI . — Observations électromagnétiques. D'après trois élon-
gations consécutives, déterminer la lecture qui correspond à la position d'équi
libre. Déterminer le décroissement logarithmique. Période d'oscillation. Des 
observations au galvanomètre. Valeur la plus avantageuse de la déviation. Sur 
la meilleure manière d'envoyer le courant. Mesure d'après la première élonga-
tion. Comment doit se faire une série d'observations. Méthode de multiplication. 
Mesure des courants instantanés. Méthode de recul. Méthode démultiplication. 

CHAPITRE XVII . — Comparaison des bobines. Détermination expérimentale 
des constantes électriques d'une bobine. Comparaison des coefficients d'induc
tion. Comparaison d'un coefficient de self-induction avec un coefficient d'in
duction mutuelle. Comparaison des coefficients de self-induction 

CHAPITRE XVIII . — Unité électromagnétique de résistance. Détermination 
de la résistance d'une bobine en mesure électromagnétique. Méthode de Weber 
pour les courants instantanés. Méthode de Weber, par l'observation du décrois
sement des oscillations d'un aimant. Méthode de Tndmson par la bobine tour
nante. Méthode calorimétrique de Joule. 

CHAPITRE X I X . — Comparaison des unités électrostatiques et des unités 
électromagnétiques. Détermination du nombre d'unités électrostatiques con
tenues dans une unité électromagnétique. Comparaison des unités d'électricité. 
Expression de V sous forme de résistance. Capacité électrostatique en mesure 
électromagnétique. Comparaison de la capacité électrostatique d'un condensa
teur avec la capacité électromagnétique de self-induction d'une bobine. Mesure 
électrostatique de la résistance. 

CHAPITRE X X . — Théorie électromagnétique de la lumière. Propagation 
des ondes dans un milieu non conducteur. Ondes planes. Energie et.déforma
tion delà radiation. Propagation d'une onde plane dans un milieu cristallisé. 
Relations entre l'opacité et la conductibilité électrique. — Note I, relative au 
§ 784, par A. POTIER. — Note II , sur la réflexion, par A. POTIER. 

CHAPITRE X X I . — Action des aimants sur la lumière. Hypothèse des tour
billons moléculaires. — Note III , sur le pouvoir rotatoire magnétique, par A. 
POTIER. 

CHAPITRE X X I I . — Explication du ferromagnétisme et du diamagnétisme 
au moyen des courants moléculaires. Sur les théories électromagnétiques du 
magnétisme. Théorie du diamagnétisme de Weber. 

CHAPITRE XXIII . — Tûeories des actions à distance. Explication de la for. 
mule d'Ampère, par Gauss et Weber. Théorie de Weber sur l'induction des 
courants électriques. Sur ta formule de Weber, considérée comme résultant 
d'une action transmise d'une particule d'électricité à une autre, avec une vi
tesse constante. — Note sur iViectromètre absolu, par A. POTIER. 

APPENDICE. — Note sur la théorie des quaternions; par A . S A R R A U . Prin
cipes du Calcul des quaternions Differentiation des fonctions de quaternions. 
Interprétation géométrique du Calcul des quaternions. Applications géomé
triques. Applications cinématiques. 

54223 Parla. — imp. GAUTHIER-VILLARS, 55, quai des Grands-Augustins. 
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