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et, d’autre part, la rédaction francaise de chaque article a donné lieu & un échange de
vues auquel ont pris part tous les intéressés; les additions dues plus particulierement
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12, Equations du mouvement d'un fluide visqueux. 97

L’expression

est invariante dans une transformation orthogonale 7).

L’accord étroit qui existe entre certaines observations précises
et les conséquences des relations précédentes'®®) constitue une preuve
convaincante en faveur de la forme linéaire admise.

12. Equations du mouvement dun fluide visqueux. Si dS
désigne un élément de la surface S qui limite une portion de fluide,
les composantes parallelement aux axes de leffort auquel cette portion
de fluide est soumise le long de 1'élément dS sont

pyy + mp,, + np,)dS,
(1) (lpyz + mpyy + npy:) dS}
(p,. + mp,, + np,)dS,

o I, m, n sont les cosinus directeurs de la normale & I'élément dS
dirigée vers lextérieur. Les équations du mouvement s’obtiennent
par le méme moyen que pour les fluides parfaits [n°® 2]; elles prennent
la forme

en Allemagne par 7, en Angleterre par u. Sa mesure résulte d’expériences trés
précises de J. L. M. Poiseutlle, sur le mouvement des liquides dans les tubes
capillaires, Mém. présentés Acad. ec. Institut France (2) 9 (1846), p. 438; des ex-
périences de O. Reynolds [Philos. Trans. London 177 A (1886), p. 165], et de celles
de M. Couette [Etudes sur le frottement des liquides, These, Paris 1890]; voir
pour une bibliographie détailiée, M. Brillouin, Viscosité des liquides et des
gaz®"), Paris 1907.*

La valeur de & pour l'eau & 0° est 0,0178; cette valeur décroit quand
la température &'éleve; voir H. von Helmholiz et G. von Piotrowski, Sitzgsb.
Akad. Wien 40 (1860), p. 607/58; H. von Helmholiz, Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882,
p- 172; pour l'air & la pression atmosphérique et & 0° &= 0,00017; ¢ est a
peu prés indépendant de la pression, et croit lentement avec la température
[ef. J. Clerk Maxwell, Philos. Trans. London 156 (1866), p.249/68]; sur les méthodes
d’observation et les résultats expérimentaux voir L. Graetz dans A. Winkelmann,
Handbuch der Physik 1, Breslau 1891, p. 575/602 (article: ,Reibung“). Le fait
que, pour les fluides ordifaires, & est petit est essentiel pour beaucoup de re-
cherches.

107) A. B. Basset, A treatise on hydrodynamics %) 2, Cambridge 1888, p. 238;
cf. IV 16, 15.

108) En particulier les expériences de J. L. M. Powseuille [Mém. présentés
Acad. sc. Institut France (2) 9 (1846), p. 433/544] et les expériences discutées par
G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II (1850/1), éd. 1851, p. [8] & p. [106];
Papers 3, Cambridge 1901, p. 1/141. Ces dernitres expériences sont une preuve
décisive de l'exactitude des équations du mouvement pour les vitesses faibles.

Les premiéres permettent de prendre en considération un domaine beaucoup plus
étendn. Voir aussi 0. Reynolds198),
Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5, 7
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98 4. E. H. Love. 1V 17. Hydrodynamique. P. Appell et H. Beghin.

du ap” °p, 0P,
pat 9X+ + 6yy+ 2:

dv 811” 0P,y . 0D,
dw apzz apzy a-pzn

pat—pz+cw+ +az’

et, en remplagant'®) p,., D,y Dy -+ oy Pozs D,yy P,, Dar les valeurs
données au n° 11 formules (1),

—S—Z—X—lap-l-? g-{—vAu,

gt e ox
L 1 0p i 00

(3) W'—' Y—— o 3y+ 3 y+’UA,U)
dw 10p, 1 00
W—Z—?a—z"*- z-l-'qu,

ot v désigne %. Cette quantité » appelle coefficient de viscosite

cinématique.
Pour des vitesses suffisamment petites, on obtient des équations

approchées en remplacant dans les équations (3) ‘—f—t par 585, ce qui

revient & négliger les produits de u, v, w par leurs dérivées par rap-
port & z,y, # :

Les equatlons ainsi obtenues sont appelées equatwns du mouve-
ment lent.

A la limite du fluide la condition cinématique exprimée par
Téquation (3) [n° 6] doit &tre remplie. Le long dune surface de
séparation de deux fluides, les composantes de la vitesse et les com-
posantes de leffort doivent se suivre de maniére continue quand on
traverse la surface. Le long d’une surface libre entre le fluide et le
vide les efforts doivent s'évanouir pour tous les éléments de la sur-
face. Le long de la surface de contact dun fluide et dun corps
solide, on admet que la vitesse des particules fluides est toujours la
méme que celle des particules voisines du solide. Cette condition est
confirmée par l'expériencel’®). On avait admis tout d’abord une autre

109) B. de Saint Venant, C. R, Acad. sc. Paris 17 (1843), p. 1240; G. G. Stokes,
Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 297 [1845]; Papers 1, Cambridge
1880, p. 92.

110) Cette condition introduite & titre d’essai par G. G. Stokes [Trans. Cambr.
philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 299 [1845]; Papers 1, Cambridge 1880, p. 96]
a été érigée en principe expérimental par J. Boussinesq, Mém. présentés Acad. sc.
Institut France (2) 23 (1877), mém. n° 1 (note 2), p. 596/639; résumé dans J. Bous-
sinesq, Théorie de l'écoulement tourbillonnant et tumultueux dans les lits recti-
lignes & grande section, Paris 1897, p. 13.
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13. Dissipation de l'énergie. g9

condition!!?): Vexistence d’une vitesse tangentielle finie contrariée par
une résistance proportionnelle; elle conduisait & la formule

U(Ippetmp,,+np,,) + ' (1, + mp,,+np,,) + ' (Ip,,+ mp,,+np,,)

= — Bl (w—u) + m'(v—7o) + n'(w—w)];

U, m,n" sont les cosinus directeurs d’'une direction arbitraire du plan
tangent & la surface au point considéré; «’, v', w" sont les composantes
de la vitesse du corps solide en ce point, § est un coefficient de
frottement. ,On trouvera dans P. Duhkem!''*) un historique détaillé et
une critique minutieuse des conditions vérifiées aux limites par le fluide.*

13. Dissipation de Iénergie. Tous les mouvements d'un fluide
visqueux, & l’exception exclusive de la dilatation homogéne et des
mouvements possibles pour un corps solide, donnent lieu & une perte
d’énergiel??). Boit S une surface arbitraire fixe dans un espace remph
de fluide; la variation de I’énergie de la masse fluide intérieure & S
est déterminée par 1'équation

@ %ff %gq*dwdydz=ff%gq2(lu+mv+nw)d8

— (4D it P o110, ) 40 (I w10, )+ w(T, A mip,, 1, )14 S

+fff9(X“+YU+ZW)dxdydz+‘fIﬁo@dxdydz—fff2Fdxdydz,

ot I, m, » ont la méme signification qu'an n° 10, et oi I est donné par
=— 200+ u(a® 4+ 0%+ 2 + 2% + 29% + 2h%).
JL’ensemble des deux derniéres intégrales de I'équation (1) multipliées
par dt représente le travail, pendant l'intervalle d¢, des efforts inté-
rieurs par suite de la dilatation (premiére intégrale) et de la viscosité
(deuxiéme intégrale).*
Cette dernidre intégrale du second membre de I'équation (1), mul-

Elle est confirmée par exemple par les expériences de J. L. M. Poiseuille, Mém. pré-
sentés Acad. se. Institut France (2) 9 (1846), p. 443/643, ,par celles de E. Duclaux,
Ann. chimie et phys. (4) 25 (1872), p. 443/601.* Voir H. Lamb, Hydrodynamics ®*),
p. 521.

111) Voir & ce sujet C. L. M. H. Navier [Mém. Acad. sc. Institut France (2)
6 (1823), 6d. 1827, p. 398/416] et S. D. Poisson [J. Ec. polyt. (1) cah. 20 (1831),
p. 161 et suiv.]. ,Les expériences de H. von Helmholiz et G. von Piotrowsk:
[Sitzgsb. Akad. Wien 40 II (1860), p. 607; H.von Helmholtz, Wiss. Abh. 1, Leipzig
1882, p. 172] semblent indiquer qu'il peut y avoir dans certains cas un glisse-
ment au contact d'un solide. Voir également W. C. Unwin, Encyclopaedia bri-
tannica, (11° éd.) 14, Cambridge 1910, p. 35/110 (article ,hydraulics®).*

111*) Recherches sur I’hydrodynamique 2, Paris 1904, p. 79/95.*

112) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9, part II (1850/1) éd. 1851, p. [68];
Papers 8, Cambridge 1901, p. 68.

7‘
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100 4. E. H Love. IV 17. Hydrodynamique. P. Appell et H. Beghin.

tipliée par d{, représente la perte d’énergie pendant le temps df. La
fonction F' s’appelle pour cela fonction de dissipation''), Les équations
(1) du n° 11 peuvent aussi s’écrire comme il suit

or oF
a’ PTPy=7%y PEDP,=%3

oF or oF
2pyz= af’ 21?“’:-67, 2pzy=ﬁ'

oF
p +pxz=T

81, par la méthode du calcul des variations, on transforme la variation

de lintégrale
fff(—F) dzdydz

en une intégrale de surface et une intégrale triple, le coefficient de &«
dans lintégrale triple est
1

00
3hgg TubY
c’est ce méme coefficient que contient le terme en du dans lintégrale
triple qui provient de la transformation de la variation de I'intégrale?4)

fff— (320 + 2u(E + 9+ H]dwdyde.

Ce résultat peut étre utilisé pour transformer en coordonnées curvi-
lignes les équations du mouvement *%).

Si un fluide incompressible a un mouvement permanent sous
Paction de forces conservatives, les dguations du mouvement lent expri-
ment que la variation premiere de l'intégrale

[/ Frazaya-,

étendue au volume rempli de fluide, est nulle; d’out il suit que
le mouvement est déterminé sans ambiguité par les conditions aux
limites 116),

La rapidité avec laquelle I'énergie se dissipe diminue constamment
dans le mouvement lent d'un fluide incompressible, qui se meut sous
Yaction de forces conservatives, et dans lequel les vitesses aux limites

113) Introduit par J. W. Strutt (lord Rayleigh), Proc. London math. Soc. (1)
4 (1871/8), p. 357; Papers 1, Cambridge 1899, p. 170. Sur la question de savoir
8i I'énergie dissipée est transformée en chaleur, voir O. Reynolds, Philos. Trans.
London 186A (1895), p. 123/64. -

114) D. Bobylev, Math. Ann. 6 (1873), p. 72/84; A. R. Forsyth, Messenger
math. (2) 9 (1879/80), p. 134/9.

115) Voir IV 16, 21¢.

116) H. von Helmholtz, Verh. des naturhist.-mediz. Vereins Heidelberg (1) 5
(1869/70), p. 1/7 [1868]; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882, p, 224.
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14. Relations avec la théorie moléculaire. 101

sont données. Le mouvement tend donc vers un état déterminé per-
manent; cet état est stable!!),
Pour un fluide incompressible enfermé dans un vase fixe fermé

et soumis & des forces conservatives, un mouvement permanent, lent
ou nonm, est impossible!s).

14. Relations avec la théorie moléculaire. La théorie qui
assimile un fluide & un systéme d’éléments matériels remplissant
Yespace de maniere continue, et agissant les uns sur les autres par
des pressions convenables & travers les surfaces qui les séparent, parait
tout & fait suffisante pour expliquer les phénomeénes ordinaires relatifs
a Péquilibre et au mouvement des fluides. Elle ne s’'applique pas au
contraire & des phénomeénes tels que la diffusion ou 'osmose.

Une théorie complete des mouvements des fluides doit étre néces-
sairement une théorie moléculaire; les deux notions fondamentales,
pression et vitesse, exigent alors une définition plus précise.

Méme pour les phénomenes auxquels la théorie ordinaire s’applique
tres bien, on doit nécessairement faire un compromis entre le point
de vue moléculaire et le point de vue mécanique, surtout §'il s’agit de
capillarité ou de viscosité. En capillarité, on est conduit au point de
vue mécanique, dans la fhéorie de la continuité, par I'hypothése d'un
effort superficiel, hypothese qui résulte de Vexpérience; dans la théorie
de la viscosité, on est amené au méme point de vue par ’hypothese
que Vénergie est dissipée suivant une loi déterminée. Mais seule la
théorie moléculaire peut donner une explication relative & l'origine de
cet effort superficiel, ou & la transformation liée & cette perte d’énergie.

Des explications de ce genre se trouvent dans le tome V.

117) D. J. Korteweg, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 16 (1883), p. 112 8;
le théoréme & été étendu aux systémes dissipatifs en général par J. W. Strutt
(lord Rayleigh), London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 36 (1893), p. 354 72;
Papers 4, Cambridge 1903, p. 78/93.

118) M. Margules, Sitzgsb. Akad. Wien 84 II (1881), p. 491/510.
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IV 18. DEVELOPPEMENTS CONCERNANT
L'HYDRODYNAMIQUE.

Exrose, D'APRES L'ARTICLE ALLEMAND DE A. E. H. LOVE (0XFORD)
PAR P, APPELL (»aris), H. BEGHIN (8resT) ET H. VILLAT (MONTPELLIER).

Mouvement irrotationnel d’un ligquide incompressible.

la, Généralités sur la distribution des vitesses. La variation
de vitesse due & une pression impulsive p, est donnée par les équations

9(“_”o)=_3—€f’

0P,

) 00— ) =— 22,
0

Q(W‘wo)='_jpz‘o

Done si le liquide part du repos, le mouvement qui se produit ainsi

est irrotationnel au départ, le potentiel de vitesses étant — % In-

versement dans tout mouvement irrotationnel d’'un liquide incompres-
sible, le potentiel des vitesses & chaque instant peut &tre représenté

par — %, P, €tant la pression impulsive susceptible de produire in-

stantanément la distribution de vitesses du liquide donné & linstant
donné'). Un mouvement cyclique irrotationnel dans un espace de
connexion multiple peut étre produit par des pressions impulsives
exercées sur les coupures par lesquelles on rend l'espace simplement
connexe®). Si dw, désigne un petit élémeut de la coupure traversée

1) A B. Basset, A treatise on hydrodynamics 1, Cambridge 1888, p. 38;:
2, Cambridge 1888; H. Lamb, Hydrodynamics, Cambridge 1895, p. 13, 50. Le résaltat
avait déja été donné par J. L. Lagrange, Mécanique analytique (3° éd.) 2, Paris
1855, p. 250; (Buvres 12, Paris 1889, p. 273. Les équations du mouvement im-
pulsif sont les mémes pour les fluides visqueux que pour les fluides parfaits.

Sauf avis contraire, les forces extérieures seront supposées conservatives et
le fluide non visqueux. Si le fluide est compressible, la pression sera supposée
fonction uniforme de ¢; s’il est incompressible, il sera supposé homogene.

2) W. Thomson, On vortex-motion, Trans. R. Soc. Edinb. 25 (1869), p. 217 60

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



v la., Généralités sur la distribution des vitesses. 103

par les courbes fermées le long desquelles la circulation est la con-
gtante cyclique ., la pression impulsive & appliquer & ce petit élé-
ment est

ox,.do,.

La distribution des vitesses dans un liquide incompressible étant
solénoidale?), le potentiel ¢ est une fonction harmonique dans la
région occupée par le liquide?).

Si cette région est simplement connexe, ¢ est done completement
déterminé 3 une constante additive prés dés qu'on 'se donne la com-
posante normale de la vitesse le long de la surface limite S et par
suite dés qu'on se donne le mouvement de cette surface®). L’énergie
cinétique du liquide est d'aprés le théordme de Green®)

1 > . 3
—xo [ [ol2as,
09

ou = est la dérivée de @ prise suivant la normale intérieure & la

surface S; cette énergie cinétique est plus petite que celle de tout
autre mouvement du méme liquide avec les mémes composantes nor-
males de la vitesse le long de S. Il en résulte que si cette surface
limite S est mise en mouvement d'une maniere quelconque (& con-
dition de ne pas altérer le volume intérieur), un état déterminé de
mouvement irrotationnel sera provoqué dans le liquide®). Si la sur-
face S reste en repos, il ne peut se produire aucun mouvement. Sila sur-
face S se meut d'un mouvement de translation qui laisse sa forme in-
variable, le liquide reste en équilibre relatif. Dans le cas général les
maximés et minimés de @ ont lien sur la surface S7); il en est de
méme du maximé de la vitesse g¥®).

[1867]; Papers 4, Cambridge 1910, p. 13 66; H. Lamb, Hydrodynamics'), p. 36
(chap. 3).

3) IV 16, 8 et IV 17, 6.

4) 8i le fluide est compressible, la vitesse n’est pas nécessairement solénoi-
dale, et @ n'est par suite pas nécessairement harmonique. L’équation différentielle
vérifiée par g a été donnée par P. Molenbroeck, Archiv Math. Phys. (2) 9 (1890),
p. 167/95.

8) L'intégrale de ces composantes normales de la vitesse le long de la surface
limite doit naturellement &tre nulle. Pour la détermination univoque de ¢ voir
W. Thomson et P.G. Tait, Treatise on natural philosophy, (1r¢ éd.) Oxford 1867;
(2° éd.) 12, Cambridge 1883, p. 301; H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 45. Pour le
théoréme d'existence utilis€ dans le texte, cf. H, Poincaré, Théorie du potentiel
newtonien, Paris 1899, p. 320 et suiv. Voir II 24.

6) W. Thomson, Cambr. Dublin math. J. 4 (1849), p. 90/4; Papers 1, Cam-
bridge 1882, p. 107.

7) COf. II 24.

8) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos. mag. 37 (1850), p. 241;
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104 A.E H. Love. IV 18. Développements d’hydrodynamique. P.dppell et H.Beghin,

Si la région occupée par le liquide est de connexion multiple, la
distribution des vitesses est complétement déterminée dés qu’on con-
nait les constantes cycliques et la composante normale de la vitesse
le long de la surface limite S.%) L’énergie cinétique du liquide est

1 a(p 1 r=n atp
—?fo¢5—;ds+7;x’ffavrdm”

la premiére intégrale étant étendue & la surface S, les autres étant
étendues aux % coupures qui rendent lespace considéré simplement

4 . . . s 19412
connexe; a—f est la dérivée de ¢ prise suivant la normale & I'élément
r

do, dans le sens de la pression impulsive p, qui produirait le
mouvement.

Si la région occupée par le liquide s’étend & linfini, des données
particulidres sont nécessaires & linfini: si le liguide s’étend & linfini
dans toutes les directions, c’est-a-dire si la surface limite S est tout
entitre & distance finie, on fait ordinairement l'une des deux hypo-
théses suivantes: a) la vitesse s’anmule a l'infini, cest-i-dire ¢ = const.
pour tous les points infiniment éloignés. b) Les vitesses de tous les
points infiniment éloignés sont équipollentes, ¢’est-a-dire par exemple

S—Z = const., ;—ZJ =0, %Z’ = 0.

Si la composante w de la vitesse est nulle dans tout le liquide
et si les composantes « et v sont indépendantes de 2, les éléments liguides
situés dans un plan parallele au plan des zy y restent constamment,
et le mouvement est le méme dans tous ces plans. On dit que le
mouvement est & deux dimensions. On peut limiter la région occupée
par le liquide & deux plans paralleles au plan des 2y voisins ou non
Yun de Tautre. Les mouvements irrotationnels & deux dimensions
dépendent de potentiels logarithmiques®); ceux & trois dimensions dé-
pendent de potentiels newtoniens.

1b. Sources et doublets. Si le mouvement d’un liquide est
irrotationnel et entiérement symétrique autour d’un point fixe 4, le
potentiel des vitesses 4 un instant quelconque est de la forme
— Mr—?
(M = const. dans tout le liquide), » désignant la distance du point 4

Reprint of papers on electrostatics and magnetism, (1™ éd.) Londres 1872, p. 509;
(2° éd.) Londres 1884. Voir aussi &. Kirchhoff, Mechanik, (1% éd.) Leipzig 1876;
(2° éd.) Leipzig 1877; (3" éd.) Leipzig 1883, p. 186; (4° éd.) Leipzig 1897; H. Lamb,
Hydrodynamics ), p. 42.

9) La théorie est développée systématiquement entre autres par G'. Kirchhoff,
Mechanik %), (3¢ éd.) p. 273/89.
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1b. Sources et doublets, 105

3 un point quelconque (x, ¥, #£) du liquide. Une surface fermée entou-
rant A est traversée dans le temps dt¢ par un volume 4xMdt de
liquide. Le point singulier A4 est une source positive si

M>0,
une source négative si

M <0y
M est Yintensité de la source.

JJFPlus généralement, si le potentiel des vitesses est & un instant

donné de la forme

M, ’
‘p‘:’___r """ r:-f'q)(fl',!/,z),

M, M,, ..., M, étant des comstantes positives ou négatives, r, »,,
... 7, les distances d'un point (z, y, 2) variable dans le liquide & »
points A,, 4,,..., 4,, ¢'(x, ¥, 2) une fonction harmonique uniforme,
finie et continue dans la région occupée par le liquide, on dit que
les points singuliers 4,, A,, ..., 4, sont des sources dintensités

M, M,, ..., M, Le volume de liquide traversant dans le temps d#
une surface fermée fixe entourant les sources est

4 (M, + M, + - - - + MM )dt;

de sorte que si le liquide remplit entierement lintérieur d’une surface
fermée fixe, la somme des intensités des sources est nulle.*

Deux sources infiniment voisines d’intensités M et — M forment
un doublet. Le produit

M = 2h
de lintensité M par la distance » des deux sources est le moment
du doublet, on le suppose fini. Le potentiel de vitesses da & ce
doublet est
M'r—%cosé,

ou O désigne l'angle que fait l'axe du doublet avec la ligne de lon-
gueur r qui joint le doublet au point (z, y, ). Dans un mouvement &
deux dimensions, les potentiels de vitesses pour une source et pour
un doublet sont respectivement

Mlog,r et M’'r-!'cosé.

L'un des premiers théorémes démontrés dans la théorie du po-
tentiel [cf. I1 24] s’interpréte de la manidre suivante: tout mouvement
irrotationnel d'un liquide incompressible peut étre regardé & chaque
instant comme provenant de sources et de doublets. Si la région
occupée par le liquide est simplememt connexe, il suffit de répartir
des sources sur la surface limite?). Si elle est de connexion multiple,

10) H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 63 et suiv. Le résultat est déja contenu
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il faut en outre répartir des doublets sur les coupures par lesquelles
on rendrait la région simplement connexe!!).

lc. Images. Etant donné un liquide indéfini, imagine qu'on I'ait
séparé 3 Vinstant 4, en deux portions L,, L, par une surface S, fermée ou
s’étendant jusqu'a l'infini. Les éléments liquides qui formaient la surface
S, forment & chaque instant ¢ une surface S séparant constamment les
portions L, et L, qui peuvent par suite &tre considérées comme se
mouvant indépendamment l'une de l'autre: on pourrait, sans modifier
le mouvement de L, remplacer la portion L, par la surface S réalisée
matériellement. En particulier la surface S peut étre fixe. On dit,
d’aprées W. Thomson, que le mouvement de L, est Image du mouve-
ment de L, par rapport a la surface S. Les singularités du mouve-
ment de L, sont les images des singularités du mouvement de L,'%).

Je suppose que la surface S soit fixe et qu'il y ait » sources
A,, 4,, ..., A, dans le liquide L,. Le potentiel de vitesses dans
L, est

.M ’
= = T T:’f'q’(x,?/;'z):

¢’ étant une fonction harmonique finie et uniforme dans toute 1'éten-
due de L, et provenant par suite de singularités intérieures a L,; il
faut chercher quelles doivent &tre ces singularités, images des sources

A, 4,, . 4,, pour que la composante normale g—f de la vitesse

soit nulle tout le long de S. Le potentiel ¢ dtt & Vimage d'une

dans G. Green, An essay on the application of mathematical analysis to the theories
of electricity and magnetism, Nottingham 1828, p. 73,89; fac simile réimpr. Paris
1903; J. reine angew. Math. 39 (1850), p. 73/89; 44 (1852), p. 356/74; 47 (1854),
p. 161/221; Papers, publ. par N. M. Ferrers, Londres 1871, p. 30. U’expression des
composantes de la vitesse d’'un fluide au moyen de 'attraction de certaines masses
fictives réparties sur la surface limite a &té utilisée par J. Boussinesq [Mém. pré-
sentés Acad. sc. Institut France (2) 23 (1877), p. 1/666] ainsi que dans beaucoup
de ses écrits ultérieurs, pour arriver & une théorie approchée de la vena contracta.

11) H. Lamb, Hydrodynamics ), p. 68.

12) G.G.Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p.105/37 [1843];
Papers 1, Cambridge 1880, p. 28] a montré la possibilité d’appliquer la méthode des
images en Hydrodynamique. W. Thomson [J. math. pures appl. (1) 10 (1845), p. 364;
Reprint of papers8), (17 éd.) p. 144] a développé une théorie correspondante pour
I'électrostatique. ,Voir aussi H. von Helmholtz, J. reine angew. Math. 55 (1858),
p. 25; Wiss, Abh. 1 (1882), p. 101; J. Clerk Maxwell, Proc. R. Soc. London 20
(1871/2), p. 160 8; A treatise on electricity and magnetism, (1 éd.) 1, Londres
1873, p. 191 253; trad. G. Seligmann-Lui, Traité d’électricité et de magnétisme 1,
Paris 1885, p. 296 372.*
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source d'intensité 1 est défini par la condition
o9 9r~!

ov ~  ov
tout le long de la surface S.
L’'image dune source dans un plan fixe indéfini est une source
égale symétrique de la premidre, comme le serait son image dans un

miroir. Si le liquide I, est situé entre deux plans fixes paralleles®*)

x=:’:k}

Vimage du point (a, b, ¢) se compose d’une infinité de sources situées
aux points
=420k + (—1)a, y=0>b, z=c.

~
L’image d’'une source d’intensité I extérieure & une sphere fixe de
rayon a, & la distance ¢ du centre, se compose d'une source d’'inten-

sité Ta au point inverse et d’'une ligne de sources joignant ce point

au centre avec l'intensité par unité de longueur'®); I'image d'un

doublet de moment M’, dont l'axe passe par le centre de la spheére,

est un doublet de moment Mcaas

axe en sens contraire). Dans un mouvement & deux dimensions,
Iimage d'une source d’intensité M extérieure & un cercle fixe se com-
pose d’une source égale au point inverse’®) et d'une source d'intensité
— M au centre').

1d. Mouvement & deux dimensions!®*). Pour tout mouvement
& deux dimensions d’un liquide incompressible, il existe & chaque instant

placé au point inverse, avec le méme

128 ,W. M, Hicks, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p 274.*

138) W. M. Hicks, Philos. Trans. London 171 II (1881), p. 457 [1879]). Le mouve-
ment déterminé par deux sources de signes contraires & lintérienr d'un secteur
sphérique entre deux plans diamétraux a été traité par G. C. Calliphronas, Messenger
math. (2) 18 (1888/9), p. 185/91.

14) G. G. Stokes, Report Brit. Assoc. 16, Southamypton 1846, éd. Londres 1847;
Papers 1, Cambridge 1880, p. 230. ,Pour l'image d'un doublet dont l'axe est
perpendiculaire & la ligne qui le joint au centre de la sphére, voir W. M, Hicks,
Proe. Cambr. philes. Soe. 8 (1876/80), éd. 1830, p. 276/85.*

13) Ce résultat est da & G. Kwrchhoff, Ann. Phys. und Chemie, Zweite
Folge (8) 4 (1845), p. 497/614; Ges. Abh., Leipzig 1882, p. 1.

16) ,Pour le mouvement d'un liquide & l'intérieur d’un parallélépipede rec-
tangle, voir P. Appell, Acta math. 8 (1886), p. 265/94; J. math. pures appl. (4) 3
(1887), p. 5/62; M. Lerch, id. (5) 5 (1899), p. 427/33. Des cas particuliers du
probleme relatif & un prisme rectangle indéfini ont été résolus par J. Boussinesq
[C. R. Acad. sc. Paris 70 (1870}, p. 33/6, 177/81, 1279 83], B. de Saint-Venant
[id. 67 (1868), p. 131/7, 203/11; 68 (1869), p. 221 37T, 290/301; 70 (1870), p. 360/7].F
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une fonction ¥'") telle que
_0w 0w
(1) w = a—g » V= — a_.’l:
JLes courbes ¢ = const. sont les lignes de courant.*
La différence
b4 — ¥n
mesure le volume de liquide qui traverse dans l'unité de temps une
courbe arbitraire joignant les points A et B'®). 'l y a des sources
dans le liquide, la fonction 3 est multiforme: elle g’accroit de 2z I,
lorsque le point (x, y) décrit un contour fermé dans le sens positif
autour de la source d’'intensité A7
Dang un mouvement irrotationnel,
) W=+ P
est une fonction de
z=x + iy;'")
inversement toute fonction w de # définit une distribution de vitesses
pour un mouvement irrotationnel & deux dimensions de liquide in-
compressible. La relation
w = m log, ¢
correspond & une source d’intensité m au point
& = 0;
la relation
w=—imn1log,z
correspond & un tourbillon isolé!®) de moment m au point

z2=0.

La distribution de vitesses provenant de » sources est donnée par

r=n

w= 2 m, log, (¢ — 2,).
r=1
SH

my|=|my| =",
les lignes de courant sont du ni¢me degré®). Soit w la fonction de

Z=X+4+1Y

16%) Au sujet de mouvement 3 deux dimensions, irrotationnel ou non, d'un
fluide compressible ou non, voir IV 17, 8 note 77°.

17) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 12 (1781), éd. 1783, p. 172;
uvres 4, Paris 1869, p. 720; G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42),
éd. 1842, p. 441/2; Papers 1, Cambridge 1880, p. 8/4. Cf. IV 16, 8.

18) W. J. M. Rankine, Philos, Trans. London 164 (1864), p. 370 [1863].

19) Pour la définition du tourbillon isolé voir IV 17, 9.

20) W. R. Smith, Proc. R. Soc. Edinb, 7 (1869/72), p. 79/99 [1870].
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définissant une distribution de vitesses dans un domaine D du plan Z;

soit
Z=f(2
une relation établissant une représentation conforme du domaine D
sur un domaine d du plan £; w est ainsi fonction de z et définit par
suite un mouvement correspondant au premier dans le domaine @2).
Les singularités se correspondent dans les deux mouvements: les in-
tensités des sources ou tourbillons se conservent dans la transfor-
mation ).
Eun particulier, si le domaine D) du plan Z est le demi-plan
Y>0,
si le domaine d du plan 2 est simplement connexe et contient les
points a linfini, si Z_, désigne le point du plan Z correspondant &
2z infini, si Yon désigne par Z' 'imaginaire conjuguée de Z, le mouve-
ment provenant d'une source d’intensité m placée au point z, est
déterminé par la fonction
(Z_Zo)(Z—Zo’) .
(Z—Z25)(Z—24)
Le mouvement provenant d’'un tourbillon d’intensité m place au point
g, est déterminé par

) w = m log,

im Z—Z,
3 w=—""log, (7_70) :
La vitesse avec laquelle ce tourbillon se déplace est
m 0 dz m 0 dz
4) 27 0y, loge{YO az 0}’ " 2x 0w, loge{Yo az 0}'

Sa trajectoire est déterminée par cela méme?!). Comme exemple, si,
la limite est formée de deux droites paralleles fixzes

o y=0, y=g¢
on fera la transformation

cz
Z =e";
si elle est formée par les droites

y=0, y—ztg>,

on posera
Z =g
s1 la limite est un cercle
2+ o = a?
on posera %)
2 _ (=2
e C+2’

21) E. J. Routh, Proc. London mwath. Soc. (1) 12 (1880/1), p. 81 9.
22) H. von Helmholiz [Monatsb, Akad. Berlin 1868, p. 216; Wiss. Abh. 1,
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Si le mouvement dans le plan z a lieu dans le domaine ex-
térienr & une seule courbe fermée C, ne se traversant pas, cette courbe
C étant variable ou non, s'il n’y a pas de singularités dans ce do-
maine, on peut regarder le mouvement comme provenant de singu-
larités’ situées entre C et une position voisine. Soit r la distance
d’'un point quelconque # & un point fixe O intérieur & C; il existe
une fonction X harmonique & l'extérieur de C, prenant sur C la
valeur constante X, et vérifiant en outre la condition?®)

lim (X — log, )= 0.

r=+w
Cette fonction est déterminée sans ambiguité par ces conditions, elle
est indépendante de la position de O i lintérieur de C; elle repré-
sente le potentiel da & la répartition naturelle d'une masse électrique
—2mx le long de C. Les courbes

X = const.

ne se coupent ni elles-mémes ni entre elles. La fonetion Y conjuguée
de X est cycliqguement harmonique dans le domaine extérieur & C,
sa constante cycligue est 2x. 8i l'on pose

Z=X+iY, Z ~é,

la relation qui en résulte entre # et Z, établit une représentation
conforme du domaine extérieur & C dans le plan z sur le domaine
extérieur 4 un cercle dont Véquation est

| Z, | = e*.

Leipzig 1882, p. 154] traita le probléme d'un jet liguide & deux dimensions.* Sa
méthode a été généralisée et appliquée & un cerfain nombre de cas par G. Kirch-
hoff, Mechanik®), (3¢ éd.) p. 280/9, 290/307. ,Ces recherches ont été exposées et
généralisées par C. Sautreausx, Thise, Paris 1898; J. math. pures appl. (5) 7 (1901),
p. 125/69. Il y & des réserves a faire sur les résultats exposés. Voir n° le pour
les développements ultérieurs pris par cette théorie.*

A. G. Greenhill [Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 10/29] applique la
méthode des images & de nombreux problémes relatifs & des droites et des cercles;
voir aussi E. Jochmann, Z. Math. Phys. 10 (1865), p. 48/568, 89/109; A. G. Greenhill,
Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p.284/92; Proc. London math. Soc. (1) 17 (1885/6),
p. 8763 W. M. Hicks, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 313; I. C. Lewrs,
Messenger math. (2) 9 (1879/80), p. 93/6; A.J. C. Allen, Quart. J. pure appl. math.
17 (1881), p. 65/86 [1879]; A. E. H. Love, Amer. J, math. 11 (1889), p. 158/71;
J. Andrade, C. R. Acad, se. Paris 112 (1891), p. 418/21; pour le cas de limites
elliptiques voir C. V. Coates, Quart. J. pure appl. math. 15 (1878), p. 856/65, et
W. M. Hicks, id. 17 (1881), p. 327/51. Pour le cas d'ovales de Descartes, voir
A. Q. Greenhill, id. 18 (1882), p. 846/62,

28) Cf. par ex. A. Harnack, Grundlagen der Theorie des logarithmischen
Potentials, Leipzig 1887, p. 80.
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La relation entre ¢ et Z définit une représentation conforme de ce méme
domaine du plan 2 sur un cylindre de révolution de rayon 1 limité
4 une section droite;
X—X,

est la distance d’'un point du cylindre au plan de cette section, Y la
distance de ce point & une génératrice fixe, cette distance étant
comptée le long de la section droite.

Si le mouvement a lieu dans le domaine du plan Z extérieur a la
courbe C, on peut poser

w=2x)"(m—ix)z + o,
w’" étant uniforme dans ce domaine; m est le flux a travers cette
courbe C et x la circulation le long d’'un contour entourant C. Le

mouvement représenté par «’ provient du mouvement de la courbe C
dans la direction de ses normales. L’aire de C reste inaltérée. Posons
w = ‘P’ + h»{”;
et représentons par ds 1'élément d’arc de C. La composante normale
de la vitesse du liquide en un point de C est une fonction donnée

dvy

d'Y qui a la période 2x; comme elle est égale a “ds ! ¥’ est détermi-

née le long de C & une constante additive prés. On peut la regarder
comme une fonction périodique de Y avec la periode 2x. Si on la
suppose développée en série de Fourier

n=-400
(5) Z(aﬂ cosnY +b, sinnY),
n=20
on a alors*)
n=+40
(6) w' = 2 e " E-X) (g cosnY + b, sinnY).
n=0

Si en particulier la valeur de o' sur C est
uyYy — vz,
le mouvement provient dune translation de C avec la vitesse (u, v)
Soit #, la valeur correspondante de w. L’équation
w=(u—iv)s —w
représente le mouvement du liquide le long de la courbe C maintenue
fixe. A une grande distance de C, la vitesse tend vers la limite (u, v).

24) Cette théorie est une généralisation de celle de G. G. Stokes [Trans.
Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 105 [1843]; Papers 1, Cambridge 1880, p. 17]
relative & des limites circulaires concentriques. Pour les domaines limités a des
cercles non concentriques, voir les notes 80 et 90.
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Si la valeur de 9" sur C est
- ,_},-(xﬂ + ?/2),
le mouvement résulte d’'une rotation de la courbe C avec la vitesse
angulaire r.
Pour un cercle de rayon @ ayant pour centre lorigine, se dé-
placant avec la vitesse u parallelement & l'axe des z, on a®)
= —uais L
Pour une ellipse

at +g—= 3

dont le centre se déplace avec la vitesse (u,v) et qui tourne avec la
vitesse angulaire 7, on pose

z=(a*— b2)4‘" cosh Z,
et 'on a alors %)

1
(M = — (ub + dva) (Zi_:re-z — —}ir(a + b)%e-22,

Une méthode analogue s’applique au mouvement & lintérieur d’une
courbe fermée, provoqué par le mouvement de cette courbe®?). Si la
limite tourne avec la vitesse angulaire » autour de I'origine, la fonction
de courant doit satisfaire & la limite & la condition?)

@ ¥ = — Lr (2% 4+ y®) + const.

25) G. G. Stokes?*). Pour les trajectoires des éléments fluides, voir J. Clerk
Mazxwell, Proc. London math. Soc. (1) 8 (1869/71), p. 82; Papers 2, Cambridge
1890, p. 208.

26) Les résultats relatifs & l'ellipse ont été déduits par E. Beltrami [Me-
morie Ist. Bologna (3) 3 (1872/3), p. 394/401] de ceux relatifs & l'ellipsoide. La
fonction de courant dans le cas de la rotation a été donnée par N. M. Ferrers,
Quart. J. pure appl. math. 13 (1875), p. 121 [1874]; la solution compléte par
H. Lamb, id. 14 (1877), p. 40/3 [1875]. Des mouvements de fluides dans un do-
maine limité par des ellipses homofocales et divers problémes relatifs au mouve-
ment d’un cylindre elliptique dans un fluide incompressible ont été discutés par
A. G. Greenhill, Quart. J. pure appl. math. 16 (1879), p. 227/34. Des solutions
relatives 4 des courbes inverses de coniques ont été données par A. B. Basset,
id. 19 (1883), p. 190/212; 20 (1885), p. 234/50 [1883]; 21 (1886), p. 336/9; les
conditions qui déterminent la fonction Z ne sont d’ailleurs pas toutes observées
dans ces travaux; ,A. B. Basset [Quart. J. pure appl. math. 36 (1905), p. 267/79]
est revenu ensuite sur ces problémes.*

27) La détermination de la fonction harmonique appropriée peut présenter
des difficultés: Ainsi dans le cas des coordonnées elliptiques introduites plus haut,
chnX.chnY et shuX.shnY
sont harmoniques en tout point intérieur a l’ellipse X = const., mais ce n'est

pas le cas pour eX"Xcosn Y.

28) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 409 [1846]; Papers 1,

Cambridge 1880, p. 188 et aussi p. 7 en note. Le probléme est mathématiquement
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Pour une ellipse contenant un liquide incompressible, on a
at—b? .
PR L

Une méthode expérimentale pour rendre visibles les lignes de
courant dans un mouvement 4 deux dimensions le long d’une limite
donnée a été imaginée par H. S. Hele-Shaw®). On fait couler des
courants de liquide coloré et de liquide non coloré le long d’un obs-
tacle dans l'espace compris entre deux verres paralleles. Si la vitesse
du liquide n’est pas trop grande, les lignes de courant sont perma-
nentes et peuvent &tre photographiées. G. G.Stokes®®) a montré que la
vitesse moyenne d'un liquide visqueux, dans ces conditions, suit trés
approximativement la méme loi que la vitesse d'un liquide parfait.

La théorie des mouvements & deux dimensions peut étre déve-
loppée pour d’autres surfaces que des plans an moyen de la repré-
sentation conforme?').:

©) W= — %ir

le. Mouvements discontinus & deux dimensions (Mouvements
glissants). Le potentiel de vitesses étant connu, la pression est donnée
par l'équation (8) [IV 17, 7]. Or il peut arriver que les solutions
trouvées par les méthodes précédentes ne remplissent pas la condition
physique pour la pression d’étre positive dans toute I'étendue du liquide.

identique & celui de la torsion d'un prisme élastique dont la section & le méme
contour que la région occupée par le fluide; voir W. Thomson et P. G. Tait, Natural
philos.5), (20 éd.) 12, p. 242. Le résultat (9) parait avoir ét6 donné pour la premidre
fois par B.de Saint-Venant, C. R, Acad. sc. Paris 24 (1847), p. 847. Des solutions
relatives a différents genres de limites se trouvent dans W. Thomson et P. G. Tait,
Natural philos.®), (2¢ éd.) 12, p. 244 et suiv.; voir aussi 4. B. Basset [Hydrodyna-
mics ) 1, p. 96/119] et H. Lamb [Hydrodynamics?), p. 96 119]. Pour un rectangle
la vitesse a été exprimée en fonctions elliptiques par A. G. Greenhill, Quart. J.
pure appl. math. 15 (1878), p. 144. Pour un secteur circulaire voir 4. G. Greenhill,
Messenger math. (2) 8 (1878/9), p. 89; (2) 10 (1880/1), p. 83. Pour des ellipses et
hyperboles homofocales, pour des paraboles de méme foyer, voir N. M. Ferrers
[Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 227/44] et L. N. G. Filon [Philos. Trans.
London 193 A (1900), p. 809/52].

29) Proc. Inst. Naval Architects London 1898, p. 40; C. R. Acad. sc. Paris 132
(1901), p. 1306; Report Brit. Assoc. 68, Bristol 1898, éd. Londres 1899, p. 136/42.

30) Report Brit. Assoc. 68, Bristol 1898, éd. Londres 1899, p. 143.

31) H. Lamb, Hydrodynamics*), p. 114. E. Belirami [Reale Ist. Lombardo
Rendic. (2) 11 (1878), p. 668] a fraité le cas de courants sur une sphire provoqués
par le mouvement d'une calotte sphérique. W. Burnside [Messenger math. (2) 20
(1890/1), p. 144; Proc. London math. Soc. (1) 22 (1890/1), p. 346; (1) 28 (1891/2),
p. 87); et aussi H. E. Baker [Proc. Cambr. philos. Soec. 9 (1895/8), p. 381] ont
traité le cas de mouvements sur des surfaces de Riemann et dans des domaines
plans de connexion multiple. Pour de plus amples renseignements bibliographiques
voir D'article II 24.

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 8
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Ainsi dans le cas d’'un cercle animé d’'un mouvement uniforme défini
par la relation — —uate
dans un liquide qui n'est soumis & aucune force donnée, la pression
a linfini doit étre supérieure & 3 gu®. §'il en est autrement, la pression
devient négative dans le voisinage des points les plus éloignés du
plan y = 0. Dans le cas du mouvement uniforme d'une ellipse, la
vitesse & l'extrémité du grand axe peut dépasser toute valeur donnée
sl Pexcentricité est suffisamment petite; et par suite aucune pression
4 linfini ne peut empécher la pression de devenir négative dans le
voisinage de ces extrémités. Dans le cas d'une limite ayant la forme
d’un angle aigu, cette particularité se produit toujours?®). I’observation
montre que toutes les fois qu'on produit un mouvement de liguide
prés d'un obstacle, une plage de fluide mort tend & se produire derriere
Yobstacle®¥). Le point essentiel est qu'il se produit une surface de dis
continuité parfaitement nette qui sépare un courant de vitesse finie
d’une masse liquide en repos. Une surface de séparation de ce genre
ge forme en particulier dans les jets fluides3t). H. Blasius®®) a donné,
d’autre part, de la naissance de telles surfaces en présence d’obstacles
solides, une description trés satisfaisante.

Jl est essentiel de rappeler que l'existence de ces surfaces de
discontinuité a été discutée par W. Thomson®) avec des arguments
qui sont loin d’étre décisifs et dont le principal a été réfuté par
M. Brillouin®). J. Hadamard®") a également fait voir que si rien
ne s'oppose 4 la présence de telles surfaces de discontinuité, ces sur-
faces ne sauraient naitre dans un fluide parfait; M. Brillouin®®) a montré
que la difficulté n’est qu'apparente. Elle se présente d’ailleurs sur-
tout si l'on suppose non seulement la continuité de la pression a
travers la surface en question, mais gussi celle de la densité. Or cette

32) H. Lamb, Hydrodynamics %), p. 100; M. Brillouin, Ann. Fac. sc. Toulouse
(1) 1 (1887), mém. n° 5, p. 41 et suiv.

33) Remarqué par G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 533
[1847]; Papers 1, Cambridge 1880, p. 310.

34) H. von Helmholtz, Monatsb. Akad. Berlin 1868, p. 215/28; Wiss. Abh. 1,
Leipzig 1882, p. 146.

349) 7. Math. Phys. 56 (1908), p. 1/36.*

35) ,Nature (Londres) 50 (1894), p. 524, 549, 578, 597; Papers 4, Cambridge
(Londres) 1910, p. 215/39.*

36) ,C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 931/3; Ann. chimie et phys. (8) 22
(1911), p. 433/40.%

37) ,.C. R. Acad. sc. Paris 136 (1903), p. 299/301, 545; Lecons sur la propa-
gation des ondes, Paris 1903, p. 355/61.*

38) ,Ann. chimie et phys. (8) 23 (1911), p. 146 et suiv.*
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derniére hypothése peut bien ne pas étre réalisée, notamment si la
surface est une surface de discontinuité pour les températures, ce qui
est le cas pour les mouvements atmosphériques que H. von Helmholts
avait en vue d'étudier. Il faut noter en outre que les solutions
trouvées par les méthodes indiquées plus haut peuvent donner naissance
a d’autres difficultés et faire naitre notamment certains paradoxes
tels que le paradoxe de d’Alembert®*) conduisant & cette conclusion
inadmissible qu’un solide mobile dans un courant liquide d’'un mouve-
ment de translation uniforme, n’éprouve de la part du liquide aucune
résistance dans le sens de cette translation. A ces considérations se
rattachent de trés importantes recherches récentes de E. Almansi®s?)*

H. von Helmholtz**) reconnut que les problemes dont la solution
obtenue par la méthode habituelle ne remplit pas la condition physique
de pression, doivent admettre des solutions dans lesquelles la vitesse
est discontinue sur des surfaces| déterminées, et trouva la solution
exacte d'un premier probleme de ce genre. G. Kirchhoff®) déve-
loppa une méthode générale pour les problémes & deux dimensions
ou les limites sont composées de lignes droites. Une modification de
cette méthode?®) raméne les problemes de lespéce considérée par
G. Kirchhoff a des intégrales de fonctions algébriques.

Soit un liquide coulant dans un domaine & deux dimensions li-
mité en partie par des droites fixes données, en partie par des lignes
de courant libres inconnues. La pression étant la méme tout le
long de ces lignes de courant, la vitesse y est partout la méme.

Posons
dz 1

—_— __ pit
7 = e/,

* T dw q

¢ désignant la valeur de la vitesse, u son angle avec l'axe des z. La
relation entre z et w qui donne la solution du probleme peut &tre
considérée comme une relation entre ¢ et w. Cette relation établit

38%) ,Voir surtout a ce sujet U. Cisoiti, Atti Ist. Veneto (8) 6 (1908 4),
D. 423/6; (8) 8 (1905/6), p. 1291/6; (8) 12 (1909/10), p. 427/45; (8) 14 (1911/2);
P, 167/74; Ann. mat. pura appl. (3) 19 (1912), p. 83/107.*

38%) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 18 II (1909), p. 587/94; () 19 I
(1910), p. 56/63, 116/8, 244/50, 437/43.%

39) J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 289/98; Ges. Abh., Leipzig 1882,
p- 416/27; Mechanik®), (3° éd.) p. 290/307.

40) M. Planck, Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 21 (1884), p. 499/509;
N. E. Zukovskij (Joukowsky), Mat. Sbornik (recueil Soc. math. Moscou) 15 (1890/1),
p- 121/276; J. H. Michell, Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 390; A.E. H. Love,
Proc. Cambr. philos. Soe. 7 (1889/92), p. 175. Les trois derniers auteurs donnent
-des solutions de nombreux exemples. P. Molenbroeck*) a traité quelgues cas de
formation de jets dans un fluide compressible.

8.
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une représentation conforme d'un certain domaine du plan ¢ sur un
domaine du plan w. Le domaine du plan w est limité & des seg-
ments rectilignes 9 = const.; le domaine du plan £ est limité & des
arcs de cercle ayant l'origine pour centre (correspondant aux lignes
de courant libres) reliés par des portions de droites issues de 'origine
(correspondant aux limites rectilignes fixes). La méthode de G. Kirch-
hoff permet d’obtenir la relation entre { et w, cest-a-dire une équation
différentielle entre z et w, en cherchant les représentations conformes
des domaines des plans ¢ et w lun sur lantre. La modification
signalée plus haut*’) consiste dans lintroduction de log, { au lieu de &

Posons g o log, £ =log,q~* + iu = & + in.

Le domaine du plan & est limité & des droites g = const., 4 = const.,
de sorte que les limites dans les plans £ et w sont rectilignes. On
peut faire une représentation conforme de ces domaines sur le demi-
plan d’une variable auxiliaire £%'); ainsi se trouve établie la relation
entre Q et w, c'est-d-dire P'équation différentielle entre # et w.

St un jet liquide sort d’'un vase profond rectangulaire & parois
verticales par une ouverture pratiquée dans le fond, les dimensions %
de I'ouverture, d du vase et ¢ du jet sont lies part?)

et (2 ) w20
Dans le cas ou les parois verticales peuvent &tre considérées comme
infiniment éloignées de l'ouverture?®), le coefficient de contraction est

2—_’;—1‘- 8i Youverture est munie d'un ajutage rentrant, et si le fond et
les parois peuvent &tre considérés comme infiniment éloignés de l'ou-
verture, le coefficient de contraction est 4. C’est le probleme résolu
par H. von Helmholtz*). La forme des lignes de courant libres est

déterminée par l'équation

dz__ 1—eyti—1
at g+ n

{ étant rdel et 1 >¢"1> —1.

41) E. B. Christoffel, Ann. mat. pura appl. (2) 1 (1867/8), p. 89/103; H, A.
Schwarz, J. reine angew. Math. 70 (1869), p. 105; Math. Abh. 2, Berlin 1890, p. 63.

42) J. H. Michell, Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 405.

43) G. Kirchhoff 3%). Le résultat est encore exact, lorsqu’on ne néglige pas
la pesanteur, voir F. Kotter, Archiv Math. Phys. (2) 5 (1887), p. 892/417; Verh.
Phys. Ges. Berlin 6 (1887), p. 40/3. Le méme auteur & montré comment on obtient
des limites inférieure et supérieure des coefficients de contraction dans le cas
d'une ouverture circulaire. D’autres exemples de lignes de courant libres (les
fluides étant soumis non seulement 3 la pesanteur mais aux forces capillaires) se
trouvent dans N. E. Zukovskij (Joukowsky), Zurnal russkago fisiko-chimideskago
obitestva (3* Pétersbourg) 23 (1891), p. 89/100.
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Si un courant de largeur infinie est arrété par une lame rec-
tangulaire de longueur finie placée normalement au plan du mouve-
ment, la solution relative & un angle d’incidence « est donnée par
les équations*t)

dw 1 an 281N &«

=7l = a1

Les unités sont choisies de telle fagon que la longueur de la lame soit

1+ % sin ¢ et que la vitesse & l'infini soit 1. La ligne de courant
libre est donnée par I’équation

d .
£=%{1—tcosu~i]/t2——lsma},

oll ¢ est un nombre rdel > 1.

La résistance éprouvée par la lame, résistance due & la différence

. w V? i pc
des pressions sur ses deux faces est 7 S0SR& oo des unités quel-
4 - 7w sin o

conques, V étant la vitesse 4 linfini, S la surface de la lame. Le
3lcose

4(4 + msina)

du centre de la lame vers le c6té d’od vient le courant, ! désignant

la longueur de la lame.

M. Bethy*®) et D. Bobylew*®) appliquérent cette méthode sous sa
forme primitive & différentes questions. J. W. Strutt'™) et W. Voigi®)
Pappliquérent & des jets qui se rencontrent; ,R. A. Harris?®), & un jet
issu d'un tuyau & bords rectilignes.* J. H. Michell®®) et H.C. Pockling-
ton®) déterminerent des formes de tubes tourbillons®®) au moyen de
la méthode de Helmholtz-Kirchhoff modifiée. B. Hopkinson®®) I’étendit
4 des cas ol des sources positives ou négatives existent dans le fluide.

JJusqu'en 1907 les exemples de mouvements glissants traités par

point d'application de cette résistance est & la distance

44) J. W. Strutt (lord Rayleigh), London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 2
(1876), p. 430; Papers 1, Cambridge 1899, p. 267. La solution a été obtenue pour
la premiére fois par G. Kirchhoff 39).

45) Math. Ann. 46 (1895), p. 249/72 [1893].

46) Zurnal russkago fiziko-chimiteskago obitestva (St Pétersbourg) 13 (1881),
p. 63/170; Beiblitter zu den Ann. Phys. und Chemie 6 (1882), p. 163 5; H. Lamb,
Hydrodynamics?), p. 112.

47) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 1 (1876), p. 441; Papers 1, Cam-
bridge 1899, p. 297.

48) Nachr. Ges. Gott. 1885, p. 285/805; Math. Ann. 28 (1887), p. 14 33 [1885].

49) ,Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 73/6.*

50) Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 390 et suiv.

51) Proc. Cambr. philos. Soc. 8 (1892/5), p. 178/87 [1894].

52) Voir n° 8ec.

53) Proc. London math. Soc. (1) 29 (1897,8), p. 142/64,
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la méthode de H. won Helmholiz et G. Kirchhoff sont peu nombreux
et laissent en suspens bien des difficultés®).”

Jn 1907 T. Levi-Civita®) réussit d’une fagon tres élégante a
limiter le champ des formes analytiques pouvant correspondre au
mouvement permanent d’'un fluide indéfini autour d’un obstacle courbe;
il suppose les parois de l'obstacle continues & l'exception dun point
anguleux; c'est en ce point (hypothese qui semblait naturelle) qu’il
place le point mort, ol le courant se divise pour entourer 'obstacle.
Sous une forme trés simple, 7. Levi-Civita calcule la résistance éprouvée
par l'obstacle. Mais aucun exemple n’est traité explicitement, et il
n'existe encore aucun moyen de ratfacher la fonection arbitraire dont
dépend le probleme & la forme de la paroi de 'obstacle supposée connue.

M. Brillowin®) montra que la solution de T. Levi-Civita était
encore beaucoup trop générale, de nombreuses difficultés, qu’il mit
en évidence, pouvant se présenter lorsqu'il s’agit de rendre la solution
valable et le mouvement physiquement acceptable. Il introduisit en
outre une distinction importante entre les socs (obstacles & bords arriere
tranchants) et les proues, d’out les lignes de glissement (bords du sillage)
se détachent & larritre avec un rayon de courbure non nul. Eafin
il traita numériquement un exemple de parois courbes symétriques
dépendant d’une constante arbitraire, limitant sur cet exemple les
formes réellement acceptables, et calculant a posteriori les obstacles
correspondants.*

. Villat®) apporta un perfectionnement important consistant 2
transformer la méthode de 7. Levi-Civita de telle sorte que la fonction
arbitraire dont dépend le probleme fiit remplacée par une autre ayant
avec la forme de l'obstacle un lien étroit et évident. Il devint alors
possible d’obtenir, sans titonnements dans les calculs, la solution du
probleme posé, pour un obstacle dont l'allure est donnée & V'avance.”

.Une anomalie subsistait dans les résultats; il se trouve que la
forme de la paroi est assujettie & une condition qui en restreint la
forme; c'est ainsi qu'un obstacle formé de deux lames rectilignes de

54) ,Les exemples connus & cette époque sont réunis dans A. G. Greenhill,
Report on the theory of a stream line past a plane barrier, and of the dis-
continuity arising at the edge, with an application of the theory to an aeroplane,
Londres 1910.¥

53) ,Rend. Cire. mat. Palermo 23 I (1907), p. 1/37; Atti R. Ist. Veneto (8) 7
(1904/5), p. 1471.*

56) ,Legons professées au Collége de France, Paris 1909; Aun. chimie et phys.
(8) 23 (1911), p. 145/280; C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 931/3; 153 (1911), p.43/5.*

57) ,C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 1034/7; Sur la résistance des fluides,
Thése, Paris 1911; Ann. Ec, Norm. (3) 28 (1911), p. 203/311.*
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longueur donnée, formant un angle donné, placé dans un courant,
échappe & la méthode générale usitée jusqu'ici, sauf pour une valeur
particuliere de lincidence. H. Villat®®) montre qu’on peut faire dis-
paraitre cette anomalie par une interprétation un peu plus large des
principes de H.von Helmholtz. La difficulté (analogue pour tous les
obstacles dont la paroi présente un angle vif) se résout en supposant
que le point mort se déplace sur I'un des bords de la paroi, tandis
qu'une plage de fluide mort se forme le long de I'obstacle, au voisinage
du point anguleux, dans des conditions d’ailleurs trés différentes sui-
vant que l'angle se présente au courant pointe en avant ou pointe
en arriere. Cette plage de fluide mort est séparée du fluide en mouve-
ment par une ligne de glissement ol la vitesse (inférieure & la vitesse
a l'infini et le long des lignes de glissement du sillage habitue] a
Parriere) est déterminée d'une fagon nécessaire. Le probleme se traite
jusqu’au bout avec le secours des fonctions elliptiques. Clest la le
premier exemple de résolution du probléme de la résistance éprouvée
par un obstacle donné d’incidence variable sur le courant.*

JLa méthode initiale de T. Levi- Civita et ses divers perfectionne-
ments ont permis d’élucider une foule de questions, et ont été la
source de nombreux travaux.

U. Cisotti %) étudie V'écoulement des jets issus de lorifice de parois
solides, et calcule la réaction du jet sur les parois; il étudie®) la bi-
furcation d’une veine liquide qui se brise sur un obstacle, et calcule
la réaction sur cet obstacle; il aborde®') la dérivation d’un canal recti-
ligne par un canal latéral. U. Cisofti®%) aborde aussi le mouvement d’un
fluide dans un canal rectiligne contenant un obstacle symétrique par
rapport & I'axe du canal; il indique le degré de géméralité du probleme,
et traite I'exemple d'un obstacle formé de deux segments rectilignes
symétriques ayant une extrémité commune. H. Villat®®) détermine la
solution convenant & un obstacle de forme quelconque donnée, et traite
complétement le cas de cerfaines courbes, notamment en forme de
proues. Le mouvement d'un fluide dans un canal de forme quelconque,

58) ,C. R. Acad. sc. Paris 154 (1912), p. 1693/5.*

59) ,Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 145/79; 26 (1908), p. 378 82;
C.R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 180/3; Atti Ist. Veneto (8) 10 (1907/8), p. 293/321.*
60) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 20 1 (1911), p. 314/22, 494 502.*

61) ,Z. Math. Phys. 59 (1911), p. 187/51. La solution correspondante laisse
subsister une difficulté, la pression obtenue devenant infiniment grande négative
et restant négative dans une région étendue.*

62) ,Rend. Circ. mat. Palermo 28 (1909), p. 307/562.*

63) ,Bull. Soc. math. France 40 (1912), p. 266/304.*
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avec un obstacle donné, est également étudié par le méme auteur®)
qui en donne la solution générale avec le secours des fonctions ellip-
tiques. G. Colonnetti®) considére un filet liquide coulant le long
d’'une paroi, indique le degré de généralité de la question, et traite
le cas ou la paroi est polygonale. Il étend®®) la solution au cas dun
filet liquide coulant entre deux parois dont l'une présente une inter-
ruption. Le probléme du mouvement d’un filet dévié par une portion
de paroi rigide, est étudié par 7. Boggio®) qui a également®) in-
diqué le calcul de laction exercée par un courant sur une paroi solide,
& laide d’un procédé applicable au cas de trois dimensions.*

J.Villat®) résout le probleme de Vécoulement d’'un fluide limité
d'un c6té par une paroi fixe indéfinie et renfermant un obstacle
donné, probleme auquel se rattache en premiére approximation le
mouvement dun aéroplane dans un courant régulier. H. Villat in-
dique™) la solution de divers problemes relatifs notamment & des
mouvements de fluides en présence de plusieurs obstacles donnés, ou
en présence d’obstacles & contour accidenté, dont le fluide en mouve-
ment ne baignerait pas en totalité la partie antérieure, des plages de
fluide mort pouvant se produire dans les creux du contour.*

.Ce qui précéde fournit des exemples de cas ol I'on a pu trouver
des solutions des équations de I'hydrodynamique évitant le grave in-
convénient da & la présence de pressions négatives. Il semblait 1égi-
time de croire qu'une solution donnant lieu & des pressions partout
positives, pour le mouvement d'un courant fluide (de vitesse connue
4 l'infini) en présence d'un obstacle donné était unique. H. Villat™)
a montré qu’il pouvait, dans une infinité de cas, exister au moins
deux solutions distinctes de cette nature.*

Des mouvements glissants & trois dimensions n'ont été obtenus
que dans un petit nombre de cas™). ,T. Levi-Citita™®), posant les

64) ,C. R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 303/6; Ann. Ec. Norm. (3) 29 (1912),
p. 127/97.*

65) ,Rend. Circ. mat. Palermo 32 (1911), p. 51/87.*

68) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 20 I (1911), p. 649/55, 789/97.*

67) ,Atti Accad. Torino 46 (1910/1), p. 736/59.*

68)  Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 20 I (1911), p. 634/41, 901/8.*

69) ,C. R. Acad. sc. Paris 151 (1910), p. 933/5; Ann. Fc. Norm. (3) 28 (1911),
p- 208/311; J. math. pures appl. (6) 7 (1911), p. 853/408.*

70) ,C. R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 1081/4.*

71) ,Id. 156 (1918), p. 442/6.* i

72) P. Molenbroek, ,Verh. Ges. deutsch, Naturf. Arzte 65, Nuremberg 1893,
p- 9/12;* J. Weingarten s donné [Nachr. Ges. Gott. 1890, p. 326/35] un exemple
dans lequel la surface libre a la forme d'un hyperboloide & une nappe. H.J.
Sharpe [Proc. R. Soc. Edinb. 14 (1886/7), p. 33/5; Quart. J. pure appl. math. 22
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équations du probleme, montre que les solutions correspondantes four-
niront pour la résistance éprouvée par un solide, & une translation
uniforme, une valeur proportionelle au carré de la vitesse, propriété
du reste valable dans le cas de deux dimensions.”

M. Brillowin™) établit une propriété de minimum trés intéressante
relativement & l'énergie cinétique dans les mouvements glissants des
liquides et réfute une objection émise par W. Thomson™) au sujet de
ces mouvements glissants*

JLa théorie de Vécoulement des fluides pesants, toujours supposés
irrotatlonnels, donne naissance i d’intéressants développements. J. Wein-
garten™) détermine le cas particulier d'un fluide pesant soumis a la
pesanteur parallelement & axe Oz et délimité:

1°) par la courbe d'équation (en coordonnées polaires », 6)

r¥ sin ﬂ?# = ¢y,
ol & et ¢, sont des constantes;
2°) par la demi-droite
= —o + %x.
Dans ces conditions, la demi-droite 8 = — & joue le rile de surface libre.

H. Blasius™) indique certaines considérations tirées de la théorie
des fonctions, et qu’il applique & un exemple d'écoulement de T'ean
sur une paroi indéfinie dans les deux sens, et dont une portion (en
amont) est rectiligne. La trés grosse difficulté, introduite par I'hypo-
these que le fluide est pesant, provient de ce que la condition ou les
conditions relatives & la constance de la pression le long de la sur-
face libre ou des surfaces libres s'expriment par des relations tres
compliquées entre les dérivées du potentiel des vitesses, contrairement
au cas des fluides parfaits sans pesanteur.*

J’intéressants développements sur une théorie approchée du ré-
gime permanent dans un canal & cours rapide, et de I’écoulement des
cascades, ont été donnés par U. Cisotti™®)*

(1887), p. 266/8; Proc. Cambr. philos. Soc. 7 (1889/92), p. 264'9] donne quelques
solutions approchées.

72%) ,Atti R. Acad. Lincei, Rendic. (5) 10 I (1901), p. 3/9.*

73) ,Ann. chimie et phys. (8) 22 (1911), p. 433/40.*

74) Nature (Londres) 50 (1894), p. 524, 549, 573, 597; ,Papers 4, Cambridge
(Londres) 1910, p. 215/30.*

75) ,Verhandl. des dritten mtemat Math. Kongresses in Heidelberg 1904,
publ. par A. Krazer, Leipzig 1905, p. 409/18.*

76) ,Z. Math. Phys. 68 (1910), p. 90/110; 69 (1911), p. 43 4.

76%) ,Atti R. Acad. Lincei, Rendic. (5) 20 II (1911), p. 633 7; (5) 21 T (1912),
p. 97/102.*
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JFlus récemment H. Villat™) détermine lintégrale générale de
tous les mouvements & deux dimensions d'un fluide pesant pour le cas
notamment d’une cascade s'écoulant d’'un déversoir, pour un jet s’écou-
lant d’'un orifice et rencontrant, ou non, un obstacle solide, ete. La
forme de la solution dépend de deux fonctions, l'une qui détermine
la forme des parois solides limitant le fluide, l'autre qui détermine
P'état des vitesses sur les lignes libres du jet. Ces deux fonctions sont
liées par une équation qui, par rapport & la premiere de ces deux
fonctions, se présente comme une équation de Fredholm, de premiere
espéce, singuliere, et résolue directement par H. Villat*

1f. Mouvements & trois dimensions. Si, les trajectoires étant
situées dans des plans passant par l'axe des z, le mouvement est le
méme dans tous ces plans, il existe & chaque instant une fonction de
courant ¥) telle que

1 09 10

(1) V=g a3 — % 550

® désignant la distance d'un point & l'axe des 2, v et w les compo-
santes de la vitesse suivant les directions de @ et de #. Si Yon fait
tourner un arc de courbe AB autour de l'axe, le volume de liquide
qui traverse la surface ainsi définie dans l'unité de temps est égal a
la différence entre les valeurs de 2x4 en A et en B. Si le mouve-
ment est irrotationnel, ¢ vérifie 'équation

(2) o' [ v 10v

»

oe® ' 02 @ o
Si Ton développe le potentiel de vitesses en une série de fonctions

sphériques
n=+400

9= %+ D (a0 + b +9) P, (cos 6),
n=1

on obtient™)
N b dP,
. a .
Y =—aq cosB—I—smOZ(—ﬂ_”-ir"“——;r ")—a?"-

Le mouvement d'un liquide & lintérienr dun ellipsoide, de demi-axes
a, b, ¢, qui tourne autour de son centre avec une vitesse angulaire dont
les composantes suivant ces axes sont p, ¢, 7, est obtenu par une géné-
ralisation de la relation (9) du n°®1d. Les trajectoires par rapport &

77 ,C. R. Acad. sc. Paris 156 (1913), p. 58/61.*

78) Cf. IV 16, 8. La fonction de courant axiale a été introduite par G.G.
Stokes [Trans. Cambr. philos. Soc. 7 (1838/42), p. 489; Papers 1, Cambridge 1880,
p- 1] qui donne I'éguation (2).

79) H. Lamb, Hydrodynamics %), p. 186.
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Yellipsoide sont des ellipses décrites dans le méme temps®), égal &
ki
bEc? aibt i '
(2" e + 0 T
Le déplacement relatif & cet intervalle de temps est donc équivalent
4 une rotation & la maniére d'un corps solide, bien que le mouvement
soit irrofationnel.

e mouvement d'un fluide renfermé dans une enveloppe el-
lipsoidale solide et mobile autour de son centre, a été étudié par
O. Tedone®), les particules fluides situées & un instant ¢, sur un el-
lipsoide

2 2 2
e
semblable & Pellipsoide enveloppe, restant a tout instant ¢ sur le méme
ellipsoide. La détermination du mouvement revient & l'intégration des
équations du mouvement autour de Yorigine, d'un solide dont les axes
d’inertie principaux sont Oz, Oy, Oz (axes de l'ellipsoide donné) et dont
les moments d'inertie sont
bttt E4al a?4 DR

V. Steklov®®) a traité le cas d’un liquide incompressible enfermé
dans une cavité ellipsoidale creusée dans un solide mobile. Il applique
les résultats obtenus au probleme de la variation des latitudes.”

Le mouvement résultant de changements de forme de I’ellipsoide
qui constitue la surface limite a été étudié par C. A. Bjerknes®).

Le mouvement irrotationnel d'un liquide & l'extérieur d’un ellip-
soide qui reste semblable & un ellipsoide fixe, est déterminé par

ey

& étant la racine positive de l’equatlon

1.2 y’ z% .
a+ s + bt + cc+& 1.
Si le liquide se meut & l'intérieur d’un ellipsoide qui se déforme avee
un veolume constant,
[ *da y ab + 2% de
2 La dt dat ¢ dt

80) On attribue ce résultat & J. Clerk Mazwell [voir W. M. Hicks, Report
Brit. Assoc. 52, Southampton 1882, éd. Londres 1883, p. 54/7].

81) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 2 I (1893), p. 123/30.*

82) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (3) 1 (1909), p. 145/256.*

83) Nachr. Ges. Gott. 1873, p. 448, 829; voir aussi H. Lamb, Hydrodynamics ),
p. 145/66.
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Le mouvement provenant de sources & lintérieur d’un parallélépipede
a été étudié par 4. G. Greenhill®*). Le mouvement dans le voisinage
d’'une calotte sphérique infiniment mince a été traité par A. B.
Basset®),

Mouvement de corps solides dans un liguide incompressible.

2a. Cinématique. Le mouvement des corps solides dans un li-
quide incompressible peut s'étudier comme il suit:

1°) Déterminer cinématiquement le potentiel des vitesses en fonc-
tion des vitesses des solides, et en déduire I'énergie cinétique du
systeme.

29) Utiliger Vexpression de cette énergie cinétique a la formation
des équations dynamiques du mouvement.*

Soit un solide en mouvement dans un liquide indéfini, u, v, w, p,
¢, r les composantes de ses vitesses de translation et de rotation suivant
trois axes qui lui sont invariablement liés. Si l'espace occupé par le
liquide est simplement connexe, et si le mouvement est irrotationnel,
il est par suite acyclique et le potentiel des vitesses est de la forme®f)

L P =up + 0@+ we; + Py + q%s + 7%,

@1, Par Pss Li> Xzy X3 Stant des fonctions harmoniques dans l'espace
occupé par le liguide.

Ces fonctions remplissent en outre le long de la surface du so-
lide les conditions

o, O

0
-a% = cos (v, x), 5, = €08 (», ¥), T = cos (v, 2),
%{’L =y cos (v, 2) — 2z cos (v, 9),

ou dv représente un élément de normale dirigé vers Vintérieur du
fluide.
Dans le cas d’une sphére de rayon a,

1 BB 1 8,8 18—
¢, =%a’xr=% @y=14alyr-° g@y=talsr3,

Porigine des coordonnées étant le centre de la sphere, #* étant mis
pour

xg +y2 +52,

84) Proc. Cambr. philos. Soc. 3 (1876/80), p. 289 [1878).

85) Proc. London math. Soc. (1) 16 (1884/3), p. 286/306; Hydrodynamics?) 1,
p- 146.

86) G. Kirchhoff, J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 237; Ges. Abh., Leipzig
1882, p. 376.
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le mouvement du liquide est le méme que s'il provenait d'un dou-
blet®) placé au centre®®).
Dans le cas d’un ellipsoide

_,,,;2 2 52
Ftyte=l

on a

9 o A __ B ___C_

) ¢1~—m% %—-—m% Ps = Ao+Boz,
_ (®*—¢%)(C— B)

@ nm= bF— %) 4y + B, + Co) — (B> + ¢ (G, — B,) Y&, oo

A désignant I'intégrale

$ o
a0

) @ roforrofe ot

B et C s'obtiennent par permutation dans A4 des lettres a, b, c; & est la
racine positive de V'équafion

1

5

xQ b 22
a*+ ¢ + b’y-l—s + ¢t e =
4,, By, Cy sont les constantes résultant du remplacement de £ par 0
dans 4, B, C%). Les équations des lignes de courant ont été discutées
par A. Clebsch®), R. A. Herman®) et Th. Stuart®®). Le cas particuier
d'un sphéroide a été considéré par G. Kirchhoff™).
Sl g'agit d’un solide de révolution se déplagant parallélement &

son axe, le mouvement peut &tre’ déterminé par la fonction de flux
de G. G. Stokes®).*

2b. Energie cinédtique. Si un corps solide unique se meut dans
un liquide indéfini, Vénergie cinétique 7', du liquide, dans le cas ot il

87) S. D. Poisson, Mém. Acad. sc. Institat France (2) 11 (1832), p. 521/65
[1831]. Retrouvé indépendamment par G. Lejeune Dirichlet, Ber. Akad. Berlin 1852,
p. 16/7; Werke 2, Berlin 1897, p. 115/20; FE. Riecke [Nachr. Ges. GUtt. 1888,
p. 347/57) donne un tracé des trajectoires des éléments fluides.

88) ,Pour le cas de plusieurs sphéres, voir n° 2e.*

89) @G. Green [Trans. R. Soc. Edinb, 13 (1836), p. 54/62 [1833]; Papers,
publ. par N. M. Ferrers, Londres 1871, p. 313] a dounné 1'équation (3); A. Clebsch
[J. reine angew. Math. 52 (1856), p. 119/28] a donné l'équation (4). Pour le
mouvement entre deux ellipsoides homofocaux voir 4. G. Greenkill [Quart. J. pure
appl. math. 16 (1879), p. 227/56].

90) Quart. J. pure appl. math, 23 (1889), p. 378/84,

90%) ,Proc. London math. Soc. 33 (1901), p. 342/60.*

91) Mechanik ), (3¢ éd.) p. 219.

92) ,Voir W.J. M. Rankine, Philos. Trans. London 161 (1871), p. 267/303
[1870]; voir aussi A. B. Basset, Hydrodynamics !) 1, p. 155.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 A E.H.Love. IV 18. Développements d’hydrodynamique. P.Appell et H. Beghin.

n’y a pas de circulation, s’exprime par une forme quadratique homo-

géne
gffq)a(pds

des six composantes des vitesses u, v, w, p, g, *
Par exemple®®) les coefficients de u? et de 2uv dans 27, sont
respectivement

a 2 al
—of [olzas, —off02as——o [ [nl2as

Dans le cas plus général de plusieurs solides en mouvement dans
un liquide limité extérieurement & une enveloppe solide, fixe ou non,
si m 4 1 est Pordre de connexion de l'espace occupé par le liquide, si
les positions de la surface limite et des solides dépendent des m para-
metres ¢y, gy - - -y 4, Si enfin s, #;, ..., %, sont les constantes cycli-
ques, on a%)

T,=I, + K,
ot I, est une forme quadratique homogene des vitesses généralisées
a9y -+ -5 4, tandis que K est une forme quadratique homogeéne des
circulations x,, #,, ..., %,; les coefficients de ces deux formes dépen-
dent uniquement de g, 95, - - «y @+

Le potentiel des vitesses a la forme

=2qr’(pr + Zxrxr;
r=1 r=1
g, est le potentiel du mouvement dans lequel tous les g’ et les %
seraient nuls & l'exception de
¢’ =1;

%~ est le potentiel d'un mouvement dans lequel tous les ¢" et les %
seraient nuls & l'exception de
%, =1.

Les coefficients de 21II, ¢'expriment comme dans le cas plus simple
étudié ci-dessus. Les coefficients de x?® et de 2x x, dans 2K sont
respectivement, avec les notations du n°® 1a%),

ff ie,, gff%dm‘=pffgjx’dm,'.

93) W.Thomson, Proc. R. Soc. Edinb. 7 (1869/72), p. 384, 668 [1871]; London
Edinb. Dublin philos. mag. (4) 42 (1871), p. 336; (4) 45 (1873), p. 334.

94) H. Lamb, Motion of fluids, Cambridge 1879; trad. allem. par R. Reiff,
Fribourg en/B. 1884; Hydrodynamics?), p. 207.
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L’énergie cinétique 7' du systéme formé par les solides et le liquide
est la somme de T, et de l'énergie cinétique 7T, des solides. T, est
comme I7, une forme quadratique homogens des ¢’, nous poserons

T=T,+ T, OI=1,+ I,.

2c. Symétrie hydrocinétique®). Dans le cas d'un seul corps
solide en mouvement dans un liquide indéfini sans circulation, l'ex-
pression 27 a en général 21 coefficients. Ce nombre se réduit si le
corps présente une certaine syméfrie:

Dans le cas d'un corps présentant trois plans de symétrie perpen-
diculaires (oz, 0y, 02) comme un ellipsoide, on a

¢)) 2T = Auw? + Bv® + Cuw® + Pp? + Q¢ + Rr¥;
si en outre le corps est de révolution autour de o0z, on a
A = B, P=0.
Un corps pour lequel on a la formule (1) avec

A=B=_C(, P=@Q=R,
g'appelle ,isotrope®,
Un corps qui se reproduit par une rotation d’un angle droit autour
dun axe, tel qu'un propulseur hélicoidal & quatre branches, est dit
avoir une ,symétrie hélicoidale¥, on a alors

(2) 27 = AW+ v*)+ Cw?+ P(p*+¢*) + Bri+ 2L(pu+ gv)+ 2 Now.
8i dans cette formule (2) on a

A=C P=DR L=N
le corps est ,hélicoidal isotrope®.

2d. Equations du mouvement. Les équations du mouvement
pour un solide qui se meut dans un liquide indéfini ont été déduites
par W. Thomson et P. G. Tait*®) de l'expression de I par V'application
directe des équations de oJ. L. Lagrange, dans le cas ot il n'y a ni circu-
lation ni forces extérieures.

Cette méthode souleva bientdt des objections®), mais en méme

95) W. Thomson, London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 42 (1871), p. 362/7;
(4) 45 (1873), p. 832/45; H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 181; J. Larmor, Quart.
J. pure appl. math. 20 (1885), p. 261/6 [1884].

W. Thomson et P.G. Tast [Natural philos.5)] et plus tard G. Kirchhoff' %)
ont donné la formule relative & un corps de révolution.

96) Natural philos.%), (6 éd.) 1', Cambridge 1903, p. 820/30.

97) L. Boltzmann, J. reine angew. Math. 73 (1871); J. Purser, London Edinb.
Dublin philos. mag. (5) 6 (1878), p. 354/9; C. Neumann, Hydrodynamische Unter-
suchungen, Leipzig 1883.
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temps G. Kirchhoff®®) retrouvait ces mémes équations en appliguant le
principe d’Hamilton. Elles sont de la forme

%&; +q8 —rq =0 (trois équations)
(L

% 4 qu, —ruy + vk —wy =0 (trois équations);
on a posé '

aT aT aT aT oT oT

bi=Ga M=, 5= M7y M= 5 1=

ces quantités £, 7, &, 4;, gy, v; sont les composantes de la force et
du couple constituant le torseur impulsif qu’il faudrait faire agir sur
-le corps pour produire le mouvement & parir du repos. Ce torseur
4 été appelé ,impuls® par W. Thomson®).

.Cette application des équations de Lagrange a besoin d'étre
justifiée, car d'une part la fonction I n’est pas sous la forme qu'elle
devrait avoir puisquon en a éliminé les vitesses des éléments liquides
en s’'appuyant sur certaines comséquences des équations du mouve-
ment (mouvement irrotationnel et acyclique); d’autre part le systeme
matériel présente un nombre infini de degrés de liberté*

On a essayé de faire cette premidre partie de la justification par
une théorie de 1'ignorance des parameétres“®), qui, dans ce qu'elle a
d’essentiel, correspond & la théorie de la ,fonction modifiée de La-
grange” due a E.J. Routh%).

Suivant cette théorie, si la position d’'un systéme matériel dépend
d’'un nombre fini de paramétres .

01y 095 - -3 Oy X1y Xas o+ s X

tels que les parameétres y n’entrent que par leurs dérivées dans lex-
pression delénergie, les quantités de mouvement (paramétres d’'impulsion)

T N N .
g_z' correspondant a ces parametres y sont constantes. Les équations
linéaires qui expriment cetbe constance permettent de faire disparaitre
les dérivées y* des m équations du mouvement relatives aux para-

matres §. On dit alors que les parametres y sont ,ignorés®

98) La théorie de I',impuls* a ét€ donnée par W. Thomson, On Vortex-
motion?); H. Lamb [Hydrodynamics?), p. 169] I'applique directement au pro-
bléme du mouvement d'un solide dans un fluide.

99) W. Thomson et PJG. Tast, Natural philos.?), (6° éd.) 1, Cambridge 1903,
p. 820 et suiv.; cf. H. von Helmholtz, Sitzgsb. Akad. Berlin 1884, p. 159/77, 311/8;
J. reine angew. Math. 97 (1884), p. 111/40, 317/36; Wiss. Abh. 8, Leipzig 1895,
p. 119/202.

100) A treatise on the stability of a given state of motion, particulary
steady motion, Londres 1877.
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Si en particulier les ST s’annulent, le systéme matériel peut &tre

porté au repos par l’applica?éion des seules impulsions qui correspondent
aux parametres 6; les équations du mouvement relatives anx 6 sont alors
simplement celles qu'on obtient par 'application directe des équations
de Lagrange & la fonction T ainsi modifiée par l'élimination des
dérivées . On admet que cette proposition peut s'appliquer au pro-
bleme d’hydrodynamique. Toutefois le passage d’'un nombre fini & un
nombre infini de parametres, la difficulté de l'identification des para-
metres & ignorer, sont des arguments qui font paraitre plus acceptable
Papplication directe du principe d’Hamilton'®").

Malgré ces objections, W. Thomson®®) étendit la méthode au pro-
bleme general du mouvement de corps transpercés, regardant les cir-
culations x, %,, ... comme des quantités de mouvement généralisées
correspondant & certains paramétres ignorés, et appliqua de nouveau
les équations du mouvement d'un systéme présentant un nombre fini
de degrés de liberté. Dans ce cas la nécessité d’une application directe
du principe d’Hamilton se fait sentir encore davantage. C’est ce que
fit H Lamb'*?), On peat traiter ce sujet par une autre méthode%®):
former les expressions des forces et couples résultants représentant
les actions du liquide sur les solides, et utiliser en méme temps
I'équation de pression [IV 17, 7 équation (9)].

Si les corps et le fluide se meuvent sous 'action de forces conser-
vatives quelconques extérieures, si U est 1'énergie potentielle du sys-
téme, fonction des paramétres g, gy, . - -5 @p, 81

IT'=I+K
est Dénergie cinétique [n° 2b], on a pour chaque paramétre g une
équation de la formem)
aH r=n g=m

() dit(aq;)—,gq, +2 Zq ('r,g)s)_*_OU

=1
(r,s,§) étant une fonction déterminée des coordonnées g qui s'an-

nule si ,
= 8 y

et change de signe si on permute s et s

101) C. Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen, Leipzig 1883.

102) Hydrodynamies?), p. 207. Voir aussi J. Larmor, Proec. Lond. math. Soc.
(1) 16 (1883/4), p. 170/84.

103) G. H. Bryan, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 35 (1893), p. 338/54.

104) W. Thomson, Proc. R. SBoc. Edinb. 7 (1869/72), p. 668 [1871]; London
Edinb. Dublin philos. mag. (4) 45 (1873), p. 337; cf. W. Thomson et P. G. Tait,
Natural philos.??), (6°éd.) 1%, p.320; H. Lamb, Hydrodynamics ®), p. 211; C. Neu-
mann, Hydrodynamische Unters.®?), p. 63.

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 9
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Cette fonction s'exprime simplement & l'aide des vitesses géné-
ralisées g,’, o4, - . ., 0,/, qui correspondent aux quantités x,, x,, ..., %,.
Ces vitesses sont des fonctions linéaires des ¢’ et des x avec des coef-

A\l

ficients dépendant uniquement des g. D’apres cela — z—;,’ est une fone-
tion des ¢. Si nous l'appelons §,,, nous avons
n_ 08, 08y
(r,s,s)=5%, ~ 9q,

Les vitesses ¢, 05, ..., @,/ sont les flux & travers les ouvertures

que présentent les corps!®), Si w,, v,,...,r; est le systéme de vi-
tesses du corps qui présente ’ouverture dont la circulation est x,, si
dv, désigne Vélément de normale en un point de la coupure corres-
pondant a cette circulation, on a

’ °
(21 =9ff{az—cos (v, %) (u, — 7y + g, 8) — cos (v, y) (v, —p; 2+ 7, 2)
— cos (v, 2)(w; — ;% +P1.’/)}dwl‘

Pour ce qui concerne 'expression de 7' au moyen des composantes
de I'impuls, pour ce qui concerne l'influence d'un changement d’axes,
nous renvoyons & larticle IV 15. On y trouvera des renseignements
sur lintégration des équations (1) dans des cas particuliers, de méme
que sur la théorie du mouvement permanent et de sa stabilité dans
le cas d'un solide unique se mouvant dans un liguide indéfini sans
circulation.

Du point de vue hydrodynamique I'importance des résultats réside
dans ce fait que la résistance quun fluide parfait oppose au mouve-
ment d'un solide a le caractére d’'une simple augmentation de masse!%),
la valeur et la position des masses ajoutées dépendant de la forme du
corps et de son mouvement.

V. Steklov'®) a obtenu les équations du mouvement d’un corps
solide limité par une surface fermée S d'un ordre de connexité arbi-
traire, et ayant & son intérieur des cavités en nombre n limitées par
des surfaces telles que S, remplies de liquides incompressibles. Le
fluide est soumis & l'action de forces conservatives et le solide est

105) W. Thomson '*%), London Edinb. Dublin philos. mag. (4¢) 45 (1878), p. 832;
A. B. Basset, Proe. Cambr. philos. Soc. 6 (1886/9), éd. 1889, p. 117.

10€) G.G. Stokes, Trans., Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), p. 105 [1843]; Papers
1, Cambridge 1880, p. 51.

107) ,Mémoire sur le mouvement d’un corps solide dans un liquide indéfini
[Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 4 (1902), p. 171/220]. On y trouve une application des
équations générales trouvées, a d'importants problémes, notamment a 'étude des
solutions périodiques.*
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soumis & l'action de forces quelconques; on suppose le mouvement
irrotationnel, aussi bien pour les fluides intérieurs aux cavités que
pour le fluide extérieur. V. Steklov raméne le probléme a celui du
mouvement d'un solide libre soumis & des forces extérieures données
et 4 des forces de pression de la part des différents liquides. En con-
servant les notations utilisées pour les équations (1), les équations
obtenues sont de la forme

o[ S [P

(3 équations)

'“‘+_fm 7y + 0E — w —pf/f yaz df
'2 "Zﬂf y Y az) dr,+ M,

(3 équations)

U et U, sont les potentiels des forces qui agissent sur le fluide
extérieur et sur le fluide occupant la ®me cavité; o et ¢, sont les
densités de ces fluides. Les intégrales écrites sont étendues aux volumes
correspondants; X, ¥, Z, M,, M, M, sont les composantes de la force
et du couple résultants agissant sur le golide par leffet des forces
extérieures.*

2e. Mouvement acyclique. Sphéres. Le potentiel de vitesses
relatif au mouvement d’une sphere de masse m dans un liquide indé-
fini a été indiqué [n°® 2al].

La pression résultante du liquide sur la spheére se compose de
deux parties®):

1°) La pression produite par les forces extérieures agissant sur
le liquide (méme valeur qu’au repos)i®®)

2°) une force de valeur im'f, m’ étant la masse du liquide dé-
placé, f l'accélération du centre de la sphére. Cette force passe par le
centre et est dirigée en sens contraire de f.

Sl n'y a pas de forces extérieures, la sphére se déplace d’'un
mouvement rectiligne et uniforme. Dans ce cas la pression est partout
positive, si 4 l'infini elle dépasse la valeur?!®?)

0w + 07 + w?).

108) Ce résultat s’applique aussi aux corps non sphériques.

109) W. Thomson [Proc. R. Soc. London 42 (1887), p. 83/5; London Edinb.
Dublin philos. mag. (5) 23 (1887), p. 265; Papers 4, Cambridge 1910, p. 149/51] dis-
cute le mouvement, lorsque la condition de pression n’est pas remplie.

9*
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Si le champ de forces extérieures est homogéne d’intensité g, le centre
se meut comme un point matériel avec une accélération constante
m—m
m w9
il décrit une parabole. Ce résultat peut s'étendre & un corps arbi-

~

traire isotrope & condition de modifier le dénominateur!1)

m+ im'.
,Le mouvement d'un cylindre elliptique dans un liquide indéfini ainsi
que le mouvement d'un ellipsoide ont été traités par A. G. Greenhdll1)*

Le fait que le potentiel des vitesses relatif & une sphere en
mouvement est le méme que celui qui est déterminé par un doublet
[n° 2a] a permis d’appliquer la méthode des images au mouvement
de deux spheres.

G. G. Stokes a le premier déterminé le mouvement produit par
une sphére en mouvement dans un liquide enfermé dans une deuxidme
sphére, & linstant o les deux sphéres sont concentriques!?). Il a
déterminé le mouvement d'un corps limité par les portions extérieures
de deux sphéres orthogonales, sous I'hypothese que le corps se meut
parallélement & la ligne des centres't). Dans ces cas le nombre des
images est fini.

W. M. Hicks*'*) appliqua la méthode des images au probléme
général. Si les deux sphéres se meuvent sur la ligne des centres avec
les vitesses uw et v, I'énergie cinétique est de la forme

+(4u? + Bv® + 2Cuv),

A, B, C désignant certaines fonctions déterminées des rayons a et b
des spheres et de la distance des centres ¢. Il représente les fonctions

o . . . a b
A, B, C par des séries procédant suivant les puissances de - ¢ e

Des résultats analogues ont été obtenus par C. Newmann'®') an
moyen d'un systéme particulier de coordonnées curvilignes orthogonales.
R. A. Herman'®) a donné une expression générale des ni®me termes
des séries de W. M. Hicks; A. B. Basset*'*) a montré comment on peut

110) F. Kotter, Verh. phys. Ges. Berlin 6 (1887), p. 93. Voir un autre cas d'in-
tégrabilité du mouvement sous l'action de forces extérieures dans R. Paladini,
Atti R. Accad. Lincei Rendic. (4) 4 1 (1888), p. 187/96.

111) ,Messenger math. (2) 9 (1879/80), p. 117; Quart. J. pure appl. math. 16
(1879), p. 227. Cf note 26.*

112) Philos. Trans. London 171 II (1880), p. 455/92 [1879].

113) Quart. J. pure appl. math, 22 (1887), p. 204, 3870.

114) Proc. London math. Soc. (1) 18 (1886/7), p. 369/77; Hydrodynamics?') 1,
. 240.
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obtenir approximativement les termes des séries par un déplacement
de Yorigine d'un systéme de fonctions sphériques.

S’il n’y a pas de forces extérieures agissant sur les spheres, la
vitesse relative de séparation augmente constamment15). Sila spbere a
de masse m exécute de petites oscillations pendulaires dans le voisinage
d'une sphére fixe b, la présence de la sphéere b augmente la période

dans le rapport 3w ath®
L+ f g o)

m’ étant la masse du liquide déplacé par la premidre spherels).

Dans le cas du mouvement & angle droit sur la ligne des centres
on n'a obtenu que des résultats approchés'™”). Mais dans ce cas aussi
R. A. Herman''%) a donné une expression générale des coefficients de
Ténergie cinétique sous une forme symbolique.

JLe problome du mouvement de deux sphéres dans un liquide
indéfini a ét€ de nouveau étudié par R. Hargreaves'?).*

Si une sphére se meut dans le voisinage d’'un plan fixe, elle est
repoussée ou attirée par le plan suivant que l'angle que fait la direc-
tion de son mouvement avec la normale au plan est compris ou non
entre « et w — «, « étant la plus petite racine positive de I'équation

H] 8
s (40"
d est la distance du centre au plan'7).

Les résultats obtenus pour les spheres ont été étendus aux cylindres

par W. M. Hicks''?), qu’il y ait ou non circulation autour d'eux.

2f. Mouvement cycligue. W. Thomson'®) a étudié le mouve-
ment d’'une sphére dans un espace de connexion multiple limité par
une surface fixe, le rayon de la sphére étant petit par rapport a la
distance du centre aux points de Ia limite. Dans ce cas toutes les
guantités 7, s, s’ sont nulles identiquement, et K a la forme

1 (0P
—?foP v as,

1156) Ce théoréme a été indiqué par W, M. Hicks ') et démontré par C. Neu-
mann, Hydrodynamische Unters.®?), p. 194/236.

116) De telles oscillations ont &té discutées pour la premidre fois par C. A.
Bjerknes'?®) et indépendamment par F. Guthrie, d'aprés W. Thomson, London
Edinb. Dublin philes. mag. (4) 41 (1871), p. 405; cf. Reprint of papers®), (1™ éd.)
Londres 1872, p. 571; W. M. Hicks'%), a donné le résultat énoncé ici.

117) W. M. Hicks'®) et A. B. Basset14).,

118) ,Quart. J. pure appl. math. 41 (1910), p. 308/24.*

119) Id. 16 (1879), p. 113, 193; 17 (1881), p. 194; Proc. Cambr. philos. Soc.
3 (1876/80), p. 227 [1878]. Voir aussi A. B. Basset, Proc. Cambr. philos Soc. 6
(1886/9), p. 135 [1887].
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cette intégrale étant étendue & la surface de la sphere; P et P’ dé-
signent respectivement les potentiels de vitesses des mouvements
cycliques qui se produisent si la spheére est enlevée, ou si elle est
maintenue fixe.

., Dans le cas ou la sphere et le liquide sont de méme densité, et
ol il y a circulation autour d'un fil mince fixe s'étendant & linfini, le
centre de la sphére se meut comme &'il était attiré par le fil suivant
une force inversement proportionnelle au cube de la distance.

J. W. Strutt'®) et A. G. Greenhill'™) ont étudié le mouvement
cyclique & deux dimensions d’un fluide incompressible autour d’un
cylindre circulaire en mouvement. il n'y a pas de forces extérieures,
la trajectoire du centre est un cercle. Dans un champ homogene de
forces extérieures, la trajectoire est une trochoide.

A. B. Basset'®®) a étendu les résultats de lintégration des équa-
tions (1) du n° 2d, dans le cas d’'un corps de révolution, & un anneau
avec circulation dans son ouverture.

Le potentiel de vitesses relatif au mouvement d’'un anneau parallele-
ment & son axe a été représenté par W. M. Hicks'®®) a l'aide des fonc-
tions harmoniques correspondantes [fonctions toroides]***). Le mouvement
cyclique autour d’'un anneau mince est donné par la méme formule
que le mouvement correspondant & un anneau de tourbillon de petite
gection [n° 3a]. Deux anneaux de ce genre paraissent exercer l'un
sur l'autre des forces de méme grandeur et de méme direction, mais
avec des sens opposés'®®), que les actions mutuelles de deux courants
électriques®),

2g. Sphéres pulsantes. De petites oscillations de volume d’une
spbeére immergée dans un liquide y provoquent un potentiel de vi-

120) Messenger math. (2) 7 (1877/8), p. 14/6; Papers 1, Cambridge 1899, p. 344.

121) Messenger math, (2) 9 (1879/80), p. 117/20. Pour le probléme correspon-
dant relatif & plusieurs cylindres, voir 4. B. Basset19),

122) Proe. Cambr. philos. Soe. 6 (1886/9), p. 47 [1887]; Hydrodynamics?) 1,
p. 196. L'intégration mentionnée dans le texte est traitée en détail dans Miss P. G.
Fauwcett, Quart. J. pure appl. math. 26 (1893), p. 231/58.

123) Philos. Trans. London 172 III (1882), p. 609/62 [1881]. Voir aussi F. W.
Dyson, id. 184 A (1893), p. 69/72, 1041/1106.

124) Les fonctions dont il s'agit ont été introduites pour la premidre fois
par C. Neumann, Allgemeine Losung des Problems tiber den stationdren Tempe-
raturzustand eines homogenen Korpers, welcher von zwei nichtkonzentrischen
Kugelflichen begrenzt ist, Halle 1862.

125) W. Thomson, Reprint of papers %), (17 éd.) p. 569, 587 Voir aussi K. Riecke,
Nachr. Ges. Gott. 1887, p. 505; C. A. Bjerknes, Acta math. 4 (1884), p. 121/70.

126) G. Kirchhoff, J. reine angew. Math. 71 (1870), p. 263; Ges. Abh., Leipzig
1882, p. 404; L. Boltzmann, J. reine angew. Math. 78 (1871), p. 113/34.
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tesses de méme espéce qu'une source de débit variable. Deux spheres
présentant des oscillations de ce genre modifient par cela méme la
pression hydrodynamique. Il en résulte une attraction ou répulsion
apparente entre les sphéres; si la distance des centres est grande par
rapport aux rayons, la grandeur de cette attraction ou répulsion est
inversement proportionnelle au carré de cette distance. Si les spheres
ont la méme période et si leurs phases ne different pas de plus d'un
quart de période, il se produit une attraction!®’).

La théorie des forces apparentes s'exercant entre des spheres
pulsantes et oscillantes dans un liquide incompressible a été exposée
dans une suite de mémoires par C. 4. Bjerknes!®).

W. M. Hicks'*") a fait remarquer que le théoreme général relatif
aux attractions ou répulsions apparentes entre plusieurs sphéres pul-
santes peut g'étendre & un systéme de corps non sphériques pulsants,
Il construit d’aprés ces résultats une théorie de la gravitation en ad-

127) Ce résultat a ét€ trouvé pour la premidre fois par C. A. Bjerknes,
Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1875, éd. 1876, p. 386/400; ,C. A.
Bjerknes appelle ,,pulsants les corps qui changent périodiquement de volume, et
»oscillants* les corps qui changent périodiquement de place*; voir aussi W, .
Hicks, Proc. Cambr. philos. Soc. 3 (1876/80), p. 276 [1878]; 4 (1880/3), p. 29 [1880];
W. Yoigt [Nachr. Ges. Gott. 1891, p. 87/46] a donné une démonstration simple.
K. Pearson [Quart. J. pure appl. math. 20 (1885), p. 60, 184] a traité des problémes
analogues pour des ellipsoides.

«U. Grassé [Ann. R. Soc. mat. di Pisa 9 (1904), mém. n° 3, p. 1/86] étudie égale-
ment le cas des ellipsoides pulsants et étend les résultats au cas de corps pul-
sants dont la surface présente certaines symétries.*

128) Forhandl.Videnskabs-Selskabet Christiania 1864, éd. 1865, p. 13/42 [1863];
1869, 64,1870, p. 355/6]1868]; 1872,6d.1873, p. 327/405[1871]; 1876, 6d.1877, p. 386/400
[1875]; Nachr. Ges. Gott. 1876, p. 245/88. Au sujet des recherches expérimentales
de C. A. Bjerknes, voir O. E.Schiotz, Nachr. Ges. Gott. 1877, p. 291/310; C. A. Bjerknes,
Nachr. Ges. Gott. 1877, p. 310/2; C. R. Acad. sc. Paris 84 (1877), p. 1222/5, 1309/12,
1875/7, 1446, 1493/6; 88 (1879), p. 165/7, 280/2; 89 (1879), p. 144/6; o tome 84
contient des remarques historigues sur le probléme des spheres pulsantes;* voir
aussi le compte rendu donné par L. E. Bertin, Ann. chimie et phys. (5) 25 (1882),
p. 257/83. Au sujet de la théorie de C. A. Bjerknes voir V. Bjerknes, Vorlesungen
iiber hydrodynamische Fernkrifte nach C. A. Bjerknes Theorie 1, Leipzig 1900;
2, Leipzig 1902. Les idées de C. A. Bjerknes ont été analysées par V. Bjerknes
[Rapports présentés au congrés international de physique 1, Paris 1900, p. 251/76];
cf. 4. Korn, Theorie der Gravitation und der elekfrischen Erscheinungen auf
Grundlage der Hydrodynamik, Berlin 1898.

4+ Voir aussi V. Bjerknes [Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1904,
éd 1905, mém. n°® 8, p. 1/16; Acta math. 30 (1906), p. 99/143; Z. Math. Phys. 50
(1904), p. 422/43; Archiv mat. astron. och fys. Stockholm 1 (1904 5), p. 225 50;
Archives sc. phys. nat. Gen2ve (5) 20 (1905), p. 268 84, 325/50, 473/505] ou sont
analysées en détail les profondes analogies qui lient les phénoménes hydro-
dynamiques et les phénomenes électriques ou magnétiques.*
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jonction & la théorie des atomes tourbillons. Les atomes de la matitre
y sont considérés comme des tubes tourbillons creux'®?).

La propagation des ondes & travers un fluide compressible con-
tenant un agrégat de sphéres pulsantes a été traitée par 4. V. Bicklund %),

Sur les mémes principes, 4. Korn®®') a fondé la théorie des
vibrations universelles qui permet de regarder les phénomenes de la
gravitation et de la répulsion entre les particules d’un gaz (loi de
Maxwell) comme des conséquences des vibrations propres d'un systéme
composé de particules pondérables faiblement compressibles et d'une
matidre incompressible pour des vibrations rapides. La vibration fon-
damentale consiste en des pulsations des particules pondérables, pul-
sations qui ont pour conséquence, conformément aux résultats de
C. A. Bjerknes, une attraction de ces particules suivant la loi de Newton.
La considération des harmoniques (oscillations irrégulidres des parti-
cules) permet d’expliquer la loi de Maxwell.*

S Guggenheimer) étend la théorie de A. Korn en ne supposant
pas les particules de matidre nécessairement sphériques: il étudie les
pulsations d’'un anneau circulaire et montre qu’aux grandes distances
un tel annean se comporte comme une sphére pulsante; il étudie
aussi le cas d’'une sphere et d'un anneau concentrique ou non.*

Mouvements tourbillonnaires.

3a. Détermination des vitesses en fonction des tourbillons.
Tout fluide parfait en mouvement est formé de deux portions bien
digtinctes dont I'une a un mouvement constamment irrotationnel, 'autre
un mouvement constamment tourbillonnaire%¥); eette portion peut étre

129) Pour la théorie des atomes tourbillons, voir n° 8a; pour la notion de
tourbillon ecreux voir 8b. Le fait que la période de la pulsation est indépen-
dante de la vitesse de translation constitue pour cette théorie de la gravitation
une grande difficulté; voir W. M. Hicks1?).

130) Math. Ann. 34 (1889), p. 871/446. Pour la propagation des ondes dans
un miliea formé d’atomes tourbillons voir W. M. Hicks [Report. Brit. Assoc. 65,
Ipswich 1895, éd. Londres 1895, p. 595, 612/3]) et W. Thomson [Report. Brit,
Assoc. 57, Manchester 1887, éd. Londres 1888, p. 486/95].

131) ,Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen auf Grund-
lage der Hydrodynamik, Berlin 1898; Sitzgsb. Akad. Minchen 29 (1899), p. 223/9;
Naturwissenschaftliche Wochenschrift (2) 1 (1902), p. 330/2; C. R. Acad. sc. Paris
134 (1902), p. 31; 152 (1911), p. 306; Ann. Ec. Norm. (8) 25 (1908), p. 529; Theorie
der Reibung in continuirlichen Massensystemen, Berlin 1902.*

132) ,Sitzgsb. Akad. Miinchen 34 (1904), p. 41/57; 85 (1905), p. 265/313.*

183) ,Au sujet de la formation des tourbillons dans les fluides parfaits, voir
F. Klein, 4. Math. Phys. 58 (1910), p. 259/62. Sur la conservation des tourbillons,
voir K. Zorawski, Bull. intern. Acad. sc. Cracovie 1900, éd. 1900, p. 835/42,*
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considérée comme formée par une infinité de filets de tourbillon se
fermant sur eux-mémes ou se terminant a la limite du fluide.
Les composantes u, v, w de la vitesse en fonction des composantes
§, 7, £ du tourbillon et de la vitesse de dilatation @ sont déterminées par
dw ov ou _ ow ov
B0 =% 5w =20 G55y =26
w
poToy T =@
Ces composantes peuvent &tre représentées par un potentiel de vitesses
et un potentiel vecteur au moyen des formules 13“)

aH G 99 [ 6F OH 9G _oF
5at 3y ~ 57 "5y T a5 95 +6w 5’

dans lesquelles

3a:+ +az

8l s'agit d’'un fluide indéfini en repos & l'infini, si les filets de tour-
billon ne s'étendent pas & l'infini, le potentiel de vitesses et le poten-
tiel vecteur sont donnés par les relationsi3)

@, (4 ’ ’ g 7 4 ’
q3=——fff4nrdxdydz; F=fff2irdxdydz,

r désignant la distance du point (2, ¥, #') au point (z, y, 2) od Yon
cherche ¢, F, G, H.

Si le fluide est enfermé dans une limite fixe ou nom, il faut
ajouter a la valeur de ¢ ainsi déterminée une solution de I'équation
Ap=20
telle que les conditions aux limites soient remplies. La part contri-
butive de chaque élément dz des anneaux de tourbillon dans les com-
posantes u, v, w de la vitesse au point (x,y, £) est déterminée par les

formuleg %)

au=_2_1;(n,orsz gy y)dr
x',y’, & étant les coordonnées de V'élément dz et £, 4/, ¢’ les composantes
du veeteur tourbillon en ce point. En un point odt le mouvement est
irrotationnel, un anneau de tourbillon infiniment délié de moment m

184) G.G.Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 I (1849/50), éd. 1851, p.1 [1849];
Papers 2, Cambridge 1883, p. 248; H. von Helmholtz, J. reine angew. math. 55
(1858), p. 38; Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882, p. 115. ,Au sujet de ces formules et
d’autres proposées par A. Clebsch dans un but analogue, voir une remarque de
J. Hadamard, Legons sur la propagation des ondes, Paris 1903, p. 79.*

1385) H. von Helmholtz, J. reine angew. Math, 55 (1858), p. 40; Wiss. Abh. 1,
Leipzig 1882, p. 117.
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donne pour le potentiel des vitesses la valeur mgt—, & étant Tangle

solide sous lequel l'anneau est vu du point considéré%),

¥l s’agit d’un liquide incompressible remplissant un espace in-
défini ou limité et simplement connexe, la vitesse des €léments liquides
est déterminée si I’on se donne la distribution (nécessairement solé-
noidale) du tourbillon; celui-ci varie ensuite avec le temps conformé-
ment & la loi exprimée par les équations (6) [IV 17, 7]. La suite du
mouvement est ainsi déterminée. Comme les anneaux de tourbilion
se meuvent avec le liquide, leur mouvement est déterminé par des
équations d’od toutes les forces ont été éliminéesis?).

Le probleme revient donc & déterminer les vitesses (u, v, w)
dans tout le liguide, supposant connus les tourbillons (&, %, {) & un
instant donné. La solution de ce probleme est classique [cf. note 97]
g1l s'agit d'un fluide indéfini. Si le liquide est renfermé dans un vase
fixe les formules classiques ne résolvent pas & proprement parler la
question: elles exigent en effet!*®) outre la connaissance des tourbillons
celles des vitesses a la paroi du vase. V. Steklov'®®) remédie & ce
défaut et caleule méme les vitesses (u, v, w) en chaque point d'un
liquide enfermé dans un vase animé d'un mouvement donné, connaissant
uniquement les tourbillons & un instant déterminé. Il déduit de ses
résultats diverses conséquences trés importantes relatives notamment
au mouvement d'une masse fluide dont les éléments s'attirent suivant
la loi de Newton et dont la surface libre conserve, sous pression cons-
tante, la forme d'un ellipsoide, probleme qui sera traité dans le n° 4.

L’énergie cinétique d’un liquide incompressible indéfini dans lequel
le mouvement tourbillonnaire ne s’étend pas & linfini, est donnée par
I'expression 4°)

e 8w 4 £ o
§;n/:/:/‘fff_“r—* dzdydzda’dy’ds’.

On peut se représenter le mouvement de ce liquide comme produit a

136) H. Lamb, Hydrodynamics '), p. 233. ,Au sujet de la détermination des
vitesses en fonction du tourbillon, voir aussi H. Poincaré, Théorie des tourbillons,
rédigée par M. Lamotte, Paris 1893, p. 40/71, 130.* Pour le cas des fluides com-
pressibles, voir L. Boltzmmann, J. reine angew. Math. 73 (1871), p. 111/34; M. Bril-
loutn, Ann. Fac. sc Toulouse (1) 1 (1887), revue de physique, p. 1/80.

137) J. Larmor {Nature (Londres) 62 (1900), p. 454; Report. Brit. Assoc. 70,
Bradford 1900, éd. Londres 1901, p. 624] met en lumiére la portée générale de
ce résultat.

138) ,P. Appell, Mécanique rationnelle (2° éd.) 3, Paris 1909, p. 445.*

139) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 10 (1908), p. 271/334.*

140) H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 240. ,Cf. H. Poincaré, Tourbillons 136),
p. 129 et suiv.*
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partir du repos par des forces impulsives et des pressions impulsives. Si
X'dz, Y'dr, Z'dx

sont les composantes de la force impulsive agissant sur le petit élément
de volume dv, si la pression impulsive est p;, on a les équations
9u=X'—%—€;’y oV = Y'—%%“; 9W=Z’-——%,
ot 'on peut encore choisir p, d'une infinité de manidres.
Imaginons une surface S enfermant toute la partie tourbillonnaire;
3 Yextérieur de S le mouvement admet un potentiel de vitesses g.
Choisissons dans cette région p, égal & — @@, et faisons varier les
dérivées de p, prises suivant la normale, d'une manidre continue quand
on traverse la surface S. Si Von forme le terseur impulsif résultant
des impulsions
X'dz, Ydv, Z'dv
relatives aux points intérieurs a S, la limite de ce torseur quand S
s'éloigne & linfini s'appelle pour abréger ,impuls«ss).
Ses composantes
B My Gy Ay, 5 vy
sont données par les relationsi4t)

b= o)) we—emyazayas, ...,
= fff @+ M tavayas,

La théorie des atomes-tourbillons de W. Thomson!4?) donne un intérét
particulier & 'étude des anneaux de tourbillon, Dans cette théorie,
les atomes de la matidre sont représentés par des anneaux de tour-
billon. De tels anmeaux sont indestructibles et impénétrables; l'ordre
de connexion de l'espace entourant un anneau de ce genre ainsi que
le moment de I'anneau sont constants.

On a aussi introduit des systémes d’anneaux enchainés pour re-
présenter les atomes de certaines snbstances!!). On a cherché si une
théorie basée sur ces principes peut donner une explication des pro-
priétés thermiques des gaz, de la correspondance des raies spectrales
avec la constitution chimique, des circonstances relatives & la dis-
sociation ou & la combinaison chimiques; on a entrepris dans ce but
des recherches qui, entre autres, ont trait & Paction mutuelle de deux

141) J. J. Thomson, A treatise on the motion of vortex-rings, Londres 1883
142) Proc. R. Soc. Edinb. 6 (1866/9), p. 94/105; London Edinb. Dublin philos—
mag. (4) 83 (1867), p. 16/24; Papers 4, Cambridge 1910, p. 1112.
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anneaux voisins, aux périodes et aux différents modes de vibration
des anneausx, & la stabilité des systemes de tourbillons!4s).

Tous ces sujets ont été en particulier traités par J.J. Thomson*).
Il utilisa pour ces recherches les formules relatives & 1’énergie, &
Pimpuls, au potentiel de vitesses, ce dernier sous la forme o il ré-
sulte d'un annean de section infiniment petite.

3b. Tourbillons eirculaires. H. von Helmholtz'®) a considéré des
systémes d’anneaux circulaires minces de méme axe dans un liquide in-
compressible indéfini. La vitesse est déterminée par une fonction axiale
de courant ¥. Le potentiel vecteur est perpendiculaire en chaque
point au plan méridien et a la valeur — % Le vecteur tourbillon e
a la méme direction, sa valeur et celle de ¢ sont lies par I'équation

e — ; (a’w o' 1 a¢>_

ow? 0z ® o®

Dans un mouvement permanent, la constance du moment d’'un anneau
. . a . .
de tourbillon exige que - soit une fonction de y'4).

Dans le cas d’'un seul anneau mince de moment e, on peut
déterminer approximativement le mouvement#°), en admettant que la
section de V'anneau est un cercle de rayon ¢, 'ouverture un cercle de

rayon a, % étant petit. Si 'on admet en outre que % est constant

dans l'anneau, l'anneau se déplace parallelement & son axe avec unme
vitesse w, égale approximativement a149)

8a
m(2wa)~* log, (7) .
143) W. Thomson, ,,Vortex-statics*, Proc. R. Soc. Edinb. 9 (1875/8), p. 69/73;
London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 10 (1880), p.97/109; Papers 4, Cambridge 1910,
p. 115/28; Maximum and minimum energy in vortex motion [Nature (Londres) 22
(1880), p. 618; London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 23 (1887), p. 529].
144) G.G.Stokes*®) donne I'équation que vérifiey dans un mouvement permanent.
145) H. Lamb, Hydrodynamics *), p. 255. ,Voir aussi 4. B. Bassei, A treatise
on hydrodynamics 2, Cambridge 1888, p. 60.*
146) W. Thomson [London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 83 (1867), p. 511;
Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 67] a obtenu le résultat
1 8a 1y,
m(2xa) {loge?— ‘ },
cf. H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 260; J.J. Thomson'*Y); T. C. Lewis [Quart.
J. pure appl. math. 16 (1879), p. 338/47]; C. Chree [Proc. Edinb. math. Soc. 6
(1887/8), p. 59/68], ont tous trouvé pour le second facteur

{1og, % —1}-
Les méthodes employées peuvent toutefois donner une erreur sur ce second terme.

Le résultat de W. Thomson a été vérifié par W. M. Hicks'®®) en tenant compte
de termes d’ordre plus élevé.
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3b. Tourbillons circulaires. 141

Notons d’ailleurs que ce résultat est contesté par J. Weingartent?)
qui a étudié le méme probléme par une analyse nouvelle, dans un
important mémeire dont il va &tre question (p.142); J. Weingarten
trouve, pour la vitesse de tramslation de l'anneau, une valeur double -
de celle écrife ci-dessus.

Enfin la fonction de ¢ est donnée approximativement par

27
ma®d i { 2@

=9 Vat+ 2 _a’-l-zﬁcos
0

1
6+ F%} 2 cos6d6.

L’annean se déplace accompagné par une atmosphere4®) formée
par les éléments liquides dont les trajectoires par rapport & I'anneau
sont des courbes fermées traversant son ouverture.

La surface de cefte atmosphére est déterminée par I’équation

29w~ = w,.

Cette surface n’a d’ouverture que si —2« est assez petit pour que
log, (Sc_a) > 2.

Cette théorie approximative de 'anneau unique a été perfectionnée
par W. M. Hicks par lintroduction des fonctions harmoniques relatives
4 lanneau circulaire'®), I a d’abord traité le cas d’'un mouvement ir-
rotationnel avec circulation autour d’une cavité en forme d’anneauis?),
puis le cas d’'un anneau mince avec un noyau de filets de tourbillons 159),
Si le tourbillon ereux a un mouvement permanent, la pression & Pin-
fini est

mig(2mc) 1,
en désignant par 2m la circulation. Il trouva en outre que la section
d'un tourbillon de ce genre s’écarte quelque peu de la forme d’un

by

cercle, ressemblant davantage & une ellipse dont le grand axe serait

N

paralléle & l'axe de Vanmeau (cette ellipse serait un peu plus plate &
Vintérieur qu’as Yextérieur).

147) ,Nachr. Ges. Gott. 1906, math -phys. p. 81/93.*

148) ,La propriété générale d'un anneau de tourbillon de s'entourer d'une
atmospheére a 6té signalée par W. Thomson, Proe. R. Soc. Edinb. 6 (1866/9), p. 94/105;
London Edinb. Dublin philes. mag. (4) 84 (1867), p. 15/24; Papers 4, Cambridge
1910, p. 1/12.*

149) Un espace creux du genre de celui décrit dans le texte s'appelle un
,tourbillon ereux**. W. M. Hicks, Philos. Trans. London 1751 (1884), p. 161/95.

150) W. M. Hicks, Philos. Trans. London 176 II (1885), p. 725/69. La théorie
dounée par W. M. Hicks a été développée par 4. B. Basset, Hydrodynamics '48) 2,
p. 80/8 et par W. M. Hicks lui-méme, On spiral or gyrostatic vortex aggregates
{Philos. Trans. London 192 A (1899), p. 83/99].*
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Pour que Yatmosphere de lanneau soit elle-méme disposée en

forme d’anneau, on doit avoir

2 <1073,
comme l'a montré W. M. Hicks. Cette propriété dun anneau de tour
billon de s’entourer d’une atmosphére en mouvement cycligue irro-
tationnel limitée dans certains cas par une surface fermée sans ouver-
ture est particuliérement importante dans d’autres domaines de recher-
ches physiques'®?),

N E. Zukovskij¥®) a étudié le probleme analogue aux précédents
ol l'on suppose quun anneau-liquide en forme de tore se meut de
maniére que sa surface porte une couche infiniment mince de tour-
billons, tandis que le liquide intérieur au tore se déplace paralléle-
ment & l'axe du tore.

Dans toutes les études relatives & l'anneau-tourbillon ecirculaire,
supposé composé de filets-tourbillons remplissant tout le volume du
tore, il semble qu’on ait surtout examiné les conditions du mouvement
sans porter attention sur la maniére dont se comporte la pression.
Un important travail de J. Weingarten'#?) est consacré surtout & cette
question. Pour éviter les objections qu’on peut apporter a priori & la
considération d'un anneau de section infinement petite, Vauteur part
d’un anneau-tourbillon de section finie (la forme de cette section étant
d’ailleurs quelconque), et il raméne la détermination des éléments du
mouvement & celle d’'un potentiel de double couche; la pression dans
le fluide est alors calculée & lintérieur et & l'extérieur de l'anneau.
Appliquant les résultats obtenus & l'anneau de section circulaire, on
trouve que, si la section est tres petite, la pression dans le liquide,
au voisinage de l'anneau, est négative et trées grande. Ce résultat est
obtenu en supposaut nulle la pression aux trés grandes distances: il
subsiste quelque grande que l'on puisse supposer la pression a l'infini.
Ce fait donne a réfléchir sur la possibilité de la formation d’'un anneaun
tourbillon dans un fluide incompressible: 1a naissance d'un tel anneau
entrainerait une solution de continuité dans le fluide et les équations
de Y'hydrodynamique cesseraient des lors d’étre applicables.*

Etant donné un systeme d’anneaux de tourbillon circulaires de
méme axe, désignons par m,, m, ... leurs moments, par a,, a,... les
rayons de leurs ouvertures, par #,, 2, ... les distances de leurs centres
a un point fixe de l'axe. Chacun de ces anneaux posséde d’une part
sa vitesse de progression propre et ohéit en outre aux vitesses pro-

151) J. Larmor, Philos. Trans. London 185 A (1894), p. 774.
152) ,Math. Sbornik (recueil math. Soc. sc. Moscoun) 26 (1906 8), p. 483/90.*
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8b. Tourbillons circulaires. 143

venant des autres anneaux. Soient v, w, les vitesses radiale et axiale
de Tanneau d'indice %, réglées par les autres anneaux, y; le potentiel
vecteur, pour cet anneau, fixé par laction des autres anneaux; ces
quantités sont liées par les équations!®)

.,
%mk”k“k =0, -(—l?)m}:alc(2akwk — 08, — 1) = 0.

Deux anneaux, dont les tourbillons sont orientés dans le méme sens,
se déplacent dans le méme sens paralltlement & l'axe: celui qui marche
en avant grandit pendant que sa vitesse diminue, I'autre diminue pen-
dant que sa vitesse augmente, de sorte qu'il peut arriver que les
deux anneaux se traversent alternativement. Si les tourbillons sont
orientés en sens confraire, les anneaux s'approchent avec une vitesse
décroissante, et s'éloignent en général avec une vitesse croissante5%).
1 ne semble pas impossible**) cependant que l'un d’eux plus intense
et plus grand entraine l'antre dans son mouvement de translation,
chacun oscillant autour d'une position moyenne. Deux anneaux symsé-
triques par rapport & un plan P restent symétrigues par rapport a
ce plan. Le liquide situé dans ce plan reste immobile, le plan peut
donc é&tre remplacé par une cloison fixe. On obtient ainsi par la
méthode des images le mouvement d'un annean circulaire dans un
liquide indéfini limité & un plan fixe paralleéle au plan de lanneaun®

JAux recherches exposées ici se rattachent différents mémoires de
L. Sante da Rios1%) sur le mouvement d’un liquide indéfini dans lequel
existe un tube-tourbillon de forme quelconque; en supposant ce tube
trés mince et géométriquement assimilable & une ligne L, cette ligne
se comporte comme un fil flexible et inextensible. Si ¢ et v désignent
la courbure et la torsion de cette ligne en un point correspondant &
la valeur s de larc, les équations intrinseéques du mouvement de L
sont les suivantes:

s

Z:=cz'+20’z, %=—cc’+(z2—2),

153) L'étude expérimentale des propriétés mentionnées dans le texte a déja
été abordée par H. von Helmholiz, J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 55; Wiss.
Abb. 1, Leipzig 1882, p. 184. Pour ce qui concerne les méthodes employées
et les résultats, voir W. B. Rogers, Amer. J. of science and arts (2) 26 (1858),
p. 246/58; . Reusch, Ann. Phys. und Chemie, Zweite Folge (4) 20 (1860), p. 309/16;
P. @ Tait, Lectures on some recent advances in physical science, (1% éd.) Londres
1876; trad. par Krouchkoll, Conférences sur quelques progrés récents de la phy-
sique, Paris 1887; R.S.Ball, Trans. Irish Acad. Dublin 256 (1875), p. 135/55 [1871];
M. Brillowin, Ann. Fac, sc. Toulouse (1) 1 (1887), revue de physique, p. 1/72.*

154) , M. Brillouin, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 1 (1887), revue de physique, p.1/80.*

155) ,Rend. Circ. mat. Palermo 22 (1906), p. 117/35; 29 (1910), p. 354/68;
Giorn. mat. (3) 2 (1911), p. 300/8.*
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les accents désignant des dérivées par rapport a larc s de la courbe,
et ¢ désignant le temps.

Ces formules permettent notamment ’étude de la forme des filets-
tourbillons qui se déplacent sans changer de forme. Pour que ces
formules soient & l'abri d’objections concernant le fait qu’au voisinage
d'nn filet infiniment délié, les formules fournissant les vitesses ne sont
peut-étre plus valables, on doit d’abord supposer le tube de section
finie, et chercher la vitesse en un point intérieur, avant de passer &
la limite: c'est ce qui est étudié en détail. Ceci conduit pour des
tubes de section finie, & d'intéressantes conclusions: si la section par
exemple est circulaire, on peut imaginer le cercle-section décomposé
en zones concentriques, chaque zone étant animée d’une rotation autour
du centre commun.

Notons encore sur ces sujets une étude de C. W. Oseen'®®) sur
le cas ol le fluide contiendrait un seul filet-tourbillon, en forme d’hélice.
Ce cas offre de remarquables analogies avec ceux des filets rectilignes
et circulaires.*

3¢. Champs plans de tourbillons. La théorie générale des tour-
billons peut étre illustrée par une discussion du mouvement & deux di-
mensions.

Dans un mouvement & deux dimensions parallélement au plan
des zy, les lignes de tourbillon sont rectilignes et normales au plan;
soient (z,,¥,), (@3, %), . . . les coordonnées des traces sur ce plan de
n tubes de tourbillon de sections infiniment petites, m,, mg, ... leurs
moments, 7, la distance des tubes d'indices %k et %" Le mouvement
de ces tubes est déterminé par les équations

dz, 0H dy; oH

m,‘ﬁ=m: my—- di ——axk)
dans lesquelles on a posé
H=— 51; kamk, log, 7,
*, &)
Si l'on attribue aux traces des tubes des masses m,, m, .. ., leur centre
de gravité reste immobile, car

%’ (T, + 1Y)

reste constant; done
m ws 2
% #(@E + 90

reste constant et de méme H')*

166) ,Ofversigt Vetensk.-Akad. forhandl, (Stockholm) 59 (1902), p. 289 308.*
157) G. Kirchhoff, Mechanik®), (3¢ éd.) p. 259, 260. :
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8c. Champs plans de tourbillons. 145

JLes équations du mouvement des tubes, mises sous la forme
canonique des équations hamiltoniennes, ont été étudiées par E. Laura158)
de ce nouveau point de vue. Divers cas particuliers du mouvement
ont été examinés par K. Laura et W. Grobli's%)*

La théorie de H. von Helmholtz relative au mouvement de plusieurs
anneaux circulaires de méme axe peut &tre illustrée par la considé-
ration de couples de tourbillons placés symétriquement par rapport
4 un méme axe, les intensités de deux tourbillons symétriques étant
égales au signe presi®o),

E. Riecke™') a considéré 1’ atmosphere” d’'un couple de ce genre.
La stabilité de configurations particulires de tubes de tourbillon pa-
ralleles éclaire le probleme général de la stabilité des anneaux enchainés.
Si »n tubes de tourbillon se trouvent aux sommets d’'un polygone ré-
gulier, ils peuvent se mouvoir uniformément sur le cercle circonserit.
Ce mouvement est stable si # ne dépasse pas la valeur six !4').

A ces questions de configuration de systdmes de tubes-tourbillons
paralleles et de leur stabilité, se rattache une trés intéressante tenta-
tive de Th. von Kdrmdn et H. Rubach'®®) en vue d’établir une appli-
cation théorique de la résistance des fluides & I'avancement d'un solide,
mobile d'un mouvement rectiligne uniforme, avec une grande vitesse.
A Tarriere d'un cylindre en mouvement perpendiculairement & son axe,
on peut imaginer la surface de glissement de H. von Helmholtz [cf.
n° 1le] résolue en une double série de filets-tourbillons rectilignes
paralleles au cylindre. I résulte des expériences de H. Bénard'®®)
que cette naissance de tourbillons se produit effectivement, avec une
périodicité nettement caractérisée, un tube-tourbillon se détachant alter-
nativement d’un cété et de lautre de la surface du cylindre. Th. von
Kdrmdn et H. Rubach étudient théoriquement et expérimentalement
ce phénoméne et envisagent la stabilité d'un systtme de tourbillons de
cette mature, dont les traces sur un plan normal au cylindre sont dis-
posées en deux files paralleles indéfinies; la stabilité est obtenue, dans
certaines conditions, pour une valeur déterminée du rapport entre la

158) ,Atti Accad. Torino 40 (1904/5), p. 296/312.*

159) Diss. Géttingue 1877 ; Viertelj. Naturf. Ges. Ziirich 22 (1877), p. 37/81, 129/65.

160) W.Grobla1%%); A. E. H. Love, Proc. London math. Soc. (1) 25 (1893/4), p. 185.

161) Nachr. Ges. Gott. 1888, p. 851/56. E. Riecke et W. Gribli'*®) donnent
des tracés des trajectoires des éléments fluides.

162) ,Th. von Kdrmdn, Nachr. Ges. Gott. 1911, math.-phys. p. 509 17; id.
1912, math.-phys. p. 547/56; Th. von Kdrmdn et H. Rubach, Physikalische Zeit-
schrifs 13 (1911/2), p. 49/59.*

163) ,Revue gén. se. 11 (1900), p. 1328; C. R. Acad. sc. Paris 147 (1908),
p. 839/42, 970/2; 156 (1913), p. 1003/5, 1225,8.*

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5, 10
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distance des deux files et la distance mutuelle de deux tourbillons
consécutifs de chaque file*

L. Gritz***) et C. Chree'®) ont considéré un mouvement tour-
billonnaire plan dans des fluides compressibles. C. Chree applique ses
régultats & une théorie des cyclones. En utilisant la fonetion axiale
de courant, W.Wien'®) a développé une théorie plus générale des
cyclones; l'air y est fraité comme un fluide incompressible?),

,Ce sujet a donné naissance & de nombreuses recherches récentes,
en partie expérimentales. Citons notamment les recherches de Ch. Weyher
et E. Belot'®®) qui reproduisent dans toutes leurs particularités les
phénomeénes naturels relatifs aux tourbillons. La récente découverte
de tourbillons & la surface du soleil (tourbillons électrisés des taches
solaires, photographiés par G. E. Hale, filaments noirs découverts par
H. Deslandres dans les couches supérieures de l'atmospheére solaire et
qui semblent &tre des tourbillons & axe horizontal) augmente encore
Vintérét de ces travaux?!®®).

D’autre part, G. Guilbert'®®*) a déduit de l'observation, des regles
précieuses applicables a la météorologie, et qui sont actuellement offi-
ciellement adoptées dans un grand nombre de pays. Les reégles de
G. Guilbert ont recu de B. Bruhmes de notables confirmations théori-
ques'™) et expérimentales'!™) qui mettent hors de doute le théoreme
d’hydrodynamique suivant: Un courant horizontal exerce sur un tour-
billon vertical dextrorsum™#) une force horizontale perpendiculaire

164) Z. Math. Phys. 25 (1880), p. 1/10.

1656) Proc. Edinb. math. Soc. 5 (1886/7), p. 52/9; 6 (1887/8), p. 59/68; 7
(1888/9), p. 29/41; 8 (1889/90), p. 43/64.

166) Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1900, p. 71/83.

167) ,Voir & ce sujet, J. ddtken [Trans. R. Soc. Edinb. 40 (1903), p. 131/56] et
J. W. Sandstrom, Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 7(1911/2), mém. n° 30, p. 1/33.*

168) ,J. Ec. polyt. (2) cah.15 (1911), p.2565/71. Voir aussi 4. H.Gibson, Mem.
and proc, of the Manchester liter. and philos. Soc. 55 (1910/1), mém. n°7, p. 1/19.*

169) ,Au sujet des tourbillons cellulaires qui expliquent notamment la for-
mation des cirques lunaires, voir différents travaux de H. Bénard [Revue gén. sc.
11 (1900), p. 1228; J. phys. théor. appl. (3) 9 (1900), p 513; (3) 10 (1901), p. 254],
P. Duhem [C.R. Acad. sc. Paris 137 (1903), p.2387/40], C. Dauzére [J. phys. théor. appl.
(4) 6 (1907), p. 892; (4) 7 (1908), p. 980); H. Deslandres [C. R. Acad. sc. Paris 149
(1909), p. 494] et plusieurs articles de H. Bénard, E. Belot, C. Dauzére, H. Deslan-
dres et J. Escard dans les tomes 154 (1912) & 156 (1913) des C. R. Acad. sc. Paris.*

169%) ,Nouvelle méthode de prévision du temps (préface de B. Bruhnes),
Paris 1909.*

170) ,B. Bruhnes, Archives sc. phys. naturelles Geendve (5) 21 (19086), p. 40/62;
Assoc. fr. avane. sc. 35 (Lyon) 1906%, p. 214; réimpr. dans G. Guilbert 1693 x

171) ,C. R. Acad. sc. Paris 144 (1907), p. 900/2.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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au courant et dirigée vers sa gauche; le sens de cette force est ren-
versé pour un tourbillon sinistrorsum.

Une généralisation des champs plans de tourbillons a été intro-
duite par E. Zermelo'™) qui étudie le mouvement d'un fluide mobile
sans frottement sur une surface et notamment sur une surface sphérique;
il forme pour ces mouvements une fonection de courant qu’il détermine
effectivement dans des cas géneraux. Le cas ol il existe un certain
nombre » fini de centres tourbillonnaires sur la surface est entiere-
ment analogue au cas de n tubes-tourbillons rectilignes paralléles.*

3d. Vibrations des tourbillons. W. Thomson™) a abordé 1'étude
des vibrations d’'un anneau de tourbillon par le cas particulier d'un
tourbillon eylindrique, qu'il supposa tantot creux, tantét plein de filets
de tourbillon.

J. J. Thomson™*), W. M. Hicks'™) et H. C. Pocklington*™) ont
discuté les vibrations d'un anneau de tourbillon circulaire. Si I'anneau
est creux, le rayon ¢ de la section méridienne étant petit par rapport
an rayon a de l'ouverture, les modes de vibrations sont les suivants:

1°) Vibrations transversales (Querschwingungen; sinuous vibrations).
Les centres des sections méridiennes ont de petites oscillations; les
sections elles-mé&mes ne changeant pas de forme. Si Ie cercle d’ouver-
ture contient » longeurs d'onde, et si % n’est pas trés grand, la période

de la vibration est
2ma _1

aynt —1 °’
w, désignant la vitesse de translation de Yannean. Si n croit, la
période diminue plus rapidement que ne l'indigque la formule. Ce ré-
sultat s’applique indifféremment aux anneaux creux ou pleins!4?),
2°) Pulsations (Pulsationen). Toutes les sections se dilatent simul-
tanément ou se contractent de la méme maniére. La période de cette

vibration est
mey /2maw,

=y
I m

m désignant le moment de Yanneau, IT la pression & linfini?).

3°)  Vibrations cannelées (Riffelschwingungen; fluted vibrations).
Chaque section méridienne se déforme dé¢ manitre & présenter » lon-
gueurs d’onde sur son contour. Que cette déformation soit ou non la

171%) ,Au sens défini IV 4, 51, en prenant pour triédre direct ou positif
celui de l'astronomie. C’est le sens des tourbillons atmosphériques naturels.*

172) ,Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 201/37.*

178) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 10 (1880), p. 155 68.

174) Philos. Trans. London 175 I (1884), p. 191/5; 176 II (1885), p. 759/80.

176) The complete system of the periods of a hollow vortex-ring [Philos.
Trans. London 186 A II (1895), p. 608/19].

10*
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méme dans les différentes sections, pourva qu'elle varie assez lente-
ment le long de la circonférence de l'anneau, il y a deux modes de

. . . 2 2% o . < .
vibrations de périodes -57—’ et ~=» 6; et 6, étant les racines de 'équation'™)
1 2

i I
6% + 4dano e + 472%n(n — 1) e = 0.

4°%) Vibrations perlées (Perlschwingungen; beaded wvibrations). Les
sections se dilatent et se contractent alternativement de maniére que
leur aire varie harmoniquement le long de l'ouverture de 'anneau. S'il

y a n longueurs d’onde le long de cette ouverture, la période est =,
¢ étant défini par1%)

62“(211 2

) g
me;) 2maw, +

1
Tl )
b°) Vibrations entrelacées (Torsionsschwingungen; twisted vibrations).
Elles ont d’abord le méme caractere que les wibrations cannelées; mais
la déformation varie rapidement le long de 'ouverture de I'annean, de
telle sorte qu'il y ait un grand nombre »n’ de longueurs d’onde le long
de cette ouverture. La période 27” est donnée par l'équation

2bn' K, (2bn)
K,(2bn) }m’ 2
ot 2ba est le rayon de la section, et od!™)
+ o0
(2bn)—~— cos2n’0
(4ot
Les vibrations cannelées (,,ﬁuted v1brat10ns“) sont donc les seules
dont la période soit indépendante de la vitesse de translation de
Panneau. Les périodes d’'un anneau plein contenant un noyau de filets
de tourbillon ont été étudiées par W. M. Hicks'™®), dans le cas de
vibrations correspondant aux pulsations et aux vibrations cannelées d'un
anneau creux.
Si Pon tient compte des résultats de J. Weingarten [cf. n° 3b,
note 147}, il y a lieu de faire des réserves sur la possibilité de tous
ces mouvements vibratoires.*

=0,

6? 4 4atn6 + 4n® {n2 4 =

3e. Action mutuelle d’anneaux quelconques infiniment minces.
J. J. Thomson™') a traité le cas de deux anneaux minces, dans I'hypo-

176) Voir H. C. Pocklington 1*%); A. B. Basset [Hydrodynamics?) 2, p. 92]
a obtenu des résultats analogues, par lesquels il perfectionna les développe-
ments de W. M. Hicks '%%); J. W. Strutt (loxd Rayleigh) [Proc. R. Soc. London 81 A
(1908/9), p. 269,71)] a étudié les tourbillons dans un liquide oscillant, lorsque
celui-ci est doué de viscosité.*
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thése que leur distance mutuelle est un multiple élevé du diametre de
chaque anneau. Il a déterminé les modifications subies par les rayons
des anneaux, les trajectoires de leurs centres, et leurs lignes centrales.
Dans une rencontre, 'anneaun dont le rayon croit, gagne en énergie
interne, et les deux anneaux entrent en wvibrations transversales.

J. J. Thomson a également déterminé le mouvement d’un annean
dans le voisinage d'un obstacle sphérique4?),

T. C. Lewis a appliqué la méthode des images au cas particulier
ou l'axe de l'annean passe par le centre de la sphére.

3f. Tourbillons de section finie. La méthode de J. J. Thomson
s'applique & des tourbillons dont la section est assez petite, par rap-
port & louverture, pour que la forme de cette section et la répartition
des vitesses & lintérieur du tourbillon soient sans importance. La
méthode de W. M. Hicks indiquée plus haut [n° 3b] donne pour cer-
tains problémes des corrections ayant le caractére d'une deuxiéme ap-
proximation. Si le volume occupé par le liquide en mouvement tour-
billonnaire n’a aucune de ses dimensions petite, les problémes se com-
pliquent beaucoup; leur étude a été, dans ce cas, poursuivie par
J. Weingarten [n° 3b].

On s'est attaché spécialement & la détermination de mouvements
permanents, et & la recherche des surfaces de séparation entre le liquide
en mouvement irrotationnel et le liguide en mouvement tourbillonnaire.
Le long de ces surfaces les composantes normales ef tangentielles
des vitesses sont continues ainsi que les pressions. La condition de
continuité de la pression est remplie identiquement, si les compo-
santes des vitesses vérifient les conditions indiquées'™),

Dans un mouvement & deux dimensions, le veetenr tourbillon ¢
est 1ié & la fonction de courant ¢ par I’éguation

a! 82
—2t=7 457

La condition de constance du moment du tourbillon se traduit

par ’équation

I
3=
Si le mouvement est permanent, on a alors!#4)
oty |, 2%
(1) oz + oy = f(w)

G. Kirchhoff1%%) a montré qu'un tourbillon dans lequel § a partout la
177) R. Hargreaves, Proc. London math. Soc. (1) 27 (1895/6) p. 279 327.

178) Mechanik®), (3° éd.) p. 261. A.E. H. Love [Quart. J. pure appl math.
27 (1896), p. 89/92] appliqua les résultats aux cas ol la densité est différente a
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méme valeur peut étre limité par une ellipse de demi-axes a, b qui
tourne autour de son centre avec la vitesse angulaire

2¢ab
(a+b)*
en grandeur et en signe.

M. J. M. Hili*™®) trouva un état de mouvement permanent corres-
pondant an tourbillon elliptique de G. Kirchhoff, mais en supposant le
liquide limité extérieurement & une ellipse homofocale & celle qui limite
le tourbillon.

Ces tourbillons elliptiques de G. Kirchhoff et de M. J. M. Hill
sont stables, si I'excentricité n’est pas trop grande!®®). La solution du
probleme relatif au mouvement irrotationnel dans un cylindre ou un
prisme animé d'un mouvement de rotation détermine en méme temps
le mouvement fourbillonnaire avec répartition uniforme du vecteur
tourbillon dans le eylindre supposé au repos'®), On a trouvé a
l'aide des fonetions de Bessel, en remplacant f(¢) par x?¢ dans
Véquation (1), des solutions de problémes se rapportant au mouve-
ment d’un tourbillon & limite circulaire!s?).

Dans un mouvement permanent & trois dimensions il existe une
famille de surfaces sur lesquelles on peut tracer une infinité de
lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillon. Le produit

qosin f-dv

est constant dans toute I'étendue de chaque surface®®) o étant la
longueur du vecteur tourbillon, § langle qu'il fait avec la vitesse
g, dv la distance au point considéré de la surface considérée et

Iintérieur et & l'extérieur du tourbillon et ou la vitesse tangentielle subit une
discontinuité le long de la surface de séparation; S. A. Caplygin, Izvistija Obs-
testva ubitelej estestvoznanija 96 I, Trudy Otdélenija fiziueskich nauk 10 (1899),
p. 13/22, 35/40] & traité le cas ol un mouvement tourbillonnaire donné a lieu a
Vextérieur du cylindre avec une valeur uniforme du vecteur tourbillon, les valeurs
étant difféSrentes & V'extérieur et a Dintérieur.

179) Philos. Trans. London 17511 (1884), p. 887.

180) 4. E. H. Love, Proc. London math. Soc. (1) 256 (1893/4), p. 18.

181) A. G. Greenhill, Encyclopaedia britannica (11° éd.) 14, Cambridge 1910;
cf. @. Q. Stokes™®) et F. D. Thomson, Oxford Cambr. Dublin Messenger math. (1)
3 (1866), p. 238/46.

182) H. Lamb, Hydrodynamics?'), p. 264. ,Voir également, au sujet de
certains mouvements plans tourbillonnaires particuliers: H. F. Moulton, Proe. Lon-
don math. Soe. (2) 2 (1905), p. 104; A. Viterbi, Atti Ist. Veneto (8) 4 (1901/2),
p. 449/84; (8) 5 (1902/3), p. 175/6; A. G. Greenhill®%).*

183) H. Lamb, Proc. London math. Soc. (1) 9 (1877/8), p. 91/2.
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d’'une surface infiniment voisine de la famille. I’équation générale de

ces surfaces est
dp 1 4
V—f e 20 = const.

LU Cisotti 4} a étudié si une surface de tourbillons fermée pouvait
se déplacer rigidement dans un liquide & frois dimensions, dont le
mouvement, extérieurement & cette surface, serait irrotationnel, le
liquide étant soumis & des forces douées de potentiel. La question
revient & la détermination d’un potentiel des vitesses, a l'intérieur et a
U'extérieur de la surface considérée, par des conditions aux limites bien
connues pour le mouvement d’un corps solide [n° 2a] dans un liquide.

Par exemple, pour une surface sphérique de centre O se déplagant
dans une translation uniforme de vitesse (0, O, w,), les lignes de
tourbillon sur la sphére sont les paralleles d’'axe Oz, et la grandeur
du tourbillon est

$, sin 8,
en désignant par 6 la colatitude.*

W. J. M. Rankine'®s) a donné la formule qui détermine la sur-
face d'un tourbillon ereux vertical dans un liquide incompressible se
mouvant sous laction de la pesanteur; elle s'écrit

2 ®* = const.,

@ désignant la distance i l'axe vertical du tourbillon. Le mouvement
a lien dans des plans horizontaux # = conmst.

M. J. M. Hill'*) a montré qu'une sphere de rayon a peut &tre
limite d’une région tourbillonnaire; le mouvement est alors donné par
une fonction axiale de courant, qui, & l'intérieur et a3 lextérieur de
cette région tourbillonnaire a respectivement les valeurs
(@) O, B34 328 —5ah) et — T .

20+ ot

D’autres modes de mouvement dun domaine tourbillonnaire
sphérique ont été discutés par W. M. Hicks'®"). Le mouvement
dans les plans méridiens est composé avec un mouvement perpendi-

N

culaire & ces plans.
184) ,C. B. Acad. sc. Paris 156 (1913), p. 539/41.*
185) H. Lamb [Hydrodynamics?), p. 80} attribue le résultat 3 ¥W".J. M. Rankene.
186) Philos. Trans. London 185 A (1894), p. 213 45; il y est établi qu'une
solution correspondante pour un sphéroide n’existe pas; cf R. Hargreaves, Proc.
London math. Soe. (1) 27 (1895/6), p. 299.
187) Papers printed to commewmorate the incorporation of the University
College of Sheffield 1897; Philos. Trans. London 192 A (1899), p. 33,99 [1898].
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Quelques types de mouvement tourbillonnaire, dans lesquels les
lignes de courant coincident avec les lignes de tourbillon, et dans les-
quels les trajectoires des éléments fluides sont des hélices, ont été
étudiés par E. Beltrami'®) et G. Morera'®).

W. Voigt**") a discuté un exemple de mouvement tourbillonnaire
a Vintérieur d’un ellipsoide fixe. Les vitesses sont des fonctions liné-
aires des coordonnées, le vecteur tourbillon est donné par des fone-
tions elliptiques du temps?%),

Des mouvements tourbillonnaires, c'est-a-dire pour lesquels le
curl (u, v, w) n'est pas nul, mais pour lesquels le curl® (u, v, w) s'an-
nule pour une valeur finie de », ont été examinés par A.Rowland®!)
et Cornelia Fabri'®®). Ce dernier a étendu ces recherches aux fluides
compressibles et aux fluides visqueux.

V. Steklov9), par Papplication de ses méthodes signalées dans le
n°® 3a, a douné & ces recherches une beaucoup plus grande généralité, en
résolvant complétement différents problemes: il trouve tous les mouve-
ments d'un liguide dans un vase donné (animé dun mouvement connu)
et pour lesquels les lignes de tourbillon sont des droites; il détermine
d’'une maniére générale les mouvements d'un liquide, ot les lignes de
courant se confondent avec les lignes de tourbillon; il recherche égale-
ment tous les mouvements possibles d'un’ cylindre de révolution con-
tenant un lignide pour lequel les lignes de tourbillon soient les eir-
conférences ayant pour axe laxe du cylindre. Le cylindre doit &tre
aminé d’un mouvement hélicoidal suivant cet axe. La solution expli-
citée fait apparaitre les fonetions de Bessel dans un cas particulier.”

4. Elipsoides liquides soumis & leur propre gravits.

4a. Théorie générale. Le mouvement d’une masse liquide
homogene dont les particules g'attirent suivant la loi de Newton, et
dont la surface primitivement ellipsoide conserve dans la suite le
méme caractere ellipsoide, est l'un des problemes d’hydrodynamique,
comportant un mouvement tourbillonraire dans un espace limité, qui
ont été le plus étudiés. Il a déja été question [IV 17, 4] des travaux
de C. Maclaurin et de C. G. J. Jacobi.

188) 11 nuovo cimento [Pise] (3) 25 (1889), p. 212.

189) Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (4) 51 (1889), p. 611/7.

190) ,Voir sur le méme sujet O. Tedone®’).*

191) Amer. J. math. 3 (1880), p. 226/68.

192) Il nuovo cimento [Pise] (8) 31 (1892), p. 85/45, 221 /75 (3) 36 (1894),
p. 87/91; (4) 1 (1895), p. 281/91; Memorie Ist. Bologna (5) 4 (1893/4), p. 383/92;
Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 7 (1895), mém. n° 4, p. 1/35.

198) ,Voir note 139.*
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G. Lejeune Dirichlet'®%) a étudié le probleme, en partant de Phypo-
thése que les coordonnées des particules sont des expressions linéaires
de leurs valeurs initiales. Il obtint des équations déterminant les coef-
ficients de ces expressions en fonction du temps. En supposant la
surface libre définie par 1'équation

2 2 ]
22 + gﬂ + j’ = 1,
la pression p est donnée par la formule
xﬁ 2 z2
et %02,
6 étant une fonction du temps.

F. Brioscht'%®) a montré comment on peut ramener les équations
différentielles du mouvement & la forme canonique des équations du
mouvement d'un systeme matériel & 8 paramstres.

B. Riemann'%%) utilisant les équations de Lagrange de I'hydro-
dynamique rapportées & des axes mobiles, trouva un systeme de
dix équations entre les longueurs des axes de lellipsoide & un instant
quelconque, les composantes suivant ces axes de la vitesse de rotation,
celles du vecteur-tourbillon, supposé indépendant de = y 2, et le coef-
ficient ¢ introduit ci-dessus.

A. G. Greenhill*®") et A. B. Basset'®®), utilisant les équations d'Euler
rapportées a4 des axes mobiles, formérent les expressions des compo-
santes des vitesses en combinant:

1°) un mouvement avec répartition uniforme du vecteur-tourbillon,

2°) un mouvement irrotationnel en relation avec la rotation de
la surface limite,

3°) un mouvement irrotationnel en relation avec la déformation de
la surface.

Ils aboutirent aux mé&mes équations que B. Riemann. Ces équa-
tions admettent trois intégrales qui expriment la constance de I'énergie,
du moment de la quantité de mouvement, et du moment de len-

194) Abh. Ges. Gott. 8 (1868/9), éd. 1860, math, mém. u° 1: J. reine angew.
Math. 58 (1861), p.181/216; Werke 2, Berlin 1897, p. 263/301. R. Dedekind [J. reine
angew. Math. 58 (1861), p. 217/28] fit connaitre le mémoire et fit quelques applications.

195) J. reine angew. Math. 59 (1861), p. 63/73 [1860]. Voir aussi 4. E.
H. Love, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 25 (1888), p. 40 5.

196) Abh. Ges. Gott. 9 (1860), éd. 1861, math. p. 3/36; Werke, publ. par
H. Weber, (2° éd.) Leipzig 1892, p. 182/211.

197) Proc. Cambr. philos. Soc. 3 (1876/80), éd. 1880, p. 233; 4 (1880/3), &d.
1883, p. 4; A. G. Greenhill ne considére que des mouvements permanents.

198) Proc. London math. Soe. (1) 17 (1885%), p. 289, 255/62; Hydrodyna-
mics ') 2, p. 95/101,
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semble des filets de tourbillon®®). Si la surface est un sphéroide!*?)
ou un cylindre elliptique®!) on obtient par cette méthode toutes les
intégrales premiéres, et 'dtude du mouvement est ramenée & un pro-
bleme de quadratures.

M. J. M. Hill*®) a déterminé dans le cas général les équations
des surfaces qui restent constamment formées des mémes particules.
Il exprima également les composantes de la vitesse au moyen des
formules (7) de l'article IV 17, 7. Dans le cas du mouvement permanent
d’un ellipsoide liquide, les longueurs des axes, leur vitesse de rotation,
et la répartition du vecteur tourbillon dans P'iniérieur du liquide restent
invariables.

B. Riemann®™®) a montré que, dans le mouvement permanent, le
vecteur représentant la rotation des axes et le vecteur-tourbillon sont
portés par la méme droite. Dans certains cas cette droite est l'un
des axes de lellipsoide (ce n'est jamais le plus grand), dans d'autres
elle est dans un plan principal®). Dans les mouvements du premier
genre rentrent les mouvements, découverts par C. Maclaurin et C. G.J.
Jacobi, d’un ellipsoide liquide tournant & la maniere d'un solide. L, ellip-
soide de Dedekind” correspond ausst & une forme de mouvement ren-
trant dans ce premier genre: c’est le cas d’un liquide limité par une
surface ayant la forme d'un ellipsoide de Jacobi et fixe dans lespace®),
la répartition du vecteur tourbillon & l'intérieur étant uniforme paral-
lelement au plus petit axe. ’

B. Riemann®®) a discuté la stabilité des divers modes de mouve

199) G. Lejeune Dirichlet*®®) a donné la solution relative & ce cas. Voir
aussi A, B. Basset, Hydrodynamics?) 2, p. 102. Pour le cas du mouvement irro-
tationnel, voir W. M. Hicks, Proc. Cambr. philos. Soc. 5 (1883/6), éd. 1886, p. 309/12.

200) B. Riemann, ,Abh. Ges. Gtt. 9 (1860), éd. 1861, math. p. 11; Werke,
(2° éd.) publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 189.*

201) R. Lipschitz, J. reine angew. Math. 78 (1874), p. 245. Voir aussi 4. K. H.
Love, Quart. J. pure appl. math. 28 (1889), p. 163. . Voir aussi F. Insolera, Rend.
Circ. mat. Palermo 18 (1904), p. 16/44; J. H. Jeans, Proc. R. Soc. London 70
(1902), p. 46/8; Philos. Trans. London 200 A (1903), p. 67/104.*

202) Proc. London math. Soc. (1) 28 (1891/2), p. 88/95.

203) ,Abh. Ges. Gott. 9 (1860), éd. 1861, math. p. 25; Werke, (2° éd.) publ.
par H. Weber, Leipzig 1892, p. 201.*

204) B. Riemann a donné toutes ces formes; A. G. Greenhill [Proc. Cambr.
philos. Soc. 3 (1876/80), éd. 1880, p. 233; 4 (1880/3), éd. 1883, p. 4 et p. 208] les a
discutées ultérienrement. . Padova [Ann. Scuola Norm. sup. Pisa 1 (1871), p. 1/87]
a traité les formes de mouvement permanent et quelques formes de mouvement
périodigue.

205) Déecouvert par R. Dedekind*®%). Voir aussi A. E. H. Love*®).

206) ,Abh. Ges. Goth. 9 (1860), éd. 1861, math. p. 26/86; Werke, (2° éd.)
publ. par H. Weber, Leipzig 1892, p. 202/11,*
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ment permanent, il établit que les figures de Jacobi et de Dedeking
sont stables, mais la figure de Maclaurin n’est stable que si le rapport
du plus petit au plus grand axe du sphéroide dépasse 0,303327...

Ces résultats concernant la stabilité ne sont établis qu’en supposant
que la surface libre reste un ellipsoide.

JLin reprenant ces questions avec des méthodes nouvelles, V.Steklop®7)
résout le probleme de la détermination de tous les cas possibles pour
le mouvement d'un ellipsoide fluide lorsqu’il conserve constamment la
forme d'un ellipsoide de révolution. Il trouve, contrairement & I'asser-
tion de B. Riemann, deux nouveaux cas ol le mouvement se réduit
3 la rotation de Yellipsoide autour de son centre, comme s'il sagissait
d'un corps solide, mais cette rotation n'est pas uniforme, l'axe instan-
* tané de rotation n'est pas, en général, dans un des plans prineipaux
de Pellipsoide, et le mouvement relatif n'est pas permanent.

V. Steklov résout également les questions suivantes: Trouver tous
les cas possibles ot le mouvement d’entrainement du liquide se réduit
a la rotation de l'ellipsoide autour d’un axe principal, comme s’il était
solide; trouver tous les mouvements possibles ol V'ellipsoide ne change
pas la direction de ses axes (inégaux) pendant le mouvement.

Pour le premier probleme, les seules solutions sont celles, signalées
plus haut, trouvées par B. Riemann et G. Lejeune Dirichlet; pour le second,
lessenls caspossiblessontceux de G. Kirchhoff **¢) et (. Lejeune Dirichlet*%).

T. Boggio®?) a simplifié et complété les résultats de V. Steklow,
en mettant en évidence les avantages du calcul vectoriel dans ces
sortes de recherches.*

4b. Btude particuliére des figures d’équilibre relatif. Stabilité.*
Le sphéroide de C. Maclaurin et Vellipsoide de C. G. J. Jacobi turent
longtemps les seules figures connues d’équilibre relatif d’une masse
liquide animée d’'un mouvement de rotation.* L. Matthiessen®®) et un
peu plus tard W. Thomsorn et P. G. Tait®!) indiquérent l'existence de
figures annulaires, ,mais sans démonstration suffisante.*

*

207) ,C. R. Acad. sc. Paris 141 (1905), p. 999/1001, 1215/7; 142 (1906), p.77/9;
Ann, Ee. Norm. (3) 25 (1908), p. 469/528; (3) 26 (1909), p. 275/336.*

208) Mechanik ®), (3° éd.) p. 366.

209) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendée. (6) 21 II (1912), p. 263/70.*

210) Ann. mat. pura appl. (2) 8 (1869/70), p. 84/111; Z. Math. Phys. 10 (1865),
p. 59/78; 16 (1871), p. 290/3; 28 (1883), p. 31/46. Dans ces deux derniers
mémoires, L. Maitthiessen considére I'action d’une compression uniforme du fluide
dans le cas d'une figure d’équilibre ellipsoide ou cylindrique. Mais cette question
a été traitée plus completement par H. Poincaré?'®); cf. H. Poincaré*'%).*

211) Natural philos.%) (2¢ éd.) 12, p. 329 et suiv. Voir au sujet de ces figures
annulaires, A. B. Bassel, Amer. J. math. 11 (1889), p. 172/81.
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L Matthiessen supposait a priori que la section de 'anneau différait
peu dune ellipse. H. Poincaré®?) montra que cette hypothese n’est
légitime que si la section de Vanneau est trés petite et établit rigou-
reusement l'existence de ces figures. Il en fit uwne étude approfondie et
montra, en employant une méthode indiquée par Sonia Kovalewski®3),
comment on peut en déterminer les principaux éléments avee une
approximation indéfinie; les figures sont d’ailleurs instables®4)*

Dans un autre mémoire H. Poincaré®'®) montra que les diverses
figures d'équilibre forment des séries linéaires. Ainsi d’aprés les équa-
tions qui lient les axes des ellipsoides?'®) de Jacobi, —Z’— et % dépendent

d’'un paramétre variable

o2

inGe’

les notations étant celles de larticle IV 17, n° 4. Les sphéroides de
Maclaurin forment une série de ce genre, dans laguelle % =1. Ces
deux séries ont en commun un sphéroide pour lequel la quantité

aﬁ
f — Vc_!_ —1
vérifie 1'équation®7)

® (3 + 14f7 4 3f4) arc tg f = £(3 + 13%),

dont la racine est

f=1,39457 . ...
Pour les ellipsoides de Jacobi, on pose généralement
a>b>c¢;

la valeur de % donnée par l'équation (1) est la plus petite qui soit

212) C. R. Acad. sc. Paris 102 (1886), p. 970. ,Voir aussi C. R. Acad. sc,
Paris 101 (1885), p. 346.*

213) ,Astron. Nachr. (Kiel) 111 (1885), col, 37.*

214) ,Bull. astron. 2 (1885), p. 109/18, 405/18.*

215) Acta math. 7 (1885/6), p. 259/380. Pour un systéme matériel présentant
quatre degrés de liberté, il peut exister une famille de figures d’équilibre dans
laquelle les coordonnées des éléments matériels dépendent d'un seul paramétre.
Chaque figure d’équilibre peut alors se représenter par un point d'une courbe
dans un espace & quatre dimensions; ce sont ces courbes que H. Poincaré appelle
»36éries linéaires”.

216) ,Au sujet de ces ellipsoides, voir aussi F. Tisserand, Traité de méca-
nique céleste 2, Paris 1891, p. 97/109; A. G. Greenhill, A treatise on hydrostatics,
Londres 1894; G. Kirchhoff, Mechanik8), (3° éd.) p. 125, 137.*

217) Voir W. Thomson et P. G. Tait, Natural philos.?), (2° éd.) 1%, p. 333.
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acceptable pour un de ces ellipsoides; si croit & partir de 1, f et

a
)
par suite % croissent également.

W. Thomson et P. G. Tait*') ont montré que les sphéroides de
Maclaurin sont stables ou instables selon que f est inférieur ou
supérieur & la racine de I’équation (1).

D’aprés B. Riemann, Vinstabilité se produit pour

f>314156.....

H. Poincaré®®) a discuté la stabilité des ellipsoides de Jacobi
par deux méthodes, en comsidérant la question soit comme un pro-
bleme de stabilité statique, soit comme un probléme d’ondes.

Dans la premitre méthode il introduisit la notion d’équilibre de
bifurcation: Lorsque les figures d’équilibre d’un systéme matériel dé-
pendent d’'un paramatre variable, il peut y avoir plusieurs séries lindaires
de ces figures. Si une méme figure appartient & la fois & deux séries
différentes c’est une figure de bifurcation. Cette figure correspond en
général 4 un échange des stabilités, ¢’est-a-dire que si en suivant
T'une des séries on ne rencontre jusqu'a la figure de bifurcation que
des figures stables, on n’y trouvera plus ensuite que des figures
instables. Il faudrait continuer sur Yautre série pour trouver des
figures stables.

Dans le cas particulier des ellipsoides de Maclaurin et de Jacobi,
la proposition de Thomson et Tait se trouve vérifiée; on voit de plus

que Vellipsoide de Jacobi est stable si % dépasse un peu la valeur
qui correspond & Y'équation (1).

Pour la recherche des figures de bifurcation dans la série des
ellipsoides de Jacobi, H. Poincaré utilisa les fonctions de Lamé
et montra que les déformations des surfaces ellipsoides, qui corres-
pondent aux fonctions de Lamé des divers ordres, donnent un en-
semble discret de figures de bifurcation pour lesquelles les valeurs de

a .
. augmentent avec I'ordre des fonctions de Lamé.

Un ellipsoide de Jacobi cesse d’&tre stable =i —:— dépasse la

valeur qui correspond & une déformation du troisiéme ordre. On en
conclut qu’il existe une série linéaire de figures d’équilibre stables
dont les premiéres different trés peu d’ellipsoides, mais dont les
suivantes présentent la forme d’une poire ou d'un haltere. 1 figure
en forme d’haltere a été traitée en détail par G. H. Darwin®s),

218) Philos. Trans. London 178 A (1887), p. 879/428.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



1568 A.E.H.Love. IV18. Développements ’hydrodynamique. H.Beghin et H. Villat.

H. Poincaré insista aussi sur la différence entre les stabilités
»séculaire” et , ordinaire” ). La stabilité est séculaire si le mouve-
ment est stable en tenant compte de la viscosité, elle est ordinaire
s1 le mouvement est stable en supposant un fluide parfait. La
condition de Maclaurin

f< 314156 . ..

apparait comme une condition de stabilité ordinaire.

H. Poincaré®?®) étudia d’autre part les ondes qui se produisent sur
un ellipsoide de Jacobi, lorsque l'équilibre relatif est légérement
troublé. Il démontra que, dans le cas d'un fluide tournant 3 la
maniére d'un corps solide, le mouvement troublé peut &tre com-
pletement déterminé & laide d'une fonetion qui est harmonique &
I'intérieur d'une surface provenant de la surface libre par une défor-
mation homogéne, et qui vérifie sur cette surface une condition
déterminée.

Cette méthode a été appliquée depuis & de nombreuses questions??).
En particulier G. H. Bryan®™") et G. H. Darwin®®) I'utilisérent & 'étude
directe de la stabilité du sphéroide de Maclaurin, G. H. Bryan dé-
montra que si la condition de Riemann est remplie, le sphéroide
posseéde une stabilité ordinaire, méme si l'on considére comme formes
voisines des formes autres que des ellipsoides®?®), et détermina tous
les modes et toutes les périodes d’oscillation du systéme.

G. H. Bryan®*) illustra la différence entre les stabilités séculaire
et ordinaire par une discussion des ondes sur un cylindre de fluide
visqueux animé d’'un mouvement de rotation. La détermination de la
plus longue période d’oscillation du sphéroide de Maclaurin conduit

219) Cf. W. Thomson et P. G. Tait, Natural philos.®), (4¢ éd.) 1% Cambridge
1903, p. 330.

220) A. E. H. Love [Quart. J, pure appl. math. 23 (1889), p. 148] traita le
cas ou la surface libre est un cylindre elliptique et [Proc. London math. Soc. (1) 19
(18817/8), p. 170/207] le cas ou le fluide est enfermé dans une sphére creuse
élastique; S.S. Hough [Philos. Trans. London 186 A (1895), p. 469/506] traita le
cas d'une écorce en forme d’ellipsoide remplie de fluide et [Philos. Trans. London
189 A (1897), p. 201/58] le cas d'un océan de faible profondeur enveloppant
un noyau sphérique fixe.  Sur I'équilibre d’un ellipsoide de révolution élastique,
voir A. Viterbi, Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 12 I (1908), p. 249/57, 300/3.*

221) Philos. Trans. London 180 A (1889), p. 187 219 [1888]; Proc. R. Soc.
London 47 (1889/90), p. 367 76.

222) ,Trans. Amer. math. Soc. 4 (1903), p. 113/33.*

228) ,Au sujet des formes voisines de V'ellipsoide, et de leur possibilité,
voir A. Liapunov?®®).*

224) Proc. Cambr. philos. Soc. 6 (1886/9 , éd. 1889, p. 248.
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entre autres & confirmer la théorie de G. H. Darwin de la formation
du monde®®,

«G H. Darwin®®) reprit sous une autre forme les recherches de
H. Poincaré*%) e, utilisant ses propres recherches sur Panalyse har-
monique ellipsoidale®2”) développa les propriétés des coefficients de
stabilité de H. Poincard, propriétés a laide lesquelles il approfondit
Pétude de Yellipsoide de Jacobi et celle de la figure d’équilibre
piriforme. '

H. Poincaré®®) rechercha les conditions de stabilité de cette
derniére figure, et donne ces conditions sous une forme qu’il ne traduit
pas en chiffres. D’aprés les travaux ultérieurs de G. H. Darwin®?®)
cette forme en poire serait stable. A. Liapunov?®®) arrive & un
résultat opposé. L. Benés®') montre que pour arriver a une conclu-
sion décisive, il faut effectuer un calcul considérable, qu’il aborde. Si
la marche qui se manifeste dans les calculs déja faits persistait dans
les calculs encore nécessaires, il faudrait conclure & Vinstabilité.

Les principes méme sur lesquels repose I'étude de la stabilité
d’un systéme animé d'un mouvement de rotation, ont été discutés ef
étudiés minutieusement par P. Dukem %), qui légitime le critére de
H. Poincaré par une nouvelle méthode. A. Liapunov®®) étudie aussi
les questions de stabilité en généralisant le principe de Lagrange, d’apres
leguel Tétude de la stabilité se ramene a la recherche du minimé
d'un potentiel; il précise les conditions d’équilibre des ellipsoides de
révolution et des ellipsoides de Jacobi, et étudie I'existence de formes
voisines des ellipsoides.*

,Signalons ici, comme se rattachant aux questions traitées dans
ce paragraphe, un travail de U. Orudeli®®®) qui détermine une nouvelle

225) A. B. H. Love, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 26 (1888), p. 40/5.

226) ,Philos. Trans. London 198 A (1902), p. 301/81.*

227) Id. 197 A (1901), p. 461/559.*

228) ,Id. 198 A (1902), p. 833/73.*

229) ,Id. 200 A (1903), p. 261/314; 208 A (1908), p. 1/20.*

230) ,Ann. Faec. sc. Toulouse (2) 6 (1904), p. 5116; Mém. Acad. Pétersb. (8)
17 (1905), mém. n° 3: ,,Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoides,
d’ane masse liguide homogéne douée d'un mouvement de rotation", ouvrage publié
par I'Acad. des sc. de St Pétersbourg, 1°r partie (1906), 2¢ partie (1909); Ann.
Ee. Norm. (8) 26 (1909), p. 473/83.%

281) ,Astron. Nachr, (Kiel) 186 (1910), col. 305/8.*

239) ,C. R. Acad. sc. Paris 132 (1901), p. 1021; 134 (1902), p. 23; 135 (1502),
p. 939, 1088, 1290; J. math. pures appl. (6) 7 (1901), p. 531/60; (5) 8 (1902),
p. 5/18, 215/27; (6) 9 (1903), p. 233/328.%

233) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (6) 19 I (1910), p. 666'8; id. 1I (1910),
p. 41/8.*
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limite supérieure de la vitesse angulaire d’un fluide homogéne en
rotation uniforme, limité par une figure d’équilibre.*

T. Levi-Civita ®%) et A. Viterbi®) ont étudié la gravitation d’un
tube ayant l'aspect d’'un tore, et appliqué cette étude & la forme de
I'annean de Saturne.

Des équations fonctionnelles pour 1'équilibre d'une masse liquide
homogéne en rotation sous P’action newtonienne, ont été introduites
par P. Appell®¢).

L’équilibre d’'une masse fluide hétérogéne animée d’'une rotation
uniforme a fait l'objet d’études intéressant la méeanique céleste. La
possibilité des ,stratifications” est des plus importantes: y a-t-il des
figures d’équilibre pour lesquelles le fluide serait stratifié par couches
homogenes concentriques, séparées les unes des autres par des surfaces
ellipsoidales homothétiques?

Cette question, tranchée négativement par M. Hamy et H. Poin-
caré®”) pour un nombre fini de couches, a été reprise par V. Vol
terra®®) pour le cas d'une suite infinie d’ellipsoides homothétiques, la
densité étant assujettie seulement & étre une fonction finie et intégrable
du paramétre dont dépend la famille d’ellipsoides.

V. Volterra arrive & la méme conclusion négative: de telles con-
figurations ne conviennent pas & l'équilibre relatif dans le mouvement
de rotation.

P. Pigeetti ™) et G. Lauricella®%) étudient la distribution possible
des masses & l'intérieur des planttes. Ce dernier résout les deux pro-
blemes suivants, par I'étude de certaines équations intégrales: quelle
contribution donnent, pour la détermination de la distribution des
masses, la connaissance du mouvement de la planete autour de son
centre de gravité, ou la connaissance de l'action exercée & l'extérieur
par la planéte?*

5. Mouvements ondulatoires des fluides incompressibles !),

5a. Nature du mouvement ondulatoire d’'un liquide pesant.
Une masse de fluide incompressible pesant au repos est un systéme

234) ,Atti Ist. Veneto (8) 11 (1908/9), p. 5567/83; Rend. Circ. mat. Palermo 38
(1912), p. 854/74.%

235) ,Atti Ist. Veneto (8) 12 (1909/10), p. 1129/49; id. (8) 13 (1910/1), p. 1311/33.*

236) ,Rend. Circ. mat. Palermo 30 (1910), p. 82; C. R. Acad. sc. Paris 156
(1918), p. 587/0.%

237) .M. Hamy, J. math. pures appl. (4) 6 (1890), p. 69/143; F. Tisserand,
Mécanique céleste 21) 2, p. 192.*

238) ,Acta math. 27 (1903), p. 105/24.*

239) ,Ann. mat. pura appl. (2) 17 (1889/90), p. 238.*

240)  Atti R. Accad. Lincei Rendic. (8) 21 I (1912), p. 18/26.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ba. Nature du mouvement ondulatoire d'un liquide pesant. 161

matériel en équilibre stable; si V'équilibre est légérement troubls, le
fluide exécute de petites oscillations; &'il ne se produit aucune dissipa-
tion d’énergie, le mouvement peut &tre considéré comme formé par la
superposition de petites oscillations du type harmonique. Les périodes
de ces oscillations principales sont déterminées par les conditions aux
limites. Si la surface libre s'étend indéfiniment, de petites oscilla-
tions de période arbitraire sont possibles.

Le mouvement peut, dans ce cas encore, étre décomposé en mouve-
ments partiels du type harmonique; mais il est plus commode de con-
sidérer directement la propagation des vagues sur la surface libre
depuis Yendroit ou s'est produite la perturbation.

Ce cnangement de point de vue provient de ce qu'un mouvement
simple du type harmonique ne peut se produire que si la perturbation
est convenablement répartie sur la surface libre. Si cette surface est
limitée, il est évident que le mouvement élémentaire, qui suit im-
médiatement la perturbation, est & peu prés indépendant des eonditions
aux limites; il est par suite semblable & celui qui se produirait avec
une surface illimitée. Si le liquide couvre une grande surface (par
exemple dans le cas dun océan ou d'un long canal), l'intérét capital
réside dans la propagation des ondes d'un lieu & un autre. Si au con-
traire le liquide est enfermé dans un bassin de dimensions finies, les
oscillations harmoniques et leurs périodes prennent plus d’intérét. Ces
deux modes de mouvement peuvent &étre appelés ondes progressives
et ondes stationnaires.

Dans la suite nous considérerons en premiére approximation les
déformations de la surface libre comme petites. Au contraire si U'on

241) La théorie du mouvement ondulatoire dans les fluides s'appuie sur
T'observation et l'expérience, beaucoup plus que la plupart des autres théories
de 'hydrodynamique. Pour ce qui est des premiéres recherches (tant théoriques
qu’expérimentales) voir ,A. L. Cauchy, Théorie de la propagation des ondes a la
surface d’un fluide pesant d’une profondeur indéfinie (Prix de l'Acad. des sc.
en 1813) {Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 1 (1827), p. 3/312; (Euvres
(1) 1, Paris 1882, p. 5/318];* E. H. (anonyme) et W. Weber, Wellenlehre auf
Experimente gegriindet, Leipzig 1825. Les recherches expérimentales de J. Scott
Russell [Report Brit. Assoc. 14, York 1844, éd. Londres 1845, p. 311/90] ont donné
lieu & de nombreux mémoires théoriques. O. Riess [Repertorium der Physik (de
F. Exner) 26 (1890), p. 102/85] a donné (p. 133/5) une bibliographie étendue.
«+Un historique succinet des recherches sur les ondes se trouve dans 4. J. C. Barré
de Saint Venant, Ann. Ponts et Chaussées (6) 15 (1888) premier semestre, p. 705/809.*
La théorie des ondes du type permanent a été reliée aux théories dynamiques
générales par H. von Helmholtz, Sitzgsb. Akad. Berlin 1890, p. 853/72; Ann. Phys.
und Chemie, Dritte Folge 41 (1890), p. 641/72; Wise. Abb. 3, Leipzig 1895, p. 333.
Voir aussi H. Lamb, Hydrodynamics ?), p. 421.

Encyclop. des scienc. mathémat, IV 6. 11
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voulait trouver la forme exacte d'ondes finies et déterminer complete-
ment le mouvement, il faudrait ou employer une méthode d'approxi-
mations successives, ou trouver une solution vérifiant rigoureusement
toutes les équations et conditions. Si I'on s'occupe spécialement de la
forme de la surface libre, on peut naturellement rapprocher les mouve-
ments ondulatoires d’amplitude finie des modes de mouvement avec
surface libre qui ont été considérés dans le numéro 1f.

Hb. Ondes longues. Dans les débuts on #'intéressa tout spé-
cialement &4 une méthode particuliere d’approximation applicable aux
wondes longues” si la distance de deux crétes consécutives est grande
par rapport & la profondeur du liquide. Dans ce cas l'inertie du mou-
vement vertical est petite par rapport & celle du mouvement hori-
zontal, et on peut admettre que la pression en un point est & chaque
instant égale & la pression hydrostatique qui serait due & la profon-
deur & laquelle se trouve le point au-dessous de la surface libre
troublée. En d'autres termes l'énergie cinétique peut &tre calculée
au moyen des vitesses horizontales, 1’énergie potentielle au moyen
des déplacements verticaux.

Si un mouvement de ce genre a lieu dans un canal & parois verti-
cales paralleles, les parficules, qui appartiennent & une méme section
transversale, se meuvent de fagon & rester constamment dans une méme
section transversale. Le déplacement horizontal § vérifie I'équation®?®)

2 -3 2
® Gem (1430 O
z étant P'abscisse d'une particule avant la perturbation, absecisse comptée
le long du canal, / étant la profondeur d’eau avant la perturbation.
Cette équation donne pour la vitesse de propagation lexpression

approchée %)
Vah,

si I'on néglige les carrés et produits de petites quantités. Si la section du
canal n'est pas rectangulaire, la formule précédente est remplacée par24)
g4
b I
A étant I'aire de cette section, et b sa largeur dans le plan de la sur-

242) G. B. Airy, article ,,Tides and waves” [Encyclopaedia metropolitana 5,
Londres 1845, p. 241/396].

243) J. L. Lagrange, Nouv. Mém. Acad. Berlin 12 (1781), éd. 1783, p. 194;
@Euvres 4, Paris 1869, p. 743; Mécanique analytique, (3° éd.) publ. par J. Bertrand
2, Paris 1855, p. 295; (Euvres 12, Paris 1889, p. 321.

244) P. Kelland, Trans. R. Soc. Edinb. 14 (1840), p. 530 [1839]. Voir aussi
G. Green, Trans. Cambr. philos. Soc. 6 (1835/8), éd. 1838, p. 457 [1837]; 7 (1838/42),
éd. 1842, p. 87 [1839]; Papers, publ, par N. M. Ferrers, Londres 1871, p. 223, 271.
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face libre. La discussion de l’équation (1) montre que ces ondes
longues ne peuvent s'étendre & l'infini sans changer de forme. Cette
méthode d’approximation s’applique principalement & la théorie du
flux et du reflux %)

,Le cas d'un canal & parois obliques a été comsidéré par J. Mc
Cowan®8), le cas de vagues dans un canal de section variable, par
G. Green®"). Bila section change trés lentement de forme, J. W. Strutt
(lord Rayleigh)®®) a étudié un cas particulier d’ondes. D’aufres cas
ont été envisagés par G. Chrystal®®). D’intéressantes expériences ont
été décrites par P.White et W. Watson®®). Sur tous ces sujets, comme
pour tous ceux dont il va &tre question dans ce chapitre, on devra
consulter les importants mémoires de J. Boussinesq™).*

5c. Ondes oscillatoires®?). Si nous considérons le mouvement
ondulatoire comme une oscillation autour d'une position d’équilibre,
nous pouvons supposer que le déplacement, en tant qu’il dépend du
temps, peut s'exprimer au moyen de sin 6% et cos 6%

Le mouvement étant supposé irrotationnel, cherchons a déterminer
le potentiel des vitesses par les conditions suivantes:

1% 11 doit é&ire harmonique dans l'étendue du liquide;

29 Les composantes normales de la vitesse doivent g'annuler le
long des limites fixes;

39 La surface libre doit avoir une équation de la forme

£ =Dbf(x,y) cos (6t + &);
4% La pression p qui est donnée par I'équation

p=ofoe—ti=5)

245) Voir l'article VI 8. Pour d’autres types d’ondes longues voir n° § h.

246) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 356 (1893), p. 250.*

247) ,Trans. Cambr. philos. Soc. 6 (1885/8), éd. 1838, p. 457 [1837]; Papers 24¢),
p. 225. Voir aussi G. B. Airy, ,Tides and waves* § 260 [Encyclopaedia metro-
politana 5, Londres 1845, p. 316/7].*

248) ,Proc. London math. Soc. (1) 11 (1879/80), p. 51; Papers 1, Cambridge
1899, p. 460; The theory of sound, (2¢ éd.) 1, Londres 1894, § 148b.*

249) ,Proc. R. Soc. Edinb. 25 (19038 5), p. 328; Trans. R. Soc. Edinb. 41
(1904/6), p. 599.*

250) ,Proc. R. Soc. Edinb. 26 (1905/6), p. 142/56.*

261) ,Voir note 299, et une bibliographie compléte, ainsi qu'un exposé des
travaux de J. Boussinesq, dans A. Boulanger, Hydraulique générale 1, Paris 1909;
2, Paris 1909.*

252) G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 441 [1847);
Papers 1, Cambridge 1880, p. 197; Cambr. Dublin math. J. 4 (1849), p. 219; Papers
2, Cambridge 1883, p. 221, ou se trouve, outre la théorie, un paralltle entre la
théorie et Vexpérience.

11*
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doit avoir la méme valeur en tous les points de cette surface libre;
Lcette condition en supposant les écarts petits se traduit par ’équation

0* 0

Si I'on suppose ¢ de la forme

A®(zy2) sin (6t + &),
ce qui suppose 4 du méme ordre de petitesse que b, cette condition
4) s'éerit

o]
g?; = 62¢

en tous les points de la surface libre®s)
Si I'on suppose en outre que f(z, y) est de la forme
flz, y) =sin (kz + o),

(et est donc indépendant de y), et que le liquide repose sur le plan

g2=—h,
on trouve qu'd une surface libre

2 =Dbsin (kz + «) cos (6t + &),

correspond un potentiel de vitesses

9 —— ka‘ % gin (kx 4+ «) sin (Gt + 5))

en posant
6? = gk th (kR).

Les mouvements ainsi déterminés peuvent &tre superposés, de
telle sorte que notre solution comprend des oscillations stationnaires
aussl bien que des ondes progressives. Dans ce dernier cas les
trajectoires sont des ellipses'®) et la vitesse de propagation est
donnée par I'équation’s?)

V2= th (kh).

Si nous supposons dans cette formule k% infiniment grand, nous

obtenons
Vi
k

comme vitesse de propagation des ondes en eau profonde. Si nous
supposons kl infiniment petit, nous obtenons la vitesse

Vah

253) A. G. Greenhill, Amer. J. math. 9 (1887), p. 63; H. Poincaré, J. math.
pures appl. (5) 2 (1896), p. 57, 217.
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déja obfenue pour les ondes longues. Dans ce cas les trajectoires ellip-
tiques se transforment &4 peu prés en segments rectilignes horizontaux.
Le mouvement provenant d’une petite perturbation initiale de la
surface libre peut s’'obtenir par une superposition des mouvements pré-
cédents. De tels mouvements ont été étudiés par S. D. Poisson®™*) et
A. L. Cauchy®™), et ensuite par W. Thomson®%) et W. Burnside®™") surtout.
Jues méthodes de S..D. Poisson et A. L. Cauchy ont été perfectionnées
et transformées par J. Boussinesq, J. Hadamard et leurs éleves, pour
des bassins de forme quelconque, le probleme n’étant plus réduit,
comme ici, & deux dimensions seulement. Voir sur ce sujet n° 5i.*

5d. Energie d’un mouvement ondulatoire. Vitesse de groupes?®s),
Dans le cas d'ondes progressives du genre précédent, données par
I'égquation

bo ch k& + M1 G (b — of)
b

L sh(kk)
Pénergie de la masse de liquide comprise entre les deux plans verticaux
Y=% Y=%+1

et les deux autres
2n
Z=2, =2+ A

est
wgbe®
k
C'est I',,énergie dans une longueur d’onde”. Une partie de cette énergie
est potentielle, 'antre est cinétique.

La quantité d’énergie, qui pendant la période 27” passe d’'un coté

a lautre du plan z = const., est par unité de largeur
mgebiey | g c .
g% L1+ kh coséch (k) séch (kh)].

Si un certain nombre de mouvements ondulatoires de longueurs
d’onde différentes sont superposés, et si la vitesse de propagation

254) Mém. Acad. sc. Institut France (2) 1 (1816), éd. 1818, p. 71/186 [1815].

255) Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 1 (1827), p. 3/123; (Buvres
(1) 1, Paris 1882, p. 5/118. ,Sur les recherches de S.D. Poisson et de A.L.Cauchy,
cf. H. Burkhardt, Sitzgsb. Akad. Miinchen, math.-phys. Klasse 1912, p. 97,120.*

266) Proc. R. Soc. London 42 (1887), p. 80/8. Le mouvement dans le voisinage
du commencement et de la fin d'un train d'ondes a €été aussi considéré par
W. Thomson, London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 23 (1887), p. 113.

257) Proc. London math. Soc. (1) 20 (1888/9), p. 22.

258) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 9 (1877/8), p. 21; The theory
of sound, (17 éd.) 2, Londres 1878, p. 297; (2° éd.) 1, Londres 1894, p. 473;
Papers 1, Cambridge 1899, p. 322.
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dépend de la longueur d’onde 2]:': » les ondes qui ont & peu pres la

méme longueur se propagent sensiblement avec la méme vitesse et
forment par suite un ,groupe d’ondes” se propageant ensemble.

Mais les régions oti la superposition des oscillations donnele ,,maximé
d’élévation” se meuvent a travers le groupe. La vitesse avec laquelle
ce maximé d'élévation se meut le long de la surface libre g’appelle
vitesse du groupe. Elle est différente elle-méme de la vitesse ¥ de
propagation des ondes elles-mémes; sa valeur est??)

ov
V'H“ak'

Le quotient de I'énergie qui dans une période passe d’un coté a
l'autre du plan
& = const.,
par l'énergie dans une longueur d’onde est égal an quotient de la

vitesse de groupe par la vitesse de propagation des ondes??).

be. Ondes stationnaires. Imaginons une onde progressive cy-
lindrique se propageant sans changer de forme avec une vitesse U le

N

long de l'axe des z. Si nous donnons & tout le systeme une vitesse
— U, nous obtenons un courant permanent & deux dimensions entre
un plan horizontal fixe sur lequel coule le liquide et une surface
cylindrique fixe (surface libre). De telles ondes sont dites stationnaires.

N

Cet artifice qui consiste & ramener l'étude du mouvement ondu-
latoire & un mouvement permanent®!) a ét§ appliqué aux ondes capil-
laires et aux ondes qui se propagent le long de la surface de séparation
de deux fluides®®®). Soit un fluide de densité ¢” et de profondeur A’
coulant avec une vitesse uniforme u, sur un fluide de densité ¢ et de

259) G. G. Stokes [Smith’s Prize Paper, Cambr. Univ. Exam. Papers 1876] a
donné le résultat et l'explication développés dans le texte. Le sujet a été traité
indépendamment par O. Reynolds, Nature (Londres) 16 (1877), p. 343; Papers 1,
Cambridge 1900, p. 198. ,Voir sur le méme sujet deux importants articles de
H. Lamb, Proc. London math. Sec. (2) 1 (1904), p. 473; Memoires and proc. of
the Manchester liter. and philos. Soc. 44 (1899/1900), mém, n° 6.*

260) O. Reynolds®*®); ,Maria Ferrari [Atti R. Accad. Lincei, Rendsc. (5)
22 I (1913), p. 761/6] a perfectionné notablement 'exposé de ces résultats relatifs
au flux d’énergie.*

261) G. G. Stokes, Papers 1, Cambridge 1880, p. 314.

262) A. G. Greenhill [Amer. J. math. 9 (1887), p. 77/9]. La vitesse de pro-
pagation d'ondes capillaires a ét6 obtenue pour la premiére fois par W. Thomson,
[London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 42 (1871), p. 368/77; Papers 4, Cambridge
(Londres) 1910, p. 76/85] et plus tard indépendamment par F'. Koliéek [Ann. Phys.
und Chemie, Dritte Folge 5 (1878), p. 425/80]; celui-ci néglige la densité du fluide
supérienr. Les ondes & la surface de séparation de deux fluides ont été traitées
par G. G. Stokes [Trans. Cambr. philos, Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 441 [1847];
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profondeur h, le systéme étant enfermé entre deux plans horizontaux
fixes de distance & 4+ %'

La vitesse de propagation V d’ondes de longueur —21—{75 a la sur-

face de séparation est donnée par I'équation
9(0— @)+ Tk = oV coth (kh) + o' (V — %)° coth (k&)

T étant la tension superficielle, la direction de la propagation coineci-
dant avec celle de u,. ,

Ce résultat peut s'appliquer aux ondes & la surface d'une eau sur
laquelle le vent souffle?). A. G. G'reenhill®>®) T'a étendu & un nombre
arbitraire de fluides superposés; on peut aussi le généraliser pour des
fluides hétérogenes?®s).

JL'influence de la viscosité dans le mouvement des fluides super-
posés a été étudiée par W. J. Harrison®®) et aussi par N. Bokr5)
Ce méme sujet a été vepris par J. W. Strutt (lord Rayleigh)®®) dans
une étude concernant notamment les ondes stationnaires en ean profonde.*

Les oundes stationnaires qu’on observe a la surface libre d'une ean
courante appartiennent & cette catégorie. Les dénivellations observées
4 la surface libre proviennent d’irrégularités du fond sur lequel coule
le liquide; W. Thomson®7) appliqua au probléme les principes de
Vénergie et des guantités de mouvement, et obtint ainsi une solution
suffisamment générale qui donne Yaetion dirrégularités guelconques du
fond (le niveau du fond étant toujours supposé a peu prés constant).

Papers 1, Cambrige 1880, p. 197] sans tenir compte de la tension superficielle.
W. Thomson appliqua ces résultats & up vent soufflant sur une eau profonde.
W. Thomson [London Edinb. Dublin philos. mag. (4) 42 (1871), p. 375; voir aussi
plusieurs articles Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 76/92]; L. Maithiessen
[Ann. Phys. und Chemie, Dritte Folge 38 (1889), p. 118/30] et O. Riess®t!) en
donnérent des vérifications expérimentales.

263) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 14 (1882/3), p. 170/7; Papers
2, Cambridge 1900, p. 2005 W. Burnside, Proc. London math. Soc. (1) 02 (1888/9),
p. 892. 4. E. H. Love [id. (1) 22 (1890/1), p. 307/16] traite directement le mouve-
ment ondulatoire de fluides hétérogénes.

264) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 20 (1910), p. 498/501; Proc.
London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 396/405; (2) 7 (1909), p. 107/21; Proc. R. Soc.
London 82 A (1909), p. 477/83.*

265) ,Philos. Trans. London 209 A (1909), p. 281,318; Proc. R. Soc. London
84 A (1911), p. 395/403.*

266) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (8) 21 (1911), p. 177/95. Voir aussi
W. Thomson, London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 11 (1906), p. 1/25.*

267) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 22 (1886), p. 853/7, 445/52, 517/30;
(6) 28 (1887), p. 2. H. Lamb [Hydrodynamics?), p. 407] a traité le cas oi les
irrégularités du fond ont la forme d’une sinusoide.
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V. W. Ekman®®) étendit au cas de trois dimensions le probleme
traité par W. Thomson; il supposa les vagues produites par un seul
obstacle placé & la base du courant, les dimensions de cet obstacle
étant petites par rapport & la longueur des vagues.*

L étude des ondes provenant des irrégularités du fond a été reprise,
suivant les idées de H. von Helmholtz et T. Levi-Civita [cf. n° le], par
U. Cisotti®®) et H. Villat®™).*

Des ondes stationnaires peuvent aussi provenir d’irrégularités dans
la pression & la surface libre, telles que celles dues & la présence
d’obstacles plongés dans le liguide. Ce probleme est dans une certaine
mesure indéterminé, puisque sur les ondes provenant de lobstacle
on peut greffer un systéme arbitraire d’ondes libres. J. W. Strutt (lord
Rayleigh)*) élimina ces ondes libres en introduisant de petites forces
dissipatives proportionnelles & la vitesse. Le mouvement n’en reste
pas moins irrotationnel. Cette méthode a été appliquée & la détermi-
nation du train d'ondes qui accompagne un navire®®). J. H, Michell*'?)
a traité ce probléme des ondes du navire par une auire voie, en
appliquant les recherches de S. D. Poisson®*) et de 4. L. Cauchy®). En
particulier il en fit dériver une formule relative a la résistance opposée
par ces ondes, formule applicable aux formes réelles des navires,

JLapplication de la méthode de 4. L. Cauchy et de S. D. Poisson a été
reprise et approfondie par W. Thomson®), puis par H. Lamb29)25)
qui étudie aussi les ondes dues & une variation de pression & la sur
face dans le cas de trois dimensions, puis par 7. H. Havelock®"), Pour

268) ,Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 3 (1906/7), mém. ne 2, p, 1/30.*

269) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 21 1 (1912), p. 588/93, 704/8, 760/4;
(5) 221 (1913), p. 417/22, 580/4.*

270) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendic. () 21 II (1912), p. 138/40.*

271) Proc. London math. Soc. (1) 15 (1883/4), p. 69/76; Papers 2, Cambridge
1900, p. 258; cf. H. Lamb, Hydrodynamics ), p. 393, 450.

272) H. Lamb, Hydrodynamies '), p. 403, o se trouvent aussi des critiques
des travaux de W. Thomson et de W. Froude, qui traitent lee choses d’un point
de vue purement descriptif et expérimental.

273) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 45 (1898), p. 106/23.

274) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 23 (1887), p. 252/6; Proc. R. Soc.
Edinb. 25 (1903/5), p.185 96, 311/328; London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 7 (1904),
p. 609/20; (6) 8 (1904), p. 454/70; (6) 9 (1903), p. 733/57; Proc. R. Soc. Edinb. 25
(1903/5), p. 562/87; 26 (1905/6), p. 899/436; London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 11
(1906), p. 1/25; (6) 13 (1907), p. 1/36; Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 338/456.*

275) Hydrodynamics?), éd. allemande, publ. par J. Friedel, Lehrbuch der
Hydrodynamik, Leipzig 1907, p. 424 et suiv.; Proc. London math. Soc. (2) 2 (1905),
p. 871 400.*

276) ,Proc. R. Soc. London 81 A (1908/9), p. 398/430; T. H. Havelock, établit

que ses équations sont équivalentes & celles de W. Thomson.*
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Phistorique de ces questions, on pourra voir Vexposé de H. Lamb2)
et de nombreux articles de W. Thomson?8)*

JDans la représentation des différents types d’ondes, les caracté-
ristiques de nombreuses figures ont ét€ analysées et vérifides en détail
par G. Green®®); T. H. Havelock®®) a étudié le détail de la théorie
de la résistance & l'avancement éprouvée par un navire, du fait des
ondes; il poussa V'étude jusqu'a la considération des systemes de vagues
divergentes, de Vinterférence des trains de vagues 3 V'avant et & l'arriere,
et envisagea aussi le cas d’une eau peu profonde. Cette méme théorie
de la résistance des navires, de ce point de vue, a donné lieu a une
étude de J. W. Strutt®"),

Relativement aux ondes et & leur stabilité, signalons l'étude de
A. Stephenson®?) ot VYauteur, abandonnant le potentiel des vitesses,
fait usage d'une méthode directe et plus générale.

La plupart des recherches dont il vient d’dtre question dérivent de
Ia méthode Cauchy-Poisson. A propos du principe méme, J. W. Strutt %)
remarque que les résultats mathématiques indiquent qu'une pertur-
bation initiale donnant naissance & des ondes fait seuntir son effet
instantanément dans le fluide a toute distance; anomalie apparente
dont une explication est fournie par Pauteur, et dont se sont occupés
également T. H. Havelock**) et F. B. Pidduck®®). Les raisons pro-
fondes de cet apparent paradoxe, comme de beaucoup d’autres, ont été
récemment mises en lumidre par J. Boussinesq®%) pour les fluides
parfaits ou méme visqueux.*

51, Oscillations stationnaires dans des bassins. Le mouve-
ment ondulatoire dans un canal rectiligne de section uniforme, mou-
vement donné par I'équation

¢ = Af(y,2) sin (kz + ot),

277) ,Proc. London math. Soc. (2) 2 (1905), p. 371/400 *

278) ,Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 338/456; cf. note 274.*

279) ,Proc. R. Soc. Edinb. 29 (1908/9), p. 445/70; 30 (1909/10), p. 1/12, 242/53.
Voir aussi K. Honda, Nature (Londres) 71 (1904/5), p. 295; H. C. Pocklington,
Nature (Londres) 71 (1904/5), p. 607/8; T. N. Terada, Tokyd Suigaka-Butsurigakkwai
Kizi (Proc. Tokyo math. phys. Soc.) (2) 4 (1907/8), p. 251/9.*

280) ,Proc. R. Soc. London 82 A (1909), p 276/300.*

281) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 18 (1909), p. 414/6.*

282) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 21 (1911), P. 773/7. Voir aussi
C. S. Slichter, Annals of math. (2) 12 (1910/1), p. 170/8.*

283) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (8) 18 (1909), p. 1/6.*

284) ,Id. (6) 19 (1910), p. 160/8.*

285) ,Proc. R. Soc. London 83 A (1910), P. 347/66; 86 A (1912), p, 296/305.*

286) ,Ann. Ec. Norm. (3) 29 (1912), p. 537/87; voir notamment p. 557 et suiv.*
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conduit & la détermination des mouvements harmoniques d'un liquide
dans une auge limitée & deux sections normales
z=0, =1
il suffit d’admettre que J;l est un nombre entier et que deux systemes
d’ondes se propagent simultanément en sens opposés. Le mouvement
considéré a le potentiel de vitesses
¢ = Af (y,2) cos kx cos (6t + &).

Pour un canal, P. Kelland**) et 4. G. Greenhill®3) ont étudié le cas
ol les parois du canal sont inclinées & 45° sur la verticale.

H. M. Macdonald®") a donné des solutions relatives au cas ol
Vinelinaison est de 60° Il affirme que ce sont 13 les seules sections
triangulaires auxquelles la méthode puisse s’appliquer.

G- G Stokes®) obtint des solutions du méme genre pour des systemes
d’ondes se propageant parallelement & la rive inclinée. La vitesse de

propagation est
] / g8in &
T E

217” désignant la Iongueur d’onde et « I'inclinaison de la rive sur I'horizon.

Dans le cas d'un liquide contenu dans une auge, il existe des
oscillations stationnaires & deux dimensions pour lesquelles le liquide
se ment dans des plans paralleles aux limites verticales de lauge.
G. Kirchhoff*?) a discuté ces oscillations, et plus récemment H. M. Mac-
donald?®®),

Si l'auge a deux parois planes également inclinées, il semble que
Yapplication de la méthode considérée doit étre bornée aux inclinaisons
de 45° et 30° sur l'horizon®?!). On a aussi obtenu des solutions

287) Proc. London math. Soc. (1) 25 (1893/4), p. 101/11; H. Lamb [Hydrodyna-
mics?), p. 429/36] conteste le point de vue de H. M. Macdonald. Voir aussi-l'en-
chainement des explications données par H. M. Macdonald, Proc. London math.
Soc. (1) 27 (1895/6), p. 522. G- G. Stokes [Report. Brit. Assoc. 16, Southampton 1846,
éd. Londres 1847, p. 1/20; Papers 1, Cambridge 1880, p. 167] remarque que des
ondes & ardtes rectilignes ne sont pas possibles dans tous les canaux. Il s'appuie
en cela sur des expériences de J. Scott Russell, qui semblent indiquer que de telles
ondes sont impossibles dds que la pente des parois dépasse une certaine valeur.

288) Report Brit. Assoc. 16, Southampton 1846, éd. Londres 1847, p. 1/20;
Papers 1, Cambridge 1880, p. 167,

289) Monatsb. Akad. Berlin 1879, p. 395/410; Ges. Abh., Leipzig 1882, p. 428;
G. Kirchhoff compara sa théorie i l'expérience.

290) Proc. London math. Soc. (1) 27 (1895/6), p. 622.

291) H. M. Macdonald?®°). Dans le cas d'un canal a section circulaire,
H. Lamb [Hydrodynamics ¥), p. 429) et J. W. Strutt [London Edinb. Dublin philoes.
wag. (b) 47 (1899), p. 566] ont donné une limite supérieure du nombre d’oscil-
lations pour le type le moins élevé.
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pour des ondes le long d’une rive inclinée quand linclinaison est %;
n étant un nombre entier?),

Pour des bassins d’une autre forme, on n'a résolu qu'un petit
nombre de problémes d’ondes?®?). TLe plus important est le mouve-
ment ondulatoire dans un bassin circulaire®®). Si a est le rayon du

bassin, ~ la profondeur, le potentiel des vitesses d’un liquide oscillant
harmoniquement a la forme

@ = A ch [k(¢ + h)]J,(kr) cos (n0 + &) cos (a¢ + ),

n étant un nombre entier, J, (kr) la fonction de Bessel de premidre
espéce d’ordre u, et % étant donné par

an (ka) =0,
gk th (kh).

K Aichi®) remarque que, dans des bassins cylindriques circu-
laires ou sensiblement circulaires, la hauteur des ondes est sensible-
ment la méme. Pour un cylindre dont la section a une aire donnée,
la forme de section qui donne les oscillations les plus hautes est la
‘courbe d'équation polaire

r—=a -+ «cos 36 4 B sin 30.*
Si le liquide est soumis & une petite perturbation initiale arbitraire
dans un bassin de forme quelconque, on déterminera le mouvement
par une superposition de mouvements harmoniques.

H. Poincaré®®) a considéré la série de fonctions normales servant
4 développer le potentiel des vitesses. ,Pour une détermination plus
précise de mouvements dans des bassins queleconques, voir n° 5i.*

o® étant égal a

5g. Détermination plus rigourcuse de mouvements ondula-
latoires. Les résultats qui font I'objet des n*® 5c¢ & 5f s'obtiennent
en négligeant les carrés et produits des quantités de Tordre des
déplacements. Une solution périodique rigoureuse des équations de
Lagrange pour le mouvement ondulatoire d'un liquide de profondeur
infinie sous l'action de la pesanteur a été découverte par F..J. von

292) A. G. Greenhill [Amer. J. math. 9 (1887), p. 110] donne quelques exem-
ples relatifs & des hyperboloides et des codnes.

293) 8. D. Poisson [Ann. math. pures appl. 19 (1828/9), p. 225/41] et M.
Ostrogradskij [Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 8 (1832), p. 23/44
(1826)] ont traité ce probléme. J. W. Strutt [London Edinb. Dublin philos. mag.
(5) 1 (1876), p. 272,9; Papers 1, Cambridge 1899, p. 251] en a donné la solution
compléte,

294) Tokyd Sugaku-Butsurigakkwai Kizi [Proc. Tokyd math.-phys. Soec.] (2)
4 (1907/8), p. 220/3.*
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Gerstner®®) et plus tard retrouvée par W.J. M. Rankine®®), Dans ce
mouvement les coordonnées d'une particule liquide sont déterminées
au temps ¢ par des équations de la forme

(1) (@ = &y + ket sin k(x, + V1),
]y = 4y — ke cos k(x, + V1),

I'axe des y étant dirigé verticalement vers le haut.

La condition de constance de la pression, le long dune surface

1o = const., est

vi=?,
de sorte que la vitesse de propagation est la méme que pour les
ondes oscillatoires du n° §¢27).

,Chaque particule décrit un cercle dans un plan vertical paralliele
& la propagation, la surface libre est trochoidale.*

Le mouvement ainsi défini par les équations (1) n'est pas irro-
tationnel™®), et ne peut pas par suite étre engendré uniquement par
des pressions le long de la surface libre.

,On donne le nom de ,houle cylindrique régulidre” & un mouve-
ment ondulatoire & deux dimensions sous l'influence de la pesanteur,
la forme de la surface libre étant cylindrique, les ondulations étant
toutes égales et invariables. J. Boussinesq?®®) a montré que toute houle

295) Abh. bohm. Ges. Wiss. von den Jahren 1802/4, éd. Prague 1804, phys.-
math. Teil, mém. n¢ 1; Ann. Phys. und Chemie, Erste Folge 82 (1809), p. 412/45;
Jtraduit en frangais et annoté par A.J. C. Barré de Saint Venant, Ann. Ponts et
Chaussées (6) 13 (1887), premier semestre, p. 31/86.*

296) Philos. Trans. London 153 (1863), p. 127/34 [1862].

297) ,H. Nagaoka [Tokyd Stgaku-Butsurigakkwai Kizi (Proc. Tokyé math.
phys. Soc.), (2) 4 (1907/8), p. 118/4] a étendu cette formule an cas ol l'on tient
compte de la courbure de la terre, dans la propagation d’ondes sur 'océan. Au
sujet de la vitesse des vagues de la mer, cf. P. Terada, id. (2) 6 (1911/2), p. 260/5.*

298) @. G. Stokes, Papers 1, Cambridge 1880, p 219, J. W. Strutt 2°%),

299) ,C. R. Acad. sc. Paris 120 (1895), p. 1240, 1310. Voir aussi L. E. Bertin,
Mém. Soc. sc. natur. Cherbourg (2) & (1869 70), p. 5/44, 313/55 [1869]; Revue des
Sociétés savantes, sc. math. phys. et nat. (2) 5 (1870), p. 150/203; A. J. C. Barré
de Saint Venant, C. R. Acad. sc. Paris 78 (1871), p. 531, 589; 4. Flamant, Ann.
Ponts et Chaussées (6) 15 (1888', premier semestre, p. 774/809; J. Pollard et
A. Dudebout, Théorie du navire 8, Paris 1892, p. 35/152. Voir une théorie élémen-
taire de la houle dans . Guyou, Théorie du navire, (2¢ éd.) Paris 1894, p. 261 84.

Au sujet du clapotis, phénoméne produit par la superposition de deux
houles propagées en sens inverse, voir J. Boussinesq, Théorie des ondes liquides
périodiques, Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 20 (1872), p. 509 [1869];
F. Nau, Formation et extinction du clapotis, These, Paris 1897; J. B. Marey [C.
R. Acad. sc. Paris 116 (1893), p. 915] donne des photographies de ce phénomeéne.*
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eylindrique réguliére avec mouvement évanouissant aux grandes pro-
fondeurs est régie par la loi précédente.”

LLe travail méeanique emmagasiné par le liquide dans le mouve-
ment de houle trochoidale a été étudié par L. E. Bertin®"®). Le méme
auteur®?!) a étudié en détail les mouvements de Vocéan, notamment
les dimensions et inclinaisons maximées des vagues, la formation, la
propagation et l'extinction de la houle, le clapotis; il étudia aussi le
cas de la houle en profondeur finie, sujet repris par H. Vergne®?).*

LLes mouvements de clapotis ont été repris avec une approxi-
mation plus grande par G. Fortant et M. Le Besnerais®®) dans une
étude qui constitue un grand progrées pour la théorie de l'agitation
de Tocéan. Ces auteurs ont recherché notamment les lois de mouve-
ment qui résultent de l'entrecroisement oblique de deux houles, et
dont L. E. Bertin®?') avait indiqué l'existence. Ils étudient aussi les
mouvements provenant du choc d'une houle sur un quai vertical, soit
normalement, soit obliquement.*

Dans le cas d’ondes irrotationnelles, nous écrirons, comme dans
le n° 1e,

w=¢p+ig et =241y,

en supposant le mouvement ramené & un mouvement permanent paral-
Izle au plan des zy, 'axe des y étant vertical dirigé vers le haut, l'axe
des = étant situé dans la surface libre avant la perturbation.

Les conditions & remplir sont:

1°) une ligne de courant coincide avec une courbe donnée dans
le plan,

2°) le long d’une autre ligne de courant

2 gy + ; l (jzt?” r = const.

G. G. Stokes®*t) essaya de remplir ces conditions par une méthode
d’approximations successives, d’aprés laquelle les résultats contenus
dans le n® 5¢ sont approchés au premier ordre; il montra comment
on peut ainsi aller jusqu’'an einguitme ordre des petites quantités. Il
trouva une forme limite de Yonde présentant une aréte vive le long
de laquelle les plans tangents sont & 120°.

300) ,C. R. Acad. sc. Paris 143 (1906), p. 565/6.*

301) ,Revue scientifique (5) 6 (1906), p. 193/202, 229/34.*

302) ,C. R. Acad. sc. Paris 153 (1911), p. 174/6.*

303) ,L. E. Bertin, Rapport sur un Mémoire intitulé , Etude sur les mouve-
ments d'eau etc. par MM. Fortant et Le Besnerais, ingénieurs de la marine
[C. R. Acad. sc. Paris 145 (1907), p. 124%/52].*

304) Voir note 2562; cf. Papers 1, Cambridge 1880, p. 314.
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J. H. Michell®®) a étudié directement ce résultat. ,R. F. Gwyther®®)
a fait voir qu'on peut pousser 'approximation dans les calculs jusqu’au
sixieme ordre, ce qui lui permet de préciser le profil des vagues et
la détermination approximative de l'extréme valeur permise pour le
rapport de. la hauteur des vagues & la distance de deux vagues consé-
cutives.* :

M. P. Rudzki®") a montré que si une fonetion Z est lide & & et
a w par 'équation

(A + B + 3ig e—fzdw)g (j—Z)s = g% (A —iB— 3igfe"zdw),
ol A et B sont des constantes réelles arbitraires, la condition (2)
peut étre remplacée par la suivante: Z réel pour w réel. En parti-
culier, en prenant Z = w, il fut conduit & la détermination des
ondes stationnaires se produisant dans un courant qui coule sur un
fond non plan de forme déterminée, ,question résolue, ainsi que plusieurs
autres connexes, d’'une fagon générale par H, Villai3%%)*,

Des solutions rigoureuses, correspondant & ’hypothése d'un fond
plan fixe ou d'une profondeur infinie, n'ont pas été trouvées jusqu’a
présent. La condition correspondant a V'équation (2) pour deux liguides
superposés a été formulée par H. von Helmholiz®*®); W. Wien®0) a
discuté quelques exemples & I'aide d'une représentation conforme parti-
culigre.

JLes méthodes utilisant la théorie des fonctions ont permis a
T. Levi- Civita®*) de ramener la solution rigoureuse du mouvement
ondulatoire dans un canal & fond plan, & la solution de l'équation
mixte, différentielle et aux différences finies

d . . . 1 1

équation dont il faudrait trouver unme intégrale w(f), réelle pour f
réel, réguliére dans une bande du plan, de largeur 2¢, ayant pour axe
I'axe réel, et finie pour f infini. Une méthode analogue, pour le

305) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 86 (1898), p. 430/7.

306) ,Mem. and proc. of the Manchester liter. and philos. Soc. 50 (1905/6),
mém. n° 8, p. 128; London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 11 (1906), p. 874 8.*

307) Math. Ann. 50 (1898), p. 272/3; W. Voigt [Nachr. Ges. G6tt. 1891, p. 46;
id. 1892, p. 490] appliqua la méthode de G. Kirchhoff [n° 1] & des courants
sans force entre deux lignes ondulées dont I'une est une surface libre.

308) ,C. R. Acad. sc. Paris 156 (1913), p. 442 5.

309) Sitzgsb. Akad. Berlin 1889, p. 761; Wiss. Abh. 3, Leipzig 1895, p. 309.

810) Sitzgsb. Akad. Berlin 1894, p. 509; id. 1895, p. 848; Ann. Phys und
Chemie, Dritte Folge 56 (1895), p. 100.

811) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendsc. (5) 16 I1 (1907), p. 777/90.*
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mouvement en ean profonde, a été développée par U. Cisotti®?). La
méthode indiquée par H. Villat3%¥) ramene le probléme, pour un canal
de profondeur finie, &4 une équation intégrale d'une nature tout autre
que la précédente.*

5h. Onde solitaire. J. Scott Russell®®) et plus tard H. Darcy et
H. E. Bazin®4%)* ont étudié expérimentalement le mouvement résultant
d'une élévation brusque du niveau de l'eau & lTentrée d’un canal
rectangulaire rectiligne horizontal. Il se produit dans ces conditions
une intumescence unique, appelée ,onde solitaire ou de translation”
(solitary wave), de forme cylindrique invariable tout en saillie sur
le nivean primitif et se propageant le long du canal avec une vitesse
constante. ,On peut aussi produire une onde de franslation négative
constituée par une dépression. L’onde positive est ‘trés stable si la
hauteur du gonflement est faible par rapport & la profondeur de
Veau, I'onde négative est peu stable et ne peut généralement parcou-
rir une grande distance sans étre détruite’

Un premier essal de théorie a ét6 tenté par S. Earnshaw31%); mais
la véritable théorie de 'onde solitaire a été donnée par J. Boussinesg®®);
il gappuya sur la ressemblance de l'onde solitaire avec une ,onde
longue”, en supposant que les vitesses horizontales sont sensiblement
égales dans toute l'étendue d’une section normale. J. W. Strutt®?)
ramena le mouvement & un cas de mouvement permanent et utilisa une
méthode particulitre d’approximation. oJ. DBoussinesq et J. W. Strutt
ont trouvé pour le profil de I'onde une équation de la forme

y = b séch?® (L kx),

312) ,Atti Ist. Veneto (8) 13 (1910/1), p. 33/47.*

313) J. Scott Russel®t'); .son premier mémoire [Trans. R. Soc. Edinb. 14
(1840), p. 47/109] a été traduit en frangais par H. C. Emmery et L. C. Mary,
Ann. Ponts et Chaussées (1) 14 (1837), second semestre, p. 148/236.*

314) ,Rapport de E. Clapeyron & 1'Acad. des sc. de Paris [C. R. Acad. sc.
Paris 57 (1863), p.302/12]; H. E. Bazin, Recherches hydrauliques [Mém. présentés
Acad. sc. Institut France (2) 19 (1865), mém. n° 2, p. 495/639]. Voir aussi 4. F.de
Caligny, C. R. Acad. sc. Paris 19 (1844), p. 861, 978; 84 (1852), p. 860; 56
(1863), p. 6565; 57 (1863), p. 945; 58 (1864), p. 59, 174; 62 (1866), p. 462, 981;
68 (1869), p. 980.*

315) ,Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 326/41 [1845].*

316) C. R. Acad. sc. Paris 72 (1871), p. 765; J. math. pures appl. (2) 17 (1872),
p. 55; Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 23 (1877), mém.n°1, p. 280/315,
360/425, 448/70; voir aussi 'exposé donné par A.J. C. Barré de Saint Venant, C. R.
Acad. sc. Paris 101 (1885), p.1101, 1215, 1445; A. Flamant, Ann. Ponts et Chaussées
(6) 17 (1889), premier semestre, p. 5/48; M. Levy, Legons sur la théorie des marées
1, Paris 1898, p. 264 (chap. 10). Un exposé trés simple des théories de J. Boussinesq
se trouve dans A. Boulanger, Hydraulique générale 1, Paris 1909; 2, Paris 1909.*
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et pour la vitesse de propagation

V= Vg (h + b)}
les constantes b et k étant lides par I'équation
k2h® = 30,
h étant la profondeur et b la hauteur du gonflement. Les trajectoires
sont des arcs de paraboles®7),
J. Mc Cowan®®) a’montré que le mouvement progressif qui, ramené
4 la forme permanente, est déterminé par ’équation

Qfip=— Vl:x-l-iy—athﬁ”j’m];
oil les constantes sont lides par les relations
2 . 2 Eh4b
Vie{tg(kh), ka= Teintk(h—3b), b=atg O

représente toujours approximativement une onde solitaire d’élévation
maximée b sur un liquide de profondeur h.
La condition de pression constante le long de la ligne de courant
sin k¢ k
v = b+ Oy ok
est remplie jusqu'au second ordre par rapport & b en tous points, et
jusqu'au troisidme ordre le long de Varéte de l'onde.

Ce résultat contient ceux de J. Boussinesq et de J. W. Strutt.
Les ondes considérées ici sont infiniment longues.

. Levi-Civita®®) étend les résultats de J. W. Strutt au cas d'un
canal de profondeur donnée, avec une onde queleconque, méme non
périodique, du type permanent. Il trouve une relation générale entre
les éléments du mouvement: force vive par unité de longueur, nivean
moyen, vitesse de propagation, débit relatif (tel qu'il apparaitrait 4 un
observateur lié au profil supérieur de l'onde).*

D’autres formes d’ondes longues ont été discutées par .J. Bous—
sinesq®%), J. Mc Cowan’*®) et R. F. Gwyther®™).

D. J. Korteweg et G- de Vries®??) ont découvert un type trés général;
ils ont trouvé qu'un mouvement permanent d'un liquide de profondeur &

817) J. Boussinesq, J. math. pures appl. (2) 18 (1873), p. 47.

818) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 82 (1891), p. 47/9.

819) ,Atti BR. Accad. Lincei Rendic. (5) 21 I (1912), p. 3/14.*

320) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 83 (1892), p. 250/65; (5) 38 (1894),
p. 351/8.

321) Id. (5) 50 (1900), p. 213/6, 308/12, 349/52.

322) Id. (5) 39 (1895), p.422/48. Ces savants traitent aussi le cas plus général ou
il est tenu compte de la tension superficielle 7' 4 la surface limite supérieure. Les
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peut s'obtenir par lintroduction de fonctions elliptiques de module
Vm- La ligne de courant qui coincide & peu prés avec une ligne

d’égale pression a pour équation

_ . axVb+ c)
Y b<1—1—cn ;21/&,

avec 6 = 1h% La vitesse de propagation ces ondes correspondantes est

— Vi b+ ¢ b+ e BEE) |
V =Vgh [1 4P _ghte K*]

JJLonde solitaire déerite ci-dessus, et les ondes longues du type
oscillatoire données r° Hec, sont des cas limites du type précédent,
pour ¢ trés petit ou tres grand respectivement.*

Di. Solutions plus rigoureuses des mouvements ondulatoires
dans des bassins quelconques. ,Le probleme de la propagation des ondes
a la surface d'un liquide parfait n’a été complétement étudié par S..D.
Poisson™*), A. L. Cauchy®™®) et leurs successeurs [voir notamment 5e]
que pour une profondeur de liquide infinie ou constante, et pour
des dimensions horizontales infinies. Pour ces cas, de nouvelles et
importantes simplifications ont été introduites par J. Boussinesq®®),
J. Rousier®*), H. Vergne®).

Pour un liguide contenu dans un vase de forme quelconque,
H. Poincaré®?) tournait la difficulté en se bornant a la recherche de
solutions périodiques de la forme

f(z, y) cos a1.

résultats sont les mémes, cependant
1 T

_—ps
o= h 70

+B. Alliauwme [C. R. Acad. sc. Paris 143 (1906), p. 30/2] dans une étude basée sur
les résultats de J. Boussinesq®'”’) recherche également l'influence de la tension
superficielle sur la propagation des ondes: cette influence est trouvée trés faible
en général, mais elle devient treés importante pour des liquides de faible épaisseur.
Sur le méme sujet voir aussi W.J. Harrison [Proc. London math. Soc. (2) 7 (1909),
p. 107/21; London Edinb. Dublin phil. mag. (6) 18 (1909), p. 483/91] et R. 4.
Houston [id. (6) 17 (1909), p. 154/64; (6) 19 (1910), p. 205/6] qui étudie aussi l'in-
fluence de la viscosité sur l'extinction des ondes et en particulier de I'onde longue.
Ces deux auteurs ne sont pas d'accord sur les raisons du désaccord qu'ils trouvent
entre la théorie et I’expérience.*

323) ,C. R. Acad. sc. Paris 150 (1910), p. 491/6; Ann. Ec. Norm. (3) 27 (1910),
p. 1/42.%

324) ,These, Paris 1908.*

825) ,These, Paris 1909; C. R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 1231/3.*

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 12
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J. Hadamard®®) a formé I'équation exacte du probléme dans le
cas général des petits mouvements [cette équation est intégro-différen-
tielle au sens de V. Volterra] et il a mis en évidence une circonstance
remarquable qui constitue une des plus grandes difficultés du probleme,
4 savoir la différence profonde de caractére analytique entre le mouve-
ment de surface et le mouvement interne du liquide.

Si ¢(x, y, 2, t) est le potentiel des vitesses, ¢ la densité, p la
pression, Ozy étant le plan de la surface libre au repos, Oz étant la
zénithale, on a partout

Ap=0
1roe\t, (09\*, (d9\*1,09 _ __,_ D
2[(8x>+<ay) +(87):|+7at— F=
On peut supposer nulle la pression (constante) & la surface libre. La
dérivée
v=7,

qui est harmonique, satisfait alors, sur la surface libre S, i la condition

Ps=—2,
et sur les parois X du vase, &

apy _

(dn)z_ 0.
On a de plus

?s_ 0y

ot* 9=z

La fonction harmonique 7 se détermine en résolvant un probleme
mixte®¥), Bi

V(M P) = 7(E7 8 %, 9, 2)

représente la fonction de F. Neumann®®®) relative au volume limité
par X et par sa symétrique par rapport au plan des zy, on sait que
l'on peut poser
1
y(M, P) = 15 + H(M, P)

H étant une fonction analytique et holomorphe des deux points M

326) ,C. R. Acad. sc. Paris 1560 (1910), p. 609/11, 772/4. La théorie de J. Hada-
mard a été exposée en détail, et précisée sur certains points, par G. Bouligand,
Bull. Soc. math. France 40 (1912), p. 149/80.*

327) ,J. Hadamard, Legons sur la propagation des ondes, Paris 1903, p. 55.*

328) ,Voir par exemple J. Hadamard, Propagation des ondes®?”), p. 83
et suiv.*
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et P. On montre alors que # satisfait & I’équation intégro-différentielle

(E) 2ﬁg’Tf=((f—;i+;—;)fflfﬁdsM+ szF(M, P)dSy
S 8

dans laquelle la fonction F'(M, P) représente la dérivée

( O*H(M, P) ) .

020¢% 5={=0
I’équation aux dérivées partielles

otz | 9%z | 0%z

e TrmT 3y 0,
trouvée par A. L. Cauchy™%) pour le cas du liquide indéfini, est vérifiée
par la solution de (E) dans ce cas particulier. Mais on montre que
I'équation de 4.L.Cauchy a en outre une infinité de solutions étrangeres
au probléme, dont l'expression exacte est fournie par (E). De
plus, cette équation aux dérivées partielles n’est pas vérifiée dans le
cas d'un liquide contenu dans un vase de forme quelconque. Ce
dernier fait, fort important, a été démontré par G. Bouligand?®%).

Dans le cas général les solutions de (E) admettent, tout le long
de lintersection du vase avec la surface libre, des singularités dont
la nature et la propagation dans le temps restent & étudier.

G. Bouligand®*) a étendu le procédé de J. Hadamard aux petits
mouvements de surface d’'un liquide placé dans le champ d’attraction
d'une force centrale fonction de la distance.

La méthode de J. Hadamard permet la mise en équation, relative-
ment simple, des mouvements finis, et non plus infiniment petits, de
la surface liquide.®

5j. Oscillations d*une sphére fluide. Une sphere formée d’un
fluide dont les particules s’attirent suivant la loi de Newton est un
systtme matériel en équilibre stable. Si l'équilibre est légérement
troublé, le déplacement radial d'un point de la surface peut s'expri-
mer par une série de fonctions sphériques; & chaque fonction sphé-
rique considérée correspond ume oscillation simple principale. La

période d’oscillation
2%

¢

qui correspond & une perturbation harmonique d’ordre n est donnée
par P'équation )
62 — 2n(n—1) g

2n 41 a’

329) ,C. R. Acad. sc. Paris 154 (1912), p. 1838/40 *
3830) W. Thomson, Philos. Trans. London 163 (1863), P. 610; Papers 3, Cam-
bridge (Londres) 1890, p. 384.
12*
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o étant le rayon avant la perturbation, et g laccélération de la
gravité & la surface.
Si le fluide entoure un noyau sphérique de rayon b, on a
gt DV s ey
(’)’b+ 1) a27¢+1+nb2n+1

2n 41 ¢

ol g, est la densité moyeune du fluide et du noyau?!). Pour une
goutte sphérique dans laquelle on néglice la gravitation, en tenant
compte de la tension superficielle 7| la période d’oscillation du mou-
vement correspondant est donnée par l’equat10n332)

¢*=nn—1)(n+ 2)

@a’

6. Fluides visqueux,

6a. Transformation des équations du mouvement. Les équa-
tions du mouvement des fluides visqueux ont été domnées [IV 17, 12].
On peut les écrire comme il suit?33%)

gt 200tz (5 ¢) =X = PR S -2 (55,

o o0 oy
av _ o (Ly_y_1@p 4 a@ P8 ot
)50 +20e— w45, (3 0) =Y — ¢ Ft5vg,—2v(7—70)
ow 0 10p , 4 8@ on &
t+2(vg—“’7)+a—z< ) =Z— 0. TEY5 (Ew 8y>’

v désignant le coefficient de frottement cmematique.
,Dans le cas du mouvement lent d'un fluide incompressible, les
équations du mouvement peuvent s’écrire

au—X—iap+vAu,

ot
%=Y__i8p+ vAv,
2
0 10
a’f -7 - 9—13+mw,
ow .
3x+8y+8z_0'

JLes équations générales (1) ont été récemment l'objet d’études
approfondies et d'un intérét considérable. H. A. Lorentz®*) applique le

831) H. Lamb, Hydrodynamics %), p. 440.

332) J. W. Strutt, Proc. R. Soc. London 29 (1879), p. 97; Papers 1, Cambridge
1899, p. 377; RB. R. Webb, Messenger math. (2) 9 (1879/80), p. 178.

333) Voir IV 17, n° 7 équation (5). ,Des considérations sur la forme que
prennent les équations du mouvement quand on tient compte de la capillarité
se trouvent dans D.J. Korteweg, Archives néerlandaises (2) 6 (1901), p. 1/27.*

334) ,Abh. iiber theoretische Physik 1, Leipzig 1907, p. 23.*
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premier les méthodes de G. Green & l'étude du mouvement permanent
d’'un fluide visqueux incompressible. Les formules qu’il obtient per-
mettent de trouver un mouvement permanent d’un fluide indéfini solli-
cité par des forces extérieures connues®¥). Cette méthode a été reprise
et comsidérablement amplifiée par C. W. Oseen®®) dans de nombreux
mémoires.

Le point fondamental des recherches de . W. Oseen est 1'établisse-
ment de certaines équations intégrales qui généralisent les formules
de G. Green, et qu'il déduit tout d’abord des équations aux dérivées
partielles des fluides visqueux. Ces équations intégrales lui permet-
tent de calculer, dans un fluide visqueux incompressible, les compo-
santes & tout instant, de la vitesse d'un mouvement lent superposé
sur un mouvement connu®").  Par la méthode des approximations
successives de K. Picard on obtient un systéme de solutions de ce
probléme, systéme qui généralement n’est pas unique, mais qui le
devient moyennant certaines conditions d'inégalité simples.

La méthode des approximations successives permet aussi de cal-
culer les vitesses (u, v, w) en tout point, pour un mouvement fini dun
fluide indéfini®*®), au moins pour un certain intervalle de temps. Mais
il peut se faire que les calculs manifestent une impossibilité au bout
d'un temps fini. Il parait donc vraisemblable que des irrégularités
peuvent naitre dans U'intérieur d’un fluide visqueux, méme si les forces
extérieures et le mouvement initial sont complétement réguliers.

C. W. Oseen®®) applique sa méthode & des problemes généraux

385) ,Acta math. 34 (1911), p.265. Pour le mouvement permanent lent, voir
T. Boggio, Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 191 (1910), p. 75/81. Dans deux in-
téressantes études sur les équations des fluides visqueux, déduites de l'analyse
vectorielle, A. Palomby [Rendic. Accad. Napoli (3) 18 (1912), p 186/97; Giorn. mat.
(3) 3(1912), p. 238/64] a établi la forme absolue des équations de H. A. Lorentz, et
trouvé l'expression des vitesses au moyen de potentiels harmoniques et biharmoni-
ques, analogues 4 ceux employés par C. Somigliana dans I'étude de la déformation
des corps élastiques isotropes [Atti Accad. Torino 42 (1906/7), p. 765].*

336) ,Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 3 (1906/7), mém. n° 20, p. 1/22;
mém. n° 21, p. 1/84; 4 (1907 8), mém. n° 9, p. 1 23; 6 (1909/10), mém. n° 16, p. 1/17;
Acta math. 34 (1911), p. 205/84.*

337) ,Acta math. 34 (1911), p. 205/84.*

338) ,Voir aussi P. Alibrands [Atti Accad. pontif. Nuovi Lincei 26 (1872/3),
p. 229,64} qui étudia notamment le probleme suivant: déterminer le mouvement
d’un fluide visqueux limité par une surface s, connaissant & l'instant initial les
vitesses de tous les points, et connaissant le mouvement de s pour toutes les
valeurs de ¢.

339) ,C. W. Oseen, Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 7 (1911/2), mém.
n°® 14, p. 1/13.*

-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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relatifs au cas ou les forces extérieures sont déeroissantes avec le temps,
ou bien sont périodiques, ete.?%). La méme méthode a aussi 6té géué-
ralisée par C. W. Oseen®?) pour les fluides compressibles en mouvement
infiniment lent.

C. W. Oseen®") a étudié de plus prés les équations intégrales aux-
quelles il avait été conduit par la méthode de G. Green. Il a remarqué
que ces équations, déduites des équations aux dérivées partielles (1),
lesquelles supposent l'existence et la continuité des dérivées telles que

Ju 0%u ap

SRR TR
possédaient des solutions pour lesquelles ces dérivées n’existaient pas.
Ces solutions particulieres, ou bien n’ont qu'un sens mathématique,
ou bien possédent une signification physique. C. W. Oseen montre que
c'est cette seconde interprétation qui est la vraie, en établissant directe-
ment les’ équations intégrales en question, sans passer par linter-
médiaire des équations aux dérivées partielles de 1'’hydrodynamique
habituelle. La théorie gagne ainsi en simplicité et en généralité, et
Pon est dispensé dans les démonstrations de tous les raisonnements,
généralement pénibles et restrictifs, relatifs a l'existence des dérivées
partielles dont on a parlé plus haut.

Opérant directement sur ses équations intégrales, C. W. Oseen %)
étudie la nature des irrégularités ou singularités qui peuvent naitre
au sein d'un fluide visqueux, dans les conditions établies par ses
recherches antérieures. Les singularités trouvées correspondent & la
naissance de tourbillons. D’od l'hypothese que les mouvements irré-
guliers en question sont des mouvements turbulents3:9),

U. Crudeli®*) a établi par un procédé nouveau diverses équations
intégrales relatives aux fluides visqueux incompressibles; il retrouve
certaines formules de C. W. Oseen et en établit de nouvelles qui n’ont
pas la forme généralisée de G. Greem, en utilisant les méthodes de
E. Betti ).

L Amoroso3®), utilisant également les fonctions de Green, résout
complétement et d’'une fagon trés élégante le probleme suivant:

340) ,Acta math. 35 (1912), p. 97/192.*

341) ,Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 6 (1910/1), mém. n° 23, p. 1/13.*

342) ,Beretning om den anden skandinaviske matematikerkongres i Koben-
havn 1911, éd. Copenhague et Christiania 1912, p 85/40.*

3438) ,Pour les mouvements turbulents, voir plus loin n° Ge.*

344)  Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 21 1I (1912), p. 231/4, 271/4, 332/4.*

845) ,Mem. mat. fis. Soc. ital. delle scienze (3) 1 Il (1868), p. 182.*

346) (Atti R.Accad. Lincei, Rendic. 21 11 (1912) p.501/8, 580/5; 22 1(1913), p. 147.*
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Déterminer quatre fonctions u, v, w, p de #, ¥, £, ¢, continues et
limitées dans l'espace S occupé par le fluide mobile (surface 6 com-
prise), vérifiant les équations (2); ces fonctions doivent posséder des
dérivées partielles premidres et secondes par rapport & z, g, 2 et du
premier ordre par rapport a ¢, ces dérivées étant finies et continues
en tout point de S pour >, (instant initial). De plus les vitesses
(u, v, w) sont données en tout point de S pour ¢ =14;:

u(z, y, 2, §) = h(z, y, 2)
v(x, y, £, ) = k(x, y, 2) { en tout point de S,
w(x) Y, 2, %) = Uz, y, )

et les vitesses & la surface 6 sont données quel que soit ¢:

u(@, y, 2, ) = a(x, y, 2, t)
v(z, v, 2, t) = B(=, 4, #, £) ; sur g, quel que soit ¢.

w@,y, 2,t) =y, y, 2,1

L. Amoroso montre que Ia solution existe et est unique, & une cons-
tante additive pres, pour Yinconnue p. Il fournit le moyen de construire
cette solution sl les conditions suivantes sont vérifiées:

1°) les fonctions h,k,1 ont des dérivées des trois premiers ordres
en %, ¥, #, continues et bornées dans S et sur a;

2°) les fonctions e, 8, » sur ¢ sont continues et bornées pour
t > t,, ainsi que leurs dérivées des trois premiers ordres par rapport a ¢;

3°) on a, en désignant par = la demi-normale extérieure & ¢ au

point (£, », §),

oh _ ok _ 0l _ g
9z o0y oz

sur S,
h(z, y, 2)=a(Z, 9, 2, 4), k(z, ¥, 2)=0(z,9,24), 2y, )=y ®,9, 2 )
sur 6,

0= f[oc (& , & t) cos(n, §) + B(E, m, &, 1) cos (n, 1) + ¥ (§ 0, § ?) cos(m, p)]do
(9)

()= ifdxdydz‘f‘x(gv B gv t)w(§, N, Cr t) COS(’I’L, "1)+- ° . d6.
diS) & Vie—8+(y —n*+ @ —5H?

D'un tout autre point de vue & propos des équations générales
des fluides visqueux, signalons quelques transformations établies par
L. Zoretti®").*

Dans les mouvements particuliers & deux dimensions d’un liquide
incompressible sous l’action de forces comservatives, la fonction de

347) ,Bull. Soc. math, France 38 (1910), p. 258/60; C. R. Acad. sc. Paris 151
(1910), p. 1340/2,*
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courant ¢ vérifie8) 1équation

@) P0Y _yAAG =0,
ol
2w | o*v
t Ay =7 0t G
[
_2*Av | DAy
AAY =55 +—W_5

v désigne le coefficient de viscosité cinématique, défini an n° 12 de
Particle IV 17.

S'il s’agit du mouvement d’un liquide incompressible dans des
plans passant par Oz, la fonetion axiale de courant ¢ vérifie équation

oDy
(3) STE —vDDyp =0,
ou s

1
Dy aw2+ T & o’

et ol

*Dy |, 0*Dyp 1 9Dy

D_D’l/)= Cwe + oz ’—5 0@

Dans le mouvement d'un liquide visqueux incompressible sous
Paction de forces conservatives, les composantes du vecteur tourbillon
vérifient trois équations de la forme3?)

au 3u ou
g 37/+§32+VA§’

o* o* o*
Ag: axgz'{" aygz'l" azf’
d’ou il résulte que le mouvement tourbillonnaire se propage a travers
le liquide un peu & la maniére de la chaleur30),

Les vitesses correspondant an mouvement irrotationnel d'un fluide
parfait incompressible satisfont évidemment aux équations du mouve-
ment d’un fluide visqueux, mais de tels mouvements comportent géné-
ralement un glissement aux limites, ils ne sont done pas possibles dans
le cas présent. ,D’'importantes considérations relatives & l'emploi des

348) G. (. Stokes, Trans, Cambr. philos. Soc. 9 II (1850/1), éd. 1851, p. 24, 35;
Papers 3, Cambridge 1901, p. 24, 88.

349) H. Lamb, Treatise on the mathematical theory of the motion of fluids,
Cambridge 1879, p. 243; Hydrodynamics?), p. 516.

350) Pour la propagation du mouvement & partir de la limite, voir n° 6e.

351) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 1 (1887), revue de physique, p. 1/80. Legons
sur la viscosité des liquides et des gaz 1, Parig 1907, p. 30 et suiv.*

352) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 5 (1903), p. 5/61, 197/255, 358/76; Recherches
sur I’hydrodynamique, deuxiéme série, Paris 1904, p. 1/122.*
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6b. Mouvements permanents. 185

équations, et aux conditions aux limites, ont été développées par
M. Brillouin®') et P. Duhem %%).*

Si an début le mouvement d'un liquide visqueux est irrotationnel,
le mouvement tourbillonnaire se propagera des limites vers l'intérieur.
Cette influence de la viscosité, méme & un faible degré, est tres re-
marquable. On a proposé des méthodes ayant pour but la création
et Pétude expérimentale de ces mouvements tourbillonnaires dans des
fluides visqueux %),

6b. Mouvements permanents. Si le mouvement d’un fluide est
permanent sous l'action de forces conservatives X, Y, Z, les éqnations
(1) du n° 6a présentent une difficulté particulitre & cause de la
présence des expressions

(wn—v8), (@§—w§), ©&—un)

Si le mouvement est suffisamment lent, on peut les négliger en

premiére approximation, et I'on obtient comme condition 3%)
At=0, Ayp=0, Af{=0.
Si ces équations sont remplies, maissi onnenéglige pas les expressions

(wn —28), (w§—wk), (v§—uny),

une auntre condition devient nécessaire pour la permanence du mouve-
ment: elle peut se formuler rigoureusement comme la condition géné-
rale®®) relative au mouvement permanent d'un fluide parfait [voirn® 3£].

Les équations du mouvement permanent peuvent &tre vérifiées
rigoureusement dans le cas d'un liquide incompressible visqueux
enfermé entre deux cylindres de méme axe tournant uniformément et
indépendamment P'un de l'autre®®),

Soient @, et @, leurs rayons, w, et o, leurs vitesses angulaires;
les équations donnant le mouvement sont3%°)

U=—0y v=o0z w=0,
2 2
1) [ 0= 20% = &4 %%’ o, — o 357)
= 3 - R — .
a,® — a,? z* + y® a,® — a,

Il n’existe pas de solution de la forme

w

8

S =wo, w=0
353) Voir note 153.
3564) A. Oberbeck, J. reine angew. Math. 81 (1876), p. 62/80.

3565) Th. Craig, Amer. J. math. 3 (1880), p. 269/93.

356) G. G. Stokes, Trans. philos. Soc. Cambr. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 287/319
[1845]; Papers 1, Cambridge 1880, p. 102 et suiv.

357) Le probleme a déja été traité par 1. Newton, Philosophiae naturalis
principia math., (1*® éd.) Londres 1687; Opera, éd. S. Horsley 2, Londres 1779,
p. 448; trad. G. E. de Bretewil, marquise du Chdtelet 1, Paris 1759, p. 413. ,Cf.
note 422.*
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pour un liquide enfermé entre deux sphéres concentriques, & moins
que le mouvement soit assez lent pour que lon puisse négliger les
carrés et produits des vitesses; dans ce cas @ a la forme??)

4 + _—1?___3 .

@*+y*+2%°

Dans le cas d'une sphére animée dune rotation uniforme dans un
fluide indéfini, A. N. Whitchead®®) a donné une deuxiéme approxi-
mation. Il démontra que le long de l'axe le fluide est entrainé vers
la sphere, il s’en éloigne dans la direction de léquateur. G. Hirch-
hoff®®) a étudié le mouvement lent dun liquide incompressible entre
deux sphéroides homofocaux.

A Menges®®®) a étudié plus généralement tous les mouvements
od le fluide peut &tre divisé en couches infiniment minces ayant la
forme de surfaces de révolution de méme axe, et qui pendant le
mouvement se comportent séparément comme inextensibles; il géné-
ralise les résultats précédents, et observe que l'approximation (due &
la considération du mouvement lent) est de plus en plus voisine de
la réalité, & mesure que les surfaces limitant le fluide différent moins
de formes cylindriques. La stabilité de cerfains mouvements de ce
genre a été étudiée par W. M. Fadden Orr31)*

Le mouvement lent, permanent d'un liquide visqueux, sous l'action
de forces extérieures conservatives, est déterminé par les équations

r %(V—%) 4+ vAu =0,
@ 8? (V— %) +vAv =20,

5;(7_ §)+yAw=o,

ou , dv | ow
. ox oyt =0

A. Oberbeck®*), Th. Craig®?) et H. Lamb?®?) ont donné des solutions
générales de ces équations en fonctions sphériques.
M. von Smoluchowski®®*) a étudié quelques suppositions qui sim-

358) Quart. J. pure appl. math. 23 (18389, p. 78.

359) Mechanik ®), p. 876.

360) ,Archiv Math, Phys. (3) 18 (1911), p. 327/37.*

361) ,Proc. R. Irish Acad. (Dublin) section A, 27 (1906/9), p. 9/68, 69/138.*

362) London Edinb. Dublin philes. mag. (8) 10 (1880), p. 342/57.

363) Proc. London math. Soc. (1) 18 (1881 2), p. 51,

364) ,Bull. intern. Acad. sc. Cracovie 1907, éd. 1907, classe sc. math. nat.
p. 1/16.* '
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plifient le probleme général de la recherche des vitesses (u, v, w)
quand on connait la vitesse de la surface extérieure du fluide, en
introduisant les mounvements qu’il nomme diaphragmatiques, pour les-
quels les lignes de courant sont telles qu’aucune d’entre elles n’est
entierement & l'infini.

Sous des conditions tout a fait générales, 4. Korn3%) a résolu le
probléme qu’on vient d’énoncer relativement & la recherche des vitesses;
les seules hypothéses nécessaires aux démonstrations de 4. Korn sont:
la continuité (presque partout) des vitesses données & la surface, et
lexistence, sur cette surface limite, d'un plan tangent unique et de
deux rayons de courbure déterminés; les forces extérieures sont sup-
posées douées dun potentiel.*

Le probleme particulier du mouvement d’une sphére solide mobile
dans un fluide indéfini a fait I'objet d'un grand nombre de travaux?3%),
Le mouvement lent et permanent du liquide est donné par une fonction
axiale de courant?7)

v =3 Ud? (& — ¢ sintg,

a étant le rayon de la sphere, U sa vitesse, » et 0 les coordonnées
polaires d'un point du liquide, le pble étant le centre de la sphere,
I'axe polaire étant la direction du mouvement. La résistance épron-
vée par la sphére est une force d’intensité

6xpal.

,Cet important résultat a été utilisé récemment dans I'étude des
mouvements browniens |[voir les expériences de J. Perrin®®)] pour de
petits corpuscules sphériques. Le cas des corpuscules de forme irré-
guliere a été considéré et étudié expérimentalement par J. Bosell;%®),
Le méme résultat a aussi recu de JH. A. Wilson et J. J. Thomson une
autre application physique essentielle relative & la détermination de la
charge d’un électron?®?).

365) ,Bull. intern. Acad. sc. Cracovie, classe sc. math. nat. 1907, éd. 1907,
p- 887/96; Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 253/71; C. R. Acad. sc. Paris
151 (1910), p. 50/3.*

366) Voir d’abord G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 IT (1850/1), éd.
1851, p. 48/561; Papers 8, Cambridge 1901, p. 55; les résultats y sont appliqués
au mouvement d'une sphére dans l'air; cf. H.S. Allen, London Edinb. Dublin
philos. mag. (5) 50 (1900), p. 323/38, 519/34. Voir aussi H. Lamb, Hydrodyna-
mics?), p. 531,

367) Cf. IV 18, n° 1f.

368) ,C. R. Acad. sc. Paris 147 (1908), p. 457.*

369) Id. 152 (1911}, p. 133/6.*

3170) ,Voir J. Roux, Thése, Paris 1912.*
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La translation lente d'une sphére dans un liquide visqueux a été
encore étudiée par E. Cumningham®%), S.R. Cook®™), A. Korn®1),
T. Boggio®™), U. Cisotti®™®). C. W. Oseen®®) montre que le véritable
mouvement du fluide autour de la sphere est trés différent, méme pour
les petites vitesses, de celui obtenu par le procédé déerit plus haut,
en utilisant les équations du mouvement lent; il discute la formule
obtenue pour la résistance de la sphére. Le méme auteur étudie®™) le
mouvement général de la sphére dans le liguide visqueux. Plusieurs
de ses résultats sont retrouvés tres simplement par H. Lambs™),

Le mouvement permanent lent d’une goutte fluide sphérique, qui
se déplace sans changer de forme dans un liquide visqueux indéfini,
a été abordé par H. S. Allen®™®) et étudié simultanément par M. Ryb-
czynski®®) et J. Hadamard®?).

Pour mettre d’accord la théorie de M. Rybcoynski et de J. Hada-
mard avec Pexpérience, et notamment avec les expériences deJ. Roux38?),
J. Boussinesq®®) introduisit I'hypothése d'une action de viscosité super-
ficielle dans la mince couche de transition séparant deux fluides contigus;
il en déduisit une formule applicable exactement & la réalité (par
exemple pour le calcul de la vitesse de chute de gouttes mercurielles
trés petites dans de lhuile de ricin tres visqueuse).”

- Boussinesq 383*) étudia d'une fagon générale le mouvement lent
permanent d'une masse liquide pesante, non forcément sphérique, au
sein d’une autre masse fluide; il insiste spécialement sur le cas ou la
premitre masse affecte la forme d’une surface de révolution.”

Pour un cylindre circulaire, il n’existe pas de solution analogue
a celle trouvée pour la sphére, dans le cas ol Uon cherche un mouve-

371) ,Proc. R. Soc. London 83 A (1910), p. 357/65.*

372) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 3 (1902}, p. 471/82; id. (6) 6
(1903), p. 424/36.%

373) ,Rend, Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 253/71 *

374) Id. 30 (1910), p. 65/81.*

875) ,C. R. Acad. sc. Paris 155 (1912), p. 641/4.*

376) ,Arkiv mat. astron. och fys. (Stockbolm) 6 (1910/1), mém. n° 29, p. 1/20.*

377) Jd. 6 (1910/1), mém. n° 3, p. 1/4; mém. n° 4, p. 1/75; 7 (1911/2), mém.
n° 1, p. 1/36.*

378) ,London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 21 (1911), p. 112/21.*

379) ,Id. (5) 50 (1900), p. 223 38.*

380) ,Bull. intern. Acad. se. Cracovie 1911, éd. 1911, classe sc. math. nat.,
p. 40/6.*

381) ,C. R. Acad. sc. Paris 152 (1911), p. 1735/8; id. 154 (1912), p. 109.*

882) ,These, Paris 1912.*

383) ,C. R. Acad. sc. Paris 156 (1913), p. 983/9, 1085/40; 157 (1913), p. $9/94.

383 ,Id. 157 (1913), p. 313/8.*
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ment permanent3?). Tl en est de méme d’ailleurs si le cylindre n'est
pas circulaire, comme l'a démontré P. Dulem%)*

A. Oberbeck®*) a obtenu le mouvement résultant de la translation
uniforme d'un ellipsoide, D. Edwardes®®) le mouvement résultant de
la rotation uniforme d’un ellipsoide. Il étudia également le mouvement
résultant de la rotation de cylindres elliptiques et de quelques autres
cylindres 3%),

Ja translation lente d’un solide de révolution dans un liquide
visqueux, parallelement & l'axe de révolution, a été envisagée par
L. Zoretti®®"y et E. Zondarini®®®) qui ont ramené la question a la
recherche d’une fonction de courant satisfaisant a une équation aux
dérivées partielles du quatriéme ordre.

J. Boussinesg®’) a étendu au cas d'un ellipsoide a trois axes in-
égaux, en tramslation uniforme, les méthodes qu’il avait autrefois
découvertes pour le cas de la sphere.*

R. A. Sampson®) a discuté des courants lents du genre axial pres
d'un sphéroide, et & l'intérieur d'un hyperboloide de révolution & une
nappe. Il a en outre traité en détail les cas particuliers d’un courant
dans le voisinage d’'vn disque plan ecirculaire, et & travers une ouver-
ture plane circulaire. Ici la vitesse n’a pas la propriété d'augmenter
considérablement auprés des arétes vives. J. W. Struft™!) a étudié
quelques mouvements & deux dimensions provenant de sources positives
et négatives dans des limites circulaires. Il combina dans ce but des
fonctions de courant possibles de deux espéces, savoir

(@ —rH)rsinbh 7 sin 6

1 — 2r cos 6 47t + 2 arc tang 1

— rcos 0

384) ,Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 5 (1903), p. 206; Recherches sur I’hydro-
dynamique, deuxidme série, Paris 1904, p. 48. Voir sur ce sujet, M. Brillouin,
Legons sur la viscosité des liquides et des gaz 1, Paris 1907, p. 61 et suiv.;
J. Boussinesg, Ann. Ec. Norm. (8) 29 (1912), p. 538/87, notamment p. 568 et suiv.
Relativement aux cylindres, voir aussi R. Gans, Sitzgsb. Akad, Minchen, math.
phys. Klasse 1911, p. 191/203.*

385) Quart. J. pure appl. math. 26 (18983), p. 70.

386) Id. 26 (1893), p. 157.

387) ,Bull. Soc. math. France 38 (1910), p. 261/3.*

388) ,Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 20 I (1911), p. 338/42.*

389) ,C. R. Acad. sc. Paris 155 (1912), p. 5; Ann. Ee, Norm. (3) 29 (1912),
p. 537/87. Voir auesi un Mémoire de A. Lienard ayant obtenu a 1'Académie
des sciences de Paris le prix Vaillant pour 1911 [Rapport de J. Boussinesy, C. R.
Acad. sc. Paris 133 (1911), p. 1286].*

390) Philos. Trans. London 182 A (1891), p. 493/618.

391) London Edinb. Dublin philos. mag. (5) 36 (1893), p. 354/72 [1890].
W W. Strutt [id. (6) 21 (1911), p. 697/711] a traité aussi d'autres formes de
solides dans le fluide visqueux.*
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et
- 1 —ryHt .
1 — 27 cos 8+ r?

Il discuta le probleme?du mouvement & deux dimensions dans
le voisinage d’un plan présentant de petites irrégularités, et donna
une deuxiéme approximation, en tenant compte des carrés et produits
des vitesses®). D’antres problemes particuliers trés nombreux out
été approfondis et discutés par M. Brillowin®%*)*

Les équations (2) supposent que le mouvement est essentielle-
ment régi par les lois de la viscosité. L’application pratique exige
de fortes réserves. Par exemple l'application des formules relatives &
la translation uniforme d'une sphere exige que Ua soit petit par
rapport & v et cette condition n’est peut-étre pas toujours suffisante32).*
La théorie et l'expérience s'accordent toujours bien dans le cas de
fluides en couches minces. C'est ce qu'ont montré les expériences de
H. S. Hele-Shaw®) et l'explication donnée par 0. Reynolds, comme con-
séquence des équations, de la grande pression régnant dans la couche
d’buile qui sert & graisser une machine?9%).

6c. Mouvements varigbles et périodiques. Si le mouvement
est lent et non permanent, on admet souvent que u, v, w, comme
fonctions de ¢, sont proportionmels & e~**¢ [ étant en général com-
plexe. 8i le fluide est incompressible, les équations sont

"

vAu + viiu 4+ 6%5 (V— %) =0,

vAv + vktv + aay (V—— %) =0,

1) . 5 »
vAw +vk w+a—z<V— g)=0,

du , 0v , dw
x+ﬁ+ §;=0-

{

Dans chaque probleme particulier, les valeurs de % sont déter-
minées par les conditions aux limites, et 'on peut obtenir des solu-
tions plus générales en combinant des solutions particulieres. Si

1 .
vi? =~ + 10,
le mouvement est périodique avec une amplitude décroissante, chaque
392) ,Voir C. W. Oseen, Arkiv mat. astron. och fys. (S8tockholm) 6 (1910/1),
mém. n° 29, p. 1/20.* .
393) Philos. Trans. London 177 (1886), p. 157/284; cf. aussi N. E. Zukovskij

(Joukowsky), Zurnal russkago fisiko-chimiteskago obst&stva (St Pétersbourg) 18
(1886), p. 209/15.
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intervalle de temps = la diminuant dans le rapport e=*. Si z est grand,
cette extinction du mouvement oscillatoire est done trés lente.

Le mouvement communiqué 4 un fluide visqueux par un disque
oscillant dans son plan a été étudié par G. G. Stokes®S®).

+0. E. Meyer®*) introduisit diverses considérations pour améliorer
la théorie de loscillation des disques; ses études furent suivies de
tentatives de L. Grossmann®®) et W. Kanig®®), qui furent discutées et
approfondies par M. Brillowin®7).*

Si la vitesse du disque est de la forme

Uy COS a1,
la résistance pour une surface unité est

ou,Vve cos (Gt + %) .
Ce résultat est important & cause de son application & I'étude expé-
rimentale de la viscosité %),
Si une sphére est animée d'un mouvement de translation oscil-
. L. 2 L.
latoire de période ~—» la résistance est?)

1 9y 91/1:0 V2w 'u)
o 1 Rpp— T 31
g ™ {( T ay2e ( +
les notations étant celles du n° 6b, m étant la masse du fluide dé-

placéi®). Ce résultat donne la correction relative a I'inertie effective
et 'amortissement des oscillations pour un pendule oscillant dans un

394) J. reine angew. Math. 59 (1861), p. 239/303; 62 (1863), p. 201/14.

3956) ,Digs. Breslau 1881; Ann. Phys.und Chemie, Dritte Folge 16 (1882), p.619.*

396) ,1d. 32 (1887), p. 215.*

897) ,Viscosité384) 1, p. 105 et suiv. Voir aussi (. Zakrewsk: [Bull. intern.
Acad. sc. Cracovie 1912, éd. 1913; classe sc. math. nat., p. 235/42).*

398) Voir note 439.

399) 8. D. Poisson, Mém. Acad. sc. Institut France (2) 11 (1832), p. 521/81;*
G. G. Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 9 II (1850/1), éd. 1851, p. 81/3; Papers 3,
Cambridge 1901, p. 33/4; O. E. Meyer, J. reine angew. Math. 78 (1871), p. 31/68,
«J- Boussinesq, C. R. Acad. sc. Paris 100 (1885), p. 935; Théorie analytique de la
chaleur 2, Paris 1903, p. 199,264 (note 1);* H. Lamb, Hydrodynamics!), p. 710;
O. E. Meyer [J. reine angew. Math. 75 (1878), p. 336/47] tient compte de la com-
pressibilité de I'air. ,Comparer les observations de P. L. G. du Buat, Principes
d’hydraulique et de pyrodynamique 2, Paris 1786, p. 226/82.*

Les formules de J. Boussinesqg sont parfois attribuées & A4.B. Basset, par
exemple par G. Picciats [Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 16 IT (1907), p. 45],
mais la priorité appartient a J. Boussinesg, le mémoire de A. B. Basset ayant été
publié en 1887 [Philos. Trans. London 179 A (1888), p.43/63 [1887]].

400) ,Voir I'étude et la discussion du mouvement lent de translation d’une
sphére, dans M. Brillouin, Viscosité *3%) 1, p. 79.*
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fluide visqueux. J. Boussinesy l'a obtenu comme cas particulier du
résultat relatif 4 une translation lente rectiligne quelconque dune
sphére primitivement au repos dans un liquide indéfini sans pesan-

teur. Si U—F @)
est la vitesse de la sphére, la résistance qu’elle éprouve est

t
m aU " (z)dv
6rual + 5 o+ +6Vmwoud® yimz

Ce résultat se généralise pour des tramslations non rectilignes.

La théorie générale a été faite completement par J. Doussinesq ¥°).
Elle a été reprise depuis par G. Picciati®™), qui considéra et intégra
I'équation fonctionnelle qui régit la chute verticale d’une sphére pesante
partant du repos dans le fluide visqueux. Cette intégration fut effec-
tuée & nouveau, sous une forme trés élégante et plus générale, par
T. Boggio**?) qui supposa la sphére animée initialement d’une vitesse
verticale, et le fluide animé & cet instant d’un mouvement connu
(symétrique autour de la verticale du centre de la sphére).

J. Stock*®) a étudié le mouvement d’une sphére qui se déplace
dans un fluide visqueux le long d'une paroi plane; M. Smoluchowsks**)
a étudié l'action réciproque de deux sphéres mobiles dans un fluide
visqueux.

La méthode de oJ. Boussinesq s'étend au cas d'un cylindre circu-
laire animé d’'un mouvement de translation normal & son axe®®). Ce
méme probléme a été étudié aussi par G. Picciati®o®).*

A. B. Basset®"), qui considéra un cas particulier du mouvement
rectiligne d'une sphére, étudia également le mouvement produit par
une sphére qui tourne sans forces extérieures autour d'um diamdtre.

401)  Atti R. Accad. Lincei, Rendic. (5) 16 I (1907), p 943/51; (5) 16 IT (1907),
p. 45/60.%

402)  Atti R. Accad. Uincei, Rendic. (3) 1611 (1907), p. 613/20, 730/6. Voir
aussi A. B. Basset [Quart. J. pure appl. math. 41 (1910), p. 369/81] et J. W.Strutt,
London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 21 (1911), p. 697/711.*

403) ,Bull. intern. Acad. sc. Cracovie 1911, éd. 1911, classe sc. math. nat.,
p. 18/27.*

404) ,Bull. intern. Acad. se. Cracovie 1911, éd. 1911, classe sc. math. nat.,
p. 28/39; C. W. Oseen [Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 7 (1911/2), mém.
n°® 33, p. 1/9) fait remarquer que les considérations de M. von Smoluchowski ne
sont valables que pour deux sphéres trés petites et trés voisines l'une de lautre.*

405) ,C. R. Acad. sc. Paris 100 (1885), p. 974; Chaleur3®®) 2, p. 244 et suiv.*

406) ,Atti R. Accad. Lincei, Rendie. (5) 16 IL (1907), p. 174/84.*

407) Philos. Trans. London 179 A (1888), p. 48/63 [1887].
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Si une sphere creuse de rayon intérieur @ contenant un fluide visqueux
incompressible est assujettie & exécuter de petites oscillations angulaires

oo 2 - X .
de période 7”7 le liquide tourne sur la sphere concentrique de rayon r

avec la vitesse angulaire
Yy (h7)
@ Py (ha) ’

® désignant la vitesse angulaire de la sphére & un instant quelconque,

h? désignant ?; et P, (x) désignant l'expression

1
(L
ld(xsmx)

x daxk

La résistance est donnée par un couple de moment

by (ha)

v (ha)’

m étant la masse du liquide. Si Ton suppose un glissement aux
limites soumis & la condition de larticle IV 17, 12, le probleme se
complique un peu seulement.

Ces résultats ont été appliqués au calcul de » d’aprés les obser-
vations dn mouvement d’'une sphére creuse remplie de liquide oscillant
4 lextrémité dun fil de torsion vertical“®). Toutefois cette méthode
n'est pas susceptible d'une grande précisiont®).

J. Buchanan*®) a trouvé la solution pour un sphéroide oscillant
dans Ia direction de son axe. K. Menges*'!) a étudié le cas d’un
certain nombre d’autres solides, et décrit des expériences correspon-
dantes.” H. Lamb®®) a donné des solutions générales des équations (1)
en fonctions sphériques dans le cas des oscillations d'une sphere dont
les éléments g'attirent suivant la loi de Newton. Le temps 7, pendant

2mvwhia?

lequel Yamplitude de Yoscillation décroit dans le rapport %, g’exprime

par des fonctions sphériques d’ordre %; sa valeur est%)

at

m=1En+ Ly

Les équations (1) ont été appliquées par G. G. Stokes & la déter-
mination du mouvement ondulatoire dans le cas d’une profondeur in-

408) H. von Helmholtz et G. von Piotrowsks, Sitzgsb. Akad. Wien 40 II (1860),
p. 607/58; H.wvon Helmholtz, Wiss. Abh. 1, Leipzig 1882, p. 172; H. Lamb, Hydro-
dynamics?), p. 563.

409) W. C. D. Wketham, Philos. Trans. London 181 A (1890), p. 559/82. ,Voir
M. Brillouin, Viscosité 384) 1, p. 101.*

410) Proec. London math. Soc. (1) 22 (1890/1), p. 181/214.

411) ,Z. Math. Phys. 60 (1912), p. 113/36.*

Encyclop. des scienc. mathémat. IV 5. 13
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finie en tenant compte de la viscosité*®). Si v est grand le liquide
s'approche asymptotiquement de la position d’équilibre sans osciller,
Si v est petit, il existe une solution approchée pour les ondes périodi-
ques simples de faible amplitude se propageant & la surface. Le
mouvement est déterminé par un potentiel de vitesses de la forme

Q= Ae—2vkﬂt+ky+i(ka:iat)
?
Vaxe des y étant vertical dirigé vers le bas, issu de la surface libre.

2 . . .
7:—‘ gerait la longueur des ondes, —% leur vitesse de propagation pour

le liquide parfait.

Ces méthodes fournissent en outre une explication de Taction
calmante de l'huile sur les vagues*l) et du mouvement ondulatoire
produit par le vent. Dans ce dernier cas la théorie est d’accord avee
les observations de J. Scott Russell®*'), qui établissent qu'un vent dont
la vitesse est inférieure & 23 centimetres par seconde n’engendre pas
d’ondes du type permanent & la surface d'une eau tranquille*4),

A. B. Basset*®) et S. S. Hough*'®) ont étendu la théorie de I'extine-
tion du mouvement ondulatoire par les frottements intérieurs a un
liquide de profondeur infinie. S.S. Hough expliqua certains phénoménes
qui se présentent dans les courants de l'océan, en utilisant le fait que,
en général, les mouvements ondulatoires et autres mouvements lents
en eau profonde g'éteignent trés graduellement. ,Sur le méme sujet
L. E. Bertin a publié divers importants mémoires dont il a été question
plus haut n° 5g.*

Si un liquide incompressible est animé d'un mouvement qui
n'est ni lent ni permanent, dans lequel u,,w sont proportionnels &
e~v®t gi les lignes de courant coincident avec les lignes de tour-
billon, ou plus généralement si les quantités

2(wn —vE), 2(ut—wk), 2(wE—uy)
dérivent d’'un potentiel £, les équations (1) du n° 6a se raménent 3

412) G. G. Stokes, Trans, Cambr. philos. Soc. 9 IT (1850/1), éd. 1851, p. 59/62;
Papers 8, Cambridge 1901, p. 71/5; H. Lamb, Hydrodynamical), p. 547; éd.
allemande 27%), p. 545.

413) O. Reynolds, Report Brit. Assoc. 50, Swansea 1880, éd. Londres 1880,
p. 489/90; H. Lamb, Hydrodynamics?), p. 552,

414) W. Thomson **%); H. Lamb, Hydrodynamics 1), p. 549; éd. allemande 275),
p- 546,

415) Hydrodynamics') 2, p. 313; Amer. J. math. 16 (1894), p. 93/110, oil se
trouve un exposé général de la théorie des ondes dans les liquides visqueux.
«Voir aussi les travaux essentiels de J. Hadamard et P. Duhem, dont il sera
question aa n° 6£*

418) Proc. London math. Soc. (1) 28 (1896/7), p. 264/88.
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la forme w
r'I)A'u,-)—'uk’u—\—a*= ,
ox
2, 4 OW _
vAv + vEiv + 2y =0,

vAw +vitw+ 2W 0,

ou ov | Jw
970+ oy +§E =9,

L
o Lon a posé

P11

dans le cas ol il y a coincidence entre lignes de tourbillons et lignes
de courant, on supprimerait 2. Dans les deux cas il existe une équa-
tion de pression qui peut s’écrired!?)
AW =0.
La forme de l'équation de pression dans le cas général a été

considérée par J. Brill*®), au moyen de la transformation (7) de
Particle IV 17, ne 7.

6d. Mouvements par lames. Les équations du mouvement d’'un
fluide visqueux ont été appliquées au probleme de I’écoulement d’un
liquide incompressible dans des tuyaux inclinés ou des canaux de
section uniforme#!?). $i ¢ désigne linclinaison du tuyau, si laxe des
# est porté par la ligne des centres de gravité des sections, si le plan
des xy est vertical, si enfin 'on suppose

¢)) v=0, w=0, p=goycos e« — Az + const.,

w est une fonction de y et z indépendante de z, qui vérifie I'équation
0%u | 0° A .

@ v(afy,—}—a—;)-]—?—}—gsma=0,

417) V. Steklov, Soobséénija Charikowskago mat&matidcskago Obssestva
(Communications Soc. math. Kbarkov) (2) 5 (1897), p. 101/24 [1896]; P. 4. Siff
(Schiff), Jzvéstija ObSlEstva linbitelej estestvoznanija 93 II, Trudy Otdélenija
fiziueskich nauk 9 II (1898), p. 1/10 [1897]. Cf. J. Brill, Messenger math. (2) 27
(1897/8), p.147/52 ou gont remplies les conditions pour que les filets de tourbillon
soient constamment formés des mémes particules.

418) Proc. London math. Soc. (1) 26 (1894/5), p. 474/81.

419) G. G- Stokes, Trans. Cambr. philos. Soc. 8 (1842/9), éd. 1849, p. 304 [1845);
Papers 1, Cambridge 1880, p. 105; J. Boussinesq, J. math. pures appl. (2) 13 (1868),
p- 877/424 ; Mém. présentés Acad.sc.Institut France (2) 23 (1877) ;mém. n° 1, p.666/80.

L. Gritz [Z. Math. Phys. 25 (1880), p.316/34, 375/404] et 4. G. G'reenhill [Proc.
London maith. Soec. (1) 13 (1881/2), p. 43/6] s’'occupent de la résolution de I'équation
(2) en u. Le probleme est mathématiquement identique & celui du mouvement d'un
liquide incompressible sans viscosité, dans un prisme de méme section que le
tuyau, animé d’un mouvement de rotation [n° 1d].

13%*
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et g’annule aux limites de la section. La constante A4 représente la
guantité dont s’accroit la pression quand on avance de l'unité de
longueur le long du tuyau. Si le liquide coule entre deux plans
paralléles, on a

u="_ 2 U (1 — l:)
(4)

U~ﬁ( +gs1na)

2¢ étant la distance des deux plans, U la.vitesse moyenne. Si le
tuyau a pour section un cercle de rayon a, on a

w u=2U(1—;,),
U=—( —{—gsmtx)

r désignant la distance & l'axe du point considéré.

Ces mémes équations sont valables avec 4 =0 pour un canal
découvert ayant pour forme la moitié inférieure du tuyau. La surface
libre est alors le plan des zz.

La formule relative & un tuyau circulaire a été confirmée par les
expériences de J. L. M. Poiseuille*®) qui ont permis en méme temps

les déterminations les plus précises de ». La résultante
Rydz

des résistances tangentielles, auquelles un liquide coulant dans un tuyan
incling est soumis de la part de la portion de paroi comprise entre
deux sections droites de distance dz, est donnée, en se conformant
aux hypothéses précédentes, par la formule

= i,& (99 Sin“_"A);

L désignant Vaire, y le périmetre de la section droite. Elle est
proportionnelle & la vitesse moyenne U. Cette formule est un cas
particulier de la suivante

op
R—z[ggsma——f dSZ f2y'6x’ gat)d.ﬁ

Dans le genre de mouvement conmdere il 'y a aucune modifi-
cation dans la propagation du mouvement tourbillonnaire signalé

420) Voir IV 17, note 108.  Pour la théorie voir J. Boussinesq [C. R. Acad.
sc. Paris 65 (1867), p. 46] et M. Brillouin, Viscosité ®%4) 1, p.143 et suiv.* Des
indications sur le cas des tubes capillaires et sur la stabilité des mouvements
correspondants se trouvent dans H. C. Wolff [Trans. Wisconsin Acad. sc. 12 (1899),
p. 550/3].
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dans le n° 6a. Le liquide est disposé par couches de vitesse cons-
tante; de tels mouvements sont appelés mouvements par lames ou
mouvements réguliers.

Les mouvements qui viennent d’étre étudiés sont permanents, or
certains mouvements lents variables peuvent s'obtenir en supposant

P
e

constant, on utilise alors des méthodes analogues & celles qu’'on emploie
dans I'étude de la conductibilité de la chaleur*®), La vitesse dun
mouvement par lames entre deux plans y = const. est donnée par
Téquation

ou o*u

—37 = 9 W .

Cette équation permet d’obtenir le mouvement sur un ¢6té d'un plan
indéfini animé d'un mouvement donné*®®*). Une autre application a
été faite par J. W. Strutt (lord Rayleigh) dans sa démonstration*®) de
Iinstabilité des mouvements discontinus. Si I'on admet que, au début,
% =, ou u = —u, suivant que y est positif ou négatif, u est donné
au bout du temps ¢ par I'équation

y
2Vt

2 2
u=171:;_"—fe‘9d0,

en supposant le fluide illimité.

H. Stearnt®®) a traité des problemes analogues relatifs au mou-
vement entre deux cylindres de méme axe (Og), w étant supposé fone-
tion de la distance & l'axe.

,Les expériences et la théorie de J. L. M. Poiseuille permettent,
comme on l'a vu, d’étudier le mouvement des liquides dans les tubes
minces. Pour les tubes #rés minces, une difficulté spéciale apparait, due
au fait que tout mouvement cesse & partir d'une certaine limite de peti-
tesse du tube. Cette anomalie a été étudiée par R. Reigert®); aux

420%) @. Stokes %), Papers 3, p. 19.

421) Proc. math. Soc. London (1) 11 (1879/80), p. 57; Papers 1, Cambridge
1899, p. 474.

422) Quart. J. pure appl. math. 17 (1881), p. 90/104. La rotation variable
entre des surfaces cylindriques de méme axe a ét€ traitée encore par J. H. Réhrs
[Proc. London math, Soec. (1) 5 (1873/4), p. 125/39] et M. Margules [Sitzgsb. Akad.
Wien 83 II (1881), p. 588/606; 85I (1882), p. 343/68), ,Des expériences tres pré-
cises de M. Couette [IV 17, note 106] permettent d'en déduire le coefficient de
viscosité d'un ligquide.*

423) ,Sitzgsb. phys.-medic. Soe. Erlangen 38 (1906), éd. 1907, . 203/18.*
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recherches de ce dernier se rattachent aussi diverses expériences de
H. Sanderst®) relatives au mouvement d'un fluide sous un disque cir-
culaire en rotation* -

6e. Mouvements turbulents. ,Les expériences de J. L. M. Poi-
seuille*) sur V'écoulement des liquides dans des tubes capillaires,
permettent de caleuler le coefficient de viscosité ». Si Von essaie
d’appliquer la valeur ainsi obtenue & I'écoulement de 'eau dans des
tuyaux ou des canaux de large section, la théorie semble tout & fait
en défaut; les vitesses calculées sont beaucoup plus considérables que
celles que Yon observe*

De méme, dans le mouvement par lames d'un liquide dans un
tuyau, la résistance

R=%(ggsinu+A)

est proportionnelle & la vitesse moyenne U, or ce second membre
peut &tre mesuré expérimentalement ainsi que U. La proportionnalité
n'existe que dans les cas de tuyaux de faible section et de petites
vitesses. Pour des tuyaux larges et des vitesses plus grandes, cette
quantité est plus exactement proportionnelle & UZ On dit dans le
premier cas que la résistance est proportionnelle a4 U, dans le
deuxitme a U2

On a pu expliquer ces divergences en remarquant que, dés que
les vitesses dépassent certaines valeurs eritiques, la parfaite continuité
des mouvements cesse, faisant place & des mouvements irréguliers et
tourbillonnants**)  dans lesquels les particules décrivent des trajec-
toires enchevétrées et produisent ainsi des résistances bien supérieures
a celles gui correspondraient & un mouvement par lames avec la méme
vitesse moyenne. La vitesse moyenne qui s'établit est donc bien in-
férieure & celle qui s’établirait dans un mouvement par lames pour
un méme systéme de valeurs de 4 et de e.

J. Boussinesq*®") le premier traita la question analytiquement en
considérant la vitesse en un point comme composée de deux vitesses:

424)  Verhandl. deutsch. phys, Ges. 14 (1912), p. 797/805.*

425) Voir IV 17, note 108.

426) C’est, & ce qu’il semble, le véritable résultat des expériences; la
résistance n’est pas mesurable directement. Pour ce qui est des résultats expé-
rimentaux obtenus, nous renvoyons & H. Darcy, Recherches expérimentales rela-
tives au mouvement de l'eau dans les tuyaux [Mém. présentés Acad. sc. Institut
France (2) 15 (1858), p. 141] et H. E. Bazin [id. (2) 19 (1865), mém. n° 1].

427) Ces mouvements irréguliers et tourbillonnants (,,eddies”) sont diffé-
rents des mouvements tourbillonnaires (,,vortices) traités mathématiquement
ci-dessus. Les mouvements par lames des fluides visqueux sont des mouvements
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1°) une vitesse u, indépendante du temps,

2°) une vitesse dont les composantes «’, v, %’ en un point dépen-
dent du temps de fagon que leurs valeurs moyennes prises pendant
un intervalle de temps assez court 7 soient nulles.

Il a établi que, sous certaines conditions, les équations (3) du
mouvement [IV 17, 12] sont remplies par %, si I'on remplace » par
une fonetion de «’, ¢', ', dépendant ainsi uniquement de Vintensité de
Pagitation au point considéré. Cette fonction est appelée coefficient de
frottement inlériewr ou de turbulence.

J. Boussinesq n’a pas explicité cette fonction de ', v, «/, mais il
admet que «, v, w' croissent avec la distance & la paroi et avec
d’antres circonstances analogues, que le coefficient de turbulence est

. . L
proportionnel au ,rayon hydraulique moyen” -8 la valeur moyenne

de u, pres de la limite, et & une certaine fonction des coordonnées du
point considéré de la section, fonection qui a un coefficient constant
croissant avec la rugosité des parois.

Ce sujet a été étudié expérimentalement plus tard par O. Rey-
nolds*®) & l'aide de filets minces d'un liquide coloré qu'il introduisait dans
I’'axe d'un tube de verre parecouru par un courant de liquide inecolore.

Pour des vitesses suffisamment petites, le mouvement du filet
central était rectiligne, mais des que la vitesse atteignait une cer-
taine limite, le liquide coloré se dispersait dams le tube, accusant
aimsi la production de mouvements irréguliers et tourbillonnants.
Puisqu'un mouvement par lames avec une vitesse moyenne arbitraire
donnée dans un tuyau quelconque est toujours théoriquement pos-
sible, c'est donc que les mouvements par lames sont instables dans
des tuyaux larges et pour de grandes vitesses. Appliquant le prin-
cipe de similitude dynamique?®®) aux équations (3) de l'article [IV 17

tourbillonnaires dans le dernier sems. L’opinion que le ,tourbillon” est la base
du changement dans la loi de la résistance a déja été formulée par B. de Saint
Venant, Ann. des mines (4) 20 (1851), p. 229; elle a été admise par J. Boussinesq
[.C. R. Acad. sc. Paris 74 (1872), p. 1026;* Mém. présentés Acad. sc. Institut
France (2) 23 (1877), mém. n° 1, p. 22/162) et G. G. Stokes [Papers 1, Cam-
bridge 1880, p. 99]. H. Darcy*®*®) [Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2)
15 (1858), p. 330/1] signala également ce passage du régime régulier au régime
irrégulier.* '

428) Philos. Trans. London 174 A (1883), p. 935; Papers 2, Cambridge 1900,
Pp. 535.

429) J. W. Strutt, The theory of sound, (1 éd.) 2, Londres 1878, p. 287;
cf. H. von Helmholiz, Monatsb. Akad. Berlin 1873, p. 501; Wiss. Abh. 1, Leipzig
1882, p. 158,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



200 A.E.H Love. IV18. Développements d’hydrodynamique. H.Beghin et H.Villat.

n° 12], il conclut que si un mouvement par lames de vitesse moyenne
U dans un tuyau circulaire de rayon a devient instable quand U

augmente, il est stable ou instable selon que %’— est inférieur ou supé-
rieur & une certaine valeur critique*®®), Pour l'eau, 0. Reynolds trouva
que la valeur critique de % est comprise entre 950 et 1000, et

montra T'accord de ces résultats avec les expériences de J. L. M. Poi-
seuille*®) et de H. Darcy*®).

Dans ses recherches théoriques, 0. Reynolds*s') modifia I'hypothese
énoncée plus haut de J. Boussinesq: il supposa notamment que les
vitesses additionnelles «’, v, v’ sont, en premiére approximation,
périodiques pour de petites longueurs et de petits intervalles de
temps, et montra que cette hypothése conduit & une vitesse moyenne
dans un tuyau donné notablement inférieure & celle qui correspond
au mouvement par lames.

JLa détermination de la ,vitesse critique® a fait I'objet, & la suite
des recherches de 0. Reynolds, de nouvelles recherches de F'. R.Sharpe?3?)

qui trouve des valeurs beaucoup moindres pour le rapport #- W. M.

Fadden Orr*3) étudie la stabilité pour un tuyau circulaire ou de
section annulaire. A cette étude se rattachent les expériences de
8. D. Carothers**t). 11 faut également signaler les études de V. W.
Ekman*®), Mary Menneret**s) et A. H. Gibson*®").*

Le mode de mouvement d'une eau qui coule en apparence uni-
formément dans un tuyau, mais en fait d'une maniére essentiellement
irréguliére se rencontre aussi, comme le montre l'observation, pour
d’autres mouvements en apparence permanents**®). (Ces mouvements
g'appellent ,mouvements turbulents”. Les nombreuses recherches expéri-

430) L'existence d'une valeur critique avait déja €t6 remarguée par
G. H. L. Hagen, Abh. Akad. Berlin 1854, éd. 1855, math. Abh. p. 17.

431) O. Reynolds, Philos. Trans. London 186 A (1895), p. 123/64. ,Voir aussi
H. A. Lorentz, Abh. iiber theoretische Physik 1, Leipzig 1907, p. 48.*

432) ,Trans. Amer. math. Soc. 6 (1905), p. 496/508.*

433) ,Proc. Irish Acad. (Dublin) section A, 27 (1906/9), p. 9/68, 69/138.*

434) ,Proc. R. Soc. London 87 A (1912), p. 154/63.*

435) ,Arkiv mat. astron. och fys. (Stockholm) 6 (1910/1), mém. n°12, p. 1 16.*

436)  Ann. Univ. Grenoble 23 (1911), p. 202/364.*

437) ,Mem. and proc. of the Manchester liter. and philos. Soe. 55 (1910 1),
mém. n° 7, p. 1/19.

438) J. Boussinesq, Mém. présentés Acad. sc. Institut France (2) 23 (1877),
mém. n° 1, p. 666; O. Reynolds, Philos. Trans. London 174 III (1884), p. 941;
N. E. Zukovskij (Joukowsky) Izvéstija Obilestva liubitelej estestvoznanija 73 I,
Trudy Otdélenija fizineskich nank 41 (1891), p. 21,4. Voir aussi IV 20.
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mentales sur la résistance des fluides, telles que par exemple le disque
oscillant de J. Coulomb*¥?), la plaque de W.Froude*®) ont montré que
dans ces autres cas la résistance est aussi plus exactement proportion-
nelle au carré de la vitesse qu'a sa premiére puissance*?). Ces résul-
tats mettent en évidence l'existence de mouvements turbulents.

6f. Instabilité du mouvement régulier par lames. J. W. Struft
(loxrd Rayleigh), dans ses recherches sur les filets fluides, a discuté
la stabilité et 'instabilité des mouvements par lames. Dans un fluide
parfait, des mouvements dans lesquels se produisent des surfaces de
discontinuité sont théoriquement possibles*4#); ils semblent &tre instables
si les surfaces de discontinuité sont isolées des parois solides eb sont
indéfinies dans tous les sens. Le fait que, dans la réalité, de telles
surfaces se détachent d’une paroi solide & laquelle elles se raccordent,
est probablement susceptible d’en augmenter la stabilité4%).* Quoi qu’il
en soit, il semble que la tendance & linstabilité soit d’autant plus
grande que la longueur d’onde de la perturbation est plus courtet).

Si Yon tient compte de la viscosité, des surfaces de discontinuité
ne peuvent pas subsister en général, mais des deux cdtés de la surface
se produit un mouvement tourbillonnaire réalisant ainsi une sorte de
couche de passage*4s), Dans un fluide parfait une telle couche de passage
peut rendre le mouvement stable.

439) Mém. Institut national sc. et arts, sc. math. phys. 3, Paris an IX, M.
p- 176 97 [an VII]. La méthode a ét6 utilisée par O. E. Meyer [J. reine angew.
Math. 59 (1861), p. 229/308] et par J. Clerk Maxwell [Philos. Trans. London 156
(1866), p. 249/68].

440) Report Brit. Assoc. 42, Brighton 1872, éd. Londres 1873, p. 118/24.
CI. W. C. Unwin, Article ,,Hydromechanics® Part. III, Hydraulics [Encyclopaedia
britannica, (9° éd.) 12, Edimbourg 1881, p. 459 et suiv.].

441) Cette réegle que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse
avait été donnée par I Newton, Principia math.%%7) livre 2, section 7; (2° éd.),
Cambridge 1714; Opera, éd. S. Horsley 2, p. 883; trad. marquise dw Chdtelet 1,
p. 347. Elle semble avoir été acceptée par J. d'Alembert [Essai d'une nouvelle
théorie sur la résistance des fluides, Paris 1752, p. 102].

442) Voir n° 1e.

443) ,Voir M. Brillowin, Ann. Fac. sc. Toulouse (1) 1 (1887), revue de
physique p. 1/80; Ann. chimie et phys. (8) 28 (1911), p. 145/280.*

444) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 10 (1878/9), p. 8/9; Papers 1,
Cambridge 1899, p. 366.

445) J. W. Strutt, Proc. London math. Soc. (1) 11 (1879/80), p. 57; Papers 1,
Cambridge 1899, p. 4756; ,cf. H. Poincaré, Théorie des tourbillons, Paris 1893,
p. 173.*

+H. Blasius [Z. Math. Phys. 56 (1908), p. 1/87] a utilisé de telles couches
de passage pour l'étude de la résistance des fluides & trés petit frottement; il
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Si un mouvement par lames dun fluide parfait avec la vitesse

uy = f(y)
entre deux plans y = const. vient & &ire troublé, la vitesse apres la
perturbation peut &tre supposée de la forme
(ug + 'y v).
Si le mouvement apreés la perturbation a le caractére d'un mon-
vement ondulatoire de vitesse (réelle) de propagation W, le mouve-

ment par lames est certainement stablef). Dans ces conditions v
vérifie, pour chaque couche de fluide dans laquelle ‘%}’ est continu, une
équation de la forme

dtv atu
(L (4o — W) (d_y’ - kg”) - dy: -v=0;
d’autre part o vérifie des conditions déterminées aux limites et le

0

long des surfaces pour lesquelles Céu est discontinu.

Ces équations et conditions suffisent dans certains cas®?) i la
détermination de W dans T'hypothése d'une perturbation de longueur

d’onde 27” Si la valeur de W pouvait étre prise par #, & un endroit

quelconque, il surgirait une difficulté particuliere**®), car en ce point

en a déduit une théorie qui donne, de la naissance des surfaces de discontinuité,
une description trés satisfaisante.

Le méme cas des fluides & trés petit frottement a donné naissance & d’inté-
ressantes et récentes études de L. Prandél [Verhandl. des 3. internat. Kongresses
Heidelberg 1904, publ. par A. Krazer, Leipzig 1905, p. 484/91]; H. Blasius [Diss.
Gottingue1907; Z. Math. Phys. 58 (1910), p.225/33]; E. Boltze [Diss. Gottingue 1908];
0. Fgppl [Jahrbuch der Motorluftschiff-Studiengesellschaft 4 (1910/1), p. 51/119;
Zeitschrift fiir Flogtechnik und Motorluftschiffahrt 3 (1912), p. 65/8]; études aux-
quelles on doit rattacher celles de Th. von Kdrmdn et H., Rubach, relatives
également & la résistance des fluides [Nachr. Ges. Gott. 1911, math.-phys. p. 509/17,
id. 1912, math.-phys. p. 547/56; Physikalische Zeitschrift 18 (1911/2), p. 49/59].*

446) J. W. Strutt (lord Rayleigh) a traité ce sujet dans une suite de Mémoires
[Proc. London math. Soc. (1) 11 (1879/80), p. 57/70; (1) 19 (1887/8), p. 67/74; (1) 27
(1895/6), p. 5/12; London Edinb. Dublin philos. mag. (6) 34 (1892), p. 59/70;
Papers 1, Cambridge 1899, p. 474/87; 3, Cambridge 1908, p. 17/23, 575/84; 4,
Cambridge 1908, p. 203/9].

447) Le cas le plus remarquable est celui ou (—i‘# est discontinu dans une
gérie de plans y = const. et croit toujours dans le méme sens. Voir J. W. Strutt 445).
Si %ﬁ’ varie de maniére continue, la méthode ne semble applicable qu'a quelques
types particuliers de perturbations; voir 4. E. H. Love, Proc. London math. Soc.
(1) 27 (1895/6), p. 199/213.

448) W. Thomson, On a disturbing infinity in Lord Rajyleigh's solution
[Report British Assoc. 50, Swansea 1880, éd. Londres 1880, p. 492/3; Papers 4,
Cambridge (Londres) 1910, p. 186/7].
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Péquation (1) présenterait une singularité, et des points singuliers sont
impossibles dans un espace rempli de fluide.

Si I'on tient compte de la viscosité, et si I'on modifie le mouve-
ment défini par I'équation4?)

3 y?
%=?U@—a)
par Vaddition de petites vitesses «,9,2, contenant dans leur ensemble

le facteur e*(t+es+74, tandis que les autres facteurs sont fonctions
de g, 'équation en v*%) devient

@ [T 2+ ) Gt @+ )]

2

—ia [3—; — (@ + f%)0] — 2T iav
2 2

— % U (1 — Zz)ia [zyv, — (e + ﬁ’)v:l =0.
De plus v doit aussi remplir des conditions déterminées aux limites.
Comme cette équation n’a aucune singularité & distance finie, une
cause évidente d’instabilité se trouve ainsi écartée®®) de ce fait quon
a utilisé les équations du mouvement des fluides visqueux, au lieu
de représenter les actions du frottement par des couches de passage
dans un fluide parfait.

Pour établir la stabilité, il faut que I'équation (2), eu égard aux
conditions aux limites, conduise & des valeurs de 46 dont la partie
réelle soit négative ou nulle*?!). Dans le cas de U = 042), on a trouvé
que 76 est réel et négatif, de méme si la perturbation est telle que
w =0, w et v étant indépendants de z et de 2%%). Mais ces résultats
Jettent peu de lumiére sur la question générale.

Au lieu d'essayer de discuter la stabilité du mouvement par
lames au moyen de la méthode des petites oscillations, on a pro-
posé de chercher un critere d’énergie?’*) permettant de déterminer

449) Voir ne 6d, équations (3). .

4560) W. Thomson, London Edinb. Dublin philes. mag. (5) 24 (1887), p. 188/96;
Papers 4, Cambridge (Londres) 1910, p. 321/30.

451) Ce résultat a &té trouvé par J. W. Strutt, London Edinb. Dublin philos.
mag. (5) 34 (1892), p. 59/70; Proc. London math. Soc. (1) 27 (1895/6), p. 5/12;
Papers 3, Cambridge 1902, p. 575/84; 4, Cambridge 1903, p. 203/9; W. Thomson **%)
avait affirmé auparavant que le mouvement par lames est constamment stable.

452) J. W. Strutt 452),

453) Ce résultat avail été proposé comme épreave pour ,,the Math. Tripos”
[Cambr. Univ. Exam. Papers 1896].

454) O. Reynolds*®Y) trouva I'équation (5); la théorie a ét6 continuée par H. 4.
Lorentz, K. Akad. Wetensch. Amsterdam, Verslagen natuurk. Afdeeling 6 (1897/8),
p. 28; Abh. iiber theoretische Physik 1, Leipzig 1907, p. 43. Ce dernier donna les
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si un mouvement faiblement turbulent tend vers une agitation plus
ou moins intense. Le mouvement est représenté par la superposition
d’une vitesse (', v’, w") de période 7, et d’'une vitesse moyenne (%, 7, ).
Cette derniere vérifie des équations de la forme (2) [IV 17, 12], en
supposant que D,,, Pyys D,.s Prysr Pyes P, sont remplacés par les valears

aa —_ —_—
zx=2[‘b—_9u2_py

py,,=2ua——m‘i'2 ?,
(3)‘ P, =2u %— oW — P,

by. =8 (gy g:) vw

p.—u (au ow)

—t
oy —u(Gn 4+ ) —ewy.
La pression se compose d'une pression moyenne 7 et d'une pression
variable périodique p”. Les quantités «’,o,w’,p’, vérifient des équations
de la forme?®)

ow *au _ 0w ,0u ou , 0%
4) Sy ti,+t7,, + 0 5% Tz TV 5y T W Gy
19 0 wv) u
_ ?31;+Au+(u)+(uv)+u)
_ 0w oY) _ oW w)
dzx oy S0z

la vitesse (v, 7, w") devant &tre dans chaque cas solénoidale.
Si Pon pose
d 0
aE 9t R i PR P
Taccroissement d’énergie du mouvement turbulent est déterminé par
Péquation

) %fjf%g(u'z‘l‘1/"2+7”'2)dxdydz=9ff Mdx dy de
—gfuff N dzdyds,

équations (8) et (4) et montra comment on peut tirer des conséquences des
équations (6) et (7) en discutant en détail le cas d'un tuyau circulaire. ,Au
sujet de l'application d'un critére d'énergie aux systémes affectés de viscosité,
voir P. Duhem [Mém. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux (6) 8 (1903), p. 121/40; C. R.
Acad. sc. Paris 1356 (1902), p. 1088].*

455) H. A. Lorentz a communigqué & 4. E. H. Love la forme corrigée de
ces équations.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



61, Instabilité du mouvement régulier par lames. 205

ol l'on a
CRE A RS R
+ o (G + )+ (3
'\ 2
@ N=2(E) 2 () +2(5) + (G + %)
u ow f ou'\?
+(%+W) +<8x +Ty) '

Pour quun mouvement faiblement turbulent tende vers une
agitation plus intense, il faut que la quantité M soit positive, et
que la premiére expression du second membre de (5) soit supérieure
4 la deuxieme. Au moyen de ces formules en M et N se confirme
le résultat expérimental que dans des espaces étroits le mouvement
tend & &ire régulier, tandis que dans de larges espaces, le mouve-
ment turbulent est de regle.

,L’étude des mouvements turbulents, aprés les travaux de H. 4.
Lorentz, a été reprise, avec une méthode tout & fait distincte, par
A. Sommerfeld*®). Considérant le mouvement plan d'un fluide entre
deux droites paralleles, I'une immobile, I'autre mobile parallélement a
la premiére avec une vitesse comstante, il étudie la stabilité d'un tel
mouvement par la méthode des petites oscillations il trouve la con-
dition limite d’instabilité sous forme d'une équation transcendante.
A. G. M. Michell*®) applique les mémes principes & un cas ol la
solution peut &tre obtenue dans un mouvement 3 trois dimensions.
Récemment, G. Hamel45®) critique la méthode de A. Sommerfeld & la-
quelle il reproche de ne fournir qu'une condition nécessaire, mais peut~
atre pas suffisante, de stabilité. Reprenant la voie indiquée par
0. Reynolds et H. A. Lorentz, en utilisant le critere d'énergie, G. Hamel
parvient & montrer que, pour le mouvement plan entre deux droites
paralléles, la valeur critique de la vitesse est la premidre valeur carac-
" téristique (au sens de la théorie des équations intégrales linéaires),
d’une certaine équation de I. I'redholm dont le noyau se forme simple-
ment au moyen de la fonction de G. Green de l'équation

AA(p=0

«

ou

Ap = Bx“ + 9y*

456)  Atti del quarto congresso internazionale dei matematici in Roma 1908,
publ. par G. Castelnuovo 3, Rome 1909, p. 116/24.*

457) ,Z. Math. Phys. 52 (1905), p. 123/37.%

458) ,Nachr, Ges. Gott. 1911, math. phys. p. 261/70; Monatsh. Math. Phys.
23 (1912), p. 812/20.*
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et

A

a’A
AA(p =‘_ax2 + 97

Le cas spécial d’une bande de la,rgeur infinie a été étudié par-
ticulitrement par C.W. Oseen®®®), dont nous avons signalé plus haut
les importants fravaux se rattachant & la théorie des mouvements
turbulents [voir 6a]*60),

6f. I’'Hydrodynamique de P. Duhem. Il est impossible, pour
terminer cette étude, de ne pas faire une place tout & fait & part aux
travaux de P. Duhem*®') sur I'hydrodynamique générale des fluides
visqueux ou non. Cet auteur, aprés avoir donné & la Mécanique
rationnelle une forme nouvelle et beaucoup plus générale que celle con-
sidérée jusqu'alors, a procédé a une revision des principes de I'Hydro-
dynamique, ce qui I'a conduit & la construction de théories nouvelles
des plus importantes.

En désignant toujours par u, v, w les composantes de la vitesse
d’'une molécule fluide, par ¢ sa deusité, par IT sa pression pa.r _T sa
température absolue et 6 désignant la combinaison A + ay -|—

P. Duhem obtient, pour les fluides supposés continus et 1sotropes, les
équations du mouvement sous la forme suivante:

ar.r 0 ? ]
9(X+X)+@(at+uaz+05§+wa—f)
04 oe o1 6T)

- [’1(9; T) +1"(@7 T)]a_w_l"(@?’ -T)Au— (39 8x+ 3T o
(1) cu deo ou , ov\ de oe
— (27500 + (53 + 50 0a + (s +50) 52 oo

dudTl orT ow , dw\ 0T o
.~ 297374‘(3@;‘*’%) a9+ G+ 38 35lar="0 |
et deux autres équations analogues en y et #, dans lesquelles 4 et p
représentent deux coefficients, que les théories ordinaires de la viscosité
avaient supposé constants (avec méme en généralla relation 31 42 =0)
et sur lesquels on suppose ici seulement les inégalités

@20, 3i+2u>0.

A ces équations (1), il faut joindre ’équation de continuité

459) ,Arkiv mat. astron. och fys. Stockholm 7 (1911/2), mém. n° 15, p. 1/20.*

460) ,Cf. n° Ga, p. 182.*

461)  Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 3 (1901), p. 315/431; (2) 4 (1302), p. 101/69;
(2) 5 (1903), p. 5/61, 197/2556, 353/404; Recherches sur I'hydrodynamique, pre-
mitre série, Paris 1903, p. 1/213; deuxiéme série, Paris 1904, p. 1/153.*
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et I'équation en termes finis46?)
3) I+ ¢*(44 4) — g ZE D 0.

Les cinq équations (1), (2) et (3) ne sont pas suffisantes pour
étudier les problemes, méme les plus simples, puisquil y a six in-
connues, «, v, w, 0, II, T, a déterminer. Il faut y joindre une relation
supplémentaire empruntée & d’autres considérations que les précédentes
tirées de V'énergétique.

Toutes les fois qu'une hypothése nouvelle fournira une expression
de la quantité de chaleur dégagée pendant le temps d¢, par chaque
élément dw du fluide, on sera en état d'écrire une telle relation supplé-
mentaire. Par exemple, si I'on suppose que la chaleur se transmette
uniquement par conductibilité et non par rayonnement, avec un coeffi-
cient de conductibilité égal & k(e, T'), et si 'on suppose que la trans-
mission ait lieu suivant la théorie de Fourier, la relation supplémentaire
en question peut étre écrite (£ désignant 1'équivalent mécanique de
la chaleur), sous la forme

HeT)AT+ 7 (M) G+ (52 ]+ s lonse+ g getar o
2
+§9§;§=(at+ 8x+ gf*‘“’%‘f) T"gazai"(ax"‘ay“Laz)

+2eD 0] oy T 5

+ GG+ G+ G+ (G + 5+ G+ 5+ (0 + 20 ]

Pour un ﬂmde tres conducteur, cette relation se réduit :
0
gal k@ T) 5] + 55 (ke 1) 35 ] + 57 [He, 1) 3] = 0

Pour un fluide trés mauvais conducteur, il faut faire X = O dans
la condition (4). Pour un fluide non conducteur et non visqueux, on
a en outre A =pu =0, et il reste

2%t 2T | 2% @

o7 55 T 7eiz 58 = O
Dans tous les cas on a six équations pour déterminer les six in-
connues.

Le cas des fluides incompressibles est particulierement important.
Si le fluide, incompressible, est dilatable (¢ — /(7)) ou indilatable

462) , Les fonctions ¢, X;, Y;, Z,, 4; sont celles qui interviennent dans la
déiinition du potentiel interne [cf. Le potentiel thermodynamique et la pression
hydrostatique, Ann. Ec. Norm. (3) 10 (1893), p. 214). Les fonctions X,, Y,, Z,, 4,
sont celles qui interviennent dans la définition du travail externe.*
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(o = const.y V'équation (B) n'est plus 1égitime. Mais, par exemple dans
le second cas (¢ = const.) les équations du mouvement sont

311 0 ? 0
—o(X;+ X)) + Q(aq:‘*‘ugg-i-’l)a:-i—wgg) —u(T)Au
1’ 8w oT o0T1dp
@) - 23_5%_{—( +¢’)m) +(8z+ax) FEREYS O’
et deux analogues
, 0
) R
oT oT
A+ (3)+ Gy)+ (6] :

, Tdé'(@,T) 91 , T T
BN ter—om ( TUugs T, +waz)

_,_2(‘1(01’)[(3%) +(a”) +<Zzw) +(3z+8y) (3”’ aaz;’ + +Bx ?] 0

-

soient cing équations & cing inconnues, u, v, w, 11, 7.

On voit gque les équations, dites générales, employées dans I'hydro-
dynamique classique, rentrent dans les équations de P. Duhem comme
cag trés particulier. On prévoit aisément combien par suite les équa-
tions classiques sont restrictives, et en effet elles ne permettent d’étu-
dier complétement que trois cas:

1°) le cas des fluides incompressibles et indilatables;

2°) le cas des fluides compressibles, parfaitement conducteurs,
limités par une surface portée & une température uniforme et in-
variable;

3°) le cas des fluides compressibles dont les éléments sont sans
action les uns sur les autres, sans conductibilité nt viscosité, P'état
initial étant en outre un état de température uniforme, on il est
maintenu en équilibre par des actions extérieures réduites aux pressions
appliquées & la surface.

En général, l'intégrale dun probleme dhydlodynamlque posé
comme on Va dit plus haut, ne sera pas formée de fonctions continues
ou analytiques dans toute l'étendue du milieu; il arrivera que telle
de ces fonctions sera discontinue le long d'une certaine surface; ou
bien que, la fonction demeurant continue & la traversée d'une telle
surface, ses dérivées partielles subiront une variation brusque; ou bien
que ces discontinuités frapperont les dérivées partielles du second,
troisieme, ..., ni®™° ordre. L'étude de ces ondes des divers ordres est la
premiere question 4 examiner: avant de rechercher les intégrales des
équations du mouvement, il faut délimiter les domaines dans lesquelles
elles sont continues et analytiques.
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LECONS SUR LA VISCOSITE
DES LIQUIDES ET DES GAZ,

PAR

Marcel BRILLOUIN,

Professeur au Colitge de France,

DEUX VOLUMES GRAND IN-8 (25 ><X 16) SE VENDANT SEPAREMENT.

Ir® PARTIE : Généralitds. Viscosité des liquides. Volume de viI-228 pages,
avee 65 figures; 1907 ... vl e ool 9T

II* PaRyIE : Piscosité des gaz. Caractéres généraux des théories molé-
culaires. Volume de 1v-142 pages avec 25 figures; 1907.......... 8 fr.

Préface.

La viscosité des fluides est le plus simple de tous les phénoménes
irréversibles; olle se manifeste au sein d’un milien physiquement homo-
géne et dont la température peut étre uniforme, ce qui la distingue de la
conductibilité thermique; elle ne met en jeu que des aclions mécaniques,
ce qui la distingue du dégagement de chaleur par le courant électrique.
On peut done I'étudier A titre d’exemple de phénomeéne irréversible, & un
point de vue plus spéeialement thermodynamique. On peut aussi, parti-
cu{ié_srement quand il s’agit des gaz, prendre pour guide la théorie molé-
culaire.

En fait, les phénoménes de frottement ont joué un réle fondamental
dans le développement de la Thermodynamique; mais la réciproque n’est
pas aussi juste. Dans les mouvements ¥ents, les seuls qu'on sache analyser,
ce sont les forces, petites du premier ordre comme les vitesses relatives,
qui sont directement mesurables et importantes, tandis que le travail
converti en chaleur, petit du second ordre, n’empéche pas les transfor-
mations d'étre pratiquement isothermes; tant dans la théorie que dans la
pratique, ce sont les données purement dynamiques, vitesses et forces,
que fournit la premiére approximation, et & partir desquelles on estime le
travail, et, 8'il y a lieu, les variations de température.

Do toute fagon, il faut commencer par lI'étude de la viscosité telle
gu’elle est, envisagée comme phénomeéne naturel; c’est ce que j’avais fait

ans mes Lecons de 18g8-18gy9 et 1899-1900, comme suppléant de
M. Mascart au College de France, qui, remaniées et mises au courani.
forment la matiére de ce Livre.

Dans le premier Volume, il n’est question que des liquides.

1V-5-2 1
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Comme touljours, c’est expérience qul fournit les notions fondamen-
tales. Aprés les analyses un peu conluses de la Renaissance, Newton
soupgonne, dans la resistance des fluides au mouvement, des influences
diverses, qui ne sont clairement discernées que par Coulomb.

Apreés les Mémoires de Coulomb, V'application des principes de la Dyna-
mique est possihle; les grandeurs qui caractérisent cette propriété comme
distincte de V'inertie du fluide sont bien définics. A température cons-
tante, les fondements de I'étude physique de la viscosité sont établis; on
peut écrire les équations du mouvement d’un fluide visqueux.

Il importe d’en effectuer l'intégration exacte ou approchée dans le plus
grand nombre de cas possible, soit pour les applications, soit pour la
construction d'appareils qui procédent de diverses influences : tempé-
rature, conceniralion des dissolutions, composition chimique des liquides
purs, pression.

Telle estla matiere des différents Chapitres du Livre L.

Le Livre II débute par la description détaillée des mémorables expé-
riences de Poiseuille, a la suito desquelles il est devenu certain que la
proportionnalité de la résistance visqueuse a la vitesse de déformation est
conforme a 'expérience dans un domaine trés étendu. Viennent ensuite les
expériences sur le mercure qui montrent que I'adhérence a la paroi est
aussi compléte pour les liquides qui ne mouillent pas que pour ceux qui
mouillent. Aprés quoi un Chapitre est consacré aux expériences sur les
liquides organiques purs et aux essais do relation entre la viscosité molé-
culaire el la constitution chimique; ilse termine par les belles expériences
de Warburg sur le gaz carbonique au point critique et par quelques autres.

Enfin,d ansun dernier Chapitre, on trouvera une deseription des expérien-
ces de Hagen, Reynolds et Couette sur le passage du régime lent ou de
Poiseuille, au régime rapide ou hydrauligue, et des circonstances qui in—
fluent sur la limite des deux régimes d’aprés O. Reynolds.

Le second Volume contient 'étude des gaz et des caractéres généraux
des théorics moléeulaires.

Table des Matiéres de la premiére Partiae.

LIVRE I. GenEraLiTES. Cuar. {. Premiéres recherches expérimentales.
Newton-Coulomb. Fondements expérimentaux de la théorie. 7ravauz
antérieurs @ ceuxr de Coulomb. La résistance de I'eau et de lair avant
Newton. Newton. S*Gravesande. Expériences de Coulomb. Adhérence d’un
liquide & un solide. Cohérence des fluides. Cas on la résistance est proportion-
nelle & la vitesse seule. Influence du diamétre du disque. Expérieaces avec
deux tiges croisées. Expériences avec I'huile. Influence de P’état de surface.
Influence de la pression. — Cuap. II. Equations du mouvement lent d'un
fluide visqueux. A. Equations intéricures. Equations du mouvement d’un
fluide. Relations eatre les pressions sur différentes faces. Quadrique deréférence.
Plans principaux. Directions principales. Influence de la compressibilité. Tra-
vail de la viscosité; fonction de dissipation. Equations générales du mouvement
interne. Stabilité du mouvewment permanent lent. Propagation du son par
ondes sphériques. B. Conditions a la paroi. Conditions exprimant que la
paroi est étanche. Conditions relatives au frottement & la paroi. Limites
d’adhésion. Surface libre. Viscosité superficielle. Rigiditédu liquide — Caap. III.
Problémes théoriques. Mouvement rectiligne A une dimension. Entraine-
ment du liguide par le glissement d’un plan. Mouvement rectiligne, per-
manent, varié, expenentiel, périodique simple. Mise en train. Ecoulement
entre parois immobiles. Mouvement permanent sans glissement. ntats lente-
ment variables. Variation périodique. — Cuap. IV. Mouvement rectiligna a
deun dimensions. Plans et cylindres mobiles. Cylindre circulaire se mouvant
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suivant sa longueur. Cylindre dans le voisinage d’un plan fixe indéfini. Cylindre
mobile et plan diamétral extérieur fixe. Plan mobile infini normal & plan fixe
limité. Cylindre de rayon R entre demi-plans diamétraux, avec un trés petit
ieuf. Deux plagues, Pune fixe, I'autre mobile, dans le prolongement 'une de
autre avec un jeu 2 f. Lame mobile prolongée par deux lames fixes. Deux
plans parailéles limités au méme niveau 'un fixe, Pautre maobile. Plan mobile
avec un bord entre deux plans indéfinis. Plateau de garde. L’écoulement dans
les tubes immobiles. Tube rectiligne de section uniforme. Distribution des pres-
sions. Tube circulaire. Casoit il y a glissement i la paroi. Tube annulairecentré
sans glissement. Section elliptique. Rapidité d’emploi du niveau d’arpenteur.
Translation de la sphére. Translation rectiligne de la sphére. Mouvement
unNorme. —Cuar. V. Mouvement de rotation. Equations du probléme. Couple.
squation de la vitesse angulaire. Rotation uni{'orme. Mouvement permanent.
Cylindre circulaire Sphére. Ellipsoides de révolution. Disques. Disque compris
entre deux plans paralléles. Rotation variable. Mouvement varié. Cylindre
infini. Sphéres. Rotation périodique. Résistance et inertie. Liquide indéfini ex-
térieur & la sphére. Liguide intérieur & la sphére. Cylindre indéfini. Dis-
tribution arbitraire le long d’une génératrice. Disques, mouvement varié.
Intérieurdu cylindre. Réle du liquide extérieur. Calcul de Meyer. Amortisse-
ment du corps oscillant. Périodicité de Pamortissement.

LIVRE IT. Lrs Liouipes. CHAP. 1. Bau. Expériences de Poiseuille. Section
du tube. Mesure du débit, Evaluation de la pression & Uorifice d'entrée, Correc-
tion capillaire. Mesure de la pression extérieure. Resultats de Poiseuille. Loi
des pressions. Loi des longueurs. Loi des diamétres. Calcul des coefficients de
viscosité. Variation avec la température. Perturbations auz exirémités du
tube capillaire. Correction de force vive. Exception apparente a la loi de
Poiseunille. Nature du mouvement aux extrémités du tube capillaire, Correction
de force vive. Travaux des forces motrices. Travail du frotiement. Equation
e Pécoulement. Calcul de la force vive. Comparaison avec les expériences de
Poiseuille. Expériences de M. Couette. Dissolutions salines. — Cuar. II.
Ezpériences sur le frottement intérieur du mercure. Intérét de Yétude du
mercure. Expériences de Poiseuille. Expériences de Warburg. Loi des diamétres.
Absence de glissement & la paroi. Expériences de Stéfan. Variation du coeffi-
ricntde frottement avec la température. Expériencede 8. Koch, de Schweilder,
de Bénard. Résultats numériques. Viscosilé du mercure. — Cnar. L. Viscosité
des liquides purs. Influence de la température et de la pression. Premiéres
recherches: Graham, Rellstab, Guérout, Pribram et Handl. Importance de la
variation en fonction de la température. Slotte, Graetz, De Heen, Stogl,
tfeydweiler. Mémoire de Thorpe et Rodger. Influence de la constitution chimi-
que. Influence de la pression sur la viscosité. Warburg et Sachs, Cohen,
ilauser. Anhydride carbonique prés du peint critique. Densité du gaz. Tube
a écoulement. Théoric de ’expérience. Intégration. — Cuap. IV. Le régime de
Poiseuille et le régime hydraulique. Passage d'un régime & l'autre. Les
deux régimes. Travauzr de Hagen. Expérieaces de Hagen. Cause du maximun
ct du minimum. Théorie de Hagen sur fe changement de régime. Experiences
de ceurs destinées a montrer les deux régimes et le passage de l'un a
Pautre. Travauzx d’Osborne Beynolds. Calcul approché du débit limite qui
marque Papparition des mouvements ondulatoires. Expériences de Darcy.
Experiences de M. Couetie. Conclusion.

Table des matiéres de la deuxiéme Partie.

LIVRE I1I. Gaz. Cuap. I. Premiéres recherches sur la viscositd des gaz,
au moyen du pendule et des disques oscillants. La résistance de Vair et e
pendule. Débuts de ja théorie cinélique des gaz. Chemin moyen et dimensions
moléculaires. Relations entre les diverses diffusions. Influence de la densité et de
Ja température. Premiéres expériences de O.-E. Meyer. Expériences de Bessel,
Expériences de Girault. Expériences de Meyer au moyen du pendule. Expé-
riences de Meyer avec les disques. Discussion. Résultats. Derniére série d'expé-
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ricnces de Meyer, — Cuar. II. Mazwell. Eundt et Warburg. Appareil de
Maxwell. Théorie. Résultats. Expériences de Kundt et de Warbug. Appareil.
Corrections. Contrdle des basscs pressions. Résultats. Glissement. Basses
pressions. Valeurs absolues de 1 d’aprés Kuandt et Warburg. Vapeurs orga-
niques. Schumann. — Crar. III. Ecoulement par un tube étroit. Formule de
débit. Expériences de Graham. Résultats. Comparaison avec la formule théo-
rique. Viscosités des principaux gaz. Expériences de Meyer 4 la température
ambiante. Deuxiéme appareil de Meyer; variarion de p. avec la température,
Troisiéme appareil. Résultats des expériences de Meyer. Warburg. Le glisse-
ment dans les tubes. Expériences de cours. Appareil. Vérification de la loi de
Poiseuille, pour les gaz s’écoulant dans un tuge capillaire sous une différence
de pression trés faible. — Cuap. IV, Tubes. Hautes températures. Mesures
absolues. Expériences de von Obermayer. Air. Gaz autres que V'air. Wiedemann.
Breitenbach., Schultze. Argan. Viscosité des gaz a haute temperature.
S. Holmann. Formule. Expéricnces sur Ie gaz carbonique. Expériences sur lair.
Comparaison des résultats obtenus par les divers expérimentateurs, sur Vair
et CO2 Viscosité de l'azote chimique. Bestelmeyer. Vapeurs. Vapeurs de
mercure. S. Koch. Vapeurs organiques. L. Meyer. Résultats. Barus. Haulcs
tempcratures. Carl Barus. — Cuar. V. Expériences diverses. Gyozd Zemplén.
Tomlinson. Expériences de Fabry ct Perot. Mélanges gazeux.

LIVRE 1V. TuioriEs MOLECULAIRLS. CoNcLusioN. CHap. I. Premiers essais
de théories. Navier. Principes. Poisson. Reldchement de P’élasticité. Maxwell.
Gaz. Schewedoff. Sur la rigidité des liquides. Mesures. — Cuar. II. Gaz.
Théories dynamiques. Gaz cinélique. Parcours libre. Variabilité apparente
du diamétre moléculaire. Viscosité. Loi de la température. Dimensions des
molécules. Remarques sur les domaines inpénétrables. Recherche d’une loi
d’attraction moléculaire. Recherche des coefficients atomiques. Conclusions pro-
visoires. — Cuar. III. Liquides. Essai de théorie cinétique. Liquides. Vis-
cosité. Importance relative des termes. Formule générale; changement de va-

riables. Viscosité & zéro. Comparaison avec l'expérience. — Cuap. IV. Gon-
clusion. Apergu sur la viscosité des fluides en géméral. Viscosite des
Jluides. — Les faits. Gaz ordicaires. Fluides quelconques. Gaz deases. Chemin

moyen sous diverses densités. Gaz carbonique. Détermipation de la viscosité
du liquide d'aprés celle du gaz carbonique. Autre détermination de la viscosité
du liquide. Conclusion.

A LA MEME LIBRAIRIE.

BOLTZMANN (L.), Professeur a I'Université de Leipzig. — Legons sur la
Théorie des gaz; avec une latroduction et des Notes de M. BriLLouin,
Professeur au College de France. 2 volumes grand in-8 (25 < 16) se
vendant séparément : .

I PanTik : Traduction par A. GaLrorTi, ancien Lléve de ’Ecole Normale.
Volume de XIx-204 pages avec figures; 1902..ecevveaecacaeree 8 fr.

Ii* PArTiE : Traduction par A. GartoTTi et H. BENARD, ancicns Eleves de
I'tcole Normale, avee une Introduction et des Notes de M. BRILLOUIN,
Professeur au Colléege de France. Yolume de x11-280 pages avec figures;
T 2 P [

CAURO (J.), ancien Eldve de I'Ecole Polytechnique, Agrégé des Sciences
phvsiques, Docteur és Sciences. — La liquéfaction des gaz. Aéthodes
nouvelles. Applications. Grand in-8, avec 4o figures; 1899. 2 fr. 75 c.
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BOUSSINESQ (J.), Membre de I'Institut.— Théorie de 1’écoulement tour-
billonnant et tumultueux des liquides dans les lits rectilignes
a grande section. 2 vol. in—4° se vendant séparément.

[e* MvoIRE : Réjime uniforne; 1897.. . ... - 8 §
II° Mémolre @ Liude des régimes graducllement variés; 18g7. 3 fr.

On sait que les grands écoulements fluides, tels qu'ils se produisent dans
les tuyaux de conduite et les canaux découverts, n‘ont longtemps offert
aux géometres, méme quand un lit régulier y assure I'uniformité du régime,
qu'une énigme desespérante, suivant le mot de I'un de ceux qui s’étaient
le plus longtemps ¢t le plus obstinément appligués & les comprendre, Iil-
lustre Barré de Saint-Venant, célebre par sa belle solution des problémes
de la torsion ot de la flextor des prismes. Méme en 1865, alors que les
études expérimentales si nettes et si étendues de Darcy et de M. Bazin,
d’ailleurs précédées de bien d'autres non moins. judicieuses et profondes,
celles de du Buat notamment, faisaient connaitre les lois générales de ces
écoulements. si importantes dans la pratique de I’art de I'ingénieur, M. Bazin
pouvait dire, vers la fin de I'Introduction & ses Recherches hydrauliques :
« La question se complique et s’obscurcit davantage, & mesure que de nou-
velles expériences, plus nombreuses et plus précises, paraitraient devoir y
jeter une plus grande lumiere... Nous ne possédons pas encore de nolions
saines sur les wouyements intérieurs des fluides et sur les aclions mutuelles
de leurs molécules... ». La lumiére se fit en 1870 seulement, par une mise
en compte tres simple de I'mfluence que V'agitation tourbillonnaire insé-
parable des écoulements considérés exerce sur le mouvement moyen local,
c'est-a-dire sur la translation des particules fluides, seule intéressante pour
Plrydraulicien. C’est dans la premiére Partie d'un Volume intitulé : Essai sur
la théorie des eaux courantes, que fut exposée la théorie dont il s’agit. Mais
ce Volume est ¢puisé; et, d’ailleurs, I’Auteur, appelé de temps a autre &
porler son attention sur ces questions par son enseignement de la Sor-
bonne, a pu v introdnire un certain nombre d'aper¢us nouveaux, sans
compter, dans les démonsiralions. quelques simplifications importantes :
ce qui lui faisait un devoir de rajeunir toute la théorie, en la réduisant
au maximum de simplicité. Tel esl le but de la présente publication, née
a I'occasion de récentes expériences de M. Bazin sur la distribution des
vitesses dans les tuyaux de conduite, qui achévent d’éclaireir un point
douteux (au sujet des deux modes comparés de 1'écoulement soit dans une
conduite forcée, soit a ciel ouvert) et qui permettent de préciser encore
d’autres particularités délicales.

Table des Matiéres du I* Mémoire.

§ I: Objet de ce Mémoire. — § II ¢ Des vitesses, accélérations et déforma-
tions moyennes locales. — § III : Pressions moyennes locales. -— § IV : l'or-
mules des pressions moyennes locales et équations indéfinies du mouvement.
— § V : Expression du frottement extéricur ¢t conditions relatives aux sur-
faces limites. — § VI @ Formules du coefficient des frottements intérieurs
dans un régime graduellement varié. — § VII : Equations d’un tel régime in-
dispensables pour traiter le cas particulier du régime uniforme. — § VIII :
Lois générales du régzime uniforme dans des lits semblables a grande section-
— Ces lois ne s’etendent qu’exceptionnellement au cas des lits dissemblables
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(Note). — § 1X: Du régime uniforme, quand la largeur et la profondeur sont
insuffisantes pour que Vagitation masque entiérement 'effet des frottements
réguliers. — Raison probable pour laquelle le coefficient & de la formule du
régime uniforme dépend alors beaucoup plus du rayon moyen que de la vitesse
moyenne, A moins que le rayon moyen ne devienne extrémement petit (Nole).
— § X : Retour an cas des grandes sections : lois spéciales aux sections rec-
tangulaires larges et circulaires ou demi-circulaires. — § XI : Confrontations
expérimentales et réflexions diverses. — Grande variabilité relative du coeffi-
cient & avec la forme de la section dans les écoulements bien continus, et
cxemples divers de sections ou ce coefficient y est plus pelit que dans le cercle
{Note). — § \II : Lois de deuxiéme approximation du régime uniforme dans
un tuyau circulaire, telles qu’elles résultent des récentes observations de
M. Bazin. - § XIII : Conséquences générales qui s’en déduisent, pour le régime
uniforme, tant dans ces sections que dans les sections reclangulaires larges.
— § XIV : Expression la plus rapprochée possible du coefficient ¢ de frottement
dans les tuyaux circulaires. — § XV : Derniéres réflexions touchant Fagitation
tourbillonnaire et les lois du frottement intérieur. — Note complémentaire
sur Uexplication de la fluidité et la raison d’étre des frottements inte-
rieurs dans les fluides. — 1. De l'isotropie simple et de I'isotropie symétrique.
— 2. Propriété cavactéristique des fluides, consistant dans la reconstitution
1ocessante de leur isotropie. — 3. Cette propriété est due & une intensité suf-
fisante de 'agitation calorifique. — 4. Propriétés dérivées : premiérement, nor-
malité et constance de la pression élastique; sa formule générale. — 5. Deuxié-
mement, quasi-incompressibilité des liquides. — 6. Troisiémement, phénoméne
de P'écoulement; condition de non-rupture des fluides sans viscosité appréciable.
— 7 et 8. Quatriémement, énergie interne d’un fluide a l'état élastique. —
9. Des fluides & I’état non élastique ou éprouvant des déformations rapides :
idée et nécessité physique de leurs frottements intérieurs.

Table des matiéres du II° Méwoire.

§ I : Objet de ce deuxiéme Mémoire. — § II : Equations fondamentales de
Uécoulement graducllement varié. — § III : Equations qui déterminent le mode
de distribution des vitesses dans I"écoulement varié. — § IV. Relation entre la
vitesse moyenne et Ja vitesse au fond. — § V : Formule générale pour la
valcur moyenne, sur une section, de toute dérivée compléte par rapport au
temps. — § VI: Applications de cette formule, notamment & I’équation de con-
tinuité du fluide pour toute I’étendue des sections, etc. — § VII : Equation
générale du mouvement et formule du frottement extérieur, & une premiére
approximation, — § VIII : Usages de I'équation générale du mouvemcnt gra-
duellement vavié. — § IX ¢ Son emploi dans le calcul de la propagation des
ondes ou des remous le long d’un courant. — § X : Calcul théorique de 'in-
fluence qu’a la déformation de la masse fluide surleur vitesse de propagation.
— § XI : Constatation expérimentale de cette influence et vérification précise
de Téquation du mouvement. — § XII : Calcul de Paccélération longitudi-
nale u' dans un écoulement graduellement varié. — § XIII : Formules régis-
sant les petites composantes transversales de la vitesse. — § XIV : Leur emploi
dans la formation de I'équation du mouvement. — § XV : Mouvement trans-
versal tournant, dans un écoulement permanent graduellement varié. — § AVI:
Mouvement transversal, dans Pécoulement a travers des sections ou rectangu-
laires d'une grande largeur constante, ou circulaires. — § XVII : Mouvement
transversal, dans I’écoulement entre parois polies et 4 travers des sections
d’une méme forme quelconque. — § XVIII : Distribution des vitesses & travers
des sections semblables, dans les régimes graduellement variés. — § XIX :
Equation du mouvement graduellement varié aux degrés d’approximation
superieurs. — § XX : Passage d’un régime graducllement varié & un régime rapi-
dement varié ou vice versa. Equation plus approchée d'un régime quasi uni-
forme (Note). — § AXI: Du régime permanent graduellement varié qui se
produit a l’entrée ou plutét dans la premiére partie amont des tuyaux. —
§ XXII : Hauteur motrice gu’y dépense I'établissement du régime uniforme. —
} XXIII: Equations qui y régissent le mode de distribution des vitesses.— § AXIV:

écomposition de ce mode, dans sa partie amortissable ou de non-uniformité,
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en modes simples, plus ou moeins lents & s’évanouir aux distances croissantes
de Pentrée. — § XXV : Cas d’un tuyau i section rectangulaire large : intégra~

tion par les séries. — Sur I’établissement du régime uniforme le long d’un
tube fin a section rectangulaire relativement large (Note). — § XXVI : Solu-
tions simples en termes finis, quand les parois sont lisses. — § XXVII : Lon-

gueur nécessaire pour 'établissement approché du régime uniforme dans un
tel tuyau. — § X\VIII: Cas d’un tuyau circulaire : intégration par les séries.
-~ Sur Pétablissement du régime uniforme dans un tube fin & section circu-
laire, et sur la convergence des séries rencontrées dans la partie actuelle de ce
travail (Note). — § XXIX : Simplification des intégrales quand la paroi est
pelie. — § XXX : Longueur alors nécessaire pour I'établissement du régime
uniforme et autres particularités intéressantes. — Addition a la Note des
pages 66 4 68. Sur la maniére d’embrasser dans une méme analyse les deux
cas de I’écoulement le long des tubes fins et de I’écoulement tourbillonnant.

A LA MEME LIBRAIRIE.

BOUSSINESQ (J.), Membre deI'Institut, Professeur de Mécanique physique
a4 la Faculté des Sciences de Paris. — Gours d’Analyse infinitési-
male, a 'usage des personnes qui étudient cetle Science en vue de ses
applications mécaniques et physiques. 2¢ éd. 2 vol. in-8, avec figures.

On wvend séparément :

Tome I. — Calcul différentiel.

Partie élémentaire (pour les Eléves des Ecoles industrielles); 1887.. 7 fr. 50 e.
Compléments; 1887...4. . iiiiiiiiiiiiii ittt g [r. 50 c.

Tome Il. — Calcul intégral.

Partie élémentaire(pour les Eléves des Ecoles industrielles); 18go . 7 fr. 50 c.
Compléments; 1890. .. . ietreneriniiniieeininneneerneerinannnan.s 16 fr.

BOUSSINESQ (J.), Membre de I'Institut, Protesseur ala Faculté des Sciences.
— Lecons synthétiques de Mécanique générale, servant d'Tntroduction
au Cours de Mécanique ph sique de la Faculie des Sciences de Paris.
Publiées par les soins de MM. LEGaY et VIGNERON, éléves de la Faculté.

.Grand in-8; 188g.... 0 it iiiiii i, esneesreeaees 3fr.50¢.

BOUSSINESQ (J.). — Essai théorique sur 'équilibre des massifs pul-
vérulents, comparé i celui de massifs solides, et sur la poussée des
terres sans cohésion. In-4 de 180 pages; 1876............... o fr.

BOUSSINESQ (J.). — Applications des potentiels a4 V'étude de V'équi-
libre et du mouvement des solides élastiques, avec des Notes étendues
sur divers points de Physique mathématique et d’dnalyse. Grand in-2
jésus de 722 pages; 1885......... e B £ I ¥ 8
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TAJY (P.-G.), Professeur de Physique a 1'Umversité d'Edimbourg.
lonferences sur quelques-uns des progrés récents de la Physique.
Traduil de l'anglais sur la tiroisieme édition, par M. KroucnkoLt, Li-
cencié &s Scicnces physiques ct mathématiques. Un volume grand in-8;
1.1 7 A et e vev. 7 fr. 50 c.

Extrait de I'Introduction.

Pour plus de clarté, je répartirai I'ensemble des « Progrés récents de la
Physique » en cing Chapitres bien dislincts; mais je ferai celle classifica~
tion d’une maniére trés succincte, mo réservant de donner toutes les expli-
cations, et méme la définition des lermes scientifiques nouveaux, daas les
Chapitres mémes ou j'aurai & les employer.

Le Cuaritae [ — le plus important de tous — comprend tous les progrés
qui sont liés & la notion moderne d’Energic. De méme que I'or, le plomb,
Poxygéne, etc., sont des espéces différentes de matiére, de méme le son, la
lumiére, la chaleur, etc., sont des formes diverses d'énergie, celle-ci con-
stituant, comme nous le verrons bientdt, une réalite oljective, au méme
degré que la matiere. Cette grande idée coordonne toutes les parties, qui
semblaient si indépendantes, de ce vaste domnaine de la Physique. Et non
sculement ello nous a permis d’exposer eelte Science d'une maniére aussi
ordonnée que compléte, mais elle nous a amenés, surtout par l'application
t'es lois de Ja Thermodynamique (auxquelles nous ferons uno large place
dans coe cours) & découvrir les points sur lesquels on pouvait faire les plus
rapides progres.

Le Cusritre Il comprend les progrés qui résultent, plus ou moins direc-
tement, des besoins ressentis dans les applications pratiques. Rappelez-
vous — pour ne citer qu'un exemploe — les immenses perfectionnements
qui ont été réalisés dans [a construction des instruments de mesure pour
les courants et pour les charges électriques : ils ont tous été provoqués par
I'extension récente de la télégraphie sous-marine. On peut affirmer”sans
exagération que les instruments actuels — réservés jadis aux usages.de la
télégraphie pratique — sont mille fois plus sensibles et précis, et, par suite,
mille fois plus utiles dans les recherches de Science pure — quo les plus
parfaits desinstraments qu'on employait il y a trente ans. C’est ainsi que le
développement de Ja Science dans le sens des applications pratiques con-
duit ala construction d’instruments qui ont, pour ainsi dire, une action ré-
flexe sur le développement de la Science pure.

Le Cuaprrtre HI comprend les progres provenant de T'appui que les di-
verses scicnces, telles quel’Astronomie, la Chimie et la Physiologie, se pré-
tent mutuellement. Un pas fait en avant dans I'une des branches a conduit,
presque immédiatement, a d’importantes extensions dans les autres branches.
Dans ce Chapitre nous pouvons comprendro les grands progrés dus aux

. perfectionnements de nos méthodes mathématiques.

Le CmariTre IV embrasse les progrés que I'on pourrait appeler décou-
vertes accidentelles, quoiqu’clles soient trés fréquentes et d’une trés grande
importance d{elles sont, par cxemple, la découverte de la fluorescence avee
toutes ses conséquences, cl l'invention des différents procédés de Photo-
graphie. Les décousertes de ce genre, au licu d'étre, comme dans I'ancien
temps, admirées et laissées isolées, sont actuellement attaquées de tous les
cdtés par un grand nombre d’expérimentateurs enthousiastes
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Le CuaPITRE V embrasse une autre catégorie de découvertes trés nom
breuses, mais bien plus difficiles & décrire exactement. Comme seul exemple
de cette catégorie de progres, je pourrais mentionner les m*thodes statis-
tiques modernes appliquées a certains problémes de Physique, a ceux, en
particulier, qui se rapportent aux mouvements des particules gazeuses el
liquides et sur lesquels j’ai I'intention de revenir longuement dans le cours
de ces conférences. :

La méme méthode est suivie dans I'étude de ces différents Chapitres .
d’abord nous esquissons le sujet, comme lorsqu’on regarde un cbjet de
loin ; nous indiquons quelques-uns des principaux sommets que nous aurons
a atteindre et nous signalons les abimes que nous devrons éviter. En méme
temps nous nous attachons a introduire le plus tot possible certains des nou-
veaux termes techniques, absolument indispensables & Pexactitude et a la
précision, et dont il est bon d'acquérir la connaissance dés le début....

Table des matiéres.

I Conrirexce. — Introduction. — Classification des progrés récents de la
Physique. — Définition générale de 'objet de la Physique. — Notions de
Temps, d’Espace, de Matiére, de Position, de Mouvement et de Force. — Di-
gression sur les raisonnements @ priori . exemples d’erreurs modernes ou
renouvelées des Anciens. — Uniformité de la rotation de la Terre; stabilité du
systéme solaire. — Equivalence de la chaleur développée par la compression
d’un gaz et du travail dépensé : Causa equat éffectum. — Gilbert, véritable
fondateur de la Science expérimentale. — Preuve de la réalité objective de la
matiére. — Absence de. cette preuve pour la notion de Force, son existence
pour la notion d’Energie. — Conservation, transformation et dissipation de 1'¢-
nergie. — Ignorance et incapacité des Spiritualistes et aussi des Matérialistes.

II* Coxrirence. — Historique de I'idée d’énergie. — Reconnaissance tardive
des services de Newton dans cette question. — Deuxiéme loi. — Des forces ne
s’annulent pas, mais leurs effets se neutralisent. — Composition géométrique
des vitesses. — Troisiéme loi; sa deuxiéme interprétation donnant I’énoncé
complet de la conservation de I’énergie. — Composition arithmétique des
carrés des vitesses. — Résultats expérimentaux de Rumford et de Davy, com-
blant les lacunes de ’énoncé de Newton. — Leurs preuves de la non-matéria-
lité de la chaleur. — Idées de Davy sur la véritable théorie de la chaleur. —
Spéculations de Séguin et de Mayer.

III* Conrirence. — Etablissement du principe de la conservation de 1'éner-
gie. — Suite de l’examen des droits de Mayer. — Opinions de Colding et
de Joule sur le premier mémoire de Mayer. — Réclamation de priorité for-
mulée par Mohr. — Expériences de Colding. — Expériences de Joule. — Va-
leur numérique de l'équivalent mécanique de la chaleur. — Argument de
Helmholiz tiré de I'impossibilité du mouvement perpétuel. — Transformation
et dissipation de I’énergie. — Expériences de démonstration.

IV Conrerexce. — Transformation de 1'énergie. — Expériences de démon-
stration. — Echauffement de fils métalliques et décomposition de ’eau par le
courant galvanique. — Machine électro-magnétique. — Disque tournant. —
Machine magnéto-électrique. — Bobine d’induction et tube de Geissler. —
Energie de forme supérieure et de forme inférieure. — Transformation totale du
travail en chaleur; conversion partielle de la chaleur en travail. — Cycle d’opé-
rations de Carnot. — Son cycle réversible. — Effet de la pression sur la glace

V* Conrérence. — Transformation de chaleur en travail. — Cycle de Carnot
(suite). — Diagrammes d’énergie de Watt., L’impossibilité du mouvement
perpetuel est une vérité expérimentale. — Conditions de réversibilité. — Dé-
finition de la température absolue. — Seconde loi de la Thermodynamique.
— Zéro absolu, ou température d’'un corps dépourvu de chaleur. — Coefficient
économique de la meilleure machine & vapeur. — Effet de la pression sur la
congélation de la glace. — Mécanisme du mouvement des glaciers.

VI* Covrérevee. — Transformation de 1'énergie. — Conséquences ultérieures
des idées de Carnot. — Anomalies offertes par geau et la gutta-percha. —~ Ap-
{\lxcauon aux masses rocheuses et a I'état intérieur de la terre. — Valeur de
‘énergie; dégradation de Vénergie. — Pour restaurer la valeur d’'ure porti=a

IV-5-2 I.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



. —3 —

d’duergie, il faut qu’une autre portion subisse une dégradation. — Dissipation
de l'énergie. — Sources de I'énergie terrestre et de ’énergie solaire. — Energic
des plantes et des animaux. — Mesurc de ’énergie radiante du soleil. —
Energie actuelle du syst¢me solaire.

VII* Coxrerexce. — Sources de l'énergie et son transport. — Sources
d’énergic utile de la terre. — Leur origine. — Ecole de géologues uniformistes.
— Arguments de sir W. Thomson relativement 4 I'époque depuis laguelle la
vie aurait pu éire possible sur la terre. — Transport de P'énergie & travers les
solides, les fluides et ’éther. — Preuve du pouvoir qu’un corps ou un systéme
de corps posséde d’absorber de I'énergie, sous forme de mouvements vibra-
oires. — Analogues physiques servant d’introduction a l'analyse spectrale.

VIII* Conrerence. — Emission et Absorption. — IHistorique de la découverte
de la base physique de Vanalyse spectrale. — Premier résultat de Vanalyse
spectrale appliquée aux corps célestes. — Découverte de la vapeur du sodium
dans Yatmosphere solaire. — Expériences de Stewart et de Kirchhofl. — Iden-
tité¢ de la lumiére et de la chaleur rayonnante. — Caractére distinctif d’une

" raic particuliére. — Egalité du pouvoir émissif démontrée & P'aide du principe
de Carnot. — Corps noirs, corps transparents et corps qui réfléchissent par-
faitement. .

IXe Conrgrence. — Analyse spectrale. — Spectre d’un corps noir incan-
descent, d’un gaz ou d’une vapeur i I'état d’incandescence. — Absorption par
une vapeur de parties du specire d’un corps noir incandescent. — Application
4 la lumiére solaire ct 4 la lumiére des étoiles. — Taclics solaires et protubé-
rances. — Période de vie de diverses étoiles — Fluorescence.

X+ Coxrenexce, — Analyse'spectrale. — Changement de couleur qu'éprouve
la lumié¢re par la vitesse relative de la source et de I'observateur. — Analogie
avec le son. — Causcs de Pélargissement des lignes spectrales. — Spectre de
la couronne solaire, des étoiles doubles, des cométes. — Nature probable des
cométes, de 'Anneau de Saturne, de la lumiére zodiacale.

XI* Goxrerevce. — Propagation de la chaleur par conductibilité. — Théarie
mathématigque de Fourier. — Sa définition du pouvoir conducteur. — Analogic
des conductibilités calorifique et électrique. — Méthode de Forbes et ses rié-
sultats. — Méthode de Angstrom. — Pénétration de la température superfi-
cielle dans Vécorce terrestre. — Analogie de la propagation de la chaleur et
de celle de lélectricité. — Analogie de ces phénomeénes et de la diffusion. —
Diffusion de la matiére; de I’énergie cinétique et de la quantité de mouvement,

XIie Covrimunce. — Gonstitution de la matiére. — Limite de la divisibilité
de la matiére. — Notions purement relatives représentées en Physique par
fes motls grand et petit. — Hypolhéses diverses sur la constitution des corps.
— Atomes solides. — Centres de forces. — Constitution continue mais hétéro-
géne. — Alomes tourbillonnants. — Digression sur le mouvement des tour-
billons. — Corpuscules de Lesage. — Preuve de la structure grenue de la
matiérc. — Dimensions approchées des molécules, déduites de la dispersion de
la lumiére et du phénoméne de I'électricité de contact. :

XIIT* Coxrgrence. — Constitution de la matiére. — Dimensions approchées
des derniers grains (grains intégrants) de la maticre, déduites des phénomeénes
capillaires et des propriétés du gaz. — Conséquences malhématiques de celle
hypothése, qu'un gaz est formé de particules qui se choquent constamment. —
Diffusion des gaz. — Résultats des recherches de Maxwell. — Raison physi-
que de la dissipation de Pénergie. — Résultats d’Andrews relatifs 4 la conti-
nuilé entre 'élat gazeux et I'état liquide. — Conclusions.

DU MEME AUTEUR.

Traité élémentaire des Quaternions, traduit de I'anglais sur la 2° édition,
avee Addditionsde I’ Auteur ot Notes du Traducteur, par G. PLARR. Deux
volumes in-8, avec figures.

Ir* PArTiC. — Thdorie. Applications geométriques; 1882... 17 fr. 50 c.
1I* PARTIE, — Gcométrie des courbes et des surfaces, Cinématique. Ap-
plications @ la Physique: s8%% ... oo it 7 Ir. bo ¢.
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TRAITE

MECANIOUE CELESTE

Par F. TISSERAND,

Membre de I'Institut et du Bureau des Longitudes, Direclteur de I'Observatoire de Paris,
Professeur a la kaculté des Sciences.

4 BEAUX VOLUMES IN-4 AVEG FIGURES, SE VENDANT SEPAREMENT.
Tome | : Perturbations des planétes d’aprés la méthode de la wariation des con-

stantes arbitraires; 1880. . uuuie ittt it et 25 fr,
Tome 11 : Theéorie de la figure des corps célestes et de leur mouvement de rota-
F L T 8 1~ . 28 fr.
Tome Ul : Egposé de {’ensemble des théories relatives au mouvement de la Lune;
I8 e et ettt st e retao sttt i et aeas 22 fr,
Tome IV : Théories des satellites de Jupiter et de Saturne. Perturbations des
petites planétes; 1806. . oo vttt i iii i e e 28 fr.
————————

- Préface du Tome I.

Le Traite de Mécanque céleste, dont je publie aujourd’hui la premiere
Partie, a pour base les Lecons que j'ai faites & la Sorbonne depuis 1883
comme suppléant, puis comme successeur de M. V. Puiseux. Les legons de
ce Maitre éminent brillaient par une clarté incomparable, et c'est un grand
dommage pour la Science qu elles n’aient jamais été publides. Je suis heu-
reux de les avoir suivies pendant plusieurs années, et les élaves de M. Pui-
seux en retrouveront des traces nombreuses dans mon Ouvrage.

Le Tome 1 comprend la théorie générale des perturbations, fondée sur la
méthode de la variation des constantes arbitraires.

Dans le Tome 1, je traiterai de la figure des corps célestes et de leurs
mouvements de rotation.

Le Tome III sera consacré a la théorie de la Lune, & un abrégé de la
théorie des satellites de Jupiter, & la méthode de Hansen pour le calcul des
perturbations des petites planétes et aux divers travaux qui ont enrichi le
domaine de la Mécanique céleste dans ces derniéres années.

Le présent Volume est susceptible, je I'espére du moins, d’intéresser les
géometres et les astronomes. Jai présenté la méthode de la variation des
constantes .arbitraires, ou plutdt son application & la Mécanique céleste, de
deux fagouns différentes, en me reportant aux travaux de Jacobi ou & ceux
de Lagrange.

Cetle méthode n’offre peut-étre pas toujours le moyen le plus rapido
d’arriver au calcul des perturbations, notamment quand il s’agit des asté-
rotdes; cependant, au point de vae de I'enseignement, elle est d'une grande
simplicité. Du reste, clle a permis & Le Verrier d'édifier ses théories des
ancicnnes planétes. Les formules quilui ont servi constamment dans l'en-
semble imposant de ses recherches sont adaptées avec un rare talent aux
besoins de la pratique, et j'ai jugé utile de m'y conformer. J'espére que les
jeunes astronomes qui voudront étudier ce premier Volume n’éprouveront
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aucune peine d s’assimiler ensuile tous les détails des théories de Le Ver-

rier, telles qu’elles ont été publiées dans les Annales de {’Observatoire.
" Jai cru devoir consacrer un Chapitre a la découverte de Neptune, qui a

fourni la confirmation la plus éclalunte de la théorie de la gravitatior.

Bien que le Volume actuel traite surtout de I'application de la méthode
de la variation des constantes arbitraires, j’y i donné nombre de résultats
qui appartiennent aux méthodes de Hansen, dont lexposition dans le
Tome 11l aura été ainsi notablement facililée.

Il va sans dire que, sile lecteur peut, avec le Traité actuel s'inilier assez
facilement aux détails d’'une seience ardue, il ne sera pas dispensé ¢’il veut
la pénétrer plus profondément, de recourir au grand Traité de Laplace,
dont tous les Chapilres présentent encore aujourd’huni aux astronomes les
plus exercés des sujels variés de méditations fécondes.

Table des Matiéres du Tome I.

INTRODUCTION. — Egquation générale de la Dynamique. Principes d'Ha:
milton. Equations de Lagrange. Théoréme de Jacobi. Cas ou la fonclion des
forces est indépendante du temps. — Cuar. I. Recherche de la force qui
produit le mouvement elliptique des planétes. Probléme inverse. Loi de la
gravitation universelle. Probleme de M, Bertrand. Théoréme de Newton. —
CHap. II. Généralités sur l'attraction. — CHAP. III. Equaliouns diflérentielles
des mouvements des planétes. — Cuar. IV. Forme symétrique des équations
différentielles des mouvements relatifs des planétes, — CraP. V. Equations
différentielles des mouvements avec les coordonnées polaires. — CHap. VI.
Equations différentielles du probléme des deux corps. — Cuap. VII. Inté-
gration des équations différentielles du mouvement elliptique par la méthode
de Jacobi. — Cuar. VIIL. Recherches de Lagrange sur le probléme des trois
corps. — Cunap. IX. Méthode de la variation des constantes arbitraires. —
CHAP. X. Variation des constantes arbitraires. Méthode de Lagrange. —
Cuar. XI. Considérations générales sur les pertubations plandlaires. —
Cuap. XII. Fonctions de Bessel., — Cuar. XIII. Applications des foanctions de
Bessel au mouvemenl elliptique. — Cuap. XIV. Théoréme de Cauchy. —
CHar. XV. Formules de Hansen. — Cuar. XVI. Convergence des séries du
mouvement elliptique. Apercu de la démonstration de Laplace pour trouver
. la limite de Pexcentricité. — Cuar. XVII, Propriétés diverses des fonctions

de a qui représentent les coeflicients des cosinus des mulliples de ¢ dans le
développement de I’cxpression (1~ a*— %a cos ¢)—*. — CHap. XVIIL. Dévelop-
pemenl de la fonction pertubatrice dans le cas ou les excentricilés et les
inclinaisons mutuelles des orbites sont peu considérables. — Crapr. XIX.
Transformations des dérivées des ¢léments elliptiques. — Cuapr. XX. Formules
de Le Verrier donnant les pertubations du premier ordre des éléments éllip-
tiques. — Cuar. X\I. Pertubations du premier ordre des coordonnées hélio-
centriques. — Cuap. XAIL. Premiers termes des perturbations périodiques des
coordonnées héliocentriques. — Cuar. X\III, Découverte de Neptune. —
Cuap. XXIV. Perturbations du second ordre par rapport aux masses. —
CHAP, XXV. Théoréme de Pois<on sur 'invariabilité des grands axes dans la
deuxiéme approximation par rapport aux masses. — ChHAP. X\VI. Expressions
générales des inégalités séculaires. — Cuar. XXVII. Méthode de Gauss pour
le calcul des inégalités séculaires. — Crar. XXVIIL. Développement de la
fonction pertarbatrice lorsquc Iinclinaison mutuelle des orbiles est considé-
rable. — CHip. AXIX, Transformation de Hansen pour les équations différen-
tielles du mouvement des planétes.

N

Table des Matiéres du Tome II.

Cuar. I. Théorémes généraux sur lattraction. — Crar. II. Transformations
des dérivées premicres du potentiel. Expressions des dérivées secondes. —
Cuap. IIL. Surfaces de niveau. Théorémes de Gauss. Théoréme de Chasles. —
CHaP. IV. Atuaction d'un cllipsoide homogéne sur un point intérieur. —
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Cuar. Y. Attraction d’un ellipsoide de révolution. Attraction d'une pyramide
sur son sommet. Attraction d'un disque circulaire. Attraction d’un cylindre
sur un point de son axe. Attraction (’'un segment de révolution. Solide de plus
grande attraction. — CHAP. VI. IFigure d’équilibre d’une masse fluide homo-
géne. Ellipsoides de révolution de Maclaurin. — Cmap. VII. Lilipsoides a trois
axes inégaux de Jacobi. Discussion relative au moment de rotation. Théoréme
de M. Poincaré. — Cuap. VIIL. Figures d’équilibre d’'une masse fluide soumise
a lattraction d’un point éloigné. — Cuap. I1X. Figure de I'anneau de Saturne.
— Cuar. X. Mémoire de M= Kowalewsky sur I'anncau de Saturne. — Cuap. A1.
Mémoire de M. Poincaré sur ’anneau de Saturne. — CGuap. XII. Mémoire de

Maxwell sur Yanneau de Saturne. — Cuar. XIII Figure d’équilibre d’une
masse fluide hétérogéne discontinue. — CHap. XIV. Figure d’équilibre d'une
masse fluide hétérogéne continue. — Cuapr. XV, Hypothése de Legendre-

Laplace sur la constitution intérienre de la Terre. Hypothése de MM. Roche,
Lipschitz et Maurice Lévy. — CrAP. XVI. Théorie de la figure des planéles
fondée sur le développement en séries de fonctions sphériques. — Cuar. XVII.
I'orme générale des fonctions Y,. Expression des fonctions P_. Démonstration
de Jacobi concernant les fonctions P, et X,. — Cwar. XVIII. Théorie de
Laplace. Pesanteur a la surface. Equilibre intérieur du sphéroide. — CHar. AIX.
Réiflexions sur ta théorie de Laplace. Energie potentielle de deux corps célestes.
— Cuap. XX. Apercu des théories géoddsiques. Géoide. Lignes géodésiques de
Uellipsoide de révolution. Du triangle formé par deux méridiens et une ligne
géodésique dont la longueur est tres petite. — Cuar. XXI. Figure de la Terrc
déterminée par les observations du pendule. Formule de Bouguer. Aplatis-
sement déduit des mesures du pendule. Aplatissement déduit des observations
de la Lune. Cuaap. XXII. Mouvements de rotation des corps célestes. Equations
de Lagrange. Equations d’'Euler. De la fonction des forces. Equation aux
dérivées partielles de Hamilton et Jacobi. — Cuar. XXIII. Intégration daas ¢
cas de U=o0. Mouvement troublé. — Cnar. XXIV. La petitesse eatréme du
module des fonctions elliptiques, dans lc cas de la Terre, permet d'obtenir
facilement des expressions approchées de p, g, r, 9, 0, ¢ dans le mouvement
non troublé. — CHAr. XXV. Développement de la fonction pertubatrice. —
CuaP. XXVI. Calculs des trés faibles déplacements des pédles a la surface de la
Terre. — Cuar. XXVII. Des formules de la précession et de la nutation. —
CHar. XXVIII. Libration de la Lune. Lois de Cassini. Equation différentielle
dont dépend la libration physique. Difficulté velative 4 la figure de la Lune.
— CHAP. XXIX. Influence des actions géologiques sur la rotation de la Terre.
Recherches de Hopkins. Recherches de¢ W. Thomson. Variation des lalitudes,
Déplacement de ’axe de rotation dans Pespace. — Cuap. XXX. Mouvement
de rotation d’un corps de forme variable. Formules de Lagrange et de Liouville.
Changement possible de I'obliquité de Uécliptique. Déplacement des péles par
fes marées. Effet du frottement des marées. Variations de la verticale.

Préface du Tome III.

Le troisidme Volume de mon Traité de Mécanique céleste, que je
publie aujourd’hui, se rapporte & un seul objet : la théorie du mouvement
de la Lune.

J'avais espéré un moment que je pourrais y joindre les autres sujets non
traités encore et terminer ainsi mon Quvrage; mais j'ai eompris bien vite
que cela était impossible, et je me suis décidé a consacrer un volume entier
i la théorie de notre satellite.

Jai donné des apercus de louies les théories importantes proposées
jusqu’ici, cherchant & rester clair malgré la concision qui m’était imposée.

Le lecteur verra défiler devant lui les travaux de Newton, Clairaut,
d’Alembert, Euler, Laplace, Damoiseau, Plana, Poisson, Lubbock, de Ponté-
coulant, Delaunay, Hansen, Gyldén, Hill. Il n’est pas inutile de rappelerles
travaux anciens, quand ils émanent d’hoinmes de génie; plus d’uneteata-
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tive récente vient se souder aux essais antérieurs et se trouve ainsi mieux
mise en lumiere.

Table des Matiéres du Tome III.

PriérFack. — Cuar. 1. Etude de Péquation différenticlle de Gyldén-Lindstedt.
— CuaP. II. Etude de ’équation différentielle de M. Hill. — Ciiap. T11. Théorie
de la Lune de Newton. Construction géométrique de la force perturbatrice.
— Cuap. 1V, Théorie dela Lune de Clairaut. Théorie de la Lune de d’Alembert.
— CHAP. V. Premiére théorie de la Lune d’Euler. — CuAP. V1. Secondc théorie
de la Lune d’Euler. - Cnap. VII, Théorie de la Lune de Laplace. Théorie de
la Lune de Damoiseau. Théorie de la Lune de Plana. — Cnap. VIIL. Perfec-
tionnemenls réceats apportés a la méihode de Laplace. — Cnar. IA. Théorie
de la Lune de Poisson. Inégalité de Laplace. — Cuar. X. Théorics de la Lune
de Lubbock et de Pontécoulan.. — Cnar. XI. Théorie de la Lune de Delaunay.
— Cuar. XII. Suvite de la théorie de Delaunay. Classification des termes,
Formules auxiliaires. Premiére opération de Delaunay. Deuxiéme opération
de Delaunay. Opérations abrégées. Comparaison entre Hansen et Delaunay.
— Guap. X1II. Découverte de I’accélération séculaire de la Lune. Explication
par Laplace de l'accélération séculaire. Recherches théoriques d'Adams et de
Delaunay. — Cuap. X1V. Recherches de M. Hill sur la variation. — Cnar. XV.
Recherches de M, Hill sur les inégalités qui contiennent en facteur la premiére
puissance de e. — CHAP, XVI. Travaux d’Adam sur la théorie de la Lune de
Hansen. — Cuap. XVIIL. Calcul des inégalités planétaires du mouvement de
la Lune. — Cnap. XVIII. Sur Pétat actuel de la théorie de la Lune.

Table des Matiéres du Tome 1V.

PRrEFACE. — CHAP. 1. Théovie des satellites de Jupiter. — Cuapr, II. Calcul
de la variation. — Cuap. IIL Inégalites séculaires des nceuds et des inclinai-
sions, Intégration des équations différentielles. — Cuapr. IV. Inégalités pério-
digues des latitudes. Equations séculaires des longitudes — CuaP. V. Des
éclipses des satellites. Figure de I'ombre de Jupiter. — Cnar. VI. Théorie des
satellites de Saturne. Equations différentielles du mouvement des satellites, —
Cuap. VIIL. Perturbations d’Hypérion. Travaux de M. Newcomb. Méthode de
M. Hill. Mémoire de M. O. Stone. — Cnap. VIIL. Perturbations des satellites
intérieurs de Saturne. Théorémes de M. H. Struve. — Cuar. IX. Du salellite
de Neptune. Des satellites de Mars. Des satellites d'Uranus, — Crar. X. For-
mules d’interpolation. — Cnap. XI. Formules de quadrature. — CHap. XII.
Des perturbations des comeétes lorsqu’elles s’approchent beaucoup des planétes.
— CraP. )III, Influence d’un milieu résistant sur les mouvements des planétes
et des cométes. — CHAP.X1V. Figure de ’'atmosphére du Soleil et des planétes,
— CHAP. XV. Figure des cométes. Recherches de Roche. — Cuar. XVI. Recher-
ches de Schiaparelli sur la figure des comeétes. Recherches de Bessel.
Recherches de MM. Charlier et L. Picart. — Cnap. XVIL. Méthode de Cauchy
pour le calcul des inégalités a longues périodes. — CHap. AVIIL. Sur une
méthode de Jacobi pour le calcul de la grande inégalité de Jupiter et de
Saturne. Développement de M. Newcomb pour lafonction perturbatrice. —
Crar. XX. Méthode de Hanscn pour les perturbations des petites planétes, —
Cuar. XXI. Suite de la méthode Hansen. Développement dela fonction pertur-
batrice. ~— CuaP. XXII. Fin de la méthode de Hansen. Intégration. Tableau
d’ensemble des formules. — Cuap. XXIII. Méthode de M. Gyldén pour les
perturbations des pelites planétes. — Cuap. XX1V. Suite de la méthode de
M. Gyldén. Partie élémentaire du ravon vecteur. Calcul des termes a courtes
périodes du rayon vecteur. Cuap. XXV, Reclerches sur les cas de eommen-
surabilité trés approchée entre les movens mouvements des petites planétes et
celui de Japiler. — CuaP. XXVI. Sur la forme générale des développements
des coordonnées dans le probléme des trois corps. — Cuapr. XXVII. Indication
des travaux de M. Poincaré sur le probléme des trois corps. Cuap. XXVIII.
Propagation de I'attraction. Idées de Laplace. Loi de Riemann. Loi de Clau-
sius. — CHaP. XXIX. Confrontation de la Loi de Newton avec les observations.
Hypothése des planétes intra-mercurielles. Travaux de M. Newcomb.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,
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Eunvoi [ranco dans toute I'Union postale contre mandat-peste ou valeur sur Paris,

BOUSSINESQ (J.), Membre do I'institut. Professeur & la Faculté des
Scicnces de Paris. — Cours d’Analyse infinitésimale, a I'usage des per-
sonnes qui étudient celte Science en vue de sos applications mécaniques
et physiques. Deux volumes grand in-8, avec figures dans le texte.

On vend sépareément :

Tome 1.
I Fascicone @ Partie élémentaire, pour les eléves des Ecoles indus-
L T P 7 fr. 50 e.
1t* Fascicue : Compléments. .. ... F g fr. 5o ec.
Tome II.
I Tascicoe : Partie élémentaire, pour les éléves des Ecoles indus-
trielles............. Cedienas et ia et et Cereereanees 9 fr. 50 ¢
He* Fascicuik : Compléments .........cooovvviiiiiennnenn. o 16 1.
N e O G, ——

Extrait de I'Avant-Propos.

Co Cours d’Anal) se infinitesimale, sous sa premiére forme (cn un Vo-
fume auto§raphi6 de xxvII-554 pages), contenait I'exposé de Legons que
j’ai faites, a Lille, de 1873 & 1886, aux éléves du Génio civil de I'Institut
industriel établi dans cette ville. Le but en étant essentiellement pratique,
c'esl-a-dire relatif aux objets et aux phénomeénes de I'ordre réel qu'il
g'agissail seulement d’apprendre d se représenter d’une maniére géomé-
trique précise, 'y avais réduil la part des formules abstraites a ce qui
élait nécessaire pour comprendre et appliquer les méthodes générales,
bien que j'y eusse abordé toutes les parties usuelles des Calculs dilfé-
rentiel et intégral. Mais j'avais, par contre, fait la plus grande place aux
démonstrations intuitives, ou I'esprit, tout en se portant sur le détail qu’il
doit fixer & chaque instant dans sa marche, conserve une certaine vue de
I'ensemble du sujet étudié et de ses multiples rapports : ce qui le préserve
des fausses abstractions, des hypothéses trop étroites, et assure & ses facultés
un développement harmonique dans lequel la culture mathémaltique pro-
gresse sans porter attcinte au gentiment de la réalité.

En devenant ’Ouvrage actuel, mes Le¢ons de I'Institut industriel du Nord
se sont grandement complétées, sans changer de caractére ni presque de
cadre. J'ai pensé qu'un Cours plus étendu, quoique aussi élémentaire, o
seraient exposées dans le méme esprit concret toutes les théories générales
de I'Analyse qui se sont montrées jusqu’ici effectivement utiles aux physi~
siens et aux ingénieurs, répondrait & un vrai besoin : car, &'il a paru plus
ou moins récemment parmt nous de savants et beaux Traités de Calcul dif-
férentiel et intégral, aucun de leurs éminents auteurs ne s’est proposé¢ de
mettre cette science, ou plutdt la partie de cette science qui a recu et re-
goit tous les jours des applications physiques et industrielles, a la porlée
d’un grand nombre.de praticiens ou d’expérimentateurs, n’avant qu'une
légére teinture des Mathématiques spéciales et encore peu d’habitude du
calcul algébrique, auxquels elle rendrait les plus grands services dans leurs
études propres.

On sait, en effet, par Yexemple de I’Astronomie et de toutes les branches
un peu avancées de la Mécanique et de la Physique, que, si 'observation
ou méme V'expérimentation des phénoménes doit étre a lg base de ces études
et controler leurs résultats, I'Analyse infinitésimale devient leur grand
moyen de progrés, dés qu'elle y a eu prise par la découverte de quelque loi
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fondamentale simple, fdil-elle seulement approchée, mais susceptible d'une
expression algébrique ou géométrique. Et c’est justement I'unanime con-
viction de cette nécessité d’'adjoindre le haut calcul a I'expérience, pour faire
sortir de leur empirisme primitif les Sciences de la nature et leur imprimer
une forme précise, seule satisfaisante, qui a assuré aux Mathématiques leur
grande place dans les Ecoles techniques, dans les Facultés des Sciences et
méme dans la société. Or, contrairement & une opinion fort répandue, les
parties de I’Analyse fécondes en applications sont de beaucoup les plus
faciles, comme m’autorise & l'affirmer une expérience personnelle et, }'ose
dire, trés variée, d'un quart de siécle : elles n’exigent ni une puissance d'abs-
traction comparable & celle que demandent d’autres branches, jusqu’ici
purement curieuses, de la méme science, ni surtout l'acquisition préalable
de grandes connaissances en Mathématiques spéciales. Quelques mois de
travail, au plus, suffiraient a tout bachelier &s sciences, pour se faire, des
équations algébriques et de I'évaluation approchée de leurs racines réelles,
des lignes et des surfaces des deux premiers degrés, I'idée juste, mais soms-
maire, qui lui permettrait d’aborder avec fruit le Calcul différentiel et in-
tégral, et d'utiliser ainsi, dans ses études ultérieures comme ingénieur, phy=
sicien, naturaliste, philosophe, etc., cet instrument de recherches et de
mesure, d’'une merveilleuse puissance, que nous devons & nos ancétres
scientifiques du xvi1° sicele. :

Fai fait le possible pour que mes lecteurs les plus novices, munis seule-
ment des quelques connaissances dont je viens de parler, puissent me suivre
couramment sans le secours d’'un maitre, et, 4 cet effet, je suis entré dans
tous les détails d’explication que comporte un Cours oral. L'étendue, qu’on
trouvera peut-8tre excessive, des deux Volumes de cet Ouvrage, consacrés,
I'un, au Caleul différentiel l'antre, au Calcul intégral, ne doit donc pas
effrayer, si, comme je I'espére, la lecture en est rendue plus facile, et 'on
n'arrivera pas moins vite au but.

Toutefois, comme il est, dans I'Analyse, des parties d’un caractére par~
ticulitrement élémentaire et d’une utilité plus générale, dont pourront se
contenter les éleves des écoles industrielles et les personnes qui n'ont pas
I'intention d’aller jusqu’aux grands problémes de la Physique mathématique,
j’ai réuni ces Parlies, que l'on aura ainsi a part et sous une forme plus
maniable, dans deux Fascicules spéciaux, un pour le Caleul différentiel,lautre
pour le Calcul intégral. Chacun de ces deux Fascicules, intitulé Partie
elémentaire, constituela premiére moitié ou le premier tiers environ du Tomoe
correspondant : il peut étre étudié indépendamment de 'autre Partie, ou Fas-
cicule 1I, qui a pour titre Compléments et une pagination distincte marqucée
d’astérisques. Mais, comme cependant I'ceuvre entidre a son unité, elle ne
comprend qu’une seule série de Locons, et méme de numéros ou articles,
affectés d’astérisques quand ils se rapportent aux Compléments, et ayant
méme alors, leurs titres reproduits dans la Partie élémentaire, 4 la placy
qui Jeur convient; de sorte que les Fascicules premiers, aux endroits ol
Yordre logique y ameéne les questions traitées dans les Compléments, por-
tent I'indication de ces questions, avec renvoi aux pages des seconds Fas-
ticules ou elles se trouvent développées. La réunion, en un seul Volume,
les deux Fascicules de chaque Tome, suffira donc pour rendre I'étude in-
tégrale du Cours presque aussi aisée que sans cette division en Partie élé-
mentaire et Compléments.

Un Quvrage de cette nature, ol se trouvent condensés les résultats 1égués
par unpassé déja ancien comprenant les noms les plus glorieux de la Science,
ne laisse que peu de place aux recherches personnelles de I'auteur. Cepen-
dant, siles géomeétres veulent bien se donner la peine de parcourir celui-ci,
ils y verront quelques parties originales. Je me contenterai de citer : dans
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le Tome 1, 1a définition naturelle des paramétres différentiels des fonctions
de point, I'étude de I'isotropie des corps par des rotations infiniment petites
d’axes coordonnés, la théorie des lignes d'infini rapprochement relatif
entre courbes successives d’'une méme famille, avec celle des courbes
asymptotes et des enveloppes asymptotes d'une telle famille, la formule des
variations de la pente d'une surface le long d’une ligne de niveau et la pro-
priété qui cn résulte pour les lignes quej'ai appelées des déclivités maxima
ou minima de la surface, I'expression élémentaire des dilatations éprouvées
ar une petite partie d'une surface courbe extensible que l'on déforme;
ans le Tome II, I'éclaircissement des notions d’aire plane et de volume,
les potentiels tant logarithmiques que sphériques, & trois ou & quatre va-
riables, et une certaine classe d'intégrales définies ou figure sous le
signe f le produit de deux fonections arbitraires, avec la maniére d’arriver
simplement. par 'emploi de ces diverses sortes d’expressions, aux intégrales
naturelles des équations d’importants problémes de la Physique mathéma-
tique, enfin les propriétés de minimum dont jouit la courbe plane repré-
sentant le profil d’'une onde liquide importante, dite onde solitaire.

Sommaire du Tome I.
(Un asterisque y distingue les matidres traitées dans le Fascicule 1L.)

I* Lugon : Des quantités continues et des fonctions. — I* Lecon : Variation
g1aduelle des fonctions; étude de cette variation dans les fonctions les plus usuelles
(fonctions algébriques, séries, arcs de courbe, etc. ). — ITI* Ligon. Suite : Fonc-
tions exponentielles, circulaires, "hyperboliques; "représentation des imaginaires
par les biradiales. — IV* Lecox : O{qet et méthode de I’Analyse infinitésimale;
notion de différentielle; différentiation d’une fonction et d’'une fonction de fonc-
tion. — V* Legon : Fonctions composées; fonctions implicites; “supériorité de
celles-ci sur les fonctions explicites pour exprimer les courbes et les surfaces;
plans tangents; “paramétres différentiels du premier ordre. — VI° Legon: Dérivées
et différentielles d’ordre supérieur; "paramétres différentiels du second ordre. —
VI1I* Legox : Fonctions de plusieurs variables indépendantes ; ‘changements de
ces variables dans les fonctions de point et applications 3 I'isotropie des corps.
— VIII* Legox : Elimination des constantes et des ‘fonctions arbitraires; “pro-

riétés des fonctions homogénes; expressions de forme indéterminée, etc. —
X¢ Legox : Formules de Taylor et de Mac J.aurin; applications. — X* Legon :
Théorie générale des maxima et des minima des fonctions; probléme de Fer-
mat, etc. — XI* LegoN. Suite : *"Méthode des moindres carrés; maxima et mi-
nima relatifs, etc. — XII* Lrcon : Contacts et affections des courbes planes;
*théorie de leurs points singuliers. — XI1I* Legon : Cercle osculateur, courbure
et développées des courbes planes. — XIV* Li¢ox : Courbure et développée des
sections coniques; “théorie des enveloppes et des courbes asymptotes d’une
famille de lignes. — XV* Legon : Roulettes et cycloide; "spirales. — AVI® Liegon :
Courbes gauches : tangente et “points singuliers; arc; plan osculateur, nor-
male principale et binormale. — XVII* Legon : Cercle osculateur, courbure et
‘cambrure ou torsion des courbes gauches. — XVIII* Legon : Surfaces courbes :
plan tangent; ‘points singuliers; “développables circonscrites; “surfaces enve-
loppes; normale; "lignes de niveau et de pente; “bassins, faftes et thalwegs;
‘lignes des déclivités maxima et minima; “applications & la surface terrestre.
— XIX* Legox : “Courbure des surfaces. — XX* Legon : "Lignes de courbure et
lignes asymptotiques; ‘systémes triples orthogonaux et coordonnées curvilignes,
‘transformation stéréographique des figures et des fonctions de point; “défore
mation des surfaces; “surfaces applicables; "lignes zéodésiques.
Sommaire du Tome II.
{Les astérisques indiquent les questions traitées dans le Fascicale I1.)

XXI* Legon : Calcul intégral; des intégrales tant défiries qu’indéfinies;
intégrabilité des expressions différentielles, soit explicites, soit "implicites. —-
XXII* Legon : Procédés généraux pour le calcul des intégrales indefinies; *som-
mation des différences finies les plus simples. — XXIIl* Lecov : Application
des procédés généraux a l'intégration des différentielles algébriques les plus
simples, rationnelles ou irrationnelles; *intégrales elliptiques réductibles aux
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fonctions E, F de Legendre. — XXIV* Lecox : Des intégrales définies : notiont
fondamentales et exemples divers; “fonction I'. — XXV* Lecon ; Calcul appro-
ché des intégrales définies; idée des intégrales elliptiques et *des fonctions
elliptiques; applications apalytiques des intégrales définies; valeurs moyennes
arithmétique et "géométrique des fonctions, etc. — XXVI* Legox : Applications
géométriques des intégrales définies; quadrature des aires planes et rectifica-
tion des courbes. — XXVII* Legox : Cubature des volumes et quadrature des
surfaces courbes (‘aire de l'ellipsoide). — XXVIII* Legon : Intégrales mul
tiples et leur usage; centres de gravité des figures; théoréme de Guldin:
*sommation d’actions ou d’influences exercées aux distances imperceptibles,
dans un corps, i travers une petite sarface plane. — XXIX* Lecon : "Réduc-
tion et transformation des intégrales multiples; “évaluation approximative,
par ces intégrales, des restes de séries doubles, triples, etc. — XXX* Lggon :
Etude directe des intégrales définies et procédés spéciaux de calcul pour cer-
taines d'entre elles; “difficultés que présente parfois leur diflérentiation; “inté-
grales eulériennes; ‘intégrales de la diffraction, etc. — XXXI* Legox :
*Expressions asymptotiques de certaines intégrales définies et usage de ces
expressions dans le calcul approché-de ces intégrales; “formule de Stirling;
‘forme asymptotique des fonctions cylindriques, etc. — XXXII* Lecox : “Suite
des calculs d’expressions asymptotiques d’intégrales définies : séries trigono-
métriques. — XXXIII* Legon : “Emploi d’intégrales définies pour exprimer des
fonctions échappant généralement aux autres modes de représentation fournis
par Panalyse : intégrales pourvues, sous les signes f, de deux fonctions arbi-
traires et dont les dérivées ont des formes simples. — XXXIV* Legox : *Suite
de Pemploi des intégrales définies pour exprimer certaines fonctions; théorie
générale des potentiels; potentiels sphériques. — XXXV* Legox : *Suite de la
théorie des potentiels; étude spéciale de ceux dans lesquels Pintégration
s'étend 4 toute la masse potentiante (potentiels inverse, direct,logarithmiques,
de premiére et de deuxiéme espéce, & deux et A trois variables). — XXXVI* Le-
gon : Des équations différentielles : théorie de l'équation du premier ordre
( “solutions singuliéres, asymptotes, et leurs rapports; “équations de Riccati,
de Clairaut, etc.). — XXXVI7 tegon : Equations différentielles d’ordre supé-
rieur et équations différentielles simultanées (*solutions singuliéres et asymp-
totes, ‘courbe élastique, "genres divers d’homogénéité permettant I'abaisse-
ment des équations, ete.). — XXXVIII* Lecox : Théorie générale des équations
linéaires; méthode de la variation des constantes pour l'intégration d’équa-
tions méme non linéaires. — XXXIX* Lrcox : Application des théories precé-
dentes aux équations linéaires du second ordre les plus simples (‘probléme
de la charge roulante, etc.). — XL* Legox : "Etude des espéces les plus utiles
d’équations linéaires sans seconds membres soit d’ordre supérieur, soit
simultanées : équations a coefficients constants. — XLI* Lecox : "Suite : Equa-
tions 4 coefficients variables que V'on sait intégrer ou sous forme finie, ou en
série, ou par des intégrales définies ; fonctions cylindriques, etc. — XLII® Legox:
‘Des équations aux dérivées partielles et de leur intégration sous forme finie :
équations du premier ordre. — XLIII* Legon : *Suite de I’intégration, en termes
finis, des équations aux dérivées partielles : équations d’ordre supérieur, —
XLIV* Legox : "Procédés d’intégration pour les équations aux dérivées partielles,
spéciaux aux problémes de Physique mathématique qui concernent les corps
de grandeur finie : étude d’états variables en fonction du temps. — XLV* Legox :
‘Suite : étude d’états permanents. — XLVI* Lggon : "Procédés d’intégration des
équations de la Physique mathématique pour les corps d’une étendue censée
infinie : équations ne contenant que des dérivées d’un méme ordre pair, et
qui s’intégrent par les potentiels. — XLVII* Lecon : “Suite; équations ed figu-
rent des dérivées d’ordres différents et qui s’intégrent par les intégrales définies
de la XXXIIl* Legon., — XLVIII* Legox : “Suite : équations qui s’intégrent par
’emploi simultané des potentiels et des intégrales définies de la XXX1II* Lecon
— XLIX* Legox : “Résultats généraux concernant la nature des intégrales, dans
les problémes de Physique mathématique relatifs aux corps ou milieux indé-
finis; *Emploi de la formule de Fourier pour résoudre ces problémes. —
Le¢ Legon : Calcul des variations (applications aux propriétés de minimum de
la chatnette, de la cycloide, du cercle, de la sphére, “de l'onde solitaire, ete.,
‘au principe de la moindre action; "aux problémes des températures station-
naires, "a l'equilibre d’élasticité des solides, etc.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUA! DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6e).

Euvoi franco dans toute I'Union postale contre mandat-poste ou valeur sur Paris.

TRAITE

MECANIQUE CELESTE

Par F. TISSERAND,

Membre de !'Institut et du Burean des Longitudes, Direcleur de I'Observatoire de Paris,
Professeur a la Faculté des Sciences.

4 BEAUX VOLUMES IN~4 AVEC FIGURES, SE VENDANT SEPAREMENT.
Tome | : Perturbations des planétes d’aprés la méthode de la wariation des con-

stantes arbitraires; 1889.. ... eueiiiiiii it e 25 fr.
Toug Il : Theorie de la figure des corps célestes et de leur mouvement de rota-
L2 1o veeeet. 28 fr
Tome 1l : Exposé de {’ensemble des théories relatives au mouvement de la Lune;
8o P 22 fr.
Tome IV : Théories des satellites de Jupiter et de Saturne. Perturbations des
petites planétes; 18q¢6...... Ceviersee e teeecavenatenrr eanans 28 fr.
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Préface du Tome I.

Le Traite de Mécanique celeste, dont je publie aujourd’hui la premiére
Partie, a pour base les Lecons que j'ai faites & la Sorbonne depuis 1883
comme suppléant, puis comme successeur de M. V. Puiseux. Les legons de
ce Maitre éminent brillaient par une clarté incomparable, et c'est un grand
dommage pour la Science qu’elles n’aient jamais été publiées. Je suis heu-
reux de les avoir suivies pendant plusieurs années, et les éléves de M. Pui-
seux en retrouveront des traces nombreuses dans mon Ouvrage.

Le Tome 1 comprend la théorie générale des perturbations, fondée sur la
méthode de la variation des constantes arbitraires.

Dans le Tome II, je traiterai de la figure des corps célestes et de leurs
mouvements de rotation.

Le Tome III sera consacré a la théorie de la Lune, & un abrégé de la
théorie des satellites de Jupiter, & la méthode de Hansen pour le calcul des
perturbations des petites planétes et aux divers travaux qui ont enrichi le
domaine de la Mécanique céleste dans ces derniéres années.

Le présent Volume est susceptible, je I'espére du moins, d’intéresser les
géometres et les astronomes. J'ai présenté la méthode de la variation des
constantes arbitraires, ou plutot son application 3 la Mécanique céleste, de
deux fagons différentes, en me reportant aur travaux de Jacobi ou a ceux
de Lagrange. :

Cetle méthode n'offre peut-étre pas toujours le moyen le plus rapide
d'arriver au calcul des perturbations, notamment quand il sagit des asté-
roides; cependant, au point de vue de I'enseignement, elle est d'une grande
simplicité. Du reste, elle a permis & Le Verrier d'édifier ses théories des
anciennes planétes. Les formules qui lui ont servi constamment dans 1'en-
semble imposant de ses recherches sont adaptées avec un rare talenl aux
besoins de la pratique, et j'aijugé ulile de m'y conformer. J’espére que les
jeunes astronomes qui voudront étudier ce premier Volume n'éprouveront
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Sommaire. .

* Lrgon. But de la Mécanique physique. Notions cinématiques indispen-
sables. Comment la Mécanigque physique se distingue de la Mécanique ratioa-
nelle; des principes de Mécanique générale qui leur sont communs. Etat sta-
tique et état dynamique d’'un systéme; vitesses et accélérations. IT* Legoxn. Les
deux principes fondamentaux de la Mécanique. 1 principe : c’est d’aprés
Pétat statique que se régle la rapidité de variation de I’état dynamique; géné-
ralité de ce principe malgré d’apparentes exceptions. 2¢ principe : conservation
des forces vives ou de V’énergie. — IIl* Legox. Forme des équations du mou-
vement; ce qu'on entend en Mécanique par force, forces motrices, actions
mutuelles, etc. Pesanteur. Conséquences des principes précédents, relative-
ment a la loi de (ormation de la force motrice de chaque point au moyen des
actions des autres points sur celui-la. Pesanteur et actions moléculaires. Lois
de Ia pesanteur et essai théorique sur leur raison d’étre. — IV* Legox. Energie
potentielle interne. Action moléculaire. Idées générales sur ’énergie poten-
tielle interne et sur les actions soit chimiques ou interatomiques, soit phy-
siques ou intermoléculaires;explication, par ces aclions, de divers phénoménes
et, notamment, de la non-adhésion mutuelle des solides qui se touchent. —
V¢ Legox  Principes de la conservation des quantités de mouvement et de
leurs maoments, pour un systéme materiel indépendant ou sans relations
extérieures. Comment on est conduit & la notion des moments des forces.
Principes de la conservation des quantités de mouvement et de leurs moments.
Autre forme de ces deux principes : mouvement du centre de gravité et loi des
aires. VI® Lecon. Principes des quantités de mouvement et des moments pour
un systéme partiel; de leur application a la formation des équations de
nouvement des corps. Démonstration des deux principes énoncés; de leur
Jpplication soit & la formation des équations des mouvements d’ensemble, ou
mouvements d’'un solide, soit a I'étude du mouvement moyen local d’un corps
quelconque, ou mouvement visible de ses particules; comment cette élude
conduit a la considération des pressions. — VII* Lsgon. /dées généerales sur
les pressions. Pression sur un élément plan et pression par unité d’aire;
quasi-neutralisation des pressions et de leurs moments sur un élément de vo-
lume; pressions élastiques et pressions non élastiques ou frottements intérieurs;
tensions superficielles. — VIII® Legon. Raisons physiologiques et psycholo-
giques des dénominations de forces, actions, tensions, etc., employces en
Mecanique. Forces d’inertie et centrifuges. Comment les sensations muscu-
laires d’effort ont conduit & donner le nom de forces a des produits de masses
-par des accélérations, etc. Forces fictives d’inertie; force centrifuge,—IXe® Legon.
Principedes forces vives pour un systéme partiel. Travaildes forces. Energie
interne. Travail, ou apport de demi-force vive, des forces; énergie d’un sys-
teme partiel ; sa division en demi-force vive perceptible et en énergie interne
comprenant une partie actuelle calorifique avec deux parties potentielles, I'une
calorifique, 'autre surtout elastique.— X* Lecon. Suite de Uctude des forces
vives et du travail; flux de chaleur; loi fondamentale de¢ la Thermodyna-
migue. Impuissance Jfes pressions a fournir la [iartie calorifique du travail
des actions moléculaires dant ces pressions sont les sommes; flux de chaleur;
égalité de ces flux (au signe prés), sur les deux faces d’un élément plan; leur
quasi~neutralisation sur tout élément de volume. Travail des pressions dans la
déformation d’une particule; formule fondamentale de la Thermodynamigue.—
\I* Legon. Application du principe des forces vives auzx mouvements visibles
ou moyens locaux; roles quy prennent le travail de déformation des pres-
sions exercees sur les particules materielles et l’énergie potenticlle de pe-

“nteur. Intégrabilité du travail élémentaire de déformation des pressions
exercées, & température constante, sur une particule matérielle; cette intégra-
bilité, & température constante ou variable, dans certains cas simples;
16le, analogue a celui de I'énergie interne, qui en résulte pour le travail total
de déformation, dans bien des problémes de Mécanique plgysique; ete.
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DEUX VOLUMES GRAND IN-8, SE VENDANT SEPAREMENT.

ToMg I : Problémes générauz. Volume de xxvii-333 pages avee 4 figures;
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Tome M : Refroidissement et échauffement par rayonnement. Conducti-
bilité des tiges, lames et masses cristallines. Courants de corvection.
Théorie mécanique de la lumiére. Volume de xxxui-625 pages; 19o3.

18 fr.
——— Y GE———

nxtrait de I'Introduction du Tome 1.

Lorsque Biot et surtout Fourier créerent, il y a prads de cent ans, la
Théorie analytiqgue de la chaleur, en généralisant la loi élémentaire de
refroidissement dont Newton avait eu I'idée, la Mécanique moléculaire élait
trop peu avancée pour qu’ils pussent méme songer & y rattacher la nou-
velle science, de la propagation de la chaleur dans les corps solides, qu'ils
parvenaient ainsi 4 formuler en langage mathématique. Il aurait tout au
moins faliu, pour cela, non seulement que les équations générales du
mouvement vibratoire des milieux élastiques fussent trouvées, maig
encore (1ue I'on conniit plus nettement la nature ondulatoire de la lumiére
et l'analogie compléte, avec les radiations lamineuses, de la chaleur
rayonnante a laquelle est dit si souvent I'échauffement eflectif des corps.
Aussi Fourier et, aprés lui, Laplace, Poisson, Duhamel, Lamé lui-méme,
assimilant le calorique 4 un fluide expansif et la température de chaque

articule pondérable a la densité ou, plutdt, 4 la teusion de ce fluide dans
a particule, se contentérent-ils, pour obtenir la variation élémentaire dz
la chaleur, et, par suite, de la température, dans chaque petite région d ur
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corps athermane, d’admettre entire molécules volsines des échanges de
calorique proportionnels A la différence de leurs températures respectives.
Et c’est sur eette hypothése du rayonnement particulaire que I'enseigne-
ment de la théorie en question est resté édifié jusqu’ici.

On sait cependant, depuis un demi-sitcle, que la chaleur n'est pas une
matidre ou un fluide; car elle s’évalue en kilogrammaétres. Elle est done,
comme un grand nombre de philosophes ou de physiciens s'en étaient
doutés, de la nature d'un travail ou d'une force vive, bref d’'une énergie;
et sa lente propagation dans les corps, malgré I'étonnant contraste
qu’elle offre avec les rapides et preaque intégrales transmissions de I'éner-
gie so0it sonore, soit surtout lumineuse ou calorifique rayonnante, doit étre
eomprise, comme celles-ci, au nombre des phénomeénes vibratoires, ou
résulter, au fond, des lois du mouvement des systémes matériels.

Cest pourquoi, ayant eu, en qualité de grofesseur de Physique mathé-
matique 4 la Sorbonne, & enseigner cette belle et capitale branche de la
Philosophie naturelle, la plus simple, peut-8tre, parmi celles qui consti-
tuent des applications étendues de 1'Analyse infinitésimale, la plus propre,
aussi, a initier les jeunes géométres & la représentation et au calcul des
phénomeénes, j'ai eru devoir, malgré la nouveauté et la difficulté du sujet,
tenter d’en établir les principes dans I'hypothése thermodynamique. Yai
done fait de cette théorie une sorte de contre-partie de la théorie méme
des ondes lumineuses, en considérant la chaleur des corps comme de la
chaleur rayonnante corndensée et, par conséquent, comme un mouvement
vibratoire, dont les équations sont, il est vrai, & raison méme de cette
condensation, autrement particularisées que celles des mouvements par
ondes, mais ne rentrent pas moins qu’elles dans les formules générales de
la Mécanique moléculaire. L'équation des températures, telle que Fourier
I'a donnée pour les corps isotropes homogénes, et qu'elle a éé, ensuite,
généralisée pour les corps de contexture quelconque, y apparait comme
une forme de I'équation méme des forces vives, appliquée au mouvement
calorifique des particules....

La Tab!e suivante des matiéres indiquera le détail des questions parti-
culitres que j'ai traitées. Je n’y insisterai pas ici, tout en observant que
j'ai tdché de n'omettre aucune de celles qui ont un véritable intérét soit
pour le physicien, soit au point de vue philosophique. :

Extrait de la Tgble des Matiéres du Tome I.

Introduction. — I. Objet de la théorie analytique de la chaleur; nécessité
de I'édifier sur ce fait, que la chaleur est de !’énergie et non de la matiére. —
II. Application du principe de I'énergie & un solide qui s’échauffe ou se re-
froidit : définition dynamique des chaleurs sensible, potentielle, totale et
des flax de chaleur. — III. De la chaleur, considérée d'abord a V'étal de
mouvement ondulatoire bien continu, dans Péther des espaces interplané-
taires. — IV, Propagation des ondulations calorifiques, & P’intérieur des corps
diathermanes. — V. De lagitation calorifique, telle qu’elle natt, dans les
corps athermanes, de Paccourcissement et du ralentissement presque infinis
des ondes de I'éther. — VI. Degré de Pagitation calorifique, évalué par les
dilatations qu’elle produit. Notion de température. — VII. Etude des flux de
chaleur; réguction de ces flux, pour tous les éléments plans d’une particule,
4 un courant unique traversant la particule. — VIIII.’ Les flux de chaleur,
fonctions de la rapidité des chutes de température entre points voisins et de
la contexture. — IX. Potentiel des flux dans une particule symétrique, et
construction des courants de chaleur dans une particule quelcongue. — X,
Autres constructions relatives 4 la conductibilité, et applications aux barres,
aux plaques, aux corps cristallisés. — XI. Equations régissant les variations
qu’éprouve, d’un instant i I’autre, la température aux divers points d’un corps
ou d’'un systéme de corps, — XII. Détermination compléte des températures
successives par les équations ou conditions précédentes ; cas simples du refroi-
dissement et des températures stationnaires; propriétés de I’ellipsoide principal
daos un milieu homogéne. — XIII. Réduction du probléme général de i’échauf-
fement aux deux questions du refroidissement simple et des températures
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stationnaires; cas particulier d’un échauffement périsuique. — XIV. Appli-
cation de la théorie précédente au sol terrestre. — XV. Probléme général du
refroidissement ; étude du cas ol il y a un potentiel des flux de chaleur. —
XVI. Suite : méthode d’élimination de Fourier; état pénultiéme du refroi-
dissement. — XVII. Application & Parmille : températures stationnaires et
refroidissement de ce co?s. — XVIII. Refroidissements comparés de la sphére
et du cube. — XIX. Etude plus compléte de la sphére; probléme du refroi-
dissement du cylindre circulaire. — XX. Apercus sur le probléme du refroi-
dissement des corps & contexture non symétrique; applicalions et 3nalogies
diverses.

Extrait de l'Avertissement du Tome II.

L’'Introduction mise en téte du premier Volume a indiqué I'objet et le
plan de I'Ouvrage entier.... Dans le présent Tome II, j’ai jugé devoir ajouter
trois Legons (les XXXII®, XXXIV* et XXXV*), pour ébaucher un sujet
capital, celui de la propagation de la chaleur dans les corps en mouve-~
ment, comme sont des fluides coulant par filets inégalement rapides et des
solides qui se déforment ou vibrent.

L’influence réciproque du mouvement visible et de ’agitation calorifique
étant peu marquée chez les solides, on peut, & une premiére approxima-
tion, 8'y contenter d’hypothéses simples, qui reviennent, au fond, a
admettre I'indépendance mutuelle de ces deux sortes de mouvements. J'y
ai ajouté I'exposé sommaire d’une seconde approximation, o apparait leur
influence réciproque et oli, en particulier, I'on retrouve, d’une maniére
simple, les équations aux dérivées partielles données vers 1835 par Duha-
mel, pour les mouvements vibratoires visibles que provoquent, chez les
solides élastiques, de rapides variations de la température.

Quant aux fluides, o les mouvements visibles peuvent étre trés éten-
dus, méme sous l'influence de faibles causes, I'équation caractéristique de
leurs températures, 4 adjoindre aux équations ordinaires de I'Hydrodyna-
mique, a ét6 donndée en premier lien par Fourier (dans un Mémeire
posthume), puis simplifiée et rectifiée par Poisson....

On voit que les mouvements dont il 8’agit ici sont eceux dits de convgr—
tion calorz_'ﬁ?ue ou produits, autour d’un corps chaud immergé dans un
fluide, par I'échauffement et I'allégement, 4 volume égal, des couches
fluides avoisinantes. Deux cas extrémes, tout au moins, sont accessibles a
une étude théorique, savoir, celui ol 'ensemble de la masse fluide est en
repos, et celui ou elle est animée d'une translation uniforme : ils font
Pobjet de la XXXV* Lecon. Dans le premier cas, la forme méme des
équations implique certaines lois de proportionnalité ou de similitude,
qui donnent la raison des lois de Dulong el Petil sur le pouvoir refroidis—
sant des gaz. Dans le second cas, ol lintégration aboultit, le pouvoir
refroidissant est proportionnel a 'exeds de température du corps et a la
racine carrée de la vitesse du courant....

C’est surtout 'exposé de la théorie mécanique de la lumiére annoncé
au Tome I (dans I'Introduction), qui a regu ici un développement consi-
dérable. Citons, parmi les additions que j'y ai faites : ...: la démonsira-
tion de la perpendicularité de la vibration au rayon, par les expériences
de Seebeck touchant I'angle de polarisation de la lumiere réfléchie sur un
cristal uniaxe et dans une section principale; 1'explication, sur les bases
posées par M. Potier, des particularités que présente la réflexion vitreuse
aux environs de angle de polarisation; le calcul théorique de la rotation,
étudiée expérimentalement par Fizeau, que la translation du corps trans-
parent imprime au plan de polarissiion du rayon réfracté; I'explication des
dispersions anomales accompagrant 'absorption des radiations par les
corps; la démonstration de I'obliquité sur les plans d’ende, dans les corqs
opagues isotropes, du rayon lumineux qu’attire, en quelque sorte, la
normale & la face d’entrée; le calcul de la dispersion des rayons réfractés
par un corps transparent isotrope en mouvemen' ...; la théorie des
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doubles réfractions circulaire ot elliptique des ondos planes latéralemen:
limitées, avee la démonsiration générale du principe d’Huygens sur la
construction des rayons par le moyen des surfaces d’onde courbes; la
théorip de I'absorption par les cristaux translucides et. par les milieux
dissymétriques modérément opaques; celles des dispersion et absorption
rolatoires; ...; enfin, 'extension du principe de Fermat sur I'économie
du temps au mouvement relatif de la lumiére dans les milieux transpa-
rents hétérogénes, animés d’une translation rapide.

Ce second Volume contient, 4 raison méme des questions qui 8’y
trouvent traitées, plus de formules que le Tome I. Mais il est fidéle au
méme esprit, consistant a ne faire intervenir I'Analyse que dans la mesure
ou elle semble nécessaire pour fixer I'intuition et arriver aux résultals nu-
mériques. Les questions y sont done, comme dans le premier Volume,
présentées autant que possible d’'une manidre concréte, & la fois géomé-
trique et physique.

Extrait de la Table des Matidres du Tome II.

Avertissement. — XXI. Réduction de certains problémes de refroidissement
ou d'échauffement par rayonnement, au cas plus simple du refroidissement
ou de I’échauffement des mémes corps par contact : refroidissement d’un mur
d’épaisseur indéfinie. — XXII. Application, faite par Fourier, du probléme
précédent au refroidissement séculaire de la croite terrestre. — XXIII. Suite :
Etude, par la méme méthode, du refroidissement, en tous sens, du mur rayon-
nant d’épaisseur indéfinie. — XXIV. Suite : Elude, par [a méme méthode, de
Péchauflement, soit variable, soit permanent et inégal, du mur rayonnant
d’épaisseur indéfinie. — XXV, Probléme de I’échauffement permanent et iné-
gal d'une sphére, traité par la méme méthode : échauflement de la sphére par
contact. — XXVI. Echauffement de la sphére par rayonnemeant. — XXVII.
Propagation de la chaleur dans un solide homogéne indéfini, & une, deux ou
trois dimensions ( barre prismatique miance, plaque plane 3 faces paralléles.
corps massifs) : équations du probléme dans les cas de trois et de deux dimen-
sions. — XXVIII. Conductibilités principales d’'une plaque; équation du pro-
bléme dans le cas d’une seule dimension notable. — XXIX. Intégration des
équations pour les trois cas, lorsque le corps ne regoit plus de chaleur. —
XXX. Intégration des équations pour le probléme général de 'échauffement.
— XXXI. Echauffement permanent de la plaque & partir d'un centre. —
XXXII. Distribution des températures autour d’une source calorifique : éma-
nation, soit rectiligne, soit tourbillonnante, de la chaleur, suivant que }a con-
texture est, ou non, symétrique. — XXXIII. De l'agilalion calorifique ou
invisible, dans les corps animeés de mouvements visibles de déformation ou
de vibration : équation fondamentale de la Thermodynamique. — XXXIV.
Mise 2n équation des phénoménes de convection calorifique par les fluides;

ropagation de la chaleur dans un solide déformé ou vibrant. — XXXV. Sur
e pouvoir refroidissant d’une masse fluide 1ndéfinie, soit dépourvue-de tout
mouvement général, soit & I’état de courant uniforme. — Notes. — L. Sur
la résistance opposée aux petits mouvements d’un fluide indéfini, par un
solide immergé dans ce fluide. Lois générales de la résistance, dans I’hypo-
thése d’une fluidité parfaite. — Calcul des coefficients de vésistance, pour les
formes les plus simples du corps solide. — Mise en compte des frottements
intérieurs : résistance de la sphére. — Résistance du cylindre circulaire. —
II. Exposé de la theorie des ondes lumineuses contenue en germe dans
les troisieme et quatriéme legcons. Formules générales el équation des forces
vives. — Constitution d’un pinceau de lumiére, dans un milieu ou isotrope,

ou biréfringent. — Réflexion et réfraction. — Entralnement des ondes;
puissance réfractive des mélanges. — Généralisation de certaines théories
précédentes, pour des milieux non symsésriques. — Dispersion, — Polarisation

rotatoire, soit ordinaire, soit magnétique; double réfraction circulaire et
elliptique; polychroisme. — Propagation d’un pinceau de lumiére dans un
milieu hétérogéne; principe de Fermat. — Transmission des mouvements non
pendulaires dans les cas les plus simples de non-homogénéité de leurs équa-
tions aux dérivées partielles. — CoMPLEMENTS.
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Introduction.

En donnant & la mécanique rationnelle une forme nouvelle et beaucoup
plus générale que eelle qu’elle avait regue jusqu’ici, la thermodynamique
nous oblige & une revision de toutes les sciences que I'on regardait
autrefois comme des branches de la Mécanique. En diverses publications,
nous avons déja entrepris une telle revision pour les principes de I'hy-
drostatique. Nous nous proposons aujourd’hui de soumettre a une analyse
semblable les fondements de la dynamique des fluides.

Table des Matiéres de la I Série.

I PARTIE. Sur les principes fondamentaux de I'hydrodynamique. —
CHar. L. Les equations du mouvement des fluides. Comment on passe des
équations de I’équilibre d'un systéme aux équations. du mouvement du
systéme. De la viscosité en général. De la viscosité en un corps qui subit une
déformation homogéne. De la viscosité au sein d’'une masse {luide. Nature des
actions auxquelles sont soumis les fluides étudiés. Equations du mouvement
de ces fluides. Les équations du mouvement mises sous la forme d’Euler et
de Navier. Nécessité d'une relation supplémentaire. Quantité de chaleur dé-
gagée par chacun des éléments du fluide. Etablissement de la relation supplé-
mentaire. Des fluides incompressibles. — Cuap. II. L’équation des forces
vives. Divers cas ou il existe une intégrale des forces vives. Forme de cette
intégrale. Du role de la fonction & en Hydrostatique. De la stabilité de
I’équilibre. Stabilité isothermique et stabilité isentropique. Réciproque du
criterium de stabilité. Conséquences de ce critertum. — CHap. III. Forme
habituelle des équations de U'Hydrodynamique. Nature des actions exté-
ricures qui seront considérées en ce Chapitre. Transformation des équations
de ’Hydrodynamique.

I1* PARTIE. Sur la propagation des ondes. — Cuar. I. Des ondes &.
choc. Coansidérations cinématiques. KExtension des principes de I'Hydrody-
namique au cas ou les vitesses oifreat des discontinuités. Application de
I’égalité précédente a une onde de choc. De la viscosité en une onde de choce.
Cas ou un fluide visqueux ne peut propager une onde de choc. Cas ol une
onde de choc peut se propager dans un fluide. La relation supplémentaire.
Cas des fluides bons conducteurs. La relation supplémentaire. Cas des fluides
mauvais conducteurs. Des surfaces le long desquelles deux masses fluides
glisseat l'une sur lautre, Les surfaces de discontinuité dans les fluides in-
compressibles. Des surfaces de discontinuité le¢ long desquelles deux masses
Quides adhérent l'une a4 Pautre. — CHap. II~La méthode d’Hugoniot. Défi-
‘ditions diverses. Les deux lemmes d’Hugoniot. Expression de la vitesse de
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déplacement 9% pour les ondes de divers ordres. Applications diverses de la
methode d’'Hugoniot. Les paramétres de M. Hadamard. Ondes que propage un
vecteur. Vecteur de M. Hadamard. — Caar. 1ll. Des ondes dans les fluides
visqueuz. Des ondes du premier ordre par rapport A certains éléments du
mouvement. Des ondes du second ordre par rappert 2 certains éléments du
mouvement. Des ondes du troisiéme ordre par rapport i certains éléments
du mouvement. Résumé des propriétés des ondes au sein des fluides visqueux.
~ CHAr, LV. Des ondes dans les fluides parfaits. Quelques propriétés ther-
modynamiques des fluides sans viscosité. Propagation des ondes au sein des
fluides parfaits. Emploi des équations d’Euler. La méthode de Lagrange. Con-
sidérations cinématiques. Propagation des ondes au sein des fiuides parfaits.
Emploi de la méthode de Lagrange. Couclusion de la deuxiéme Partie.

IlI* PARTIE. Sur les quasi-ondes. — Définition des quasi-ondes. Formules
analogues aux formules d’Hugoniot. Des quasi-ondes dans les fluides parfaits
Des quasi-ondes au sein des fluides visqueux. Conclusion de la troisicme
Partie.
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IV: PARTIE. Des conditions aux limites. — Guar. I. Sur le frottement.
Du frottement en général. Frottement au contact de deux corps solides. —
Cuar. II. Etablissement des conditions auz limites. Viscosité et frottement
4 la surface de deux corps, dont I'un au moins est flunide. Conditions vérifices
4 la surface de contact de deux fluides. Conditions vérifiées 4 la surface de
contact d’un solide et d’'un fluide. — Cnap. 1II. Du régime permanent au
sein d'un fluide visqueuzx. La condition d’adhérence doit étre assimilée &
{’introduction de nouvelles liaisons. Enoncé et démonstration d’un lemme.
Ecoulement permanent d'un liguide, de [ln-ofoudeur et de hauteur infinies,
coulant entre des parois verticales. Un cylindre indéfini, au sein d’un fluide
indéfini, éprouve un mouvement uniforme dans une direction perpendiculaire
aux génératrices. De D'écoulement permanent par filets paraliéles. Fluide
visqueux entre deux plans paralléles. Fluide compris entre deux cylindres de
révolution de méme axe et animé d’un mouvement de rotation uniforme
autour de cet axe. — Cuap. IV. La condition aux limites supplémentaire
Des dégagements de chaleur au sein d'un systéme dont diverses parties
frottent les unes sur les autres. La condition supplémentaire en une surface
le long de laquelle deux corps glissent 1'un sur Pautre. — Cnar. V. Etude
historique sur les conditions verifices aux limites d’un fluide. Conclusion
de la quatriéme Partie.

V¢ PARTIE. Le théoréme de Lagrange et les conditions aux limites. —
Cuar. 1. Le théoréme de Lagrange et les liquides visqueuz. Extension du théo-
réme de Lagrange aux fluides incompressibles visqueux. Forme des actions de
viscosité lorsque les rotations sont nulles. — Cuap. I1. Le théoréme de Lagrange
et les conditions aux limites. Un fluide animé d’'un mouvement sans rotation
peut-il adhérer a la surface d’un liquide qu’il baigne? Conséquences relatives
aux fluides parfaits. Les liquides visqueux et Vexistence du frottement aux
surfaces liquides. Les liquides visqueux et la viscosité le long des surfaces de.
contact avec les solides immergés. Examen des résultals obtenus aux deux
paragraphes précédents.

VI PARTIE. Sur les deux coefficients de viscosité et la viscosité au voi-
sinage de l'état critique. — Cruap. I. Des deuw coegfficients de viscosite
Apy T), p(py, T). Examen des diverses hypothéses qui ont été faites touchant
les coefficients de viscosité A(p, T), n(p, T). Forme nécessaire des actions
de viscosité au sein d’'un fluide proprement dit. Impossibilité des liquides vis-
queux. Propriéiés des fluides compressibles visqueux. Retour aux formules
générales de la viscosité. Combinaison des considérations précédentes et de
Phypothése de Stokes. — Cuar. I1. Les phénoménes de viscosité au voisinage
de Uétat critigue. Les effets de la viscosité, au voisinage du point critique, en
un corps rigoureusement fluide. Extension des résultats précédents aux corps
babituellement nommés fluides visqueuxr. Comparaison avec les faits d’expé-
rience. — NoTE. Sur la viscosité et le frottement au contact de deux liguides
parfaits.
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Introduction.

Cet Ouvrage a été rédigé a 1a suite de Lecons que j’ai faites au Collége
de France, sur la théorie des Marées, pendant l'année scolaire 1893-1894.
Dans cette premiére Partie j'ai cherché a réunir ¢e qu'on peut dire de
plus élémentaire sur la matiére et aussi ce qui m’a paru pouvoir étre de
uelque profit aux Ingénieurs qui ont & faire ou 4 utiliser des observations
e marées.

Dans cette vue, je m’appuie essentiellement sur la théorie statigue des
marées, théorie extrémement simple qui, depuis Newton, n’a jamais cessé
de rester en honneur en Angleterre et a laquelle Lord Kelvin a donné le
nioEen de tenir compte de ia distribution réelle des mers & la surface du
globe.

Elle permet, sans qu’il soit nécessaire de recourir & la théorie plus ma-
gislrale, mais beaucoup plus difficile de Laplace, d’exposer I'application
pratique de cette théorie, c¢'est-a-dire les formules de prédiction des
marées de lillusire auteur de la Mécanique céleste, formules utilisées
jusque dans ces derniers temps et peut-étre encore aujourd’hui pour la
rédaction de ' 4nruaire des marées des cites de France.

Jexpose ensuite les travaux plus récents faits en Angleterre, notamment
par Darwin, sur la réduction des observations et la prévision des marées.
Je n’en méconnaitrai certainement en rien le mérite, encore moins la
grande utilité, en rappelant que leur base essentielle, & savoir le déveloy-
pement harmonique (c'est-a-dire trigonoméirique) de la hauteur de la
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mer dans un port, d’apréds les principales inégalités lunaires, a été indi-
quée, pour la premiére fois, par Laplace dans une Note du Livre XII de
la Mécanique céleste.

Au point de vue dynamique, je me borne, dans cette premiére Partie,
3 faire application, & la fagon d’Airy, des formules de I'Hydraulique 2 la
propagation des marées dans des détroits ou canaux supposés tracés sui-
vant les grands ou petits cercles de la surface du globe ou en communi-~
cation avec des mers & marées connues, tout en subissant eux-mémes les
effets de I'atiraction des corps célestes.

L’Ouvrage se termine par une étude, faite naturellement dans la mesure
ol Ton peut la faire, de la propagation de la marée dans un fleuve de lar-
geur constante ou méme trés lentement variable. Je montre que ce dernier
probléme, qui serait infiniment plus dificile encore que le premier, si 'on
prétendait & le serrer de trop prés, 8’y raméne trés simplement si 'on se
contiente d’'une approximation qui parait en rapport avec le degré de pré-
cision des données dont on dispose en cetie matiére.

Comme complément a la théorie des marées fluviales, nous faisons con-
naitre, sous la forme adaptée & cet Ouvrage, les beaux travaux de
M. Boussinesq sur I'onde solidaire. Sans étre le mascaret, I’onde solitaire
s'en rapproche pourtant assez pour fournir, en partie, I'explication de ce
grandiose phénomeéne.

Dans une seconde Partie, on exposera la Théorie dynamique des marées
de Laplace, et ce qu'on peut appeler la Théorie des marées del'écorce ter-
restre. Les remarquables travaux de Lord Kelvin et Darwin sur cet inté-
ressant sujet ont amené ces illustres savants 34 des conclusions trés ras-
surantes sur la solidité du globe que nous habitons, solidité que les
désastres causés de temps & autre par les mouvements séismiques sem-
bleraient devoir mettre en doute.

Je n’ai pas 0sé m’aventurer dans la théorie des marées atmosphériques,
si importante gu’elle soit, les données dont nous disposons paraissant
insuffisantes pour que I'on puisse, avec quelque utilité, aborder ce sujet.
Je souhaite, d’ailleurs, qu'un avenir prochain vienne donner tort d cette
appréciation.

La théorie des marées, dont on pourrait dire qu’elle forme un des plus
beaux Chapitres de la Mécanique céleste, 8'il était permis de distinguer
entre les beautés d’une telle ceuvre, a été, ce me semble, (%uelque peu
délaissée en France depuis Laplace, tandis que les savants et les observa-
teurs anglais ne cessent d'y consacrer leurs eflorts.

Tisserand lui-méme ne I'a pas comprise dans sa Mécanigue céleste. Sans
doute, elle est loin d’offrir le degré de certitude et, par conséquent, la sa-
tisfaction d’esprit que donnent les autres branches de cette Science. Mais
ni Newton, ni Laplace ne l'ont dédaignée pour cela.

M. Poincaré a commencé 3 mettre a son service sa merveilleuse puis-
sance d’analyse. 1l est 3 désirer qu'il poursuive ses recherches, comme il
est désirable aussi que les grands progrés accomplis, depuis Laplace, dans
I'art d’observer, d’enregistrer, de réduire et de prédire les marées, progres
dont on est redevable a I’Angleterre, se répandent chez nous, et que ceux
qui aspirent 3 les utiliser ou & les perfectionner trouvent I'appui des trois
grandes Administrations qui y sont le plus directement intéressées : celles
de la Marine, des Travaux publics et des Colonies.

Si cet Ouvrage peut rappeler l'altention sur ce sujet, qui a 1ecu de notre
pays ses fondements essentiels, le but qu’il vise sera pleinement alteint.

Table des Matiéres de la I~ Partie.
§ SECTION. Théorie statique et prédiction des marées. — Cuar. I. Thcorie
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statique des marees. Rayon moyen invariable des mers; globe terrestre. Sur-
face moyenne des mers. Hauteur statique de la marée, due 4 un polentiel
donné. Expression du potentiel d’'un astre en fonction de sa distance zéni-
thale. Expressions du potentiel en fonclion des coordonnées horaires et des
coordonnées équatoriales de I’astre. Hauteur de la marée lunaire dans une mer
recouvrant toute la Terre. Discussion de cette hauteur. Hauteur de la marée
lunaire dans 'Océan véritable. Discussion de cette hauteur. Valeurs des coef-
ficients de distribution des mers de Lord Kelvin. Sur le continent entarctique
Marées luni-solaires. — CHaP. IL. La prédiction des marées d’aprés Laplace.
Forme du développement en série trigonométrique du terme semi-dinrne du
potentiel. Les astres fictifs de Laplace. Le principe de Laplace. La formule de
Laplace pour la haunteur de la marée dans un port. Extension que pourrait
prendre la formule de Laplace dans le cas d’ondes simples. Expressions géné-
rales des heures et hauteurs des pleines et basses mers. Marées de syzygies et
de quadratures, d’équinoxes et de solstices. Détermination des constantes du
port de Brest. Formule numérique de Laplace pour le port de Brest. Formule
de M. Chazallon. Unité et établissement d’'un port; coefficient de marée. Pré-
diction de I'heure des marées. Usage de ’Annuaire du Bureau des Longi-
tudes. Tables de I'Annuaire des marées des cotes de France. — Cuar. IIL
Développement harmonique de la hauteur de la mer dans un port. Objet
de ce (ﬁxapitre. Expression du potentiel de la Lune en fonction (ﬁi sa longi-
tude dans l'orbite. Développement harmonique du potentiel. Formules sim-
plifiées. Ondes elliptiques. Composition des ondes elliptiques mineures. Ondes
évectionnelles et variationnelles. Valeurs définitives du potentiel de la Lune.
Potentiel du Soleil. Tableaux des ondes lunaires et solaires d’aprés la théorie
statique des marées. Ondes dépendant de la quatriéme puissance de la paral-
laxe de la Lune. Ondes d’ordre supéricur et ondes composées. — CHAP. IV.
Déduction sous forme harmonigque des observations des marees dans un
port. — Par les indications du marégraphe. Objet de ce Chapitre. Origine et
mesure du temps. Forme de 'équation représentant une courbe du marégraphe.
Distinction entre les ondes de courtes et de longues périodes. Délermination
du niveau moyen dans le port. Hauteurs mesurées & partir du niveau moyen.
Méthode pour séparer les ondes de courtes périodes. Détermination des coef-
ficients caractérisant chaque onde. Résumé de la marche & suivre. Observa-
tion théorique. Observation d’ordre pratique. Forme usuelle des équations.
Applications. Méthode générale pour la determination des ondes de longues
periodes. Remarque sur les calculs. Applications. — Par les observations des
pleines et basses mers. Méthode générale. Application aux ondes lunaires.
Onde lunaire principale. — Cuar. V. Détermination des constantes d un port
et formules de prediction des mardes. Mélhode générale pour la détermina-
tion des constantes d’un port. Formules de prévision des marées pour une
année. Calcul de I'argument initial. Vaieurs moyennes des coefficients astro-

nomiques C. Valeurs moyennes des cosu. Valeurs des produits C cos u. Valeurs
des coefficients f. Tables du major Baird. Sur quelques cas spéciaux : les ondes
sidérales. Onde L. Onde M,. — Guapr. VI. Nouvelles formules et Tables de
prédiction des marées de Darwin. Objet de ce Chapilre. Expression du po-
tentiel de la Lune en fonction de sa longitude dans l'orbite. Potentiel du So-
leil en fonction de sa longitude. Potentiels réunis de la Lune et du Soleil.
Expression de la hauteur, du niveau de ia mer : partie principale et correction
nodale. Marées elliptiques et correction parallactique lunaire. Expressions
réunies de la partie principale et des corrections nodale et parallactique lunaire.
Le temps et la hauteur de la mer rapportés au passage d’une Lune fictive.
Méthode générale pour la recherche de I'heure et de la hauteur des pleines et
basses mers. Heures et hauteurs des pleines mers. Corrections parallactiques
luanaires. Corrections nodales. Référence a4 I'heure du passage de la Lune vraie.
Correction due & la parallaxe du Soleil. Basses mers. Onde évanescente. Ta-
bleaux auxiliaires pour I’établissement de Tables des marées. Tables des marées.
Exemple de 'usage des Tables.

II- SECTION. Théorie dynamique des marées dans les détroits et les
fleuves. Cuap. VII. Marees dans un canal de faible largeur. Objet de ce
Chapitre. La premiére équation du mouvement varié dans un canal. Autre
forme de cette équation. L’équation de continuité. Remarque au sujet de Vin-
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fluence du mouvement de la Terre. Riviére de section rectangulaire constante,
Canal horizontal de section rectangulaire constante ou variable. Canal tracé
suivant un grand ou un petit cercle de la Terre et soumis & un potentiel per-
turbateur. Exjression du potentiel d"un astre rapporté & un péle quelconque.
Application & I’etude de la marée produite, dans un canal circulaire quelconque,
par un astre se mouvant dans ’équateur. Application & la marée produite par
un astre quelconque dans un canal tracé smivant un grand cercle. Sur le signe
de la bauteur %2 de la marée. Influence du déplacement propre de l'astre.
Influence du frottement. — Cuap. VIII. Canaux ¢ marées communiquant
avec des continents ou des mers. Méthode gencrale et exemple. — Canaux
de largeur constante. Intégration des équations du Chapitre précédent pour
des canaux non fermés. Méthode générale pour déterminer les constantes.
( Ganal circulaire fermé ; canal infiniment prolongé dans les deux sens; canal
limité par deux continents; canal limité par un coutinent et indéfiniment
prolongé dans un sens.) Canaux en communication avec des mers. Vérifica-
tion, sur les problémes précédents, du principe de Laplace. Développement des
calculs pour un canal sans marée, communiquant avec une mer et un lac.
Ondes partielles. Réunion des ondes. Heure et hauieur de la marée en un
point du canal. Vitesse de Bropagation. Sur le moyen de comparer la théorie
4 'observation. Courants. De l'importance du frottement. Extension des for-
mules de premiére approximation a des canaux de section constante quelconque.
Application au canai de Suez. Hauteur des marées au canal de Suez. Retard
de la marée sur celle de la mer Rouge. — Canaux de largeur variable. For-
mules relatives & un canal dont la largeur varie suivant une loi exponentielle.
Simplification des formules si l'on fait abstraction du frottement. Succession
de canaux de sections variables avec ou sans changements brusques dans les
sections. — CHAP. IX. Mardes fluviales. Rappel des équations générales. Fleuve
de largeur constante, abstraction faite du frottement de la vague-maree.
Réduction des équations dans ce cas. Premiére approximation. (Hauteur;
vitesse de propagation; déplacements; courantis.) Application & une marée
sinusotdale. Divergences avec I’observation. Seconde approximation. { Hauteur;
vitesse de propagation; déplacements et courants.) Courants & ’embouchure
d’un fleuve. Volume d’eau d’une marée. Application 4 une marée sinusoidale.
(Heures des basses et pleines mers & une distance donnée de ’embouchure;
temps de la montée et de la baissée; vitesse de propagation du flot et du ju-
sant; courants de flot et de jusant; volume d’eau d’une marée sinusoidale.)
Solution de M. de Saint-Venant. Hauteur de la marée dans le fleuve. Vitesse
de pro(gagation. Courants. Volume d’eau d’une marée. Déplacements horizon-
taux. Observation relative a la solution de M. de Saint-Venant. Fleuve de lar-
geur constante en ayant eégard au frottement de la vague-marée. Equa-
tions différentielles. Premiére approximation. (Hauteur; vitesse de propagation;
courants; déplacements; volume d’eau d’une marée sinusoidale.) Cas d’une
marée quelconque développée sous forme harmonique. Seconde approximation.
Fleuve de largeur lentement variable. Equations du mouvement. Leur trans-
formation. Remarques sur ces équations. — Crar. X. L'onde solitaire. Rappel
des équations de I’'Hydrodynamique de Lagrange. Leur transformation. Pre-
miére approximation : quelques considérations sur la houle et le clapotis.
Vitesse de propagation. Trajectoires. Ondes stationnaires ou clapotis. Propriétés
expérimentales et mode particulier de propagation de Vonde solitaire. L'équg
tion & dérivée partielle qui régit 1a hauleur d’'une intumescence de forme inva-
riable ou non. Intégration dans le cas de {"onde invariable. Vérification de fa
loi de Scott Russel pour la vitesse de propagation. Forme de Ponde. Volume
le Vintumescence. Trajectoires des points de la surface. Trajectoire d’un point
quelconque. Durée infinie du parcours d’une trajectoire. Equations différen-
tielles se rapportant & des intumescences de formes variables, mais de faibles
hauteurs et de faibles courbures. Simplification dans le cas de 1’étude d’une
seule onde. Vitesse d’une particule fluide. Variations du niveau au droit d'une
particule fluide. Formule auxiliaire. Volume d'une intumescence. Vitesse du
centre de gravité d’une intumescence; sa vitesse de propagation. Energie d’une
ilm.amescenoe. Moment d’instabilité. Note sur les travaux de M. Bouquet de
a Grye.
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QUATRE BEAUX VOLUMES GRAND IN-8, AVEC FIGURES ET PLANCHES,
) SE VENDANT SEPAREMENT.

Toue 1 : Caleul des éléments gdométriques des carénes droites et inclinees.
— Géométrie du navire; avec 191 figures et a planches; 18go. 13 fr.
Tome U : Statique du navire. — Dynamique du ravire : roulis en milieu
calme, résistant ou non résistant; avec 229 figures; 189r...... 13 fr.

Tome I : Dynamique du navire : mouvement de roulis sur houle; mou-
vement rectiligne horizontal direct(Resistance des carénes), avec 163 fig.;
ToMme IV : Dynamique du ravire : mouvement rectiligne horizontal oblique :
mouvement curviligne horizorntal. — Propulsiori. — Fibration des coques
des navires d hélice, avec 182 figures; 1894..cceeenencecceass 13 fr.

DO ER—ee

La Theorie du nravire formera 4 volumes in-8°. Le sommaire quée nous
reproduisons plus loin énumére en détail les matiéres contenues dans le
Tome I; les autres volumes traitent les questions suivantes : Stabililé sta-
tique et dynamique; théorie des ondes, de la houle, des vagues; mouve-
ment du navire en toutes circonstances; résistance des carénes; propulsion
et propulseurs.

L’examen de la Table du premier Volume suffit pour apprécier avec quel
soin minutieux chaque matiére a été traitée dans ses moindres détails. Ce
VYelume expose tout d’abord les méthodes de calcul ayant. pour but la dé-
termination du déplacement et la recherche de la position du centre de
caréne pour un navire droit, puis incliné. Il se termine par I'exposé de la
Géométrie du navire, ou mieux de ses isocarénes.

Aprés avoir indiqué les formules de quadrature exactes qu'il faudrait
employer pour calculer le déplacement et les coordonnées du centre de
caréne, si la surface mouillée du navire était analytiquement définie, les
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auteurs passent cn revne leg formules de quadrature approchées, appli-
cables aux surfaces définies seulement par la connaissance d'un certain
nombre de points (méthodes des trapézes, de Poisson, de Poncelet, des
paraboles d'un degré quelconque, de Simpson, de Woolley, des différences).
A cetto étude se rattachent ensuite tout naturellement celle des courbes
différentielles et intégrales, puis celle des planimétres, intégromdtres et
intégraphes.

Ces préliminaires établis, les auteurs appliquent au navire, d'abord sup-
posé droit, les formules d’intégration et indiquent la disposition 4 adopter
pour les Tableaux de calcul. Passant ensuile au navire incliné, ils font les
mémes applications pour chacune des nombreuses méthodes qui ont é1
imaginées jusqu’ici pour atteindre le but, et dent la description est donnée
minutieusement (méthodes de MM. Benjamin, Spence, Bonjean, Rossin,
Clauzel, Reech, Risbee, Barnes, Dargnies, Guyou et Simart, etc.). Ces
diverses méthodes sont accompagnées des Tableaux qui leur soni propres,
et comparées entre elles au point de vue de la mise en pratique et de la
raf)idité d’exécution. Les procédés de calcul approximatifs et rapides, appli-
cables a certains cas spéciaux, et les méthodes expérimentales mettant a
contribution les modeles de navires terminent cette premiére Partie.

Dans la seconde Partie du Tome I, la Géométrie du navire est présentée,
pour la premiére fois, eroyons-nous, sous la forme didactique de Ia Géo-
méirie de Legendre. L'assimilation des théories géométriyques est grande-
ment facilitée par 'enchainement logique et rigoureux des théorémes el de
leurs corollaires. Le Volume se termine par un certain nombre d’exercices
de Géométrie du navire, pour lesquels on a fait choix de carénes a formes
géométriques simples, se rapprochant plus ou moins des carénes que I'on
peut avoir & rencontrer dans la pratique.

Une Notice historique et bibliograghique trés étendue, placée en Léte de
I'Ouvrage, eat appelée certainement a rendre do grands services pour les
recherches ultérieures.

L’apparilion du premier Volume de I'important Traité de MM. Pollard et
Dudebout sera, nous n’en doutons pas, trés favorablement accueillie aussi
bien par les marins que par les ingénieurs et construclenrs maritime~. Un
tel Ouvrage peut étre regardé comme une véritable encyclopédie exposant,
avec tous les développements possibles, les questions théoriques et pra-
tiques qui lient la Geométrie ot la Mécanique a I'Art naval.

A maintes repriscs, I"application des Mathématiques pures a I’Arehitec-
ture navaloe a été ’objel des préoccupations des plus grands savants (Huy-
gens, Borda, Bouguer, Euler, Bernoulli, d’Alembert, Dupin, etc., pour ne
ciler que les plus auciens); aussi les hommes de science, méme étrangers
4 la Marine, liront avec intérét les chapitres ol sont développées plus spé-
cialement les questions de théorie pure. :

Par Jeurs fonctions spéciales de professeurs & I'ficole d’application du
Génie maritime, les auteurs étaient tout particulicrement préparés pour
mener & bonne fin un travail aussi étendu : la Theorie du navire de MM. Pol-
lard ot Dudebout est certainement appeide & rendre les plus grands ser-
vices aux conslructions navales.

SOMMAIRES.
) Tome I.
Notice historique et bibliographique. — I PARTIE. Galcul des éléments
géométri%ues des carénes droites et inclinées. — Formules de quadriture
a

en usage dans la théorie du navire. — Formules approchées applicables aux
surfaces topographiques ou tlabulaires. Méthode des trapfres. Méthode des
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trapdzes corrigée. Méthode de Poisson. Méthode de Poncelet. Méthode géné-
rale des paraboles. Méthode du D* Woolley. Méthode des différences. — Courbes
différentielles et intégrales. — Planimétres, intégrométres, intégraphes. —
Application au navire des méthodes de calcul pour les carénes droites. — Appli-
cation au navire des méthodes de caleul pour les carénes inclinées. (Interpo-
lation graphique des fenctions tabulaires 4 deux variables.) — Application au
navire des méthodes de calcul pour les carénes inclinées. (Méthodes em-
ployant des réseaux de sections spéciaux.) — Application au navire des mé-
thodes de calcul pour les carénes inclinées. (Méthodes employant le réseau des
sections droites cru plan des formes.) — Application au navire des méthodes de
calcul pour les carénes inclinées. (Méthodes employant les onglets immergés
ou émergés, c’est-a-dire les ordonnées des flottaisons inclinées.) Application au
navire des méthodes de calcul pour les carénes inclinées. (Méthodes employant *
seulement les ordonnées d’'un nombre limité de flottaisons droites,) — Mé-
thodes expérimentales propres 4 déterminer exactement les éléments géomé-
triques des carénes inclinses. Comparaison des méthodes ci-dessus et con-
clusion. — é)%lication au pavire des méthodes de calcul pour les carénes
inclinées. ( Méthodes approximatives rapides.) — II* PARTIE. Géométrie du
navire. — Préliminaireg de Mécanigue. Décomposition du déplacement le plus
général d'un flotteur. —Géométrie de la surface (C) des isocarénes de volume V.
— Géométrie de la surface (F) des isocarénes de volume V,. — Géométrie de
la surface (T) des tranches isocarénes de volume AV, additives au volume V,.
-~ Géométrie des carénes symétriques, compiémentaires et supplémentaires. —
Exercices de Géométrie du navire. — Surfaces (G), (F) et (’lP) de flotteurs &
formes géométriques. — Prancues I et II.

Tome II.

II1* Partie. Statique du mnavire. Positions d’équilibre d’un flotteur. Des
forces extérieures a appliquer & un flotteur pour le maintenir dans une posi-
tion différente de ses positions naturelles d’équilibre. Formes des diagrammes
de stabilité statique. (guestions diverses se rattachant a I’étude statique de la
stabilité. Probléme 1. Déplacement d’un poids & bord. ApKlications usuelles du
probléme I (expérience de stabilité, etc.). Probléme II. Addition ou soustrac-
tiond'un poidsabord. Applications usuellesdu ;l;robléme II(ponton-mature,etc.).
Probléme III. Modifications & la forme de la caréne. Applications usuelles
du probléme III (docks flottants, etc.). Probléme IV. Du flatteur soumis a des
forces extérieures autres que le poids et la poussée. Applications usuelles du
probléme IV (échouage, lancement, abatage en caréne, etc.). Probléme V et
applications. Effets de la poussée complexe d’un liquide et d’un fluide compres-
sible. — V¢ Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en
milien calme et non résistant. Conditions de stabilité de I'équilibre en ce
milieu. Stabilité dynamique. Etude du mouvement infiniment petit d’un flot-
teur en milieu non résistant. Etude du mouvement fini de roulis (ou de tan-
ﬁage) en milieu non résistant, du navire doublement symétrique. Influence

¢ la forme de la développée métacentrique transversale sur la période T, du
roulis (ou de la développée longitudinale sur la période T, du tangage) en
miiicu non résistant. Détermination cxﬁ)érimenta]e du moment d’inertie Igy du
navire. Pesanteur apparente dans le roulis et le tangage en milicu non résistant.
— V* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milien
calme et non résistant. Stabilité de I'équilibre en ce milieu. Da roulis en
milieulcalme et résistant. Procédéds de mesure des roulis et des tangages en
eau calme.

Tome III.

VI* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milieu
houleux ot non résistant. Introduction i l'étude analytique de la houle.
Théorie des ondes d’oscillation ordinaires. Houle et ondulations dérivées de la
boule. Etude sommaire des lames, Des ondes-marées ou ondes d’oscillation
périodiques. Du roulis en milieu houleux et non résistant. — VII* Fartie.
Dynamique du navire dans le mouvement de roulis en milien houleuxz et
résistant. Du roulis en milien houleux et résistant. Observations et résultats
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expérimentaux. Applications aux qualités naatiques. Du tangage sur houle.
Ca‘l’cul du déplacement et de la stabilité transversale d’'un navire debout &
une houle donnée. — VIII* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement
rectiligne horizontal direct en eau calme. Résistance des carénes en marche
directe. Introduction 3 la résistance des carénes en général et 4 la résistance
en marche directe en particulier. Théorie des ondes de translation et application
aux ondes soulevées par les navires en marche. Résistance du plan mince.
Résistance des carénes anguleuses. Résistance des carénes a formes bien con-
tinues. Méthodes expérimentales diverses propres 4 la détermination de la résis.
tance. Résultats d’expériences. Formules diverses en usage.

Tome IV.

IX+ Partie. Dynamique du navire dans le mouvement rectiligne hori-
zontal oblique, en eau calme. Résistance en marche oblique. Résistance des
carénes a formes bien continues, mais dissymétriques par rapport 4 la direc-
tion de la vitesse. — X* Partie. Dynamique du navire dans le mouvement
curviligne horizontal. Gouvernail. Girations. Résistance du navire au mouve-
ment de rotation uniforme autour d’un axe vertical. Du gouvernail. Giralions
des navires & vapeur, Relevé complet du mouvement Surviligne horizontal, —
X1* Partie. Propulsion par lo vent. De la voilure. Action du vent sur les voiles.
— XII* Partie. Propulsion mécanique du navire par un organe intérieur
agissant sur I'eau. Théorie générale des propulseurs intérieurs agissant sur
I'eau. Des rames ou avirons. Des roues 4 aubes. Des propulseurs hydrauliques.
De I'hélice. Mesure de la résistance des carénes au moyen decs coeflicients
d’utilisation. — XIII* Partie. Vibrations des coques des navires a hélice.
Causes et périodes des vibrations. — NOTES I. Méthode générale d'intégration
numérique par additions successives. II. Calculs de stabilité et d’assiette. III.
Considérations générales sur Vexpérience de stabilité. IV. Changements d’im-
mersion, de stabilité et d’assietie éprouvés par un navire qui flotte sur des
tiquides de différentes densités. V. Remarques sur la construction dcsgraphiqucs
et des courbes de stabilité. VI. Considérations générales sur la détermina-
tion des éléments géométriques des carénes inclindes. VII. Méthodes nouvelles
pour le calcul des éléments géométriques des carénes inclinées, par M. Doyére,
[ngénieur de la marine. VIIIL. Méthode de calcul de M. Kriloff. IX. Méthode
de M. Rishee pour 'établissement d’un avant-projet sans aucun tracé préalable
relatif aux formes de la caréne.

———— O R e

ALHEILIG, Ingénieur de Ja Marine, Professeur 4 1'fcole d’application du
Génie maritime. — Recette, conservation et travail des bois. Outils
et machines-outils employés dans ¢e travail

Broché.e.vov.voo. 2 fr. 50 | Cartonmé............ 3 fr.
BERTIN, Directour des Constructions navales, Directeur de I'Eeole d’ap-
plication du Génie maritime. — Etat actuel de la marine de guerre.
Broché........... afr, 50 | Cartonné............ 3 fr.
CRONEAU (A ), Ingénieur des Constructions navales, Profosseur & I'fcole

d’application du Génie maritime. — €anon, torpilles et cuirasse, leur
installation & bord des batiments.

BrochG...vvve... 2 fr. 50 | Cartonné............ 3 fr.
DUDEBOUT, Ingénieur do la Marine, Sous-Direcleur et Professeur a I'Eecole

d’Application du Génic marilime. — Appareils d'essai des moteurs a
vapeur. Appareils d'asservissement.

Broché...... eveo... 2fr.50 | Cartonné........... 3fr,
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QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6°).

Envoi franco dans toute 'Union posiale contre mandal-poste ou valeur sur Paris.

NOUVELLE METHODE

PREVISION DU TEMPS

PAR

Gabriel GUILBERT,

Lauréat du Concours international de Liége,
Secrétaire de la Commission météorologique du Calvados.

Avec UNE PREFACE
Par Bernard BRUNHES,

Directeur de 1'Observatoire du Puy de Dome.

VoLUME IN-8° (25-16) DE XXXVIII-344 PAGES, AVEC 80 FIGURES,
CARTES ET 3 PLANCHES; IQ0Q «e-vvvruunnn Ceareeeaes eeereo I3 FR.

Sur les instances de nombreux météorologistes, — notamment de
MM. L. Teisserenc de Bort et B. Brunhes, — M. Gabriel Guilbert vient de
donner, en un volume d’ensemble, la synthése des travaux qu’il poursuit
depuis 1890 sur la marche des dépressions barométriques et la prévision
du temps & bréve échéance. ‘

L'application de la méthode originale dont il a posé les principes depuis
de longues années, — mais dont il n’avait jamais donné encore un exposé
didaetique aussi complet, — lui a permis, bien des fois, de prévoir la
brusque arrivée de tempétes, restées imprévues par les méthodes usuelles;
elle lui a assuré le succés au Concours international de prévision du
temps organisé par la Société belge d’ Astronomie & P'occasion de 'Exposi-
tion de Liége, en septembre 1905.

Divers appendices résument I'historique de ce concours de Liége, les
appréciations de divers météorologistes sur I'ceuvre de M. Guilbert, et la
description des expériences par lesquelles M. B. Brunhes a mis en évi-
dence [’action mécanique des courants d'air sur les tourbillons par
laquelle s’expliquent et se justifient les « régles de Guilbert ».

Le principal intérét du présent volume est qu’it donne sur de trés nom-
breux exemples (il a’y en a pas moins de cinquante), le détail de la pré-
vision pratique, illustré par la double carte isobarique du jour et du len-
demain. Et ['observateur isolé, qui ne posséde pas la carte quotidienne do
la distribution des pressions sur I'Europe, verra comment il peut suppléer
aux renseignements qu’elle fournit, par I'examen des nuages et des « suc-
cessions nuageuses ». Il le verra,s-non seulement en théorie, mais par des
exemples pratiques : quelques-unes des cartes citées se rapportent, en
effet, a des prévisions réelles faites par l'auteur, dans un village reculé,
uniquement d'apres l'aspect du ciel, I'observationi des vents et du baro-
métre. « C’est en ce sens, déclare M. B. Brunhes dans sa Préface, que
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te présent lipre intéresse tous ceur que préoccupe, pour une raison théo-
rique ou pratique, l'important probléme de la prévision du temps. »

La « Nouvelle méthode de prévision », dont parle ainsi M. Brunhes,
apporte 4 la solution de ce probléme des éléments décisifs. La Météoro-
logie, en effet, ne peut, & I'heure actuelle, ni déterminer la vitesse ou la
direction des bourrasques, ni annoncer la formation ou la disparition
des cyclones ou anti- cyclones. Désormais, en recourant aux lois qu’énonce
M. Guilbert dans son livre, tout météorologiste pourra prévoir, d’un point
quelconque, et pour toute I’Europe, les futures variations de pression, soit
en hausse, soit en baisse, durant les vingt-quatre heures suivantes. L’avenir
des bourrasques est ainsi précisé 4 I'avance et la prévision scientifique du
temps parait fondée sur des bases rationnelles, soumises au caleul.

Table des matiéres.

AvaNT-PROPOS. — CHAP. I, Etat actuel de la prévision du temps. Etat
“actuel de la prévision du temps. Les prévisions du systéme actucl et leurs
résultats. — CHaP. II. La nouvelle methode. Les lois des variations de pression.
Principes et régles de prévision du temps. Quelques explications. Vents
convergents et divergeats. Force centrifuge et force centripéte. Etablissement
de la prévision dans un bureau central météorologique. — Cuap. III. Lois,
principes et régles de prévision pratique du temps. — Cuap. IV. Discussion de
cartes isobariques. 1 exemple : Application de notre meéthode mixte de
prévision. Arrivée subite d’une bourrasque (5 mars 1894). 2° exemple :
Formation cyclonique avec brusque destruction d’anticyclone (6 dé-
cembre 188g). 3° exemple : Trajectoire anormale des dépressions; destruc-
tion d’anticyclone et formation de depression secondaire (8 février 1906 ).
4* exemple : Aggravation de dépression; creusement du centre (24 juin 19o4).
5¢ exemple : Méme cas d’aggravation des bourrasques (12 octobre 1gob).
6° exemple : Dépression océantenne rejetée aularge par des vents convergents
en exces (13 novembre 1902 ): 7° exemple : méme cas : Depression océanienne
rejetée au large (21 novembre 1902). 8 exemple : méme cas : Depression
océanienne rejetée au large (11 novembre 18g0) 9° exemple : Compression du
cyclone, destruction de bourrasque (13 février 1890 ). 10°exemple : Compression
du cyclone et translation rapide du centre de depression (4 mars 18g1). 11°
exemple : Compression du cyclone : exemple-type de suppression de bour-
rasque (7 mai 1892). 12° exemple : Variations barométriques simultanées,
hausse et baisse (19 janvier 19oo).— CUAP.V. Prévisions quotidiennes. Prévisions
ouctidiennes; 1°-13 novembre 1905. Prévisions quotidiennes : 1°™-7 mai 1907, —
Cuar. YI. Prévisions réelles. Prévisions réclles : avril-mai 1903 (5 avril, 15-
16 avril, 4 rai 1903). Prévisions réelles : au concours de Liége (4, t1, 15, 16,
17, 18 septembre 1go5). Prévisions du concours de Lidge. (Analyse des cartes
anciennes, 20 février 1893, 26 juin 1880). — Cnar. VII. Noire méthode a
Uetranger. Objections. M. Nils Ekholm et les cas des 12 février 1894 et
25 décembre 1go2). Les objections, — Cnar. VIII. Trois exemples t3pigues.
La tempéte du 25 septembre 1896. Une prévision par carte postale (28 jan-
vier 1894). M. Vincent et les situations atmosphériques des 29 et 3r dé-
cembre 1904. Conclusion. — Cuar. IX. Verification des prévisions.

ANNexEs. I. Rapport sur le Concours international de prévision du temps,
organisé en septembre 1905. ( Bxtraits), par M. Bernard Brunhes. — II. Note
de M. Léon Teisserenc de Bort sur le Goncours international de prévision du
temps. — III. Note additionnelle au Rapport sur le Goncours de prévision du
temps, par M. Bernard Brunhes.— 1V, Sur la théorie des régles de M. Guil-
bert pour la prévision du temps (Extraits). par M. Bernard Brunhes. —
V. Action d'un courant aérien horizontal sur ae tourbillon vertical, Note de
M. Bernard Brunhes. — Index des situations &:yométriques.

Prancnes I : Cartes d’Europe avec noms des stations météorologiques. —
I. Reproduction de la carte postale rédigée pai M. Guilbert le 28 janvier 1894,
— III. Reproduction de la carte postale rédigée par M. Guilbert, le 24 sep-
tembre 1896.
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TRAITE

MECANIQUE RATIONNELLE

PAR

Paul APPELL

Membre de PInstitut, Profosseur & la Faculté des Sclences,

Tro1s vOLUMES GRAND IN-8, AVEC FIGURES.

ToMe Y. — Statique. Dynamique du point. Volume de x-615 pages,
3¢ édition entidrement refondue, avec 178 figures ; 1gog....... 20 fr.

Toue Il. — Dyramique des systémes. Mecanique analytique. Volume
de vi-360 pages. 3° édition entidrement refondue; avec 98 figures;

1O eeevecasnunasnanasssssasnsseasasssnsasnsasassasenss 2010,
Tome III. — E‘qailibre et mouvement des milieux continus. Volumo de
vi1-645 pages. 2° édition entiérement refondue; avee 7o fig.; 1908. 29 fr.

et O G e

Préface de la 3¢ édition.

En dehors des améliorations de détail apportées & la rédaction et des
indications bibliographiques nouvelles, nous avons présenié, dans le
premier Chapitre, la théorie des vecteurs, sous une forme entiérement
renouvelée, dont le point de départ est dans ce fait que I'on rencontre,
dans les applications, trois catégories de vecteurs. La premiére catégorie
comprend des vecteurs qui sont définis en grandeur, direction et sens,
mais dont le point d’application peut étre pris arbitrairement dans I'espace :
tels sont les vectsurs qui représentent des axes de couples appliqués & un
solide ; nous appelons les vecteurs de cette catégorie vecteurs non localisés
(unlocalised), suivant I'expression employéo par M. Love dans sa Theore-
tical mechanics, ou encore wecteurs libres. Dans la deuxiéme catégorie
figurent des vecteurs définis en grandeurs, direction et sens, pouvant
glisser arbitrairement sur la droite gui les porte : tels sont les vecteurs
qui représentent des forces appliquées 4 un solide; nous les appelons
vecteurs localis€s sur une droite ou wecteurs glissants. Enfin, dans h
troisidme catégorie, figurent les vecteurs qui ont un point d'application

.
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détermind, comme les vecteurs représentant les vitesses de points mobiles
sur ies forces d’'un champ; ces vecteurs sont localisés en urn point ou lies
& leur point d’application. Nous avons, en outre, introduit la distinction,
si importante en Physique, entre les vecteurs exiauxz et les vecteurs
polaires.

Comme exercice sur le mouvement d’un point, nous avons étudié les
cas les-plus simples du mouvement d'une particule électrisée, soumise 4
l'action d’'un ehamp élecirique el d'un champ magnétique superposés. Ce
probléme a conduit 4 des recherches mathémaliques intéressantes de
M. Poincaré et de M. Carl Stormez, inspirées par les expériences de
M. Birkeland et de M. Villard, et les idées émises par Birkeland et par
Arrhénius sur l'origine des aurores polaires.

Titres des Chapitres du Tome I (3¢ édition).

Introduction. — I Partie. Notions préliminaires. — Cuap. I. Théorie des
vecteurs. — CHAP, II. Cinématique. — CHaP. I1I. Principes de la Mécanique :
Forces, masses, — CHar. IV. Travail ; fonction des forces. — II* Partie. Stu-
tiqgue. — Caap. V. Equilibre d’un point ; équilibre d'un systéme. — CuapP. VI.
liquilibre d’un solide. — CHap. VII. Systémes déformables. — Cuar. VIII.
Principe des vitesses virtuelles. — CuaP. IX. Notions sur le frottement. —
III* Partie. Dynamique du point. — Cuar. X. Généralités. Mouvement recti-
ligne. Mouvement des projectiles. — Cuar. XI. Forces centrales. Mouvement
clhptique des planétes. — Crap. XJI. Mouvement d’un point sur une courbe
fixe ou mobile. — Cuap. XIII. Mouvement d’un point sur une surface fixe oy
mobile. — Cuar. XIV. Equations de Lagrange pour un paint. — Crap. XV,
Principe de d’Alembert. Principe de la moindre action. — Cuap. XVI, Equa-
tions canoniques. Théoréme de Jacobi. Applications.

Titres des Ghapitres du Tome II (3° édition).

Dynamique des systémes.— Cuar. XVII. Moments d’inertie, — Cuar. XVIII.
Théorémes généraux sur le mouvement des systémes. Les sept équ:tions
universelles du mouvement. — CHap. XIX. Dynamique du corps solide.
Mouvements paralléles 4 un plan. — Cuap. XX. Mouvement d’un solide autour
d’un point fixe.— Cuar. XXI. Corps solide libre. — Cuar. XXII. Mouvement
relatif. — Crar. XXIII. Principe de d’Alembert.— CHap. XXIV. Equations
générales de la Dynamique analytique. — Crap. XXV. Equations canoniques.
Théorémes de Jacobi et de Poisson. Principes d’Hamilton, de la moindre
action et de la moindre contrainte.— Cuap. XXVI. Chocs et percussions.—
€rar. XXVIIL. Notions sur les machines. Similitude.

Titres des Chapitres du Tome III (2¢ édition).

Cuapr. XXVIIL Intégrales de volumes, de surfaces et de lignes. — Cnap. XXIX,
Attraction, potentiel. — Cuap. XXX. Equilibre et mouvement intérieurd’une
masse continue. — CHAP. XXXI. Hydrostatique. ~~ Caar. XXXII. Déformation
d'un milieu continu; propriétés géométriques. — Cuar, XXXIII. Cinématique
des milieux continus. — Cuar. XXXIV. Dynamique des fluides parfaits ; théo-
rémes généraux, — CuHapr. XXXV, Théorie des tourbillons. — CHap, XXXVI.
Mouvements paralléles 4 un plan fixe.— Cuapr. XX\ ViI. Notions sur la théorie
de Pélasticist. — Cuap. XXXVIII. Equations du mouvement d’un fluide
visqueux. - Mnr Paction euclidienne (note de MM. F, et E, COSSERAT).
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(BUVRES COMPLETES

" LAGRANGE

PUBLIEES PAR LES SOINS DE

J.-A. SERRET et G- DARBOUX,

Membres de I'Institut,

Sous les auspices du Ministre de 1'Instruction publique.

Quatorze volumes in-4 (28 > 23) avec un beau portrait de LAGRANGE.
gravé sur cuivre par AcH. MARTINET.

S O G-

La 4r* Série eomprend tous les Mémoires imprimés dans les Recueils des
Academies de Turin, de Berlin et de Paris, ainsi que les Piéces diverses
publiées séparément. Cette série forme 7 Volumes (Tomes I & VII; 1867-1877),
qui se vendent séparément................ cereseenisertensaes veeaeee 30 1r.

La 2¢ Série, qui est en cours de publication, se compose de 7 Volumes, qui
renferment les Ouvrages didactiques, la Correspondance et les Mémoires iné-
dits, savoir :

ToME VIII : Résolution des équations numériques. In-4; 1879..... ... 18 fr.
Touk IX : Theorie des fonctions analytiques. In-§; 88x.......... . 18 fr.
7ToME X : Lecons sur le calcul des Fonctions. In-4; 1884............ 18 fr.
ToME XI : Mécanique analytique (I Partie), avec Notes de J. BER-

TRAND et G. DarBoux; 1888.........0 .. Ceereearaieens teeeverenss . 2o fr.
Tome XIL : Mécanigue analytique (II° Partie), avec Notes de J. BER-

TRAND et G. Danrpoux; 188g...... Ceterteittaieiarestttatitansianns 20 fr.

Tome XIII : Correspondance inédite avec d’Alembert, publiée d’aprés

les manuscrits autographes et annotée par Lupovic LALANNE; 1882., 15 fr.
ToMe XIV : Correspondance de Lagrange avee ondorcet, Laplace,

Euler et divers savants, publiée et annotée par Lubnovic LALANNE,

avec deux fac-similéss 18g2........cc.vviliie Cerisrarraii s « 155,

Lk ToME 1 contient : Rechérches sur la méthode de maximis et minimis,
— Sur lintégration d’une équation Jifférzntielle & différences finies, qui
tontient la théorie des suites récurrentes. — Recherches sur la nature ct la
propagation du son. — Nouvelles recherches sur la nature et la propagation
du son. — Addition aux premiéres recherches sur la nature et la propagation
du son. — Essai d’'une nouvelle mélhode pour déterminer les maxima et les
minima des formules intégrales indéfinies. — Application de la méthode ex-
posée dans le Mémoire précédent A la solution de différents Problemes de
Dynamique. — Solution de différen.s Problémes de Calcul intégral, avec une
application a la théorie de Jupiter et de Saturne. — Solution d’'ua Probleme
d’Arithmétique.
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Le Toue II contient : Sur I'intégration de quelques équations différentielles
dont les indéterminées sont séparées, mais dont echaque membre en particulicr
n’est point intégrable. — Sur la méthode des variations. — Recherches sur le
mouvement d’un corps qui est attiré vers deux cenires fixes. — Sur la figure
des colonnes. — Mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu
entre les résultats de plusieurs observations, dans lequel on examine les avan-
tages de celte méthode par le Calcul des probabilités, et oit Pon résout diffé-
rents problémes relatifs & cette matiére. — Sur la percussion des fluides. —
Sur une nouvelle méthodc de Calcul intégral par les diftérentielles affectées
d’un radical carré sous lequel la variable ne passe pas par le quatriéme
degré. — Sur les courbes tautochroncs. — Mémoire sur le passage de Vénus du
3 juin 176g9. — Sur la solution des problémes indéterminés du sucond degré.
— Sur la résolution des équations numériques. — Additions au Mémoire sur
la résolution des équations numériques. — Nouvelle méthode pour résoudre
les Problémes indéterminés en nombres entiers.

Le ToumE III contient : Nouvelle méthode pour résoudre les équations litté-
rales par le moyen des sérics. — Sur la force des ressorts pliés.— Sur le Pro-
bléme de Kepler. — Sur P’élimination des inconnues dans les équalions. —
Nouvelles réflexions sur les tautochrones. — Démonstration d’'un Théoréme
d’Arithmétique. — Ré(lexions sur la résolution algébrique des équations. —
Démoanstration d’'un Théoréme nouveau concernant les nombres premiers. —
Sur une nouvelle espéce de Calcul relatif a la différentiation et a I'intégration
des quantités variables. — Sur la forme des racines imaginaires des équations.
— Sur les réfractions astronomiques. — Sur l'intégralion des équations i
différences partielles du premier ordre. — Nouvelle solution du Problé¢me du
mouvement de rotation d'un corps de figure quelconque gui n’est animé par
aucune force accélératrice. — Sur Vattraction des sghéro\’des elliptiques. —
Solutions analytiques de quelques Problémes sur les pyramides triangulaires.
— Recherches d’Arithmétique.

Le Toue IV, en téte duguel se trouve le portrait de Lagrange grage sur
acier, contient : Sur les intégrales particulieres des équations diflérentielles. —
Sur le mouvement des noeuds des orbites planétaires. — Recherches sur les
suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs maniéres différentes,
ou sur Pintégration des équations linéaires aux différences finies et partielles:
et sur l'usage de ces équations dans la théorie des hasards. — Sur l'altération
des moyens mouvements des planétes. — Solutions de quelques problémes
d’Astronomie sphérique par le moyen des séries. — Sur l'usage des fractions
continues dans le Calcul intégral. — Solution algébrique d’un Probléme de
Géométrie. -~ Recherches sur la détermination du nombre des racines imagi-
naires dans Ies équations littérales. — Sur quelques Problémes de PAnalyse de
Diophante. — Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps qui

s’attirent mutuellement en raison inverse des carrés des distances. — Ré-
flesions sur I'échappement. — Sur le Probléme de la détermination des orbites
des Cométes d'aprés trois observations. — Sur la théorie des lunettes. — Sur

une maniére particuliére d’exprimer le temps dans les sections coniques, dé-
crites é)ar des forces tendantes au foyer et réciproquement proportionnelies aun
carré des 2ixfzunaces. — Sur différentes questions d’Analyse relatives a la théorie
des intégrales particuliéres. — Sur la construction des Cartes géographiques. —
Sur la théorie du mouvement des fluides.

Le ToME V contient : Théorie de la libration de la Lune et des autres phé-
noménes qui dépendent de la figure non sphérique de cette planéte. — Theorie
des variations séculaires des planétes (I** Partie). — Théorie des variations
séculaires des éléments des planétes (1I* Partie). — Théorie des variations
périodiques des mouvements des planétes ( I** Partie). — Sur les variations
séculaires des mouvements moyens des planétes. — Théorie des variations pé-
riodiques des mouvements des planétes (II* Partie). — Sur la maniére de
rectifier les méthodes ordinaires d’approximation pour Pintégration des équa-
tions du mouvement des planétes. — Sur une méthode particuliére d’approxi-
mation et d’interpolation. — Sur une nouvelle propriété du centre de gra-
vité. — Méthode générale pour intégrer les équations aux différences

artielles du premier ordre, lorsque ces différences ne sont que linéaires, —

héorie géométrique du mouvement des aphélies des planétes, pour servir
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d’addition aux Principes de Newton, relatifs & la propdgation du son ct au
mouvement aes ondes. — Mémoire sur une question concernant les annuités. —
Mémoire sur )expression du terme général des séries récurrentes, lorsque
I’équation génératrice a des racines égales. — Mémoire sur les sphiéroides
elliptiques. — Mémoire sur la méthode d’interpolation. — Mémoire sur 'équa-
tion séculaire de la Lune. — Mémoire sur une loi générale d'Optique. — Rap-
poris.

Le Tome VI contient : Recherches sur la libration de ta Lune. — Recherches
sur les inégalités des satellites de Jupiter. — Essai sur le probKme des trois
Corps. — Sur I’équation séculairc de Ja Lune. — Recherches sur la théorie
des perlurbations que les coméles peuvent éprouver par l'action des planétes.
— Recherches sur la maniére de former des Tables des planétes, d'aprés les

seules observations. — Lettres & Laplace sur la théorie des inégalités sécu-
laires des planétes. — Recherches sur les équations séculaires des mouvements
des nceuds et des ipclinaisons des orbites des planétes. — Mémoire sur la

théorie des variations des éléments des planétes, el en particulier des varia-
tions des grands axes de leurs orbites. — Mémoire sur la théorie générale de
la variation des constantes arbitraires danstous’les problémesde Mécanique.—
Second Mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dang
les problémes de Mécanique.

Le ToME VII contient : Additions aux éléments d’Algébre d’Euler, Analyse
indéterminée. — Legons élémentaires sur les Mathématiques données a ’Ecole
Normale en 1795. — Essai d’Analyse numérique sur la transformalion des
fractions. — Sur le principe des vitesses virtuelles. — Discours sur I'objet de
la théorie des fonctions analytiques. — Solutions de quelques Problémes rela-
tifs aux triangles sphériques, avec une analyse complete de ces triangles. —
Iiclaircissement d'une difficulté singuliére qui se rencontre dans le calcul de
I’attraction des sphéroides trés peu dilférents de la sphére. — Compas de
réduction pour la distance de la Lune aux étoiles. — Sur Porigine des
coméles. — Remarques sur la méthode des projections pour le calcul des
éclipses de Soleil ou d'étoiles. — Sur le calcul des éclipses sujcttes aux paral-
laxes, — Nouvelle méthode pour déterminer Porbite des cométes d'apres les
observations. — Nouveau moyen de déterminer la longitude de Jupiter et de
Salurne au moyen d’une Table & simple entrée. — Addition au Mémoire sur
le calcul des éclipses sujeltes aux parailaxes. — Sur la diminution de I'obli-
quité de Pécliptique. — Sur les interpolations. — Valeurs des variations
annuelles des éiéments des orbites des planéies. — Equation pour la détermi-
nation des éléments de Vorbite d’'une planétc ou d’une cométe au moyen de
trois observations peu éloignées. — Essai d’Arilhmétique politique sur les pre-
miers besoins de Pintérieur de Ja République. — Lellcra J’x Luigi di La Grange
Tournier, Torinese, all'illustrissimo signor conte Giulio Carlo da Fagnano,
contenentc una nuova serie per i dillerenziali ed integrali di qualsivoglia
grado, corrispondente alla Newloniana per le potesta € le radici. — Note sur
un paradoxe qu’on rencontre dans les formules de I'attraction d'un point sur
une surface sphérique quelconque. — Note sur la métaphysique du Calcul infi-
nitésimal. — Formules relatives au mouvement du bouiet dans l'intérieur du
canon, extrailes des manuscrits de Lagrange, par Poisson.

Le Tome VIII (Résolution des équations numériques) contient : Méthode
pour trouver, dans unc équation numérique quelconque, la valeur entiére la
plus approchée de chacune de ses racines réelles. — De la maniére d'avoir les
racines égales et les racines imaginaires des équations. — Nouvelle méthode
pour approcher des racines des équations numériques. — Applicalion des mé-
thodes précédentes & quelques exemples. — Sur les racines imaginaires. (1. Sur
la maniére de reconnaitre si une ¢quation a des racines imaginaires. — 2. Ou
P’on donne des régles pour déterminer dans certains cas lc combre des racines
imaginaires des équations. — 3. Ou 'on applique la théorie précédente aux
équations des second, troisiéme et quatriéme degrés. — 4. Sur la maniére de
trouver les racines imaginaires d’une équation.) — Sur la maniére d’approcher
de la valeur numérique des racines des équations par les fractions continucs.
(1. Sur les fractions continues périodiques. — 2. Ou l'on donne une maniére
trés simple de réduire en fractions continues les racines des équations du
second degré. —— 3. Géndéralisation de la théorie des fractions continues. —
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4. Ot l'on propose différents moyens pour simplifier le calcul des racines par
les fractions continues.) — Notes sur la theorie des équations algebriques.

Le Tome IX (Théorie des fonctions analytiques) contient : INTRODUCTION.
Des fonctions en général; des fonclions primilives et dérivées. — Des dillé-
rentes maniéres dont on a envisagé le Calcul différentiel. — Objet de cet Ou-
yrage. — 1r* PAarTIiE : Exposition de la théoric avec ses principaux usages
dans I’Analysc. — II* PARTIE : Application de la théorie des fonctions a la
Géométrie. — 1II° PARTIE : Applicalion de la théorie des fonctions & la Méca-
nique. — NoTE de Serret .

Le Tome X ( Legons sur le Galcul des fonctions) contient : Avertissement. —
Sur lobjet du Calcul des Fonctions et sur les Fonctions en général. —— Sur
le développcment d’une Fonction d’une variable, Jorsqu'on attribue un accrois-
semenl & cetle variable. Loi générale de ce développement. Origine des Fonc-
tions dérivées. Diflérents ordres de ces Fonctions. Leur notation. — Fonctions
dérivées des puissances. Développement d'une puissance quelconque d’un
binome. — Fonctions dérivées des quanlilés exponentielles et logarithmiques.
Développement dec ces quantités en séries. — Fonctions dérivées des sinus et
cosinus d’angles exprimés par les sinus et cosinus. Développement de ces
Juantités en séries. — Fonctions dérivées des guantités composées de diflé-
rentes fonctions d’'une méme variable on dépenganles de ces fonctions par des
équations données. — Sur la maniére de rapJ)orler les Fonctions dérivées a
différentes variables. — Du développement des Fonctions lorsqu’on donne 4
la variable une valeur déizrminée. Cas dans lesquels la régle générale est en
défaut. Analyse de ces cas. Des valeurs des fractions dont le numérateur ct le
dénominaleur s’évanouissent a la fois. — De la maniére d’avoir les limites du
développement d'une fonction, lorsqu'on n’a égard qu’a un nombre déierminé
de termes. Cas dans lesquels les principes du Calcul différentiel sont en défaut. -
Théoréme fondamental. Limites de plusieurs séries. Maniére rigoureuse d’in-
troduire les Fonctions dérivées dans Ja théorie des courbes et dans celle des
mouvements vari¢s. — Des équations dérivées et de leur usage pour la trans-
formation des Fonctions. Analyse des sections angulaires. — Suite de ’analyse
des scctions angulaires, ou on démouire les formules générales données dans
la Lecon Précédente. — Théorie générale des équations dérivées et des cons-
tantes arbitraires. Théorie des multiplicateurs des équalions dérivées. —
Des valeurs singuliéres qui satisfont aux équations dérivées, et qui ne sont pas
comprises dans les éguations primitives. 'ﬂxéorie des équations primitives sin-
guliéres. — Comment |’équation primitive singuliére résulte de I’équation
dérivée, — Equations dérivées qui ont des équations primitives singuliéres
données. Analyse d’une classe d’équations de tous les ordres qui ont toujours
nécessairement des équations primitives singuliéres. — Sur diilérents Pro-

Dlémes relatifs a la théorie des équations primitives et singuliéres. — Digres-
sion sur les équations aux dilférences finies, sur le passage de ces différences
aux différentielles et sur 'invention du Calcul différentiel. — Des fonctions

de deux ou plusicurs variables; de leurs fonctions dérivées. Notation et forma-
tion de ces fonctions. — Equations dérivées & plusieurs variables. Théorie de
ces équations. Méthodes générales pour trouver les équations primitives des
équations du premier ordre & plusieurs variables. Des équations de condition
par lesquelles on peut reconnaitre si une fonction d’'un ordre quelconque de
dlusieurs variables est une fonction dérivée exacte. Analogie de ces équations
svec celles du probléme des isopérimétres. Histoire de ce probléeme. Méthode
Jes variations. — MéLhode des variations, déduite de la considéralion des
‘onctions.

{ges ;I‘ozvms XI et XI1 comprennent Ja Mécanique Analytigque (voir prospectus
spécial)
pLe Tome XIII (Correspondance ) cdntient 72 Lettres inédites qui sont publides
d’aprés les manuscrits autographes de d’Alembert et de Lagrange conservés a
fa Bibliothéque de V'Institut de France. Ces Lettres, d’un grand intérét scien-
tiigue et historique, sont mises en ordre et annolées par Ludovic Lalanne.

Le Toue XIV et dernier renferme, entre autres, la Correspondance inédite de
Lagrange avec Condorcet, Euler, Laplace, etc.; il est précédé d’une Notice
destinée & compléter celle que 'on doit 4 Delambre. et qui a éLé renroduite en
wte du premier Volume de Ia Collection.
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QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6°).

Eavof fzanco dans toute 'Unien postale contrs mandat de peste ou valeur sur Paris.

TRAITE

D’ELECTRICITE

ET DE

MAGNETISME,

J. CLERK MAXWELL, M. A

PROFESSEUR DR PHYSIQUE EXPERIMENTALE A L’UNIVERSITE DE CAMBRIDGR.

Traduit de l'anglais sur la deuxiéme édition,
Par G. SELIGMANN-LUI,

Ancien 613ve de U'Ecole Polytechnique, Ingénicur des Télégraphes,

AVEC
NOTES ET ECLAIRCISSEMENTS,
- PAR
A. Cornu, de I'astitus, et A, Potier, Professeurs & 'Ecole Polytechnigus,
ET UN APPENDICE

Sur LA TrEoRIE DES QuaTERNIons, par E. Sarrau, de Iinstitut,
Profe a I'Eoole Poly i

DEUX PORTS VOLUMES GRAND IN-8, AVEC PIGURES ET 20 PLANCHES DANS LR
TEXTE, ET 1 PLANCHE EN COULEUR HORS TEXTE; 1885-1889. 30 fr.

Chaque volume se vend séparément : 15 fr.

AVERTISSEMENT DE L’EDITEUR.

Dans cette édition frangaise, le texte de I'illustre Maxwell a été scrupu-
leusement respectéd; mais, en raison méme de la Adélité avec laquelle lo
traducteur a suivi Poriginal, on a jugé utile d'ajouter quelques éclaircis-
soments destinds A faciliter I'étude de cet Ouvrage aux lecteurs peu fami-
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liarisés avec les formes de Fenscignement anglais. Dans le mAme but, on a
complété I'Ouvrage par des Notes sur certaines questions qui ne sont pas
encore entrées dans notre enseignement ( T%eorie des Quaternions, Thevrie
des 'Sphériques harmoniques, olc.), et par des renseignements bibliogra.
phiques.

Sous cette forme, l'édition francaise peut étre lue ayec fruil par nos pro-
fesseurs et méme par les éléves des Facultés et des Ecoles spéciales.

Avec les progres qui s’accomplissent tous les jours dans I'utilisution prati-
que de I'Electricité, les ingénieurs-électriciens sont amonés inévitabiement
i perfectionner leurs connaissances théoriques, spécialement en ce qui con-
cerne les mesures électriques, L'Quvrage de Maxwell contient précisément
un bon nombre de Chapitres, d’une lecture aisée, oit se trouvent exposées,
avec une clarté parfaite, les théories de ces méthodes rigoureuses aontl'u-
sage est devenu si général. Les Notes relatives aux questions soulevées par
le dernier congrés des électriciens ajouteront encore a l'intérét qui s‘altache
actuellement a ces études. L'ingénieur-électricien trouvera done également
grand profit & consulter et & méditer le livre de Maxwell

TABLE DES MATIERES DU TOME I.

PRELIMINAIRES. — De la mesure des quantités. Les trois unités fonda
mentales. Unités dérivées. De la continuité et de la discontinuité en Physique.
Discontinuité d’'une fonction de plasieurs variables. Discontinuité des dérivées
d’une fonction continuc. Fonctions periodiques et fonctions muitiformes. Rela
tion entre les quantités physiques et les directions dans I’espace. Des inté.
grales suivant une ligne. Des potentiels. Cyclose des surfaces et des régions.
Des intégrales sur une surface. Des tubes et des lignes de flux. Des régions
périphractiques. Des relations dextrogyres et lévogyres dans I'espace. Effet de
Yopérateur A sur une fonction vectorielle. »

Premiére Partie. — Electrostatique.

CHAPITRE I". — Description des phénoménes. Electrisation par frotte-
ment. Electrisation par induction, Electrisation par conduction. Conducteurs
et isolanls. Théorie de deux fluides. Théorie d’un seul fluide. Mesure de la
force qui s’exerce entre les corps électrisés. Variation de la force avec la dis-
tance. Définition de l'unité électrostatique d’électricité. Dimensions de Vunité
électrostatique de quantité. Démonstration de la loi de fa force électrique. Le
champ électrique. Force électromotrice et potentiel. Surfaces équipoten-
tielles. Lignes de force. Tension électrique. Force électromotrice. Capacité
d’un conducteur. Accumulateurs électriques. — Propriétés des corps relati-
vement & V'dlectricité statique. Résistance au passage de I'électricité a tra-
vers un corps. — Diélectriques. Pouvoir inducteur spécifique. Absorption de
i'¢lectricité. Décharge disruptive. L’effluve électrique. L’aigrette électriquc.
I’étincelle électrique. Phénoménes électriques de la tourmaline. — Plan de
cet Ouvrage.

CHAPITRE 1I. — Théorie mathématique élémentaire de I'électricité sta-
tique. Définition de I'électricité considérée comme quantité mathématique. —
Densité électrique. Distribution dans Pespace. Distribution sur une surface.
Distribution sur une ligne. Définition de Punité d’éleciricité, Loi de la force
agissant entre les corps électrisés. Force résultante entre deux corps. Intensité
résultante en un point. Intégrale de Pintensité électrique, ou force électro-
motrice suivant un arc de courbe. Des fonctions de la position d’un point. Des
fonctions potentielles. Expression de Pintensité résultante et de ses compe-
santes, en fonction du potentiel. Le potentiel est le méme en tous les points
situés a Vintéricur d’un conducteur. Potentiel dd A un systéme électrique
quelconque. Sur la démonstration de la loi de Vinverse du carré des dis-
tances. Théorie de cette expérience. Intégrale de I'induction électrique, et dé-
placement électrique 2 travers une surface. Induction & travers une surface
fermée due A un seul centre de force. Des équations de Lapiace et de Poisson.
variation du potentiel sur une surface chargée. Force agissant sur unesurface
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&lectrisée. Surface électrisée d’'un conducteur. Des lignes de force. Du pouvoir
inductenr spécifique. Distribution apparente de Vélectricité,

CIIAPITRE III, — Du travail électrique et de I'énergie d'un systéme de
conducteurs. — Du travail que doit exécuter un agent extérieur pour char-

¢r d’'une maniére donnée un systéme électrisé. Théorie d’un systéme de con-

ucteurs. Dimensions des coefficients. De certaines conditions auxquelles
doivent satisfaire les coefficients. Travail des forces ¢lectriques pendant le dépla-
cement d’un systéme de conducteurs isolés et électrisés. Travail des forces
électriques pendant le déplacement d'un systéme dont les potentiels sont
maintenus constants. De la comparaison des systémes élestrisés semblables.

CHAPITRE IV. — Théorédmes généraux. Théoréme de Green. Enoncé du théo-
réme de Green. Fonction de Green. Théoréme de Thomson. Limites entre les-

- quelles doit étre comprise la capacité électrique d’un conducteur.
CHAPITRE V. — Action mécanique entre deux systémes élactrisés.
CHAPITRE V1. — Des points et des lignes d'équilibre. Théoréme d'Earn-

shaw.

CHAPITRE VII. — Forme des surfaces équipotentielles et des lignes d'in-
duction dans des cas simples. Note I, rclative & la construction de la planche
LI; par M. 4. Cornu. Note 1I, relative au tracé des lignes de force dans le cas
ot le champ électrique est symétrique autour d'un axe de révolution; par
MM. A. Cornu et A. Potier.

CHAPITRE VIII, — Cas simples de distribution. Deux plans paralléles.
Deux surfaces sphériques concentriques. Deux surfaces cylindriques infinies ayant
méme axe.

CHAPITRE IX. — Sphériques harmoniques. Des points singuliers ol le po-
tentiel devient infini. Harmonriques conjugués. Distribution de I'électricité sur
un conducteur 4 peu prés sphérique. Note sur les sphériques harmoniques; par
M. Potier.

CHAPITRE X. — Surfaces du deuxiéme degré homofocales. Solutions par-
ticuliéres. Hyperbolotdes a deux nappes. Hyperboloide a une nappe. Ellipsoides,
Cas particuliers.

CHAPITRE XI.— Théorie des images électriques et del'inversion électrique.
Théorie des images électriques. Images dans une surface plane conductrice
indéfinie. D2 l'inversion électrique. Sur les systémes finis d’images successives.
Cas de deux sphéres orthogonales. Distribution de Pélectricité sur trois sur-
faces sphériques orthogonales. Systéme de quatre sphéres orthogonales soumis
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