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Sui parametri e gli invarianti
delle forme quadratiche differenziali.

(Memoria del prof. G. Ricct, a Padova.)

Nella Introduzione alla Memoria del prof. BeLtrami: Sulla teorica gene-
rale dei parametri differenziali inserita nel Tomo VIII della Serie II delle
Memorie dell’Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna & fatto avvertire
la proprietd essenziale di detti parametri essere quella notata da Jacosr, cioe
che la loro trasformazione non richiede altro fuorché la conoscenza dellu
Jorma, che assume Uelemento lineare nel nuovo sistema di variabili. Da questa
osservazione emana naturalmente il dubbio che, anche limitandosi alle espres-
sioni di 2° ordine, non soltanto quelle comunemente conosciute e designate coi
simboli A, U, A,A,U, v(UA,U) meritino tal nome; e cid tanto pit che per essi
la proprietd medesima & stata fino ad ora dimostrata con metodi indiretti ed
artificiosi.

Come metodo diretto per tali indagini si offre naturalmente quello seguito
dal prof. Casoratr nella sua Ricerca fondamentale per lo studio di una certa
classe di proprietts delle superficie curve (*) e che consiste nell’eliminare tra
due sistemi di quantithd corrispondenti a due diversi sistemi di variabili le de-
rivate delle une rispetto alle altre per giungere alle equazioni esprimenti ap-
punto la ricordata proprietd essenziale. Da questo punto di vista in fatti la
teoria dei parametri differenziali racchiude in s quella degli invarianti delle
forme differenziali quadratiche, la quale, sebbene svolta soltanto nel caso delle
superficie ordinarie a due dimensioni, & oggetto della Memoria del Casorarr.
I risultati relativi alla ricerca medesima contenuti nei miei Principii di una
teoria delle forme differenziali quadratiche (**), pei quali gli invarianti degli

(*) Annali di TorroLini, vol, I e IV,
(**) Tomo XII della Serie II di questi Annali.

Annali di Matematica, tomo XIV, 1
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2 Ricci: Sui parametri e gli invarianti

elementi lineari delle superficie di quante si vogliano dimensioni si sono pre-
sentati come veri e propri invarianti algebrici di un sistema di due forme qua-
dratiche covarianti, mi hanno indotto a cercare una via simile per giungere
ai parametri differenziali di 2° ordine.

Partendo da una forma differenziale quadratica qualunque ¢ ad » variabili
Ly, Xgy... Ty € da una funzione arbitraria U di queste si vedra nel § 3 del pre-

sente scritto come aggiungendo alle una conveniente funzione lineare

al
delle o

si ottengano i coefficienti U, di una forma quadratica y covariante a ¢. For-
mando col metodo noto il sistema degli invarianti assoluti delle due forme, si
hanno # parametri differenziali di 2° ordine di ¢, rispettivamente dei gradi
1, 2,... n nelle derivate di U, e si riconosce facilmente che quello di 1° grado
non & che il A,U. Dal punto di vista delle applicazioni & notevole che nel caso
del nostro spazio anche i due nuovi parametri di 2° ordine, che cosl si trovano,
eguagliati a zero danno delle equazioni a derivate parziali, che sono soddisfatte

da funzioni del solo raggio vettore p e precisamente da {p e da p. Partendo

dxrdxs

» 1 cui coefficienti dipendono da quelli di ¢ e dalle loro derivate prime,

dalla nota proprietd che le g—xU gono controgredienti alle dz, si hanno gli

altri parametri differenziali di 2° ordine giad noti, ciod il vUA,U e il AAT,
che sono 'uno un covariante e 1’altro un controvarianie di ¢. Perd tutti questi
parametri differenziali di 2° ordine non contengono che le derivate prime dei
coefficienti della forma differenziale. La introduzione delle loro derivate seconde
conduce a quelli della nota forma quadrilineare ¢ covariante alla data, 1l cui
annullarsi identicamente costituisce, come dimostrd pel primo Riemawy, la con-
dizione necessaria e sufficiente, perche la ¢ sia di classe 0. Cosl la determina-
zione degli ulteriori parametri differenziali di 2° ordine si riduce a quelli degli
invarianti e covarianti del sistema di forme ¢, y e ¢, determinazione, che non
presenta alcuna difficoltd nei casi, in cul alla forma quadrilineare ¢ se ne pud
sostituire una quadratica, come per esempio, quando & n =3, o la forma pro-
posta ¢ rappresenta I'elemento lineare di una superficie a pit di due dimensioni.

La determinazione dei parametri differenziali di 2° ordine con piltt funzioni
arbitrarie non richiede che la considerazione assieme a ¢ e ¢ di tutte le forme,
che, come la y da U, si possono dedurre dalle funzioni stesse.

Nel § 4 & indicato in modo generale e senza scendere ad applicazioni il
metodo da seguire per giungere ai parametri differenziali di ordine superiore
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delle forme quadratiche differenziali. 3

al secondo, metodo, che & naturalmente suggerito dai risultati gia ottenuti nel
§ 3. Come in fatti in questo paragrafo le derivate seconde di U sono state
espresse per le U,s, cosl alle derivate terze di U, si sostituiscono con metodi
e risultati analoghi i coefficienti di una forma cubica covariante a ¢. E in ge-
nerale alle derivate dell’ordine msime di U si sostituiscono i coefficienti di una
forma di grado m covariante alla proposta. Questa medesima sostituzione parmi
debba spesso tornare utile nelle ricerche analitiche, perchée i coeflicienti stessi
non introducono nei cambiamenti di variabili, esplicitamente, se non le derivate
prime delle antiche rispetto alle nuove e, dipendendo dalla forma dell’elemento
lineare, indicheranno in ogni problema naturalmente le coordinate da preferire
per dare alle equazioni del problema stesso la maggiore possibile semplicitd.
Nel caso che I'elemento lineare abbia la forma Y da} essi coincidono colle de-

rivate di ordine m di U e ad esse forse meglio che a1 parametri differenziali
si addice il considerarle, come disse di questi il Laus (*), come qualche cosa
plus essentielle, plus simple et en méme temps plus compléte que toutes les
dérivées partielles.

Allo sviluppo dei risultati test® accennati e che parmi non manchino di
interesse ho creduto premettere nel § 1 alcune considerazioni generali sul pro-
blema propostomi e sul metodo seguito per risolverlo e nel § 2 una breve espo-
sizione dei risultati da lungo tempo conosciuti e relativi ai parametri differen-
ziali di 1° ordine.

§ L

Considerazioni generali.

Avendo a considerare delle funzioni ¢ di # variabili 2,,"2,,... &, indiche-
remo per brevitd con ¢ la derivata di ¢ rispetto ad x,, con ¢* la derivata
seconda di ¢ rispetto ad z, ed x;, ecc. Ometteremo pure, per brevita, di indi-

care i limiti delle sommatorie, quando queste si debbano intendere estese da
1 fino ad n.

Chiamiamo forma differenziale quadratica ad n variabili ogni espressione

Al
¢ = éarsdx,d:rs,
T

in cui le a,s sono funzioni di #,, #:,... #,. Nelle considerazioni seguenti sup-

(*) Lecons sur les coordonnées curviligne, § XV.
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4 Ricci: Sui parametri e gli invariantt

porremo sempre che il discriminante o di ¢ sia differente da 0 e chiameremo
parametrs differenziali della forma stessa tutte le espressioni, che contengono
i coefficienti di ¢, una o pilt funzioni arbitrarie e le derivate di tutte queste
quantitd, e non cambiano forma quando alle variabili z,, #,,... z, se ne sosti-
tuiscono delle nuove %, #;,... t,. Il loro ordine si desume da quello delle
derivate pitt alte in essi contenute. Quei parametri differenziali, che non con-
tengono né le funzioni arbitrarie, né le loro derivate si diranno invarianti dif-
Serenziali.

Quando si sostituiscano le variabili # alle  indicheremo con z la de-
rivata di 25 rispetto ad u. e adotteremo per le quantitd relative alle nuove
variabili notazioni analoghe a quelle adottate per le quantitd corrispondenti
relative alle antiche, distinguendo le une dalle altre con delle parentesi. Cosi
con (apy) indicheremo il coefficiente generico della forma trasformata di ¢, con
(U") la derivata di U rispetto ad u,, ecc. ed avremo

(apg) = Ztirs o (1)
(a(’)) — 2“ x“) 2P 20 +3 v Ays x(zﬂ x(q) + 229 4P @)
(U(r)) = ‘;:‘ U gl (T
(U(rs)) — %U(hk) xﬁf) xszs) + zl;U(h) x;‘rs) (II)

---------------------

Se si indica con F(ays,... a2,... U,... UM, ... U9)) un parametro dif-
ferenziale, la equazione

Ftrs... ... U...UD... ) = F(a,s)... @2)... [U)... (UW)... (U,

che ne rappresenta la proprietd caratteristica, dovra risultare dalla eliminazione
della &, 2{,... tra le (1), (2),... (D), (ID)...

Ne viene per conseguenza che, se si eccettuano le stesse funzioni arbltrarle
U, V,... che possono a tenore della definizione data riguardarsi come para-
metri differenziali di ordine O, ogni parametro differenziale non conterrd che
le derivate delle funzioni arbitrarie. Se si nota di piu che per conseguenza
ogni altro parametro differenziale di ordine O sarebbe un invariante algebrico
assoluto della forma ¢, la quale non ne ammette, si conclude che, all’infuori
delle funzioni arbitrarie non esistono parametri, né invarianti differenziali di
ordine 0.
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delle forme quadratiche differenziali. 5

§ 2.

Parametri differenziali di 4° ordine.

Se si pone
1 ; .
rs,i =3 (@ + o) — a,)) 6))
dalle (2) si hanno le _
(@rs, i) = a}]x_f,” | S, g 2 + hz tng 2, (2bie)

come da queste si trarrebbero reciprocamente le (2). Invece delle (2) possiamo
dunque considerare le (2%<) e poiche evidentemente tra queste non & possibile
eliminare le 7* conviene concludere che i parametri differenziali di 1° ordine
non possono contenere le @, ;. Abbiamo cosl il seguente

Trorewa: I parametri differenziali di 1° ordine non contengono le de-
rivate dei coefficienti della forma differenziale.

Da esso si trae il

Cororrario: Non esistono invarianti differenziali di¢ 1° ordine.

Dal teorema dimostrato si deduce pure che i parametri differenziali di
1° ordine si avranno eliminando le 2} tra le (1) e (I). Queste ci dicono che le
U@ sono controgredienti alle dz, cosl che la determinazione dei parametri
differenziali di 1° ordine coincide con quella dei controvarianti della forma ¢
considerata come forma algebrica quadratica. B questa appunto la via tenuta
dal prof. Bevtrant nella Memoria citata per giungere ai due parametri diffe-
renziali di 1° ordine con una o due funzioni arbitrarie

' au dau
A1U= %Crsd—xrm
UV = B0, 20 AV

8 W dxs ’
nei quali & stato posto

Cps = ——> (4)

a

indicando con a,s il complemento algebrico di a,s.
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6 Ricti: Sui parametri e gli invarianti

§ 3.

Parametri differenziali di 2° ordine.

Se si pone
Ur = A“C»rs U(s) (5)
si ha
— ¥ (UP) z\P (Ibis)

la quale ci dice che le U sono cogredienti alle dx,. Per questa ragione &
spesso opportuno, come vedremo in seguito introdurre le U, invece delle U®),
le (I¥%) invece delle (I).

Le (2%%) risolute rispetto alle §/® danno dopo alcune trasformazioni

2" = 3 (epg) (s, ) 47 — Ncnp age p g 24 (6)
prq pqt
e questi valori sostituiti nelle (II) danno
(Ur) = X U2, (I1%)
ki
posto ‘
Upe =UM — Y ape : Us. )

La (II%) confrontata colla (1) ci dice che la forma di coefficienti Unx & cova-
riante alla ¢. Se si indica quindi con ¢, il coefliciente di ¢ nel determinante

Y * (@t cUn) - (@nn+cUnn) € si pone
A?'I‘U=££

o

le espressioni A,, U sono parametri differenziali di 2° ordine della forma ¢ con

una funzione arbitraria U e di grado r rispetto alle derivate di questa funzione.
Si ha
Ay U= %chk Unk

e poiché per le (3) &
1 =
= — VB g — — (a))
zchkahkj 24 on nj Ve (Va)
avremo dalla (7)

1 —,.
AU = }:chkU (hE) + 'Z)Z_ahj U; 4 i 3 {a)d U;
J J

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle forme quadratiche differenziali. 7

e poiche dalle (5) si trae EahjUj= g
J

La espressione, che si trova al secondo membro di questa equazione, & quella
del parametro differenziale di 2° ordine communemente indicato con A,U sotto
la forma datagli dal prof. Bentramr nel § 3 della Memoria pilt volte ricordata.

Noteremo di pilt che se & ¢ = S‘dm,, si ha Upp = UM e A, non & che la

somma dei minori principali di ordine 7 nel determinante 3 £ Uwye,, g,
cosi che A,, coincide con questo stesso determinante.

Se si costruisce il sistema di invarianti algebrici assoluti communi alla
forma ¢ ed a pid forme rispettivamente di coefficienti Uys, Visy, Wes,-.. for-
mati tutti analogamente alle U, coi coefficienti delle funzioni arbitrarie U, V,
W,... si ottengono dei parametri differenziali di 2° ordine con un numero qual-
sivoglia di funzioni arbitrarie.

Le V;= A‘c”V (r) sono variabili cogredienti e le “UWV, controgredienti

alle dz,. Le prnne danno quindi luogo non soltanto al covariante di ¢, che
coincide col parametro differenziale d1 1° ordine di ¥, ma ben’anche al cova-
riante ZUNV Vs, e le seconde al controvariante Y c.sUsr Ujs ViV, che sono

8y

tutti parametn differenziali di 2° ordine con due funzioni arbitrarie; e cosl pure
le espressioni \‘U,SU Vs, XersUs Ui Us V. Limitandoci perd a considerare i

s
parametri dlﬁ'erenmah di 2° ordine con una sola funzione arbitraria noteremo
che avendosi, come & facile dimostrare,

dAlU

d.’l‘r

v-UAU=23U,U,U,

Uu U:

si ha pure

A‘ . A1U= 4:ECTSU{rI]:7'3lT£U'.

84
E del resto evidente in generale che sostituendo in un parametro diffe-

renziale ad una funzione arbitraria un parametro differenziale si ha un nuovo
parametro differenziale.

Cerchiamo ora i parametri differenziali di 2° ordine, che contengono anche
le derivate seconde dei_coefficienti di ¢. Dalle (3) si ha

a&-? = Oyt s + Ast,r (8)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Ricei: Sui parametri e gli tnvariants

cosl che le derivate seconde delle a,s si esprimono per le derivate prime delle
e, s. Derivando la (2%%) rispetto ad u; e calcolando per mezzo delle (2%%) me-
desime-la espressione Y, (Cpq) (@rs,p) (@i, 4) si ottiene facilmente la
pq
(8)

(af.?l ) = X (Cpg) (@rs, p) (@i, g) =th l“;z{»?, g = X Cut Ok, u Ogj, | ot “’s(zi) “’J('l)
Prq Jg wt

9
. { (sl 0l { . ; gl (
+ Do, oo @l 3l + P a” + oD ) + h}g}ahgwg"wﬁi” .
)

Da queste si eliminano facilmente le z3*” e, ponendo

@in, gk = g — 0ff 5 4 3 Crs [ @ik, r Qhg, s — ig, r Oit, 5| (10)

T8
si ottiene
1) (
(1m, pq) =z_%c tin, gn 0§ &P @ 2. @)
g

Le espressioni (10) sono note ed & pur noto che I'annullarsi identicamente della
forma quadrilineare ¢, di cui esse sono i coefficienti, da le condizioni necessarie
e sufficienti, perché la forma ¢ sia di classe 0 (*). La (3') dice che questa forma
¢ covariante a ¢ e la determinazione degli invarianti differenziali di 2° ordine
di ¢ & cosl ridotta a quella degli invarianti algebrici assoluti del sistema di
forme ¢ e ¢. Da cid si deduce subito il seguente
Trorema: Le forme differenziali quadratiche di classe O non -ammettono

mvarianti differenziali di 2° ordine.

I facile dalle (3) dedurre che se per un dato sistema di variabili z le
espressioni @i, gx sono i minori di 2° ordine di un determinante simmetrico di
grado n, i cui elementi indicheremo con &z, se ciod si ha

@in, gk = bigbnr — Dirbgn; bk = brn, (11)
per un altro sistema qualunque di variabili » si ha pure
(im, pg) = (b1p) (bing) — (big) (Brap)y

(big) = g}] bigad wl. (3"

con

Queste ultime equivalgono in questo caso alle (3) e allora la determinazione
degli invarianti differenziali di 2° ordine di ¢ si riduce a quella degli » inva-

(*) Veggasi il § 2 della mia citata Memoria.
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delle forme quadratiche differenziali. 9

rianti algebrici assoluti della forma ¢ e di quella ¢/ di coefficienti b,s, che
secondo la (3") le & covariante.

Poiché i1 numero delle- espressioni a;; g indipendenti fra di loro @
ne(nt—1) n(n -+ 1)
—— —
in questo caso si potrd scmpre sostituire le (3") alle (3"). Per n =2, cio¢ quando
¢ rappresenta I’elemento lineare di una superficie del nostro spazio, si ha una
sola (11), la quale determina soltanto il discriminante della forma ¢, e non i
suoi singoli coefficienti. Questo discriminante & @, ., € non esiste in questo

> quello delle b;, e questi due numeri coineidono per n =3,

. . . . . . . Az 12 .
caso che un solo invariante differenziale di 2° ordine, cio® — il quale rap-

presenta la curvatura sferica della superficie.

Le (11) hanno luogo anche quando la forma ¢ & di 1* classe (*), cio®
quando essa rappresenta l’elemento lineare di una superficie ad » dimensioni.
Come si sa, una tale superficie ammette » raggi principali di curvatura e per
n>2 i coeflicienti della equazione di grado », che ha per radici questi raggi,
supposto ridotto all’unitd quello della potenza nse della incognita, costitui-
scono n invarianti differenziali indipendenti della forma ¢.

Per ottenere tutti i parametri differenziali di 2° ordine basta assieme alla
(1) e (3') considerare le (I) (II%s) e le analoghe a queste ultime relative ad
altre funzioni arbitrarie ed eliminare tra esse in tutti i modi possibili le ;.
Quando alle (3") si possono costituire le (3”), una tale eliminazione non eccede
i limiti della teoria ordinaria dei sistemi di forme algebriche quadratiche.

§ 4.

Parametri differenziali di 3° ordine.

Se nella nota formula
(U(rst)) __;k;“ U (hkj) x;:-) xsg) x}t) _‘_h kE U (hR) (x%‘) wgft) -+ xs:) x;;«t) + wgct) xﬁ,"’)

ST (II0)
h

si sostituiscono per le U™, UMK ed i i valori dati dalle (5), (7) e (6) ed

(*) Veggasi il § 3 della mia citata Memoria.
Annali di Matematica, tomo XIV, 2
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10 Ricci. Sui paramelri e gli invariantt

(rst
b )

alle @™ quelle, che si ottengono derivando le (6) rispetto ad w, e si pone

Unrj = UKD — 3 cpq [ann, p Uyj + ik, p Ugn -+ anj, p Ugr] —
Pq .

$ [0 A\ (12)
— > [@n, g — = Cpg Ahk, g %gj p] Uy

si giunge dopo alcune riduzioni servendosi di formule gid precedentemente

trovate alle
(Upse) = ) Upij 237 28 29, (I1D%)
)

le quali si possono considerare invece delle (III).

Per ottenere le derivate terze delle (a,s) espresse per quelle delle a,s pos-
siamo partire dalle (9). Come si deduce dalla forma di queste la eliminazione
delle derivate quarte delle 2 rispetto alle u conduce a delle risultanti, le quali
contengono soltanto le derivate prime delle espressioni indicate nel paragrafo,
precedente coi simboli (aum py), @in gr. Queste risultanti perd si ottengono pilt
facilmente derivando le (3') o (3"), quando queste si possono sostituire a quelle.
Si introdurranno cosl le derivate seconde delle x rispetto alle » e a queste
dovranno sostituirsi 1 loro valori dati dalle (6).

Nel caso di #=2 non si ha che una equazione (3'), alla quale si pud

sostituire la
(12 12) Ai2 12
= ’

(@ = a

che le equivale, tenuto conto delle (1). In questo caso quindi ¢ non ha che

a12 12

» ) E poiche, secondo quanto

un invariante differenziale di 3° ordine il Ai(

abbiamo ora osservato, per la ricerca degli invarianti differenziali di ordine
superiore al secondo basta tener conto delle (3") o (3"), potremo concludere in
generale che nel caso delle superficie a due dimensioni per ottenere gli inva-
rianti differenziali di ordine m - 2, basta determinare tutti i parametri diffe-
renziali di ordine m con una sola funzione arbitraria e sostituire a questa la
curvatura sferica della superficie. Tale nella sostanza & il metodo seguito dal
prof. Casorar: nel § 4 e 5 della sua Ricerca fondamentale.

Per n>2 ci limiteremo a considerare soltanto il caso, in cui alle (3') si
possono sostituire le (3”). Adottando per la forma ¢ di coefficienti b,s mota-
zioni analoghe a quelle adottate per la ¢, la derivazione delle (3") conduce alle
formule corrispendenti alle (25%). Sostituendo in esse alle 27 i valori dati dalle
(6) e ponendo ’

Brrg = bk, g — X Cpgbgy Ohk, p
»q
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delle forme quadratiche differenziali. 11

si giunge alle
(ﬁrn‘) = ’%Bhkg x;:.) x(lg) x;;l)' (4,)

La determinazione degli invarianti differenziali di 3° ordine esigera la elimi-
nazione delle z;” tra le (1), (3") e (4), mentre per ottenere i parametri diffe-
renziali dello stesso ordine converrd tener conto ancora delle (I%%), (II%%) e
(I[I%s) e delle analoghe a queste relative ad altre funzioni arbitrarie.

Dalle (12), tenendo conto delle (10) si ha

Unkj — U, je = Xang. it Uy
g

e quindi, se la forma ¢ & di classe O Uppj = Upjr. E poiché & pure evidente-
mente Upgj == Upnj si vede che, quando la forma proposta ¢ & di classe 0, le
Unr; possono considerarsi come coefficienti di una forma cubica covariante alla
¢ stessa. Nel caso generale le Upxj sono i coefficienti di una forma quadratico-
lineare covariante pure alla ¢.

Cosl anche la ricerca dei parametri ed invarianti differenziali del 3° ordine
¢ ridotta a quella degli invarianti di sistemi di forme algebriche. Ad analoghi
risultati si giungerebbe per quelli degli ordini superiori, sui quali non & oppor-
tuno insistere, essendo il gid esposto sufficiente per le ordinarie applicazioni e
per porre in luce il metodo da seguirsi in simili ricerche. Noteremo soltanto
che, come si deduce dalle (9), invece delle derivate di ordine m + 2 delle a,s
si possono considerare quelle di ordine m delle am gx 0 bar. Da cid viene il

Teorema: Le forme differenziali quadratiche di classe O non hanno
invariants differenziale.

Padova, aprile 1885,
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Sur le minimum d'une intégrale.

(Par G. Sasivisg, professeur & U’Université d’ Odessa.)

)

J ai l'intention d’indiquer dans cet article quelques procédés qui servent
A résoudre le probleme du minimum d’une intégrale, minimum ayant lieu dans
les mémes conditions, olt subsiste le minimum de l'intégrale d’action.

L’analyse que je développe dans cet article, est également applicable au
cas d'un corps libre et au cas d'un systéme quelconque. Aussi, uniquement
pour plus de brieveté, nous bornerons-nous au cas d’un corps libre, en sup-
posant que sa masse est égale & l'unité.

Si I'on rapporte la position du corps & trois axes de coordonnées rectan-
gulaires, que l'on désigne par ¢ le temps et par x, y, z les coordonnées du
corps au bout du temps ¢ et que I'on désigne encore par II la fonction des
forces, qui, étant donnée comme la fonction de x, y, 2, ne contient pas ¢ expli-
citement, l'intégrale que nous avons & considérer aura pour valeur

1]
V.—_-J mnd:.

f, et #, étant les limites du temps, c’est-a-dire les valeurs de ¢, entre lesquelles
I'intégrale V est prise et qui répondent aux deux positions données du corps.
Si I'on désigne par 27T la force vive du corps et que I'on pose

dx dy _dz

on aura
1
T=§ P+ ¢+
Qi I'on désigne par % une constante arbitraire, I'équation des forces vives sera
II — T = k'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 Sabinine: Sur le minimum d'une intégrale.

Cette équation, étant considérée comme l'équation de condition, le pro-
bleme qui nous occupe, s'énoncera de cette maniere:

« Parmi toutes les z, v, 2 fonctions de ¢ qui satisfont & I’équation de
condition II — T'= h, pourvu que la constante % conserve la méme valeur,
trouver celles qui rendent l'intégrale V" un minimum pour toutes valeurs de ¢,
comprises entre £, et ¢, qui répondent aux deux positions données du corps? »

La recherche des fonctions inconnues z, ¥, z qui satisfont aux conditions
du probleme énoncé, conduit, comme I'on verra, aux équations du mouvement,
et les procédés que j'emploierai pour cette recherche ne dépendent pas d'une
hypothése quelconque par rapport aux variations du temps relatives & ses
limites; de plus ces procédés servent & démontrer que les variations du temps
relatives & ses limites, sont égales entre elles. La déduction des équations du
mouvement & l'aide de la solution du probleme énoncé fait 'objet du premier
paragraphe.

Dans le second paragraphe nous démontrerons cette proposition. « Lorsque
sous l'action des forces données, dont la fonction de z, y, 2, désignée par II,
ne contient pas le temps ¢ explicitement, se meut un corps depuis le mo-
ment ¢, ol il part du point donné A4, jusqu's celui ¢, ol il arrive & un autre

point donné B, de sorte que les équations de ce mouvement sont: an_ ¢z

dw  die’
g—;l =%2t% ) %—;—I=%2L—':; alors dans le méme intervalle du temps s’effectuent
tous les autres mouvements nouveaux, dont chacun aura lieu, si, rendant le
premier mouvement impossible par Pintroduction de liaisons nouvelles, on
oblige le corps & suivre, sous l'action des mémes forces données, une trajec-
toire, dont les coordonnées sont z + Az, y + Ay, 2+ Az ol A est le signe
des variations en général, pour passer du point A & B, tout en laissant sub-
sister I'’équation des forces vives et en conservant la valeur de la constante
qui exprime la différence II— T, olt T' est la demi-force vive du corps. »
A l'aide de la proposition qui vient d'8tre énoncée, il est facile, comme
I'on verra, de démontrer ces deux théoremes:

1) « Les conditions qui déterminent le principe de la moindre action,
sont telles qu'il en résulte que les variations du temps relatives & ses limites,
sont égales entre elles. »

2) « Dans le mouvement d’un corps animé par des forces données,
dont la fonction de z, ¥, 2, désignée par II, ne contient pas le temps ¢ ex-

¢
plicitement, l’intégraleI‘Hdt a un minimum, pourvu que les deux positions

to
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Sabinine: Sur le minimum d'une intégrale. 15

du corps, auxquelles répondent les limites du temps ¢, et #,, soient considérées
comme données et que I'équation AIl = AT aie lieu, 7' étant la demi-force
vive du corps et A étant le signe des variations en général. »

Dans le troisitme paragraphe je démontrerai que la seconde variation de
I"intégrale qui doit avoir un minimum, est toujours positive, au moins tant
que l'intervalle du temps auquel se rapporte I'intégrale reste inférieur & ume
certaine limite, et I'on peut affirmer, dés lors, que le minimum a lieu, en
général, effectivement.

Mon analyse, au fond, est la méme que celle que j'ai employée dans mes
deux articles: Sur la discussion de seconde variation des intégrales définies
multiples (*) et Sur le principe de la moindre action (**); mais la démon-
stration qui a occupé la page 119 du premier de ces deux articles et les
pages 247-249 du second article, est remplacée, dans Darticle présent, par
’autre démonstration qui, de la manitre la plus directe et la plus simple,
conduit & la conclusion, que, par une transformation, se réduit identiquement
& zéro une expression qui est mise sous le signe (37) dans mon second article
et en conséquence une expression analogue & celle qui est désignée par p
(for. 66) dans mon premier article. A I'aide de la démonstration qui vient d’étre
indiquée, la méthode de la réduction qu’il faut faire subir & la seconde varia-
tion d’une intégrale définie & une variable indépendante, cette méthode est a
I'abri des difficultés considérables qui résultent de ce que, comme l'on fait
ordinairement, au moyen des constantes arbitraires (***), on égale & zéro une

dt,
* dri
qui est mise sous le signe (66) dans le premier de mes deux articles signalés
plus haut. C’est 1a ce qui distingue mon travail des autres, dans lesquels,
comme je le sais, se traitait Ja théorie de la discussion de la seconde variation
d’une intégrale définie & une variable indépendante.

expression analogue 3 celle qui est le coefficient de ¢ dans la formule

Y

(*) Développements analytiques pour servir & compléter la discussion de la varias
tion seconde des intégrales définies multiples; par M. G. Sarizine. Bulletin des Sciences
‘Mathématiques et Astronomiques, rédigé par M. M. Darmoux, J. HoieL et J. TANKERY,
2° série, t. 2, p. 100-129, 1878.

) Sur le principe de la moindre actwn par G. SasinINE. Annali di Matematica
pura ed applicata. Série 2° t. 12, p, 251-261, 1884.

#%%) Ces constantes arbitraires, comme on le sait, entrent dans les solutions des équations
différentielles linéaires analogues & celles dont les intégrales sont connues par le théoréme
de Jacosr (Journal de CrELLE, t. 17).
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16 Sabinine: Sur le minimum d’une intégrale.

§ 1

D’aprés ce qui est exposé dans les trois premidres pages, les conditions
qui déterminent le probleme que nous avons & resoudre, consistent en ce que:
1) L’intégrale
¢,

V= f ‘md¢ 1)

[/

soit un minimum. ’
2) Les deux positions d'un corps, aux quelles répondent les limites du
temps ¢, et £, soient considérées comme données, en sorte que les variations

de ¢ et les variations tronquées de z, v, 2, répondantes & ¢, et £,, soient liées
par ces équations:

/"M:—/"pd\t, /t‘ay=—/t‘g8t, /"az=—/t‘rat
/’°ax=—/"'pat, /t°6y=—/t°qat, /toé‘z=—/t°7‘6t

d étant le signe des variations tronquées et / étant le signe de substitution (¥).

@)

3) Les x, y, z fonctions de ¢ qui rendent I'intégrale V" un minimum,
satisfassent & 1'équation des forces vives

0—T=h 3)
oll, comme nous avons posé
.dz d dz
p=g5  a=75 =T 4
T, la demi-force vive du corps, a pour valeur
1
= @+ ). ©)
4) L’équation
Al=AT
.« e . . an 4T .
aie lieu; cette équation, en vertu de ce que =77 5 réduit & celle

JM=0T. (6)

Pour resoudre le probleme qui se détermine par les quatre conditions énon-
cées, il faut rechercher le minimum relatif de 1’intégrale V" (1) avec la con-
dition que, & les équations (2) pres, les équations (3) et (6) aient lieu.

(¥) t, étant variable indépendante, on peut dénoter sa variation par At, aussi bien
que par 8¢,
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Sabinine: Sur le minimum d’une intégrale. 17

Suivant la méthode du facteur variable et indéterminé que Liacrance a
donné et qu’on emploie ordinairement dans la solution des questions des maxima
ou des minima relatifs, la recherche indiquée du minimum se raméne & la re-
cherche du minimum absolu de cette autre intégrale

W=.r‘vdt

t
dans laquelle

p=T+A[I—T—#

%, étant le facteur variable qu’il faut déterminer ainsi que les fonctions z, y, 2

au moyen de I'équation (3) et d’autres équations qui dérivent de I'équation
AW = 0.

La variation AW, comme on le sait, prend la forme

AW=/"[U+z(n_T—k)]at+f‘[an+xa(n—T)]dt )

Ayant égard & I'équation (3) et en faisant pour abréger

L=(+)92, M=(1+x)‘;—‘y‘, N=(+n4t ©
P=—)&p, Q=—lq, R=—ar

la formule (7) se réduit a celle

AW_—_/"nat+f‘[Lax+May'+Naz+Pd2f 4 %y +Rd§f]dt.
to t

dit

Si T'on intégre par parties, ayant égard aux équations (2) et (3), et que I'on
pose

ap aQ AR\ .
8,0=(L—W)o‘x+(ﬂf—m)3y+ (N_—d?)dz 9)
la variation AW dévient
t t t,
AW=["hot+] (1+21)Tat+f dta,v. (10)
to to ty
D’apreés les formules (8), (9) et (10) I'équation AW — O entraine les suivantes
[“het+[ '@ +2nTot=0 (11)
to to
Annali di Matematica, tomo XIV. 3
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18 Sabinine: Sur le minimum d’une intégrale.

R ) iyl BN
FSETIR
Si 'on multiple les équations (12) respectivement par p, ¢, 7 et qu’on les ajoute,
on trouve, toutes réductions faites et en observant que 0;—1: = %
Al 4+2011 _ o 13)
di
Nous allons démontrer que A = —% - Pour cela, des équations (4), (12) et (13)

nous déduirons celles, sur lesquelles sera fondée la démonstration que nous

avons en vue.
En vertu de I'intégration de I'équation (13), on obtiendra

r=C L (14)

(7 étant une constante.
La différentiation de cette équation par rapport & ¢, donne

aT
n_ T
dt — 21
ou bien
dH a1l an
20 Z’+ —q+ -
ax dy dz (15)
dt (p*-f—q’—}-r’f
aT _du ., : dn _amn . du _, dn
parce que —- = —— et a cause des équations (4) — v dxp_l—wq_’_TlZ

Remarquons que A ne peut pas étre égal & zéro, car la supposition que

2 est nul, en vertu des équations (12), conduirait & la conclusion que 2 =0,
(1 an . . . . .
%;: 0, Pl 0; mais cette conclusion serait en contradiction avec la con-

dition donnée; d’aprés laquelle II est la fonction de z, ¢, 2
Prenant en considération que A n’est pas nul et ayant égard aux équa-
tions (4), on peut toujours répresenter les équations (12) sous la forme

dp (1+)\)dH_}_7d)\ dq _(1+l)d_H__q_d7\

at *»  dz A di dt X dy Ade’ 16
dr (I—I—)\)ﬂ_it}_)_x. (16)
dt - T T % dz A dt
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Sabinine: Sur le minimum d’une intégrale. 19

81, dans le second membre de chacune des trois équations (16), on remplace
(% par sa valeur (15) et que I'on adjointe les équations obtenus aux équations

(4) et (15), on aura ce systtme des équations différentielles du premier ordre
dz dy dz \

W=P -cﬁ_g dt
d1I dI1 arl

dp _ 201’(—1’+ dy ¢ +E?r) (1 +Man
dt M2 2 F A dx
. {d1I d1l
aq_ 2" (dx"+ *‘7?’) _A4ndn an
ST AT > N dy
dn 41
dr 20 (d 2)+dqq+ dz ) (1+ndn
de A(p? 4+ g2+ 122 r de

9 C(d 1 dn + an )
d? (1}’+9 _'_72)2

y ¥y 2, P,y q, © et A étant considérées comme les fonctions inconnues de ¢

De plus, si, dans le second membre de chacune des trois équations (16) on sub-

stitue & % et A leurs valeurs (15) et (14) et que I'on adjointe les équations

obtenues aux équations (4), on aura ce systeme des équations différentielles du
premier ordre

dz _ dy _ dz _
t =D at 9 ar "

4Cyp ((iﬂp+dH —I~ﬂr>

dp __ dz d’!/ dz 204 (g Fryan
dt (A e+rR2C—wte+r)] 20—+ +rY)da

. i (18)
dg _ 40 ( p+d’l[ +d—ﬁ') 20+t tryadn
dt — (*+¢ +72)[”U—(p2-l-q’+r*)l 20— (p*+¢*+r°) dy

a1l an
ar_ ( Pt gy 0+ dz ) _ 204+ (g +rr)an
it~ P te+mRC—@ +te+m) 20—t ¢+ ds

z, v, 2, p, q et r étant considérées comme les fonctions inconnues de ¢ La

3
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20 Sabinine: Sur le minimum d’une intégrale.

formule (14) bien montre que, pour établir que A = — %, il n'y a qu'd dé-

montrer que C est nul.

Supposons que C n’est pas nul, c’est-d-dire qu'on ne peut attribuer & C
qu'une valeur algébrique ou arithmétique différente de 0. Cela supposé, aux
équations différentielles de chacun des deux systemes (17) et (18) est parfaite-
ment applicable le moyen connu de démontrer l'existence du systéme intégral
d’équations différentielles du premier ordre. Prenant cela en considération et
désignant, en général, par m le nombre des constantes arbitraires qui n’entrent
dans les trois fonctions z, y, # que par suite de I’intégration des équations
différentielles du systéme (17), et par » le nombre des constantes arbitraires
qui n’entrent dans les trois fonctions z, y, 2 que par suite de l'intégration
des équations différentielles du systéme (18), on doit conclure que d’un cbté,
& cause de la formule (14) et en vertu des équations différentielles du sy-
stéme (17), 1'intégration des équations de ce systéme (17) donne telles valeurs
générales des trois fonctions z, y, 2z, qu'il en résulte que le nombre m est
égal & T; d’autre c6té, les équations différentielles du systeme (18) sont telles
qu'il en résulte que le nombre n est égal & 6; d’ol il suit que les deux
nombres m et n sont inégaux. Or, les équations différentielles de chacun des
deux systémes (17) et (18), étant du méme ordre et en méme temps étant dé-
duites des mémes équations différentielles (4), (12) et (13), les deux valeurs gé-
nérales de chacune de ces trois fonctions z, ¥, 2 qui satisfont aux équations dif-
férentielles de chacun des deux systemes (17) et (18), sont identiquement égales
entr’elles, et en conséquence les deux nombres m et » sont égaux entr’eux.
Tout cela, qui résulte diréctement de la supposition que C n’est pas nul, conduit
& la conclusion que cette supposition ne saurait avoir lieu, & moins que les
deux nombres m et # ne soient & la fois égaux et inégaux, ce qui est impos-
sible. On doit donc conclure, que la supposition que C n’est pas nul, est im-
possible elle-méme, d’ol il suit que C est nul. La constante C, étant égale a
zéro, la formule (14) conduit & la conclusion que

A= (19)

ce qu'il fallait démontrer.

Les procédés qui viennent d’étre indiqués, servent & démontrer que, dans
la déduction des équations du mouvement & l’aide du principe de la moindre
action (pages 244-247 de mon article sur le principe de la moindre action),
le facteur indéterminé A (for. 13) est égal & 1.

¢
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Si, dans les équations (12) on substitue a X sa valeur (19), ces équations
se reduisent & celles

Az dn d’y dnu Az du

(20)

= — ==

A~ da at~ dy’ 4 de

qui ne sont autre chose que les équations du mouvement et sont déduites
indépendement d’une hypothése quelconque par rapport aux variations du

temps relatives & ses limites.
A cause de la formule (19), I'égalité (11) deviendra

/ hot=0

ty

[ at=["st
car k n'est pas nul.

Ainsi les procédés que nous avons suivis dans la déduction des équations
du mouvement, servent & démontrer que les variations du temps relatives 2
ses limites, sont égales entr’elles.

d’olt il suit que

§ 2.

Nous allons démontrer la proposition qui est énoncée dans les trois pre-
miéres pages.

Les conditions qui déterminent cette proposition, s’expriment par ces
égalités

an_#s dnm_&y o dn_d's ,
dz — di*’ dy  di*’ dz  at’ (M)

din an dan ddz ddy ddz

Lottt ple=r—y tagr tr0g (@)

[‘ch::—[p&t, /d‘y /qat ['az=—to/t‘r&t. 3)

D’apres les équations (1), I’équation (2) peut étre représentée sous la forme

Sz 3 oz
*@wd( ) e I @

y dt T
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22 Sabinine: Sur le minimum d'une intégrale.

Remarquons que les fonctions p, g, 7 ne peuvent pas étre & la fois nulles,
car, au cas contraire, en vertu des équations (1), on devrait supposer que
Z: 0 (”; 0 Z—I:= 0; mais cette supposition serait en contradiction avec
la condition donnée, d’aprés laquelle IT est la fonction de z, ¥, 2

En admettant que p ne soit pas nul et en divisant par p* tous les termes
de Véquation (4), cette équation se réduit & celle

GG
P q q 7 r

T de pt dt pt dt

Si I'on multiple cette équation par df et que 1’on intégre par rapport
a ¢ depuis ¢, jusqu’'a ¢,, on trouvera, ayant égard aux égalités (3)

dz
ot — )"0t = ("1 (‘1) g d(T)dt 5
/ / —J pde +J podt )

to

Comme les trois varldtlons dx, 0y, dz ne sont lies que par I'équation (2),
les deux de ces trois variations, par exemple dy et ¢z sont parfaitement ar-
bitraires et indépendantes entr’elles, et en conséquence dans 1'égalité (5) on
peut toujours changer ces deux variations dy et ¢z respectivement en — dy

t t
‘et — d2. De plus, chacune des deux variations/ ‘9t et/ "0t est indépendante

de chacune des deux variations dy et ¢z qui sont sous le signe r; par con-

%

.. i fy
séquent, en supposant que chacune des deux variations / ot et / dt conserve
la méme valeur absolue et le méme signe, on peut toujours choisir les deux
variations dy et ¢z qui sont sous le signe f, de maniere que pour toutes les

valeurs de { comprises entre £, et ¢,, chacune de ces deux variations dy et ¢z
ale deux valeurs qui, étant égales entr’elles en grandeur absolue, sont des
signes contraires. Cela fait, nous recevrons ces deux égalités

[fat—["et= Jd(/) +[" d(z)dt

Pt dt

/ /at —J 7 | ")dt—"f‘:;fl—(ﬂdt

0
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Si Ton ajoute ces deux dernitres égalités, I'une & I’autre, on aura I'égalité

/t‘at=/t°at. )

Cette égalité (6) conduit & la conclusion que dans le méme intervalle du
temps s’effectuent tous les mouvements qui sont assujettés aux mémes condi-
tions que celles qui déterminent Ja proposition, enoncée dans les trois premieres
pages. Ainsi cette proposition est demontrée.

Nous démontrerons maintenant le premier des deux théorémes qui sont
énoncés dans les trois premiéres pages.

Comme la déduction des équations du mouvement & l'aide du principe
de la moindre action ne dépend pas d'une hypothése quelconque par rapport
aux variations du temps relatives & ses limites, on doit conclure que, en vertu
de la proposition qui vient d’étre démontrée, les conditions qui déterminent
le principe de la moindre action, sont telles qu’'il en résulte que les varia-
tions du temps relatives a ses limites, sont égales entr’elles.

Passons & la démonstration du second des deux théordmes, qui sont
énoncés dans les trois premiéres pages.

Les conditions qui déterminent ce théoréme, s’expriment par ces équations

an & . damn — d“’y dH _d'z )
de At dy — de*’ T ar
AMl=AT ou bien JdlI=2T (8)

/t'Ax=O /"’Ax:O /“Ay=o /"’Ay=o /t‘Az=O /"’Az=0. ©)

Si Pon multiple les équations (7) respectivement par Az, Ay, Az et que
I'on ajoute, on trouvera

ALL4-AT + 2T(l(\)t d(pAz +gAy +rAz) (10)

d¢

car

a*x d’y Az, d(pAz+qgAy -+ rAz) d3t
dt?A +dt2Ay+FAZ—— it — AT — 2T
at 4T

—-—,lé

En vertu de I'égalité (8) et & cause de ce que T'=1—h et —— =7

galité (10) se rend par

d(n8t) ]dSt 1d(pAz+gaytvAa
dt ~— 2 dt

om - 2820
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24 Sabinine: Sur le minimum d'une intégrale.

Si 'on multiple cette derniére égalité par d¢ et que I'intégre depuis ¢, jusqu’a ¢,,
on obtiendra

Af"ndt — h[/t'at —/"’at] =/ (1’” Tadyd “”‘). (11)
ty tp

Comme les égalités (7), (8) et (9) sont les mémes que les égalités (1),
(2) et (3), des quelles la formule (6) est déduite, on doit conclure que les
égalités (7), (8) et (9) sont telles qu’il en résulte que, dans I'égalité (11) les

4 ty
deux variations / dt et / dt sont égales entr’elles.

Cela vl et en vertu des formules (9), I'égalité (11) deviendra

Al TIdt=0
rJo
t
¢'est-3-dire que la variation de l’intégralef‘lldt est nulle; par conséquent

Io
cette intégrale a un minimum ou un maximum. Or Ja discussion de la seconde
variation de cette intégrale, discussion qui fait 'objet du troisieme paragraphe,

¢
conduit & la conclusion que l’intégralef‘l]d ¢ a un minimum, Ainsi le second

to

théoréme est démontré.

§ 3.

D’aprés la formule [(10) § 1], et en vertu des équations [(12), (19) § 1],
la variation A*W n’est autre chose que I'intégrale de la différentielle de o,v,
due aux accroissements dx, dy, dz et aux accroissements dp, dq, dr. Nous
pouvons donc représenter cette variation AW par

AW=K + K +K, 1)
en posant pour abréger
J(222
arL dp dt )]
jid _f dt[ oz 4+ 2L ay+ _d—t—]ax @)
g [ dM d((‘lg M)
K, =J Idt[ 4= -|— __dzllt_t]ay (3)

to
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iR 03
Ks_f dt[——a‘ o+ a +2X d_(%_“i)]az. @)

A chacune des trois intégrales K, (2), K; (3) et K, (4) sont parfaitement
applicables les procédés qui sont indiqués dans mon article: Sur le principe de
la moindre action (pages 245-247). Si I'on suit ces procédés dans la transfor-
mation de chacune des trois intégrales K, (2), K; (3) et K; (4), en conservant
d’ailleurs les mémes dénotations, on aura

K1=— (ﬂfg“) J g?dt—l-f dt[ H'n,‘ii‘:’ — ()

I(g:—-/t‘(d—g-y, y) f‘dQ 2dt+f dt[ nuyni‘;wn 6)

YAR . “dR , 1 e doy ]
Bo=—/"(e0s) +[" L rae+[ dt[znz,H wogon] (D
)

to iy
, aP dX. adP dX,
Hn,v ——d_p‘ dt v—'@'m‘x” (8)
. dQdYs 4 _dQ dY,
an dq di Yv T—dtyn (9)
v _ AR dZs , 4R iZ
Ho=r 2= % 2 (10
dwn do,
— 3 won 3
f= 35X, 2 5 x, O (11)
_ d(l)n _ d(!)v 12
Vi—annTt———szvW ( )
_ don dwy 13
¢ =300 —> =352, —; (13)
' d d 7
Xn=2me,nd i Ynmzmﬁm,nd—y—ﬂ Zn———‘zmlfm,naz’
Cin Cm
i dy d (19
X—z;;.ﬁ'yv;lx Y——Zplﬂuvd—?’ Z——E/Lvad_g‘
Cu Cp

¢m ainsi que ¢, étant une des constantes qui n’entrent dans les fonction 2, ¥, 2
Annali di Matematica, tomo X1V, 4
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que par suite de l'intégration des équations [(20) § 1] et Km, . ainsi que g,
étant une des constantes arbitraires qui n'entrent ni dans les fonctions z, y, 2
ni dans les équations [(20), (3) § 1]. En méme temps » ainsi que v désignent
tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'a 3, et m ainsi que p désignant tous les
nombres entiers depuis 1 jusqu'a 6. Les valeurs générales des , y, 2, considé-
rées comme fonctions des ¢, étant indépendantes, et les constantes g, , par-
faitement arbitraires, on peut toujours attribuer & ces derni¢res des valeurs,
pour lesquelles le déterminant D des 3® quantités (14) ne soit pas égal & zéro.
Ces quantités (14), comme on le sait, sont les solutions des équations différen-
tielles linéaires analogues & celles, dont les intégrales sont connues par le
théoréme de Jacomr (Journal de Crerig, t. 17).

Le déterminant D des 3° quantités (14), n’étant pas égal & zéro, on peut
exprimer les trois variations Jdz, dy, dz en fonctions d’autant de variables
indépendantes ., en prenant les quantités (14) pour coefficients de ces va-
riables, on aura

G“x=Zanwn, o“y:ZnYnmn, dz=3,Z,wn
ou (15)

or =32, X, oy =2,Y,a0,, 0z=23,7Z,u,

/

ol les variables », ou w, doivent étre considérées comme fonctions arbitraires
de ¢ Ces fonctions arbitraires o, ou o, sont les mémes que celles qui sont
dans les formules (5), (6), (7), (11), (12) et (13), car les procédés, que j ai
employés dans mon article: Sur le principe de la moindre action (pag. 245-247)
et qui servent a réduire les intégrales (2), (3) et (4) aux intégrales (5), (6)

et (7), ces procédés sont fondés sur ce que, sous le signe j des intégrales (2),

(3) et (4), les variations dz, Jy, d2 sont remplacées par leurs expressions (15).

Apres avoir indiqué les dénotations dans les formules (5), (6) et (7), nous
allons démontrer maintenant que, par une transformation, chacune des trois
expressions H', , (8), H"n, (9) et H",, (10) se réduit identiquement & zéro.
La transformation d’une quelconque des trois expressions H's » (8), H'n,y (9)
et H,, (10) est analogue & celle des deuxwautres, par conséquent nous
bornons-nous & exposer la transformation de la premiére expression H'n,» (8).

En remettant dans Pexpression 'y, (8) pour X, et X, leurs valeurs (14),
cette expression H', , devient

ap  dz e dz
Hn y = Emzf;ﬁ'm,nm["ﬂ,”g_c_;_zmzﬁny v dep Fm,n dem - (16)
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Nous formons les m - n équations

d .
Km,n c't_x=zazblfm,a Kn,bAw,aBm,b (17)
Cm

dans lesquelles les inconnues sont les produits de A, et B,y deux fonctions
de £, et les coefficients de ces inconnues sont les produits des constantes K
et xn b qui n’entrent ni dans les fonctions z, y, 2, ni dans les équations
[(20) et (3) § 1]. Ces constantes xm « et xn 3, étant parfaitement arbitraires,
on peut toujours leur attribuer des valeurs, pour lesquelles le déterminant des
m? quantités gm . ne soit pas égal & zéro et il en est de méme du determi-
nant des n® quantités g, p; @ désignant tous les nombres depuis 1 jusqu'a m
et b désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'a .

Si, dans les équations (17), on change respectivement m, n, a et b en
t, v, « et B, les mémes équations (17) se représenteront par

dzx

K_lL,v'd_c'==ZmZﬁKyaKv,ﬁAx,mb g (18)
’I-
De plus nous posons

aPpP dx

m o dem . Pm (19)

ou le facteur P, est une fonction de ¢.
Comme le facteur P, varie non seulement avec l'indice m, mais encore

.., dx . .
avec la dérivée 5 = Py 1ous exprimons les m facteurs P,, en fonctions d’au-

tant de variables indépendantes G, ;, en prenant pour coefficients de ces va-
riables G les m® constantes arbitraires g, : qui n’entrent ni dans les équa-
tions [(20) (3) § 1], ni dans les fonctions %, ¥, z et en attribuant & ces
constantes k,; des valeurs pour lesquelles le déterminant de m? quantités xm:
ne soit pas égal & zéro. Cela fait, on recevra ces m équations

Pm, = 3 Km,1 Gm,l (20)
ol chacune des variables G, ; est une fonction de ¢ et [ désigne tous les nom-
bres entiers depuis 1 jusqu'a m.

Si, aprés avoir multiplié par g . chacune des égalités (19), on en porte
les valeurs fournies par les formules (17) et (20), on aura ces égalités
aP
Km,nm=za.zblem,a Kn,bft'm,lA:t aBac,be l. (21)

Si, dans les égalités (21), on change respectivement n et & en v et 8, les
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mémes égalités (21) se représenteront par
iP
Em, v ‘;—(; =2433" 21 Em,a Ky, p Km, 1 Az, a By, p G, 1 (22)

En méme temps, si, dans les m . n équations (18), on change respectivement
v et B en n et b, les mémes équations (18) se représenteront par

d
]fy.,n""';c —ZdeKu,xKn‘bA$’¢Bx’b. (23)
‘U-

Si, dans le second terme du second membre de I'égalité (16) on change m en p
et vice versa, cette égalité se rend par

, apP dx dP dx
.Hn,v = Zm,ZF.Km,,nm Kp.‘ (lC Zmz Km v d .B‘u, d__cy'. (24)
Enfin, si, dans l’égahté (24), on substitue respectivement & m,» T Ku 70’

Kmvddci > K,m leurs valeurs (21), (18), (22), (23), V’expression H', » (8)

se réduit & celle
H'n,,. =3n2u2a20202p 21 Em a Kn,me,lAw,an,wa,lK,u,ach,pr,mBm,ﬁ
— ZnZpZa2p 2, Zﬁlem a Ky, g Em, ZA:v aBs me 1 Kp, o Kn, be aLBw be

(25)
Il est évident que le second membre de cette égalité (25) est identique-
ment égal & zéro, ce qu’il fallait démontrer.

Cela vi, on doit poser

zn Z, H‘l d(l)v

e

En appliquant & chacune des deux expressions H"p, (9) et H",, (10)
les procédés que nous avons suivis dans la transformation de I’ expression
H',, (8), on démontrera que, par la transformation indiquée, chacune des
deux expressions H",, (9) et H'",, (10) se réduit identiquement & zéro, et
en conséquence on aura (*)

5.5, H

o = 0. (26)

d oy
=0 @7)
(*) Par la démonstration analogue & celle que je propose dans l'article présent doit
étre remplacée chacune des deux démonstrations dont I'une est exposée aux pages 247-249
et & la page 253 du mon article: Sur le principe de la moindre action. [Annali di Mate-
matica pura ed applicata, serie 2, t, 12] et 'autre a occupé la page 119 du mon article:
Sur la discussion de la seconde variation des intégrales définies multiples [Bulletin des

Sciences Mathématiques et Astronomiques rédigé par Darsoux, HoiieL et TaNNERY, 2° série,
t. 2, p. 100-129].
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‘et

d oy
at
A cause des formules (1), (2), (3), (4), (8), (6), (7), (26), (27) et (28), la va-
riation A*WW se représentera par

505 H s 22 4, = 0. 28)

AW = —/ (—EMH— nay-l—d ¢3 )+
e+t

Si, dans I'équation [(6) § 1], on substitue aux variation dz, dy, dz leurs
expressions (15), on obtiendra
d o>y
zn(an 4 qVntrZ ) —0
ou (30)
(pX +qY, 4+ rZ, dm” = 0.

(29)

En vertu des formules (11), (12) et (13) ces équations (30) peuvent étre mises
sous la forme

pEt+gn+re=0. (31)

D'aprés les formules (29), (31) [(8), (2) et (19) § 1] la variation A*W de-
viendra

AW = f Y& 4 ) dt, (32)

Si enfin nous éliminons, sous le signe [ de A*W (32), une des trois quan-

tités £, » et ¢, par exemple y, au moyen de Véquation (31), la variation A*W
se représentera par

P (E e o

et la discussion de A®TV (33) se raméne 3 celle de 'expression différentielle
homogene entiere et du second dégré par rapport & deux variables £ et ¢
arbitraires et indépendantes entre elles.
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De la maniére, analogue & celle que j'ai indiquée dans mon article: Sur
le principe de la moindre action (page 251), il est aisé de conclure de la

formule (33) que l'intégrale f“l‘[dt a un minimum, en général, effectivement.
1)
Nous finissons cet article par faire cette remarque.

D’aprés ce que lillustre auteur de la Mécanique Analytique a dit du
principe de la moindre action [page 281, lignes 15-27, premier volume 3™° édi-
tion, 1853 a.], on pourrait I'appeler, avec plus de fondement, le principe de
la plus petite force vive. Une semblable dénomination est propre au second
des deux théorémes énoncés dans les trois premidres pages; il me semble qu’il
serait convenable de 1'appeler le principe de la moindre intensité des forces.

Odessa, 24 juillet 1885.
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Su le superficie di 4° ordine
con conica doppia.

(Memoria di H. G. Zevreex, pubblicata per la festa commemorativa
del IV centenario dell’ Universita di Copenhagen - Giugno 1879.)

VERSIONE DAL DANESE, RIVEDUTA DALL,AUTORE,

di GINO LORIA

Intorno a le superficie di cui ci occuperemo in questo lavoro esistono gia
da molto tempo delle memorie di Kvmuer (*), di Cresscr (**), di Grser (**#),
di Cremona (¥***), di R. Sturm: (¥***¥) e di altri. A queste ricerche si devono
aggiungere quelle su le cosl dette « superficie anallagmatiche del 4° ordine »
o « Ciclidi » ciod su le superficie del 4° ordine aventi per linea doppia il
cerchio imaginario a infinito, ricerche che furono iniziate da MouTarp (¥**#%*)
e continuate con gran successo da questo stesso matematico assieme a LiAGUERRE,
DarBoux (**¥**¥%) ed altri. I risultati a cui pervennero questi ultimi geometri
sono applicabili immediatamente solo ad una delle classi di superficie che vo-
gliamo studiare; ma si pud perd passare da essi a quelli relativi a le superficie
generali — tranne che per quanto concerne la realita — con una semplice
trasformazione omografica, come osservd anche Mourarp (¥¥****¥¥)

(") Giornale di BorcuarpT, vol. 64, pag. 66.
(") Ib., vol. 69, pag. 142.
(***) Ib., vol. 70, pag. 249.
(*""") Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 9 e 23 marzo 1871.
) Mathematische Annalen, vol. 4, pag. 265.

(e ) Bulletin de la Société philomathique, 1864. — Nouvelles Annales, 1864, p. 306 e 536.

(e ) Un elenco delle memorie, in parte pressocheé irreperibili, che si riferiscono a
questo argomento si trova nel pilt esteso dei lavori di Darsoux, il cui titolo &: Sur wune
classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris 1873), il cui fine precipuo
¢ appunto lo studio delle cielidi.

(""**""") Nouvelles Annales, 1864, pag. 309. Siccome le memorie di MouTarp che si
trovano in questo stesso volume dei Nouvelles Annales, sono indipendenti da la comunica-
zione fatta da KuMMER a ’Accademia di Berlino il 16 luglio 1863, cosi ¢ chiaro che MouTARD
aveva dal canto sno scoperti i cinque coni di KumMer a cui & dovuto il grande interesse
che presentano le superficie di cui é parola.
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- .

Cid che io ho specialmente in vista, e che & la ragione di questo nuovo
lavoro, & uno studio della forma e della connessione delle varie falde delle
predette superficie e della realtd delle loro rette e dei loro « coni di Kuuuer ».
Con tale ricerca si giunge ad estendere le nozioni, finora molto limitate, su la
forma degli enti geometrici a tre dimensioni definiti da semplici equazioni alge-
briche, e si ottengono degli esempi che saranno utili nelle fature ricerche
su la forma delle superficie.

Per fare questo studio io ho anzitutto approfittato della circostanza che
il contorno apparente della superficie, vista da un punto della conica doppia,
& una curva generale del 4° ordine. Cid diede origine a una parte del mio
lavoro che & una continuazione del mio antico metodo di dedurre le proprietd
di realitd della superficie di 3° ordine da la loro projezione stereografica (*).
Questo procedimento, che io uso nella IIT Parte, & immediatamente applica-
bile solo quando la conica doppia ha punti reali. Ma a la stessa limitazione
non & soggetto il. procedimento che io segno mella IV Parte. Esso consiste
in una rappresentazione della superficie su le due facce di una superficie di
2° ordine, rappresentazione che a sua volta si fonda su una costruzione della
superficie, la quale non & che una generalizzazione d’una costruzione della
ciclide che si trova nell’opera gia citata di Darsoux (*¥). '

Allo studio delle forme fard precedere 'esposizione delle pilt importanti
fra le proprieta generali delle superficie, cioé fra quelle proprieta che possono
venir espresse da equazioni e in cui, quindi, non si deve far distinguere fra
reale ed imaginario. In tale esposizione io uso naturalmente lo stesso metodo
che nello studio della forma delle superficie. Ma siccome questo metodo, che
mette in evidenza delle nuove relazioni fra alcune proprieta delle superficie e
porge delle dimostrazioni nuove e semplici di alcune proprietd note, ha con-
dotto anche a parecchi nuovi teoremi e apre una comoda via ad ulteriori
ricerche, cosi nella I e II Parte io mi arresto a darne un’esposizione pit dif-
fusa di quello che esigerebbe le studio della forma fatto nella IIT e IV Parte.

(') Mathem. Annalen, vol. 8, — Nella sua Memoria gis citata, Griser propose di ap-
plicare la trasformazione da esso usata, e con la quale si passa da le superficie qui studiat:
a le superficie di 3° ordine, a trarre delle conclusioni su le proprieta di realitd. Aggiungerd
che, per cio che riguarda le rette della superficie, questo metodo non ¢é neppure di difficile
applicazione.

(") Pero questa costruzione non & la stessa che sta a base dello studio fatto da Darroux
delle «forme principali» delle ciclidi, dal quale si possono ricavare le « forme principali»
delle superficie di 4° ordine con una conica doppia non avente punti reali.
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Siccome jo, come si fa spesso in geometria, nella dimostrazione delle
dette proprietd generali, mi servo di una determinata figura su cui certi punti
e certe linee — per la cui realtd, si noti bene, non & necessaria alcuna equa-
zione di condizione — sono reali, cosi io debbo qui esplicitamente enunciare
il principio che mi permette di estenderle a tutte le superficie di cui si tratta.
Esso & simile al principio di continuity di Powncerer, solamente & pilt preciso
di questo, e non ha bisogno di alcuna dimostrazione, ove lo si enunci nel se-
guente modo:

Quando un risultato, tale che possa tradursi in una o pik equazions, &
dimostrato vero per un’infinita di figure di una certa specie, senza che sia
necessario supporre che i coefficienti delle equazioni che definiscono le figure
di quella specie soddisfino alcuna nuova equazione di condizione, esso risultato
deve sussistere per tutte le figure di quella specie.

P. e.: Siccome la condizione che la conica doppia di una delle superficie
di cui ci occupiamo ora abbia punti reali, non pud rappresentarsi con un’equa-
zione di condizione, ma solo con una limitazione, cosl sarebbe perfettamente
lecito dimostrare le proprietd generali — ma, ben inteso, non quelle di rea-
lith — nel caso in cui la conica abbia punti reali. Cid invece non si potrebbe
fare nel caso in cui, entro la nostra classe di superficie, si considerasse un
sistema in cui I esistenza di punti reali su la conica doppia fosse soggetta a
un’equazione di condizione.

I.

Proprietd generali ottenute mediante projezione
da un punto della conica doppia.

1. Projezione da un punto della conica doppia. Qualunque sezione piana
di una superficie di 4° ordine con conica doppia & una curva di 4° ordine
avente due punti doppl nelle intersezioni del piano secante con tale conica.
Essa & quindi della classe 4-3 — 2.2 = 8. Da uno qualunque dei punti doppi
si possono in conseguenza condurre quattro tangenti, oltre a le due rette tan-
genti ir esso a la curva. Segue da cid, che un cono circoseritto a la superficie
e avente il vertice su la conica doppia sard costituito dai due piani tangenti
nel vertice e da una superficie conica di 4° ordine, ossia che quando la su-
perficie viene projettata da un punto della conica doppia, il suo conforno ap-

Annali di Mutematica, tomo XIV, 5
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parente consta, oltreche delle tracce dei due piani tangenti, di wuna curve di
4° ordine. La superficie conica tocca ognuno dei piani tangenti lungo le cor-
rispondenti tangenti principali (rette aventi un contratto di 2° ordine con la
superficie); cid si riconosce conducendo dal vertice del cono le tangenti a la
sezione fatta nella superficie da un piano tangente. Il conforno ha quindi per
tangenti doppie le tracce di quei due piani tangenti. La traccia del piano della
conica doppia passa per il punto d’intersezione di queste due tracce.

Nel n.° 2 mostreremo che il contorno pud essere una curva qualunque
di 4° ordine. Ma possiamo fin d’ora mostrare che in generale essa non avra
punti doppl né cuspidi (nd punti Multipli pit complicati); infatti, qualunque
retta projettante, projetta due soli punti della superficie, mentre un punto doppio
o una cuspide del contorno dovrebbe esser traccia di una tangente doppia o
di una tangente principale della superficie non avente alcun punto di contatto
coincidente con il centro di projezione (*), cioe di una retta projettante 4 o 3
punti della superficie.

2. Rappresentazione analitica. Una superficie di 4° ordine avente una co-
nica doppia nel piano 2 =0 & rappresentata da un’equazione della forma

A;+24,B,2+ C2* = (4,4 B2 4+ (C; — B) 2 =0, 1)
ove 4,, B, C, sono polinomi contenenti le coordinate nei gradi indicati dagli
indiei rispettivi. Prendiamo il centro di projezione, che abbiamo scelto su la
conica doppia 4, + B,z2=0, 2= 0, per origine del sistema di coordinate; di
pilt prendiamo per piano y = 0 il piano tangente a la superficie 4,4 B,z =0
in quello stesso punto e finalmente per quarto piano coordinato =0 il piano

polare del centro di projezione rispetto a la quadrica C; — B! = 0. La equa-
zione (1) assumera allora la forma

ap +ytf +o(p+ )22 =0 (@)

ove ¢ e ¢ sono funzioni di secondo grado delle sole #, ¥, z ed @, b sono co-
stanti. Una retta projettante & determinata quando si conoscono i valori dei

rapporti % e 2; questi valori, sostituiti nella (2), la trasformano in un’equa-

zione di secondo grado nel rapporto =3 le cui radici determinano i punti pro-

jettati da quella retta. Uno di questi coincide con il centro di projezione

(") V. p. e. Sarnvon, Geometry of three dimensions, 4* ed., pag. 245-240, oppure la
traduzione tedesca fatta di quest’Opera dal prof. FiepLer, vol. 2° (1880), pag. 24.
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quando sia
ay? -+ bz*=0; 3)

quest'equazione rappresenta i due piani tangenti nel centro di projezione. I due

. 4. 1 .. .
valori di - coincidono quando sia

@yt — (ay* + b2) (a¢* + be2?),
cio¢ quando sia
ey + b +ayr| =0.

Per 22 =0 i due punti projettati coincidono in un punto della conica doppia,
invece per

(ay*+ 029+ ay*=0 4)

la retta projettante diviene tangente a la superficie e quindi la (4) rappresenta
il cono di 4° ordine che, insieme ai due piani tangenti, costituisce il cono cir-
coscritto da l'origine a la data superficie.

La equazione (4) & la forma pil generale dell’equazione di un cono di
4° ordine bitangente a ciascuno dei piani della coppia ay®+ b2? =0 (*¥), ep-
perd questi due piani sono due suoi arbitrari piani tangenti doppi. Inoltre, I'e-
quazione di quella coppia di piani assume la stessa forma quando per piano

=0 si prenda un piano arbitrario passante per la loro intersezione, purche
per piano y = 0 si prenda il conjugato armonico di quello rispetto a la coppia
stessa. Dunque:

Data ad arbitrio una curva di 4° ordine e date due qualunque sue tan-
genti doppie e una retta arbitraria passante per la loro intersezione, si pud
sempre costruire una superficie di 4° ordine con conica doppia tale che quella
curva sia il suo contorno in una projezione fatta da un punto della comnica
doppia, che le due tangenti doppie siano le tracce dei suoi piani tangenti nel
centro di projezione, e che infine la retta pel loro punto d’intersezione sia la
traccia del piano della conica doppia. Vediamo adunque che nelle ricerche
gencrali intorno alla projezione della superficie fatta da un punto qualunque
della conica doppia non é il caso di pensare ad altre condizioni a cui debbano
soddisfare ¢ contorni e le tracce di quei tre piani, oltre a quelle enumerate
nel n.° 1.

(") Cid segue dalla nota teoria delle coniche quadritangenti a una curva di 4° ordine;
si vegga per es. SaLmoN, Higher plane Curves (pag. 272 della traduzione tedesca del
prof. FiEpLER). Di questa teoria avremo occasione di fare parecchie akre applicazioni.
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3. Punti visibili e punti invisibili, Per distinguere I'uno da ’altro i due
punti della superficie che hanno la stessa projezione, noi introdurremo la no-
zione di punti visibili e punti invisibili. Imagineremo a tale scopo un punto
che percorra la retta projettante andando dal centro di projezione, prima a la
traccia di essa sul piano di projezione, poi al suo punto a I’infinito e che quindi,
dal punto a Y’infinito, ritorni per la parte opposta al centro di projezione. Allora,
diremo visibile il punto della superficie che s’incontra per primo, invisibile
'altro. Siano A, B due punti della superficie; uniamoli con una linea gia-
cente su la superficie — operazione che non & possibile quando i punti stanno su
due falde di superficie non connesse lungo una comune intersezione con il piano
a l'infinito — e supponiamo che non sia lecito passare da 'una a I'altra delle
falde di superficie che s’intersecano nella curva doppia passando per i punti
d’intersezione di questa con la curva A B gia segnata; allora, 4 e B saranno
entrambi visibili o entrambi invisibili quando la somma del numero dei punti
di semplice contatto (*) della projezione della linea A B con il contorno e del
numero de’suoi punti d’intersezione con la projezione della curva doppia e con
la retta all’infinito & un numero pari, invece uno dei detti punti sard visibile
e l'altro invisibile quando quella somma sard impari.

Presenta un grande interesse lo studio della visibilitd o invisibilita dei due
punti 4 e B che stanno infinitamente vicini al centro di projezione P su cia-
scuna delle due falde della superficie che ivi s’intersecano. Questi punti sono
rappresentati da due punti delle tracce dei piani tangenti in P. Chiameremo 71"
il punto d’intersezione di queste tracce e A’y B’ le projezioni di 4, B. Ima-
gineremo poi che un punto mobile vada da A fino a la tangente PT" della co-
nica doppia, mantenendosi infinitamente vicino a P, che poi esso passi da 1'una
a I'altra delle due falde della superficie, e che infine, mantenendosi infinita-
mente vicino a P, vada sino in B. Corrispondentemente la projezione si muo-
vera su la tangente doppia T'A' da 4" a T" e quindi su la tangente doppia
T'B, sino in B'. Siccome nel precedente movimento & avvenuto un passaggio
da una falda a I'altra della superficie, cosi, nella regola precedentemente esposta,

(") Si considerano come punti di contatto anche le intersezioni del contorno con una
linea. doppia del piano di projezione, cioé¢ con una linea di cui ogni punto é projezione di
due punti appartenenti a la stessa linea della superficie. Una linea doppia é divisa da un
punto di intersezione col contorno (« vertice ») in due parti; una di esse é projezione di due
porzioni reali di linee che si riuniscono in quel punto d’intersezione e che sono una visibile,
I'altra invisibile; 1'altra invece contiene projezioni di punti imaginarl. Se la projezione di
A B seca il contorno in 2n punti coincidenti in uno, questo equivale ad » punti di contatto.
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bisogna scambiare fra loro le parole pari ed impari. Il movimento pud ima-
ginarsi eseguito in modo che in nessuno dei passaggi A'T', T"B' s’incontri la
retta a I'infinito del piano di projezione. Il numero delle intersezioni con la pro-
jezione della conica doppia sard 0 od 1 secondoché A’ e B’ stanno da la stessa
parte o da parti opposte di essa. Dunque 4 e B sono entrambi visibili o en-
trambi invisibili quando la somma di quel numero e del numero dei punti di
contatto del contorno con 1 segmenti rettilinei A'7" e B'T’ & impari, uno &
visibile I'altro & invisibile quando quella somma & pari.

4. Piani tangenti doppi. Oltre a le tracce dei due piani tangenti della
superficie nel centro di projezione, sono tangenti doppie del contorno le tracce
dei piani tangenti doppi della superficie che passano pel centro di projezione.
Il numero di questi piani & per conseguenza 26. La linea d’intersezione con la
superficie di un piano tangente doppio ha per punti doppi, tanto i due punti
di contatto, quanto i punti d’intersezione del suo piano con la conica doppia.
Essa sard quindi composta o di due coniche secantisi in quei quattro punti
doppi, oppure di una curva di 3° ordine avente un punto doppio nel centro
di projezione e di una retta secante questa curva nell’altro dei punti d’interse-
zione del piano considerato con la conica doppia e nei due punti di contatto (*).

A quale di queste due specie di piani tangenti appartenga un dato piano
tangente del cono circoscritto, si riconosce determinando se delle due curve
in cul si spezza quell'intersezione, ognuna passa una volta pel centro di pro-
jezione, oppure se una di esse vi passa due volte e I'altra non vi passa. Se
si chiamano 4" e B’ i due punti in cui la traccia di quel piano incontra le
tracce 7" A" e T'B' de’ piani tangenti in P alla superficie, noi potremo per-
correre quella delle due curve che passa pel punto 4 coincidente con P e
projettato in A4’, e giungere al suo punto C projettato in B’; c¢id & possibile
perche una qualunque delle due curve qui considerate consta d’un solo ramo.
Poi, dovremo determinare se il punto C cade o non nel punto B coincidente
con P e projettato in B': se A" e B’ stanno dalla stessa parte della proje-
zione della conica doppia ed A & visibile (invisibile) C sara pure visibile (in-
visibile) ovvero sard invisibile (visibile), secondochs il segmento finito A'B’ della
traccia del piano tangente ha un numero pari o un numero impari di contatti
con il contorno; succede il contrario se 4" e B’ stanno da parti opposte della
projezione della conica doppia. Queste osservazioni assieme a quelle fatte nel

(*) Che questa retta non passi pel centro di projezione, risulta considerando che, in tal
caso, il contorno acquisterebbe un punto doppio, il che & contro le ipotesi fatte.
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n.° 3 per decidere se B era visibile, permettono di concludere che C coin-
ciderda con B soltanto quando il perimetro del triangolo 7" A’ B’ tocca il
contorno in un numero impari di punti. Nel caso in cui il perimetro del
triangolo tocca il contorno in un numero pari di punti — caso che si veri-
fica quando 'intersezione consta di due coniche — i sel punti in cul le rette
indefinite 7"A', T'B’, A'B’ toceano il contorno, staranno, in virtd del teorema
di Carvor, su una conica, la quale passera anche per i punti di contatto d’una
quarta tangente doppia. Quest’ultima forma assieme ad A'B’ una conica ap-
partenente a quello stesso dei 63 sistemi di coniche quadritangenti al contorno
di cui fa parte la conica costituita da le rette 7°4" ¢ T"B’. Siccome poi ogni
sistema contiene in tutto sei coniche degenerate in coppie di rette, cosi nel
predetto sistema vi saranno, oltre a le tracce T"A', T"B’ dei piani tangenti
in P, ancora le altre dieci tangenti doppie; e perd, in virth del principio
enunciato nell’introduzione (applicabile in questo caso perche tutte le tangenti
doppie di una curva di 4° ordine possono esser reali senza che sia soddisfatta
alcuna equazione di condizione), potremo considerare come dimostrato in ge-
nerale il teorema seguente: :

Per un punto P della conica doppia si possono condurre dieci piani se-
canti ciascuno la superficie in due cowiche; se si projetta la superficie da P,
le tracce di questi piani si distribuiscono in coppie per formare delle coniche
quadritangentt al contorno della superficie e appartenenti a lo stesso sistema
di cut fa parte la conica costituita da le tracce dei due piani tangenti in P.

Nello stesso tempo concludiamo che: la superficie contiene sedici rette;
qualunque piano per una di esse seca ancora la superficie in una curva di
3° ordine con punto doppio.

5. Teorema di Kummer. Dal n.° 4 scaturisce che, per un punto qualunque
della conica doppia, si possono condurre dieci piani, ognuno dei quali sechi
la superficie in due coniche. Le projezioni di queste coniche da un punto
fisso P della conica doppia saranno coniche quadritangenti al contorno. Ora,
'insieme delle coniche quadritangenti a una curva di 4° ordine si divide in
63 distinti sistemi colle caratteristiche u =2, v =4, cioé in 63 sistemi tali
che in ognuno di essi vi sono due coniche passanti per un punto arbitrario
del piano e quattro tangenti a una retta arbitraria del piano stesso. Quindi
le predette projezioni si devono distribuire in un certo numero y di questi
sistemi, e ognuno di questi y sistemi sard projezione di un certo sistema di
coniche della superficie. Vogliamo cercare I inviluppo dei piani delle coniche
appartenenti ad uno di questi sistemi.
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Siccome un punto qualunque del piano di projezione, & imagine di due
punti della superficie, cosl per un punto di questa passerd una conica del si-
stema. Pero, il piano di questa secherd ancora la superficie in una conica. Ora,
se questa appartenesse a lo stesso sistema dell’altra, per un punto qualunque
della superficie si potrebbe condurre un solo piano tangente all’inviluppo cer-
cato, e perd questo si ridurrebbe ad una retta, asse di un fascio di piani
secanti ciascuno la superficie in una coppia di coniche; tutte le coniche del
sistema dovrebbero secare 1'asse del fascio in due punti fissi — perche altri-
menti questo asse apparterebbe alla superficie — e in conseguenza le proje-
zioni loro passerebbero per due punti fissi, il che ripugna con I'ipotesi fatta
che il contorno sia una curva di 4° ordine generale.

Segue da cid, che i piani tangenti dell'inviluppo secano ancora la data
superficie in un’altra serie di coniche (che non pud essere costituita di pa-
recchi sistemi, perché il dato sistema e I'inviluppo sono semplici). Per un punto
qualunque della superficie passa dunque una conica di ciascuno dei due sistemi
che hanno lo stesso inviluppo, ciod due piani tangenti dell’inviluppo. Questo
risulta quindi di 2 classe, e perd & un cono.

Siccome questo cono non contiene la conica doppia, cosi da un punto
qualunque P di questa si potranno condurre due piani tangenti al cono, e
siccome, in virtd del n.° 4, per P passano dieci tali piani, cosi devono esservi
cinque coni e il numero y dei sistemi deve esser 10. Si ha dunque il teorema:

L’inviluppo dei piani secanti la data superficie in coppie di coniche, consta
di cinque coni di 2° ordine. Li chiameremo Coni di Kummer dal nome dello
scopritore di questo teorema. Ogni piano tangente di un cono di Kummer seca
la superficie in due coniche appartenenti a sistemi diversi. Diremo conjugats
due sistemi di coniche della superficie i cui piani toccano lo stesso cono di
Kuoumzr.

6. Posizione delle rette della superficie rispetto ai coni di Kummer. In
uno qualunque dei dieci sistemi che si ottengono projettando un sistema di
coniche della superficie, due delle sei coniche degenerate in coppie di rette,
rappresentano due coniche della superficie passanti per il centro di projezione.
I punti di una tal conica posti infinitamente vicini a P sono determinati da la
traccia di uno dei piani tangenti in P; gli altri lo sono da la traccia di un
piano tangente condotto da P al cono di Kumuer corrispondente al sistema
considerato. Delle due paja di coppie di rette che si possono formare combi-
nando la traccia di uno dei due piani tangenti in P con la traccia di un piano
tangente a quel cono passante per P, uno appartiene a l'uno, l'altro a I'altro
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di quei due sistemi di coniche quadritangenti che sono projezioni di due sistemi
conjugati della superficie.

Le altre otto coppie di tangenti doppie, ognuna delle quali deve riguar-
darsi come una conica d'uno dei due sistemi, debbono essere projezioni di
coppie di rette della superficie poste in piani tangenti a quel cono. Siccome
i due sistemi non possono aver comuni che le quattro rette che nominammo
per prime (¥), cosl noi otterremo in tal modo tutte sedici le rette della super-
ficie. Dunque:

Uno qualunque dei cinque cons di Kummer & toccato da le sedici rette
della superficie; queste stanno a due a due in otto piani tangenti ad uno di
quells.

Questo teorema mostra che ognuna delle sedici rette della superficie ne
incontra altre cinque, quelle, ciod, che stanno con essa in uno stesso piano tan-
gente di un cono di Kummer.

Come gia osservarono GeisEr e DarBoux, le proprietd caratteristiche della
configurazione formata da le rette della superficie, si possono riassumere nel
teorema seguente:

Le sedici rette della superficie, per quanto riguarda le loro mutue inter-

sezioni, hanno le stesse proprietd delle sedici rette della superficie generale di
3° ordine non secanti una 17* di esse.
- 11 legame che viene cosi stabilito fra le nostre superficie e quelle del
3° ordine, si rende manifesto in modo naturalissimo studiando la projezione di
cui ci servimmo; infatti, & facile vedere che questa si ottiene anche projettando
una superficie di 3° ordine ¢, da uno de’suoi punti. Allora le tracce dei due
piani tangenti in P a la superficie di 4° ordine si mutano nella traccia del
piano tangente a ¢; nel novello centro di projezione e nella projezione di una
retta [ della superficie; le dieci tracce dei piani tangenti condotti da P ai coni
di Kvumer divengono le projezioni delle rette di ¢; che secano /; le projezioni
delle sedici rette della superficie di 4° ordine coincidono con le projezioni delle
rette di g, che non incontrano /; finalmente le condizioni per 1'intersezione
effettiva di queste rette rimarranno, come si vede facilmente, le stesse. Aggiun-
geremo ancora che la stessa trasformazione col mezzo della quale Griser di-
mostra il precedente teorema, mette in evidenza che le due superficie hanno
la stessa projezione; e questo fatto & la base del precedente metodo di dimo-
strazione.

(") Oltre ai due indicati, vi & un terzo modo di distribuire in coppie gueste rette; il
sistema di coniche che cosi resta determinato & quello di cui & fatto cenno nel n.° 4,
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1. Intersezioni fra coniche della superficie. Siccome per ogni punto della
superficie non posto su la curva doppia si pud condurre una conica di cia-
scuno dei dieci sistemi (n.° 5), cosl & evidente che due coniche dello stesso
sistema non possono secarsi, supponendo perd che mon si contino le interse-
zioni che possono aver luogo in punti della curva doppia e che scompajono
facendo un cambiamento infinitesimo in una di esse. Per conseguenza, i duc
punti in cui una di quelle coniche incontra un altro piano tangente del me-
desimo cono di Kumuer devono appartenere a la conica del sistema conjugato:

Le coniche della superficie appartenenti @ uno stesso sistema non s incon-
trano. Le coniche di due sistemi conjugate s’incontrano in due punti.

Le intersezioni di due coniche (k), (/) i cui piani toccano differenti coni
di KumnEer si potrebbero determinare servendosi di una figura, il cui contorno
abbia reali le 28 tangenti doppie e, quindi, i 63 sistemi di coniche quadritan-
genti. Perd questo studio si pud semplificare limitandosi a considerare il caso
in cul una, (7), delle due coniche & costituita di due rette a e b. Quanto si dice
in questo caso riguardo a le intersezioni di questa conica, deve sussistere per
infinite altre dello stesso sistema (perch& un punto d’intersczione di (I) con il
piano di (X) non pud saltare improvvisamente da I’una a 1'altra delle coniche
in cui quel piano seca la superficie), e quindi varrd per tutto il sistema a cui
appartiene (7).

Ora, poiche le rette e b si secano senza che il loro piano tocchi quello
stesso cono di Kumuer che tocca il piano di (), esse faranno parte di coniche
di due sistemi conjugati corrispondenti a lo stesso cono di Kummer. Percid una
sechera (k), 1'altra no. Dunque:

Due coniche della superficie © cui piant non toccano lo stesso cono di
Kummer sincontrano in un punfo.

Se (k) & T'altra conica della superficie che sta con (k) in un piano, ed
(?') quella che sta con (/) in un piano, i quattro punti d’intersezione della su-
perficie con la retta in cui si secano quei piani, sono le intersezioni di (k) ed
(D, di (k) ed ('), di (k) ed (/), e di (k) ed (7).

8. Corollart del metodo di dimostrazione esposto net ni4, 5 e 6. Appli-
cando dei teoremi noti relativi a le coniche quadritangenti di una curva di
4° ordine, ai sistemi considerati nei numeri precedenti si trovano dei teoremi
relativi alla superficie di cui ci occupiamo. Co~), dalla proposizione: ¢ punti di
contatto di due coniche dello stesso sistema stanno su un’altra conica, si ottiene
c1d che segue:

Le due coppie di tangenti principali in un punto P della conica doppia

Annali di Matematica, ton o XIV. 6
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e 1 punti di contatto della superficie con due piani tangenti doppi passanti per
P e toccanti lo stesso cono di Kummer, stanno su uno stesso cono quadrico.

Un punto P della conica doppia & vertice di un cono quadrico passante
per gli otto punti in cui i piani tangenti condotti da P a due coni di Kummer
toccano la superficie. Per le rette che vanno da un punto P della conica doppia
ai punti di contatto della superficie con i piani condotti per P e per le rette
della superficie che stanno in uno stesso piano tangente ad un cono di Kumnkr,
si possono far passare: 1.° tre coni quadrici, ognuno dei quali contenga i punti
di contatto della superficie con piani condotti per P e per un’altra coppia di
rette della superficie situate in uno stesso piano tangente a quel cono di KunuER,
2.° due coni quadrici a ognuno dei quali appartengano le due tangenti prin-
cipali poste in uno de’piani tangenti in P a la superficie e i punti di contatto
della superficie con uno dei piani tangenti condotti da P a quello stesso cono
di Kumuzr.

Dal teorema: le sei infersezioni delle coppie di tangenti che costituiscono
coniche dello stesso sistema stanno su una conica, st deduce, fra le altre, la
seguente proprietd: la tangente in un punto P della conica doppia e le con-
giungenti di £ con i vertici dei cinque coni di Kumuer sono generatrici di un
cono di 2° ordine. Considerando 1’intersezione di due consecutivi di tali coni,
si vede che la cubica gobba passante per i vertici dei coni di KummEr e per
il punto P della conica doppia, toccherd questa in P.

Viceversa, da la esposta applicazione stereometrica della teoria delle curve
di 4° ordine, si possono dedurre dei feoremi su queste curve. I sistemi costi-
tuiti da le projezioni di coniche della superficie appartenenti a due serie poste
nei piani tangenti di uno stesso cono di Kummrr, saranno due sistemi di co-
niche quadritangenti al contorno aventi comuni quattro tangenti doppie distri-
buite in vario modo in due coppie. Nel terzo di tali modi, le tangenti doppie
della stessa coppia si secano nella projezione K’ del vertice del cono di Kumuer
e nella traccia T della tangente a la conica doppia nel centro di projezione.
Ora, se si considera una conica in ognuno di quei due sistemi, due dei loro
punti d’incontro saranno projezioni di intersezioni effettive di due coniche dello
spazio poste in piani tangenti al cono di Kuumer, e quindi la congiungente di
essi, che & la projezione dell’ intersezione dei due piani tangenti, passera per K'.
L’altra corda comune di quelle due coniche passerd per I'" — il che si vede
facendo passare la projezione della conica doppia (la quale projezione pud essere
una retta qualunque per T) per uno, M’, dei due punti d’intersezione posti
su quella stessa corda comune; allora i due piani tangenti avranno ancora co-
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mune il punto della conica doppia che & projettato in M’, epperd coincide-
ranno (*) e il quarto punto d’intersezione delle due coniche della superficie
cadra in conseguenza su la conica doppia. — Con cid resta dimostrato il
teorema seguente:

Duc opposte fra le corde comuni a due coniche quadritangenti di una
curva piana di 4° ordine e appartenenti a due sislemi aventi comuni quattro
tangenti doppie accoppiate in vari modi, passano una per Uuna, Ualtra per
Valtra delle due intersezioni di quelle due coppie di tangenti doppie che non
possono costituire una conica di alcuno di quei due sistems.

Non ci fermeremo a !'applicazione che si potrebbe fare di questa propo-
sizione a la superficie che studiamo; piuttosto osserveremo che essa guida a la
notissima proposizione planimetrica (**):

Oltre a le 28 tangenti doppie di una curva di 4° ordine, vi sono 5040
rette di cui ciascuna congiunge tre punti d’intersezione di tangenti doppie;
per ogni punto d’intersezione di due tangenti doppie passano 40 di queste rette.

9. Curve della superficie. Una curva algebrica del piano di projezione &
in generale imagine di una curva gobba semplice, i cul punti sono a coppie
projettati in uno stesso punto. Perd, nello studio delle curve pil semplici ap-
partenenti a la superficie, presentano un grande interesse le curve del piano di
projezione le cui corrispondenti curve si spezzano in due aventi projezioni coin-
cidenti. Una condizione necessaria affinché una curva del piano di projezioue
sia di tale specie & che essa tocchi il contorno in tutti i punti (reali o ima-
ginari) che ha comuni con questo (n.° 3). Inoltre questa condizione & anche
sufficiente quando quella curva & razionale (unicursale o di genere 0); cid si
deduce dal fatto che il genere della curva projettata & allora — 1 (***),

Non sono in grado di indicare sotto forma completamente generale le
condizioni necessarie e sufficienti, affinch® una curva sia projezione comune di
due distinte curve della superficie (***¥); tuttavia non & difficile trovarle nei casi

(") La corda comune passante per K' sari projezione della generatrice di contatto.

(*") Vedi SaumoN-FieDLER, Héhere ebene Curven, pag. 281. Il teorema generale esposto
nel testo si pud dimostrare analiticamente con un ragionamento analogo a quello con cui
il Satmon dimostra la citata proposizione pii particolare sulle coppie di tangenti doppie.

("""") Questo risultato — che del resto & contenuto in una formola generale che io pu-
blicai nel 3° vol. dei Mathem. Annalen, pag. 3283 — si pud anche ottenere mediante una
numerazione di punti doppi.

(") Fra i risultati piu particolari citerd i seguenti: Se una curva di 3° ordine del
piano di projezione, priva di punti doppi, é imacine di due curve, essa apparterrad ad uno
dei 28 sistemi (triplicemente infiniti) di curve di 3° ordine tangenti in sei punti al contorno
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pitt semplici in cui si tratti di curve d’ordine non molto elevato. Ma siccome la
determinazione di tali curve della superficie fu fatta altrimenti e pilt comple-
tamente da Cresscu nella Memoria che citammo nell’ Introduzione, e siccome
noi esporremo piu innanzi un metodo nuovo e molto comodo per fare la stessa
ricerca, cosl ci limitiamo a mostrare il profitto che si pud trarre da I'esposto
modo di procedere servendocene per trovare le cubiche gobbe della superficie.

Una tal curva, come qualunque curva della superficie, deve incontrare
la conica doppia. Noi sceglieremo per centro di projezione uno, P, dei punti
d’intersezione. La curva sard allora projettata in una conica avente quattro con-
tatti con il contorno. Ora, qualunque conica quadritangente, essendo di genere
zero, sard projezione di due curve che del pari saranno di genere zero (affinche
il genere complessivo della curva projettata sia — 1) e che quindi dovranno
esser formate ciascuna di un sol ramo. Basta dunque — come per le curve
projettate in tangenti doppie — che cerchiamo quante volte ognuna di queste
curve passa per P; aggiungendo due a questi numeri, troveremo l'ordine di
queste curve. Dobbiamo dunque trovare delle coniche tali che, delle quattro
intersezioni d’una di esse con le tracce dei piani tangenti in P, tre siano pro-
jezioni di punti (coincidenti in P e) appartenenti a una delle due curve ob-
biettive e la quarta sia projezione di un punto dell’altra. Ora, considerando
1 63 sistemi di coniche quadritangenti, si dimostra che cid non & possibile se
non per uno dei 32 sistemi ognuno dei quali & determinato da la traccia di
un piano tangente in P e da la projezione di una delle sedici rette I e le cui
altre cinque coniche con punto doppio sono formate da la traceia di un piano
tangente condotto da P a un cono di Kuuver e da la projezione della retta
della superficie posta con 7 in uno stesso piano tangente a quel cono di Kux-
uER (*). Per P passano dunque 32 sistemi di cubiche gobbe della superficie;

e icui punti di contatto stanno su una conica passante per i punti di contatto del contorno
con una sua tangente doppia; una curva di 4° ordine senza punti doppl deve appartenere
ad uno dei sistemi (sei volte infiniti) di curve tangenti in otto punti e i cui punti di contatto
stanno su una conica; e una curva di ordine superiore al quarto senza punti doppi non pud
esser projezione di due differenti curve. I predetti sistemi di curve di 3° e 4° ordine tan-
genti in 6 od 8 punti ad una curva di 4° ordine non sono gli unici esistenti. (Vedi Hesse
e STEINER nel vol. 49 del Giornale di CreLLE e CLeBscH nel vol. 63 del Giornale di Bor-
CHARDT.)

(") Si vede subito che la coppia di piani condotti per P e per una di quelle coppie di
rette, seca la superficie in una curva di 3° ordine composta di una retta e una conica, e in
una curva di 5° ordine composta di una conica e di una curva di 3° ordine. Che gli altri
31 sistemi di coniche (di cui gia nel n.° b considerammo quei 10 tali che le curve corri-
spondenti sono composte ciascuna di una conica e di una curva di 6° ordine) non si debbano
qui considerare, si vede facilmentc tenendo presenti le loro coniche degeneri.
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una curva qualunque appartenente ad uno di essi € determinata da un punto
@ della superficie (cfr. n.° 5). Perd questi sistemi sono accoppiati in modo che
si passa da l'uno a laltro dei sistemi di una coppia scambiando fra loro i due
piani tangenti in P. Se si fa ora muovere P sulla conica doppia sinche (vedi
il seguente numero) s’incontrino i punti in cui due piani tangenti coincidono,
in cui si connettono le due falde della superficie, uno dei due sistemi di una
coppia si mutera nell’altro. I 16 sistemi che vengono cosi formati dai 32 prece-
denti sono fra loro distinti; ognuno corrisponde, nel senso indicato, a una delle
rette della superficie. @ e un punto infinitamente vicino a P su una delle due
falde della superficie passanti per P, determinano una curva del sistema; cioe:

A la superficie appartengono 16 sistemi di cubiche gobbe. Una curva di
uno qualunque di essi é determinaia da due suoi punti. 4 ognuno dei sistemi
uppartiene una serie infinita di cubiche piane con punto doppio.

La nostra rappresentazione di queste curve si presta anche per determi-
nare il numero delle loro intersezioni effettive con le rette della superficie. Essa
ha il vantaggio sul metodo di Cressca di condurre immediatamente al risul-
tato che 1 16 predetti sistemi si determinano tutti nello stesso modo.

Che, oltre a queste curve di 3” ordine, non ve ne siano di quelle che pas-
sino per certi determinati punti della conica doppia si vede, sia ponendo il
punto P di questa in tutte le posizioni possibili a cui corrisponde una forma
singolare del contorno, sia collocando P in una posizione arbitraria nel mentre
si studiano le curve aventi per imagini curve di 3° ordine con punto doppio.

10. Punti cuspiduli. Il cono circoscritto avente il vertice nel punto P
della conica doppia seca il piano di questa in quattro generatrici 1 cui punti di
contatto debbono coincidere con i loro punti d’intersezione con la conica doppia
diversi da P. In ognuno di questi punti d’intersezione vi sono cosi due inter-
sezioni coincidenti, che appartengono a la stessa falda e quindi sono due punti
consecutivi della superficie. Uno di tali punti deve esser dunque uno di quelli
in cui le due falde di superficie che s’intersecano nella conica doppia vengono
a connettersi, in cui, quindi, quando la conica doppia & reale, i due piani
tangenti coincidono per divenir poi imaginari e ove la curva da V'essere inter-
sezione di due falde reali passa a divenire curva isolata. Questi punti, che
Cresscr chiama punti cuspidali, sono gli stessi che CayLey chiamd Pincl-
points (*). La superficie che studiamo contiene dunque quatiro di questi punti.

(') Nella mia Memoria Su le superficie reciproche, pubblicata nel vol. 10° dei Math.
Annalen, io ho ampiamente studiate (pag. 468-479) le proprieta di questi punti. Fra quest:
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Projettando la superficie da un punto cuspidale, si ottiene come contorno
upa curva avente un punto doppio nella traccia della tangente singolare (*).
Le tracce dei due piani tangenti a la superficie nel centro di projezione coin-
cidono in una delle sei tangenti che passano pel punto doppio del contorno.
Una qualunque delle altre cinque diviene traccia di un piano in cui vennero
a coincidere due piani tangenti doppi. Le coppie di tangenti doppie a una
curva di 4° ordine che vengono a coincidere quando essa acquista un punto
doppio costituiscono delle coniche dello stesso sistema; in virth del n.° 4 gli
‘altri cinque piani tocch‘éanno quindi lo stesso cono di Kumuer.

Giungiamo in tal modo a la conclusione che tutti cinque i coni di Kuvuner
passano per i punti cuspidali. I piani tangenti a 1 coni di Kummer in questi
punti secheranno ciascuno la superficie in due coniche fra loro tangenti (cid
segue da quanto si dimostrd al n.° b).

11. Altra dimostrazione del teorema di Kummer. Che i piani tangenti
(coincidenti) in un punto cuspidale debbano secare la superficie in due coniche,
si pud anche dedurre dal fatto che, in generale, le rette della superficie (*¥),
in virth del n.° 2, non passano per alcun punto cuspidale. Servendosi poi del
n.° 10 si pud trovare che I'inviluppo dei piani secanti la superficie in due co-
niche & (almeno) di 10* classe e che passa cinque volte per ciascuno dei punti
cugpidali. Esso non pud secare la conica doppia della superficie in altri punti
— c¢id st vede tentando di assumere un altro di questi punti d’intersezione,
supposto che esista, come centro di projezione — onde & di 10° ordine. La sua
intersezione con il piano della conica doppia & per conseguenza una curva di
10” ordine con quattro punti quintupli, ha comuni 21 punti colla conica deter-

citerd le seguenti, la cul dimostrazione & semplice, specialmente attenendosi a la superficie
di cui trattiamo: Qualunque sezione piana della superficie passante per un punto cuspidale
ha ivi una cuspide; esiste un fascio di piani passanti per quel punto in ognuno dei quali
questa cuspide si muta in un punto di contatto di due rami; i piani di questo fascio toccano
tutti la superficie nel punto cuspidale, epperd ogni cono circoseritto a la superficie passa per
quel punto; il cono circoscritto, con il vertice in un punto cuspidale, ha per generatrice doppia
I’asse del predetto fascio, asse che si chiama fangente singolare. Quest’ultima proprieta si
dimostra facendo uscire dal punto cuspidale delle tangenti a le varie sezioni piane passanti
per esso; ma essa presentasi anche come 1'unica possibile spiegazione del fatto che i piani
tangenti a le due falde della superficie che erano piani tangenti doppi del cono circoscritto
avente il vertice in un punto qualunque della curva doppia, vengano a coincidere.

(") Vedi la nota precedente.

() E da notare che noi qui facciamo uso, oltreché dei n.i 1, 2, 10, solo di quelle pro-
prietd contenute nel n.° 4 che servono a dimostrare esservi al massimo 26 rette.
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minata dai punti cuspidali e da un altro punto della traccia dell’inviluppo sul
piano della conica doppia, dunque deve comporsi di cinque coniche (¥).

Che I'inviluppo sia un sistema di coni segue dal fatto che il suo spigolo
di regresso, se esistesse, dovrebbe secare il piano della conica doppia in cu-
spidi della intersezione che gia determinammoj ora, la predetta intersezione non
ha cuspidi, né i punti quintupli possono risultare da la sovrapposizione di punti
singolari fra cui si trovino delle cuspidi, perche i rami che s’incrociano in essi
provengono da !'intersezione di un piano con cinque falde distinte della svi-
luppabile.

Ma che il detto inviluppo sia costituito da coni si vede anche immedia-
tamente cercando le intersezioni del (supposto) suo spigolo di regresso con la
data superficie. Infatti uno di questi punti deve essere uno di quelli in cui il
corrispondente piano tangente dell’inviluppo tocca la superficie data, perché
altrimenti questo piano tangente dovrebbe toccare questa superficie lungo una
retta, e perd due rette della superficie coinciderebbero. Ma se uno dei punti di
contatto d’un piano tangente stesse su lo spigolo di regresso dell’inviluppo,
giacesse In conseguenza su due generatrici consecutive di questo, ne seguirebbe
che esso avrebbe nell’altro suo punto di tangenza un contatto stazionario, onde
quest’ ultimo sarebbe una cuspide della intersezione della superficie inviluppo
con il piano della conica doppia. Ora un tal punto non pud trovarsi su una
curva composta di coniche. Dunque lo spigolo di regresso & d’ordine 0.

Dopo avere cosi dimostrato che I'inviluppo consta di coni, si dedurrd, dal
n.° 2, che uno qualunque di questi non pud essere d’ordine superiore al se-
condo, perche altrimenti per uno stesso punto doppio passerebbero pilt di due
tangenti doppie del contorno della superficie data.

II.
Proprieta generali ottenute servendosi di un cono di Kummer.

12. Projezione della éuperﬁcz’e dal vertice d’un cono di Kummer. Siccome
qualunque generatrice di un cono di Kummer tocca due volte la superficie, cosl
il numero delle tangenti che si possono condurre, oltre le due tangenti doppie,

(") Questa dimostrazione non differisce sostanzialmente da quella che io esposi a pag. 540
della mia citata Memoria Su le superficie reciproche, in cui io mi appoggio unicamente
su la determinazione dei numeri di certe singolaritd. La sola differenza consiste in ¢i0 che
io allora applicavo delle relazioni generali fra questi numeri.
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dal vertice T' di un cono di Kummer a la linea d’intersezione della superficie
con un piano passante per 7' & 4, perch® tale curva d’intersezione, avendo due
punti doppf, & di 8" classe. Se, dunque, si projetta da T la superficie, il con-
torno sard formato da la traccia (s,) del cono di Kumuer contata due volte e
da una curva di 4° ordine (%,). In tal caso ogni punto del piano di projezione
& imagine di quattro punti della superficie.

La classe di (k,) si trova determinando il numero delle tangenti che essa
ha comuni con (s,). Notiamo percid anzitutto che queste due curve debbono
toccarsi in tutti 1 punti che esse hanno comuni: infatti il piano projettante che
passa per la tangente a (s;) in un punto @, seca la superficie in due coniche
aventi due punti d’intersezione su la retta 7'Q, ciot i due punti di contatto
del piano tangente doppio, e le quattro tangenti condotte da T' a quelle co-
niche sono generatrici del cono T'(k,); ora, se una di queste coincide con 7'Q,
entrambe quelle coniche debbono toccarla e perd anche una gencratrice di
T(k,) coincide con T'Q - (k,) e (s;) si toccano quindi in quattro punti; le tan-
genti in questt equivalgono a 2.4 =8 tangenti comuni. Le altre tangenti co-
muni debbono esser tracce di piani secanti la superficie in due coniche una
delle quali sia composta di due rette. Otto di tali piani passano per T'; delle
corrispondenti coniche degeneri quattro appartengono a 1’uno, quattro a I'altro
“dei due sistemi di coniche poste in piani tangenti al cono di KumMer consi-
derato. Per conseguenza (%,) ha in totale comuni sedici tangenti con la conica
(s5), e perd & di 8" classe ed ha due punti doppi.

Dunque per T' si possono condurre, oltre a le generatrici del cono di
Kummer T(s;), due tangents doppie della superficie.

La curva (k) ha otto tangenti doppie; esse sono le tracce dei piani tan-
genti condotti da 7" a gli altri coni di KumMer e saranno, per conseguenza,
accoppiate per formare quattro coniche quadritangenti degeneri di (k). Oltre
a queste e a (s;), si ha un’altra conica quadritangente, cioé la projezione della
conica doppia; ¢id risulta notando che, se la conica doppia ha comune un punto
R con T'(k,), uno dei piani tangenti in R alla superficie tocchera T'(k,) lungo
TR (vedi n.° 13). Pud interessare di sapere come le sei coniche test® nomi-
nate si distribuiscano nei vari sistemi di coniche quadritangenti; gli & ¢id che
ora determineremo.

Una curva di 4° ordine con due punti doppl ha tredici sistemi di coniche
quadritangenti. Dodici di essi hanno le caratteristiche p =2, v=4; e a ognuno
di essi appartengono due coppie di tangenti doppie e due coniche costituite
ciascuna di due tangenti passanti per un punto doppio (ognuna di queste ultime
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deve contarsi due volte nella teoria delle caratteristiche). Al tredicesimo appar-
tengono quattro coppie di tangenti doppie ed una conica infinitamente schiac-
ciata, avente per vertici i punti doppi; le caratteristiche di questo sistema
sono =2, v=3 (*).

Ora, da l'esposta distribuzione dei vari sistemi di coniche della superficie
risulta che fra uno qualunque dei coni di Kumuer e gli altri quattro passano
le stesse relazioni (dimodoché, quando uno dei vertici & conosciuto, gli altri
quattro devono determinarsi mediante un’equazione irriducibile). Questo fatto
non pud conciliarsi con altra ipotesi se non con quella che tutte le sei predette
coniche quadritangenti appartengano a I’ultimo nominato dei tredici sistemi
(cosa che del resto verrd dimostrata altrimenti nei n.i 13 e 15).

Le considerazioni test® esposte, potrebbero porgere occasione di far cono-
scere varie proprieta dello stesso genere di quelle contenute nel n.° 8: noi
perd non ci arresteremo a farlo e invece riassumeremo nel teorema seguente
quanto ora dimostrammo:

Quando si projetta la superficie dal vertice di un cono di Kummer, il
contorno di essa consta della traccia (s;) di questo cono, contata due volte, e di
una curva di 4° ordine (k,) con due punti dopp? toccata quatiro volte sia da
la predetta traccia, che di la projezione (ds) della conica doppia. Queste due
coniche e le tracce delle coppie di piani tangenti degli altri coni di Kummer
che passano pel centro di projezione, appartengono a quel sistema singolare di
coniche quadritangenti ¢ cui punti di contatto stanno in una stessa conica con
¢ due punti doppt di (k,). In ciascuna delle otto tangenti comuni a (s,) e (L),
sono projettate due rette della superficie.

13. Costruzione della superficie. Vi & una costruzione per punti della
nostra superficie che sta in un legame strettissimo con la projezione indicata al
n.° 12 e che noi ora esporremo, perché essa serve a dare un’idea molto chiara
di varie proprietd di essa superficie.

Per una retta qualunque uscente dal vertice 7' di un cono di Kummer si
possono condurre a questo due piani tangenti; ognuno di essi seca la superficie
in due coniche appartenenti una a I'uno, I'altra a )'altro dei due sistemi con-
jugati relativi a quel cono. Le quattro intersezioni di quella retta con la super-
ficie si distribuiscono in due coppie M,M, e M',M';, ognuna delle quali (in
grazia di cid che si disse al n.° 7) & formata delle intersezioni di due coniche

(') Io mi sono occupato di questo sistema singolare in una Memoria inserita nel Bol-
lettino (« Oversigter ») della R. Accademia danese, anno 1879,

Annali di Matematica, tpmo XIV, 7
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appartenenti una a 'uno, l'alira a l'altro dei predetti sistemi. Ora, se noi
chiamiamo S il conjugato armonico di 7' rispetto a M, M, ed S’ il conjugato
armonico di T rispetto a M',M',, il luogo geometrico dei punti S, S’ sard una
quadrica (o,). Infatti su una retta per 7' non si trovano altri punti del luogo
che 1 punti S, S" corrispondenti a quella retta e quelli che, appartenendo ad
altre rette uscenti da 7', coincidono con T'. Ma & facile vedere che di punti di
quest’ ultima specie non se ne trovano: e in vero, se S coincidesse con T' do-
vrebbe accadere altrettanto di M, o di M;, cioe T' stare su la superficie data,
il che non avviene.

Siccome S e S coincidono quando i due punti M,, M, coincidono con i
due punti M',, M',, cosi il cono di Kummer dev’essere il cono di vertice T'
circoscritto a la superficie (s;).

Noi possiamo ora anche determinare il luogo geometrico delle coppie di
punti D, D' armoniche con entrambe le coppie M, M, e M', M’,. Su una retta
condotta ad arbitrio per T' si trovano due tali punti, oltre a quelli che possono
coincidere con 7. Ora, se per una determinata retta condotta per T', D coin-
cide con 7', D' coinciderd con S e con S'. Ma noi vedemmo che questi ultimi
non possono coincidere se non quando M, M, coincidono con M', M’,. Perd in
questo caso, non solo 7', ma qualunque altro punto di quella retta pud ri-
guardarsi come un punto D, e quindi quella retta apparterrd completamente
al luogo. Questo & dunque formato del cono di Kumurr e di una quadrica
(%) (*) la quale & in realtd il luogo che volevamo determinare.

Quando si conoscono le superficie (3;) e (s.), si possono determinare, su qua-
lunque retta condotta per T, prima i punti S, S’y D, D' come intersezioni della
retta con queste superficie, e poi i punti My M,, M', M’, come punti doppi delle
involuzioni determinate da la coppia DD’ e da una delle due coppie T'S, T'S".

Ora, se M, deve coincidere con M', (o M’,) senza che coincidano gli altri
due punti M, debbono coincidere fra loro in quello stesso punto D e D'. Ne
segue che la conica doppia della superficie & la curva di contatto del cono di
vertice 1" circoscritto a (d,).

(") Bisogna perd notare che, per render completa la precedente dimostrazione, sarebbe
necessario esaminare se, quando la retta uscente da 7' tende a divenir generatrice del cono
di KumMer, D e D' hanno per posizione limite 7. Noi ci esoneriamo da questa ricerca,
perché si pué dimostrare analiticamente che D'intersezione di (3,) con un piano condotto
ad arbitrio per T' & una conica. Cio del resto fu dimostrato dal sig. dott. J. PETERSEN
{v. «Tidsskrift for Mathematik » 1874) in un lavoro ove egli espone una costruzione delle
curve di 4° ordine con due punti doppi, trovata da lui e da me, la quale & identica a quella
di cui noi qui ci serviamo per le superficie di 4° ordine con conica doppia.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Zeuthen: Su le superficie di 4° ordine con conica doppia. 51

Invece, se due punti M, M, della stessa coppia coincidono, debbono coin-
cidere nello stesso punto tanto S quanto D. Dunque, la curva di contatto della
data superficie con il cono circoscritto T'(F,), & !'intersezione delle due super-
ficie (s;) e (d,). La curva (k,) (vedi n.° 12) & projezione di questa curva gobba
(rs): le coniche appartenenti al sistema singolare di coniche quadritangenti,
sono 1 contorni di quadriche passanti per essa; e i punti doppl di (%,) sono le
tracce delle generatrici, passanti per T, della quadrica passante per T' e ap-
partenente al fascio di base (r,).

Notiamo ancora che la superficie (s,) potrebbe anche definirsi come luogo
delle polari di T rispetto a le coniche della superficie poste in piani tangenti
al cono di KumuEr.

Viceversa se si prendono ad arbitrio due quadriche (s;) e (¢.) e un punto 7
e sl eseguisce la costruzione test® esposta, si trova che essa conduce ad una
superficie di 4° ordine (*). La stessa costruzione della superficie mette in evi-
denza le esposte relazioni fra T, (s;) e (3).

Enunciando prima il teorema reciproco, potremo concludere:

Dato un punto T e due quadriche (s5) e (3,), se una retta mobile attorno
a T seca queste rispettivamente in S, S' e D, D', e si determinano due coppie
di punti M\ M, e M'\ M'; conjugate armonicamente entrambe rispetto a DD’ e
di piss la prima rispetto a T'S e la seconda rispetto a T'S', il luogo geometrico
dei punts M & una superficie di 4° ordine, avente per conica doppia lu curva
di contatto de (d;) con il cono di vertice T' ad essa circoscritto e per cono di
Kummer <l cono circoscritto da T a (a,), e che ha un semplice contatto, lungo la
curva dintersezione (r,) di (a;) e (3,), con il cono projeltante da T questa curva.

Viceversa: qualunque superficie di 4° ordine con conica doppia pud gene-
rarsi, con il metodo ora descritto, in cingue modi (**) (corrispondenti ai cinque
coni di Kumuer).

14. Rappresentazione della superficie su una quadrica doppia. La prece-
dente costruzione porge una rappresentazione della superficie, nuova e abba-
stanza espressiva. A qualunque punto della superficie (s;) corrispondono due

(") Per giungere a questa conclusione, basta contare il numero dei punti del luogo posti
su una retta qualunque uscente da 7.

(") Se (3,) & una sfera col centro in T, la conica doppia diviene il cerchio imaginario
a I'infinito, epperd la superficie & una ciclide; allora (3,) & una sua sfera direttrice e (s, &
la polare reciproca rispetto a la detta sfera della corrispondente « superficie deferente». La
costruzione della nostra superficie si riduce in questo caso a la costruzione della ciclide che
si trova ésposta a pag. 122 dell’opera di Darpoux, Sur une classe cte,
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punti M,, M, della superficie di 4° ordine, i quali possono dirsi rappresentati
da S. La rappresentazione si ottiene mediante una projezione da 7. Conver-
remo che, dei quattro punti M che sono projettati nei punti S, S’ di (s,), due
abbiano per imagini S e due S’. Siccome i due punti M,, M, che sono pro-
jettati in S separano S e T, cosl si pud imaginare ognuno di essi rappre-
sentato su quella faccia di (s,) nella quale si trova, rispetto ad S, il segmento
della retta indefinita ST che lo contiene. Le rappresentazioni su le fucce di
(a2) si conmettono fra loro lungo la curva gobba (r,); questa separa le parti
di (o) che corrispondono a punti reali da quelle che corrispondono a punti ima-
ginari e quindi diviene conforno della rappresentazione. Invece le rappresen-
tazioni cambieranno parte, e perd s'intersecheranno, quando si passera su (o),
per la curva di contatto del cono di Kunmer 7'(s:); tale curva fa dunque lo
stesso ufficio della projezione della curva doppia nella precedente rappresenta-
zione della superficie su un piano doppio. Siccome poi, la conica doppia della
superficie & intersezione di parti non aventi la stessa rappresentazione (ma di
cui una & rappresentata in punti S, I'altra in punti S), cosl essa non ha alcun
ufficio speciale nella presente rappresentazione.

Facendo ora una projezione stereografica di (s.) si potrebbe ottenere una
nuova rappresentazione della superficie di 4° ordine su un piano doppio; ma
siccome in questa vi sarebbero dei punti fondamenitali, cosi essa non sarebbe
abbastanza espressiva. La projezione fatta dal punto T' della projezione su (s;),
coincide con la projezione della superficie esposta nel n.° 12.

La rappresentazione di cui ci stiamo occupando, porge senza dubbio il
mezzo pill comodo per studiare le curve della superficie. Una curva d’ordine »
di (s;) & imagine d’una curva d'ordine 2n della superficie di cui trattiamo e
avente infinite bisecanti le quali passano per T e costituiscono un cono d’or-
dine n. Essa insegna anche a determinare delle superficie secanti la data in
questa curva: infatti queste superficie si otterranno sostituendo a la quadrica
(ss) adoperata nella costruzione del n.° 13, delle superficie incontranti (s;) lungo
la curva imagine.

La suddetta curva d’ordine 27 pud decomporsi in due d’ordine » non
aventi infinite bisecanti uscenti da T. La curva di (s;) che rappresenta en-
trambe queste curve toccherd allora necessariamente la curva (r,) in tutti i
punti ch’essa ha comuni con questa.

Ci limiteremo ad esaminare i casi n=1 e n=2.

n = 1. Una generatrice rettilinea di (s,) & imagine d’una conica della
superficie posta in un piano tangente condotio da I"a (s,) e perd in un piano
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tangente al cono di Kummer. L’altra conica posta in questo piano, corrisponde
a Ja generatrice dell’altro sistema posta in esso piano. Dunque i due sistemi di
generatrici corrispondono a due sistemi conjugati di coniche. In ogni sistema
si trovano quattro generatrici che toccano (J:;) e quindi anche la curva (r,);
ad ognuna corrisponde una conica avente un punto doppio nel punto di con-
tatto e perd scissa in due rette: si ottengono in tal modo le sedici rette della
superficie.

n=2. Una sezione piana di (s,) corrisponde a una curva gobba di
4° ordine. Questa stara tanto sul cono quadrico che projetta da 7' quella conica,
quanto su una quadrica che si determina facendo muovere sul piano secante
il punto S usato nella precedente costruzione. La curva gobba di 4° ordine &
quindi di 1* specie (cioe intersezione di due quadriche). Siccome lo spazio con-
tiene un numero triplicemente infinito di piani, e siccome il cono projettante
una conica di (o) seca ancora (o) in una conica, cosl vediamo che sulla super-
Sicie vi é un numero triplicemente infinito di curve di 4° ordine e 1¢ specie (*),
situate a due a due su un cono quadrico avente il vertice comune con un cono
d¢ Kummer. Nella curva di contatto del cono di Kumuer colla superficie di
4° ordine, coincidono due tali curve.

15. Nuove proprieti dei coni di Kummer. Una quartica gobba di 1* specie
si spezza in due coniche allorquando essa acquista due punti doppi: infatti la
sua projezione ne ha allora 4. Per una delle curve considerate nel n.° 14,
cid accadra quando la conica che la rappresenta su (;) tocea (r,) in due punti.
Ora, & noto che i piani tangenti doppi dell'intersezione (r,) di due quadriche,
sono tangenti a’quattro coni quadrici passanti per la stessa intersezione. Le
due coniche della superficie che studiamo, rappresentate da ! intersezione di ()
con un piano tangente ad uno, (x,), di questi coni s'incontrano nei due punti
di contatto di questo con (r,) e perd appartengono, in virtlt del n.° 7, a sistemi
conjugati. La congiungente di quei due punti passa sempre pel vertice di (x,),
il quale deve quindi essere il vertice del cono di Kummer che & toccato da i
piani delle due predette coniche. Questi due piani coincidono nel corrispondente
piano tangente di (x;) quando passano per T'; il piano in cui coincidono toc-

(") Su la superficie vi sono in tutto oo' quartiche gobbe di 1* specie, ognuna é deter-
minata da una quadrica passante per la conica doppia. — Oltre al suddetto sistema tripli-
cemente infinito, al punto 7' — come a gli altri punti dello spazio — corrisponde un sistema
semplicemente infinito di quartiche di 1* specie della superficie, che sono intersezioni della
superficie con coni quadrici di vertice 7. Questi coni sono circoscritti a quadriche passanti

per (7,)-
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cherd quindi il cono di Kummer e il cono (x,) lungo la generatrice passante pei
punti di contatto colla curva (r,). Dunque:

La quartica qobba (r)), lungo cui la data superficie tocca il cono di
Kummer [T(k)] ad essa circoscritto dal vertice T' d’un cono di Kummer, sta
su quattro coni quadrici, ognuno dei quali tocca uno degli altri quattro coni
di Kummer lungo le generatrici di contatto con pioni tangenti passanti per T.

E ancora:

Le coniche di due sistemi conjugati sono in quattro mods distribuite in
coppie tali, che due coniche d’'una coppia stanno su quatiro coni aventi per
vertici ¢ vertici dei quattro coni di Kummer non toccati da i piani di quelle
coniche.

II1.

Proprietd di realitd e forme della superficie
studiate con una projezione da un punto della conica doppia.

16. Lemmsi relativi a la forma delle curve piane di 4° ordire. Quando
non si tien conto delle differenze provenienti da situazioni differenti rispetto
a la retta all’infinito, si pud formarsi un’idea completa delle forme delle curve
di 4° ordine senza punti doppt, in parte applicando il teorema, noto da molto
tempo, che la curva non pud avere pilt di quattro rami separati o pilt di due,
uno dei quali stia entro 'altro; in parte dal teorema che una curva di 4° ordine
senza punti doppi ha sempre quattro tangenti doppie reali e tali che ognuna
o tocca due volte lo stesso ramo oppure ha punti di contatto imaginari (¥).
Siccome poi due rami separati di una curva di 4° ordine hanno sempre co-
muni quattro e solo quattro tangenti, cosl si ottengono per queste curve le
seguenti « forme prineipali »:

I. Curva con 4 rami separati e 28 tangenti doppie reali

II. ” 3 ” ” 16 ” ” b
I11. ” 2 ” ” 8 ) » »

IV. n 1 ” n 4 ” ” 77‘

Y. ) 0 » » 4 » » »

VL ” 2 rami uno interno a I'altro e 4 tangenti doppie reali.

('} T miei lavori che si riferiscono a la forma delle curve di 4° ordine, si trovano nel
Tidsskrift for Mathematik, 1873 e 1874, e nel vol. 7° dei Math. Annalen. Com’é noto, KLEIN
diede della mia proposizione fondamentale, enunciata sotto forma un po’ diversa, una note-
volissima estensione a tutte le curve algebriche,
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A questi risultati, CroNe (¥) aggiunse una ricerca su la realta dei 63
sistemi di coniche quadritangenti e su Ja distribuzione in essi delle tangenti
doppie reali e imaginarie della curva. Dei teoremi da esso stabiliti, noi faremo
uso dei seguenti che si riferiscono a sistemi reali, sistemi che chiameremo
interni o esterni secondoche le loro coniche stanno entro o fuori dei rami reali
della curva (considerando perd come esterna la parte di piano situata fra due
rami). Indicheremo solo le coniche degeneri reali del sistema (coppie di tan-
genti doppie), ciod quelle formate ciascuna da due rette reali o imaginarie
« conjugate »; cid che manca al loro numero per formare 6 rappresenta il
numero delle coniche composte di rette imaginarie non conjugate. I numeri
romani si riferiscono alla precedente classificazione delle curve di 4° ordine;
le lettere poste nella colonna successiva servono a stabilire delle suddivisioni
fra le varie specie di sistemi.

. - Come e |
Numero |~ Situaziono rali | mapinario | PSR
I 63 esterni 6 0 16
I (o 30 esterni 4 0 8
{| & 1 interno 0 16
( a 1 esterno 4 2 0
111 b 12 esterni 2 4
Z c 2 interni 0 4 8
( a 3 esterni 2 2 0
v 0 b 1 esterno 0 0 4
( 3 | interni 0 2 4
} 3 esterni 2 4 0
Vel g b | 12 | interni 0 0 4

(*) V. Tidsskrift for Mathematik, 1875 e 1877, o Math. Annalen, vol 12. Dell'esattezza
dei risultati di CronE, che noi citiamo nel testo perché ne abbiamo bisogno, si pud persua-
dersi considerando delle curve che sono prossime ad acquistare un punto doppio. Infatti, un
cambiamento nei numeri dati nel testo puo solo avvenire quando la curva acquista un punto
doppio. Per non trascurare alcuno dei casi intermedi bisogna tener presente che vi sono le
tre specie seguenti di punti doppi reali: 1.° Nodi, in ognuno dei quali due rami si riuniscono
T'uno a 'altroj 2.° Punti isolati, sostituenti ciascuno un ramo nel massimo numero di rami
che puo avere la curva; 3.° Punti d’intersezione di due rami d’ordine impari a lato dei
quali la curva ha al massimo un ramo d'ordine pari. (Cf. Math. Annalsn, vol. 7°, p. 424.)
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Si pud anche osservare che, per le curve IT III IV, eniro ogni ramo si
trovano due de’punti reali d’intersezione delle tangenti doppie conjugate appar-
tenenti a ciascuno dei sistemi interni; e che le coniche del sistema III @ si
possono distinguere da le altre perch® i rami di curva stanno entrambi fuori
o entrambi entro una di quelle coniche e ognuno dei rami la tocca un numero
pari di volte. '

17. Determinazione delle rette reali e dei coni di Kummer reali di una
superficie di 4° ordine dotata di una conica doppia con punti reali. Quando
la conica doppia della nostra superficie ha punti reali, possiamo projettarla da
uno, P, di essi. In virth del n.° 2, il contorno potrd assumere tutte le forme
enumerate nel n.° 16 e la traccia T della tangente in P alla conica doppia
potrd essere uno qualunque dei punti d’intersezioni reali di tangenti doppie. Se
queste sono reali, P sard un punto d’intersezione di due falde reali della super-
ficie; se sono imaginarie conjugate esso apparterrd a la curva isolata. Avver-
tiamo che le diverse porzioni della conica doppia verranno da noi per brevitd
indicate rispettivamente con i nomi di curva di intersezione e curva isolata:
ognuna consta al massimo di due parti.

Le curve degeneri del sistema di coniche quadritangenti al quale appar-
tengono le due tangenti doppie incrociate in T sono, secondo il n.° 4, con-
torni dei cinque coni di Kvuuer. Uno di questi sard reale (cioé avra un’equa-
zione a coefficienti reali e almeno il vertice reale) allorquando il suo contorno
consterd di due tangenti doppie reali o imaginarie conjugate. Nel primo caso,
il centro di projezione P & esterno al cono; nel secondo, noi possiamo sempre
‘dire che esso sta entro il cono, purché conveniamo di dire che gqualunque
punto dello spazio ¢ interno a un cono non avente generatrici reali.

Le altre tangenti doppie del contorno sono projezioni di rette della super-
ficie. T numeri dei coni di Kumuer reali e delle rette reali si possono quindi
determinare; gli elementi necessari per tale determinazione si trovano nel n.° 16;
ma noi rimandiamo al n.° 20 V'esposizione dei risultati di essa per occuparei di
altre proprietd delle « forme principali » delle superficie che studiamo.

18. Falde della superficie e loro tipi. La forma del contorno porge un’idea
della forma della superficie: infatti il contorno segna il passaggio da i punti
del piano di projezione ove sono projettati due punti reali della superficie, a
quelli ove ne & projettato nessuno. Come queste due parti siano disposte ri-
spetto al contorno, si riconosce considerando la traccia 7' della tangente in P;
questo punto apparterrd a la prima o a la seconda di quelle parti di piano,
secondoche P & un punto della curva d’intersezione o uno della curva isolata.
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Nel descrivere le varie falde di cui la superficie pud essere formata — e
della cui situazione rispetto al piano all’infinito (cioé della loro possibile divi-
sione in parti) noi non terremo conto — chiameremo, seguendo Kremw (*), le
falde d’ordine pari su cui non si trovano rami di curva di ordine impari (per
es. un ellissoide) Falde del tipo punto, e quelle falde d’ordine pari a cui appar-
tengono rami di curva di ordine impari (per es. un iperboloide a una falda)
Falde del tipo retta. Quando si projetia la superficie da un punto della curva
1solata, le projezioni delle sue varie falde appariranno separate (**), e una
Jalda sara del tipo punto quando la sua projezione stard nell’interno di qual-
cuno dei rami nel contorno, del tipo retta in caso diverso.

Questa proposizione, la cui esattezza & evidente, sard sufficiente pel nostro
scopo, in tutti i casi in cui il contorno ha punti reali, perché & bensi vero che
quando si parte da una projezione fatta da un punto P della curva d’interse-
zione si pud incontrare una superficie senza curve isolate, ma si potrd trovarne
una che ne sia dotata con un cambiamento della retta passante per 1" in cui
& projettata la conica doppia e un tal cambiamento non pud avere alcuna in-
fluenza sul tipo della superficie. Del resto non sara difficile determinare diret-
tamente la composizione delle falde della superficie e i loro tipi quando la
projezione sia fatta da un punto della curva d’intersezione; quando il contorno
ha rami reali, una sola falda passerd due volte pel centro di projezione; e tale
falda sara del tipo punto, quando i rami stanno nella stessa coppia di angoli
opposti al vertice formati da le tangenti doppie uscenti da I e ognuno di essi
ha un numero pari di punti di contatto con le tangenti doppie, sard invece del
tipo retta quando queste condizioni non saranno entrambe soddisfatte (***).

Resta da considerare il caso in cui ¢! contorno non ha punti reali e ogni

() V. la sua Memoria Ueber die Flichen 3 Ordnung (Mathem. Annalen, Bd. 6,
pag. 557-b81). Notiamo perd che, siccome KLEIN non usa nel citato lavoro le denominazioni
«tipo punto» e «tipo retta », cosi io le conosco probabilmente per ura comunicazione ver-
bale. Esse servono ad esprimere che quelle falde possono trasformarsi risp. in un punto
o in una retta. Non incontreremo qui il «tipo piano », cioé una falda di superficie d’ordine
impari.

(") Altrimenti dovrebbero essere falde secate in un sol punto da le rette projettanti,
e perd sarebbero d’ordine impari; queste falde si secherebbero in una curva d’ordine impari
che dovrebbe far parte della conica doppia, il che & impossibile, perché noi non consideriamo
quei casi estremi o intermedi in cui detta conica degenera in due rette.

(") Infatti, solo in quest’ultimo caso si potrd costruire nel piano di projezione dei rami
di curva d’ordine impari e quindi mostrare, servendosi delle regole esposte nel n.° 3 e appli-
candole come si fece nel n.° 4, che essi sono projezioni di rami di curve che non passano
pel centro di projezioni e quindi sono pure d’ordine impari.

Annali di Matematica, tomo XIV, 8
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punto del piano di projezione rappresenta due punti della superficie. In questo
caso la superficie consta di due falde del tipo punto. Infatti, allora non esiste
alcun legame fra i due punti che coincidono in P e qualunque ramo di curva
d’ordine impari del piano di projezione rappresenterd un ramo di curva della
superficie il quale, passando per P un numero impari di volte, sard d’ordine
pari (*).

19. Connessione delle varie falde della superficie. Per formarsi un’idea
esatta della forma di una falda di superficie bisogna conoscere un numero che ne
determini Ja connessione. Come dimostrarono ScurAErLI e KLEIN, questo numero
& uguale al doppio del numero delle curve chiuse (direttamente o passando per
le loro intersezioni con il piano a I'infinito) che si possono tracciare su la falda
che si considera senza spezzarla (**). Se, nella nostra rappresentazione, il centro
di projezione P sta su la curva isolata, la connessione d’una falda sard il
doppio del pumero dei rami di contorno interni, cioe¢ dei rami di contorno
fuori dei quali si trovano projezioni di punti reali della falda; infatti le curve
chiuse che non spezzano la superficie saranno i rami di curva aventi per pro-
jezioni il contorno apparente (rami del cosi detto eontorno « effettivo »). Il solo
caso in cui non & applicabile questo metodo di determinazione & quello, che
noi gia incontrammo, in cui per il centro di projezione passano due falde d’or-
dine pari; ma in questo caso & facile vedere, con l'ajuto della rappresentazione,
che le due falde hanno la connessione 0.

(') Quest’ultima asserzione potrebbe apparire un po’ precipitata, perché una projezione
stereografica di un iperboloide rigato sembra presentare tutte le proprietd di una tal falda,
Ma vi é la differenza sostanziale che, nella projezione stereografica dell’iperboloide, vi sono
due punti (i punti fondamentali) che sono projezioni di rette della superficie e quindi la
projezione d’un ramo di curva pud incontrare la traccia del piano tangente in uno di questi
punti senza passare pel centro di projezione. Questo esempio di un'idea di alcune delle mo-
dificazioni che subirebbero le nostre considerazioni generali nel caso limite in cui il eentro
di projezione stesse su una retta della superficie.

(") Le osservazioni di ScHLAEFLI su questo argomento si trovano nel vol. 76 del Gior-
nale di BorcHaRDT (pag. 152, nota); quelle di KLeix nello seritto citato nella Nota al n.° 18
e nell'altro: Bemerkungen iber den Zusammenhang der Flichen (Math, Ann.,, Bd. 7). —
Un toro ha, p. e., la connessione 2, quantunque non lo si spezzi con un parallelo e un meri-
diano; per rendersi ragione di ci0 bisogna tener presente che fra queste due curve, quella
che fu disegnata prima ¢é rientrante in sé stessa, ma l’altra va da un punto infinitamente
vicino a quella e posto da una parte di essa a un punto, pure infinitamente vicino ad essa,
ma posto dall’altra parte. — Un iperboloide a una falda, le cui due estremitd si possono
considerare come connesse lungo la curva d’intersezione della superficie con il piano all’in-
finito, ha la stessa connessione del toro.
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Del resto, si pud facilmente dedurre da un tcorema di Krrix (¥) che,
quando il centro di projezione sta su Ja curva d’intersezione di una falda con
s¢ stessa, la connessione & uguale al doppio del numero dei rami di contorno
interni meno due.

20. Classificazione delle superficie di 4° ordine con conica doppia « punts
reali. Per giungere a tutte le « forme principali » delle superficie di cui eci
occupiamo, basta, in grazia di quanto si disse al n.° 17, considerare successi-
vamente le forme del contorno descritte nel n.° 16 e supporre che le tracce dei
piani tangenti nel centro di projezione P siano successivamente una coppia di
tangenti doppie reali o imaginarie conjugate di ciascuno dei sistemi enumerati
nel citato numero. In tal modo si otterrd due volte ogni forma di superficie,
cio¢ una volta projettata da un punto della curva isolata, una volta projettata
da un punto della curva di intersezione. Perd, quando per ogni rappresenta-
zione si determini il numero delle rette reali e dei coni di Kuumer reali, non-
ché la loro situazione rispetto a la curva d’intersezione e a la curva isolata,
non si avra alcun dubbio nel risolvere la questione di determinare a quali rap-
presentazioni appartenga la stessa forma di superficie, purch® non si considerino
come sostanzialmente diverse le forme del contorno che noi indicammo al n.° 16
coi numeri V e VI (curve senza rami reali, curve anulari).

Nell’enumerazione che ora faremo delle « forme principali » della super-
ficie, i numeri romani racchiusi in parentesi e le lettere annesse indicano, rispet-
tivamente, la forma del contorno e il sistema a cui appartengono le due tan-
genti doppie che fungono da tracce di piani tangenti; il primo di essi lo indica
per un centro di projezione appartenente a la curva d’intersezione, il secondo
per uno appartenente a la curva isolata.

La posizione della conica doppia non ha alcuna parte nella classificazione
delle forme principali (circostanza che noi abbiamo giad utilizzata); ma danno

(") Math. Annalen, Bd. 7, pag. 54, — L’attuale applicazione di questo teorema a una
superficie e a la sna rappresentazione su un piano doppio ¢ possibile perché la superficie ha
due punti fondamentali nel centro di projezione, Volendo applicarlo a la rappresentazione
d’una falda di superficie d’ordine impari su un piano doppio, si deve tener presente che una
delle facce d’una tale falda & una continuazione dell’altra. La rappresentazione su un piano
doppio pud solo valere per una delle sue facce (per rappresentare contemporaneam nte le
due facce sarebbe necessario 1'impiego d’un piano quadruplo) e la sua connessione ¢ minore
di 1 di quella della superficie. Servendosi di una projezione stereografica d’una falda d’or-
dine impari d’una superficie di 3° ordine, si trova che la connessione di una faccia di questa
& minore di 1 del doppio del numero di rami del contorno; con ci6 la falda stessa acquista
Ja connessione 8, 6, 4 o 2 attribuitagli da KrLEIn.
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origine a modificazioni di queste che sono sostanziali, ma che perd si imaginano
facilmente. Siccome tutti i coni di Kummer passano pei punti cuspidali [di cui
sono reali 0, 2 0 4 (*)], e siccome questi separano la curva d’intersezione da la
curva isolata, cosl il dire che questa sta entro o fuori di un cono di Kumuer,
avrd per conseguenza che quella sta fuori o entro dello stesso; lo stesso enun-
ciato si applicherd anche a le superficie che mancano di curve isolate.

A. [I; 11 b]. Superficie con sedici rette reali e cinque coni di Kummer
reali, formata di una falda del tipo retta con la connessione 6. La curva
isolata sta entro a tutti i coni di Kummer.

B. [l a; IIL c]. Superficie con otto rette reali e tre coni di Kummer
reali, formata di una folda del tipo retta con la connessione 4. La curva
isolata sta entro a tutti i coni di Kummer.

C. [I1L b; IV ¢]. Superficie con quattro rette reali e un cono di Kummer
reale, formata di una falda del tipo retta con la connessione 2. La curva
isolata sta nell’interno del cono di Kummer.

Le superficie delle specie 4, B, C hanno 4, 2, 0 punti cuspidali; quando
non vi & alcun punto cuspidale, la superficie manca di curva isolata.

D. [lIL a; V o VI a]. Superficie senza rette reali e con cinque coni di
Kummer reali, e che o & formata da una falda del tipo punto e con la connes-
sione 2 (anulare) o non ha alcun punto reale — fuori della curva isolata; que-
st’ultima non & neppur compresa nella descrizione delle falde reali delle pre-
cedenti forme di superficie. — La curva isolata sta entro tre e fuori di due
cont di Kummer.

Quando la superficie ha una falda reale vi possono essere 4, 2 o 0 punti
cuspidali; in quest'ultimo caso pud mancare o la curva d’intersezione o la
curva isolata.

E. [V o VI a; 11l a]. Superficie senza rette reali e con cinque coni di
Kummer reals, formata di due falde del tipo punto e con la connessione 0. La
curva isolata sta nell’interno di uno e all’esterno di quatéro coni di Kummer.

La curva doppia pud essere o intersezione di due falde, nel qual caso
manca la curva isolata (contorno V); oppure constare di una curva d’interse-
zione d'una falda con s¢ stessa e di O o 1 curva isolata; oppure constare di
due curve d’intersezione e di due curve isolate; o finalmente essere una sola
curva isolata.

(") Siccome noi prescindiamo in generale dai casi intermedi, cosi non insistiamo sui casi
in cui due o piu de’punti cuspidali coincidono,
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F. [IV a; IV a]. Superficie senza rette reali e con tre coni di Kummer
reali, formata da una falda del tipo punto e con la connessione 0. La curva
isolata sta entro uno e fuori di due dei cont di Kummer. Essa ha 4, 2 0 0
punti cuspidali; in quest’ultimo caso pud mancare la curva d’intersezione o la
curva isolata.

21. Sistemi reali di coniche; varie specie di rette imaginarie della su-
perficie. To noto che una retta imaginaria dello spazio pud essere di due specie;
se essa ha un punto reale, intersechera la sua conjugata, e perd stard in un
piano reale e si dird di 1% specie; se essa non ha alecun punto reale, per essa
non passerd alcun piano reale e si dird d¢ 22 specie: in quest’ ultimo caso la
retta data e la sua conjugata sono determinate da due coppie di punti ima-
ginarl conjugati appartenenti a due rette che non s'incontrano.

Il numero delle rette imaginarie delle varie forme di superficie si trova
togliendo da 16 il numero delle rette reali. Per trovare quali fra le rette ima-
ginarie siano di 1* specie, si noti anzitutto che una di queste deve stare con
la sua conjugata in un piano tangente di un cono di Kumuer e che questo cono
& in conseguenza reale, ché altrimenti lo stesso piano dovrebbe toccare il cono
imaginario conjugato. Quindi, queste due rette imaginarie conjugate apparten-
gono ad uno dei due sistemi di coniche della superficie, poste in piani tangenti
allo stesso cono di Kuumir e la cui projezione, secondo il n.° 6, & quel sistema
di coniche quadritangenti al contorno che & determinato da la conica spezzata
nella traccia di un piano tangente nel centro di projezione e in una retta di
contorno del cono di Kummer.

Un tal sistema sard reale quando le due tracce e le due rette di contorno
o sono tutte reali o formano due coppie di conjugate e solo allora; quindi i
piani tangenti di un cono di Kummer secano la superficie in coniche reali o
imaginarie secondoch® la curva isolata sta nell’interno o a l'esterno del cono
(viceversa per la curva d’intersezione). Siccome in una conica appartenente a
un sistema imaginario non si possono trovare che alecuni punti reali, cosl noi
possiamo trovare un modo migliore per caratterizzare la posizione dei varf coni
di Kvuuer; invece di dire che la curva isolata — che pud anche mancare —
sta entro o jfuori di un cono di Kummer, noi potremo ora dire che le falde
reali di superficie — che perd nella forma D potrebbero anche mancare —
stanno fuori o entro di quel cono. Dal n.° 20 segue allora: che la falda reale
di una delle superficie A, B, C sta all’esterno di tutti i coni di Kummer; che
la falda reale di D — quando esiste — sta all’esterno di tre e nell’interno di
due coni di Kummer ; che le due falde di E stanno entro uno e fuori di quatiro
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cont di Kummer; che finalmente la falda reale di F' sta entro due ¢ fuor: di
uno de’coni di Kummer. Perd, affinché questi enunciati siano completi, noi
dobbiamo (v. n.° 17) dire che una falda reale di superficie sta entro ogni cono
reale non avente generatrici reali. La curva isolata (che dovrebbe stare fuori
di questo) deve allora mancare. Se invece non vi sono falde reali della super-
ficie (D), & impossibile, nelle presenti ipotesi, che la curva isolata manchi; e
allora gli & fra i tre coni entro ognuno dei quali si trova la curva isolata, che
se ne pud trovare uno o pil senza generatrici reali.

I sistemi reali di coniche che si trovano in piani tangenti a’coni fuori
dei quali stanno le falde di superficie, si studiano mediante le loro projezioni,
le particolarita delle quali si deducono da le coniche degeneri mediante le
regole esposte nella Memoria di Crone; si pud tuttavia osservare che I'arbitrio
nella scelta del centro di projezione sia su la curva d’intersezione sia su la
curva isolata, nonche le nozioni gid aquisite su le rette della superficie, com-
binate coi risultati citati al n.° 16, bastano a risolvere ogni questione senza
pilt ricorrere a quelle regole. Nell’enumerare i sistemi di coniche posti su le
varie forme di superficie, noi indicheremo queste ed esporremo le proprietd
delle projezioni dei sistemi di coniche posti su esse con le stesse notazioni
usate nel n.° 20.

A. Dieci sistemi di coniche reali, ognuno con quattro coppie di rette
reali [I, Il a].

B. Sei sistemi di coniche reali, ognuno con due coppie di rette reali e
nessuno di rette imaginarie conjugate [II a, III b]. Tutte le otto rette imagi-
narie della superficie sono di 2° specie.

C. Due sistemi di coniche reali, in uno dei quali vi sono due coppie di
rette reali e due coppie di rette corjugate [III @, IV @], nell’altro non si tro-
vano nd rette reali, né rette imaginarie conjugate [IIL 4, IV b]. Delle dodici
rette tmaginarie quattro sono di 1% specie, otto di 2.

D. Sei sistemi reali di coniche, in cui non vi sono rette reali o ima-
ginarie conjugate [II[%, V& o VIb] e che possono mancare di coniche aventi
punti reali. Tutte le rette della superficie sono imaginurie di 2% specie. Se la
superficie non ha punti reali, vi sono delle differenze fra i piani tangenti reali
a tre e a due coni fuori o entro dei quali la superficie pud sempre dirsi posta;
infatti, uno dei primi seca la superficie in due coniche reali non aventi punti
reali, mentre uno degli altri la seca in due coniche imaginarie conjugate. (Per
maggiori particolari si vegga il n.* 23.)

E. Due sistemi reali di coniche a ognuno dei quali appartengono quattro

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Zeuthen: Su le superficie di 4° ordine con conica doppia. 63

coppie di rette imaginarie conjugate [V o VI a, III ¢]. Tutte le sedici rette
imaginarie sono di 1% specie.

F. Due sistemi reali di coniche, ognuno con due coppie di rette con-
jugate [LV a, IV ¢]. Otlo reite imaginarie sono di 1% specie, otto di 2°.

IV.

Proprieta di realita e forme della superficie
studiate mediante un cono di Kummer.

22. Lemmi su le quartiche gobbe di 1° specie. L’intersezione di due qua-
driche & una curva che pud essere formata al massimo di due rami. Essa pud
avere una delle seguenti « forme principali »:

1) La curva consta di due ram:i d’ordine pari. I quattro coni (x,) che
passano per essa sono tutti reali.

a. Una superficie del fascio, i cui punti stanno in parte entro di tutti,
in parte fuori di tutti i coni (x,), ha generatrici reali, le quali possono secare
un ramo in due o zero punti. Il caso intermedio si ha nelle generatrici tan-
genti; ogni ramo della curva tocca due generatrici di ciascuno dei due sistemi.

8. Una superficie del fascio, 1 cui punti stanno in parte fuori di tre ed
entro uno dei coni (x;), in parte viceversa, ha generatrici imaginarie.

y. Una superficie del fascio, i cui punti stanno nell’interno di due e
all’esterno di due coni (z;), ha generatrici reali, le quali secano ognuno dei
due rami in un sol punto, e perd non sono mai tangenti ad essi.

2) La curva consta df un ramo d’ordine pari. Due de’ coni passanti per
essa sono reall.

a. Una superficie del fascio, i cui punti stanno parte entro parte fuori
dei due coni (x,), ha generatrici reali che incontrano il ramo in due o zero
punti; due generatrici di ogni sistema lo toccano.

B- Una superficie del fascio, i cui punti stanno entro uno e fuori di uno
dei coni, ha generatrici imaginarie.

3) La curva ¢ formata di due rami d’ordine impari. Nessuno dei coni
(x;) & reale. — Una superficie del fascio ha in questo caso sempre generatrici
reali. Le generatrici di un sistema secano ciascun ramo in un punto; quelle
dell’altro secano un ramo in due o zero punti; ogni ramo & toccato da due
generatrici che stanno ciascuna in una delle parti in cui la curva divide la
superficie.
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4) La curva non ha rami reali. Tutti quattro i coni (x,) sono reali;
due di essi hanno generatrici reali, due non. Come gia dicemmo, considereremo
ogni punto reale dello spazio come interno a ciascuno di questi ultimi. Sic-
come i due primi non hanno punti d’intersezioni reali, cosl un punto non pud
stare nell’interno di entrambi.

«. Una superficie del fascio, che abbia punti reali posti fuori di due ed
entro di due coni, ha generatrici reali.

B. Una superficie del fascio, i cui punti reali stanno entro tre coni ha
generatrici imaginarie.

7. Al fascio appartengono anche superficie senza punti reali e le cui
generatrici sono in conseguenza rette imaginarie di 2* specie. (Invece le ge-
neratrici imaginarie precedentemente nominate sono tutte di 1* specie.)

Di questi teoremi, che noi dovremo applicare, alcuni devono esser mnoti;
gli altri si ottengono mercé considerazioni su le forme, in parte tenendo pre-
senti le due serie di superficie, appartenenti tutte allo stesso fascio, che possono
riguardarsi come formanti con continuitd il passaggio fra due date, in parte
considerando le diverse posizioni che possono assumere, rispetto ai vari rami
della curva, le generatrici di una determinata superficie — oppure i piani d’un
fascio avente per asse una tangente a la curva gobba.

Da queste considerazioni risulta anche che ogni curva avente punti reali
divide ogni superficie del fascio in due porzioni poste ciascuna da una parte di
qualunque altra superficie del fascio. Nei casi 1.« e 8 una di quelle porzioni
consta di due parti separate. — Se la curva non ha punti reali, noi ¢i possiamo
imaginare una tale divisione, ossia parlarne come se esistesse. Soltanto allora
una delle due porzioni (p. e. nel caso 4. a quella che si trova fuori dei due coni
a generatrici imaginarie ed entro i due a generatrici reali) non contiene alcun
punto reale. Inoltre, siccome nel fascio 4. il caso intermedio fra le superficie
4.8 ¢ 4.y, & uno dei due coni a generatrici imaginarie, cosl bisogna consi-
derare la superficie 4.y come posta entro due coni di cui uno ha generatrici
reali I"altro imaginarie e fuori degli altri due. Si pud dire che qui ha luogo
una divisione in parti mediante la curva gobba: ma bisogna tener presente che
né a 'una, né a l'altra di queste parti appartengono punti reali.

23. Applicazione della costruzione esposta al n.° 13 a lo studio delle varie
forme della superficie. Secondo 1 n.l 13 e 14, 1 punti della superficie sono a
coppie rappresentati su i punti S di una quadrica (c,). Se T & il punto fisso
dello spazio, i due punti M, M, rappresentati in S stanno su 7'S e sono i punti
doppt dell'involuzione a cui appartengono T'S e i punti d’intersezione D D’
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della retta T'S con un’altra quadrica (d,). Essi sono reali o imaginari secon-
doché T' e S entrambi non separano o entrambi separano D e D'. Se essi sono
-reali per una certa posizione di S, diverranno imaginari quando S passerd per
I intersezione (r,) di (s;) e (d:), e viceversa. La parte di (o) i cui punti S cor-
rispondono a punti M reali, si trasformerd in una a i cui punti S corrispondono
punti M imaginari e viceversa quando, rimanendo fissi (a5), () e T, (J,) va-
rierd nel fascio di cui (r,) & base e passerd o per (s;) o per la superficie del
fascio che contiene il punto 7. Dunque: Data la quadrica (s,) e la quartica
gobba (r,), su una qualunque delle due parti in cui (»,) divide (o;) possono
trovarsi imagini di punti reali d’una superficie di 4° ordine a conica doppia;
se (r,) non ha punti reali, tutti i punti reali di (s;) saranno imagini di punti
tutti reali o tutti imaginarl. In quest’ultimo caso e in quello in cui (s;) non
abbia punti reali, la superficie rappresentata non avra punti reali.

In virth del n.° 14, una generatrice reale di (¢,) & imagine d'una conica
della superficie, posta in un piano tangente al cono di Kummer che ha il vertice
in T' ed & circoseritto a (s,). Questa conica sard reale, anche se ad essa non
appartengono punti reali, e la superficie stard allora (n.° 21) fuori del cono
di Kuvumer. Se invece le generatrici di (s;) sono imaginarie di 1* specie, ogni
piano tangente al cono di Kumuer secherad la superficie in due coniche ima-
ginarie, e perd la superficie stard entro lo stesso cono. Se noi generalizziamo
le locuzioni che convengono a questi due casi, dicende che la superficie si
trova rispetto al cono da la stessa parte delle rette uscenti da T' e secanti (a.)
in punti reali e da la parte opposta di quelle che secano (s;) in punti ima-
ginarl, e ricordiamo che ogni punto reale sta nell’interno di un cono a gene-
ratrici imaginarie, noi dobbiamo dire che, nel caso in cui (¢;) non ha punti
reali, la superficie di 4° ordine, la quale pure non ha punti reali, sta fuori
del cono di KummEr.

Se una generatrice reale di (s;) tocca (r,), la conica corrispondente sara,
per il n.° 14, costituita di due rette che s’intersecano nel punto di ¢ontatto
reale con (r,). Quelle due rette saranno reali o imaginarie (ma aventi perd
sempre reale il detto punto), secondoché i punti della parte di (s;) a cui ap-
partiene quella generatrice, rappresentano punti reali od imaginari. Per distin-
guere I'uno da l'altro questi due casi, ¢ sufficiente quanto si disse ne] n.* 22
e il fatto che tutti i punti di una tangente a la quartica gobba, tranne il punto
di contatto, sono esterni a i coni passanti per la curva stessa. I quattro coni di
Kummer della superficie, oltre a quello di vertice T, sono, in forza del n.° 15,
reali o imaginari nello stesso tempo dei coni (x;) che passano per (r,). Se M,
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e M, sono punti reali della superficie rappresentati in un punto S di (;), un
piano tangente condotto da M, ad uno dei quattro coni di KummMer e un piano
tangente (determinato in conseguenza) condotto da M, allo stesso cono di Kuu-
MER, secheranno la superficie in curve i cui punti corrisponderanno a i punti del
piano tangente condotto da S al cono (x,) avente lo stesso vertice. Secondoche
questo piano tangente sard reale o imaginario, saranno pure reali o imaginari
i piani tangenti condotti da M, e M, a quel cono di Kumuer. I punti M, e M,
stanno, dunque, fuori o dentro del cono di Kumuer secondoche il corrispondente
punto S sta fuori o dentro di (»,). Queste stesse determinazioni possono esten-
dersi ai casi in cul la superficie che si studia non ha punti reali, perche le
regole del n.° 22 possono servire anche in questi casi a determinare le posi-
zioni dei punti (non esistenti) di (o;) che danno punti M reali. Che in tal modo
si giunga a risultati d’accordo con le convenzioni testé fatte su la posizione
d’una tale superficie rispetto a un cono di Kummer, si vede ottenendo questi
casi da altri noti con una trasformazione continua (*).

Siamo cosi in grado nel formare, colla scorta del n.° 22, il quadro seguente
delle diverse forme di (r,) e (s;) e della situazione di tutti i punti che sono
imagini di punti reali, di aggiungere una tabella contenente i numeri dei coni
di Kummer reali, di rette reali e di rette imaginarie conjugate di 1* specie; e
siccome wuno almeno dei coni dv Kummer d'una superficie reale & reale, cost
not otteniamo con il procedimento indicato tutte le forme delle superficie che
studiamo.

Se si basa la classificazione sui caratteri di realith che ho indicati, non si
rinverranno altre « forme principali » oltre a quelle trovate nella ricerca prece-
dente quando supponevamo che la conica doppia avesse dei punti reali; solo,
una delle « forme principali » conterrd una nuova varietd, possibile solo quando
la conica doppia non ha alcun punto reale.

Questo fatto si rileva facilmente dall'ispezione della seguente tabella. In
questa, la prima colonna, dopo quella che contiene i numeri d’ordine, indica,
colle notazioni adoperate nel n.° 22, le forme di (r,) e di (s;). L’indicazione
7+ 1 pel numero de’coni di Kuuuer, fuori o dentro i quali si trova la su-
perficie rappresentata, esprime che quello che fu adoperato nella rappresenta-

(") Siccome la retta condotta da T al vertice di un cono (#,), ha la stessa posizione
tanto rispetto al cono di Kummer avente il vertice comune con (x,), quanto rispetto a (x,),
cosi ¢ sufficiente studiare le intersezioni di quella retta con la superficie (s,) corrispondente
al nuovo cono di KumuMER.
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zione ed altri » hanno quella proprietd. Lo stare la superficie entro o fuori del
cono anzidetto & invece espresso dalle lettere (¢) o (¢) annesse alle notazioni
introdotte nel n.° 20 per le forme della superficie e che si trovano nell’ultima
colonna della tabella. Nelle colonne penultima e terz’ultima sono notati i nu-
meri delle coppie di rette poste in piani tangenti al cono di Kummer adoperato
nella rappresentazione. La distribuzione di queste coppie di rette nei due sistemi
di coniche corrispondenti a tal cono & espressa dal simbolo (a 4 b).

’— RAPPRESENTAZIONE Soperricie BAPPRBSENTATA
Coni (xg) Coni di Kummer
CGoppie
V. |Rami di(rg) diL ;uinu:f E;:ili L La superficie di rette tangenti I;:Ea
n.022 |6 loro ordini stanno Generatrici di (7g) sta superficie
f':joiﬁ entro fuori di | entro reali |conjugate

1 |la| 2pari | 4 | 0 reali 441 0 |444| O Ale)
2 |1B| 2pari | 3 | 1 imaginarie 3 |1+1) o 0 D(z)
3 |1y| 2pari | 2 | 2 reali 241 2 0 0 | D(e)
4 |1B| 2pari | 1 [ 3 imaginarie 1 |34+1] o 0 | E@
5 | la| 2 pari | O | 4 reali 0+1| 4 0 |44+4| Ele)
6 | 2| lpari | 2 | O reali 241 0 (242 0 Bfe)
7 |28 lpari | 1 |1 imaginarie 1 {1+1} o 0 | F(i)
8 [2x| lpari | 0 | 2 reali 0+1(242] 0 |242] F(e)
9 | 8 |2impari{ 0 | O reali 04+1| 0 (2401240 Cle)
10 | 48 0 CIANY imaginarie 3 |1+1] o 0 | D(¥)
n ™l o |22 reali 2411 2 | o | 0 | D

4y imag.® di 2* specie

12 | 4P 0 1|3 imaginarie 1 (341]| 0 0 E(7)

Le parentesi entro cui furon posti i numeri dei coni (x;) relativi a la su-
perficie 10, i1 quali si riferiscono immediatamente a delle posizioni che non
possono verificarsi per punti reali, significano che la superficie (o;) sta entro
di tre e fuori di uno de’coni e rappresenta solo punti imaginarf. La superficie
rappresentata apparterrd a la forma D senza punti reali. 11 rappresenta con-
temporaneamente (v. n.® 22) tre casi, perché (s;) pud avere punti reali (4«)
che siano imagini di punti reali, o punti reali (4«) che siano imagini di punti
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imaginari o finalmente (4y) solo punti imaginarf. Nel primo caso si ottiene la
forma D con punti reali, nei due ultimi la forma D senza punti reali; nei due
primi casi il cono di Kummer che si adopera nella rappresentazione ha gene-
ratrici reali, nel terzo non ne ha. Del resto, si vede che le determinazioni re-
lative ai casi 10, 11, 12, ove (»,) non ha rami reali, coincidono con quelle
relative ai casi 2, 3, 4 in cul essa ha due rami reali.

24. Tipi e connessione delle falde di superficie. Tenendo presente (vedi
n.° 14): 1.° che nella nostra rappresentazione i due punti M, e M, aventi per
imagine lo stesso punto S sono rappresentati ciascuno su una faceia di (o;),
2.° che queste facce si connettono lungo 7, e si permutano fra loro lungo la
linea di contatto del cono circoscritto a (s;) dal centro di projezione T'; si
vedrd che la rappresentazione stessa & univoca e che quindi essa pud porgere
un’idea delle proprietd delle falde della superficie rappresentata. Un ramo di
curva e la sua imagine, secano in uno stesso numero di punti ogni piano pas-
sante per il centro di projezione T'; dunque essi sono entrambi pari o entrambi
impari. Ne viene che, per determinare se una falda di superficie ha il tipo
retta, bisogna solo cercare se entro la sua imagine si possono tracciare dei
rami di curva chiusi d’ordine impari.

Studiando eon questo procedimento tutte le varie « forme principali » del-
I'imagine che si trovano nel quadro, si riottengono senza difficoltd i risultati
esposti nel n.° 20, sul numero delle falde e su i loro tipi. Basterd che, come
esempio, noi consideriamo il n.° 11 della tabella nel caso in cui tutta (o;) rap-
presenta punti reali. :

Dico che, in questo caso, I'imagine ha una sola falda connessa. Infatti,
la rappresentazione su una faccia di (s;) sara continuata, passando per I'infinito
lungo la stessa faccia, attraverso la curva di contatto del cono circoscritto da
T, lungo 1’ altra faccia: dunque I'imagine si estende su entrambe le facee. Ora,
se si segna su (s,) un ramo di curva d’ordine impari, questo intersecherd la
predetta curva di contatto in un numero impari di punti. Percorrendo. comple-
tamente una volta questo ramo, partendo da un punto posto su una delle facce
di (a,), per la detta regola, non si tornerd al punto di partenza, ma si arrivera
al punto posto da I'altra parte di (s;). Per ritornare al punto di partenza, si
deve percorrere ancora una volta lo stesso ramo o un altro ramo d’ordine im-
pari; ma cosl si & in totale percorso un ramo d’ordine pari. Dunque la falda
& del tipo punto.

La nostra rappresentazione di una falda deve inoltre avere la stessa con-
nessione di questa, e la connessione della rappresentazione si trova molto facil-
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mente; i risultati che in tal modo si ottengono sono gli stessi che furono esposti
nel n.° 20. Cosl, nell’ultimo esempio, si vede che, senza spezzare la rappresen-
tazione, si pud tracciare su una faccia della superficie una curva chiusa, ma
che una nuova curva rienfrante in sé stessa la spezza; dunque la connes-
sione & 2.

25. Cambiamento della posizione di T' e della superficie (3;). Le proprietd
esposte nei n.! 23 e 24 dipendono unicamente da le forme di (r,) e (s,) e da la
scelta della porzione di (s,) su cui sono rappresentati i punti reali. Quest’ul-
tima scelta & legata, come risulta dal n.° 23, a le posizioni di 7' e di (d,); ma
queste posizioni non hanno avuta altra influenza su la distribuzione in « forme
principali ». :

Quando si vuol riservarsi di fare una scelta conveniente per (d,), la po-
sizione del punto T' si pud fissare completamente ad arbitrio, senza che cid
abbia influenza alcuna su la « forma principale » della superficie a cui si per-
viene. Se (s,) ha generatrici real, anche il cono circoscritto da T, cioé il cono
di Kummer adoperato nella rappresentazione, avrd generatrici reali per ogni
posizione di T. Se, invece, (s;) ha solo punti imaginari, per ogni posizione
di T il cono di Kumuer avra generatrici imaginarie. Quindi, il solo caso in
cui pud accadere che un cono, fuori del quale sia situata la superficie, non
abbia generatrici reali, & quello in cui la superficie non ha alcuna falda reale
(11° della tabella, 3° dei casi nominati al n.° 23). — Se (s,) ha generatrici
imaginarie di 1* specie, T pud stare fuori od entro di essa: un cono di Kumuer,
entro cui sta la superficie, pud avere in conseguenza o generatrici reali o solo
imaginarie. Quest’ultimo caso pud anche aver luogo quando la superficie D
non ha alcuna falda reale e quando neppure la conica doppia ha punti reali
(v. n.” 21).

Le generatrici, uscenti da T, della superficie del fascio di base (r,) che
passa per T, toccano la superficie rappresentata nelle loro intersezioni con (r,)
e sono quindi due tangenti doppie passanti per 7', ma non sono generatrici del
corrispondente cono di Kummer. Per il n.° 22, queste due tangenti saranno
reali o imaginarie secondoché 7' stard nell’interno di un numero pari o di un
numero impari dei coni (x,) passanti per (r,), ciog, in grazia della posizione di
questi coni rispetto a gli altri quattro coni di Kommer (v. n.° 15), secondoche T
sta nell’interno di un numero pari o di un numero impari di questi. — Dopo
le regole che si riferiscono a la posizione di T rispetto a gli altri coni di
Kumuer, se ne possono ancor dare di quelle che riguardino la realitd dei punti
di contatto delle due tangenti doppie. Perd esse non saranno che enunciati dif-
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ferenti delle regole su la realita delle intersezioni di (r,) con le sue bisecanti
reali, onde non vi & ragione di fermarci ad esporle. Come esempio possiamo
citare la seguente: le due tangenti doppie della superficie C uscenti dal vertice
del suo cono di Kummer reale, sono reali, e almeno una di esse ha punti di
contatto reali.

Se la conica doppia abbia punti reali o non, dipende da la posizione della
superficie (d;) entro lo spazio limitato — per ognuna delle forme principali —
da (o.) e da la superficie del fascio passante per T': cid & conseguenza del
fatto che la conica doppia & la curva di contatto di (d;) con il cono ad essa cir-
coscritto da T. Si trova che le coniche doppie delle superficie 4, B, C hanno
sempre punti reali (cid che del resto pud anche considerarsi come conseguenza
del fatto che le loro falde hanno il tipo retta e perd debbon sempre intersecare
il piano della conica doppia). Invece le superficie D, E, F possono avere co-
niche doppie senza punti reali. Fra queste ultime si presenterd anche, in E,
una forma (che noi non incontrammo fra le superficie le cui coniche doppie
hanno punti reali) le cui falde stanno una completamente nell’interno dell’altra.
Questa forma di superficie si ottiene quando, nelle condizioni indicate dal n.° 12
della tabella, T' sta entro (s;) e (Jdy) o ha generatrici imaginarie di 1* specie
e racchiude (s;), oppure ha generatrici imaginarie senza punti reali. Il corri-
spondente cono di Kummer ha generatrici imaginarie (¥).

—_—— .

(*) Le forme che si trovano quando la conica doppia non ha punti reali, differiscono da
quelle descritte da DarBoux, nella citata opera, pag. 128-131, solo per le proprietd non
projettive. Si vede che i numeri che si trovano negli enunciati dei suoi teoremi su la con-
nessione, vanno d'accordo con i nostri quando si tenga conto del differente modo di esprimerli.
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PROGRAMMA DI CONCORRSO.

Sua Maestd il Re Oscar IT di Svezia desideroso di dare una nuova prova
del suo interesse per I'avanzamento delle scienze matematiche, di cui & appas-
sionato cultore, ha risolto di dare il 21 gennaio del 1889, sessantesimo anno
della sua nascita, il premio di una medaglia d’oro del valore di 1000 franchi
e la somma di 2500 Kronor (franchi 3400 circa) per una scoperta importante
nel dominio dell’analisi matematica.

Sua Maestd ha affidato la cura di realizzare le sue intenzioni ad una
Commissione di tre membri composta come segue: WEiersTrass di Berlino -
Hermite di Parigi - Mirrae-Lerrier di Stoccolma.

Il lavoro di questa Commissione fu oggetto di un rapporto del quale cre-
djamo utile di pubblicare le conclusioni.

« Prenant en considération les questions qui & divers titres préoccupent également les
analystes et dont la solution serait du plus grand intérét pour les progrés de la science,
la commission propose respectueusement & SA MAJESTE d’accorder le prix au meilleur
mémoire sur l'un des sujets suivants. :

1. Etant donné un systéme d’un nombre quelconque de points matériels qui s’attirent
mutuellement suivant la loi de NEWTON, on propose, sous la supposition qu’un choc de
deux points n'ait jamais lieu, de représenter les coordonnées de chaque point sous forme
de séries procédant suivant quelques fonctions connues du temps et qui convergent unifor-
mément pour toute valeur réelle de la variable.

Ce probléme dont la solution étendra considérablement nos connaissances par rapport
au systéme du monde, parait pouvoir étre résolu & l'aide des moyens analytiques que nous
avons actuellement & notre disposition; on peut le supposer du moins, car LEJEUNE-DI-
RICHLET a communiqué peu de temps avant sa mort 4 un géomeétre de ses amis qu’il
avait découvert une méthode pour lintégration des équations différentielles de la méca-
nique, et qu’en appliqguant cette méthode 1l était parvenu & démontrer d’une maniére abso-
lument rigoureuse la stabilité de notre systéme planétaire. Malheureusement nous ne
connaissons rien sur cette méthode, si ce n'est que la théorie des oscillations infiniment
petites parait avoir servi de point de départ pour sa découverte (¥). On peut pourtant
supposer presque avec certitude que cette méthode était basée non point sur des calculs
longs et compliqués, mais sur le développement d’une idée fondamentale et simple, quon
peut avec raison espérer de retrouver par un travail persévérant et approfondi. Dans le
cas pourtant ou le probleme proposé ne parviendrait pas & &tre résolu pour I'époque du
concours, on pourrait décerner le prix pour un travail, dans lequel quelque autre probléme
de la mécanique serait traité de la maniére indiquée et résolu complétement.

2. M. FucHS a démontré dans plusienrs de ses mémoires (¥*) qu'il existe des fon-

(*) Koumen, Geddchinissrede auf Lejeune-Dirichlet, Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften
zu Berlin, 1860, p. 35.

(**) Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Febr. 1880, p. 170.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 89, p. 261. — Bulletin des sciences mathéma-
tiques, 2m° série, t. IV.

Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Junius 1880, p. 445. — Bulletin
des sciences mathématiques, 2™ série, t. IV.

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 90, p. 71. — Bulletin des sciences mathéma-
tiques, 2™ série, t. IV.

Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Goéttingen, 1881. — Bulletin des sciences ma-
thématiques, 2= série, t. V.

Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1883, I, p. 507.

Cf. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 76, p. 177.
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ctions uniformes de deux variables, qui se rattachent par le mode de leur génération aux
fonctions ultraelliptiques, mais sont plus générales que ces derniéres, et qui pourraient
probablement acquérir une grande importance pour l’analyse, si leur théorie était déve-
loppée davantage.

On propose d’obtenir, sous forme explicite, les fonctions dont D’existence a été prouvée
par M. FucHs, dans un cas suffisamment général, de maniére & ce qu’on puisse reconnaitre
et etudier leurs propriétés les plus essentielles.

3. L’étude des fonctions définies par une équation différentielle suffisamment générale
du premier ordre dont le premier membre est un polynome entier et rationnel par rapport
a la variable, la fonction et sa premiére derivée.

MM. Brior et BoUQUET ont ouvert la voie & une telle étude dans leur mémoire sur
ce sujet (Journal de I'Ecole Polytechnique, cahier 36, pag. 133-198). Les géométres qui
connalssent les résultats découverts par ces auteurs, savent aussi que leur travail est loin
d’avoir épuisé le sujet difficile et important qu’ils ont abordé les premiers. Il parait pro-
bable que de mouvelles recherches entreprises dans la méme direction pourront conduire
4 des propositions d’un haut intérét pour ’analyse.

4. On sait quelle lumiére a été portée sur la théorie générale des équations algé-
briques par I'étude de ces équations spéciales auxquelles conduit la division du cercle en
parties égales, et la division par un nombre entier de l'argument des fonctions elliptiques.
La transcendante si remarquable qu'on obtient en exprimant le module de la théorie des
fonctions elliptiques par le quotient des périodes méne semblablement aux équations modu-
laires qui ont été l'origine de notions entiérement mouvelles, et de résultats d’une grande
importance comme la résolution de I'équation du cinquiéme degré. Mais cette transcendante
n’est que le premier terme, le cas particulier le plus simple d’une série infinie de nouvelles
fonctions que M. POINCARE a introduites dans la science sous la dénomination de fonctions
Juchsiennes, et appliquées avec succés & l'intégration des équations Cifférentielles linéaires
d’un ordre quelconque. Ces fonctions qui ont donc dans 1’Analyse un réle dont Vimportance
est manifeste, n’ont pas été considérées jusqu'ici sous le point de vue de Valgébre, comme
la transcendante de la théorie des fonctions elliptiques, dont elles sont la généralisation.
On propose de combler cette lacune et de parvenir & de nouvelles équations analogues aux
équations modulaires, en étudiant, ne serait-ce que dans un cas particulier, la formation et
les propriétés des relations algébriques qui lient deux fonctions fuchsiennes, lorsqu’elles
ont un groupe commun.

Dans le cas ot aucun des mémoires présentés pour le concours sur un des sujets pro-
posés ne serait trouvé digne du prix, ce dernier pourra étre adjugé & un mémoire mis en
concours contenant la résolution compléte d’une question importante de la théorie des fon-
ctions outre celles proposées par la commission. »

Les mémoires presentés au concours devront &tre munis d'une épigraphe ainsi que du
nom et de l'adresse de lauteur sous pli cacheté et adressés au Rédacteur en chef des
Acta Mathematica de Stockholm, avant le 1% Juin 1888.

Le mémoire auquel SA MAJEsTE daignera décerner le prix, ainsi que d’ailleurs le ou
les mémoires que la commission estimera dignes d’une mention honorable, seront insérés
dans les Acta Mathematica et aucun entre eux ne doit &tre publié auparavant.

Les mémoires peuvent étre rédigés dans telle langue que lauteur voudra choisir, mais
comme les membres de la commission appartiennent 4 trois pays différents, lauteur doit
réunir & son mémoire originaire une traduction frangaise si le mémoire n’est pas déja écrit
en francais. §'il n’y a pas de telle traduction l'auteur doit accepter que la commission en
fasse faire une & son usage.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sur la génération
des surfaces et des courbes gauches
par les faisceaux de surfaces.

(Par J.-S. et M.-N. Vangcex, & Jicin - Bohéme.)

I. Sur les faisceaux de surfaces.

1. Une surface B d’ordre # est déterminée par un certain nombre de
conditions, qui dépend de l'ordre de la surface B. On sait que ce nombre est
égal a

C+DE+D0C+3 4
1.2.3

2. Nous allons appeler un systeme de surfaces qui ne sont pas déterminées
par un nombre suffisant de conditions un faisceaw de surfaces.

Soit B le nombre de conditions qui déterminent une surface B du »?me
ordre. Quand la surface R est donnée par B — n conditions, elle forme un
faisceau (R).

En prenant n points arbitraires a, b, c,... dans I'espace, on obtiendra un
nombre de surfaces B qui correspondent aux R —n conditions données et
passent par les points a, b, c,...

Appelons le nombre n, c’est-a-dire le nombre de points que nous pouvons
encore choisir pour compléter les conditions nécessaires & détermination d'une
surface R, la dimension du faisceaw (R) de surfaces R.

Le nombre de surfaces E passant par les » points a, b, ¢,... et assujetties
aux B — n conditions données nous voulons nommer lindice du faisceau (R)
de la wre dimension de surjfaces B.

Alors en disant un faisceau (R) de la n*®m¢ dimension d’indice m de sur-
Juces B du r?®m° ordre, on entend: un systéme de surfaces R du ri@me ordre,
données par B —n conditions de telle fagon, que par » points quelconques
a, b, c,... passent m surfaces E.

Annali di Matematica, tomo XIV. 10
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De 1A résulte que
k points arbitraires dans Uespace déterminent dans un faisceau de la
n’®e dimension et d'indice m un faisceau du méme indice m mais de la di-
mension n — k.

3. La méme chose a lieu quant aux figures planes. Il y a de méme dans
le plan des faisceaux d’indices divers.

Ainsi quand on dit: un faisceau (R) de la nime dunensmn et d’indice m
de courbes R d’ordre r, cela signifie un systéme de courbes B d’ordre r,-dé-
terminées par telles conditions que par » points arbitraires du plan passent m
courbes B.

I1 est claire que % points du plan déterminent un faisceau de la dimension
n — k et d’indice m dans un faisceau (R) de la »'*"¢ dimension et d’indice m.

II. Détermination de l'ordre des surfaces et des courbes.

4. L’ordre des surfaces. — Dans le Mémoire présent nous nous occuperons
avec des surfaces dont P'ordre doit étre déterming, quelque soit le mode de
leurs générations.

Pour cet effet il nous suffit une fois pour toutes de démontrer l'ordre de
la surface engendrée par la maniére suivante.

5. Considérons une surface S comme le lieu de courbes d’intersection de
deux autres surfaces appartenant & deux systémes; ces deux surfaces jouissent
de telle propriété que & une d’elles correspond un certain nombre de surfaces
du second systéme rencontrant la premiére en une courbe de la surface S.

Dans ce cas général, il n’est pas nécessaire de connaitre ni les ordres des
surfaces de deux systeémes ni le nombre de surfaces d’un systéme correspondant
& une surface de I'autre systéme. Il nous suffit de connaitre des données plus
simples.

Une droite arbitraire @ perce les surfaces d’un des systémes en des points
A et celles de 'autre systéme en des points B. Supposons que tels points A
d’une surface correspondent aux points B de l'autre surface, dont la courbe
d’intersection se trouve sur la surface engendrée S.

On voit immédiatement que, quand deux points correspondants 4, B se
réunissent en un seul point, ce point est celui en lequel la droite @ perce la
surface S.

Il faut que nous déterminions: combien de points 4 peuvent coincider
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avec le point correspondant B, en sachant, que

& un point A pris & wvolonté sur Q correspondent b points B.
et réciproquement

que & un point B correspondent a points A.

Pour cet effet, faisons passer un plan P par la droite @ et considérons
deux points arbitraires o, 8 de ce plan comme les centres de deux faisceaux
de droites. ‘

Joignons un point A avec « et le point correspondant B avec 3 par des
droites qui se rencontrent en un point. Ce point engendre une courbe .S’ quand
les points 4, B parcourent la droite @ par la loi indiquée.

La courbe S’ rencontre @ en des points qui sont évidemment les points
de rencontre de la surface S avec la droite @, ou, en d’autres termes, la
courbe S" et la surface S rencontrent la droite @ en les mémes points. En
déterminant 1'ordre de la courbe S’, nous obtenons l'ordre de la surface S.

Nous allons déterminer 'ordre de S’ trés-aisément. Un rayon « du fais-
ceau («) rencontre ¢ en un point A auquel correspondent suivant la suppo-
sition b points B; les jonctions de ces points avec 8 rencontrent o' en b points
de la courbe S’

De la suit que sur un rayon arbitraire o' du faisceau («) se trouvent b
points de S'. Il nous reste encore & examiner si le point « appartient a la
courbe S'.

Dans ce cas un rayon ' de (&) passe par «. La droite «3 rencontre @
en un point B’ auquel correspondent @ points 4. Par ces points passent les
rayons du faisceau () correspondant & la droite ' et rencontrent la en le
point «. De 14 suit que le point « appartient & la courbe S’ ct qu’il est mul-
tiple d’ordre @ ou que la courbe S” est d’ordre a - b.

Nous avons donc ce théoréme:

Une surface S étant le liew d’intersection de deux figures jouissant
de telle propriété que par un point A pris & volonté sur une droite ar-
bitraire Q passe la premiére figure et la seconde correspondante rencontre
la méme droite en b points B, et inversement, que par un point B de Q
passe la seconde figure pendant que la premiére correspondante rencontre
Q en a points A, la surface S est d’ordre (a - b).

6. L’ordre des courbes gauches. — Nous pouvons déterminer I'ordre d’une
courbe gauche par une voie semblable & celle que nous avons suivie tout 2
I"heure.

Supposons que la courbe traitée K soit le lieu des points d’intersection
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d’une courbe C avec une surface F, qui changent de positions suivant une
certaine loi. '

Nous déterminons Pordre de la courbe K, en trouvant le nombre de points
qu'elle peut avoir sur un plan arbitraire Q.

Ce plan rencontre la courbe C dans une de ses positions en des points ¢
et la surface correspondante I’ en une courbe f. Quand un point ¢ vient d’étre
placé sur la courbe correspondante f, ce point appartient & la courbe exa-
minée K.

Afin que nous déterminions le nomhre de telles positions du point ¢, qu’il
se trouve sur sa courbe correspondante f, nous appliquons de nouveau de deux
projections.

Projettons les points ¢ d’un point arbitraire y et les courbes f d’un autre
point ¢. Une droite projettante yc¢ perce la surface conique correspondante ¢f
en des points qui engendrent une courbe auxiliare L. Il est clair que chaque
point d’intersection de cette courbe avec le plan @ est en méme temps le point
de rencontre de la courbe K avec Q.

De 13 suit que, en déterminant 'ordre de L, nous connaisons de méme
I'ordre de la courbe K, ce qui exige la connaissance des quantités suivantes:
1.° le nombre p de courbes f qui correspondent & un point c;
2.° le nombre ¢ de points ¢ qui correspondent & une courbe f;
3.° I'ordre » de la courbe décrite par le point ¢ sur le plan @;

4.° le nombre ¢ de courbes f passant par un point arbitraire du plan @;
et enfin
5.° Pordre f de la courbe f.

7. Cherchons le nombre de points en lesquels la courbe L rencontre un
plan quelconque P passant par le point y. Ce plan rencontre la courbe décrite
sur @ par le point ¢ en r points. A chacun de ces points correspondent p
courbes f d’ordre f. Les surfaces coniques, ayant les courbes f pour lignes
directrices et le point ¢ pour sommet, rencontrent les jonctions des points ¢
avec y en des points de la courbe L. Le nombre de ces points est donc égal
a fpr.

Il nous reste encore & chercher, si le point y appartient & la courbe. Pour
cet effet, faisons passer par ce point les surfaces coniques et désignons le point
de rencontre de la droite y¢ avec le plan @ par d. Par ce point passent, comme
on sait, ¢ courbes f, et par conséquent par y passent de méme # surfaces co-
niques [o.

A chacune de ces surfaces correspondent ¢ points ¢ ainsi que des rayons yc,
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dont chacun détermine sur la surface conique correspondante le point y comme
le point de la courbe L.

Il s’ensuit que y est un point multiple d’ordre ¢¢ de la courbe L et que
cette ligne est d’ordre

frp+qt,

parce que le plan @ la coupe en autant de points.
La courbe K est du méme ordre. De 14 résulte ce théoréme:

Quand les points d’une courbe K proviennent de Uintersection d’une
courbe C avec une surface F' qui forment deux systémes correspondants
de telle maniére que, en coupant C en des points ¢ et F' en une courbe f
par un plan arbitraire ¢,

la courbe [ soit d’ordre f;

t courbes [ passent par un point quelconque du plan Q;

le point ¢ décrit une courbe d’ordre r sur Q;

& une courbe f correspondent q points c¢; et enfin

& un point ¢ correspondent p courbes f, alors la courbe K est d’ordre

fpr +qt.

8. L’ordre d’une courbe plane. — Supposons que nous obtenons les points
d'une courbe plane comme les points d’intersection des courbes correspondantes
de deux faisceaux distincts.

Pour déterminer l'ordre de cette courbe, nous pouvons employer le méme
procédé que nous avons appliqué & une surface.

Les courbes d'un des faisceaux donnés rencontrent une droite arbitraire
du plan en des points A et celles de I'autre faisceau en des points B.

Prenons un point 4 sur Q. Les courbes correspondantes de I'autre faisceau
rencontrent la en b points B et réciproquement & un point B correspondent a
points A.

Ainsi:

Le lieu des points d’intersection de deux faisceaux donnds est une courbe
d'ordre

a-+b.
Nous pouvons de 14 déduire une formule qui peut étre employée directement.
9. Considérons deux faisceaux (F,), (F) de la premiére dimension et d’in-

dices m,, m, de courbes F,, F, d’ordre f;, f., dont les points de rencontre
remplissent une courbe.
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Quand & une courbe F', correspondent @ courbes F, et & une courbe F,
correspondent b courbes F,, la courbe dérivée doit étre d’ordre

afim,+ bfym,.

En désignant le nombre de points obtenus directement sur une courbe
quelconque du faisceau (I7)) par F',, nous pouvons écrire

ﬂ;.ié au lieu de af;
i
et parce que af,f. = F, nous avons
I
a = —
fo=

En faisant usage de cette notion aussi pour le second faisceau (F},), nous
obtenons que l'ordre de la courbe dérivée est
I
/2

F." -+ m,
fi

my

De 1a suit ce théoreme:

Une courbe C est le lieu des poinls de rencontre des courbes d’ordres
fi, f. de deux faisceaux (F'), (F.) de la premiére dimension et d’indices

My, My, Ky, Fy soient les nombres de points obtenus directement sur deux

courbes arbitraires Iy, I’y des faisceaux (F.), (Fs). L’ordre de la courbe

C est égal & la somme de deux termes, dont chacun est construit ainsi:

on divise le nombre de points obtenus directement sur une courbe d’un des

Jaisceaux donnés par Uordre de cette courbe et on multiplie ce quotient

par Uindice du faiscean auquel appartient cette courbe.

10. L'importance de ce théoréme se manifeste principalement dans le cas,
quand la courbe C provient de I'intersection des tangentes correspondantes de
deux courbes A, B de classe «, 8. a, b étant les nombres de points de la
courbe (', que nous obtenons directement sur une tangente arbitraire respecti-
vement de la courbe 4, B, I'ordre de la courbe C est

ald (35

ITI. Sur la surface engendrée
par les points d’intersection de n surfaces.

11. Soit donné un faisceau (R) de surfaces B d’ordre »; supposons que ce
faisceau est de la dimension n — 1 et d’indice m,. Outre cela soient données

b
les courbes (p)y () (pu);
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4 chacune de ces courbes correspond un faisceau de surfaces de la premiere
dimension; nous avons respectivement les faisceaux

(F), (Fo)yeee ().

Une surface B du faisceau (R) rencontre les courbes (p,), (p.),... en des
points. Aux points ainsi obtenus sur (p,) faisons correspondre les points sur

(P (ps)s---" (pa)y
et réciproquement.

Ces points déterminent les surfaces dans les faisceaux correspondants. Sup-
posons que les surfaces passant par les points correspondants se correspondent
de méme. Prenons une & une des surfaces correspondantes; ces n surfaces T’
se rencontrent en des points.

Quand la surface R forme le dit faisceau (E), il peut arriver que entre
les points, dont nous venons de parler, se trouvent tels points que toutes les n
surfaces correspondantes passent par ces points.

Quel est le lieu de ces points?

Pour déterminer ce lieu, considérons le cas quand » = 3. 11 est clair que,
quand nous prenons trois telles surfaces correspondantes F, c’est-a-dire une
surface F’,, une surface F’, et une surface F';, ces surfaces correspondantes se
rencontrent en des points, par chacun d’eux passent toutes ces trois surfaces
F,, F,, F,.

Afin que nous trouvions le lieu de ces points, il faut montrer que sur une
droite arbitraire se trouve un nombre fini de ces points ou qu’ils remplisse
une . surfare.

12. Nous voulons d’abord démontrer que, n étant égal & 2, la courbe
d’intersection de deux surfaces correspondantes F',, F', engendre une surface.

Une droite arbitraire @) rencontre les surfaces F,, F', en des_ points que
nous désignons respectivement par A, B. Les points A correspondent aux
points B.

Considérons un point pris & volonté sur la droite @ comme le point A.
Par ce point passe un certain nombre de surfaces F',, dont chacune détermine
sur (p;) de méme un nombre fixe de points; par chacun d’eux passe un certain
nombre de surfaces E. Chacune de ces surfaces détermine sur (p.) des points
qui déterminent des surfaces F'; rencontrant la droite @ en des points B cor-
respondant au point 4.

A un point 4 correspond, par conséquent, un nombre fixe de points B et,
parce que cela a lieu aussi réciproquement, on voit, qu’'il y a des points en
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lesquels coincident les points A avec leurs points correspondants B. Ce sont
évidemment les points en lesquels la droite @ perce la surface engendrée par
les courbes d’intersection des surfaces F'., F,.

13. La méme voie nous conduira au but demandé dans le cas de I'ar-
ticle 11. Un point quelconque p, sur (p;) détermine dans le faisceau (R) un
faisceau de la premiére dimension.

En considérant la surface F, passant par le point ps;, la courbe d’inter-
section des surfaces correspondantes F', I, engendre, d'aprés le précédent,
une surface qui rencontre la surface I'; en une courbe d’une figure nouvelle.
Nous montrerons que cette derniére figure rencontre la droite ¢ en des points,
ou, en d’autres termes, qu’elle est une surface.

Supposons que la surface F; rencontre ¢ en des points A, et que la sur-
face engendrée par les autres surfaces correspondantes coupe cette droite en
des points B.

Par un point A4 pris & volonté sur @ passent des surfaces F, qui déter-
minent sur (p;) les points p,. Ces points déterminent des faisceaux de la pre-
mitre dimension; & chacun d’eux correspond une surface auxiliaire rencontrant
@ en des points B.

A un point A4 correspond donc un nombre fixe de points B, et réeipro-
quement. Car un point arbitraire B sur @ détermine les surfaces F,, F, qui
rencontrent les courbes (p,), (p.) respectivement en des points p,, p,.

Chacun des points p, détermine avec un des points p, une surface R ren-
contrant (p;) en des points qui déterminent les surfaces F';. Ces surfaces coupent
la droite @ en des points A. C.Q.F.D.

Par conséquent nous obtenons sur ¢ de nouveau des points en lesquels
coincide un point 4 avec son point correspondant B. Il est clair que ce sont
les points en lesquels la droite @ perce la figure engendrée par les points d’in-
tersection des surfaces correspondantes F',, Fs, Fj.

14. En connaissant ces résultats pour n =2 et n =3, nous pouvons les
étendre & un nombre arbitraire, c’est-d-dire nous pouvons démontrer que ces
résultats sont valables pour » quand cela a lieu pour n— 1.

Considérons alors un faisceau R de la dimension n — 2, puis #— 1 courbes
Piy Poyees Puoy eb enfin autant de faisceaux (F,), (F),... (F'n—y) correspondants
de la premitre dimension. Supposons qu’il y a toujours un certain nombre de
points par lesquels passent toutes » — 1 surfaces correspondantes Fy, Fy, Fp,
et que tous ces points remplissent une surface S,-,.

Considérons maintenant un faisceau (R) de la dimension n— 1, et ajoutons
encore une courbe (p») et son faisceau correspondant (F7,).
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Une droite arbitraire @ rencontre les surfaces F, en des points 4. En
prenant le point p', sur (pn), par lequel passe une telle surface F,, pour point
du faisceau (R), nous obtenons un nouveau faisceau de la (» — 2)**™° dimension,
duquel nous pouvons déduire une nouvelle surface S,—, qui rencontre @ en des
points B. '

Nous voyons que, en prenant un point 4 sur @, par ce point passe un
nombre fixé de surfaces F), qui rencontrent la courbe (p») en des points déter-
minant les faisceaux (R) de la dimension n — 2. Ces faisceaux déterminent des
surfaces S,—, qui rencontrent la droite ¢ en des points B.

11 suit de ]& que & un point A correspond un nombre fini de points B.

La méme chose a lieu quand nous commengons par un point B, qui dé-
termine des surfaces dans les faisceaux (F,), (F%),... (F'n—,) rencontrant leurs
courbes correspondantes (p,), (ps),... (Pa—1) en des points. En prenant un & un
de ces points sur chaque courbe, il détermine une ou plusieurs surfaces B qui
fournissent les points p, par lesquels passent les surfaces F), déterminant les
points correspondants A.

Nous voyons done que & un point B correspond un nombre fini de points 4. -
Il y a ainsi des points 4 qui coincident avec leurs points correspondants B,
Ces points sont évidemment ceux, en lesquels la droite @ rencontre le lieu des
points provenant de I'intersection des surfaces correspondantes F'; ce que nous
pouvons définir ainsi:

Il y a en vérité un nombre infini de points dans Uespace par lesquels
passent simultanément les surfaces correspondantes de fous faisceaux; ces
points remplissent une surface.

IV. L’ordre de la surface S,.

15. La méme voie, que nous avons suivie en démontrant que le lieu des
points de rencontre de toutes les surfaces correspondantes des faisceaux (F7)
est une surface S,, nous conduit & la détermination de lordre s, de cette
surface.

Nous allons dériver une formule, dont nous pouvons démontrer qu'elle est
valable pour n, quand elle est correcte pour » — 1. Commengons par n = 2.

16. Soient données:

un faisceau (R) de la premidre dimension et d’indice m, de surfaces B
du r#me ordre;

Annali di Matematica, tomo XIV, 11
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les courbes (p,), (ps) d'ordres p,, p.; et enfin
les faisceaux (¥'), (F;) de la premitre dimension, d’indices m,, m, de
surfaces d’ordres fi, fz.

Une surface B rencontre les courbes (p,), (p:) en rp, points p, et en rp,
points p,. Chaque point p, détermine m, surfaces F, et chaque p, détermine e,
surfaces F,.

Les surfaces F,, ainsi obtenues, rencontrent les surfaces F,, qui leurs cor-
respondent suivant la loi indiquée, en des courbes qui remplissent une surface S,-
L'ordre de cette surface peut étre déterminé de la maniére que nous avons
exposée dans I’article 4.

Supposons que les surfaces F', rencontrent @ en des points 4 et leurs
surfaces correspondantes la coupent en des points B. Un point arbitraire A4
sur ¢ détermine m, surfaces F', du faisceau (¥,) rencontrant la courbe (p,) en
fim,p, points p,. Chacun d’eux détermine m, surfaces B coupant la courbe
(p:) en

fimy m,p,psr

points p,, dont chacun détermine m, surfaces F, qui coupent, par conséquent,
la droite @ en

fifemymym, p,p, 7
points B correspondant au point 4. Nous obtenons par le méme raisonnement
que & un point B correspondent

f: fz MyMy; My Py P2 T
points A.

Nous trouvons ainsi

2fifamimemepipor
points 4 sur @, qui coincident avec leurs points correspondants B. Ces points
sont évidemment ceux, en lesquels la droite @ perce la surface S;. Cette sur-
face est donc d’ordre

8, = 2f, fomymy,m, pps 7.

Pour abréger, nous écrirons dans ce qui va suivre les produits partiels ainsi:

F,=ff..[a
Mn=m17n2-..mn
Py =p,ps..Pn.

En faisant usage de cette notation, nous pouvons donc écrire la formule
précédente comme il suit: '

2rm, Fy M, P,.
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V. L’ordre de la surface S,.

17. Quand nous avons résolu le probléme pour #» =2, nous pouvons le
faire aussi quand n est d’une grandeur arbitraire.

Supposons que soient données: un faisceau (R) de la dimension n — 1 et
d’indice m, de surfaces B d’ordre 7; les faisceaux (F), (F3),... (I'y) de la
premiére dimension et d’indices m,, m,,... m, de surfaces F'y, F,,... F), re-
spectivement d’ordre £, fz,... fx, et enfin les courbes (p.), (p2),--- (pn) d’ordres
Piy Pay--- Pn & Paide desquelles nous établissons la correspondance des surfaces
F,, F,,... F,.

18. La construction de la surface S, est la suivante. Une surface B ren-
contre les courbes (p,), (p.),--- (pn) en points correspondants de telle maniere
que aux points, ainsi obtenus sur (p,), correspondent tous les points déterminés
par la méme surface B sur les autres courbes.

Sur chacune des courbes on prend un & un point correspondant qui dé-
termine dans le faisceau (F) correspondant des surfaces qui sont appelées les
correspondantes, quand elles passent par les points correspondants.

Quand » de ces surfaces correspondantes, prises une & une dans chacun
des faisceaux, passent par un point s, ce point appartient & la surface S,.

19. Considérons de nouveau une droite arbitraire ¢. En prenant sur (p,)
un point p,, par ce point passent m, surfaces (F,) qui rencontre @ en des
points 4.

Le point p, détermine dans le faisceau (R) un faisceau de la (n — 2)itme
dimension, duquel on peut déduire a I’aide des courbes (p,), (ps),... (Pn—y) et
des faisceaux (F,), (F%),... (Fu—,) une nouvelle surface S,—, qui rencontre la
droite Q en des points B. Nous allons déterminer le nombre de point B cor-
respondant & un point arbitraire 4, et viceversa.

Considérons un point A sur @. Par ce point passent m, surfaces F, du
faisceau (F,), qui coupent la courbe (p»), en général, en fnmnp, points, dont
chacun détermine dans le faisceau (B) un faisceau de la (n — 2)*™ dimension
déterminant la surface S,_, qui rencontre @ en s,—, points B correspondant
au point 4.

A un point A correspondent donc

fnn P Sn—y
points B.

Suivons la voie inverse et prenons sur @ un point B. Ce point détermine

m, surfaces F', dans le faisceau (F',) rencontrant la courbe (p») en général en

fimip, points p,.
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Le point B détermine de méme m, surfaces F, dans le faisceau (F,), qui
coupent la courbe (p.) en f,m.p, points, ete. Dans le faisceau (F,_,) nous
obtenons m,—, surfaces F,_, qui rencontrent (pn—,) €n fu—1 Mn—y Pa—y points
Pn—1. Prenons de tous ces points correspondants un & un sur chaque courbe (p).
Ces n — 1 points déterminent s, surfaces B dans le faisceau (R). Il est clair
que nous obtenons de tels groupes & n — 1 points en général

f1 fz-- . fn—i My Mgeee Mp—1P1P2ees Prn—y
ou abrégé
Fo My Py ,.

Chacun de ces groupes détermine m surfaces B dont chacune rencontre
(pn) en rp, points. Par chacun d’eux passent #, surfaces F), qui coupent la
droite @ en des points A correspondant au point B.

A un point B correspondent done

myr F, M, P,
points A.
Nous voyons ainsi que sur la droite @ se trouvent

fnMnDnSn—s + mett Fpy M, Py

points en lesquels coincident les points A avec leurs points correspondants B,
qui sont évidemment les points d’intersection de la droite @ avee la surface S
Cette surface est donc d’ordre

Sp = mranMnPn + ffnm”_pnsn—io

Parce que pour n=2
. 82=21‘m¢F2M2P2
et pour n =3
8; = 3rm, F, M, P,
d’olt 'on peut conclure que la formule générale ait la forme
sn=mnrm.F,M,P,,
car si elle est valable pour s,-,, on obtiendra pour n
Sn - m,- r F’nﬂ[n.Pn + fn mnpn rF -—-iM —1 n—i,

ce qui prouve que la formule précédente est exacte, puisqu’elle est correcte

pour »n = 3; ainsi
sp=nmr F, M, P,.
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VI. Cas particuliers.

20. Quand n =3 nous avons ce théoreme:

Un faisceau de la seconde dimension de surfaces détermine des points
sur trois courbes, par lesquels passent les surfaces de leurs faisceaux
correspondants; ces surfaces se rencontrent en des points d’une surface
nowvelle qui est d’ordre

83 ==3m,r F, M,P,.

21. Supposons que les surfaces de tous les faisceaux sont du second ordre,
que les faisceaux sont d’indice 1 et que les lignes (p) deviennent des droites;
alors

§=23-2-22=48.

22. Considérons une surface appartenant au faisceau (#',) et une autre
surface du faisceau (F%,); ces surfaces se rencontrent en une courbe da qua-
trieme ordre dont les points d’intersection avec la surface S; nous allons dé-
terminer.

Les surfaces F,, F; rencontrent respectivement les droites (p,), (p.) en
des points qui, étant quatre, déterminent quatre groupes de deux & deux points,
et par conséquent ils déterminent autant de surfaces R, dont chacune ren-
contre la droite (p;) en deux points déterminant une & une surface Fj.

Il suit de 14 que nous obtenons ainsi sur la dite courbe d’intersection du
quatriéme ordre directement

8.8=064
moints.

Seulement il faut que sur cette courbe soient 4.48 =192 tels points.
Outre cela, on voit que ce sont tous les points qui résultent de surfaces géné-
rales du second ordre (tous les faisceaux sont donc du premier indice).

De 1a suit que les points de rencontre de la dite courbe du quatriéme
ordre avec les courbes fondamentales des faisceaux (F,), (F,) appartiennent &
la courbe considérée. Il y en a seize. Ils sont, par conséquent, les points mul-
tiples d’ordre 8. Nous voyons donc que les courbes fondamentales des faisceaux
(F), (F) sont les lignes multiples d’ordre 8 sur la surface S;, ce que nous
trouverons justifié plus loin.

23. Toutes les conditions restent les mémes comme précédemment, seule-
ment n =2; la surface S; est d’ordre

82=2'2'2z=160
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Une surface F', du faisceau (F,) rencontre la droite (p,) en deux points
qui déterminent deux surfaces R, dont chacune coupe la droite (p,) en deux
points. Chacun d’eux détermine une surface F',. Sur Ja surface F, se trouvent
donc quatre courbes du quatriéme ordre de la surface S;. I1 nous manque
encore une partie de la courbe d’intersection des surfaces F,, S;. Clest la
courbe fondamentale du faisceau (F'), qui est une ligne multiple d’ordre 4 sur
la surface S,; de méme la courbe fondamentale du faisceau (F,) est une ligne
multiple d’ordre 4 sur S..

24. Quand le faisceau (R) consiste en des plans, nous obtenons dans le
premier cas une surface d’ordre 16, ayant les courbes fondamentales des fai-
sceaux (F,), (F’;) pour lignes multiples d’ordre 4 et dans le second cas une sur-
face S, du huitiéme ordre, qui posstde les courbes fondamentales des faisceaux
(F')), (Fe) comme les lignes multiples d'ordre 2

25. Dans le cas que les surfaces B et F sont des plans et » =2, nous
retrouvons la génération bien connue des surfaces gauches au moyen de trois
surfaces développables des classes m,, m,, m;. L'ordre de la surface engendrée
est d’aprés la formule générale

32 = 2m;m2m3,

ce qui est d’accord avec le résultat connu.

26. Si tous les faisceaux étaient les faisceaux de plans ou les surfaces dé-
veloppables, » étant égal & 3, nous obtenons une surface engendrée par les
points, qui est d’ordre

83 = 3 My My Mg My,

et quand les faisceaux de plans sont les faisceaux ordinaires, la surface obtenue
est une surface générale du troisitme ordre.

Nous somme parvenu & ces deux résultats par une autre voie, c’est-3- dlre
par un mode analogue au procédé de Mac-Lavrn.

27. Considérons le cas intéressant quand n = 4 et (R) est un faisceau de
p]ans de la troisitme dimension ou, en d'autres termes, quand (E) est le sy-
sttme de plans qui remplissent tout Vespace indéfini.

Quand

=f=fi=fi=2, My = My = My ==tn, =1
et
p=p.=ps=p=1,

si=4-% =64

la surface S, est d’ordre
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Nous pouvons de méme démontrer, comme dans le précédent, que les courbes
fondamentales des faisceaux () sont les lignes multiples d’ordre 8 de la sur-
face S,.

28. Considérons enfin le cas quand n =4 et toutes les autres quantités
sont égaux & 1; la surface engendrée est du quatriéme ordre.

Les points de cette surface jouissent de telle propriété que par chacun
d’eux passe un & un des plans de quatre faisceaux de plans, qui rencontrent
leurs quatre droites correspondantes en des points qui sont situés sur un méme
plan.

En prenant deux plans F,, F, des faisceaux (F), (F), ces plans se ren-
contrent en une droite et coupent les droites (py), (p.) en les points p,, p,. Ces
points déterminent un faisceau de plans (R) de la premiere dimension, duquel
on peut déduire une surface réglée du second ordre, qui rencontre la droite
F,, F, en des points de la surface S,.

Il est clair que les axes des faisceaux (F,), (F.) et par conséquent de
méme ceux des faisceaux (F3), () sont les génératrices de la surface S,.

VII. Sur la courbe qui est le lieu des points d’mtersecmon
des surfaces de trois faisceaux.

29. La courbe gauche peut étre engendrée par la méme maniére comme
la surface. Considérons d’abord seulement trois faisceaux de surfaces F, ce qui
est le cas le plus simple. Soient données:

un faisceau (R) de la premlere dimension, d’indice m, de surfaces
d’ordre #;

trois courbes (p.), (2), (pg) respectivement d’ordre p,, ps, ps; et enfin

trois faisceaux (¥), (F.), (F,) de surfaces, qui sont de la premitre di-
mension et d’indices m;, May M3,y les surfaces F',, F,, F; étant respectivement
d’ordre fi, £, fs-

Une surface arbitraire B du faisceau (R) rencontre de méme les courbes
(pa), (p.), (ps) en des points qui se correspondent de telle maniére que les points
ainsi obtenus sur une de ces courbes correspondent aux points sur les autres
courbes.

Chacun de ces points d’mtersectmn de la surface B avec, les courbes (p)
déterniine un nombre de surfaces dans le faiscean correspondant (F'); les sur-
faces passant par les points correspondants soient appelées de méme les surfaces
correspondantes.
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En prenant dans chacun des faisceaux une & une surface correspondante,
ces trois surfaces F,, F;, F; se rencontrent on des points qui engendrent une
courbe, quand la surface B engendre le faisceau (R).

30. Déterminons les points d’intersection de cette courbe avec un plan
arbitraire @ par le procédé que nous avons indiqué en 4.

Une surface quelconque F, rencontre (p,) en des points, dont chacun dé-
termine des surfaces (R). Chacune d’elles coupe la courbe (p.) en des points p,
et 1a courbe (p;) en des points p,. Les surfaces du faisceau (F;) passant par
les points p, et celles du faisceau (F) passant par p, sont toutes les surfaces
qui correspondent & la surface F', prise & volonté dans le faisceau (F,).

Ces surfaces F,, F}, se rencontrent une 4 une en une courbe (F, F3) qui
perce la dite surface /7, en des points de la courbe C,. Nous nous servirons
de ce mode de génération de la courbe C, & la détermination de son ordre.

Supposons que la surface F, rencontre le plan @ en une courbe f et la
courbe (F, F3) le coupe en un point ¢. Si nous considérons un point du plan @
comme le point ¢, nous savons qu’il résulte de I'intersection de ce plan avec
une certaine courbe (F, F%), et, par conséquent, qu’il correspond & une certaine
surface B qui rencontre (p,) en #p, points dont chacun détermine m, surfaces
F, et chacune d’elles détermine une courbe f. Done

& un point ¢ correspondent m,p,r courbes f.

En prenant une surface F), et par suite aussi une courbe f, cette surface
rencontre (p,) en f,p, points qui déterminent m,f,p, surfaces R, dont chacune
rencontre (p.) en rp, points p, et (p;) en rp, points p.. Chaque point p, dé-
termine m, surfaces F), et chaque points p, détermine m, surfaces Fj.

Ces surfaces Fj, F3 se rencontrent en

My My M3 72 Py Pe fi )

courbes (F; F3), dont chacune perce le plan @ en f.f; points. Donc
& une courbe f correspondent

nt fif2ﬁm27ﬂ3mrpxpzpsr2
points ¢.

11 suit de ce que nous avons trouvé quant aux surfaces, que les courbes
(F, F;) remplissent une surface d’ordre

2f:fimemsm, p,psr,

qui rencontre le plan @ en une courbe engendrée par le point ¢ sur Q. Ainsi
le point ¢ engendre une courbe d’ordre

2fs fsmsmgm, p, psr.
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Par un point arbitraire dans ’espace passent m, surfaces F, et par con-
séquent de méme autant de courbes f passent par un point du plan @. Done
par un point quelconque du plan Q passent m, courbes f qui sont
d’ordre f;. )
© A Paide de ce que nous avons démontré dans le paragraphe II nous
pouvons dire que la courbe C, est d’ordre

es =2 f1fafsmymymamy. p, P P72 + fi 1 fs s Mz g My py Do Py 7
ou

¢ = (14 2)ym,.r*Fy M, P,.

VIII. Sur la courbe qui est le lieu des points d’intersection
des surfaces de » faisceaux.

31. Comme dans nos recherches sur les surfaces nous avons déterminé
I'ordre d’une surface S, en connaissant Y'ordre d’une surface S,—,, nous pou-
vons appliquer la méme voie quant aux courbes.

Soient données:

un faisceau (B) de la (m — 2)i®™ dimension et d’indice m, de surfaces
d’ordre 7; puis

les courbes (p.), (ps),... (pn) respectivement d’ordre p., p.,... pn; et
enfin

les faisceaux (F), (F:),... (Fy,) de la premitre dimension et d’indices
My, Ms,... m, de surfaces Iy, I%,... I, respectivement d’ordre f, fzy... fa.

Faisons correspondre les surfaces du faisceau (#)) aux points de la courbe
(p.), ete. Une surface R détermine sur les courbes (py), (p.),..- (pa) des points
correspondants. Les surfaces de ces faisceaux passant par les points corre-
spondants sur les courbes (p,), (p2),... (pn) soient appelées de méme corre-
spondantes.

32 Prenons une 3 une de chacun de ces groupes de surfaces correspon-
dantes F.

Ces n surfaces, prises trois & trois, se rencontrent en des points. Quand
la surface B change de position, il peut arriver que toutes ces n surfaces se
rencontrent en un point. On voit tres-aisément que le lieu de ces points est
une courbe dont l'ordre nous allons déterminer.

Cherchons le nombre de points de rencontre de cette courbe avec un plan
arbitraire .
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Negligeons la courbe (p,) et son faisceau correspondant (#,). Nous pou-
vong dériver une surface S,-, du faisceau (R) et des autres » — 1 faisceaux
(#). La surface S,—, rencontre ¢ en une courbe que nous voulons considérer
comme le lieu des points c.

En effet nous pouvons obtenir la surface S,—, comme le lieu des courbes
d’intersection d’une surface arbitraire F,—, avec la surface correspondante
Sn-2; & chacune de ces courbes (F,—, Sn-s) correspond évidemment un certain
nombre de surfaces I, du faisceau (F3,), et nous obtenons les points de la
courbe S, comme les points de rencontre des courbes (#7—, Sp-) avec les sur-
faces correspondantes F, du faisceau (F).

Il faut donc que nous connaissions les quantités nécessaires & la détermi-
nation de 'ordre de la courbe S,.

A un point arbitraire ¢ (qui est proprement dit le point de la courbe
Q S,.-,) correspond une seule surface E, de laquelle ce point avait été dérivé.
Cette surface R rencontre (p.) en 7p, point et chacun d’eux détermine m,
surfaces I, du faisceau (F),), dont chacune rencontre @ en une courbe f. Done

& un point ¢ correspondent mypnr courbes f.

Une surface I, rencontre @ en une courbe f et la courbe (p,) en f,p.
points, dont chacun détermine en (R) un autre faisceau (R') de la (n — 3)iéme
dimension. Nous pouvons dériver de ce faisceau & l'aide des autres faisceaux
la courbe C,-, rencontrant le plan @ en les points ¢ correspondant & la gourbe f.
Ainsi

& une courbe arbitraive [ correspondent ¢, fupn points c. Le liew de
ces points sur @ est une courbe d’ordre sy_,. Par un point arbitraire du plan
Q passent évidemment m,, surfaces Iy et par conséquent autant de courbes f.
L’ordre de la courbe f est f,.

Cela nous apprend, ayant égard au paragraphe II, que la courbe C), est
d’ordre

) Cn =1 fnMnPnSn—1 + Cns fn M P
et puisque

Sn—1= (n —_ 1)7'mr Fo M.y n—1y
nous obtenons
en=0—1)r*m, Fn M, Py 4 Ca—s famppn.
En traitant la courbe C;, nous avons vu que
c; == 3r*m, [y M; P;.

Nous pouvons écrire le coéfficient 3 sous la forme

3.2 tnéral nin—1)
-1—3 ou en gener —TT'
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Supposéns que pour C,_, la formule

_(n—1)(n—2)

Cn—1 = 1.9 2 My Fpes My Py

est valable, alors pour C, nous obtenons

__n(n—1)

tn=—7T5 r*m, Fy M, P,

et puisque pour n =3 elle est exacte, alors elle est exacte en général; nous
avons donc
__n(n—1)

n = —Tr“m,FnMnPn.

IX. Cas particuliers.

33. Courbe du troisiéme ordre. — En supposant que n =13 et toutes les
autres quantités sont égales &1, nous obtenons une courbe du troisieme ordre.

Un plan R du faisceau (R) rencontre les droites (p:), (p:), (ps) en des
points, par lesquels passent respectivement les plans F, F%, F5 qui se ren-
contrent en un point d’une courbe du troisitme ordre.

Nous trouvons que sur un plan du faisceau (F)) se trouve un seul point
ou que 'axe du faisceau () contient deux points de la courbe; la méme pro-
priété jouissent les axes des autres deux faisceaux.

Cette construction de la courbe du troisitme ordre est un cas particulier
de la génération des surfaces et des courbes due & Mac-Lauriy que nous avons
généralisée ailleurs.

34. Courbe du siziéme ordre. — Supposons que (R) soit un faisceau de
plans de la deuxi¢me dimension et du premier indice, ou, en d’autres termes,
il est un faisceau de plans déterminés par un seul point . Les lignes (p,),
(p2)y (ps), (pd) soient des droites et (F), (I:), (F3), (F) soient des faisceaux
de la premidre dimension et du premier indice; alors ce sont des plans passant
par les droites D,, D,, D;, D,, n étant égal & 4.

Considérons un plan arbitraire ', du faisceau (F,) qui rencontre (p,) en
un point p’,. Ce point détermine avec r un faisceau de plans de la premidre
dimension et du premier indice. Par conséquent, on en peut déduire, & 'aide
des droites (p.), (=), (ps) et des faisceaux (F), (F.), (F%), une cubique gauche.
Cette courbe perce le plan F”, en des points qui appartiennent évidemment &
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la courbe C,. Puisque nous n’obtenons sur ce plan que ce point, il suit -de 1
que I'axe D, en contient trois.

Les points situés sur D, nous trouvons ainsi: omettons le faisceau (F7)
et la droite (p,). Du faisceau (R) & 'aide des faisceaux (F7), (F3), (Fs) nous
pouvons construire une surface S, qui est du troisieme ordre. '

Elle rencontre D, en trois points qui sont les points de la courbe C;. Done

La courbe C, rencontre chacun des axes des faisceaux (Fy), (I), (I:),
(F)) en trois points.

35. Courbe Cy du dixziéme ordre. — Considérons un faisceau (E) de plans,
qui est de la troisitme dimension, ou en d’autres termes, dont les plans ne
sont pas déterminés et remphssent tout espace. De la suit que n = 5. Cette
condition exige que soient données cinq courbes (p.),... (p;) et autant de fai-
sceaux (I,), (F,),... (Fs) qui sont de la premiere dimension et du premier in-
dice, c’est-d-dire ce sont des plans passant par cinq droites D,, D,, Dy, D,, D;.

Un plan quelconque F's du faisceau (F3) reneontre (ps) en le point p’s
qui détermine un faisceau de plans de la seconde dimension duquel on peut
dériver & 1'aide des faisceaux (F), (F%), (F3), (F)) et des droites (p.), (ps),
(ps), (ps) une courbe du sixidme ordre (Iarticle précédent). Cette courbe ren-
contre le plan I'5 en six points d’une courbe C; du dixitme ordre qui coupe,
par conséquent, chacun des axes des faisceaux (/') en quatre points. Ainsi:

Chacun des axes de cing faisceaux (') rencontre la courbe Cy en quatre
points; et

un plan arbitraire d'un des faisceaux (') coupe cette courbe encore en
six points.

Les points de rencontre des axes de ces faisceaux avec la courbe C
peuvent étre déterminés comme il suit.

En cherchant les points ¢; sur D;, nous faisons usage seulement de quatre
faisceaux (F') et de quatre courbes (p) qui déterminent avec un faisceau de
plans de la troisitme dimension une surface S; du quatrieme ordre. Cette sur-
face rencontre la droite D; en des points de la courbe Cy; de méme pour les
autres axes Dy, D;, D,, D, des faisceaux (F).

36. Autres cas particuliers. — Achevons en peu de mots encore quelques
autres cas particuliers de la construction des courbes.

Supposons que le faisceau (R) de plans soit de la premiére dimension et
du premier indice et que tous les trois faisceaux (F") de surfaces du second
ordre soient de méme de la premiére dimension et d’indice 1, et enfin que les,
lignes (p) soient des droites, ~
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Alors la courbe C; est d’ordre
Cs = 328 = 24.

Une surface arbitraire F”; rencontre la droite (ps) en deux points, dont chacun
détermine un plan rencontrant (p.), (p.) en des points; chacun d’eux détermine
une surface du second ordre; ces surfaces se rencontrent en une biquadratique
gauche qui perce-F"; en huit points. Nous obtenons ainsi seize points dire-
ctement. . ‘
En négligeant le faisceau (£73), nous obtenons une surface S, du huitiéme
ordre qui rencontre la courbe fondamentale du faisceau (F3) en 32 points qui
appartiennent évidemment & la courbe C,.
Dot il suit que

La courbe C, posséde 32 points sur chaque courbe jfondamentale des
Jaisceaux (F).

37. Les courbes du 24%me ordre résultent aussi des falsceaux de plans
quand les courbes (p) sont des coniques.

Un plan quelconque F, rencontre (p;) en deux points dont chacun dé-
termine un plan B et chacun de ces plans coupe les coniques (p,), (p:) en
deux & deux points. De la résulte que nous obtenons de chacun des plans B
quatre droites F), F, qui percent F, en des points de la courbe C,. Nous
obtenons alors sur chaque plan (F3;) huit points directement. En omettant le
faisceau (I%) et la conique (ps), le faisceau (R) détermine une surface S, du
huitiéme ordre. Cette surface rencontre D, en huit points qui sont les points
doubles, ce qui prouve le raisonnement suivant.

A un de ces points correspond un seul plan B qui rencontre (p;) en deux
points et chacun d’eux détermine un plan I5. Ces deux plans ainsi obtenus
fournissent le méme point. Done

La courbe C; est du 24%m¢ ordre douée des 24 points doubles qui sont.
situds huit & huit sur trois droites.

38. Considérons encore le cas quand # = 3, toutes les lignes (p) sont des
droites, (R) est un faisceau de plans de la premitre dimension et d’indice 1,
et enfin (/') sont les faisceaux de la premitre dimension de surfaces d’ordre f.

La courbe C; est donc¢ d’ordre :

03= 3f‘10

Sur une surface quelconque d’un faisceau se trouvent f* points. Chacunes
des courbes fondamentales des faisceaux contient 2f* points de la courbe C;.

Ainsi:
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X. Décomposition des figures dérivées.

39. La surface dérivée se décompose, quand un point fondamental a du
faisceau (F,) se trouve sur (py).

Considérons la position de la surface E, quand elle passe par ce point a.
Ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de la (n — 2)iéme
dimension, qui avec les autres (n — 1) faisceaux, excepté (F,), détermine une
surface S,_,. Quand nous voulons déterminer ]a surface F,, nous trouvons
qu'elle est indéterminée, parce que par ce point passe une infinité de surfaces
du faisceau (F,).

Nous voyons donc que la surface S,-, fait une partie de la surface S,.
Dol il suit que

Un faisceau, ayant un de ses points fondamentaux sur la courbe cor-
respondante, ce point détermine dans le faisceau (R) un autre jfaisceau d’une
dimension inférieure, dont la surface dérivée & Uaide des autres (n — 1) fai-
sceaux fait une partie de la surface S,.

40. La surface S, se décompose, quand la courbe fondamentale du fai-
sceau (R) rencontre (p.) en un point a.

Ce point détermine m, surfaces F, du faisceau (F,). Considérons une de
ces surfaces et un de ses points f. Nous pouvons démontrer que ce point ap-
partient & la surface S,.

Ce point f détermine dans chacun des autres # — 1 faisceaux plusieurs
surfaces, dont chacune rencontre la courbe correspondante en des points. En
prenant un 3 un point de ces groupes, nous obtenons n — 1 points qui déter-
minent des surfaces B, dont chacune rencontre (p.) au point @ et par consé-
quent la surface F,, passant par @ correspond aux surfaces des autres faisceaux,
qui passe par le point f.

Puisque par le point f passent n surfaces correspondantes et ce point,
étant pris 4 volonté sur la surface F, qui passe par @, nous pouvons donc
dire que

Quand un point fondamental du faisceau (R) se trouve sur la courbe
(pn), les surfaces du faisceau (F,), qui passent par ce point forment les
parties de la surface générale de S,.

41. Nous allons démontrer que Ja méme chose a lieu quant aux courbes.

Le faisceau (F,) a un de ses points fondamentaux a sur la courbe cor-

respondante (Pr)-
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Le point @ détermine dans le faisceau (R) un nouveau faisceau de la
(n — 3)“™ dimension, duquel en peut dériver & I'aide des autres n — 1 faisceaux
une courbe C,—,. Cette courbe fait évidemment une partie de la courbe C,,
parce que chaque surface F, correspond aux surfaces qui engendrent la courbe
Cn-1. Par conséquent chaque point de Ja courbe C,_., appartient & la courbe C,.

Done

Quand un faisceaw (F) a un de ses points fondamentaur sur la courbe
correspondante (p), ce point détermine dans le faisceau (R) un nouveau fai-
sceau de la dimension inférieure et la courbe C,—,, dérivée de ce faisceau &
Uaide des autres faisceaux de surfaces, fait une partie de la courbe générale C,.

42. La courbe (p.) passe par un point fondamental du faisceau (R) de
la n*me dimension.

Le faisceau (R) de la (n — 2)*m dimension détermine a I'aide des autres
n— 1 faisceaux une surface S,—, qui rencontre les surfaces du faisceau (F,),
passant par le point @, en des courbes qui sont évidemment les parties de la
courbe C,.

Nous avons donc ce théoréme:

Quand un point fondamental du faisceau (R) est situé sur une des
courbes (p), alors les courbes d’intersection des surfaces du faisceau cor-
respondant & (p), qui passent par ce point, avec la surface dérivée du
Sfaisceau (R) & Vaide des autres faisceaux, font les parties de la courbe C,.

XI. L'ordre de la surface dégénérée.

43. Supposons que les courbes fondamentales des faisceaux (F)), (F),...
(F,) rencontrent leurs courbes correspondantes (p.), (ps), (Ps),..- (Pn) €n les
points F,, Fy,... Fn, puis que la courbe fondamentale du faisceau (R) coupe
les mémes courbes en des points R,, R,,... R,.

Quand nous voulons déterminer Vordre de la surface S,, nous suivons la
méme voie tomme dans le cas général et soustrayons alors les dits points fon-
damentaux. du nombre général.

44. Appliquons de nouveau une droite Q. En prenant un point arbitraire
p'n sur (pa), ce point détermine dans le faisceau (E) un autre faisceau de la
(n — 2)™¢ dinzension, duquel nous pouvons dériver une surface S,-, & I'aide
des autres (n — 1) faisceaux et des courbes. Cette surface rencontre @ en les
points B et les surfaces F,, du faisceau (F), qui passent par le pont p',
coupent l& droite @ en les points A correspondant aux points B,
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Considérons un point quelconque de la droite @ comme le point B.

Par ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,), dont chacune ren-
contre la courbe. (p,) outre les dits points fondamentaux encore én fi,p, — F,
points. Ce point B détermine de méme m,, 1, ... mn_, surfaces Fy, Fi,... Fo,
des faisceaux (Fi), (F:),... (Fa_y), et ces surfaces rencontrent les courbes cor-
respondantes (p:); (Ps)y... (pa—s) outre les points fondamentaux encore en

fzpz - F2, fsps - Fs,-.. fn—iiph--l — F.'n—l

points qui, étant pris un & un sur chaque courbe, déterminent chaque fois m,.
surfaces R. Ces points déterminent en entier

Mo (fipi— F)(fope — Fo) -+ (famsproy — Fn))
surfaces R.

Pour abréger, écrivons aun lieu de terme

(fipr — F)(fope — F2) -+ -(fa—s pr—s — Fn-))

Hn—i(fp_:Fh

la signification de IT._, est assez claire, car il remplace 'expression «le pro-
duit » et son index signifie qu'il faut poser dans les parenthdses en méme
temps le méme index; la valeur de cet index varie de 1 & » — 1; les binomes
ainsi construits sont les facteurs de ce produit.

Nous avons done:

Ouy (fp — F) = (fips — F)(fops — F) -+ (fums P — Fo).

Chacune des surfaces ainsi obtenues détermine sur (p.) outre les points
fondamentaux encore (»p, — B,) points et chacun d’eux détermine m, sur-
faces F,, dont chacune rencontre ¢ en f. point A correspondant au point B
pris a volonté sur (.

A un point B correspondent donc

m, Mn fn (rpn. - Rn) Hn—g (f.p - F)

le symbole

points A

Considérons maintenant un point arbitraire de Q comme le point 4. Par
ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,) dont chacune rencontre la
courbe (p,) outre les dits points fondamentaux encore en f,p,. — F, points, et
chacun d’eux détermine un faisceau (R) de la (n — 2)*° dimension. De chacun
de ces faisceaux (R) nous pouvons dériver & Faide des autres (n— 1) fai-
sceaux (F) une surface S, qui rencontre la: droite @ en s, ,"points B cor-
respondant au point 4.
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A un point A correspondent donc

Mn (fnpn - n) Sn—1
points B.

La courbe S, est alors d’ordre
S, = mn(fnpn — n) Sn—1 -I— My ann (Vpn - Rn)nn--i p— F)

On voit trés aisément que pour #» = 2 la surface S,-, se compose de plusieurs
surfaces F, et qu'il faut poser dans la formule précédente pour s, le terme

fimi m,,- (pﬂ‘ - .Rj),
la formule prend la forme

S =m2(ﬁpz— Fz)fimgmr(pﬂ' — R,) + mrmamzﬁ(rpz"‘ Rz)(ﬁ[h - Fa);

ce que nous pouvons écrire ainsi:

_ pir — Ry p2r — Re
sz—mer(fxfp‘ +ﬂf;ps ) 2(fp

Dans ce qui va suivre nous allons écriver
)\ (f Tp: - Rl"
fzpz — F

rpe — R
fz-pz——l‘

au lieu de
¥ p1r—
f fi]?a —

Fi th
et en général

| rpi — Ri i 7;;9—1?-. ¥pn— B
)(ft}‘pz——l') fﬂpa—l +ffepo——1’ +f”fnpn—17n

La signification de ce symbole est assez claire.
Acceptons que pour #» — 1 la formule

- n—1 : 7Py — &
Sn—y == My Mp— Ty (fp — F )121 (ﬂfiz?i _ 1'1')
soit exacte, alors la formule pour » prend la forme
$n = 9 (fupn — F) t Macs Tlney (Fp — F) 3 S fi
"'l‘ My Mn fn(rpn - Rn) Hn-—i(fp - Iy

(fn_pn - 'n) Hn—! (fp - F) = n"(fp - ]{1)?
Annali di Matematica, tomo XIV, 13
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fipi — L

et puis que
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nous obtenons

. oy 3 ¥y pi— rpn — Iin .
s M T (fp — F)| 3 (72 i)+ o =]
Tandis que

nt rpi — 7pn— Bn LS rpi— Rt)

E (f’fp — I )+f fnpn — Fn é‘(fmu— I
nous pouvons écrire

ir — R
$n = s My XL (fp — Fhiﬁ%%?E)

Nous avons ainsi démontré que cette formule est exacte si elle est valable
pour n — 1. Tandis que elle est valable pour n =2 et par conséquent pour
n=23 et si suit, alors cette formule est exacte en général.

De 1a suit que la courbe propre S, est d’ordre

\l ¢ 1
sn_m,-M Hn(fp F } (f ]%Jl))z——i'—) (a)

45. Quoique cette formule exprime l'ordre de la surface S, quand les
données occupent des positions singulieres, elles est, on le voit, plus générale
que la formule de P'article 19, qui peut étre déduite de la formule actuelle.

Supposons que le nombre de points fondamentaux sur (p) soit

Fi=F,=--.—F,—9¢
et de méme
R A
nous obtenons
fp—F=fp

et

pir — R; _ g DT _
ff;])z‘—Fz ﬁpzl "
D’olt il suit que

y(f pir — Rz)=n7_

fzpt ~ I
et la formule (¢) prend la forme
’ $n = mpnr M, 1, (fp),

ce résultat est donc identique avec celui de 1'article 19.
46. De la formule (a) on peut dériver beaucoup d’autres, dont unes sont
particulitres, et les autres paraissent d’étre générales et tout entier différentes.
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XII. Constructions générales des surfaces déduites du précédent.

47. Premier cas. — Considérons d’abord la construction d’une surface
quand les surfaces F' sont des plans et par conséquent les faisceaux (F),
(Fy),... (Fn) sont des surfaces développables respectivement de la classe m;,
Mayee My

Cependant il faut distinguer ces deux cas: a) ol (R) est un faisceau de
surfaces générales, b) oir (R) est un faisceau de plans.

a) Supposons que les surfaces du faisceau (R) soient d’ordre ». La sur-
face obtenue S, est d'ordre

my Mn 1L, (19 - F')ié:1 (p;hr——‘—_ 111?;)7

F' étant en général = 0. La construction d’un point de la surface est la
suivante :

Un faisceau (R) de la dimension (n —1) de surfaces B d’ordre r ren-
contre les courbes (p.), (92),... (pn) en des points par lesquels passent les plans
tangents des surfaces développables (F)), (Fs),... (I'n) de la classe my, m,,...
My quand tous les plans ainsi correspondants passent par um méme point,
ce point appartient & la surface S,.

48. Le cas, dont nous venons de parler, renferme aussi tel, quand les
surfaces développables deviennent des surfaces coniques qui ont leurs sommets
respectivement sur les courbes correspondantes. Ainsi:

Soient données n surfaces coniques (F), (I'y),... (I'y) de la classe my,
Myyves Mp, dont les sommets se trouvent respectivement sur les courbes corre-
spondantes (p.), (p=)y-+- (Pn)-

Quand n plans tangents de ces surjfaces passent par un point s de felle
maniére qu’ils rencontrent les courbes (p.), (p2),-.. (pn) en des points qui,
étant pris un & un sur chacune de ces courbes, déterminent une surface R d’un
Saisceau de la dimension n —1, ce point s appartient & une surfuce d'ordre
pir — Ri).

me M T (p — 1) (25—

=1

Nous obtenons le cas encore plus particulier, quand les lignes fondamen-
tales des faisceaux (F") sont des droites.
b) Considérons le cas, quand les faisceaux (#) sont des surfaces déve-
loppables et R sont des plans.
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Nous pouvons distinguer trois cas particuliers, savoir:
1.° le faisceau (R) de plans R est de la premitre dimension;
2.° le méme faisceau est de la deuxiéme dimension.
Nous avons traités ces deux cas dans les articles 25 et 26.
3.° Le faisceau (R) de plans R est de la troisitme dimension, ou, en
d’autres termes, les plans R ne sont assujettis ni & une condition.
La construction d’un point s de la surface peut étre énoncée ainsi:
Soient données quatre surfaces developpables (F), (F.), (Fy), (I'y) re-
spectivement de la classe m,, m,, mq, my. Par un point quelconque s dans
Uespace passent les plans tangents & ces surfaces, qui rencontrent les courbes
correspondantes (ps), (ps), (ps), (ps) en des points. Quand quatre de ces points,
étant pris un & un sur chaque courbe (p), se trowvent sur un plan, le point s
appartient & une surjface d’ordre
me M1, (p — I) 5‘( E)

=1

On voit que F' ne doit pas surpasser 2.
49. Deuxiéme cas. — Supposons que (I') soient des faisceaux de surfaces
générales et que

a) (R) soit un faisceau de plans.

Nous pouvons distinguer de nouveau les cas suivants:

1.° (R) est un faisceau de la premitre dimension, ou il forme une sur-
face développable. Dans ce cas, les faisceaux (F') peuvent étre seulement deux,
et nous obtenons cette construction:

Les plans tangents d’une surface developpable de la classe m, ren-
contrent les courbes (p.), (p:) en des points qui déterminent des surfaces F,
F, dans les faisceaur (I')), (IF;) correspondants. Les surfaces F,, F, corre-
spondantes se coupent en une courbe qui engendre wne surface d’ordre

m¢M2H2(f27_F) z(ﬁ]‘ppl_—%)

C’est évidemment un cas particulier de la surface que nous avons traitée au
commencement de ce Mémoire.

2.° Nous pourrions de méme donner la construction d'une surface, quand
le plan B envoloppe une surface générale de la classe m,.

3.° Quand le faisceau (R) est de la troisitme dimension, nous trouvons
la construction donnée dans l'article 48, 3°.
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) Le cas que nous allons traiter nous semble trés-important. Supposons
que tous les faisceaux sont de la premitre dimension, c’est-a-dire

My=My =+ =My =M, =1
et que
fi]?i'—Fi=1, pir—Ri:k,
k étant une grandeur constante.
L’ordre de la surface peut étre donnée en cette forme

sn=Fk S fi.
=1
En supposant que
’ pit — R,; =k=1 5

nous obtenons
n
3n=21ﬂ=ﬁ+ﬁ+ﬂ+"'+'ﬁi'
1=

On voit immédiatement que l'ordre de la surface S, ne dépend pas d’ordre
des surfaces R et des courbes (p); les faisceaux (F') jouissent de telle pro-
priété que, en prenant une & une surface des n — 1 faisceaux, & ces surfaces
correspond une seule surface du n®m¢ faisceau.

Nous pouvons énoncer ce théoreme:

Soient donnés n faisceaux (F.), (F),... (Fyn) de la premiére dimension
de surfaces F,, F,,... F, respectivement d'ordre f,. foy... fn. Faisons
correspondre les surfaces des faisceaur de telle maniére que, en prenant
une & une surjface dans n— 1 faisceaux, & ces surjfaces correspond une
seule surface du nie™ faisceau.

Il y a une infinité de points en lesquels se rencontrent toutes les n
surfaces correspondantes, et ces points remplissent une surface dont Uordre
est égal & la somme des ordres des surfaces de tous les faisceaux.

XIII. Décomposition d'une courbe.

50, La décomposition d'une courbe dépend de mémes conditions que nous
avons trouvées en traitant les surfaces.
1.° Quand le faisceau (B) a un de ses points fondamentaux a sur la
courbe (pa), nous pouvons de ce faisceau dériver & laide des autres n—1
faisceaux une surface Sp-,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



102 J.-S. et M.-N. Vanétek: Sur la génération des surfaces

Le point a détermine dans le faisceau (F'x) m,, surfaces I, qui rencontrent
la surface, dont nous venons de parler, en des courbes qui appartiennent évi-
demment & la courbe C, et forment par conséquent une partie de cette courbe.

2.° Supposons qu'un point fondamental a du faisceau (I,,) se trouve sur
la courbe (p,). Ce point détermine dans le faisceau (B) un autre faisceau de
la (n — 3)°m dimension, duquel nous pouvons construire & 'aide des autres
(n — 1) faisceaux (F') une courbe C,_, qui est une partie de la courbe de-
mandée C,.

XIV. L’ordre de la courbe dégénérée.

51. Soient F,, F,,... F, les nombres de points d’intersection des courbes
fondamentales des faisceaux (F,), (F),... (I'») avec les courbes correspondantes
(po), (pe)y--- (pn) et Ry, B,, B, soient les nombres de points fondamentaux
du faisceau (R) situés sur les mémes courbes.

Considérons un plan quelconque ¢ et désignons par ¢ les points, en les-
quelles la courbe S,_, perce ce plan @, et par f les courbes, en lesquelles le
rencontrent les surfaces F,.

A un point ¢ correspond une seule surface B qui rencontre la courbe (p,)
outre les points fondamentaux encore en (p,r — R,) points, dont chacun dé-
termine m, surfaces (F,) rencontrant ¢ en des courbes f qui correspondent
au point ¢. A un point ¢ correspondent done

mn(pn r— Rn)
courbes f.

Une surface queleconque F, du faisceau (F7,) détermine une courbe f et
rencontre (p,) outre les points fondamentaux encore en (p.fn — F»n) points.

Chacun d’eux détermine un faisceau (R) de la dimension (n — 3), duquel
on peut & l'aide des autres n — 1 faisceaux dériver une courbe Cn-, qui dé-
termine les points ¢ correspondant & la courbe f primitive.

Done

A une courbe f correspondent

(fnpn - F'n) C'n—i
points c. Le point ¢ engendre sur Q une courbe S,—,. Par un point arbitraire

du plan Q passent m, surfaces F, et par conséquent autant de courbes f. La
courbe f est d’ordre fn. L’ordre de la courbe C, est donc

Cp == fnmnsn-i (ﬁn r— Rn) + mn(fnpn — Fn)C'n—-i'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



et des courbes gauches par les foisceoux de surfaces. 103

Nous voyons que pour #» =3 & un point ¢ correspondent
s (ps7 — By
courbes f. A une courbe f correspondent
m, M, fi 12 (psfs — F3) (r po — By (r p. — Ry)
points ¢. Ces points engendrent une courbe d’ordre

my M1, (fp — F)Z(ﬂ f———&)

pz—l’

Par un point arbitraire du plan @ passent m; courbes f d’ordre f;. De la
suit que

cr=filpsr — Rym ML (fp — F) 3, (. 2223
+ m Mo fo— B (rpo— B)rpi— B,

ce que nous pouvons écrire ainsi:

C3=mrM3H3(fp—F)[ﬁ;}3p’;—.l43 z_ (ﬁf]:;:; )

(pir — Ri) (per — Ry)]
+ ﬁﬁ(ﬁpn-—F;)(fspz— Fz)]

Nous pouvons remplacer le terme

(psr — Rs) pir — R; (p1r — R)(psr — Re)
fs (fsps — fa)tzi(f fivi— )+f‘f2 (fips — Fy)(feps — F3)

par le suivant

(pir — Ri)(per — Rz)]
S = =
1.3
Lé¢ symbole Y| signifie que dans les parenthéses il faut poser pour ¢ et ¢ toutes
=t
valeurs possibles de 1 & 3 de telle manitre, que toutes les deux ne soient pas
égales en méme temps, et que résultats ainsi obtenus doivent étre additionés.

Ainsi la formule, qui exprime l'ordre de la courbe C;, prend la forme
suivante:

Y ir—R; — R
N )

Supposons que la formule

L ir— Ri — R
A N =
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pour n— 1 soit exacte; nous obtenons pour n

on = a(pr = B, By Tl fp — )3 (7 22 =)
+ 1 (fopn — Fo) 0, Mo, T, (Fp — F)gg [f £ (MM]

(fipi — F) (fepe— Fo))’
ce que nous pouvons écrire ainsi:

c,,=mrMan(f19 “F)[fn%iz*?% 2‘ fi 211:—— RZ
n—14

(1 @:ﬁ@::,&”
+i§g(ﬂﬁ(fipi—'Fi)(ftpt—‘Ft)
Il est visible que

fn (prr — Bn) "

(pz" — Rz (pﬂ‘ — Ri)(ptr —_ .Rt)
(fapn — Fn) § Zf (fzpi — b + = [ﬂft(fzpt— Fo){ftpr — Ft)]

té‘ [ﬁﬁ (fipi — Fi)(fep: — F?)
La formule déterminant Pordre de la courbe C, prend cette forme
n = rMnnn — ‘1;‘ : (_piT""Ri)(pt’Y—.Rz)]. b
‘ " (fp F)zgt [ﬂft(ﬁpi“‘Fi)(ftpt—'Fz) ( )

Cette formule est exacte pour #, quand elle est exacte pour n—1. Seu-

lement elle est valable pour # == 3, ainsi pour n=4, ou elle est valable en
général.

XV. Constructions générales des courbes déduites du précédent.

52. La formule (b) renferme celle du cas général, en lequel les courbes
fondamentales ne rencontrent pas les courbes correspondantes (p).
Il faut seulement y poser F'=6, R =20 et apercevoir que la somme 3
contient toujours
nn-—1)
2

termes. Nous pouvons distinguer ces trois cas particuliers.
1.° (R) est un faisceau de surfaces générales et (F') sont les faisceaux

de plans ou les surfaces développables. La construction de Ja courbe est ana-
logue & celle de la surface.
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2.° (R) est un faisceau de plans et (F') sont les faisceaux de surfaces
générales. Ce cas nous présente trois constructions qui vont suivre.

@) Les plans tangents d’une surface (R) rencontrent les courbes (p,), (p.),
(ps) en des points qui déterminent respectivement des sur fuces dans les faisceauz
(F), (F), (Fs). Trois de ces surfaces ainsi correspondantes, dont chacune ap-
partient & un faisceau différent, se rencontrent en des points d’ume courbe.

b) Quand wun point ¢ se trouve en une telle position que, en faisant
passer par lui une & une surface de chacun de quatre faisceaux (F)), (Fb),
(F), (F)), qui rencontrent les courbes (p.), (p=), (pa), (ps) en des points et quand
quatre de ces points pris un & un sur les courbes (p) se trouvent dans un plan
tangent de la surface générale (R), alors le point ¢ engendre unme courbe.

¢) Considérons cing faisceauzx (F') et déterminons comme précédemment
le point ¢ de telle maniére que cing points correspondants, pris un & un sur
chaque courbe (p), se trouvent sur un plan, le point ¢ engendre une courbe.

3.° Quand (F') et (R) sont les faisceaux de plans, nous obtenons trois
-constructions analogues aux précédentes, en posant les plans tangents des sur-
faces développables au lieu des surfaces des faisceaux.

4.° Considérons enfin le cas trés important, quand chaque terme
fpr—F =1 et de méme rp—R=1,

my = My =" -.='mn=m,.=l.
Llordre de la courbe C, est

n
Cp = zt(fi ft).
1=

Nous voyons que cette formule ne dépend pas des quantités du faisceau (R)
et des courbes (p) qui nous servent seulement & établir la correspondance entre
les surfaces.

Cette correspondance s’effectue de telle maniére que, en prenant une &
une surface dans # — 2 faisceaux, & ces surfaces correspond une a une surface
dans les deux autres faisceaux. Nous pouvons done dire:

Quand les surfaces des n faisceaux de la premiére dimension se cor-
respondent de telle fagon que & (n— 2) surfaces prises & volonté une & une
dans (n — 2) faisceau correspond une & une surface dans les deur autres fai-
sceaux, alors les points, par lesquels passent en méme temps toutes les n sur-
Jaces ainsi correspondantes, remplissent une courbe.

En multipliant deux & deux ordres des surfaces des faisceaux, Uordre
de la courbe C, est égal & la somme de ces produits.

Annali di Matematica, tomo XIV. 14
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-

XVI. Surface S, passe par les points fondamentaux
des faisceaux ().

53. Nous avons vu, dans nos recherches sur la construction des courbes
dans cas singuliers, que ces courbes rencontrent les lignes fondamentales des
faisceaux (I").

Cela nous amene a I'idée que la surface S, jouit de la méme propriété,
c’est-a-dire qu’'elle passe par les points communs & toutes les surfaces d’un
méme faisceau (F').

Considérons un point @ par lequel passent toutes surfaces du faisceau (F7,).
Par ce point on peut faire passer plusieurs surfaces de chaque faisceau, qui
rencontrent les courbes correspondantes (p) en des points qui, étant pris un &
un sur chacune de ces courbes, déterminent un certain nombre de surfaces (R).
Quelsque soient les points p., la surface F, passe toujours par le point a.

Ce point jouit par conséquent de la propriété que par lui passent toutes
n surfaces correspondantes, prises une & une dans chaque faisceau, ou, en
d’autres termes, le point a appartient & la surface S,.

54. Examinons la multiplicité d'un tel point fondamental @ d'un faiscean
(F'x). Afin que nous obtenions une formule la plus générale, supposons que les
faisceaux (R) et (¥,) ont des points fondamentaux sur les courbes correspon-
dantes (p). Ce point a détermine

Myy Mayers Mpoyy Mhigye.e My
surfaces des faisceaux

F)y F)yeee Fred)y (Fras)yeee (Fa)
qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes

(0 (P)yeer (Pr=s)y (Ps)y--- (Pn)
outre les points fondamentaux en
fipi_FM ﬁpz—Fzﬂn fk—-ipk—i"‘Fk-u
fk+4]7k+1_-Fk+1,-.. fnpn_Fn

points. En prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes, nous

obtenons
2{71 . Hn(f}"‘—z*')
mr  [kpr— Fr

groupes de tels points correspondants que chacun de ces groupes détermine m,
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surfaces R et chacune de ces surfaces rencontre (pz) en prr — By points, dont
chacun détermine my surfaces F% passant par a. De 13 suit que a est un point
multiple d’ordre

n(fp —I) _
me M =T (7 B
sur la surface S,.

XVII. La courbe C, a des points multiples
sur les courbes fondamentales des faisceaux (F).

55. Supposons que la courbe fondamentale du faisceau (F%) soit d’ordre .

En négligeant pour un moment le faisceau (/%) et la courbe correspon-
dante (pz), nous pouvons dériver du faisceau (R) qui est de la (n — 2)*™ di-
mension & l'aide des autres (n — 1) faisceaux une surface S,,,

Cette surface rencontre la courbe fondamentale de (%) en by - 8,,—, points.
Bien entendu, dans la construction de la surface S,—, avait été négligé le fai-
sceau (F%) et non le faisceau (F), ce qui a une influence & l'ordre de cette
surface.

Chacun desdits points résulte d’une certaine surface E qui rencontre la
courbe (p,) en rpz— Ry points dont chacun détermine my surfaces I7,.

Chaque tel point d’ intersection est par conséquent un point multiple d’ordre

(rpk—Rk)mk.
Le nombre de ces points est égal & bgs,—,.
En substituant la valeur de s,—,, nous obtenons ce théoréme:

Quand le faisceau (Fx) a une courbe fondamentale d’ordre by, la
courbe Cp posséde sur cette courbe

M, n(fp—F) ({1 pir — Ri £ prr — I )
"mr frpr— Fr \ = fipi— 1 R Thpr — I
points qui sont multiples d’ordre

mg (Ph r— Rk)

XVIII. Un faisceau (&) de surfaces d’ordre f
posséde une courbe fondamentale d’ordre f2.

56. On sait que ce théoréme peut étre demontré par une autre voie, seu-
lement pour montrer I'importance de nos recherches nous allons en faire usage
dans ce probléme.
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Considérons une surface quelconque /", du faisceau (F),) et la surface S,.
La surface I rencontre (p) en f,p, points dont chacun détermine dans
le faisceau (R) un autre faisceau de la dimension (n — 2). De chacun de ces
faisceaux on peut déduire & l'aide des autres (n — 1) faisceaux (F), (Fy),...
(F,-,) une surface S,—, qui rencontre la surface F”, en une courbe d’ordre

fn Sn—y o1
f?’L (n - ].) r m,~ [1171,—-1 Mn -1 Pn—i .

Puisque le nombre de ces courbes est f,p, et la surface S, ne rencontre
pas la surface /", en d’autres points, parce que il n’y a plus des surfaces F,
qui coupent la surface Iy, la courbe d’intersection totale serait d’ordre

(n—1)for my Fpp My, Py,
pendant qu'elle doit étre d’ordre
nr fumy Fp My Py
Cela nous montre que le faisceau () a une courbe fondamentale qui,
étant la courbe d’intersection de F', avec S,, est d’ordre
7 fute By My Pr.

Ce qui précéde nous apprend que, s’il y a une telle courbe, elle doit étre mul-

tiple d’ordre
¥ 1mr I Mp_1 Pn

fn
et par conséquent elle est d’ordre f2. C.Q. F.D.

XIX. Faisceaux de surfaces.

57. Un faisceau (R) de la (n — 1)m dimension et n faisceaux (F) de
surfaces nous servent & la construction d’une surface S,.

Seulement nous pouvons réciproquement d’une courbe C & l'aide des n
faisceaux (F') construire un faisceau (R) de surfaces.

Supposons que les surfaces B soient données par N telles conditions que
par » points arbitraires passent m, surfaces du faisceau ().

Considérons une courbe C, les faisceaux (F)), (F%),... (F7) de surfaces et
leurs courbes correspondantes (p,), (ps),.-. (pn). Un point arbitraire ¢ de la
courbe C détermine dans chacun des faisceaux (F) un certain nombre de sur-
faces qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes (p.), (p.),...
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(pn) en des points. En prenant un'd un de ces points sur chacune de ces
courbes, ces n points déterminent avec les N conditions données m, surfaces E.
Quand le point ¢ parcourt la eourbe C, la surface B engendre un faisceau (R).

Déterminons la dimension et I’indice de ce faisceau.

Pour cet effet, considérons un point arbitraire o qui détermine avec les
N conditions données un faisceau de la dimension (n — 1), du quel on peut
dériver une surface S, d'ordre s, a l'aide des faisceaux (F'). Cette surface ren-
contre la courbe C en des points qui fournissent évidemment les surfaces R
passant par a.

Done . .

Le faisceau (R) de surfaces, dérivé d'une courbe C & Uaide des fai-
sceaux (F') et des courbes (p) jouit de la propriété que par un point arbitraire
a passent cs, dé ses surfaces ou que ce faisceau est de la premiére dimension
et d’indice ¢$,.

Il est clair que s, peut étre une des quantités des articles précédents.

58. Quand le point ¢ parcourt une surface S, nous pouvons demander:
quelle est la nature du faisceau de surfaces R?

Considérons le faisceau (R) des articles précédents et deux points arbi-
traires @, b qui déterminent dans {R) un autre faisceau de la dimension (n —2),
duquel nous pouvons déduire & 'aide des faisceaux (") et des courbes (p) une
courbe C, d’ordre connu c,.

Cette courbe perce la surface S en c,s points qui fournissent évidemment
les surfaces R passant par les points a, b.

Ainsi

Le faisceau (B) de surfaces R, dérivé d’une surface S & Uaide des
faisceaux (F) et des courbes (p), jouit de telle propriété que par deux points
arbitraires a, b passent c,s surfaces B, ou, en d’autres termes, ce faisceau est
de la deuriéme dimension et d’indice cns.

59. Supposons que n = 3 et que les surfaces B deviennent des plans.

On sait que les faisceaux de plans de la premiére dimension sont les sur-
faces développables et les faisceaux de plans de la deuxitme dimension sont les
surfaces générales. Les indices de ces faisceaux sont les classes de ces surfaces.

Nous voyons done que les théorémes précédents renferment ces deux autres
théoremes:

1.° Un point ¢ détermine respectivement my, ms, ms surfaces dans les

Jaisceaux (F') qui sont de la premiére dimension. Chacune de ces surfaces

rencontrée les courbes correspondantes (pi), (pe), (ps) en des points. En
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prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes, ces points dé-

terminent un plan R.

Quand le point ¢ parcourt une courbe C d’ordre ¢, le plan R enve-
loppe une surface développable de la classe cs,.

Il est clair que les faisceaux (F) peuvent étre les surfaces développables,
enveloppes des plans F. .

2.° Un point arbitraire s détermine respectivement mi, m,, ms sur-
faces dans les faisceaur (Fy), (Iy), (Fs) de la premiére dimension. Cha-
cune de ces surfaces rencontre les courbes correspondantes respectivement
en des points piy P'iyees Poy Poyeess Doy Payens

En prenant un & un de ces points sur chacune de ces courbes (p),
ces trois points déterminent un plan R. Quand le point s parcourt une
surface S d’ordre s, le plan R enveloppe une surface générale de la
classe sc,,.

Le mot générale ne signifie pas une surface générale de cette classe, seu-
lement que cette surface n’est pas développable. Nous pouvons de méme dans
ce théoréme remplacer les faisceaux (/') par des surfaces différentes.

60. Nous obtenons les faisceaux de surfaces d’une autre maniere, savoir
la surface S, remplit un faisceau.

Supposons qu'une surface R est donnée par N conditions et que & la dé-
termination compléte de cette surface manquent encore » points.

Considérons un point arbitraire ¢ comme le point fondamental du faisceau
(R). De ce faisceau, qui est maintenant de la (» — 1)ine dimension, nous pouvons
déduire une surface S,.

Quel est le lieu que remplit la surface S,, quand le point a est assujetti
4 parcourir une courbe A d’ordre a?

Nous montrerons aisément que la surface S, remplit un faisceau de la
premidre dimension, ou, en d’autres termes, que par un point arbitraire b passe
un certain nombre de surfaces S,.

Considérons un tel point b qui détermine m,, m,,... m, surfaces Fi, I%,...
F, des faisceaux (F), (F%),... (I'n)-

Chacune de ces surfaces rencontre la courbe correspondante (p) en

fapi—'Fn fzpz—l'—‘vz,--x fnpn—Fn

points. En prenant un & un de ces points sur chacune des courbes (p), ces n
points déterminent m, surfaces B. Nous obtenons par conséquent, en général,

me M, (fp — F)
surfaces B d’ordre 7.
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Chacune de ces surfaces rencontre la courbe A4 en ar points, dont chacun,
étant pris pour un point fondamental du faisceau, détermine une surface Sy,
passant par le point b.

Par le point & passent donc

arm,n.Man(fp - F)

surfaces S,, ou, en d’autres termes, la surface S, remplit un faisceau de la
premiére dimension et d’indice

arm, M, 1L, (fp — F).

Ces surfaces sont, comme on sait, d’ordre

'n‘ i —.R‘L
m,-Man(fP - F)}:(fz z]:; —.F'i).

XX. Faisceaux de courbes.

61. Supposons de nouveau que le faisceau (R) de surfaces B soit donné
par N conditions de telle fagon que par n points arbitraires passe un certain
nombre de ces surfaces.

Prenons deux points arbitraires a, b. Ces points déterminent un faisceau
de la (n — 2)=¢ dimension duquel nous pouvons dériver une courbe C, dont
'ordre est connu.

Quel est le lieu de la courbe C,, quand le point & parcourt une courbe
B d’ordre b?

11 est facile de montrer que ce lieu est une surface, ou, en d’autres termes,
qu’une droite arbitraire @ rencontre un certain nombre de courbes C,.

Omettons les points @, b. Nous pouvons dériver de la droite @ un faisceau
de surfaces R, qui est de la premiére dimension et d'indice ¢s, ou, dans ce
cas, s,. Par le point a passent par conséquent c¢s, surfaces E. Chacune d’elles
rencontre B en br points. En prenant chacun de ces points pour point fonda-
mental du faisceau R, nous obtenons une courbe S, qui rencontre la droite .

Supposons que R’ soit une des surfaces E, dérivée d’un point ¢’ de la
droite Q. La surface B’ rencontre évidemment la courbe B en b7 points, dont
chacun offre une courbe qui doit passer par ¢'. De la suit que nous obtenons
de tous les points BR' d’un surface R’, un seul point d’intersection sur la
droite @ ou que le nombre de ces points est égal au nombre de surfaces R
passant par a. La surface S, est donc d’ordre s,, ce qui est vrai, parce que
ce faisceau de surfaces B est, proprement dit, un faisceau de la (n — I1)iéme
dimension et fournit, par conséquent, une surface d’ordre s,.
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62. Examinons maintenant le lieu de la courbe S,, quand le point @ par-
court une courbe A d’ordre a.

Nous trouverons que ce lieu est un faisceau de courbes, dont un certain
nombre pagse par un point arbitraire ¢. Le point ¢ détermine m,, m,,.. m,
surfaces (F), (F%),... (F,) rencontrant respectivement les courbes correspon-

dantes (p,)y (P2)y-.- (pn) €n
fim—Fy  fipe— oy fapa—F

points. En prenant un & un de ces points sur chacune des courbes (p), nous
obtenons
gfoupes, dont chacun détermine m, surfaces R. Chacune d’elles rencontre 4
en qr points et B en br points. Considérons un de ces points, situé sur 4 et
un sur B; ces deux points fournissent un faisceau de la dimension (n — 2), qui
détermine la courbe C, passant par le point c.

Chaque surface R offre arbr couples de points sur les courbes 4, B et

chacun de ces groupes fournit une courbe. Par conséquent les courbes C,, pas-
sant par ¢, sont en nombre

' abr*m, M, 10, (fp — F). -
Nous pouvons done dire que
FEtant donndes les surfaces B par N telles conditions que n autres points

arbitraires déterminent m, surfaces R, deux points quelconque a, b déterminent

un faisceau de la dimension n — 2, duquel peut étre dérivée, une courbe S,
‘d’ordre

W[ o (pir — Ri)(per — Ri)
ﬁ’l,-Mn Hn (fp —_ F););t[flft(f;pz—Fz)(ftpt—FP)].

Quand les points a, b parcourent respectivement deux courbes d’ordres a, b,
la courbe S, remplit un tel faisceau que par un point arbitraire c passe

abrim, M, 1, (fp — F)
courbes S,.

XXI. Sur la surface S,
engendrée par lintersection de deux faisceaux de surfaces.

63. En examinant 'ordre de la surface S,, nous avons employé la surface
Sn—1. Dans cet article nous allons montrer que la surface S, peut étre obtenue
comme le lieu de courbes d’intersection des surfaces S,-, avec les surfaces
correspondantes . [, ..
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Prenons un point arbitraire p’, sur la courbe (p,). Ce point détermine dans
le faisceau (E) un nouveau faisceau de la (v — 2)*=° dimension, duquel nous
pouvons dériver a I'aide des autres (n — 1) faisceaux (F7) une surface S’,—, qui
est donc d’ordre

n—4 i — ;
My My Ty (fp — F7) -}" (ﬂ IZ‘?I:; —II{’Z‘)‘

Le point p’, détermine m, surfaces F”, dans le faisceau (F},). Chacune de ces
surfaces rencontre S',—, en une courbe qui appartient & la surface S,.

Quand le point p’, change de position sur (p,), nous obtenons une autre
surface S, et de méme autres surfaces /', et par conséquent aussi une autre
courbe de la surface S,.

Quand le point p’, parcourt la courbe (p.), la surface S',—, remplit un
faisceau (Sp-.) et la surface I, remplit le faisceau (I}). De la suit que nous
obtenons les courbes de la surface S, comme les intersection des faisceaux cor-
respondants (S,-,), (F).

Le faisceau (S,-,) est selon l'article 62 de la premiére dimension. En
substituant ar par p,» — B, dans la formule de cet article, nous obtenons
I'indice

me M, (por — R YL (fp—F)
de ce faisceau.

64. Quand nous examinons l'ordre de la surface S, dans ce genre, nous
trouvons que c’est le procédé que nous avons déja employé.

A une surface S,—, correspondent donc m, surfaces I, et & une surface
F, correspondent f,p, — I, surfaces S',—,.

Quand les deux faisceaux de ces surfaces doivent étre projectifs, c’est-a-
dire, quand & une surface d'un de ces faisceaux doit correspondre une seule
surface de P'autre faisceau, il faut que

m, =1, fapn— Fr=1;
et de plus, quand ces faisceaux doivent étre de la premiére dimension, il faut que

My Mt (pur — BT (fp—F)=1
ou que
m=1, M_ =1, pur—R,=1
et que chaque terme
fp—F=1.
Annali di Matematica, tomo XIV, 15
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Nous obtenons done que la surface S',—, est d’ordre
n—14
Aj‘.‘f i(pir — R)

et que la surface S, est d’ordre

S Ui — BY + o

(2

XXII. Génération analogue d’'une courbe.

65. La méme chose a lieu quant aux courbes. Prenons un point arbitraire
P» sur la courbe (p,), qui détermine dans le faisceau (E) un autre faisceau
de la (n — 3)'m dimension. Ce nouveau faisceau détermine avee les faisceaux
(F), excepté lc faisceau (F,), une courbe C,_,.

Seulement par le point p’, passent aussi plusieurs surfaces F, qui ren-
contrent la courbe C,—, en des points de la courbe C,. Quand le point p’,
change de position sur (p,), la courbe C,—, et les surfaces F7, le font aussi.
Quand le point p’, parcourt la courbe (p,), la courbe C,:, engendre, suivant
le précédent, une surface S,—, et les surfaces F), remplissent le faisceau (F7).

Nous obtenons ainsi les points de la courbe C, comme les points d’inter-
section des courbes C,—, avec les surfaces correspondantes F,, la correspon-
dance étant de telle sorte, que & une courbe C,—, correspond un certain nombre
de surfaces F,, et réciproquement & une surface F, correspond une certaine
courbe C,—,.

Il est intéressant que tous les points de la courbe C, se trouvent sur la
surface S,-,.

En omettant un autre faisceau, par exemple (/%) de surfaces F%, et en
construisant du faisceau R une surface S,z, la courbe C, doit se trouver toute
entidre sur cette surface. Cette courbe est done l'intersection desdites surfaces
Sn—-17 Snk~

Nous obtenons ainsi la courbe C, comme la ligne d’intersection de plu-
sieurs surfaces. En négligeant un faisceau (F7) et sa courbe correspondante (p),
nous obtenons toujours une surface de (R). Il y en a n et toutes ces surfaces
passent par la méme courbe C, qui fait une partie de leur courbe d’intersection.
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Aggiunte alla Memoria
« Sopra 1 sistemi tripli ortogonali
di Weingarten».

(Di Luier Buancur, o Pisa.)

1. Al § 7 della Memoria abbiamo considerato una classe di sistemi
tripli ortogonali di WemaArTEN contenenti una serie di superficie di Exserer a
curvatura costante. B facile vedere che non esistono altri sistemi di WervasrTEN
formati con superficie di Exneerr, ciot: Se le superficie a curvatura costante
di un sistema triplo di Weingarten sono superficie di Enneper, esse hanno il
medesimo asse e sono congruenti per rotazione attorno a questo. (**)
Supponiamo che la curvatura K del sistema sia negativa, K =—1, la
dimostrazione per K ==+ 1 potendosi fare nel medesimo modo. IL’elemento
lineare dello spazio, riferito a questo sistema, prendera la forma (M, n.° 4):

ds* = cos*6du® + sen?9dv® + (-S—Z)zdeo2.

Se le linee di curvatura v = cost.® delle superficie pseudosferiche = cost.®
sono piane, dovremo avere

o ( 1 00
_ %(sen@ %)_——O 1)
e viceversa, soddisfatta questa condizione, le v = cost.® saranno piane. (¥**)

La (1) pud scriversi
020 cosh 96 06

oudv  senb 0u dv’

(¥) Le citazioni che si riferiscono a questo lavoro (tom. 13, fasc. 3° degli Annali) sa-
ranno segnate con (M),

(*%*) Intendiamo, come nella Memoria, escluso il caso delle superficie di rotazione,
(***) B infatti l'elemento lineare della superficie essendo dato da

ds? = cos?0 du? 4 sen?0 dv?,
il corrispondente sferico nella rappresentazione di Gauss sard
ds? =sen?0du2 + cos20dv?
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derivandola rispetto a w coll’osservare la 3* delle formole (T) (M, n.° 4), otteniamo
020 00  cosh 06 06 06

—_— e e —— ———

C . T . . 00
Ma poiche le superficie w = cost.® non sono superficie di rotazione, sard P

(= )=

diversa da zero, quindi

Dw\senb Ou

Questa associata colla (1) ci da:
1
logtgg 6=U-+ 4’(”) w),

dove U & funzione di # soltanto e ¢ di v, w. Dopo ¢id segde dalle formole (13)
M, n° 4)

donde si conclude che le superficie # = cost.® del sistema triplo di WEINGARTEN
sono sfere e precisamente le sfere che contengono le linee di curvatura u = cost.’
sulle superficie pseudosferiche di Enserer w = cost.® Queste superficie hanno
dunque il medesimo asse.
D’ altra parte, dovendo il valore di ¢ tratto dalla (2) soddisfare all'equazione
20 220

W —_ ‘a—0§= SGDQCOSQ,

‘1 caleoli fatti da Exneeer nelle Gottinger Nachrichien, 1868, pag. 258, dimo-
strano che la funzione U deve essere determinata dalla formola

80 —\C=Acosh2U+ Bsenh2U.

I valori delle costanti A, B, C determinano gia perfettamente la forma della
superficie; le w = cost.® sono dunque superficie di Exseper identiche di forma

e la condizione richiesta equivarra all’altra che le immagini sferiche delle linee » = cost.®

siano cireoli, ciog la loro curvatura geodetica —}-= 1 20 sia funzione della sola v, il
p» senf go
che da appunto la (1). Similmente la condizione perché siano piane le linee u = cost.® si
esprimerd colla formola
(1 po .
2 — )= L
ov (cosﬂ au 0. (1)
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e col medesimo asse. Se in fine si osserva che lo stesso movimento attorno
all’asse, pel quale una superficie w = cost.® si porta in un’altra, deve far stri-
sciare ciascuna sfera u = cost.®° sopra s&¢ medesima, si vede che questo moto
consiste in una pura rotazione. Un caso di eccezione si presenterebbe quando
le sfere avessero tutte il medesimo raggio; ma allora le w = cost.® sono elicoidi
(del Dixt) e qualunque movimento attorno all’asse riconduce I'intero sistema
in s& medesimo.

2. La condizione cui deve soddisfare la funzione 6(u, v) perch® la su-
perficie pseudosferica definita dalla formola

dst = cos*6du® 4 sen®6dv® (2)

abbia le linee di curvatura v = cost.® sferiche risulta da quanto ha esposto
Exxerer nel lavoro sopra citato (pag. 421 s.s.). (*) Essendo

ry=—1tg4 7, = cotf

i raggi principali di curvatura della superficie, la condizione richiesta si espri-

mera colla formola
1 96

senf go

cotd =a+ f——+

’

dove «, 8 sono funzioni di v soltanto. Derivandola rispetto ad « otteniamo la
formola equivalente

1 1 96
sen265u+ﬁau(seneav) 0. ®)

Dovendo questa coesistere con quella che risulta da una nuova derivazione,

otteniamo
190 (1 28
et Ju du\sen 80) 0 5
2 1 26 ot 1 @) - @)
0w \sen? 8-—u\), 3u2(sen9 ov
. o( 1 96\ . ..
formola che potremo sostituire alla (3) quando a—u(—sen 5 3_0) sia diversa da

zero. La (8') esprime quindi la condizione, perche le linee di curvatura v = cost.®
siano piane o sferiche. (*¥)

(*) Cf. anche Dini: Sulle superficie che hanno un sistema di linee di curvatura
sferiche. Atti dell’Accademia dei XL, 1869.
(*#*) Sviluppando il determinante la condizione pud seriversi

90 906 9% p%e (30)330 _o.

puigv gu  guigugv ' \gu) 9o

(4)
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Cid posto, proponiamoci la questione seguente: Esistono superficie pseu-
dosferiche, le cui trasformate complementari abbiano tutte un sistema di linee

di curvatura sferiche?
Una qualunque 3 delle complementari della superficie S corrispondente

alla (2), sia definita dalla formola
ds® = cos®pdu® + sen®odv?;
la funzione ¢(u, v) sard legata alla 6(u, v) dalle relazioni di Dirsoux (M, n.° 19)
09

09 _ 8 de _ 28
%_sengocose 7 = cosgsend % (5)

e se supponiamo che le linee v = cost.” sopra le superficie 3 siano sferiche,
dovra inoltre soddisfare la condizione (3')
_1 a9 i(l@)

sen?q Ju Oul\seng 0v
0 (1 _oe), (17
Ou \sen?q du ’ Quz\seng 0v

Questa sviluppata, col porre per 2—2, Z—i— i loro valori (5), diventa

Acosg + Bseng + C =0, (6)
dove i coefficienti 4, B, C sono dati dalle formole:
00\ 06 00 020
4= Sene(@u) o F 805 Fudo

00 030 00 020
B—cosga (—)—l-c S az-]—sen@a 5o

ou\dv
0006 00600 020 00 030 020 020
C = sen 268—6——8—%(6 )-{—sen@cos&8 5 5y Tudn T Tude e

Se non fosse identicamente A =B=C=0, due soli sarebbero i valori di cos¢
o seng forniti dalla (6) e la superficie S avrebbe quindi al pilt due trasformate

complementari della specie voluta.
Ora se la superficie S non & di rotazione, (*) sara 82_ diversa da zero e

la condizione 4 = 0, diventando
(1 06
ov (cose 3@0) 0,

(*) ?uando ci0 accada tutte le complementari sono superficie di ENNEPER (cf. numero
seguente).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingarten. 119

esprime che la superficie S ha le linee di curvatura « = cost.® piane. In quanto
alle altre due condizioni B=0, C=0 si trovano identicamente verificate sup-
posto 4 ==0. :

Nel numero seguente si dimostrerd che le linee di curvatura v =cost.® di
tutte le superficie = non possono essere piane se la superficie S non & di ro-
tazione. Possiamo quindi rispondere alla questione proposta coll’enunciare il
teorema: :

Perche tutte le complementari di una superficie pseudosferica S abbiano
le linee di curvatura v = cost.® sferiche, é necessario e sufficiente che le linee
di curvatura u=cost.’ sopra la S siano piane.

Ne risulta che tutte le complementari delle superficie di Exseper hanno
un sistema di linee di curvatura sferiche, mentre le linee di curvatura del
2° sistema non sono né piane né sferiche. Siccome sulle superficie di Exseper
conosciamo le linee geodetiche (M, n.° 17), le equazioni in termini finiti per
queste nuove superficie si otterranno con soli calcoli di derivazione. Per due
classi di queste superficie le formole esplicite si trovano stabilite nel lavoro
del sig. Kuex citatp al n.° 15 (M) e al n.° 7 della mia Nota 1% sui sistemi
ciclici; le prime superficie si ottengono con due trasformazioni complementari
successive dalla pseudosfera, le seconde con una trasformazione complementare
dalle elicoidi del Diwi

Il teorema dimostrato ci assicura poi che applicando la trasformazione
complementare a queste nuove superficie (il che si potrd fare dopo eseguita
una quadratura) perverremo ad ulteriori superficie a curvatura costante, le cui
linee di curvatura non saranno n& piane né sferiche.

3. La trasformazione complementare applicata ai sistemi tripli ortogonali
di WemesrTeN, che contengono una serie di superficie di Enneper, conduce,
secondo quanto abbiamo asserito al n.° 24 della Memoria, a sistemi della me-
desima specie. Ne discende che ogni superficie di Exseper ne possiede due
altre contigue per trasformazione complementare. Se la superficie di Exneeer
considerata & complementare di una superficie di rotazione S, queste perd si
riducono ad una sola superficie, cio¢ alla S.

Ora possiamo facilmente dimostrare il teorema:

Se ad una superficie pseudosferica sono contigue, per trasformazione
complementare, due superficie di Enneper, deve essa stessa appartenere alla
classe di superficie di Enneper; se esistono pil di due superficie di Enneper
contigue, tulte le altre complementari sono superficie di Enneper e la primitiva
¢ una superficie di rotazione.
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L’elemento lineare della superficie pseudosferica S sia dato dalla (2) e
quello di una sua complementare 3 dall’altra:

ds* = cos*pdu® + sen’pd v?;

se supponiamo che le linee w = cost.” della 3 siano piane, dovremo avere

o1 8%\,
du\cosg dv)

ossia, sviluppando per mezzo delle formole di Darpoux (5):

020 09 08 80
CO8g g — Seng ~— = +cose - =0. *) (7

] . .
Questa, se non @& aa—u = (), fornisce due soli valori per cos¢ o seng; fra le com-

plementari di S ve ne sono adunque due al piu che hanno le linee di curvatura
u = cost.® piane, a meno che la S non sia superficie di rotazione, nel qual
caso la (7) & un’identitd e tutte le 3 sono superficie di Exneper, conforme alla
2* parte del teorema.

In ogni caso perd, se wuna delle superficie = ha le.linee di curvatura
u = cost.® piane, la sua complementare S; in forza del teorema al numero pre-
cedente, avra le linee di curvatura v = cost.® sferiche o piane. Ma & facile
vedere che questo secondo caso non pud presentarsi se non quando la = stessa
sia una superficie di rotazione. E infatti se deriviamo la (7) rispetto ad u, os-
servando le (D), otteniamo:

20 720 Do:
s 1()36 (ae) _ cosgea_eg_ L_O___sene(_)=o. 8)

()u3+9u ou SeDY Du duov ou
Ora se le linee v = cost.® sopra % fossero piane, si avrebbe
926 _ cos Q_O_Qﬂ @®)
dudv  senb 0u 0v
quindi
bl 0 (00 cosh 00020 @__8_0_(@9-)’
EPl au(%2 + senﬁcosﬁ)— rrer sen 99u 7\

Allora la (8) diventa

cosh 90 20 20 cos § a_e)ea_e__ a*e)z_
Os?g senf MW_%i—sen?sene(au dv sene(au =0

(*) Similmeate Ia condizione rerché le linee v = cost.® siano piane sara:

senq;a +cos<,?aa g +sneg =0. (7,
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e combinata colla (5) da
00 1 (06
cos%—ﬁ{— (9u) =0,

sen 0

da cui, non essendo 70 =0
%

senf Ju

Questa per la (8') dimostra che ¢ & funzione della sola , ciod la = & una su-
perficie di rotazione come si era asserito. In tal caso, con caleoli simili ai pre-
cedenti, si proverd facilmente che I'unica superficie di Exnerer complementare
della S & appunto la =.

Escluso questo caso & chiaro, per quanto abbiamo visto ora, che se la
superficie S possiede due complementari 5 di Exveeer, le loro linee di cur-
vatura piane dovranno corrispondere ad un medesimo sistema di linee di cur-
vatura sopra S, poniamo per es. alle = cost.® In questa ipotesi dovranno i

due valori di tg%? tratti dalla (8) coincidere con quelli ricavati dalla (7) e

quindi sussisteranno le relazioni:

030 00 06 020

6u3+3u( )—Coszea—u__ﬁuﬁv teae
] T T TR
O ut v

La seconda di esse ci di
2180 _,
dv\cosO du/)

e dimostra che la superficie iniziale S deve avere le linee di curvatura » = cost.®
piane. La prima poi non & che una conseguenza della seconda.

Infine noteremo che per dimostrare come la (7) coincida colla equazione
(28) (M, n.° 20) applicata ai sistemi di WrinaArRTEN contenenti superficie di
Exveper, basta osservare che in questo caso si ha (M, n.° 17)

0
gl
k essendo una costante; la citata formola (28) diventa quindi
2 ) 0
zzzg g_ue; + Zzz(g Baudu + Zu,
e a causa di aafg —tg6 gﬁg— coincide colla (7). Cosi resta dimostrato che
Annaly di Matematica, tomo XIV, 16
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questi sistemi tripli di WeiNearTEN riproducono per trasformazione complemen-
tare sistemi della medesima specie.

4. Al n.° 25 della Memoria la trasformazione di BickLusp & stata de-
finita colle formole di DarBoux generalizzate [v.i formole (33)]

d¢ , 00  sengcosO -4 senccosgsend \

A AT A

ou T 5o cos o J o
%_{_3_9____ cosgpsenf + senssengeosh \ )
dv ' 0u oS 5

Si pud dare per mezzo di esse la seguente interpretazione geometrica della
trasformazione di BackLunp.

Sia S la superficie pseudosferica iniziale, S" la sua derivata per la tras-
formazione di Bickruxp B,. Fra la superficie S e la S’ viene stabilita, per la
costruzione stessa, una corrispondenza di punto a punto di guisa che le oo
rette PP’ che uniscono due punti corrispondenti P, P’, toccano nel punto P
la superficie S e in P'la §'. Le rette PP’ sono quindi le tangenti di un si-
stema oo! di curve giacenti sopra S (e similmente per S). A queste curve, che
nel caso di o =0 formano un sistema di geodetiche parallele, daremo il nome
di linee di Bicklund e le indicheremo con L,. Assegnato il valore di o, le
linee corrispondenti di Bickruxp L, formano una doppia infinith a causa della
costante arbitraria che entra nell’integrale generale ¢ delle (9). (Cf. M, n.° 25.)

Esse godono della seguente proprieta caratteristica:

Lungo ogni linea L, di Bicklund, la normale principale della curva ¢
inclinata dell’angolo costante o sulla normale alla superficie.

E infatti se si calcola la curvatura geodetica pl di queste linee dalla loro
9

equazione differenziale:

sengcosfdu — cosgsenfdy =0

1 trova
s1 oy 1 _ oy 905%0 sen®f — sen?ocos?f
] 3

og senf cosf

1 .
d’altra parte, per la formola d’EvLero, la curvatura normale 7 delle medesime

linee & data da
1 cos’o | sen’op  cos?opsen?d — sen®qcos?h

£ 72 71 sen 0 cosd

K

dunque
Pg__ggl,

.

formola che dimostra il teorema.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingarten. 123

Le linee tracciate sopra una superficie e aventi in ogni punto la normale
principale inclinata dell’angolo costante o sulla normale alla superficie formano
un sistema oo?, poiche l'intero corso della curva & determinato quando si fissa
un primo elemento. Si perviene al medesimo risultato analiticamente, osser-
vando .che la ricerca di queste curve dipende da un’equazione differenziale del
2° ordine, la cui integrazione introduee due costanti arbitrarie. (*) Se ne con-
clude che sulle superficie pseudosferiche la proprietd enunciata & caratteristica
per le linee di Backrusp. Mediante le formole (10) le oo? linee di Backnuxp
vengono distribuite in oo! sistemi contenenti ciascuno oo curve; ogni singolo
sistema da luogo ad una superficie derivata di Bickruxo S’. La costruzione
geometrica per passare dalla S alla S’ & la stessa come per la trasformazione
complementare; soltanto il segmento costante da portarsi sulle tangenti alle
linee di BickrLusp & eguale a coso.

Questa interpretazione geometrica ci fa rilevare una notevole differenza
fra la trasformazione generale di Backrunp B, e la complementare B,. Mentre
quest’ultima & indipendente dalle flessioni della superficie, perche ogni sistema
di geodetiche parallele si conserva tale per qualunque flessione, la prima invece
¢ legata alla forma attuale della superficie nello spazio. E infatti si vede su-
bito che, flettendo la superficie, le linee di Backruxp perdono la loro proprieta
fondamentale.

5. Risolviamo ora per la trasformazione di Bickrusxp B, una questione
analoga a quella risoluta al n.° 3 per la trasformazione complementare; cer-
chiamo cioé se essa pud cangiare una superficie pseudosferica S definita dalla
formola

ds® = cos®*6du® + sen®4do?, (10)
in altrettante superficie di Exneper. Designando una qualunque delle superficie
derivate con 3 e il suo elemento lineare con

ds® = cos*odu® 4 sen®¢d??,

saranno ¢, ¢ legate fra loro dalle (9) e, supposto che le v = cost.® sopra le =

(*) Supposta la superficie S riferita alle sue linee di curvatura e ritenendo le solite
notazioni, si trova per I'equazione differenziale in discorso

{1 QVE VEcosp 1 VG VGseng
e T S e (e e T Sy G
dove
G dv 1 cos? sen’o
ta*—\/gm’ T Tt
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siano piane, si avrd inoltre:
2L i)
du\seng dv)

Osservando le (9), questa formola diventa:

ou ov
_ (sen@cose 020

(OOSO' 2909 _ tgasen”a)cosso —

-— CO0SG—
coS 3 0u?

06 a0
)sengo + sen&(% — seng 37) =0
e dovendo, per I’amessa ipotesi, essere soddisfatta qualunque sia ¢, si scinde

nelle due:

00 senf 00
— = =+ .
o prvpall 72 tgasend

E indifferente scegliere i segni superiori o gli inferiori, I'un caso riducendosi
all’altro col cangiare u, v in —u, — v. Scegliendo i superiori, avremo:

logtg%@:-(;z-;—l—vtgo-}— c,

dove, senze alterare la forma della superficie, potremo porre la costante arbi-
traria C=0. Le superficie pseudosferiche corrispondenti sono le elicoidi del
Dt (M, n.° 28), dunque:

Se la trasformazione (9) di Bicklund fo nascere dalla superficie pseu-
dosferica (10) alirettante superficie di Enneper, la superficie iniziale S sard
un’elicoide del Dini corrispondente alla formola (*)

u -+ vseng

tg;—9=e Cos8¢

Per trovare effettivamente le superficie derivate, conviene integrare 1’equazione

a differenziali totali (33") (M, n.° 25); nel nostro caso, ponendo tg%so:A,
essa diventa:

e
sencA*-}-senh(%).A l—sencsenh(utOZienc)A
A+ du + dv = 0.
cosccosh(w) cosccOsh(u—I—vsenc)
oS G “oose

(¥) Si noti bene che le superficie dedotte con trasformazione di Bickrunp al n° 29
della Memoria dalle elicoidi del Diwi non appartengono a questa classe. Nella notazione
attuale esse corrispondono alla trasformazione di BAckLunp B_s.
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Integrando prima rispetto a v, otteniamo:

A=cosh(ﬂv_sw) U—
) CO8GC

1 ; h(u +'1)senc)

sens Co8 5

dove la funzione U di u dovra soddisfare I'equazione

seng cosa au = 1—sgen®c U2
du

Distinguendo i due casi di sencU <1 o senaU>1, troviamo nel 1°

U= tgh(C+ “)

sen e CosS G

e nel 2°

C0s o

U=Seic coth((]—l— “ )>
quindi
senh (C — vigo)

u
senc cosh (C -+ coso)
cosh (C — vtga)
sencsenh (C + il )

COs @

tg;—q>= » per senaU<C1

tg;—? = » per senaU > 1.

La costante arbitraria C' pud supporsi nulla senza alterare la forma della su-
perficie; e le due superficie pseudosferiche S;, S, che se ne ottengono corri-
spondenti alle formole:

tg% o — senh (vtgo)
u
senccosh( )
CoS G
tg% 9 = cosh (vtgo)

u
senssenh
cos6

sono distinte se i parametri #, v percorrono soltanto j valori reali, mentre si

. ) , . . . . X7
cangiano !’una nell’altra, cangiando #, v rispettivamente in % — —- 08,

v+ 2—;— cots. Esse appartengono alla classe di superficie di Exxerer considerate

da Kuex (M, n.° 17). Se si considerano come due falde reali e distinte di una
medesima superficie di Kuen, sarebbe facile vedere, risolvendo 'equazione (7°),
che la superficie considerata nella sua totalitd si riproduce per trasformazione
complementare, mentre perd le due falde S,, S; si scambiano fra loro.
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6. Al § 9, n.° 27 della Memoria abbiamo dimostrato che ad ogni sistema
pseudosferico di WeNearTEN & applicabile la trasformazione di Backuuxp. L'in-
tegrale generale ¢ della equazione (38) (M, n.° 27) contenendo una costante
arbitraria, ne segue che per una superficie pseudosferica S del sistema si pud
prendere ad arbitrio la sua trasformata di Backuusp S, rimanendo con cid com-
pletamente determinata la trasformazione per tutto il sistema. Da questa osser-

vazione e dalla circostanza che le linee % = cost.® sulla superficie S formano

un sistema di circoli geodetici paralleli) come analogamente le linee g—:% = cost.’

sopra la S’, si pud trarre una conseguenza notevole contenuta nel teorema
seguente che pel caso della trasformazione complementate venne osservato per
la prima volta da Lik:

Se le linee geodetiche di una superficie pseudosferica S sono note, st
potranno determinare con quadrature quelle di ogni superficie S’ derivata da
S per trasformazione di Bicklund.

Per dimostrarlo osserviamo che ponendo, come al n.° 6 della Memoria,

00
Y=
la funzione ¢ (u, v) soddisfera alle tre equazioni simultanee alle derivate parziali
0( 1 9¢)__ _ 1 009y
a_t;(cose '()u)_cose L send 9v 0v \
o( 1 9¢ 1 060y
Bv(seneav)_sene'ql_cosﬁa_u% (10)

_0*¢  cosB 96 9y senf 96 0Y

o me—— e . ——— e ——— e

Puov senb Ju Ov cosf Qv du

Da quanto poi & stato dimostrato ai ni 5 e 6 della Memoria risulta che le
soluzioni comuni alle equazioni (10) si ottengono futfe nel modo seguente:
Ridotto I'elemento lineare

ds® = cos?6du? + sen*6dv?
della superficie S, in un modo qualunque, alla forma
ds*=da* + r*d 3,

appartenente ad una superficie di rotazione, basta porre

dr
y=C-
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dove C & una costante arbitraria. Sia ora S’ una superficie qualunque derivata
da S con una trasformazione di BAckLunp By; il suo elemento lineare, riferito
-alle linee di curvatura, sia dato da

ds'® = cos®pdu® + sen*¢de?,
dove la funzione ¢(u, v) & legata alla 6(u, v) dalle formole (9). Esaminando

attentamente il processo tenuto al n.® 27 della Memoria, si vedrd subito che
la funzione » 84}
__ cosscosg 0 cossseng
cosf  du + =i senf +4’
soddisfa alle equazioni (10) costruite per la superﬁcie S', ciog che si ha iden-
ticamente

0f 1 0w 1 990%
ﬁ_u(aoscp 3u> 0S¢ lJ[,_l_svnq) ov du
of 1 0wy _ 1 99 0¥
W(sen'p m)_sengu‘{f cosp du 0v

0*¥ __cosg 0p 0% _ senp _8_(&@2

dudv seng du 0v  cosp 0v Ou

il che & anche facile a verificarsi con un calcolo diretto. D’altra parte, finche
o & diversa da zero, non pud mai essere ¥ = cost.’, perche si dimostra facil-
mente che i valori di ¢ tratti dall’equazione ¥ = cost.® non possono soddisfare
le (9).

Ne segue che conoscendo sopra la superficie iniziale S un sistema di
circoli geodetici ¢ = cost.?, conosceremo altresi sopra la superficie derivata di
Bickrosp S’ un sistema di circoli geodetici paralleli, ciod le linee

¥ = cost.®

Le geodetiche ortogonali si otterranno quindi con una quadratura, dopo di che
saranno note sopra la S’ tutte le linee geodetiche c. d. d.

7. I teoremi dell’appendice relativi alla applicazione simultanea della
trasformazione complementare e di BickLunp al sistemi pseudosferici di Werx-
GARTEN, possano anche applicarsi alle superficie pseudosferiche isolate. Basta
infatti considerare il caso in cui il sistema 3 di Wemearten del gruppo I' sia
un sistema ciclico di RiBavcour; allora il suo complementare 3, si riduce ad
un’unica superficie pseudosferica S, di cui tutte le = sono complementari. Ne
risulta quindi il teorema seguente:

Se ad una superficie pseudosferica S s¢ applica una. trasformazione
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complementare qualunque B,, alla nuova superficie ottenuta S'= B,S una
trasformazione qualunque di Bicklund B, e infine alla terza superficie S" = B,
8'= B, B,S una conveniente trasformazione complementare B'y, la superficie
iniziale S e la finale 8" =B, 8" = B',B,B,S saranno legate fra loro da
una trasformazione di Bicklund B's di guisa che si potry scrivere simboli-
camente

B.=B,B,B,.

Le trasformazioni complementari e di BackLusp sono quindi in un certo senso
permutabili fra loro, poiche

B;*B.=DB,B,.

Quattro punti corrispondenti P, P’, P”, P’ sopra le quattro superficie S, ',
8", 8" formano i vertici di un quadrilatero sghembo, i cui lati opposti sono
eguali e che pud muoversi nello spazio mantenendo invariate le lunghezze dei
suoi lati mentre i suoi vertici scorrono sopra le quattro superficie pseudosfe-
riche S, §', S, 8 e 1 due lati concorrenti in ciascuno dei quattro vertici
sono situati nel piano tangente della superficie, su cui scorre il vertice stesso.
Questo teorema combinato coi risultati del numero precedente dimostra che se
di una superficie pseudosferica S si sanno determinare le trasformate comple-
mentari e quelle di BickLuxp (con una determinata costante o), lo stesso potrd
farsi per le nuove superficie ottenute e cosi di seguito, quando si eseguiscano
soltanto successive quadrature. Per quanto abbiamo visto al n.° 5, le elicoidi
del Dist e le loro trasformate complementari e di BacrLusp si trovano appunto
in queste condizioni.

NOTA.

Nel corso della Memoria abbiamo pit volte fatto uso del teorema: Ogni
equazione lineare ai differenziali totali, la quale contenga linearmente la fun-
zione incognita e soddisfi alle condizioni d’integrability, si integra con qua-
drature. Non credo inutile darne qui la dimostrazione, che manca negli or-
dinari trattati. Sia la funzione z delle #» variabili indipendenti z,, @z,... Z»
determinata dall’equazione a differenziali totali, lineare rispetto a z:

dz +:§r(a;z + b;)dr; =0, ()

dove a;, b; sono funzioni note delle # variabili @, #z,... Z». Supponiamo sod-
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disfatte le condizioni d’integrabilita per la («), date dalle relazioni

a(llr5+ll,) 0(ns2 + bs) r|_
77, . s =1, 2,... n

le quali per la («) stessa si scindono nelle altre

car 0Oas
T = T (8)

Ubr a[)s
=g T arbs. @)

e () esprimono che Enaidxi ¢ un differenziale esatto; se si pone
1
M o0
sard M un fattore integrante della («) e rendera nello stesso tempo MZb;dx;
un differenziale esatto a causa delle (y). L’integrale generale della (o) sara

dunque dato per quadrature dalla formola:
Mz 4+ ((E Mb;dxs) == cost.’,
ovvero
t ? 5
Mi sia qui permessa una disgressione, che completa e semplicizza 1 risultati
esposti nella mia Nota II*: Suz sistems tripli ciclici di superficie ortogonali. (¥)
Supposta conosciuta per un sistema oo normale di circoli una delle superficie

traiettorie ortogonali insieme alle sue linee di curvatura, (**) le altre infinite
superficie ortogonali si determinano dalla equazione a differenziali totali (vedi

§ 8 Nota citata)
d&—{sen (\/Ecosq:—l— )—I— VLCO‘D(I—FCOsé);du—

2= dEo "(Zef"”"d'r‘)b-drrr) . (9)

— 120 (fseng + 1) L2021 cosf o =,

(¥, Giornale di Napoli, vol. 22°,
(**) Questa seconda condizione, benché superflua, viene qui lasciata per brevitd onde
applicare immediatamente le formole della Nota citata,

Annali di Matematica, tomo X1V, 17
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la quale, ponendo tg%@ =z si riduce alla forma lineare (cf. § 4 della Nota)

4 9
alog_’_ = alog__ p—
. R VEcoso ( R VG seno .
de+}—— 2 — du{— == 1 zdv—-O.

ou 72

Per la (8) le altre superficie ortogonali si determinano quindi con una qua-
dratura dalla formola

1, R "(1 9y 19y

In particolare ricordando il teorema di Rizavcour (cf. M, § 4), potremo enun-
ciare il risultato:
Noto un sistema triplo di superficie ortogonali, ¢ suoi sistemi ciclici

osculatore si determinano con quadrature.

CORREZIONI ALLA MEMORIA (¥)

Pag. 19-195 ultima linea in luogo di 1 = \/i} + —%— leggi 1 = —i— + —t—
Pa e Tes Ps s Ta
» 20-196 aggiungi: indicando con = la curvatura geodetica det circoli %: cost.®
> 41-217 linea 12* dall'alto in luogo di A= A+ A" legzi A=4a,+ o
£
> > » » 4" dal basso » » B, : > B
» » » » 6 » » » B, » B,
sen B senfB

» Y = r0sGC

» 45-221 » 9" dallalto » » I =senc

cos CoS /i

(*) It 1° numero indica la pagina delle copie a parte, il 2° la corrispondente degli Auna?i (tom. XIlI).
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Su certi gruppi di superficie
di secondo grado.

(Nota del dott. Domenico MoxtEsano, a Roma.)

Oggetto di questa breve Nota si & lo studio di gruppi di superficie di
secondo grado siffatti che di due qualsiansi superficie del gruppo 1’una sia
polare reciproca a sé stessa rispetto all’altra.

Due gruppi completi di tale specie sono noti: il gruppo delle otto super-
ficie di secondo grado, rispetto a cul due superficie date di secondo grado sono
fra loro polari reciproche, (*) e il gruppo dei dieci iperboloidi, che contengono
1 sistemi rigati comuni a sei complessi lineari di rette, a due a due fra loro
in involuzione, presi a tre a tre. (*¥)

Ora 1o in questa Nota, partendo dall’esame diretto di un gruppo completo
di superficie quadratiche della specie accennata, dimostrerd che un tal gruppo
non pud essere che uno dei due gruppi gia noti, e con tale dimostrazione met-
terd in evidenza una costruzione semplicissima ed immediata di tali gruppi.

1. Per dare alle nostre ricerche la maggiore generalitd possibile, invece
di considerare direttamente le superficie di secondo grado, considereremo le
corrispondenze polari, che esse determinano nello spazio.

In generale una corrispondenza proiettiva fra gli elementi dello spazio
(collineare o reciproca) sara da noi detta armonica, quando essa coincida con
la sua inversa, e quindi, riguardata come trasformazione nello spazio, essa dia,
applicata due volte, la corrispondenza identica. Diremo cioé armoniche sia la
corrispondenza polare rispetto ad una superficie di secondo grado (reale o im-
maginaria) e la corrispondenza polare nulla (Nullsysteme dei Tedeschi), sia

(¥*) D'Ovipro. Giornale di Matematiche, vol. 10, pag. 313. ~— Tuieme. Giornale di ScHLS-
MiLcH, vol. 22, pag. 377.

(¥¥*) SterHANOS, Sur les systémes desmiques de trois tetraédres. Bulletin des Sciences
mathématiques, serie 2% vol. 3. — VERroNESE, Sopra alcune notevoli configuraziont, ecc.
Transunti dell’Accademia dei Lincei, serie 32, vol. 4.
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la corrispondenza collineare omologica armonica e la corrispondenza iperbo-
loidica armonica (con due assi luoghi di punti ed inviluppi di piani uniti).

Due corrispondenze armoniche saranno da noi dette nwvoluforie quando,
riguardate come trasformazioni nello spazio, diano, applicate successivamente,
una terza corrispondenza anche armonica.

Se ciod K,, K, sono due corrispondenze armoniche fra loro involutorie,
assumendo di un qualsiasi elemento A dello spazio il coniugato A, nella cor-
rispondenza K, e di A4, il coniugato 4,, nella corrispondenza K,, si otterrd
lo stesso elemento, che si avrebbe se dell’elemento A si assumesse il coniu-
gato A, nella K, e di questo il coniugato 4,, nella corrispondenza K,; avremo
ciot che la corrispondenza prodotta da le K,, K, & la stessa qualunque sia
I'ordine con cui esse si applicano.

Allora ad ogni coppia (4-4,) di elementi coniugati nella K, corrisponde
nella K, una coppia (4,-4,,) anche essa formata di elementi coniugati nella
K,; come ad ogni coppia (4-4,) di elementi coniugati nella K, corrisponde
nella K, la coppia (4,-4,,) costituita del pari da elementi coniugati nella K;
— onde se riguardiamo le K,, K, come forme geometriche costituite dall’as-
sieme di coppie di elementi coniugati, ciascuna di esse si muterd in sé stessa
rispetto all’altra.

Se viceversa le corrispondenze armoniche K,, K, sono tali che la prima
riguardata come forma geometrica, si muti in s stessa rispetto alla seconda,
allora le due corrispondenze risultano involutorie, e quindi di esse anche la
seconda si muta in s stessa rispetto alla prima. Infatti allora ogni coppia
(A-4)) costituita da elementi coniugati nella corrispondenza K, ha per con-
iugata nella K, una coppia (4,-4,.) anche essa di elementi coniugati nella
K, sicchd il punto 4,, coincide col punto 4., e quindi la corrispondenza
(K,-K,), prodotta da le K,, K,, & armonica.

Due elementi coniugati nella (K- K,) hanno gli stessi elementi coniugati
nelle K,, K,, ma con l'ordine mutato.

Di piu la (K,-K,)=(K,-K,) ¢ in involuzione con ciascuna delle corri-
spondenze K,, K., che la compongono. Infatti essa combinata con la K, da la
K,, e combinata con la K, da la K,.

Pil generalmente se la corrispondenza armonica H & in involuzione con
le corrispondenze armoniche K,, K, sard anche in involuzione con la corri-
spondenza da queste prodotta. Infatti la H si muta in s& stessa sia nella K,

che nella K, e quindi anche nella (K,-K,), con la quale percid essa risulta
in involuzione,
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2. Occupiamoci ora pill specialmente delle corrispondenze polari.

Sia K, una tale corrispondenza; — per avere il sistema delle corrispon-
denze polari involutorie con essa basta combinare la K, con tutte le corri-
spondenze collineari armoniche, con cui essa & in involuzione. Ora queste
ultime corrispondenze si determinano facilmente notando che ognuna di esse,
dovendo mutarsi in sé stessa rispetto alla K,, o & omologica, e allora il suo
centro ed il suo piano d’omologia sono coniugati nella K,, o & iperboloidica,
e allora i due suoi assi 0 sono fra loro coniugati nella K,, o ciascuno & con-
iugato a sé stesso in detta corrispondenza.

In particolare se la K, & una corrispondenza polare nulla, le corrispon-
denze omologiche armoniche in involuzione con essa sono degeneri, e quindi,
combinate con la K,, danno luogo a corrispondenze polari degeneri.

Invece ogni corrispondenza armonica C, che abbia per assi due rette
coniugate rispetto alla K,, combinata con questa da una corrispondenza
(C-K,) = K, involutoria con la K,, e che & anche essa polare nulla. Infatti
due punti 4, A’ coniugati nella C sono su di un raggio unito della K, e
quindi il piano polare o' del punto A’ rispetto alla K, che & il piano polare
del punto A nella corrispondenza (C-K,), passa per A, qualunque esso sia.

Viceversa & evidente che ogni corrispondenza polare nulla K, involutoria
con la K, determina con questa una corrispondenza collineare armonica, che
ha per assi le due rette coniugate in entrambe le K, K.; — percid le cor-
rispondenze polari nulle involutorie con la K, formano un sistema quattro
volte infinito.

Se invece consideriamo una corrispondenza iperboloidica armonica C, di
cui gli assi siano raggi uniti della K, la corrispondenza polare (C-K,), invo-
lutoria con la K;, non sard nulla; ma in essa saranno situati su i loro piani
polari solamente i punti dei raggi uniti di entrambe le corrispondenze K,, C,
raggi che appartengono ad un sistema rigato di un iperboloide, il quale sara
la superficie fondamentale della corrispondenza (C-K)).

Viceversa ogni corrispondenza polare non nulla K, che sia in involuzione
con la K, ha per superficie fondamentale un iperboloide (reale o immaginario),
di cui un sistema rigato & costituito da raggi uniti della corrispondenza K,
mentre 1’'altro sistema contiene due soli di tali raggi, che sono gli assi della
corrispondenza collineare armonica (K,- K,)-

Regge il teorema inverso; si ha cioe che: Tutte e sole le superficie di
secondo grado, di cui un sistema rigato appartiene al complesso lineare de!
raggi uniti di una corrispondenza polare nulla, corrispondono a sé stesse in
tale corrispondenza.
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Dette superficie formano un sistema sei volte infinito.
3. La corrispondenza polare K, non sia nulla.

Vi sono allora tre sistemi di corrispondenze polari in involuzione con la
K., dovuti, come notammo, alla combinazione della K, con i tre sistemi di cor-
rispondenze collineari armoniche, con cui essa & in involuzione.

Uno di questi ultimi sistemi & costituito dalle corrispondenze iperboloi-
diche armoniche, che hanno per assi due generatrici dello stesso sistema della
superficie fondamentsle della K.

Ora ciascuna di queste corrispondenze, combinata con la K,, da eviden-
temente una corrispondenza polare nulla, nella quale sono uniti tutti i raggi
della superficie fondamentale della K., di sistema opposto a gli assi della cor-
rispondenza iperboloidica considerata. E ne sussegue che: Vi & un assieme
doppiamente infinito di corrispondenze polari nulle involutorie con una corri-
spondenza polare non nulla. Detto assieme si divide in due sistemi tali che in
tutte le corrispondenze di uno stesso sistema sono uniti 1 raggi di uno stesso
sistema rigato della superficie fondamentale della corrispondenza data. E i due
sistemi risultano fra loro involutori, cioé ciascuna corrispondenza dell’ un sistema
& involutoria con tutte le corrispondenze dell’altro.

Notiamo infatti che se (C-K), (C'-K) sono due di tali corrispondenze di
sistema opposto, la corrispondenza da esse prodotta & la (C-C"), che & armo-
nica, giacchd le C, C' sono fra loro involutorie, avendo i loro assi formanti
un quadrilatero gobbo, in modo che una di esse si muta in s¢ stessa rispetto
all’altra.

Gli altri due sistemi di corrispondenze polari involutorie con la K, sono
costituiti da corrispondenze polari non nulle. Il primo, dovuto a la combina-
zione della K, con le corrispondenze omologiche armoniche (0-w), di cui il
centro O ed il piano » di omologia sono fra loro coniugati nella K,, comprende
un assieme triplamente infinito di corrispondenze; — il secondo, dovuto a la
combinazione della K, con le corrispondenze iperboloidiche armoniche (r,-r,),
di cui gli assi r,, 7, sono fra loro coniugati nella K,, comprende un assicme
quattro volte infinito di corrispondenze.

Passando da le corrispondenze polari alle loro superficie fondamental, no-
tiamo che di due corrispondenze polari non nulle fra loro involutorie le super-
ficie fondamentali sono I'una reciproca a sé stessa rispetto all’altra; sono ciog,
come noi diremo, anche esse involutorie.

Sicche data una superficie di secondo grado, esistono due sistemi di su-
perficie quadratiche involutorie con essa, I'uno tre volte e P'altro quattro volte
infinito.
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Ogni quadrica del primo sistema tocca lungo una conica la superficie
data, mentre ogni quadrica del secondo sistema ha in comune con essa un
quadrilatero gobbo; di pit in entrambi i casi nel fascio-schiera determinato
dalla supeificie data e da una superficie con essa involutoria, le due superficie
sono separate armonicamente dalle superficie degeneri della forma. Regge il
teorema inverso. (¥)

4. Veniamo ora all’esame dei gruppi completi di corrispondenze polari
(nulle o non nulle) a due a due fra loro in involuzione.

Sia G un gruppo siffatto. Essendo esso completo, non vi sara fuori di esso
aleun’altra corrispondenza polare, che sia involutoria con le singole sue cor-
rispondenze.

Fissiamo a piacere una corrispondenza del gruppo: la K.

Siano P, -Q,... T le corrispondenze collineari armoniche, che la K deter-
mina con tutte le singole corrispondenze del gruppo [fra di esse vi sara la
corrispondenza identica (K-K)], sicché le corrispondenze del gruppo G siano
le corrispondenze (K-P), (K-Q),... (K-T).

Indichiamo con G’ il gruppo delle P, Q,... T.

Esse saranno in involuzione con la corrispondenza K, e a due a due sa-
ranno fra loro involutorie, giacché due di esse, per es. le P, @, combinate
assieme danno la corrispondenza (P- @), che coincide con quella prodotta dalle
corrispondenze (K-P), (K-@) del gruppo G, e che percid risulta armonica.

(¥) Le caratteristiche elementari del primo sistema sono tutte uguali ad otto, come fu
dimostrato dallo STurM nella sua breve Memoria: Ueber Flichen 2 Grades, welche zu sich
selbst polar sind. Math. Annalen, vol. 25. — La lettura di tale Memoria mi spinse a con-
siderare anche le caratteristiche del secondo sistema, ma tale ricerca fu fatta contempora-
neamente dal dott. DEL PEzzo, ed é gi stata pubblicata negli Atti della R. Accademia delle
Scienze di Napoli, fasc. 6° 1885, onde non mi sembra opportuno il ripeterla. Noterd solo
che per due superficie di secondo grado I}, I, fra loro involutorie con un guadrilatero gobbo
in comune (avente per diagonali le 7, o), possono presentarsi in quanto alla loro natura
i seguenti casi:

1.° Le I, I, sono reali e rigate ed hanno in comune un quadrilatero gobbo reale.
In tale caso i due segmenti delle 7, 7, che cadono in una stessa regione rispetto ad uno
degli iperboloidi [y, J,, cadono in regioni diverse rispetto all’aliro;

2.° La I, ¢ immaginaria; allora la I, & reale e rigata, e le , 7, cadono rispetto ad
essa in regioni diverse;

3.° Le I, I, sono reali ed a punti ellittici. In tale caso su quella delle due rette
r|, Ty, che incontra le superficie in punti reali, il segmento esterno all’una superficie &
interno all’altra, onde una almeno delle due superficie ¢ a due falde;

4.° Le I, I, sono entrambe reali e rigate, ed hanno in comune due sole generatrici
reali di uno stesso sistema. In tale caso le |, 7, risultano immaginarie coniugate (di 2* specie).
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Di piu il gruppo G’ sard completo; non vi sard ciod nessuna corrispon-
denza collineare armonica non contenuta in esso gruppo G, che sia involutoria
con ciascuna corrispondenza di esso e con la corrispondenza polare K.

Se infatti vi fosse una tale corrispondenza X, la corrispondenza (K-X)
sarebbe polare, e sarebbe evidentemente in involuzione con le singole corri-
spondenze del gruppo G senza essere contenuta in G, il che & contrario alle
ipotesi fatte. D’altra parte siccome due corrispondenze del gruppo G combinate
assieme danno una corrispondenza collineare armonica, che & in involuzione
con la K e con tutte le corrispondenze di G, essendo, tali le sue componenti
(§ 1), percid essa corrispondenza-prodotto sard anche contenuta nel gruppo G

Questo adunque & un gruppo chiuso.

E ne sussegue ancora che due qualsiansi corrispondenze (K-PF), (K-Q)
del gruppo G danno sempre, combinate assieme, una corrispondenza (P-@) del
gruppo G

Percid qualunque sia la corrispondenza polare K del gruppo G, da cui
si parte, il gruppo G’ che si ottiene, sara sempre lo stesso; o in altri termini
ciascuna corrispondenza del gruppo G' & involutoria con le corrispondenze del
gruppo G, e combinata con esse da le corrispondenze del gruppo G.

5. Dunque dalla esistenza di un gruppo completo G di corrispondenze
polari a due a due fra loro involutorie, noi abbiamo dedotto I'esistenza di un
gruppo completo G di corrispondenze collineari armoniche a due a due fra
loro in involuzione e tali che due di esse combinate assieme danno una terza
corrispondenza del gruppo.

Viceversa costruito un gruppo siffatto G, si potra da esso dedurre un
gruppo G, se esista una corrispondenza polare, eche sia in involuzione con le
singole corrispondenze di esso gruppo G'.

Occupiamoci percid da prima della costruzione di questi gruppi G, che
si presenta piu facile di quella dei gruppi G.

Notiamo a cid che se due corrispondenze collineari armoniche sono fra
loro involutorie, gli elementi fondamentali dell’una (centro e piano di omologia,
se & omologica, o i due assi, se & iperboloidica) sono coniugati a s& stessi ri-
spetto all'altra; e viceversa.

Onde:

1.° Se due corrispondenze omologiche armoniche (0-w), (O'-w) sono
involutorie, il centro dell’una & nel piano di omologia dell’altra, e la corrispon-
denza da esse prodotta & la corrispondenza iperboloidica-armonica (00 '-wn'),
che ha per assi la congiungente i centri e la intersezione dei piani di omo-
logia delle due date corrispondenze.
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2.° Se viceversa due corrispondenze collineari armoniche (0-w), (a-b),
I’una omologica, I'altra iperboloidica, sono fra loro involutorie, un asse @ della
seconda passerd pel centro O della prima, e P'altro asse b si troverd nel piano
di omologia » di essa; e la corrispondenza collineare armonica prodotta da le
due corrispondenze, & la corrispondenza omologica armonica (0'-w'), ove O
¢ il punto (@-w), ed o & il piano (b-0).

3.° Se due corrispondenze iperboloidiche armoniche sono fra loro invo-
lutorie, o gli assi delle due corrispondenze formano un quadrilatero gobbo, o
formano due coppie armoniche su uno stesso sistema rigato.

Nel primo caso la corrispondenza da esse prodotta & la corrispondenza
iperboloidica armonica, che ha per assi le due diagonali del quadrilatero for-
mato da gli assi delle date corrispondenze; invece nel secondo caso la corri-
spondenza prodotta dalle due date corrispondenze & la corrispondenza iperbo-
loidica armonica, che ha per assi i due raggi, che dividono armonicamente le
due coppie di assi delle date corrispondenze sul sistema rigato determinato da
esse coppie.

Abbiamo con cid tre diverse terne di corrispondenze collineari armoniche
siffatte, che in ogni terna due corrispondenze combinate assieme danno la terza
corrispondenza della terna. Sicche, se ad ogni terna aggiungiamo la corrispon-
denza identica, avremo tre diversi gruppi chiusi I'y, T, T's di corrispondenze
collineari armoniche a due a due fra loro involutorie.

Di essi il primo contiene una corrispondenza iperboloidica e due corri-
spondenze omologiche, mentre gli altri due non contengono che corrispondenze
iperboloidiche (oltre la corrispondenza identica).

Ora evidentemente i gruppi completi G, che noi vogliamo costruire, o
sono questi tre gruppi I' ora trovati, o sono costituiti da due o da piu di essi.

Se cioé esistono gruppi G della specie cercata, che contengano piu di
quattro corrispondenze, essi saranno certo formati da due o pill gruppi T'; e
quindi conterranno certo due corrispondenze iperboloidiche armoniche e la terza
da esse prodotta, conterranns ciod certamente o il gruppo I'; o il gruppo T;.

Partiamo allora da ciascuno di questi gruppi, e vediamo se vi sono altre
corrispondenze collineari armoniche, che siano involutorie con le corrispon-
denze di esso. .

Ora se partiamo dal gruppo T, di cui le tre corrispondenze iperboloidiche
hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti di un tetraedro 4 B CD, vi sono
quattro corrispondenze collineari armoniche in involuzione con esse; e sono le
quattro corrispondenze omologiche armoniche, che hanno per centri i vertici
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di detto tetraedro e per piani di omologia le facce di esso rispettivamente
opposte.

Queste quattro corrispondenze con quelle del gruppo T, formano un gruppo
di otto corrispondenze tali che due qualsiansi di esse combinate assieme ne
danno una terza; n® vi & alcun’altra corrispondenza collineare armonica, che
sla in involuzione con ciascuna delle otto corrispondenze, giacche non vi &
aleun’altra corrispondenza collineare armonica, oltre le otto gia considerate,
che muti ciascun elemento del tetraedro ABCD in s& stesso.

Percid il gruppo delle otto corrispondenze ora determinate & un gruppo
completo G della specie da noi cercata.

Invece se partiamo dal gruppo Iy, formato dalla corrispondenza identica
e da tre corrispondenze iperboloidiche armoniche: 1, 2, 3, di cui le tre coppie
di assi sono su di un sistema rigato R, e si dividono armonicamente a due a
due, le corrispondenze collineari armoniche in involuzione con esse formano
quattro sistemi ciascuno doppiamente infinito.

Il primo di tali sistemi & costituito dalle corrispondenze iperboloidiche ar-
moniche, che hanno per assi due qualsiansi direttrici del sistema rigato R ora
accennato.

Invece ciascuno degli altri tre sistemi & costituito dalle corrispondenze
iperboloidiche armoniche, che hanno per assi due rette, che siano reciproche
rispetto all’iperboloide I, su cui trovasi il sistema E, e che si appoggino a gli
assi di una delle tre corrispondenze 1, 2, 3.

Che se H & una di tali corrispondenze, che abbia per assi due rette ap-
poggiate a gli assi della corrispondenza 1 e reciproche rispetto all’iperboloide 7,
essa sard in involuzione con la corrispondenza 1 e con la corrispondenza polare
dovuta all’iperboloide I, sicche su questo due generatrici dello stesso sistema,
che siano divise armonicamente dalle due generatrici dello stesso sistema ap-
poggiate a gli assi della corrispondenza H, saranno coniugate nella H, onde
in particolare risultano coniugati rispetto alla H gli assi delle corrispondenze
2, 3, con le quali percid, oltre che con la 1, la H risulta involutoria.

Né evidentemente oltre i quattro sistemi considerati vi sono altre corri-
spondenze collineari armoniche involutorie con le corrispondenze del gruppo I.

Ora se fra le corrispondenze del primo dei quattro sistemi (corrispondenze
che hanno per assi le direttrici del sistema R) ne consideriamo tre: le 4, 5, 6,
a due a due fra loro involutorie, e se alle due terne 1, 2, 3; 4, 5, 6 aggiun-
giamo le corrispondenze iperboloidiche armoniche (1-4), (1-5), (1-6), (2-4),
(2-5), (2-6), (3-4), (3-5), (3-6) prodotte dalla combinazione di ciascuna cor-
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rispondenza dell’una terna con quelle dell’altra, e se aggiungiamo di piu la
corrispondenza identica, otterremo un gruppo di sedici corrispondenze collineari
armoniche (di cui non ve ne & alcuna omologica), di cui due qualsiansi eom-
binate assieme ne danno una terza.

Combinando infatti per es. le corrispondenze (1-4), (1-5) si ottiene la cor-
rispondenza (4-6)==3; e cosl combinando le (1-4), (2-5) si ottiene la corri-
spondenza (3-6); ecc.

D’altra parte siccome non vi & aleun’altra corrispondenza collineare armo-
nica, che sia in involuzione con tutte le sedici corrispondenze ora determinate,
giacche per cid che si & detto precedentemente, le corrispondenze collineari
armoniche, che mutino in s stessa ciascuna corrispondenza delle due terne
1, 2, 3; 4, 5, 6, debbono avere gli assi appoggiati agli assi di una corrispon-
denza della prima terna ed a quelli di una corrispondenza della seconda terna,
_ & quindi sono le altre nove corrispondenze (1-4),... (3-6), percid il gruppo G,
delle sedici corrispondenze considerate ¢ un gruppo chiuso e completo.

Con cid siamo giunti a due diversi gruppi chiusi e completi di corrispon-
denze collineari armoniche fra loro involutorie; — di pil il ragionamento fatto
per ottenerli mostra chiaramente che non esistono altri gruppi siffatti, sicché
ne possiamo dedurre che al massimo vi sono due gruppi completi di corrispon-
denze polari a due a due fra loro involutorie.

Ma giacche d’altra parte tutte le corrispondenze del primo gruppo ottenuto
G’ sono in involuzione con una qualsiasi corrispondenza polare, che abbia per
tetraedro polare il tetraedro A BCD, che contiene gli elementi fondamentali
delle corrispondenze del gruppo; mentre tutte le corrispondenze del secondo
gruppo ottenuto G, sono in involuzione con la corrispondenza polare K dovuta
all’iperboloide I, che contiene gli assi di sei corrispondenze del gruppo, e
rispetto a cui sono reciproci gli assi delle altre nove sue corrispondenze, percid
possiamo addirittura affermare che esistono due, e due soli, gruppi completi di
corrispondenze polari a due a due fra loro in involuzione; Uuno costituito da
otto e Ualtro da sedici corrispondenze polari.

11 primo di tali gruppi & costituito da una corrispondenza polare K e dalle
sette corrispondenze polari, che si hanno combinando la K con le sette corri-
spondenze collineari armoniche dovute ad un tetraedro polare ABCD di essa.

Ora se I & una superficie di secondo grado, che ha per tetraedro polare
il tetraedro AB CD, essa si muterd in s& stessa nelle sette corrispondenze col-
lineari armoniche dovute a tale tetraedro, e quindi la superficie I’, che &
coniugata alla I rispetto alla K, lo sard anche rispetto alle altre sette corri-
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spondenze del gruppo, sicch® viceversa, come avevamo affermato in principio,
il gruppo delle otto superficie di secondo grado, rispetto a cui due quadriche
date sono fra coniugate, & della specie del primo gruppo G da noi ottenuto.

Invece i1 secondo gruppo @, a cui siamo giunti, si ottiene combinando
tna corrispondenza polare K con due terne: 1, 2, 3; 4, 5, 6 di corrispondenze
iperboloidiche armoniche a due a due fra loro involutorie, ed aventi gli assi
sulla superficie fondamentale della K, e di pilt combinando la corrispondenza
K con le nove corrispondenze (1-4),... (3-6), prodotte dalle due terne, e con
la corrispondenza identica.

Ora nel gruppo G, che si ottiene, le sei corrispondenze (K-1)= K,
(K-2) = K,, (K-3)= K3, (K-4) = K,, (K-5) = K;, (K~6) = K, sono nulle
(§ 3), mentre le altre dieci corrispondenze K, (K-1-4)= K, 4,... (K-3-6)= K,
non lo sono. — In virth del § 2 le superficie fondamentali di queste ultime
corrispondenze sono i dieci iperboloidi, che contengono i venti sistemi rigati
comuni ai complessi lineari dei raggi uniti delle corrispondenze nulle K;,...
Ks, presi a tre a tre.

Piu particolarmente se nei simboli delle dieci corrispondenze polari non
nulle at simboli 1,... 6 sostituiamo i simboli equivalenti (2-38),... (4-5), per
designare dette corrispondenze avremo i simboli Kby = Koy, (per a,...
f=1,... 6 e fra loro differenti), con che la corrispondenza polare Kizpc)= Kae)
sard il prodotto delle corrispondenze nulle X,, X3, K. o delle corrispondenze
Ka, Ke, Ky, onde su la superficie fondamentale di essa 1'un sistema rigato ap-
parterra ai complessi dei raggi uniti delle corrispondenze K,, I, K. e I'altro
sistema apparterrd ai complessi dei raggi uniti delle Ky, K., Ky. Otterremo
cioé 1 noti simboli della configurazione di Kumw.

Noi potremmo continuare ad esporre le notevoli proprietda dei due gruppi
G, deducendole dalla loro legge di generazione, ma non giungeremmo certa-
mente ad alcunch® di nuovo, giacché 1 lavori degli eminenti geometri su no-
minati hanno portato su tali proprieta la maggior luce possibile. Percid non
insistiamo ulteriormente.
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(Note de M. Erxesr Crsiro, & Torre Annunziata.)

....... b e e e e e e e e
" le flot que j’ai franchi revient pour me bercer;
a les compter en vain mon esprit se consume,
c’est toujours de la vague et toujours de 1’écume,
les jours flottent sams avancer!

(LaMARTINE.)

1. Pour détacher du systéme des nombres entiers un nouveau systeme €,
on imagine une fonetion Q(x), égale & 1 ou & 0, suivant que Uentier z appar-
tient ou n’appartient pas & Q. Ces fonctions indicatrices ont été étudiées pré-
cédemment, (*) et nous avons, dans un récent travail, (¥*) appelé I'attention
sur le cas ol elles sont douées de la propriété

0(2) 2 (y) = Q(ey). 1)

Alors, il est clair que Q est nécessairement un groupe, c’est-a-dire qu’il contient
le produit de deux quelconques de ses éléments, sans jamais renfermer le pro-
duit de 'un d’eux par un élément extérieur. Mais le groupe Q a aussi la pro-
priété caractéristique de ne pas contenir le produit de deux éléments extérieurs
quelconques: c’est pourquoi nous disons, en outre, que © est un groupe fermé.
Plus loin, nous approfondirons mieux la nature de cette espéce de groupes.
Remarquons ici que, quelles que soient les propriétés des systemes &, leurs
fonctions indicatrices engendrent, par sommation, les fonctions énumdcratrices,
exprimant combien d'éléments jouissent d'une propriété déterminée, dans un
systeme donné. Ces derniéres fonctions pourraient porter le nom de totients, (***)
si I'on voulait appliquer et étendre la terminologie proposée par M. SyLvesTER
dans un cas particulier.

1y

(*) Voyez nos Excursions arithmétiques d U'infini, publiées par ces Annales, (1885,
Pp. 235-351).

(**%) « Sur Udtude des événements arithmétiques», (Mémoires de I’Académie de Bel-
gique, 1886).
(*¥*%) Du latin foties. Consultez le travaux asymptotiques de J. J. SYLVESTER.
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2. La plus remarquable des fonctions énumératrices est, sans contredit,
la fonction de Gauss, ¢(n). On est conduit & une premitre généralisation de
cette fonction en considérant le nombre ¢.(n) des fractions irréductibles, de
dénominateur n, non supérieures & e. On retrouve, pour ¢ =1, la fonction de
Gtavss. Pour-le caleul des fonctions énumératrices il est souvent utile de rem-
placer une certaine fonction F' par une fonction f, telle que I'on ait

fl@) + )+ fl) + - - = F (),
@, b, c,... étant tous les diviseurs de n. Si, par exemple, on veut évaluer la
somme
F(") 1)+F(") 2)+F("1 3)++F(n1 N))
ol (z, y) représente le plus grand commun diviseur de x et y, on commence

par ordonner cette somme relativement & la fonction f, en observant que f(a)
entre dans F'(n, ¢) pour les valeurs de ¢ divisibles par @, non supérieures & N.
On a done

270, =33 ©

Si la fonction F'(x) est nulle en général, mais égale & I'unité pour x=1, et
si I'on suppose que N soit le plus grand nombre entier contenu dans #e, on
trouve

() = 3|5 |ut@) = Sladlu(2)- ®
Inversement, (*)
9:(4) + 9:(0) + 9c(c) + - - - == [ne]. (4)

On a une interprétation immédiate de cette égalité, en observant que ¢.(a),
9:(b),..., sont respectivement les quotités des [n¢] premiers nombres naturels,

. . . n n
qui admettent, avec n, les plus grands communs diviseurs PR

3. Plus généralement, si la fonction ¢ satisfait & la condition (1), on trouve,
au lieu de (2),
i=N . N
390 F(, )= Zg@f@s[ 3] ®)
pourva que l'on pose

g +9@)+9B) +- -+ g@) =s(2).

(*) « Sull’inversione delle identita aritmetiche », (Journal de BarracLint, 1885, p. 168).
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Par conséquent, si 'on désigne par ac, B, y¢,.-. les numérateurs des fractions
irréductibles, non supérieures & ¢, dont le dénominateur est s, et si I'on pose

g(ae) + g(Be) + 9(7) + - - - = 6c(m),

on a
s = e @9 @s| %]

d’ot, par inversion, on déduit 1’identité
5@ (5) = sl ®)

généralisation d’une intéressante formule, communiquée par LiovviLre & I’ Aca-
démie de Paris.
4. Parmi les conséquences de V'identité (4) signalons la suivante:

X 9:(2) 13 [ie] ;1
y & _ WL gy s, = 0
f~ Sy z‘Z_—‘i P T AT

En particulier:

,_1 i Sy =1 R 23y 2

FrO s, A s (1)

ete.,, L'identité (3) est plus utile au point de vue des applications asympto-
tiques. Si I'on pose

o) =@y oe(m) = id],
on a

0.() = s O[]+ 6 @a[3] +u@a5] + -5

d’ol I'on sait (*) déduire, pour » indéfiniment croissant et ¢ >0,

) 3
A= 0

. D(n) =
m == =3 e

En d’autres termes, la fonctz’on ¢:(n) est asymptotiquement égale au nombre n,
multiplié par la constante —?

N

5. Les fonctions ¢. trouvent leur utilité dans I'étude des suites de Farey.
Rappelons que Ion appelle ainsi Uensemble des fractions irréductibles, dont le

(¥) Consultez la Note « Sur la distribution des quantitds commensurables», dans nos
Excursions,
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dénomiriatenr ne dépasse pas une limite donnde. On suppose que les fractions
dont il s’agit soient rangées par ordre de grandeur croissante. Cela étant, la

vers 12 . T3 .s
propriété découverte par J. Farey (*) consiste en ceci: s¢ 5 st le i°™¢ terme
de la suite, on a

Ui Uiy gy

Vs Viey = Vigy

Ce curieux théoreme découle immédiatement de ce que la différence u,v;_, —
v.u;— est constamment égale a-l'unité. Il a ét6 pris en considération par
Cavcny, par GrAisHER, et par beaucoup d’autres. (**) Quant aux recherches
asymptotiques, relatives aux suites en question, M. Syuvister s’en est oceupé
a plusieurs reprises, (***) en démontrant la formule (7) dans Je cas particulier
de ¢ = 1. Nous sommes arrivé & des résultats plus généraux dans notre Pre-
miere Mémoire, (***¥) et nous venons d’obtenir une nouvelle extension des
résultats connus. Il est clair, en effet, que ®.(n) indique le nombre des fractions
d’une suite de Farev, qui ne dépassent pas ¢, ct dont les dénominateurs ne
sont pas supérieurs & n. Cela étant, on voit par la formule (7) que, pour n
indéfiniment grand, ce nombre est proportionnel & . Il en résulte que les termes
d'une suite de Farey tendent & se ranger en progression arithmctique, lorsque
la limite des dénominateurs croit sans cesse. Autrement dit, lear distribufion
dans le systéme des quantités réelles et positives tend & devenir uniforme.

6. Remarquons encore que, si I'on représente par o) (n) la somme des
yimes puissances des numérateurs des fractions irréductibles, non supérieures a e,
dont le dénominateur est n, et si Yon pose

W) =N @), =Y,
on a, en vertu de (6),

afn
Savg! )(;)—x s0) [ne],

(*) Philosophical Magazine (1816, p. 385). :

(**) Le théoréme de Farey a été démoniré par CAucHY dans ses F@ercwes (t. I, p. 114),
et plus simplement par M. A. I. Purricn, de Copenhague, dans Mathesis (t. I, p."161). 1l a
été démontré et généralisé, dans le Philosophical Magazine (1879), par J. W. L. Gral-
sHer. Consultez les indications bibliograpliiques fournies par M. H. Brocarp, dans Mathesis
t. 'V, p. 76).
( (¥#¥) Li)sez I'article « On the nwmber of Fractions...», dans le Johns Hopkins Uni-
versity Circulars de 1883, et la communication faite par M. SyrLvesTer & 'Académie de
Paris, sur le méme sujet. Dans ces recherches M. SYLVESTER arrive & des résultats connus
depuis DiricHLET, et retrouvés par Mertens, PerorT, ete.

(¥**¥) Voyez, par exemple, nitre démonstration d'un théoréme de M. Perott,
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et, par suite, ' .
o] g
En particulier, pour e =1,

p0) [?J + 230 [’21] + 30 [g} Foee = (14 1)) (m) — s0+9 (),

Plus particuliérement encore, si 'on fait successivement =0, =1, on trouve
les formules

> ‘P[QJ = ﬁ(i;'—l) , ii"gq;(n[’_‘_] _n(n+ lg(n +2)

=1 1 =1 ?

données par M. SyrvestER. (*)
7. D’aprés la formule (4), on peut écrire

0y = 3202 (0)

d’'oli, aprés avoir posé ’
SO (n) = s + 500 [26] o+ 0 [3e] - -+ + 50 [,
on déduit, par addition,
3 =p)S0[} |+ 2@ 80 [F ]+ @S0 [3]+ -

I1 est aisé d’établir, ensuite, la formule asymptotique
6 ettt ny+2

En particulier,

3 1
O(n)=—n, () =—n,

conformément aux résultats obtenus par M. SyLvesrer, dans le Philosophical
Magazine.
8. Voici une autre extension de la formule (2):

lzj]F(m,, Ty Tzyervy w,)::Z[%]’f(a).

On en déduit que la quotité des systtmes de v nombres, qui constituent, avec

(*) Philosophical Magazine (1883, p. 251). Voyez aussi le Bulletin de Darboux (1885,
p. 240).
Annali di Matematica, tomo XIV, 19
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n, des systémes de v -1 nombres premiers entre eux, et dont les rapports & »
ne surpassent pas une limite donnée e, est

W0 =3[ b @ = Slaels(2). ®
Par inversion, on voit que ces fonctions ¢ jouissent de la propriété suivante:

$@+ 900 + 400 + - - =[ne]”

En particulier, si ¢®(n) est la quotité des systémes de v nombres, non supé-
rieurs & n, qui constituent, avec cet entier, des systémes de nombres premiers
entre euxr, on a

¢ (@) + ¢ B) + ¢ () 4+ - - =,

On a aussi

Par exemple:

ge(1) , 96 @, $9(3) , P _ 1
a7 M T e B

Enfin, la formule (8) permet d’évaluer asymptotiquement les fonctions ¢. On

obtient d’abord, par addition,

2400 =[]+ @0 [3] + @0 5]+

o (n) = [¢]* + [2]° + [3e]” + - - - + [ne]".
Si l'on fait usage des procédés d’approximation habituels, on trouve

z‘=1n b eV pyH =00 7 (z) e? ez

M () = —_——— .
zle() V—f-lz’lv'“_SH.l V+1

Done, asymptotiquement,
40 () = 2L
v+
9. Avant d’aller plus loin, rappelons ce théortme général: si une fonctzon
F(n) admet une valeur moyenne constante, celle-ci est donnde par la série
)  rf@2), 718, fo
gttt

C'est un théoréme qu’il n’est pas difficile de démontrer avec rigueur, et qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Cesaro: Fonctions énumératrices. 147

a beaucoup de conséquences importantes. En particulier, si I'on a égard &
I'identité connue (*)
z'=vco @ __z—ooF(@)
Y 12‘1 iv - i‘.—_—‘l ?’

on en déduit 1'égalité remarquable
. i F(i)
hm ES 21 -/“T o

=

)
N=00

(LR
— lim ); S F()
qui généralise largement un théoréme de Diricarer. (**) Pour obtenir ce der-
nier théoréme, il suffit d’imaginer que F soit la fonction indicatrice d’un
systtme Q, constitué par les mombres w,, #;, %s,..., que 'on suppose rangés
par ordre de grandeur croissante. Alors, si I'on remplace, dans le second
"membre de la derniére égalité, » par w,, on trouve d’abord
lim. 2 +2@) +06) +-- daiid () NN TS

n Uy,

pour n infini; puis:
. n
= lim (——) .
€=0 Un [n=%

=1im( " ) =L
an+blai— @

Tel est, en somme, le théortme de Diricnrer, débarrassé de toutes les restri-
ctions que la démonstration exige. Rappelons que ce théoréme a servi & Dri-
cHLET pour constater qu’'il y a une infinité de nombres premiers dans toute
progression arithmétique, dont le premier terme est premier avec la raison. (***)

10. Cela posé, nous allons étudier une fonction W (n), exprimant la quotité
des nombres

_
1im§e v 1
12‘1 ’M,%"’E

Par exemple:

i=00

lim 1 T (@ + By Je

1-2, 2.3, 3-4, 4.5,..., n(r+1),
qui sont premiers avec m. En ordonnant la somme
Fn,1-2)4+F(n, 2-3)+---+ F[n, n(n + 1)]

par rapport & la fonction f, on voit que f(a) doit étre pris autant de fois qu'il
est possible de rendre 7(¢ + 1) divisible par a, en attribuant & ¢ des valeurs

(¥) Consultez notre Mémoire « Sur diverses questions d’arithmetique ».
(**) « Sur un théoréme relatif aux sériesy, (Journal de CreLLE, t. 53).
(¥*¥) Voyez les Mémoires de I'Académie de Berlin (1837).
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non supérieures 4 n; mais on peut se borner & examiner ce qui arrive pour
¢ Z a, puisque des faits identiques se reproduisent pour les valeurs de ¢ com-
prises entre deux multiples successifs de a. Or, pour que (7 4 1) soit divisible
par @, il est nécessaire que les nombres ¢, ¢4 1, soient respectivement divi-
sibles par deux diviseurs complémentaires de a, premiers entre eux. Réecipro-
quement, si 'on décompose a en un produit rs de deux nombres premiers
entre eux, on sait que I'on peut toujours trouver une infinité de valeurs de z
et y, telles que I'on ait, en nombres entiers,

i=rz, i+1=sy, dot sy—rz=1,

et I'on obtiendra une solution unique si I'on exige que ¢ soit compris entre 0
et a. Conséquemment, si t(n) est le nombre des facteurs premiers de #, de
sorte que 27(") représente le nombre des décompositions de # en un produit de
deux nombres premiers entre eux, on a

gﬁ [n, i+ 1] =ny 220, ©)
En particulier:
97(a’ y.(a)

Vm)=nX——

En d’autres termes, si u, v, w,... désignent les facteurs premiers de »,

‘I’(n)——n(l——)(l——)(]—w)...

Telle est la formule qui donne les valeurs de la fonction ¥. Quant 3 Ja valeur
asymptotique de cette fonction, on l'obtient immédiatement en appliquant le

()

théoréme général rappelé plus haut. En effet, puisque la fonction —— est

(10)

toujours comprise entre O et 1, on peut affirmer a priori que sa valeur moyenne
est constante. On a donc, d’aprés (10), I'égalité asymptotique

W(n) I 270 p(5)
n _g‘t @

En d’autres termes, si o, @;, @;,... sont les nombres premiers, supérieurs &
Punité, on a asymptotiquement

W(n):n(l—%)(l )(1—5)(1_5:)...

11. Plus généralement, si ¥q(n) est la quotité des nombres de la série
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considérée, qui admettent ¢ pour plus grand commun diviseur avec n, et si
I'on observe que

(@) +(y) =<y + (=, v),

la formule (9) donne
W, () = 2f(a>\y(g),
lorsque o et g sont premiers entre eux. La derniére formule est donc tou-

jours vraie lorsque l'entier n est’ ddpourvu de facteurs carrés. La fonction W
jouit d’un grand nombre d’autres propriétés intéressantes. Par exemple, &

cause de
29@=mn, ¥2@pu(a)=(—1ym,

I’identité (10) se transforme (*) en

W) = 3 ().
On en déduit

tandis que la formule (10) donne
=0 ; i=x 97 q) y =00
Zw PR St 10 (1—-2—)-

T B TR 11

Une fonction analogue & ¥(n), mais beaucoup plus importante, est celle qui
exprime combien de nombres, premiers avec n, il y a dans la série

1-2-3, 2:3.4, 3.4.5..., n(nw+1)@n+2)

M. E. Lucas a rencontré cette fonction en étudiant les lois gdométriques du
tissage, (**) et il est curieux qu'on la rencontre encore dans le probléme des
reines, sur un échiquier quelconque, et dans le dénombrement des carrés dia-
boliques. (***)

12. L'étude de la fonction ¥ se rattache & celle d'une autre fonction énu-
mératrice remarquable, v(x), qui indique combien de nombres premiers avec n

(*) Voyez les premiéres Notes de notre Mémoire « Sur diverses questions d’arithmé-
tique ».

#%) Lisez les « Principii fondamentali della geometria dei tessutis, (L'Ingegneria
. . neip g geg
civile e le Arti industriali, 1880).

(***) Consultez les Récréations mathématiques de M. Lucas (t. I, pp. xvi, 83, ete.).
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sont contenus dans la série des 2# premiers nombres triangulaires

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 73,...
Reprenons, en effet, la formule (9), et supposons que la fonction f(x), nulle
pour les valeurs smpaires de la variable, ne différe pas de p(;) lorsque 2 est

pair. On sait que la fonction F'(x), toujours nulle, est égale & V'unité pour z=2.

i(i 4+ 1)
2

Or, pour que le triangulaire soit premier avec n, il faut et il suffit

que 2 soit le plus grand commun diviseur de ¢(¢ 4 1) et 2n. La formule (9)
devient done, aprés y avoir changé » en 2n, et en remarquant que les divi-
seurs pairs de 2# sont les doubles des diviseurs de #,

L 272a)
v()=nY _Tf"(“;)

Si 'on distingue par un accent les diviseurs impairs de n, on peut écrire
(@)
v(n) = nz P'(“)_l_ 2 E"(a')

D’ailleurs, les nombres «', %', ¢,... sont les diviseurs du plus grand diviseur
¢mpasr de n, que nous représenterons par d(n). Done, enfin,

vin) _ ‘I’(%) ¥{d (n)]
n + ¥(n)

Inversement,

—_e——— —— o _—— .

13. La nouvelle fonction, que nous venons d’imaginer, posséde aussi beau-
coup de propriétés curieuses. Ainsi, il est facile de démontrer la formule

O . 1—9(2Q)F(2)§

S 9O FpO] =TT Figli
en admettant que les deux séries soient convergentes, et que les fonctions g,
F, soient douées de la propriété (1). On en déduit, par exemple, les formules

(l) (1_ L )Sv_“ -‘ l(z)h(?) (1+ 1 )s .

H o ] 2 4+ 1) 8o

En particulier

i
)

d(5
hl(:)+h(2)+h(3)+hi;4)+ ‘rfs)_l—”'
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Si T'on ne retient, dans le premier membre, que I'unité et les entiers composés
d’un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, on a

d(1) |, d(4) , ¥(6) h(9) 3(10) 1372
13+43+63+ + 103 +.”—378’

ete. On trouve aussi

S9OFL@I=g s[5 +3]+s@s[} + ]+9<4>S[ ]

¥

ol la fonction ¢ doit satisfaire & 1'égalité (1), et la fonction S
la relation

S@)=gMFN)+ 9B FB) + 9B FOG) +---+9Re—1)FRz—1)

On peut prendre, par exemple,

J@=1> F@)=2, S@)=g,

t définie par

et 'on trouve
S LTRSS

d’olt T'on dedmt que le plus grand diviseur impair de n est égal, en moyenne,

aux % de n.

14. Tl n’est pas difficile d’obtenir d’autres résultats asymptotiques, relatifs
a4 la fonction d; mais nous voulons surtout faire observer que, si la fonction
F[y(n)] admet une valeur moyenne constante, celle-ci est nécessairement,
d’aprés un théoreme énoncé plus haut, la somme de la série

On a donc, en moyenne,

1= 2)-e -3

Par conséquent
20 _s(1-2)(1- 2) (1= 2)1- 2)-
n By By @y ©y

Ainsi, la fonction v(n) est, en moyenne, trois fois plus grande que W¥(n).
15. Bien que les procédés employés jusqu’a présent, pour I'évaluation des
fonctions énumératrices, ne puissent &tre considérés comme constituant une mé-
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thode générale, ils n’en donnent pas moins, dans un grand nombre de -cas,
avec rapidité et sous une forme précise, les résultats voulus. En voici encore
un exemple. Supposons que I'on prenne, de toutes les maniéres posmbles, v di-
viseurs de #, égaux ou inégaux, et désignons-les par a,, @,, @s,..., .. On
trouve immédiatement

NF(a,, sy asy..., 0,) = N f(a)6" (g)
Done, si &,(n) est le nombre des cas ol les v diviseurs sont’ premiers entre
eux, on a
| 2.0 = Su(@) o (%)
d’oll, par inversion,
80 +50) + 8O+ =000,

Dans le cas de v =2 on obtient les identités
Fla, b) = 3@ ()= Bo@) (3] = 320 F (%),

pourvu que F' se déduise de la fonction F' comme celle-ci a été déduite de f£.
En particulier,

£ () = o) = 270 = Bp(@)#(2)-

16. De méme, pour résoudre des questions de probabilités, relatives aux
nombres triangulaires, on établit immédiatement la formule

$F[x‘(xl +1), z.(z2 + 1),y 2,(2, + 1)] =:§':: PARIO) f@;[g] + P;v'

Le nombre positif p est moindre que I'unité, et les entiers x sont pris, au
hasard, dans la suite des » premiers nombres naturels. Cela étant, la proba-
bilité P que v triangulaires, pris au hasard, soient premiers entre eux, est
la limite vers laquelle tend l'expression
; _2[‘ - " ,
oy H(t)Z[Tz]_i_PI ’

=4

lorsque n augmente indéfiniment. Par suite:

- PP p(2i— 1)
(“) — \ Olr(2i)—tly, P'(@) ( . l)lv 2veisi=1) g (
B (-4 F T

1__1
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En d’autres termes:

or=(i- - B~ -

Par exemple: la probabilité que deux nombres triangulaires, pris aw hasard,
sotent premiers entre eux, est égale &

1= (- )t- -

17. Toutes les considérations que nous venons d’exposer subsistent lorsque
le systéme des nombres entiers est remplacé par un de ses sous-groupes fermés.
Il suffit d'observer, & cet effet, que les formules générales, données plus haut,
contiennent une fonction ¢, qui doit satisfaire & la condition (1), et qui peut
8tre, & cause de cela, la fonetion indicatrice d’un groupe fermé Q. C'est ainsi
que les nombres u,, t,, %;,..., appartenant & Q, apparaissent dans toutes ces

formules, & l'exclusion des autres nombres entlers Par exemple la formule
évidente
'n‘ i-_“n . . n
$9@)g@) - 9@ (e, Ty, ) = 20 O)9[2]

L

A

ou

s@)=g1)+9@2)+9B)+-- -+ g@),

s(n

;‘F(uwl, TP T =2; f(u z)sv[ ]

Par suite, si §* est la probabilité que » éléments du groupe fermé Q, pris au
hasard, soient premiers entre eux, on a

ST 1 =g , y.(u,) 1
v =tin o S e[ 2] =5 Lo
ottt

devient

Si, par exemple, Q est le systtme des nombres impairs, on voit, pour » =2,
8 . . . . .
que — est la probabilité que deuxr nombres impairs, pris aw hasard, soient

premiers entre eud.

18. Il convient, maintenant, d’examiner de plus prés la nature des groupes
fermés. Par définition, un élément d’un tel groupe ne peut admettre un di-
viseur extérieur au méme groupe. Par conséquent, si un groupe est fermé,
il contient les diviseurs de fous ses éléments. Réciproquement, s¢ un groupe
contient les diviseurs de tous ses éléments, il est nécessairement fermé. Mais

Annali di Matematica, tomo XIV, 20
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il faut que l'on ait affaire & un growpe; car il est facile de trouver des sy-
stémes de nombres, renfermant les diviseurs de tous leurs éléments, sans étre
des groupes. Citons comme exemple le systtme

1, 2,3, 5, 6 7,10, 11, 13, 14, 15, 17, 19, 21, 22, 23,...

constitué par tous les nombres dépourvus de facteurs carrés. Ces gystemes,
qu’ils soient ou non des groupes, ont des propriétés communes, fort intéres-
santes: nous en avons indiqué quelques-unes dans une étude sur le déterminant
de Swita ef Mansion. (*) Ainsi, on trouve facilement

B (uiy u)l ) = f us) F () £ () << - f (i)

le premier membre représente le déterminant de degré », dont I'élément gé-
néral est F'(u;, ;). Par exemple, on a

[(us, ”J')I(n) = ¢(:) 9 (Us) 9 (ts) - - - 9 (Uhn),

ce qui généralise un théoréme de H. J. S. Swrra. (**) On suppose, bien entendu,
que les entiers « soient rangés par ordre de grandeur croissante. On peut méme,
assez facilement, exprimer les mineurs des déterminants analogues & celui qui
précéde, en se laissant guider par les indications que nous avons fournies dans
d’autres études sur les déterminants arithmétiques. (***) Mais ¢’est surtout sur
la constitution des groupes fermés que doit se porter, actuellement, notre atten-
tion. Il est évident que, si = est premier, le systtme 1, &, »° ®°%... est un
groupe fermé, et, en outre, ce groupe est. premier, en ce sens qu’il n’admet
pas de sous-groupe fermé, autre que lui-méme ou I'unité. Inversement, tout
groupe premier a nécessairement la forme que nous venons d’indiquer; car,
si le groupe fermé Q contient un élément différent de I'unité, il doit renfermer
aussi tous les diviseurs de cet élément, et, par suite, il contient au moins un
nombre premier . Le groupe Q admet done le sous-groupe fermé 1, =, @,
©%...., ot il suit qu’il ne saurait étre premier, & moins de coincider avec
ce dernier groupe. D’aprés cela, un groupe fermé quelconque contient néces-
sairement quelque sous-groupe premier 1, @, °, @°... Il peut, d’ailleurs, en

(*) «Intorno a taluni determinanti aritmetici», (Comptes- Rendus de 1'"Académie dcs
Lincei, 1885, p. 709).

(*#) « On the Value of an Arithmetical Determinanty», (Proceedings of the London
Mathematical Society, v. 7, p. 108).

(**%*) « Nuovo studio di determinanti aritmetici», (Comptes-Rendus des Lincei, 1885,
p. 711). Lire aussi nos « Nowvelles considérations sur le déterminant de Smith et Man-
sion», dans les Annales de I'Ecole Normale Supérieure (1885).
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renfermer plusieurs, ayant tous une constitution analogue, d’olt il suit que I'un
quelconque de ses éléments ne saurait avoir d’autre forme que u*vfw?..., en
supposant que u, v, ,... soient des nombres premiers donnés, et que les entiers
@, B, 7,.-. varient de zéro & l'infini. Il en résulte qu’un groupe fermé s’obtient
en supprimant, dans le systéme des nombres entiers, tous les nombres divisibles
par un ou. plusieurs nombres premiers donnés. Cette conclusion est évidente.
Les nombres ¢mpairs, par exemple, constituent un groupe fermé.

19. Pour finir, disons quelques mots sur le role important que les groupes
fermés jouent dans I'inversion des séries. Considérons une fonction e, (), telle

que
ei[¢j(x)] = ¢ [e: ()] = es(x), (11)
et tichons d’effectuer l'inversion de la série
(@) = ho, F [0, (®)] + hut, F [0, (€)] + hoeo F [€0,(@)] + - -+ > (12)

dans I'hypothese que les nombres « constituent un groupe fermé. On peut écrire
5ej (@] = Z Q@) h:F [e ()]

Si Pon attribue successivement & j les valeurs 1,2, 3,..., on obtient une suite
de relations, qui, multipliées respectivement par Q(1)4,, Q(2)b;, Q(3)hs,..., et
additionnées, donnent '
Fle@)] = X Q@b f [ex(@)],
c’est-a-dire
F (@) = by, £ [0 (®)] + bua £ [0, (@)] - Yo [0 (@)] +-- -5 (13)

pourva que les coefficients %; et h;, que 'on peut considérer comme des fon-
ctions A(7) et h(z), vérifient la relation

h(a)h(Z—‘) + h(b)h(’bﬁ)Jr h(c)h(’%) 4=

0, en général

1, pour n=1. 4
Dans ce cas, nous disons que les fonctions % et 1) sont conjugudes. Le théoréme
d’inversion, exprimé par les relations (12) et (13), est le plus général que I'on
connaisse: nous l'avons déja formulé dans nos Ezcursions, (*) mais sans faire
remarquer suffisamment la possibilité de remplacer le systtme des nombres
entiers par un groupe fermé quelconque, détaché du méme systéme. Cette pos-

(¥) Voyez la Note « Sur linversion de certaines séries »,
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156 Cesdro: Fonctions énumératrices.

gibilité a été implicitement reconnue par Mémivs, qui s’est occupé, il y a long-
temps, de 'inversion des séries dans un cas particulier. (*)

20. Toutes les formules d’inversion, signalées jusqu'a présent, supposent
que la fonction %(z) obéisse & la loi (1). Alors §(x) ne differe pas de A(z)p(z).
Mais nous avons donné, dans le Journal de Battaglini, (**) le moyen d’exprimer
une fonction quelconque moyennant sa conjugude. Dans ce but, nous avons ima-
giné lalgorithme (***)

@),

égal 4 la somme de tous les produits analogues & k(z,)h(x.)--- h(z,), en sup-
posant que l'on ait, de toutes les manitres possibles, en nombres entiers, su-
périeurs & Uunité,

Ly Ly Ly o Ty = N,

Si I'on convient de prendre A(1)=}(1)=1, on a
h(n) =— é)h(x) + éh(x) —_ :@k(w) + é»-)h(w)-—- e

Supposons, par exemple, que k(x) soit I'indicatrice des nombres premiers,
¢’est-d-dire qu'elle soit une fonction p(z), généralement nulle, mais égale &
'unité lorsque % est premier. Si 'on décompose n en ses facteurs premiers,

et si 'on obtient
n=u*vfw...,

il est clair que 'algorithme (:) ne differe de zéro que pour t=a+4 B4y -

et, alors, sa valeur est égale & autant de fois I'unité qu'il y a de maniéres
distinctes de permuter entre eux les facteurs premiers de n, dont « sont égaux
ad u, B awv ya w etc.... Par suite
et Bty4--0t

al Byl

P = (— 1ypere--
D’aprés cela, I'inversion de la série

£(@)="F [e,(z)] + F [e:(@)] + F [e (@)] + F [es(@)] + F [e2(@)] + F [ecs(2)] +-- >

(*) « Ueber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen », (Journal de CRELLE, t. 9
p. 105).

(**) «Gli algoritmi delle funzioni aritmetiche », (1885, p. 175).

(**#*) Algorithme isodynamique, base du Calcul isodynamique. Les nombres et v
sont respectivement la puissance et le degré de I'algorithme,
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est effectuée par la formule

F(@)=p1)$[e@)] + p@) £[e@)] + p3) £ 6 @)] + p(4) £[es(2)] +- -

En d’autres termes, si 'on observe que p(n) est, au signe pres, le coefficient

de n dans le développement de (u 4+ v - w 4 ...)F+¥+, on reconnait que
Pon peut éerire

F(@) = 5(x) — $9(x) + 50 (x) — §9(2) + 5O(x) — -+ -

en posant symboliquement
$0(@) = [ §[e:(@)] + F[es(@)] + £ [s(2)] + £ [er(@)] + £[ens(@)] + -
ol 'on convient de remplacer, aprés développement,
£lei(2)] £[e;(x)]... par £[ey..(2)].
21. Quant aux formes possibles de e,(x), il est clair que 'on peut prendre
en(2) = - e(n),

pourvu que la fonction e(n) obéisse & la loi (1). On a ainsi le couple de séries
inverses

$0) =St Flo-e@l], F@)=3hslo-ew)

=

1

En particulier, si la fonction A satisfait & la condition (1), et si I'on prend

u;=1, e(n)=mn,
on trouve ' .
5(@) =S F(ix), F(z)=Y p(i)his(iz).
i=1 =1
Trois cas particuliers de ces derniéres formules ont été étudiés par M. Tcni-
BYCEEW. (¥) Un peu plus généralement, on peut écrire

s=Z kP F@ =3 )

et il est possible de retrouver, par cette voie, toutes les formules que nous

avons données dans le cours de mnos articles d’Arithmétique. D’autres formes
sont possibles pour e, (), telles que

x

z-e(n)
1 —uzloge(n) ’

e(n) .,
T—khafemy—1)° T o

(*) Voyez le Journal de Liouville de 1851.
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ol la fonction e doit toujours vérifier la condition (1). On a done, pour la
dernitre forme de e,(z),

§@) = ¥ o F@),  F) =i§ B £ (2°0)).

En particulier, si e(r) ==, et si la fonction % jouit de la propriété (1), on
obtient

@)=L b F @),  F@)= Y p)hy 5@,

Tel est le théoréme de Mobius, dont M. Grawsnaer a fait, dans le Philosophical
Magazine, une foule d’applications intéressantes. (*) A notre tour, nous ne tar-
derons pas & appliquer nos formules d’inversion aux fonctions indicatrices et
aux fonctions énumératrices des groupes fermés, et nous montrerons de quelle
manitre les mémes formules se modifient, dans ’hypothése que la fonction e
soit I'indicatrice d’un groupe ouvert, c’est-ad-dire d’un groupe qui renferme
toujours le produit de deux éléments extérieurs quelconques.

(*) Une communication sur ce sujet, concernant les nombres premiers, a été faite par
M. Graisuer an Congrés du Havre (1877). Voir, dans le Philosophical Magazine (1884,
p. B18), les « Applications of Mibius’s Theorem on the Reversion of certain Series». Il
a ¢é1é rendu compte de cet article dans le Bulletin de Darboux (Décembre, 1885); mais le
théoréme de Mdbius, tel qu’il est énoncé dans le Bulletin, n’est pas exact.
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TEMA DI CONCORSO

DELLA
SOCIETA PRINCIPE JABLONOWSKI
(publicato nello Jakresbericht della Societd, Lipsia, marzo 1886).

Per I’'anno 1889

Benché mediante le ricerche di BorcmarDT sulla media aritmetico-geometrica
sia dimostrata una certa connessione delle funzioni 5 a pil variabili con integrali
multipli e gid a Jacosr non fosse ignota (*) l'estensione del teorema di AssL a
integrali algebrici multipli, sembra tuttavia che i relativi integrali doppi non siano
finora stati oggetto di uno studio esauriente. Ora potendosi dimostrare che se per
es. & 31 32 S8 &4 35 dinotano certe funzioni & di due variabili « e » appartenenti
a un cosi detto gruppo di Rosenmax (Giorn. di Crerig, t. XI, pag. 342) il deter-
minante

S A Se
ow Ou Ou
dv 0v 0v
& proporzionale al prodotto s 34 %5, se ne ricava (Leipziger Berichte, 1884, p. 187)
SAY Se\2 . dx dy s
per z=|=|)» y =|—| un'equazione della forma dudv = ——— % - La Societa
N VE(xy)

desidera un’indagine accurata dell integrale doppio pitk generale della forma
f Flry)dzdy
| | VEGD
(ove F ¢ una funzione razionale) mei suoi rapporti con le funzioni & di due variabili.
Premio 1000 Marchi.

,-. Le memorie dei concorrenti devono essere anonime e, ove la Societd in casi particolari non con-
ceda espressamente I'uso di altra lingua, devono essere redatte in tedesco, latino o francese, scritte
chiaramente e con le pagine numerate. Saranno inoltre contrassegnate con un motto e accompagnate

(*) Vedi Giornale di Crerre, t. VIIL, p. 415, come pure Rosexmaix nelle sue lettere a Jacost
dtdu

VE (tu)

F(tu) & il prodotto di sei fattori lineari A + B¢ Cu. Cfr. inoltre i lavori di Norrmer nelle
Nachrichten di Gottinga, 1869 N. 15, e t. II dei Mathem. Annalen, p 293.

Giorn. di CreLie, t XL, ove somo considerati anche integrali della forma JJ , nei quali
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da una busta suggellata portante all’esterno lo stesso motto e contenente il nome e domicilio del-
I'Autore. I lavori saranno inviati al Segretario della Societd; il tempo utile per I'invio scade col
30 novembre dellanno indicato. I risultati dell’esame degli scritti inoltrati saranno pubblicati, nel
marzo o aprile dell’anno seguente, nella Gazzetta di Lipsia. I lavori premiati divengono proprietd
della Societa.

PROGRAMMA DI CONCORSO

DELLA

REALE ACCADEMIA DI NAPOLI

(publicato nel Rendiconto dell’Accademia, gennaio 1886)

L’Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli conferird un premio
di lire mille all’Autore della migliore Memoria: Sulle curve piane di 4° ordine in
relazione coll interpretazione geometrice delle forme invariantive della forma ternaria
biquadratica.

I/Accademia desidera un’esposizione analitica sistematica delle pitt notevoli
proprietd delle curve piane del 4° ordine in relazione con 'interpretazione geome-
trica delle forme invariantive della forma ternaria biquadratica. La Memoria do-
vrebbe trattare:

1.2 Delle polari delle curve di 4° ordine.

2.9 Delle sue tangenti doppie.

3.2 Dei suoi flessi.

4. Dei caratteri analitici invariantivi che distinguono le linee speciali del
4° ordine.

5.2 Della geometria sopra una curva del 4° ordine.

L’'Accademia desidera che siano trattati principalmente gli argomenti dei nu-
meri 3.2 e 5.°
CONDIZIONTI:

1.° Le memorie dovranno essere scritte in staliano o francese, e dovranno inviarsi al Segretario
dell’Accademia non piht tardi del mese di marzo del 1887.

2.2 Esse non debbono portare il nome dell’Autore, e debbono essere distinte con un motto il
quale dovrd essere ripetuto sopra una busta suggellata che conterrd il nome dell’Autore.

3. La Memoria premiata sard pubblicata negli A¢ti dell’Accademia per intiero o per sunto, ¢
I'Autore ne avrd cento copie.

4° Tutte le memorie inviate pel concorso al premio si conserveranno nell’Archivio dell’Accas
demia, e soltanto si permetterd di estrarne copia a chi le avrd presentate.

-
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Sopra
alcune configurazioni piane. ()

(Memoria del dott. V. MartiNermi, ¢ Pavia.)

§ 1. Definizioni e generalita.

1. Il sistema di p punti e » rette in un piano disposte in modo che
per ogni punto passino p rette e sopra ogni retta giaceiano g punti si chia-
merd una Configurezione e si dinoterd col simbolo Cfz. (¢, p)’u. (**)

Tra i numeri g, » p, ¢ esiste necessariamente la relazione:

pivmgip (1)

Quando sia p= v, epperd p=gq, la configurazione si indica pilt sempli-
cemente col simbolo Cfz. pp. (**¥)

Cercare tutte le forme delle Cfz. per le quali p, v, p, ¢ sono certi numeri
soddisfacenti alla (1) & problema arduo assai e che fu risolto nei soli casi par-
ticolari 8;, 9;, 10, dal KanTor, (***¥) il quale trovd: che non esistono Cfz. 8,
reali; esistono tre forme reali di Cfz. 9; e dieci forme di Cfz. 10,. Di tutte
queste egli ha date varie costruzioni geometriche ed alcune eleganti applica-
zioni alle curve del 3° ordine.

In un precedente lavoro (*****) lo stesso KanTor aveva esposta una co-
struzione geometrica di una intera classe di oo configurazioni, tanto nel piano,
che nello spazio. Dopo di lui si sono occupati delle Cfz. i sig.! Veroxese, REvE,

(¥) Questo lavoro & l'estratto della mia tesi d’Abilitazione all’insegnamento, presentata
alla R. Scuola Normale superiore di Pavia.

(%) S. Kantor: Ueber die Configurationen (3, 3) mit den Indices 8, 9, ete. Sitzb.
der Wiener Akad. IT Abth., 1881, B. 84. — G. June: Sull’equilibrio dei poligoni articolati
tn connessione col problema delle conﬁgumzioni. Annali di Mat., tom. XIIL

(**¥#) Tr. REYE: Das Problem der Configurationen. Acta Mathematica, B. 1.
(#**#) Memoria citata, e Die Cfz. (3, 3),,. Sitzb. der Wiener Akad. IT Abth., B. 84.
(ReEEE) Ueber eine Gattung von Configurationen, ecc. Ibid., B. 0.

Annali di Matematica, tomo XIV. 21
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162 Martinetti: Sopra alcune configurazions piane.

Vicror e June (*) il quale ultimo ha mostrato come certe Cfz. si presentino
nella statica grafica studiando le condizioni di equilibrio dei sistemi di forze,
ed ha dati molti esempi di Cfz. nascenti in questo modo.

Ora io mi propongo di dare alcune proprietd di una classe di Cfz., la
quale si ottiene imponendo una certa condizione, e di cercare quindi e co-
struire alcune delle pitt semplici Cfz. di questa classe. Lo studio di alcuni casi
particolari ci dard occasione di avvertire delle facili costruzioni geometriche
col mezzo delle quali si possono avere parecchie Cfz. di forma diversa.

2. Diremo congiunti due punti di una Cfz. quando essi giacciono sopra
una medesima retta della Cfz. Cosl si diranno congiunte due rette della Cfz.
se si segano in un punto della Cfz. Quando una retta contiene un punto con-
giunto ad un certo altro punto, diremo che questo & congiunfo alla retta, od
anche che la retta & congiunta al punto.

Due elementi non congluntl si chiameranno anche estranei.

La condizione che noi vogliamo imporre alla Cfz. (g, p)’, & che due punt:
congiunti non abbiano un medesimo punto congiunto fuori della retla che li
unisce. Allora prese due rette congiunte, ciod passanti per un punto della Cfz.,
nessuna retta, non passante per quel punto, pud essere contemporaneamente
congiunta ad esse: ossia non dovremo mai avere nella Cfz. tre rette determi-
nanti un triangolo 1 cui vertici siano tutti punti della Cfz. .

Questa condizione, che noi imponiamo, & duale, perd se una certa Cfz.
vi soddisfa, vi soddisfa anche quella Cfz. che si ottiene da essa per reciprocita..

3. Consideriamo una retta qualunque della Cfz. (g, p)’., che suppor-
remo soddisfare la condizione imposta; su di essa abbiamo ¢ punti per cia-
scuno dei quali passano altre p — 1 rette, tutte le rette passanti per uno dei
punti sono estranee a tutte quelle passanti pei rimanenti; per la qual cosa i
punti della Cfz. che giacciano sulle ¢(p — 1) 4 1 rette considerate sono:

glg—D—1+1}
p=ql@—D@=D+1+r

Analogamente considerando le p rette uscenti da un punto e tutte quelle ad
esse congiunte ne troviamo:

pllp—N(g—1)+1};

(*) VEroNESE: Behandlung der projectivischen Verhiiltnisse, ete. Math. Ann,, B. XIX
p. 161 — REYE, L. ¢. — Vicror: Die Harmonische Configuration 24,. Freiburg, Ber VIIL 2.
— June, L c.

e percid sara:
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talchd sard:
v=p{(p—Dg—1+ 1} + £,
e si dovrd avere: '
’ h:k=gq:p.

k & il numero dei punti estranei ad una retta qualunque della Cfz. e & & il
numero delle rette della Cfz. estranee ad un punto.

Il gruppo degli 2 punti estranei ad una retta si dira il resto della retta,
cosl chiameremo resfo di un punto il gruppo delle % rette estranee al punto.

4, Sia A un punto della Cfz. e sia b una delle sue rette estranee. Dal
punto B, sopra b, partono altre p — 1 rette (*) nessuna delle quali passa per 4,
non essendo A congiunto ad alcun punto di b, né incontra due delle rette
per 4, cioé vuol dire che una retta almeno per A & estranea al punto B. Se
prendiamo a priori una retta @ per 4 avremo su di essa altri ¢ — 1 punti da
ciascuno dei quali pud partire una sola retta congiunta a b, ossia vi & certa-
mente su b un punto estraneo alla retta a. Dunque:

Le rette passanti per un punto hanno punti estranei giacenti sulle rette
estranee al punto, ed i punti di una retta hanno rette estranee passanti pei
punti estranei alla retta. Percid:

Le rette passanti per un punto 4 della Cfz. hanno complessivamente per
resto il gruppo dei punti (anche contati pil volte) giacenti sul resto del punto
A, in modo che sopra ogni retta di questo resto giace almeno un punto dei
resti di ciascuna.delle rette per A; e correlativamente.

Nell'identica maniera si dimostra che:

. Se r rette del resto di 4 passano per un medesimo punto B, viceversa
r e sole r rette estranee a B passano per A; e correlativamente.

Questa specie di legge di reciprocithd torna molto utile nella ricerca delle
Cfz. particolari.

5. 11 caso pilt semplice che si possa presentare & quello in cui %, e
quindi anche %, & nullo. Allora ha luogo la proprieta che le rette congiunte
ad una data retta contengono tutti i punti della Cfz. e per i punti congiunti
ad un punto qualunque passano tutte le rette dalla Cfa.

Per fare un caso particolare supponiamo ¢ =3 e cerchiamo per quali
valori di p & possibile avere Cfz. di questa natura.

(*) Quando diremo retfa o punto intenderemo sempre parlare di retta e punto della
Configurazione,
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Nella fatta ipotesi sara:
p=3Q@p—1), v=p2p—1).

Prendiamo due rette qualunque per un punto arbitrario a, e siano
Qui 013 Qisy Gui @2y Gy cl0E sopra l'una esistano i due punti @i, @, della Cfz. e
sopra l'altra 1 punti @, @, Un’altra retta per @), non sard certo congiunta
alla @y, @5, @51, diciamo percid @,,as, i due punti che giacciono su di essa. Dai
punti @, @, devono partire due rette congiunte alla a,; s @3, perocchd nel
caso nostro nessun punto deve possedere rette estranee, ¢ non potendo esse
passare per @, nd essere congiunte, dovranno passare I'una per a,, 'altra per
@s:, S1aN0 percid rispett.® @y, @ss dss, As s @53, Dico allora che 1 punti ais, s,
as; stanno sopra una retta della Cfz. Infatti & evidente, che questi tre punti
devono essere due a due congiunti, epperd se non fossero sulla medesima retta,
ne verrebbe che un punto sarebbe congiunto a due punti congiunti fra loro e
questo & contrario alla ipotesi fondamentale.

Adunque nelle Cfz. che stiamo considerando potremo sempre avere una
figura di 9 punti e 6 rette, tre delle rette non sono congiunte fra loro ma lo
sono contemporaneamente alle altre tre, che alla lor volta sono estranee fra
loro. Le due terne di rette si diranno formare due trilateri coniugati e I’intera
figura si chiamerd o coppia di trilateri coniugati o pilt brevemente una figura (A).
«  Possiamo trovare subito il numero delle fig.® (A) contenute nella Cfz.
(3, P)iarzy). Infatti da quanto precede risulta chiaro che una fig.> (A) & per-
fettamente individuata quando si prendano due rette estranee. Una retta arbi-
traria della Cfz. & congiunta a 3(p— 1) altre rette perd le p(2p —1)—
3(p — 1) — 1 rette residue sono ad essa estranee. Adunque le coppie di rette
estranee esistenti nella Cfz. sono:

p@p—1)ip@p—-1)—=3(p—1)—1{=pR2p—1)(p— 1)

Una fig. (A) contiene sei coppie di rette estranee quindi il numero cercato
delle fig.® (A) esistenti nella Cfz. &

3p@p—D(p—1).

6. Due punti di una medesima fig.> (A) non possono essere altrimenti
congiunti che dalle rette della figura stessa, ed un punto qualunque della Cfz.
fuori della fig.* (A) dovendo essere congiunto alle sei rette che compongono
questa, & necessariamente congiunto a tre punti di (A) estranei fra loro.

Assumiamo una fig.* (A) come fondamentale e riferiamo ad essa la Cfz.
Rappresentiamo cogli elementi di un determinante di 3° ordine i punti della
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fig.* (A) in guisa che le orizzontali e le verticali rappresentino terne di punti
congiunti. Mantenendo le notazioni del numero precedente rappresenteremo la
fig.® (A) col determinante

]
Ay Gy Qg3 = @y Ugp (a3 = Qyo o3 B3y —+ Oy3 Asy B3p

s Oz O3 — (g Qo3 O3z — Gyz oy A3z — Qg3 Aog Gy«

Q31 Gz Q33

Le terne di punti fra loro estranei nella fig.* (A) sono manifestamente tutte e
sole quelle rappresentate dai termini dello sviluppo del determinante. Un punto
fuori della fig.* (A) dovendo essere congiunto a tre punti estranei di (A) lo sara
con quelli rappresentati da un termine positivo o negativo. Per brevita diremo
positivo o negativo un punto secondo che esso & congiunto ai tre punti rap-
presentati da un termine positivo o da uno negativo. Questa denominazione &
adunque essenzialmente legata alla scelta ed all’ordinamento della fig.* ()
fondamentale.

Siccome i due termini contenenti uno stesso elemento del determinante
sono di segno opposto cosl avremo:

Sopra ogni retta uscente da un punto della fig. (A) e non appartenente
alla figura stessa esiste un punto positivo ed uno negativo.

I punti positivi sono percid 3(p —2) ed altrettanti i negativi.

Le rette che non appoggiano ai punti della fig.* (A) sono:

p2p—1)—6—9(p—2)=2|p*—5p + 6}

e questo numero per p >3 non & zero.

Consideriamo una di queste rette: Essa contiene tre punti i quali debbono
essere del medesimo segno. Infatti un termine qualunque del determinante ha
un elemento comune coi tre termini di segno contrario, quindi se sulla retta
esistesse un punto positivo ed uno negativo dovrebbe esistere un punto della
fig." (A) congiunto contemporaneamente ad essi, e questo & contrario alla fatta
ipotesi.

Se una retta, non passante per punti della (A) fondamentale, contiene
punti dello stesso segno, potremo anche qui distinguere tali rette col nome di
positive e megative secondo che i punti da esse contenuti sono positivi o ne-
gativi.

B chiaro che due rette di segno contrario sono necessariamente estranee.

Le rette positive sono in numero uguale alle negative, cioé p* — 5p + 6.
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7. Queste osservazioni ci conducono alla proprietd seguente:.

Se & p >3 l'unico valore di p per cui possono esistere Cfz. della natura
considerata & p = 5.

Infatti per p > 3 & p*—D5p+6>0 epperd esiste certamente,una retta
positiva. Per ciascun punto di questa passano tre rette, che vanno a punti di
(A), quindi.ne rimangono p — 3 e queste sono tutte positive, una & la consi-
derata; per la qual cosa se ne avranno in futte 3(p — 4) altre, le quali com-
plessivamente contengono 2-3(p — 4) + 3 punti distinti, tutti positivi. D’altra
parte noi abbiamo trovato che il numero totale dei puntl positivi e 3(10— 2)
quindi il numero p deve soddisfare la condizione:

3(p—2)=26(p—4)-+3
ossia:
pP=5.

Se fosse p==4 si cadrebbe ancora in una contraddizione, perche dai tre punti
della retta positiva partirebbero 9 rette distinte, contenenti tutti i 9 punti della
fig.* (A) ed altri 9 punti che dovrebbero essere tutti negativi, ed invece per
p==4 1 punti negativi potrebbero essere solamente 6.

Cosl si conclude che le ipotesi fatte possono essere soddisfatte dai due
valori p=>5 e p=3 soltanto, i quali condurrebbero alle due Cfz. (3, 5)3;, 15,

8. Di Cfz. di questa natura abbiamo un notissimo esempio.

Se prendiamo una superficie generale di 3° ordine, esistono su di essa
27 rette le quali stanno tre a tre in 45 piani (tritangenti) che cinque a cinque
passano per le 27 rette. Segando questo sistema con un piano, otteniamo 27
punti e 45 rette i quali sono fra loro collegati in una Cfz. (3, 5) soddisfa-
cente alle ipotesi da noi fatte.

Se poi dal sistema delle 27 rette di una superficie di 3° ordine ne to-
gliamo 12 formanti una bisestupla, abbiamo un sistema di 15 rette e 15 piani
il quale segato con un piano qualunque da una Cfz. 15, della natura, che
consideriamo.

Le configurazioni di 27 e 15 rette sulla superficie di 3° ordine sono state
completamente studiate da Stemver, Sturm, Cremons, Berrivi (*) ed altri.

(¥) L. SteiNER’s: Gesammelte Werke. Berlin, 1882, B. IL. — R. Sturm: Synthetische
Untersuchungen uber Flichen dritter Ordnung. Leipzig, 1867, — CrEmoNa-CurtzE: Ober-’
flichen, § 261. — CremoNA, Rendiconti del R. Istituto Lomb., Serie II, vol. III. — BEgg-
TiNI: Contribusione, ece. Annali di Mat.,, T, XII, Serie II, -
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Noi ne riassumeremo ora le pid importanti proprietd, riferendoci perd
alle configurazioni sul piano, e seguendo una via che ci sembra molto facile
e naturale. -

§ 2. Configurazione (3, 5)%

9. Per le ‘considerazioni del numero 6 facendo p =5 troviamo, che esi-
stono 12 rette che mon appoggiano a punti della fig.* (A) fondamentale; di
queste 6 sono positive, e 6 negative. Ciascuna delle 6 rette del medesimo
segno & congiunta a tre delle rette stesse, perd si vede che le 6 rette formano
una fig.* (A). Dunque:

Fissata nella Cfz. (3, 5)% una fig.* (A) restano nella Cfz. stessa indivi-
duate dué altre fig.® (A) le quali non hanno fra loro nd colla data alcun ele-
mento comune. Le tre fig.® (A) contengono complessivamente tutti i 27 punti
della Cfz. Un gruppo cosi fatto di fig.? (A) lo chiameremo una terna 7. (*)

Le terne T sono 40 poiche le fig.® (A) che si possono formare nella Cfz.
gono 120 (n.° 5).

10. Le 12 rette estranee ad una fig.* (A) non possono dar luogo che
alle due sole fig.® (4), che insieme alla data costituiscono una terna T, percid
la fig.* (A) comsiderata avra con altre 117 qualche elemento comune.

Tre punti fra loro estranei individuano un’unica fig.* (A). Infatti siano
@iy s, 033 1 tre punti estranei fra loro e conduciamo per a@,, una retta della
Cfz.; sia la @y, 61, a,; questa conterrd un punto congiunto ad @, ed uno
congiunto ad as. Se questi punti congiunti ad a,, ed @ sono fra loro diversi
ad es. rispet.® @, a,; allora le due rette estranee @@y, @4 a5 individuano
una fig." (A) la quale contiene i tre punti dati, ed & anche manifesto che
fiessun’ altra ‘fig.* (4) pud contenerli tutti e tre, p01che le tre rette non appar-
tenenti alla fig.* ed uscenti ad es. per @, contengono sempre un punto con-
temporaneamente congiunto agli altri due ., 0.

I tre punti @, s, @5 non potrebbero appartenere ad una medesima
fig.*,(a) solo se avvenisse, che sopra ogni retta per a,, esistesse un punto
contemporaneamente congiunto ad a,, ed as;;. Ora questo & impossibile. Infatti
considerando una qualunque fig.® (A) contenente @, ed ay, essa possiederd
tre punti congiunti ad @, i cui simboli formeranno un termine del determi-
nante rappresentante la fig.* (A). Questo termine deve essere dello stesso segno

L Y

(*) BerTing, L e
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di quella che contiene a,,-ed as, poiché per a,, passa eertamente una retta
estranea alla fig.> (A) la quale contiene per ipotesi un punte congiunto ad a,,
ed asz, e tutti 1 punti di questa retta sono del medesimo segno (n.° 6), ed
allora & subito visto che a,, deve essere congiunto ad un punto il quale non
lo & contemporaneamente ad @ ed a;; ma solo ad uno di essi, quindi ecc.

Da questa osservazione segue che due fig.® (A) non possono mai avere
in comune tre punti fra loro estranei. Non possono avere neppure un solo
punto estranea comune. Infatti, se cid avvenisse, le 4 rette della prima figura
che non passano pel punto comune, sarebbero estranee alla seconda, d’altra
parte due di esse incontrano le altre due, quindi sono del medesimo segno
rispetto alla seconda figura, percid I'ipotesi fatta & assurda, perocche le rette
del medesimo segno sono 6 ed appartengono ad una fig.* (A) (individuata da
due di esse che non si incontrano) la quale non ha elementi comuni colla
fondamentale,

Consideriamo allora due punti estranei a,, @, della fig.* (A) fondamen-
tale. Fuori della fig.* stessa esistono tre e tre soli punti congiunti ad essi,
una coppia di questi individua una ed una sola fig.* (A) che li contiene in-
sieme ad a, ed ay. Quindi avremo che per ogni coppia di punti estranei
della figura fondamentale esistono tre altre fig.® (A) che possiedono quei due
soli punti in comune con essa. Le fig.° (A) aventi questa proprietd rispetto
alla fondamentale sono complessivamente 6 -3 -3 = b4.

Le fig.® (A) che hanno in comune colla fondamentale una determinata
retta sono manifestamente 15; di queste, 9 contengono anche un’altra retta
della fondamentale, congiunta alla prima, percid le fig.® (A) aventi colla fon-
damentale una sola retta comune sono 6.6 =36, quelle aventi due rette
congiunte in comune sono 1 9.6 == 27,

Manifestamente altri casi non sono possibili. Ecco percid come si distri-
buiseono le 120 fig.® (4) rispetto ad una qualunque di esse:

2 non hanno elementi comuni con essa;

54 hanno comuni una coppia di punti estranei;

36 hanno comune una retta;

27 due rette congiunte.

11. La fig. (A) che assumiamo come fondamentale indichiamola con (A),,

e siano (A), e (A); le due figure dei punti rispettivamente positivi e negativi.
Prendiamo in (A), tre elementi estranei, rappresentati quindi da un termine
del solito determinante. Se questo termine & positivo tutti i punti negativi.
sono congiunti all'uno od all’altro dei tre punti presi ed invece tre soli dei
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punti positivi sono congiunti contemporaneamente a tutti e tre. Tali punti
sono quelli dati da un termine del determinante che rappresenta (A).. Lo
stesso si direbbe di un termine negativo. Perd noi vediamo che esiste un
coordinamento fra i termini dei tre determinanti che rappresentano le figure
di una terna T, ossia un ordinamento delle terne di punti estranei. Ogni
terna ne individua una seconda i cui punti sono congiunti a tutti quelli della
prima.

"L’insieme di due terne cosi fatte si dirA una coppia di terne comple-
mentari, e chiameremo fig.* (D) il complesso dei sei punti delle due terne e
delle nove rette della Cfz. che contengono due di quei punti. Manifestamente
la fig.? (D) & la correlativa alla (a).

Due terne complementari individuano due fig.® (A) appartenenti alla me-
desima terna T'; d’altra parte in ogni terna T abbiamo 9 fig.° (D), quindi
in una Cfz. (3, 5)5 esistono 40 <9 = 360 coppie di terne complementari, o
fig.® (D).

Si vede poi senza difficolth, che rispetto ad una qualunque fig.* (D) le
359 rimanenti si dividono in 9 gruppi, come segue:

1° Gruppo. — 14 fig.® (D) non aventi alcun elemento in comune
colla data;
20 Qruppo. — T2 fig.® (D) aventi un solo punto ed una sola retta in
comune colla data;
3° Gruppo. — T2 fig.® (D) aventi un solo punto e due rette in co-
mune colla considerata;
40 Gruppo. — 6 fig.® (D) aventi un solo punto e tre rette in comune
colla data; ~
5° Gruppo. — 18 fig.® (D) che hanno in comune colla data duce punti
ed una retta;
6° Gruppo. — 72 fig.® (D) aventi in comune colla data due punti e
tre rette;
7° Gruppo. ~ 9 fig.® (D) aventi due punti e cinque rette in comune
colla data;
8° Gruppo. — 18 fig.® (D) che hanno comuni colla data tre punti e
quattro rette, e finalmente:
9° Gruppo. — 18 fig.® (D) aventi quattro punti e quattro rette in
comune colla figura considerata.
12. Come abbiamo osservato una terna di punti estranei & estranea a
gei soli punti della Cfz. e questi appartengono tutti alla fig.* (A) individuata
Annali di Matematica, tomo XIV. 22
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dalla terna complementare, nella quale costituiscono le due terne rappresen-
tate dai termini di ugual segno a quello che determina la figura stessa. L’in-
sieme della terna data con una di queste due terne si dird una sestupla. Le
sestuple sono adunque gruppi di sei punti tutti fra loro estranei. Una sestupla
si pud ottenere in questo modo da 10 terne 7.

E manifesto che nessun altro punto della Cfz. & estraneo a tutti quelli
di una sestupla. '

Le terne complementari alle due costituenti una sestupla formano un’altra
sestupla che diremo associata alla prima. Un punto di una sestupla & con-
giunto a tutti quelli della sua associata uno eccettuato. Si vede immediata-
mente che la sestupla associata di una data non cambia qualunque sia quella
delle 10 terne T, rispetto alla quale si prendono le terne complementari.

Si dird che due sestuple associate costituiscono una bisestupla.

120 - 6
510 = 12

Le sestuple esistenti nella Cfz. sono 2 -

Le bisestuple sono quindi 36.

13. Da quanto si & detto risulta immediatamente che:

Una terna qualunque di punti estranei appartiene a due diverse bisestuple
le quali allora hanno in comune tre altri punti fra loro estranei, costituenti
la terna complementare alla considerata;

Tutti i punti non appartenenti ad una bisestupla sono congiunti a due
punti della bisestupla stessa, ogni punto della quale & poi congiunto a cinque
dei punti esterni. Percid se nella Cfz. prescindiamo dai punti di una bisestupla
e dalle rette concorrenti in quelli si ottiene una Cfz. di 15 punti e 15 rette
di indice 3.

14. Due bisestuple aventi in comune due terne complementari si di-
ranno associate. Esse contengono insieme 18 punti i quali si dividono in un
unico modo in due fig.® (A) appartenenti alla medesima terna 7. Ma due
fig.? (A) di una terna T' danno luogo non a due ma a tre e tre sole bisestuple,
percid oltre alle due bisestuple associate che abbiamo considerate ne abbiamo
una terza la quale possiede manifestamente la proprietd di essere associata
alle due prime.

Le tre Cfz. 15, che nascono escludendo successivamente tre bisestuple due
a due associate hanmo in comune la medesima fig.* (4), gli altri 6 punti in
ciascuna sono diversi e costituiscono una fig.* (D).

15. Fissata una terna 7' come fondamentale le 45 rette della Cfz. si
dividono in due gruppi I'uno di 18 rette appartenenti alla terna T, laltro
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di 27 ciascuna delle quali contiene un punto di ognuna delle tre fig.° (A) co-
stituenti la terna T, e sono tali che a tre a tre passano pei 27 punti della
Cfz. Esse costituiscono una Cfz. 27, del nostro tipo. In questa Cfz. i punti si
comportano tutti egualmente ed hanno per resto 12 rette le quali si dividono
in 4 terne di rette passanti per 4 punti. Le 4 terne si separano in due coppie
di terne corrispondenti, le rette di una non incontrano quelle della corrispon-
dente in punti della Cfz., ma invece incontrano quelle delle altre due; ecc.

In una Ofz. (3, 5)% si possono considerare 40 Cfz. 27; le quali tutte sono
identiche per forma.

16. Vogliamo ora vedere quale relazione abbiano le 39 terne T ri-
spetto a quella assunta come fondamentale, che alla sua volta & una terna T
arbitraria.

Una terna 7' qualunque & determinata da una delle sue tre fig.® (A),,
(A):, (A)s; queste devono avere con quelle della fondamentale, ciod (A)., (A)s,
(A);, qualche elemento comune.

Supponiamo che (A), sia una delle 27 figure aventi con (A), due rette
congiunte in comune (v. n.° 10).

Poiché nessuna retta di (A), & congiunta a quelle di (A), e (A); & neces-
sario che (A), abbia in comume con (A), e (A); due punti estranei, non po-
tendo avere in comune n& una né due rette. Per la stessa ragione (A), e (A)
devono avere due punti in comune con (A),. .

In (A), vi sono due sole rette (congiunte) non passanti pei punti comuni
a (A)y, e queste sono manifestamente estranee a (A)Y,, quindi appartengono
a (A); od a (A);, supporremo a (A).. Dunque (A). e (A), hanno in comune
due rette congiunte. Lo stesso si conclude per (A); e (A), percid: Data una
terna T' esistono 27 altre terne T' aventi comuni con quella 6 rette, due con-
giunte per ciascuna fig.* (A).

Se si fosse considerata per (A), una delle 54 figure aventi con (A), due
punti estranei in comune si sarebbero ottenute chiaramente le medesime terne 7.

Prendiamo invece una delle 36 figure che hanno comune con (A), una sola
retta. Essa determina due altre fig.® (A), che con essa formano una terna T
ciascuna delle quali ha con (A),, (A). e (A); una retta sola in comune. Questo
¢ evidente, poiche si & gia notato che tali figure devono avere qualche ele-
mento comune con quelle della terna fondamentale, e per quanto si & visto
sopra non possono avere né due punti, n¢ due rette, quindi hanno tutte una
retta in comune.

Le 36 fig.® (A) di questa natura danno luogo a 12 terne T' le quali hanno
comuni colla data 9 rette tre per ciascuna figura ed estranee fra loro.
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Ecco trovata la relazione che hanno 89 terne 7' rispetto alla rimanente. (¥)

17. Due rette non congiunte individuano una fig.* (A), percid ogni retta

di (A), combinata con ogni retta di ciascuna delle due fig.° (A), e (A); d& una

fig.* () nella quale la terza retta estranea alle due considerate appartiene alla

rimanente fig." (A). Quindi le 18 rette di 7' entrano in altre 36 fig.® (A) non
appartenenti alla terna fondamentale.

Se teniamo fissa una retta di (A), e la combiniamo successivamente con
tre fra loro estranee di (A), otteniamo tre fig.® (A) nelle quali le terze rette
estranee alle due che le determinano sono 3 rette estranee di (A); come facil-
mente si riconosce.

Le medesime rette di (A), si ottengoro poi combinando le stesse rette di
(A); con un’altra di (A), estranea a quella prima considerata.

Percid fra i trilateri costituenti le tre fig.° (A) di una medesima terna T
vi & una relazione molto semplice per la quale due qualunque di essi in figure
diverse ne determinano uno della terza figura.

Le rette di tre trilateri corrispondenti appartengono oltre che alla terna
considerata, ad altre tre terne T delle quali ciascuna & individuata dalla fig.* (4),
che contiene una retta di ciascun trilatero.

Noi possiamo prendere in 8 modi diversi un trilatero per ciascuna figura,
la combinazione di tre di questi trilateri di 9 rette estranee fra loro e quindi
contenenti tutti i 27 punti della Cfz. Diremo che queste 9 rette costituiscono
un 9-latero principale.

Gli 8 9-lateri principali che si possono formare colle 18 rette di una
terna ' sono di due specie:

di 1* specie se i trilateri che lo compongono sono corrispondenti;
di 2* specie se tali trilateri non sono corrispondenti.

In ogni terna T’ avremo 4 9-lateri di 1* specie, dei quali ciascuno appar-
tiene ad altre tre terne T, ed avremo 4 9-lateri di 2* specie, i quali non sa-
ranno comuni a nessun altra terna T.

Adunque nella Cfz. (3, 5)& si possono formare 40 9-lateri di 1* specie e
160 di 2* specie.

Colle 45 rette della Cfz. si possono formare altri 9-lateri principali? Si
vede subito che non & possibile. Infatti se 9 rette della Cfz. sono tutte estranee,
combinandone una colle 8 rimanenti dovrebbero ottenersi 8 fig.° (A) tutte di-
verse, se si vuole che il sistema delle 9 rette non sia costituito da tre trilateri

(*) Per la costruzione e I'ordinamento delle 40 terne 7, v. Begtiny, 1. ¢., § 4.
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appartenenti ad una medesima terna T. Queste 8 fig.® (A) avrebbero poi una
sola retta in comune, e cid & impossibile, perocchd sono 6 sole le fig.® (4)
aventi in comune una retta data (v. n.° 10).

Si presenterebbe ora lo studio di tutti i moltilateri formati da rette della
Cfz. estranee fra loro. Questa ricerca & gid stata fatta pei 45 piani tritangenti
delle superficie di 3° ordine, ed i risultati ottenuti si possono integralmente
applicare a questa nostra Cfz., percid rimandiamo per questo argomento alla
c¢itata Memoria del sig. Berrini.

§ 3. Configurazione 15,.

18. Per p = 3 esistono nella Cfz. 10 fig.® (A) e presane una come fon-
damentale nessuna retta & ad essa estranea, cio® una retta qualunque della
Cfz. od appartiene alla (A) o passa per un punto di essa. Per ogni punto della
figura passa una ed una sola retta non appartenente alla figura stessa.

Oltre ai 9 punti della figura fondamentale esistono altri 6 punti, tre po-
gitivi e tre negativi, i punti del medesimo segno sono fra loro estranei ed in-
vece sono congiunti tutti ai tre di segno contrario. Questi sei punti formano
dunque due terne complementari, ed appartengono ad una fig.* (D).

Le coppie di terne complementari sono 10, tante quante le fig.® (A) della Cfz.

Due fig.® (A) qualunque della Cfz. hanno necessariamente due rette con-
giunte in comune. Se consideriamo due rette estranee nella fig.* (A), allora
fuori di essa esistono tre e tre sole rette estranee alle due considerate e non
congiunte fra loro, queste tre rette sono quelle congiunte alla terza retta di (A)
estranea alle due prese.

Le 5 rette cosl ottenute contengono tutti i 15 punti della Cfz. e noi di-

remo che esse formano un pentelatero principale.
6-10

=6
10 !
poiché ogni fig.* (A) da luogo a 6 pentelateri, ed ogni coppia di lati di un
pentelatero da una fig.* (A) diversa.

Due pentelateri quali si vogliono hanno sempre un lato in comune, ed
una retta della Cfz. appartiene unicamente a due pentelateri.

19. I sistemi di rette fra loro estranee che si possono formare colle 15
della Cfz. sono:

20 ¢rilatert principali, non contenuti nei pentelateri. Ciascuno di essi
determina una fig.* (A) alla quale appartiene un altro trilatero principale;

I pentelateri principali contenuti nella Cfz. sono in numero di
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8.3

150—_—3= 60 trilater: non principali, ciascuno dei qﬁali appartiene

~

ad un unico pentelatero. Di questi se ne hanno 10 per ogni pentelatero. Fis-
sato uno di essi gli altri 59 si distribuiscono come segue:

6 aventi con esso due rette in comune,

21 aventi una sola retta in comune,

32 non aventi alcuna retta in comune.

I quadrilateri non possono contenere trilateri del primo tipo, non esistendo
rette estranee a tre non congiunte di una stessa fig.* (A), perd i quadrilateri
sono necessariamente contenuti in un pentelatero e contengono 6 trilateri della
2% specie.

Il numero dei quadrilateri & 30, un quadrilatero appartiene ad un unico
pentelatero, il quale da luogo a 5 quadrilateri.

29 quadrilateri rispetto al rimanente si distribuiscono cosi:

4 hanno comune con esso un trilatero di 2* specie;
20 hanno comune una retta;
5 non hanno rette comuni col considerato.

La Cfz. 15, & correlativa a sé medesima, perd le cose qui dette sul gruppi

di rette si trasportano per dualitd ai gruppi di punti.

§ 4. Costruzione delle Configurazioni 15; e (3, 5)-

20. Veniamo ora alla costruzione delle Cfz. studiate.
Se indichiamo coi numeri progressivi dall’l al 15 i punti della Cfz. 15,
e supponiamo che le coppie di punti rispett.® allineate con 1, 2, 3, 8, 10 siano:

2,3 1, 3 1, 2 2, 9 2, 11
114,6, 2) 8 9, 312,13, 814,12, 104,14,
6, 7 10, 11 14, 15 6, 15 6, 13

come & sempre possibile fare, allora la notazione di tutti i punti della Cfz. &
individuata, temendo conto della sola condizione da noi imposta ed abbiamo
gli allineamenti, come dal seguente specchio.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ' 14 1 1

2,81 1,3/1,2[1, 5|1, 471, 7|1,6[(2 9|2 8/21m]21w0]8313|S312

4,5 ] 8 9]12,13| 8,12| 9,13| 8, 15[ 9,14 4,12 | 5,18} 4,14 | 5,15 | 4, 8|5, 9| 4,10 5,1

6,7 |10, 11|14, 15(10,24 |13, 15| 10, 13| 11,12( 6,15 | 7, 14| 6,13 | 7,12 | 7, 11{ 6,10 7, 9‘ 6 8
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12 3
4 812
5 913
sono terne complementari le 6, 11, 14; 7, 10, 15, la prima & quella dei punti
positivi, la seconda quella dei negativi.

Se allora fissiamo arbitrariamente nel piano la fig.* (4) e prendiamo co-
munque il punto 6 e sulla (1, 6), il punto 7, avremo individuate le 4 rette
(6, 8), (6, 13)s, (T, 9)y, (7, 12)s.

Sulla (6, 13), prendiamo un punto « uniamolo con 2 e sia 11 il punto in
cui {2, ), sega la (7, 12),; uniamo 11 con 5 e sia 15 I'intersezione di questa
retta colla (6, 8),; uniamo 15 con 3 e sia 14 I'intersezione colla (7, 9) final-
mente si conduca la (4, 14), e dicasi 8 la sua intersezione colla (6, 13),. Allora
al variare di « sulla (6, 13), varia 8 sulla retta stessa descrivendo una pun-
teggiata proiettiva a quella descritta da «. Le due punteggiate proiettive hanno
due punti uniti, e prendendo uno di questi come punto 10 si ha precisamente
una Cfz. della specie voluta.

Vediamo adunque, che per costruire la Cfz. 15, possiamo prendere arbi-
trariamente 10 punti, 9 dei quali formino una fig.* (A), e poi ancora un punto
arbitrario sopra una retta determinata. La costruzione della Cfz. & allora ri-
dotta ad un problema di 2° grado.

I nove punti che formano una fig.* (A) sono punti base di un fascio di
cubiche, perd potendosi sciegliere, per costruire la Cfz. ancora due punti arbi-
trariamente, si vede come i punti della Cfz. non giacciano necessariamente
sopra una curva di 3° ordine.

Lo sciegliere il punto 7 sulla intersezione di (1, 6), colla cubica C, del
faseio (1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13), passante per 6 non porta necessariamente
ad una Cfz. inscritta nella cubica C,, come si riconosce facilmente, ma & ne-
cessario che un altro punto della Cfz. venga a cadere sulla curva per poter
affermare che tutta la Cfz. vi & inscritta.

Si riconosce poi immediatamente la possibilith di ottenere Cfz. 15, sopra
una data cubica del fascio. Basta far rotare una retta attorno ad 1 e prendere
per punti 6 e 7 le intersezioni di questa retta colla cubica considerata; allora
uno dei punti mobili della Cfz., ad es. 10, descrive una curva, e basterd pren-
dere per punto 10 una intersezione di questa colla C:, e per 6 e 7 i corrispon-
denti punti per ottenere una Cfz. tutta inscritta nella cubica data.

Prendiamo una fig.® (A) della Cfz. e sia ad es. . Rispetto ad essa

21. Vediamo quante Cfz. si possono ottenere sopra questa cubica.
Percid osserviamo che quando la Cfz. & inscritta nella cubica C; la retta
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(2, 10), sega questa in un punto che deve necessariamente essere 11, e le rette
(11, 12),, (10, 13), devono segare C; nei punti 7 e 6 allineati con 1. Orbene
vogliamo dimostrare essere sufficiente che si presenti questo fatto, perche i
punti 14 e 15 intersezioni di C, colle (7, 9), (6, 8), costituiscano insieme ai
punti gia considerati una Cfz. 15,.

Per questo basta far vedere che la retta (5, 11), sega la (6, 8, 15), nel
punto 15, e la (4, 10), nel punto 14, e che di pilt 14 e 15 sono allineati con 3.

Considerando la C, insieme alle due coppie di cubiche spezzate:

L6 D (48120 (G, 11, (1,4 5). (6 8 15) (7,11, 12);
1,6, 7 (59 13), (4 10), (1. 4,5), (6, 10, 13), (7, 9, 14),

si vede subito, che le rette (4, 10),, (5, 11), devono contenerse i punti 14 e 15.
Considerando invece insieme alla C; le due cubiche:

®, 9, 13), (1,11,12), (3, 14), (6,11, 15), (1,9, 14), (3, 12, 13),

& subito visto che la (3, 14), passa per 15.

Dunque noi potremo ottenere Cfz. 15, inscritte nella C, cercando quelle
rette del fascio di centro 2, diverse dalle (1, 2, 3),, (2, 8, 9), che segano la
cubica in due punti i quali, proiettati uno da 12, l'altro da 13, danno due
rette seganti ulteriormente C; in due punti allineati con 1.

Una retta per 2 segherd ancora C; in due punti, proiettando questi da 12
avremo due rette, le quali segano ancora C; in due punti, che uniti con 1
danno due rette che diremo corrispondenti alla retta condotta per 2. Avremo
cosl stabilita una corrispondenza [2, 2] nei fasci di centro 1 e 2.

Scambiando 12 con 13 otteniamo negli stessi fasel un’altra corrispondenza
[2, 2] avente la medesima definizione.

Queste due corrispondenze posseggono 16 coppie di elementi comuni.

Nella prima corrispondenza sono omologhi due raggi, quando due delle
loro intersezioni con C,, una sopra ciascun raggio, sono allineate con 2; sono
invece corrispondenti nella seconda, quando due di tali intersezioni sono alli-
neate con 13. Quindi se due raggi sono omologhi contemporaneamente nelle
due corrispondenze bisognerd che due delle dette intersezioni siano allineate
con 12 e due con 13.

Per il punto 2 passano le due rette (1, 2, 3), (2, 8, 9), e si vede subito
che alla prima corrisponde nel fascio 1 la coppia (1, 12), (1, 13), ed alla se-
conda la retta (1, 4, 5), tanto nell’una quanto nell’altra corrispondenza. Alla
retta (1, 2, 3),, considerata mel fascio 1, corrispondono sempre le due rette
2, 12), (2, 13),.
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Cos) vengono precisate 5, delle 16 coppie comuni. Le altre 11 possono
presentare unicamente tre casi:
1.° 11 raggio per 1 sega C, in un punto «, cosicche (12, «), e (13, «),
gegano C; in due punti 8 e y allineati con 2.
2.° Il raggio per 2 sega C, in un punto «, cosicche (12, o), e (13, «),
segano C; in due punti allineati con 1.
3.° Il raggio per 2 sega C; in due punti « e § tali che (12, «), €
(12, B), segano C, in altri due punti allineati con 1.
Queste ultime rette sono quelle che fanno allo scopo nostro, ed & il loro
numero che vogliamo trovare.
Supponiamo percid che avvenga il caso 1°
Allora possiamo imaginare generata la nostra cubica per mezzo di due
fasci proiettivi, uno di rette col centro in 2, e l'altro di coniche del quale
siano «, 12, 13 tre punti base. Il quarto punto resta da essi determinato.
Una conica del fascio deve contenere 8 e y ed un’altra i punti 1 e 3,
percio tali coniche sono necessariamente

(“7 7 12)1 (“7 g, 12)11 (37 127 13)1 (11 “)15

ossia i} quarto punto base del fascio generatore & ancora «, vale a dire le co-
niche di questo fascio passano per 12, 13 ed « e toccano tutte in « la retta
(1, «),. Allora necessariamente (1, «), deve essere tangente a C; in «. Vediamo
cosi quale condizione deve soddisfare il punto o, perche si presenti il caso 1°
Ma dico di piu che tale condizione & sufficiente, ciot se da 1 conduciamo una
tangente a C; ed & « il punto di contatto, allora (12, o), (13, «), segano C;
in due punti 8 e y allineati con 2. -
Infatti le due cubiche:

("-7 7 12), (e, 8, 13), (1, 2, 3),, (3, 12, 13), (1, &, o) (2, B)

hanno comuni con C; 8 punti, epperd (2, £), passa per y. Ne concludiamo
che le coppie di raggi corrispondenti, le quali presentano il caso 1° sono 4.
Altrettante sono quelle che presentano il caso 2°, per le medesime conside-
razioni.

Sicche esistono tre sole coppie che presentano il 3° caso e queste sono le
sole che ci conducono a Cfz. 15, inscritte nella data cubica.

Adunque fissata una cubica e sopra di essa una fig.* (4), sono tre e tre
sole le Cfz. 15, che posseggono quella fig.* (A) e sono inscritte nella cubica
considerata.

Annali di Matematica, tomo XIV, 23
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22. Queste tre Cfz. I5; sono poi fra loro in una relazione intima, giacch?
i loro 27 punti diversi costituiscono una Cfz. (3, b);; del tipo considerato.

12 3

Infatti chiamiamo, come gid si & fatto, | 4 8 12 | la fig.* (A) scielta sulla
5913

611 14 . . 6’ 11’ 14’ .

Ciy e 710 15 1 Punti che completano una delle Cfz. 15; e 37, 10 15’ quelli

che completano una seconda Cfz. 15,, inscritta nella cubica data; supporremo
di pit che le medesime cifre appartengano ai punti, che hanno la medesima
relazione colla figura fondamentale. Allora le sei coppie di rette

V(6 110 (6 14) (11 14') (7 10) (7T 15" {(10 15')

1 (6" 1) 1 (6" 14), ’ 3 (11" 14), ? ; (7 10) 7 (7" 15) ? | (10" 15)s
determinano sei punti che indicheremo ordinatamente con 14", 11", 6”, 15",
10", 7”. B manifesta la legge colla quale si devono prendere le coppie di rette,
e la notazione dei punti da esse determinati.

Questi sei punti giacciono sulla C; e costituiscono insieme alla fig.* (A)
fondamentale la terza Cfz. 15, inscritta nella cubica.

Infatti se si vuol dimostrare ad es. che 10" giace sopra C, basta osservare
che le due cubiche spezzate

1, 6, T, (6,8, 15), (7, 15, 10%),
a, 6, 7). (6, 8, 15), (7, 15, 10),”

hanno 8 punti comuni sulla C, e quindi vi hanno anche il nono punto che &
10”. Cosi dicasi dei rimanenti punti.

(6" 11" 14"
[ 7" 10" 15"
una Cfz. 15, basterd mostrare che le coppie di punti 6”, 7"; 10, 11" 77, 117
67, 10”; 11", 15", 10", 14"; 6", 15"; 7", 14"; 14", 15” sono rispettivamente
allineate coi punti

Per persuaderci poi che determinano colla (A) fondamentale

1, 2, 12, 18, 5, 4, 8 9, 8.
Considerando le due cubiche
6", ) (8, 14, 15), (2, 10, 11",
1,2, 8. (6", 14, 11, (7", 15, 10,

le quali hanno comuni colla data 8 punti, si conclude che (67, 7”), passa per 1.
Allo stesso modo si dimostra questa proprietd per le altre 8 coppie.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Martinetti: Sopra alcune configurazion: piane. 179

Cosl si vede che i 27 punti dati insieme dalle tre Cfz. 15, sono allineati
tre a tre sopra 45 rette, epperd essi costituiscono una Cfz. (3, 5);;, come si
era asserito.

Cosl abbiamo dimostrata anche 'esistenza delle Cfz. (3, b)i; senza uscire
dal piano, e presupporre la conoscenza del sistema delle rette di una superficie
di 3° ordine.

Sarebbe perd interessante far vedere se l’essere la Cfz. (3, 5)i inscritta
in una cubica, sia 0 no condizione necessaria. I legami esistenti fra i punti
della Cfz. non trarrebbero, pare, necessariamente a concludere che i punti
stessi sono sopra una medesima cubica, come appunto si & dimostrato per le
15;, ma bisognerebbe perd cercare di costruire tale Cfz. senza servirei di curve
di 3° ordine, cosa che fino ad ora non ho potuto fare.

23. Ecco un’altra questione che vogliamo risolvere.

Quando si segano le 27 rette di una superficie di 3° ordine, o le 15 di
un sistema completo, con un piano, si ottiene rispett.® una Cfz. (3, 5)& o Cfz. 15,
inscritta in una cubica. Ora si domanda: data a priori una Cfz. (3, 5)% o
Cfz. 15; sopra una cubica, & possibile costruire superficie di 3° ordine, le quali
determinano sul piano ]Ja medesima Cfz.? Si vede facilmente che si.

Infatti sia data una Cfz. 15, sopra O, e facciamo passare pei punti 1, 8, 10
tre rette che non si incontrano, e per i punti 2, 4, 6 conduciamo le tre rette
che appoggiano a quelle, cosa possibile, perocchd i sei punti considerati giac-
ciono sopra una conica (essi insieme ai tre punti in linea retta 5, 9, 13 costi-
tuiscono i punti base di un fascio di cubiche percid, ecc.), indi nel piano delle
rette condotte per 1 e 2 ed in quello delle rette per 2 ed 8, conduciamo due
rette le quali passino rispettivamente per i punti 3 e 9. Per brevitd denomi-
neremo le rette collo stesso numero attribuito al punto pel quale passano, so-
lamente per evitare equivoci porremo questo numero fra parentesi.

Allora nove punti della cubica nella quale & inscritta la Cfz. e tre punti
su ciascuna delle rette (1), (8), (10) ed un punto sulle (3) e (9) individuano
una superficie di 3° ordine, la quale possiedera fra le sue 27 rette le (1), (2),
(3), (4), (6), (8), (9), (10), perche tutte queste la incontrano in 4 punti. Il piano
delle (1), (4) incontra la (9) in un punto e la cubica C; in 5, perd la terza
retta (5) in quel piano tritangente passa per 5 ed & appoggiata alla (9). Cosl il
piano (1) (6) sega la superficie in una retta (7) passante per 7 ed appoggiata
alla (9), ecc., ecc. Cosl si ottiene un sistema di 15 rette della superficie pas-
santi pei 15 punti della Cfz. B poi evidente che questo sistema di 15 rette
un sistema completo sulla superficie; percid: « Una data Cfz. 15, sopra C; pud
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essere ottenuta come sezione di un sistema completo sopra una totalitd oo’ di
superficie di 3° ordine. » Sopra ciascuna di esse abbiamo altre 12 rette le quali
determineranno sul piano di C,, anzi sulla C;, 12 punti, che insieme ai 15
considerati formano una Cfz. (3, 5)%5. Per quanto si & visto tale Cfz. non pud
cangiare al variare della superficie, epperd abbiamo anche:

« Data sopra una cubica una Cfz. (3, b);; esiste una totalita oo® di super-
ficie di 3° ordine, tutte capaci di dare colle intersezioni delle loro 27 rette la
Cfz. considerata. »

§ 5. Configurazione 17,.

24, Ora vogliamo dare qualche esempio di Cfz. nelle quali ~ e k non
sono nulli (n.° 8). Poniamo p=¢q =3 epperd k=1Fk, ciot consideriamo le Cfz.
(15 + £); le quali soddisfano la condizione da noi imposta.

Il caso A =1 non & possibile.

Infatti supponiamo che esista una Cfz. 16, del tipo considerato e sia 1 un
suo punto qualunque. D’ora innanzi chiameremo sempre 2, 3; 4, b; 6, T le
tre coppie di punti allineati con 1. La retta costi-
tuente il resto di 1 contiene tre punti, che chiame-
remo 14, 15, 16, da ciascuno dei quali partono due
altre rette congiunte a due di quelle per 1, e con- 8
tenenti manifestamente insieme tutti 1 6 punti con- 4
giunti ad 1. Potremo quindi sempre supporle di-
sposte come nella figura. Allora 14, 15, 16 sono
rispett.® i resti delle rette (1, 2, 3), (1, 4, 5),
(1, 6, 7).

Le due rette (4, 14),, (7, 14), devono costituire i resti di 2 e 3, e pre-
cisamente deve essere la prima il resto di 2, e la seconda quello di 3, pe-
rocche il resto di 4 deve passare per 15 e quindi non pud essere una retta
per 2 (n.° 4). Allora le rette (5, 16), (7, 14), sono necessariamente congiunte
a 2 quindi i due punti 8 e 9 che ancora giacciono su di esse devono essere
allineati con 2. La retta estranea al punto 4 & la (2, 15),, percio la (2, 8, 9),
deve essere congiunta a 4, e questo & contrario alla ipotesi fondamentale, pe-
rocché i punti 2, 8, 9 sono tutti congiunti a punti congiunti a 4.

25. Facciamo A= 2. Voglio dimostrare dapprima che se esist¢ una
Cfz. 17, della natura che consideriamo in essa vi & certamente un punto che
ha per resto due rette congiunte.

16 15 14

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Martinetti: Sopra alcune configurazioni piane. 181

Percid notiamo il seguente:

Teorema. — Se una retta di una Cfz. (15 4 &), soddisfacente alla
solita condizione, ha nel suo resto due punti congiunti, su quella retta esiste
certamente un punto che ha nel suo resto due rette congiunte.

Infatti se la retta », ha nel suo resto i punti «, e B, giacenti sopra una
retta r, della Cfz. & necessario che la retta r, possegga nel suo resto due
punti «, e B, sopra r,, perchd soltanto il terzo punto y, di r, potrebbe essere
congiunto alla r,. Allora delle tre rette passanti per «, una appartiene eon-
temporaneamente al resto di «, € B, ed & la r, e le altre due o sono nel resto
di y,, ovvero una certamente appartiene al resto di «, o 8, in ogni caso si
vede, che sopra r, esiste un punto, il quale ha nel suo resto due rette con-
giunte.

Per dimostrare ora la proprietd accennata si supponga, che il punto 1
abbia per resto le due rette estranee r, = (12, 14, 16), r,=(13, 15, 17),.

La retta 7, ha per resto oltre al punto 1 un altro punto; se questo &
congiunto ad 1, resta dimostrata la proprietd voluta in virtd del teorema pre-
cedente, se invece esso & estraneo ad 1 lo chiameremo 8, supponendo per ora
che non sia un punto di 7;; cosi il punto che insieme ad 1 forma il resto
della r,, deve supporsi estraneo ad 1 e sard o 9 od ancora 8. Allora dai 4
punti 8, 9, 10, 11 partono necessariamente 6 rette congiunte alle r, ed », ¢
questo esige, che fra i punti stessi vi siano tre coppie di punti congiunti, e
che esistano tre rette contenenti un punto di ciascuna delle r, ed r,, che noi
supporremo essere (12, 13),, (14, 15),, (16, 17),.

Se 8 e 9 appartengono ai resti rispett.® delle r, ed r, dovranno manife-
stamente essere 8 e 9 congiunti fra loro e rispett.® a 10 ed 11. Allora se la
(8, 10), passa per 2 deve la (9, 11), passare per 3 (come si riconosce facil-
mente), ed & quindi necessario, che due delle rette contenenti un punto di 7,
ed uno di r, passino per 2 e per 3, cosl si riconosce che la retta (1, 2, 3),
possiede per resto due punti congiunti; perd, ecec.

Se poi tanto 7, quanto #, hanno per resto 1 ed 8, debbano da 8 partire
tre rette contenenti rispett.® 9, 10, 11 e potremo supporre che tali rette passino
poi per 2, 4, 6. Per questi punti passeranno allora le due rette (12, 13),,
(14, 15),, (16, 17),, e possiamo ammettere di pid che vi passino in questo
ordine. Allora le due rette per 3 devono contenere 10 ed 11 e due punti
estranei delle r, ed », diversi da 12 e 13, epperd o 14 ¢ 17 o 15 e 16, sicche
3 & certamente congiunto alle (14, 15), e (16, 17), e cosl si vede immediata-
mente che il resto di 3 & formato da due rette congiunte in 9.
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Se poi il resto di #, & il punto 1 ed un punto di r, ad es. 13, allora il
resto di 7, & formato da 1 e da un punto di », che supporremo 12.

Questo esige che siano congiunti 14 con 15, 16 con 17, 8 con 9 e 10
con 11 (tenendo calcolo si intende dell’arbitrarietd della notazione). Anche in
questo caso & subito visto che la retta (8, 9, 2), ha per resto due punti con-
giunti delle r, ed r,, perd, ecc.

Dunque vediamo essere impossibile che tutti i punti della Cfz. posseggano
per resto due rette estranee.

26. Prendiamo adunque ad esaminare il caso in cui 1 ha per resto due
rette congiunte, il quale ci condurrd a trovare tutte le possibili Cfz. 17; del
tipo voluto.,

Siano (13, 14, 17),, (15, 16, 17), le due rette che costituiscono il resto
di 1. Dal punto 17 parte un’altra retta la quale sard congiunta ad una retta
per 1, chiamiamo 7 il punto contemporaneamente congiunto ad 1 e 17, e 12
il terzo punto sulla (7, 17),.

Dal punto 7 oltre le (1, 6, 7),, (7, 12, 17), parte una terza retta, la quale,
non potendo contenere alcuno dei punti congiunti ad 1 e 17 conterra due dei
punti 8, 9, 10, 11; siano 10 ed 11. Dal punto 6 invece partono due rette le
quali devono contenere i punti 8, 9 e 13 o 14, 15 o 16. Noi potremo sen-
z'altro supporre, che tali rette siano:

(67 81 14)17 (67 97 16)1'

Dal punto 12 partono ugualmente due rette ciascuna delle quali deve conte-
nere un punto congiunto ad 1 supporremo 3 e 5; allora sulle (3, 12), (5, 12),
esistono due punti della Cfz., 1 quali non potendo essere congiunti ad 1, 7, 17
altro non possono essere che 8 e 9, perd le due rette per 12 siano:

8, 8,12, (5,9, 12).

Con questo non abbiamo fatta aleuna ipotesi particolare sulla configurazione.

Dal punto 8 partono le due rette (3, 8, 12),, (6, 8, 14),, quindi la terza
retta per 8 deve contenere un punto delle due rette (1, 4, 5), (15, 16, 17),,
poiché 1 resti di queste due rette sono due coppie di punti rispett.® congiunti
a 17 e ad 1, e quindi 8 non & estraneo a queste due rette; d’altra parte 5
ed 8 sono congiunti a 12 ed 8 e 16 a 6, perd 8 & necessariamente congiunto
a 4 e 15. Lo stesso ragionamento si pud ripetere per 9 e si trova, che la
coppia 2, 13 & allineata con 9. Dopo questo si vede subito quali debbano
essere gli altri 4 allineamenti.
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Prendiamo ad es. il punto 2, la terza retta che passa per esso, oltre le
(1, 2, 3),, (2, 9, 13),, non pud contenere 8, perché questo & gid congiunto a
3, epperd conterrd 10 od 11, 15 o 16; ma 2 e 16 sono gid congiunti a 9,
e 10 ed 11 non sono ad altro vincolati che ad essere allineati con 7 (quindi
& permesso scambiare all’occorrenza le loro denominazioni) cosicch® possiamo
affermare, che la retta cercata & la (2, 10, 15),. Analogamente si trova, che
per 3, 4, 5 debbono passare ordinatamente le rette (3, 11, 16),, (4, 11, 13),,
(5, 10, 14),.

Adunque per le fatte ipotesi siamo condotti ad un unico tipo di Cfz. 17,,
il quale vedremo fra poco che esiste effettivamente.

Questo tipo essendo unico deve essere reciproco di s& medesimo per I'os-
servazione del n.° 2; c¢id del resto si vedrad direttamente.

27. Qui sotto diamo tre specchi, nel I’ sono poste sotto ad ogni punto
le tre coppie di punti ad esse congiunte, mantenendo le denominazioni prece-
denti; nel II° sono indicate le due rette costituenti, il resto dei singoli punti;
nel III° sono date le coppie di punti, che costituiscono il resto di ciascuna retta.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 | 13 14 15 16 17
231, 3[1,¢2|1,5 1, 4|1, 7|1, 6|3,12] 213|215 316{3, 8|2 95102103 712
4,5 | 9,18 8,12| 8, 15| 9,12| 8 1410, 11| 4,15 5,12| 5,14| 4,13 5, 9| 4,11] 6, 8| 4, 8| 6, 9|13, 14
6,7 |10,15} 11,16 |11, 13| 10, 14| 9,16 |12, 17| 6, 14| 6, 16| 7, 11| 7, 10| 7,17 |14, 17|13, 17|16, 17| 15,17 | 15, 18

1 2 3 4 5 ‘ 6 7 8 9 10 11 12 13 | 14 15 16 17
13,14,13(6, 8,14] 5,10,14]6, 9,16} 3,11,16/4,11,132, 9, 13)2, 9,13(7,10,11(3, 8, 12'6, 8, 14/4,11,13)1,6, 71, 2, 31,6, 7|1, 4, 5 1,23
15,16,17(7,12,1713, 14, 17[7. 12,17115,16, 17{2,10, 154, 8, 157,10, 114, 8,156, 9, 16)5, 9, 122,10,15(3, 8, 12 3,11,16|5, 9,125,10,14{ 1, 4, 5
|
1,23 } 1,4,5|1, 6,7 ’2, 9, 13‘2, 10, 15I3, 8,12[3,11,16l4, 8, 15"4,11,13|5, 9, 12'.5, 10,14/6, 8, 146, 9, 167, 10,11(7,12,17/13,14,17|15,16,17
14 16 13 1 6 10 5 7 8 1 3 2 4 8 2 1 1
17 17 15 8 12 13| 1 9 12 135 | 18| 1 10 9 4 3 5

Dallo specchio II° risulta immediatamente, che i punti della Cfz. non si
comportano tutti allo stesso modo.

Ve ne sono 6, ciod 1, 3, 5, 14, 16, 17, che posseggono per resto due
rette congiunte. Uno qualunque di questi punti & congiunto a due degli altri
cinque, talch® considerandoli nell’ordine 1, 3, 16, 17, 14, 5 costituiscono i
vertici di un esagono semplice, i cui lati sono rette della Cfz.
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Giovera introdurre una mnotazione nuova, la quale metterd in maggiore
evidenza la disposizione degli elementi della Cfz.

I sei vertici dell’esagono nominato diciamoli a,, a., a5, a4, @5, @; poniamo
ciot ad es.

a=1, a, =3, a; =16, a, =117, a, =14, g =D,

Sui Jati di questo esagono, abbiamo 6 punti che noi indicheremo colla
lettera @, apponendo al piede i due indici corrispondenti ai vertici che stanno
sul lato stesso. Cosi veniamo a considerare i punti:

a‘2E2, . Qo3 = 11’ a34515’ a45E].3, aseElo, amE4

i quali nella Cfz. si distinguono da tutti gli altri pel fatto di avere per resto
due rette non congiunte, tali perd che ogni punto dell’una ha un punto con-
giunto sull’altra, e ciascuna retta contiene di pit uno dei punti a;.

Si hanno altri due punti 6, 12, i quali possiedono per resto due rette
estranee che come le precedenti contengono tre coppie di punti congiunti, ma
esse non contengono perd alcuno dei punti a;. Diciamo b, e b, questi due punti.
Ciascuno di essi & congiunto a tre punti a; precisamente a tre vertici non con-
secutivi del nostro esagono; se supponiamo b,=6 b,=12 avremo che b, &
congiunto ai punti a; di indice impari, b, a quelli di indice pari,

I due punti b,, b, possiedono il medesimo resto, costituito da due rette
contenenti i 6 punti .

Rimangono altri tre punti 7, 8, 9, i quali hanno per resto due rette
estranee, ciascuna delle quali contiene un punto estraneo all’altra. Ciascuno
di questi tre punti & congiunto a b, ed a b, e sulle rette che lo congiungono
a b, e b, stanno due punti @; vertici opposti del solito esagono, converremo
percid di rappresentare questi punti colla lettera ¢ al piede della quale porremo
i due indici relativi ai vertici opposti dell’esagono, che sono ad essi congiunti.
Sard percid cyu=1, c;s=38, ¢;=29.

Un punto ¢;z & congiunto anche a due punti ajx congiunti fra loro, questi
due punti giacciono sui due lati dell’esagono, non passanti per la coppia di
vertici opposti congiunti-a ¢;n, percid ci & congiunto ai due punti ajz, i quali
non posseggono ndé Iindice ¢, n¢ I'indice k. Adunque vi sono mella Cfz. 4
gruppi di punti:

6 punti a; formanti un esagono;

6 punti a; giacenti sopra due rette;
2 punti b, e b,; e

3 punti cir.
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Si vede dal III° specchio, come la medesima divisione possa effettuarsi
nelle rette della Cfz. Esse si dividono in 4 gruppi rispett.® di 6, 6, 2, 3 rette,
le prime 6 posseggono per resto una coppia di punti congiunti e sono preeci-
samente 1 lati del nostro esagono, ecc. Si vede di qui che la Cfz. & reciproca
di 8% medesima.

. 28. Consideriamo i tre triangoli a., @s, @s} @y, g, @} Ciyy Cssy 5. Per
le proprietd notate si vede subito, che i primi due sono omologici al terzo, e
sono b, e b, i centri di prospettiva.

Cosl i due trilateri

(@) Ge)ty  (a1y @)1y (s @) (@) )iy (@4y as)y (g @)
sono prospettivi al medesimo trilatero
(a567 Ciyy a23)l; (aas, Cs6y a45)17 (%4, Csey A1)y
@ S0no
(an, Q34 ass)t (a237 A5y %4)1
gli assi di prospettiva.

Per brevitd chiamiamo ¢,, 4,, ¢ i tre triangoli suaccennati e z,, 7,, ¢ i
tre trilateri. Allora noi vediamo subito, che il trilatero r & circoscritto al trian-
golo ¢, mentre i trilateri r, e 7, lo sono contemporaneamente ai due triangoli
t, e t,. La legge colla quale i lati dei trilateri debbono passare pei vertici
di ¢, e ¢, & molto semplice.

I lati di 7, e 7, omologhi al medesimo lato di = non debbono passare pei
2 vertici di ¢, e £, 1 quali sono omologhi al vertice di # che giace sul lato
considerato di 7, né debbono contenere una coppia di vertici omologhi ad un
medesimo vertice di ¢.

Dunque la nostra Cfz. si pud considerare sotto questi due punti di vista
(correlativi):

1.° I1 complesso dei 9 vertici di tre triangoli due dei quali sono pro-
spettivi al terzo insieme ai 2 centri di prospettiva ed alle 6 intersezioni dei
lati omologhi di un trilatero prospettivo a due altri, essendo i trilateri nella
relazione detta coi triangoli.

2.° 11 complesso dei 9 lati di tre trilateri due dei quali sono pro-
spettivi al terzo, insieme ai 2 assi di prospettiva ed alle 6 congiungenti i vertici
omologhi di un triangolo prospettivo a due altri, essendo i triangoli nella re-
lazione detta coi trilateri.

Queste proprietd mentre pongono in tutta evidenza la mutua disposizione
ed il diverso eomportarsi dei punti e delle rette della Cfz. ci permettono di
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costruire immediatamente la Cfz. stessa, poiché & facile vedere, che le condi-
zioni imposte ai tre triangoli ed ai tre trilateri, conducono ad un problema
di 2° grado.

La legge colla quale i triangoli devono essere inseritti ai trilateri pud
essere diversa da quella notata, indispensabile per ottenere Cfz. del tipo da moi
considerato. Quando sia soddisfatta la condizione, che per un vertice di ¢ passi
un solo lato di 7, e per ogni vertice di £, o ¢, un solo lato di z, & di 7,, il
che & possibile in molti modi, si ottengono sempre Cfz. 17,, che manifesta-
mente non soddisferanno piu alla nostra condizione, ma che pure i otterranno
colla stessa costruzione.

§ 6. Configurazioni 18;.

29. Diamo ad % e % il valore 3, verremo cosi a considerare le Cfz. 18,
le quali soddisfano la nostra condizione.

Anche qui si dimostra senza difficolth che se esiste una tale Cfz. 18;, cer-
tamente vi & in essa un punto, che ha per resto due rette congiunte ad una
terza. Il metodo che si segue per dimostrare questa proprietd, e per la suc-
cessiva ricerca-delle Cfz. 18; & analogo a quello tenuto nel precedente para-
grafo, perd ci dispensiamo dall’esporre per disteso le discussioni ed i ragiona-
menti, che condussero ai seguenti risultati.

Le Cfz. 18, le quali soddisfano la solita condizione sono di quattro tipi,
che noi indicheremo rispettivamente coi simboli (4), (B), (C) ¢ (D).

Tipo (A). I punti della Cfz. sono di due specie:
9 punti a,,..., @, hanno per resto due rette congiunte ad una terza;
1 9 punti rimanenti b,,..., b, hanno per resto tre rette fra loro
estranee.

Delle tre rette passanti per un punto della Cfz., due contengono ancora
due punti fra loro di specie diversa, l'altra ne contiene due della medesima
specie che perd & diversa da quella del punto considerato.

Le stesse cose possono ripetersi per le 18 rette della Cfz. e si vede cosl
che 1l tipo (4) & reciproco di sé¢ medesimo.

Considerando i punti della stessa specie in un certo ordine, costituiscono
due 9-goni semplici (3) e (b) 1 cui lati sono rispett.® i due gruppi di 9 rette
della Cfz., si trova allora che i 9-goni sono contemporaneamente inscritti e
circoscritti fra loro. Dunque la Cfz. (4) & una di quelle costituite da due 9-goni
contemporaneamente inscritti e circoscritti.
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La legge colla quale i lati dell’un poligono devono passare pei vertici del-
altro affinché nasca una Cfz. 18, della natura considerata & la seguente.

Il poligono (b) deve essere inscritto ad (a) per modo che se un vertice b;
di (b) giace sopra un lato a;azy, di (a) i due vertici by, U;—y, adiacenti a b;,
devono giacere sui lati di (), che passano pel vertice opposto ad a; a4, ossia
per @i, ed un lato di (b) by, by deve passare pel vertice di (a) separato dallo
stesso numero di lati da quelli che contengono i due punti b,, e byi,. Cost
ge sard (a)=a, 0s... Gy, (3)=1byb,... by, € se sopra a,a, si troverd b,, do-
vranno b, e b, essere sopra a; &, € a¢a, e supponendo b, sopra a; a;, € quindi
b, sopra asa, si avrd che la b, b, passa per as, la b, b, per a,; che sopra a, a,
si trova bs, e b,b; passa per as;, ecc., e cosl si vede che la notazione della
Cfz. & individuata. B poi facile trovare in quale relazione stia (a) rispetto a (b).

Le condizioni imposte ai due poligoni (&) e (b) si soddisfano risolvendo
un problema di 2° grado.

In questa Cfz. sarebbe impossibile avere gruppi di 6 rette tutti estranee
fra loro, ecc.

30. Tipi (B) e (C). Indicando, come gid si fece altre volte, coi numeri

dall’l al 18 i punti della Cfz., allora il tipo (B) & dato dai seguenti 18 alli-
neamenti:

1,2,3; 1,4,5 1,6, 7 2,8 10; 2,6 15, 16; 3,9, 11; 3, 17, 18;
4, 8, 12; 4,11, 15; 5, 9, 16: 5, 10, 14; 6, 8, 1T;
6, 11, 14; 17,9, 13; 7, 10, 18; 12, 13, 14, 12, 16, 18; 13, 15, 1T,
ed il tipo (C) & dato dagli allineamenti:
1,2,3; 1,4,5; 1,6,7; 2,6 10, 14; 2,15, 16; 3, 8, 12; 3,9, 11;
4, 11, 14; 4, 17, 18; 5, 8, 10; 5, 9, 13; 6, 8, 15;
6,9, 18; 17, 10, 17; 7, 11, 16; 12, 13, 14; 12, 16, 18; 13, 15, 17.
Coi segni /j\, Ll, = intenderemo rispett.® di indicare, che il punto di

cui si tratta, ha per resto tre rette congiunte (A\), due rette congiunte ad
una terza (|_J), due rette congiunte estranee alla terza (=). Significati corre-

lativi avranno i simboli «me=., 7\ ) e—.
Nella Cfz. (B) abbiamo 12 punti | | e 6 punti /\ i quali sono 5, 9, 16;
6, 8, 17 che si dividono poi in due terne di punti allineati, ed abbiamo invece

12 rette A e 6 ——, (1,2, 3), (4, 11, 15), (5, 9, 16),, (6, 8, 17),,
(7, 10, 18),, (12, 13, 14),, le quali non passano tre per un punto e tre per
un altro, dunque la (B) non & una Cfz. correlativa di s¢ medesima.
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La (C) possiede 6 rette .—.—. le quali si dividono in due terne concor-
renti in un punto, ed & precisamente la Cfz. correlativa alla (B).

Consideriamo le 6 rette «—.—. di (B). Esse sono fra loro estranee e quindi
contengono tutti 1 18 punti della Cfz.; le rette stesse contengono punti della
medesima specie, cioé ve ne hanno due le (5, 9, 16), (6, 8, 17), che conten-
gono i sei punti /\, le altre quattro contengono solamente punti |_]. I punti
/I\ di una delle rette sono estranei a quelli dell’altra, invece insieme sono
congiunti a tutti i punti | |. Ma vi & di pit. Se prendiamo la retta (5, 9, 16),
o la (6, 8, 17), ed una qualunque delle altre quattro rette ,—.—., per es.
(5, 9, 16), e (1, 2, 3), vediamo che i tre punti che stanno ancora sulle unenti
le coppie di punti congiunti di queste due rette, giacciono sopra una mede-
sima retta «=.—.. Adunque le sei rette e=.—. si dividono in due gruppi di 2
e 4 rette, rispetto a ciascuna del primo gruppo le 4 del secondo si separano
in due coppie e le 4 terne che cosl si ottengono sono rette estranee di altret-
tante fig.® (A). Cosl riconosciamo l'esistenza di 4 fig.*® (A), due qualunque delle
quali hanno in comune una sola retta che & poi una «—.—..

Le altre 12 rette A entrano una sol volta nelle 4 fig.° (A), epperd ve-
diamo, che esse si dividono in 4 terne determinate di rette estranee costituenti
4 trllaterl (fondamentali). Due qualunque di questi trilateri appartengono a
due fig.® (A) aventi una retta in comune, quindi i due trilateri sono prospettivi.

La Cfz. (B) ¢ adunque una Cfz. che nasce considerando i lati di quattro
trilateri due a due prospettivi, insieme agli assi di prospettiva.

In modo identico si vedrebbe che:

« La Cfz. (C) & la Cfz. dei vertiei di 4 triangoli due a due prospettivi
insieme ai sei centri di prospettiva. »

La legge colla quale debbonsi prendere i lati omologhi in questi trilateri
prospettivi, ed 1 vertici nei triangoli, & perfettamente determinata quando le
Cfz. nascenti in tal guisa debbano soddisfare la proprietd posta a fondamento
delle nostre ricerche.

Del resto qualunque sia la legge di successione degli elementi omologhi
da noi imposta, & chiaro che giungeremo sempre a Cfz. 18;, qualora sia pos-
sibile ottenere nel piano 4 trilateri, o triangoli, due a due prospettivi colla legge
determinata. Si vede facilmente che questa costruzione dipende da un pro-
blema di 2° grado, percid possiamo affermare che le Cfz. (B) e (C) esistono
effettivamente.

31. I vertici nei 4 triangoli della Cfz. (C) [quanto ora si dice vale pei
lati dei trilateri fondamentali di (B)] indichiamoli rispett.® colle lettere a, d,
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¢, d, e poniamo il medesimo indice 1 2, 3 ai vertici omologhi ad a,, ., a;
nei tre triangoli b, ¢, d. Determinata la successione dei vertici nel triangolo
@ resta determinata cosl quella dei triangoli b, ¢, d, orbene fissiamo quella
di @ in modo che, b, e ¢, siano omologhi nella coppia di triangoli b e ¢. La
nostra condizione fondamentale prescrive unicamente, che i vertici omologhi
ad un medesimo vertice non siano omologhi fra loro, quindi saranno b, e &,
omologhi a ¢; e ¢,. Il triangolo 4 & prospettivo a b, ed i vertici omologhi
a b, b;, bs devono essere d;, ds, d, ovvero ds, d,, d,; allora si hanno questi
tre casi:

by b, b; prospettivo a dy ds di e ¢ ¢ ¢ a dy ds d,
D n n dydy; d, » ) » dsd, d,
» » ” dsd‘d, » » ” d3d1d,.
Il terzo caso si cangia perd nel secondo scambiando fra loro b e d, ed il se-
condo nel primo scambiando ¢ con d. Adunque potremo sempre fare in modo
che le 6 coppie di triangoli prospettivi siano:
@ G @ (4 05 0 @ @y a5 ( by b, by b, b, b, ic‘ s €
bbb’ {eee’ (didid (esee (ddid) (ddod

I centri di prospettiva delle 6 coppie di triangoli si indicheranno rlspett" con

(@), (ac), (ad), (be), (bd), (cd).

Stando alla notazione usata indietro questo modo di indicare i punti della
Cfz. equivarebbe a porre ad es.:

a=1, b=2, (ab)=3, di=4, (@d)=5>5 (ac)=65,
=T, a,=8, a=9,

d, =10, by=11, b,=12, dy=13, (bd)=14, ¢, =15,
(bo)=16, (cd)=1T, ¢, =18.

Questa stessa notazione vale per le rette di (B).

Ora riesce facilissimo vedere quali siano le coppie di punti (o rette) con-
giunti ad un dato punto (0 retta) e come sia formato il resto di ciascun ele-
mento.

Nella Cfz. (B) esistono 5 esalateri principali contenenti tutti i 18 punti
della Cfz. Di questi uno & quello formato dai sei assi di prospettiva delle sei
coppie di trilateri, gli altri quattro sono costituiti dai tre lati di un trilatero
insieme ai tre assi di prospettiva delle tre coppie di trilateri che si possono
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formare eoi tre trilateri rimanenti, Due qualunque di questi quattro esalateri
banno in comune una retta appartenente al primo il quale ha comuni tre rette
con eiascuno degli altri quattro.
Esistono poi:
12 pentelateri principali (non contenuti negli esalateri),
30 pentelateri non prineipali,
36 quadrilateri principali, e
135 non principali,
ed in tutto 252 trilateri nessuno dei quali & principale.
Considerazioni correlative valgono pei gruppi di punti in (C).
In (C) poi abbiamo tre soli esalateri contenenti tutti i 18 punti della Cfz.
e quindi in (B) tre soli gruppi di 6 punti pei quali passano tutte le 18 rette
della Cfz. '
32. Tipe (D). Esso & correlativo di sé medesimo ed & dato dai 18 alli-
neamenti:

1,2,3; 1,4,5; 1,6, 7; 2,10, 14; 2, 15, 16; 3, 8, 12;
3,9, 10; 4,11, 14; 4,17, 18; 5, 8, 10; 5 9, 13; 6, 8, 1T;
6, 9, 16; 7, 10, 18; 7, 11, 15; 12, 13, 14; 12, 16, 18; 13, 15, 17.

I pilnti della Cfz. sono di tre specie:
2 /\, ciod 6 e 14,
4 =, ciod 2, 4, 10 ed 11, e
12 ]_J.
I due puntt A\ si comportano ben diversamente, poiché all’'uno (14) sono
congiunti i quattro punti = all’altro (6) nessun punto di questa specie.
Lgq stessa si dica delle rette: vi sono
2 rette w—e—, (1, 6, 7),, (12, 13, 14),, e
4 rette .., che si dividono in due coppie di rette congiunte fra
loro ed alla (12, 13, 14),, e
12 rette A. Togliendo da queste le due passanti per 14, le 10 rima-
nenti si dividono in due gruppi di 5 formanti colla (1, 6, 7), una fig.* (A). Perd
nella Cfz. abbiamo due fig.°® (A) aventi una retta comune

1 6 7 1 6 7
‘[21615, 4 17 18 |,
3 9 11 5 8 .10
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Correlativamente si vedrebbe, che eccettuati 1 due punti | 1| congiunti a
14, 1 10 rimanenti si distribuiscono in due gruppi di 5 formanti ciascuno con
6 una fig.* (D), ossia una coppia di terne complementari: 1, 8, 9; 3, 5, 6
e 7,16, 17; 6, 15, 18. Avendo queste coppie di terne complementari T'elemento
comune 6 possiamo riguardare le due terne 1, 8, 9; 7, 16, 17 come i vertici
di due triangoli prospettivi, essendo 6 il centro di prospettiva e 1, 75 8, 17;
9, 16 le coppie di vertici omologhi.

Proiettando il primo triangolo da 3 & p01 da b risultano 1 due trlangoh
2, 12, 11; 4, 10, 13 ed esso prospettivi, i quali sono poi anche prespettivi
fra loro rispetto a 14. '

Proiettando il secondo da 15 e 18 si ottengono i due triangoli 11, 13, 2;
10, 4, 12 fra loro prospettivi pure rispetto a 14.

Il complesso dei 6 vertici di questi due triangoli & lo stesso di quello dei
due precedenti prospettivi ad 1, 8, 9.

Dunque la nostra Cfz. & una di quelle formata dai vertici di due coppie
di triangoli prospettivi
Q3 Gy O sc‘ C: C3

bl bz bs d; d; d3

aventi questa relazione:
@, a; & prospettive ai due triangoli ¢, ¢, ¢;y dids ds, €
b, b, bs & prospettivo a due altri triangoli che si ottengono scambiando

1 C2 C3

insieme ai 6 centri
did, dy’

due vertici omologhi nei due triangoli prospettivi 2

di prospettiva.

Se non si aggiunge altro si hanno moltissime Cfz. 18; nascenti in questo
modo (e si costruiscono risolvendo un problema di 2° grado), ma se si aggiunge
che due vertici omologhi in una coppia di triangoli prospettivi non debbano
essere mai omologhi si ottiene un unico tipo di Ciz. 18, che & appunto il
tipo (D). In questo caso le 6 coppie di triangoli prospettivi si possono sempre
supporre le seguenti:

ga‘ Ay U3 gci C; C3
b; bg bg’ dl dz d3,

ai ag a3 i ai ag a3 i b1 bz b3 ( bl bz b3'

C, 02 037 ds di dg, d‘ 03 CQ’ Z d2 cl d3

Anche qui i 6 centri di prospettiva si potranno indicare con (ad), (¢ d), (@ ¢),

(@d), (be), (bd).

Valgono poi tutte le considerazioni correlative.
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F notevole il fatto che questo modo di stabilire la proiettivita dei triangoli
permetta di poter disporre 12 delle 18 congiungenti i vertici omologhi in 4
trilateri, che abbiano la disposizione correlativa menzionata pei triangoli, e
che di pilt gli assi di prospettiva siano le altre 6 congiungenti.

La notazione ora indicata equivarebbe a porre ad es.

l=ga, 2=c¢, 3=(c), 4=d,, 5=(ad), 6=(ad)
1=b, 8=a, 9=a,

10=d,, ll=c, 12=c¢, 13=d, l4=(d), 15=(0c),
16=8,, 17=5, 18=(bd).

Pavia, giugno 1885,
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Sulle formule fondamentali
della Geodesia geoidica.

 (Memoria di Exrico Puccr, professore nella R. Universiti di Roma.)

1.

Nella prima parte della nota Memoria di Besser sopra Vinfluenza delle
irregolarity della terra nei lavori geodetici si trovano sviluppate le espressioni
analitiche delle differenze fra le coordinate astronomiche dei punti di una geo-
detica del Geoide e le corrispondenti coordinate ellissoidiche calcolate come se
la geodetica stessa appartenesse all’ellissoide di riferimento (ellissoide terre-
stre), facendo ciod astrazione dalla diversitd delle due superficie. BEsser non
ha applicato tali espressioni, ma se n’é servito soltanto per stabilire I'ordine di
grandezza delle quantitd che, dipendendo dalle cosiddette attrazioni locali e
dalle ondulazioni del Geoide, non si possono valutare se non per mezzo di ap-
prossimazioni successive, e che in realthd sogliono essere trascurate; interpre-
tando perd le formule Besseliane si cade in contraddizione coi risultati dedotti
nella seconda parte della stessa sua Memoria con un’analisi molto meno de-
licata e rigorosa. Questa contraddizione proviene da due errori commessi nella
prima parte, I'uno nel ricavare nel § 3 V'espressione geoidica della quantitd

s+ T

3
2 1+Z

¢
V1 —e¢®.senzq

per la quale trova

tralasciando un termine dell’ordine stesso di -2, dipendente dalle attrazioni lo-

cali, I’altro nell'integrare definitamente per approssimazione nel § 4 le quantita
p.da, q.da. Correggendo tali errori e modificando un poco le condizioni ai
Annali di Matematica, tomo X1V, 25
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limiti degli integrali si possono stabilire le formule fondamentali della Geodesia
geodica, le quali, se dentro I’approssimazione delle odierne misure non con-
ducono a risultati completamente nuovi, da un lato giustificano i procedimenti
analitici usati nei calcoli della Geodesia scientifica e ddnno il modo di tener
conto in gran parte anche delle quantita che comunemente si trascurano, e
dall’altro lato permettono di formulare delle importanti proposizioni con un
metodo di ricerca che mi sembra meritare !'attenzione dei Geodeti.

Credo pertanto che valga la pena di ricostituire in questo nuovo ordine
di idee la Memoria Besseliana con un’analisi in parte diversa, ma che non
ammetta obiezione, ed introducendo in luogo dei simboli di Brssen che non
hanno significato geometrico esplicito, gli enti geodetici che possono esser cal-
colati da un sistema di misure astronomico-geodetiche.

Estendiamo I'idea delle coordinate astronomiche al caso di una superficie
qualunque, col definire per collatitudine astronomica di un punto di una su-
perficie I’angolo piano che la normale in tal punto fa con un asse fisso (asse
polare), e per longitudine astronomica 1'angolo diedro che il piano che con-
tiene questa normale e una parallela all’asse fisso (piano meridiano) fa con un
piano fisso che passi per l'asse, e cerchiamo le equazioni differenziali delle
geodetiche in funzione di siffatte coordinate. Percid immaginiamo anzitutto ri-
ferita la superficie ad una terna di assi cartesiani, di cui quello delle z coincida
coll’asse polare suddetto, e quello delle z sia parallelo al piano fisso scelto
come origine delle longitudini; gli angoli V», V), V. che la normale in un
punto M(x, y, 2) della superficie fa cogli assi cartesiani sono dati in funzione
della latitudine / e della longitudine 1 dalle note relazioni:

cos V= cosl.cosi,
cos ¥, = cosl.sen}, ‘ 1)
cosV, =senl.
Sia
F(z, y, 2)=0
Pequazione della superficie considerata, ed indichiamo con R il raggio di cur-
vatura e con 8z, Sy; S: gli angoli di direzione di una sua geodetica; & noto
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che le equazioni di questa curva possono essere scritte come segue

+ ds.cosV, = R.dg—:: R.d(cossz),
+ds.cosVy= R.d%% = R.d(coss,),

*ds.cosV,=R.d %ﬁ- = R.d(coss;),

i due segni caratterizzando le due direzioni della normale V, corrispondenti
alle due faccie della superficie. Se si considera, come qui faremo, la sola dire-
zione diretta verso lo Zenit astronomico (direzione che corrisponde sul Geoide
alla faccia convesso-convessa) sono da tenere i segni negativi; quindi, introdu-
cendo per V, Vy, V. 1 loro valori in / e 1, come equazioni delle geodetiche
porremo:

R .d(cossz) + cosl.cosr.ds =0,

R.d(cossy) + cosl.send.ds =0, (2)

R.d(coss:) + senl.ds = 0.

Per esprimere in funzione delle coordinate astronomiche anche i coseni
di direzione della curva, indichiamo con N,, N,, N, gli angoli che fa cogli
assi la direzione della sezione normale formata sulla superficie dal piano me-
ridiano del punto qualunque M(z, ¥, 2), direzione che, per analogia al caso del
Geoide, diremo cardinale nord-sud; & facile vedere che si ha:

cos N = — cosk.senl,
cos N, = —sen).sen/, (3)
cos V; = cosl.

Analogamente rappresentando con E,, E,, E. gli angoli formati cogli assi
dalla direzione cardinale est-ovest, ossia dalla direzione perpendicolare alla
nord-sud sulla superficie, si trova:

cos B, = — sen},
cos K, == cos], 4)
cos B, =0.

Ora la normale MV in un punto della superficie e le direzioni cardinali nord-
sud ed est-ovest costituiscono una nuova terna di assi cartesiani, col quali la
direzione ds di una linea della superficie nel punto considerato fa rispettiva-
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mente gli angoli 90°% 4, 6 90° — A, essendo 4 I'azimut astronomico della
linea, e riferendo a tali assi anche gli assi delle z, delle y e delle 2 si ottiene:
CO8 S, = % = cos Nycosd -+ cosFysen 4 =
= — cosA.senl.cos 4 —seni.sen 4,
COSSy = ‘fl—z = cosNycos 4 + cosEysen 4 = (5)
= —senl.senl.cos 4 + cosi.sen 4,
€088, = Z—j =c0sN,cosd + cosE send =
= cosl.cos 4.
Le equazioni (2) si trasformano quindi nelle seguenti
cosl.cosh.ds = cosl.cos).cos A.RB.dl — (senl.sen}.cos 4 — cosi.sen A)R.d1 —
— (senl.cosr.sen A — send.cosA)R.d 4,
cosl.seni.ds = cosl.send.cos 4. B.dl 4+ (senl.cos).cos 4 +sen).sen 4)R.d) —
— (sen/.sen.sen A 4 cosA.cos A)RB.d 4,
senl.ds =senl.cos4.R.dl 4 cosl.senA.R.d A,

che prima sommate membro a membro dopo essere state moltiplicate rispetti-

vamente per
cosl.cosl, cosl.sen}, senl,

e, successivamente, coll’eliminazione di ds fra le prime due, dénno
ds = R.cos4.dl+ R.sen4.cosl.d2, ? 6
dA =senl.d) ) ©)

Queste sono le equazioni differenziali delle geodetiche di una superficie qua-
lunque, date da Bmsser nella citata Memoria.

3.

L’integrazione di queste equazioni non pud esser fatta in generale, senza
ciod caratterizzare la superficie, giacché dalla natura della superficie dipendono
le variazioni elementari d e d) che prendono le coordinate astronomiche lungo
una linea tracciata su di essa. Tralascieremo quindi 1'elegante ricerca delle
espressioni generali di queste variazioni, istituita da BEsser, e ci proporremo
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senza pitt di integrare le (6) pel caso del Geoide, ossia di una superficie on-
dulata estremamente poco diversa da un ellissoide di rivoluzione, osservando
che lo spirito del procedimento che qui sviluppiamo pud, con poche modifica-
zioni, essere applicato in ogni altro caso analogo, purchée sia nota di natura,
e si possa esperimentalmente determinare una superficie (superficie di riferi-
mento) molto prossima alla superficie da studiare.

Affinche le coordinate astronomiche 7 e X sopra definite rappresentino sul
Geoide gli enti propriamente indicati dalla loro denominazione & necessario,
nel sistema di coordinate cartesiane dei precedenti paragrafi, scegliere come
asse delle # I'asse polare terrestre cui, per determinazione, & parallelo I'asse
minore dell’ellissoide di riferimento scelto a rappresentare la superficie mate-
matica della terra: ponendo inoltre 'origine, che rimane arbitraria, al centro
di questo ellissoide, ed indicando in generale con % (altitudine ellissoidica) la
parte di una normale ellissoidica compresa fra 1’ellissoide ed il Geoide e con
gy Ny, 1y gli angoli di direzione della normale stessa, fra le coordinate z,
Y1, &, dei punti dell’ellissoide e quelle z, ¥, 2 dei punti del Geoide si avranno
le corrispondenze

x =2, + h.cosny,
y=1y,+ h.cosny,
=2, + h.cosn,,
che si riducono alle seguenti
@.COSQ.COS®

I =

= ——o——— 1 h.c05¢.C0Sw,
V1 — et sen®o

@.CO08 ®©.8enw

y = + h.cosg.senw, (M)

V1 — ¢t sen®q
a(l —¢®)seno
= h .sSeén
V1 — Eosen®o + s
esprimendo #,, 1, 2 in funzione delle corrispondenti coordinate geografiche ¢
(latitudine) ed o (longitudine), ed osservando che dall'equazione dellellissoide
a due assi s 2
a s
—% + b_; —1=0,
o dalle (1) si deduce:
COS1y == COS ¢.COS @,
COSMy == C0Sg.5€N w,

COS7; = seng.
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4.

Introduciamo ancora le seguenti notazioni:
~ 6 = attrazione locale (ossia 'angolo fra una normale ellissoidica e la
corrispondente verticale),
¢ = azimut del piano verticale in cui agisce ’attrazione locale,
£ == componente stimata dell’attrazione locale nella direzione del me-
ridiano,
n = componente stimata dell’attrazione locale nella direzione del pa-
rallelo,
9, = componente stimata dell’attrazione locale nell’azimut 4,
« = azimut ellissoidico,
p = raggio di curvatura del meridiano ellissoidico sotto la latitudine o,
r = raggio del parallelo ellissoidico sotto la latitudine ¢,
e ricordiamo che, geodeticamente parlando, negli sviluppi in serie si conside-

rano come affatto trascurabili rispetto all’unitd le quantita dell’ordine d1 - 6,

s €24,
4
Per una linea s qualunque del Geoide si ha evidentemente [v. formule (1)]

(Z 2

dx dy
cosl.cos)\(-i—s—{—cosl.senld—s— -+ sen —-—O 8)

mentre le corrispondenze (7), tenendo presente che in generale &

p.do=cosx.ds, r.dw=sena.ds,

. dh . -
ed osservando che la derivata ' deve esser considerata come una quantitd

tutto al piti dell’ordine di %, ddnno dentro I’approssimazione geodetica suddetta:

dz h
= OOSa.Sengo.COSm.(l + a—)—

— sena.senm.(l—{— %) + % C08¢.CO0Sw,

%— = — cosfx.sengo.senm.(l +- E) +

+ sena.cosw. (1—!— )—l— Mcosso senw,

d
ﬁ = C08¢.coSa. (1 + ) + @semp
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Inoltre & noto che fra le coordinate astronomiche di un punto del Geoide e
le coordinate geografiche ¢ ed » del punto ellissoidico che, poste le (7), gli
corrisponde, si hanno le relazioni
l= ¢ —¢&,
A=w—y.seC9,
cosicche, dentro I'approssimazione suddetta, si pud porre:
cosl.cosA = €0s¢.cosm -+ £.5eng.cosw - ».senw,
cosl.sen) = cosg.senw - £.sen¢.senw — 5.c08w,
sen! =seng — £.c08¢.

Sostituendo nella (8) si trova

%:E.cosa—}-n.sena, ©)

d’onde, introducendo in luogo di & e di » i loro valori in funzione dell’attrazione
locale complessiva 6 e dell’azimut ¢ in cui essa agisce, si trae:

H—h=6.cos(a—(,b)=6¢. (10)

ds

L’attrazione locale in wuna direzione geoidica qualunque é quindi uguale al
coefficiente di variazione dell’altitudine ellissoidica in quella direzione.

5.

Se nelle corrispondenze (7) si esprimono ¢ ed o in funzione di 7 e A si
ottengono (sempre dentro la gid indicata approssimazione) le relazioni seguenti

__a.cosl.cos:
T Vi— o senl
__a.cosl.sen}
V= el

a(l —¢*)senl
= —_— £.a.cosl h.senl
Vi —e2.sen®l + T ’
che rappresentano le corrispondenze fra le coordinate cartesiane del Geoide e
le coordinate astronomiche [ e A, giacche %, £ ed » debbono esser considerate
come delle funzioni, esperimentalmente determinabili, di 7 e A. Dalle (11) si

deduce facilmente 1'espressione dell’elemento lineare geoidico in coordinate

—¢&.a.senl.cosk — y.a.sen) -+ h.cosl.cos),

—&.a.senl.send 4 n.a.cosk -+ h.cosl.senk, ¢ (11)
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astronomiche, e da questa scaturiscono delle interessanti proprietd delle linee
meridiane (linee di eguale longitudine) e dei paralleli geoidici (linee di eguale
latitudine): ma noi abbandoniamo tale argomento, come quello che non ha
attinenza colle formule fondamentali che vogliamo stabilire.

Derivando rispetto all’arco s di una linea geoidica qualunque, caratte-
rizzata dai valori che prende I'azimut astronomico 4 lungo di essa, tenendo
conto delle (b), e ponendo per semplicita

a(l — ¢e?)

R1 = 1 ) 2l 3/2 b
(1 — ¢*.sen?l) (12)
R = _,
. ? V1 —¢*.sen??
dalle (11) si ottiene
g'ﬁ = — cosA.sen/.cos4 —sen).sen A =
S

= g;l(— R,senl.cosk — £.a.cosl.cosA — h.senl.cos 4) +

1

+ g—g (— F.seni.cos! + £.a.senl.seni — y.a.cosA — k.cosl.seni) —

at dn dh
— c-‘--S—.a.senl.cosl — o= .a.senl + d—s—.cosl.cosk,

di’: —seni.senl.cos 4 -+ cosi.sen 4 =

ds
= (%(-— Bisenl.send — &.a.cosl.senX — h.senl.sen) 4

+ %(Rgcosl.cos)\ —£.a.senl.cosd — n.a.senk 4 h.cosl.cosd) —
4

dé dn ah
— ﬁ.a.senl.senk + o -acosd 4 52 cosl.senl,

gs __ ¢08l.co8 4 =
as dg dh
= %(Rlcosl — &.a.senl + h.cosl) -+ ds @.cosl -+ E;senl,

d’onde si trae

3
il — cos A (1 — ¢*.sen?l) /2 ds——-d'é—li-.cosA.ds—n.da,
a(l—eé?) a

. h
cosl.d) = Sen AV - ¢ sen?/ ds—dn——.senA.ds+¢.da,

(13)
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col porre, come dentro I'approssimazione delle (11) & permesso di fare,

dA:da:“tn_gl;_enAds

nei termini dipendenti dalle attrazioni locali.

6.

Le equazioni differenziali (13) convengono ad una linea geoidica qua-
lunque, ma per integrarle & necessario caratterizzare la natura della linea e,
per il caso, qui studiato, di una geodetica basta per cid aggiungere alle (13)
una delle due equazioni fondamentali (6); scegliendo la seconda prenderemo
dunque ad integrare le equazioni simultanee seguenti

o/
il — cos A (1 —¢2.sen®l)/?

h
dd—o) ds —dé— " cosd.ds —y.da,

(%9

T % aor2]
cosl.d\ == sen A\l — ¢*.sen?!

ds—dn— 2 send.ds + £.de, ”

cotgl.d A = sen 41 :ez'sen” ds—dn —%senA.ds +¢.da,

dA=senl.d},

delle quali la terza proviene dall’eliminazione di di fra la seconda e I'ultima.

Indichiamo con ¢, o', «’ la latitudine, la longitudine e I'azimut geografici
lungo un arco di geodetica ellissoidica che parta dal punto ¢'o=1,4 &,
w'o ==} + mesecq, (che sull’ellissoide corrisponde geodeticamente, nel senso gia
indicato, all'origine M(l,, 1,) della geodetica geoidica s, che si vuol conside-
rare), sotto U'azimut «, = A, 4 notangg, (*) corrispondente all’azimut 4, di

partenza della s, ¢ che sia in Junghezza uguale alla s, stessa, e poniamo in
generale

l=¢ +e,
A=a + ¢, (15)
= a +5a7

intendendo che 7, » ed A da una parte, ¢/, »' ed « dall’altra siano i valori

(*) E noto che 9 tangg rappresenta I'influenza dell’attrazione locale nell’azimut.
Annali di Matematica, tomo XIV. 26
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delle coordinate corrispondenti ad un comune qualunque valore s degli archi
di geodetica geoidica ed ellissoidica. Le quantitd ¢, ¢, ¢; saranno dell’ordine
delle attrazioni locali, dimodoché dentro la solita approssimazione, nelle gid
indicate notazioni degli elementi geodetici, potremo scrivere

3
cos A (1 — ¢*.sen?]) /: cose’  sena’.gq

= —_ ’
a(l —é) o o
sen A\1 — ¢?.sen®( ___ sen o' 4 cos’ .gq + sena’.tang o . gy ,
a.cosl r r r'

sen A\/1 —¢?.sen®/  sen oc'.sengo'+ cosa’.sen 9. g, + sena’.gp
a.cotgl r' 7’ r'.cos9’

0 pill semplicemente:

3
cos A(1 — ¢2.sen?l) /?ds—dq)'—-s cosg’.do
= e Ao,

a(l —e?)
sen A\/1 — ¢*.sen?( ) "o '’
o ds=dw -+ easece.d¢ 4 e,5ecq . do,
senAVl—ez.senzl ds = d :+e tanoo’.d ,"l"‘ s?"da" B
§=0aa 1NgY -0 T Gen ¢’.cos ¢’

a.cotgl

Per mezzo di questi sviluppi e delle corrispondenze (15) la prima e la terza
delle relazioni (14) si trasformano facilmente nelle seguenti

£2C08Q’ h
2298Y do' — dE — cosa'.ds —n.dd,

de@ = ’
’ sen @

(16)

d(caC089") = 2 da'—(dn—I—%sena’.ds—&.da')senq:’,

sen ¢’
che, moltiplicate rispettivamente per cos«’ e per sena’.seng’, e sommate membro
a membro, dénno:
: , , , N | EacosQ .cosa .da
cosa’.de, — e,8ena’ . do’ + sena’.seng’. d(e, c0s¢") + — ¢ . 008 =
; sen ¢

. / h
= — cosa’.d{ —sen’¢’.sena’.dn — — (1 — cos’y’.sen’a)d s +
+ £.sen®¢’.sena’.da’ — y.cosa’ . do.
Il primo membro di questa equazione si riduce a una differenziale esatta,

ossla a ’ . : ,
d(eacosa’) 4 d(c2 COS¢ .5en g’ .sen )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pucci: Sulle formule fondamentali della Geodesia geoidica. 203

osservando che, dentro I’approssimazione tenuta, &

d¢’ = cotg¢'.cotga’.da’
e, per conseguenza,

. , coso' o,
d(seng .sena)=,smcp, da's (17
porremo pertanto
€,005a’ + €,C089 .seng¢’.gena = —J'(COSa'.dS + sen®¢’.sena’.dy) — )
(18)

— ‘%jh(l — cos?¢’.sen’a)d s +f(£.sen2@’.sena' —n.c08a)doa' 4+ C,,

rappresentando con C, la costante di integrazione, da determinare poi per mezzo
delle condizioni ai limiti degli integrali.

Analogamente se si sottraggono membro a membro le (16) dopo averle
rispettivamente moltiplicate per sena’.seng’ e per cosa' si trova, tenendo conto
della precedente relazione approssimativa (17) ed integrando:

epSena’.seng — ¢, €089 . cosa’ = —f(sena'.d;‘ — c0sa .dn)seng’ —
(19)

—-f(n.sena’ + £.cosa’)seng’ . da’ + C,.

Ora le (18) e (19), risolute rispetto alle nostre incognite ¢, ed ¢z, ddnno:

eo(1 — cos%¢’.sen%s) = — cosdf(cosd.d'& + sen®¢’.sena’. dy) —

— sengo’.sena’f(sena’.d;f — cosa’.dn)seng — cosdf(n. coso' — E.sen’cp'.sena’)da' —

— sen<p’.sena’f(y;.sena’ + £.cosa)seng’.do + C,cose’ + C,sens’.seng —

Lo fk(l — cos?¢’.sen?a’)ds,

a?

eacosg (1 — cos®g’.sen®s’) = — seng’.sen a.’f(cosd.di -+ sen®¢’.sena’.dn) +

o0sa’ |(sena’.d& — cosa’.dy)seno’ — seno’.sena’ |(n.cose’ — £.senq .sena’)da
cosa’ dé — cose’.dy)seng’ — seng’.sena | (.cose’ — £.sen’¢ .sena’)d o’
+ cosdf(n.sen «' 4 E.cosa)sen¢’.da’ 4 C,sen¢’.sena’ — C,cosa’ —

4 ’
seng .sen« 2 0 i N an
——a_”_Jh(l — cos’¢ .sen’a’)ds;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



204  Pucci: Sulle formule fondamentali della Geodesia geoidica.

ma lungo la geodetica ellissoidica s, cui le quantitd e, ¢, si riferiscono, si ha

V:OS———(P—Z'S__GW% = costante =senf3, (20)
— ¢®.sen®¢

essendo B un angolo ausiliario costante; quindi, ponendo per semplificare
cos? .1 =I(eosd.df§ + sen’¢’.sena dy),

cos?f3. 11 =J(sena.'.d6 — cosa’.dn)seny),

. (1)
cos? 8. 11l = ] (n.cosa’ — &-sen®q’.sena)dd/,
cos? 8.1V =f(£.cos:;’ + n.sena’)seng’.d o,
dentro !’approssimazione tenuta avremo:
gy = — cOSa'(I + I1I +f§ds)—
—sena .seng (IL4-1V) + Ccos +c§:f; ne.seng’
(22)

€2 C08¢ = — sena’.sengo'(l + 1T +f};-ds) +

+ cose! (IL + IV + Cysene’.sen¢’ -— Cyeos &’

cos?fs

Per dedurre anche 1'espressione analitica di e, introduciamo nell’ultima

delle (14) in luogo di d4 e di dX 1 valori che per tali quantith si deducono
differenziando le corrispondenze (15); avremo per tal guisa

d“"+d5@=£_:l'+ dea do’  epcosg.da + deg

= - PP H
senl  seng sen’q sen

d’onde, se si scambia, come pit sopra, ! con ¢ nel termine dipendente da e
e si tien conto della relazione ellissoidica fra do’ e do', si trae con facili tras-
formazioni

€

£y = - —|—[

" seng’

cos g’
sen’q’

(tadg — epde) + Ci,

(%
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e, quindi, sostituendo ad e, ¢, le loro espressioni (22):

(I+III+J%dS) cos’.cosa’ .da' —sen¢ .sena’.d¢ n

2 ’
sen®o

-I—J-(H-l-IV) cosa’.de’ - coso’.sen o' .sen¢’.d o’ + (23)

sen®q’

‘ Cysena’.seng’ — Cyeose’ , C,cosa’ -+ Cysena’.seno’ A 1 C
+' sen®q’. costh de jwseng?,'coszﬁ .cosg’.da + C;.
Si ha per altro identicamente

d(cos¢'.sena’) = cos¢’.cosa .de’ —sena’.seng.dg,

cosa’ ., ,
sen®q’ ¥

JQ‘(II 4 IV).d(cotgg . cosa’) = (IL -+ IV)eotg ¢'. cose’ —
—Jcotggo’ .eose’ . d(IL +IV) + C,,

e, dentro I’approssimazione tenuta nei paragrafi precedenti, si pud, nei termini
dipendenti dalle attrazioni locali, ammettere che sia

— d(cotg¢'.cosa’) = cotgg'.sena’.da’ 4
(24)

cos¢’.seno’ = senf3, )

25
d{cosg’.sena’) = 0; (=5)

ponendo ancora

cos?f. V =J(sena'.d6 — cosa’.dx)cosg . cosa’,

(26)
costf. VI =f(j~;.cos o' + y.sena’)cos¢ . cosa’ . de,

¢ facile quindi trasformare 'equazione (24) nella seguente

€2C0S¢ = — senq’ (I 4+ III —I—J ;—Z ds) -+ cosa’.seng (IT 4 IV) + cosg' (V + VI) 4
@1)

+ (Cs — O cosy’ + C,sena’.seng’ — C,cosa’ + C,cos ?j

cos®B.sen ¢’

che da l'espressione di e, cercata.

a.sen’ q;

8.

Per rendere esplicito il significato analitico degli integrali I, Il e V che

dipendono da d% e da dy introduciamo le relazioni fra le componenti £ ed »

]
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dell’ attrazione locale nelle due direzioni cardinali nord-sud ed est-ovest e le
componenti 6y, Oop+a negli azimut « e « 4 90° Tali relazioni, che si deducono

dalle precedenti formule (9) e (10), sono

6, =£.co8a -4 n.sena,
9ot = — &.86Na - n.C08a,
(28)
£ = 05.C08a — Ogpo-+a.8EN L,
n  ==0s.8Na + fopr+a.COSc,

d’onde si deduce:
At = (d0s — bspo1q.Aa)c0Sa — (A0opsa + bo.da)sena, g ©9)
dn = (d0y — Osyra.da)sene + (dspsa -+ 6. de)cosa.
Se si aggiungono le notazioni
dX = A0y — Oypota. A,
AdY = dsy1a + Ou.de, ;

e si sostituiscono mnelle (21) e (26) a d& e dy le loro espressioni (29) colla solita
avvertenza sulle quantitd da trascurare, si ottiene facilmente

(30)

cos?8.I = — sen,@fcosd'.cos?'.dY+ coszﬁ[dX,
cos?B-1I = —l.sengo’.dY,
cos’ 3.V = —fCOS?’.OOSa,.dK

ove conviene perd introdurre come unica variabile, in luogo di ¢’ ed o, I'arco s
della geodetica ellissoidica alla quale tutte queste equazioni appartengono, o,
meglio, 1'arco sferico y che corrisponde ad s nel noto triangolo sferico ausi-
liario Besseliano, definito dalla formula

COS% - sena = costanle,
in cui u rappresenta la latitudine ridotta. Tale triangolo fornisce le seguenti
relazioni:
cosg'.sena = cosg’y.sena’s | €*f...] =senB 4 ¢*|...},
cosg’.Co8a = — seny.seng’, 4 cosy.cosg,cosa’y + €*{...}, (31)

8en ¢’ = C0Sy.5eng’ |- €N y.c08¢'C08a’s + €*f...|;
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cosl avremo
cos*8.I =seng¢’,senf [sen x.-dY — senf.cos¢’,cos a'.,fcosx adY + coszﬁj‘dX,

cos®f3. Il = — sen q'ofcosx. dY — cosg¢’,cos a’ofsen x.dY,
cos® 3.V = sen qa’ofsenx. dY — cosg, COSa’oJCOS x-dY,

e, sostituendo nelle (22) e (27), si otterrd, dopo qualche trasformazione fatta
tenendo conto delle (31):

senxfsenx.dY—]— cosxfcosx.in —

- cosdf(n.cosd — £.sen’¢’.sena’)da’ —

€0s? 3., == cos?B.5en o’

~— sen ?’.Sena.'J.(E.COSa' + n.sena)seng’.da’ -

+ cos?ﬁ.cosdjﬂ (% ds + dX) + Cicosa’ 4 Cisena'.seng),
cos? 8.¢08¢’ &, = — C08*3.C08a’ ’senxjsenx.dY—{- cosxfcosx.dYI —

— sena’f(n.cosd — E.sen’¢ .sena’)da’ —

— sen¢’.cos a'J~(E .cosa' -+ n.sena’)seng’.da’ +

+ cOSqa’f(E.cosd + n.sena’)cosg’.cosa’ . da’ +

+- cos?f3.sen oclf (% ds + dX) — C,cos¢’ .cos’ﬁf
+ C,seno .se;;:cpl—— C,cos
C0s®B3.COSQ veq = — cosZB.cOSa’.sencP'isenxfsenx.dY+ cosxfcosx.d Y( +

+ cos“‘,@.coszp'isen xfcosx.d Y — cosxfsen x.dY; —

— seng'.sen a’j(vi .cosa’ —£.sen*q’.sena’)do’ 4

ds

2 1
a.8en” g

_!_

4+ (Cs — Cl)cosg'. cos?B,

-+ cosu'f(i .cosa’ + y.sena’)seng’.da’ —
— cos?ﬁ.sen?'.sena’f(% ds + dX) + C,sena’.seng’ — C;cosa’.
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Le integrazioni accennate non possono essere eseguite in generale, giacche,
a priori, ci & affatto sconosciuta la relazione fra y e I’attrazione locale lungo
la geodetica s; ma nel caso in cui I’arco s sia di lunghezza limitata, per modo

sy S . . .
che le quantitd ~ ed y possano esser considerate come piccole del 1° ordine,

dentro Y approssimazione del secondo ordine relativo (*), ossia dell’ordine di
£.s
27

e di :n‘;—s, nelle formule precedenti si pud evidentemente porre
cosxjcosx.dY—l- senxfsenx.dY=de+(—;J‘s.dY-——JQdY—I-...,

(32)
senxfcosx.(ZY— cosxfsenx.de Esde— %fs.dY: Clzfdsde,

giacche la differenza fra 5 e y © dell’ordine di —e;—s Ora dalle (30) si trae

de= 9@ _f6900+1-dal + 05 = E.COSzx’ + ﬂ.Sena’ —fggoo-}-a-da, + 05’
(33)
de= Bogo-+a —]—f@a.du' + Cy = —Et.sena + 5.cose’ +f9a.da' + Cs;
inoltre, dentro 1’approssimazione del secondo ordine relativo suddetto, si ha

J(-/;.COSa' — £.sen’g’.sena’)do’ = cosa’ (n.doc' — sena’.sen?q’ ' £.dd,

.cose’ + n.sena)sen¢.da’ = seng’.cos af& .da' 4+ sen go'.sena'fn oy (34)

R
—
gy

J(';‘ .coso’ 4+ n.sena’)cos¢ . cosa’.da’ = cosg . cos® a’f&f.da’ -+ sena'. coscz’.cosga'fq.da', /

perche le variazioni di o' e di ¢’ lungo la geodetica s sono dell'ordine di s

Finalmente per determinare le varie costanti di integrazione immaginiamo che
tutte le integrazioni sieno estese fra i limiti corrispondenti agli estremi del-

(*) Geodeticamente parlando debbono esser considerate come piccole del 1° ordine re-
lativo le grandczze analoghe ad 2 il cui valore cresce col crescere della distanza, ¢ del
L a

1° ordine assoluto quelle analoghe ad e2, £ ovvio il motivo di tale distinzione.
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Iarco s della geodetica ellissoidica, e ricordiamo che all'origine di questo le
coordinate ellissoidiche sono per ipotesi

do=lotby  wo=Rtmsecds,  oo==dyo+ntanggl,

per modo che le deviazioni ¢, €., ¢ prendono quivi rispettivamente 1 valori
— &, — n88C¢y, — notangq,; le formule (18) e (19) danno in tal caso

C, = — &,008a'y — noBen*g'ysena’s,
L = — E,8ena’s8en ¢’y 4 no8en g’y Cosa'o,
d’onde si vede che nel formare le quantitd
C,co8d’ 4 Cy8eng’.sene
C,sena’.seng — Cycose
dentro I'approssimazione tenuta si pud porre (¥):

14
s.tangoysend’, , , S.c08a,
b

- ¥ =¢st+ %

o = “lo +
12 ! S ! 7
€08 == CO8a o — — tang ¢'osenze’y,
2 ’ s L ?
seng’ = seng, + ~ C08a,C08¢’,,
’ ’ s ’ ' ’
gena = sena«, + - tang ¢ osena’,CO8c 0y

cos®a’y - sen’a’s sen?q’y = 1 — gen?f = COS* .

¢
Con tali avvertenze si deduce

v Ty S 4 2
Ci,cosa’ + Cyseng.sena = — (50 — 2% tanggl,sen 0)003 8,
a
ho
( ' [ i E_OS 5’9___0 g2
isena’.seng’ — C,c084" = ——(msempo + = s 0, cos*f,

(*) E noto che si ha in generale (serie di Legendre):

s.senogseny, . s2.sen2a,(1 4 sen?qp) +3° ordine

x=a ; :
ot rosenl 4.r2senl

s.cose, s sen?uysenog,
L Ul oy i T
Po- "oPoSen
Annali di Matematica, tomo XIV.

+3° ordine.
27
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e, analogamente, dalle formule (23), (24) e (33) si ricava:

Og = 04 El 0’
Cs = — (0a)o = — E,c080' — mpBeD
Cs = — (Bsr+a)o = Eo5€na’y — 1,C08y.

Sostituendo nelle equazioni finali del paragrafo precedente si trova
l—¢ =ey=—¥ —&FEcos(e —a'y)+ n_os_ tang 9'osena’, — nysen (o’ — a'o) +
-+ sena J Ouda’ 4 cos(xj Ogporada’ ——J n.de’ — cosa J —ds,

o’y 0
, E,s
(A — w")cosg' =c08¢ .cn = —ny — n -+ & sen (e — o) + M0 CO8(a’ — o) — %senm'otangqa’o +
, a' , , o' , ' , s B
+sena' | Gprada’ — COSaJ. fatla +j E.da'—senaJ ?dSa
Zl'. O('o ’ 0
(A —&)eosg’ = cosg.en = — yysen ¢’y — n.8eng + nseng’.cos(e’ — a'y) +
, &,s sena’ o'
+ &osengl.sen (o’ — o)) — 2 ——2 — sengo'.COSa'I fado’ 4
@ CosY'y )
%o

+ seng'send’ | Gurrwdel + seng [e.da + cosg [ 22 2y —
o'y b :
’ (5 h
_senqa.senaj a—zdg,
0

e queste relazioni si riducono alla loro forma pit semplice osservando che dentro
I’ approssimazione tenuta nel dedurle si pud porre in esse, come del resto ab-
biamo gia implicitamente fatto:

' ,  S.tangg’ysenda’,
o === p ’

cos(a’ — o/y) =1, sen(a’ — o) =o' — o,

f fade —J (§.cosa’ + n.sena’)d o’ —OOSaI t.dd -|—senaf n.da,

«’o

J Barr+a o’ ——f (¢ .sena’ — y.cosa’)do’ ——senaj £.dd +COSaJ n.da,

o ®

fs ds I dY_J- 09004,,—- — (890014 f ds +J J M = f Bore +¢ _s@ 9°a+ =) + 30 ordine;

a

0 LA
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per tal guisa si ottiene con facili trasformazioni

l—so' = -— g— COSa’fs% ds,
0

' ' (R
(X—&))OOS? =—>1—Senocf a;ds, (35)

0

12 ' 8 ’ ' '8 h
(4 —a)cosg' = —y.seng’ + coscp’f 9goo+¢%s—— sen?.senaJ —ds,
0 0

e queste sono le equazioni fondamentali della Geodesia geoidica, giacch® danno
in funzione di quantitd sperimentalmente determinabili (come sono &, y ed %)
le differenze fra le coordinate astronomiche dei punti di una geodetica geoi-
dica, e le corrispondenti coordinate ellissoidiche, calcolate come se la geo-
detica appartenesse all'ellissoide di riferimento.

10.

Rappresentando con L e A le coordinate astronomiche del punto del
Geoide che geodeticamente corrisponde all’estremo ¢, " dell’arco s di geode-
tica dell’ellissoide, ossia che & situato sulla normale ellissoidica condotta per
questo estremo, e con 4" I'azimut astronomico che, corretto dall’influenza del-
I'attrazione locale, & eguale all’azimut ellissoidico «, le (35) possono anche
scriversi come segue

l— L=—cos<x'Jslb-

a2

ds,
0
sena’ (¢ h
7 ry
COs P a
0

A—A=—

ds, (36)
, 1 (s , , s
A—A4 =EJ 0900+a.ds—tangq>.senaf a}—lg-ds,

0

sotto la qual forma danno gli errori che si commettono nel trasportare la la-
titudine, la longitudine e 1’azimut lungo una geodetica geoidica se si considera
questa come ellissoidica, ma si tien conto a parte (come si suole nel calcolo
delle costanti terrestri) dell’influenza che hanno le attrazioni locali negli ele-
menti del punto di partenza. Per le latitudini e le longitudini cosi calcolate
tali errori non dipendono che dall’elevazione ded punti geoidici al disopra del-
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Pellissoide di riferimento, ma per Vazimut influiscono anche le deviazions fro
t piani osculatori della geodetica geoidica e quelli della geodetica ellissoidica
corrispondenti, deviazioni che sono prossimamente misurate dalle componenti
Ospo+e delle attrazioni locali negli azimut 90° 4+ .
Ed invero sia N, (v. figura annessa) la normale
ellissoidica ed N, la verticale di un punto qualun-
que del Geoide, OS la direzione di un elemento
di geodetica ellissoidica, e OK la traccia del piano
N,ON, sul piano tangente all’ellissoide; nel trian-
golo sferico ABC corrispondente al triedro N.N,S
0 X si ha evidentemente ¢ =6 e b= 90° e I'angolo 4
¢ la differenza fra l'azimut ¢ del piano 4 O0B nel
3 quale agisce 1'attrazione locale e 1'azimut « della
geodetica S finalmente 1’angolo C = p, dentro I"ap-
s prossimazione delle (36), rappresenta appunto la de-
viazione suddetta per una delle coppie di piani oscu-

latori corrispondenti: ora tale triangolo da

'Na Ng

. A B

Fig. 1.

) tangp = tang §.sen(y — «),

ossia

’ = §.8en(p — a) = — Ogpora, (37)
come abbiamo sopra enunciato.

Le relazioni (36) determinano ancora le correzioni che debbono esser fatte
all’azimut e alla lunghezza di un arco di geodetica geoidica per ridurlo al-
I'arco di geodetica ellissoidica corrispondente, che corre cio¢ fra i punti del-
V'ellissoide che geodeticamente corrispondono agli estremi dell’arco geoidico.
Le espressioni analitiche di tali correzioni si ottengono dalle formule seguenti

cosx.ds  S.sena.da

aA s, 0 = -_
P p e
sena.d0s . S.cosx.da
3A0)3‘¢— r + r ’

che sono approssimate fino al second’ordine inclusivamente (*), e nelle quali le
quantitd «, r e p si riferiscono all’estremo di arrivo delle geodetica s e dA g, 4,

(*) Queste formule si deducono differenziando rispetto ad s e ad « le note serie di Le-
GENDRE, in parte gia sopra citate in nota, ed introducendo, per mezzo delle serie stesse, in
lnogo degli elementi del punto iniziale ¢y, wg quelli del punto di arrivo.
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dAws, o rappresentano le variazioni che subiscono le differenze di latitudine e
di longitudine fra gli estremi di un arco di geodetica ellissoidica se I’azimut
iniziale e la lunghezza della geodetica prendono degli aumenti da e ds pic-
colissimi. Quantunque tali relazioni appartengano in realtd all’ellissoide, dentro
’approssimazione qui tenuta sono applicabili anche al Geoide; ponendo quindi
Ay =1—1L, SAws o =1 —A,
si trova
sh
08 = —J- C—l: ds,
o (38)
da=0,
d'onde si conclude che una geodetica ellissoidica differisce dalla geodetica

8
geoidica corrispondente perf gds in lunghezza e per notangl, in orienta-
’ 0

mento.

T importante il notare che tutte le formule precedenti in pratica non sono
applicabili che al caso in cui la geodetica geoidica s sia stata misurata diret-
tamente (base geodetica) o sia uno dei lati elementari di una triangolazione,
giacché i grandi archi di una geodetica non possono essere calcolati che per
mezzo di una rete di triangoli compensati e risoluti come ellissoidici, e come
se ad un ellissoide la geodetica appartenesse, dimodoché rimane solo da tener
conto delle correzioni da farsi agli elementi osservati della triangolazione per
ridurli all’ellissoide di riferimento.

Dal confronto fra le basi geodetiche, fatto per mezzo delle triangolazioni
interposte, scaturisce uno dei varii argomenti che militano contro le conclusioni
cui conduce il calcolo delle onde geoidiche fatto a priori colla teorica dell’at-
trazione Newtoniana, immaginando che le densitd siano equabilmente distribuite
nell’interno della terra e tenendo conto soltanto delle scabrositd visibili della
crosta e degli avvallamenti marini. E noto infatti che le differenze fra i valori
continentali di % cosl calcolati e quelli marini raggiungono parecchie centinaja
di metri, perloch le discordanze fra le basi misurate sulle coste e quelle mi-
surate nelle parti centrali dei continenti dovrebbero essere molto rilevanti e
molto maggiori delle massime constatate. L’estrema piccolezza di queste di-
scordanze tende quindi, come le altre analoghe determinazioni astronomico-
geodeticke, a far supporre che le ondulazioni continentali del geoide sieno molto
piccole, e che lungo ciascun raggio vettore della terra vi sia una specie di com-
pensazione nella distribuzione della massa.
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11.

L’ azimut geoidico 4, che abbiamo introdotto in calcolo nei paragrafi pre-
cedenti, e che caratterizza la geodetica geoidica s, data la sua origine, non
pud essere direttamente osservato: in sua vece si considera, come & noto,
Vazimut nel punto s = 0 della sezione verticale corrispondente ad s, ossia che
passa per 'altro estremo di quest'arco, e si calcola quindi la differenza fra
tale azimut ed A4, considerando il Geoide come confuso coll’ellissoide di rife-
rimento. Si conoscono, & vero, delle formule di riduzione anche pel caso di
una superficie qualunque, ma in queste compariscono i raggi di curvatura
principali della superficie, i quali, a priori, per il caso del Geoide sono ignoti,
e che nelle piccole ondulazioni locali variano rapidamente da un punto ad un
altro. Teoreticamente parlando interessa quindi di studiare !’influenza che
hanno le attrazioni locali e le ondulazioni geoidiche in questa riduzione (¥).

Sia pertanto A(z,, 9., 2,) un punto geoidico qualunque di latitudine /,,
da cui partano la geodetica A B sotto I'azimut 4, e la corrispondente sezione
verticale sotto l'azimut 4,4 ¢4 = A,; I'equazione del piano verticale in 4
che passa per B sard della forma

Mi(wo— X)+ Mi(yo— ¥) + Ma(so— 2) =0, (39)

essendo X, Y, Z le coordinate correnti (che debbono potersi identificare colle
coordinate ., ¥, 2, del punto B), ed M,, M,, M, i coefficienti angolari del

piano, che sono proporzionali ai coseni degli angoli
formati cogli assi da una perpendicolare al piano
/T stesso. L’origine delle longitudini essendo arbitraria,

supponiamo che esse siano contate a partire dal piano

meridiano del punto A4; cid posto, sia sulla cosiddetta

P
sfera celeste (rappresentata in projezione mnella an-
) ™~ X nessa figura 2) O lo Zenit del punto 4, T quello di
B, e siano P, M, E, K rispettivamente i punti che

individuano le direzioni degli assi coordinati delle
2, %,y e la direzione di una perpendicolare al piano
verticale considerato; evidentemente sard

arco OM=1,, arco OK=90° arco OE = 90°
‘angolo POK=90°+ 4,, angolo EOK = A,,

M
Fig. 2.

(¥*) Praticamente gli azimut osservati si riferiscono sempre a punti molto prossimi e si
pud ammettere senz’altro che la geodetica che riunisce questi punti si confonda coll’arco
di sezione normale corrispondente,
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ed i tre archi MK, EK, PK rappresenteranno gli angoli K, K,, K, che
la suddetta perpendicolare fa cogli assi coordinati. Ora i triangoli sferici MOK,
POK, EOK danno
cos K, = senl,send,,
cos Ky == cos 4,
cos K, = — cos/l,send,;
quindi dalla precedente equazione (39) si trae la relazione
senl,sen 4,(x, — %) 4 cos 4, (y, — y,) — coslysen 4,(e, — 2) =0, (40)
che determina A4,.
Per introdurre in luogo delle coordinate cartesiane le coordinate astrono-

miche dei punti 4(l, 0), B(l,, 1) abbiamo le corrispondenze (11), che pos-
siamo anche scrivere come segue senza alterarne I'approssimazione:

h

T = ﬁg@ cosl.cosk — £.a.senl.cosh — y.a.sen},
h

Y= \/1—1_%—7 cosl.send — £.a.senl.send - 5.a.c081,

,_G@tha—e)

Niperoeroe senl 4 £.a.cosl 4 n.senl.
-— €. 8¢en

Sostituendo mnella (40) e trascurando al solito i termini di secondo ordine ri-
spetto ad %, & ed » si trova
1 — ¢t.sen®l
send, jsenl,cosl, cosd, — senl, cosl, (1 — e®) — e2.senl, cosl, —Vl—"——_l'z
V1 — ¢2.sen?/,
-+ cos A, cosl,send, + E,send, — y,c08 4, —
— £ (senl,senl, cosi,sen 4, + senl, sen, cos 4, + coslycosl,send,) —

— ni(senlysend,sen 4, — cosA,cos 4,) = 0.

(41)

La parte del 1° membro che dipende dalle attrazioni locali si riduce a forma
semplicissima se si osserva che, trattandosi di una correzione dell’ordine di &
e di », dentro la solita approssimazione vi si pud supporre

cosl,sen A = cosl,sen 4o,

essendo A I'azimut in B della geodetica 4B, e cid equivale a calcolare 1
coefficienti di £, ed », nella (41) come se il Geoide fosse una sfera e, per con-
seguenza, a considerare gli elementi 90° — Z,, 90°— 1, Xy, 4,, 4; (o invece
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di 4,, 4, gli azimut della sezione verticale A B che loro corrispondono) come
appartenenti ad un triangolo sferico, ponendo:

coshsenlysen A, senl, -+ cos 4,send, senl, + coslysen 4, cosl, = sen 4],
cos, cos 4, — senl,sen), sen 4, = cos 4.

Cosl la (41) da

1 — ¢ sen?l
sen 4, (senl cosl,cosd, — coslysenl, (1 —e®) — e%senl,cos/, ll—e—s—eﬂ—l-)

VI — & sen?/, (42) -
+ cos 4, cosl,send, — £,sen 4; + £,send, + ncos 4] —nec08 4, =0,
d’onde si deduce con facili trasformazioni
sen A, |senU, cosU, cos A, — senU, cosU, + e2.cosUy(senU, — senU,)| +
+ cos A, cosU, sen ), |1 — ¢2. cos'U, — £,sen A/ -+ £gsen 4, 4 n,cos A, — n,c08 4, = 0 g *3)

introducendo le latitudini ridotte U, ed U, corrispondenti alle latitudini geoi-
diche /, ed !, e definite dalla nota relazione

tangU = tang [{1 — ¢

12.

La formula analoga alla (42), che d invece I'azimut geodetico A, si de-
duce dalla equazione della geodetica geoidica s, equazione che si ottiene senza
difficoltd dalla relazione »

cosu'.sena = costante (44)

(che, lungo la gid considerata geodetica ellissoidica s, lega I’azimut ellissoidico
o« alla latitudine ridotta ' corrispondente alla latitudine ellissoidica ¢'), in-
troducendovi in luogo di ¢’ e di &' i loro valori tolti dalle corrispondenze (15).
Se si osserva che dentro la solita approssimazione si pud porre U—e, =o'
si ottiene cosi la relazione

cos(U, — ¢,)sena;, = cos(U, + &).sen(4, + ntangg,), (45)

cui vanno aggiunte le altre che si traggono dal triangolo sferico ausiliario
Besseliano corrispondente alla geodetica (44), e che sono

cosy = sen(U + £0).sen (U, — ¢,) + cos(U, + &). cos(U, — ¢;). cosw,
cos( 4o+ notangg,).sen y = cos(U, 4 &) .8en (U, — e;) — sen (U, 4 &,). cos(U, — ¢5)- cosw, (46)
sen (4, + ntang ¢,).sen y = cos(U, — ¢;).senw,
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ove w rappresenta il terzo angolo del triangolo, opposto al lato y e legato alle
differenze di longitudine A ed w dalle formule

e*.y.cosUpsen «,

w—=Aw -+ 5

+etld,

2 y.cosU,sen 4
w=)\—e&,—nosecq>o+e L 0032 o0 Loy,

Sostituendo nelle due ultime delle (46) e sviluppando rispetto agli elementi di
correzione si trova, dentro la solita approssimazione,

cosU, senU, — senU, cosU, cos, = sen y.cos 4, + o cosy —

— nosen y sen Aytang g, + e,(cosU, cosT, -+ senU, senU, cosi,) 4

+ (eo + no8ecqp)senlU, cosU, sen}, — f%lc cosU,senU, cosU, sen 4,senl,,
cosU, sen), = seny.sen 4, + n.tang g, seny.cos 4o —

¢t
— egsenU,send, + (so + nosece,)cosU, costy — Txcoon cosU,sen 4,c08),3

per conseguenza, tenendo presente che nei termini dipendenti dalle attrazioni
locali e da ¢, senza alterarne I'approssimazione, si possono scambiare gli ele-
menti geoidici U7, U,, 4, e A, coi corrispondenti elementi sferici u,, u, a
e w, la precedente formula (43) pud essere scritta anche come segue

sen(4, — A,)seny — &sen 4, cosy -+ n.sen x.tangg,cos (4, — 4,) —
— ¢, (sen a, COSU, COSY, |- 8eNa, SN, SeN U, COswW - Senw, Cosa, senw) -+

=+ (e + n08€C po) (COS U, COS cto COB W ~— SEI Uy COS Uy SN 0t SEN W) —

¢,

— _2_X COS %, SeN 2, (S€N 2%, COS 14, Se ety SEN W ~——= COS ety COSU, COSUW) —
62

-5 COS® U, COS &, COS U, Senw -} €2. o8, Sena, (senw, — sen u,) —

—¢,sen 4] 4 &send, 4 n,cos A} — n,co8 4, =0,

e, facendo uso delle relazioni fra gli elementi del triangolo sferico ausiliario, e
notando che in luogo di sen(4,— A4.) e di cos(4,— 4,) si pud rispettivamente
Annali di Matematica, tomo XIV. 28
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sostituire 4y — A, =— 34 e 'unitd, si riduce a

S

0A.seny = 2%,sen A sen® = + ptangg,seny — &,send) + ncos 4, +

L)

+ ny8€¢ ¢, COSU, 08 A} — n,c08 4, — ep,8en 4| + e, c08 4, cosu, +

62
+ 5} COS® U, COS 0ty COS U, BENW -} €2 COS U, SN o (SEN U, — SeN 1) +

2
[Ny
+ 2/' COS U, SeN oz, (SeN %y COS 14, SN ety SEN 1 — COS o COS Uy COS W).

La parte del secondo membro che & indipendente dalle attrazioni locali
si riferisce evidentemente alla correzione ellissoidica dell’azimut astronomico
osservato A4,, e si riduce infatti senza difficoltd alla nota forma di tale corre-
zione tenendo conto delle relazioni fornite dal triangolo sferico ausiliario: in-

troducendo in luogo di ¢, e di ¢, 1 valori tratti dalle (35), e in luogo di seny
. . s . . R L
il valore prossimo P considerando i termini in —

- €cc. come affatto

trascurabili trattandosi di azimut osservati, e percid di distanze geodetiche assai
piccole, porremo quindi

S Ny S ! . “q
8A.E = ’—‘;- tang o, — noc08 4, 4 nseeq, cosus cos A} + parte ellissoidica,

d’onde, per essere dentro la solita approssimazione,
70 SEC G, COS U, €08 A} == 75eC 9, €089, Cosa’ =
= 1,C080p — Ag.ntang g, €oscy — Aa.yo8eno, =
= 79,0080y — %S— tang ¢,

si trova finalmente
0 A = correzione ellissoidica. (47)

A meno di quantita del terzo ordine relativo rispetto @ 6 ed h le attra-
ziont locali e le ondulazions geoidiche non influiscono dunque sulla differenza
Jra un azimut geodetico ed il corrispondente azimut di sezione normale.

13.
Perche tutti i problemi che si presentano in Geodesia geoidica possano

essere ridotti ai corrispondenti problemi ellissoidici resta soltanto da stabilire
ancora le formule per mezzo delle quali le direzioni astronomiche osservate da
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punti e su punti non situati né sul Geoide, ne sull’Ellissoide di riferimento
possono essere ridotte alle direzioni ellissoidiche corrispondenti. Tale riduzione
consta di tre correzioni distinte, di cui la prima & dovuta alla divergenza del
meridiano astronomico dal meridiano ellissoidico corrispondente, la seconda di-
pende dal fatto che 1'asse di rotazione dell’istrumento di misura, invece di esser
diretto secondo la normale (non individuabile) dell’ellissoide, vien disposto ver-
ticalmente, e la terza dalla circostanza che, invece dei punti terrestri osservati,
dovrebbero esser puntate le projezioni ellissoidiche delle loro projezioni geoidiche,
La direzione della verticale di un punto terrestre differisce dalla direzione
della normale al Geoide nel punto corrispondente (¥), e tanto piu differisce
quanto piu il punto terrestre & elevato o depresso, ma la divergenza & cosi
piccola che nella massima parte dei casi se ne pud fare completamente astra-
zione. Del resto & facile calcolarne con grande approssimazione il valore, con-
siderando invece delle due superficie di livello ignote, che passano per i due
punti corrispondenti considerati, le due superficie equipotenziali alle quali esse
si ridurrebbero se la densith nella massa attraente fosse equabilmente distri-
buita colla legge di Larnace o con altra legge qualunque. Il piano in cui la
deviazione bha luogo & evidentemente il piano del meridiano e se il punto di
osservazione si considera come interno alla massa attraente, 1’angolo di diver-
genza d¢& © (come ho altrove dimostrato) prossimamente eguale a
. H.sen2 ¢
"2.a.sen1” (48)
essendo H I'altezza del punto terrestre sul Geoide; se poi il punto di osserva-
zione si considera come esterno alla massa la deduzione di d¢ riesce piu com-
plicata, ma & chiaro che la differenza fra i risultati che si ottengono nelle due
ipotesi devono differire estremamente poco, giacchd I'altitudine geoidica del
punto di osservazione & sempre molto piccola rispetto al raggio medio ter-
restre (**). Da c¢id risulta che se £ ed » sono le componenti dell’attrazione
B Jl.s1 29
2.c.senl
sibilmente quelle del punto terrestre che gli corrisponde ed & elevato di H

locale ¢ di un punto geoidico qualunque, &' =%+ ed » sono sen-

(¥) Il punto del Geoide corrispondente a un punto torr stre ¢ 1 p oj zone g oidica di
questo, fatta cioé per mezzo della normale al Geoide.

(*#) La quantiti (48) rappresenta quindi la correzione che deve esser fatta ad una la-
titudine astronomica osservata per ridurla al Geoide.
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sul Geoide, e
E.H.ez.sen2cp

o =V 7 =0+ 2.0.a.senl” (49)
¢ sensibilmente 1’angolo che la verticale di questo secondo punto forma colla

normale ellissoidica corrispondente.

14.

Abbiamo dato in un altro lavoro le espressioni analitiche delle tre cor-
rezioni parziali indicate nel paragrafo precedente, espressioni che, nelle nota-
zioni prestabilite, per ciascuna direzione caratterizzata dall’azimut « possono
essere scritte come segue

day =n.tangy,

- i — 17}
3o‘co =06.H".sen(« — ¢).senl”, (50)
¢®. H'.sen2x.cos2¢

2.a.senl”

dap =

H" essendo I'altezza angolare del punto osservato contata in secondi, ed H' la
sua elevazione sull’ellissoide di riferimento. Questa elevazione consta di due
parti distinte, ossia dell’elevazione del punto sul Geoide e dell’elevazione del
Geoide sull’Ellissoide, ma quest’ultima non pud esser calcolata se non dopoche
le onde geoidiche sono state approssimativamente determinate.

Nella massima parte dei casi le due ultime correzioni (50) sono inferiori
all’errore probabile di osservazione, e non si ha quindi da tenerne conto che
in punti isolati e rari, e cid non pud farsi che in una seconda approssimazione:
ma & da notare che nella compensazione di una rete 'errore di un angolo
azimutale viene distribuito anche negli angoli vicini, in proporzione inversa
del loro peso e diretta della loro prossimita alla stazione errata, perloché wna
seconda compensazione che si facesse tenendo conto in seconda approssimazione
anche delle correzioni dovute alle attrazioni locali condurrebbe a risultati po-
chissimo diverss da quelli ottenuti nella compensazione gitv fatta.

Roma, luglio 1886.
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Sur un théoréme de M. Lipschitz,
et sur la partie fractionnaire des nombres
de Bernoulli.

(Par M. Erxest Crsiro, & Torre Annunziata.)

Le théoréme de Staupr et CLausEN, concernant les nombres de BernourLr,
conduit & imaginer la fonction suivante:

sat 1), ob+1) , w+1)
P)=—g1 *531 t 1 T (1)

Dans cette égalité @, b, c,... sont tous les diviseurs de n, et la fonction w(n)
est 1 ou O, suivant que n est premier ou composé. Remarquons que, pour n
1

impair, la fonction P se réduit toujours & 5

Cela étant, on sait que le théo-
réme cité consiste dans I'égalité

B, =0,—¢
Mm T vn Uny

ou I, est un nombre entier, et

On trouve

Jr =2 3= 6193
38':“_'6 112———86579
3& - 56 :‘13 = 14:25518

310 = - 528 3“ _ - 27298230

--------------------

On est naturellement porté & croire que, abstraction faite desJsix premiers
termes, la série des nombres J est & signes alternés. Cette propriété a été dé-
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montrée, récemment, par M. Liescmirz, dans le Bulletin des Sciences, (Juin
1886). Si n est dmpair, on sait que B,, est positif, et, par suite, il en est de
méme de J,. Il reste donc & faire voir que J, est négatif pour les valeurs
paires de n, du moins & partir de n=8.

11 faut donc prouver que, pour n= 4, on a

— B> Con. @)

Rappelons-nous, d’abord, que

1.2.3...2n .
(_ 1)7L+1Bgn =9 ——_\2 7;)2% Sany (5)

pourvu que I'on pose

Sm = 17’)1+2m+ +4m+5mn‘.'

Or on sait, d’aprées la formule de StirLivg, que I'on peut éerire

inis

_ B4n > 4:7TV2(72_;_/':')

On sait également que

U2n< + ‘l_ Foeor F <10g(4"+1)

4+1

En conséquence, si 'on démontre que, pour certaines valeurs de n, on a

hVE(%%)‘“*’ > log(4n + 1), )

on aura démontré, du méme coup, que I'inégalité (2) doit avoir lieu a fortiori
pour les mémes valeurs de »n. D’ailleurs, la nature des fonctions, qui inter-
viennent dans l'inégalité (4), indique clairement que le premier membre doit
finir par devenir et rester supérieur au second. Or, pour » =4, les valeurs
numériques des deux membres sont respectivement

9108 i . .
(__) =17,005..., logl7=2833...

o314 ¢32

Conséquemment, le théoréme de M. Lipscurrz est démontré.
Il y a moyen d’abréger encore, et d’éviter les calculs numériques. 1l s’agit,
en définitive, de trouver une valeur de #, vérifiant (4), et, pour cela, il suffit

d’attribuer & n une valeur supérieure & 12?, telle que log(4n -+ 1) soit infé-

rieur & 4x\e. Or, il est visible que le nombre 5 se trouve dans ces conditions.
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La démonstration de M. Lipscurrz ne differe pas de la nétre; mais elle nous
parait se compliquer inutilement de certains détails, qu’il y a avantage & laisser
de cdté lorsqu’on est uniquement préoccupé de la démonstration du théoreme.
Il est vrai que M. Lipscmirz se préoccupe aussi, chemin faisant, de la repré-
sentation asymptotique des nombres de BrrnouLni, et que sa démonstration est
enrichie de formules et de remarques du plus haut intérét.

L’égalité (3) conduit & une expression approchée des nombres de Ber-
Nournl, lorsqu’on y introduit Ja formule de SmrLiNG, en tenant compte de
égalité

Sm=14+ —— [0,5 < ¢ < 0,7]

JJTL f G l
bien facile & établir. Remarquons, en passant, que le nombre ¢ décroit con-

stamment depuls log?2 jusqu'a —, lorsque # croit de 1 & 4 oo. On obtient

Ng

6
(_ 1)77-+1 an = 4: VWWI(;;;J (1 +2271_:_i) 82’971,

¢ étant une fraction proprement dite. On voit que lu valeur absolue des nom-
bres de BerzouLut tend & prendre la forme asymptotique cn*»+5. Il est clair
qu’il en est de méme des nombres J. Ces circonstances apparaissent plus clai-
rement encore si I'on prend les logarithmes des deux membres de I'égalité (3),
ce qui améne le résultat

log {(— 1)*+ By, | = log

4\/rrn( ) g-l—am—l— om-{- Ton + ¢

(®)

pourvu que l'on tienre compto d’une célebre formule d’Evier. On a posé

1

Oy == —

27“.

+ o o 7m + h—,; + -
La formule (5) a été rappelée par M. Lipscmirz, dans la Nofe citée, sous une
forme légérement différente.
Demandons-nous, maintenant, quelle est 1a valeur moyenne des nombres &,
Remarquons d’abord que I'on a, d’aprés (1),
v 41
PQ) + P@)+ PO + -+ Po) = 3[4 ZED,

d’ou 'on dedult

lim - - P()— o)

5(3) , 84 |, @ e
+2-3+3-4+4-5+
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pour # infini. En d’autres termes, si 'on pose

1 1 1 1 1
m=gTm Ty Tt T e T

1-—{—‘71
2 -

on peut dire que la fonction P(n) est moyennement égale & la constante
Quant & &,, on a

d’olt
1 & 1
mes b=zt
Done, la partie fractionnaire des nombres de BernouLLt est moyennement égale
| 1
o la constante §+T"

Ces nombres & interviennent dans quelques séries, qui présentent un cer-
tain intérét. On sait que 1'identité (1) engendre aisément la relation
{ P (i) Qe { o+ 1)
Y = .
Y T e R arne
en supposant, bien entendu, que les séries soient convergentes, et que la fon-

ction ¢ vérifie la condition §(2)¢(y) = ¢(xy), pour toutes les valeurs entitres
et positives de « et y. On en déduit sans peine

540 )1“ (pT_l)Eiw, ®)
‘r‘ = (p—;l) Ak im

olt p doit parcourir la série des mombres premiers, supérieurs & 2. Si, par
exemple, on fait ¢(zr)=1, la formule (6) devient

o] 8 '1

214@7 = (5 -+ Tm)sm,
d’ott 'on pourrait déduire, par I'emploi de la formule (3), V'expression des nom-
bres de BervouLLy, moyennant les parties fractionnaires des mémes nombres.

Supposons que ¢(n) soit 0, 1, — 1, suivant que #» a I'une des formes 3%,
3k +1, 83k — 1. Appelons £, ce que devient z,, lorsqu’on n'y retient que les
termes relatifs aux nombres premiers de la forme 3% — 1. En d’autres termes,
s0it
1 1 1 1 1

R T U R T e R TS v

tn =
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La formule (6) devient

B0 o )i )

En particulier,

€+ & &4 & & & (5 —6l)w

— — —— — — — e ————

1 2 4 5 7 8 _ 18\/§

De méme, soit ¢(n)=0, *+ 1, + V— 1, suivant que # a I'une des formes 5%,
5k + 1, 5k * 2. Représentons par «, la partie de 7,,, relative aux nombres
premiers qui se terminent par 7, et par 8, la partie relative aux nombres

premiers terminés par 3 ou par 9, ces derniers étant pris négativement. En
d’autres termes, soit

1 1 1 1 1
“"‘—7-3m+17-8m + 37-18m+ 47 - 93m + 67.33m+""

1 1 1 1 1
bo=gmt e 10.0n "2 29.14n3+"'

La formule (6) se dédouble en
(1 1
(5 + 6n) Sn— (577 — o) T

I

Un

l

Il

Vn

pourvu que l'on pose
S 1 1 1 1 11
m

R A T v

l 1 1 1 1
In=gm—mtm @mtm "

et que l'on représente par Un, Vi, les sommes analogues, dans lesquelles on
introduit en numérateur les nombres 8. Si, par exemple, m tend vers I’ unité,
on trouve que les séries

&1 &4 & & éu

—_—— — R — ° sy

1 4 ' v 9T
€ &3 € &  Eie
2 3 "' T T 8T I12
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sont respectivement égales &
j( + B,)d% +10V5 — (—6 — a,)\/25 - 10\/5}%
)(E - m)\/% 105 +( + B, )\/25 — 10y f%

On obtiendrait des résultats plus généraux en faisant usage de la théorie des
indices, ainsi que nous l'avons montré dans nos « Excursions arithmétiques ».
Soit, pour finir, q:(n)=sinw—2”, et désignons par y, ce que ‘devient z,,
lorsqu’on y considére exclusivement les nombres premiers de la forme 4% + 3
en affectant chaque terme du coefficient (— 1)%. Autrement dit, soit
1 1 1 1 1
=g T e T Ien T Teoem  moam

La formule (6) donne, pour m =1,
€1 & & & & 1 T
T3 '5*?+§—“'=(“+7*)1'
Plus généralement, la méme formule permet d’exprimer les nombres &’ Evrer
?

au moyen des parties fractionnaires des nombres de Bernouini On obtient

en effet, en utilisant une formule connue,

4n+ 1-2.3.-:2n &y €3 s &s

(= 1)y B = mendt ] Tentt — gentt + Hentd  qent + - )
T + Yo+

ERRATA-CORRIGE.

au lieu de Premiére, lisez Premier
nolre,

P. 144, 1. 12,

» » » derniére » » mnitre, »
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Sulla limitata possibilita
di trasformazioni conformi nello spazio.

(Memoria di Avrrepo CareLr, in Palermo.)

L.

Al

E noto che, se due porzioni finite A ed A’ dello spazio si corrispondono
punto a punto, univocamente e con continuitd, in modo che le figure corri-
spondenti infinitesime siano simili fra loro, la trasformazione dell’intera prima
figura nella seconda dev’essere necessariamente il risultato di una trasforma-
zione per raggi vettori reciproci e di trasformazioni lineari che cambiano la
situazione o grandezza dell’intera figura conservandola simile a s& stessa. Questo
teorema fondamentale, dovuto a LiouviLie, (*) & stato dallo stesso dimostrato
mediante un procedimento tutto analitico, il quale, benchd notevolissimo per
I'eleganza dei calcoli, richiede cionondimeno un apparato di formole abbastanza
esteso per rendere desiderabile una dimostrazione di natura pit sintetica ed
a cui corrisponda una certa intuizione geometrica della veritdh da dimostrarsi.
Non essendo a mia cognizione che altri avesse ancora dato una siffatta di-
mostrazione mi proposi di cercarne una io stesso, e, per rendermi piu proba-
bile la possibilith di riuscirvi, cominciai dall’eliminare la considerazione delle
due trasformazioni speciali sopra menzionate proponendomi di dimostrare che
se le due figure A ed A' si corrispondono punto per punto in modo da essere
simile nelle loro parti infinitesime, ad ogni sfera o pezzo di superficie sferica
della prima figura corrisponde del pari nella seconda figura una sfera od
un pezeo di superficie sferica (o anche un piano che pud sempre considerarsi
come una sfera di raggio infinitamente grande). Questo teorema viene da me
dimostrato nel secondo paragrafo della presente Memoria con un ragionamento
tutto sintetico e al tempo stesso assal semplice.

(¥) Vedi la Nota IV di LiouviLLE all’Opera di MonNGE: Applicution de U Analyse 4
la Geometrie, Paris, 1860.
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Benchd I'enunciato di questo teorema non coincida completamente con
quello del teorema sopra citato di LiouviLLe, ne contiene perd certamente la
parte essenziale. Ed invero, ammesso che alle superficie sferiche di 4 cor-
rispondano superficie sferiche di A', ne segue facilmente che la trasformazione
con cui si passa dalla figura A4 alla figura 4’ non pud essere di natura trascen-
dente, ma & necessariamente una trasformazione algebrica, anzi razionale (cre-
moniana), che pud quindi proseguirsi anche all’infuori delle due porzioni li-
mitate 4 ed A" in modo da abbracciare tutto lo spazio indefinito senza venir
meno alle proprietd gid menzionate. Siano infatti P, P,, P;, P; quattro punti,
non situati in uno stesso piano presi comunque nell’interno di 4 e @, @, @,
Q: i quattro punti risp. corrispondenti in A'. Alla sfera (P, Py, P,, Ps), che
passa pei quattro punti P, P,, P,, P;, corrisponderad in A’ la sfera (@, ¢,
Q:, ©.); ed al fascio (P;, Py, Py) formato dalle infinite sfere che passano per
tre punti P;, Pp, Px corrisponderd in A’ il fascio (@i, @r, Qr) formato dalle
infinite sfere che passano per i punti corrispondenti. La corrispondenza fra i
due fasci (P;, Pr, Px) e (@i, On, Qr) sard necessariamente projettiva, poiche,
dovendo essere le due figure 4 ed A’ simili nelle parti infinitesime, & chiaro
che I'angolo secondo cui si intersecano due sfere qualunque del fascio (P;,
Pr, Py) dovrd essere eguale all’angolo secondo cui si intersecano le due sfere
corrispondenti del fascio (Q:, @r, Qx). Cid premesso, per avere il punto della
figura A’ che corrisponde ad un punto qualunque O della figura A4 si consi-
dereranno le tre sfere che passano per O ed appartengono risp. ai tre fasci
(@5 @1, ©2), (Q, @y Qs), (@, @, ©5) le quali, avendo gid in comune il punto
fisso @, si incontreranno ulteriormente in un altro unico punto comune che
sard evidentemente il cercato punto corrispondente ad 0. Di qui emerge come
le coordinate del punto corrispondente ad O potranno sempre esprimersi come
una funzione razionale di quelle del punto O e reciprocamente. La trasforma-
zione di 4 in A’ & dunque razionale.

Non ci fermeremo qui a dimostrare come la costruzione ora indicata coin-
cida, a meno di trasformazioni lineari, con quella propria di una trasforma-
zione per raggi vettori reciproci, tanto pit che & gid stato dimostrato con
procedimento sintetico (*) che una trasformazione razionale che conserva la
similitudine delle parti infinitesime si riduce necessariamente al tipo ora men-
zionato. Del resto la dimostrazione complementare, che deve aggiungersi al

(*) Biancar: Sulla trasformazione per raggi vettori reciproci nel piano e nello spaszio.
Giornale di Barracrini, tom, XVIIL,
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teorema da me dimostrato nel § 2 per istabilire I'enunciato di LiouviLre, pud
anche farsi direttamente in modo assai semplice per via analitica, il che for-
mera appunto I'oggetto del § 3. Finalmente nell’ ultimo paragrafo aggiungiamo
qualche osservazione relativamente a quelle speciali trasformazioni dello spazio
per le quali soltanto fu dimostrato essere possibile di conservare la similitudine
delle parti infinitesime.

II.

Vogliamo dimostrare che, se una porzione finita 4 dello spazio viene
trasformata punto per punto con continuitd in un altra porzione finita 4 in
modo da aversi la somiglianza delle parti corrispondenti infinitesime, ogni
sfera o pezzo di superficie sferica contenuto in A4 si trasforma necessariamente
in una sfera o pezzo di superficie sferica di A'. Sia infatti s una superficie
sferica o pezzo di superficie sferica in 4 il cui centro sia O, e sia s la su-
perficie corrispondente ad s. La porzione di spazio adiacente ad s si im-
magini occupata dal sistema triplo di superficie ortogonali composto: 1°) delle
sfere di centro O delle quali una sard la sfera s; 2°) dei piani che passano
per un asse OP condotto per il punto O e per un punto qualunque P dello
spazio; 3°) dei coni di rotazione che hanno per vertice il punto O e per asse
comune la retta OP. Di queste superficie basterd pel nostro scopo conside-
rarne una parte, limitata quanto si vuole, contenuta in A e circostante alla
superficie sferica s. Queste superficie godono della proprietd che una qualunque
delle superficie di un sistema & incontrata ortogonalmente da tutte quelle ap-
partenenti agli altri due sistemi. Poiché ora nella corrispondenza fra le due
figure A ed A’ si ha la somiglianza delle parti infinitesime, e per conseguenza
la conservazione degli angoli, & chiaro che a due superficie fra loro ortogo-
nali corrisponderanno due superficie del pari ortogonali fra loro; cosicche al
sistema triplo sopra considerato corrisponderad in A" un altro sistema triplo di
superficie ortogonali di cui una delle superficie sard la s’ che corrisponde alla
superficie sferica s.

Cid posto, siano ¢ le superficie che corrispondono ai piani passanti per
Passe OP ed ' le superficie che corrispondono ai coni retti. Per un teorema
notissimo dovuto a Dupix, si sa che le linee di intersezione di tre superficie
fra loro ortogonali due a due, sono linee di curvatura delle superficie stesse.
Percid la superficie s’ sard incontrata dalle superficie ¢ ed «' secondo linee
sue proprie di curvatura. Siano ora @ e @' due punti corrispondenti quali si
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vogliano di s e di §'; sia Q' R’ una retta tangente alla superficie s’ nel punto
@' secondo una direzione da fissarsi ad arbitrio, e sia Q R la direzione corri-
spondente sulla superficie s. Con ¢id intendiamo dire che all’elemento lineare
delle superficie s" condotto pel punto @' secondo la direzione @'’ corrisponde
un elemento lineare di s uscente dal punto @ e situato lungo la retta QR
tangente ad s nel punto Q. Se si sceglie la direzione dell’asse OP in modo
che esso sia situato in uno stesso piano colla direzione @R, per es. si prenda
O P parallela alla retta @ R, la retta @' R’ sard tangente nel punto @' a quella
superficie ¢ che corrisponde al piano comune OP QE; epperd la linea d’in-
tersezione della superficie # con la superficie s', che &, come si & notato, una
linea di curvatura di s, avrd per tangente nel punto @' la retta @ E'. Poiché
ora questa direzione era affatto arbitraria conchiudiamo che per ogni punto ¢’
della superficie s’ passano linee di curvatura secondo qualsivoglia direzione.
Ogni punto di s" sard dunque un punto wumbilicale, e la superficie s’ dovra
necessariamente essere una sfera od un pezzo di superficie sferica. Resta cosi
dimostrato quanto si voleva.

III.

Per completare la dimostrazione del teorema di Liouvinie resta ora sol-
tanto a far vedere che una trasformazione per la quale si ha la somiglianza
delle parti corrispondenti infinitesime e per la quale le sfere si trasformano
in sfere si riduce necessariamente a trasformaziont lineari ed a trasforma-
zioni per raggi veltori reciproci. Cid si pud dimostrare col seguente sempli-
cissimo procedimento di geometria analitica.

Sieno £, », ¢ le coordinate ortogonali di un punto qualunque P della prima
figura riferite ad una terna di assi ortogonali O0X, OY, OZ condotti a pia-
cere per un punto O della stessa prima figura, che potrd fissarsi ad arbitrio,
e siano &, 7, ¢’ le coordinate ortogonali del punto corrispondente P’ della se-
conda figura riferite alla terna di assi O'X’, O'Y, O'Z' condotti per il punto
O’ corrispondente del punto O in modo che agli elementi lineari della prima
figura uscenti dal punto O e diretti secondo gli assi 0X, 0Y, OZ corrispon-
dano nella seconda figura gli elementi lineari uscenti dal punto O’ risp. se-
condo le direzioni O'X’, O'Y’, 0'Z'. 8i imaginino fissate nelle due figure due
sfere corrispondenti ¢ e ¢". Sia

(@—ay 4@y — by + (e —op =1 )
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I'equazione della sfera s, in cui z, y, # sono le coordinate correnti riferite al

sistema di assi 0X, 0Y, OZ e sia:
@~ + O~ B + (7 — ) = (1y

quella della sfera ¢’ nelle coordinate correnti ', %', 2’ relative al secondo si-
stema di assi 0X', 0Y', OZ'.

Cid posto, per il punto P della prima figura si pud sempre far passare
un’unica sfera tangente al piano Y 0Z ne] punto O. Essendo &, », ¢ le coor-
dinate del punto P rispetto al primo sistema di assi, I'equazione di questa
sfera nelle coordinate correnti #, y, # sard data da:

S ®
onde il suo centro avrd per coordinate
x = E’_—_F;_;_j_—_gf v y=0, 2=0,
ed il suo raggio sarhd dato, a meno del segno, da:
r=£*+;§+b_ | 3)

La sfera corrispondente della seconda figura, dovendo passare pel punto
P’, corrispondente di P, ed essere tangente nel punto O al piano Y' 0'Z' la
cui direzione corrisponde per supposto a quella del piano ¥ 0 Z, avra evidente-
mente per equazione, nelle coordinate correnti &', ', ¢':

o2 Ay |- o7

§2 f 0+ 7 )

Poiche ora la corrispondenza fra le due figure & tale da conservare gli
angoli, possiamo esprimere che I’angolo sotto cui si intersecano le due sfere

(1) e (2) & eguale a quello secondo cui si intersecano le (1) e (2). L’angolo ¢
delle due sfere (1) e (2). & dato da

- % . @y

cosgp = * Mir—a —*‘27:: .
dove % & il raggio della sfera (1), » & il raggio della sfera (2) il cui valore

& dato dalla (3) e 0 & la distanza dei due centri. Poiché:

g2 -z.!r_‘@e . .
32=(a‘—- ._j_—;a——-)-—}-b + ¢,
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si ha:

_ E(hz_ae_b:__ce)_}_a(gz_'_nn_l_p)
cosp =% BT '
Analogamente I'angolo ¢’ formato dalle due sfere (1)’ e (2) sard dato da:

g BB ) e (@ LY
cosp == AAENTER G

onde, designando con ¢, la quantitd = 1, si avra la relazione:

E(hi—a?__bz_.cﬁ) a_ E(L — a2 — P2 —y2)
WG TR e by TR

alla quale si possono senz’altro aggiungere le due analoghe che si otterreb
bero considerando in luogo della sfera (2) la sfera analoga tangente al piano
X 0Z ovvero al piano X0Y.

Ponendo per brevita

e e 02 [,2 — 2
k a b C=L,

h k
a b c
F=M = 5Tk
z e Y _
T Bo B H % H3y

si hanno dunque le tre relazioni seguenti:
g l EI
52.}.-,12_1_2;2"_ 1= é _1_ﬂf2+cz+slf‘!

Lyt =M gy an 4

¢ _ v
Lemegpth =g tan

dove le ¢ sono quantitd eguali a +1 o — 1. Queste forme determinano la
trasformazione delle &, », ¢ nelle &, 4/, ¢ e mostrano chiaramente come esso
sia il risultato di due trasformazioni per raggi vettori reciproci e di una tras-

formazione lineare.
Ponendo infatti:

i _ T S S
Lermigs=% leogwso=Y lerwyp=7
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il che equivale ad eseguire sulla prima figura una trasformazione per raggi

vettori reciproci che cambia il punto (£, », ¢) nel punto (X, Y, Z), e ponendo

similmente

T S S TR . S T S S——
5'2 + n'? + C'z Y g'z + n'2 + 22 "9 5'2 + 0’2 + Cz

il che equivale ad un’analoga trasformazione per raggi vettori reciproci ese-
guita sulla seconda figura, la corrispondenza fra i punti (X, Y, Z) della prima
ed i punti (X', Z’, Y’') della seconda figura si riduce, in virth delle (4), ad
una semplice trasformazione lineare

X= E‘Xl + (eip'! -_— 14)

Y= € Y, + (Egyg — Ag)

Z = €sZI + (53{’-3 - )\3),
che conserva I'intera forma della figura. L’enunciato del teorema di LiovviLre
resta dunque cosl stabilito completamente.

Z',

IV.

1. Benchd la teoria delle trasformazioni per raggi vettori reciproci sia
comunemente nota, non crediamo tuttavia inopportuno di aggiungere qui al-
cuni sviluppi analitici relativi alla trasformazione risultante dall’eseguire suc-
cessivamente un numero finito di trasformazioni per raggi vettori reciproci e
di trasformazioni lineari conformi. B facile riconoscere come una siffatta ri-
sultante possa sempre considerarsi come derivata da una sola trasformazione
per raggi vettori reciproci combinata con una sola trasformazione lineare con-
forme. A tale oggetto basta infatti dimostrare: 1°) che la risultante di una
trasformazione lineare conforme a cui si faccia succedere una trasformazione
per raggi vettori reciproci pud anche ottenersi eseguendo prima una certa tras-
formazione per raggi vettori reciproci e poi una certa trasformazione lineare;
2°) che la risultante di due trasformazioni per raggi vettori reciproci eseguite
successivamente pud anche ottenersi mediante una sola trasformazione per
raggi vettori reciproci combinata con delle trasformazioni lineari conformi.

Senza fermarci alla 1* proprietd, che & quasi evidente, consideriamo il
risultato di due trasformazioni per raggi vettori reciproci:

P—a=RIZ%, yp=RI2l, J_c=RIZ, ()

7'2 1'2
Annali di Matematica, tomo XIV, 30
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dove r* = (z — a)t + (y — b)* + (2 — c)* ed:

x”—a=T’x;:a’ y"—ﬁ=T”’P;gB, z"—y=T2

’
z —

92

L, @)

dove pt=(z' — o)t + (5 — B + (&' — )"

Sostituendo nelle (2) i valori delle «/, 4/, 2’ dati dalle (1) si trova dopo.
alcune facili riduzioni:

#ma= Ity [(a—a)t + (b-F)2 + (c-y)*] + ;R(g[ai)aggiffv) ?zb—ﬂ)(@/"b) (- E-o)]+ B ®)
con due espressioni analoghe per 4’ — 8 e 2" — y. Ponendo per brevita:
r—a=E§, y—b=n, z—c=¢
a—a=24, b— =B, c—y=0C,
possiamo scrivere

2 —a=T? A 24T + ReE )
T @B+ O)E+ )+ 2R (AE+ B+ OO F R

ed anche:
v ATr
T oe=mTmral,
T*Re (42 + B2+ )8 — 2 A(AE+ Bn 4+ 00 — ARe

TIX RO @B+ @7+ )+ B@E+ Br+ OO T B
Se ora poniamo:
(A*+ B+ C)E—2A4(AE+Bn+ Cy)— AR =X
424+ B4 C*)yn—2B(A45+ Bn+ Ct)—BR* =Y 4)
(A* 4B 4 C)—2C(AE+Bn+C8)—CR* =2
(A2 + B4 €)@ + 7+ )+ 2B AL+ By + C) + B =D,  (5)
elevando a quadrato le (4) e sommando si trova:
X+ 1+ 2 =(4*+ B + C*)- D,
onde pud scriversi:

. AT? X

=t rrrro TPz ays

" BI* . . Y ,

?/ —ﬁ+Az+Bz+Uz+Tszz+Yz+Zz (b)
cre Z

L —_— 2 PR .
2 —7+A4+Bz+uz+TR X‘+Y4+Z.
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Di qui si vede che, se si trasformano le z, ¥, 2 nelle X, ¥, Z mediante
le sostituzioni lineari (4) e le 2", y”, 2’ nelle X", Y, Z" mediante le so-
stituzioni lineari:

’!

2
2 — o AT = X"

T AaFB ¢
BT®

Moo - =Y

V—b-Trmro-7T

" cr? "

? —V_W—Z’

le X", Y", Z" si ottengono dalle X, Y, Z mediante |'unica trasformazione
per raggi vettori reciproci

X " Y
XH:T’ReX’——{—__Yg—I-Z?, Y —TZRz.X_—-’—!—Y’—}-Z”
gt T+ 2

zZ

il che dimostra appunto la proprietd enunciata.

2. 11 denominatore D dell’espressione (3) pud anche mettersi sotto forma
di una somma di tre qua&rati nel modo seguente che ci sembra egualmente
meritevole di attenzione. Vediamo, ciod, se si possano determinare sei costanti
Py ¢y 7y py ¢y ¢ in modo da avere identicamente rispetto alle &, », &:

D=4+ B+ C)E+nr+) + 2B(AL+ Br+ CO) + B
=@ét+gntretel+@E+ratpe+ oy + L+ pn 498+ )

A tale oggetto debbono soddisfarsi le equazioni

PHE+r=44B+C, potqrt+rp=0 (=)
Pet gy try’=R4A

qu+ry +pp’ =EB ®)
re+pp +qu' =EC

pt 4t 4 e =B @)

Di queste equazioni la (7) & una conseguenza delle («) e (3). Moltiplicando
infatti le () risp. per p, ¢, », sommando e tenendo conto delle (z) viene

#(4*+ B 4 €)= R*(4p+ Bg + Cr)
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e similmente si deduce dalle stesse (=) e (B):

{4+ B+ 0 = B(4q + Br + Cp)

w'(4* + B* + C%) = B*(Ar + Bp + Cq).
Da queste tre uguaglianze elevate a quadrato e sommate si ha:

(@ + 4 1) (L2 4 B+ Oy
= R4+ B4 C)(p*+ ¢ + )+ 2(AB 4 BC+ CA)(pq + qr + rp)l,
ossia appunto, in virtl delle («):
e = B

Si determineranno quindi in un modo qualunque le p, g, r purchd sod-
disfino alle due condizioni

pre+r=44+8+0,  petqr+rp=0, ()
dopodichd i valori di g, ', ¢ saranno dati da:

Ap 4+ Bq+Cr ) , Aq -+ Br4 Cp
p=F o w=E

Ag+Br+Cp ., _ pAr+Bp+0q
A" FB ¢’ B A+ B+

3. Poniamo per brevita:
p$+qr)+ﬁ;+y. =,
Q€ +rn+pi+p =¢ 0

rE+pn+qt+p =g,
cosicche si ha

D=g+¢+a.
Dalle (B) moltiplicate risp. per &, », & e sommate si ha:
RMA: 4 Bn+ Co)=p(pé + qn+r)+ e @E+ra+tp0)+ "t +pnt-q0)
= oot 1o e — (@ - ' 4 ),
ossia, in virth delle (y):
B(Af+ Bn+ CO) + B =po,+ g, 4 1" s ©)

Moltiplicando le espressioni (7) risp. per p, g, r, sommando e tenendo
conto delle relazioni («) si trova:

(A4 B+ C)e - pp -+ Qi + 10" =po g0 + 7s,
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ossia per le (8):
A+ B+ )+ R A=po,+ g9+ 7 5. 9)
Sostituendo le (8) e (9) nell’espressione (4) di X si ha:

24 r "
X=po+ 99+ 79— 7w (o +¢'e +"99)y

con due formole analoghe per ¥ e Z. In luogo delle (6) si pud dunque anche
scrivere:

" AT
v=etFrEyoT
+ T (PR —24p)pi + (R'g —24p") s + (R'r — 24p")ps
4 B+ 7o+
BT*
V'=btrrmproT
4T @R —2Bwa+®r—2By)e+ Ry —2Bu)n
4+ B+ 4 o+ o+ o
iy CT
. z_7+A‘+B'+C"+
+ T .(rR’—20;1.)9‘+(R“p—2C;A’)(pg+(R’q—20(1.')?3.
L+BF+C ot ot e

4. 11 modo pitt semplice di soddisfare le («) si ha prendendo:
p=VA*+B*+C, ¢=0, r=0.
In tal caso le (d) ci dinno:

R4 1 R'B ‘L R'C
_——_— el yr—y
axrroe "TVErrte Y@y o
e le (7):

p=pE+p, @=pr+p, e=pity.

Palermo, dicembre 1885.
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Le equazioni differenziali pei periodi
delle funzioni ellittiche.

(Nota di F. Brioscai, in Milano.)

Devesi a Kouuer (*) 'aver dimostrato che gli integrali ellittici completi,
secondo la forma ad essi assegnata da LreEnpre, possono esprimersi per mezzo
di serie ipergeometriche. In un recente fascicolo dei Mathematische Annalen (**)
& riprodotto un lavoro del 1875 dovuto al sig. Bruwns sullo stesso argomento,
nel quale per la forma di questi integrali completi o dei periodi si segue quella
addottata dal sig. WemrsTrAss. Lo scopo di questa Nota, non & tanto di giun-
gere a quelle equazioni -differenziali mantenendo agli integrali completi una
forma pill generale, ma piuttosto di indicare un metodo per ottenere le equa-
zioni stesse che a me sembra preferibile ai noti. -

Posto:

f@)y=a*4 Az* + 4,2+ A; = (2 — a,) (x — a)) (z — a,)
ed a,> a, > a,; considererd siccome integrali ellittici di prima e di seconda
specie, i seguenti:
(7 dx J(Frdx
E I - 7f T

essendo ¢ = \f(). Ne segue che i corrispondenti periodi saranno:

@, da: % dx (Brde e zdx
o=3 =i T om=—3) T m=—3]. 5

Go a )

Mln-

Ora mdlcando con a, una qualunque delle quantitd a,, ai, a, si hanno fra i
periodi ,, n; le seguenti relazioni:

27 (a ) dlﬁi =—(ar01+m); dny d oy 1

—_— g, —— 1
dar rdar z

(¥) Ueber die hypergeometrische Reihe. Journal fiir die Mathematik. Bd. 15, pag. 144.
(¥*) Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung.
Bd. 27, pag. 234.
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dalle quali si deducono queste sei:

dwl dwl d(l)l
2y d_a,. = 0, Sy ddr = ':T&)“ Z.a; ar -;—(A‘wl m) (1)
. 'dm : dnm dny '
2, dar = — Wy, 2.a, dar .—_—'"‘2'7)!) . Zra,’.m—-}(liz&h A‘m)

ed analogamente per w;, »,. :
Considerando ora la forma binaria biquadratica:

FEiy &) =& (L + Ai83E, 4 4:8,8 + 4:8)

ed indicando con g, ¢, i suoi invarianti, si hanno:

g= (41— 34)),  go= — (94,4, — 241 —214,).

3.12
Sia:
0 =gi—214:
il discriminante della forma f(k,, &,); essendo:

s ds D

S,. dan —-O, Zrarm=63, zra2m=—4l4~na

se si pongono: :
1 _4
Y =3d%w, =20 *(n—414.)

le sei equazioni (1) conducono alle seguenti:

dy dy . 2 QY __ 4 O
2, dar 0, 2,y dar =0, z"a’dar =—302 @)
. dz dz dz -5 1
Zr da,-=0, Zrarm=0, Eraf' dar=%a ng,y:

Le v, 2, si possono quindi considerare come funzioni di una sola variabile g,
funzione delle a,, @i, @, per la quale sussistano le:

d d
dagr = 0 Zrar g = 0.

zr dar

3
Posto g=g—§-, queste due relazioni sono appunto soddisfatte, inoltre si ha:
d 2 - 42 i
Seap oL =36 550t = V3. 57 g7 (g — 17

quindi le due ultime equazioni (2), indicando con accenti le derivate rispetto
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a g, si trasformano nelle:
8B g1y =z, V3.5 G~1F =y
dalle quali si ottengono tosto le due note equazioni differenziali ipergeometriche:.
9=y +3(T9 =4y +wy=0
9(g— 1" +4(6g— 92 +ikz=0.
Agosto 1886,
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Sulla teorica
delle funzioni iperellittiche
di primo ordine.

(Memoria di F. Brioscm, in Milano.)

CAPITOLO TI.

Definizioni.
1.° Sia:
&
f@)=28+ Az +--- + Az + A, =T (x — a,)
=0

una funzione intiera di quinto grado dell’argomento «, ed in essa le quantitd
Goy @yy... @, sieno tutte reali ed in ordine discendente di grandezza, ciod
Qo => Oy > Ay > A3 > 0y

Posto:

t=\flx) ed fi@)=maxtm, fl@)=nz+n (1)

si denomineranno integrali normali iperellittici di primo ordine e di prima
specie, i seguenti:
L4z, 4L g,

Le quantitd ms,, m,; n,, n, sono pure reali.
Ed indicando con ¢,(x), g.(x) i due polinomi del terzo grado:

g:(x) = bya® + b,2* -+ by + b, g(@)=c+ et terte  (2)

a coefficienti reali, si denomineranno integrali normali iperellittici di primo
ordine e di seconda specie, gli integrali:
x x
%fﬂig)dx, %fﬂeg)da,.
Annali di Matematica, tomo XIV, 31
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Se con 2y, «, si indicano due valori di #, e con £, ¢, i corrispondenti valori

di Vf(z), supporremo che fra i coefficienti delle quattro funzioni f,(x), f:(z);
9.(%), g:(x) sussistano le relazioni alle quali conduce I'equazione:

fi@) gu(@) — fi(2:) 91 (@) + [ (1) 92(22) — f2 (@) 92 (%) = )
—ongp[att] e fate] 0
ossia le cinque relazioni seguenti:
Moby + nyco = 0 myby + nycp = — 3 \
Mmob, + e, = — 1 Myby +ne, = — 24, (4)
mo.bg—{—nt(,c3—(mibg—]—nic?)=A2 )

per le quali ponendo m,m; — m,n, =, saranno i coefficienti b,, ¢,; bi, ¢, dati
dalle relazioni:

Ebo=3n0, ECO=_3I72,0; Sb,=2A"no—%1, SC,=—2A"mo+m1

e gli altri coefficienti delle ¢,(x), g.(x) arbitrarii, salvo che deve essere sod-
disfatta la quinta delle relazioni superiori.
Se, come si ammettera pit avanti, fossero fi(z)=1, f;(xr)=1x, ciod
my=mn,=0, m=mn,=1, e quindi e=—1, si hanno le:
bo=—3, bi=—2A1; Cg=0, Ci=—‘1; cs—bngg
e potendosi percid supporre ¢, = %y = by =0, saranno:
9.(2) = —(Bx*+ 24,2° 4 4,z), gs (%) = — 2. (5)
2.° Si indichino con wu,, #, due quantitd alle quali possano attribuirsi
valori qualsivogliano, e con x,, z, due funzioni di esse che soddisfano le

equazioni:
5 fix)yde |, (% fi(e)de

6
(B fi(x)de P fe()dx ©)
Ue =7 ;T t
ai as
da esse si deducono tosto le seguenti:
& dw _ falme) e odme  fulw)
2f1 dZ(; o X4 — T2 ? 2t auz xre —— Iy ’ ('_)
(
_8 (Z.m_ fz(xl) _S_ dxe___ ﬂ (z1)
2ty dor Ze— a1 2ts dus @1 — a2
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per le quali essendo:

d X1 dam

Cdus dus dtits
dxs dxe € (21 — a2)
dm d%z

si ha la formola di trasformazione di integrali doppi:

€ X1 — P2
du,du, = — dx,dz,. 8
10Uy = = 1A, ®)
3.° Supporremo che ciascuna delle quantitd .., ar, as, @), @, rappre-
sentino una qualunque delle a,, @4,... a,; si avranno cost cinque funzioni di
x,, ¥, analoghe alla V(z, — a,)(z. — a,). Considerata questa, siccome funzione
di ,, ,, la indicheremo con p,(u;, 4,) o semplicemente con p,, e denomine-
remo essa, € le altre quattro analoghe, funzioni iperellittiche di primo ordine
ad un indice.
Derivando la funzione p,(u,, ;) rispetto ad u,, ;, si ottengono, per le
relazioni (7) le seguenti:
d pr pr [ _fels) f2 (1)
- f,— L) g,

4 =
duy Ty -— X2 | 11— Qr Xz — dp

dpr= Pr [fi(fl/@) t _ f!(x'i) t]

)

€ 1
dus Te — L1 | L1 — Ar T2 — Qr

per le quali posto:
ety ) = P o e IR

71— w2 | (01 — ar) (w1 — as) (w2 — ar) (2 — ds)

si giunge alla:
dpr

dug

1 1nr
pre=— | @) T+l 2] ()
od anche, potendosi pel valore di p,s permutare le r, s, alla:
! aps aps ],
Psr=— E[fi(af) dun + fz(ar) dZH]

Le funzioni p,s(u,, 4,) definite dalla equazione (10) sono quindi funzioni delle
pry ps © delle loro derivate rispetto ad w;, 4,. Esse sono evidentemente in
numero di dieci e le denomineremo funzioni iperellittiche di primo ordine a
due indici.

Dai valori di due qualsivogliano funzioni iperellittiche ad un indice, p.,
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Ps, risultando identica la equazione:

pir pis
x — dpy xr— Qas

per £ =, e per & == &,, si ha che le z,, %, sono radici di unra equazione del
secondo grado di cui i coefficienti sono funzioni dei quadrati di due qualsivo-
gliano funzioni iperellittiche ad un indice e di quantitd costanti.

Cosl siccome dalle equazioni (9) si deduce sussistere per x = x,, x = x,,
la relazione:

V) = 25 2 1 2]

duy

si ha che anche #,, ¢, sono radici di una equazione del secondo grado di cui
i coefficienti sono funzioni di p?,, p%, delle derivate dell’'una o dell’altra rispetto
ad u,, u, e di quantita costanti.

CAPITOLO 1I.
Le relazioni algehriche fra le quindici funzioni iperellittiche.

1.° Le note formole relative allo spezzamento delle frazioni algebriche
conducono ad un grandissimo numero di relazioni fra le potenze seconde e
quarte, ed anco fra prodotti a due a due, ed a quattro a quattro, di funzioni
iperellittiche del primo ordine.
Indicando con (rs), (Ap),... 1 binomi a, — as, @y — a,,... si hanno dap-
prima fra i quadrati di quelle funzioni le tre relazioni:

],2T 1)2) 7)2‘”' g \
(ra)(ry) + (Ar)(rr) + (r) () 1 ’

plrs Plis PPus
_‘— ==
(.T)\) (rlj‘) ! ()\7') (7&&/.) + (!J' 7-) (y‘ )\) (87”) , (1)

1 .,
Pt o) [P — PPru] = (u5) (2 m) /

e le altre che deduconsi da esse colle permutazioni degli indici 7, s, m, %, p.
Queste re:lazioni dimostrano tosto come, scielte le tre funzioni p%, p%, Pi,;
i quadrati delle altre dodici si possano esprimere linearmente colle medesime
e con un termine costante. Dalla prima delle superiori si ottiene infatti la
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seguénte :
7= g [0 — @)ps] + 0 @) ©

e le altre due sostituendo ad » l'indice s, e I'indice m. Dalla terza si ha in
secondo luogo:

Prw =P+ Ar)p7 — (A1) (8) (e m) )
e permutando gli indici A, p la:
D=1+ (@r)ph — (@) (1s) (am)

cd altre quattro colle permutazioni di » con s e con m. Infine la seconda,
per queste ultime, conduce alle:

2 — n? 1 A\ 2 » 2
Does —PA;Hrm[(M)\M)py—(w)m)p ]

P = P + o% [(Am) (7Y p2y — (wm) (7)) 4)

Pom = P s [0 Com) s — s ]

E da notarsi che le relazioni (4) non contengono termine costante, cosi
che quei valori di w,, w, i quali annullano le funzioni p,, p,, p;. annullano
altresl le p,s; Pmr, Psm- Ora se nelle equazioni (1) del Capitolo I si pongono
(l?l = a,, xg = a3’ Oppure 661 == a3’ xg = a‘ Si hannO ’lh == UQ == 0; ma: quel Va-
lori di z,, 2, annullano evidentemente le funzioni p,, ps, pis, si hanno cioe le:

20, 0)=0 (0, 0)=0 9:(0, 0)=0
e per la precedente osservazione le:
(0, 0=0 " ps(0, 00 =0 p:(0, 0)=0

ciod sei fra le quindici funzioni iperellittiche del primo ordine si annullano
per u, = u, = 0. Le sei indicate funzioni si diranno per questa loro proprietd
funzioni dispari, e le altre nove funzioni pari.

2.° Dalle relazioni superiori scorgesi facilmente che si possono trovare
altre combinazioni di tre funzioni pei quadrati delle quali e per un termine
costante sieno esprimibili i quadrati delle altre dodici. Per esempio se dalla
relazione (2) e dall'ultima delle (4) si ricavano i valori di p%, p®. e si sosti-
tuiscono in tutte le altre, si ottengono i valori dei quadrati di dodici funzioni
espressi per pr, Psm, P ed un termine costante. Ma si possono anche scie-
gliere in pit modi quattro funzioni ed esprimere in funzione lineare dei qua-
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drati di queste i quadrati delle altre undici. Infatti supponendo sieno:

pzsl = Apgr + Bp2sm ~+ Cp?}p + D

Ponp = Aipgr 4 B p*em + 01292)}; + D,
nelle quali 4, A4,,... sono funzioni di a,, @s,... moltiplicando la prima equa-
zione per D, e sottraendo la seconda moltiplicata per D, si giunge ad espri-
mere p?, per una funzione lineare di P2, Pmu, Piem, Pou- Ripetendo la stessa
operazione fra una delle due relazioni superiori ed una terza, quella che da,
per esempio, il valore di p®m,, si otterrd quest’ultima funzione espressa linear-
mente con P, P, Pism, PHu © sostituendo in essa il valore di p. trovato
precedentemente si otterrd anche p%,, espressa in funzione lineare di p%y,
Doy Plomy Pope -

Le combinazioni sia di tre, sia. di quattro funzioni iperellittiche, per i
quadrati delle quali (e per un termine costante nel primo caso), possono espri-
mersi linearmente i quadrati di tutte le altre, sono in numero di sessanta, rag-
gruppate quattro a quattro rispetto ad alcune proprietad dei coefficienti costanti
delle quali si dird pil avanti. Ecco tre gruppi delle indicate combinazioni:

L pm P P |1 P Pir Pus |1 P Des P

Prs Dap P Pps | Prs Pin Pis Ppr | Ppr Pis Pir Pus

Pr DPe Pmr Pum | Pr 0 Pmr Pim.| Pr Ps  Pmr Pms

Ps Pr Psm Prvn @ Ps P Psm Pum | Pu Pr DPum Pim
il secondo ed il terzo dei quali si ottengono permutando nel primo p con X e
con s. Permutando poi nei tre gruppi m con 7, s, 1, n si ottengono le ses-
santa combinazioni.

Se, come sopra, supponiamo che gli indici 2, p rappresentino 1'uno o
I'altro dei numeri 1, 3 e ciascuno degli indici m, », s uno dei numeri 0, 2,
4, si vede tosto che nelle combinazioni a tre, le tre funzioni sono due dispari
ed una pari, oppure tutte e tre pari; e nelle combinazioni a quattro, due fun-
zioni sono dispari e due pari, oppure le quattro pari.

3.° Consideriamo in questo paragrafo le relazioni esistenti fra i quadrati
delle funzioni iperellittiche che appartengono ad uno stesso gruppo, per esempio,
al primo dei superiori.

Introdurremo per brevitd le seguenti denominazioni:

a=Qp)Qr)sm) 7= (@s)(r)(pm)
B=0w)Es)em)  0=(rs)(us)(m) ©)
9= Qp)(rs)(r)(us) /

(5)
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e quindi:
afyd=g*h By —oad=pg
essendo &= [ (an) e:
p = (wm)(rm) — () (sm) = (p5) (rm) — Qur) (s m) = e
— () (umn) — () (sm) = () (um) — (k) (r1m) = (o) () — (1) (um). )

Dalle relazioni (2) (8) (4) trovate sopra, si dedurranno le dodici seguenti:

p()\ (J').pg"s = alB + g])?m "!" B_p2ls - ap'z!“.

pUrs)Pu =79 —9P'm — 7P + 0P

8
p(8)phe = B3 — gP°m — BPYs + 0P )
p( 7 Pus = —ay + gP°m + 7P — 2P ur
pu)(ps)pr=—"By 4+ 9p°m + B(P%s — P%r)
prs)Ar)pta=—28y 4+ gP’m + 74— Pour)
2 — 8 1 2 2 3 ° (9)
PYP mr = —ay0 4+ ygP°m+ Lypis — 20P%r
pYPum = — 2B+ BIPm + ByPhe — 25 Phur
P () pts=—aS + gpm +a(phs — ) )
p(r8) (8)ps = —ad - gPm + d(phs — PPur) (10)

pIPom=—By0 + 3gP°m + Byphs — a¥p'un

pIDIm = —afy + agp'm -+ Bypis — « Pt

Queste dodici relazioni, o le altre che da esse si possono dedurre, fra i qua-

drati delle quindici- funzmm iperellittiche sono fondamentali nella teorla delle
funzioni stesse, e dovremo sovente richiamarle in seguito.

4.° Passiamo ora a considerare le relazioni fra prodotti di due differenti

funzioni iperellittiche. Anche queste possono derivarsi da tre principali colla

permutazione degli indici 7, s,...; dimostrandosi facilmente la sussistenza delle
seguenti:

() PrPrem + @) papun + N Pupum =0
(M) PrsPrm + (#) PrsPrm = (73) PusPum = 0 (11)
PrrPra— PaPep + () prpp = 0.

La forma delle prime due relazioni (1) e delle prime due fra queste ultime,
conduce a questo risultato: che scelte opportunamente nove funzioni iperellit-
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tiche del primo ordine sussistono fra esse le sei relazioni:
ag+B+rn=1  wat bt yy=0
wt+btr=1 wut+B:Bi+ypn=0
a5+ B+ 5= aras + BiBy + 717, =0
e quindi per esse le:
3t afeys)=1 2= Boys— Payay oo

Queste sei relazioni sono infatti soddisfatte ponendo:

oy = Pr ] 1 == _L ? }/1 = __p___/u—
VoL (re) V) () Vipr) (02)
Prs — Pis Dus

T Vo rmem eanomem 7 VeEn@nem

ed as, f3;, y: permutando in queste ultime s ed m.
Giungesi cosl fra le nove funzioni iperellittiche alla relazione di terzo

grado:

e P Pu | = Qp)Qr)(ur)(sm) (12)
prs p)\s pps
Pem Pom Ppm

ed alle due seguenti:
Q) (sm)pr = PrsPum — PimPus; ) Prs = PuPrm —PaPum  (13)

formole Puna e I’altra di molto uso in questa teorica. Dalla seconda di esse
si deducono le:

(78)pmPrs -+ (M) PrPsm =+ (M) PsPmr =0
(8) P Prs + (1) Prs Pson + (7)) P = (1 8) (m7) (M) P

le quali si possono ottenere anche direttamente.
Notiamo altresi le seguenti, siccome conseguenza di alcune superiori:

(r8)(Am) PPms + (sm) A1) pPs + (mr)(A8)pPsx = (rs) (sm) (rm) p*
(r8) () s Py =+ (1) (A7) P Pre + (7)) (A8) Pid e = (7 8) (872) (1) P P

da cui:
(8) (Am) pa s + (SMYQAT) prs Porm ~+ (mrY(28) por pmr = 0;
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infine la:
Pm Pmi + PrPr Ps Psix — PrPip
(em)g'(am) * (pr)g'(ar) * (25)g (us)  g(ap)
posto g(z) = (% — an)(x — a,)(x — as).
5.° Le relazioni di quarto grado fra funzioni iperellittiche si possono
distinguere in due specie; alcune sono conseguenze delle note formole relative
allo spezzamento delle frazioni, altre hanno origine nelle relazioni di secondo
grado considerate nei precedenti paragrafi.
Incominciando dalle prime, notiamo la:

P+ et + A =1
Tt e T e T P f(ap)

la quale pud anche generalizzarsi osservando che posto:

¢*r = (41 — a,) (¥ — av), Q*s = (Y — 2:)(T: — a5),...

+

si ha: :
. - P q!r p’s qzs pzm qzm P q’x psﬂ qep =1 14

f'(ar) * [ (as) t f(am) ~ @)~ ['(ap) ' (14
Cosi si ottengono quelle della forma:

1 (Ar)e (As) (Am)2
[y e P PO+ s Pt FES D ] =]
(15)
_Ihah
f' (@)
e Valtra, distinta da queste, fra sole funzioni dispari:
()\r)(yr) (ls)(y.s‘) Oom) (Lm) o, _ )
gy Pomlomt Zgay g(a) me L & ey el

(16)

L

= P g — m [9(@)P* 4% — 9 (@)% 1]
nella quale:

9(@) = (@ — ;) (¢ — as) (& — am).

Infine, fra quelle di questa specie, si hanno ancora le due forme seguenti:

PrQrPriqrx Ps Qs Ps) gsx Pm Qm Pm) m — PprQuPip@p
(#r)g'lar) * (9)g'(as) (rm) g (am) g(ay) a7
" PrQrPsmQsm Ps qs Pmr Gmr Pm m Prs Qrs
- 7 = P Y
7@ T g T glam e

le quali relazioni torneranno opportune nella ricerca delle formole per I'addi-
zione e per la moltiplicazione delle funzioni iperellittiche.
Annali di Matematica, tomo X1V, 32
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6.° Le relazioni del quarto grado che dipendono da quelle di secondo
grado trovate sopra, hanno esse pure una importante applicazione nelle sopra
indicate formole ed in quelle della trasformazione.

Rammentiamo che per le relazioni (8) i valori di p*., p%s sono espressi
linearmente pei quadrati di pu, prs, pur €d un termine costante. Ma per la
prima delle relazioni (13) anche il prodotto pi,pus pud esprimersi in funzione
di pm, Prsy Pur, glacchd dalla citata formola si ha:

PrrDPps = 29)310,“- + (Xl”) (V 8)pm
percid moltiplicando fra loro i valori di p%, e di p%, e sottraendo dal pro-
dotto il quadrato di p.pus, si otterrd una equazione del quarto grado, non
omogenea fra le tre funzioni iperellittiche pm, pis, pur. Questa equazione &
la seguente: : R
0=1aByd + ¢*pin + By phrs + adptur — (@ + BY) [90°m + PorsPur] —

— @+ By P+ 9P mp ] + (B +7) [230%r + I P P'ssl + 26" g P Prs P
nella «, 8, v, 3, ¢, p hanno i valori (6) (7).

Si vede tosto che questa equazione si semplifica dividendola pel prodotto
afBy9, dopo aver posto:

Pm=yVh  pe=2Vad  Puwr=wify (19)

essa diventa la:

0=1+4y 42+ w4 2a(y® + 2° w) -+ 2b(2* + wy®) +

(18)

+ 2c(w? + y*2*) + 4kyzw (20)
essendo:
d + By @+ 9 Bty Pt
a=—~; » b=-—% — C=%__, k=';": 21
ViFys s e o @Y
e quindi:

B=a*+b0+ct—2abc—1.

Consideriamo ora la seconda quaderna di funzioni dello stesso gruppo.
Dalle relazioni (8) essendo:

p(As)(pr) = (r8)ph — M) Prs — (8) P + (A7) PPs
— p(A8) (1) g P%m = (1 8) PP — 7 S (Ap2) PPrs — oty () par + BO () PP
e per la prima delle (13):
(A8) (7)) Pm = PrpPrs — PrrPus
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moltiplicando le prime due ed aggiungendovi il quadrato di quest’ultima mol-
tiplicato per p*¢g si ha una equazione omogenea del quarto grado nelle funzioni
iperellittiche pau, Prsy Prry Dpse

Posto: L o L .
V@'pmzxcf’ Vos)-pe=wi7d 29)
V@s) pe =283, VO pus=wioy )

questa equazione prende la forma:
0=2a' 4y 4+ 2+ w + 2a @y + 2*w*) — 2b(2*2* 4 y*w?) — ) @3)

— 2¢(2x*w? 4 y?2%) — 4dkwyzw )

ed in essa appaiono gli stessi coefficienti come nella precedente, salvo che i
tre ultimi hanno segno negativo.

Si dimostra nello stesso modo che questa proprietd compete anche alle
funzioni della terza e della quarta quaderna del gruppo.

Si hanno quindi sessanta equazioni biquadratiche fra le quindici funzioni
iperellittiche del primo ordine; esse perd si possono raggruppare quattro a
quattro per la persistenza del medesimo valore dei coefficienti.

CAPITOLO III.
Le relazioni differenziali fra le quindici funzioni iperellittiche.

1.° Rammentando la formola (11) del Capitolo I, ossia la:

dpr
fula) 320 4 (a9 52 = — pip., M
siccome I'indice s pud essere sostituito da m, A, u, si potranno da due qua-
dpr dpr

lunque fra quelle quattro relazioni ricavare i valori delle derivate

dm dus !
e Sl avranno, per esemplo.

s@m@ﬁ=ﬁ@mwm—ﬁww@u

(2)
e(sm il LI 1(am)psprs — f‘ (as)pmprm

posto ¢ = 1y, — min, come mel Capitolo L.
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Per determinare i valori delle derivate rispetto ad w#,, u, delle funzioni
iperellittiche a due indici, osserviamo dapprima che dalle equazioni (7) dello
stesso Capitolo I, si deducono le seguenti:

dx; d _ pr
filar) 5+ ) oon .

ds dx % 1s
hila ")ddl’;!_]_f;z r)dz_ 2wz—x;'a:e——ar

quindi indicando con F'(z,, #,) una funzione qualunque di i, ., sara:

ar AF o pw [dF dF ]
fie) 25 4 fuay L= —p L]

Ty — X2 dxs X1 — dy dxe e — dr

Supponiamo sostituita In questa relazione dapprima in luogo di I la espres-
sione :

Iy
(2 — x2) A (1)

F1=

essendo 7 (2) = (¢ — a,,) (x — a5); il secondo membro della relazione stessa di-
venta eguale a — p?,. moltiplicato per la espressione:

(zs — a3) (1 — a,,)] . i [(rm)(rs) . 1]_

da (21 — x2)? W2 (@) (21 — x2)? | (21 — ar)?

2 731
h{z1) (22 — ar) (0 — 22,2

e permutando le z,, x, si avrd il valore di quel secondo membro per:
P 1y T2 q P

s

2= (w2 — 1) hlwe) .

11 valore quindi dello stesso secondo membro per:
F=PF, + Fz

sarh — —1!
(w4 — w2)?

(rm)(m)[ t _ te ]2_[ b ]
@ —ar)h(@) (22— ar)h(zs) h(@s) — h(we)

ossia rammentando la relazione (5) del Capitolo I, il secondo membro sard
eguale a:

moltiplicato per la espressione:

1
(rs) p’mzﬁ

j( ) [ spzmr - 2ps prpmspmr] — (ms)pzrpzmsf;
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ma per la stessa (5):
Pms = P Ps [Fi + Fz]
quindi dopo qualche facile riduzione sj giunge alla:

dp dp
f:(ay) —&% + f2(ar) d::s == = Pme Por- ©)
In questa I’indice  potendo essere sostituito da A o da p, si avranno le:
d
5()\7') ;;Im = fz (ak)_Pmrpsr —_— ﬁ(ar)Pm)Ps)
i

(4)

d pms
e(ur) P2 = (@) pws P = £() e or

Dalle formole (2) (4) rilevasi tosto che le derivate rispetto ad u,, u, delle nove
funzioni iperellittiche pari, nelle quali derivate pongansi u, = 4, =0, sono
tutte nulle. Per le sei funzioni dispari, si hanno le relazioni:

3T = F@paOpin(@), B ) = = Fi@)paOpi®) )

e le analoghe permutando gli indici 1, 8. Cosi:

(1)) = = @I Opa©), (1)) = @I p@pu(0) (O

du,

e le analoghe colla stessa permutazione. Infine:

() 222 — £,(@)p12(0)2:(0) — £ () Pin (O} (0)

(7)

d
e(m5) (F22) = £.(0)pm Oppo (O — Fi@n)(©)p1e(0)
ed in ciascuna di esse le 7, m, s possono rappresentare qualunque dei nu-
meri 0, 2, 4.
2.% Scielte ad arbitrio due funzioni iperellittiche ad un indice, per
esempio Pr, Ps, si moltiplichi il determinante:

dpr dpr
du du
D,, = 1 2
d}’s dps
du, dug

pel determinante:
fil@) fi(@) — 0
fia) fila) ¢

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2564 Brioschi: Sulla teorica delle funzioni iperellittiche

nel quale gli indici %, p sieno differenti da 7, s. Si avrd per la (1):
Pir P)s

wr Dps
ma per la prima delle relazioni (13) del Capitolo II, si ha:

Dy Pus — PisPpr = ) (7 8) pin

¢(A) Drs = prpp

quindi si avra:

eD,; = (7' 3)pm PrPu
ciot il determinante Jacobiano di due funzioni iperellittiche ad un indice &
eguale al prodotto di una costante per le altre funzioni iperellittiche ad un

indice. Evidentemente si avranno dieci equazioni analoghe alla precedente.
Consideriamo in modo speciale la:

€ D)‘u, = (AH) Pm PrPs (8)

e supponendo A=1, p =3 poniamo in essa u, =u, = 0; si avrd pel valore
del determinante D,;(0, 0):

D.(0, 0) =12

P (0)pr (0)ps(0) (9)

mentre in tutti gli altri casi nelle stesse condizioni il valore di quel determi-
nante sard nullo.

Infine siccome per la prima delle relazioni (1) del Capitolo II, i quadrati
di tre qualsivogliano funzioni iperellittiche ad un indice possono esprimersi in
funzione lineare dei quadratl delle altre due e di un termine costante, si avra
che ciascuno di quei dieci determinanti potrd esprimersi con 1rraz1onah del
secondo grado delle stesse funzioni iperellittiche che lo compongono.

Posto, per esempio, nella relazione (8) py=\(Ap)- 91, pu = V(hp) -y, sic-
come:

P = VG ) |1 — s 4 L

(Am) y.m)
g1 ha:
dy, du,
du, du,
du, duy, |

1

45\/9(“99(“#)[?/'?/2(1 (f/ézﬁ(f%))( — 9 (:;))(1—(%) (iZZ))]z
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ed indicando con V®(y., y.) il secondo membro, si otterrd la formola' di tras-
formazione di integrali doppi:
dy,d
Y10Y, . (10)
Ve (y:, 9.)
3.° Le proprietd esposte nel precedente paragrafo relative a funzioni
iperellittiche ad un indice si possono estendere ad alcune determinate combi-
nazioni di funzioni iperellittiche sia ad un indice che a due.
Incomincerd dal dimostrare una proprietd che ha luogo per le funzioni
dispari. Considerando il determinante:

du,du, =

d prs Aprs

Drs du, dug

dpmr dpmr

P=1| pm 3= Tau,
dpsm  APpsm

Psm du, duy

e moltiplicandolo pel determinante:
1 0 0
0 fi@) fil@) =<0
0 fi(a) fila)
si ottiene il determinante:
Prs  PirDis pprp,;u
DPmr DirPim  Pur Pum
Psm  PrsPim  Pus Ppm
dal quale per le relazioni (11) (13) del Capitolo II, si deduce:

P =2 (r5)(rm) (sm)ps pu (1)

ciod il determinante P formato colle tre funzioni p,s, Pmr, Pem € eguale al
prodotto di una costante per le altre tre funzioni pi, pu, pix. Ma se suppo-
niamo 1, x eguale ad 1, 3 le prime tre come queste ultime sono funzioni
dispari, e si ha che il determinante P formato con tre funzioni dispari & eguale
al prodotto di una costante per le altre tre funzioni dispari. La proprieta
sussiste sciegliendo tre qualsivogliano fra quelle sei funzioni per formare un
determinante analogo a P.
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Cosl moltiplicando un determinante:

dpr
duy
Q = d}”)r
du,
per:
filasy  fe(as)

fi(am)  fo(am)

dpr
du,

adpar
dug

=¢ (sm)

trovasi per la seconda delle (18) Capitolo 1I:

1
Q=— s PrsDrm Prp.
ed analogamente posto:
apr  dme
B du, d u,
dp;zr d Pur
du, du,
trovasi:
A
R = () DPrPrs Prm

g

e la proprieth indicata in queste relazioni si verificherd evidentemente ogni
qualvolta le due funzioni iperellittiche che formano il determinante Jacobiano

avranno un indice comune.

4.° Le proprietd dimostrate nel precedente paragrafo pei determinanti P,

oppure ¢ ed R non sussistono piu se le

tre funzioni iperellittiche nel primo

caso o le due nel secondo appartengono ad una delle combinazioni a quattro,
o ad una delle combinazioni a tre, delle sessanta combinazioni trovate nel
precedente Capitolo. Anche in questi casi perd la ricerca del valore di quei
determinanti non & meno importante. Rappresentando con P, @, R i tre de-

terminanti:
dpm dpm t d pur
P du, du, 0= boduy
dp)s dp)s dpm
du, du, duy

e moltiplicando il primo di essi per:

fi(a) felaw)
fi(ar) fa(ar)
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si ha:
e(ur) P = puProir Pum — PrPip Pus Prur-
Ma per le relazioni (13) del Capitolo II:

Div Ppm = P Pmr — Am) (ur)Ps;  PpPrs =PrPus — (1) Pim
quindi:
eP = — PpPim Pmr — ()‘m,)p,upsprs
ma s ha ancora:

PP = PimPur + A1) (M) P55 PsPin == PmPis — (SM) P
percid:
e P = —pur [P+ Am) p*s + p (sm)] - p P s
in cui p ha il valore (7) del Capitolo precedente. Sostituendo ora in questa
formola per p%.., p’s 1 valori dati dalle relazioni (10) di quel Capitolo, si
giunge alla:

ep g P=pur [203p%r — (a8 + Bp)phss — ( +3) g pu + 23 (B+1)] +£*9Pnp,s
la quale rammentando la equazione biquadratica (18) dello stesso Capitolo 1I
ed indicando con F' il secondo membro della medesima, pud scriversi:

_ 1 9F
9P =35
ed analogamente si otterrebbero le:
— 147 —1 4F
Eng_ 2 dpls’ ePgR— ? dpm.

Se in luogo di pm, Pis, P si introducono in queste relazioni i valori (19)
del Capitolo precedente e si indicano con ¥y, ¥.; 21, 2.; w,, w, le derivate
di y, 2, w rispetto ad w,, ., le relazioni trovate sopra diventano:

o 1 W 2 W, ‘dy’ ? 1Y2 2y1——4dz’
dF

(12)
ek
T(?/szz — Ys2h) = Tw

ed in queste I'(y, 2, w) rappresenta il secondo membro della equazione (20)
(Capitolo II).

Due conseguenze si possono dedurre da queste equazioni, la prima ri-
guarda il valore del determinante:

y 2z w
ek Yo 20 Wy |=—[l4ay*4 b2+ cw®+ kyzw] (13)
Y2 2 W
Annali di Matematica, tomo XIV, 33
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la seconda che indicando con ¢,, ¢;, ¢; tre costanti e con A il determinante:
€ C €
A - ?/l 2,'1 w,

Y2 22 W,

si ha:
A

. — i
dF dF dF  4ck (14)
c‘d—y—{—%d—z_}_csdu’
Le stesse proprietd si verificano per tutte le combinazioni di funzioni
iperellittiche legate da una equazione del quarto grado.
Considerando per esempio le quattro fanzioni prs, pau, Pir, Pus, se indicasi
con @ il secondo membro della equazione (23) del Capitolo precedente, e con:

Yy 2 w !

dy dz dw
(Eyzaw,) = du du, du,

dy dz dw

du, duy, du,
si hanno le:

Ek dq) Slc do
kst pyw)= 1 22 ﬂz(_px ., de (15)
—P— (— y‘ 2)‘—4 dz 0 - yizQ)__Td—w
e ponendo:
vV=2(% pyz,w,)
essendo y,, y:, 75, 7« quattro costanti, si avrd:
v __f
o 4ck (16)

ado aod do
Yi%%“fzd_y"l"ﬁa“‘%%‘

nella quale equazione & osservabile che la quantitd costante del secondo membro
¢ la stessa che nella (14).

5.° Vogliamo dimostrare in questo paragrafo che fra le derivate rispetto
ad u, e ad u, delle funzioni iperellittiche appartenenti ad una delle sessanta
combinazioni indicate al Capitolo II, sussiste un determinato numero di rela-
zioni lineari. Per esempio fra le sei derivate rispetto ad u,, u, delle funzioni
Pmy Drsy Pur esistono sei relazioni lineari.
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Rammentando essere:

Adps
€ (p. 7') %\;— = fz ((l,‘) PrrPsr — fz (ar)plp._ps,u.

d pyr
6() -S‘) —d%:— = f2 (al)p(;sprs - f?(as)p‘u.}pr)

moltiplicando la seconda per (ur)p)s e sottraendovi la prima moltiplicata per
(A8)pur, applicando al risultato V'ultima delle relazioni (11) del Capitolo II,
si giunge alla:

o (49) ) e 222 — e 22|
= (r8)(A8) fo(@x) Prppprs + (Ap) (7)o (as) Pr PsPrp + G (28) P2Pr Pis

posto:
= (@) fe (@) — A8) faley) = () fe(as) — (s) fe(ar).
Ma essendo per la seconda delle (13) del Capitolo II:

PsPrp— PrPus = (AS)Pur Do Poe — PpPrr = (1) Pius
la superiore si trasforma nella:
L d 1S
e (ur) [pzs o = Per ]
= (XH‘) (1.1.3) f2 (a") p"_pmr - (7 S) 0‘7 ) f2 (al‘)pl"p’"#

dalla quale, osservando che:

fula) B2 4 fi(a) L —petnns i) P () = — e

dp,u- dp)s dpm d_pm .
. Sostituendo alle
du, ’ du, ’ du, ? du, Sostituendo a

Pmy Prsy Pur le 9, z, w date dalle (19) del precedente Capitolo, e ponendo:

si deduce una prima relazione fra

Q= m— [Gue) (ws) Filae) — (rs) Or) i ()] =
(x )\/— [(p) Ar) Fi(as) — (rs) (us) f2(@)] -
a, = [(ML) (w8)fi(ar) fo(ar) — (rs) (Ar) fi(a) fo (@]
By = [Qu) (ws) fi(ar) — (#8) (W) 2 (a)]

e(p )V
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si ottengono le prime due relazioni:

W, — Wy = QY+ Aol W2 — ZWy = — Aoy — &Y (18)
nelle quali, come precedentemente, y, = ;—g‘ > Yo = gg—z e cosl per z, w. Cosi
posto: A

b= s () (@) = () i) "
0 = T (oM fi(@) — Gmf (@)

ed analogamente alle superiori per b,, ¢,; b:, c,: si hanno le quattro seguenti:

wi—wylzbizt-l"bzzz 2Yi— Y2y == C,W, - C; W, ) 20
Yw, — wYs = — b2y — b, 2, BYs — Y2y = — Cythy — CyWs. ) )

I nove coefficienti a,, b, €,... hanno alcune interessanti proprictd le quali
passiamo tosto ad esporre.
Trovasi dapprima essere:

a; — @@y = b; — byby = ¢ — cpes =1

poi che:
2[),6,——1)062—6200:2@ a by ¢
20,0, — €, — Cyatg = 2D a, b, e =2k (21)
2“161 - aobg - agbo == 2C ag b2 62

nelle quali a, b, ¢, k sono i coefficienti della equazione biquadratica (20) del
Capitolo II. Per queste proprieta se dalle relazioni (18) (20) si eliminano i
rapporti fra le sei derivate si giunge a quella equazione biquadratica.

Se inoltre si pongono:

L ﬁo_]_"z(am) s o= _1_ . = ﬁ’lofi (am)
oy = Va 1 Vi [10fi(am) + mtff‘z(“m)]a 2 Vi
po= PO g L[ @)fie) + il fi(@], 6 =] o)
Vad v Ja3
2 " 2( r) i l( r
yo— % 7= ws [f.(@) () + Ful@) Fu@)], 7 —’%

nella prima delle quali & da notarsi che le m,, n, del secondo membro sono
1 coefficienti di = in fi(z), fi(x); e le «, B, y, &, h hanno i valori (6) del
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Capitolo II; trovansi sussistere fra le a,, @i,...; a0, ai,... le seguenti relazioni:
ke
a0a0+a]¢5+a2ag=—2_9‘ 0030+a,ﬁ,+a2,@z=0

Qoo+ Ayys + Ay =0
bodo‘l“b‘d!—”‘bgdg:o boﬁu+b‘61+bgﬁg=—2k—: (23)
bo}’o + b471 + bz)’z =0
Coto + Cray + €y =10 Cofo+ i3+ 6. =0

k
c°7°+ci71+c2)’2=‘—'2'§'

Per queste ultime relazioni si ottiene altresi che posto:
l=a"—1 m=>5b—1 n==c—1
a=a—bc, p=b—ca, y=c—ab

sussistono le:

4 4¢?
412—4“013=—éi—l 3171—25072—2,8270=—;—a

- 4e? 4¢?
ﬁ12—4ﬁ0132=—92—7n y,a‘—270a2—272a0=.?2_ﬁ

4e 4et
712'_ 4}’0}’2= —;—” 4451—24032—242.30=P_i'
e quindi le seguenti:
k ' k k
aol+b07+coﬁ=9—s‘az ao}"l‘bom'l‘coa:e—s‘ﬁz aoﬁ‘l"bo“‘f‘co”:%}'e

k k k
a1l+b‘y+646=—%—ea‘ al}'-l—blm-l-cla————%ﬁ, a,ﬁ+b,a+c,n=—g—eyl

k
altbytep=Ee,  aytbmtoe=Ea  aftbatean="1,

e la:
I vy B
7 m o = k‘.
B a n

Ma la proprieta principale di quei coefficienti si deduce dai valori stessi delle
quantita (17) (19). Supporrd per brevitd fi(z) =1 f;(z) =z e quindi e = — 1.
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I valori (17) sviluppati dénno:
a:\lg = a,a.(ar + a;) — mas(a, + a,)
a\Ng = a.a, — aya,
a\g = a, + a, — ay — as.
Si considerino ora le due forme binarie quadratiche:
g = (5 — ;&) (E — aiky)
¢ = — a.l)(E —a.8)
e si formi il covariante simultaneo del secondo ordine:
de dy _do dy

@9 =3z a5~ a5 @
si otterra:
(?4’) = \/g [azgf — 20,88+ aogg]

ed essendo ¢®— @,a,=1, g sard il discriminante di questo covariante si-
multaneo.

La stessa proprietd ha luogo per le quantitd b,, b, b:; coy €1, €. Po-
nendo:

= Ei(gz - amEa)

il covariante simultaneo quadratico ($p) ha per coefficienti b,, 4., b, ed il co-
variante simultaneo (p¢) le ¢, ¢,y C..

Le tre forme quadratiche ¢, ¢, p hanno sei invarianti simultanei e cioé:

(99)e; ) (pp)es (¢ p)es (p ?)27 (¢ ¢)e

ponendo:

A=F0— 000, B=n— @) C=0p:— (erelee)

sono:
A=g, B=(an—a)(@n—ay), C = (@m — as)(@m — })

ed i tre coefficienti @, b, ¢ della equazione del quarto grado [(20) del Capi-
tolo II] avranno i seguenti valori:

[(¢9):(ep)e — (9p):($p)e]

\/‘_"5
b== \/_:Z [($p)e(99): — ($9)e(p9):]
— Vflﬁ [(69): (49 — (o9)(39)s]
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infine :
(9 (p9) (90
2k = VIEC 2 (T (7%
9 (92 (o)

Questo risultato d una chiara idea del modo di generazione delle quin-
dici equazioni analoghe alla sucitata (20) del Capitolo II. Decomponendo la
forma binaria del sesto ordine:

f(Ex, E?)=Ei(EQ—aOEl)(E2—al£l)- (e — a,&))

in tre forme quadratiche ¢, ¢, p, si ha pei valori superiori una prima equa-
zione. Permutando in ¢, ¢ dapprima gli indici 4, p, poi gli indici p, s, se
ne ottengono altre due. Infine permutando I'indice m cogli r, s, X, pn nella
forma p ed in una delle alire due, si ottengono le quindici equazioni.
6.° Le relazioni (18) (20) conducono a determinare le espressioni dei
quadrati della derivate prime y,, ¥,,...; dei loro prodotti due a due, e delle
derivate seconde i1y Y2y Yo2,..., in funzione razionale di y, 2, w.
Scriveremo per brevitd (a,y?) per a,y; -+ 2a:y.Y. + a.y;; cosl (a,y,2,)
invece di @,y,2, + a\(y12: + Y:2,) + =922, ed analogamente per altre espres-

sioni simili. Rammentando le relazioni (12) trovate sopra, e ponendo r = kp—e

si hanno dapprima le:

o _r[ aF dF __r[ dF dF
(@0yy) == Z[z dz""”’%]’ (bo2]) = ;[ Jw ?/d—y-}’
(cmf):—é—t[ }
(24)
(bozxwi)-: z w d_F‘ (Cowiyi) = Z?/ d—F (aoylzi) = 't Q_F—
4  dz 47 dw 4 dy
dF dF
(Coziwx):‘iz% (a0 w, y‘)—g d_y (bo?/xzi r?/ ¢ F
e dalla derivazione delle (18) (20) le:
“r dF dF aF
(aoy“) =373 _y (bozu) ___%‘ dz ( 0 u) ; o (25)

Le altre relazioni esigono qualche maggiore preparazione. Si noti che per le
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relazioni (21) si hanno le: _
(@91 + 629" = ¥} + t:(aoyl), (@Y1 + a:yo) = Y + 0o(a0y))
(@Y1 + 0:y2) (@Y1 + @:9:) = — Y19 + (0 y))
e per esse si deducono dalle (18) le seguenti:
(@ y2) = 22w (@21 w5) — w*(a02?) — 2% (a,w?)
(o) — 2e(ayt) = — 22w (Bozan,) + 108 (5o2) + 2 (b))
(oyD) — 2b(a0) == — 22w (c02y0,) + w*(0o2]) + 2° (6o 7))

ed altre sei simili dalle (20). Percid introducendo i tre polinomi ¥, Z, W for-
mati colle y, 2, w e definiti dalle relazioni:
,dF dF

Tﬁ;=yY+kzw, {d—zzzZ-[—kwy, 4

oY
=

=wW 4+ kyz

=

w
e ponendo come sopra:
a=a—bc, B=b—ca, y=c—ab
si ottengono i valori delle nove espressioni:
oy =r[W+(Z=2B)y] (@) =r[Y+ (W —2)7]
(@ow?) =1[Z + (¥ — 2a)w’]
@y =r[Z+W—=29)y]  (ae)=r[W+ (T —2a)2]
(Gotw)) = [Y +(Z — 2B) w’]
(@yziw)) = r[(Y — 2a)2w — ky], (bow,y)=1r[(Z — 2B)wy — kz],|
(coys20) =r[(W—2y)yz— kuw].

(26)

Infine essendo per le (18):
Yo =w(0. 2 + a,2,) — 2(a,w+ a,w,),
— Yo = W(2, + a,2;) — 2(B, W, + A, W,)
derivando la prima per u, la seconda per #, e sommando si ha:

W (Ao 211) = 2(aW,,)
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ed analogamente dalle (20):

?/(bo wu) = w(bo?/u); Z(Coyu) = :’/(Co zu)
e per queste:

(@2n) =2r2(Y —a)  (hoyu)=2ry(Z—B)  (0yu)=2ry(W—7y) @
(@) =2rw(Y —a) (howy)=2rw(Z—pF) (czn)=2rz(W—y).)

Le 27 relazioni (24) (25) (26) (27) e le tre (12) dénno cosl i valori dei qua-
drati, dei prodotti due a due delle derivate prime, e le derivate seconde di
y, 2, w in funzione razionale intera delle stesse y, 2, w e dei coefficienti a,
b, ¢, k della equazione biquadratica F(y, 2z, w)=10
7.° Ma queste relazioni si possono ancora semplificare e rendere piu atte
alle applicazioni, introducendo le «,, B, 70,... (22) in luogo delle a, by, c,...
Scriveremo per brevitd (a,y}) in luogo di a4y} — a9,y + a0y;, € (@22,w))
invece di ay2iwi — 5 i (Ziwe + 220,) - ap2p;; POI:

L=y*42ayp+1, M=2+2b22+1, N=w'42cw+1

28
P=y2+z2w2’ Q=z2+w2y2’ R=w’+y’z2 ( )
infine come in addietro:
l=a>—1. m=0-—-1, n=c-—1
e si avranno le:
() =L+2L yew, (ne)) =) =P+ 27 yew
@) =M+2 2 yow, (uu)=(y)=Q+27 yzu
(reuf) =N+ 2+ Ty2w,  (Bey) = (=) =E + 2Y yzw
(29)

ey =40 )+ 1w, g (e = 35 Bund =20+ Y
1
7 (Be20) = 2(2* +0) + %wy’ 2—;(“2“’1’)::% (72Y1) = wy + %z

. 1 3
) =@ + 0+ ys g @n) =gy a) = et

Annali di Matematica, tomo XIV. 34
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da ultimo le nove seguenti:

(s220) = (4 — ) 2w + T (82" + 70 — 1)
(Brosy) = (2 — Dwy + 7 2(y0t + ay* — m)
(o) = (w* — O)yz + T w(ay? + 62 — )
(asmys) = (4" + )y + % 2(lw* + By —7)
(Beys2) = (@ +b)yz + T w(my* + y2* — o) (30)
(re2uw) = (0t + ) 2w + | y(n2* + av® — )

(yi2) = (4 + Oy + pu(let +7y° —B)

(Bezam) = (& + b)zw + 1y (mut 4 az® —7)

(r2wiys) = (w* + €)wy + % 2(ny* + Bu*— a).

8.° Fra le varie conseguenze che assai facilmente si possono ricavare
dalle formole superiori, consideriamo in modo speciale quelle date dalle rela-
zioni seguenti perché stabiliscono una proprietd caratteristica per le funzioni
iperellittiche affatto analoga ad una nota per le funzioni ellittiche. Dalle for-
mole (29) si deducono le:
(a2 dzlogy) —y _ 1 ’ (ﬁg dzlogz) — _1 ’ (72 dzlogw) — ot — 1 31)

du} y? dul 22 du} w?

poi queste altre tre:

w 2log 4 21og 2
( dogf) . ( dlogw)_’z—@ ( dlogy)—i,-_z
Tl )T 7w \PTdw [TeT )’ T gw )T g

le quali dimostrano che la proprietd scritta in esse sussiste per le funzioni
iperellittiche di ciascuna delle 60 combinazioni.
Queste relazioni dimostrano inolire che posto:

Om ! 035 '_G)pr 39
y=-—5> 2=— W= (32)
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sussistono le:
(42M9)=’—y2+0m; (52d10g®)=—22—|—0m7

du}
dzlog ®
(72 o8 ) — — @t + C"ur

du}
[ d?log Om dtlog Om w?
(az_dﬁf——):——_{—om’ (2 duf ——‘F-l-czs,
' dzlog &m
[ =2) = = e

(83)

dzlog ® w? d*log ©)s 1
(“2 “)=—§+ 0m7 (ﬁzd—;g‘f)z—;‘i‘ols,

du?
d*log 0)s y? !
(72 dug ) 2 Cr

a2log O, 2 da?log O, 2
(aeﬁi)————gg'!‘om’ (‘32"_—“):_:1__{_0)”

du?
dZIOgGHT
(72 du? ) w=+ br

nelle quali C,, Cys, Cur sono tre quantitd indeterminate, le quali si dimo-
strerd pitt tardi essere costanti. Notiamo che quando sieno soddisfatte le tre
prime equazioni superiori, le altre lo sono per le formole differenziali prece-
dentemente stabilite.

Ora la prima di quelle equazioni (33), pei valori (22) di «o, ay, a;, pud
porsi sotto la forma:

1 d T d Tm .
Vh[ " +”°d—m]=y c
nella quale:
le €] dlog &
T = filam) g + filam) T2 (34)
od anche per le equazioni differenziali (7) del Capjtolo I:
2 d T dTm \
(21 — x2) \/Z [ti doe 2 dxs ] =Y — Con. (35)

Analogamente indicando con T la espressione (34) mutato l'indice m in s,
si ha per la seconda delle equazioni (33):

&Tigm—_s[(xz o)t 21— (@, — w1, de}_ 2—C,  (36)
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nella quale evidentemente possono permutarsi le 1, s; e cosi per la terza
permutando A, p ed s, r. Se ora poniamo nella (35):

Tm 2 1 2
= @) + e @) - 72 [ p e o
dTm 1 2 71
= o (om0 ) filan) g )] — [ 2 2

nelle quali ¢,(z), g.(x) hanno i valori (2) del Capitolo I, rammentando la
equazione fondamentale (3) dello stesso Capitolo, si dimostra facilmente che
la equazione (35) & soddisfatta purche sia:

1 )

C. — ™ (am) —I_— 1o g2 (am) 39

n 7 (39)
Cosi mutando nelle (837) m in s e sostituendo i valori risultanti nella (36),

questa equazione & pure soddisfatta, ponendo:

: f (@) — f (as)
O= t HGZ0 S @@ @@+ |
+ fE (42) 92 (@5) + f2(as) g2 (a2)]
ed analogamente per la terza permutando X in g, s in 7.
Ora:
2is _d_[tz—l—fg _ d i1 — b2
(e —a1)?  das| 22 — m] T dm [K—‘—_x;]
24 [ta—l—-te] _d_ t;—-tz:l
(w1 — 22)? T dws | w1 — @ dxe | w1 — x2 |’
se quindi poniamo:
—1
fo(am) Ba - o) Be = 2= (10)
dalle (34) (37) deduciamo le:
dlog@ 9:(z) : g1 (2) (x) \
d f de + J do+ R
(41)

dlog@ % g2 (@) 2 g2 (2)
20e® _?f d 4+ [ 2ds + R,

a as

ma la equazione (40) dovendo sussistere mutando = in s, », X, p; ne segue
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che saranno:
—_— {2
Ty — T2

moR; "!" noR2=O ng1+n1Rg

(42)

le quali determinano le R,, R,. Per la funzione © (u,, u,) cos} definita sono

. - e\ .. . . .
1 valori di 19) > i—) cio¢ corrispondenti ad u, =wu, = 0, eguali a zero.
dux 0 dus 0

Vedremo in un prossimo Capitolo guali relazioni esistano fra le funzioni
Om(thyy us), Ors(thyy ), Opm(ty, us) € la O (uy, u,).

CAPITOLO IV.
Le derivate delle funzioni iperellittiche rispetto ai moduli.

1.° Denominando, per ora, moduli delle funzioni iperellittiche le cinque
quantitd @o, @i,..., @,, passiamo a determinare le espressioni delle derivate
delle funzioni stesse rispetto a quei moduli.

Premettiamo perd prima alcune formole, le quali avrebbero dovuto trovare
posto riel Capitolo precedente, ma le abbiamo riservate al presente per la pronta
applicazione che di esse faremo.

Notiamo dapprima che dalla formola:

fu@) S 4 £ () S = — pyp

e dall’altra nella quale si muti X in p (differenti da r), in causa della rela-
zione identica:

() filay) — () fum) = Qu)fi(ar)

si deduce la seguente:

0o|f@) T 4+ ) | = @mpe = 00pepee O
ed analogamente la:
() [fx(ar) b 4 fi(a) 22 ’”] @7) PrmPre — (AT) Pum Py ©)

Le formole (1) (2) completano la serie delle formole di questa specie trovate
nel Capitolo precedente.
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Derivando in secondo luogo la:
d dpn
ful@n) 2 4 fua) o2 = = prpme
rispetto ad u, e rispetto ad w, e sommando i risultati rispettivamente molti-
plicati per f,(a.), f:(a,), si ottiene:

QAW Ky = pr [(A7) Pur Pum — (@7) Drr P2n] + Donr [A 1) P Pr — () p2020]
posto:

K,=f: (a,)d e r + 2fi(@)fi(e) df‘% + fi(a ,)"Z ?’”’- (3)

La espressione superiore per trasformazioni delle quali si & fatto uso pilt volte
[relazioni (13) del Capitolo II] diventa la:

Ap)

() K = 2 Py [(A1) P pow — (1) prp] — (rm) [ (@) pm
e quindi indicando con H, la espressione:
. :
Q) He =" () prpn — A7) pprl (4)
ossia per la (1):
dlogpr dl r
H, = £i(0) L9820 1 f,(0,) LB ®)
. sl otterrd la seguente:
1 dl (am dpm Apm
e O GOk - LA O
avendo posto d—l%@ in luogo di — Questa formola vale pel caso
di m ed r differenti fra loro, allorquando sia » = m essa deve modificarsi cosi:
dl ( m) \
(7

=[f‘(am)‘2pm+fz( m)*—]H +ern(2z) )

essendo:

dpm) 2am — %1 -— xz
dam 2pm

Infine le espressioni H,, H, ed analoghe si ponno porre sotto la forma:

.H,- — 17} te . th — 1o (8)

Xy — Qr &Te — ar Lo — T2
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2.° Considerando una funzione iperellittica ad un indice p,» e derivan-
dola rispetto ad a, si avrad:

dpm du dpm dus dpm _
dw dar + dus dar ' dar 0 ®)

se » ed m differenti fra loro, e pel caso di » =m:

dpm dus | dpm _ (dpm)
+ dus dam + dTm o (dam) (10)

dpm dwm
d ut ddm
duy  due

I valori delle derivate Tar’ da- si deducono dalle (6) del Capitolo I nel modo

seguente. Essendo:

a [f.(x')J=l[df.(x)+Q(ﬁ(x) ]

dar ¢ ¢ dar x— ar)
si ha anche:

dar ¢ T t) der 2(x — ar) 2(x — ar)
La espressione lineare rispetto ad z:

dﬁ(x) fl(w)—ﬁ(ar)__ dmo dma 1
dar 2w —ar) darx da,«+’m°

d [M]_l dfi(x) | file) —filen) | _filar) ]

si pud porre sotto la forma:

hifi(z) + her f(2)
quando sieno:
d
Mo hyp - 1o B = 27::’ myhy 4 nyhy, = th:'l‘%mo; (11)

e trovasi facilmente, sviluppando il secondo membro della relazione (3) del
Capitolo I, e ponendo dopo in essa x, =a, x, =2 che:
fi (ar)

2@ —ar)t

— L L @0 (@) + @ () ~ @ @) — 0@ @] — 15 ()]

Per queste relazioni, ricordando le (6) del Capitolo I e le (41) del precedente;
si giunge alle:

2 (@) 5 = Q, — £,(@) [T, + H,]

i (12)
21" (ar) Eﬁ =R, — f.(a) [T, + H,]
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essendo @,, R, le due funzioni lineari di u,, u, seguenti:
Q’r = [f1 (%«)94(0!,-) + 2 kifr fl (ar)] Uy + [fi (ar)gz (a") + 2 hz" f’(ar)] Us (13)
R, =1f:(a)g:(ar) + 2kir f (@] s+ [f(:) 92 (00) 3 2Ean [ ()] e

(e ki, ko si deducono dalle (11) sostituendo nei secondi membri n,, n, ad

my, M), T come nell’ultimo paragrafo del Capitolo precedente rappresenta
la espressione:
T, = fi(a) T2 + fula) LE2

ed H, ha il valore (8) superiore.

Si osservi che le formole (12) sussistono anche nel caso in cui l'indice »
sia eguale ad 1 od a 3, ciod la @, sia uno dei limiti dell’integrale.

Sostituendo le espressioni (12) nella (9), rammentando la relazione (6)
sopra stabilita, si avrd la seguente:

Af (@) 22 = f (a) —dl"gf (an) (Qr dpm 4 p, 9 ’“) +

dpm] dus (14)

+ 2T filan) 2 + e,

equazione, la quale sussiste anche per » —m, come provasi facilmente sosti-
tuendo i valori (12) nella (10) e tenendo conto della (7).
Se infine nella (14) si pone come nei due precedenti Capitoli:

P =Yy h=y{f (am)

s1 ottiene la:

(@) 2 = — 2@y By + 2T i@+ 0] + g )
+ i@ yn + 21i(a) i)y -+ [3(a) Yo :
essendo come nell’ultimo Capitolo y, = g— > Yy = %; »--+ Affatto analoga-

mente si troverebbero le due relazioni differenziali che si hanno sostituendo
in quest'ultima alla y le 2, w.

Le relazioni (14) o (15) e le altre della stessa specie, d4nno i valori delle
derivate rispetto ai parametri di una qualsivoglia funzione iperellittica. Queste
espressioni si semplificano allorquando sieno m,=n,=0, m,=n,=1, giacchd
in questo caso si hanno le:

Bp=0, hyp=0; k=2, ky=0. (16)
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I valori (12) di @,, R, conducono, nella stessa ipotesi, alle:

4

\ QV’ . 4‘ .Rr
2y =" = 2
4
AN arQr=_ “ Clr'Rr_—
T T T ey T

e quindi da una qualsivoglia delle quindici equazioni analoghe alla (15), si
ottengono due relazioni simili alle seguenti:

“od d “ d d
%r dgr=_u1‘fi’ %T ardyr ( ul y + 2 ) (17)

relazioni le quali dimostrano la proprietd caratteristica dello sviluppo in serie
delle quindici funzioni iperellittiche. Si avranno cio¢ per le nove funzioni pari:

-g(—)= 1 + (’l/h, ue)z "I"‘ (uﬂ u2)4 +

essendo ¥, il valore di y corrispondente ad u,=u, =0, ed (u,, %), una forma
binaria dell’ordine n; e per le sei dispari:

Y = (s, Up)s + (Uyy Us)s + (%) te)s + - -

ay, d1
(usy Us)y = (%)0“1 + (diz)o Uy .

Tutte queste forme binarie hanno poi una proprietd invariantiva che scaturisce
dalle (17).
Sia infatti:

¢ = Cout + neu "y +

essendo:

nin —1)
~—5 CoU ™ 2us 4 - - - - cru”

una delle forme binarie di cui componesi lo sviluppo di y, tanto pel caso che
y sia funzione pari, quanto in quella che sia funzione dispari. Evidentemente
le relazioni (17) dovranno verificarsi per ciascuna forma binaria ¢; dovranno
cio¢ essere identicamente:

o d d d do
v de ., de — ¢ (35,22 ) n
<" dar T’ 2".arol ar (3u’du4+u2du dzu+

La prima di esse da pei coefficienti ¢,, ¢iy... s le seguenti proprieta:
{, den

& dCo ’ 4\ dcl .
20‘ _nci’ Trd_m.;_—(n—l)('?’... ‘ﬁ‘rdar_o
Annali dz Matematica, iomo XIV. 35
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e la seconda queste altre:

5 dee 3m ¥ dee 3n—2 b des 3n—23
WG 0 Belgy =g G BeGgo="g G

Ne risulta che nello sviluppo in serie di qualsivoglia funzione iperellittica di
primo ordine, quando sia noto il coefficiente ¢, in una delle forme binarie ¢
di cui componesi quello sviluppo, gli altri coefficienti si deducono per semplice
derivazione rispetto ai moduli; che inoltre questo coefficiente incognito deve
soddisfare alla condizione che, 'ordine della forma ¢ essendo n, il suo peso

3n
sia 5 Queste proprietd, note nella teorica dei covarianti, dimostrano il ca-

rattere invariantivo delle forme che compongono quegli sviluppi in serie.

3.° Posto:
1 £2]
o=t L2 ds 44" 2P,
all‘l X2 (18)
V=1 —g:(x)dx-l——i‘ g——zgx) dx
. . .4 dvr doe :
si otterranno da queste i valorl di T Ta nello stesso modo seguito nel

paragrafo precedente per giungere alle (12). Ponendo percid le espressioni del
terzo grado in x:

205 1 2D 08 Wirfu@) + Harful@) = Warga(®) = Kirg)

d‘glza(f) + 92(2"”()39— (@) =k M‘fi(x) + Ko fz(x) 3rgi(x) - kl‘”'gz(x)

nelle quali le costanti ¥, ¥.y,... sono funzioni di by, biy..., oy C1y... € delle

loro derivate rispetto ad @, si avranno come espressioni di quelle derivate le
seguenti :

ar Xy — Qr

ar Ly — Qr

(19)

essendo analogamente alle (13) Q'», R, funzioni lineari di w,, u,; @, R,
funzioni lineari di v,, v, e ciod:

Q= [9:(a)g:(@r) + 2 " (@] e + [9:(a) g (@) + 2 Ko f(0)] e
B =[9:(0)9:(a) + 2F o f"(@)] s+ [92(2) 92 (@) + 2K or f(0)] e
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= [9.(a)fi (@) + 215 ' (@)] vs + [g:(a) fe(ar) + 20 i f' ()] v
R’ = [g:(an)fi(ar) + 2k o ' (@n)] w1 + [9:(an)fo(ar) + 2K 0 f" ()] 0.
Se supponiamo fi(x) =1, foi(x)=x e le ¢,(x), g.(x) abbiano i valori (3) del
Capitolo I, queste equazioni si semplificano essendo in questo caso:
Fiw=—4%0Ba"+24.a,+ 4;), Fo=—130,, HWeyp=0 H,=1 )
Kiy=—41a,, Eo=—1 Ko=0 Kkupm=0)
4.° Dalle due equazioni (12) si deduce la:

fx(ar)duz f2(a )du’ [Borfi(@r) = Rar fo(@)] s 4 [Rar fi(02) — Dar fo(ar)] e
e percid quando f,(x) =1 f;(z) =2, e sussistano le (16), si avra:

du du,
da* —|— Uy (21)

Cosi dalle (12) e (19), osservando che:
T, — 2% = fu(a)vi + fi@)

si deducono le due: “

Fo@r) o2 — 93(0r) ot = [ o) = g (@] o [ (0r) — Do o 0:)] i —
— f1 ar) [klar o+ Ky 02]

Fol@) S — gu(a) 0 — [, fo(02) — Funf (@] sk (W fo(2r) — Borga(a)] s
— fo(a, )[h w0y + B Arv2]

D t h 1 d duz dm dve dus
a ques e Sl anno 1 Ya. Oll ] — d P d—u,- d— espres51 per dan » Uy, ug, ?),, Vs.

Nel caso sopra considerato alla equazione (21) devono aggiungersi le due
seguenti:

dv, du, 1
F 7l at, T 30Uy — 5 Uy
r

29
dv, ( )

— . r) duy _%(3a2r +24,a, + A)u, — Lo, u, — §0,

mentre dalla prima delle (12) si ha:

1] d i i t2
21" (a) T2 = g ()t + (@)t — 01— @0y — - (23)

Ty — Gr Ty — Gr

Ci serviremo di queste formole nel Capitolo seguente,
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A

CAPITOLO V.
Gli integrali completi di prima e di seconda specie.

1.° Partendo dalla definizione data nel Capitolo I, per gli integrali nor-
mali iperellittici del primo ordine di prima e di seconda specie, denomineremo
integrali completi di prima specie gli otto integrali definiti seguenti:

s f, as £, (
Wy == %f .f%x)dx’ 02y = »;_J‘ fztiv) dax
N DYTE T 729
@) (1)
m13=%f ‘@d%, (,.)23=—;—J —th—wdx
a)“='w‘3+_;_fas fit(x)dx, &)24:6}23_}_%-{ 3f2it(x)dx

e si otterranno gli otto integrali completi di seconda specie 5,1, 7s1; Miey 7225
sy 7as} Ny N0 Mutando nelle espressioni superiori f,(z) in g, (z), f:(z) in g.(2).
Fra questi sedici integrali sussistono alcune note relazioni alle quali giungesi
facilmente ricorrendo alla formola (3) del Capitolo I. Esse sono le sei seguenti:

Wit 12 — G2 Mgy T WogNag — Wgg N2y = 0 013743 = 643712 ~1- Wgg Vo3 ~— a3 Nag == 0

T w1 ¢
0)11’713—6013’7“+G’21’723‘—ﬁ)z37721= —'E‘ wm’?u—(dumz‘I’wzzﬂu_mzﬂhzﬁ "‘? (2)
W11 M14 = 14 N1y - We1 Mgy — Woq Moy = 0 W34 = B4 M3 + o3 Nog — Waoq Moz = 0.

Conviene perd dare alle medesime una forma che ci sard utile in seguito. Posto:
Mys == Wpp Wos = G5 Wop == — Mgy

dalle relazioni superiori si deducono queste altre:

')

w4
Mys Moy ~+ Magna) -+ My nze = — o %u Mig gy -+ MazNgs = My Nep = ) Wye

T y
My Nyz =+ Maz Ny + Mgy = — -2— Gag Mianyy + onm —|- My Ny = ? w1

, e
v
M3 Ney ~ My 23 + My ne = — ‘E‘ @4y M3y 790 + Mg Neg - Mogeq == ~2—- W3
Misg Me ~F My i3 -+ Mys Ny = — 5 093 Maanyy - Mz - Myznyy = Y o4
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le quali posto:

D=| ‘ (4)

possono scriversi cos:

D _ mi dD _ 7 ab _ _Fi (ZD___mm
dng . 27" dn, 20 dug, 2 " da, 2" )
ap _ =i 4D _wi 4D _ =i dD_ _wi_
dny 208 dng, 2 0% dng 20 da, 20
ed analogamente si hanno le altre otto:
dD _  mi dD _ _ mi dD _ wi dD _ =i
do, =9 713 | dog, = g M4 dog = g d“—w“ =73 Nig (6)
ap_ _mi 4D __mi . 4D _wi o dD_ =i
dco“_ 9 Ne3 d%z—- g T d o, =73 Net d oy, =73 Naze
Ma per una nota proprieté, dei determinanti:
dD
w“d » +w21d + 74 d“n“+77” dny, =D
dD dD dD
wum"‘wnm‘l‘ +wu dl)u =0
w2
sard quindi per la prima D = —% e per la seconda:
@1 63 — 6g3 Wat = Wig Mgy — Wyyey = 0 (7)

ed analogamente:
Ni1N23 — N3 721 + NigNed == NN = 0.

Le formole (5) (6), come quella che da il valore di D, si possono anche otte-
nere direttamente applicando un noto metodo di trasformazione di integrali

multipli. (*)

(¥) Si pud consultare la quarta delle lettere di RosEnuain a Jacori nel Vol. 40 del
Giornale di CRELLE; e 'ultima parte della Memoria di Jacosi: De binis quibuslibet Functio-
nibus homogeneis secundi ordinis, etc., nel Vol. 12 dello stesso Giornale. Vedi anche
Annali di Matematica, Tom, I, anno 1858, pag. 17
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2.° Considerando le equazioni (6) del Capitolo I, ed i valori superiori
degli integrali completi di prima specie, si vede che per determinati valori di

. . )
T., X5y le u,, u, possono assumere i valori w,,, ws,... Analogamente le dlog )
1
dlog ® . . ..
dof o le v,, v, del Capitolo precedente in causa delle equazioni (41) del
2

Capitolo III, diventano le nu, ».u,-...

Riservando al successivo Capitolo la determinazione dei valori delle fun-
zioni iperellittiche corrispondenti a quei valori degli argomenti u,, u;; passiamo
ora alla ricerca delle relazioni differenziali esistenti fra quegli integrali com-
pleti. Supponendo fi(x) =1 f.(x) =, esse sono una conseguenza delle equa-
zioni (21) (22) (23) del Capitolo precedente. L’ultima di queste, ricordando
Posservazione gid fatta relativa alla derivazione sotto I'integrale, da quatire
equazioni della forma:

2 (0) ot =

e le altre tre si ottengono da questa sostituendo ad oy le wi, ws, 0wy e fa-
cendo nel secondo membro le corrispondenti sostituzioni. :
Per la (21) si avrd la:

d oy doy,

' (ar)wu =+ gz(ar) 0y — N1y~ OpYay (8)

=
dar " dar

ed altre tre analoghe per s, wy;, wyy.
La seconda delle (22) dara:

-+ % Wiy (9)

dﬂ“ 1( r) dw“_‘%‘(36;2r+Aiar'l"Az)wu—%ar@zi_ ‘;,‘7721 (10)

ed altre tre per 5, ns, nu; infine la prima delle (22) conduce alla:

Ccli,;: = — % %—%arwu—%wﬂ (11)
ed alle altre tre per nw, 7w, 7u.

E evidente che derivando I'equazione superiore (8) tre volte rispetto ad
a, si otterra, in causa delle (9) (10 (11), una equazione differenziale del
quarto ordine per .. Questa equazione dlfferenna]e di forma assai semplice,
¢ la seguente:

dto,,

a3 d ®
datr +3B da3ii+ o

4 da”

dw“ 45 _
+8plew B —0 @
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nella quale:
, d4 1d*4 1 d34
A=1a), ~dar’ C= 2da?’ D=2_da3

Ponendo » =0, 1, 2, 3, 4, si hanno cosl cinque equazioni differenziali
del quarto ordine per w,, e ]e 1dent10he equazioni pPer w,y, 63, wiy; 088ia
®ie, @43, ®y Sono integrali particolari di ciascuna di esse. Si pud dare altresl
a quella equazione una forma abbastanza rimarchevole osservando che indicato
con ¢ la radice quadrata del discriminante di f(x), o meglio del discriminante
della forma binaria del sesto ordine:

f(gu 52) = 52(‘53 + Axgigz + v + Aoii)

e con d, la radice quadrata del discriminante della stessa forma divisa pel
fattore £, — a,&,, si ha, come & noto,

ipon 0
f(ar)=3—r

quindi l'equazione differenziale superiore diventa:

d Ous A oy 25 d*d d? ey, 5 d23 doy, 45 —
+3 dar da’r 8 da*r da*s ' 4dad dar + Earm" =0.

da‘ +

Queste sono le forme delle equazioni differenziali degli integrali completi
quando si assumono per moduli o per variabili principali le quantitd a , «,,...,
a,; esse perd possono subire altre trasformazioni scegliendo opportunamente
per variabili principali alcune determinate funzioni di quelle stesse quantita
Aoy Q1yeeey Gae

Ci occuperemo pilt avanti delle medesime in uno speciale Capltolo

3.° Si ¢ indicato nel precedente Capitolo con m,, la espressione:

Mys = — Msp = Wyp W25 — WisWyr
e quindi per la (7)
M3 + Mgy = 0.

Posto w =m,., dalle equazioni differenziali (8) e seguenti si ottiene:

2f (ar) le = [g:(a) + @, g2(@)] o — (Co + 2Char + Coazy)  (13)

essendo:
Co == W M1y — Wy M2y Cz = Wy 7ge — Wy N2y
(14)

Cx = W44 Ny2 == W24 == W2 Y2y — W2y 7Mee.
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Cosi derivando m,, rispetto ad a,, ed osservando che per le (3) si hanno le:

L)
M3y
® — WgyNiy = Co— —uw?
22713 28N = o 70 2w 2
11132
Wog Nog = WegNge == —— 1 + ‘022 Wyg
May LI
W3 —® =20, — — %,
N22 12723 o 2 ow 21

s1 otterra:

21" (@) T2 = [g4(a,) + @uga(@)] s — T2 (Cy + 2 Cry + Craty) +

i
+ P (wee — arwm)?
e da queste:

21" () = [’"] 4 (e — ) (15)

ed analogamente:

2f (aﬂ == [ﬁﬁ] =2f"(a») o [mn] = ;:Tg (22 — G 0210) (021 — A yy)

i
9f (a'r [m“] %2—2' (0024 — A, (‘)11)2

®
formole delle quali si fard uso pil avanti, come pure della seguente:

00 02 - Ci = 0)(7)14 Neg — 7)127]21) (16)

CAPITOLO VI
Le funzioni iperellittiche per valori particolari degli argomenti.

1.° I valori delle quindici funzioni iperellittiche corrispondenti ad
u, = u, = 0, si ottengono, come si & gid osservato ponendo x, =a,, *, =as
o reciprocamente nelle espressioni delle funzioni stesse. Cosl si avranno le:

p0)=0  p0)=0  ps0)=0
P2(0)=0 (=0 p,(0)=0
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e le:
PO=[0DO3]*,  pu@)=[OHADAH]?,  pu=—3i[(01)23)(34)]*
O=i[12E3)%,  pa@)=—i[ODEB)(IL]?, pu=[03)A2GEH] | D
PO =[1HGH,  pu@)=—[ODADEHI?,  po=:[03)23)(14)]*

nelle quali i=y—1 e le quantitd sotto il segno radicale sono positive.
Dalle formole di derivazione si ottengono per le derivate delle sel fun-
zioni dispari, corrispondenti ad u, = u, =0 i seguenti valori:

e () == 7 (), = — (ovan

d
g dps) dps\
fz(al)(du,) - fl(a1 (duz N [(03)(23)(34]
o () = = 7 () = — tan a9 @963
¢ (2P d P 01)(03)(14)(34 (2)
fg(az)(dui) == /l(az) m)o [(01)(03)(14)(34),
7 zcm (fzi) 7 Zm (%) — — i[(01)(03)(12)(23)]*

= (3) = — = (52) = —ionOm D E HENT* |

e quindi se m; =0, (g%“”) = (.
2 /0

I valori delle derivate seconde, corrispondenti ad w, = u, = 0, per le nove
funzioni pari si ottengono facilmente per mezzo delle equazioni (29) (30) del
Capitolo III. Trascriviamo tre fra esse, cioé le:

. !
Lay) = Y + @)+ Law
+(Byu) =y + %zw
$(ryn)=yw* + Li 2w

e supponendo per brevitd sieno m, =n,==0; m,=n,=1, e quindi ¢ = — 1,
Annali di Matematica, tomo XIV. 36
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SI avra:
k
Aoy 4= 02 + Coys = 2;

[vedi equazioni (23) dello stesso Capitolo]. Supponiamo ora 2, w funzioni
dispari ed indichiamo con 4, il valore di # corrispondente ad w, = u, = 0.
Posto #; =u,=0 in quelle tre equazioni e sommandole dopo averle molti-
plicate per a., b., ¢, si ha:

k 2
’;(.7/“)0 =y0(yo + “)ae

dove a, ha il valore della terza delle equazioni (17) del Capitolo 111
Ma dalla equazione del quarto grado [(20) del Capitolo II] fra le y, 2, w,
si ha ponendo u, = u,=0:
O=1+y;+2ay;
e quindi:
pta=Vat—1
ossia pel valore di @ dato dalla (21) del Capitolo 1I:
ya=i
[equazioni (6) (7) dello stesso Capitolo II]. Se ora rammentasi essere

2

Vg

-

L1
k=3

s1 giunge alla:
}/1_ (y“)o = apa,.(a; -+ as) - (t)»(t-?(“ﬂ« 4+ a,)

essendo gli indici 2, g, 7, s, scelti opportunamente perché z, w sieno funzioni
dispari. Questa equazione pud anche seriversi come segue:

1 (22]7:7(
—— | = =dut (O a) — ma(a. + a 3
pm(O)( duf)o wle( ) 2 (@ - ) )
ed in essa possiamo porre m =20, 2, 4. Affatto analogamente si trovereb-
bero le: l
1 (2121;1
—_— = @) ts —
]);)L(O)((thiduz)o o B
1 dzpm
— ") =+ oy — 4y — a.
s d ), =t o=
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- Nello stesso modo supponendo in tre fra le equazioni (29) y, w funzioni
dispari, si giunge alla:

U (&ps\y - _

25(0) ( du )0 = (o — as)[a,a, — an(a, + a,)]. 4)
1- (d*py) ' . i

7000) ( Tt )0 = a.ay ((Zl -1 03) a, a;,(a:. + ((4) (D)

ed in questa permutando gli indici 0, 2; 0, 4 le analoghe espressioni per le
altre due funzioni iperellittiche ad un indice. Cosi ponendo nella (4) 1 =1,
m=3, s, u, r=0, 2, 4, si ha: _
. 1 deZ’m — -
2)10(0)( T = (s — ap)[a.ay — as(as + a,)]

e le altre due permutando I'indice 0 con 2, 4; infine permutando gli indici
1, 3, si otterranno le tre ultime espressioni. Indicando con i la somma di
queste nove espressioni divisa pel numero nove, si avrd quindi:

A==%[2(a, + a5)(a.0s + asay + a,0:) — 3a,a5(a, + @, + @) — 3a,a.a,] (6)
e se 2u, v, rappresentano le analoghe somme per le derivate seconde rispetto
ad u, e ad u,, o rispetto ad u, duc volte, si hanno le:
p=1[9a,a; — (@ + @) (a + . + a,) — (a0, + a,a, + @,0,)]
v=2[2(a, + a. + a,) — 3(a, + a,)].
Sieno ora Ay, oy oy hey oy o3 Asy pyy vy, quantitd che si deducono da

A, u, v permutando 1, 3 in 2, 4; in 4, 0; in 0, 2; sottraendo queste nuove
espressioni dalle precedenti si ottengono le:

1 [dp, 0 1 ( d?p, ) |
=2 —12 — - = ) (n —
po(O)((luf)o io( ) P0(0) \dur, du,), (e —r), € 7

1 {d?p
2—)—0 ( du;)() — 3) (V _— Vu)
ed analogamente per p,, p, sostituendo alle 2, u,, v,, le %, p.,... Cosi indi-

cando con Xy, fes, Yes, le espressioni le quali si deducono da 2, p, » colla
permutazione degli indici 0, 1; si hanno le:

L (&, 9 1 d? py,
= _ 1 -_— - == 9 ), ——
P (0) ( d )O ol ), Por (V) ( duydiyfo — *° (b —w ),
1 (d*pe)
1’01( dud 0—‘10("_1’1)

ed analogamente per tutte le altre funzioni iperellittiche a due indici.
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Questo risultato acquista importanza dalla proprietd caratteristica delle
espressioni 1, p, v. Indicando con ¢, ¢ le due forme cubiche:

?=El(£2_ai£i)(£2-—a3£l) ) (8)
¢=(Ez—aoii)(52-az'i.)('iz—m’;‘.) )
e formando il loro covariante simultaneo di secondo ordine:

S=(¢¢)

=1 (M 4 2pE 5 4 2E) )

e quindi eseguendo sopra ¢, ¢ le indicate permutazioni, si otterranno altret-
tanti covarianti simultanei quante sono le funzioni iperellittiche pari. Ne risulta

che essendo, come si & osservato al Capitolo IV, per una funzione iperellit-
tica pari:

trovasli essere:

Lot = 1y ) (10)

sard
(u, #)e = 55 (S — Sny)
quando in S ed Sy si sostituiscano w,, u, a &, &,.

La proprietd invariantiva degli sviluppi in serie di tutte le funzioni ipe-
rellittiche stabilita al Capitolo IV colle equazioni (17) viene cosl a precisarsi
nel senso che le varie forme binarie di cui si compongono quegli sviluppi in
serie per le funzioni pari, sono covarianti simultanei di due forme del terzo
ordine formate ciascuna di tre fattori della forma del sesto ordine:

f(gi; 52)=51(52—ao'€a)" '(52—(1451)- (11)

Per le forme dispari la decomposizione della f subisce una modificazione.
Incominciamo dal determinare i valori delle derivate terze delle sei funzioni
dispari, per u, = u, = 0. Rammentando le formole superiori (2) e supponendo
sempre ¢ = — 1, indicheremo con C,, C;, C,,... le espressioni dei secondi
membri cogli opportuni segni, cosl che saranno:

L(d_P) =_(éz_%) —o,. L{tms) _ _ di) _
az \duJo dugfy 7 o \du o \du)

e cosl via; porremo anche per brevita:
ao+a2+a4=_‘kia sy -+ a,a0 -+ agay = h,, A0y = — h; \/

a4y a3 =—ou a,a; = f3. )
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Si hanno cosi:

: (dsp ) = —2a,a3h, — a;(20, + @) by — 2a, + a ),

C,\ du?
% ((l ]J§4) = —2a,hs + B(h, + 20} + a.a,) + «a,(hs + a,a.)
au\ dui Jo
L (@ps) _opp, —
o (Ghe) =260 — ahu £ 2.
Dalla prima per la permutazione di 1 e 3 si otterrd il valore di (((Z;Z:;), e

cosi dalla seconda permutando gli indici 2, 4 con 0. Sommando le prime
cinque espressioni si ottiene:

(o + hy) [2ﬁhl—-mhg -+ 2]13] — 2(@}12 + al)
a—l"hi:Al:_(aﬂ-'l_al+“'+a-l)
Bhy + ah, = A,

si avrd quindi che la somma delle derivate terze delle sei funzioni dispari,
per u, = u, = 0, divise per le corrispondenti costanti C,, C,,... e moltiplicata

ma:

e

dsp ' .. . <
la (ﬁ per la somma delle radici a,, a,... & eguale a —24,, ciot a
uy Jo

meno due volte la somma dei prodotti a quattro a quattro delle stesse radici.
Ossia la forma analoga ad S sarebbe, pel caso delle funzioni dispari, salvo un
coefficiente numerico, eguale a:

A4£3 + 11361"2 + 3A051£§ + 4A1£;
ossia eguale anche in questo caso a (¢¢)., supponendo:
?=51£e; Sb_—‘(gz‘—aoga)(és_[hg?)' "(52_a4'€’1)-
Osserviamo che il valore superiore di % pud scriversi:

8Bh, —2ah, 4+ 3hy =22
percid essendo:
As=Bh+ah,+ 1,
si ha:

5 &3 pas 97y
0,3( )o"“l“ 4

du}

dalla quale:

i d_s__p” 3 A pis o A prs ) ( plz) 3] _
Cis [( dl )ou‘ +3 ((l uldu, )ou‘u2 +3 ((lu1 dui Gt dui ) % (13)
=P, [hod 4 2pu,us v el] 4+ [Asrd 4 3 doudu, +6 Ay uged + 103].
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\

Il primo termine del secondo membro & Zu,S(u,, u,), il secondo termine & il
covariante cubico (¢¢), (salvo un coefficiente numerico) che si ottiene ponendo
o =£] e ¢ come superiormente.

Se in luogo del fattore &, della forma di sesto ordine f(%,, &) si considera
il fattore £, — a,£,, ciot si determina il covariante cubico simultaneo della
Fé, &)
&y — aré,
dine, si ottiene per ciascuna forma dispari una relazione analoga alla superiore,
notando che il fattore di S nel secondo membro sard = u, — a,u,; ed s==1, 3
quando » =3, 1; s=1 negli altri casi.

Ne segue che per una funzione iperellittica dispari p qualsivoglia, si ha:

forma quadratica ¢ = (§, — a,%,)* e della forma ¢ = del quinto or-

7%1') =mu, + nuy + 5(mu, 4+ nu,) S+ Py, ug) - -+

la n essendo eguale a zero se p=p,; ed eguale a — 1 negli altri casi; la
m =1 nel primo caso, ad a,, n,,... a, negli altri, e P(u,, ;) un covariante
simultaneo di terzo ordine di due forme I'una quadratica, ciod (mu, + nu,)
fGiy &)
mu, -+ ni,

La determinazione delle derivate d’ordine superiore conduce ad analoghi
risultati, Per le derivate di quarto ordine, per esempio, partendo dalle due
forme cubiche (8), si devono considerare i covarianti simultanei:

(39)e=0a, GP=rc, (4=

i primi due quadratici, del quarto ordine il teryo- inoltre 1'invariante simul-

I'altra del quinto ordine ossia

taneo 4 = (¢¢),. Cid posto nello sviluppo di —- (0 —— p, (1, U,) si ottiene:

(1) )= ooz (S— 8 — 5o (Ad — Aud) + 2 @e—aye)  (19)

242

nella quale 4,, @, o, d, si deducono da 4, a, ¢, d colla permutazione gia
indicata.
Ritorneremo su questi sviluppi in serie pitt avanti; basti per ora averne
dimostrato la proprietd principale.
2.° Se nelle equazioni differenziali (6) del Capitolo I, si pongono z,=a,
x, =a, 1 valori di u,, u, diventano w,,, o, [(1) del Capitolo IV]. Scrivendo
Po(myy) in luogo di po(wi1, we), s1 hanno le:

P‘z(‘*’“) =0 Pa(u) =0 Pos(wy) =0 Pos(01) =10
pll(wll) = 0 pgg (OJ“) = 0
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ciot quei valori di ,, u, annullano sei fra le funzioni iperellittiche. Per le
altre nove si ottengono i seguenti valori:

o) = [ODOF  poon) = — £ [03)(12)(24)]
Prs(oe) = — 1 [(02)(13) (34)]
P = [T pulon) = —i[(02)(13)(24)]
Pus(on) = — 1 [(03)(12) (34)]*
Pio) = [RHGF palon) = i[(0D(ADE4]F
Paon) = i [(03)(13)(24)] .

Cosl posto &y =ay #»=a, le u, u, diventano w;;, wy e si hanno le quindici
relazioni:

4
2

ES
2

(19)

Pions) = (o) =0 Poa(on) =0 poy(w1e) =0
Pu@) =0 pu(on) =0
Do) = [(ODOT*  paufo) = — [0H(12)(13)]
Do) = [(01)@4) BH]*

\

. 1 . . ! 16
P =il1DEF puw——ionaseat | O
Pes(012) = ¢[(04)(12)(34)]*
pa(oi) = [(13)BH]T  purlone) = — i [(O1)(12)(34)]

Pau(on) = 1[(04)(13)(24))*

e relazioni analoghe si ottengono col porre z, = ¢y, ¥, = «; ossia u, — — w,,
Up = — 35 OPPULE &y = @y, Lz = Uy CIOR Uy = — Wy, Us = — wy,. Nel primo

caso si annullano Do, Psy Posy Pi2y Piay Pesy nel SeCOﬂdO Poy P2y Pe2y Pizy Pisy Paae

CAPITOLO VII.
Le formole per 1'addizione.

1.° Le formole per I’addizione si ottengono dalla applicazione del noto
teorema di Aser. Si indichino con %'y, #', i valori di u,, u, allorquando nelle
equazioni (6) del Capitolo I si sostituiscano le y,, ¥, alle z,, x,; ed analoga-
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mente sieno «”;, u”, corrispondenti ai limiti 2,, z,. Se supponesi:
e+ U =u, e+ 0y =1u", (1)

il teorema di Aser conduce ad una serie di relazioni fra le x,, .3 v,, 9.} 2, 2,
e le ¢, ay,... a,; le quali sviluppate opportunamente ddnno le formole per
1’ addizione.
Sieno P(x), Q(x) due polinomi, del secondo grado il primo, lineare I’altro;
ciog:
' P@)=z*+ye+7p, Q@)=FHz+A
e decomponiamo 1l polinomio f(x) nei due k(z), g(r):
F@) =@ —a)o—a) 9@ =E—a)@—a) @ —a);
infine poniamo:
p@)=@—e)(z—x), $@=@E—y)—y) 7@)=@E—2)E—2)
Dalla equazione:
, P (@) k() — @ (2)g(x) = ¢(@)¢ (#)7 () 2)
si oftengono le:
P(e)k(m) = Q@)Nflw)  Q@)g(z)=P@)fE) 3)

e le altre sostituendo ad =, le #,, ¥, ¥,; inoltre le:

P@E)k(e)=—QeNfE)  Qr)g)=—PENf() (4)
e le analoghe sostituendo z, a 2.
Cid posto essendo identicamente:

0 )Q(x)_ Q) Qlay)
e r—a z—as

si avranno per le (3), le seguenti:

() Plar) = 2

Vf( 1) (I,L) vf‘(w—j)

() P(@s) = Q‘“’ Vi) — Q( ”) \/f

e da queste la:
(L) [P(vci) _ P(xz)]

Ly — e

pma - Pmp. .
Q) L2 — Qo) L2

Ora il primo membro della equazione superiore & eguale a:

A2 [t — Pla)]

P

X1—am X2 — Um
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e la equazione (2) da:

m@mt Drq) 173 Purqe tp.
P(a =pnl]_m, Qa;: ) Qa == LT
() VE (@m) @) V=yg(w) (%) V—g(a,)
essendo ¢, ¢ coi rispettivi indici le funzioni corrispondenti agli argomenti «',, ', ;
u’y, u”y. Sostituendo si giungerd quindi a questa prima relazione:

qm tm

— BTN
\/ k (am) q‘upmp' (5)

V—yg(a)

() [pm — ] = ) Pm

V—yg(@)
e ad altre due sostituendo all'indice m gli indici r, s.

Sostituendo alle z,, x, le y,, ¥, e le 2,, 2,, avendo riguardo al segno
delle (4) in quest’ultimo caso, si otterranno le due relazioni analoghe:

N [ ”— pmtm]= . 15 _ ” tu.
()| 0m — = | = Prm = — Pad T

v (am) —g(m)
) Pmq Em ¢ ) ©)
— O |, — =2 | = L. S— e .
0| wc(am)] P = M )

Infine dalla (5) e dalle altre due che deduconsi da essa ponendo m =7, s,
moltiplicate per (r$)pm, (sm)p,, (mr)ps e sommate, si giunge alla:

Pmagm tm Pr Qrtr— Ps qsL =1 (7)
9 (am)Vk(am) g (ar)Vk(ar) = g (as)Vk(as)

ed analogamente dalla seconda delle (6) moltiplicando per (rs)t,., (sm)t.,
(mr)ty, e sommando, trovasi:

Pmgmtm Prgrim Ps qs lsh — Proy (8)
g (am)Vk(am) g (@ )Vk(ar) = g'(as)Vkias) V—g(a)

e cosi I’altra permutando 21, p.

2.° Dalle relazioni superiori e da quelle dimostrate al Capitolo II, si
deducono 1 valori delle quindici funzioni iperellittiche per gli argomenti u, + «',,
u, 4 ;5 espresse per le funzioni degli argomenti #,, #, e u',, «,. Le quindici
espressioni hanno un denominatore comune, a cui pud darsi forme differenti.
Ne soggiungiamo pel momento due, composte I'una e 1’altra di funzioni dispari.
Indicando con M questo denominatore, si ha:

—2
20? 2 2 13) p? qz
M=1-—-}?‘q‘ — 21)393 ‘(’ 13 713 9
f'(w) f'las) * fla)f (as) ®
Annali di Mateinatica, tomo XIV, 37
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oppure per la (16) del Capitolo II:
_ (ﬂipé 934 (40)1140 Tin (02 ) Pz Qo
M @ T Fer ) )
Cid posto si hanno le seguenti formole di addizione:

TS . Op)2k(am X))
-Z‘[V k(am) ' tm = PmQm T }-_(E;‘Jf(fz‘a_))p)pfbﬂpuq” + f—("——(—’;—l}—) Pr @) Pmi Qm)\ "}'

(v.1m)

T 7 (s )p/* Qp Prp Qo

nella quale m, r, s possono assumere i valori 0, 2, 4; e A=1, p— 3. Colle
stesse condizioni si hanno per le funzioni dlspau

M\/g (@) 9(@) - b = PrPpgmQrs + O Qu P Prs —
— [P @2 @ + P Py
MV k(ar) k(as) s = PrPsqrs + QrqsPrs —

~ (a [ PP Gour Qs + Qo Do Pinse Pons)

10
ﬂ[g (al)g(a/’) \/— !]( ) ([L 7‘)({1. S) [1?1 gin Qma + 0. pmpml] - ( )
- [P#PM Qrs Qrp + G Gop Prs Py
My (wx)g(ay) === — ")) [Py G s + T Prn ] +

( ap)
T+ DrPop Qrs Qr + O P Prs P«

Infine le altre sei funzioni pari, per m =0, 2, 4 x=1, =3 sono date dalle:
—_— (1.m)
M\ — g(@)k(@m) - twr = P [( M) P Qs Prs Qs =+ Do Do Ponpe Qonp] —

- [(m)pm>. Qi+ D3 P P @]

—_— )
M= g @) - e = — £

+ [(1) P G =+ Py Qe P Qo] -

3.° Fra le varie conseguenze che.si possono dedurre da queste rela-
zioni, consideriamo dapprima i valori delle espressioni stesse corrispondenti

[(w10) Pr @2 Prs Qrs -+ oo Qrp P @] +
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a Uy =y, Uy =0y} OPPUIE & ', = i, % =w, € cosl per le altre funzioni
complete. Rammentando le formole (15) del Capitolo precedente e le relazioni
generali del Capitolo IT, trovasi che nel primo caso, cioé supponendo ', = w,,,
#y = wy, §1 ha:
M= — P%z — Pagz (w)
(01)(14)(23)  p}(0)

e le:
Doty + 04) = = [(01)(02)]%%’ Pu+ 01) = [(14)24)]F %;
pi(s+ o) = [(18) @3] L2

P o.) = —[029EB)EHTL  puu+ o) =—[OD(13)(14)] 7L
P+ o) = — [0 (13)(14)] 22
P+ o) = — [ODOD)(13) @3] L2
Pt on) = — [(O)(02) (1) (14)(23) @4)]* -
P+ o) = [02)(13)(24))* L2 ”
Par (s o) =— [(01)(13)(24)]"5%
Pl + o) = [(18) (14)23) 24))7 22

Dot + o) = [(01) (14) 23)]? 1;_:

Pes(tty + w1) = — [(02) (14) (23] 11;_*

Pao(tts + w1) = — [(01) (03)(14) (24)]* =

Poa (s + w13) = — [(01)(23)(24)]? ﬁ’%‘ |

Da queste relazioni, nelle quali si & scritto per brevith p(u, + w,) in
luogo di p(u; =+ 04, %+ wy), si deduce la proprietd principale delle funzioni
iperellittiche. Sostituendo infatti in ciascuna di esse u, + w,, %, 4 o, alle
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,, %, trovasi che tutte quelle funzioni si riproducono collo stesso segno o
con segno cambiato, si hanno cioe le:

po(u4+2wu)=Po, ])1(“1+20311)=—p4, pz(u1+2w|:)=—pe
]73(’“1"‘20)“):])3; 1h(“4+2ﬁ)u)=])4

cosl 1e Pz, Posy Pasy Pos 81 riproducono collo stesso segno, e le py, Pu, Pos,
Pizy Pesy Poz cOD segno cambiato. Risulta percid evidente che se in quelle fun-
zioni alle u,, w, si sostituiscono u, + 4wy, %, + 4wy, le funzioni stesse si
riprodurranno col proprio segno.

Nel secondo caso, posto u', = w,,, %', = w,, si ottiene:

. P34 _ P (w)
M= (03) (14)(23) ~ p%(0)
inoltre:
Poltts + o) = — [(03) (0D T L2 puo(uts + 010) = [(13) (14)(23) (24)]* £~
P P34 (l 2) )

. + 1

Poa(ts + o)) = — [(03)(04) (13)(14) (23) 24)]* -~ )

e cosl via. Aggiungendo in queste formole ad ,, u, nuovamente le w,, we

giungesi a dimostrare che le sette funzioni iperellittiche py, piy P23 Posy Pre,

Pssy Po 1 riproducono col proprio segno e le altre otto con segno contrario.
Infine negli ultimi due casi si hanno:

— ]9(2»1 (u) , _ pi (M)
P (0) 25(0)

Pus + 0)= [0 03)(OH (1218 (1] -

— (13)
p4(ui + '1’14) == V f’(th) . 514. .

/

Riassumendo si avrd che per una funzione iperellittica p qualunque:
p(u, —I_ 27%‘0)“ + 2m20)42 + 2’)72300,3 _l“ 2m4(1)“) = i p(u)

essendo m,, m,, ms, m, numeri interi, ciot quelle funzioni sono quadrupla-
mente periodiche, pei periodi 4wy, 4wie; 4oy dog,...

4.° Se nelle relazioni (10) si mutano «',, «’, in —u',, —u,, e si
moltiplicano le nuove relazioni cosl ottenute per le corrispondenti da cui de-
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rivano, si hanno per ciascuna funzione iperellittica p i valori di:
P+ w)p(e —w).
Per le sei funzioni dispari queste espressioni sono molto semplici, essendo:

M, (-4 1) i =) = 13(0) — PE0) - 7o [P (0P (0) — P 0)]

M ps(a+ ) pa(u —= ) = p36) — 3(0) — 7o [ PROPE() — B P(w] § (14)

, ’ ’ 1 ’ n .9
Mpis(u0)ps(u—1) =)= 1) + gy [POIPE ) — )P0
e potendosi dedurre le altre tre dalla:

Mprs(u 4 w)prs(u — w) = p°ps(u) — p2s(w) +

1 , ,
+ o k@ (D% mr () PPs (W) — D5 () PP (0')]

nella quale », s, m rappresentano 0, 2, 4 e k(a,) = (a: — an)(ds — an).

Il tipo delle espressioni analoghe per le funzioni pari & dato dallo stesso
denominatore M sostituendo nell’'una o nell'altra delle due forme superiori ai
quadrati delle funzioni dispari, i quadrati delle funzioni che costituiscono una
delle terne o delle quaderne di funzioni iperellittiche definite al Capitolo II.

Sciegliendo, per esempio, le %, Phs, P, ossia le 32k, 22Vad, w\fy,
ed indicando con &, #, £, le analoghe quantitd per gli argomenti «',, o,
trovasi che M si esprime linearmente colle quattro funzioni seguenti:

X=14ye+ 227 +uwe
Y=y + &40 +uwye |
Z=&+7+ey e |
W=w+e 4y + 25

Quanto ai coefficienti che moltiplicano queste funzioni X, Y, Z, W, il
loro valore si forma coi coefficienti a, b, ¢ della equazione del quarto grado
(20) del Capitolo II. Posto:

7&=a—|—\/a*—i, p.=b+\/bg—l, u=c+\fc’-’——1 (16)

«d 3 A
U c Y S :

(15)

0ssia :
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nelle quali «, 8, y, & hanno i valori (6) dello stesso Capitolo, si ha per M
il seguente valore:

D U — G 4 DX+ O+ )T +

a7
+ N2+ 6+ W ,

Le espressioni per:

P+ W)pu( — ), Pt w)ps( — ), P+ WP (u — W)

si formano colle stesse funzioni X, Y, Z, W e di pil anche i coefficienti
non mutano che di posizione. Cosi si ha:

prC A w)pm(u —u) _ A+pNX+0Opy+ DY O F M) Z 4 (p W)W (18)
VF (am) Qpv+ DX Q4N Y @+ v 24+ 0+ )W

ed analogamente per

ps(w + ') pas(u — u') , Pur(t + 4 pur (0 — o)
Vad VEY
si otterranno due frazioni di cui il denominatore & ancora il secondo membro
della (18) ed i numeratori sono:

EH DX+ 2)Y 4 Opy +DZ 04 p)W
@A) X4 @+ W)Y 4 (4 ) Z + Gy + DI

5.° Le ultime formole del precedente paragrafo conducono a quelle
per la moltiplicazione delle funzioni pari. Supponendo dapprima in esse #',=w,,
W, == tty, ed indicando per brevita:

P=y 4 22w, Q=2 +wy, R=w®+yz
le espressioni X, Y, Z, W diventano
X=14+9p+z+uw=—2[aP+bQ@+cR+2kyzuw]
Y=2P, Z=209, W=2R.
Per questi valori, osservando essere:

k41

an Var— 1= an
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si ottengono facilmente le formole di duplicazione:

pe@w) 2 —1—RBle—1 v
Nplsko)_ Pyaz—14+ QVb*—1—R\c 1+2—(L_V.Akyzw (19)

N __pyaT =T + BVE= T4 2 by
essendo:

N=P\/a2—1+Q\/be_1+R\/az_1+2))\!;+__‘_—ikyzw.

i

Le formole di duplicazione per le funzioni dispari, si possono dedurre
direttamente dalle relazioni (10).

6.° Accenneremo qui ad un’altra formazione delle espressioni (19), della

quale si vedrd l'origine pili avanti. Introduciamo tre nuove quantita p, ¢, »
definite dalle relazioni:

14 pr—r—wr )
PPy o fw ‘

1—y? 422 —w?

PI=T e+t ‘ | ”
1=y =2t
7'07'—1_*_?/2_}_2,_1_102 )
nelle quali:
_ru+nw+nr, —{“+UQ+DF ,=rw+nw+nr
p=l=nc=nl’ *T{F=po—nl’ "Tlo—Dw—-1

sono 1 valori di p, ¢, 7 per u, =u, = 0. Cid posto le p,(2u), Pis(2u), pu.(2u)
si esprimono in funziene di p, ¢, » nel modo seguente:

pm(2w)  Apyv—1 1 4 opt— gt —®
P (0) - 7\——{1.\4 1+p2+72+1'2

Pis(2u) _ly.v——l 1—1)2—1-93__7-2
ms(0) p—vh 14 prfgt+re
p,.u~(2u)_-)\:j.\l——1 1—292_.92_;_72
py.r(O) - V—-)\zj, 1+I)2+g2_|_;r2

ma indicando con Yo, 2., w, i valori di y, 2, w corrispondenti ad u, = u,=0,
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si hanno le:
e ‘A——&V_ s P —VA . __ v — AW
Yo 7\lu.v—1’ z"——)\y‘v—l’ w"_)\y.v—l

quindi saranno:
Lt+p—¢—r
?/”y(zu)=1_*_pz_i_ge+7-2 l

1—pt4-qg2— 2

Ty @)
l_pz_gﬁ_l,_,rz

1 +p2 g+ 2

202(2u) ==

w1 (2u) =

affatto analoghe alle (20).

Infine le p, q, » soddisfano ad una equazione biquadratica della stessa
forma della (20), cioé:

0=1 _I_pA +94+r4+2A(p2_l_q27.2)+ 2B(q2_l_7.2p2)+
2C(r* +p¢®) +4Kpqr
ed i valori dei coefficienti 4, B, C, K sono le seguenti funzioni dei corri-
spondenti coeflicienti «, b, ¢, k:
a—bce B b—ca y_ c—ab

A= R = s == ————
\/(bf-—-l)(cg—l) \/(cz—-—l)(az—l) \/(az_l)(bz__l)

K= o :
Via? —1) (52— 1)(c?— 1)

Questi valori conducono alle relazioni:

Va—1 vB—1_Joe—1 K 22)

Vat—1 Ver—1 vVe—1 &

7.° Se nella formola (18) si pone #',= 2u,, w', = 2u,, il primo membro
& eguale a p_____,n\(/u?)___lfzm()Su) e nei valori (15) delle X, Y, Z, W del secondo
am
membro le &, », ¢ diventano le y(2u), 2(2%), w(2u). Si otterranno cosi per
mezzo delle (19) le formole della triplicazione. Daremo in seguito le espres-
sioni di queste come in generale di quelle per la moltiplicazione.
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CAPITOLO VIIL

Le funzioni théta e le funzioni sigma.
Loro sviluppo in serie.

1.° Abbiamo dimostrato nell'ultima parte del Capitolo III che ciascuna
delle quindici funzioni iperellittiche p,, prs pud esprimersi mediante il rapporto
di due funzioni théta, nel modo seguente:

Or (us, us2) Ops(ur, uz)

Pr=tr © (11, uz) Prs= Crs © (w1, uz)
essendo C,, C,, due costanti rispetto ad u,, 4, e funzioni dei moduli Aoy Qiyene
a,. Si @ inoltre dimostrato che la funzione théta, comune denominatore di
quei rapporti, la quale denomineremo funzione théta fondamentale, & definita
dalle equazioni (41) dello stesso Capitolo.

Ora rammentando i valori di f(z), fi(x), f:(z), 9.(), ¢.(z), dati nel Ca-
pitolo I, si ottengono dalle suddette (41) le relazioni seguenti:
d*log ® dtlog®]
E[m“ dud °du,du] ey —

d*log© dzlog ©
e[mxd_g;'l‘nxdu!g ]=5b3+nos+”1x1xz

Mo (2,25 + Ag) — ny (2, + 22)

(1)
dtlog ® de 10 ®
: [ * dua guz + g ] eC; mo(xixz + Az) -+ my (181 + xz)
d*log © d*lo 0
[ du g’uz + ™ g ] =&l — mos My Xy

nelle quali:
_ (fi—t)?
(901 — 02)2 g 2)

- [xi + ﬂ’/‘: + 2”?‘”2 + 2331% + Ai(xi + xe)e + Az(TA + ) + A3]~
Queste relazioni conducono dapprima alla:
dzl atl dzl dtlog ©
m[ £ LES + £ J®] - [0 L2 + ) T2 =
= —2)(E — ) + Mo g (§) + 109:(3)

essendo ¢ una quantitd indeterminata. Ponendo £ = a,, ai,... @, si ottengono
Annali di Matematica, tomo XIV, 38

®)
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i valori di p?, p?,... p? espressi colle derivate seconde della funzione théta
fondamentale, come gia risulta dalla prima delle formole (33) del Capitolo III.

In secondo luogo osservando che il quadrato di una funzione a due in-
diei p%,, pud cosi esprimersi:

ng-q='-S(:L',, xg)—S(E, n)+(x1+x2)£ﬂ_(5+n)xix2

si giunge alla:

FO)[ 1.0 “TE° + O T2 |+ A6 0 Tt + A0S =
@
(E) (),

= — PO RO+ 7O O + )] + 3L —

Se in questa per £, n si pongono le a,, a,,... as si hanno per i quadrati
delle dieci funzioni iperellittiche a due indici espressioni analoghe alle (33)
del Capitolo IIL

Infine da quelle stesse relazioni si ottiene la seguente:

11O TE + 2L OO T + 110 5% =
= (bzg ‘I‘ bs)fi(é) + (025 +03)f2(£) — ((L‘“ xz) + (2561562 ‘l‘Az)E - (xi + xz)gz
formola della quale ci serviremo pid avanti.

Se nelle formole superiori supponiamo f,(#) =1, fi(x) =2, si hanno le
seguenti:

©)

d*log ®

dugé =—S(x‘7 x2)
dtlog®
durdus % ©)
atlog®

du: =—(x1+x2)

e quindi per u, =u, =0, si dedurranno i valori:

1 (ad26
_(5(—05 —m A E YN —'aias(ao‘!"az + (h)

1 (&9 )——aa 1 (ﬁ — (a1 + as)
o 0)\dusdus)y %7 - 0(0)\du; h ! 7

2.° Richiamando la equazione (15) del Capitolo IV e ponendo in essa:

__G)m
¥y=3

(7)
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sl ottiene tosto la:

@ Grn - @m G - 0
nella quale:

Y —
dus

G =41 (@) 5o +2(0. 22 4 B, 22) —

d:e a2 e R aze
— () T + 210 @) e + 1) T)
e Gy si deduce da G mutando © in 0,,.

Posto G=E0, si avrd Gy =E0,,, e rimane cosl a trovarsi il valore di E.
Rammentando le equazioni (18) (19) del Capitolo IV si giunge alla:

s d d 2 2 7 'z "
2 @) 22 4, 2] @, 4 B — (e @+ B~

h—t¢
- [mO g‘(a‘") + 92 (“*‘)] [Hr + ry— .1:2]
ed essendo (equazioni 42, Capitolo III)

dR dR a dn
’”°TJ+”°WJ=—(%R*+%°;R2)

si ha il valore della espressione:

d*log® " d*log®
0 dulda/' 0 duz dar

Se ora osservasl essere:

E=4f (ar)d;oi@) + Q(Qrd%)% LR, dlog®\)_ T:—F, (8)

duse

posto per brevitd come nel Capitolo IV:

T, =fi(e) L2E° + fu(@)

dlog ®
dus

ed:
"y T
Fr=fa) L2 4 (@) 225

duz’
si ottiene dopo alcune facili riduzioni essere:
2 dE ' ,
Mo gt o= 2(me Q' + R + 2 H p?r —

d Fr d Fy
“("%WJF’% d—u:)
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ma per I'equazione (3) superiore:

daz Ty a Ty _ dpr__ s dlogpr
Mo gor T ™ ot = 2P G = 20 g,

az Tr az T’r . 2 dlogpr
moduxduz+n° dug =27 A us
per le quali e pel valore di H, (5) del Capitolo IV, si ha:
dE dE , .
mo%+"o"i—m=2(mer+%on)

ed in essa le @',, R, hanno i valori esposti nello stesso Capitolo IV. Ana-

. dE dE
logamente si otterrebbe pel valore mim-}-n, T
dl dB ' ,
m,%+n,%=2(ler+mRr)
da cui:
dE , 2 '
I A Tk
e quindi:

E=4f(a,)C, + P,

nella quale C, & la costante di integrazione, ¢ P,= @' u,+ E',u, & una
funzione quadratica in #,, #,. La equazione (8) condurrad in conseguenza alla
seguente equazione differenziale per la funzione © fondamentale:

4 (@) o =47 (@) C.0 + Pr0 — 2| Q. 50 + B 10 | + 2
. : " ()
A0 52 4 2f o) g b i) 2

ed & evidente pel modo con cui si giunse ad essa, che la equazione stessa
sussiste per una qualunque delle sedici funzioni théta. I valore della costante
C. si ottiene tosto ponendo %, =wu, =0 in quella equazione; e si avra:

’ ' dlog © (0)
4" (@) Co = A (a) L2200 _ \

(10)
— o[ (T, + 2h@feen) (75w, + 120 (Fz) ) O
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3.° Supporremo in seguito f,(x)=1, f,(z)=x; in questo caso dalla
equazione (9) si deducono le due seguenti:

dlog® dloge)
42,- dar —421- —2(Agui+2u,) dK
dlog © dlog® dlog® (1)

g Og 0g

43,0, 580 — 43,00, + 230, 5 4, 250

mentre dalla (10) si hanno:
ZC,-——-Zleg@(O)a 20,0,=2a,d10g®(0) .
dar dar‘

Poniamo ora, per una funzione théta qualsivoglia, sia pari, sia dispari:

o)

O=H-e o, u) (12)

in cui H & una costante a determinarsi, D & la funzione quadratica:
D = Douf-l— 2D4uiug + Dgui

ed i coefficienti costanti D,, D,, D, sono pure indeterminati.
Supponiamo che i coefficienti D,, D,, D, soddisfino alle seguenti con-
dizioni :

dD d D

dD
Zr—o'——Ag—‘ZDI’ Erdar=—D2’ zrda,.2=—2 (13)
dDo _ dD: dDe
3ya,——=3D,, 50, 7==2Dy e
posto inoltre:
log -2 =K
90 (14)
le due equazioni (11) si trasformano nelle:
ds dK
42,‘ E——'40’2,~d o -—-4%, duz (1—)
5
de de de
43,0, f = —doZa, G-+ 2 (3“* T T za)

le quali sussistono per una qualsivoglia delle sedici funzioni sigma corrispon-
denti alle sedici funzioni théta.
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Distinguiamo ora i due casi delle funzioni théta pari o dispari. Nel primo
caso supponendo che la funzione sigma corrispondente sia per u,=wu, =0
eguale all’unitd, si avrd dalla relazione (12) che H & eguale alla funzione
théta che si considera nella quale sieno ,=u,=0.

Se la funzione théta che si considera & la fondamentale, si hanno per
la (14)

_ K
" dar

=0

K _o s,

2,« dar -

e le stesse equazioni si verificano per le altre nove funzioni pari. Infatti, se,
per esempio, la funzione théta considerata & la ©,.(u,, u,), queste due equa-
zioni equivalgono alle:
' dym(0) dym(0)
2 dar _0, dar -
equazioni I'una e V'altra soddisfatte dal valore di #,,(0) trovato nel precedente
Capitolo. Ne risulta che per una qualunque delle dieci funzioni sigma corri-
spondenti alle dieci funzioni théta pari, posto:

0

2.0,

150 , Us
ol ) = 6 +7 2

la funzione o(u,, ,) soddisfa alle due equazioni differenziali del primo ordine:
de de ds

de de
—_— Yy —— —_—= L —_ —1-
dar . dw’ 2, dar * (3% dus T duz)

2y

Si avra cioé per ciascuna di quelle dieci funzioni sigma:
o (e, ty) =14 (tsy Us)o + (thsy %)+ -+ -

essendo (u,, ), una forma binaria dell'ordine » pari. E se indichiamo con
p(u,, u;) una qualsivoglia di queste forme, quella, per esempio, di ordine =,

si hanno le:

- dp dp _m dp

21- p = U‘ wa Zrardar—-ap—l—ula—u;

La forma p(u,, u,) d’ordine #, sard quindi un covariante simultaneo di

due forme binarie, di cui il grado del coefficiente di u,” rispetto alle ayy as,...

a, & eguale ad %- Posto:
p = (poy prye+r pu)(thsy )"
si avranno fra i coefficienti p,, ps,..., analogamente a quanto si & dimostrato
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al Capitolo IV, le seguenti relazioni:

d oo d dp
Erd—g:'_"—”.”l; zrj%=—(""l)P27"' Zrday:=0
a 3 d 3 2 d (16)
0 n | n-—
Erard—;r=—2—Po, E,a,.d(i _2—P1,--- > ardPn §Pn-

Supponiamo in secondo luogo essere dispari la funzione © che si consi-
dera. In questo caso posto:

do ds
(Eu-) =M (du) =P
la relazione (12) da:

ho— L(29 B —L(29) .
‘—H duio 2—.H duzo
Sia ©,(u, u,) la funzione théta dispari, essendo:

_ O1 (ur, us)
Py ) = m g

ed m costante: per le formole (2) del Capitolo VI si avranno le due seguenti:

mhy = = g, [O)(AQAH]Ts  mihy e = — [01)(12)(14)]*

©(0) 0(0)
posto quindi A, = —a;, hy=1 si avra:
H p i
m s = — [OD (1)
ma m =Yy — f'(a,), quindi:
dK dK |
2,.7 =0 2 Ap —— aa P =73

i quali valori sostituiti nelle equazioni (15) dénno per questo caso le seguenti
equazioni differenziali del primo ordine:

ds de
2 dar = d us
de
e =Tt (3"‘ tu ’du)

e per esse sard:
0= U; — Q3 U, + (ui, u2)3 + (ul’ u2>5 + tee

ed infine indicando con p(u,, u;) la forma binaria d’ordine » dispari, essa
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dovrd soddisfare alle:
dp dp dp n—

=Y
dar !

— dp

1
2 dus 2’“"% 2 P dud

ciod la forma p sard un covariante simultaneo, nel quale il coefficiente di u,”
n —

¢ del grado L rispetto alle a,, aiy... a,.

La stessa proprietd vale evidentemente per le funzioni sigma ecorrispon-
denti alle funzioni iperellittiche ps, Pasy Pioy Pos- Dimostrasi facilmente seguendo
il metodo indicato sopra che per la funzione o corrispondente alla funzione
iperellittica p,; si ha:

o =ty (e 0+ (i )+
e che per la forma p d’ordine # si hanno le:

e _ dp dp _n—3 dp
zrdar =W duz ? 2@y dar 2 P + d

Ciascuna delle forme binarie che compongono gli sviluppi in serie delle sedici
funzioni sigma sono quindi covarianti simultanei di due forme binarie, e sic-
come 1 coefficienti delle prime sono funzioni di a,, @i,... a,, queste due forme
risultano dallo spezzamento in due fattori della forma binaria:

f= (s — @ot4s) (thy — @y 205) (U — @3 ) (U — @5%,) (U2 — @, %,)

il che risulterd piti chiaramente dalle equazioni differenziali del secondo ordine.
4.° 8i indichino con L, M, N i tre simboli di operazione:

d d d
L=2ra2rd_—a—r’ M=zr(a31+A1a2r)%;’ N=2r(a4r+Aia3r+Aga2r)(‘i—ar

e poniamo:
pi=— (0 +a:+a),  Ps=asdy+ a0 + 0, Ps == — Qo050
G=—(t+a), G=0a;
dalla relazione (10), rammentando le (7), si hanno le tre seguenti:
43,0 0, =4 L(log®(0))— g
43,(¢% + 4,0%,)C, = 4 M (log 0(0)) — 21
43,(a% + 4,0 + 4,02,) C, = 4 N(log 0(0)) — p: — pugs.

Per queste relazioni si ottengono dalla (9) le tre equazioni differenziali del
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secondo ordine seguenti:
4L(log©) = 4 L(log 0(0)) — g, + 3 A.u? + A ut —

dlog © dlog® 1 d*e
~ 2 — ) ZE= — 240, T 4 S O
2

2 M(log©) = 2 M (log®(0)) — ¢: + (A,A. + 3A4)ud + Auyu, + Agud —
dlog® — Ao dlog®+ 1 a0
2 2 o

—24,u dus 0 dusdus
4 N (log®) =4 N(log8(0))—ps—pigs -+ (ds s+ 44, A2 4+ 4 Ay, 0,4+ 3 4,03 —
al 1 g°
— 64,0, T2 4 2 (A — ) TES 4 S 22

le quali trasformate per mezzo della (14) conducono alle tre equazioni diffe-
renziali del secondo ordine alle quali devono soddisfare ciascuna delle sedici

funzioni sigma. Esse sono:

4L(s) = [Do— qs — AL (K)o + (Lot + 2 Lottty + Lun)s —
C —Au— ) Z 2 Do+ (D= AJu] By

2M (o) == [Dy~ q. — 2 M(K)] o + (Mou; + 2 M, 04,0, -} Mgu’)a —;

(D= 24+ Dy o 4 Do+ (D, — ] g 4 2 0 (1D
4;N(a)=[Do-,—loa—p,c.[,,—-flxl\f(li')]a—}—(Z\Tau‘f—f-2N,u1uz—}—.2\72 HERS

+ 2[(D0 — 3‘43)'“1 +D1u2];—;‘-+ 2(A4u1 - As@@)é% + .:ii—u%

nelle quali X ha il valore (14), i coefficienti D,, D\, D, devono soddisfare
alle (13), e le quantitdh L,, L,,... hanno i valori seguenti:
L,=34,—2A,D,+4 D;—2L(D,)
Li=D,+D,D,—24,D,—2L(D))
L,=A,+2D,+D; —24,D,— 2L(Dy)
My==A,A, 4+ 34; + D,D,— 2 4,D, — M(Dy)
M,=%[A,+ D;+ D,D, — 34,D, —2M(D)] > (18)
M, = A, + D, D, — A, D, — M(Dy)
Ny=A, 4,4+ 44,4+ D;— 64D+ 2A4,D,— 2N(D,)
N,=24;4+D,D,—44,D,4 A,D,—2ND))
N,=34,4 D}—24,D, —2N(D,).

Annali di Matematica, tomo XIV,
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Supponiamo dapprima essere la sigma che consideriamo una delle dieci
pari; sara:

oy w) =1+ et g+l

essendo e, ¢, Z,... forme binarie d’ordine 2° 4°, 6°... Sostituendo nelle tre
equazioni superiori si hanno per la determinazione dei coefficienti di e le:

0=D2—q1-—4L(K)+§_:£

de
dus dus

O=Do—-ps'—p; 92—4N(K)+giui

ossia posto e = e,u; -+ 2e,4,u, + €, 42 saranno:
e =7 [4N(K) + ps + p1g: — Dy, 6, =
=73 [4L(K)+¢.— D]

Cosl per la determinazione dei coefficienti di g si hanno dalle stesse (17) le
tre relazioni quadratiche:

4L(e) = — 226 + Lyu? + 2 Luttyty -+ Lowis — (At — ) dilui +

£ 2[Dyu + (Dy — A) ;] j_L 1+ &9

2M(e)=—2ese +Mou; +2 Mou,u, + Myui 4 [(D, — 2 45)u, + D] j—:: T

[2M(K)+q.— D))

whe

(19)
de dtg
+ (Dot + (D — dJus] Z7 + =
4N(8)==—2606+Nouf+2Na“1u2+N2“§+2[(D°—3A3)u‘+piu2‘]j_:;_{-

dég

2
du;

d
+ 2(A 0 — Ayts) %6-2 +

e cosl di seguito si ottengono per mezzo di queste formole di ricursione i
valori dei coefficienti di tutte le forme binarie delle quali componesi lo svi-
luppo di una o(u,, ) pari. Se la a(u;, u,) che si considera corrisponde alla
funzione théta fondamentale si hanno L(K)= M(K)= N(K)==0; se, per
esempio, corrisponde alla funzione O,(u, u,) si hanno le:

4L+ q=—(a.+a) 2MK)+qg.=as0,
4N(K) + s L Pige ==~ (o015 — az (@ + a; + as)
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e pereid i valori di e, e, e, superiorl nel passare dalla o(u,, u,) fondamen-
tale, alla o,(u,, u,) si ottengono dai precedenti colla permutazione di ay, a,
in @, a,, ed analogamente per le altre funzioni sigma pari.

Cid posto consideriamo pitt specialmente lo sviluppo della funzione sigma
fondamentale; ed osserviamo dapprima che posto:

Do=p3+_pAQ2 D1=Q2 D2=91

gono soddisfatte le equazioni di condizione (13). I coefficienti e,, e,, ¢ sono
in questa ipotesi eguali a zero, ciot la funzione o(u, ;) fondamentale, come
pure le altre nove funzioni pari, possono esprimersi come segue:

o(uy, u)y=14cgt+cl+---

essendo g del 4° ordine, e ¢y, ¢;,... coefficienti numerici. In questa ipotesi
devono per le superiori equazioni (19) essere

‘=M,2, Lo=1‘15—-—'Ng, .A[o:.N!

e posto ¢, = — 51-71’ si hanno pei coefficienti della forma biquadratica:

g=os guy-er g, )"
1 seguenti valori:

gi=p:— 0+ —09, Fs=PpPs— PG+ Qe
$e=0:19s— 0204y  J1=1¢:10: — =05 (20)
Jo=0:91 — 4292+ 95— 9:0s-

La forma g, come tutte le altre delle quali componesi lo sviluppo della sigma
fondamentale, sono covarianti simultanei delle due forme cubiche:

? = u‘(ug _ a‘u’)(uz — asul) = u,(qzuf + gﬂhuz + MZ)
= (U — aou,) (U — a2 %,) (10 — Ay%s) = Pau} 4 Pothithe + Prtey 1l 4 13

ed analogamente per le altre nove sigma pari, permutando i moduli a,, a,...
nel modo sopra indicato.

5.2 11 sistema dei covarianti e degli invarianti simultanei di due forme
binarie cubiche & noto (*), ma non lo sono del pari alcune relazioni fra le

forme del sistema, relazioni opportune al nostro scopo. Esponiamo quindi di
nuovo questa teoria colla massima brevita.

\¥} Theorie der Binaren Algebraischen Formen von A. CLEsscH, § 61,
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Il sistema si compone di 26 forme (come quello corrispondente ad una
forma del sesto ordine), e ciod una forma biquadratica, sei cubiche, sei qua-
dratiche, sei lineari e sette invarianti. Indicheremo con d; @, b, ¢; «, 8, v la
forma biquadratica ed i sei covarianti biquadratici, ossia addottando I’ordinario
algoritmo:

d=(3¢), a=15(9):, bd=0(p¢)y c=5({¥)
a=(be), B =(ca), 7 = (ab),
le sel forme cubiche saranno:

9, ¢;  (pa) (g0);  (Ya), (o)

le sei lineari:
r=(pa)y=—(pb); p=(pe=—(b):; (a) (Qo; (a4, ko)
infine gli invarianti:
J = (9¢)s, 4 = (aa), B = (bb),, C=(cc)
E=(bc), F=(ca), G = (ab),

e:
Ay Gy Gy
I{== b“ b12 b?Z
Ciy Cip Cpe (
in eul a L de , _da Questi invarianti si riducono‘a sette
EX 3 == = v d
nT e dul >R Twidus
per la relazione:
J:=8F —2B.

I discriminanti delle forme ¢, ¢, sono, salvo un coefficiente numerico, eguali
ad A, C; ed il risultante B delle forme stesse & dato dalla:

R=—[J*+54K]; @1)

‘infine gli invarianti ¢, j della forma biquadratica d, hanno i valori:
im =Y e~ o [J0 4 108K]

da cul la nota relazione:
. 1.
R= 108[] —l—SzJ].

Fra i sel covarianti lineari hanno Iuogo varie relazioni osservabili. Dapprima
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quella che risulta dalla loro definizione ciod la:

aga+bB+cy=0

poi le tre:
Ka=A«+ GB+ Iy, Kb=Gao-+ BB+ Ey, Ke=Fao+ Eg+Cy

dalle quali, osservando essere:

A G F
9K*=| G B E
F EC

si ottengono quelle che esprimono «, B, y in funzione lineare di a, b, ¢. Fra
le «, B, y sussiste quindi la relazione quadratica:

A2 +BR 4+ Crr+2EBy 4+ 2Fya 4+ 2Ga=0
ed una analoga fra le a, b, c; ossia la:
Aa*+ B+ Cie2+2E,be -2F,ca 4 2G,ab=0

essendo 4,, B,,... i determinanti minori BC — E?, AC — F%,... del determi-
nante superiore. Dalle note formole:

2(ab)(ac)=ab(ac). + ac(ab), — a®(bc), — be(aa),
2(0) = 2be(be) — b (cc), — c*(bB),
si ottengono fra i quadrati dei covarianti quadratici le sei relazioni:
2By =Eao*+ Abc— Gca — Fab
2ya = Fb*— Gbc + Bca — Eab
208 = G — Fbc — Eca + Cab
20 =2Fbc — Ch* — B¢?
28t =2Fca — Ac* — Ca?

2,2 =2Gab — Ba>— A
ed essendo:
Bn=:Ka, (Ga)=:Kb, (@f=4+Kc
inoltre:

(““)2= ;-A‘, (ﬁB)2=%Bn (‘/}‘)2*% C,
(37)2=';‘E!7 (7“)2=%Fl7 (0‘ )2~%G
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si avranno le due relazioni reciproche:
Kgbc=E10€2+.Aiﬁy— Giyd—F‘dﬁ
szz == 2E16}’— 1ﬁZ—B172

ed analogamente le altre quaitro. Introducendo ora i due covarianti Ilnearl
A, 1 si hanno dapprima le:

Ko=py—28, K{==la—pp (22)
dalle quali, essendo:

@) =@, EN=0p

s1 deducono le:

eN=—2y, (pp)=—26; ¢ =28, (fp)=2«
e da queste per la (\p) =2K, si ha:
Kd=2(8—ay). (23)

Sia & Vhessiano della forma biquadratica d ossia h = (dd),, si ottiene da
quest’ultima la relazione:

127 = 2Jd — 3(5* — dac). (24)

I noto che I'hessiano della forma biquadratica Id 4 mh, nella quale I, m
sono costanti, ha la forma seguente:

[ilm 4 $jm*)d 4 (BB — Lem®)h
essendo ¢, j 1 due invarianti di d trovati sopra. Se poniamo:
l=J, m=—12

si ha, per quei valori di ¢, j, che I'hessiano stesso & eguale ad & Rd. Di qui
il teorema. L’hessiano della forma:

Jd—12h (25)
¢ equale ad 4 Rd.
Se dalle tre equazioni:

(9@ =0  (pb)e=—1% (pf=1p
si ricavano i valori di gy, — 291, 92; ed analogamente quelli di ¢y, — 2¢,,
$se, si deducono dai medesimi le tre relazioni:

4:K2a=B412+ Cipnz-—ZEJ\pt
2K =-—G112-—E,!L2—}—-(F,+B,)Zy
4:ch=/11).2 '+' B,p.z—-zG,ly.
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ossia posto:
V=AMN—4G¥u+6B,2u —4E s + C,p!
ed osservando essere:

Bi—F1=KJ
si hanno le:
4.K2a=V22, 2K2b=V12_KJl{J., 4‘.K20=V“ (26)
da cui:
AR apt +bpd + 020 = V — 2Kz 27)

1 &V
51 7w © cosl per Vi, V.

Analogamente se indicasi con U la seconda forma biquadratica in 2, pu;
cioé:

essendosi scritto V,, per

U=CM -+ 2EW s + 6 Pty +2GA0 + Apt

e con @ la:
b=4KU-JV
si ottengono le relazioni:
8K2“=(I)U7 8K2B=“—(I)12, 8K27=(I)u (28)
dalle quali:
8K2(ad — 2B+ ypt) =0 64K!(ay—-F=H (29)

essendo H = 5 (9®), I'hessiano di .
Per le relazioni (28) le precedenti (22) ddnno:

8K'¢=0, 8K'¢=0, (30)

essendo @,:%%;1, <D2=-=1~Z_Z.
Dai valori di U e di V, si ottengono facilmente le seguenti formole:
1 (VV)=2KU—2KJV,\p
LUU), =T U+ 43V —1JUpdp— L KJ 222
(UV)y=KJU—4+J*Viedp —2KJUshu

per le quali si ha:
H=4K:[V—2KJxu] (31)
o per la superiore (27):

H=16K*(ap® 4+ bpl 4 c)?)
ed anche per la seconda delle (29):
4(a7—ﬁ?)=ap.2+by.7£+07.2- (32)
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Le relazioni (23) (24) conducono cost alle:
32K*d=—H, 6.4. K°h==12K*0 -+ JH
da cui la trasformata della (25): '
16 K5(Jd — 12k) = — [6 K*® + JH]. (33)
Da queste trasformazioni ottenute per mezzo dei covarianti lineari:
A= Aty A Rothey o=l - s
si pud dedurre anche una trasformazione delle equazioni fondamentali (6) del

Capitolo I. Infatti posto nelle medesime z = ? , supponendo f:(2) =1, f.(x) ==z,

ed indicando con /, m i covarianti lineari simultanei delle due forme cubiche:

o = 2,(%; — 112,) (2 — au2y), Y= (2, — @m2:) (% — 0y 2) (2 — @:2,)
ossia:
. l=7&,z,+7\222, m=y;2,+p&222
s1 ha:
2 d 22 :—_Z2d2’1 ALK ldm —mdl
Vo VD1 e

essendo @ la funzione biquadratica superiore nella quale siensi sostituite 7, m

a 1, u. Nelle (6) sopra citate si potranno cosi sostituire A, p ad wu;, u, e gli
integrali, coi convenienti limiti saranno:

2K2f 1ldm—mdl) 2Kz-[m(lclm——mdl)

—_— ) p——
e e

6.° Ritornando ora allo sviluppo in serie delle funzioni sigma, e quindi
alle equazioni (20), osserviamo dapprima che il risultante delle forme cubiche

9, ¢, indicato sopra con R, si esprime coi coefficienti della forma biquadratica
g nel modo seguente:

R=g}~0:9..

Denominando per ¢id con % I'hessiano della stessa forma g, ossia k= $(g9).
si hanno dalle (20) le seguenti relazioni:

ko= goge—gi= R(p:qs —peqs),  2ki= gsgs — 9. 9. = R(ps — p1g2)
6k = 9095+ 29.9: — 39; = B(p: — p1q: — 3¢)
| 2k = g,9.— 9o = — R,
ki=g.9.—gi=—R,  9.9s— g =— Rg..
Da esse deducesi il valore dell’invariante quadratico S della forma g, e si ha:
S=R(p. —p:q+3¢)=—3RJ

(34)
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essendo J !'invariante simultaneo (¢¢);; inoltre trovasi:

T=—FRe
pel valore dell’invariante cubico 7' di g; infine si ha:
=3Rd

dove d, come sopra, ¢ il covariante simultaneo (¢¢). Ne segue che pel teorema
xtablhto nel paragrafo precedente, sara:

=3(Jd —12%)
la quale espressione per le (20) (24) (32) potra prendere le tre forme:
g=3[30*—4ac)— Jd]=3[2Jd — 3\ + ug)]
Kg=38[3K(b*—4ac)— 2J(6* — ay)] (35)
2Kg=3[6K[b*—4ac)+ J(ap®+ bur+ c2?)).

Da ultimo trasformata per mezzo dei covarianti lineari 1, g, la funzione g,
per la (33) diventera:
16K5g=T
posto:
I=—3[6K*d-+ JH]. (36)

Determinate cosi le varie espressioni della forma biquadratica ¢, della prima
forma, cioé che incontrasi nello sviluppo in serie della sigma fondamentale,
ed analogamente di una qualunque sigma pari; supponiamo che zr, ys, z¢
(essendo z, ¥, # tre coefficienti numerici) sieno fra le varie forme dello sviluppo
le tre degli ordini n — 2, n, n 4 2.

Dalle equazioni {19), dopo aver posto per Dy, Dy, D, i rispettivi valori
Ps + Piqey 9oy g5, 8i ottengono fra le forme r, s, ¢ Je tre seguenti formole
ricorrenti:

L()_n(n 1)

gt — 3 (A “l_u2) d + (%ui—pi 2) +tn

M) =22 g — 4[24 — gJu— gw] S +

+ 4 [+ P — (A — g)e] 1+ 2t,2 G0)
N(s) + == “(" D gur— 4B A= pa— p«Qe)“t s du
+ ‘;‘(Alul - Azuz) _ﬁ; + b }
Annall di Matematica, tomo XIV, 40
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nelle quali:
=1 gy £, = 1 L2
Ju=377 dut’ T )+ 2) dul

e si & posto:
y=%+2zn+1)(n+2) e quindi 2= y(n—Dn. (38)

L’ultima delle formole superiori, rammentando che la forma s soddisfa alle
equazioni differenziali del primo ordine:

ds ds ds s
Zrd—a;=—%d‘—'u2 Ea“"d =§[3“4d + u ]

ed osservando che:

N(s) + 4s 5,0, 22 —A;Z,.;l-diiai
si trasforma nella seguente:
2(8) = — ”(n )9117'—‘[(103 + pige) U+ 92“2] “|" Au 1‘——?541 (39)
indicando con » il simbolo di operazione:

1 d d d
ﬂ—Aza—aa— 103[91@"‘(92_2%)—]4-

+qe[pz -+ (pp: — 315) 7 dp + (p: — 2p.ps) dp]
Sieno:
7= (Fo, Tiyeer Png)(thy, )2 §=1(Soy Siyees Sn) (U1, ),
E= (s, tiyeee bnio) (uey Uu)™t?
dalla formola ricorrente (39) si ha tosto:

—1
ty = — n(%16 )907‘0—121(173+pAQ2)So+gA4sl_n(30) (40)

per la quale allorquando sieno noti i valori di 7, o, s, lo & pur quello di .
Se ora rammentasi che la forma ¢ deve soddisfare alla:

dt dt

e = T "
e quindi sono:
dt dt
(n—|-2)t,——2,d° (n+1)t2=—2rd—a;,

si pud concludere che la ricerca delle varie forme dello sviluppo in serie di
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una sigma pari dipende dalla formola ricorrente (40). Nel fare uso della quale
si notino le relazioni:

Adi=pi+q, A=p+¢+pg, Ai=p+pg+pq
A4=P391 + P:q., Aszpsgz
e le: .
ﬂ(A{)———'.A4, U(A2)=A‘A4—5.A5, 7](A3)=A2A4—4:A‘A5

n(A4)=A3A4—3A2A5, 7)(A5)=A§_2A3A5.

Rappresentando lo sviluppo in serie della sigma qui considerata colla
espressione:

N
o (t, “2)=1+ﬁ9+

nella quale !, m, n, v,... sono forme binarie degli ordini 6, 8, 10, 12,... e
On=1-2.3...n;si avrd per le (38) che fra i coefficienti numerici by, bs,...
sussistono le relazioni:

bg=4b‘, b3=4bg, b4=4b3,...
e siccome si & trovato essere:

I 1 o qe
=351 °© quindi b,=—2
ne risulta che il valore del coefficiente numerico b di ciascuna forma g, !,
m,... & eguale a — 2¢=3, supposto essere ¢ I'ordine della forma corrispondente.
Sieno ora l,, m,, n,... 1 coefficienti della pi alta potenza di u, nelle
forme I, m, n,... Se nella formola ricorrente (40) poniamo » = 4, saranno

ro=0, so=¢,, {,=1, e sl avra cosi:

IIlO Hl2

by=—2(ps +:9:)90 + 2 4: g — n(g0)- (41)
Ricordando le relazioni (20) ed osservando essere:
1— Puge 23— =0 .
g1 —P:J2+ P29 — P2 ) 42)

—PigitPege—Dsgs=0 )
si ottengono le seguenti formule:
(g =1 —P1ge=DsGs — P25,  1(gs) =—p:0:9s + 4i9:
n(9e) = — P29: 92 + Aigs + 4s 9.
n(9)) = —p: 0.9, + Asg. + 2 45 g,
n(90) = — 29190 + Aigi + 3 45 9.
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per 'ultima delle quali la (41) da:

ly= Pgo -+ A491 - 3A592
posto:
P= P91 — 2]73 — 2p4q2 =4, — 3(]93 + page).

Da questo valore di /, si deducono nel modo indicato quelli di i, /,,... e
quindi quello della forma 7, che esprimesi per mezzo delle forme ¢, ¢, ¢ nel
modo seguente:

L=—3[4(99):+ ¢(¢9): + 39(a¢)e]- (43)

Si notino fra i coefficienti della forma 7 e¢ quelli delle ¢, ¢ le relazioni ana-

loghe alle (20) (42):
bo—q i+ g.l, =RP L—ql+ q.ls= — 2Ry,
L—qb+¢l=—+Rq L—qli+glk=—1R

l4"'91l5‘|‘ f]z’a:O
e le:

h—plitpls—plo=—5Rp,  L—pli+plsi—pli=—3Ep,
le—p s+ p.li — psls= — L Rp, Iy —p i+ pbs — psls = — L R.
Si hanno cosl per le forme g, I:
(g¢) =0 (g9)s =0
(e =i Re,  (Wh=3EY

essendo E, qui come sopra, il risultante delle forme ¢, ¢.
Per n=6 si dovranno porre nella equazione (40) 7o = go, S0 = Loy &y = o
e si avra:
My = — %593 i 3(293 +P192)lo + 34, l, — n(lo).

Il valore di »(l,) si ottiene direttamente da quello di ) osservando essere:
2(P)=—2¢,— (ps 4+ p:¢:) P — 4 A,q: + 3 45,
e che per le (20) (42) sussistono le due relazioni:
g:90— (s + P.g2) g + Asg. — 24595 = 0
qi9o— Asgi + (24— ps — pig.) g — 2 Augs + 2459, = 0.

Ottiensi cosi:
2l =—29— As b+ 24,1, + 3 4sL:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di primo ordine. 317

il quale valore sostituito nella formola superiore da:

my =+ ¢; + Pl, + A1, — 3 441, (44)
e quindi la forma m dell’ordipe ottavo & eguale ad:
m= 3¢ — 3 [4eD + 9@ 4 3l(s¢):]. (45)

Passando alla forma seguente del decimo ordine n, devesi calcolare 5(m,) e
quindi oltre »(l,), le 5(l), »(l;) ed analogamente per le forme ulteriori. La
formola ricorrente (39) adoperata in senso inverso al precedente agevola questa
ricerca. Da essa, eguagliando nei due membri i coefficienti di %%, w, ‘u,,
w,®u%, si hanno infatti le:

—1
750 =— " gor — % (9ot pig)se + 5 Aisi—
—1
7)(31) = n16 [(n — 2)gori + 2917'0] - % (}73 + piq.) 8 + g A8 — b —
- %[9280—(]93""131{22)31 + -A432]
n@g=—lﬂi%%:3wa—"Zth—émn—%Q%+p%ﬁr+

+ 5 Ause— = [g28— (ps + paga)s: + Ausi]-

Se in queste formole poniamo n =6, e quindi r = ¢, s =1, ¢ = m, si otten-
gono le seguenti:

a(l)=—%9s—3(ps + pigs)lo + 3 AL -- my
(1) =— £ 9:9: = 3(s + Pig) s + 3 Aule — my— Ay,
n(l) = —2g,9. — 3(ps + prg)le + 3 AL — my — 2451, + 3 Ko

[essendo come nelle (34) k,=g,¢. — ¢;], notando la sussistenza delle relazioni:

9o lo — (ps + pigo)ly + 4,1, — 24,1, =0
@li—(ps + o). + Aly ~ 245l = L k.

Cid posto dalla (44) si dedurranno dapprima i valori di m,, m,,.-- Ossia:
my =5 ¢,9: + Pl, + A0, — 3 A,
my=+qogs + Pl + A l; —3 A1, — 1 I,
my =% gogs + Pli+ Alu — 3451 — | k,
my=+gogs + Pli+ A,y — 34,1, — 3k, — 3 RJ
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e cosl via; poi il valore di »(m,), che sostituito nella:
o= — 3 Jolo — 4(ps - p1ge)mo + 4 Aimy — n(mo)
la quale ottiensi ponendo » = 8 nella (40), dara:
ny==%qoly + £ Asky + Pmy, + Aymy — 3 Aym,

e quindi la forma del decimo ordine » eguale ad:
n=ggl+ 5 k—3[pm:+ ¢(pm). + 3mp¢)]-
Si avranno inoltre le:
(mely=7Rbg,  (m})==LRbY

essendo b = (¢¢), come sopra; e le:

QMo — (ps -+ page)my + Aymy — 2 Asm; =0

Qs — (P1 + pigs)ms + Ayms — 2 Asmy =

=[Pk + Ak, — 3Ak, 4+ 3 BJ A].

Analogamente si ottiene per la forma v del dodicesimo ordine il valore:

v="5(9"+48)—Fgm+21fp — F[$(pn) + ¢ (¢ ) + Sn(py)]
essendo p = (g1),.

Le forme I, m, n, v,... si possono quindi esprimere come la g in fun-
zione di covarianti simultanei delle forme ¢, ¢; ed il modo di loro formazione
& determinato dalle formole ricorrenti trovate sopra.

La funzione sigma pari fin qui considerata & data dalla:

. -1
oty ug)=e 7D O (g__'(’o;“)
nella quale D = D,uj 4 2D, u,u, + D,u}, ed i coeflicienti Dy, D,, D, hanno
1 valori ps + ¢, oy ¢u- Ora il covariante simultaneo b= (¢¢), si esprime
come segue:

= 5 (305 + 3p:¢e — 2peqi) i + (9¢e — P1Gs — P) stz + (3¢, — 2p,) ]

ossia:

b=4$[(6Dy—245)u; + (10D, — As)vaus + (3D, — 2 A,)ul)

dalla quale:
=3b+ F(4sul + L Ayuu, + Aul).
Se quindi definiamo la funzione sigma pari colla:

—i(AauzﬁigAguluzi-A;u;) @(ui, ue)

oty 1= 50
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sl avrd:
b b be
oy, u)=¢ [1+-n—;g+ml+]
7.% Questi ultimi valori di D,, D,, D,, ciod:
D, = ¢ 4, D, =5 4., D, =3z 4, (46)

soddisfano alle condizioni (13), e sussisteranno quindi pei medesimi le relazioni
(15) (17) fondamentali per una qualsivoglia delle sedici funzioni sigma. Addot-
tando questi valori le espressioni L,, Ly,... (18) si possono rappresentare nel
seguente modo. Indicando, come sopra, con f la forma binaria in w,, #, del
sesto ordine, sia ¢ = £(ff), il suo covariante di quarto ordine e di secondo
grado, ed J l'invariante quadratico. Posto:

3 = (30, 84,--. 84) (ui’ 'ug)‘
g1 trovano le:

No=123¢,, N4=123,, N2=1282+§J
M0=12(}4, M‘=126\2'—%L]; M2=1233
Lo=12ag+€'c]; L‘=12(}3’ L2=1234.

Supponiamo ora che la forma f del sesto ordine sia eguale al prodotto di una
quintica ¢ per la forma lineare p; ponendo:

a=3@eh k=309 k=(0p)

si hanno le relazioni:
d=gap’—3k, $J=—(ap"): (47)

e quindi le quantith L,, L,,... saranno espresse per coefficienti di covarianti
simultanei alla quintica ¢ ed alla forma lineare p.

~ Questo caso si verifica per una qualsivoglia funzione sigma dispari. Con-
sideriamo infatti la funzione sigma corrispondente alla iperellittica p,,. Si avrd
dalla (12) per I’indicata funzione sigma:
~3D Ou3 (Ui, us)

H
ed il valore di H per l'ultima delle equazioni (2) del Capitoto VI sard:
H 7

B0 = ¢ [01)(03)(12)23) (14 (34)]

o(uy, u)=c¢
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e quindi per la (14):

dK dK
rde =0 e

ALE)=—q—24,, SM(E)=—q.— 24y,  AN(K)=p.g.— 6 4.

Addottando per D,, D, D, i valori sopra indicati, e rappresentando, come nel
paragrafo precedente con xr, ys, z¢ tre forme consecutive dello sviluppy di
sigma degli ordini n — 2, n, n 4 2, essendo x, y, z coefficienti numerici che
soddisfano le relazioni (38), le equazioni (17) ddnno le seguenti:

p

=3
— 2

L) = 2R 00, 0]+ E s — 4 (i — ) 22 4
1

d
-+ 2‘15(1427/‘1'— 64,u,) EZTZ + %

M) =220 =D 20— s Juw]r 43 dus — 5019 Ay — £ Aw) 24|
f(48)
+ 5$4suy — 9 A, u,) jTiJr 2t

N6 =220 =D (20, 4 T 5 dus — 826 Ayt — Ay 22 4

ds
-+ %(Aaiui —'Asuz)(m -+t
1 dzt 1 d2d

(n + 1)\n+2)cl_uf, WT 31 du?
qui considerata si avrd quindi:

nelle quali ¢, = s-++ Per la sigma dispari

N b2 b b
o (thsy W) = uy -+ ﬁ—gg—]-n—gl—(—ﬁm.{_ﬁ%n_{_...

essendo g, I, m, n,... forme degli ordini 3°% 5° 7°... ed i coefficienti &,, bs,...
dipenderanno da b, per le b, = 4b,, b;==4b,...

Ponendo nelle equazioni differenziali superiori s =u, e quindi » =0,
f= — 4_13 - g, (supposto b, = — ), saranno L(s), M(s), N(s) eguali a zero,

e si otterranno le:
g“_—‘A3ul+A2u2’ 29,27—‘—‘2/12%1—*—4141%2, 922=2A11l1+ 10“2
da cui:
9= Asui + 3 A, uiu, 4 6 Ayuyul 4+ 1043
cioe se:
¢ = Asui -+ Auju, + Asudui + Az ulud -+ 4,u,ul -+ ui
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sard:
g =109, = 10(pu}),

ossia g covariante simultaneo della quintica ¢ e della forma lineare u,. Deter-
minata cosl la forma g, la ricerca delle forme Z, m, n,... pud farsi dipendere
da una formola ricorrente analoga a quella trovata per le sigma pari. Premet-
tiamo che per le (15) si hanno in questo caso le:

ds ds ds n—3 ds
e = T w0 T, T Ty ST
quindi supposto:
S = (80, 81, “re Sﬂ) (M,, ug)n
si avranno tra i coefficienti s,, s,,... le seguenti relazioni:
Edso=—nsl Zis—‘-=—(n—1)sz... stn=0
dar dar dar (49)
dso __3(n—1) dss _ 3n—5 dsn _n—3
2T =Ty % B =g Sue 2= Ty
inoltre posto:
ds ds 1 ds
N(S)+.A3zarm+A427a—r-— —Asz E'd_ar—'_n(s)
I'ultima delle equazioni differenziali (48) conduce alla:
— —3
o= — 220 = Doy 20 Asot 3 At —n(s) (50)
nella quale ¢, , sono i coefficienti delle pilt alte potenze di %, nelle forme ¢, ».
Per =3 sono r =—4-5.%,, s=g¢, t=1; quindi osservando essere

go=As g, = A, la formola superiore da:
lo =907, — %,Ai + % A4, — ﬂ(As)'
Ora n(4;)= A, 4, — 4 A, 4; ed i coefficienti «,, k, delle pilt alte potenze di u,
nei covarianti simultanei «, £ hanno i valori:
to= s Q04 Ay — BAL A+ 34D, ko= s (1044, + 4, A, — 43)
e per la (47) &y =Z%a,— Lk, si avrd cosi:
lh=5(Tay4 15k,)
e quindi la forma del quinto ordine:
I =5(Tau?+ 15k)u,.
Annali di Matematica, tomo XIV, 41
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La ricerca dei valori delle forme m, m,... del 7° 9%... ordine riducesi a
quella della determinazione, per mezzo della formola di ricursione (50), dei
coefficienti numerici dei prodotti o delle potenze dei vari covarianti simultanei
che entrano a comporre le forme stesse. Infatti queste espressioni, salvo i coef-
ficienti numerici, si possono stabilire per le seguenti loro proprietd. In primo
luogo essendo esse funzioni di covarianti simultanei ad una forma ¢ (quintica)
e ad una forma lineare p =w,, si ha, come & noto, che le medesime espres-
sioni saranno funzioni degli invarianti di ¢, e dei coefficienti di A nello svi-
luppo di:
Pt —2psy % 4 Ap)

essendo p(w;, %) un covariante qualsivoglia di ¢ e p=p,u, + p.%..

In secondo ludgo per ciascuna di quelle forme m, #,... s, t,..: sono de-
terminati I'ordine, il grado ed il peso dei vari coefficienti rispetto ai coefficienti

di 5. Cosi per la forma s, ordine essendo , il grado & 2= 1

coefficiente di #,” & 3("; )

Cid posto nella forma m del settimo ordine, il grado rispetto ai coefficienti
di ¢ essendo tre ed il peso di m, risultando eguale a nove, vedesi facilmente
che 1 covarianti simultanei i quali entrano a comporre # si dovranno dedurre
da covarianti della forma ¢ che soddisfino a quelle condizioni.

Ora per una quintica si hanno, come & noto, tre covarianti di terzo grado,
ed i medesimi sono degli ordini 3° 5° 9°, cioé:

=)y y=(9a), e=(h).

11 primd di essi soddisfa alla condizione rispetto al peso; dal secondo & dal

terzo si deducono i due covarianti simultanei degli ordini 4°) 6° che soddisfano
alla medesima, ciod:

» il peso del

» come risulta dalle (49).

p=(p)  v=_(p%.
Si ha quindi: | 3

= o (B P2 (99%): + 21 (e0%)sp + [T (9% + X319 (2p?).] p* +
+ zi(y p)p* + 5 (pe)e p*

nella quale z,, zi,... sono coefficienti numerici. Determinando i medesimi per
mezzo della formola di ricursione (50) si giunge alla seguente espressione di m:

. 12967 1011107 42.58.31

ed ;= 0.
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Seguendo lo stesso metodo si otterranno le espressioni delle forme ulteriori
che compongono lo sviluppo di una sigma d1spar1

Notiamo da ultimo che dalle formole (7) si ottengono le seguentx

1 (d*e6 1 ae 1 (d*o
zm(duf)(,:LLAs’ 2 G)(O)(du;dus)o:Ag’ 2 ®(0)(—£)0=4A‘

supponendo che il simbolo = indichi la somma di quelle espressioni per le dieci
théta pari; le equazioni (46) daranno quindi per D,, D,, D, i valori:

1 20 \ L dz 0 1 dz:e
Dy =42 @(0)(dui)o Di=x2 @(OJ(duaduz)o’ D.= O(OJ(d“ ) o1

8.° La equazione (9), dalla quale si sono dedotte le proprietd caratte-
ristiche degli sviluppi in serie delle sedici funzioni sigma, conduce anche, con-

venientemente trasformata, ad altre proprietd delle stesse funziomi.
Posto:

1) = 5= (Gt + 2 Cuttatly + Cyoi)

nella quale w, Gy, C,, C; hanno i valori (13) (14) del Capitolo V, e:
0 (u) = 1) @ (u)

essendo ©(u) la théta fondamentale e ®(#) una funzione di #,, u, che sard de-

terminata pilt avanti; osservando che per le relazioni dimostrate in quello stesso
Capitolo V, si ha:

AF' () S = P, — 2 [Qo(Coty + Cyte) + Bu(Cotty + Cow)] +
+ %;[Coul + Cio, + a,.(Cyuy + Ce )]

la equazione (9) nella quale si & supposto fi(x) =1, f:(x) =2, si trasforma
nella seguente:

17 @) BB 4f'@) 0o+ L0+ 200+ Cuat) —
dlog® dlog @ dlog @ dlog d))
(Q’ + B due )+ (du + *du)( T T T
1[dz oo &0
"‘6[7&"‘2 rTmdn T du,]

Supponiamo che la funzione @ (%) soddisfi alla equazione:

4" (@) L0 (‘;—j)lr 2ar(%)o+a (“;:’) (52)
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si avrd per l'equazione (10):
’ 1
4f'(ar)Cr =—=[C, + 2Cia, + Cya,] (53)

e la equazione differenziale superiore riducesi alla:

L ae deo dn dn\({do de
2@ e == (O s+ B )+ (o 0 ) (0 ) + G4
J
J2o _dee d:
T ?[duf + 20 ot T d_u;]

nella quale per le formole (13) del Capitolo IV sono:
Qr = gu(an)us + s (ar) s
B, = [argi(ar) + [ (@) s + ar g:(ar) s

Si indichino con ,, @iy... 711y n155.. come nel Capitolo V, gli integrali com-

pleti di prima e di seconda specie; e per mezzo delle formole (8), (9), (13)

dello stesso Capitolo si determinino i valori delle derivate rispetto ad a, dei
Wy W e

- O
rapporti — » — , — , — . Posto:
(0] w (O] (0]

1 1
V== %% ('“1 0 — “zﬁ)sz), V= 20 (“zﬁ)u - uiﬁ)zl) (55)

si ottengono le relazioni seguenti:

' dv dn dot dn dn\(dv iﬁ)
2f (“')d_ar“(QfaﬁR*aT,)Jf(d—m + “a—)(r + o T

’ dvs dove dve an dn\(dve C&)
2f (ar)ﬁ=_(Q’ﬁ:+R”d—ug)+(d_uI+a"¢7u—g)(d_m+a’duz

Posto inoltre:
Mag M3 Mae M4

Ty == ——> T =Tgyy=—= —> Ts
i1 P 21 © © 22 ©

dalle formole (15) dello stesso Capitolo Y si hanno le:

; dtu o _.fdwn dm)2
2f (“r)%;—z’”(—du, +o T

’ dTie [dvs dvi \[dve dve
21 (@) 7o, = 2m(d_m+a’ 'd_)(ﬁ +a. 32)

, dTs [dve dve 2
2F (@) o = 2mi{ e+ 0, G2
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Per queste cinque formole, indicando con ¢ (., u.) la espressione:
¢ (e, 1) = 2(n0, + 10,) + 100} 4 2rion, 0, - 70002 (56)
nella quale ny, n, sono coefficienti numerici, e ponendo:
9ty us) = 70 )

si ha tosto che la funzione ¢ soddisfa alla seguente equazione differenziale:

21" (@) ;;?r=_(Qr_‘ﬁ’_+ d‘?)_*_(:i’l;‘ + a, du)(dq) Y a.-gl%)-l‘

+3 [du,+2 " du du + zrduz]

equazione che ha l'identica forma della (54). Si potrd quindi porre:

Oy, ) = St

il simbolo di sommatoria estendendosi a tutti i valori numerici interi di n,, n,
da — 00 a + oo. Questo valore di @ soddisfa evidentemente la condizione (52)
e la funzione théta fondamentale si svilupperd in conseguenza in una serie
esponenziale doppiamente infinita:

O (uyy Ug) = €11 Zemitta, w) (67
o ponendo:

3(‘04, 1;2) — zem’[?(mm+mvn)+mni+2'runsn,+-rn”;] (58)

si avra per la precedente (56):
@ (u,, UQ) = 6"(“) .9(’0,, 'UQ) (59)

essendo le u,, u, legate alle v,, v, dalle relazioni (55). Dalla espressione supe-

riore della funzione $(vy, v,) si ha che la medesima soddisfa alle tre equazioni
differenziali:

. d3 &5 o, . d3 a3 a3
ao M Todn 2" gm ra T =4, (60

equazioni le quali si possono altresi dedurre dalla (54) e quindi dalla (9); ora
siccome quest’ultima sussiste, come si & dimostrato, per una qualsivoglia delle
sedici funzioni ©(us, #,), le precedenti avranno luogo per le sedici corrispon-
denti funzioni (v, v:); e la stessa proprietd varrd per la (59).
Posto analogamente alle (51):
T o—1is 1 (d*&) 2w s d10g3(0)= 277 dlog 13 (0)
S (0)\ do} 5 d7u 5 dTu

[
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e cost Ty, T,; le sommatorie od il simbolo di prodotto estendendosi alle dieci
S pari; dalla equazione (59) deduconsi le:

Do=_+ [To‘l)zz _ 2Tyw220>21+ T2&)21]
= _4 + 4:_&)2 - Tomnwn + Ti(&)uwzz + 0112&)21) - szuwm] (61)

-Dz = - + [Tomie —2 T:lwiimiz + szu]

quindi indicando con T' la forma quadratica:
T= T(,’vf + 2 Ti’lh’vg + T202

sl avra:
D=2nyw)+ T
ed essendo:
—r:D G)(u;, ue)

H

) U(ui, u;) =¢
sard per la (59):

o(tsy ) =a(vs, V) = Pt .S_('o‘I;[_vg}

(62)

la quantita costante H rimanendo la stessa nelle due formole.
La relazione (53), per la (13) del Capitolo V, conduce alla:

4F (@) Co=2 (@) T2 — [g,() + g ()]

08s1a

4f,(ar) Cp = 27‘”(“9') d}iofm +4a* +24.0° 4 4.0..
Sostituendo in questa in luogo di 4f"(a,)C, il valore (10) si ha:

dlog QV(O)
dar

4f (ar)

nella, quale si & scritto $(0) in luogo di ©(0) e le py, ¢i,... hanno 1 valori
usati nello sviluppo in serie delle sigma pari, Ponendo » =0, 1,... 4 si otten-
gono le seguenti:

=P+ pige + 2a,9: + 0% ¢ + 407 + 24,0° 1 4,0,

dlo 5 (O) dIog 2(0)
\/w 1 1 \/m 1
4, — = ’ =
dae ao—azs = G — 4 day a.— a3
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ed analoghe, le quali dimostrano essere:

]
-

$(0) = mw [(13) (02)(24) (40)]’ (63)

dove m & un coefficiente costante rispetto alle a, a,... I valori corrispondenti
per le altre nove théta pari si dedurranno dal superiore colle indicate permu-
tazioni delle @, @y,... a,; per cid denominando A il discriminante di f od il
prodotto dei quadrati delle differenze delle radici @y, @i,y... @y, si avra:

115(0) = m* s A’

I valori superiori dei coefficienti T,, T, T, diventano cosi:

Notiamo che per i valori (14), Capitolo V, di C;, C,, C;, si hanno le:
Cowy + Cywy = w0y Cioy + Cowy = any
Coors + Cityy = wnse Ciwis + Coogs == wy,,

e per queste dalle (61) si dedurranno le quattro seguenti:

1
Ny — Ao @y — Diﬁ’zi == Z(:) (TU-O?A - To mzz)

No1 — Dlwii - Dz Wy == 4—‘1") (To we — T 1)
i (64)
Mg — -Do Wy — Dx oy = E (Tz Wy —— Ta wez)

1
H3~== Dy = Dy e = 1o (Tl wie = T wu)-

Ora si & dimostrato «che le ny, 7.} ney 7, 80no i valori delle derivate della
O (u,, u;) fondamentale [equazioni (41) del Capitolo III], nelle quali derivate
8I PODZANO wr, wy) Gz, w3 1N Juogo di w,, u,; quindi indicando con

o (thyy ts), " (%1, ts)

le derivate della o(u,, 4,) fondamentale rispetto ad u, e ad u,, si avrd che le
quattro espressioni superiori sono ordinatamente eguali alle:

G'((Du, 21) G"(wu, mu). 0"(0)42, Wo2) G"(wiz, wss) (65)
’ .
5 (W11, Os) G (@i, wu)’ G (Wig, Oag) ’ G (2, Wez)
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9.° Dalla espressione (58) della funzione %(v,, v;), indicando con «, 8
due numeri interi si ottengono le note relazioni:

-9'(’01""“, Ve +,@)=.9‘(?)‘, vg)
'9(1)‘ + aty, v+ 0!‘4'42) == e—nia(%v1+am),9(rv” 1;2) (66)
.9('04 +B'l'217 Vs + ,3722) = e~ Hiﬁ(27)3+p1'zz)'9.(/v‘, 'Ug).

Ora dalle (55) si- hanno per u,, %,; v,, v, 1 seguenti corrispondenti valori:

Uy 2wy, 2wy, 243 20y

’MQ 2 oy 2 [VFYY 2 Wa3 2 Way (67)
v, 1 O Ta1 T

v, 0 1 Ti2 Ta2)

quindi la (62), per la sigma fondamentale, conduce alla:

o(uy+ 2wy, %+ 20024) = e—;Sa(u” '“z) (68)
nella quale:
S= To(2'vi + 1) + 2T1'I)2.
Sostituendo in quest’ultima espressione per v,, v, i valori (65), e ricordando
le relazioni (64) (65), trovasi:
_ -;”S‘———‘ 2['3 (mu, 0)21) (Zh +w“) + G”(m“’ “)21) (u1 + m“)]

G (011, 021) G (011, )
la quale per la sua forma dimostra subito quali sarebbero i valori di o(%,+ 2w,
s + 205),... Se nella superiore (68) supponiamo , =, =0, essendo come
si & dimostrato ¢(0) =1, si ha:
(2w, 20,)= e—-l2 &
ed analogamente per le altre espressioni della stessa specie.
Le sedici funzioni S(v), v,) si deducono dalla (58) sostituendo nella me-
h ha

desima a v,, v, le v, +—2—, vz—l—E- e ad n,, n, le n,—l—%, ng-l——g—’, supposto

hyy he; g1y g, numeri congruenti all’unitd od allo zero, mod. 2. Indicheremo con

gy Ge
hl, h2

la funzione generale cosi ottenuta, osservando che essa ricavasi dalla $(vy, vs)
fondamentale colla operazione:

3

01y v2)

i
T(gl k1 g2 ha)

e G494, gz)S(v‘ + g1 +g2:'rn -+ h!, 0 +g1 Tay +g29'rgg + h,)
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posto:

G(9:y 92) =

Se quindi si introducono le seguenti notazioni corrispondenti ai valori che pos-

sono assumere gli elementi della caratteristica:

00, 00
00 |0 11
10 10
00 @i |14
01 01
00 2@ |1
11 11
00 7@ |14

e poniamo:

G(1, 1)= G,

Si dedurranno dalla. generale superiore le quindici relazioni seguenti, nelle

’ 91y 9»

hyy B,

So(v); (l) g
9:(v); i g
%0 | o
NOTI
G(1, 0)= @,

00

312(1}); I 0 1
10

'902(@); l 01
01

'903(0); l 01
11

'9'43(,0); } 01
G, 1) = G,.

. i
A" (o014 geva + (g2 v +201 gomas + 02 720) |

S (v)

32 (v)

()

24 (v)

quali, come sopra, scriviamo per brevitd $(v) in luogo di S(v,, v,):

So(@)= (i + %, 02+ 4

3’0!(7))= Gis'(vx + T_;’ Vg + ﬂg)’

S0z (V) = iGis(fh + T“2+ 1

90 =G2&(v, 3 s %)

Tp +1
s

9us(t) = st(v, .

.9,3('0)=G0.9(’U, . Tu ; =2, v+

Tyt Tt 1

)

y Vg + ——

22

2 + ——

T
2 ’

Si(0) = (v, + 3, v2),

9.(v) = iGis(v, .

() =G,.9(

-9'13('0)=7'G0:9(1)1 + 2 s Dy +

2

Su@)=9(®y, v+ 73)

T+l

T 1

2

2

> ¥

Tu
?)1 +— 7}2 +

2

)

Tie ])

2

. 1 1
-9'40(”)=@G2'9' Vg Ti t s D + Too *
2 2
. T1e Ty +1
'9'3(17) =ZG2«9 Vy+——9 Vg t
2 2
Tyz * Tae s (v)__Gsv+Tii+Tis+1 v+""12*"’22+1
-5 I v} = 0 1 9 > Ve 9
T+ T . T +7T Tig+ Too + 1
422 22), '9'“ (’U) =QG0-9(1)1 " 11 2 12 ’ vz + 12 222 )_
42

Annalt di Matematica, tomo XIV,
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Esse sono disposte per modo da mostrare facilmente come si passi dall’una
all’altra funzione $ coll’aggiunta agli argomenti v,, v, dei mezzi per10d1 4,
¥ Tany zrﬂ, 3 22 Indicando quindi, per esempio, con a(v), B(v), y(v) 1 rapporti:
_ So(v) Bue ('0) . Sa(w)
a(i)) = S(v) ’ B(?)) - '5(,0) y(’U) - 5 (0)

s1 otterrebbero le:

aott, )= o Bt b ot D=10, ekt ntH=20
— Y0 Iy — IO
a(s+ 35 vs) ON Blei+ 3, ”2)—[3—(0—)’ . y 3, 0) = ﬁ(v)
dON a(v)
a(vsy, v+ §) = Y(”) B, %+ 3)=—= T('”) 70, v+ )= Y(”)

e queste, colle altre della stessa specie, poste a confronto colle (11) e seguenti
del Capitolo VII, dimostrano che gli indici delle funzioni $(v) si riproducono
nelle corrispondenti funzioni iperellittiche p ().

Cosi le altre quindici funzioni sigma si possono ottenere dalla fondamentale
colla opportuna aggiunta di mezzi periodi alle u,, u.; e si avrd, per esempio:
—(entatpnuz) 6 (yy -+ 045, ue - 0o1)

G (wu ’ w?l)
~—(Praur+Puus) 6 (us - 12, us | @22)
G (o2, ge)

c‘2<u“ ug) — e

a4 (ty U)=e

nelle quali puiy pai; puoy poe S0n0 ordinatamente le espressioni (64) o (65).

CAPITOLO IX.
Relazioni fra le funzioni iperellittiche e le funzioni théta e sigma.

1.° Indicando con ¢, ¢,, c,s 1 valori della $(v) fondamentale e delle
funzioni pari 9.(v), 9,:(v), corrispondenti a v;=wv, =0 si otterranno analo-
gamente alla (63) del Capitolo precedente le espressioni:

¢ =m\w [(13)(02)(24) (40)]§
6 =m{o[@)(IB)EOOD e =mVa[0)(1HBNED] o =mVa([(02)(19)BHADT )
cor =m\a [(03)(12)(24) (41)] g

1
7

¢ =\ [(23) (01) (14) (40)]°  cuv=m Vi [(34) (01)(12) (20)]'

Cos =MW [(01)(23) BH (UD)]* 2= m\w [(12)(03)(34) (40)]"  ¢us = mVw [(14)(02)(23) (30)]
nelle quali 7 & un coefficiente costante che sard determinato pilt avanti.

-
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Posto:
o Cu4
z\/l = .CTS- ’ Vp. = ’ ‘lvv —

Cot

le espressioni stesse si possono porre sotto questa semplice forma:

C—“EVXHV—I Co=€V)\—y.ll, 052=€VP‘—V)\, 034=3\/V—‘lp,
023—6@2—1) P —1F, eme(—1F Q= 1), cnme(r— 1) @ —1) { @

014=Z\/7k-623, 003=iv;'64, 627—-‘1:\’;'(:0“

La quantita ¢ & data dalla:

£ = ———

Tre,

»/MA
essendo » la stessa quantith che figura nelle formole (24) del Capitolo III.
Le %, p, v hanno altresi una significazione speciale della quale ci occu-
peremo in seguito. Indicando con A, come nel Capitolo precedente, la espres-

sione:

o = (@) f (@) f' (@) (as) [ (a)
8l avra:

¢ = mi® s A;,
inoltre indicando per brevitd con p la espressione:
, p=1m V; -1 cf,
si otterranno le:
P(Ol) == C; c cin P(OQ) = 654 624, P(03) = 03033 C:n P(04) = ¢* cfe sz
p(12) =cie5i ¢ty  p(13)=cic;ci, p(14) = cicn ¢4y p(23) = c3c5¢hp (3)
P(24) = % Cp, Cgsy P(34) = ¢} CosCa3e

Eliminando dalle dieci relazioni superiori le ¢, A, , v, si otterranno sei rela-
zioni fra le dieci quantitd ¢, ¢,,...; ossia quattro fra esse potranno esprimersi -
in funzione delle altre sei.

Per le dieci funzioni pari la (59) da:

8(0, 0)=5(0, 0)

mentre per le sei dispari si hanno le:

a3 de de
(d—)*(d—) ou (d—) u
a3 a0

o[-

o[
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Ora per quanto si & dimostrato al Capitolo precedente i valori delle dodici de-
rivate parziali rispetto ad u,, u, delle sei funzioni ©(u) dispari, per #,=u, =0,
si possono rappresentare come segue:

(de')=m\/5-asA§ (de)‘)=—m\/;‘A§
0

dua dus o

(—3%‘3)0=m\/5-a,/3% (Z(z:)o=—mV5-Ai§

(fl@) —mVa-a Aé (dﬁi‘ ) —— (s A .
e -
()= ausi () ==
(F)=mba-a” () =0, /

nelle quali A, come sopra, & il discriminante di f, ossia il prodotto dei qua-
drati delle differenze delle @,, @i,..., € A, & il prodotto analogo esclusa la

radice a,, e percid: : i
AG

=1y @)

Si avranno cosi le dieci relazioni aventi la forma delle seguenti:

as - i d3 — :
A -

dv1 Jo dvs Jo

dalle quali, per le (15) del Capitolo V si deducono le:

16m 3 dTee d31\?
Vf( 3) d (d—m)o

4
8
r

16meed® ¢ d’hz . _& d_%;_
T A Vf( 3) d as (d’m)o(di)z)o (6)
16m w3 1 d’fu d51\?
A Vf( as (d?)z)o’ /

e le analoghe. Le quantlté Ay, Ady.... 81 possono esprimere in funzione delle

€, Coy... per le relazioni:

i 1 { .

H C2 C4 Co1 Coa 3 C1Co C2i C23 g Co Cg C41 C43

8 4 8 a—

Ao = Y R A, = ;———i ’ A, = 4“———:'
ymsw? - T e \méwsd. I ¢ Yméws . ¢ )
1 1
3 C C30 C32 C34 5 C C10 C42 C14
8 8§ .
A, =717 As _ —

i
ymsw? - ¢ Ymswd . 1 ¢
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Indicando ora con [r, s] la espressione:

[7‘ S] ds'r) dSs (d3r) (d 33)
= —_— 3
? advs Jo \dve o dve Jo\ dvs o

le equazioni (5) d4nno:

[1, 13] =4m2w®A"A},  [3, 13] = 4m2w? A% A},
ed analoghe, o le:
[04, 8]=4m*(12)A]A],  [1, 04] = 4m**(23)A} A,

e simili; e quindi per le relazioni (3) e pei valori di A, A,,... si avranno le
seguent:

[1, 18] = s coutucu;  [313]= mccuencn;  [1, 3]=%ccoc,c4 \
[24, 13]=-%—cgc4 eucon;  [40, 13] =i2c4 ColonCer  [02, 18] = — €0 s CarCan

[3, 24] = co CsCisCuj  [40, 3] = c2 CorCaiCay  [02, 3] = c4 €10C12Ca4) (8)

[1, 24]= i,c0 Co1 C32 Cas} [1, 40] = c2 CosCisCay  [02, 1] =n_z2 €4 C30Ca3Cra
[04, 02] = cco CouCos;  [24, 04] = ch‘ cucs;  [24,02]= ”;igccz C21Ca3,4
Cid, posto, siccome una qualsivoglia delle quindici funzioni iperellittiche p.(u),
Prs(w) si esprime, per quanto si & dimostrato al Capitolo IIT ed al precedente,

come segue:

0, (u) - 2r(v) _ Oy (u) . Srs (v)
p,(u):Ce(u) =C 3(0) ’ p,s(u)—-O ow) =C =) s

essendo le C costanti, i valori delle medesime, per le funzioni pari, sono date
dalle:

C=p,(0)c£r 0=p,,(0)§s,
e per le funzioni dispari dalla:

(dp,«(u)) _ g(t_i_@r_(@) o dalla (dpr(u)) C (d@r(u))

dus ¢ duy dus ¢\ dus

\

ed analoghe. Ora i valori di p.(0), (‘;—5;) s-+» furono determinati al Capi-
0
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tolo VI colle formole (1) (2), quindi.le relazioni fra le funzioni iperellittiche
e le théta sono completamente stabilite.

Cosl per una qualsivoglia funzione iperellittica pari si avrd:

Cr (u)

Pel) = 9 (0) 5

e per una funzione dispari:

Ppr(u) = (——dz;(zm)o G;(%) ad eccezione di P, () = (d_ljzl{ia(;u))o 6;3((;;) .

2.° Le relazioni quadratiche e dei gradi superiori delle quali si & dimo-
strata la sussistenza nel Capitolo II fra le funzioni iperellitiche - condurranno
ad altrettante fra le funzioni théta o fra le funzioni sigma. Scieglieremo fra
queste le pilt importanti per le loro applicazioni. Dapprima quelle corrispon-
denti alle (8) (9) (10) di quel Capitolo, ciot le:
L3t=5+ St +ps, +v9 M9 =95 1+28] + 29, + v,

LSt =pv9 + 9 +vSh+pdl M3 =29+ 95+, 48

L8 =pSt+ v+ S+ pvd, M55, =v28* + v 4 935, + 2393,

L= dpsidpsit sl Mo —vonsihasidanl o

NSt =5 42804 5% +0p s,

NST =29 4 95 4 20u 8%, 4 4 52,

NS =p3* + 255+ 5% + 155, |

NS, =apS b pdt 4248, 4 952, ‘

nelle quali si & scritto per brevitd % in luogo di $(v), e le L, M, N hanno

1 valori: ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘
L=(—pf(l—v), M=Q1—®—1, N=(—1—g,

e le A, u, v 1 valori superiori. In ciascun gruppo le ultime trg si deducono

dalla prima sostituendo a w,, v, le v, 4+, v, + 55 0.+ 5, V25 04, v2+ 1.

Da queste si deducono le relazioni quadratiche fra sole funzioni dispari,
ciod le:

2Q2 ___ 2 Q2 2 Q2 2 2 2 . 2 2 2 Q2 2 Q2

¢ '924‘—_003“1+co'913+coi'93 02'94 __003'924+023“40 Cia~oz

2 G2 __ A2 2 2 Q2 2 2 2Q2 . A202 2 Q2 2 Q2

Sl = €3 31 — €3 3% + €5, 3% O = €35 — €33 + €190 (10)
262 __ 2 o2 2 ge 2 o2 292 __ a2 O 2 02 __ .2 o2

C* 90 = i3 5% + €13, — ¢, 5 3] =035+ 6 V% — €St
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e quindi la:

3:-{—,9:3—!-,9;:,9;4—}-3:0-]—332, (11)
che corrisponde alla (16) del citato Capitolo. Quanto alle formole corrispon-
denti alle (13) del medesimo, delle quali si & fatto tanto uso in posteriori
trasformazioni, si possono ottenere come segue. Per la prima delle stesse (13)
si avra:

A3|3.9'34 + B-9u323 + 0'9'90 = O;
essendo 4, B, C tre costanti. Da questa mutando v, in v, 4 4 si ottiene:

A'9-9°~B~9'13-924 + 0:9‘2-93‘=0;

pongasi nell’una e nell'altra v, =9, =0 ed osservando che ha luogo identi-
camente la:
¢t eg— Cle €y == €}, Cos ’
si hanno tosto 1 valori di 4, B, C che d4nno:
CioCsu D12 F3s T+ Clulas Sy Sps — €033, =0

(12)
€€y TSy — C1yC3 Ty Foy — €C Iy S5y = 0. )

Cosl dalla:
€oCosFoFos - CoCr9 99 e — €, €135, S s = 0,

. 1 R
sostituendo », 4 T“;‘ s v 4 Ti-;’—l

‘90 '903 ‘92 '923 '94 '943

alle v,, v,, le S, Su,... diventano:

1 1 : ) ) )
'@:'9“7 @:324) —'é“su, _EISM’ —Z,—{su, —"5:'902,

e per cid la superiore si trasforma nella:
€0Co3 S 01924 = €3 Co3 S1z Fou + C4Cu3 $14 900 = 0.

Collo stesso metodo si ottengono le sessanta equazioni biquadratiche delle quali
si & dimostrata P'esistenza al Capitolo II. Come si & notato esse si distinguono
in quindici gruppi ciascuno composto di quattro equazioni per le quali i valori
dei coefficienti non mutano che di segno. Ora siccome questi coefficienti sono
appunto in numero di quattro, dalle quattro equazioni di un gruppo si potranno
dedurre i valori dei coefficienti ponendo nelle medesime v, = », = 0. La equa-
zione biquadratica che corrisponde alla (20) del Capitolo II & la:

0= 54 4- 544 St + 5%, 4 2a(3° 5% 4 5,5%) + 25(3* 8%, + 52,30 +
o 20(57 52, 4 S51) 4 4K $030 %,

(13)
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nella quale a, b, ¢, & sono coefficienti a determinarsi. Per le (69) del pre-

cedente Capitolo risulta che sostituendo a o,, v,, dapprima v(+___‘ru—+2-‘m ’

T4

v2+_"’_’_'2ﬂ; poi 1)‘+‘-r2‘—2, 1;2+T—;1; infine 'vl-i-%, 'uz—l-—;, le funzioni:

'9 '90 '912 '934

diventano:
_ﬁ —Su — 134 — $Su
G Go Go Go
Sy — 30 Sos — 283
Gy G G G: (14)
ﬁ — 1 — 7502 &
G G1 G G’

quindi dalla equazione biquadratica superiore se ne dedurranno altre tre della
stessa forma e coi medesimi coefficienti; la prima fra le funzioni 9, 3y, S,
S5 mella quale i coefficienti b, ¢ mutano di segno; la seconda fra le funzioni
34y S10y Jos, 95 nella quale mutano di segno a, ¢, k; la terza fra 9, S,
Sz, 7 mutando di segno a, b, k. Ponendo nelle quattro equazioni v, == v, =0,
le ultime tre dénno pei valori di @, b, ¢ le:

cis + i b__053+c: C=—c;+031

b M J
2 2 2 .2 2 A2
2¢i ¢ 2¢g3¢4 2¢3¢5

a=—

ossia per le (2):
7\2_{—17 b=—zj‘2+1, C=v2+1

2% 20 2v

?

da cui:
A=a4Var—1, p=b+\Vir—1, v=c+\ct—1,
le quali stabiliscono per 1, w, v il significato di cui si & fatta menzione nel
paragrafo primo di questo Capitolo e precedentemente nel Capitolo VII colle
equazioni (16). Determinate cosl a, b, ¢; il coefficiente % si ricava dalla prima
equazione e trovasi:
2hpvk = — Qpy — 1) (A — po)* (= v2)' (o — Ape),
che da:
BP=a*4 0+ ¢ —2abc—1,

come si & gia dimostrato.

3.° Le relazioni differenziali fra 1é funzioni iperellittiche stabilite al Ca-
pitolo III conducono ad altrettante relazioni fra le funzioni théta. Sciegliamo
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fra esse le tre seguenti. Al paragrafo terzo di quel Capitolo si & dimostrata
I'esistenza della relazione:

d]’)r dpr

0 dus d us
T dpe dpe | PrePrm Pra-

duy d us

Supponiamo 7 =1, A=3, s=0, m =2, p=4; ponendo nella medesima
uy=u,=0 si ha:

—(52),(52),= P @p2p.0),

per essere (fzp ’”) = 0. Siano ora:
Uz fo

_n S ~us(v\ Suolp
pl(u)'— Ci 3 (v) 4 Pw(“) 043 5(1)) 10(“) C o( )
nelle quali Cy, Ci; Ci,y... 5000 le rispettive costanti. Determinando Jo costanti

stesse nel modo indicato al paragrafo primo, si ottiene la:
CioCisCiu _ c?

= s
C1Cys Mo

—_— O - .
essendo, come sopra, ¢=<(0); ma:

dus  duy
dvi  doe
=4u,
dusz dus
dvs  dove
sl avra cosi:
(=N Q [N
N ~3 ~ 138

ds d%  d3n ot

N dvx dt‘l =4-;1/L—2.9ms,2.9u-
dS d3 dZs

dve dvs d vz

Se in questa si pongono v, = v, =0 si deduce la:
(@) (&)
d?h 0 dn 0 4

= — c
dliz_o d?)zo

Annali di Matematica, tomo X1V,
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come si & dimostrato al paragrafo primo. Questa e le analoghe pei valori di

€y Cioyee (j;\ - dati dalla (58) del Capitolo precedente dénno:

2
M= —
i
Evidentemente si avranno quindici relazioni analoghe a ciascuna delle supe-

riori quante sono le combinazioni a due a due delle derivate delle funzioni pari.
In secondo luogo posto:

- —-o(v) . ~42(1)) _ -34(1)\
“Sw’ T YT
dalle equazioni (12) dello stesso Capitolo III si hanno le:
dz dz dw dw dy dy
do d dv: dove dv do
o ’l)z =7’md—li, o ’ =1‘wﬂa ' ? =7’mﬂ{1—s (15)
dw dw o) dy gy dz " | dz dz dw
“dve doe ;i_'l); d—l)z dve dve

essendo F' il secondo membro dell’equazione superiore (13) diviso per 4 Per

s 9. dZi1e d2 . .
queste, indicando con Z|+ $, === =Z=*} j] determinante
doy doe
ot <. c
~o0 ~ 12 ~34
d.20 Sie dfam

doy dvs da ’

"% dS%e dfw
dve .+ doe dvs

s1 hanno le:
dSie dSu dF [ dSie d3u adF
+ 3 L -
z(_ *Tor dvz) re g z( don dvg) reas,
d (1] de34 dF d:"O dS{E dF
+ Lou s+ s - .
2( 7 ~do dvz) N ( dor dvz) "o Tem

Per determinare r si operi sopra queste con una delle sostituzioni (12), si
avra, per esempio,
dSis dSu
b =) = — P )
( B dn dvz) ro dSu ’

supposto ® =0 essere la equazione biquadratica che corrisponde alla prima
sostituzione.
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Ponendo in questa v, = v, =0 si ottiene:
dSus d3s
dvs Jo dovs fo
d34s dSu)
dvs Jo dos 0

ma il primo membro & eguale a #®c; ¢, o Cos, quindi sostituendo pel coefficiente
a il suo valore si ha:

c
'l[ u"i‘acs]r

g €2 C1031 Co3 Cu4 Co3

'
ro=3T7

F) ] 4
C3 — Ciy

Infine dalle relazioni (18) (20) dello stesso Capitolo III si ottengono le relazioni:

dz dw dz dw __ dy ay
dl dZI + 2—_, wd’l):—zdvz_ Aod?)a dz
dw dw dz/ dz dz
Y o= g B‘dv +B e ygi—wglt=—Bii—B It
dy dz _ ~ dw dy dz dw dw
20 Y =G dos +023v—z’ Fdoe Y T *don —C d ve

nelle quali v, 2, w sono i rapporti delle S superiori, e le 4,, By,... sono co-
stanti di cui 1 valori si possono dedurre da quelli delle a,, b,,... di quel Ca-
pitolo od anche ottenere direttamente. Dedotte nel primo modo risulta, per
le (21) del Capitolo III, essere:

Aj—4,4.=1 2B,C, — B,C, — B,C, =2a

B}~ B,B,=1 204, ~ C A4, — C, 4, =2b

C:--CC, =1 24,By— 4,B;, — 4, B, = 2¢.

Moltiplicando Ja prima delle equazioni superiori per = —c-i—- » la seconda per — gé’- ’
1

si giunge per le (15) alla: :
dy dy ——ro]z 2L ﬂ]
A( )+2A’dv dv+ ( )— rm[z dz+wdw
ed analogamente:

B"( )+2B’;: dve +32(dv)“—” [ ‘;F-i—yogl

dw dw dF dF
C°( )+2C’dv dos +Cg(dv)——rw[‘1/ dy+zW].

Cosl derivando la prima delle superiori rispetto a v, e la seconda rispetio a ¢,
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si ottiene:

Aod +2Aid0 d?) +Ag =27’&)*—"

ed analoghe per z e w. Si riproducono eiod le (24) (25) (26) (27) del Ca-
pitolo III, sostituendo alle @y, bo, ¢oy... le Ay B,y C,..., scrivendo 47w in
luogo di , e prendendo le derivate rispetto a v,, v,.

Di maggiore interesse & 'analoga trasformazione per le relazioni (29) (30)
del citato Capitolo. Posto:

— (% dy dy
(azyi)_Az(dm) Aldv dos +4 (dm)

=B (&) _p v p(dy
Gy = B2(dw) — B, do %:+B°(d”2)

dy dy dy dy
(ey) =C (dv)—oim-d_v; C(dv)
si hanno le:
1
4, = yves [ots 03 et @4g @ + a0},
A = zw—g [2 Oig Ghog gy + a,(mu W2 + Wy ’*’z:) + 20‘0 W1y wu]

1
4,= Tot [052 3y T G4 0y 0y + aq wi,],

e quindi pei valori di ooy o, 2, dati dalle (22) del Capitolo III, supposto
fi(x) =1, f.(x)==; si ottengono per le (3) (8) le seguenti:

A, — e [13 24] (dgis) (d'?u)
P 0 0

B He dos dvs
A = ms [13, 24:][(d:’|3) (dSN) 1 dds d924)]
VRS TP dos Jo\ doe Jo dve o\ dor Jo
A mse [13, 24] (d&qa ds‘u .
=L e \do ph\dor )o
Nello stesso modo si giunge alle:

B, — ™ 104, 3| 3] .404) (i . C __me 02, 1](dSe d%)
2 I‘; Il¢ dove Jo\ dve |y’ T4 ¢ dve b\ dv2 o,
ed alle analoghe per B, Ci; Biy C,.

Questi coefficienti Aoy Buy Co,... sostituiti ordinatamente agli «oy Boy 70--

in tutte le relazioni (29) (30) sopra menzionate conducono alla trasformazwne
delle relazioni stesse.
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CAPITOLO X.

Di alcune formole d’addizione per le funzioni théta.

1.° Le formole di addizione per le funzioni théta si deducono facil-
mente dalle corrispondenti del Capitolo VII relative alle funzioni iperellittiche.
Per cid nel presente Capitolo ¢i limiteremo ad indicare quelle che conducono
a relazioni non ancora note. Ed incominciando dalle funzioni dispari, notiamo
dapprima come dalle relazioni (14) di quel Capitolo si deducano le seguenti:

2304 0) S v—1v) =—3)3W) + 32(®)$12 @) — S 0)S%L0) +5(©) ()
30+ )30 —0)=— 32 (1) 3%, () + L) 2 (v)— 2 (1) S:(v) + (V) S1 ()
3@ +0) %0 —v) =—0)%E) +350)90) —L0)3N) + 5@ )
¢ 32 (0 -+ ) 20 — ) = — 5 ()54, (0) + 52, (0) () — %, (0) 35 (0) + 35 (0) S (¥)
¢ 3 +0) 300 — 1) =— 3 ©) 35, [) + 5 ) 32 () — 95,(1) ¥, (V) + 93,(0) 0 (v)
90 (0 0) 90 (v — 0 ) = — 32 (1) 35, (V) + 9%, () 32(t)) — 82, (0) 35, () + 5, (0) 33, (2),

nelle quali si & sempre scritto $(») in luogo di S(vy, v:). Poniamo in queste
relazioni:

(1)

v, = wr’ vl‘ — ws; Py = 20’1‘, 2)'2 = Ws
e per una qualsivoglia delle funzioni & dispari:

S(wy + w5) 3 (Wp — ws) = Sps = — Ser-
Ponendo inolire:
.92(@0,.) =2, -S'f (ZD,.) =Y, ,9:3(;1)’) = 2 ,S-;(w,r) =. t,.,
indicando con D il determinante:
Zo Yo 2, 1
D= T Y
Zo Yo 2 0y

2 b

x3 ys 23 t3

e moltiplicando il determinante stesso per:

— Y% X t, —2z

D— — Y X b —2z :
L —Y: T b — 2
—Ys X3 b —z
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si ottiene, per la prima delle relazioni superioriz
0 SM S02 SOS

D2_08 S(O 0 Sm S}3
Sp S 0 S |

S30 SIH S32 0

nella quale il simbolo S & applicato alla funzione 3,. Ma il secondo membro

by

della equazione superiore &, come & noto, un quadrato; si avrd cioé:
ct [Sot Sza + Si3 320 +‘ SBo Szi] = D. (2)

Ora applicando il simbolo S alla funzione $,;, per la seconda delle relazioni (1)
si devono nel determinante D permutare le y, 2, ¢ nelle 2, ¢, y; e cosl appli-
candolo alla funzione 9, permutare le y, 2, ¢ nelle ¢, 9, 2; ma siccome queste
permutazioni non modificano il valore od il segno di D, si avrd che la equa-
zione (2) sussiste per le tre funzioni $,, S, s

Evidentemente la stessa proprieth avra luogo per le tre funzioni Sy S0, Soe
e per un determinante A dedotto dal D sostituendo alle y, 2, ¢ le Sy, 34y S0
Ma se si moltiplica il determinante D pel determinante:

1 0 0 0

2 2 2
C = 0 — Cy3 Co Cot
1o c? ¢l ez, |’
923 T Us 2
2 2 2
0 Cy3 € —Cy

si ottiene, per le relazioni (10) del Capitolo precedente:
CD = cfA,
ma C=¢* quindi A= D.

Ne risulta che le sei espressioni le quali si deducono dal primo membro
della equazione (2) applicando il simbolo S alle sei funzioni & dispari, sono
eguali fra loro, e ciascuna eguale al determinante D = A.

Operando analogamente si giunge a quest’altro risultato. Si consideri un
determinante del sesto ordine pel quale gli elementi di ciascuna linea sieno:

0, 0, =z, Yry, 2ry Ury

per r==0,1,2, 3, 4, 5; e lo si moltiplichi pel determinante in cui gli ele-
menti delle corrispondenti linee sono:

0, 0, —9ey 2y try —2y
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si avrd per le sei $ dispari:
0 Soi Soz--- Sos

S 0 Su... Si

ossia:
0 = So:t [S2s Sis + Sas Sie + Sse Sus] + S2o[SisSis + Sss Sux + S Si] +
~+ Sos[Sie Sis 4+ Ses Sus + S518ie] + Sio[Sie Sas + Sis Sas + SeiSee] + ¢} ()
+ Sos [Sie Sas + B2 Sai + Siu Sse]-
2.° Ponendo per brevitd $,:(v', v') == 0,5, ed:
X =500 5108 4 54,68 + 9505,
Y = 536 4 326¢ 4 33,0 + 3363
7 = 9%,6° 4 3262, 4 S162, -+ 2,67
W= si,6 4 5263, + Si6%, 4- 84,62,
le (17) (18) del Capitolo VII conducono alle seguenti:

S+ —v) =0p+DX+0+p) Y+ @+ N2+ AW
S0 0)S0—) =0+ )X+ 0w+ DY+ 0+ Z 4 @+ o)W "
S+ 0) 30— )=+ DX+ 0+ i)Y+ Qpy + 1D Z 4 A+ p)W
S+ )30 =) =0+ M) X + @+ DY + Q4+ p) Z 4 Quv+ D)W

essendo D= (2*—1)(u* —1)(»* — 1) ed ¢ la quantith che figura nelle equa-
zioni (2) del precedente Capitolo. Queste relazioni si ponno evidentemente de-
durre 'una dall’altra sostituendo v, 4 & oppure v, 4+ +, o I'uno e 'altro insieme,
a v,, v;. Relazioni analoghe si possono ottenere per le altre funzioni & pari;
ma ne esiste una di carattere generale degna di considerazione.

Si formino per mezzo delle relazioni (9) del Capitolo precedente le espres-
sioni $3,65,; 9%6%,...; si otterranno altrettante equazioni quante sono le (9)
1 secondi membri delle quali sono funzioni dei quadrati di 2, 3, S, Sa;
8, Goy Oizy O

Posto:

Py== 326° 4 SI62 3 S4,0% 4 83,62, Py =306t - 9262 — S7,6% — 34,63,

5)
Pz='926"""9393'{"9:26:2_3;4634 P3=.92499—-.3‘§0:—,9:26f2+3§46§47 (
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si indichino con @i, Qi, @:y Q3 Roy Ry Ry, Rs3' Sy, Sy, Sy S; le analoghe

espressioni ottenute sostituendo alle:

le:

S S S Sy,
e cosi per le 6. Si hanno con facile calcolazione le sedici relazioni:
4230 e 0)S(-0) =P+ Qy+Ry+ S,  4c43u(w+1)Suw-9)=P,+Q,+ R+ S,
4¢;9(w+0)3(v-0) =Po+ Q-Ro=-S, 4,3 +1)Su(-0)=P+Q,-R,- S,

4Cf2342(’l)+’D')~9,2('U—1)')=P0— Qo+ Ry- S, O=P4_Q1+Rl_sl
40&334(7) +’D').934(v—1)')=P0— QO_RO +So 0=P1_ Qi_R1+ Si
403'94(0 +”I)'94(” ‘”’) =P+ Qz*Rz +5; 403;3‘01('0 +'U')‘901(?7"U’)=P3 + Qs +R3 + S,

O=P2+Q2-R2"‘Sg 0=P3+Q3—R3_S3
462303('0 *”I)Saa(”‘v')=P2" Qz"'Rz_Sz "0=P,- Qa"' 11)3—33‘

0=P2—Q2-R2+Sg ’ 402'92(1)""0’)-92(’0—0') =P3" Qg"Rg"'Sao
Da queste relazioni si deducono tosto le reciproche. Infatti essendo -per le (5)

4«3262=P0=P‘+.P2+P3,
sl avra:
45%6° =3¢ 9 (v + 0) 3. (r = ¥, (M

la sommatoria estendendosi alle dieci funzioni théta pari; ed analogamente per
le altre espressioni della stessa specie.

Supponendo ¢'=v le formole (6) dinno quelle per la duplicazione delle
funzioni théta pari; le (7) quelle della bisezione per tutte le funzioni théta.

(Continua.)

Fise pEL Tomo XIV.® (Sere I1.%)
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