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Sui parametri e gli invarianti 
delle forme quadratiche differenziali. 

(Memoria del prof .  G. Rrccr, a Padova.) 

N e l l a  Introduzione alla Yemoria del prof. BELTRAMI: Sulla teorica gene- 
rale dei parametri differenziali inserita ne1 Tomo VI11 della Serie II delle 
Memorie delllAccademia delle Scienze dell' Istituto di Bologna B fatto avvertire 
la proprietà essenziale di detti parametri essere quella notata da JACOBT, cioè 
che la  loro trasfornzaxione non richiede altro fuorchè la  conoscenza dellu 
forma,  clle assume l'elemento 1ineaî.e ne2 nuovo sistema d i  va~iabi l i .  Da questa 
osservazione emana naturalmente il dubbio che, anche limitandosi alle espres- 
sioni di 2" ordine, non soltanto quelle cornunemente conosciute e designate coi 
simboli A,U, A,AiU, v(U& U) merjtino ta1 nome; e cib tanto più che Fer essi 
la proprieth medesima B stata fino ad ora dimostrata con metodi indiretti ed 
artificiosi. 

Come metodo diretto per tali indagini si offre naturalmente quello seguito 
da1 prof. CASORATI nella sua Ricerca fondamentale per 20 studio d i  una  certu 
classe di proprietà delle superficie curve (*) e che consiste nell'eliminare tra 
due sistemi di quantità corrispondenti a due diversi sistemi di variabili le de- 
rivate delle une rispetto alle altre per giungere alle equazioni esprimenti ap- 
punto la ricordata proprietà essenziale. Da questo punto di vista in fatti la 
teoria dei parametri differenziali racchiude in sè quella degli invarianti delle 
forme differenziali quadratiche, la quale, sebbene svolta soltanto ne1 caso delle 
superficie ordinarie a due dimensioni, B oggetto della Memoria del CA~ORATI. 
1 risultati relativi alla ricerca medesima contenuti nei miei Princlpii  d i  una 
teoria delle forme differenxiali quaclratiche (**), pei quali gli invarianti degli 

(*) An.izali di  TORT~LINI,  vol. 111 e IV. 
("8) Tomo XII della Serie II di questi Annnli. 

Annali di Mutematica, toino XIV. 
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2 R i c c i :  Sui parametri e gl i  inuarianti 

elementi lineari delle superficie di quante si vogliano dimensioni si sono pre- 
sentati come veri e propri invarianti algebrici di un sistema di due forme qua- 
dratiche covarianti, mi hanno indotto a cercare una via simile per giungere 
a i  parametri differenziali di 2" ordine. 

Partendo da  una forma differenziale quadratica qualunque y ad n variabili 
x i ,  x,, . . . x, e da una funzione arbitraria U di queste si vedrà ne1 5 3 del pre- 

cl2 U sente scritto corne aggiungendo alle - una conveniente funzione lineare 
d x r d ~ s  

d U  delle -, i cui coefficienti dipendono da quelli di y, e dalle loro derivate prime, 
d x, 

si ottengano i ~oeffi~ienti  Ur, di una forma quadratica x covariante a (p. For- 
mando col metodo noto il sistema degli invarianti assoluti delle due forme, si 
Iianno n parametri differenziali di 2' ordine di y ,  rispettivamente dei gradi 
1, 2, .  . . tz nelle derivate di 'U, e si riconosce facilmente che quel10 di 1' grado 
non è che il A,U. Da1 punto di vista delle applicazioni è notevole che ne1 caso 
del nostro spazio anche i due nuovi parametri di 2" ordine, che cos1 si trovano, 
eguagliati a zero danno delle equazioni a derivate parziali, che sono soddisfatte 
da funzioni del solo raggio vettore p e precisamerite da  \lp e da  p. Partendo 

d U  dalla nota proprietà che le -- sono controgredienti alle dx, si hanno gli 
d x3- 

altri parametri differenziali di 2" ordine già noti, cioè il vUA,U e il A,A,U, 
che sono 17uno un covariante e 17altro un controvariante di y,. Perb tutti questi 
parametri differenziali di 2' ordine non contengono che le derivate prime dei 
coefficienti della forma differenziale. L a  introduzioue delle loro derivate seconde 
conduce a quelli della nota forma quadrilineare t/ covariante alla data, il cui 
annullarsi identicamente costituisce, come dimostrb pel primo RIEMANN, la con- 
dizione necessaria e sufficiente, perohè la y, sia di classe O. Cosi la determina- 
zione degli ulteriori parametri differenziali di 2" ordine si riduce a quelli degli 
iiivarianti e covarianti del sistema di forme y ,  x e t / ,  determinazione, che non 
presenta alcuna difficoltà nei casi, in cui alla forma quadrilineare $ se ne pub 
sostituire una quadratica, corne per esempio, qiiando è n = 3, O la forma pro- 
posta ? rappresenta l'elemento lineare di una superficie a più di due dimensioni. 

L a  determinazione dei parametri differenziali di 2" ordine con più funzioni 
arbitrarie non richiede che la  considerazione assieme a y, e + di tutte le forme, 
che, come la x da U, si possono dedurre dalle funzioni stesse. 

Ne1 5 4 è iiidicato in modo generale e senza scendere ad applicazioni il 
rnetodo da seguire per giungere ai parametri differenziali di ordine superiore 
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delle forme puadratiche differenaiali. 3 

al secondo, metodo, che è naturalmente suggerito dai risultati già ottenuti ne1 
3 3. Come in fatti in questo paragrafo le derivate seconde di U sono state 
espresse per le UV,, cos1 alle derivate terze di U, si sostituiscono con metodi 
e risultati analoghi i coefficienti di una forma cubica covariante a (p. E in ge- 
nerale alle derivate dell'ordine maimo di U si ~ostituiscono i coefficienti di una 
forma di grado m covariante alla proposta. Questa medesima sostituzione parmi 
debba spesso tornare utile nelle ricerche analitiche, perché i coeflicienti stessi 
non introducono nei cambiamenti di variabili, esplichmente, se non le derivate 
prime delle antiche rispetto alle nuove e, dipendendo dalla forma dell'elemento 
lineare, indicheranno in ogni prohlema naturalmente le coordinate da preferire 
per dare alle equazioni del problema stesso la maggiore possibile sernplicith. 
Ne1 cas0 che l'elemento lineare abbia la forma z d x ;  essi coincidono colle de- 

,. 
rivate di ordine m di U e ad esse Çorse meglio che ai parametri differenziali 
si addice il considerarle, come disse di questi il Lanr* (*), come qualche cosa 
plus essentielle, plus siwple et en ~)zênze temps plus complète que toutes les 
dérivées partiel les. 

Al10 sviluppo dei risultati testè accennati e che parmi non manchino di 
interesse ho creduto premettere ne1 $ 1 alcune considerazioni generali su1 pro- 
blema propostomi e su1 metodo seguito per risolverlo e ne1 Cj 2 una breve espo- 
sizione dei risultati da lungo tempo conosciuti e relativi ai parametri differen- 
ziali di 1" ordine. 

Consideraziosi generali. 

Avendo a considerare delle funzioni (p di n variabili x, ,'x,, . . . x, indiche- 
rem0 per brevità con la derivata di rp rispetto ad x,, con y)(r~) la derivata 
seconda di rp rispetto ad x, ed x,, ecc. Ometteremo pure, per brevità, di indi- 
care i limiti delle sommatorie, quando queste si debbano intendere estese da 
1 fino ad n. 

Chiamiamo forma diferenxiale padrat ica  ad n variabili ogni espressione 

y = ~ ~ , . ~ d x , d r , ,  
TS 

in cui le a,, sono funzioni di x i ,  x 3 , .  . . xn. Nelle considerazioni seguenti sup- 

(") Lecons sur les coordonnées curviligne, 6j XV. 
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4 Ricci:  Sui parametri e yli invarianti 

porremo sempre che il discriminante a di y sia differente da O e chiamererno 
parametri diferencial della forma stessa tutte le espressioni, che contengono 
i coefficienti di y, una O più funzioni arbitrarie e le derivate di tutte queste 
quantith, e non cambiano forma quando alle variabili si, x2,. .. X, se ne sosti- 

... tuiscono delle nuove zc,, u,, zc,. I l  loro ordine si desume da quel10 delle 
derivate più alte in essi contenute. Quei parametri differenziali, che non con- 
tengono nè le funzioni arbitrarie, nè le loro derivate si diranno invarialzti d y -  
ferenziali. 

Quando si sostituiscano le variabili zl alle x indicheremo con x:) la de- 
rivata di x h  rispetto ad u, e adotteremo per le quantità relative alle nuove 
variabili notazioni analoghe a quelle adottate per le quantità corrispondenti 
relative alle antiche, distinguendo le une dalle altre con delle parentesi. Cos) 
con (apq) indicheremo il coefficiente generico della forma trasformata d i  y ,  con 
(U(')) la derivata di U rispetto ad u,, ecc. ed avremo 

'" ' 0  (,Pl ,$) + y , i 'pi) xp + xp 1 (agi) = 2 a,, xg x, A t-s 1 X r  
rsg 1's 

Se si indica con F(a ,,,... a$ ,... U,.. . U(?) ,... U(.S)) un pârametro dif- 
ferenziale, la equazione 

che ne rappresenta la proprietà caratteristica, dovrà risultare dalla eliminazione 
.. ... ... della xh), xp),  tra le (l), (2), (1), (II). 

Ne viene per conseguenza c h ,  se si eccettuano le stesse fiinzioni arbitrarie 
U, V,. .. che possono a tenore della definizione data riguardarsi come para- 
metri differenziali di ordine O ,  ogni parametro differenziale non conterrà che 
le derivate delle fudzioni arbitrarie. Se si nota di più che per conseguenza 
ogni altro parametro differenziale di ordine O sarebbe un invariante algebrico 
assoluto della forma y,  la quale non ne ammette, si conclude che, all'infuori 
delle funzioni arbitrarie non esistono purametri, f ié invarianti differenziali d i  
ordine O. 
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delle forme quadratiche diferenxiali .  5 

Parametri differenziali di I o  ordine. 

Se si pone 

dalle (2) si hanno le 

come da queste si trarrebbero reciprocamente le (2). 1nvec.e delle (2) possiamo 
dunque considerare le ( 2 9  e poichè evidentemente tra queste non è possibile 
eliminare le xr) conviene concludere che i parametri differenziali di Io ordine 
non possono contenere le a,,,i. Abbiamo cos1 il seguente 

TEOREMA: I parametri differenziali d i  I o  ordine non contenyono le de- 
rivate dei coelpzcielzti della forma d.iJPèrenziale. 

Da esso si trae il 
COROLLARIO: N o n  esistono invarianti di ferenzial i  d i  I o  ordine. 

Da1 teorema dimostrato si deduce pure che i parametri differenziali di 
1" ordine si avranno eliminando le xh tra le (1) e (1). Queste ci dicono che le 
U(r) sono controgredienti alle dx,' cos] che la determinazione dei parametri 
differenziali di Io ordine coincide con quella dei controvarianti della forma p 
considerata come forma algebrica quadratica. È questa appunto la via tenuta 
da1 prof. BELTRAMI nella Memoria citata per giungere ai due parametri diffe- 
reiiziali di 1" ordine con una O due funzioni arbitrarie 

nei quali è stato posto 
Ers 

CVS = - 9 
a 

indicando con a,, il complemento algebrico di a,.,. 
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6 Ricci: Sui parametri e g l i  invarialdi 

Se si pone 

si lia 

Parametri'differenziali di 2" ordine. 

U,. = y c,, U(S) 
x 

U,. = 3 (Up) xp 
1.' 

(5 )  

(1 bis) 

la quale ci dice che le U sono cogredienti alle da,. Per questa ragione è 
spesso opportuno, corne vedremo in seguito introdurre le Ur invece delle U('), 
le (1"s) invece delle (1). 

L e  ( 2 b 9  risolute rispetto alle xp) danno dopo alcune trasformazioni 
1 9  ( 8 )  xP"' = 2 (cpP) (ors, n) xh) - 2 ci, ugt,p $1 

PP P g t  

e questi valori sostituiti nelle (II) danno 

posto 
Uhk = U(h') - F' ~ h k ,  i Ui. 

?' (7) 

La (Ilbis) confrontata colla (1) ci dice che la forma di coefficienti Uhk è cova- 
riante alla y. Se si indica quindi con c, il coeaciente di cr ne1 determinante 
2 + (a,, +CU,,) (a,, + cUnn) e si pane 

le espressioni A,,. TJ sono parametri differenziali di 2' ordine della forma y con 
una funzione arbitraria U e di grado r rispetto alle derivate di questa funzione. 

Si ha 
A21 U =  ZJchk Uhk 

hk 

e poichè per le (3) è 
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delle forme quadratiche di f ferehial i .  7 

e poichè dalle (5 )  si trae ahj U j  = U(") 
J 

L a  espressione, clie si trova al secondo membro di questa equazione, è quella 
del parametro differenziale d i  2" ordine communemente indicato con A,U sotto 
la forma datagli da1 prof. BELTRAMI ne1 5 3 della Memoria più volte ricordata. 

Noteremo di più che se è g, = Ydx;, si ha Uhk = U(7tk) e AZr non é che la 
4 

somma dei minori principali di ordine r ne1 determinante 2 -t U(") U@). . . U('Z'"), 
cosi che A,, coincide con questo stesso determinante. - 

Se si costruisce il sistema di invarianti algebrici assoluti comrnuni alla 
forma p ed a più forme rispettivainente di coefficieiiti UV,, VVs, TV,.,, . . . for- 
mati tutti analogamente alle UT, coi coefficienti delle funzioni arbitrarie U, V, 
W, ... si ottengono dei parametri differenziali di 2" ordine con un numero qual- 
sivoglia di funzioni arbitrarie. 

L e  Bi = S C ~ , V ( ~ )  sono variabili cogredienti e le oUi,Vi controgredienti 
1' Y 

alle dz,. L e  prime dalino quindi luogo non soltanto al covariante di y ,  che 
coincide col pararnetro differenziale di 1" ordine di V, ma ben'anche a1 cova- 
riante Z; UrsV*.Vs, e le seconde al controvariante 2 c,, Ui, U j s  Vi Vj7 che sono 

7's rsri 

tutti parametri differenziali di 2" ordine con due funzjoni arbitrarie; e cos1 pure 
le espressioni 2 Ur, Ur V,, 2 c,, Ui, U,, Ui b;. . Limitandoci perb a considerare i 

?.IL rn  . - . - 
parametri differenziali di 2' ordine con una sola funzione arbitraria noteremo 
che avendosi, corne è facile dimostrare, 

È del resto eïidente in generale che sostituendo in un parametro diffe- 
renziale ad una funzione arbitraria un parametro differenziale si lia un nuovo 
parametro differenziale. 

Cerchiamo ora i parametri differenziali di 2' ordine, che contengono anche 
le derivate seconde deiIcoefficienti di p. Dalle (3) si ha 
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8 Ricci: S u i  pavametri e g l i  itzvariariti 

cos1 che le derivate seconde delle a,, si esprimono per le 'derivate prime delle 
art, ,. Derivando la ( 2 9  rispetto ad ul e calcolando per mezzo delle (2bi9 me- 
desime. la espressione z(cpq) (ail, ,) si ottiene facilmente la 

l'g 

Da queste si eliminano facilmente le xP1) e, ponendo 

Le espressioni (10) sono note ed è pur noto che l'annullarsi identicamente della 
forma quadrilineare +, di cui esse sono i coefficienti, dà le condizioni necessarie 
e sufficienti, perchè la forma rf sia di classe O (*). La (3') dice che questa forma 
è covariante a rp e la determinazione degli invarianti differenziali di 2' ordine 
di rp è cos1 ridotta a quella degli invarianti algebrici assoluti del sistema di 
forme rp e +. Da cib si deduce subito il seguente 

TEOREMA: L e  forme clifferenxiali puadraticke d i  classe O non -anamettono 
invurianti differenxiali d i  20 ordine. 

È facile dalle (3') dedyrre che se per un dato sistema di variabili x le 
espressioni aih, gk sono i minori di 2" ordine di un determinante simmetrico di 
grado n ,  i cui elementi indicheremo con bhk, se cioè si ha 

per un altro sistema qualunque di vitriabili n si ha pure 

con 

Queste ultime equivalgono in questo cas0 alle (3') e allora la determinazione 
degli invarianti differenziali di 2" ordine di rp si riduce a quella degli rt inva- 

(*) Veggasi il § 2 della mia citata Mernoria. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle forme quadruticke d i f e renx ia l i .  9 

rianti algebrici assoluti della forma y e di quella 4' di coeficienti b,,, che 
secondo la (3") le è covariante. 

Poichè il numero delle. espressioni aih, gk indipendenti Fra di loro è 
nn(n2 - 1) n.(n -6 1) 

12 
, quello delle b ,  

2 
e questi due numeri coincidono per lz = 3, 

in questo caso si potrà scmpre sostituire le (3") alle (3'). Per n = 2, cioè quando 
g, rappresenta l'elemento lineare di una superficie del nostro spazio, si ha una 
sola (Il) ,  la quale determina soltanto il discriminante della forma +', e non i 
suoi singoli coefficienti. Questo discriminante è a,,, ,, e non esiste in questo 

aie, i n  caso che un solo invariante differenziale di 2' ordine, cioè - il quale rap- 
a 

presenta la curvatura sferica della superficie. 
Le  (11) hanno luogo anche quando la forma cp è di la classe (*), cioè 

quando essa rappresenta l'elemento lineare di uns superficie ad n dimensioni. 
Corne si sa, una tale superficie ammette rt raggi principali di curvatura e per 
n )  2 i coefiicienti della equazione di grado n, che ha per radici questi raggi, 
supposto ridotto all'unità quello della potenza nsima della incognita, costitui- 
scono n invarianti differenziali indipendenti della forma y. 

Per ottenere tutti i parametri differenziali di 2' ordine basta assieme alla 
(1) e (3') considerare le (1) ( I P )  e le analoghe a queste ultime relative ad 
altre funzioni arbitrarie ed eliminare tra esse in tutti i modi possibili le x:). 
Quando alle (3') si possono costituire le (37, una tale eliminazione non eccede 
i limiti della teoria ordinaria dei sistemi di forme algebriche quadraticlie. 

Parametri differenziali di 3" ordine. 

Se nella nota formula 

si sostituiscoiio per le Uch), Uchk) ed xfS' i ~ a l o r i  dati dalle (5),  (7) e (6) ed 

(*) Veggasi il § 3 della mia citata Memoria. 
Annali di Matematica, tom0 XIV. 
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1 O Ricci. Sui paranzefri e y l i  inval-iuntz' 

alle ah"') quelle, che si ottengono derivando le (6) rispetto ad ut e si pone 

si giunge dopo alcune riduzioni servendosi di formule già precedentemente 
trovate alle 

(II I b i s )  

le quali si possono considerare invece delle (III). 
Per ottenere le derivate terze delle (a,,) espresse per quelle delle a,, pos- 

siamo partire dalle (9). Come si deduce dalla forma di que~te la eliminazione 
delle derivate quarte delle x rispetto alle u conduce a delle risultanti, le quali 
contengono soltanto le derivate prime delle espressioni indicate ne1 paragrafo, 
precedente coi simboli (al, p,), aih g k .  Queste risultanti perb si ottengono piii 
facilmente derivando le (3') O (3'9, quando queste si possono sostituire a quelle. 
Si introdurranno cos1 le derivate seconde delle x rispetto alle u e a queste - 
dovranno sostituirsi i loro valori dati dalle (6). 

Ne1 oaso di n = 2 non si ha che una equazione (3')) alla quale si pub 
sostituire la 

(nie i o )  aie, i e  -- -- 2 
(a> a 

che le equivale, tenuto conto delle (1). In questo cas0 quindi rf non ha che 

un invariante differenziale di 3' ordine il A, - E poichè, secondo quanto ("'3 
abbiamo ora osser-vato, per la ricerca degli invarianti differenziali di ordine 
siiperiore al secondo basta tener conto delle (3') O (3'7, potremo concludere in 
generale che ne1 caso delle superficie a due dimensioni per ottenere gli inva- 
riaiiti differenziali di ordine rn + 2,  basta determinare tutti i parametri diffe- 
renziali di ordine m con una sola funzione arbitraria e sostituire a questa la 
curvatura sferica della superficie. Tale nella sostanza è il metodo seguito da1 
prof. CASORATI ne1 tj 4 e 5 della sua Ricerca fondamentale. 

Per n > 2 ci limiteremo a considerare soltanto il caso, in cui alle (3') si 
possono sostituire le (3"). Adottando per la forma +' di coefficienti b,, nota- 
zioni analoghe a quelle adottate per la y ,  la derivazione delle (3') conduce alle 
formule corrispcmdenti alle ( P i s ) .  Sostituendo in esse alle x;" i valori dati dalle 
(6) e ponendo 

@hkg = bhk,g - x C p q b g g  ahk,g 
P4 
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delle forme y zcadmticiie differetzxiuli. 11 

si giunge alle 

La  determinazione degli invarianti differenziali di 3' ordine esigerà la elimi- 
nazione delle xh' tra le (l), (3") e (4'), mentre per ottenere i parametri difle- 
renziali del10 stesso ordine converrà tener conto ancora delle (Ibis), ( I P )  e 
(IIIbis) e delle analoghe a queste relative ad altre funzioni arbitrarie. 

Dalle (12), tenendo conto delle (10) si ha 

e quindi, se la forma p è di classe O Uhkj = VI,,. E poichè è pure evidente- 
mente Uhkj = ukhj si vede c h ,  quando la forma proposta (p è di classe O, le 
Uhkj possono considerarsi come coefficienti di una forma cubica covariante alla 
p stessa. Ne1 caso generale le uhkj ,60110 i coefficienti di una forma quadratico- 
lineare covariante pure alla p. 

Cos1 anche la ricerca dei parametri ed invarianti differenziali del 3" ordine 
è ridotta a quella degli invarianti di sistemi di forme algebriche. Ad analoglii 
risultati si giungerebbe per quelli degli ordini superiori, sui quali non è oppor- 
tuno insistere, esseiido il gi8 esposto sufficiente per le ordinarie applicazioni e 
per porre in luce il metodo da seguirsi in simili ricerche. Noteremo soltmto 
che, come si deduce dalle (9), invece delle derivate di ordine m + 2 delle a,, 
si possono considerare quelle di ordine tn delle aih gk O bhk.  Da cib viene il 

TEOREMA: Le forme differewicili qundraticl~e d i  classe O tzon hunno 
invarianti differenziali. 

Padovn , aprile 1885. 
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Sur le minimum d'une integrale. 

(Par G. SABININE, professeur à l'Université d'Odessa.) 

J ' a i  l'intention d'indiquer dans cet article quelques procédés qui servent 
(b résoudre le problème du minimum d'une intégrale, minimum ayant lieu dans 
les mêmes conditions, oh subsiste le minimum de l'intkgrale d'action. 

L'analyse que je développe dans cet article, est également applicable au 
cas d'un corps. libre et au cas d'un système quelconque. Aussi, uniquement 
pour plus de brièveté, nous bornerons-nous au cas d'un corps libre, en sup- 
posant que sa masse est égale à l'unité. 

Si l'on rapporte la position du corps à trois axes de coordonnées rectan- 
gulaires, que l'on désigne par t le temps et par x, y, z les coordonnées du 
corps au bout du temps t et que l'on désigne encore par II la fonction des 
forces, qui, étant donnée comme la fonction de x, y, z, ne contient pas t expli- 
citement, l'intégrale que nous avons B considérer aura pour valeur 

t, et t, étant les limites du temps, c'est-à-dire les valeurs de t, entre lesquelles 
l'intégrale V est prise et qui répondent aux deux positions données du corps. 

Si l'on désigne par 2 T la force vive du corps et que l'on pose 

on aura 

$i l'on désigne par h une constante arbitraire, l'équation des forces vives sera 
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14 Sa b i n  i n  e : Sur le miniwbum d'une intégrale. 

Cette équation, étant considérée comme l'équatim de condition, le pro- 
blème qui nous occupe, s'énoncera de cette manière: 

u Parmi toutes les x, y, s fonctions de t qui satisfont à l'équation de 
condition fl - T = h ,  pourvu que la constante h conserve la même valeur, 
trouver celles qui rendent l'intégrale V un minimum pour toutes valeurs de t, 
comprises entre t ,  et to ,  qui répondent aux deux positions données du corps? n 

La recherche des fonctions inconnues x, y, z qui satisfont aux conditions 
du problème énoncé, conduit, comme l'on verra, aux équations du mouvement, 
et les procédés que j'emploicrai pour cette recherche ne dépendent pas d'une 
hypothése quelconque par rapport aux variations du temps relatives à ses 
limites; de plus ces procédés servent à démontrer que les variations du temps 
relatives à ses limites, sont égales entre elles. L a  déduction des équations du 
mouvement à l'aide de la solution du problème énoncé fait l'objet du premier 
paragraphe. 

Dans le second paragraphe nous d6montrerons cette proposition. u Lorsque 
sous l'action des forces données, dont la  fonction de x, y, x ,  désignée par H, 
ne contient pas le temps t explicitement, se meut un corps depuis le mo- 
ment t, où il part du point donné A, jusqu'à celui t, où il arrive 3i un autre 

dn ~ Z X  point donné B, de sorte que les équations de ce mouvement sont: - = - 
dx; clP' 

a n  do?/ a n  d * ~  -- - - --. 9 -- 
d y  d t 2  d.2 

d12 , alors dans le a b i e  intervalle du temps s'effectuent 

tous les autres' mouvements nouveaux, dont chacun aura lieu, si, rendant le 
premier niouvernent impossible par l'introduction de liaisons nouvelles, on 
oblige le corps à suivre, sous l'action des mêmes forces données, une trajec- 
toire, doni les coordonnhes sont x $- A X ,  y + ~ y ,  z + Az où A est le signe 
des variations en général, pour passer du point d à B, tout en laissant sub- 
sister l'équation des forces vives et en conservant la valeur de la constante 
qui exprime la différence H -  Tl où T est la demi-force vive du corps. ,Y 

A l'aide de la proposition qui vient d'être énoncée, il est facile, comme 
l'on verra, de démontrer ces deus  théorkmes: 

1) u Les conditions qui déterminent le principe de la moindre action,- 
sont telles qu'il en résulte que les variations du temps relatives à ses limites, 
sont égales entre elles. n 

2) u Dans le mouvement d'un corps animé par des forces données, 
dont la fonction de x, y, x ,  désignée par IT, ne contient pas le temps t ex- 

4 
plicitement, l'intégrale ( I Id  t a un minimum, pourvu que les deux positions 

$0 
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Sabin i n  e : Sur le  minimum d'ugze intégrale. 16 

du corps, auxquelles répondent les limites du temps ti et to, soient considérées 
comme données et que l'équation A1T = AT aie lieu, T étant la demi-force 
vive du corpi et A étant le signe des variations en général. n 

Dans le troisième paragraphe je démontrerai que la seconde variation de 
l'intégrale qui doit avoir un minimum, est toujours positive, au moins tant 
que l'intervalle du temps auquel se rapporte l'intégrale reste inférieur à une 
certaine limite, et l'on peut affirmer, dès lors, que le minimum a lieu, en 
général, effectivement. 

Mon analyse, au fond, est la même que celle que j'ai employée dans mes 
deux articles: Sur la discussion de seconde variatiola des  ùztégrales d é ' n i e s  
~nuZt+les (*) et Szir le principe de  la ?rioindre action (**); mais la déinon- 
stration qui a occupé la page 119 du premier de ces deux articles et les 
pages 247-249 du second article, est remplacée, dans l'article présent, par 
l'autre démonstration qui, de la manière la plus directe et la plus simple, 
conduit à la conclusion, que, par une transformation, se rdduit idcntiqueinent 
à zéro une expression qui est mise sous le signe (37) dans mon second article 
et en conséquence une expression analogue à celle qui est désignée par p 
(for. 66) dans mon premier article. A l'aide de la démonstration qui vient d7&tre 
indiquée, Ia méthode de la réduction qu'il faut faire subir h la seconde varia- 
tion d'une intégrale définie à une variable indépendante, cette méthode est à 
l'abri des difficultés considérables qui résultent de ce que, comme l'on fait 
ordinairement, au moyen des constantes arbitraires (***), on égale à zéro une 

d f v  expression anaIogue à celle qui est le coefficient de t,. - dans la formule 
d X Z  

qui est mise sous le signe (66) dans le premier de mes deux articles signalés 
plus haut. C'est là ce qui distingue mon travail des autres, dans lesquels, 
comme je le sais, se traitait la théorie de la discussion de la seconde variation 
d'une intégrale définie à une variable indépendante. 

(a) Dévetoppentents a~tciZytipes pour ser& à cowzplkter tu da'sczusion de la vcrrin- 
tion seconde des intégrales dkfinies multiples; par RI. G. SABISINE. Bdlctin des Sciences 
'Rhthématiques et Astronomiques, rédigé par RI. AI. DARBOUX, J. HOÜEL et  J. TXNKERY, 
Ze série, t .  2, p. 100-129, 1878. . 

(**) Sur le principe de la moiizdre action, par G .  SABINIKE. Annali di AIatemntica 
pura ed applicata. Série 2", t. 12, p. 251-361, 1884, - (es*) Ces constantes arbitraires, comme on le sait, entrent dans les solutions des équations 
différentielles linéaires analogues B celles dont les intégrales sont connues par le théor8me 
de JACOBI (Journal de CRELLE, t. 17). 
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16 Sa birz i n  e: Sur le mzi.zim.una d ' m e  inttfgrale. 

D'après ce qui est expose dans les trois premières pages, les conditions 
qui déterminent le problème que nous avons à resoudre, consistent en ce que: 

1) L' intégrale 

v=(Pnat (1) 
to 

soit un minimum. 
2) Les deux positions d'un corps, aux quelles répondent les limites du 

temps 1, et t,, soient considérées comme données, en sorte que les variations 
de t et las variations tronquées de x ,  y, x, rQpondantes à t, et t , ,  soient liées 
par ces équations: 

J étant le signe des variations tronquées et Btant le signe de substitution (*). 1 
3) Les x ,  y, x fonctions de t qui rendent l'intégrale V un minimum, 

satisfassent à l'équation des forces vives 
n - T = h  

ob, comme nous avons posé 
(3) 

T, la demi-force vive du corps, a pour valeur 
1 T = Z @ ' + q 2 + r 3 .  

4) L'équation 
An=AT 

drI 
aie lieu; cette équation, en vertu de ce que - = - se &duit B celle d t  d t  

&JI = 6T. (6) 

Pour resoudre le probrème qui se détermine par les quatre conditions énon- 
cées, il faut rechercher le minimum relatif de l'intégrale V (1) avec la con- 
dition que, & les équations (2) près, les équations (3) et (6) aient lieu. 

(*) t, étant variable indépendante, on peut d h o t e r  sa variation par A t ,  aussi bien 
que par 6 t. 
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Suivant la méthode du facteur variable et indéterminé que LAGRANGE a 
donné et qu'on emploie ordinairement dans la solution des questions des maxima 
ou des minima relatifs, la recherche indiquée du minimum se ramène la re- 
cherche du minimum absolu de cette autre intégrale 

dans laquelle 
v = I I + A [ I I - T - h l  

A, étant le facteur variable qu'il faut déterminer aiiisi que les fonctions x,  y, x 
au moyen de l'équation (3) et d'autres équations qui dSrivent de l'équation 
a W = O .  

La variation A W, comme on le sait, prend la forme 

1" 
t 

LW- [ r ~ + l ( n - ~ - h ) ] d t + [ ' [ d r ' ~ + l b ( ~ ~ - T ) ] d t  ('7) 
t O t O 

Ayant égard à l'équation (3) et en faisant pour abréger 

la formule (7) se réduit à celle 

Q t0 

Si l'on intégre par parties, ayant égard aux équations (2) et (3), et que l'on 
pose 

~ , v = ( L - ~ ) ~ ~ + ( M - $ $ ) ~ ~  - + ( N - ~ ) J ~  (9) 

la variation AW dévient 

A w=lt 'hdt  +lt4(1 + 21)T~d.t + T d t d , v .  (10) 
t0 to t 0  

D'après les formules (€9, (9) et (10) I'équation ATY - O entraine les suivantes 

t, t0  

Annali di Mutematicil, tom0 XIV. 
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18 Sabin  in e :  Sur le minimzcrn d'uîze in t4ya l e .  

Si l'on multiple les équations (12) respectivement par pl  q,  r et qu'on les ajoute, 
drI  tlT on trouve, toutes réductions faites et en observant que - = - 
d t  rit 

1 Nous allons démontrer que A = - - . Pour cela, des équations (4)) (12) et (13) 
2 

nous déduirons celles, sur lesquelles sera fondée la démonstration que nous 
avons en vue. 

E n  vertu de l'intégration de l'équation (13), on obtiendra 

(;! étant une constante. 
L a  différentiation de cette équation par rapport à t ,  donne 

ou bien d r I  
d A  Z C ( $ ~ + - ~ + % )  dl! d s -- 
d t  --- (P' + qe -t r21g 

d~ a n  dn dn  
parce que = - et à cause des équations (4) -- = - 

rin an 
t d t  d d 2 +  Q'+ 2;'". 

Remarquons que A ne peut pas être égal à zéro, car la supposition que 
cl rI 

A est nul, en vertu des équations (12)) conduirait à la conclusion que - = 0,  
d x  

(1 n -- a n  
- 0, - = O ;  mais cette conclusion serait en contradiction avec la con- 

t l  IJ da 
dition donnée; d'après laquelle est la fonction de x, y, x. 

Prenant en considération que A n'est pas nul et ayant égard aux équa- 
tions (4), on peut toujours répresenter les équations (12) sous la forme 

d p -- ( I + A )  a n  p d l  d p  -- ( l + A ) d r I  q d l  _------ 
d t À clx A d t '  d t  A d y  A d t '  

d r (1 +h)  dII  r d l  
- = - - - - a  

(16) 

d t l dfi À d t  
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Si, dans le second membre de chacune des trois équations (16), on remplace 
d A - par sa valeur (15) et que l'on adjointe les équations obtenus aux  équation^ 
(L t 
(4) et (15),  on aura ce système des 6quations différentielles du premier ordre 

x, y, z ,  p7 q7 Y et A &tant considérées comme les fonctions inconnues de t. 
De plus, si, dans le second membre de chacune des trois équations (16) on sub- 

d A stitue à - et  A leurs valeurs (15)  et (14) et que l'on adjointe les équations 
d t 

obtenues aux équations (4), on aura ce système des équations différentielles du 
premier ordre 

x, y,  z ,  p ,  q et r étant considérées comme lés fonctions invonnues de t. La 
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possible 
zéro, la 

ce qu'il 

1 formule (14) bien montre que, pour établir que X = - -, il n'y a qu'A dé- 
2 

montrer que C est nul. 
Supposons que C n'est pas nul, c'est-à-dire qu'on ne peut attribuer à C 

qu'une valeur algébrique ou arithmétique différente de O. Cela supposé, aux 
équations différentielles de chacun des deux systèmes (17) et (18) est parfaite- 
ment applicable le moyen connu de démontrer l'existence du système intégral 
d'équations différentielles du premier ordre. Prenant cela en considération et 
désignant, en ghnéral, par m le nombre des constantes arbitraires qui n'entrent 
dans les trois fonctions x,  y, x que par suite de l'intégration des équations 
différentielles du système (17), et par n le nombre des constantes arbitraires 
qui n'entrent dans* les trois fonctions x,  y, z que par suite de l'intégration 
des équations différentielles du système (18), on doit conclure que d'un côté, 
à cause de la forwzule (14) et en vertu des équations différentielles du sy- 
stème (17), l'intégration des équations de ce système (17) donne telles valeurs 
ghérales des trois fonctions x ,  y, x ,  qu'il en résulte que le nombre m est 
égal à 7;  d'autre côté, les équations différentielles du système (18) sont telles 
qu'il en résulte que le nombre rt est égal à 6 ;  d'où il suit que les deux 
nombres m et n. sont inégaux. Or, les équations différentielles de chacun des 
deus systèmes (17) et (18), étant du nîême ordre et en &me temps étant dé- 
duites des mêmes équations diffbrentielles (4), (12) .et (13), les deux valeurs gé- 
nérales de chacune de ces trois fonctions x, y, x qui satisfont aux équations dif- 
férentielles de chacun des deus systèmes (17) et (18), sont identiquement égales 
entr'elles, et en conséquence les deux nombres m et n. sont égaux entr'eux. 
Tout cela, qui résulte diréctement de la supposition que C n'est pas nul, conduit 
à la conclusion que cette supposition ne saurait avoir lieu, à moins que les 
deux nombres m et f i  ne soient à la fois égaux et inégaux, ce qui est impos- 
sible. On doit donc conclure, que la supposition que C n'est pas nul, est im- 

elle-même, d'où il suit que C est nul. La  constante C, étant égale à 
formule (14) conduit à la conclusion que 

1 A=--- 
2 

fallait démontrer. 
Les procédés qui vhennent d'être indiqués, servent à démontrer que, dans 

la déduction des équations du mouvement à l'aide du principe de la moindre 
action (pages 244-247 de mon article sur le principe de la moindre action), 

1 le facteur indéterminé À (for. 13) est égal à - 
2 
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Si, dans les équations (12) on substitue a h sa valeur (19), ces équations 
se reduisent à celles 

qui ne sont autre chose que les équations du mouvement et sont déduites 
ind6pendement d'une hypothese quelconque par rapport aux variations du 
temps relatives à ses limites. 

h cause de la formule (19), l'égalité (11) deviendra 

d'oh il suit que 

car h n'est pas nul. 
Ainsi les procédés que nous arons suivis dans la déduction des équations 

du mouvement, servent à démontrer que les variations du temps relatives à 
ses limites, sont égales entr'elles. 

Nous allons démontrer la proposition qui est énoncée dans les trois pre- 
mières pages. 

Les conditions qui déterminent cette proposition, s'expriment par ces 
égalités 

d n  d a %  -- -- d n  a"~ -. -- -- dn  a's -- -- 
d x  dt" d y  dt '  d s  d1" (l) 

t0 ta t n to ta to  

D'après les équations (l), 198quation (2) peut être représentée sous la forme 
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2 2 $a bi.n ine: Sur le minimum d ' m e  inte'grule. 

Remarquons que les fonctions p, q, r ne peuvent pas être à la fois nulles, 
car, au cas contraire, en vertu des équations (l), on devrait supposer que 
a n  -- (7 n ~ I I  
- O - = O - = O; mais cette supposition serait en contradiction avec 

rl x d .Y d a  
la condition donnée, d'après laquelle ri est la  fonction de x ,  y, x. 

E n  admettant que p ne soit pas nul et en divisant par pqoi i s  les termes 
de l'équation (4), cette équation se réduit à celle 

à t  depuis t, jusqu'à t , ,  on trouvera, ayant hgard aux Qgaliths 
Si l'on multiple cette equation par d t et que l'on intégre par rapport 

(3) 

Comme les trois variations d'x, dy, $2 ne sont liées que par 

( 5 )  

l'équation (2), 
les deux de ces trois variations, par exemple $y et 6 x  sont parfaitement ar- 
bitraires et indépendantes entr'elles, et en conséquence dans l'égalité (5) on 
peut toujours changer ces deux variations dy et d x  respectivement en - d y  

et - 8 x. De plus, chacune des deux variations d t et 6 t est indépendante 1" 1'" 
de chacune des deux variations d y  et d z  qui sont sous le signe fi par con- 

to 
séquent, en supposant que chacune des deux variations / t'd t  et / d t conserve 

la même valeur absolue et le même signe, on peut toujours choisir les deux 
P 

variations dy et $x qui sont sous le signe , de manière que pour toutes les J 
valeurs de t comprises entre t, et t , ,  chacune de ces deux variations ô y  et $2 
aie deux valeurs qui, étant égales entr'elles en grandeur absolue, Eont des 
signes contraires. Cela fait, nous recevrons ces deux égalités 

t' 4a d e )  t , v 2 d g )  
p t  +t - - 

pt c l t  "+[ t ; j T  d t  
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Si l'on ajoute ces deux dernières égalités, l'une à l'autre, on aura l'égalité 

Cette égalité (6) conduit à la conclusion que dans le même intervalle du 
temps s'effectuent tous les mouvements qui sont assujettés aux mêmes condi- 
tions que celles qui déterminent la proposition, enoncée dans les trois premières 
pages. Ainsi cette proposition est demontrée. 

Nous démontrerons maintenant le premier des deux théorèmes qui sont 
énoncbs dans les trois premières pages. 

Comme la déduction des équations du mouvement à l'aide du principe 
de la moindre action ne dépend pas d'une hypothèse quelconque par rapport 
aux variations du temps relatives à ses limites, on doit conclure que, en vertu 
de la  proposition qui vient d'être démontrée, les conditions qui déterminent 
le principe de la moindre action, sont telles qu'il en résulte que les varia- 
tions du temps relatives à ses limites, sont égales entr'elles. 

Passons à la démonstration du second des deux théorèmes, qui sont 
énoncés dans les trois premières pages. 

Les conditions qui déterminent ce théorème, s'expriment par ces équations 

AIl=AT ou bien dII=&T (8) 

Si l'on multiple les équations (7) respectivement par A x ,  Ay, Ax et que 
l'on ajoute, on trouvera 

car 

ijé- E n  vertu de l'égalité (8) et à cause de ce que T= ï ï  - h et - = - 
d t  d t  ' 

galité (10) se rend par 
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Si l'on multiple cette dernière égalité par d t  et que l'intégre depuis t, jusqu'b t , ,  
on obtiendra 

- k [ / t ' B t  - / t bd . t ]  = / ' ( " A x + Y ~ Y  2 +'A' 

t0  ta 

Comme les égalités (7), (8) et (9) sont les mêmes que les égalités (l), 
(2) et (3), des quelles la formule (6) est déduite, on doit conclure que les 
égalités (7), (8) et (9) sont telles qu'il en résulte que, dans l'égalité (11) les 

deux variations / " d t et / '08 l sont égales entr'elles. 

Cela vû et en vertu des formules (9), l'égalité (11) deviendra 

A n d t = O  i"' fo 

c' est-à-dire que la variation de l'intégrale I I d t  est nulle; par conséquent S"' t0 

cette intégrale a un minimum ou un maximum. Or la discussion de la seconde 
variation de cette intégrale, discussion qui fait l'objet du troisième paragraphe, 

conduit à la conclusion que l'intégrale H d t  a un minimum. Ainsi le second S" t O 

théorème est démontré. 

D'après la formule [(IO) 5 11, et en vertu des équations [(12), (19) $ 11, 
la variation Ae W n'est autre chose que l'intégrale de ln différentielle de &,v ,  
due aux accroissements dx,  $y, Bz et aux accroissements dp, Bq, dr. Nous 
pouvons donc représenter cette variation A2 W par 

A W =  Ki+ E,+K3 (1) 
en posant pour abréger 

d L  d L  
K, =f4dt[2&x d x  + - &y + z6z-  

d y  d t 
6  x (2) 
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A chacune des trois intégrales Xi (2), K2 (3) et X ,  (4) sont parfaitement 
applicables les procédés qui sont indiqués dans mon article: Szw le principe de 
la moindre action (pages 245-247). Si l'on suit ces procédés dans la transfor- 
mation de chacune des trois intégrales Ki (2), Kz (3) et hr, (4), en conservant 
d'ailIeurs les mêmes dhotations, on aura 

Cm ainsi que c, étant une des constantes qui n'entrent dans les fonction 5 ,  Y, 2 

Anr~al i  d i  Matematica, tom0 XIV. 4 
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que par suite de l'intégration des équations [(20) Ej 11 et Km,, ainsi que H-,,, 

étant une des constantes arbitraires qui n'entrent ni dans les fonctions x ,  y, x 
ni dans les équations [(20), (3) $ 11. En même temps n ainsi que v désignent 
tous les nombres entiers depuis 1 jusqu7à 3, et m ainsi que ,U désignant tous les 
nombres entiers depuis 1 jusqu'à 6. Les valeurs générdes des x, y, x ,  considé- 
rées comme fonctions des cm, étant indépendantes, et les constantes km,, par- 
faitement arbitraires, on peut toujours attribuer à ces dernières des valeurs, 
pour lesquelles le déterminant D des 32 quantités (14) ne soit pas égal à zéro. 
Ces quantités (14), comme on le sait, sont les solutions des équations différen- 
tielles linéaires analogues à celles, dont les intégrales sont connues par le 
théorème de JAC~BI (Journal de CRELLE, t. 17). 

Le  déterminant D des 32 quantités (14), n'étant pas égal à zéro, on peut 
exprimer les trois variations Jx,  ûy, dx en fonctions d'autant de variables 
indépendantes a,, en prenant les quantités (14) pour coefficients de ces va- 
riables, on aura 

où les variables un ou o., doivent être considérées comme fonctions arbitraires 
de t. Ces fonctions arbitraires wn ou w, sont les mêmes que celles qui sont 
dans les formules (s), (6), (7), (11)) (12) et (13), car les procédés, que j7ai 
employés dans mon article: Sur le principe de  la moindre action (pag. 245-247) 
et qui servent à réduire les intégrales (2), (3) et (4) aux intégrales (5), (6) 

et (7), ces procédés sont fondés sur ce que, sous le signe des intégrales (2), J 
(3) et (4), les variations u"x, Jy, Jz  sont remplacées par leurs expressions (15). 

Après avoir indiqué les dénotations dans les formules (5), (6) et (7), nous 
allons démontrer maintenant que, par une transformation, chacune des trois 
expressions H',,, (B), Z t n , V  (9) et H"',,, (10) se réduit identiquement à zéro. 
La transformation d'une quelconque des trois expressions H',,, (B), -H1',, , (9) 
et H f n , ,  (10) est analogue à celle des deux& autres, par conséquent nous 
bornons-nous à exposer la transÇorm:ition de la premibre expression H',,, (8). 

En remettant dans l'expression H',,, (8) pour Xn et X, leurs valeurs (14), 
cette expression HtfiaV devient 
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Nous formons les n t .  n équations 

dans lesquelles les inconnues sont les produits de A,,, et B,,b deux fonctions 
de t, et les coefficients de ce8 inconnues sont les produits des constantes Em,, 
et qui n'entrent ni dans les fonctions x, y, x, ni dans les équations 
[(20) et (3) $ 11. Ces constantes 9, . et xn,b, étant parfaitement arbitraires, 
on peut toujours leur attribuer des valeurs, pour lesquelles le déterminant des 
mZ quantités x,,, ne soit pas égal à zéro et il en est de même du determi- 
nant des n2 quantités K,J; a désignant tous les noinlms depuis 1 jusqu7à m 
et b désignant tous les nombres entiers depuis 1 jusqu'à rz. 

Si, dans les équatioils (l?), on change respectivement rn, n ,  a et b en 
p,  v ,  a et B ,  les mêmes équations (17) se représenteront par 

où le facteur Pm est une fonction de t. 
Comme le facteur Pm varie non seulement avec l'indice m, mais encore 

a x avec la d6rivée -=pl  nous exprimons les m facteurs Pm en fonctions d'au- 
d t  

tant de variables indépendantes G,,J, en prenant pour coefficients de ces va- 
riables G J  les mg constantes arbitraires n,,~ qui n'entrent ni dans les éqiia- 
tions [(20) (3) FJ 11, ni dans les fonctions x, y, x et en attribuant 5 ces 
constantes ~ ~ , l  des valeurs pour lesquelles le d6terminant de rn-uantités r;, 
ne soit pas égal à zéro. Cela fait, on recevra ces m équations 

Pm = 21 Hm, 1 Ga,l (20) 

où chacune des variables G2,z est une fonction de t et E désigne tous les nom- 
bres entiers depuis 1 jusqu'à m. 

Si, après avoir multiplié par E,,, chacune des égalités (19), on en porte 
les valeurs fournies par les formules (17) et (20), on aura ces égalités 

Si, dans les égalités (21), on change respectivement n et b en v et P ,  les 
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mêmes égalités (21) se reprksenteront par 

En  même temps, si, dans les m .  .n équations (18), on change respectivement 
v et p en n et b, les mêmes équations (18) se représenteront par 

Si, dans le second terme du second membre de l'égalité (16) on change m en p 
et vice versa, cette égalité se rend par 

dP d z  
Enfin, si, dans l'égalité (24), on substitue respectivement à xm,, -, K,,, - 

cl cm d CP 

dP dx 
X ~ , V  - , KpSn  - leurs valeurs (21), (l8), (22), (23), 1' expression H',,, (8) d cm dc, 
se réduit à celle 

Il est évident que le second membre de cette égalité (25) est identique- 
ment égal à zéro, ce qu'il fallait dbmontrer. 

Cela vû, on doit poser 
cl 0, 

% L H ' n , v  ;itan=O. (26) 

En  appliquant à chacune des deux expressions H",,, (9) et H'", ,  (10) 
les procédés que nous avons suivis dans la transformation de l'expression 
E',,, (8), on démontrera que, par la transformation indiquée, chacune des 
deux expressions A",,, (9) et Et",.., (10) se réduit identiquement à zéro, et 
en conséquence on aura (*) 

(*) Par  l a  démonstration analogue B celle que je propose dans l'article present doit 
ètre remplacée chacune des deux démonstrations dont l'une est exposée aux pa, aes 247-240 
et à la page 253 du mon article: S u r  le principe de la moindre action. [Anilali di Mate- 
matica pura ed applicata, serie 2, t. 121 et  l'autre a occupé l a  page 119 du mon article: 
Sur la discussion de la seconde variation des intégrales définies multiples [Bulletin des 
Sciences Mathématiques et Astronomiques rédigé par DARBOUX, IIOÜEL et TANNERY, 2e série, 
t, 2, p. 100-12.91. 
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À cause des formules (l), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (26), (27) et (23), la va- 
riation se représentera par 

Si ,  dans l'équation [(6) § 11, on substitue aux variation ôx, Jy, ûz  leurs 
expressions (1 5)) on obtiendra 

En  vertu des formules (Il), (12) et (13) ces équations (30) peuvent être mises 
sous la forme 

p t + q ~ + r C = O .  (31) 

D'après les formules (29), (31) [(B), (2) et (19) $ 11 la variation AvW de- 
viendra 

Si enfin nous éliminons, sous le signe , de A ~ W  (32), une des trois quan- .I 
tités 5 ,  q et (, par exemple 8 ,  au moyen de l'équation (31), la variation AgW 
se représentera par 

cla + ra AZW=,Ç [(?)t2 + (ni-) 5' + 2 P f C] d t  (33) 
tg 

et la discussion de A 2 V  (33) se ramêne à celle de l'expression différentielle 
homogène entihre et du second dégrt? par rapport à deux variables 5 et c 
arbitraires et  indépendantes entre elles. 
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De la manière, analogue à celle que j'ai indiquée dans nion article: Sur 
le principe de la moindre action (page 251), il est aisé de conclure de la 

formule (33) que l'intégrale l l d t  a un minimum, en général, effectivement. (" 
19 

Nous finissons cet article par faire cette remarque. 
D'aprbs ce que l'illustre auteur de la Mécanique Arzalytique a dit du 

principe de la moindre action {page 281, lignes 15-27, premier volume 3me édi- 
tion, 1853 a.], on pourrait l'appeler, avec plus de fondement, le principe de 
ta plus petite force vive. Une semblable dénomination est propre au second 
des deux théorèmes énoncés dans les trois premières pages; il me semble qu'il 
serait convenable de l'appeler le prirncipe de la moindre intensité des forces. 

Odessa, 24 juillet 18%. 
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Su le superficie di 4' ordine 
con conica doppia. 

(Mernoria di  H .  O. ZEUTHEN, pubblicata per la festa commemorativa 
del IV centenario dell'U~liversità d i  Copenhagen - Giugno 1879.) 

VERSIONE DAL DANESE, RIVEDUTA DALL'AUTORE, 

di G I N 0  LORIA 

Intorno a le superficie di coi ci ocouperemo in questo lavoro esistono gih 
da molto tempo delle memorie di KIJM-MER (*), di CLEBSCH (**), di GEISER (***), 
di CREMONS (****), di R. STURM.(*****) e di altri. A queste ricerche si devono 
aggiungere quelle su le cos) dette u superficie anallagmatiche del 4" ordine n 

O u Ciclidi s cioè su le superficie del 4" ordine aventi per linea doppia il 
cerchio imaginario a l'infinito, ricerche che furono iniziate da MOUTARD (******) 
e continuate con gran successo da questo stesso matematico assieme a LAOUERRE, 
DARBOUX (*******) ed altri. 1 risultati a cui pervennero questi ultimi geometri 
sono applicabili immediatamente solo ad una delle classi di superficie che vo- 
gliamo studiare; ma si pub perb passare da essi a quelli relativi a le superficie 
generali - tranne che per quanto concerne la realità - con una semplice 
trasformazione omografica, come osservb anche MOUTARD (******** 1. 

(') Giornale di BORCHARDT, vol. 64, pag. 66. 
(") Ib., vol. 69, pag. 142. 
("') Ib., vol. 70, pag. 249. 

("") Rendiconti del R. Istitut. Lombardo, 9 e 23 marzo 1871. 
(""') Rlathematische Annalen, vol. 4, pag. 265. 

(""") Bulletin de la Société philomathique, 1864. - Nouvelles Annales, 1864, p. 306 e 536. 
("""') Un elenco delle memorie, in parte pressoché irreperibili, che si riferiscono a 

qaesto argomento si trova ne1 piu esteso dei lavori di DARBOUX, il (x i  titolo é: Sur une 
classe remarquable de courbes et  de surfaces algébriques (Paris 1873), il cui fine precipuo 
é appunto 10 studio delle ciclidi. 

("""") Nouvelles Annales, 1864, pag. 309. Siccome le memorie di MOUTARD che si 
trovano in questo stesso volume dei Nouvelles Annales, sono indipendenti da la comunica- 
zione fatta da KUMMER a l'Accademia di Berlino il 16 luglio 1863, cosi é chiaro che MOUTARD 
aveva da1 canto suo scoperti i cinque coni di KUMMER a cui é dovuto il grande interesse 
che presentano le superficie di cui é parola. 
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Cib che io ho specialmente in vista, e che. è la ragione di questo nuovo 
lavoro, è uno studio della forma e della connessione delle varie falde delle 
predette superficie e della realtà delle loro rette e dei loro u coni di KUMMER n. 

Con tale ricerca si giunge ad estendere le nozioni, finora molto limitate, su la 
forma degli enti geometrici a tre diinensioni definiti da semplici equazioni alge- 
briche, e si ottengono degli esempî che saranno utili nelle future ricerche 
su la forma delle superficie. 

Per fare questo studio io ho anzitutto approfittato della circostanza che 
il contorno apparente della superficie, vista da un punto della conica doppia, 
è una curva generale del 4" ordine. Cib diede origine a una parte del mio 
lavoro che è una continuazione del mio antico metodo di dedurre le proprieth 
di realità della superficie di 3" ordine da la loro projezione stereografica (*). 
Questo procedimento, che io uso nella III Parte, è immediatamente applica- 
bile solo quando la conica doppia ha punti reali. Ma a la stessa limitazione 
non è soggetto il. procedimento che io segno nella I V  Parte. Esso .consiste 
in una rappresentazione della superficie su le due facce di una superficie di 
2" ordine, rappresentazione che a sua volta si fonda sn una costruzione della 
superficie, la quale non è che una generalizzazione d7una costruzione della 
ciclide che si trova ne1170pera già citata di DARBOUX (**). 

9110 studio delle forme farb precedere 17esposizione delle più importanti 
fra le proprietà generali delle superficie, cioè fra quelle proprietà che possono 
venir espresse da equazioni e in cui, quindi, non si deve far distinguere fra 
reale ed imaginario. In tale esposizione io uso naturalmente Io stesso metodo 
che nello studio della forma delle superficie. Ma siccome yuesto metodo, che 
mette in evidenza delle nuove relazioni fra alcune proprietà delle superficie e 
porge delle dimostrazioni nuove e semplici di alcune proprietà note, ha con- 
dotto anche a parecchî nuovi teoremi e apre una comoda via ad ~l ter ior i  
ricerche, cos1 nella I e II Parte io mi arresto a darne un'esposizione più dif- 
fusa di quel10 che esigerebbe le studio della forma fatto nella III e IV Parte. 

(') Mathem. Annalen, vol. 8. - Nella sixi Memoris gik citata, GEISER propose d i  ap- 
plicare la trasformazione da esso usata, e con la  qiiale si passa da le  superficie qui studiat? 
a le superficie di 3' ordine, a t r a r r e  delle conclusioni su le proprietà di realita. Aççiungerb 
che, per cib che riguarda le  ret te  della superficie, questo metodo non é neppure di difficile 
applicazione. 

(") Perb questa costruzione non é la stessa clie sta a base del10 studio fatto da  DARBOUX 
delle u forme principali P delle ciclidi, da1 quale si possono ricavare le  I( forme principsli 9 

delle superficie di 4" ordine con una conica doppia non avente punti reali. 
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Siccome io, come si fa spesso in geometria, nella dimostrazione delle 
dette proprieth generali, mi servo di  una determinata figura su cui certi punti 
e certe linee - per la cui realtà, si noti bene, non é necessaria alcuna equa- 
xione di condizione - sono reali, cos1 io debbo qui esplicitamente enunciare 
il principio che mi permette di estenderle a tutte le superficie di cui si  tratta. 
Esso è simile al principio di  continuità di PONCELET, solamente è più preciso 
di questo, e non h a  bisogno di alcuna dimostrazione, ove 10 si enunci ne1 se- 
guente modo: 

Quando u n  risultato, tale che possa tradursi in una O più equazéoni, è 
dinzostrato uero per un'hfinità di figure d i  una certa specie, senxa che sz'a 
necessario supyorre che i coeficienti delle equazioni che dejniscono le Jigzcre 
d i  quella specie soddisjho akcuna nuova equaxione d i  condizione, esso risultato 
deve sussistere per tutte le figure d i  quella specie. 

P. e.: Siccome la condizione che la conica doppia di una delle superficie 
di cui ci occupiamo ora abbia punti reali, non pub rappresentarsi con un'equa- 
xione di condizione, ma solo con una limitazione, cos1 sarebbe perfettamente 
lecito dimostrare le proprietà generali - ma, ben inteso, non quelle di rea- 
lità - ne1 caso in cui la conica abbia punti reali. Cib invece non si potrebbe 
fare ne1 caso in cui, entro la nostra classe di superficie, si considerasse un 
sistema in cui l'esistenza di punti reali su la conica doppia fosse soggetta a 
un'equazione di condizione. 

Propr ie tà  generali ot tenute rnediante projezione 
d a  un punto della conica doppia. 

1. Projexione cla un pt~nto della conica doppia. Qualunque sezione pinna 
di una superficie di 4" ordine con conica doppia è una curva di 4" ordine 
avente due punti doppî nelle intersezioni del piano secante con t ~ l e  conica. 
Essa è quindi della classe 4 - 3 - 2 2 = 8. Da  uno qualunque dei punti doppî 
si possono in conseguenza condurre quattro tangenti, oltre n le due rette tan- 
genti in- esso a l a  curva. Segue da cib, che un con0 circoscritto a la superficie 
e averite il vertice su la conica doppia sarà costituito dai due piani tangenti 
ne1 vertice e da una superficie conica di 4" ordine, ossia che qzcando la su- 
perjcie viene projettata da un punto dellu conica doppia, i l  suo contorno ap- 

Amali di hf~iternatica, tom0 XIV. 5 
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parente consta, oltrechè delle tracce dei due piani tangenti, di una curva d i  
40 ordine. La superficie conica tocca ognuno dei piani tangenti lurigo le cor- 
rispondenti tangenti principali (rette aventi un contratto di 2" ordine con la 
superficie); cib si  riconosce conducendo da1 vertice del cono le tangenti a la 
sezione fatta nella superficie da un piano tangente. I l  contorno ha quifidi per 
tangenti doppie le tracce di quei due piani tangenti. L a  truccits del piano della 
conica doppia passa per i l  punto d'intersezione d i  peste due tracce. 

Ne1 n." 2 mostreremo che il contorno pub essere una curva qualunque 
di 4" ordine. Ma possiamo fin d'ora mostrare che in generale essa non avrà 
punti doppî né cuspidi (nè punti multipli più cornplicati); infatti, qualunque 
retta projettante, projetta due soli punti della superficie, mentre un punto doppio 
O una cuspide del contorno dovrebbe esser traccia di una tangente doppia O 

di una tangente principale della superficie non avente alcun punto di contatto 
coincidente con il centro di projezione (*), cioè di una retta projettante 4 O 3 
punti della superficie. 

2. Ruppresentazione analitica. Una superficie di 4" ordine avente una co- 
nica doppia ne1 piano x = O è rappresentata da un'equazione della forma 

A2 + 2A,B,x + C,x" (A, + B,x)2+(C, - Bf)x2 =O, 

ove A,,  B,, C, sono polinomî contenenti le coordinate nei gradi indicati dagli 
indici rispettivi. Prendiamo il centro di projezione, che abbiamo scelto su la 
conica doppia A, + B,x - O, x = 0, per origine del sistema di coordinate ; di 
più prendiamo per piano y = O il piano tangente a la superficie A, + B,x  = O 
in quel10 stesso punto e finalmente per quarto piano coordinato t=O il piano 
polare del centro di projezione rispetto a la quadrica C, - Bi -= O. L a  equa- 
zione (1) assumerà allora la forma 

ove g e $ sono funzioni di secondo grado delle sole x ,  y, e ed a ,  b sono co- 
stanti. Una retta projettante è determinata quando si conoscono i valori dei 

rapporti e 5; questi valori, sostituiti nella (2), la trasformano in un'equa- 
x x 

t zione di secondo grado ne1 rapport0 -, le cui radici determinano i punti pro- 
5 

jettati da quella retta. Uno di questi coincide con i l  centro di projezione 

(') V. p. e. Sar,mm, Geometry of three dimensions, 4" ed., pag. 245-246, oppiire la 
traduzione tedesca f.itf a di quest'opera da1 prof. FIEDLER, vol. 3' (l880), pg. 21. 
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quando sia 
a y z +  b a 2 = 0 ;  

quest'equazione rappresenta i due piani tangenti ne1 centro di projezione. 1 due 
t valori di - coincidono quando sia 
X 

a2y2+e - (a  yg + b ~ ~ ) ( a + ~  + b y z 2 ) ,  
cioè quando sia 

z"(uy" b z2)y + a p I  = 0. 

Per xe = O i due punti projettati coincidono in un punto della conica doppia, 
invece per 

( a y v  bzx?)? + a v  = O (4) 

la retta projettante diviene tangente a la superficie e quindi la (4) rappresenta 
il con0 di 4" ordine che, insieme ai due piani tangenti, costituisce il con0 cir- 
coscritto da l'origine a la data superficie. 

L a  equazione (4) è la forma più generale dell'equazione di un con0 di 
4" ordine bitangente a ciascuno dei piani della coppia a y 2  + 6x2 = O (*), ep- 
perb questi due piani sono due suoi arbitrarî piani tangenti doppî. Inoltre, l'e- 
quazione di quella coppia di piani assume la stessa forma quando per piano 
x - O si prenda un piano arbitrario passante per la loro intersezione, purchè 
per piano y = O si prenda il conjugato armonico di quel10 rispetto a la coppia 
stessa. Dunque : 

Data ad arbitiio una curva di 4' ordine e date due qualunque sue tan- 
genti doppie e una retta arbitraria passante per la loro intersezione, si pub 
sempre costruire una superficie di 4" ordine con conica doppia tale che quella 
curva sia il suo contorno in ilna projezione fatta da un punto della conica 
doppia, che le due tangenti doppie siano le tracce dei suoi piani tangenti ne1 
centro di projezione, e che infine la retta pel loro punto d'intersezione sia la 
traccia del piano della conica doppia. Vediamo adunque che nelle ricerche 
generali intorno alla projezione della superficie fatta da un punto qualunque 
della conica doppia non è il caso d i  pensare ad altre condixioni a czri debhano 
soddisfag-e i contorni e le tracce d i  quei tre pialzi, oltre a quelle enumerate 
ne1 n.' 1. 

(') Cib seçue dalia nota teoria delle coniche quadritangcnti a una curva di 4' ordine; 
si vegga per es. SALMON, Higher plane Curves (pnç. 272 della traduzione tedesca del 
prof. FIEDLER). Di questa teoria avremo occasione di fare parecchie a k r e  applicazioni. 
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3. Pzcnti visibili e punti inoisibili. Per  distinguere l'un0 da  I'altro i due 
puriti della superficie che hanno la stessa projezione, noi introdurremo la  no- 
zione di punti visibili e punti invisibili. Imagineremo a tale scopo un punto 
che percorra la retta projettante andando da1 centro di projezione, prima a la 
traccia di essa su1 piano di projezione, poi al suo punto a l'infinito e che quindi, 
da1 punto a l'infinito, ritorni per la parte opposta al centro di projezione. Allora, 
diremo visibile il punto della superficie che s'incontra per primo, invisibile 
l'altro. Siano A ,  B due punti della superficie; iiniamoli con una linea gia- 
cente su la superficie - operazione che non è possibile quando i punti stanno su 
due falde di superficie non connesse lungo una comune intersezione con il piano 
a l'infinito - e supponiamo che non sia lecito passare da  l'una a l'altra delle 
falde di superficie che s'intersecano nella curva doppia passando per i punti 
d'intersezione di questa con la curva A B  già segnata; allora, A e B saranno 
entrambi visibili O entrambi invisibili quando la somma del numero dei punti 
di semplice contatto (*) della projezione della linea AB con il contorno e del 
numero de'suoi punti d7intersezione con la projezione della curva doppia e con 
la retta all'infinito è un numero pari, invece uno dei detti punti sarà visibile 
e I'altro invisibile quando quella somma sarà impari. 

Presenta un grande interesse 10 studio della visibilità O invisibilità dei due 
punti A e B che stanno infinitamente vicini al centro di projezione P su cia- 
scuna delle due falde della superficie che ivi s'intersecano. Questi punti sono 
rappresentati da  due punti delle tracce dei piani tangenti in P. Chiameremo T' 
il punto d'intersezione di queste tracce e A', B' le projezioni di A ,  B. Irns- 
gineremo poi che un punto mobiIe vada da A fino a la  tangente PT'  della co- 
nica doppia, mantenendosi infinitamente vicino a P, che poi esso passi da  l'una 
a 17altra delle due falde della superficie, e che infine, mantenendosi infinita- 
mente vicino a P, vada sino in B. Corrispondentemente l a  projezione si muo- 
veril su ln tangente doppia T'A' da A' a T' e quindi su la tangente doppia 
T'B, sino in Br. Siccome ne1 precedente movimento è avvenuto un passaggio 
da una falda a l'altra della superficie, cosi, nella regola precedenternente esporta, 

(') Si considerano come punti di contatto anche le intersezioni del contorno con una 
linea doppia del piano di projeziune, cioh con una linea di cui ogni punto é projezione di 
due punti appartenenti a la  stessa linea della superficie. Una linea doppia é divisa da un 
punto di intersezione col contorno (« vertice P) in due parti; una di esse é projezione di due 
porzioni reali di liriee che si riuniscono in quel punto d'intersezione e che sono una visibile, 
l 'a l tra invisibile; l'altra invece contiene projezioni di punti imaginarl. Se la projezione di 
A B seca il contorno in 2n punti coincidenti in uno, questo equivale ad n punti di contatto. 
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bisogna scambiare fra loro le parole pari ed impari. 11 movimento pub ima- 
ginarsi eseguito in modo che in nessuno dei passaggi A' T', T'Br s'incontri la 
retta a l'infinito del piano di projezione. Il numero delle intersezioni con l a  pro- 
jezione della conica doppia sarà O od 1 secondochè A' e B' stanno da la stessa 
parte O da parti opposte di essa. Dunque A e B sono entrambi visibili O en- 
trambi invjsibili quando la somma di quel numero e del numero dei punti di 
contatto del contorno con i segmenti rettjlinei A'T' e B'T' è impari, uno è 
visibile l'altro è invisibile quando quella somma è pari. 

4. Piani tangenti doppz^. Oltre a le tracce dei due piani tangenti della 
superficie ne1 centro di projezione, sono tangenti doppie del contorno le tracce 
dei piani tangenti doppî della superficie che passano pel centro di projezione. 
Il numero di questi piani è per conseguenza 26. L a  linea d'intersezione con la 
superfic,ie di un piano tangente doppio ha per punti doppî, tanto i due punti 
di contatto, quanto i punti d'intersezione del suo piano con la conica doppia. 
Essa sarà quindi coniposta O di due coniche secantisi in quei quattro punti 
doppi, oppure di una curva di 3" ordine avente un punto doppio ne1 centro 
di projezione e di una retta secante questa curva nell'altro dei punti d'interse- 
zione del piano nonsiderato con la conica doppia e nei due punti di contatto (*). 

A quale di queste due specie di piani tangenti appartenga un dato piano 
tangente del con0 circoscritto, si riconosce determinando se delle due curve 
in cui si spezza quel17intersezione, ognuna passa una volta pel centro di pro- 
jezione, oppure se una di esse vi passa due volte e l'altra non vi passa. Se 
si chiarnano A' e R' i due punti in cui la traccia di  quel piano incontra le 
tracce T 'A'  e T'Br  de' piani tangenti in .P alla superficie, noi potremo per- 
correre quella delle due curve che passa pel punto A coincidente con P e 
projettato in A', e giungere al suo punto C projettato in B'; cib è possibile 
perchè una qualunque delle due curve qui considerate consta d'un solo ramo. 
Poi, dovremo determinare se il punto Cr cade O non ne1 punto B coincidente 
con P e projettato in B': se A' e B' stanno dalla stessa parte della proje- 
zione della conica doppia ed A è visibile (invisihile) C sarà pure visibile (in- 
visibile) ovvero sarà invisibile (visibile), secondochè il segment0 finito A'B' della 
traccia del piano tangente ha  un numero pari O un numero impari di  contatti 
con il contorno; succede il contrario se A' e Br stanno da parti opposte della 
projezione della conica doppia. Queste osservazioni assieme a quelle fatte ne1 

(*) Che questa r e t t a  non passi pel centro di projezione, risulta considerando die, i n  ta1 
caso, il contorno acquisterebbe un punto dnppio, il che B contro le ipotesi fatte. 
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n.' 3 per decidere se B era visibile, permettono di concludere che C coin- 
ciderà con E soltanto quando il perimetro del triarigolo T'A'B' tocca il 
contorno in un numero impari di punti. Ne1 caso in cui il perimetro del 
triangolo tocca il contorno in un numero pari di punti - caso che si veri- 
fica quando l'intersezione consta di due coniche - i sei punti in cui le rette 
indefinite T'A', T'B', A'B' toccano il contorno, staranno, in virtù del teorema 
di CARNOT, SU una conica, la  quale passera anche per i punti di contatto d'una 
quarta tangente doppia. Quest'ultima forma assienie ad A'B' una conica ap- 
partenente a quel10 stesso dei 63 sistemi di coniche quadritangenti al contorno 
di cui fa parte la conica costituita da le rette T'A' e T'B'. Siccome poi ogni 
sistema contiene in tutto sei coniche degenerate in coppie di rette, cosi ne1 
predetto sistema vi saranno, oltre a le tracce T'A', TB' dei piani tangenti 
in P, ancora le altre dieci tangenti doppie; e perb, in virtù del principio 
enunciato nell'introduzione (applicabile in questo cas0 perchè tutte le tangenti 
doppie di una curva di 4" ordine possono esser reali senza che sia soddisfatta 
alcuna equazione d i  condizione), potremo considerare corne dimostrato in ge- 
nerale il teorerna seguente : 

Psr un punto P della conica doppia si possono condurre dieci piani se- 
canti ciascuno Zn superficie in due coniche; se si projetta la superficie da P, 
le t~acce d i  questi piani si distribuiscono in coppie per fomzare delle conicke 
quadritangenti al contorno della superficie e appartenenti a Zo stesso sistema 
di cui fa purte la conica costituita da le trlrcce dei due piani tangenti in  P. 

Nello stesso tempo concludiamo che: la superficie contiene sedici rette; 
qualmque piano per una di  esse seca ancora la superjicie in una curuu di 
3" ordine con punto doppio. 

5. Teorema d i  Kummer. Da1 n.' 4 scaturisce che, per un punto qualunque 
della conica doppia, si possono condurre dieci piani, ognuno dei quali sechi 
la  superficie in due coniche. L e  projezioni di queste coniche da un punto 
fisso P della conica doppia saranno coniche quadritangenti al coutorno. Ora, 
l'insieme delle coniche quadritangenti a una curva di 4" ordine si divide in 
63 distinti sistemi colle caratteristiche p = 2 ,  v = 4, cioè in 63 sistemi tali 
che in ognuno di essi vi sono due coniche passauti per un punto arbitrario 
del piano e quattro tangenti a una retta arbitraria del piano stesso. Quindi 
le predette projezioni si devono distribuire in un certo numero y di questi 
sistemi, e ognuno di questi y sistemi sarà projezione di un certo sistema di 
coniche della superficie. Vogliamo cercare 17 inviluppo dei piani delle coniche 
aypartenenti ad  uno di questi sistemi. 
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Siccome un punto qualunque del piano di projezione, é imagine di due 
punti della superficie, cos1 per un punto di questa passerà una conica del si- 
stema. Perb, il pians di questa secherà ancora la superficie in uns  conica. Ora, 
se questa apparteneese a 10 stesso sistema deli'altra, per un punto qualunque 
della superficie si potrebbe condurre un solo piano tangente all'inviluppo cer- 
cato, e perb questo si ridurrebbe ad una retta,  asse di un fascio di piani 
secanti ciascuno la superficie in  una coppia di coniche; tutte le coniche del 
sistema dovrebbero secare l'asse del fascio in due punti fissi - perchè altri- 
menti questo asse apyarterebbe alla superficie - e in conseguenza le proje- 
zioni loro pslsserebbero per due punti fissi, il clie rjpugna con l'ipotesi fatta 
che il contorno sia una curva di 4" ordine generale. 

Segue da cib, che i piani tangenti dell'inviluppo secano ancora la data 
superficie in un'altra se,rie di coniche (che non pub essere costituita di pa- 
recchf sistemi, perchè il dato sistema e l'inviluppo sono semplici). Per  un punto 
qualunque della superficie passa dunque una conica di ciascuno dei due sistemi 
che hanno 10 stesso inviluppo, cioè due piani tangenti dell'inviluppo. Questo 
risulta quindi di 2 'hlasse,  e perb è un cono. 

Siccome questo con0 non contiene la  conica doppia, cos: da un punto 
qualunque P di questa si potranno condurre due piani tangenti al cono, e 
siccome, in virtù del n.' 4, per P passano dieci tali piani, cosi devono esservi 
cinque coni e il numero y dei sistemi deve esser 10. Si h a  dunque il teorema: 

L'imduppo dei piani secatzti la data superficie in  coppie d i  coniche, consta 
di cinque coni di 2" ordine. L i  chiameremo Coni di Kummer da1 nome del10 
scopritore di  questo teoreina. Ogni piano tangente di un cono di Kummer seca 
la superficie iru due coniche appartenenti a sistenzi diversi. Diremo conjzcgati 
due sistemi di coniche della superficie i cui piani toccano 10 stesso con0 di 
KUMXER. 

6. Posixione delle rette della supe~ficie rispetto ai coni di  Kummer. In 
uno qualunque dei dieci sistemi che si ottengono projettando un sistema di 
coniche della superficie, due delle sei coniche degenerate in coppie di rette, 
rappresentano due coniche della superficie passanti per il centro di projezione. 
1 punti di una ta1 coiiica posti infinitamente vicini a P sono determinati da la 
traccia di uno dei piani tangenti in P; gli altri 10 sono da  l a  traccia di un 
piano tangente condotto da  P al  cono di EUMXER corrispondente al sistema 
considerato. Delle due paja di coppie di rette che si possono formare combi- 
nando la traccia di uno dei due piani tangenti in P con la traccin di un piano 
tangente a quel con0 passante per Y, uno appartiene a l'uno, l'altro a l'altro 
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di quei due sistemi di coniche quadritangenti che sono projezioni di due sistemi 
conjugati della superficie. 

L e  altre otto coppie di tangenti doppie, ognuna delle quali deve riguar- 
darsi come una conica d'uno dei due sistemi, debbono essere projezioni di 
coppie di rette della superficie poste in piani tangenti a quel cono. Siccome 
i due sistemi non possono aver comuni che le quattro rette che nominammo 
per prime (*), cos1 noi otterremo in ta1 modo tutte sedici le rette della super- 
ficie. Dunque : 

Uno qualunque dei cinque coni d i  Kummer è toccato du le sedici rette 
dellu superjîcie; queste stanno a due a due in otto piuni tunyenti ad uno d i  
quelli. 

Questo teorema mostra che ognuna delle sedici rette della superficie ne 
incontra altre cinque, quelle, cioè, che stanno con essa in uno stesso piano tan- 
gente di un con0 di KUMMER. 

Come già osservarono GEIBER e DARBOUX, le proprietà cnratteristiche della 
configurazione formata da  le rette della superficie, si possono riassumere ne1 
teorema seguente : 

Le sedici rette della superficie, per quanto riguarda le loro mutue inter- 
sezioni, hanno le stesse proprietà delle sedici rette della superficie generale di 
3' ordine non secanti una 17a di esse. 

Il legame che viene cosi stabilito fra le nostre superficie e quelle del 
3' ordine, si  rende manifesto in modo naturalissimo studiando la projezione di 
cui ci servimmo; infatti, è facile vedere che questa si ottiene anche projettando 
una superficie di 3' ordine y3 da uno de'suoi punti. Allora le tracce dei due 
piani tangenti in P a la superfic,ie di 4" ordine si mutano nella traccia del 
piano tangente a y, ne1 novello centro di projezione e nella projezione di una 
retta 1 della superficie; le dieci tracce dei piani tangenti condotti da P ai coni 
di KUMMER divengono le projezioni delle rette di p, che secano 1; le projezioni 
delle sedici rette della superficie di 4' ordine coincidono con le projezioni delle 
rette di y ,  che non incontrano 1; finalmente le condizioni per l'intersezione 
efettivu di queste rette r i m m m n o ,  come si vede facilmente, le stesse. Aggiun- 
geremo ancora che la stessa trasformazione col mezzo della quale GEISER di- 
mostra il precedente teorema, mette in evidenza che le due superficie hanno 
la stessa projezione; e questo fatto è la base del precedente metodo di dirno- 
strazione. 

(') Oltre a i  due indicati, v i  é un terzo modo di distribuire in coppie queste re t t e ;  il 
sisterna di coniche che cosi resta detsrminnto é qucllo di cui & fatto ccnno ne1 n.' 4. 
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7.  Intersezioni fj.a coniche della superficie. Siccome per ogni punto della 
~uperficie non posto su la curva doppia si pub coiidurre una conica di cia- 
scuno dei dieci sistemi (n.' 5), cos1 è evidente che due coniche dello stesso 
sistema non possono secarsi, supponendo perb che non si contino le interse- 
zioni che possono aver luogo in punti della curva doppia e che scompajorio 
facendo un cambiamento infinitesimo in una di esse. Yer conseguenza, i duc 
punti in cui una di quelle coniche incontra un altro piano tangente del me- 
desimo cono di KUMMER devon0 appartenere a la conica del sistema conjugato: 

Le eoniche della superficie appartenenti a 21120 stesso sistenzcr. non s'irzcon- 
trano. L e  co~ziche di  due sistemi conjtigati s'hzcontrano in due punti. 

L e  intersezioni di due coniche (k), (1) i cui piani toccano differenti coni 
di KUMMER si potrebbero determinare servendosi di una figura, il cui contorrio 
abbia reali le 28 tangenti doppie e, quindi, i 63 sistemi di coniche quadritan- 
genti. Perb questo studio si pub semplificare limitandosi a considerare il caso 
in  cui una, (l), delle due coniche é costituita di due rette a c b. Quanto si dice 
in questo cas0 riguardo a le intersezioni di questa conica, deve sussistere per 
infinite altre dello stesso sistema (perchè un punto d'intersczione di (1) con il 
piano di (k) non pub saltare iinprovvisamente da l'una a l'altra delle coniche 
in cui quel piano seca la superficie), e quindi varrà per tutto il sistema a cui 
appartiene (1). 

Ora, poichè le rette u e ti si secano senza che il loro piano tocchi quel10 
stesso con0 di KUMMER che tocca il piano di (k), esse faranno parte di coniche 
di due sistemi conjugati corrispondenti a 10 stesso con0 di KUMMER. Percib una 
secherà (k), l 'altra no. Dunque: 

Due coniche della superficie i cui piani non toccano lo stcsso cono d i  
Iiurnmer s'incontrano i n  un ppun Io. 

Se  (k') è l 'altra conica della superficie che sta con ( k )  in un piano, cd 
(2') quella che stit con (1) in un piano, i quattro punti d7intersezione della su- 
perficie con la retta in cui si secano quei piani, sono le intersezioni di ( IL )  ed 
(l), di (k) ed (Z'), di ( k t )  ed (1), e di (k') ed (1'). 

8. Corollarz" del ~netodo d i  dirnostrazione esposto nei I Z . ~  4, 5 e 6. Appli- 
cnndo dei teoremi noti relativi a le coniche quadritangenti di una curva di 
4' ordine, ai sistemi considerati nei numeri precedenti si trovano dei teoremi 
relativi alla superficie di cui ci occupiamo. Co-1, dalla proposizione: i putzti di 
contatto d i  due coniclze deblo s t~sso  sistema stanno su zln7tzltra conica, si ottiene 
cib che segue: 

L e  due coppie di tangenti piincipali in un punto della conica doppia 
An?tali di Matematica, ton O XIV. G 
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e i punti di contatto della superficie con due piani tangenti doppî passanti per 
P e toccanti Io stesso con0 di KUMMER, stanno su uno stesso cono quadrico. 

Un punto Y della conica doppia è vertice di un con0 quadrico passante 
per gli otto punti in cui i piani tangenti condotti da P a due coni di KUMMER 
toccano la superficie. Per  le rette che vanno da un punto P della conica doppia 
ai  punti di contatto della superficie con i piani condotti per P e per le rette 
della superficie che stanno in uno stesso piano tangente ad un con0 di KUMMER, 
si possono far passare: 1.' tre coni quadrici, ognuno dei quali contenga i punti 
di contatto della superficie con piani condotti per P e per un'altra coppia di 
rette della superficie situate in uno stesso piano tangente a quel con0 di KUMMER, 
2.' due coni quadrici a ognuno dei quali appartengano le due tangenti prin- 
cipali poste in uno de'piani tangenti in P a la superficie e i punti di contatto 
della superficie con uno dei piani tangenti condotti da P a quel10 stesso con0 
di KUMMER. 

Da1 teorema : le sei  idersexio?zi  delle coppie d i  tangen t i  che costituiscono 
cowiche dello stesso sistema stantao s u  una conica, si deduce, fra le altre, la 
seguente proprietà: la tangente in un punto P della conica doppia e le con- 
giungenti di 2' con i vertici dei cinque coni di KUMMER sono gerieratrjci di un 
con0 di 2' ordine. Considerando l'intersezione di due consecutivi di tali coni, 
si vede che' la cubica gobba passante per i vertici dei coni di KUMXER e per 
il punto P della conica doppia, toccherà questa in P. 

Viceversa, da la esposta applicazione stereometrica della teoria delle curve 
di 4' ordine, si possono dedurre dei teoremi su p e s t e  cuïve.  1 sistemi costi- 
tuiti da  le projezioni di coniche della superficie appartenenti a due serie poste 
nei piani tangenti di uno stesso cono di KUMMER, saranno due sistemi di co- 
niche quadritangenti al contorno aventi comuni quattro tangenti doppie distri- 
buite in vario modo in due coppie. Ne1 terzo di tali modi, le tangenti doppie 
della stessa coppia si secano nella projezione IC' del vertice del con0 di KUMMER 
e nella traccia T' della tangente a la  conica doppia ne1 centro di projezione. 
Ora, se si considera una conica in ognuno di quei due sistemi, due dei loro 
punti d'incontro saranno projezioni di intersezioni effettive di due coniche dello 
spazio poste in piani tangenti a1 cono di KUMMER, e quindi la congiungente di 
essi, che è la projezione dell'intersezione dei due piani tangenti, passerà per K'. 
L'altra corda comune di quelle due coniche passerà per !Pr - il che si vede 
facendo passare la projezione della conica doppia (la quale projezione pub essere 
una retta qualunque per T i )  per uno, M', dei due punti d'intersezione posti 
su quella stessa corda comune; allora i due piani tangenti avranno ancora co- 
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mune il punto della conica doppia che è projettato in JI', epperb coincide- 
ranno (*) e il quarto punto d'intersezione delle due coniche della superficie 
cadra in conseguenzn su la conica doppia. - Con cib resta diinostrato il 
teorema seguente: 

Duc opposte fi.a le corde comtni  a due coniche yuadritangenti d i  u l fa  
cursa piana d i  4" ordine e cipprtenenti a due s i s h n i  aventi coînacni quatt7.0 
ta~zgenti doppie accoppiats itz var i  modi, passano m a  per l'zrna, l'ultra per 
l'altra delle due intersezioni d i  quelle due coppie d i  tangenti d o p i e  c l~e  non 
possono costitz&e una conica di alcuno d i  quei due sistemi. 

Non ci fermeremo a l'applicazione che si potrebbe fare di questa propo- 
sizione a la superficie che studiamo; piuttosto osservereino che essa guida a la 
notissirna proposizione planimetrica (**): 

Oltre a le 28 tnngenti dol7pie d i  urza cicrw d i  4 O  ordine, v i  sol20 5040 
rette d i  czri ciascuna congiunge tre punti d7i9ttersexione di tangenti doppie; 
per ogni punto d'intersexione d i  due tangenti doppie pnssano 40 d i  p e s t e  rette. 

9. C'urve della superficie. Una curva algebrica del piano di projezione è 
in generale imagine di una curva gobba semplice, i cui punti sono a coppie 
projettati in urio stesso punto. Perb, ne110 studio delle curve più semplici ap- 
partenenti a la superficie, presentano un grande interesse le curve del piano di 
projezione le cui corrispondenti curve si spezzano in due aventi projezioni coin- 
cidenti. Una condizione necessaria affinchè unn curva del piano di projczione 
sia di tale specie è che essa tocchi il contorno in  tutti i punti (reali O ima- 
ginarî) che ha comuni con questo (n.' 3). Inoltre questa condizione è anche 
suficiente quando quella curva è rnxionwle (unicursale O di genere 0); cib ri 
deduce da1 fatto che il generc della curva projettata è d o r a  - 1 (***). 

Non sono in grado di indicare sotto forma completamente generale le 
condizioni necessarie e sufficienti, affinchè una curva sia projezione comune di 
due distinte curve della superficie (****); tuttavia non è difficile trovarle nei casi 

(') L a  corda comune passante per K '  sarh projezione della generatrice di contatto. 
(") Vedi SALMON-FIEDLER, I W t e r e  ebene Curven,  pag. 251. Il teorema generale eqposto 

ne1 testo si pub dimostrare analiticamente con un ragionaniento analogo a quello con cui 
il  SALMON dimostra l a  citata proposizione più particolare sulle coppie di tangenti doppie. 

("") Questo risultato - che del resto é contcnuto in una formola generale che io pu- 
blicai ne1 3' vol. dei Mathem. Annalcn, pag. 323 - s i  pu0 anclw ottenere iiicdiante una 
numerazione di punti doppi. 

("") F r a  i risultati più particolari citerb i segiienti: Se una curva di 3 O  ordine del 
piano di projezione, priva di punti doppi, 6 imacine di due curve. essa apparterrh ad uno 
dei 28 sistemi (tripliceinente infiniti) di curve di 3' ordine tangenti in aei punti a l  contorao 
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più sernplici in m i  si tratti di curve d'ordine non molto elevato. Ma siccome la  
determinazione di tali curve della superficie fu fatta altrimenti e più comple- 
tamente da CLEBSCFI nella Memoria che citammo nell'introduzione, e siccome 
noi esporrenlo pjù innanzi un metodo nuovo e molto comodo per fare la stessa 
ricerca, cos) ci limitiamo a mostrare il profitto che si pub trarre da l'esposto 
modo di procedere servendocene per trovare le cubiche gobbe della superficie. 

Una ta1 curva, come qualunque curva della superficie, deve incontrare 
la conica doppia. Noi sceglieremo per centro di projezione uno, P, dei punti 
d'intersezione. L a  curva sarh allora projettata in una conica avente quattro con- 
tatti con il contorno. Ora, qualunque conica quadritangente, essendo di genere 
zero, sarà projezione di due curve che del pari saranno di genere zero (affinchè 
il genere complessivo della curra projettats sia - 1) e che quindi dovranno 
esser formate ciascuna di un sol ramo. Basta dunque - come per le curve 
projettate in tangenti doppie - che cerchiamo quante volte ognuna di queste 
curve passa per P; aggiungendo due a questi numeri, troveremo l'ordine di 
queste curve. Dobbiama dunque trovare delle coniche tali che, delle quattro 
intersezioni d'una di esse con le tracce dei piani tangenti in P, tre siano pro- 
jezioni di punti (coincidenti in P e) appartenenti a una delle due curve ob- 
biettive e la quarta sia projezione di un punto dell'altra. Ora, considerando 
i 63 sistemi di  coniche quadritangenti, si dimostra che cib non è possibile se 
non per uno dei 32 sistemi ognuno dei quali S determinato da la traccia d i  
un piano tangente in P e da la projezione di una delle sedici rette 1 e le cui 
altre cinque coniche con punto doppio sono formate da la traccia di un piano 
tangente condotto da  P a un con0 di KUMMER e da la projezione della retta 
della superficie posta con 1 in uno stesso piano tangente n quel cono di KUM- 
MER (*). Per  P pasvano dunque 32 sistemi di cubiche gobbe della superficie; 

e i cui punti di contatto stanno su una conica passante per i punti di contatto del contorno 
con u n a  sua tangente doppia; ung. curva di 4' ordine sëuza i u n t i  doppi deve appartenere 
ad uno dei sistemi (sei volte infiniti) di curve tangenti in otto punti e i cui punti di contatto 
stanno su m a  conica; e una curva di ordine superiore a l  quarto senza pnnti doppî non pub 
esser projezione di due differenti curve. 1 predetti sistemi di curve di 3' e 4' ordine tan- 
çenti in 6 od 8 punti ad  una curva di 4" ordine non sono gli unici eaistenti. (Vedi HESSE 
e STEINER ne1 vol. 49 del Giornale di CRELLE e CLEBSCH ne1 vol. 63 del Giornale di BOR- 
CHARDT.) 

(') Si vede subito che l a  coppia d i  piani condotti per P e per  un2 di quelle coppie di 
rette,  seca la  superficie in una curva di 3" ordine composta di una re t t a  e una conica, e in 
una curva di 5' ordine composta d i  una conica e di  una curva di 3' ordine. Che gli altri  
31 eistemi di coniche (di cui giA ne1 ri." 5 considerammo quei 10 tali clle le  curve coyri- 
spondenti sono composte ciascuna d i  una conica e di una curva di 6" ordine) non si debbano 
qui considerare, si vede facilmcntc teneiido prcsenti le loro coniche degeneri. 
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una curva qualunque appartenente ad uno di essi è determinata da  un pu&o 
Q della superficie (cfr. n." 5). Perh questi sistemi sono accoppiati in modo clie 
si passa da  I'uno a l'altro dei sistemi di una coppia scambiando fra loro i due 
piani tangenti in P. Se si fa ora muovere P sulla conica doppia sinche (vedi 
il seguente numero) s'incontrino i punti in cui due piani tangenti coincidono, 
in cui si connettono le due falde della superficie, uno dei due sisterni di uns  
coppia si mutera nell'altro. 1 16 sistemi clie vengono co6i formati dai 32 prece- 
denti sono fra loro distinti; ognuno corrisponde, ne1 senso indicato, a una delle 
rette della superficie. Q e un punto infinitamente vicino a P su una delle due 
falde della superficie passanti per P, determinano una c u r m  del sistenia; cioè: 

A la supe~ficie appartengotzo 16 sistemi d i  czlbiclre gobte. U I ~  czcrva d i  
uno pa lunque  d i  essi è detemzinaia da due suoi punti. ,4 ognuno dei sistemi 
uypartiene una serie infi~zila d i  czcbicl~e piatze con. yzinto doppio. 

L a  nostra rappresentazione di queste curve si presta anche per determi- 
nare il numero delle loro intersezioni effettive con le rette della superficie. Essa 
ha il vantaggio su1 metodo di CLEHSCH di condurre immediatamente al risul- 
tato che i 16 predetti sistemi si determinano tutti nello s t ~ s s o  modo. 

Che, oltre a queste ciirve di 3' ordine, non ve ne siano di quelle che pns- 
sino per certi determinati punti della conica doppia si vede, sia ponendo il 
punto f' di questa in tutte le posizioni possibili a cui corrisponde una forma 
singolare del contorno, sia collocando P in una posizione arbitraria ne1 mentre 
si studiano le curve aventi per imagini curve di 3' ordiiie con punto doppio. 

10. Punt i  czlspiduli. I l  con0 circoscritto aventc il vertice ne1 punto Y 
della conica doppia seca il piano di questa in quattro genwatrici i cui punti di 
c,ontatto debbono coincidere con i loro punti d'intersezione con la conica doppia 
diversi da P. In ognuno di questi punti d'intersezione vi sono cosi due inter- 
sezioni coincidenti, che appartengono a la stessa fdda  e quindi sono due punti 
consecutivi della superficie. Uno di tali punti deve esser dunque uno di quelli 
in cui le due falde di superficie che s'intersecano nella conica doppia vengono 
a connettersi, in cui, quindi, quando la conica doppia è pa le ,  i due piani 
tangenti coincidono per divenir poi imaginarî e ove la curva da l'essere inter- 
sezione di due falde reali passa a divenire curva isolata. Questi punti, che 
CLERSCH chiama punti cuspidali, sono gli stessi che CAYLEY chiamà Pinclr- 
points (*). La superficie che studiamo contiene dunque quattro di questi punti. 

(') Kella mia Alemoria Su le superficie reciproche, pubblicata ne1 vol. 10' dei Mnlh. 
Annalen, io ho ampiamente etudiate (pas. 468-479) le proprieth di questi punti. Fra qacst 
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Projettando la superficie da  un punto cuspidale, si ottiene come contorno 
una curva avente un punto doppio nella traccia della tangente singolare (*). 
Le tracce dei due piani tangenti a la superficie ne1 centro di projezione coin- 
cidono in una delle sei tangenti che passano pel punto doppio del contorno. 
Una qualunque delle a h e  cinque diviene traccia di un piano in c.ui vennero 
a coimidere due piani tangenti doppî. L e  coppie di tangenti doppie a una 
curva di 4' ordine che vengono a coincidere quando essa acquista un punto 
doppio costituiscono delle coniche del10 stesso sistema; in virtù del n.' 4 gli 

'altri cinque piani tocchn$anno quindi 10 stesso con0 di Kwmn. 
Giungiamo in ta1 modo a la conclusione che tutti cinque i coni di KUMMER 

passano per i punti cuspidali. 1 phni  tangenti a i coni di KUMMER in questi 
punti secheranno ciascuno la superficie in due coniche fra loro tangenti (cib 
segue da quanto si dimostrb al n.' 5). 

11. Altra dimostraxione del teorema d i  Kummer. Che i piani tangenti 
(coincidenti) in un punto cuspidale debbano secare la  superficie in due coniche, 
si pub anche dedurre da1 fatto che, in generale, le rette della superficie (**), 
in virtù del n.' 2, non passano per alcun punto cuspidale. Servendosi poi del 
n.' 10 si pub trovare che l'inviluppo dei piani secanti la superficie in due co- 
niche è (almeno) di 10" classe e che passa cinqiie volte per ciascuno 'dei punti 
cuspidali. Esso non pub secare la conica doppia della superficie in altri punti 
- cib si vede tentando di assumere un altro di questi punti d'intersezione, 
supposto che esista, conie centro di projezione - onde è di 10' ordine. La sua 
intersezione con il piano della conica doppia è per conseguenza una curva di 
10" ordine con quattro punti quintupli, ha comuni 21 punti colla conica deter- 

citer6 le  seguenti, l a  cui d i m o ~ t ~ a z i o n e  é semplice, specialmente attenendosi a l a  superficie 
d i  ciii trattiamo: Qualunque sezione piana della superficie passante per un punto cuspidale 
h a  ivi una cuspide; esiste un fascio di piani passanti per quel punto in ognuno dei quali 
questa cuspide si muta in un punto d i  contatto di due rami;  i piani di questo fascio toccano 
tut t i  la superficie ne1 punto cuspidale, epperb ogni con0 circoscritto a la  superficie passa per 
quel punto; il con0 circoscritto, con i l  vertice in un punto cuspidale, ha  per  generatrice doppia 
l'asse del predetto fascio, asse che si chiama tangente si~zgotare. Quest'ultima proprietà si 
dimostra facendo uscire da1 punto cuspidale delle tangenti a le varie sezioni piane paesanti 
per esso; m a  essa presentasi anche come l'unica possibile spiegazione del fatto che i piani 
tangenti a le  due falde della superficie che erano piani tangenti doppi del con0 circoscritto 
avente il vertice in  un punto qualunque della curva doppia, vengano a coincidere. 

(') Vedi l a  nota precedente. 
(") È d a  notare che noi qui facciamo uso, oltreché dei n.i 1, 2, 10, solo di quelle pro- 

prieta contenute ne1 n." 4 che servono a dimostrare esservi al massimo 26 rette. 
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minata dai punti cuspidali e da  un altro punto della traccia dell'inviluppo su1 
piano della conica doppia, dunque deve comporsi di cinque coniche (*). 

Che I'inviluppo sia un sistema di coni segue da1 fatto che il suo spigolo 
di regresso, se esistesse, dovrebbe secare il piano della conica doppia in cu- 
spidi della intersezione che già determinammo; ora, la predetta intersezione non 
h a  cuspidi, nè i punti quintupli possono risultare da  la sovrapposizione di punti 
singolari fra cui si trovino delle cuspidi, perchè i rami che s'incrociano in essi 
provengono da l'intersezione di un piano con cinque falde distinte della svi- 
luppabile. 

Ma che il detto 'inviluppo sia costituito da coni si vede anche imrnedia- 
tamente cercando le intersezioni del (supposto) suo spigolo di regresso con la 
data superficie. Infatti uno di questi punti deve essere uno di quelli in cui il 
corrispondente piano tangente dell'inviluppo tocca In superficie data, perchè 
altrimenti questo piano tangente dovrebbe toccare qiiesta superficie lungo una 
retta, e perb due rette della superficie coincidcrebbero. Ma se uno dei punti di 
contatto d'un piano tangente stesse su 10 spigolo di regresso dell'inviluppo, 
giacesse in conseguenza su due generatrici consecutive di questo, ne seguirebbe 
che esso avrebbe nell'altro silo punto di tangenza un contatto stazionario, onde 
quest'ultimo sarebbe una cuspide della intersezioiie della superficie inviluppo 
con il piano della conica doppia. Ora un ta1 punto non pub lrovarsi su una 
curva composta di coniche. Dunque 10 spigolo di regresso B d'ordine 0. 

Dopo avere cosi dirnostrato che l'inviluppo consta di coni, si dedurrà, da1 
ne0 2, che uno qualunque di questi non pub essere d'ordine superiore al se- 
condo, perchè altrimenti per uno stesso punto doppio passerebbero pih di due 
tangenti doppie del contorno della superficie data. 

II. 

Propr ie tà  generali ot tenute servendosi  di  un con0 di Kummer. 

12.  Projezione della superficie da! vertice d'un cono di Kummer. Siccome 
qualunque generatrice di un cono di KUMMER tocca due volte la superficie, cos1 
il numero delle tangenti che si possono condurre, oltre le due tangenti doppie, 

(') Qriesta dimostrazione non differiwe sostanzialmente da quella che io esposi a pag. 540 
della mia citata Memoria Su le superpcie reciproche, in cui io mi appoggio unicamente 
su la determinazione dei numeri di certe singolarith. La sola differenzs consiste in ci6 che 
io allora applicavo delle relazioni generali fra questi numeri. 
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da1 vertice T di  un con0 di KUMMER a la  linea d'intersezione della superficie 
con un piano passante per T è 4, perche tale curva d'intersezione, avendo due 
punti doppî, è di 8" classe. Se, dunque, si projetta da  T la superficie, il con- 
torno sarà format0 da la traccia (s,) del con0 di KUMMER contata due volte e 
da  una curva di 4' oïdine (k,). In ta1 caso ogni punto del piano di pïojezione 
è imagine di quattro punti della superficie. 

L a  classe di (k,) si trova determinando il numero delle tangenti che essa 
h a  cornuni con (s,). Notiarno percib anzitutto che queste due cmve debbono 
toccarai in tutti i punti che esse hanno comuni: jnfatti il piano projettante che 
passa per la tangente a (s,) in un punto Q, seca la superficie in due coniche 
aventi due punti d'intersezione su la retta TQ,  ci06 i due punti di contatto 
del piano tangente doppio, e le quattro tangenti condotte da T a quelle co- 
niche sono generatrjci del con0 T(k*,); ora, se una di queste coincide con TQ, 
entrambe quelle coniche debbono toccarla e perb anche una generatrice di 
T(k,) coincide con TQ. (k,) e (s,) si toccano quindi in quattro punti; le tan- 
genti in questi equivalgono a 2 - 4 = 8 tangenti comuni. Le  altre tangenti co- 
muni debbono esser tracce di piani secanti la superficie in due coniche unn 
delle quali sia composta di due rette. Otto di tali piani passano per T; delle 
corrispondenti coniche degeneri quattro appartengono a l'uuo, quattro a l'altro 
dei due sistemi di coniche poste in piani tangenti al cono di  KUMMER consi- 
derato. Per  conseguenza (k,) ha in totale comuni sedici ta.ngenti con la conica 
(s,), e perb è di 8" classe ed ha due punti doppi. 

Dunque per T si possono cotzdurre, oltre a le generatrici del con0 d i  
Kutnmer T(s,), due tangenti doppie delln sqerficie. 

L a  curva (k4) ha otto tangenti doppie; esse sono le tracce dei piani tan- 
genti condotti da T a gli altri coni di KUMMER e saranno, peï conseguenza, 
accoppiate per formare quattro coniche quadritangent,i degeneri di (Ic,). Oltre 
a queste e a (s,), si ha un'altra conica yuadritangente, cioS la  projezione della 
conica doppia; cib risulta notando che, se la conica doppia h a  comune un punto 
R con T(k,), uno dei piani tangenti in R alla superficie toccherà T(k,) lungo 
TR (vedi n.' 13). Pub interessare di sapere come le sei coniche testè nomi- 
nate si djstribuiscano nei varî sistemi di coniche quadritangenti; gli è cib che 
ora determineremo. 

Una curva di 4' ordine con due punti doppî ha tredici sistemi di coniche 
quadritangenti. Dodici di essi hanno le caratteristiche p = 2 ,  v = 4; e a ognuno 
di essi appartengono due coppie di tangenti doppie e due coniche costituite 
ciascuna di due tangenti passanti per un punto doppio (ognuna di queste ultime 
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deve contarsi due volte nella teoria delle caratteristiche). Al  tredicesimo appar- 
tengono quattro coppie di  tangenti doppie ed una conica infinitamente schiac- 
ciata, avente per vertici i punti doppi; le caratteristiche di  questo sistemn 
sono p = 2 ,  v = 3 (*). 

Ora, da I'esposta distribuzione dei vari sistemi di coniche della superficie 
risulta che fra uno qualunque dei coni di KUMMER e gli altri quattro passano 
le stesse relazioni (dimodochè, quando uno dei vertici B conosciuto, gli altri 
quattro devono determinarsi mediante un'equazione irriducibile). Questo fatto 
non pub conciliarsi con altra ipotesi se non con quella che tutte le sei predette 
coniche quadritangenti appartengano a l'ultimo nominato dei tredici sistemi 
(cosa che del resto verrà dirnostratn altrimenti nei n.i 13 e 15). 

L e  considerazioni testè esposte, potrebbero porgere occasione di far cono- 
scere varie proprietà del10 stesso genere di quelle contenute ne1 n.' 8: noi 
perb non ci arresteremo a f d o  e invece riassumeremo ne1 teorema seguente 
quanto ora dimostrammo : 

Quando s i  projetta lu superficie da1 vertice d i  un cono d i  Kummer, i l  
cmtorno d i  essa consta della traccia (s,) d i  puesto con.0, contata due volte, e d i  
etna curva d i  40 ordine (12,) con due punti dopp2 toccata quattro volte sia da 
la predetta traccia, che dà la projezione (d,) della cofzica doppia. Queste due 
coniche e le tracce delle coppè d i  piani tangercti degli al tri  coni d i  Kummer 
che passano pel centro d i  projezione, appnrtengono a quel sistema singolare d i  
coniche quudritangenti i cui pzdnti d i  contatto stantzo i n  una stessa conica con 
i due punti doppt d i  (k,). I n  ciascuna delle otto tangenti comuni a (s,) e (I;,), 
sono prq'ettate due rette dellu superjcie. 

13. Costwzione della suyerficie. Vi è una costruzione per punti della 
nostra superficie che sta in un legame strettissimo con la projezione indicata al 
n.' 1 2  e che noi ora esporremo, perché essa serve a dare un'idea molto chiara 
di  varie proprietà di essa superficie. 

P e r  una retta qualunque uscente da1 vertice T di un con0 di KUMMER si  
possono condurre a questo due piani tangenti; ognuno di essi seca la superficie 
in due coniche appartenenti una a l'uno, l'altra a l'altro dei duo sistemi con- 
jugati relativi a quel cono. Le  quattro intersezioni di quella retta con la super- 
ficie si distribuiscono in due coppie JI, LM* e M',III', , ognuna delle quali (in 
grazia di cib che si disse al n.' 7) è formata delle intersezioni di due coniche 

(') Io mi  sono occupato di questo sistema singolare in una Mernoria inserita ne1 Bol- 
lettino (u Oversigter *) della R. Accademia danese, arino 1879. 

Anna lé di  Matematica, Qmo XII'. m 
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appartenenti una a l ' u n ~ ,  l'altra a l'altro dei predetti sistemi. Ora, se noi 
chiamiamo S il conjugato armonico di T rispetto a M,M, ed S f  il conjugsto 
armonico di T rispetto a M',M',, il luogo geometrico dei punti S, S' sarà. una 
quadrica (G,). Infatti su una retta per T non si trovano altri punti del luogo 
che i punti 8, S' corrispondenti a quella retta e quelli che, appartenendo ad 
altre rette uscenti da T, coincidono con T. Ma è facile vedere che di punti di 
quest'ultima specie non se ne trovano: e in vero, se S  coincidesse con T do- 
vrebbe accadere altrettanto di in, O di M,, cioè T stare su la superficie data, 
il che non avviene. 

Siccome S e S' coincidono quando i due punti Mi, M, coincidono con i 
due punti M',,  M f , ,  cos) il con0 di KUMMER dev'essere il cono di vertice T 
circoscritto a l a  superficie (G,). 

Noi poseiamo ora anche determinare il luogo geometrico delle coppie d i  
punti D, D' armoniche con entrambe le coppie M, Me e Mli M t .  Su una retta 
condotta ad arbitrio per T si trovano due tali punti, oltre a quelli che possono 
coincidere con T. Ora, se per una determinata retta condotta per T, D coin- 
cide con T, D' coinciderà con S e con 8'. Ma noi vedemmo che questi ultimi 
non possono coincidere se non quando Mi M2 coincidono con M1,211', . Perb in 
questo caso, non solo T, ma qualunque altro punto di quella retta pub ri- 
guardarsi come un punto D, e quindi quella retta apparterrà completamente 
al luogo. Questo é dunque format0 del cono di KUMNER e di m a  quadrica 
(8,) (*) la quale è in realtà il luogo che volevamo determinare. 

Quando si conoscono le superficie (cl',) e (O,), si  possono determinare, su qua- 
lunque retta condotta per Y', prima i punti S, S', D, D' come intersezioni della 
retta con queste superficie, e poi i punti M,M2, M' ,Mt ,  come punti doppî delle 
involuzioni determinate da  la coppia DD' e da  una delle due coppje TS, TS'. 

Ors, se Mi deve coincidere con Mfi (O M',) senza che coincidano gli altri 
due punti .lV, debbono coincidere fra loro in quel10 stesso punto D e D'. Ne 
segue che la conica doppia della superficie è la curva di contatto del con0 di 
vertice T circoscritto a (d,). 

(') Bisogna per6 notare che, per render completa la  precedente dimostrazione, sareblie 
necessario esaminare se, quando la ret ta uscente da 2' tende a divenir generatrice del con0 
di KUMMER, D e D' hanno per posizione limite T. Noi ci esoneriamo da questa ricerca, 
perche si pu6 dimostrare analiticamente che l'intersezione di (6,) con un piano condotto 
ad arbitrio per T é una conica. Cib del resto fu dimostrato da1 sig. dott. J. PETERSEN 
(v .  9 Tidsskrift for Mathematik, 1874) in un lavoro ove egli espone una costruzione delle 
curve di 4' ordine con due punti doppî, trovata da lui e da me, la quale e identica a quella 
di cui noi qui ci serviamo per le superficie di 4' ordine con conica doppia. 
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Invece, se due punti N,J& della stessa coppia coincidono, debbono 
cidere nello stesso punto tanto S quanto D. Dunque, la curva di contatto 

5 1 

coin- 
della 

data superficie con il cono circoscritto T(k,) ,  è l'intersezione delle due super- 
ficie (a,) e (ô,). La curva (k,) (vedi n.' 12) è projezione di questa ciirva gobha 
(r,): le coniche appartenenti al sistema singolare di coniche quadritangenti, 
sono i contorni di quadriche passanti per essa; e i punti doppî di (k,) sono le 
tracce delle generatrici, passanti per T, della quadrica passante per T e ap- 
partenente al fascio di base (r,). 

Notiamo ancora che la superficie (a,) potrebbe anche definiïsi come luogo 
delle polari di T rispetto a le coniche della superficie poste in piani tangenti 
al con0 di KUMMER. 

ficeversu se si prendono ad aïbitrio due quadriclie (a,) e (a-) e un punto T, 
a si eseguisce la costruzione testè esposta, si trova che essa conduce ad una 
superficie di 4' ordine (*). La stessa costruzione della superficie mette in evi- 
denza le esposte relazioni fra T, (a,) e (8,). 

Enunciando prima il teoïema reciproco, potremo concludere: 
Dato un punto T e due quadriche (a,) e (a2), se una rettu mobile attowzo 

a T seca peste rispettivamente in  AS', 8' e D, D', e si deternzimmo due coppie 
di punti M, IV2 e M', M', conjugate urmo1zicar~2ente entrambe risl~etto a D D' R 

d i  pi& la prima rispetto a TS e la seconda rispetto a TS ' ,  i l  luogo geoazet~ico 
dei punti 31 è una superficie di 40' ordine, uvente per corlica doppin Eu ctirvo 
di contatto di  (8,) con il cono di vel-tice 1' ud essa circoscritto e per cono di 
Kummer i l  cono circoscritto du T a (a,), e che ha 21n semptice contatto, lzcngo lu 
cztt.vu d'intersexione (r,) di (a,) e (a?), ~012 il  con0 projeltante du T pesta curvu. 

Viceversa: qualunqzce superficie di 4" ordine con conica doppia pu6 gelze- 
rursi, con il ?netdo o m  descriito, in cique modi (**")(corrispondenti ai cinque 
coni di KUMNER). 

14. Ruppresentuxione della superficie SU zina quadrica doppia. La prece- 
dente costruzione porge una rappresentazione della superficie, nuova e abba- 
stanza espressiva. A qualunque punto della superficie (v,) corrispondono due 

(') P e r  giungere a questa conclusione, basta contare il nuniero dei punti del luogo posti 
su una r e t t a  qualunque uscente da T. 

(") Se (8,) é una sfera col centro in T, l a  conica doppia diviene il cerchio imaginario 
a l'infinito, eppero la superficie è uns  ciclide; allora (6,) é una sua sfera direttrice e (a2 è 
l a  polare reciyroca rispetto a la  detta sfera della corrispondente « superficie deferente D. La 
costruzione della nostra superficie si riduce in questo caso a l a  costruzione della ciclide che 
s i  t rova esposta a pag. 1-23 dell'opern di DARDOVK, &cr une ckisse ctc. 
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punti M,, M, della superficie di 4' ordine, i quali possono dirsi rappresentati 
da S. La rappresentazione si ottiene niediante una projezione da T. Conver- 
remo che, dei quattro punti M che sono projettati nei punti S, Sr di (o,), due 
abbiano per imagini S e due Sr. Siccome i due punti Mi, M, che sono pro- 
jettati in S separano S e T, cos1 si pub imaginare ognuno di essi rappre- 
sentato su quella faccia di (4 nella quale si trova, rispetto ad S, il segment0 
della retta indefinita ST che 10 contiene. Le rappresentazioni su le fume di 
(O,) si connettono fra loro luiigo la cursa gobba (r,); questa separa le parti 
di (a,) che corrispondono a punti reali da quelle che corrispondono a punti ima- 
ginarî e quindi diviene contorno della rappresentazione. Invece le rappresen- 
tazioni cambieranno parte, e perb s'intersecheranno, quando si passera su (o,), 
per la curva di contatto del cono di KUMMER Ill(s,); tale curva fa dunque 10 
stesso ufficio della projezione della curva doppia nella precedente rappresenta- 
zione della superficie su un piano doppio. Siccome poi, la conica doppis della 
superficie è intersezione di parti non aventi la stessa rappresentazione (ma di 
cui una è rappresentata in punti S, l'altra in punti Sr), cos1 essa non ha alcun 
uEicio speciale nella presente rappresentazione. 

Facendo osa una projezione stereografica di (O,) si potrebbe ottenere una 
nuova rappresentazione della superficie di 4' ordine su un piano doppio; ma 
siccome in questa vi sarebbero dei punti  fondameatali, cosi essa non sarebbe 
abbastanza espressiva. L a  projezione fatta da1 punto T della projezione su (0,)) 
coincide con la projezione della superficie esposta ne1 n.' 12. 

La  rappresentazione di cui ci stiamo occupaïido, porge senza dubbio il 
mezzo più comodo per studiare le curve della superficie. Una curva d'ordine n 
di (o,) è imagine d ' m a  c k a  d'ordine 2 n  della superficie di cui trattiamo e 
avente infinite bisecanti le quali passano per T e costituiscono un cono d'or- 
dine .il. Essa insegna anche a determinare delle superficie secanti la data in 
questa curva: infatti queste superficie si otterranno sostituendo a la quadrica 
(a,) adoperata nella costruzione del n.' 13, delle superficie incontranti (a,) lungo 
la curva imagine. 

La  suddetta curva d'ordine 2n pub decomporsi in diie d'ordine n non 
aventi infinite bisecanti uscenti da T. La  curva di (G,) che rappresenta en- 
trambe queste curve toccherà allora necessariamente la curva (r,) in tutti i 
punti ch'essa ha comuni con questa. 

Ci limiteremo ad esaminare i casi n = 1 e n = 2. 
r, = 1. Una generatrice rettilinea di (4 è imagine d'una 'onica della 

superficie posta in un piano tangente condotto da T a (u,) e perù in un piano 
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tangente a l  cono di KUMMER. L'altra conica posta in questo piano, corrisponde 
a la generatrice dell'altro sistema posta in esso piano. Dunque i due sistemi di 
generatrici corrispondono a due sistemi conjugati di coniche. In  ogni sistema 
si trovano quattro generatrici che toccano (d,) e quindi anche la curva (r,);  
ad ognuna corrifiponde una conica avente un punto doppio ne1 punto di con- 
tatto e perb scissa in due rette: si ottengono in ta1 modo le sedici rette della 
superficie. 

92 = 2. Una sezione piana di (D,) corrisponde a una curva gobba di 
4' ordine. Questa starà tanto su1 con0 quadrico che projetta da T quella conica, 
quanto su una quadrica che si determina facendo muovere su1 piano secante 
il piinto S usato nella precedente costruzione. L a  curva gobba di 4" ordine è 
quindi di la specie (ci04 intersezione di due quadriche). Siccorne 10 spazio con- 
tiene un numero triplicemente infinito di piani, e sicconle il con0 projettante 
una conica di (a,) seca ancora (4 in una conica, cos1 vediamo che szdla super- 
ficie vi è un nzcrnero triplicenzente injnito di cuwe d i  4 O  ordine e I n  specie (*), 
situate u due a due su un cono quadrico avente i l  vertice cotwze con utz con0 
d i  Iiummer. Nella curva di contatto del con0 di KUMMER colla superficie di 
4' ordine, coincidono due tuli curve. 

15. ATzcove proprieth dei coni di Kzc~nme~. Una qunrtica gobba di la specie 
pi spezza in due coniche allorquando essa acquista due punti doppî: infatti la 
sua projezione ne ha allora 4. P e r  una delle curve considerate ne1 n.' 14, 
cib accadrà quando la conica che la rappresenta su (O,) tocca (r,) in due punti. 
Ora, è noto che i piani tangenti doppî dell'intersezione (r,) di due quadriche, 
sono tnngenti a'quattro coni quadrici passanti per ln stessa intersezione. Le 
due coniche della superficie che studiarno, rappresentatc da l'intersezione di (g,) 
con un piano tangente ad uno, (4, di questi coni s'incontrano nei due punti 
di contatto di questo con (r,) e perb appartengono, jn virtù del n.' 7, a sistemi 
conjugati. Ln congiungente di quei due punti passa sempre pel rertice di (y , , ) ,  

il quale deve quindi essere il vertice del cono di KUMMER che è toccato da  i 
piani delle due predette coniche. Questi due piani coincidono ne1 corrispondente 
piano tangente di ( x , )  quando passano per T; il piano in cui coincidono toc- 

(') S u  la superficie vi  sono in tut to  m' quartiche gobbe di la specie, ognuna è deter- 
minata d a  una quadrica passante per l a  conica dopyia. - Oltre al suddctto siatema tripli- 
cemente infinito, al punto T - corne a gli a l t r i  punti del10 spazio - corrisponde un sistema 
semplicemente infinito di quartiche di la specie della superficie, che sono intersezioni della 
superficie con coni quadrici d i  vertice T. Questi coni sono circoscritti a quadriche passanti 
Per (9-4)- 
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cherà quindi il oono di KUNMER e il cono (x,)  lungo la generatrice passante pei 
punti di contatto colla curva (r,). Dunque: 

L a  quartica goOba (r,), lulzgo cui la data superficie tocca il cono d i  
h7ummer [T(k,)] ad essa circoscritto dal vertice T d'2112. con0 d i  Kummer,  s ta 
su puattro coni quadrici, ognuno dei quali toccu uno degli altri quattj.o coni 
d i  Kummer lungo le yeneratrici d i  contatto con piani tangenti passanti per T. 

E ancora: 
L e  coniche d i  due sistemi conjugati sono in  quattro rnodi distribuite i~ 

coppie tali, che due coniche d'una coppia stlcnno su  quuttro coni m e n t i  per 
vertici i vertici dei quattro coni d i  Kummer non. toccuti da i piani d i  quelle 
conicke. 

III. 

Proprieta di realita e forme della superficie 
studiate con una projezione da un punto della conica doppia. 

16. Lerilmi relativi a la forma deZle cume piane di 40 ordine. Quando 
non si tien conto delle differenze provenienti da situazioni differenti rispetto 
a la retta all'iiifinito, si pub formarsi un'idea cornpleta delle forme delle curve 
di 4' ordine senza punti doppî, in parte applicando il teorema, noto da molto 
tempo, che la curva non pub avere più di quattro rami separati O più di due, 
ilno dei quali stia entro l'altro; in parte da1 teorema che una curva di 4' ordine 
senza punti doppî ha sernpre quattro tangenti doppie reali e tali che ognuna 
O tocca due volte 10 stesso ramo oppure ha punti di contatto imaginari (*). 
Siccome poi due rami separati di una curva di 4' ordine hanno sempro co- 
muni quattro e solo quattro tangenti, cos) si ottengono per queste curve le 
seguenti u forme principali n : 

1. Curva con 4 rami separati e 28 tangenti doppie reali 
II. 1) 3 71 n 16 11 n 

III. n 2 11 n 8 1, n ?l 

IV. 11 1 n n 4 17 71 n 

V. n O 1) a 4 n x 7 ;  

VI. n 2 rami uno interno a l'altro e 4 tnngenti doppie reali. 

(') 1 miei lavori che si riferiscono a la forma delle curve di 4' ordine, si trovano ne1 
Tidsskrift for Mathematik, 1873 e 1874, e ne1 vol. 7' dei Math. Annalen. Com'e noto, KLEIN 
diede d d l a  mia proposizione fondamentale, enunciata sotto forma un po' diverea, una note. 
volissima estensione a t u t t e  l e  curve algebriche. 
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A questi risultati, CRONE (*) aggiunse una ricerca su la realtà dei 63 
sistemi di coniche quadritangenti e sri la distribuzione in essi delle tangenti 
doppie reali e imaginarie della curva. Dei teoremi da esso stabiliti, noi faremo 
uso dei seguenti che si riferiscono a sistemi resli,  sistemi che chiamerenio 
interni O esterni secondoché le 101-0 coniche stanno entro O fuori dei rami reali 
della curva (considerando perà corne esterna la parte di piano situata fra due 
rami). Indicheremo solo le coniche degeneri reali del sistema (coppie di tan- 
genti doppie), cioé quelle forniate ciascuna da due rette reali O imaginarie 
u conjugate n ;  cià che manca al loro numero per formare 6 rappresenta il 
numero delle coniche composte di rette imaginarie non conjugate. 1 numeri 
romani si riferiscono alla precedente classificazione delle curve di 4' ordine; 
le lettere poste nella colonna successiva servono a stabilire delle suddivisioni 
fra le varie specie di sisteni. 

a 

I I I  j * 
C 

Numero 

63 

30 

1 

1 

13 
9 
d 

3 

1 

3 

3 

12 
- - 

Siluazione 
-~ - - 

esterni 

estcrni 

interno 

esterno 

esterni 

interni 

esterni 

esterno 

' intcrni 

esterni 

iiiterni 

reali imaginario 
conjugale 

O 

O 

G 

2 
O 

4 
'> 
u 

O 
9 * 

4 

O 

(') V. Tidsslrrift for lfathematik, 1875 e 1877, O Math. Annalen, vol I I .  Dell'esattezza 
dei risultati di CRONE, che noi citiamo ne1 testo perché ne abbiamo bisogno, si pub persua- 
dersi considerando delle curve che sono prossime ad acquistare un punto doppio. Infatti, un 
cambiamento nei numeri dati ne1 testo pub solo avvenire quando l a  curva acquista un punto 
doppio. P e r  non trascurare alcuno dei casi intermedi biaogna tener presente che vi sono le 
t r e  specie seguenti di punti doppî reali:  1.' Nodi, in ognuno dei quali due rami si riurii*cono 
l'urio a l 'altro; 2.' Punti  isolati, sostituenti ciascuno un ramo ne1 massirno numero di rami  
che pu6 avere l a  curva;  3.' Punti  d'intersezione d i  due rami d'ordine impari a la to dei 
quali l a  curva h a  a l  massimo un ramo d'ordine pari. (Cf. l l a th .  Annalw, vol. 7", p. 434.) 
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Si pub anche osservare che, per le curve II III IV, entro ogni ramo si 
trovano due de'punti reali d'intersezione delle tangenti doppie conjugate appar- 
tenenti a ciascuno dei sistemi interni; e che le coniche del sistema TI1 a si 
possono distinguere da le altre perché i rami di curva stanno entrambi fuori 
O entrambi entro una di quelle coniche e ognuno dei rami la tocca un numero 
pari di volte. 

17. Determinazione delle rette reali e dei coni d i  Kummer  reali d i  una 
superJicÊe d i  4" ordine dotata d i  una conica doppia con pumti oeeaZi. Quando 
1% conicn doppia della nostra superficie h a  punti reali, possiamo projettarla da 
uno, P, di essi. I n  virtù del n.' 2, il contorno potrà assumere tutte le forme 
enurnerate ne1 n.' 16 e la traccia T' delln tangente in P alla conica doppia 
potrà essere uno qualunque dei punti d'intersezioni reali di  tangenti doppie. Se 
queste sono reali, P sarà un punto d'intersezione di due falde reali della super- 
ficie; se sono imaginarie conjugate esso apparterrà a la curva isolata. Avrer- 
tiamo che le diverse porzioni della conica doppia verranno da  noi per brevitB 
indicate rispettivarnente con i nomi di curva d i  interseaione e curva isolata: 
ognuna consta al massimo di due parti. 

Le  curve degeneri del sistema di c.oniche quadritangenti al quale appar- 
tengono le due tangenti doppie incrociate in T' sono, secondo il n.' 4 ,  con- 
torni dei cinque coni di KUMMER. Uno di questi sarh reale (cioè avrà un'equa- 
zione a coefficienti reali e alrneno il vertice reale) allorquando il suo contorno 
consterà di due tangenti doppie reali O imaginarie conjugate. Ne1 primo caso, 
il centro di projezione P è esterno al cono; ne1 secondo, noi possiamo sempre 
dire che esso eta entro il cono, purchè conveniamo di dire che qualunque 
punto del10 spaxio è interno a ulz con0 non avente generatrici reali. 

L e  altre tangenti doypie del contorno sono projezioni di rette della super- 
ficie. 1 numerj dei coni di KUMMER reali e ,delle rette reali si possono quindi 
determinare; gli elementi necessarî per tale determinazione si trovano ne1 n.' 16;  
ma noi rimandiamo al n.' 20 l'esposizione dei risultati di essa per occuparci di 
altre proprietà delle u forme principali n delle superficie che studiamo. 

18. li'alde della superficie e loro tipi. L a  forma del contorno porge un'idea 
della forma della superficie: infatti il contorno segna il passaggio da i punti 
del piano di projezione ore sono projettati due punti reali della superficie, a 
quelli ove ne è projettato nessuno. Corne queste due parti siano disposte ri- 
spetto al contorno, si riconosce considerando la traccia T'  della tangente in P; 
questo punto apparterrà, a la prima O a la seconda di quelle parti di piano, 
secondochè P B un punto della curva d'intersezione O uno della curva isolata. 
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Ne1 descrivere le varie falde di cui la superficie pub essere formata - e 
della cui situazione rispetto al piano all'infinito (cioè della loro possibile divi- 
sione in parti) noi non terremo conto - chiameremo, seguendo KLEIN (*), le 
falde d'ordine pari su cui non si trovano rami di curva di ordine impari (per 
es. un ellissoide) Falde del tipo punto, e quelle falde d'ordine pari a cui appar- 
tengono rami di curva di ordine impari (per es. un iperboloide a una falda) 
Falde del tipo retta. Quando si projetta ta superficie da un  punto della cuwa 
isolala, le pmjexioni delle sue vurie falde uppariranno separate (**), e unn 
falda sarà del t-o punto quando la sua projexlone starà nell'interno di qual- 
cuno dei rami ne1 contorno, del tipo retta in  caso diverso. 

Questa proposizione, la cui esattezza è evidente, sarS sufficiente pel nostro 
scopo, in tutti i casi in cui il contorno ha punti reali, perchè è bensi ver0 che 
quando si parte da una projezione fatta da un punto P della curva d'interse- 
zione si pub incontrare una superficie senza curve isolate, ma si potrà trovarne 
una che ne sia dotata con un cambiamento della retta passante per T' in cui 
B projettata la conica doppia e un ta1 cambiamento non pub avere alcuna in- 
fluenza su1 tipo della superficie. Del resto non sarà difficile determinare diret- 
tamente la  composizione delle falde della superficie e i loro tipi quaiido la 
projezione sia fatta da un punto della curva d'intersezione; quando il contorno 
ha rami reali, una sola falda passerà due volte pel centro di projezione; e tale 
falda sarà del tipo punto, quando i rami stanno nella stessa coppia di angoli 
opposti al vertice formati da le tangenti doppie uscenti da T' e ognuno di essi 
ha  un numero pari di punti di contatto con le tangenti doppie, sarà invece del 
tipo retta quando queste condizioni non saranno entrambe soddisfatte (***). 

Resta da considerare il caso in cui il contorno non ha punti t.eali e o p i  

(') V. la  sua Memoria Ueber die Flachen 3" Ordnung (Mathem. Annalen, Bd. 6, 
pag. 557-581). Notiamo per6 che, siccome KLEIN non usa ne1 citato lavoro le  denominazioni 
a tipo punto P e a tipo re t t a  P, cosi io l e  conosco probabilmente per una comunicazione ver-  
bale. Esse servono ad  esprimere che quelle falde possono trasformarsi risp. in un punto 
O in uns  retta. Non incontreremo qui il  « tipo piano P, ci06 una falda di superficie d'ordine 
impari. 

(") Altrimenti dovrebbero essere falde secate i n  un sol punto da  le re t t e  projettanti, 
e perb sarebbero d'ordine impari; queste falde si secherebbero in una curva d'ordine impari 
che dovrebbe fa r  par te  della conica doppia, il che é impossibile, perché noi non consideriamo 
quei casi estremi O intermedi in cui det ta  conica degenera in due rette. 

("') Infatti, solo in quest'ultimo caso si potrà costruire ne1 piano di projezione dei rami 
di curva  d'ordine impari e quindi mostrare, servendosi delle regole esposte ne1 n." 3 e appli- 
candole come si fece ne1 n.' 4 ,  che essi sono projezioni di rami  di curve che non passano 
pel centro di projezioni e quindi sono pure d'ordine impari. 

Amati d i  Matematica, tomo XIV. 8 
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punto del pinno di prq'exione rappresenta due punti della superficie. In questo 
caso la szbperJicie consta di due fa.lde del t+o punto. Infatti, allora non esiste 
alcun legame fra i due punti che coincidono in P e qualunque ramo di curva 
d'ordine impari del piano di projezione rappresenterà un ramo di curva della 
superficie il quale, passando per P un numero impari di volte, sarh d'ordine 
pari (*). 

19. Contzessione delle varie falde della supel.Jicie. Per  formarsi un'idea 
esatta della forma di una falda di superficie bisogna conoscere un numero che ne 
determini la connessione. Corne dimostrarono SCHLAEFLI e KLEIN, questo numero 
è uguale al doppio del numero delle curve chiuse (direttamente O passando per 
le loro intersezioni con il piano a l'infioito) che si possono tracciare su la faldn 
c'he si considera senza spezzarla (**). Se, nella nostra rappresentazione, il centro 
di  projezione P sta su la  curva isolata, la connessione d'una falda sarà il 
doppio del numero dei rami di contorno interni, cioè dei rami di contorno 
fuori dei quali si trovano projezioni di punti reali della falda; infatti le curve 
chiuse che non spezzano la superficie saranno i rami di curva aventi per pro- 
jezioni il contorno apparente (rami del cosi detto eontorno u effettivo n). Il solo 
caso in cui non è applicabile questo metodo di determinazione è quello, che 
noi già incontrammo, in cui per il centro di projezione passano due falde d'or- 
dine pari; ma in questo caio è facile vedere, con l'ajuto della rappresentazione, 
che le due falde hanno la connessione O.  

(') Quest'ultima asserzione potrebbe apparire un po' precipitata, perche una projezione 
stereografica di un iperboloide rigato sembra presentare tut te  le  proprieth di una ta1 falda. 
Ma v i  è l a  differenza sostanziale che, nella projezione stereografica dell'iperboloide, vi sono 
due pnnti (i punti fondamentali) che sono projezioni di re t te  della superficie e quindi la 
projezione d'un ramo di curva pub incontrare la traccia del piano tangente in uno di questi 
punti s e m a  passare pel centro di projezione. Questo esempio dh un'idea di alcune delle mo- 
dificazioni che subirebbero le nostre considerazioni generali ne1 caso limite in cui il centro 
d i  projezione stesse su una re t t a  dells superflcie. 

(") Le osservazioni di SCHLAEFLI SU questo argomento si trovano ne1 vol. 76 del Gior- 
nale di BORCHARDT @ag. 152, nota); quelle di KLEIN nello scritto citato nella Nota a l  n.' 18 
e nell 'altro: Bemerkungen über den Zusummenhung der Fliichen (Math. 4nn., Bd. 7). - 
Un toro ha, p. e., l a  connessione 2, quantunque non 10 si spezzi con un parallelo e un meri- 
diano; per rendersi ragione di ci6 bisogna tener presente, che f ra  queste due curve, quella 
che fu disegnata prima é rientrante in sé stessa, m a  l'altra v a  da  un punto infinitamente 
vicino a quella e posto d a  una parte  di essa a un punto, pure infinitamente vicino ad  essa, 
ma posto dall'altra parte. - Un iperboloide a una falda, le cui due estremith si poseono 
considerare corne connesse lungo la curva d'intersezione della superficie con il  piano all'in- 
finito, h a  l a  stessa connessione del toro. 
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Del resto, si pub hcilmente dedurre da  un tcorema di KLEIN (*) che, 
quando il centro di projezione sta su la curva d'intersezione di una fdda  con 
sè stessa, la connessione è uguale al doppio del numero dei rami di contorno 
interni meno due. 

20. Classifkaxione delle superficie d i  40 o ~ d i n e  con conica doppia a pzinti 
reali. Per  giungere a tutte le u forme principali n delle superficie di cui ci 
occupiamo, basta, in grazia di quanto si disse al n.' 17, considerare successi- 
vamente le forme del contorno descritte ne1 n.' 16 e supporre che le tracce dei 
piani tangenti ne1 centro di projezione P siano successivamente una coppia di 
tangenti doppie reali O imaginarie conjugate di ciascuno dei sistemi enumerati 
ne1 citato numero. In ta1 modo si otterrà due volte ogni forma di superficie, 
cioè una volta projettata da un punto della curva isolata, una volta projettata 
da un punto della curva di intersezione. Perb, quando per ogni rappresenta- 
zione si determini il numero delle rette reali e dei coni di KUMMER reali, non- 
chè la loro situazione rispetto a la  curva d'intersezione e a la curva isolata, 
non si avrà slcun dubbio ne1 risolvere la questione di determinare a quali rap- 
presentazioni appartenga la stessa forma di superficie, purchè non si considerino 
come sostanzialmente diverse le forme del contorno che noi indicarnmo al na0 16 
coi numeri V e VI (curve senza rami reali, curve anulari). 

Nell'enumerazione che ora faremo delle u forme principali n della super- 
ficie, i numeri romani racchiusi in parentesi e le lettere annesse indicano, rispet- 
tivamente, la forma del contorno e il sistema a cui appartengono le due tan- 
genti doppie che fungono da tracce di piani tangenti; il primo di  essi 10 indica 
per un centro di projezione appartenente a la curva d'intersezione, il secondo 
per uno appartenente a la curva isolata. 

L a  posizione della conica doppia non ha alcuna parte nella classificazione 
delle forme principali (circostanza che noi aboiamo giS utilizzata); ma dànno 

(') Math. Annalen, Bd. 7, pag. 554. - L'attuale applicazione di questo teorema a una 
superficie e a la sua rappresentazione su un piano doppio é possibile pérclie l a  superficie ha 
due punti fondamentali ne1 centro di projezione. Volendo applicarlo a l a  rappresentazione 
d'una falda di superficie d'ordine impari su un piano doppio, si deve tener presente che una 
delle facce d ' m a  tale  falda B una continuazione dell'altra. L a  rappresentazione su un piano 
doppio pub solo valere per una delle sue facce (per rnppresentare contemporaneam nte le  
due facce sarebbe necessario l'impiego d'un piano quadruplo) e l a  sua connessione 6 minore 
d i  1 di quella della superficie. Servendosi di una projezione stereografica d 'una falda d'or- 
dine impari d'una superficie di 3' ordine, si  t rova Chëla connessione d i  una faccia di questa 
è minore di 1 del doppio del numero di rami del contorno; con ci6 la falda stessa acquista 
]a connessione 8, 6, 4 O 2 attribuitagli da  KLEIN. 
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origine a modificazioni di queste che sono sostanziali, ma che perb si imaginano 
fadmente. Siccome tutti i coni di KUMMER passano pei punti cuspidali [di cui 
sono reali G ,  2 O 4 (*)], e siccome questi separano la curva d'intersezione da la 
curva isolata, cos1 il dire che questa sta entro O fuori di un cono di KUMMER, 
avrà per conseguenza che quella sta fuori O entro del10 stesso; 10 stesso enun- 
ciato si applicherà anche a le superficie che mancano di curve isolate. 

A. [I; II b] .  SuperJicie con sedici rette reali e cinque coni di Kummer 
reali, formatu di una falda del tipo retta con la connessione 6 ,  La curva 
isolata sta entro a tutti i coni d i  Kummer. 

B. [II a ;  I I I  cl. Superficie con otto rette t'eali e tre coni di Kummer 
reali, formata.di una fulda del t+o retta con la connessione 4. La curva 
isolata sta entro a tutti i coni di Kummer. 

C. [ I I I  b ;  IV cl. Superficie con quattro rette reali e un cono di Kammer 
reale, formata di una falda del tipo retta con la connessione 2. La curva 
isolata sta nell'interno del cono di Kummer. 

Le superficie delle specie A, B, G hanno 4, 2 ,  O punti cuspidali; quando 
non vi è alcun punto cuspidale, la superficie manca di curva isolata. 

D. [III a; V O VI  a]. Superficie senxa rette reali e con cinque coni d i  
Kzcmrner reali, e che o è formata du una falda del t+o punto e con la connes- 
sione 2 (anulare) O non ha alcun putztû reale - fuori della curva isolata; que- 
st'ultima non è neppur compresa nella descrizione delle falde reali delle pre- 
cedenti forme di superficie. - La curva isolata sta entro tre e fuori di  due 
coni di Kummer. 

Quando la superficie ha una falda reale vi possono essere 4, 2 O O punti 
cuspidali; in quest'ultimo caso pub mancare O la curva d'intersezione O la 
curva isolata. 

E. [V O VI  a;  I I I  a]. Suyerjcie senxa rette reali e con cinque coni di 
I~ummer reali, formata d i  due falde del t&o putlto e con la co~nessione 0. La 
curva isolata sta nell'interno d i  uno e all'esterno di quattro coni di  Kummer. 

La  curva doppia pub essere O interseziorie di due falde, ne1 qua1 cas0 
manca la curva isolata (contorno V); oppure constare di una curva d'interse- 
zione d'una falda con sé stessa e di O O 1 curva isolata; oppure constare di 
due curve d'intersezione e di due curve isolate; O finalmente essere una sola 
curva isolata. 

(') Siccome noi prescindiamo in generale dai casi intermedi, cosi non insistiaiso sui casi 
in cui due O piu de'punti cuspidali coincidono, 
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P. [IV a;  IV u] .  SuperJicie senza rette reali e con tre coni di  Kzimmer 
renli, formata da una f a l d ~  dei tipo punto e coiz la connessione O .  L a  curca 
isolata sta entro uno e fuori di  due dei coni di Kummer. Essa h a  4, 2 O O 
punti cuspidali; in quest'ultimo caso pub mancare la curva d'iiitersezione O la 
curva isolata. 

21. Sistemi reali di coniche; varie specie di rette intaginarie della SU- 

perJicie. È noto che una retta imaginaria del10 spazio pub essere di due specie; 
se essa h a  un punto reale, intersecherà la sua conjugata, e perb starà in un 
piano reale e si dirà di 1" specie; se essa non ha  alcun punto reale, per essa 
non passerà alcun piano reale e si dirà di 2" specie: in quest'ultimo cas0 la 
retta data e la sua conjugata sono determinate da due coppie di piinti ima- 
ginari conjugati appartenenti a due rette che non s'incontrano. 

Il numero delle rette imaginarie delle varie forme di superficie si trova 
togliendo da 16 il numero delle rette reali. Per  trovare quali fra le rette ima- 
ginarie siano di 1" specie, si noti anzitutto che una di queste deve stare con 
la sua conjugata in un piano tangente di un con0 di KUMMER e che questo cono 
è in conseguenza reale, chè altrimenti Io stesso piano dovrebbe toccare il con0 
imaginario conjugato. Quindi, queste due rette imaginarie conjugate apparten- 
gono ad uno dei due sistemi di ooniche della superficie, poste in piani tangcnti 
al10 stesso cono di KUMHER e la  cui projezione, secondo il n.' 6, B quel sistcma 
di coniche quadritangenti al contorno che B determinato da la conica spezzata 
iiella traccia di un piano tangente ne1 centro di projezione e in una retta di 
contorno del con0 di KUMMER. 

U n  ta1 sistema sarà reale quando le due tracce e le due rette di contorno 
O sono tutte reali O formano due copgie di conjugate e solo allora; quindi i 

a 1  O piani tangenti di un con0 di K U M ~ E R  secano la  superficie in coniche re 1' 
imaginarie secondoché la  curva isolata sta nell'interno O a l'esterno del con0 
(viceversa per la curva d'intersezione). Siccome in una conica appartenente a 
un sistema imaginario non si possono trovare che alcuni punti reali, cos1 noi 
possiamo trovare un modo migliore per caratterizzare la, posizione dei var$ coni 
di KUHMER; invece di dire che la cwca isolata - che pub anche mancwe - 
sta entro O fuori d i  un con0 di Iiummer, noi potremo ora dire che le falde 
reali di superficie - che perb nella forma D potrebbero anche mancare - 
stanrzo faori O entro di quel cono. Da1 n." 20 segue allora: che la falda rea7e 
di m a  delle superficie A, B, C sta all'esterno di  tutli i coni di Kunzmer; che 
la falda reule di D - quando esiste - sta all'esterno di tre e nell'interno d i  
due coni di Kummer; che le  due falde di E stanno entra zlno e filori di guattro 
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coni d i  Kummer; che finalmente la falda reale d i  F sta entro due e fuori di 
uno de'coni d i  Kummer. Perb, affiiiché questi enunciati siano completi, noi 
dobbiamo (v. n." 17) dire che una falda reale di superficie sta entro ogni cono 
reale non avente generatrici reali. L a  curva isolata (che dovrebbe stare f ~ ~ o r i  
di questo) deve allora mancare. Se invece non vi sono falde reali della super- 
ficie (D), è impossibile, nelle presenti ipotesi, che la curva isdlata manchi; e 
allora gli è fra i tre coni entro ognuno dei quali si trova la curva isolata, che 
se ne pub trovare uno O più senza generatrici reali. 

1 sistemi reali di coniche che si trovano in piani tangenti a' coni fuori 
dei quali stanno le falde di superficie, si studiano mediante le loro projezioni, 
le particolarità delle quali si deducono da le coniche degeneri mediante le 
regole esposte nella Memoria di CROXE; si pub tuttavia osservare che l'arhitrio 
nella scelta del centro di projezione sia su la curva d'intersezione sia su la 
curva isolata, nonchè le nozioni gih aquisite su le rette della superficie, com- 
binate coi risultati citati al ne0 16, bastano a risolvere ogni questione senza 
più ricorrere a quelle regole. Nell'enumerare i sistemi di coniche posti su le 
varie forme di superficie, noi indicheremo queste ed esporremo le proprietà 
delle projezioni dei sistemi di coniche posti su esse con le stesse notazioni 
usate ne1 n.' 20. 

A. Dieci sistemi di coniche reali, ognuno con quattro coppie di rette 
reali [1 , II a]. 

B. Sei sistemi di coniche reali, ognuno con due coppie di rette reali e 
nessuno di rette imaginarie conjugate [II a ,  III b]. Tutte le otto rette imagi- 
narie della superjicie sono d i  2" specie. 

C. Due sistemi di coniche reali, in uno dei quali vi sono due coppie di 
rette reali e due coppie di rette cocjugate [III a ,  I V a ] ,  nell'altro non si tro- 
vano nè rette reali, né rette imaginarie conjugate [III 6, I V  b ] .  Delle dodici 
rette imaginarie quattro sono di l a  specie, otto d i  2": 

D. Sei sistemi reali di coniche, in cui non vi sono rette reali O ima- 
ginarie conjugate [III h ,  V b o VI b] e che pussono mancare di coniche aventi 
punti reali. Tutte le rette dellcr. superficie sono imuginurie d i  20 speczé. Se la 
superficie non ha punti reali, vi sono delle differenze fra i piani tangenti reali 
a tre e a due coni fuori O entro dei quali la superficie pub sempre dirsi posta; 
infatti, uno dei primi seca la superficie in due coniche reali non aventi punti 
reali, mentre uno degli altri la- seca in due coniche imaginarie conjugate. (Per 
maggiori particolari si vegga il n." 23.) 

E. Due sistemi reali di coniche a ognuno dei quali appartengono quattro 
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coppie di rette imaginarie conjugate [V O VI a ,  III c l .  Tutte le sedici rette 
Zmaginurie sono d i  la specie. 

F. Due sistemi reali di coniche, ognuno con due coppie di rette con- 
jugate [IV a ,  I V  c l .  Otto rette iwzaginarie sono d i  la specie, otto di 2". 

IV. 

Proprietii di realità e forme della superficie 
studiate mediante un con0 di Kummer. 

22. Lemmi su le quartiche gobbe d i  1" specie. L'intersezione di due qua- 
driche è una curva che pub essere formata al massimo di due rami. Essa pub 
avere una delle seguenti u forme principali n : 

1)  L a  curva consta d i  due rami d'ordine pari. 1 quattro coni (x,) che 
passano per essa sono tutti reali. 

a. Una superficie del fascio, i cui punti stanno in parte entro di  tutti, 
in parte fuori di tutti i coni (x, ) ,  ha generatrici reali, le quali possono secare 
un ramo in due o zero punti. Il caso intermedio si ha nelle generatrici tan- 
genti; ogni raino della curva tocca due generatrici di ciascuno dei due sistemi. 

8. Una superficie del fascio, i cui punti stanno in parte fuori di tre ed 
entro uno dei coni (x,), in parte viceversa, ha generatrici imaginarie. 

y.  Una superficie del fascio, i cui punti stanno nell'interno di due e 
all'esterno di due coni (y.*) ,  ha generatrici reali, le quali secrtno ognuno dei 
due rami in un sol punto, e perb non sono mai tangenti ad essi. 

2) La ctwva consta d i  un ramo d'ordine pari. Due de' coni passanti per 
essa sono reali. 

a. Una superficie del fascio, i cui punti stanno parte entro parte fuori 
dei due coni ( x , ) ,  ha generatrici reali che incontrano il ranîo in due O zero 
punti; due generatrici di o p i  sistema 10 toccano. 

0. Una superficie del fascio, i cui punti stanno entro uno e fuori di uno 
dei coni, ha generatrici imaginarie. 

3) L a  cwva è formata d i  due rami d'ordine impari. Nessuiio dei coni 
(y.,) B reale. - Una superficie del fascio ha in questo caso sempre generatrici 
reali. Le generatrici di un sistema secano ciascun ramo in un punto; quelle 
dell'altro secano un ramo in due O zero punti; ogni ramo è toccato da due 
generatrici che stanno ciascuna in una delle parti in cui la curva divide la 
superficie. 
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4)  La curva fion. ha rami  reali. Tutti quattro i coni (x , )  sono reali; 
due di essi hanno generatrki reali, due non. Corne già dicernmo, considereremo 
ogni punto reale dello spazio corne interno a ciascuno di questi ultimi. Sic- 
corne i due primi non hanno punti d'intersezioni reali, cos1 un punto non pub 
stare nell'interno di entrambi. 

a. Una superficie del fascio, che abbia punti reali posti fuori di  due ed 
entro di due conj, ha, generatrici reali. 

p. Una superficie del fascio, i cui punti reali stanno entro tre coni ha  
generatrici imaginarie. 

y. A1 fascio appartengono anche superficie senza punti reali e le cui 
generatrici sono in conseguenza rette imaginarie di 2a specie. (Invece le  ge- 
neratrici imaginarie precedentemente nominate sono tutte di la specie.) 

Di questi teorenii, che noi dovremo applicare, alcuni devono esser noti; 
gli altri si ottengono mercè considerazioni su le forme, in parte tenendo pre- 
senti le due aerie di superficie, appartenenti tutte al10 stesso fascio, che possouo 
riguardarsi come formanti con cuntinuità il passaggio fra due date, in parte 
considerando le diverse posizioni che possono assumere, rispetto ai  varî rami 
della curva, le generatrici di una determinata superficie - oppure i piani d'un 
fascio avente per asse una tangente a la curva gobba. 

Da queste considerazioni risulta anche che ogni curva avente punti reali 
divide ogni superficie del fascio in due porzioni poste ciascuna da una parte di 
qualunque altra superficie del fascio. Nei casi 1. a e 0 una di quelle porzioni 
consta di due parti separate. - Se la curva non ha punti reali, noi ci possiamo 
imaginare una tale divisione, ossia parlarne colne se esistesse. Soltanto allora 
una delle due porzioni (p. e. ne1 cas0 4. a quella che si trova fuori dei due coni 
a generatrici imaginarie ed entro i due a generatrici reali) non contiene alcun 
punto reale. Inoltr'e, siccome ne1 fascio 4. il caso intermedio fra le superficie 
4. fi e 4.7, è uno dei due c.oni a generatrici imaginarie, cos) bisogna corisi- 
derare la superficie 4.7 come posta entro due coni di cui uno ha generatrici 
reali l'altro imaginarie e fuori degli altri due. Si  pub dire che qui ha  luogo 
una divisione in parti mediante la curva gobba: ma bisogna tener presente che 
nè a l'una, nè a l'altra di queste parti appartengono punti reali. 

23. Applicaxione dellu costruxione esposta a l  n.* 13 a 10 studio delle carie 
forme della superjcie. Secondo i n.' 1 3  e 14, i punti della superficie sono a 
coppie rappresentati su i punti S di una quadrica (0,). Se T è il punto fisso 
dello spazio, i due punti M, M, rappresentati in S stanno su TS e sono i punti 
doppî dell'involuzione a cui appartengono TS e i punti d'intersezione D D' 
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della retta TS con un'altra quadrica (a2). Essi sono reali O imaginarî secon- 
dochè T e S entrambi non separano O entrambi separano D e D'. Se essi sono 
reali per iina certa posizione di S, diverranno imaginarî quando S passerà'per 
l'intersezione (r,) di (c,) e (a,), e viceversa. L a  parte di (0,) i cui punti S cor- 
rispondono a punti M reali, ~i trasformerà in una a i cui punti S corrispondono 
punti M imaginarî e viceversa quando, rimanendo fissi (O,) ,  (Y,) e T, (6,) va- 
rierà ne1 fascio di cui (r,) è base e passerà O per (u,) O per la superficie del 
fascio che contiene il punto T. Dunque: Data l a  quadrica (5,) e la quartica 
gobba (r,), su una qualunque delle due parti in cui (Y,) divide (O,) possono 
tiovarsi imagini di punti reali d'una superficie di  4" ordine a conica doppia; 
se ( rd  non ha punti reali, tutti i punti reali di (5,) saranno imagini di punti 
tutti reali O tutti imaginarî. I n  quest'ultimo caso e in quello in cui (G,) non 
abbia punti reali, la superficie rappresentata non avrà punti reali. 

In  virtù del n." 14, una generatrice reale di (G,) è imagine d'una conica 
della superficie, posta in un piano tangente al cono di K U ~ E R  che h a  i l  vertice 
in T ed è circoscritto a (0,). Questa conica sarS reale, anche se ad essa non 
appartengono punti reali, e la. superficie starà allora (ri." 21) fuori del cono 
di KUMMER. Se invece le generatrici di (5,) sono irnaginarie di la specie, ogni 
piano tangente al cono di KUYMER secherà la superficie in due coniche ima- 
ginarie, e perb la superficie starà entro 10 stesso cono. Se noi generalizziarno 
le locuzioni che convengono a questi due casi, dicende che la superficie si 
trova rispetto al cono da la stessa parte delle rette uscenti da  T e secanti (u,) 
in punti reali e da la parte opposta di quelle che secano (a,) in punti ima- 
ginarî, e ricordiamo che ogni punto reale sta nell'interno di un cono a gene- 
ratrici imaginarie, noi dobbiamo dire che, ne1 cas0 in cui (5,) non ha punti 
reali, la superficie di 4' ordine, la quale pure non ha  punti reali, sta fuori 
del cono di KUMMER. 

Se una generatrice reale di (0,) tocca (r,), la conica corrispondente sarà, 
per il n." 1 4 ,  costituita di due rette che s'intersecano ne1 punto di eontatto 
reale con (r,). Quelle due rette saranno reali O imaginarie (ma aventi perb 
sempre reale il detto punto), secondochè i punti della parte di (g,) a cui ap- 
partiene quella generatrice, rappresentano punti reali od imaginarî. Per  distin- 
guere l'uno da l'altro questi due casi, è suficiente quanto si disse ne1 n.' 22 
e il fatto che tutti i punti di una tangente a la quartica gobha, tranne il punto 
di contatto, sono esterni a i coni passanti per la curva stessa. 1 quattro coni di 
KUMMER della superficie, oltre a quello di vertice Tl sono, in forza del n.' 15, 
reali O imaginari nello stesso tempo dei coni (4 che passano per (r,). Se ilfi 

Annali di ilfatematica, tomo XIV. O 
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e M, sono punti reali della ~uperficie rappresentati in un punto S di (c,), un 
piano tangente condotto da Mi ad uno dei quattro coni di KUMMER e un piano 
tangente (determinato in conseguenza) condotto da  Mz al10 stesso cono di KUM- 
MER, secheranno la superficie in curve i cui punti corrisponderanno a i punti del 
piano tangente condotto da S al con0 (4 avente 10 stesso vertice. Secondochè 
questo piano tangente sarà reale O imaginario, saranno pure reali O imaginarî 
i piani tangeriti condotti da Mi e M, a quel cono di KUMMER. 1 punti Mi e Mo 
stanno, dunque, fuori O dentro del con0 di KUMMER secondochè il corrispondente 
punto S sta fuori O dentro di (x,). Queste stesse determinazioni possono esten- 
dersi ai casi in cui la superficie che si studia non ha punti reali, perchè Ie 
regole del n." 22 possono servire anche in questi casi a determinare le posi- 
zioni dei punti .(non esistenti) di (o,) che danno punti M reali. Che in ta1 modo 
si giunga a risultati d'accord0 con le convenzioni testè fatte su la posizione 
d'una tale superficie rispetto a un cono di KUMMER, si vede ottenendo questi 
casi da altri noti con una trasformazione continua (*). 

Siamo cosi in grado ne1 formare, colla scorta del n." 22, il quadro seguente 
delle diverse forme di (r,) e (5-,) e della situazione di tutti i punti che sono 
imagini di punti reali, di aggiungere una tabella contenente i nurneri dei coni 
di KUMMER reali, di rette reali e di rette imaginarie conjugate di la specie; e 
siccome uno atrneno dei coni d i  K u m n e r  d ' m a  superjcie reale è reale, cosi 
rzoi otteniamo colz i l  procedinzedo indicato tutte le forme delle superficie che 
studiamo. 

Se si basa la olassificazione sui caratteri di realità che ho indicati, non si 
rinverranno altre u forme principali n oltre a quelle trovate nella ricerca prece- 
dente quando supponevamo che la conica doppia avesse dei punti reali; solo, 
una delle u forme principali n conterrà una nuova varietà, possibile solo quando 
la conica doppia non ha alcun punto reale. 

Questo fatto si rileva facilmente dall' ispezione della segiiente tabella. I n  
questa, la prima colonna, dopo quella che contiene i numeri d'ordine, indica, 
colle notazioni adoperate ne1 n." 22, le forme di (r,) e di (o,). L'indicazione 
r + 1 pel numero de'coni di KUMMER, fuori O dentro i quali si trova la su- 
perficie rappresentata, esprime che quel10 che fu adoperato nella rappresenta- 

(') Siccome la  re t t a  condotta d a  T al  vertice di un con0 (r.?), h a  la  stessa posizione 
tanto rispetto a l  cono di KUMUER avente il vertice comune con (x, ) ,  quanto rispetto a (x,) ,  
cosi é sufficiente studiare le  intersezioni di quella re t t a  con la  superficie (c,) corrispondente 
al nuovo con0 di KUMMER. 
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zione ed altri r hanno quella proprietà. Lo stare la superficie entro O fuori del 
cono anzidetto è invece espresso dalle lettere (i) O (e) annesse alle notazioni 
introdotte ne1 n.' 20 per le forme della superficie e che si trovano nell'ultima 
colonna della tabella. Nelle colonne penultima e terz'ultima sono notati i nu- 
meri delle coppie di rette poste in piani tangenti al cono di KUMMER adoperato 
nella rappresentazione. La distribuzione di queste coppie di rette nei due sistemi 
di coniche corrispondenti a ta1 cono è espressa da1 simbolo (a + b). 

Le pnrentesi entro cui furon posti i numeri dei coni (4 relativi a la su- 
perficie 10, i quali si riferiscono immediatamentt: a delle posizioni che non 
possono verificarsi per punti reali, significano che la superficie (O,) sta entro 
di tre e fuori di uno de'coni e rappresenta solo punti imaginarî. L a  superficie 
rappresentata apparterrà a la forma D senza punti reali. 11 rappresenta con- 
temporaneamente (v. n.' 22) tre casi, perché (a,) pub avere punti reali ( 4 a )  
che siano imagini di punti reali, O punti reali ( 4a )  che siano imagini di punti 
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imaginarî O finalmente (4y) solo punti imaginarî. Ne1 primo caso si ottiene la 
forma D con punti reali, nei due ultimi la forma D senza punti reali; nei due 
primi casi il con0 di KUMMER che si adopera nella rappresentazione ha gene- 
ratrici reali, ne1 terzo non ne ha. Del resto, si vede che le determinazioni re- 
lative ai casi 10, 11, 12, ove (r,) non ha rami reali, coincidono con quelle 
relative ai casi 2 ,  3, 4 in cui essa ha due rami reali. 

24. Tipi e connessione delle falde di  superficie. Tenendo presente (vedi 
n." 14): 1." che nella nostra rappresentazione i due punti Mi e Mz aventi per 
imagine 10 stesso punto S sono rappresentati ciascuno su una faccia di (O,), 
2." che queste facce si connettono lungo r, e si permutano fra loro lungo la 
linea di contatto del con0 circoscritto ,a (O,) da1 centro di projezione T; si 
vedrà che la rappresentazione stessa è univoca e che quindi essa pub porgere 
un'idea delle proprietà delle falde della superficie rappresentata. Un ramo di 
curva e la sua imagine, secano in uno stesso numero di punti ogni piano pas- 
sante per il centro di projezione T; dunque essi sono entrambi pari o entrambi 
impari. Ne viene che, per determinare se una falda di superficie ha il tipo 
retta, bisogna solo cercare se entro la sua imagine si possono tracciare dei 
rami di curva chiusi d'ordine impari. 

Studiando con questo procedimento tutte le varie u forme principali n del- 
l'imagine che si trovano ne1 quadro, si riottengono senza difficoltà i risultati 
esposti ne1 n." 20, su1 niimero delle falde e su i loro tipi. Basterà che, corne 
esempio, noi consideriamo il n." 11 della tabella ne1 cas0 in cui tutta (o,) rap- 
preeenta punti reali. 

Dico che, in questo caso, l'imagine ha una sola falda connessa. Infatti, 
la rappresentazione su una faccia di (o,) sarà continuata, passando per l'infinito 
lungo la stessa faccia, attraverso la curva di contatto del con0 circoscritto da 
T, lungo l'altra faccia: dunque l'imagine si estende su entrambe le facce. Ora, 
se si segna SU (a2) un ramo di curva d'ordine impari, questo intersecherh la 
predetta curva di contatto in un numero impari di punti. Percorrendo. comple- 
tamente una volta questo ramo, partendo da un punto posto su una delle facce 
di (o,), per la detta regola, non si tornerà al punto di partenza, ma si arrivera 
al punto posto da l'altra parte di (a,). Per ritornare al punto di partenza, si 
deve percorrere ancora una volta 10 stesso ramo O un altro ramo d'ordine im- 
pari; ma cos) si è in totale percorso un ramo d'ordine pari. Dunque la falda 
è del tipo punto. 

La  nostra rappresent,azione di una falda deve inoltre avere la stessa con- 
nessione di questa, e la connessione della rappresentazione si trova molto facil- 
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mente; i risultati che in ta1 modo si ottengono sono gli stessi che furono esposti 
ne1 n.' 20. Cod, nell'ul'tirno esernpio, si vede che, senaa spezzare la rappresen- 
tazione, si pub tracciare sa una faccia della superficie uria curva chiusa, ma 
che una nuova curva r i e n t r a d e  in sè stessa la spezza; dunque la connes- 
sioiie è 2. 

25. Carnbiarnento della posizione d i  T e della supe~ficie (8,). Le proprietà 
esposte nei n.i 23 e 24 dipendono unicamente da le forme di (r,) e (a,) e da la 
scelta della porzione di (a,) su cui sono rappresentati i punti reali. Quest'ul- 
tima scelta B legata, come risulta da1 n." 23, a le posizioni di T e di (d'?); ma 
queste posizioni non hanno avuta altra influenza su la distribuzione in u forme 
principali n. 

Quando si vu01 riservarsi di fare una scelta conveniente per (a,), la po- 
sixione del punto T si pub fissare completamente ad arbitrio, senza che cib 
abbia influenza alcuna su la u forma principale n della superficie a cui si per- 
viene. Se (a2) ha generatrici realc anche il cono circoscritto da T, cioè il cono 
di KUMMER adoperato nella rappresentazione, avrà generatrici reali per ogni 
posizione di T. Se, invece, (a,) ha solo punti imaginarî, per ogni posizione 
di T il cono di KUMMER avrà generatrici imaginarie. Quindi, il solo caso in 
cui pub accadere che un cono, fiiori del quale sia situata la superficie, non 
abbia generatrici reali, è quel10 in cui la superficie non ha alcuna falda reale 
(11" della tabella, 3" dei casi nominati al n." 23). - Se (u,) ha generatrici 
imaginarie di la specie, T pub stare fuori od entro di essa: un cono di KUMMER, 
entro cui sta la superficie, pub avere in conseguenza O generatrici reali O solo 
imaginarie. Quest'ultimo caso pub anche aver luogo quando la superficie D 
non ha alcuna falda reale e quando neppure la conica doppia ha punti reali 
(v. n.' 21). 

Le generatrici, uscenti da T, della superficie del fascio di base (r,) che 
passa per T, toccano la superficie rappresentata nelle loro intersezioni con (Y,) 

e sono quindi due tangenti doppie passanti per T, ma non sono generatrici del 
corrispondente cono di KUMMER. Per il n.' 22, queste due tangenti saranno 
reali O imaginarie secondochè T star& nell'interno di un numero pari O di un 
numero impari dei coni ( x 2 )  passanti per (Y,), cioè, in grazia della posizione di 
questi coni rispetto a gli altri quattro coni di KUMMER (v. n.' 15), secondochè T 
sta nell'interno di un numero pari O di un numero impari di questi. - Dopo 
le regole che si riferiscono a la posizione di T rispetto a gli altri coni di 
KUMMER, se ne possono ancor dare di quelle che riguardino la realità dei punti 
di contatto delle due tangenti doppie. Perb esse non saranno che enunciati dif- 
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ferenti delle regolc su la realità delle intersezioni di (r,) con le sue bisecanti 
reali, onde non vi è ragiorie di fermarci ad esporle. Corne esempio possiamo 
c i t ~ r e  la seguente: le due tangenti doppie della superficie C uscenti da1 vertice 
del suo cono di KUMMER reale, sono reali, e almeno una di esse ha punti di 
contatto reali. 

Se la conica doppia abbia punti reali o non, dipende da la posizione della 
superficie (8,) entro 10 spazio limitato - per ognuna delle forme principali - 
da (cJ e da la superficie del fascio passante per T: cib è conseguenza del 
fatto che la conica doppia è la curva di contatto di (J,) con il con0 ad essa cir- 
coscritto da T. Si trova che le coniche doppie delle superficie A,  B, C hanno 
sempre punti reali (cib che del resto pub anche considerarsi come conseguenza 
del fatto cbe le loro falde hanno il tipo retta e perb debbon sernpre intersecare 
il piano della conica doppia). Invece le superficie D, E,  F possono avere co- 
niche doppie senza punti reali. F ra  queste ultime si presenterà anche, in E, 
una forma (che noi non incontrammo fra le superficie le cui coniche doppie 
hanno punti reali) le cui falde stanno una completamente nell'interno dell'altra. 
Questa forma di superficie si ottiene quando, nelle condizioni indicate da1 n.' 12 
della tabella, T sta entro (O,) e (8,) O ha generatrici imaginarie di la specie 
e racchiude (a,), oppure ha generatrici imaginarie senza punti reali. Il corri- 
spondente cono di KUMMER ha generatrici imaginarie (*). 

(') Le forme che si trovano quando l a  conica doppia non ha punti reali, differiscono da 
quelle descritte da  DARBOUX, nella citata opera, pag. 128-131, solo per le  proprieta non 
projettive. Si vede che i numeri che si trovano negli enunciati dei suoi teoremi su la con- 
neasione, vanno d'accord0 con i nostri quando si t ença  conto del differente modo di esprimerli. 
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PROGRAMMA DI CONCORSO, 
Sua Maestà il Re OSCAR II di Svezia desideroso di dare una nuova prova 

del suo interesse per l'avanzamento delle scienze matematiche, di cui è appas- 
sionato cultore, ha risolto di dare il 21 gennaio del 1889, sessantesimo anno 
della sua nascita, il premio di una medaglia d'oro del valore di 1000 franchi 
e la somma di 2500 Kronor (franchi 3400 circa) per una scoperta importante 
ne1 dominio dell'analisi matematica. 

Sua Maestà ha affidato la cura di realizzare le sue intenzioni ad una 
Commissione di tre membri composta corne segue: WEIERSTRASS di Berlino - 
HERMITE di Parigi - MITTIG-LEFFLER di Stoccolma. 

Il lavoro di questa Commissione fu oggetto di un rapport0 del quale cre- 
djamo utile di pubblicare le conclusioni. 

rr Prenant en considération les questions qui à divers titres préoccupent également les 
analystes et dont la solution serait du plus grand intérêt pour les progrès de la science, 
la commission propose respectueusement à SA NAJESTE d'accorder le prix au meilleur 
mémoire sur l'un des sujets suivants. 

1. Etant donné un système d'un nombre quelconque de points matériels qui s'attirent 
mutuellement suivant la loi de NEWTON, on propose, sous la supposition qu'un choc de 
deux points n'ait jamais lieu, de représenter les coordonnées de chaque point sous forme 
de séries procédant suivant quelques fonctions connues du temps et qui convergent unifor- 
mément pour toute valeur réelle de la variable. 

Ce problème dont la solution étendra considérablement nos connaissances par rapport 
au système du monde, paraît pouvoir être résolu & l'aide des moyens analytiques que nous 
avons actuellement à notre disposition; on peut le supposer du moins, car LEJEUNE-DI- 
RIUHLET a communiqué peu de temps avant sa mort un géomètre de ses amis qu'il 
avait découvert une méthode pour l'intégratioii des équations différentielles de la méca- 
nique, et qu'en appliquant cette méthode il était parvenu à démontrer d'une manière abso- 
lument rigoureuse la stabilité de notre système planétaire. Malheureusement nous ne 
connaissons rien sur cette méthode, si ce n'est que la théorie des oscillations infiniment 
petites paraît avoir servi de point de départ pour sa découverte (*). On peut pourtant 
supposer presque avec certitude que cette méthode était basée non point sur des calculs 
longs et compliqués, mais sur le développement d'une idée fondamentale et simple, qu'on 
peut avec raison espérer de retrouver par un travail persévérant et approfondi. Dans le 
cas pourtant oh le probleme proposé ne parviendrait pas à être résolu pour l'époque du 
concours, on pourrait décerner le prix pour un travail, dans lequel quelque autre problème 
de la mécanique serait traité de la manière indiquée et résolu complètement. 

2. DI. FUCHS a démontré dans plusiews de ses mémoires (**) qu'il existe des fon- 

(') K U ~ E R ,  Gediichtnissrede auf Lejeune-Dachlet, Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1860, p. 35. 

(.") Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Febr. 1880, p. 170. 
Journal fur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 89, p. 961. - Bulietin des sciences mathéma- 

tiques, Pe série, t. IV. 
Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Junius 1880, p. 445. - Bulletin 

des sciences mathhmatiques, serie, t. IV. 
Journal fur die reine und angewandte Nathematik, Bd. 90, p. 71. - Bulletin des sciences ma thha .  

tiques, !Zma série, t. IV. 
Abhandlungen der K. Geseiischaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1881. - Bulletin des sciences mw 

thématiques, eme série, t. V. 
Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1883, 1, p. 507. 
Cf. Journal für die reine und angewandte Nathematik, Bd. 76, p. 177. 
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ctions uniformes de deux variables, qui se rattachent par le mode de leur génération aux 
fonctions ultraelliptiques, mais sont plus générales que ces derniéres, et qui pourraient 
probablement acquérir une grande importance pour l'analyse, si leur théorie était déve- 
loppée davantage. 

On propose d'obtenir, sous forme explicite, les fonctions dont l'existence a été prouvée 
par M. FUCHS, dans un cas suffisamment général, de manière à ce qu'on puisse reconnaître 
et étudier leurs propriétés les plus essentielles. 

3. L'étude des fonctions définies par une équation différentielle suffisamment générale 
du premier ordre dont le premier membre est un polynome entier et rationnel par rapport 
i la variable, la fonction et sa première derivée. 

MM. ERIOT et BOVQUET ont ouvert la voie à une telle étude dans leur mémoire sur 
ce sujet (Journal de 17Ecole Polytechnique, cahier 36, pag. 133-198). Les géomètres qui 
connaissent les résultats découverts par ces auteurs, savent aussi que leur travail est loin 
d'avoir épuisé le sujet difficile et important qu'ils ont abordé les premiers. I l  paraît pro- 
bable que de nouvelles recherches entreprises dans la même direction pourront conduire 
à des propositions d'un haut intérêt pour l'analyse. 

4. On sait quelle lumière a été portée sur la théorie générale des équations algé- 
briques par l'étude de ces équations spéciales auxquelles conduit la division du cercle en 
parties égales, et la division par un nombre entier de l'argument des fonctions elliptiques. 
La transcendante si remarquable qu'on obtient en exprimant le module de la théorie des 
fonctions elliptiques par le quotient des périodes mène semblablement aux équations modu- 
laires qui ont été l'origine de notions entièrement nouvelles, et de résultats d'une grande 
importance comme la résolution de l'équation du cinquième degré. Nais cette transcendante 
n'est que le premier terme, le cas particulier le plus simple d'une série infinie de nouvelles 
fonctions que M. POINCARE a introduites dans la science sous la dénomination de fonctions 
fucl~siennes, et appliquées avec succès A l'intégration des éqmtions clifférentielles linéaires 
d'un ordre quelconque. Ces fonctions qui ont donc dans l'Analyse un rôle dont l'importance 
est manifeste, n'ont pas été considérées jusqu7ici sous le point de vue de l'algèbre, comme 
la transcendante de la théorie des fonctions elliptiques, dont elles sont la généralisation. 
On propose de combler cette lac~irie et  de parvenir à de nouvelles équations analogues aux 
équations modulaires, en étudiant, ne serait-ce que dans un cas particulier, l a  formation et 
les propriétés des relations algébriques qui lient deux fonctions fvchsiennes, lorsqu'elles 
ont un groupe commun. 

Dans le cas oh aucun des mémoires présentés pour le concours sur un des sujets pro- 
posés ne serait trouvé digne du prix, ce dernier pourra être adjugé à un mémoire mis en 
concours contenant la résolution complète d'une question importante de la théorie des fon- 
ctions outre celles proposées par la commission. 72 

Les mémoires presentés au concours devront être munis d'me épigraphe ainsi que du 
nom et de l'adresse de l'auteur sous pli cacheté et adressés au Rédacteur en chef des 
Acta Mathematica de Stockholm, avaiit le le' Juin 1888. 

Le mémoire auquel SA MAJESTE daignera décerner le prix, ainsi que d'ailleurs le ou 
les mémoires que la commission estimera dignes d'une mention honorable, seront insérés 
dans les Acta Mathematica et aucun entre eux ne doit être publié a~iparavant. 

Les mémoires peuvent être rédigés dans telle langue que l'auteur voudra choisir, mais 
comme les membres de la commission appartiennent à trois pays différents, l'auteur doit 
réunir à son mémoire originaire une traduction fran~aise si le mémoire n'est pas déjh écrit 
en franpais. S'il n'y a pas de telle traduction l'auteur doit accepter que la commission en 
fasse faire une h, son usage. 
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Sur la g6n6ration 
des surfaces et des courbes gauches 

par les faisceaux de surfaces. 

(Par J.4. et  M.-N. v ~ & D E L ,  à ~ i h z  - Bohème.) 

1. Sur les faisceaux de surfaces. 

.l. u ne surface R d'ordre' r est déterminée par un certain nombre de 
conditions, qui dépend de l'ordre de la surface B. On sait que ce nombre est 
égal à 

( y +  l ) ( r  + 2)(,. + 3) -4. 
1 . 2 . 3  

2. Nous allons appeler un système de surfaces qui ne sont pas déterminées 
par un nombre suffisant de conditions un faisceau de surfaces. 

Soit R le nombre de conditions qui déterminent une surface R du rième 
ordre. Quand la surface R est donnée par R - n conditions, elle forme un 
faisceau (R). 

E n  prenant n points arbitraires a, b, c, .  . . dans l'espace, on obtiendra un 
nombre de surfaces R qui correspondent aux R - n conditions données et 
passent par les points a ,  b, c, ... 

Appelons le nombre n ,  c'est-à-dire le nombre de points que nous pouvons 
encore choisir pour compléter les conditions nécessaires S détermination d'une 
surface R ,  la dimension du faisceau (R) de surfaces R. 

Le nombre de surfaces R passant par les la points a ,  b, c,. . . et assujetties 
aux R - n conditions données nous voulons nommer l'indice du faisceau (R) 
de l(z nih""imension de szcrfaces R. 

Alors en disant un fuisceuu ( R )  de la nième dimension d'indice m de sur- 
fuces R du rihe ordre, on entend: un système de surfaces R du rfème ordre, 
données par R - n conditions de telle façon, que par n points quelconques 
a, b, c ,... passent m surfaces R. 

Annali di Mutematica, tom0 XIV. 10 
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De là r6sulte que 
k points arbitraires dans l'espace déterminent dans un faisceau de la 

nièste dimension et d'indice ~n un faisceau du même indice m mais de la di- 

mension n - k. 
3. L a  même chose a. lieu quant aux figures planes. II y a de m&me dans 

le plan des faisceaux d'indices divers. 
Ainsi quand on dit: un faisceau IR) de la niime dimension et d'indice n8 

de courbes R d'ordre Y, cela signifie un système de courbes R d'ordre s, .dé- 
terminées par telles conditions que par n points arbitraires du plan passent rn 
courbes R. 

Il est claire que i% pointe du plan déterminent un faisceau de la dimension ' 

n - k et d'indice m dans un faisceau (R) de la niènze dimension et d'indice 7%. 

II. Détermination de l'ordre des surfaces et  des courbes. 

4. L'ordre des surfaces. - Dans le Mémoire présent nous nous occuperons 
avec des surfaces dont l'ordre doit être déterminé, quelque soit le mode de 
leurs générations. 

Pour cet effet il nous suffit une fois pour toutes de démontrer l'ordre de 
la surface engendrée par la manière suivante. 

5. Considérons une surface S comme le lieu de courbes d'intersection de 
deux autres surfaces appartenant à deux systèmes; ces deux surfaces jouissent 
de telle propriété que à une d'elles correspond un certain nombre de surfaces 
du second système rencontrant la première en une courbe de la  surface S. 

Dans ce cas général, il n'est pas nécessaire de connaître ni les ordres des 
~urfaces de deux systèmes ni le nombre de surfaces d'un système correspondant 
B une surface de l'autre système. Il nous suffit de connaître des dondes  plus 
simples. 

Une droite arbitraire Q perce les surfaces d'un des systèmes en des points 
A et celles de l'autre système en des points B. Supposons que tels points A 
d'une surface correspondent aux points B de l'autre surface, dont la coirbe 
d'intersection se trouve sur la surface engendr.de S. 

On voit immédiatement que, quand deux points correspondants A ,  B se 
rhnissent en un seul point, ce point est celui en lequel la  droite Q perce la 
surface S. 

Il  faut que nous déterminions: combien de points A peuvent coïncider 
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avec le point correspondant B, en sachant, que 
à un point A pris à volonté sur Q correspondent B points B. 

et réciproquement 
qu,e à un point B correspondent a points A. 

Pour cet effet, faisons passer un plan P par la droite & et considérons 
deux points arbitraires a, R de ce plan comme les centres de deux faisceaux 
de droites. 

Joignons un point A avec a et le point  correspondant'^ avec par des 
droites qui se rencontrent en un point. Ce point engendre une courbe Y' quand 
les points A ,  B parcourent la droite Q par la loi indiquée. 

L a  c.ourlne S' rencontre Q en des points qui sont évidemment les points 
de rencontre de la surface S avec la droite Q, ou, en d'autres termes, la 
courbe S' et la surface S rencontrent la droite Q en les mêmes points. En 
déterminant l'ordre de la courbe S', nous obtenons l'ordre de la surface S. 

Nous allons déterminer l'ordre de S' très-aisément. Un rayon a' du fais- 
ceau (a) rencontre Q en un point A' auquel correspondent suivant la suppo- 
sition b points B; les jonctions de ces points avec /3 rencontrent o.' en b points 
de la courbe S'. 

De là suit que sur un rayon arbitraire a' du faisceau (a) se trouvent b 
points de S'. Il nous reste encore à examiner si le point a appartient à la 
courbe S'. 

Dans ce cas un rayon p' de (B )  passe par a. L a  droite a6  rencontre Q 
en un point B' auquel correspondent a points A. P a r  ces points passent les 
rayons du faisceau (a) correspondant à la droite P' et  rencontrent la  en le 
point a. De là suit que le point a appartient à la courbe S' ct qu'il est mul- 
tiple d'ordre a ou que la courbe S' est d'ordre a + b. 

Nous avons donc ce théorème: 
Une surface S étant le lieu d'intersection de deux figures jouissant 

de telle proprie'té pue par u,n point A pris à volonté sur une droite ar- 
bitraire Q pusse la pre~nière figure et  la seconde correspondante rencontre 
la même droite en b poircts B, et inversement, que pur un point B de Q 
pusse la seconde figure pendant que la première correspondante rencontre 
Q en a points A,  la sarfuce 'S est d'ordre (a + b). 
B .  L'ordre des coug.bes guuches. - Nous pouvons déterminer l'ordre d'une 

courbe gauche par une voie sernblahle à celle que nous avons suivie tout à 
l'heure. 

8upposons que la courbe traitée X soit le lieu des points d'intersection 
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d'une courbe C avec une surface F, qui changent de positions suivant une 
certaine loi. 

Nous dkterminons l'ordre de la courbe K,  en trouvant le nombre de points 
qu'elle peut avoir sur un plan arbitraire Q. 

Ce plan rencontre la courbe C dans une de ses positions en des points c 
et la surface correspondante F en une courbe f. Quand un point c vient d'être 
placé sur la courbe correspondante f, ce point appartient à la courbe exa- 
minée K. 

Afin que nous déterminions le nombre de telles positions du point c, qu'il 
se trouve sur sa courbe correspondante f, nous appliquons de nouveau de deux 
projections. 

Projettons les points c d'un point arbitraire y et les courbes f d' un autre 
point y. Une droite projettante y c  perce la surface conique correspondante y f  
en des points qui engendrent une courbe auxiliare L. Il est clair que chaque 
point d'intersection de cette courbe avec le plan & est en môme temps le point 
de rencontre de la courbe K avec Q. 

De là suit que, en déterminant l'ordre de L, nous connaisons de même 
l'ordre de la courbe K, ce qui exige la connaissance des quantités suivantes: 

1." le nombre de courbes f qui correspondent à un point c; 
2." le nombre q de points c qui correspondent à une courbe f i  
3." l'ordre de la courbe décrite par le point c sur le plan Q; 
4." le nombre t de courbes f passant par un point arbitraire du plan Q; 

et enfin 
5." l'ordre f de la courbe f. 

7. Cherchons le nombre de points en lesquels la courbe L rencontre un 
plan quelconque Y passant par le point y. Ce plan rencontre la courbe décrite 
sur Q par le point c en r points. A chacun de ces points correspondent p 
courbes f d'ordre f. Les surfaces coniques, ayant les courbes f pour lignes 
directrices et le point y pour sommet, rencontrent les jonctions des points c 
avec y en des points de la courbe L. Le nombre de ces points est donc égal 
à fpv. 

Il nous reste encore à chercher, si le point y appartient à la courbe. Pour 
cet effet, faisons passer par ce point les surfaces coniques et désignons le point 
de rencontre de la droite y y  avec le plan & par d. Par  ce point passent, comme 
on sait, t courbes f, et par conséquent par y passent de même t surfaces co- 
niques f y .  

A chacune de ces surfaces correspondent q points c ainsi que des rayons y c ,  
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dont chacun détermine sur la surface conique correspondante le point y comme 
le point de la courbe L. 

II s'ensuit que y est un point multiple d'ordre q t  de la courbe L et  que 
cette ligne est d'ordre 

f r p  + !It, 

parce que le plan & la coupe en autant de points. 
La courbe K est du même ordre. De la résulte ce théorème: 

Quand les points d'une courbe K proviennent de l'intersection d'une 
courbe C agec une surface F qui forment deux systèmes correspondants 
de telle manière que, en coupant C en des points c et F en une courbe f 
par zcn plan arbitraire Q, 

la courbe f soit d'ordre f ;  
t courbes f passent par un point quelconque du plan Q ;  
le point c décrit une courbe d'ordre r sur &; 
à une courbe f correspondent q points c; et enfin 
à un point c correspondent p courbes f,  alors la courbe K est d'ordre 

8. L'ordre d'une courbe plarze. - Suppos~ns que nous obtenons les points 
d'une courbe plme comme les points d'intersection des courbes correspondanteu 
de deux, faisceaux distincts. 

Pour dbtern~iner l'ordre de cette courbe, nous pouvons employer le même 
procédé que nous avons appliqué à une surface. 

Les courbes d'un des faisceaux donnés rencontrent une droite arbitraire 
du  plan en des points A et celles de l'autre faisceau en des points B. 

Prenons un point -4 sur Q. Les courbes correspondantes de l'autre faisceau 
rencontrent la en b points B et réciproquement à un point B correspondent a 
points A. 

Ainsi : 
Le lieu des points d'intersection de deux faisceauz donnés est une courbe 

d'ordre 
a + b. 

Nous pouvons de là déduire une formule qui peut être employke directement. 
9. Considérons deux faisceaux (F,), (F,) de la première dimension et d'in- 

dices m,, nz, de courbes F,, F, d'ordre f i ,  f i ,  dont les points de rencontre 
remplissent une courbe. 
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Quand à une courbe Fi correspondent a courhes et à une courbe F, 
correspondent h courbes F I ,  la courbe dérivée doit être d'ordre 

a f i n ? ,  + b f 2 m 2 .  
E n  désignant le nombre de points obtenus directement sur une courbe 

quelconque du faisceau (F,)  par F i ,  nous pouvons écrire 

- a f i f '  au lieu de af, 
f ;  

et parce que u f i  f 2  = Fi nous ayons 

En faisant usage de cette notion aussi pour le second faisceau (F , ) ,  nous 
obtenons que l'ordre de la courbe dbrivée est 

De là suit ce théorSrne: 
Utze courbe C est le lieu des p o i d s  de rencontre des courbes d'ordres 

f i ,  f, de cleux fa i sceaux  ( F i ) ,  ( F , )  de la première dirrqension e t  d'itzdices 
m , ,  fn,. Fi ,  F, soient les nonzbres de points  obtenus directement s u r  d e u x  
courbes arbi traires  P,, Fe des faisceuztx ( P , ) ,  (F,) .  L 'ordre  de Zn courbe 
C est  égal à la somme de d e u x  temzes,  don t  clzacztn est construi t  a ins i :  
o n  divise le nmîzbre de p o i ~ t s  obtenus directement s u r  une  courbe d ' u n  des 
fa isceaux donnés p r  l'ordre de cette c o u d e  et  on azzcltiplie ce qzwtieflt 
p a r  Z'iilclice du faisceau uuqziel appart ient  cette cozirbe. 
10. L'importance de ce théorème se manifeste principalement dans le cas, 

quand Ia courbe C provient de l'intersection des tangentes correspondantes de 
deux courbes A ,  B de classe a ,  6. a ,  b étant les nombres de points de la  
courbe C, que nous obtenons directement sur une tangente arbitraire respecti- 
vement de la courbe ,4, B, l'ordre de la courbe C est 

IIT. Sur la surface engendrée 
p a r  les points d'intersection de n surfaces. 

11. Soit donné un faisceau (R) de surfaces R d'ordre r p ;  supposons que ce 
faisceau est de la dimension - 1 et d'indice m,. Outre cela soient données 
les courbes 
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à chacune de ces courbes correspond un faisceau de surfaces de la prerniére 
dimension ; nous avons respectivement les faisceaux 

Une surface R du faisceau (R) rencontre les courbes (p,), (p,), . . . en des 
points. Aux points ainsi obtenus sur (p,) faisons c,orrespondre les points sur 

( P Z ) ,  ( ~ 3 )  7 - - . ' ( ~ 4 7  
et r6ciproquernent. 

Ces points déterminent les surfaces da.ns les faisceaux correspondants. Sup- 
posons que les surfaces passant par les points correspondants se correspondent 
de même. Yrenons une à une des surfaces correspondantes; ces lz surfaces T 
se rencontrent en des points. 

Quand la surface R forme le dit faisceau (R), il peut arriver que entre 
les points, dont nous venons de parler, se trouvent tels points que toutes les n 
surfaces correspondantes passent par ces points. 

Quel est le lieu de ces points? 
Pour ddterminer ce lieu, considérons le cas quand n = 3. 11 est clair que, 

quand nous prenons trois telles surfaces correspondantes El, c'est-à-dire une 
surface P,, une surface F, et une surface F,, ces surfaces correspondantes se 
rencontrent en des points, par chacun d'eux passent toutes ces &ois surfaces 
Fi, c, 3'3. 

Afin que nous trouvions le lieu de ces points, il faut montrer que sur une 
droite arbitraire se trouve un nombre fini de ces points ou qu'ils remplisse 
une. surface. 

12. Nous voulons d'abord démontrer que, n étant égal à 2 ,  la courbe 
d'intersection de deux surfaces correspondantes Fi, F, engendre une surface. 

Une droite arbitraire (2 rencontre les surfaces F,, F ,  en des  points que 
nous désignons respectivement par A ,  B. Les points A correspondent aux 
points B. 

Considérons un point pris à Volont6 sur la droite Q comme le point A.  
P a r  ce point passe un certain nombre de surfaces F, ,  dont chacune détermine 
sur (p,) de même un nomlm fixe de points; par chacun d'eux passe un certain 
nombre de surfaces R. Chacune de ces surfaces détermine sur ( p , )  des points 
qui déterminent des surfaces FO rencontrant la droite Q en des points B cor- 
respondant au point A. 

A un point A correspond, par conséquent, un nombre fixe de points R et, 
parce que cela n lieu aussi réciproquement, on voit, qu'il y a des points en 
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lesquels coïncident les points A avec leurs points correspondants B. Ce sont 
évidemment les points en lesquels la droite Q perce la surface engendrée par 
les courbes d'intersection des surfaces F,, F,. 

13. L a  même voie nous conduira au but demandé dans le .  cas de l'ar- 
ticle 11. Un point quelconque p, sur (pa) détermine dans le faisceau (R) un 
faisceau de la première dimension. 

En  considérant la surface F, passant par le point p3, la courbe d'inter- 
section des surfaces correspondantes Fi, F, engendre, dYaprè.s le précédent, 
une surface qui rencontre la surface F3 en une courbe d'une figure nouvelle. 
Nous montrerons que cette dernière figure rencontre la droite & en des points, 
ou, en d'autres termes, qu'elle est une surface. 

Supposons que la surface F, rencontre Q en des points A ,  et que la sur- 
face engendrke par les autres surfaccs correspondantes coupe cette droite en 
des points B. 

Pa r  un point A pris à volonté sur Q passent des surfaces F3 qui déter- 
minent sur (p , )  les points p3.  Ces points déterminent des faisceaux de la pre- 
mière dimerision; à chacun d'eux correspond une surface auxiliaire rencontrant 
Q en des points B. 

A un point A correspond donc un nombre fixe de points B, et récipro- 
quement. Car un point arbitraire B sur Q determine les surfaces F,, F, qui 
rencontrent les courbes (p,), (ÿ,) respectivement en des points p i ,  p,. 

Chacun des points pi détermine avec un des points p, une surface R ren- 
contrant (p3) en des points qui déterminent les surfaces F,. Ces surfaces coupent 
la droite Q en des points A.  C. Q. F. D. 

Par  conséquent nous obtenons sur Q de nouveau des points en lesquels 
coïncide un point A avec son point correspondant B. Il est clair que ce sont 
les points en lesquels la droite Q perce la figure engendrée par les points d'in- 
tersection des surfaces correspondantes ETi, F,, F3. 

14. En  connaissant ces résultats pour n == 2 et n = 3, nous pouvons les 
&tendre à un nombre arbitraire, c'est-à-dire nous pouvons démontrer que ces 
résultats sont valables pour n quand cela a lieu pour n - 1. 

Considérons alors un faisceau R de la dimension n - 2, puis n- 1 courbes 
pi, pz,. . . pn-, et enfin autant de faisceaux (Fi), (Fe),  . .. (Fa-,) correspondants 
de la première dimension. Supposons qu'il y a toujours un certain nombre de 
points par lesquels passent toutes n - 1 surfaces correspondantes Fi, F,, Fn-i7 
et que tous ces points remplissent une surface Sn-,. 

Considérons maintenant un faisceau (R) de la dimension n- 1, et ajoutons 
encore une courbe (Pa) et son faisceau correspondant (Fn). 
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Une droite arbitraire Q rencontre les surfaces Fn en des points A. En 
prenant le point p', sur (p,), par lequel passe une telle surface F,, pour point 
du faisceau (R), nous obtenons un nouveau faisceau de la (12 - 2)ièm""imension, 
duquel nous pouvons déduire une nouvelle surface Sn-i qui rencontre Q en des 
points B. 

Nous voyons que, en prenant un point A sur Q, par ce point passe un 
nombre fixé de surfaces F, qui rencontrent la courbe (pn) en des points déter- 
minant les faisceaux (R) de la dimension rz - 2. Ces faisceaux determinent des 
surfaces qui rencontrent la droite & en des points B. 

Il  suit de lh que à un point A correspond un nombre fini de points B. 
La  même chose a lieu quand nous commençons par un point B, qui dé- 

termine des surfaces dans les faisceaux (Fi), (274,. . . (Fn-,) rencontrant leurs 
courbes correspondantes (p,), (p,), . . . (pn-,) en des points. En  prenant un h un 
de ces points sur chaque courbe, il détermine une ou plusieurs surfaces R qui 
fournissent les points p, par lesquels passent les surfaces Fn déterminant les 
points correspondants A. 

Nous voyons donc que à un point B correspond un nombre fini de points A. 
11 y a ainsi des poiuts A qui coïncident avec leurs points correspondants B. 
Ces points sont évidemment ceux, en lesquels la droite Q rencontre le lieu des 
points provenant de l'intersection des surfaces correspondantes F; ce que nous 
pouvons définir ainsi : 

Il y a en v&ité u.12 notnhre infini de points dans l'espace par lesquels 
passent simultanément les su~fuces correspondantes de tous faisceaux; ces 
points remplissent une surface. 

IV. L'ordre de la surface 8,. 

15. L a  même voie, que nous avons suivie en démontrant que le lieu des 
points de rencontre de toutes les surfaces correspondantes des faisceaux ( F )  
est une surface Sn) nous conduit B la détermination de l'ordre s, de cette 
surface. 

Nous allons dériver une formule, dont nous pouvons démontrer qu'elle est 
valable pour rz, quand elle est correcte pour n - 1. Commençons par n = 2. 

16. Soient données: 
un faisceau (R) de la première dimension et d'indice m, de surfaces R 

du rizme ordre ; 
AltnnEi di Matematien, tom0 XIV. 11 
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les courbes (p,), (p , )  d'ordres p,, p,;  et enfin 
les faisceaux (Fi ) ,  (E:) de la première dimension, d'indices m,, na, de 

surfaces d'ordres fi, f,. 
Une surface R rencontre les courbes (p i ) ,  (p,) en r p ,  points pi et en r p ,  

points p,. Chaque point p,  &$termine ?TI, surfaces F, et chaque p, détermine ?ni 
surfaces F ,  . 

Les surfaces Fi, ainsi ol~tenues, rencontrent les surfaces F,, qui leurs cor- 
respondent suivant la loi indiquée, en des courbes qui remplissent une surface s,. 
L'ordre de cette surface peut être déterminé de la manière que nous avons 
exposée dans l'article 4. 

Supposons que les surfaces Fi rencontrent Q en des points A et leurs 
surfaces correspondantes la coupent en des points B. Un point arbitraire A 
sur Q détermine m, surfaces Fi du faisceau (F,) rencontrant la courbe ( p i )  eu 
f,m,pi points p i .  Chacun d'eux détermine m, surfaces R coupant la courbe 

points p,, dont chacun détermine m, surfaces F, qui coupent, par conséquent, 
la droite Q en 

fi  f2 mi m2 mvpip2 

points B correspondant au point 8. Nous obtenons par le même raisonnement 
que à un point B correspondent 

f i  fi rai m* mrpip2 r 
points A. 

Nous trouvons ainsi 
2 f i  fi mi m, mrpip,  r 

points A sur Q, qui coïncident avec leurs points correspondants B. Ces points 
sont Bvidemment ceux, en lesquels la droite Q perce 1st surface 8,. Cette sur- 
face est donc d'ordre 

S ,  = 2 fi f, mi rn, .~n.,p,p, r .  
Pour abréger, nous écrirons dans ce qui va suivre les produits partiels ainsi: 

Fn = f i f z . . . fn  

En faisant usage de cette notation, nous pouvons donc écrire la formule 
précédente comme il suit: 

2rm,FeMzY2.  
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V. L'ordre de la surface Sn. 

17. Quand nous avons rQsolu le problème pour .n = 2 ,  nous pouvons le 
faire aussi quand n est d'une grandeur arbitraire. 

Supposons que soient données: un faisceau (R) de la dimension n - 1 et  
d'indice m,. de surfaces R d'ordre r ;  les faisceaux (P,), (F,), ... (fi) de la 
première dimension et d'indices rn,, nz ,,... m, de surfaces F,, F, ,... Fn re- 
spectivement d'ordre f i ,  f,, .. . f,, et enfin les courbes (p,), (p,), .. . (p,) d'ordres 
pi, pz, .  . . p, à l'aide desquelles nous établissons la correspondance des surfaces 
Fi7 F 2 , . . .  Fn. 

18. L a  construction de la surface Sn est la suivante. Une surface h? ren- 
contre les courbes (p,), (p,) ,  . . . (p.) en points correspondants de telle maniere 
que aux points, ainsi obtenus sur (p , ) ,  correspondent tous les points déterminés 
par la même surface R sur les autres courbes. - 

Sur chacune des courbes on prend un h un point correspondant qui dé- 
termine dans le faisceau (F) correspondant des surfaces qui sont appelées les 
correspondantes, quand elles passent par les points correspondants. 

Quand n de ces surfaces correspondantes, prises une à une dans chacun 
des faisceaux, passent par un point s, ce point appartient à la surface Sn. 

19. Considérons de nouveau une droite arbitraire Q. E n  prenant sur (p,) 
un point p,, par ce point passent m, surfaces (Fn) qui rencontre Q en des 
points A. 

Le point p, détermine dans le faisceau (R) un faisceau de la (n - 2)idmo 
dimension, duquel on peut déduire l'aide des courbes (p,), (pz), . . . (p,-,) et 
des faisceaux (F,), (F,), ... (Fn-,) une nouvelle surface Sn-, qui rencontre la 
droite Q en des points B. Nous allons déterminer le nombre de   oint B cor- 
respondant à un point arbitraire A ,  et viceversa. 

Considérons un point A sur Q. Par  ce point passent mn surfaces F, du 
faisceau (Fn), qui coupent la courbe (p,), en général, en fnmnpn points, dont 
chacun détermine dans le faisceau (R) un faisceau de la (n - 2)ibmc dimension 
déterminant 12 surface Sn-, qui rencontre Q en sn-, points B correspondant 
au point A. 

A un point A correspondefit  do?^ 

fn mnpn Sn-i 

points B. 
Suivons la voie inverse et prenons sur Q un point B. Ce point détermine 

m, surfaces Fi dans le faisceau (F,) rencontrant la courbe (pn) en général en 
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Le point B détermine de même m, surfaces F ,  dans le faisceau (F,), qui 
coupent la courbe (p,) en f2m,p, points, etc. Dans le faisceau (Fn-,) nous 
obtenons nin-, surfaces lin-, qui rencontrent (pH_,) en fn-,mn-,JI,-, points 
p,-,. Prenons de tous ces points correspondants un à un sur chaque courbe (p). 
Ces n - 1 points déterminent n7, surfaces R dans le faisceau (R). 11 est clair 
que nous obtenons de tels groupes à n. - 1 points en général 

Chacun de ces groupes détermine m surfaces R dont chacune rencontre 
(p,) en rpn points. Par  chacun d'eux passent ?fi, surfaces Fn qui coupent la 
droite & en des points A correspondant au point B. 

A un p o b t  B correspondent donc 

112, r Fn Mn Pn 
points A. 

Nous voyons ainsi que sur la droite Q se trouvent 

points en lesquels coïncident les points A avec leurs points correspondants B, 
qui sont évidemment les points d'intersection de la droite Q aveo la surface Sn. 
Cette surface est donc d'ordre 

Parce que pour 12 = 2 
s2 = 2rm,  F,M,P, 

et pour n = 3 
s,= 3rrn,F,M,P, 

d'où l'on peut conclure que la formule générale ait la forme 

car si elle est valable pour s,,-~, on obtiendra pour in 

ce qui prouve que la formule pr6cédente est exacte, puisqu'elle est correcte 
pour n = 3; ainsi 

sW = nm,r Fn M, P,,. 
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VI. Cas particuliers. 

20. Quand n = 3 nous avons ce théorème: 
Uf3 faisceau de la seconde dimension de surfaces détermine des points 

sur trois courbes, par lesquels passent les surfaces de leurs faisceaux 
correspondants; ces sur faces se rencontrent ert des points d'une surface 
nouvelle qui est d'ordre 

21. Supposons que les surfaces de tous les faisceaux sont du second ordre, 
que les faisceaux sont d'indice 1 et que les lignes (p) deviennent des droites; 

22. Considérons une surface appartenant au faisceau (Pi) et une autre 
surface du faisceau (Pz); ces surfaces se rencontrent en une courbe d a  qua- 
trième ordre dont les points d'intersection avec la surface S3 nous allons dé- 
terminer. 

Les surfaces Fi, F, rencontrent respectivement les droites (pi), (p,) en 
des points qui, Btant quatre, déterminent quatre groupes de deux à deux points, 
et par conséquent ils déterminent autant de surfaces R, dont chacune ren- 
contre 1s droite (p.) en deux points déterminant une à une surface Ys. 

11 suit de là  que nous obtenons ainsi sur la dite courbe d'intersection du 
quatrième ordre directement 

8 . 8 = 6 4  
rpoints. 

Seulement il faut que sur cette courbe soient 4 . 4 8  = 192 tels points. 
Outre cela, on voit que ce sont tous les points qui résultent de surfaces géné- 
rales du second ordre (tous les faisceaux sont donc du premier indice). 

De  1Zi suit que les points de rencontre de la dit,e courbe du quatrième 
ordre avec les courbes fondamentales des faisceaux (F,), (F,) appartiennent à 
la courbe considMe. Il g en a seize. Ils sont, par conséquent, les points mul- 
tiples d'ordre 8. Nous voyons donc que les courbes fondamentales des faisceaux 
(Fi), (FJ sont les lignes multiples d'ordre 8 sur la surface SA, ce que nous 
trouverons justifié plus loin. 

23. Toutes les conditions restent les mêmes comme précédemment, seuIe- 
ment n = 2 ; la surface S, est d'ordre 
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Une surface Fi du faisceau (Fi) rencontre la droite ( p l )  en deux points 
qui déterminent deux surfaces R, dont chacune coupe la droite (p,) en deux 
points. Chacun d'eux détermine une surface F,. Sur la surface Fi se trouvent 
donc quatre courbes du quatrième ordre de la surface S2. Il nous manque 
encore une partie de la courbe d'intersection des surfaces Fi, S2. C'est la 
coqrbe fondamentale du faisceau (Y,), qui est une ligne multiple d'ordre 4 sur 
la surface 8,; de même la courbe fondamentale du faisceau (F,) est une .ligne 
inultiple d'ordre 4 sur S,. 

24. Quand le faisceau (R) consiste en des plans, nous obtenons dans le 
premier cas une surface d'ordre 16, ayant les courbes fondamentales des fai- 
$ceaux (Fi), (F,) pour lignes multiples d'ordre 4 et dans le second cas une sur- 
face S, du huitiPme ordre, qui possède les courbes fondamentales des faisceaus 
( F J ,  (F,) comme les lignes multiples d'ordre 2. 

25. Dans le cas que les surfaces R et F sont des plans et n = 2, nous 
retrouvons la génération hien connue des surfaces gauches au moyen de trois 
rsurfaces développables des classes mi, m,, m,. L'ordre de la surface engendrée 
est d'après la formule générale 

ce qui est d'accord avec le résultat connu. 
26. Si tous les faisceaux étaient les faisceaux de plans ou les surfaces dé- 

veloppables, .n étant égal à 3, nous obtenons une surface engendrée par les 
points, qui est d'ordre 

SB = 3 rn, m, 4n3 mr,  

et quand les faisceaux de plans sont les faisceaux ordinaires, la surface obtenue 
est une surface générale du troisième ordre. 

Nous somme parvenu à ces deux rdsultats par une autre voie, c'est-à-dire 
par un mode analogue au procédé de MAC-LAURIN. 

27. Considérons le cas intéressant quand n = 4 et (R) est un faisceau de 
plans de la troisième dimension ou, en d'autres termes, quand (R) est le sy- 
stème de plans qui remplissent tout l'espace indéfini. 

Quand 
f i = f Z - f 3 = f 4 = 2 ,  m i = m 2 = m 3 = m l =  1 

et 
p, = = 1 ) 2 = ~ 3 = ~ 4 =  1, 

la surface S, est d'ordre 
. s , 1 + . S r ? 6 4 .  
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NOUS' pouvons de &&me démontrer, comme dans le pr$céde&, que les Gurbes 
fondamentales des faisceaux ( F )  sont les lignes multiples d'ordre 8 de la mr- 
face S,. 

28. Considdrons enfin le cas quand n = 4 et toutes les autres quantités 
sont égaux h 1; la surface engendrée est du quatrième ordre. 
. ' Les points de cette surface jouissent de telle propriété que par chacun 
d'eux passe un un des plans de quatre faisceaux de plans, qui rencontrent 
leurs quatre droites correspondantes en des points qui sont situ& sur un même 
plan. 

E n  prenant deux plans Fi, F, des faisceaux (F,), (FJ, ces plans se renL 
contrent en une droite et coupent les droites (p , ) ,  (p,) en les points pi, pl .  Ces 
points déterminent un faisceau de plans (R) de la première dimension, duquel 
on peut déduire une surface réglée du second ordre, qui rencontre la droite 
Fi, F, en des points de la surface S,. 

Il est clair que les axes des faisceaux (F,), (F,) et par conséquent de 
même ceux des faisceaux (F,), (F,) sont les génératrices de la surface Sn. 

VIL Sur la courbe qui est le lieu des points d'intersection 
des surfaces de trois faisceaux. 

29. La courbe gauche peut Qtre engendrée par la même manière comme 
la surface. Considérons d'abord seulement trois faisceaux de surfaces F, ce qui 
est le cas le plus simple. Soient données: 

un faisceau (R) de la première dimensiun, d'indice m, de surfaces 
d'ordre r ;  

trois courbes (p,), (p,), (y3) re~~ective'ment d'ordre p,, pz, p3; et enfin 
trois faisceaux (Fi), (FJ,  (PJ de surfaces, qui sont de la première dî- 

mension et d'indices mi, ni2, w3, les surfaces F,, F,, F, Btant respectivement 
d'ordre f,, f i ,  f,. 

Une surface arbitraire R du faisceau (R) rencontre de même les. coUrbes 
fp& (pJ, ( p $  en des points qui se correspondent de telle manière que les points 
ainsi obtenus sur une de ces courbes correspondent aux points'sur les autres 
courbes. 
, , Chacun de ces points d'intersection de la surface R svec* les courbes (p) 
détermine un nombre de surfaces dans le faisceau correspondant (F) ;  les sur- 
faces passant par les points correspondants soient appelées de même le$ surfaces 
correspondantes. 
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E n  prenant dans chacun des faisceaux une à une surface correspondante, 
ces trois surfaces F,,  f i ,  F3 se rencontrent on des points qui engendrent une 
courbe, quand la surface R engendre le faisceau (R). 

30. Déterminons les points d'intersection de cette courbe avec un plan 
arbitraire Q par le procédé que nous avons indiqué en 4. 

Une surface quelconque F, rencontre (p , )  en des points, dont chacun dé- 
termine des surfaces (R). Chacune d'elles coupe la courbe (p,) en des points p, 
et la courbe (p,) en des points p,. Les surfaces du faisceau (FJ passant par 
les points pz et celles du faisceau (F,) passant par p, sont toutes les surfaces 
qui correspondent à la surface F, prise à volonté dans le faisceau (F,). 

Ces surfaces fi, F3 se rencontrent une à une en une courbe (F2 F3) qui 
perce la dite surface Fi en des points de la courbe Cs. Nous nous servirons 
de ce mode de génération de la courbe C, à la détermination de son ordre. 

Supposons que la surface Fi rencontre le plan Q en une courbe f et la 
courbe (F,  F,) le coupe en un point c. Si nous considérons un point du plan Q 
comme le point c ,  nous savons qu'il résulte de l'intersection de ce plan avec 
une certaine courbe (F, F,), et, par conséquent, qu'il correspond à une certaine 
surface R qui rencontre (pJ en vp ,  points dont chacun détermine m, surfaces 
F, et chacune d'elles détermine une courbe f. Donc 

à wn point c correspondent m,pir courbes f. 
E n  prenant une surface Fi et par suite aussi une courbe f i  cette surface 

rencontre (p,) en fipi points qui déterminent m, f ,p i  surfaces R, dont chacune 
rencontre (p,) en rp, points pz et (p,) en r p ,  points pz. Chaque point p, dé- 
termine m, surfaces F, et chaque points p3 détermine m, surfaces &. 

Ces surfaces F2, F3 se rencontrent en 

courbes (FStj3), dont chacune perce le plan Q en f,f, points. Donc 
à une courbe f cowespondent 

f i f 2  f3m,m3m~vplpsps~e  
poi~zts c. 

Il  suit de ce que nous avons trouvé: quant aux surfaces, que les courbes 
(F2 F,) remplissent une surface d'ordre 

qui rencontre le plan Q en une courbe engendrée par le point c sur Q. Ainsi 
le point c engendre une courbe d'ordre 
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Par  un point arbitraire dans l'espace passent m, surfaces Fi et par con- 
séquent de même autant de courbes f  passent par un point du plan &. Donc 

par UN point quelconque dzc plan Q passent m, courbes f  pi sont 
d'ordre f i .  

' 

l'aide de ce que nous avons démontré dans le paragraphe II nous 
pouvons dire que la courbe C3 est d'ordre 

VIII. Sur  la courbe qui est  le  lieu des points d'intersection 
des surfaces de la faisceaux. 

31. Comme dans nos recherches sur les surfaces nous avons déterminé 
l'ordre d'une surface 8% en connaissant l'ordre d'une surface Sn-,, nous pou- 
vons appliquer la même voie quant aux courbes. 

Soient données: 
un faisceau (R) de la (rn - 2)iCm"irnension et d'indice nz, de surfaces 

d'ordre r;  puis 
les courbes (pi), (p,), . . . (p,) respectivement d'ordre p,, 2 5 ~ ) .  . . pn; et 

enfin 
les faisceaux (Ir,),  (F,),.. . (J7,) de la première dimension et d'indices 

m,, 9n ,,... rn, de surfaces K ,  F, ,... I;;, respecti~~ement d'ordre f i ,  f, ,... fa. 
Faisons correspondre les surfaces du faisceau (Fi) aux points de la courbe 

(p,), etc. Une surface R détermine sur les courbes (p,), (p,), . . . ( p a )  des points 
correspondants. Les surfaces de ces faisceaux passant par les points corre- 
spondants sur les courbes (p,), (p,), . .. (p,) soient appelées de même corre- 
spondantes. 

32 Prenons une à une de chacun de ces groupes de surfaces correspon- 
dantes F. 

Ces rc surfaces, prises trois h trois, se rencontrent en des points. Quand 
la surface R change de position, il peut arriver que toutes ces n surfaces se 
rencontrent en un point. On voit très-aisément que le lieu de ces points est 
une courbe dont l'ordre nous allons déterminer. 

Cherchons le nombre de points de rencontre de cette courbe avec un plan 
arbitraire Q. 

Annali di  Matematica. tom0 XIP. 13 
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Negligeons la courhe (p,) et son faisceau correspondant (FJ. Nous pou- 
vons dériver une surface +Sn-, du faisceau (R) et des autres n - 1 faisceaux 
(F) .  La  surface Sn-i rencontre Q en une courbe que nous voulons considhrer 
coinme le lieu des points c. 

En effet nous pouvons obtenir la surface Sn+ comme le lieu des courbes 
d'intersection d'une surface arbitraire Fm-, avec la surface correspondante - 
Sa-,; à chacune de ces courbes (Fn-, Sn-$ correspond évidemment un certain 
nombre de surfaces Ji', du faisceau (En), et nous obtenons les points de la 
courbe Sn comme les points de rencontre des courbes (&-,Sn-,) avec les sur- 
faces correspondantes F, du faisceau (Fk). 

Il faut donc que nous connaissions les quantités nécessaires à la déterrni- 
nation de l'ordre de la courbe Sn. 

A un point arbitraire c (qui est proprement dit le point de la courbe 
&Sn-,) correspond une seule surface R, de laquelle ce point avait été dérivé. 
Cette surface R rencontre (pn) en rp,  point et chacun d'eux détermine m, 
surfaces F, du faisceau (F9,), dont chacune rencontre Q en une courbe f. Donc 

ia un point c correspondent mnp,r courbes f. 
Une surface F, rencontre Q en une courbe f et la courbe (p,) en f,pn 

points, dont chacun détermine en (R) un autre faisceau (R') de la (n - 3)ieme 
dimension. Nous pouvons dériver de ce faisceau à l'aide des autres faisceaux 
la courbe Cn-i rencontrant le plan Q en les points c correspondant à l a  courbe f. 
Ainsi 

à une courbe arbitraire f corî.esporcdent c,-, fnpn points c. Le lieu de 
ces pohzts sur Q est une courbe d'ordre sn-, . Par un point a.rbitra+e du p2a.n 
Q passent t%idemment m, surfaces P:, et par conséquent autant de cour& f. 
L'ordre de la courbe f est fn. 

Cela nous apprend, ayant égard au paragraphe II, que la courbe C i  est 
d'ordre 

Cn = fn mnpn Sn-, -I- CH- ,  fn %pn 
et puisque 

s,-i = (n - l ) rm,-  Fn-lMa-tPfl-,, 
nous obtenons 

Cn = (7t - 1) re n?, f i  Ma Yn f en-, fnm.,pn. 

En traitant 1% courbe C,, nous avons vu que 

Nous pouvons écrire le coëfficient 3 sous la forme 

3.2 n ( t z  - 1) - ou en général -- . 
1 a 2  1 ei 
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Supposons que pour la formule 

(. - 1) (n - 2) 
Cn-i = vZ mr En-1 Mn-, Pn- i 

1 2 

est valable, alors pour Cn nous obtenons 

et puisque pour n = 3 elle est exacte, alors elle est exacte en gbiiéral; nous 
avons donc 

IX. Cas particuliers. 

33. Courbe du troisième ordre. - En  supposant que lz = 3 et toutes les 
autres quantités sont égales à. 1, nous obtenons une courbe du troisième ordre. 

Un plan R du faisceau (R) rencontre les droites (p,), (pz), ( p 3 )  en des 
points, par lesquels passent respectivement les plans Fi, F,, F3 qui se ren- 
contrent en un point d'une courbe du troisième ordre. 

Nous trouvons que sur un plan du faisceau (F,) se trouve un seul point 
ou que l'axe du faisceau (Fe)  contient deux points de la courbe; la même pro- 
priété jouissent les axes des autres deux faisceaux. 

Cette construction de la courbe du troisième ordre est un cas particulier 
de la génération des surfaces et des courbes due à MAC-LAURIN que nous avons 
gén6ralisée ailleurs. 

34. Courbe du sixième o~dre .  - Supposons que (R) soit un faisceau de 
plans de la deuxième dimension et du premier iiidice, ou, en d'autres termes, 
jt est un faisceau de plans déterminés par un seul point r .  Les lignes ( p , ) ,  
(p,), (p,), (p,) soient des droites et (F,), (Ij;), (FJ, (F,) soient des faisceaux 
de la première d i m e n s b  et du premier indice; alors ce sont des plans passant 
par les droites D, ,  D,, D,, D,, n étant égal à 4. 

Considérons un plan arbitraire F', du faisceau (F,) qui rencontre (pl) en 
lin point p',. Ce point détermine avec r un faisceau de plans de la première 
dimension et du premier indice. Par  conséquent, on en peut déduire, à l'aide 
des droites (pi), (pz), (p3)  et des faisceaux (F,), (F,), (F,), une cubique gauche. 
Cette courbe perce le plan F', en des points qui appartiennent évidemment 9. 
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la  courbe C4. Puisque nous n'obtenons sur ce plan que ce point, il suit -de là 
que l'axe D, en contient trois. 

Les points situés sur D4 nous trouvons ainsi: omettons le faisceau (F,) 
et la droite (y,). Du faisceau (R) à l'aide des faisceaux (FJ ,  (F2), (F3) nous 
pouvons construire une surface S, qui est du troisième ordre. 

Elle rencontre D, en trois points qui sont les points de la courbe C:. Donc 
La courbe C4 rencontre chacun des axes des faisceaux (F,), ( K ) ,  (F3), 

(F4) e.n trois points. 
35. Courbe C, du dixième ordre. - ConsidArons un faisceau (R) de plans, 

qui est de la troisième dimension, ou en d'autres termes, dont les plans ne 
sont pas déterminés et remplissent tout l'espace. De là suit que n -. 5. Cette 
condition exige que soient données cinq courbes (p,), . . . (p,) et autant de fai- 
sceaux (F,), (FJ , .  . . (FJ qui sont de la première dimension et du premier in- 
dice, c'est-à-dire ce sont des plans passant par cinq droites Di, D2, D3, DA, Dj. 

Un plan quelconque Fts du faisceau (F,) rencontre (p,) en le point pf5 
qui détermine un faisceau de plans de la seconde dimension duquel on peut 
dériver à l'aide des faisceaux (F,), (FJ ,  (FJ ,  (F4) et des droites (p,), (pz), 
(p3),  (p4) une courbe du sixième ordre (l'article précédent). Cette courbe ren- 
contre le plan Ii", en six points d'une courbe C5 du dixième ordre qui coupe, 
par conséquent, chacun des axes des faisceaux (F) en quatre points. Ainsi: 

Chacun des axes de cinq faisceaux ( F )  rencontre la courbe C, en quatre 
points; et  

un plan arbitraire d'un des faisceaux ( F )  coupe cette courbe encore en 
six points. 

Les points de rencontre des axes de ces faisceaux avec la courbe Cg 
peuvent être déterminés comme il suit. 

E n  cherchant les points c, sur D5, nous faisons usage seulement de quatre 
faisceaux ( F )  et de quatre courbes (21) qui déterminent avec un faisceau de 
plans de la troisième dimension une surface 8, du quatrième ordre. Cette sur- 
face rencontre la droite Ds en des points de la courbe C,; de même pour les 
autres axes D,, D,, Ds, Dl des faisceaux (F). 

36. Autres cas particuliers. - Achevons en peu de mots encore quelques 
autres cas particuliers de la construction des courbes. 

Supposons que le faisceau (R) de plans soit de la première dimension et 
du premier indice et que tous les trois faisceaux (F) de surfaces du second 
ordre soient de même de la première dimension et d'indice 1, et enfin que les, 
lignes ( p )  soient des droites, 
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Alors la courbe C, est d'ordre 

Une surface arbitraire F3 rencontre la droite (p,) en deux points, dont chacun 
détermine un plan rencontrant ( p , ) ,  (p,) en des points; chacun d'eux détermine 
une surface du second ordre; ces surfaces se rencontrent en une biquadratique 
.gauche qui perce -Frn en huit points. Nous obtenons ainsi seize points dire- 
ctement. 

En négligeant le faisceau (F,), nous obtenons une surface S2 du huitiéme 
ordre qui rencontre la courbe fondamentale du faisceau (F,) en 32 points qui 
appartiennent évidemment à la courbe C;,. 

D'oh il suit que 
La courbe C3 possède 32 points sur chape courbe fondamentale ded 

faisceaux (F) .  
37. Les courbes du 24ieme ordre résultent aussi des faisceaux de plans 

. . quand les courbes (p) sont des coniques. 
Un plan quelconque F3 rencontre (p,) en deux points dont chacun dé- 

termine un plan R et chacun de ces plans coupe les coniques ( p , ) ,  (p,) en 
deux à deux points. De là résulte que nous obtenons de chacun des plans R 
quatre droites Fi F, qui percent Fs en des points de la courbe C,. Nous 
obtenons alors sur chaque plan CF3) huit points directement. E n  omettant le 
faisceau (F,) et la conique (p,), le faisceau (R) détermine une surface Sr du 
huit,ième ordre. Cettd surface rencontre D, en huit points qui sont les points 
doubles, ce qui prouve le raisonnement suivant. 

A un de ces points correspond un seul plan R qui rencontre (p,) en deux 
points et chacun d'eux determine un plan Ir,. Ces deux plans ainsi obtenus 
fournissent le même point. Donc 

La  courbe C3 est du 2dihe ordre doude des 24 points doubles qui sont 
situ& huit ài huit sur trois droites. 

38. ConsidArons encore le cas quand n = 3, toutes les lignes ( p )  sont des 
droites, (R) est un faisceau de plans de la première dimension et d'indice 1, 
et enfin (F) sont les faisceaux de la première dimension de surfaces d'ordre f. 

La courbe C3 est donc d'ordre 

c3 = 3p. 
Ainsi : 

Sur une surface quelconque d'un faisceazs se trouvent f' points. Chacunes 
des cozcrbes fondatnentales des faisceaux contient 2 f '  points de ta cowbs Ca. 
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X. Décomposition des figures dérivées. 

39. Le surface dérivée $e décompose, quand un point fondamental a du 
hisceau (Fn) se trouve sur (p,). 

Consid6rons la position de la surface R, quand elle passe par ce point a. 
Ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de la (n - 2)'""" 
dimension, qui avec les autres (1% - 1) faisceaux, excepté (F,), détermine une 
surface Sn.-,. Quand nous voulons déterminer 18 surface Fn, nous trouvons 
qu'elle est indéterminée, parce que par ce point passe une infinité de surfaces 
du faisceau (F,). 

Nous voyons donc que la surface Sn-, fait une partie de la surface S,. 
D'oh il suit que 

Un faisceau, ayant un de ses points fondamentaux sur la courbe cor- 
respondante, ce point dktermine dans le faisceau. (R)  un autre faisceau d'une 
dhensioon infdrieure, dont la surface déride à l'aide des autres (n - 1) fai- 
sceaux fui6 une part& de la surface Sn. 

40. La  surface Sn se décompose, quand la courbe fondamentale du fai- 
sceau (R) rencontre (p , )  en un point a. 

Ce pbint détermine m, surfaces F, du faisceau (F,). Considérons une de 
ces surfacos et un de ses points f i  Nous pouvons démontrer que ce point ap- 
partient à la surface SR. 

Ce point f détermine dans chacun des autres R - 1 faisceaux plusieurs 
surfaces, dont chacune rencontre la courbe correspondante en des points. En 
prenant un il un point de ces groupes, nous obtenons n - Z points qui déter- 
minent des surfaces R, dont cbacune rencontre (p,) au point a et par consé- 
quent la surface Fn passant par a correspond aux surfaces des autres faiscea.ux, 
qui passe paf le point f. 

Puisque par le point f passent lz surfaces correspondantes et ce point, 
étant pris à aolonté sur la suilface E:, qui passe par a ,  nous pouvons donc 
dire que 

Quand w91 p i f i t  fondamental du faisceau (R) se trouve sur la courbe 
(p , ) ,  les surfaces du faisceau (Fn), gui passent par ce point forment les 
parties de la surface générale de Sn. 

41. Nous allons démontrer que la même chose a lieu quant aux 
Le hjsceau (Fa) s un de ses points fondamentaux a sur la courbe cor- 

respondante @& 
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Le point a determine dans le faisceau (R) un nouveau faisceau de la 
(fi - 3)'""" diinenhon, duquel on peut dériver à l'aide des autres - 1 faisceaux 
une courbe C,-,. Cette courbe fait évidemment une partie de la courbe Cn, 
parce que chaque surface F, correspond aux surfaces qui engendrent la courbe 
Çn-,. Par conséquent chaque point de la courbe appartient A la courbe C,. 

Doiic 
Quand un faisceau ( F )  a. un de ses points fondamentaux sur la courbe 

correspondante (p},  ce p i n t  détermine dans le faisceau (R)  un nouveau fui- 
sceau de la d i m e n s h  infdrieure et la cozirbe Cn-il dériode de ce faisceau à 
l'aide des autres fuisceaux de surfaces, fait une partie de la courbe gMrule C,. 

42. La  courbe (p,) passe par un point fondamental du faisceau (R) de 
la ni"e dimension. 

Le faisceau (R) de la (n - 2)iémc dimension détermine B l'aide des autres 
12 - 1 faisceaux une surface Sn-, qui rencontre les surfaces du faisceau (F,), 
passant pa.r le point a, en des courbes qui sont évidemment les parties de la 
courbe Cn. 

Nous avons donc ce théorème: 
Quand ulra point fondamental du faisceazc (R) est situ4 sur une des 

cozcrbes ( p l ,  alors les courbes d'intersection des surfaces dec faisceau cor- 
respondant à (p), qui pussent par ce point, avec lu surface dérivée dzc 
fahceaec (R) à l'aide des alctresfaisceaux, font les parlies de la courbe C,,. 

XI. L'ordre de la surface dégénérée. 

43. ~ u ~ ~ o s o n a  que Ies courbes fondamentales des faisceaux (Fi), (F,), ... 
CFn] rencontrent leurs courbes correspondantes (p,), (p,), (p,), ... (p,)  en les 
points F,, Fzy-Fn, puis que la courbe fondamentale du faisceau (R) coupe 
les mêmes combes en des points Ri, R,, . . . R,. 

~ u a n d  nous voulons déterminer l'ordre de la surface Sn, nous suivons la 
même voie komme dans le cas général et soustrayons alors les dits points fon- 
b e n f a u x .  du nambre g6néral. 

44, Appliquons de nouveau une droite Q. En prenant un point arbitraire 
p', sur [pn), ce point détermine dam le faisceau (R) un autre faisceau de la 
(n - 2)iFb"msion, duquel nous pouvons dériver une surface Sn-, A l'aide 
des autres (n - 1) faisceaux et des courbes. Cette surface rencontre Q en les 
points B et les surfaces Fn du faisceau (Fn), qui passent par le po:nt p',, 
coupent 1s boite Q en les points A correspondant aux points B. 
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Considérons un point quelconque de la droite Q comme le point B. 
Par  ce point passent m, surfaces Fi du faisceau (F,), dont chacune ren- 

contre la courbe, (pi) outre les dits points fondamentaux enoore. en f i p ,  - F, 
points. Ce point B détermine de même m,, m ,,... mn-, surfaces Fz, F3 ,... Fn-, 
des faisceaux (F,), (F,) , , . .  (Fa-,), et ces surfaces rencontrent les courbes cor- 
respondantes @), (p,), . . , (+,) outre les points fondamentaux encore en 

f2p2 - Fz, f3p3 - F3 7 . fn-i pi--i - Fn-i 
points qui, étant pris un h un sur chaque courbe, déterminent chaque fois m,. 
surfaces R. Ces points déterminent en entier 

mr Mn-i  ( f ip i  - Fi) ( f ,p ,  - FJ . (fn-1pn-1- Fn-i) 
surfaces R. 

Pour abréger, écrivons au  lieu de terme 

la signification de I L i  est assez claire, car il remplace l'expression u le pro- 
duit n et son index signifie qu'il faut poser dans les parenthèses en même 
temps le même index; la valeur de cet index varie de 1 à rc - 1; les binomes 
ainsi construits sont les facteurs de ce produit. 

Nous avons donc: 

Chacune des surfaces ainsi obtenues détermine sur (p,) outre les points 
fondamentaux encore (rpv - Rn) points et chacun d'eux détermine mn sur- 
faces Ff l ,  dont chacune rencontre Q en fn point A correspondant au point B 
pris B volonté sur Q. 

A un point B correspolzdent donc 

m, Mn fn (rp,, - R n )  L i  ( f p  - F) 
points A. 

Considérons maintenant un point arbitraire de Q comme le point A. Par 
ce point passent m, surfaces F, du faisceau (F,) dont chacune rencontre la 
eourbe (p,J outre les dits points fondamentaux encore en fi,pn - Fn points, et 
chacun d'eux determine un faisceau (R) de la (n- 2)iCm@dimension. De chacun 
de ces faisceaux (R) nous pouvons dériver à l'aide des autres (n - 1) fai- 
sceaux (F) une surface $,-4 qui rencontre lai droite Q en snL8'?oints B cor- 
respondant au point A. 
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A. un poini A correspondent donc 

On voit très aisément que pour n = 2 la surface S;,-, se compose de plusieurs 
surfaces Fi et qu'il faut poser dans la formule précédente pour si le terme 

fi mi m, (pi - Ri), 
la formule prend la forme 

se - m,(f2pz - FJfim,,m,(pir - R,) + m , m , m 2 f 2 ( r p 2  - & ) ( f i p i  - Fi), 
ce que nous pouvons écrire ainsi: 

pi r - Ri p e ~  - Rs 
8, = rn, M, ( f I  - F ) .  

f i p i  - E; 

Dans ce qui va suivre nous allons écriver 

au lieu de 

et en général 

La signification de ce. symbole est assez claire. 
Acceptons que pour la - 1 la formule 

n-l r p t  - Ri 
Sn-, = m, K-i nn-, ( f p  - F )  2 ( f i  

soit exacte, aIors la formule pour n prend la forme 
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nous obtenons 

Tandis que 

nous pouvons écrire 

Nous avons ainsi démontré que cette formule est exacte si elle est valable 
pour lz - 1. Tandis que elle est valable pour n = 2 et par conséquent pour 
n, = 3 et si suit, alors cette formule est exacte en général. 

De là suit que la courbe propre Sn est d'ordre 

45. Quoique cette formule exprime l'ordre de la surface Sn quand les 
données occupent des positions singuliéres, elles est, on le voit, plus générale 
que la formule de l'article 19, qui peut être déduite de la formule actuelle. 

Supposons que le nombre de points fondamentaux sur (p) soit 

Fi=p,=. . .-pn-8 
et de même 

R , -R ,= . . .=R , -Q ,  
nous obtenons 

f~ - p= f~ 
et 

D'où il suit que 

5 ( f i  : Fi <=1 

Ri) = 

et la formule (a) prend la fornie 

S n  = m, ?a v JI, rr, (fp), 

ce résultat est donc identique avec celui de l'article 19. 
46. De la formule (a) on peut dériver beaucoup d'autres, dont unes sont 

particulières, et les autres paraissent d'être générales et tout entier différentes. 
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XII. Constructions générales des surfaces déduites du précédent. 

47. Premier cas. - Considérons d'abord la construction d'nne surface 
quand les surfaces F sont des plans et par consdquent les faisceaux (F,), 
(F,), . . . (Fm) sont des surfaces développables respectivement de la classe nt,, 
m2, ... mn. 

Cependant il faut distinguer ces deux cas: a) où (R) est un faisceau de 
surfaces générales, b) oii (R) est un faisceau de plans. 

a) Supposons que lefi surfaces du faisceau (R) soient d'ordre r .  La sur- 
face obtenue Sn est d'ordre 

F étant en général = O. La construction d'un point de la surface est la 
suivante : 

Un faisceau (R)  de la dinzension, (n - 1) de szwfuces R d'orcl~e r relz- 
contre les courbes (pi), (p,), . . . (p,) en des points par lesquels pussent les plans 
tungents des surfaces développables (B,), (F,),. .. (Fn) de la classe m,,  m, , .  .. 
m,; quand tous les plans ainsi cowespondants passent par un mr^ine point, 
ce point appartieni à la surface S2%. 

48. Le cas, dont nous venons de parler, renferme aussi tel, quand les 
surfaces développables deviennent des surfaces coniques qui ont leurs sommets 
respectivement sur les courbes correspondantes. Ainsi : 

Soient donndes 12 surjàces coniques (F,), (E',), ... (Fn) de ln classe nz,, 
m,, . . . m,, dont les somlnets se trouvent respectiverncnt sur les coudks corrc- 
spondantes (p , ) ,  (pz), . - (p,). 

Quand 12 plans tatzgents de ces su~jàces passent par un point s de felle 
manière qu'ils rencontrent les courbes (p , ) ,  (p , ) ,  . .. (pn) en des points qui, 
étant pris un à un sur chacune de ces courbes, détewminent une stwfcwe R d'un 
faisceau de la dimension n - 1 ,  ce point s u ~ ~ p a ~ t i e n t  ù une surfuce d'ordre 

Nous obtenons le cas encore plus ~articulier, quand les lignes fonclàmen- 
tales des faisceaux (F) sont des droites. 

b) ConsidGrons le cas, quand les faisceaux (F) sont des surfaceç: ddve- 
loppables et R sont des plans. 
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Nous pouvons distinguer trois cas particuliers, savoir: 
1." le faisceau (R) de plans R est de la premiére dimension; 
2." le même faisceau est d(? la deuxième dimension. 

NOUS avons traités ces deux cas dans les articles 25 et 26. 
3." Le faisceau (R) de plans R est de la troisième dimension, ou, en 

d'autres termes, les plans R ne sont assujettis ni à une condition. 
L a  construction d'un point s de ln surface peut être énoncée ainsi: 

Soient données quatre surfaces ddveloppubles (F,), (F,), (F,), (F,) re- 
spectivement de la classe mi, m,, m3, m,. Pur un poitat petconque s dans 
l'espace passent les plans tangents à ces surfaces, qui rencontrent les cozcrbes 
correspndantes ( p , ) ,  ( p z ) ,  (p3) ,  ( p l )  en des points. @land qucctre de ces points, 
étant pris un à un sur chaque coz~bf :  ( p ) ,  se trouvent szw un plan, le point s 
appurtzént ù une surjace d'ordre 

On voit que F ne doit pas surpasser 2. 
49. Deuxième cas. - Supposons que (Ir') soient des faisceaux de surfaces 

générales et que 
a) (R)  soit un faisceau de plans. 

Nous pouvons distinguer de nouveau les cas suivants: 
1." (R) est un faisceau de la première dimension, ou il forme une sur- 

face développable. Dans ce cas, les faisceaux (F) peuvent être seulement deux, 
et nous obtenons cette construction : 

Les plans taltgents d'une surface développable de la classe m, ren- 
contrent les courbes (p , ) ,  (p , )  en des points qui déterminent des surfaces F,,  
F, dans les faisceaux (F,), (F,) correspondants. Les surfaces Fi, F, corre- 
spondantes se coupent en une courbe qui engendre une surface d'ordre 

C'est évidemment un cas particulier de la surface que nous avons traitée au 
commpcement de ce Mémoire. 

2." Nous pourrions de même donner la construction d'une surface, quand 
le plan R envoloppe une surface générale de la classe m,. 

3.' Quand le faisceau (R) est de la troisième dimension, nous trouvons 
la c.onstruction donnée dans l'article 48, 3". 
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6) L e  cas que nous allons traiter nous semble très-important. Supposons 
que tous les faisceaux sont de la première dimension, c'est-à-dire 

et que 
f ipi-  Fi= 1, p i r  - Ri= k ,  

k étant une grandeur constante. 
L'ordre de la surface peut être donnée en cette forme 

E n  supposant que 
p i r - & = k =  1, 

On voit immédiatement que l'ordre de la surface S, ne dépend pas d'ordre 
des surfaces R et des courbes ( p ) ;  les faisceaux (3') jouissent de telle pro- 
priété que, en prenant une à une surface des n - 1 faisceaux, à ces surfaces 
correspond une seule surface da nihe  faisceau. 

Nous pouvons énoncer ce théoreme: 
Soient donnés n faisceaux (F,), (F,), . . . (F,,) de la  première di?îzensiott 

de surfaces F, ,  F, ,... F, respectivenient d'ordre f,. f ,  ,... fa. Faisons 
correspondre les surfaces des faisceaux de telle munière que, en prena~t t  
une à une surfuce dans n - 1 fa i sceaw,  à ces surfaces covresjond zcne 
seule surface d u  n i e m a  faisceau. 

I l  y u une infinité de points en lesquels se rencontrent toutes les n 
surfaces correspondantes, et ces points retqdissent une surface dont l'ordre 
est égut à l a  somme des ordres des surfclces de tous les faisceaux. 

XIII. Décomposition d'une courbe. 

. 50, La décomposition d'une courbe dépend de mêmes conditions que nous 
avons trouvées en traitant les surfaces. 

1." Quand le faisceau (R) a un de ses points fondamentaux a sur la 
courbe (p,), nous pouvons de ce faisceau dériver à l'aide des autres n - 1 
faisceaux une surface Sn-., . 
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Le point a détermide dans le faisceau (Pa) m, surfaces Fn qui rencontrent 
la  surface, dont nous venons de parler, en des courbes qui appartiennent évi- 
demment à la courbe C1, et forment par conséquent une partie de cette coiirbe. 

2." Supposons qu'un point fondamental a. du faisceau (F,) se trouve sur 
la courbe (p,). Ce point détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau de 
la (n - 3)'cm""imension, duquel nous pouvons construire à l'aide des autres 
(n  - 1) faisceaux (F) une courbe Ca-, qui est une partie de la courbe de- 
mandée &. 

XIV. L'ordre de la courbe dégénérée. 

51. Soient F, , F2, .  . . Fn ?es nombres de points d' intersection des courbes 
fondamentales des faisceaux (F,), (F,), . . . (Fn) avec les courbes correspondantes 
(p,) ,  (p,), ... (p,) et Ri ,  R,, R, soient les nombres de points fondamentaux 
du faisceau (R) situés sur les mêmes courbes. 

Considérons un plan quelconque Q et désignons par c les points, en les- 
quelles la courbe Sn-, perce ce plan &, et par f les courbes, en lesquelles le 
rencontrent les surfaces Fn. 

A un point c correspond une seule surface R qui rencontre la courbe (p,) 
outre les points fondamentaux encore en (p,r - Rn) points, dont chacun dé- 
termine mn surfaces (F,) rencontrant Q en des courbes f qui correspondent 
au point c. A un point c correspondent donc 

mn ( p ,  r - Rn) 
courbes f. 

Une surface quelconque Fn du faisceau (F,) détermine une courbe f e t  
rencontre (p,) outre les points fondamentaux encore en (p, fn - Fm) points. 

Chacun d'eux détermine un faisceau (R) de la dimension (n - 3), duquel 
on peut à l'aide des autres n - 1 faisceaux dériver une courbe en-4 qui dé- 
termine les points c correspondant à la courbe f primitive. 

Donc 
A une courbe f correspondent 

( f n  pn - Fn) c'n- i 

points' c. Le poiret c engendre sur Q une courbe Sn-,. Pur un point arbitraire 
du plan Q passent m, surfaces Fn et pur conséquent autant de courbes f. La 
courbe f est d'ordre f,. L'ordre de la courbe- C, est donc 
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Nous voyons que pour n = 3 à un point c correspondent 

courbes f i  A une courbe f correspondent 

pnrJf2 f i  f2 (p3 f ,  - F3) @pi - Ri) (rp2 - R2) 
points c. Ces points engendrent une courbe d'ordre 

Par  un point arbitraire du plan Q passent m, courbes f d'ordre f,. De là 

ce que nous pouvons écrire ainsi: 
p 3 r -  R3 i ( f i  

pir- Ri 
c3 = m , ~ , W f p  - F)[f3 

f 3 ~ 3  - PS i=l fipi - Fi 
( p i r -  R i ) ( p n r -  

+ fi (fip4 - Fi) lfrpt - FI) 

Nous pouvons remplacer le terme 

par le suivant 
4,3 (pir - Ri) ( pt r - I l t )  

- Fi) ( f t p t  - Fc) 
4. 3 

Le symbole 3 signifie que dans les parenthèses il faut poser pour i et t toutes 
2 k t  -~ 

valeurs possibles de 1 à 3 de telle rnaniiire, que toutes les deux ne soient pas 
Qgales en même temps, et que résultats ainsi obtenus doivent être additionés. 

Ainsi la formule, qui exprime l'ordre de la courbe C,, prend la forme 
suivante : 

(11i r - Ri) ( p t r  - Rt) 
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pour n - 1 soit exacte; nous obtenons pour n 

(pi r - Ri) (PZ r - RI) + mn (fnpiz - FR) m , ~ ~ - ,  n,-, ( f p  - ~ j 2  [fi f r  ( f ip i  
?a - Fi) ( f t p t  - Ft) 

ce que nous pouvons écrire ainsi: 

(pir- Ri)(ptr- Rt) 
2% - Fi) ( f t ~ t  - K )  

Il est .visible que 

(pn - Ra) ' i l f i  (pi Y - 3,) n-l (pir - R i ) ( p t y  - Rt) 
fn ( f n ~ n  - kn) i , (fi, -ri) ,=, 

La formule determinant l'ordre de la courbe C, prend cette forme 

Cette formule est exacte pour n ,  quand elle est exacte pour f i -  1. Seu- 
lement elle est valable pour n - 3, ainsi pour n = 4,  ou elle est valable en 
général. 

XV. Constructions gherales des courbes déduites du prêcedent. 

52. La formule ( b )  renferme celle du cas général, en lequel les courbes 
fondamentales ne rencontrent pas les courbes correspondantes -(JI). 

Il faut seulement y poser F = 8 ,  R.= 8 et apercevoir que la somme 2 
contient toujours 

termes. Nous pouvons distinguer ces trois cas particuliers. 
1." (R) est un faisceau de surfaces ghérales et ( F )  sont les faisceaux 

de plans ou les surfaces développables. Lia construction de ln courbe est ana- 
logue S c,elle de la surface. 
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2." (R) est un faisceau de plans et (3') sont les faisceaux de surfaces 
générales. Ce cas nous présente trois constructions qui vont suivre. 

a) Les plans tangejzts d'zrne surfuce ( R )  rencontren,t les courbes (p,) ,  (p,), 
(Pa) en des points qui déterwinent respectivement des surfuces dans les faisceaux 
(FI), (FJ,  (F,). Trois de ces surfaces ainsi corresyondantcs, dont charune ap- 
partient ù un faisceau différent, se rencontrent en des points d'une courbe. 

b) Quand un point c se trouve en une telle position que, en faisant 
passer par lui une à une surface de chacun de quatre faisceaux (F,), (F,), 
(F,), (F,), qui rencontrent les courbes ( p , ) ,  (p,),  (p,), (p , )  en des points et quund 
quatre de ccs points pris un à urz sur les courbes (y )  se trouvent dans un plan 
tangent de la surfuce ydnérale (R) ,  alors le poilût c engendre une courbe. 

c) Considérons cinq faisceaux ( F )  et ddtcr-minons comme précpilemment 
le point c de telle manière que c i q  points correspondants, p ~ i s  zrîz b un sur 
c l q u e  courtie ( p ) ,  se trouvent sur un plnn, le point c engendre zuze courbe. 

3." Quand ( F )  et (R) sont les faisceaux de plans, nous obtenons trois 
. construc'ions analogues aux préckdentes, en posant les plans tangents des sur- 
faces développables au lieu des surfaces des faisceaux. 

4." Considérons enfin le cas très important, quand chaque terme 
f p - F = 1  et de même rp -R=1,  

L'ordre de la courbe Cn est 
12 

Nous voyons que cette formule ne dépend pas des quantités du faisceau (R) 
et des courbes (p) qui nous servent seulement B 4tablir la correspondance entre 
les surfaces. 

Cette correspondance s'effectue de telle ma~iiére que, en prenant une B 
une surface dans n - 2 faisceaux, à ces surfaces corresporid une à une surface 
dans les deux autres faisceaux. Nous pouvons donc dire: 

Quand les surfaces des n fuisreaux de la penzière dinzension se cor- 
respondent de telle fagon que à (n - 2) surfaces p~ises  à volonté u~ze ic une 
clans (n - 2) faisceau correspond une à zine surface dans les dcur autres fai- 
sceuux, alors les poiîzts, par lesquels passent en même ten-s toutes les n szw- 
fuces ainsi cowespondatztes, ~enzplissent unc coude. 

Efi ~nultiplia?zt deux à deux ordres des surfaces des fuisceaux, l'orcl~e 
de la courbe C, est kgal à la somme de ces produits. 

Annali d i  I\futematicci, toino XIV. 14 
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. 
XVI. Surface Sn passe par  les points fondamentaux 

des faisceaux (F) .  

53. Nous avons vu, dans nos recherches sur la construction des courbes 
dans cas singuliers, que ces courbes rencontrent les lignes fondamentales des 
faisceaux (F). 

Cela nous amène à l'idée que la surface 8, jouit de la même propriété, 
c'est-à-dire qu'elle passe par les points communs à toutes les surfaces d'un 
même faisceau (3'). 

Considérons un point a par lequel passent toutes surfaces du faisceau (F,). 
Par  ce point on peut faire passer plusieurs surfaces de chaque faisceau, qui 
rencontrent les courbes correspondantes ( p )  en des points qui, étant pris un à 
un sur chacune de ces courbes, déterminent un certain nombre de surfaces (B). 
Quelsque soient les points p,, la surface Fn passe toujours par le point a. 

Ce point jouit par conséquent de la propriété que par lui passent toutes 
rt surfaces correspondantes, prises une à une dans chaque faisceau, ou, en 
d'autres termes, le point a appartient à la surfuce Sn. 

54. Examinons la multiplicité d'un tel point fondamental a d'un faisceau 
(Fk). Afin que nous obtenions une formule la plus générale, supposons que les 
faisceaux (R) et (Fn) ont des points fondamentaux sur les courbes correspon- 
dantes (23). Ce point a détermine 

surfaces des faisceaux 

qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes 

points. En  prenant un à un de ces points sur chacune de ces courbes, nous 
obtenons 

groupes de tels points correspondants que chacun de ces groupw determine m, 
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surfaces R et chacune de ces surfaces rencontre ( p k )  en p k r  - Rk points, dont 
chacun détermine mr, surfaces Fk passant par a. De là suit que a est un point 
multide d'ordre 

L 

MT M, n n ( f p  - ( p k r  - R ~ )  
f'kpk - zk 

sur la surface Sn. 

XVII. La courbe Cn a des points multiples 
sur les courbes fondamentales des faisceaux (F). 

55. Supposons que la courbe fondamentale du faisceau ( F k )  soit d'ordre bk. 
E n  négligeant pour un moment le faisceau ( F k )  et la courbe correspon- 

dante ( p k ) ,  nous pouvons dériver du faisceau (R) qui est de la (n - 2)'"di- 
mension à l'aide des autres (n - 1) faisceaux une surface Sn-,, 

Cette surface rencontre la courbe fondanientale de ( E k )  en bk sn-, points. 
Bien entendu, dans la construction de la surface S:,, avait été négligé le fai- 
sceau (Fk) et non le faisceau (I;',), ce qui a une influence à l'ordre de cette 
surface. 

Chacun desdits points résulte d'une certaine surface R qui rencontre la 
courbe ( p n )  en r p k  - Rh poiiits dont chacun détermine nzk surfaces 1%. 

Chaque tel point d'intersection est par conséquent lin point multiple d'ordre 

Le nombre de ces points est égal à bksn-,. 
E n  substituant la valeur de sn-,, nous obtenons ce théorème: 

Quand le faisceau (Fk) a une courbe fondamentale d ' o r d ~ e  bh,  la 
courbe C, possède s u r  cette courbe 

points qui sont multiples d ' o r d ~ e  

XVIII. Un  f a i s c e a u  (E') d e  s u r f a c e s  d ' o r d r e  f 
possède une courbe fondamentale d'ordre f". 

56. On sait que ce théorème peut être demontré par une autre voie, seu- 
lement pour montrer l'importance de nos recherches nous allons en faire usage 
dans ce problème. 
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Considérons une surface quelconque F', du faisceau (Fn) et la surface 8,. 
L a  surface I;' rencontre ( p )  en fy'pn points dont chacun détermine dans 

le faisceau (R) un autre faisceau de la dimension (n - 2). De chacun de ces 
faisceaux on peut déduire à l'aide des autres (n - 1) faisceaux ( F J ,  (F,), . , . 
(fi-,) une surface Sn-, qui rencontre la surface F', en une courbe d'ordre 

Puisque le nombre de ces courbes est fnpn et la surface 5:, ne rencontre 
pas la surface FJn en d'autres points, parce que il n'y a plus des surfaces En 
qui coupent la surface F',, la courbe d'intersection totale serait d'ordre 

pendant qu'elle doit être d'ordre 

nr fi, ??l,.Pn Mn-,Pn. 

Cela nous montre que le faisceau (Fn) a une courbe fondamentale qui, 
étant la courbe d'intersection de F', avec Sn, est d'ordre 

.r f, rnYYZ, Fn Mn-i Pn. 

Ce qui précède nous apprend que, s'il y a une telle courbe, elle doit être mul- 
tiple d'ordre 

r 1%. F9,. ïl!ivL, Pn 
f i ,  

et par conséquent elle est d'ordre f,Z,. 

XIX. Faisceaux de surfaces. 

57. Un faisceau (R) de la (n - l)ih""dimen~ion et n faisceaux (F) de 
surfaces nous servent à la construction d'une surface 8%. 

Seulement nous pouvons réciproquement d'une courbe C à l'aide des n 
faisceaux (F) construire un faisceau (R) de surfaces. 

Supposons que les surfaces R soient donnees par N telles conditions que 
par n. points arbitraires passent m, surfaces du faisceau (3). 

Considérons une courbe C ,  les faisceaux (F,), (I;;), ... (17%) de surfaces et 
leurs courbes correspondantes (pi), (&), ... (23,). Un point arbitraire c de la 
courbe C détermine dans chacun des faisceaux (F) un certain nombre de sur- 
faces qui rencontrent respectivement les courbes correspondantes @,), (p,), . . . 
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(pn )  en des points. E n  prenant u n ' à  un de ces points sur chacune de ces 
courbes, ces n points déterminent avec les N conditions données W., surfaces R. 
Quand le point c parcourt la courbe C ,  ln surface R engendre un faisceau (R). 

Déterminons la dimension et l'indice de ce faisceau. 
Pour cet effet, considérons un point arbitraire a qui détermine avec les 

N conditions données un faisceau de la dimension ( n  - 1), du quel on peut 
dériver une surface S, d'ordre s, à l'aide des faisceaux (F). Cette surface ren- 
contre la courbe C en des points qui fournissent évidemment les surfaces R 
passant par a. 

Donc 
L e  faisceau (.R) de sutfaces, dérivé d'une courbe C à l'aide des fai- 

sceaux ( F )  et des courbes ( p )  jozcit de la propriétt? que pur u n  point arbitruire 
a passent cs ,  dé ses surfaces ou que ce faisceau est de la prenilè~e dimension 
et d'indice c s,. 

I l  est clair que s, peut être une des quantités des articles précédents. 
58. Quand le point c parcourt une surface S, nous pouvons demander: 

quelle est la nature du faisceau de surfaces R?  
Considérons le faiscea.~ (R) des articles précédents et deus points arbi- 

traires a ,  b qui déterminent dans (R) un autre faisceau de la dimension (n- 2), 
duquel nous pouvons dEduire à l'aide des faisceaux (F) et des courbes ( p )  une 
courbe C, d'ordre connu c,. 

Cette courbe perce la surface S en c,s points qui fournissent évidemment 
les surfaces R passant par les points a ,  b. 

, 

Ainsi 
Le faisceau (R) de surfaces R, dérit$ d'une surface S à l'aide des 

faisceaux ( F )  et des courbes ( p ) ,  jouit de telle propriété que par deux points 
arbitraires a, t passent c,s surfaces R, ou, en d'autres teri~zes, ce faisceau est 
de la deuxième dimension et d'hdice c,s. 

59. Supposons que n = 3 et que les surfaces R deviennent des plans. 
On sait que les faisceaux de plans de la première dimension sont les sur- 

faces développables et les faisceaux de plans de la deuxième dimension sont les 
surfaces génhrales. Les indices de ces faisceaux sont les classes de ces surfaces. 

Nous voyons donc que les théorèmes précédents renferment ces deux autres 
théorèmes : 

1." Un 2~oint c détermine respectivement m,, m,, m, surfuces dans les 
faisceaux ( F )  qui sont de la premiPre dimension. C l m u n e  d e  ces surfaces 
rencontre les courbes correspondantes (pi), (p,), (p3)  en des points. E n  
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prenant un à un de ces points sur chacune de ces courbes, ces points dé- 
terminent un plan R. 

Quand le point c pamourt une courbe C d'ordre c, le plata R elzve- 
loppe une surface ddveloppable de la classe CS,. 

Il est clair que les faisceaux (F) peuvent être les surfaces développables, 
enveloppes des plans F. 

2." LTn point arbitraire s détermine respectivement m,, m,, m3 sur- 
faces dans les faisceaux (F,), (&), (F,) de la première dimension. Cha- 
cune de ces surfaces rencontre les courbes correspondantes respectivement 
en des points p, , p', ,. ..; p,, pl,, . . . ; p3, pr3, ... 

En prenant un à un de ces points sur chacune de ces courbes ( p ) ,  
ces trois points de'terminent un plan R. Quan,d le point s parcourt une 
surface S d'ordre s ,  le plan R enveloppe une surface'génémle de la 
classe s c,. 
Le mot générale ne signifie pas une surface générale de cette classe, seu- 

lement que cette surface n'est pas développable. Nous pouvons de même dans 
ce théorème remplacer les faisceaux (F) par des surfaces différentes. 

60. Nous obtenons les faisceaux de surfaces d'une autre manière, savoir 
la surface Sn remplit un faisceau. 

Supposons qu'une surface R est donnée par h: conditions et que à la dé- 
termination complète de cette surface manquent encore fi  points. 

Considérons un point arbitraire a comme le point fondamental du faisceau 
(R). De ce faisceau, qui est maintenant de la (n - l ) i é m c  dimension, nous pouvons 
déduire une surface Sn. 

Quel est le lieu que remplit la surface S,, quand le point a est assujetti 
à parcourir une courbe A d'ordre a? 

Nous montrerons aisément que la surface Sn remplit un faisceau de la 
première dimension, ou, en d'autres termes, que par un point arbitraire b passe 
un certain nombre de surfaces Sn. 

Considérons un tel point b qui détermine ml ,  m,,. .. mn surfaces Fr, F* ,... 
Fn des faisceaux (Fi), (FJ,. .  . (1%). 

Chacune de ces surfaces rencontre la courbe correspondante (p) en 

f ipl-  F1, f2p2- fnpn- Fn 

points. En prenant un à un de ces points sur chacune des courbes (p), ce8 n 
points déterminent m, surfaces R. Nous obtenons par conséquent, en général, 

surfaces R d'ordre r .  
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Chacune de ces surfaces rencontre la courbe A en a r points, dont chacun, 
étant pris pour un point fondamental du faisceau, détermine une surface Sn ,  
passant par le point b. 

Par  le p o i ~ t  b passent donc 

a r ~ + - M n n n ( f p  - F )  
surfaces Sn, ou, en d'autres termes, la surface Sn remplit uri faisceau de la 
première dimension et d'indice 

Ces surfaces sont, comme on sait, d'ordre 

XX. Faisceaux de courbes. 

61. Supposons de nouveau que le faisceau (R) de surfaces R soit donne 
par N conditions de telle faqon que par n points arbitraires passe un certain 
nombre de ces surfaces. 

Prenons deux points arbitraires a ,  b. Ces points determinent un faisceau 
de la (n - 2Yme dimension duquel nous pouvons dériver une courbe C, dont 
l'ordre est connu. 

Quel est le lieu de la courbe Cn, quand le point b parcourt une courbe 
B d'ordre b?  

11 est facile de montrer que ce lieu est une surface, ou, en d'autres termes, 
qu'me droite arbitraire Q rencontre un certain nombre de courbes Cn. 

Omettons les points a ,  b. Nous pouvons dériver de la droite & un faisceau 
de surfaces R, qui est de la première dimension et d'indice CS, ou, dans ce 
cas, s,. Par  le point a passent par cons6quent CS, surfaces R. Chacune d'elles 
rencontre B en br points. En  prenant chacun de ces points pour point fonda- 
mental du faisceau R, nous obtenons une courbe Sn qui rencontre la droite Q. 

Supposons que R' soit une des surfaces R,  dérivée d'un point q' de la 
droite Q. La  surface R' rencontre évidemment la courbe B en b r  points, dont 
chacun offre une courbe qui doit passer par q'. De là suit que nous obtenons 
de tous les points BR' d'un surface R', un seul point d'intersection sur la 
droite & ou que le nombre de ces points est égal au nombre de surfaces R 
passant par a. L a  surface S, est donc d'ordre s,, ce qui est vrai, parce que 
ce faisceau de surfaces R est, proprement dit, un faisceau de la (a - l)icmB 
dimension et fournit, par conséquent, une surface d'ordre s,. 
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62. Exarhiions maintenant le lieu de la courbe Sn, quand le point a par- 
(court une courbe A d'ordre a,. 

Nous trouverons que ce lieu est un faisceau de courbes, dont un certain 
nombre passe par un point arbitraire c. Le point c détermine mi ,  m,,.. rn, 
surfaces (Fi), (F,), . . . (F,) rencontrant respectivement les courbes correspon- 
dantes (p,),  (pz),. .. (p,) en 

fipi-Fi, fzpz-Fs,*-* fnp,-F* 
points. E n  prenant un It un de ces points sur chacune des courbes (p), nous 
obtenons 

Mn nn ( f p  - J7 
g;oupes, dont chacun determine m, surfaces R. Chacune d'elles rencontre A 
en a r  points et B en br  points. Considérons un de ces points, situé sur A et 
un sur B; ces deux points fournissent un faisceau de la dimension (12 - 21, qui 
détermine la courbe CR passant par le point c. 

Chaque surface R offre a r 2 r couples de points sur les courbes A ,  B et 
chacun de ces groupes fournit une courbe. Par  conséquent les courbes C,, pas- 
sant par c ,  sont en nombre 

Nous pouvons donc dire que 
l?tont donnLes les surfaces R par N telles conditions pue rt autres points 

orbitraires déterminent rn, at&faces R, 'deus points a, 6 déterminent 
un Jaisceazc de la dimension fi - 2 ,  duquel peut être ddrivie, une courLe S, 

Quand les poirtts a, b parcourent respectivement deux courbes d'ordres a, b, 
la courbe S, remplit zcn tel faisceazc que par urz point arbitraire c passe 

a b r2 m, Mn Ii,, ( f p  - 117) 
courbes Sn. 

XXI. Sur  la surface S, 
engendrée par l'intersection de deux faisceaux de surfaces. 

63. En eXaminant l'ordre de la surface Sa, nous avons employé la surface 
SH-,. Dans cet article nous allons montrer que la surface Sn peut être obtenue 
comme le lieu de courbes d'intersection des surfaces Sn-, arec les surfaces 
correspondantes ,F, 
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Prenons un point arbitraire p', sur la courbe (p,). Ce point détermine dans 
le faisceau (R) un nouveau faisceau de la (12 - 2)'"' dimension, duquel nous 
pouvons dériver à l'aide des autres (n - 1) faisceaux (F) une surface Sr,-, qui 
est donc d'ordre 

Le point p', détermine mn surfaces F', dans le faisceau (F,). Chacune de ces 
surfaces rencontre Srn-, en une courbe qui appartient à la surface Sn. 

Quand le point p', change de position sur (p,), nous obtenons une autre 
surface S I n - ,  et de même autres surfaces I;", et par conséquent aussi une autre 
courbe de la surface S,. 

Quand le point p', parcourt la courbe (p,), la surface Sr,-, remplit un 
faisceau (Sn-,) et la surface Ii', remplit le faisceau (F',). De là suit que nous 
obtenons les courbes de la surface S,, comme les intersection des faiscenux cor- 
respondants (Sn-,), (Fn). 

Le faisceau (SI,-,) est selon l'article 62 de la première dimension. En 
substituant a r  par pnr - Rn dans la formule de cet article, nous obtenons 
1' indice 

rn,. Jin-, (p,, - B,J un-, ( f p  - F )  
de ce faisceau. 

64. Quand nous examinons l'ordre de la surface S, dans ce genre, nous 
trouvons que c'est le procédé que nous avons déjh employé. 

A une surface Sn-, correspondent donc m, surfaces I;, et & une surface 
Fn correspondent f, p, - F, surfaces S',, . 

Quand les deux faisceaux de ces surfaces doivent être projectik, c'est-à- 
dire, quand à une surface d'un de ces faisceaux doit correspondre une seule 
surface de l'autre faisceau, il faut que 

et de plus, quand ces faisceaux doivent être de la première dimension, il faut que 

et que chaque terme 
fp - F= 1. 

Annali d i  Mnternnticn, towo XIV. 
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Nous obtenons donc que la surface S'n-i est d'ordre 

et que la surface Sn est d'ordre 
12-4 

[ f i  (pi - Ri)] + f i t  Y 

XXII. Génération analogue d'une courbe. 

65. L a  même chose a lieu quant aux courbes. Prenons un point arbitraire 
p', sur la courbe (p,), qui détermine dans le faisceau (R) un autre faisceau 
de la (ra - 3)'"""imension. Ce nouveau faisceau détermine avec les faisceaux 
(F), excepté 1c faisceau (F',), une courbe en-,. 

Seulement par le point p', passent aussi plusieurs surfaces F, qui ren- 
contrent la courbe Cn-, en des points de la courbe C,. Quand le point p', 
change de position sur (p,), la courbe C,-, et les surfaces F, le font aussi. 
Quand le point p', parcourt la courbe (p,), la courbe Cn+, engendre, suivant 
le précédent, une surface Sn-, et les surfaces Fn remplissent le faisceau (F,). 

Nous obtenons ainsi les points de la courbe Cn comme les points d'inter- 
section des courbes Cn-, avec les surfaces correspondantes FR, la correspon- 
dance étant de telle sorte, que à une courbe C,-, correspond un certain nombre 
de surfaces lin, et réciproquement à u.ne surface Fn correspond une certaine 
courbe Cn-,. 
- I l  est intéressant que tous les points de la courbe C, se trouvent sur la 
surface Sn-, . 

E n  omettant un autre faisceau, par exemple (Fh) de surfaces Fk, et en 
construisant du faisceau R une surface Snk, la courbe C, doit se trouver toute 
entière sur cette surface. Cette courbe est donc l'intersection desdites surfaces 
S n - i 7  Sfik* 

Nous obtenions ainsi la courbe Cn comme la ligne d'intersection de plu- 
sieurs surfaces. E n  négligeant un faisceau (F) et sa courbe correspondante (p), 
nous obtenons toujours une surface de (R). I l  y en a n et toutes ces surfaces 
passent par 1% même courbe Ca qui fait une partie de leur courbe d'intersection. 
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Aggiunte alla Memoria (*) 
u. Sopra i sistemi tripli ortogonali 

di Weingartenu. 

(Di L U I ~ I  BIANCHI, a Pisa.) 

1. A 1 5 7 della Memoria abbiamo considerato una classe di siàtemi 
tripli ortogonali di WEINGARTEN codenenti una serie di superficie di ENNEPER a 
curvatura costante. È facile vedere che non esistono altri sistemi di WEINGARTEN 
formati con superficie di ENNEPER, cioè: Se  le superficie a curvatwa costante 
di un sistema tr$o di Weingurten sono superjîcie di Ennepe~,  esse hanno i l  
medesirno asse e sono conyruenti per rotccxione attorno a qziesto. (**) 

Supponiamo che la curvatura K del sistema sia negativa, K = - 1, la 
dimostrazione per K= $ 1 potendosi fare ne1 niedesirno modo. L'elemento 
lineare dello spazio, riferito a questo sistema, prenderà la forma (M, n." 4): 

Se le linee di curvatura v = c o ~ t . ~  delle superficie pseudosferiche tu = cost." 
sono ~ i a n e .  dovremo avere 

e viceversa, soddisfatta questa condizione, le u = cost." saranno piane. (***) 
La (1) pub scriversi 

a 2 0  C O S ~ ~ ~ O  -- - -  
a u a ~  sen0 au a~ l 

(*) Le citazioni che si riferiscono a questo lavoro (tom. 13, faac. 3" degli Annali) sa. 
ranno segnate con (M). 

(**) Intendiamo, corne nella Memoria, escluso il cas0 delle superficie di rotazione. 
(***) E infatti l'elemento lineare della superficie essendo dato dit 

il corrispondente sferico nella rappresentazione di Gauss sarh 
ds'z = sen?8d$ + c o s 2 8 d v ~  
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derivandola rispetto a w coll'osservare la 3" delle formole (1) (IV, n." 4), otteniamo 

a e Ma poichè le superficie w = cost." non sono superficie di rotazione, sarà - a v 
diversa da zero, quindi 

Questa associata colla (1) ci dS: 

dove U è fiinzio~ie di u soltanto e $ di u ,  W. Dopo cib segde dalle formole (13) 
(M, n." 4) 

1 -- 1 du --=-, 
Ti, ri3 du 

donde si conclude che le superficie u = cost." del sistema trip10 di WEINGARTEN 
sono sfere e precisamente le sfere che contengono le linee di curvatura zc = ~ o s t . ~  
sulle superficie pseudosferiche di ENNEPER 20 = cosLe Queste superficie hanno 
dunque il medesimo asse. 

D' altra parte, dovendo il d o r e  di 8 tratto dalla (2) soddisfare all'equazione 

i calcoli fatti da ENNEPER nelle Gottinger ATachrichten, 1868, pag. 258, dimo- 
strano che la furizione U deve essere determinata dalla formola 

1 valori delle costanti A ,  B, C deteiminano già perfettamente la forma della 
superficie; le w = cost." sono dunque superficie di ENNEPER identiche di forma 

e l a  condizione richiesta equivarra ali'altra che le immagini sferiche delle linee v = costae 

siano circoli, cioé la  loro cnrvatura geodetica - = -- - a si8 fumione clella sole v ,  i l  6, sen0 i) v 
8 - - 

the d a  appunto la (1). Similmente la condizione perché siano piane le linee u = ~ o s t . ~  si 
esprimerà colla formola 
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e col medesimo asse. Se in fine si osserva che 10 stesso movimento attorno 
all'asse, pel quale una superficie w = cost." si porta in un'altra, deve far stri- 
sciare ciascuna sfera u = c o ~ t . ~  sopra sè medesima, si vede che questo moto 
consiste in una pura rotazione. Un caso di eccezione si presenterebbe quando 
le sfere avessero tutte il medesimo raggio; ma allora le w =cost." sono elicoidi 
(del DINI) e qualunque movimento attorno all'asse riconduce l'inter0 sistema 
in sè medesimo. 

2. La  condizione cui deve soddisfare la funzione e ( ~ ,  v )  perchè la su- 
perficie pseudosferica definita dalla formola 

abbia le linee di curvatura v = c o ~ t . ~  sferiche risulta da quanto ha esposto 
ENNEPER ne1 lavoro sopra citato (pag. 421 S.S.). (*) Essendo 

i raggi principali di curvatura della superficie, la condizione richiesta si espri- 
merà colla formola 

dove a, f i  sono funzioni di v soltanto. Derivandola rispetto ad 21 otteniamo la 
formola eauivalente 

Dovendo questa coesistere con quella che risul1,a da una nuova derivazione, 
otteniamo 

formola che potremo sostituire alla (3) quando - a ( - ' - ae) 'sia diversa da 
au s e n 0  a u  

zero. La  (3') esprime quindi la condizione, perchè le linee di curvatura v = c o ~ t . ~  
siano piane O sferiche. (**) 

(*) Cf. anche DINI: Sutle superficie che hanno un sistema d i  linee d i  curvatura 
sferiche. Stti dell'Accademia dei XL, 1869. 

(**) Sviluppando il determinante l a  condizione pub scriversi 

p o  a a  p a  a ? e  a e  3 ae ----- 
8 u . a ~  8 %  a.2 a u a v  + (a;) % = O .  
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Cib posto, proponiamoci la questione seguente: Esistono superficie pseu- 
dosferiche, le cici trusfo~mate compleme.lztari abbimo tutte un sistema di linee 
d i  curvatura sferiche? 

Una qualunque 2 delle complementari della superficie S corrispondente 
alla (2), sia definita dalla formola 

d sS = cosz y d ue + sen2 rpd vz ; 

la funzione q(u, uj  sarà legata alla B(u, v) dalle relazioni di DARROUX (M, n." 19) 

e se supponiamo che le linee v = cost." sopra le superficie 2 siano sferiche, 
dovrà inoltre soddisfare la  condizione (3') 

a u  a? 
Questa sviluppata, col porre per - - i loro valori (5) )  diventa 

au a v  

Acosqf Bsenq+ C'= O ,  

dove i coefficienti A, -23, C sono dati dalle formole: 

Se non fosse identicamente A = B = C= 0, due soli sarebbero i valori di cos rp 
O sen? forniti dalla (6) e la superficie S avrebbe quindi al più due trasformate 
complementari della specie voluta. 

a e Ora se la superficie S non è di rotazione, (*) sarà - diversa da zero e a zc 
la condizione A = O, diventando 

(") Quando cib accada tutte le complemsntari sono superficie di ENNEPER (cf. numero 
seguente). 
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esprime che la superficie S ha le linee di curvatura u = cost.' piane. In  quanto 
alle altre due condizioni B = O ,  C= O si trovano identicamente verificate sup- 
posto A - 0. 

Ne1 numero seguente si dimostrerà che le linee di curvatura v = ~ o s t . ~  di 
tutte le superficie 2 non possono essere piane se la superficie S non è di ro- 
tazione. Possiamo quindi rispondere alla questione proposta coll'enunciare il 
teorema : 

Perchè tutte le complementari di m a  superjicie pseudosferica S abbiano 
le linee di curvatura v = c o ~ t . ~  sferiche, è necessario e suficiente che le linee 
di curvatura u =. cost." sopra la S siano piane. 

Ne risulta che tutte le complementari delle superficie di ENNEPER hanno 
un sistema di linee di curvatura sferiche, mentre le linee di curvatura del 
2" sistema non sono nè piane nè sferiche. Siccome sulle superficie di ENNEPER 
conosciamo le linee geodetiche (Ml n." 17), le equazioni in termini finiti per 
queste nuove superficie si otterranno con soli calcoli di derivazione. Per due 
classi di queste superficie le formole esplicite si trovano stahilite ilel lavoro 
del sig. KUEN citatp al n." 15 (M) e al n." 7 della mia Nota la sui sistemi 
ciclici; le prime superficie si ottengono con due trasformaziorii complementari 
successive dalla pseudosfera, le seconde con una trasformazione complementare 
dalle elicoidi del DINI. 

Il  teorema dimostrato ci assicura poi che applicando la trasformazione 
complementare a queste nuove superficie (il che si potrà fare dopo eseguita 
una quadratiira) perverremo ad ulteriori superficie a curvatura costante, le cui 
linee di curvatura non saranno nè piane nè sferiche. 

3. La  trasformazione complementare applicata ai sistemi tripli ortogonali 
di WEINCIARTEN, che coctengono una serie di superficie di ENNEPER, conduce, 
secondo quanto abbiamo asserito al n." 24 della Memoria, a sistemi della me- 
desima specie. Ne discende che ogni superficie di ENNEPER ne possiede due 
altre contigue per trasformazione complementare. Se la superficie di ENNEPER 
considerata è complementare di una superficie di rotazione 8, queste perb si 
riducono ad una sola superficie, cioè alla S. 

Ora possiarno facilinente dimostrare il teorema: 
Se ad una superficie pseudosfe~ica sono contigue, pet. trasformazione 

complementare, due superjicie di Enneper, deve essa stessa appartenere alla 
classe di superficie d i  Enneper; se esistono più di due superficie di Eizneper 
contigue, tutte le altre co?n@ementari sono superficie d i  Elzneper e la primitiva 
è una superficie d i  rotaxione. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 Biarz chi: Aggiunte alla Meimoria 

L'elemento lineare della superficie pseudosferica S sia dato dalla (2) e 
quel10 di una sua complementare dall'altra: 

se supponiamo che le linee u = ~ o s t . ~  della 2 siano piane, dovremo avere 

ossia, sviluppando per mezzo delle formole di DARBOUX (5): 

a e Questa, se non è - = O, fornisce due soli valori per cosy O senrp; fra le com- a~ 
plementari di S ve ne sono adunque due al più che hanno le linee di curvatura 
u = c o ~ t . ~  piane, a meno che la S non sia superficie di rotazione, ne1 qua1 
cas0 la (7) è un'identità e tutte le B sono superficie di XNNEPER, conforme alla 
'2" parte del teorema. 

In ogni caso perb, se una delle superficie B ' h a  le. linee d i  curvatura 
u = c o ~ t . ~  piane, la sua complementare S; in forza del teorema al numero pre- 
cedente, avrà le linee di curvatura v = cost." sferiche O piane. Ma è facile 
vedere che questo secondo cas0 non pub ~resentarsi se non quando la 2 stessa 
sia una superficie di rotazione. E infatti se deriviamo la (7) rispetto ad th, os- 
servando le @), otteniamo : 

Ora se le linee v - ~ o s t . ~  sopra z fossero piane, sj avrebbe 

quindi 

Allora la (8) diventa 

cos0 8 0  6 2 8  - sen EL! (2)' - - sen 0 sent) 821 8~ 

(%) Similmente la condizime rerchè le linee v == c ~ s t . ~  siano piane sarà: 
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e combinata colla ( 5 )  dà . , a e 1 2 cosy- a u  + -(-) s e n e a u  = O,  
a e da cui, non essendo - = O,  
au 

Questa per la (8') dimostra che g, è funzione della sola u ,  cioé la 2 è una su- 
perficie di rotazione come si era asserito. In ta1 caso, con calcoli simili ai pre- 
cedenti, si proverà facilmente che l'unica superficie di ENNEPER complementare 
della S è appunto la 2. 

Escluso questo cas0 è chiaro, per quanto abbiamo visto ora, che se la 
superficie S possiede due complementari 2 di ENNEPER, le loro linee di cur- 
vatura piane dovranno corrispondere ad un medesimo sistema di linee di cur- 
satura. sopra S, poniamo per es. alle ZL =  COS^.^ I n  questa ipotesi dovranno i 

1 
due valori di tg 5 p tratti dalla (8) coincidere con qiielli ricavati dalla (7) e 

quindi sussisteranno le relazioni : 

La  seconda di esse ci da 

e dimostra che la superficie inixiale S deve avere le linee di curvatura u =costOe 
piane. L a  prima poi non è che una conseguenza della seconda. 

Infine iloteremo che per dimostrare come la (7) coincida ccilla equazione 
(28) (M, n." Zr) )  applicata ai sistemi di WEINGARTEN contenenti superficie di 
ENNEPER, basta osservare che in questo caso si ha (M, n." 17) 

Ic essendo iina costante; la citata formola (28) diventa quindi 

aze e a causa di - - 
auav 

a a coincide colla (7). Cos1 resta dimostrato che - - - ' ~ * à ; ~  

Annali di Matematicn, toino XITT. 16 
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questi sistemi tripli di WEINGARTEN riproducon0 per trasformazione complemen- 
tare sistemi della niedesima specie. 

4. Al n." 25 della Memoria la trasformazione di BACKLUND é stata de- 
finita colle formole di DARROUX generalizzate [v.' formole (3311 

a ?  80 senp,cosû+sen~coscpsen8 
%+a;= COS 0 

a19 a û cos cp sen 8 + seri G sen cos û 
i (9) 

a v  z=- COS 5 
. \ 

Si pub dare per mezzo di esse la seguente interpretazione geometrica della 
trasformazione di BACKLUND. 

Sia S la superficie pseudosferica iniziale, Sr la sua derivata per la tras- 
formazione di BACKLUND B,. Fra la superficie S e la S' vieno stabilita, per la 
costruzione stessa, una corrispondenza di punto a punto di guisa che le ooe 

rette PPr che uniscono due punti corrispondenti P, Pt, toccano ne1 punto P 
la superficie S e in P' la S'. Le rette PP' sono quindi le tangenti di un si- 
stema mi di curve giacenti sopra S (e similmente pei s'). A queste curve, che 
ne1 caso di a = O formano un sistema di gaodetiche parallele, daremo il nome 
di lirzee di Bacfilund e le indicheremo con L,. Assegnato il valore di cr, le 
linee corrispondenti di BACKLUND L, formano una doppia infiriità a causa della 
costante arbitraria che entra nell'integrale generale rp delle (9). (Cf. M, n." 25.) 

Esse godono della seguente proprietà caratteristica: 
Lungo ogni linea L, di Backlund, la. normale principale della curva è 

inclintrta dell'angolo costante CT sulla normale allu super$cie. 
1 E infatti se si calcola la curvatura geodetica - di queste linee dalla loro 
Ps 

equazione differenziale : 
senrpcos~dzc - cosrpsenedv = O 

si trova 1 cosD9 senD 0 - sen2? cos2 6 . - = tg5 
sen 8 cou 8 9 Ps 

1 
d'altra parte, per la formola ~ ' E U L E R O ,  la curvatura normale - delle medesime 

i-i 
lime è data da 

formola che dimostra il teorema. 
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Le  linee tracciate sopra una superficie e aventi in ogni punto la normale 
principale inclinata dell'angolo costante o sulla normale alla superficie formano 
un sistema cd, poichè l'inter0 corso della curva è determinato quando si fissa 

- 

un primo elemento. Si perviene al medesimo risultato analiticamente, osser- 
vando .che la ricerca di queste curve dipende da un'equazione differenziale del 
2" ordine, la cui integrazione introduce due costanti arhitrarie. (*) Se ne con- 
clude chi  sulle superficie pseudosferiche la proprietà enunciata è caratteristica 
per le linee di BACKLUND. Mediante le formole (10) le o d l i n e e  di BACKLUND 
vengono distribuite in ooi sistemi contenenti ciascuno ooi curve; ogni singolo 
sistema dà luogo ad una superficie derivata di B~CKLUND Sr. La costruzione 
geometrica per passare dalla S alla S' è la stessa come per la trasformazione 
complementare; soltanto il segment0 costante da portarsi sulle tangenti alle 
linee di B~CKLUND è eguale a coso. 

Questa interpretazione geometrica ci fa rilevare una notevole differenza 
fra la trasformazione generale di BACKLUNII B. e la cornplementare Bo. Mentre 
quest'ultima è indipendente dalle flessioni della superficie, perchè ogni sistema - 

di geodetiche parallele si conserva tale per qualunque flessione, la prima invece 
è legata alla forma attuale della superficie ne110 spazio. E infatti si vede su- 
bito che, flettendo la superficie, le linee di BACICLUND perdono la loro proprietà 
fondamentale. 

5. Risolviamo ora per la trasformazione di BACKLUND B, una questione 
analoga a quella risoluta al n." 3 per la trasformazione complementare; cer- 
chiamo cioè se essa pub cangiare una superficie pseudosferica S definita dalla 
formola 

dse =  COS^ du" senP B dvZ, 

in altrettante superficie di ENNEPER. Designando una qualunque delle superficie 
derivate con 2 e il suo elemento lineare con 

saranno y ,  û legate fra loro dalle (9) e, supposto che le v = ~ o s t . ~  sopra le 2 

(*) Supposta l a  superficie S riferita alle sue linee di c u r v a h r a  e ritenendo le  solite 
notazioni, si t rova per l'equazione differenziale in  discorso 

dove 
1 c d v  sen-w - - - -- 
II' r3 

+- 
1 
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siano piane, si avrà inoltre: 

Osservando le (9), questa formola diventa: 

seil 8 cos O (?? - seno g) = O 

e dovendo, per l'amessa ipotesi, essere soddisfatta qualunque sia y, si scinde 
nelle due: 

a 0 sen 0 -=+-,  a O 
au 

- = k tgasen8. 
cos a v 

È indifferente scegliere i segni superiori o gli inferiori, l'un cas0 riducendosi 
all'altro col cangiare u, v in - zc, - v. Scegliendo i superiorj, avremo: 

dove, senze alterare la forma della superficie, potremo porre la costante arbi- 
traria C= O. Le superficie pseudosferiche corrispondenti sono le elicoidi del 
DINI (M, na0 28), dunque: 

Se la trasforj}zaxiofie (9) di Bücklund f a  nascere dalla szqerficie pseu- 
dosferica (10) altrettante superficie d i  Enneper, la superficie iniziale 8 sarà 
un'elz'coide del Dini corrispondente alla fo~rnola (*) 

u + vsen a 
1 COS G t g -8 -e  
2 

Per trovare effettivamente le superficie derivate, conviene integrare l'equazione 
1 a differenziali totali (33') (M, n." 25); ne1 nostro caso, ponendo tg - y  = A,  
2 

ewa diventa: 
u + vwnu 

senr*s+senh( COS Q ) * A  1 - sencrsenh u 4 vsenc 
d.11 I ( cos. 

IA + vseno '*W I 

cosacosh( cos G ) oosooosh( u + cos v s e n a  G ) 
(7) Si noti bene che le superficie dedotte con trasformazione di BACKLUND al n.' 20 

della Mernoria dalle elicoidi del DJIII non appartengono a questa classe. Nella notazione 
attuale esse corrispondono alla trasformazione di BACKLUND B-G . 
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Integrando prima rispetto a v, otteniamo : 

u + vseno  1 a + usen.r 
~ = c o s h (  cos 5 )[u- -tgh( sen i, cos o ) I >  

dove la funzione U di u dovrà soddisfare l'equazione 

dU sen a COS cr - = 1 - cene o U2. 
d u  

Distinguendo i due casi di senou< 1 O s e n a u )  1, troviamo ne1 Io 
1 u= - 

sen G 
e ne1 2' 

quindi 

?y=- 
sen G 

1 senh(G-vtg~)  
tgs -?=  ( $ 6 , ~ p e r s e n ~ U < l  

sen~cosli C S -  
C O S  0 

1 COS h (C - v tg ~j 
I per s e n a u )  1. 

seno sen11 C + - ( C;G) 

L a  costante arbitraria C pu6 supporsi nulla senza alterare la forma della su- 
perficie; e le due superficie pseudosferiche Si, S2 che se ne ottengono corri- 
spondenti alle formole : 

1 sen h (v tg o) 
tg, 9 = 

1 cos h (v tg G )  
tg2  y 2  = 

sono distinte se i parametri u, v percorrono soltanto i valori reali, mentre si 
iz cangiano 1' una nell' altra , cangiando u ,  v rispettivamente in u - - coso, 
2 

i 7c 
v + cota. Esse appartengono alla classe di superficie di ENNEPER considerate 

da KUEN (M, n." 17). Se si considerano come due falde reali e distinte di una 
medesima superficie di KUEN, sarebbe facile vedere, risolvendo l'equazione (7'), 
che la superficie considerata nella sua totalità si riproduce per trasformazione 
complementare, mentre perb le due falde Si, S, si scambiano fra loro. 
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. 6. Al § 9, n." 27 della Memoria abbiamo dimostrato che ad ogni sjstema 
pseudosferico di WEINGBRTEN è applicabile la trasformazione di BACKLUND. L'in- 
tegrale generale (p della equazione (38) (M, n." 27) contenendo una costante 
arbitmria, ne eegue che per un,a superficie pseudosferica S del sistema si pub 
prendere ad arbitrio la sua trasformata di BACKLUND SI, rimanendo con cib com- 
pletamente determinata l a  trasformazione per tutto il sistema. Da questa osser- 

a e vazione e dalla circostanza che le linee - = cost." sulla superficie S formano a ZU 
a 9 un sistema di circoli geodetici paralleli, come analogamente le linee - -- = c ~ s t . ~  a EU 

sopra la S', si pub trarre una conseguenza notevole contenuta ne1 teorenia 
seguente, che pel cas0 della trasformazione complementare venne osservato per 
la prima volta da LIE: 

Se le linee geodetiche d i  una superficie pseudosferica S sono note, s i  
potranno determinare con quadrature quelle d i  ogni superficie S' derivata da  
S per trasformazione d i  Backlund. 

Per  dimostrarlo osserviamo che ponendo, come al n." 6 della Memoria, 

a e +-, aw 
la funzione $(u ,  v )  soddisferà alle tre equazioni simultanee alle derivate parziali 

Da quanto poi è stato dimostrato ai n.i 5 e 6 della Memoria risulta che 
soluzioni comuni alle equazioni (10) si ottengono tutte ne1 modo seguente: 
Ridotto l'elemento lineare 

della superficie S, in un modo qualuiique, alla forma 

appartenente ad una .superficie di rotltzione, basta porre 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sopra i sistemi tripli ortogonali di WeZngarten. 127 

dove C è una costante arbitraria. Sia ora S' una superficie qualunque derivata 
da S con una trasformazione di BACKLUND B,; il suo elemento lineare, riferito 
.alle linee di curvatura, sin dato da 

dove la funzione y (u, v )  è legata alla B ( ~ G ,  v) dalle formole (9). Esaminando 
attentamente il processo tenuto al n." 27 della Memoria, si vedrà subito clie 
la funzione 

coa.;cosTalC, cosasenp i?+  v =  - 3 - 9  -+ seno a v  cos8 a u  

soddisfa alle equazioni (10) costruite per la superficie Sr, cioè che si ha iden- 
ticamente 

il che è anche facile a verificarsi con un calcolo diretto. D'altra parte, fincliè 
o è diversa da zero, non pub mai essere 'Y = c ~ s t . ~ ,  perchè si dirnostra facil- 
mente che i valori di (p tratti dall'equazione Y = cost." non possono soddisfare 
le (9). 

Ne segue che conoscendo sopra la superficie iniziale S un sistema di 
circoli geodetici = c o ~ t . ~ ,  conosceremo altresi sopra la superficie derivata di 
BACKLUBD S' un sistema di circoli geodetici paralleli, cioh le linee 

Le geodetiche ortogonali si otterranno quindi con una quadratura, dopo di che 
saranno note sopra la S' tutte le linee geodetiche c. d. d. 

7. 1 teoremi dell'appendice relativi alla applicazione simultanea della 
trasformazione complementare e di BACKLUND ai sistemi pseudosferici di WEIN- 
CIARTEB, possano anche applicarsi alle superficie pseudosferiche isolate. Basta 
infatti considerare il cas0 in cui il sistema 2 di WEINGARTEN del gruppo r sia 
un sistema ciclico di RIBAUCOUR; d o r a  il suo complementare 8, si riduce ad 
un'unica superficie pseudosferica S,  di cui tutte le 2 sono complementari. Ne 
risulta quindi il teorema seguente: 

Se ad ufia super$cie pseudosferica S si applica u m  trasformaxiotte 
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complementare qualunque Bo, alla inuova superjcie ottenuta Sr= B O S  una 
trasformaxione qualunque d i  Bücklund B, e infine alla terza superficie S o t =  BG 
S'= B,BoS una conveniente trasformaxione complementare Bro, la superjcie 
iniziale S e la finale Su' B', S"= BroB,B,S saranno legate fia loro da 
una trasformaxione d i  Bücklund B', d i  guisa clle si potrà scriuere simboli- 
camen te 

E Bro B, Bo. 

Le trasformazioni complementari e di BACKLUND sono quindi in un certo senso 
permutabili fra loro, poichè 

Br;' B', = B,  Bo. 

Quattro punti corrispondenti P, P', Pl', P"' sopra le quattro superficie S, S', 
S", 8"' formano i vertici di un quadrilatero sgheinbo, i cui lati opposti sono 
eguali e che pub muoversi nello spazio mantenendo invariate le lunghezze dei 
suoi lati mentre i suoi vertici scorrono sopra le quattro superficie pseudosfe- 
riche S, Sr, S", S'" e i due lati concorrenti in ciascuno dei quattro vertici 
sono situati ne1 piano tangente della superficie, su cui scorre il vertice stesso. 
Questo teorema combinat0 coi risultati del numero precedente dimostra che se 
di iina superficie pseudosferica S si sanno determinare le trasformate comple- 
mentari e quelle di B~CKLUND (con una determinata costante O), 10 stesso potrà 
farsi per le nuove superficie ottenute e cosi di seguito, quando si eseguiscano 
soltanto successive quadrature. Per quanto abbiamo visto al n." 5, le elicoidi 
del D I N ~  e le loro trasformate complementari e di BACKLUND si trovano appunto 
in queste condizioni. 

N O T A .  

Ne1 corso della Memoria abbiamo più volte fatto uso del teorema: Ogni 
equazione lineare ai di$éî.enxiuli totali, la pale contenya limarmente lu fun- 
zione incognita e soddisfi alle condizioni d7integrabilitic, si integra con qua- 
drature. Non credo inutile darne qui la dimostrazione, che manca negli or- 
dinarî trattati. Sia la funzione x delle n variabili indipendenti x,, x ~ ,  ... xn 
determinata dall'equazione a differenziali totali, lineare rispetto a z :  

dove a;, bi sono funzioni note delle lz variabili x,, x2,. . . xn. Supponiamo sod- 
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disfatte le condizioni d'integrabilità per la (a) ,  date dalle relazioni 

le quali per la ( a )  stessa si scindono nelle altre 

i=n 

Le ( f i )  espriinono che Xaidx i  è un differenziale esatto; se si pone 
i 1 

sarh M un fattore integrante della (a) e renderà iiello stesso tempo kf8 bidxi 
un differenziale esatto a causa delle (y). L'integr.de generale della ( a )  sarh 
dunque dato per quadrature dalla formola : 

Mi sia qui permessa una disgrcssiofie, che completa e semplicizzn i risultnti 
esposti nella rnia Nota IIa: Sui sistemi tripli ciclici di superficie or topzu l i .  (*) 
Supposta conosciuta per un sistetna cio2 nornzule di circoli uns  delle superficje 
traiettorie ortogonali insierne alle sue linee di curvatura, (**) le altre infinite 
superficie ortogonali si determinano dalla eqiiazione a differenziali totnli (rcdi 
tj 8 Nota citata) 

sen û \iXcoq 
~ Z 6 - / ~ ( @ c o s p + ~ ) i -  

g.t 
(1 + cos 5) 1 d - 

(*; Giornale di Sapoli, vol. CS0. 
(**) Questn seconda condizione, bericlie süperfiua, vienc qui  lasciata per brevitd ontle 

applicare irnmediatamente le formnle della Nota citats. 

AmaZi  di Afatcmatica, tomo XIV. 17 
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1 
la quale, ponendo tg 5 e = 2 si riduce alla forma lineare (cf. Ej 4 della Nota) 

Per la (8) le altre superficie ortogonali sli determinano quindi con una qua- 
dratura dalla formola 

In particolare ricordando il teorerna di RIBAUCOUR (cf. M, Ej 4), potremo enun- 
ciare il risultato: 

Noto un sistema trip10 d i  superjcie ortogonali, i suoz' sisfemi ciclici 
osculatori si determinano con qz~adrature. 

- - 
1 Pag. 19 - 195 ultiiria linea in  liiogo di - = 1 1  1 I l  

P3 

1 a 6 20 - 196 aggiungi : indicundo con - la curvatura geodetica dei circoli - = c o ~ t . ~  
'Y a w  

» 41 - 217 linea 12" dall'alto 

* * » » 4" da1 basso 
» » » )> 6" > 

45 - 221 9" dall'alto 

(") Il lo numera indica la pagina delle copie a parte, 'il 9" la corrispondente degli AmraZi (tom. XIII!. 
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Su certi gruppi di superficie 
di secondo grado. 

(Nota del dott. DOMENICO MONTESANO, a Ronza.) 

-- 

Oggetto di questa breve Nota si B lo studio di gruppi di superficie di 
secondo grado siffatti che di due qualsiansi superficie del gruppo l'una sia 
polare reciproca a sè stessa rispetto all'altra. 

Due gruppi completi di tale specie sono noti: il gruppo delle otto super- 
ficie di sec,ondo grado, rispetto a cui due superficie date di secondo grado sono 
fra loro polari reciproche, (*) e il gruppo dei dieci iperholoidi, che contengono 
i sistemi rigati comuni a sei complessi lineari di rette, a due a due fra loro 
in involuzione, presi a tre a tre. (**) 

Ora io in questa Nota, partendo dall'esame diretto di un gruppo completo 
di superficie quadratiche della specie accennata, dimostrerb che un ta1 gruppo 
non pub essere che uno dei due gruppi già noti, e con tale dimostrazione met- 
terb in evidenza una costruzione semplicissima ed immediata di tali gruppi. 

1. Per dare alle nostre ricerche la maggiore generalità possihile, invece 
di considerare direttamente le superficie di secondo grado, considereremo le 
corrispondenze polari, che esse determinano nello spazio. 

In generale una corrispondenza proiettiva fra gli elenienti del10 spazio 
(collineare O reciproca) sarà da noi detta arrnonica, quando essa coincida con 
la sua inversa, e quindi, riguardata corne trasformazione nello spazio, essa dia, 
applicata due volte, la corrispondenza identica. Diremo cioè arrnoniche sia la 
corrispondenza polare rispetto ad una superficie di secondo grado (reale O im- 
maginaria) e la corrispondenza polare ~zulla (Nullsysterne dei Tedeschi), sia 

(*) D'OVIDIO. Giornale di Matematiche, vol. 10, pag. 313. - THIEME. Giornale di SCHLO- 
JIILCH, vol. 22, pag. 377. 

(**) STEFHANOS, SUT les systèmes desrniques de trois tetraèdres. Bulletin des Sciences 
mathématiques, serie 2&, vol. 3. - VERONESE, S o p a  alcune rcotevoli configurazioni, ecc. 
'I'ransunti dell'Accademia dei Lincei, serie 3", vol. 4. 
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la corrispondenza collineare omologica aïmonica e la corrispondenza iperbo- 
loidicn armonica (con due assi luoghi di punti ed inviluppi di piani uniti). 

Due corrispondenze armoniche saranno da noi dette irzvolutorie quando, 
riguardate come trasformazioni nello spazio, diano, applicate successivamente, 
una terza corrispondenza anche armonica. 

Se cioé II(,, K2 sono due corrispondenze armoniche fra loro involutorie, 
assumendo di un qualsiasi elemento A del10 spazio il coniugato A, nella cor- 
riapondenza KI e di A,  il coniugato A , .  nella corrispondenza K2, si  otterrh 
10 stesso elemento, che si avrebbe se dell'elemento A si assumesse il coniu- 
gato A ,  nella I?, e di questo il coniugato A,, nella corrispondenza Ki; avremo 
cioù che la corrispondenza prodotta da le KI, K, è la stessa qualunque ~ i a  
l'ordine con cui esse si applicano. 

Allora ad ogni coppia (A-  A,) di elementi coniugati nella Ki corrisponde 
nella IC2 una coppia (A,-Ai,2) anche essa formata di elementi coniugati nella 
Ki; come ad ogni coppia (A-A.,) di elementi coniugati nella K, corrisponde 
ilella Ki la coppia (A , -A , , , )  costituita del pari da elementi coniugati iiella K,; 
- onde se riguardiamo le K,, TC2 come forme geometriche costituite dall'as- 
sieme di coppie di elementi coniugati, ciascuna di esse si muterà in sè stessa 
rispetto all'altra. 

Se viceversa le corrispondenze armoniche K,, K, sono tali che la prima 
rigunrdata come forma geometrica, si muti in sè stessa rispetto alla seconda, 
allora le due corrispondenze risultano involutorie, e quindi di esse anche la 
seconda si muta in sè stessa rispetto alla prima. Infatti allora ogni coppia 
(il- A,) costituita da elementi coniugati nella corrispondenza Ki ha per con- 
iugata nella .K2 una coppia (A , -A , , , )  anche essa di elementi coniugati nella 
Ji,, sicchè il punto A,,, coincide col punto Ao.,, e quindi la corrispondenza 
(Ki-Tie), prodotta da le K,, K,, è armonica. 

Due eleineriti coniugati nella (Ki-K,) hanno gli stessi elementi coniugati 
iielle Ki, Ii,, ma con l'ordine mutato. 

Di più la (Ki- K,) = (K.-TCi) è in involuziono con ciascuna delle corri- 
spondenze Ki, K?, che la compongono. Infatti essa combinata con la Ki dà la 
K,, e combinata con la K, dà la K,. 

Più generalmente se la corrispondenza armonica H è in involuzione con 
le corrispondenze armoniche Ki, K,, sarh anche in involuzione con la corri- 
spondenza da  queste prodotta. Infatti la H si muta in sè stessa sia nella Ki 
che nella h> e quindi anche nella (Ki-K,), con la  quale percib essa risulta 
in  involuzione. 
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2. Occupiamoci ora più specialmente delle corrispondenze polari. 
Sia Ki una tale corrispondenza; - per avere il sistema delle corrispon- 

denze polari involutorie con essa basta combinare la Ki con tutte le corri- 
spondenze collineari armoniche, con cui essa è in involuzione. Ora queste 
ultime corrispondenze si determinano facilmente notando che ognuna di esse, 
dovendo mutarsi in sè stessa rispetto alla Ki, O è omologica, e allora il suo 
centro ed il suo piano d'omologia sono coniugati nella R,, O è iperboloidica, 
e allora i due suoi assi o sono fra loro coniugati nella Ki, O ciascuno è con- 
iugato a si: stesso in detta corrispondenza. 

In  particolare se la K, è una corrispondenza polare nulla, le corrispon- 
denze ornologiche armoniche in involuaione con essa sono degeneri, e quindi, 
combinate con la ~i,, danno luogo a corrispondenze polari degeneri. 

Invece ogni corrispondenza armonica C, che abbia per assi due rette 
coniugate rispetto alla K, ,  combinata con questa dà una corrispondenza 
(C-h7,) = K, involutoria con la xi, e che è anche. essa polare nulla. Infatti 
due punti A ,  A' coniugati nella C sono su di un raggio unjto della K, ,  e 
quindi il piano polare a' del punto A' rispetto alla Ki, clie è il piano polare 
del punto A nella corrispondenza (C-KJ, passa per A ,  qualunque esso sia. 

Viceversa è evidente che ogni corrispondenza polare nulla K2 involiitoria 
con la Ki determina con questa una corrispondenza collineare armonica, che 
ha  per assi le due rette coniugate in entrambe le Ki, K,; - percib le cor- 
ïispondenze polari nulle involutorie con la K, formano un sistema quattro 
volte infinito. 

Se invece consideriamo una cor r i~~ondenza  iperboloidica armonicn C, di 
cui gli assi siano raggi uniti della K,, la corrispondenza polare (C-JC~), invo- 
lutoria con la Ki, non sarà nulla; ma in essa saranno situati su i loro piani 
polari solamente i punti dei raggi uniti d i  entrambe le corrispondenze Ki ,  C, 
raggi che appartengono ad un sistema rigato di un iperboloide, il quale sarà 
la superficie fondamentale della corrispondenza (C-K,). 

Viceversa ogni corrispondenza polare non nulla K 2 ,  che sia in involuzione 
con la Ki, ha per superficie fondamentale un iperboloide (reale O immaginario), 
di cui un sistema rigato è costituito da  raggi uniti della corrispondenza Ki, 
mentre I'altro sistema contiene due soli di  tali raggi, che sono gli assi della 
corrispondenza collineare armonica (K,- K?). 

Regge il teorema inverso; si ha cioè che: Tutte e sole le superficie di 
secondo grado, di cui un sistema rigato appartiene al complesso lineare del 
raggi uniti di una corrispondenza polare nulla, corrispondono a sè stesse in 
tale corrispondenza. 
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Dette superficie formano un sistema aei volte infinito. 
3. L a  corrispondenza polare ~ i ,  non sia nulla. 

Vi sono allora tre sistemi di corrispondenze polari in involuzione con la 
Ki, dovuti, come notammo, alla combinazione della Ki ;on i tre sistemi di cor- 
rispondenze collineari armoniclie, con cui essa è in involuzione. 

Uno di questi ultimi sistemi è costituito dalle corrispondenze iperboloi- 
diche armoniclie, che hanno per assi due generatrjci dello stesso sistema della 
superficie fondamentde della Ki .  

Ora ciascuna di queste corrisponderize, combinata con la K , ,  dà eviden- 
temente una corrispondenza polare nulla, nella quale sono uniti tutti i raggi 
della superficie fondamentale della K , ,  di sistema opposto a gli assi della cor- 
rispondenza iperboloidica considerata. E ne sussegue che: Vi è un assieme 
doppiamente infinito di corrispondenze polari nulle involutorie con una corri- 
spondenza polare non nulla. Detto assietne si divide in due sistemi tali che in 
tutte le corrispondenze di uno stesso sisteina sono uniti i raggi di uno stesso 
sistema rigato della superficie fondamentale della corrispondenzu data. E i due 
sistemi risultano fra loro involutorî, cioè ciascuna c,orrispondenza dell'un sistema 
è involutoria con tutte le corrispondenze dell'altro. 

Notiamo infatti che se (C-K), (Cf-K) sono due di tali corrispondcnze di 
sistema opposto, la  corrispondenza da esse prodotta è la (C-C'), che è armo- 
nica, giacchk le C, C' sono fra loro involutorie, avendo i loro assi 'forrnanti 
un quadrilatero gobbo, in modo che una di esse si muta in sé stessa rispetto 
all'altra. 

Gli altri due sistemi di corrispondenze polari involutorie con la Ki  sono 
costituiti da corrispondenze polari non nulle. I l  primo, dovuto a la combina- 
zione della K, con le corrispondenze oinologiche arrnoniche (O-w), di cui il 
centro O ed il piano o di omologia sono fra loro coniugati nella Ki, comprende 
un assieme triplamente infinito di corrispondenze; - il secondo, dovuto a la 
combinazione della Ki con le corrispondenze iperboloidiche armoniche (Y, - r,), 
di cui gli assi r,, r, sono fra loro coniugati nella Ki,  comprende un assieme 
quattro volte infinito di corrispondenze. 

Passando da le corrispondenze polari alle loro superficie fondainentali, no- 
tiamo che di due corrispondenze polari non nulle fra loro involutorie le super- 
ficie fondamentali sono l ' m a  reciproca a sè stessa rispetto all'altra; sono cioè, 
come noi cliremo, anche esse involutorie. 

Sicchè data una superficie di secondo grado, esistono due sistemi di su- 
perficie quadratiche involutorie con essa, l'uno tre volte e 17altro quattro volte 
infinito. 
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Ogni quadrica del primo sistema tocca lungo una conka la  superficie 
data, mentre ogni quadrica del secondo sistema ha in comune con essa un 
quadrilatero gobbo; di più in entrambi i casi ne1 fascio-schiera determinato 
dalla superficie, data e da una superficie con essa involutoria, le due superficie 
sono separate armonicamente dalle superficie degeneïi della forma. Regge il 
teorema inverso. (*) 

4. Veniamo ora all'esame dei gruppi completi di corrispondenze polari 
(nulle O non nulle) a due a due fra loro in involuzione. 

Sia G un gruppo siffatto. Essendo esso completo, non vi sarà fuori di esso 
alcun'altra corrispondenza polare, che sia involutoria con le singole sue cor- 
risponderize. . 

Fissiamo a piacere una corrispondenza del gruppo: la I<. 
Siario P, .Q, . . . T le corrispondenze collineari armoniche, che la K deter- 

mina con tutte le singole corrispondenze del gruppo [fra di esse vi sarà la 
corrispondenza identica (K- K)], sicchè le corrispondenze del gruppo C: siano 
le corrispondenze (IL- P), (K- Q), . . , ( K  - T). 

Indichiamo con G' il gruppo delle P, Q,. . . T. 
Esse saranno in involuzione con la corrispondenza K ,  e a due a due sa- 

ranno fra loro involutorie, giacchè due di esse, per es. le P, &, combinate 
assieme danno la  corrispondenza ( P -  Q), che coincide con quella prodotta dalle 
c~rrispondenze (K-P), (K-Q) del gruppo G, e che percib risuita. armonica. 

(*) Le caratteristiche elementari del primo sistema sono tut te  uguali ad otto, corne f ~ i  
dimostrato da110 STURM nella sua breve Memoria: Ueber li'lüchen 2 Grades, welche au sich 
selbst p o l a r  sind. Math. Annalen, vol. 25. - L a  let tura  di tale Memoria mi spinse a con- 
siderare anche le  caratteristiche del secondo sistema, m a  tale ricerca fu fat ta  contempora- 
neamente da1 dott. DEI, P ~ z z o ,  ed e çiA stata  pubblicata negli Atti  della R. Accademia delle 
Scienze di Napoli, fasc. 6 O ,  1885, onde non mi sembra opportuuo il ripeterla. Noterb solo 
che per due superficie di secondo grado Il, Io fra loro involutorie con un quadrilatero gobbo 
in comune (avente per diaçonali le r l ,  r?), possono presentarsi in quanto alla loro naturn 
i aeguenti casi: 

1." L e  I l ,  I2 sono reali e r igate  ed hanrio in comune un quadrilatero gobbo reale. 
In  tale caso i due segmenti delle rl, rz, che cadono in una stessa regione rispetto ad uno 
degli iperboloidi I l ,  12, cadono in regioni diverse rispetto all'altro; 

2." La Il è immaginarin; allora l a  4 è reale e riçata, e le r l ,  r2 cadono rispetto ad 
essa in regioni diverse; 

3." L e  Il, Iz sono reali ed a punti ellittici. In tale caso su qnella delle due ret te  
r , ,  r2, che incontra le  superficie in punti reali ,  il segment0 esterno all'una superficie è 
interno all'altra, onde una almeno delle due superficie è a due falde; 

4." L e  I l ,  I2 sono entrambe reali e rigate, ed hanno in comune due sole generatrici 
renli di uno stesso sistema. In tale caso le rl, r, risultano immaginarie coniligate (di 2" specie). 
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Di più il gruppo G' sarà completo; non vi sarà cioè nessuna corrispon- 
denza collineare armonica non contenuta in esso griippo G', che sia involutoria 
con ciascuna corrispondenza di esso e con la corrispondenza polare K. 

Se infatti vi fosse una tale corrispondenza X, la corrispondenza (K-X) 
sarebbe polare, e sarebbe evidentemente in involuzione con le singole corri- 
spondenze del gruppo G senza essere contenuta in G, il d ie  è contrario alle 
ipotesi fatte. D'altra parte siccome due corrispondenze del gruppo G' combinate 
assieme danno una corrispondenza collineare armonica, clle è in involuzione 
con la K e con tutte le corrispondenze di G', essendo, tali le sue componenti 
( 5  l), percib essa corrispondenza-prodotto sarà anche contenuta ne1 gruppo G'. 

Questo adunque è un gruppo chiuso. 
E ne sussegue ancora che due qualsiansi corrispondenze (K-Y'), ( K - Q )  

del gruppo G danno sempre, conibinate assieme, una corrispondenza (P- Q) del 
gruppo G'. 

Pcrcià qualunque sia la corrispondenza polare K del gruppo G, da crii 
si parte, il gruppo G' che si ottiene, sarà sempre Io stesso; O in altri termini 
ciascuna corrispondenza del gruppo G è involutoria con le corrispondenze del 
gruppo Gr, e combinata con esse dà le corrispondenze del gruppo G. 

5. Dunque dalla esistenza di un gruppo completo G di corrispondenze 
polari a due a due fra loïo involutorie, noi abbiamo dedotto l'esistenza di un 
gruppo completo G' d i  corrjspondenze collineari armoniclie a due a due fra 
loro in involuzione e tali che due di esse combinate assieme danno una terza 
corrispondenza del gruppo. 

T'iceversa costruito un gruppo siffatto G', si potrà da esso dedurre un 
gruppo G, se esista una corrispondenza polare, che sia in involuzione con le 
singole corrispondenze di esso gruppo G'. 

Occupiamoci percib da prima della costruzione di questi gruppi Gr, chi: 
si presenta più facile di quella dei gruppi G. 

Notiamo a cib che se due corrispondenze collineari armoniche sono fra 
loro involutorie, gli elementi fondamentali del17una (centro e piano di omologia, 
se è omologica, O i due assi, se è iperboloidica) sono coniugati a sè stessi ri- 
spetto all'altra; e viceversa. 

Onde : 
1 .O Se due corrispondenze omologiche armvniche (O- w), (O1-  w') sono 

involutorie, il centro dell'una è ne1 piano di omologia dell'altra, e la corrispon- 
denza da esse prodotta è la corrispondcnza ipeïboloidica-armonica (00'-wr,)'), 
che ha  per assi la congiungente i centri e la intersezione dei piani di omo- 
logia delle due date corrispondenze. 
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2." Se viceversa due corrispondenze collineari armoniche (O - a), (a - b),  
l'una omologica, l'altra iperboloidica, sono fra loro involutorie, un asse a della 
seconda passerà pel centro O della prima, e l'altro asse b si troverà ne1 piano 
di omologia o di essa; e la corrispondenza collineare armonica prodotta da le 
due corrispondenze, è la corrispondenza omologica armonica (Of -w ' ) ,  ove Of 
è il punto (a - w), ed a' è il piano (b -O). 

3." Se due corrispondenze iperboloidiche armoniche sono fra loro invo- 
lutorie, O gli assi delle due corrispondenze formano un quadrilatero gobbo, O 

formano due coppie armoniche su uno stesso sistema rigato. 
Ne1 primo caso la corrispondenza da  esse prodotta è la corrispondenza 

iperboloidica armonica, che ha  per assi le due diagonali del quadrilatero for- 
m a t ~  da  gli assi delle date c,orrispondenze; invece ne1 secondo caso la corri- 
spondenzw prodotta dalle due date corrispondenze è la corrispondenza iperbo- 
loidica armonica, che ha  per assi i due raggi, che dividono armonicamente le 
due coppie di assi delle date corrispondenze su1 sistema rigato determinato da 
esse coppie. 

Abbiamo con cib tre diverse terne di corrispondenze collineari armoniche 
siffatte, che in ogni terna due corrispondenze combinate assieme danno la terza 
corrispondenza della terna. Sicchè, se ad ogni terna aggiiîngiamo la corrispon- 
denza identica, avremo tre diversi gruppi chiusi ri ,  r,, r, di corrispondenze 
collineari armoniche a due a due fra loro involutorie. 

Di essi il primo contiene una corrispondenza iperboloidica e due corri- 
spondenze omologich~, mentre gli altri due non contengono che corrispondenze 
iperboloidiche (oltre la corrispondenza identica). 

Ora evidentemente i gruppi completi G', che noi vogliamo costruire, O 

sono questi tre gruppi l' ora trovati, O sono costitiiiti da due O da più di essi. 
S e  cioè esistono gruppi G' della specie cercata, che contengano più di 

quattro corrispondenze, essi saranno certo formati da  due O più gruppi r; e 
quindi conterranno certo due corrispondenze iperboloidiche armoniche e la terza 
da esse prodotta, conterrann~ cioè certame,nte O il gruppo r, O il gruppo F,. 

- Partiamo allora da ciascuno di questi gruppi, e vediamo se vi sono altre 
corrispondenze oollineari artnoniche, che siano involutorie con le corrispon- 
denze di esso. 

Ora se partiamo da1 gruppo T,, di cui le tre corrispondenze iperboloidiche 
banno per assi le tre coppie di spigoli opposti di un tetraedro A B  CD, vi sono 
quattro corrispondenze collineari armoniche in involuzione con esse; e sono le 
quattro corrispondenze omologiche armoniche, che hanno per centri i vertici 

Annali di Mutematka, tom0 XIV. 18 
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di detto tetraedro e per piani d i  omologia ' le  facce di esso rispettivamente 
opposte. 

Queste quattro corrispondenze con quelle del gruppo r, formano un gruppo 
di otto corrispondenze tali che due qualsiansi di esse combinate assieme ne 
danno una terza; nè vi è alcun'altra corrispondenza collineare armonica, che 
sia in involuzione con ciascuna delle otto corrispondenze, giacchè non vi è 
alcun' altra c ~ r r i s ~ o n d e n z a  collineare armonica , oltre le otto già considerate, 
che muti ciascun elemento del tetraedro AB CD in sè stesso. 

Percib il gruppo delle otto corrispondenze ora determinate è un gruppo 
aompleto G' della specie da noi cercata. 

Invece se partiamo da1 gruppo r,, format0 dalla corrispondenza identica 
e da tre corrispondenze iperboloidiche armoniche: 1, 2, 3, di cui le tre coppie 
di assi sono su di un sistema rigato R,  e si dividono armonicamente a due a 
due, le corrispondenze collineari armonichc in involuzione con esse formano 
quattro sistemi ciascuno doypiainente infinito. 

I l  primo di tali sistemi è costituito dalle corrispondenze iperboloidiche ar- 
moniche, che hanno per assi due qualsiansi direttrici del sistema rigato R ora 
accennato. 

lnvece ciascuno degli altri tre sistemi è costituito dalle corrispondenze 
iperboloidiche armoniohe, che hanno per assi due rette, che siano reciproche 
rispetto all'iperboloide I, su cui trovasi il sistema R, e che si appoggino a gli 
assi di una delle tre corrispondenze 1, 2 ,  3. 

Chè se H è una di tali corrispondenze, che abbia per assi due rette ap- 
poggiate a gli assi della corrispondenza 1 e reciproche rispetto all'iperboloide 1, 
essa sarà in involuzione con la corrispondenza 1 e con la corrispondenza polare 
dovuta all'iperboloide 1, sicchè su questo due generatrici dello stesso sistema, 
che siano divise armonicamente dalle due generatrici dello stesso sistema ap- 
poggiate a gli assi della corrispondenza H, saranno coniugate nella H, onde 
in  particolare risultano coniugati rispetto alla H gli assi delle corrispondenze 
2,  3, con le quali percib, oltre che con la  1, la H risulta involutoria. 

Nb evidentemente oltre i quattro sistemi considerati oi sono altre corri- 
spondenze collineari armoniche involutorie con le corrispondenze del gruppo P,. 

Ora se fra le corrispondenze del primo dei quattro sistemi (corrispondenze 
che hanno per assi le direttrici delsistema R) ne consideriamo tre: le 4 ,  5, 6, 
a due a due fra loro involutorie, e se alle due terne 1, 2 ,  3; 4 ,  5, 6 aggiun- 
giamo le corrispondenze iperboloidiche armoniche (1 - 4), (1 - 5) ,  (1 - 6), (2 - 4), 
(2-5), (-2-6), (3-4), (3-5), (3-6) prodotte dalla combinazione di ciascana cor- 
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rispondenza de117una terna con quelle dell'altra, e se aggiungiamo di più la 
corrispondenza identica, otterremo un gruppo di sedici corrispondenze collineari 
armoniche (di cui non ve ne è alcuna omologica), di cui due qualeiansi com- 
binate assieme ne dànno una terza. 

Combinando infatti per es. le corrispondenze (1-4), (1-5) si ottiene la cor- 
rispondenza (4 - 6) - 3; e aosi combinando le (1 -4), (2 - 5) si ottiene la corri- 
spondenza (3 - 6); ecc. 

D'altra parte siccome non vi è alcun'altra corrispondenza collineare armo- 
nica, che sia in involuzione con tutte le sedici corrispondenze ora determinate, 
giacchè per cib che si è detto precedentemente, le corrispondenze collineari 
armoniche, che mutino in sè stessa ciascuna corrispondenza delle due terne 
1, 2, 3;  4, 5, 6, debbono avere gli assi appoggiati agli assi di una corrispon- 
denza della prima terna ed a quelli di una corrispondenza della seconda terna, 
e quindi sono le altre nove corrispondenze (1  -4),... (3- 6), percib il gruppo Gfi 
delle sedici corrispondenze considerate è un gruppo chiuso e completo. 

Con cib siamo giunti a due diversi gruppi chiusi e completi di corrispon- 
denze collineari armoniche fra loro involutorie; - di più il ragionamento fatto 
per ottenerli mostra chiaramente che non esistono altri gruppi siffatti, sicchè 
ne possiamo dedurre che al massimo vi sono due gruppi completi di corrispon- 
denze polari a due a due fra loro involutorie. 

Ma giacchè d7altra parte tutte le corrispondenze del primo gruppo ottenuto 
G' sono in involuzione con una qualsiasi corrispondenza polare, che ahbia per 
tetraedro polare il tetraedro ABCD, che contiene gli elernenti fondamentali 
delle corrispondenze del gruppo; mentre tutte le corrispondenze del secondo 
gruppo ottenuto G', sono in involuzione con la corrispondenza polare K dovuta 
al17iperboloide 1, che contiene gli assi di sei corrispondenze del gruppo, e 
rispetto a cui sono reciproci gli assi delle altre nove sue corrispondenze, percib 
possiamo addirittura affermare che esistono due, e due soli, gruppi cornpleti di  
corrispondenze poluri a due a due fra loro in involuaione; l'un0 costituito da 
otto e l'aitro da sedici corrispondenxe polari. 

11 primo di tali gruppi è costituito da  una corrispondenza polare K e dalle 
sette corrispondenze polari, che si hanno combinando la  K con le sette corri- 
spondenze collineari armoniche dovute ad un tetraedro polare ABCD d' 1 essa. 

Ora se I è una superficie di secondo grado, che h a  per tetraedro polare 
il tetraedro AB CD, essa si muterà in sè stessa nelle sette corrispondenze col- 
lineari armoniche dovute a tale tetraedro, e quindi la superficie I f ,  che è 
coniugata alla I rispetto alla K ,  10 sarà anche rispetto alle altre sette corri- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 Morz tesuno:  Su certi gwppi di superficie di secondo grado. 

spondenze del gruppo, sicchè riceversa, corne avevamo afferrnato iii prinûipio, 
il gruppo delle otto superficie di secondo grado, rispetto a cui due quadriche 
date sono fra coniugate, è della specie de1 primo gruppo G da noi ottenuto. 

Invece il secondo gruppo G, a cui siamo giunti, si ottiene comhinando 
una corrispondenza polare K con due terne: 1, 2 ,  3; 4, 5 ,  6 di corrispondenze 
iperboloidiche armoniche a due a due fra loro involutorie, ed aventi gli assi 
sulla superficie fondamentale della IC, e di più combinando la corriepondenza 
K con le nove corrispondenze (1 - 4);. . . (3 - 6)) prodotte dalle due terne, e con 
la  corrispondenza identica. 

Ora ne1 gruppo G, che si ottiene, le sei corrispondenze (K- 1) = KI, 
( K - 2 )  = Kz7 ( K - 3 )  = K3, ( K - 4 )  = X4,  (K-5)  = K5, (K-6) = K6 sono nulle 
(5  3), mentre le altre dieci corrispondenze K, (X- 1 - 4) = Ki,, . . . ( K -  3 - 6) = K3., 
non 10 sono. - I n  virtù del €j 2 le superficie fondamentali di p e s t e  ultime 
corrispondenze sono i dieci iperboloidi, che contengono i veuti sistemi rigati 
cornuni ai cornplessi lineari dei raggi u~ii t i  delle corrispondenze nulle KI , . . . 
Ks, presi a tre a tre. 

Piu particolarmente se nei simboli delle dieci corrispondenze polari non 
nulle ai  simboli 1, ... 6 sostituiamo i simboli equivalenti (2- 3) , .  . . (4 - 5)) per 
designare dette corrispondenze avremo i simboli K(abc) = K(def), (per a,.  . . 
f = 1 , .  . . 6 e fra loro differeriti), con che la corrispondenza polare K(abe) = K(def) 
sarà il prodotto delle corrispondenze nulle Ka,  I { ~ ,  Ir', O delle corrispondenze 
Xd, K,, Kfi onde su la  superficie fondamentale di essa l'un sistema rigato ap- 
parterrà a i  cornplessi dei raggi uniti delle corrispondenze AL, I i b ,  Iic e l'altro 
sisterna apparterrà ai cornplessi dei raggi uniti delle f i ,  hre, f i .  Otterremo 
cioh i noti simboli della configurazione di KLEIN. 

Noi potremmo continuare ad esporre le notevoli proprietà dei due gruppi 
G, deducendole dalla loro legge di generazione, ma non giungeremmo certa- 
mente ad alcunchè di nuovo, giacchè i lavori degli eminenti geometri su no- 
minati hanno portato su tali proprietà la maggior luce possibile. Percib non 
insistiamo ulteriormente. 
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Fonctions énumératrices. 

(.Note de M. ERNEST CESÀRO, à Torre Annunziata.) 

. . a . . . . .  S . . . . . . . . . .  

- le tlot que  j 'ai franchi revient pour nie bercer;  
a l e s  comptcr en vain mon esprit se  consume, 
c'est toujours de la vague et toujours do l'écume, 

les jours Uottent sans a iancer l  

1. P . our détacher du système des iiombres entiers un nouveau système 11, 
on imagine une fonction I!(x), égale à 1 ou à O, suivant que l'entier x appar- 
tient ou n'appa.rtient pas à Il. Ces fomtions indicatrices ont été étudiées pré- 
cédemment, (") et nous avons, dans un récent travail, (**) appelé l'attention 
sur le cas où elles sont douées de la propriété 

~ ( x )  q y )  = ~ ( x y ) .  (1) 

Alors, il est clair que fl est nécessairement un groupe, c'eçt-à-dire qu'il contient 
le produit de deux quelconques de ses éléments, sans jamais renfermer le yro- 
duit de l'un d'eux par un élément ext6rieur. Mais le groupe R a aussi la pro- 
priété caractéristique de ne pas contenir le produit de deus  éléments extérieurs 
quelconques: c'est pourquoi nous disons, en outre, que !2 est un groupe fel-nzé. 
Plus Inin, nous approfondirons mieux la nature de cette espèce de groupes. 
Remarquons ici que, quelles que soient les propriétés des systèmes 4 ! ,  leurs 
fonctions indicatrices engendrent, par sonimation, les fonctions énumhatrices, 
exprimant combien d'éléments jouiqsent d'une propriété déterminée, dans un 
système donné. Ces dernières fonctions pourraient porter le nom de totietzts, (***) 
si l'on voulait appliquer et étendre l a  terminologie proposée par M. SYLVESTER 
dans un cas particulier. 

(*) Voyez nos Excursions urithmdtiques a l'infini, publiees par ces bnnales ,  (1855, 
pp. 235-351). 

(**) « Sur l'étude des évé~lements arithmétiques », (Mémoires de l'Académie de Bcl- 
gique, 1886). 

(***) Du latin toiies, Consultez le, t r avaux  asymptotiqiies de J. J. SYLVESTER. 
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2. La plus remarquable des fonctions énumératrices est, sans contredit, 
la fonction de Gauss, ?(fi). On est conduit à une première généralisation de 
cette fonction en considérant le nombre y,(%) des fractions irréductibles, de 
dénominateur la, non supérieures à E. On retrouve, pour E = 1, la fonction de 
GAUSS. Pourele calcul des fonctions énumératrices il est souvent utile de rem- 
placer une certaine fonction F par une fonction f, telle que l'on ait 

f(4 + f ( b )  + f (c)  + ... = F($, 

a ,  6, c, ... étant tous les diviseurs de 12. Si, par exemple, on veut évaluer la 
somme 

F(n ,  1) + w, 2) + JT.12, 3) + . . . + m, N ) ,  
où (x, y) représente le plus grand commun diviseur de x et y, on commence 
par ordonner cette somme relativement à la fonction f i  en observant que f(a) 
entre dans .P(n, i )  pour les valeurs de i divisibles par a,  non supérieures à N, 
On a donc 

Si la fonction F(x) est nulle en général, mais égale à l'unité pour x= 1, et 
si l'on suppose que N soit le plus grand nombre entier contenu dans nc, on 
trouve 

y,@) = 2 [;Ip(a) = [arl (:). 
Inversement, (*) 

On a une interprétation immédiate de cette égalité, en observant que y,(a), 
y,(b), ..., sont respectivement les quotités des [ne] premiers nombres naturels, 

% la 
qui admettent, avec n, les plus grands communs diviseurs - 

a b  
3. Plus généralement, si la fonction g satisfait à la condition (l), on trouve, 

au lieu de (2), 

(") a Sdl'iuversione delle édelttità aritmetiche P, (Journal de BATTAGLINI, 1885, p. 168). 
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Par conséquent, si l'on désigne par a,, O,, y,,. .. les numérateurs des fractions 
irréductibles, non supérieures à E ,  dont le dénominateur est n,  et si l'on pose 

d'où, par inversion, on d4duit l'identité 

généralisation d'une intéressante formule, communiquée par LIOUVILLE à 1'Aca- 
démie de Paris. 

4. Parmi les conséquences de l'identité (4) signalons la suivante: 

En particulier : 

etc., L'identité (3) est plus utile au point de vue des applications asympto- 
tiques. Si l'on pose 

i=n I=% 

QE ( f i )  = 2 (p, (i), o, (n) =. 2 [i e] , 
i=i i = 4  

d'oh l'on sait (*) déduire, pour n indéfiniment croissant et E >  O ,  

En d'autres termes, la fonction cp,(n) est usywptotipuement égale au fionzbre n, 
6 E multiplié par la constante -- . 
' ~ i z  

5. Les fonctions y, trouvent leur utilité dans l'étude des suites de Farey. 
Rappelons que l'on appelle ainsi l'ensenlble des fractions irrdducctibles, dont le 

(*) Consultez la Note a Sur la distribution des quantifës commensurables P, dans nos 
Ezcursions. 
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dénomitiateur ne dépasse pa2 .utze liinite donnée. On suppose qtie les fractions 
dont il s'agit soient rangées par ordre de grandeur croissante. Cela étant, la 

propriété decouverte par J. F ~ m n  (*) consiste en ceci: si 5 est le ihC terme 
vz 

de la suite, on u 

Ce curieux théorème découle immédiatement de ce que la diff6rence u,vi+ - 
v,uki est constamment égale h- l'iini'té. II a été pris en considération par 
CAUCHY, par GLAISHER, et par beaucoup d'autres. (**) Quant aux recherches 
asymptotiques, relatives aux  suites en question, M. SYLVES TER'S'^^ est occupé 
à plusieurs reprises, ("") en démontrant la formule (7) dans le cas particulier 
de E = 1. NOUS sommesF arrive à des résultats plus gén6raux dans notre I're- 
mière Mémoi~e, (*"*) et nous venons d'obtenir une nouvelle extension des 
iésultats connus. 11 est clair, en effet, que ( P , ( u )  indique le nombre des fractions 
d'une suite de FAREY, qui ne dépassent pas E ,  et dont les dénominateurs nS 
sont pas supGrieurs à n. Cela étant, on voit par la formule (7) que, pour .lz. 

indéfiniment grand, ce nombre est proportionnel B e. Il en résulte que les termes 
d'une side de Farcy teizdent à se ranger en progi~ession aritl~métipue, lorsque 
la. limite des dénominuteurs trot£ sans cesse. Autrement dit, leur distribufion 
dans le système des quantités réelles et positives tend à devenir unifwme. 

6. Remarquons encore que, si 1'011 représente par 5 ~ ! * ) ( 1 2 )  la  somme des 
Pries puissances des numérateurs des fractions irréductibles, non supérieures à C, 
dont le dénominateur est n ,  et si l'on pose 

[*) PJ~Z'Io~ophical Magazive (1816, p. 385). 
(**) Le t h d o r h e  de F a m y  a été demontré par  CAUCHY dani ses hmmke.s (t .  1, p. 114), 

e t  plils simplement par RI. A. F. PULLICH, de Copenliagun, dans Ahthesis [t. 1, p.' lôl) .  II a 
été démontré e t  g6néralis6, dans le PhilosopJzicaZ i@flgaziize (1879), par J. W. IJ. GLAI- 
SHER. Conidtez les indications bibliograpliiqbes fournies par M. H. BILOCARD, dans Matlzesis 
(t. V, p. 76). 

(***) Lisez l'article a On the ~zunzber of Fractions.. , P, dans le Johns Hopkins Uni- 
versity Circulars de 1883, e t  la comrn~inication faite par AI. SYLVESTER à llAcade'mie de 
P a ~ i s ,  sur l e  nièrne sujet. Dans ces reclierches M. STLVESTER a m i ~ e  des résultats connus 
depuis DIRICHLET, e t  r e t r o u ~ é s  par R~ERTEKS, PEROTT, etc. 

(*"**) V o ~ e z ,  par  exemple, nûtre clémo~zstrntio~z cl'uiz théoréme de 211. Perott. 
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et, par suite, 

En particulier, pour E = 1, 

Plus particulièrement encore, si l'on fait successivement u = O, v = 1, on trouve 
les formules 

données par M. SYLVESTER. (*) 
7. D'après la formule (4), on peut écrire 

on déduit, par addition, 

(n) = (1) s [ y ]  + 2' ir (2) s!') + 3' (3) siv' [;] + . . . 
Il est aisé d'établir, ensuite, la formule asymptotique 

En particulier, 
3 1 

@ ( f i )  = - ne, (n) = - ws, 
7ce ZR 

conformément aux résultats obtenus par M. SYLVESTER, dans le Philosophical 
Magazine. 

8. Voici une autre extension de la formule (2): 
N N ' 
2 ~ ( x , ,  34,x3,. . ., XJ - 2 [;] f(a). 

4 

On en déduit que la quotité des systèmes de v nombres, qui constituent, avec 

(*) Philosophical Magazine (1883, p. 251). Voyez aussi le Bulletitz de Darbow (1885, 
p. 240). 

Annal; d i  Matematica, tom0 XIV. 19 
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n, des systèmes de Y $- 1 nombres premiers entre eux, e t  dont les rapports à lz 
ne surpassent pas une limite donnée E ,  est 

P a r  inversion, on voit que ces fonctions + jouissent de la propriété mivante: 

E n  particulier, si +(')(n) est la quotitk des systémes de u vzombt.es, norz swpé- 
rieurs à 12, qui constituent, avec cet. entier, des systèmes de nombres premiers 
entre eux, on a 

+ ( Y )  (a) + (b)  + +(')(c) + . = fiv. 

On a aussi 

Par exemple : 

Enfin, la formule (8) permet. d'évaluer asymptotiquement les fonctions +. On 
obtient d'abord, par addition, 

Si l'on fait usage des procédés d'approximation habituels, on trouve 

Donc, asymptotiquement, 

9. Avant d'aller plus loin, rappelons ce théorème général: si une fonction 
A 

F(n)  admet une valeur moyelzne constante, celle-ci est donnée par la série 

C'est un théorème qu'il n'est pas difficile de démontrer avec rigueur, et qui 
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a beaucoup de conséquences importantes. En particulier, si l'on a égard 
1' identité connue (*) 

on eh déduit l'égalité remarquable 

qui généralise largement un théorème de DIRICHLET. (**) Pour obtenir ce der- 
nier théorème, il suffit d'imaginer que F soit la fonction indicatrice d'un 
système Q, constitue par les nombres zc,, N,, u,, . . . , que l'on suppose rangés 
par ordre de grandeur croissante. Alors, si l'on remplace, dans le second 
membre de la dernière dgalité, 9% par un, on trouve d'abord 

Par exemple : 

Tel est, en somme, le théorème de DIRICHLET, débarrassé de toutes les restri- 
ctions que la démonstration exige. Rappelons que ce théorème a servi à DIRI- 
CHLET pour constater qu'il y a une infinité de nombres premiers dans toute 
progression arithmétique, dont le premier terme est premier avec la raison. (***) 

10. Cela posé, nous allons étudier une fonction Y(%), exprimant la quotité 
des nombres 

1 - 2 ,  2 . 3 ,  3 . 4 ,  4 . 5  ,..., n ( n + l ) ,  

qui sont yrerniers avec n. En ordonnant la somme 

F(n ,  1 -2) + F(rt, 2.3)  + . . + F[n ,  n(n + l)] 
par rapport à la fonction f, on voit que f(a) doit être pris autant de fois qu'il 
est possible de rendre i ( i  + 1) divisible par a ,  en attribuant Zi i des valeurs 

(*) Consultez notre Mémoire «Sur diverses questions d'arithmitique P. 
(**) a Sur un théorème relatif  aux séries,, (Journal de  CILELLE, t. 53). 
(***) Voyez les Mémoires de l'Académie de Berl in (1837). 
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non supdrieures à n ;  mais on peut se borner à examiner ce qui arrive pour 
i 2 a,  puisque des faits identiques se reproduisent pour les valeurs de i com- 
prises entre deux multiples successifs de a. Or, pour que i ( i  $ 1) soit divisible 
par a, il est nécessaire que les nombres i, i + 1, soient respectivement divi- 
sibles par deux diviseurs complémentaires de a ,  premiers entre eux. Récipro- 
quement, si l'on décompose a en un produit r s de deux nombres premiers 
entre eux, on sait que l'on peut toujours trouver une infinité de valeurs de x 
et y, telles que l'on ait, en nombres entiers, 

i = r x ,  i + l = s y ,  d'où s y - r x = 1 ,  

et l'on obtiendra une solution unique si l'on exige que i soit compris entre O 
et a. Conséquemment, si r (n)  est le nombre des facteurs premiers de n ,  de 
sorte que 2'(") représente le nombre des décompositions de in en un produit de 
deux nombres premiers entre eux, on a 

i=n 2 ~ ' " )  f ( a )  
E'[n, i(i+ l)] =f i>  2i a 

En particulier: 

En d'autres termes, si zc, v, w,. .. désignent les facteurs premiers de ta, 

Telle est la  formule qui donne les valeurs de la fonction Y. Quant à la valeur 
asymptotique de cette fonction, on l'obtient immédiatement en appliquant le 

théorème général rappel6 plus haut. E n  effet, puisque la fonction %) est 
?% 

toujours comprise entre O et 1, on peut affirmer a p r i o r i  que sa valeur moyenne 
est constante. On a donc, d'après (IO), l'égalité asymptotique 

E n  d'autres termes, si ai, a,, w, , . . . sont les nom6res premiers, supérzéurs à 
l'unitd, on a asymptotiquement 

11. Plus généralement, si Y,(n) est la quotité des nombres de la  série 
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considérée, qui admettent a pour plus grand commun diviseur avec m ,  et si 
l'on observe que 

4 4  - t7(y)= +Y) +% Y), 
la formule (9) donne 

n 
lorsque a et - sont premiers entre eux. L a  dernière formule est donc tou- 

a 

jours vraie lorsque l'entier n est' dépour.vu de 
jouit d'un grand nombre d'autres propriétés 
cause de 

2 T(a)  p (a) M a )  = f i ,  4 

l'identité (10) se transforme (*) en 

facteurs carrés. L a  fonction Y 
intéressantes. P a r  exemple, à 

Y(n) = Z(- lppt). 
On en déduit 

tandis que la formule (10) donne 

Une fonction analogue à Y(%), mais beaucoup plus importante, est celle qui 
exprime combien de nombres, premiers avec rt ,  il y a dans la série 

M. E. LUCAS a rencontré cette fonction en étudiant les lois géomé€ripues du 
tissage, (-) et il est curieux qu'on la rencontre encore dans le problème des 
reiws, sur un échiquier quelconque, et dans le dénombrement des carrés dia- 
bolipes. (***) 

12. L'étude de la fonction Y se rattache à celle d'une autre fonction énu- 
mératrice remarquable, ~ ( n ) ,  qui indique combien de nombres premiers avec tt 

(*) Voyez les premières Notes de notre Mémoire «Sur diverses questions d'arithmd- 
tique W .  

("*) Lisez les « Principii fondarnentali della geometria dei tessuti~,  (L'Ingegneria 
civile e le  Art i  industriali, 1880). 

(**") Consultez les Récréations mathématiques de hl. LUCAS (t, 1, pp. XVIII, 85, etc.). 
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sont contenus dans la série des 2% premiers nombres triangaclaz'res 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78,... 

Reprenons, en effet, la formule (9), et supposons que la fonction f(x), nulle 

pour les valeurs impaires de la variable, lie diffère pas de p lorsque x est ( ; ) 
pair. On sait que la fonction F(x), toujours nulle, est égale à l'unité pour x = 2. 

i(i+ 1) 
Or, pour que le triangulaire 

2 
soit premier avec n ,  il faut et il suffit 

que 2 soit le plus grand commun diviseur de i(i + 1) et 212. La formule (9) 
devient donc, après y avoir changé n en 2n,  et en remarquant que les divi- 
seurs pairs de 2n sont les doubles des diviseurs de n, 

Si l'on distingue par un accent les diviseurs impairs de n, on peut écrire 

D'ailleurs, les nombres a', b', cl, . ' . .  sont les diviseurs du plus grand diviseur 
impair de n,  que nous représenterons par b(n). Donc, enfin, 

Inversement, 

13. La nouvelle fonction, que nous venons d'imaginer, possède aussi beau- 
coup de propri6tés curieuses. Ainsi, il est facile de démontrer la forwule 

admettant que les deux séries soient convergentes, et que les fonctions g, 
soient douées de la propriété (1). On en déduit, par exemple, les formules 
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Si l'on ni? retient, dans le premier membre, que l'unité et les entiers composés 
d'un nombre pair de facteurs premiers, égaux ou inégaux, on a 

etc. On trouve aussi 

oh la fonction y doit satisfaire à 1'6galité (l), et la fonction 8 est définie par 
la relation 

S(X)  = g ( l ) F ( l )  $ g(3)F(3) + g ( 5 ) P ( 5 )  $ + g ( 2 z  - 1)J'(2x - 1). 
On peut prendre, par exemple, 

et l'on trouve 

d'où l'on déduit que le plus 
2 aux - de n. 
3 
14. Il n'est pas difficile 

à la fonction b; mais nous 
F [b (nj] admet une - valeur 

grand diviseur impair de n est égal, epz moyenne, 

d'obtenir d'autres résultats asymptotiques, relatifs 
voulons surtout faire observer que, si la fonction 
moyenne constante, celle-ci est nécessairement, 

d'ap& un théorème énoncé plus haut, la somme de la série 

On a donc, .en moyenne, 

Par conséquent 

Ainsi, la fonction ~ ( n )  est, en moyenne, trois fois plus grande que Y(%). 
15. Bien que les procédés employés jusqu'à présent, pour l'évaluation des 

fonctions énumératrices, ne puissent ktre considérés comme constituant une mé- 
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thode générale, ils n'en donnent pas moins, dans un grand nombre de .cas, 
avec rapidité et sous une forme précise, les résultats voulus. En  voici encore 
un exemple. Supposons que l'on prenne, de toutes les manières possibles, v di- 
viseurs de f i ,  égaux ou inégaux, et dhsignons-les par a,, a,, a,,..;, a,. On 
trouve immédiatement 

v F ( a , ,  a,, a, ,..., a,) = I;f(a)Qv A 

Donc, si L(n) est le nombre des cas où les v diviseurs sont' premiers entre 

d'où, par inversion, 

E v @ )  + 5 9  (b) + L(c) + . a = QV (fi). 

Dans le cas de v = 2 on obtient les identités 

pourvu que F' se déduise de la fonction F comme celle-ci a été déduite de f. 
E n  particulier, 

Ee.(n) = 0 (n2) = 2 2'(a) = 

16. De même, pour résoudre des questions de probabilités, relatives aux 
nombres t~iangulaires, on établit immédiatement la formule 

Le nombre positif p est moindre que l'unité, et les entiers x sont pris, au 
hasard, dans la suite des .il premiers nombres naturels. Cela étant, la proba- 
bilité g(,) que v triangulaires, pris au hasard, soient premiers entre eux, est 
la  limite vers laquelle tend l'expression 

lorsque n augmente indéfiniment. Par  suite: 
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En d'autres termes: 

Par exemple: la probabilité que deux lzornbres triangulaires, pris au hasard, 
soient premiers entre eux, est égale à 

17. Toutes les cousidérations que nous venons d'exposer subsistent lorsque 
le système des nombres entiers est remplacé par un de ses sous-groupes fermés. 
Il suEt d'observer, cet effet, que les formules générales, données plus haut, 
contiennent une fonction y, qui doit satisfaire à la condition (l), et qui peut 
&tre, à cause de cela, la fonc.tion indicatrice d'un groupe fermé fi. C'est ainsi 
que les nombres zc,, u, , zc,, . . . , appartenant à a, apparaissent dans toutes ces 
formules, à l'exclusion des autres nombres entiers. Par  exemple, la formule 
évidente 

Par suite, si P(Y) est la probabilité que v éléments du groupe fermé 12, pris au 
hasard, soient premiers entre eux, on a 

Si, par exemple, 0 est le système des nombres impairs, on voit, pour = 2, 
8 

que - est la probabilité que deux nombres impairs, pris au hasard, soient 
% 

premiers entre eux. 
18. Il convient, maintenant, d'examiner de plus près la nature des groupes 

fermés. Pa r  définition, un élément d'un tel groupe ne peut admettre un di- 
viseur extérieur au même groupe. Par  conséquent, si un groupe est fermé, 
il contient les d2uiseurs de tous ses Jléments. Réciproquement, si un groupe 
contient les diviseurs de tous ses dl'léments, il est nécessairement fermé. Mais 

Antzali di Matematica, tom0 XIV. 20 
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il faut que l'on ait affaire à un groupe; car il est facile de trouver des sy- 
stèmes de nombres, renfermant les diviseurs de tous leurs éléments, sans être 
des groupes. Citons comme exemple le système 

constitué par tous les nombres dépourvus de facteurs carre3. Ces systèmes, 
qu'ils soient ou non des groupes, ont des propriétés cammunes, fort intéres- 
santes: nous en avons indiqué quelques-unes dans une étude sur le déterminant 
de SNITH et MANSION. (*) Ainsi, on trouve facilement 

le premier membre représente le déterminant de degré f i ,  dont l'élément gé- 
néral est F(ui, u ~ ) .  Par  exemple, on a 

ce qui généralise un théorème de H. J. S. SMITH. (**) On suppose, bien entendu, 
que les entiers u soient rangés par ordre de grandeur croissante. On peut même, 
assez facilement, exprimer les mineurs des déterminants analogues à celui qui 
précbde, en se laissant guider par les indications que nous avons fournies dans 
d'autres études sur les déterminants arithmétiques. (***) Mais c'est surtout sur 
la constitution des groupes fermés que doit se porter, actuellement, notre atten- 
tion. Il est Qvident que, si a est premier, le systhme 1 ,  a, a" d,... est un 
grotpe fermé, et, en outre, ce groupe est. en 'ce sens qu'il n'admet 
pas de sous-groupe fermé, autre que lui-même ou l'unité. Inversement,, tout 
groupe premier a nécessairement la forme que nous venons d'indiquer; car, 
si le groupe fermé i2 contient un élément différent de l'unité, il doit renfermer 
aussi tous les diviseurs de cet élbment, et, par suite, il contient au moins un 
nombre premier a. Le groupe Q admet donc le sous-groupe fermé 1, m, me, 
m3,. . . . , d'où il suit qu'il ne saurait être premier, à moins de coïncider avec 
ce dernier groupe. D'après cela, un groupe fermé quelconque contient n6ces- 
sairement quelque sous-groupe premier 1, a, se, a3, .. . Il peut, d'ailleurs, en 

(*) a Ifitorno a tciluni determilianti aritmetici z>, (Comptes-Rpdus . . de l'Académie dcs 
Lincei, 1885, p. 709). 

(**) u O n  the Value o f  an Arithmetical Determinantp, (Proceedings of the London' 
Mathematical Society, v. 7, p. 108). 

y**) « Nuouo studio di determinanti aritmelici >, (Comptes-Rendus des Lincei, 1885, 
p. 711). Lire aussi nos ~Xouvelles considératiom sur le déterminant de Smith e t  Man- 
sioga», dans les Annales de 1'Ecole Normale Siipérieurs (18%). 
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renfermer plusieurs, ayant tous une constitution analogue, d'et il suit que l'un 
quelconque de ses déments ne saurait avoir d'autre forme que ua vp wy.. . , en 
supposant que u ,  v ,  w, ... soient des nombres premiers donnés, et que les entiers 
a,  p ,  y, .  . . varient de zéro à l'infini. I l  en résulte qu'un groupe fermé s'obtient 
en supprimant, dans le système des nombres entiers, tous les nombres divisibles 
par un ou. plusieurs nombres premiers donnds. Cette conclusion est évidente. 
Les nombres impairs, par exemple, constituent un groupe fermé. 

19. Pour finir, disons quelques mots sur le rôle important que les groupes 
fermés jouent dans l'inversion des skies. Considérons une fonction e,(x), telle 

que 
ei [ej(x)] = ej [ei(x)] = e,(x), (11) 

et tâchons d'effectuer l'inversion de la  série 

dans l'hypothèse que les nombres u constituent un groupe fermé. On peut écrire 
i - v  

s [ej (x)] = 2 Q (2') hi F [eij (x)] . 
$4 

Si l'on attribue successivement à j les valetirs 1,'2,  3, . .  ., on obtient une suite 
de relations, qui, multipli6es respectivement par fi (1) s,, Q (2) b,, Q (3) i~,, , . . , et 
additionnées, donnent 

i=m 

F [e i (x)] = 3 fi (i ) 1) i J [ei (x)] 7 
z = i  

c'est-à-dire 

pourvu que les coefficients hi et Ili, que l'on peut considérer comme des fon- 
ctions h(i) et il (i), vérifient la relation 

O,  en général 

1, pour n=1. (14) 

Dans ce cas, nous disons que les fonctions h et 1) sont conjuguées. L e  théorème 
d'inversion, exprimé par les relations (12) et (13), est le plus général que l'on 
connaisse: nous l'avons déjà formulé dans nos Excursions, (*) mais sans faire 
remarquer suffisamment la possibilité de remplacer le système des nombres 
entiers par un groupe fermé quelconque, détaché du même système. Cette pos- 

(*) Voyez la Note a Szcr Z'inversion de certaines séries P. 
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sibilité rt été implicitement reconnue par M~BIUS,  qui s'est occupé, il y a long- 
temps, de l'inversion des séries dans un cas particulier. (*) 

20. Toutes les formules d'inversion, sjgnalbes jusqu'à présent, supposent 
que la fonction h(x) obéisse à la loi (1). Alors Q (x) ne diffère pas de h ( ~ ) ~ ( x ) .  
Mais nous avons donné, dans le Journal de Battaglini, (**) le moyen d'exprimer 
une fonction quelconque moyennant sa conjugut?e. Dans ce but, nous avons ima- 
giné l'algorithme (***) 

égal à la somme de tous les produits analogues à- h(x,) h(x,). . . h(x,), en sup- 
posant que l'on ait, de toutes les manières possibles, en nombres entiers, su- 
périeurs à l'unité, 

X4XeX3"'XY = n. 

Si l'on convierit de prendre h(1) = 1) (1) = 1, on a 

Supposons, par exemple, que h(x)  soit l'indicatrice des nombres premiers, 
c'est-à-dire qu'elle soit une fonction p(x), généralement nulle, mais égale à 
l'unité lorsque x est premier. Si l'on décompose n en ses facteurs premiers, 
et si l'on obtient 

n = uavP wy ..., 
i 

il est clair que l'algorithme @ ne diffère de zéro que pour i = a + P f- y + a . 
9l  

et ,  alors, sa valeur est égale à autant de fois l'unité qu'il y a de manières 
distinctes de permuter entre eux les facteurs premiers de n ,  dont a sont égaux 
à u ,  p à v,  y à w, etc. ... Par suite 

D'après cela, l'inversion de la série 

(*) a Ueber eine besondere A r t  von UmTlehrung der  Reihefi B, (~ournal de CRELLE, t. 9 
p. 105). 

(**) a Gli  algorilmi delle funzioni aritmetiche B, (1855, p. 175). 
(***) Algorithme isodynarnique, base du Calcul isodynamique. Les nombres n et v 

sont, respectivement la puissance et le degré de l'algoritlime. 
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En  d'autres termes, si l'on observe que y (w) est, au signe près, le coefficient 
de rt dans le d6veloppement de (u + v + w + . .  .)*B+y+..., on reconnaît que 
l'on peut écrire 

F(x) = J(x) - a (il (x) + ac2)(z) - 5 ( 3 ) ( ~ )  + +(')(x) - . . . , 

oh l'on convient de remplacer, après développement, 

3 [ei (x)] 2 [ej (x)] . . par 5 [eu.. . (x)] 

21. Quant aux formes possibles de en(%), il est clair que l'on peut prendre 

e,(x) = x e (n), 

pourvu que la fonction e(n) obéisse à la loi (1). On a ainsi le couple de séries 
inverses 

k w  i=w 

8(x)=dk,F[x-e(u i ) ] ,  F(x)=Zi~,~ff[x.e(ui)] .  
a=i a= i 

En  particulier, si la fonction h satisfait à la condition (l), et si l'on prend 

ui = i, e(n) = n,  
on trouve 

Trois cas particuliers de ces dernières formules ont été étudiés par M. TcHÉ- 
smcmw. (*) Un peu plus généralement, on peut écrire 

et il est possible de retrouver, par cette voie, toutes les formules que nous 
avons données dans le cours de nos articles d'Arithmétique. D'autres formes 
sont possibles pour e,(x), telles que 

2 x , e(%) x+), . , . , 
1 - x l o g e ( n )  ' 1 - k x ( e ( n ) -  1 } '  

(=) Voyez le Journa2 de Liouaille de 1851. 
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où la fonction e doit toujours vérifier la condition (1). On a donc, pour la 
dernière forme de e,(x), 

En  particulier, si e(z) = x, et si la fonction h jouit de la propriété (l), on 
obtient 

Tel est le théorèma de Mijbius, dont M .  GLAISHER a fait, dans le Philosophical 
Maguzifle, une foule d'applications intéressantes. (*) notre tour, nous ne tar- 
derons pas à appliquer nos formules d'inversion aux fonctions indicatrices et 
aux fonctions énumératrices des groupes fermés, et nous montrerons de quelle 
manière los mêmes formules se modifient, dans l'hypothèse que la fonction e 
soit l'indicatrice d'un groupe ouvert, c'est-à-dire d'un groupe qui renferme 
toujours le produit de deux déments extérieurs quelconques. 

(*) Une communication sur ce sujet, concernant les nombres premiers, a été faite par 
M. GLAISHER au Congrès du Huvre (1877). Voir, dans le Philosophical Fdagazine (1884, 
p. 518), les < Applications of M6bius's Theorem on the Reversion of certain Series,. Il 
a été rendu compte de cet article dans le Bulletin de Darboux (Décembre, 1885); mais le 
tllèorème de M b i u s ,  tel qu'il est énoncé dans le Bulletin, n'est pas exact. 
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TEMA CONCORSO 
DELLA 

SOCIETA PRINCIPE JAELONOWSKI 

(publicato nello Jahresbericht della Societh, Lipsia, marzo 1886). 

Per lJanno 1889 
- 

Benchè mediante le ricerche di BORCHARDT sulla media aritmetico-geometrica 
sia dimostrata una certa connessione delle funzioni 3 a più variabili con integrali 
multipli e gi& a JACOBI non fosse ignota (*) l'estensione del teorema di ABEL a 
integrali algebrici multipli, sembra tuttavia che i relativi integrali doppi non siano 
finora stati oggetto di uno studio esauriente. Ora potendosi dimostrare che se per 
es. 9 ,Oi 9 2  5 3  "ad 25 dinotano certe funzioni 3 di due variabili zc e u appartenenti 
a ' u n  cosi detto gruppo di ROSENHAIN (Giorn. di CRELLE, t. XI, pag. 342) il deter- 
minante 

è proporzionale al prodotto 3,  34 .Es, se ne ricava (Leipziger Berichte, 1884, p. 187) 
d x  d y  un'equazione della forma d u  d v  = , , . La Societh 

d R  ($Y) 
desidera ecn7inda9ine accurata dell'integrale doppio pi2 generade deEla forma 

(ove f é u.nu funxione raxioliale) nei suoi rapporti con Je ftcnxioni 4 d i  due v a ~ i a  

Premio 1000 Marchi. 

, - . Le memorie dei concorrenti devono essere anonime e, ove la Società in casi particolari non con- 
ceda espressamente l'us0 di altra lingual devono essere redatte in tedesco, latino O francese, scritte 
chiaramente e con le pagine numerate. Saranno inoltre cont,rassegnate con un nlotto e accompagnate 

(*) Qedi Giornale di CRELLE, t. VIII, p. 416, come pure ROSENHAIH nelle sue lettere a Jacont 

Giorn di CEEIILE, t XL, ose sono considerati anche integrali della forma dtdzc, nei guali IJJF~~;~ 
f (tu) è il prodotto di sei fattori lineari A + Bt + Cu. Cfr. inoltre i lavori di NOETHEB nelle 
Nachrchten di Gottinga, 1869 N. 15, e t. II dei Mathem. Anlzalett, p 293. 
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160 Programma di Concorso. 

da ana busta suggellata portante all'esterno 10 stesso motto e contenente il nome e domicilio del- 
YAutore. 1 lavori saranno inviati al Segretario della Società; il tempo utile per l'invio scade col 
30 novenzbre delPanno indicuto. 1 risultati dell'esame degli scritti inoltrati saranno pubblicati, ne1 
marzo O aprile dell'cmno seguente, nella Gazzetta di Lipsia. 1 lavori premiati divengono proprieth 
della Società. - 

P R O G R A M M A  D I  C O N C O R S O  
DELtA 

REALE ACCADEMIA DI NAPOLI 

(pubiicato ne1 Rendiconto dell' Accadeniia, gennaio 1886) 

L'Accademia delle Scienze Fisiche e Natematiche di Napoli conferira un premio 
di lire niille all'Autore della migliore Memoria: Sulle curve p i m e  d i  4 O  ordine in 
relazione colt interpretazione geometrica delle forme invariantive della forma ternaria 
biquadratica. 

L'Accademia desidera ~in'esposizione analitica sistematica delle più notevoli 
proprietà delle curve piane del 4 O  ordine in relazione con l'interpretazione geome- 
trica delle forme invariantive della forma ternaria biquadratica. La Memoria da- 
vrebbe trattare : 

1 . O  Delle polari delle curve di 40 ordine. 
2.0 Delle sue tangenti doppie. 
3 . O  Dei suoi flessi. 
4.0 Dei caratteri analitici invariantivi clie distinguono le linee speciali del 

4 O  ordine. 
6 . O  Della geometria sopra una cnrva del 4 O  ordine. 

L'Accademia desidera che siano trattati principalmente gli argomenti dei nu- 
meri 3.O e 5 . O  

C O N D I Z I O N I :  

1.0 Le memorie dovranno essere scritte in italiano O franeese, e dovranno inviarsi al Segretario 
delllAccademia non più tardi del mese di marzo del 1887. 

2." Esse non debbono portare il nome dell'Ai~tore, e debbono essere distinte con w motto il 
quale dovrà essere ripetuto sopra una busta snggellata che conterrh il nome delllAutore. 

3.0 La Memoria premiata sarh pubbiicata negli Att i  delilAccademia per intiero O per sunto, e 
1'Autore ne avrh cento copie. 

4.0 Tutte le memorie inviate pel concorso al premio si conserveranno neli'Archivio dell'Acca- 
demia, e aoltanto si permetterà di estrarne copia a chi le avrà presentate. 
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Sopra 
alcune configurazioni piane. ('1 

(Memoria del dott. V .  MARTINETTI, a Pavia.) 

5 1. Definizioni e generalita. 

1. 1 1 sistema di ,u punti e v rette in un piano disposte in modo che 
per ogni punto passino p rette e sopra ogni retta giacciano p piinti si chia- 
mer& una Configuraxione e si dinoterà col simbolo Cfz. (q, p)',. (**) 

Tra i numeri p, v ,  p, q esiste necessariamente la relazione: 

Quando sia p = Y, epperb p = q,  la configurazione si indica yiù sempli- 
cemente col simbolo Cfz. pp *,. (***) 

Cercare tutte le forme delle Cfz. per le quali y, v ,  p, p sono certi numeri 
soddi~fa~enti  alla (1) è prolnlema arduo assai e che fu  risolto nei soli casi par- 
ticoIari 8,) 9,) IO3 da1 KANTOR, (****) il quale trovb: che non esistoiio Cfz. S3 
reali; esistono tre forme reali di Cfz. 9, e dieci forme di Cfz. 10,. Di tutte 
queSie egli ha date varie costruzioni geometriehe ed alcune eleganti applica- 
zioni alle curve del 3' ordine. 

In  un precedente lavoro (**"*) 10 stesso KANTOR aveva esposta una CO- 

struzione geometrica di una intera classe di oo configurazioni, tanto ne1 piano, 
che nello spazio. nopo di lui si sono occupati delle Cfz. i sig.' VERONESE, REYE, 

(#) Questo lavoro é l'estratto della mia tesi d'Abilitazione all'insepnamento, presentata 
alla R. Scuola Normale superiore di Pavia. 

(&Y) S. KANTOR: Ueber die Configurationen (3, 3) mit den Indices 8 ,  9, etc. Sitzb. 
der Wiener Akad. II Abth., 1881, B. 84. - G. JUNG: Sull'equilibrio dei poligoni articolati 
in connessi~ne col problesna delle configzwaaioni. Annali di Mat., tom. XII. 

(&a#) TH.  REYE: Dus Problem der Conpgztrationen. Acta Mathematica, B. 1. 
(****) Memoria citata. e Die Cfz. (3, 3),,. Sitzb. der Wiener Akad. II Abtli., B. 84. 

(r****) Ueber eine Gattung von Configurationen, ecc. Ibid., B. 80. 

Anfla!i di Matematien, tom0 XW. 21 
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VICTOR e JCNG (*) il quale ultimo ha mostrato corne certe Cfz. si presentino 
nella statica grafica studiando le condizioni di equilibrio dei sistemi di forze, 
ed ha dati molti esempî di Cfz. nascenti in questo modo. 

Ora io mi propongo di dare alcune proprietà di una classe di Cfz., la 
quale si ottiene imponendo una certa condizione, e 'di cercare quindi e co- 
struire alcune delle più semplici Cfz. di questa classe. Lo studio di alcuni casi 
particolari ci darà occasione di avvertire delle facili costruzioni geometriche 
col mezzo delle quali si possono avere parecchie Cfz. di forma diversa. 

2. Diremo congiunti due punti di una Cfz. quando essi giacciono sopra 
una medesima retta della Cfz. Cos1 si diranno congiunte due rette della Cfz. 
se si segano in un punto della Cfz. Quando una retta contiene un punto con- 
giunto ad un certo altro punto, diremo che quest6 è congiunto alla retta, od 
anche che la retta è congiunta al punto. 

Due elementi non congiunti si chiameranno anche estralzei. 
La  condizione che noi vogliamo imporre alla Cfz. (q, p)", è che due punti 

congiunti non abbiano un medesirno punto colzyiunto fuori della rstta che li 
unisce. Allora prese due rette congiunte, cioè passanti per un punto della Cfz., 
nessuna retta, non passante per quel punto, pub essere contemporaneamente 
congiunta ad esse: ossia non dovremo mai avere nella Cfz. tre rette determi- 
nanti un triangolo i cui vertici siano tutti punti della Cfz. 

Questa condizione, che noi imponiamo, B duale, perb se una certa Cfz. 
vi soddisfa, vi soddisfa anche quella Cfz. che si ottiene da essa per reciprocità.. 

3. Consideriamo una retta qualunque della Cfz. (q, p)',, che suppor- 
remo soddisfare la condizione irnposta; su di essa abbiamo q punti per cia- 
acuno dei quali passano altre p - 1 rette, tutte le rette passanti per uno dei 
punti sono estranee a tutte quelle passanti pei rimanenti; per la qua1 cosa i 
punti della Cfz. che giacciano sulle q(p - 1) + 1 rette considerate sono: 

Analogamente considerando le p rette uscenti da un punto e tutte quelle ad 
esse congiunte ne troviamo: 

(*) VERONESE: Behandlung der projectivischen Verhaltnisse, etc. Math. Ann., B. XIX 
p. 161. - REYE, 1. C. - VICTOR: Die IInrrizonische Confiyuration 24,. Freiburg, Ber. VIII, 2. 
- JUNG, 1. C. 
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talchè sarh: 

~ = ~ l ( P - l ) ( 2 - 1 ) + 1 ) - +  k ,  
e si dovrà avere: 

1 

h : k = q : p .  

h è il numero dei punti estranei ad una retta qualunque della Cfz. e k è il 
numero delle rette della Cfz. estranee ad un punto. 

Il gruppo degli h punti estranei ad una retta si dirà il resto della retta, 
cosi chiameremo resto di un punto il gruppo delle k rette estranee al punto. 

4. Sia A un punto della Cfz. e sia b una delle sue rette estranee. Da1 
punto B, sopra 6, partono altre p - 1 rette (*) nessuna delle quali passa per A, 
non essendo A congiunto ad alcun punto di b, nè incontra due delle rette 
per A, cioè vu01 dire che una retta almeno per A è estranea al punto B. Se 
prendiamo a priori una retta a per A avremo su di essa altri q - 1 punti da 
ciascuno dei quali pub partire una sola retta congiunta a 6, ossia vi è certa- 
mente HU b un punto estraneo alla retta a. Dunque: 

Le rette passanti per un punto hanno punti estranei giacenti sulle rette 
estranee al punto, ed i punti di unn retta hanno rette estranee passanti pei 
punti estranei alla retta. Percib: 

Le rette passanti per un punto A della Cfz. hanno complessivamente per 
resto il gruppo dei punti (anche contati più volte) giacenti su1 resto del punto 
A, in modo che sopra ogni retta di questo resto giace almeno un punto dei 
resti di ciascuna. delle rette per A; e correlativamente. 

- Nell'identica maniera si dimostra che: 
. Se r rette del resto di A passano per un medesimo punto B, viceversa 

r e sole r rette estranee a B passano per A;  e correlativamente, 
Questa specie di legge di reciprocità torna molto utile nella ricerca delle 

Cfz. particolari. 
5. Il caso più semplice che si possa presenta,re è quel10 in cui h ,  e 

quindi anche k,  è nullo. Allora ha luogo la proprietà che le rette congiunte 
ad una data retta contengono tutti i punti della Cfz. e per i punti congiunti 
ad un punto qualunque passano tutte le rette dalla Cfz. 

Fer fare un caso particolare supponiamo q = 3 e cerchiamo per quali 
valori di p è possibile avere Cfz. di questa natura. 

(") Quando diremo retta O punto intenderemo sempre parlare d i  re t ta  e punto della 
Configurazione. _ , .  
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Nella fatta ipotesi sarà: 

p = 3 2  - 1 ,  v =p(2p  - 1). 
Prendiamo due rette qualunque per un punto arbitrario a,, e siano 

a,, a,,a,,, ai, a,, a,, cioè sopra l'una esistano i due punti a,,, a,, della Cfz. e 
bopra l'altra i punti a,,, a,,, Un'altra retta per a,, non sar& certo congiunta 
alla a,, a2, a,,, diciamo percib a,, a,, i due punti che giacciono su di essa. Dai 
punti a,,, a,, devono partire due rette congiunte alla a,zaena3,, perocchè ne1 
cas0 nostro nessun punto deve possedere rette estranee, e non potendo esse 
passare per a,,, nè essere congiunte, dovranno passare Yuna per a,, l'altra per 
Q30)  siano percib rispett." a,, a,, 023, a,, a32 as,. Dico allora che i punti a,,, ans, 
a,, stanno sopra una retta della Cfz. Infatti è evidente, che questi tre punti 
devono essere due a due congiunti, epperb se non fossero sulla medesima retta, 
ne verrebbe che un punto sarebbe congiunto a due punti congiunti fra loro e 
questo è contrario alla ipotesi fondamentale. 

Adunque nelle Cfz. che stiamo considerando potremo sempre avere una 
figura di 9 punti e 6 rette, tre delle rette non sono congiunte fra loro ma 10 
sono contemporaneamente alle altre tre, che alla lor volta sono estranee fra 
loro. Le due terne di rette si diranno forrnare due trilateri coniugati e l'intera 
figura si chiamerà O coppia di trilateri coniugati O più brevemente una figura (A). 

t Possiamo trovare subito il numero delle fig." (A) contenute nella Cfz. 
(3, p)J$p"z:i. Infatti da quanto precede risulta chiaro che una fig.a (A) è per- 
fettamente individuata quando si prendano due rette estranee. Una retta arbi- 
traria della Cfz. è congiunta a 3 ( p  - 1 )  altre rette perb le p(2p  - 1) - 
3 ( p  - 1) - 1 rette residue sono ad essa estranee. Adunque le coppie di rette 
estranee esistenti nella Cfz. sono: 

+ ~ ( 2 p -  1 ) j p ( 2 p -  1 ) - 3 ( p -  1 ) -  11 = p ( 2 p -  I)(p- 1)'. 

Una fig." (A) contiene sei coppie di rette estranee quindi il numero cercat; 
delle fig." (A) esistenti nella Cfz. è 

$ p  (2p - 1) (p - l)$. 
6 .  Due punti di una medesima figea (A) non possono essere altrimenti 

congiunti che dalle rette della figura stessa, ed un punto qualunque della Cfz. 
fuori della fig." (A) dovendo essere congiunto alle sei rette che compongono 
questa, è necessariamente cûngiunto a tre punti di (A) estranei fra loro. 

Assumiamo una fig.a (A) corne fondamentale e riferiamo ad essa la Cfz. 
Rappresentiamo cogli elementi di un determinante di 3' ordine i punti della 
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Le terne di pixnti fra loro estranei nella fig." (A) sono manifestamente tutte e 
sole quelle rappresentate dai termini del10 sviluppo del determinante. Un punto 
fuori della fig.'"A) dovendo essere congiunto a tre punti estranei di (A) 10 sarà 
con quelli rappresentati da un termine positivo O negativo. Per brevità diremo 
positivo O lzegativo un punto secondo che esso è congiunto ai tre punti rap- 
presentati da un termine positivo O da uno negativo. Questa denominazione è 
adunque essenzialmente legata alla scelta ed all'ordinamento della fig.a (A) 
fondamentale. 

Siccome i due termini contenenti uno stesso elemento del determinante 
sono di segno opposto cod avremo: 

Sopra ogni retta uscente da un punto della fig." (A) e non appartenente 
alla figura stessa esiste un punto positivo ed uno negativo. 

1 punti positivi sono percib 3(p - 2) ed altrettanti i negativi. 
Le rette che non appoggiano ai punti della fig." (A) sono: 

fig.a (A) in guisa che le orizzontali e le verticali rappresentino terne di punti 
congiunti. Mantenendo le notazioni del numero precedente rappresenteremo la 
fig." (A) col determinante 

* 

e questo numero per p )  3 non è zero. 
Consideriamo una di queste rette: Essa contiene tre punti i guali debbono 

essere del medesimo segno. Infatti un termine qualunque del determinante ha 
un elemento comune coi tre termini di segno contrario, quindi se sulla retta 
esistesse un punto positivo ed uno negativo dovrebbe esistere un punto della 
fig." (A) congiunto contemporaneamente ad essi, e questo è contrario alla fatta 
ipotesi. 

Se una retta, non passante per punti della (A) fondamentale, contiene 
punti dello stesso segno, potremo anche qui distinguere tali rette col nome di 
positive e negutive secondo che i punti da esse contenuti sono positivi O ne- 
gativi. 

È chiaro che due rette di segno contrario sono necessariamente estranee. 
Le  rette positive sono in numero uguale alle negative, cioè pz - 5 p  + 6. 

a,, a,, a,, 

a,i a,, a23 

as, 3 a33 

= a,, a,, a,, + aiz a23 a3i + a,, aei a,, 

- a,, a,, a, - ai2 asi as3 - ais azo a,,. 
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7. Queste osservazioni. ci conducono alla proprietà seguente:. 
Se é p> 3 l'unico valore di p per çui possono esistere Cfz. della natura 

considerata B p = 5 .  
Infatti per p > 3 è p2 - 5 p  + 6 > O epperb esiste certamente, una retta 

positiva. Per ciascun- punto di questa passano tre rette, che vanno a punti di 
(A), quindi.De rimangono p - 3 e queste sono tutte positive, una B la consi- 
derata; per la qua1 cosa se ne avranno in tutte 3(p - 4) altre, le quali com- 
plessivamente contengono 2 . 3ip - 4) $ 3 punti distinti, tutti positivi. D'altra 
parte iioi abbiamo trovato che il numero totale dei pu'nti positivi è 3 ( p  - 2) 
quindi il nuniero p deve soddisfare la condizione: 

Se fosse p - 4 si cadrebbe ancora in una contraddizione, perchè dai tre punti 
della retta positiva partirebbero 9 rette distinte, contenenti tutti i 9 punti della 
fig." (A) ed altri 9 punti che dovrehbero essere tutti negativi, ed invece per 
p = 4 i punti negativi potrebbero essere solamente 6. ' 

Cod si conclude che le ipotesi fatte possono essere soddisfatte dai due 
valori p = 5 e p = 3 soltanto, i quali condurrebbero alle due Cfz. (3, 5):7, 15,.* 

8. Di Cfz. di questa natura abbiamo un notissimo esempio. 
Se prendiamo una superficie generale di 3" ordine, esistono su di essa 

27 rette le quali stanno tre a tre in 45 piani (tritangenti) che cinque a cinque 
passano per le 27 rette. Segando questo sistema con un piano, otteniamo 27 
punti e 45 rette i quali sono fra loro collegati in una Cfz. (3, 5);; soddisfa- 
cente alle ipotesi da noi fatte. 

Se poi da1 sistema delle 27 rette di una superficie di 3" ordine ne to- 
gliamo 12 formanti una bisestupla, abbiamo un sistema di 15 rette e 15 piani 
il quale segato con un piano qualunque dB una Cfz. 15, della natura, che 
oonsideriamo, 

Le  configurazioni di 27 e 15  rette sulla superficie di 3' ordine sons state 
completamente studiate da STEINER, STURM, CREIONA, BERTINI (*) ed altri. 

(*) 1. STEINER'S: Gesammette Werke. Berlin, 1882, B. II. - R. STURM: Synthetische 
Untersuchungen Über Flachen dritter Ordnung. Leipzig, 1867. - CREMONA-CURTZE : Ober- ' 
nachen, 3 261. -- CREMONA, Rendiconti del R. Istituto Lomb., Serie II, vol. III. - BER- 
TINI: Cont~ibuzione, ecc. Annali di Mat., T. XII, Serie II. 
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Noi ne riassumeremo ora le pib importanti proprieth, riferendoci perb 
alle codgurazioni su1 piano, e seguendo una via che ci sembra molto facile 
e naturale. 

$ 2. Configurazione (3, 5);:. 

-9. Per l e  'considerazioni del numero 6 facekdo p = 5 troviamo, che esi- 
stono 12  rette che noxi appoggiano a punti della fig." (A) fondamentale; di 
queste 6 sono positive, e 6 negative. Ciascuna delle 6 rette del medesimo 
segno è congiuiita a tre delle rette stesse, perb si vede che le 6 rette formano 
una fig." (A). Dunque: 

Pissata nella Cfz. (3, 5):; una fig.8 (A) restano nella Cfz. stessa indivi- 
duate dué altre fig.e (A) le quali non hanno fra loro né colla data alcun ele- 
mento comune. Le  tre fig? (A) contengono complessivamente tutti i 27 punti 
della Cfz. Un giuppo cos1 fatto di fik? (A) 10 chiaméremo una terna T. (*) 

Le terne T sono 40 poiché le fig." (A) che si possono formare nella Cfz. 
gono 120 (n." 5). 

10. Le 12 rette estranee ad una fig.' (A) non possono dar luogo che 
alle due sole fig." (A), che insieme alla data costituiscono una terna T, percib 
la fig." (A) considerata avrà con altre 117 qualche elemento comune. 

Tre punti fra loro estranei individuano un'unica fig.a (A). Infatti siano 
a,,, a,,, a,, i tre punti estranei fra loro e conduciamo per a,, una retta della 
Cfz.; sia la a,,, aiel aisi questa conterrà un punto congiunto ad a,, ed uno 
dongiunto ad a,,; Se questi punti congiunti ad a,, ed a,, sono fra loro diversi 
ad es. rispet." a,,, a,, allora le due rette estranee a,,a,,, ai3a3, individuano 
una fig." (A) la quale contiene . - i tre punti datj, ed è anche manifesto che 
ness&'&ra f i g . " ' ( ~ )  pub contenerli tutti e tre, poichè le tre rette non appar- 
tenenti alla fig." ed uscenti ad es. per ai, contengono sempre un punto con- 
temporaneamente congiunto agli altri due a,,, a,,. 

1 tre punti a,,,% a,,, a,, non potrebbero appartenere ad una medesima 
figba.(~) solo se avvenisse, che sopra ogni retta per a , ~  esistesse un punto 
contemporaneamente congiunto ad a,, ed a,,. Ora questo è impossibile. Infatti 
considerando un i  cpalunque. fig." (A) contenente a,, ed a,,, essa possiederh 
tre punti congiunti ad a,,, i cui simboli formeranno un termine del determi- 
nante rappresentante la fig.a (A). Questo termine deve essere del10 stesso segno 

h 
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di quella che eontiene a,, -ed ass, poichk per a,, pama certamente una retta 
estranea alla fig." (A) la quale contiene per ipotesi un punto congiunta ad a,, 
ed a,,, e tutti i punti di questa retta sono del medesimo segno (n.' 6), ed 
allora è subito visto che a,, deve essere congiunto ad un punto il quale non 
10 è contemporaneamente ad a,, ed a,, ma solo ad uno di essi, quindi ecc. 

Da questa osservazione segue che due fig? (A) non possono mai avere 
in comune tre punti fra loro estranei. Non possono avere neppure un solo 
punto estranea comune. Infatti, se cib avvenisse, le 4 rette della prima figura 
che non passano pel punto comune, sarebbero estranee alla seconda, d'altra 
parte due di esse incontrano- le altre due, quindi sano del medesimo segno 
rispetto alla seconda figura, percib l'ipotesi fatta è assurda, perocchè le rette 
del medesimo segQo sono G ed appartengono ad una fig.8 (A) (individuata da 
due di esse che non si incontrano) la quale non ha elementi comuni colla 
fondamentale, 

Consideriamo allora due punti estranei a, , ,  a,, della fig.' (A) fondamen- 
tale. Fuori della fig." stessa esistono tre e tre soli punti congiunti ad essi, 
una coppia di questi individua una ed una sola fig." (A) che li contiene in- 
sieme ad ai, ed a,,. Quindi avrerna che per ogni coppia di punti estranei 
della figura fondamentale esistono tre altre fig.e (A) che possiedono quei due 
soli punti in comune con essa. Le  figee (A) aventi questa proprietà rispetto 
alla fondamentale sono complessivamente 6 3 . 3 = 54. 

Le fig.e (A) che hanno in comune colla fondamentale una determinata 
retta sono manifestamente 15; di queste, 9 contengono anche un'altra retta 
della fondamentale, congiunta alla prima, percih le figSe (A) aventi colla fon- 
damentale una sola retta comune sono 6 - 6 =: 36, quelle aventi due rette 
congiunte in comune sono + 9 6 = 27. 

Manifestamente altri casi non sono possibili. Ecco percib come si distri- 
buiscona le 120 figae (A) rispetto ad una qualunque di esse: 

2 non hanno elementi cornuai con essa; 
54 hanno comuni una coppia di punti estranei; 
36 hanno comune qua retta; 
27 due rette congiunte. 

11. La fig. (A)  che assumiamo come fondamentale indiohiamola con (h l i ,  
e siano (A),  e (A), le due figure dei punti rispettivamente positivi e negativi. 
Prendiamo in (A), tre elernenti estranei, rappresentati quindi da un termine 
del solito determinante. Se questo termine è positivo tutti i punti negativi. 
sono congiunti all'uno od all'altro dei tre punti presi ed invece tre soli dei 
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punti po~itivi sono congiunti contemporaneamente a tutti e tre. Tali punti 
sono quelli dati da un termine del determinante che rappresenta (A),. Lo 
stesso si direbbe di un termine negativo. Perb noi vediamo che esiste un 
coordinamento fra i termini dei tre determinanti che rappresentano le figure 
di una terna T, ossia un ordinamento delle terne di punti estranei. Ogni 
terna ne individua una seconda i cui punti sono congiunti a tutti quelli della 
prima. 

"L'insieme di due terne cosi fatte si dirà una coppia di terne comple- 
mentarf, e cliiameremo fig.a (D) il complesso dei sei punti delle due terne e 
delle nove rette della Cfz. che contengono due di quei punti. Manifestamente 
la fig.' (D) è la correlativa alla (A). 

Due terne complementari individuano due fig." (A) appartenenti alla me- 
desima terna T; d ' a h  parte in ogni terna T abbiamo 9 fig." (D), quindi 
in una Cfz. (3, 5):; esistono 40 x 9 == 360 coppie di terne complementari, O 

fi&" (D) ,  
Si vede poi senza difficoltà, Che rispetto ad una qualunque fig." (D) le 

359 rimanenti si dividono in 9 gruppi, come segue: 
10 Gruppo. - 74 fig.e (D) non aventi alcun elemento in comune 

colla data; 
20 Gruppo. - 72 fig? (D) aventi un solo punto ed una sola retta in 

comune colla data; 
30 Gruppo. - 72 fig." (D) aventi un solo punto e due rette in co- 

mune colla considerata; 
40 Gruppo. - 6 fig? (D) aventi un solo punto e tre rette in comune 

colla data; 
50 Gruppo. - 18 fig." (D)  che hanno in comune colla data duc punti 

ed una retta; 
60 Gruppo. - 72 fig,@ (D) aventi in comune colla data due punti e 

tre rette; 
70 Gruppo. - 9 fig? (D) aventi due punti e cinque rette in comune 

colla data; 
8 0  Gruppo. - 18 fig." (D)  che hanno comuni colla data tre punti e 

quattro rette, e finalmente : 
90 Gruppo. - 18 fig." (D) aventi quattro punti e quattro rette in 

comune colla figura considerata. 
12. Corne abbiamo osservato una terna di punti estranei è estranea a 

sei goli punti della Cfz. e questi appartengono tutti alla fig." (A) individuata 
Annali di Matematica, tom0 XIV. 22 
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dalla terna complementare, nella quale costituiscono le due terne rappresen- 
tate dai termini di ugual segno a quel10 che determina la figura stessa. L'in- 
sieme della terna data con una di queste due terne si dirà una sestupla. Le 
sestuple sono adunque gruppi di sei punti tutti fra loro estranei. Una sestupla 
si pub ottenere in questo modo da 10 terne T. 

h manifesto che nessun altro punto della Ch.  è estraneo a tutti quelli 
di una sestupla. 

Le terne complementari alle due costituenti una sestupla formano un'altra 
sestupla che diremo associata alla prima. Un punto di una sestubla è con- 
giunto a tutti quelli della sua associata uno eccettuato. Si vede immediata- 
mente che la sestupla associata di una. data non cambja qualunque sia quella 
delle 10 terne T, rispetto alla quale si prendono le terne complementari. 

Si dira che due sestuple associate costituiscono una bisestupla. 
120 6 

Le sestuple esistenti nella Cfz. sono 2 - - 
2 - 10 

- 72. 
Le bisestuple sono quiiidi 36. 

13. Da quanto si è detto risulta immediatamente che: 
Una terna qualunque di punti estranei appartiene a due diverse bisestuple 

le quali allora hanno in comune tre altri punti fra loro estranei, costituenti 
la terna complementare alla considerata; 

Tutti i punti non appartenenti ad una bisestupla sono congiunti a due 
punti della bisestupla stessa, ogni punto della quale è poi congiunto a Cinque 
dei punti esterni. Percib se nella Cfz. prescindiamo dai punti di una bisestupla 
e dalle rette concorrenti in quelli si ottiene una Cfz. di 15 punti e 15 rette 
di indice 3 .  

14. Due bisestuple aventi in comune due terne complementari si c$ 
ranno associate. Esse contengono insïeme 18 punti i quali si dividono in un 
unico modo in due fig.e (A) apparte~enti alla medesima terna T. Ma due 
fig." (A) di una terna T dànno luogo non a due m a  a tre e tre sole biseatuple, 
percib oltre alle due bisestuple associate che abbiamo considerate ne abbiamo 
una terza la quale possiede manifestamente la proprietà di essere associata 
alle due prime. 

Le  tre Cfz. 15, che nascono escludendo successivamente tre bisestuple due 
a due associate hanno in comune la medesima fig." (A), gli altri 6 punti in 
ciascuna sono diversi e costituiscono una fig." (D). 

15. Fissata una terna T come fondamentale le 45 rette della Cfz. si 
dividono in due gruppi l'un0 di 18 rette appartenenti alla terna T, l'altro 
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di 27 ciascuna delle quali contiene un punto di ognuna delle tre fig: (A) co- 
stituenti la terna T, e sono tali che a tre a tre passano pei 27 punti della 
Cfz. Esse costituiscono una Cfz. 27, del nostro tipo. In  questa Cfz. i punti si 
comportano tutti egualmente ed hanno per resto 12 rette le quali si dividono 
in 4 terne di rette passanti per 4 punti. Le 4 terne si separano in due coppie 
.di terne corrispondenti, le rette di una non incontrano quelle della corrispon- 
dente in punti della Cfz., ma invece incontrano quelle delle altre due; ecc. 

In una Cfz. (3, 5);; si possono considerare 40 Cfz. 27, le quali tutte sono 
identiche per forma. 

16. Vogliamo ora vedere quale relazione abbiano le 39 terne T ri- 
spetto a quella assunta come fondamentale, che alla sua volta è una terna T 
arbitraria. 

Una terna T qualunque è determinata da una delle sue tre fig." (A)',, 

(A)',, queste devono avere con quelle della fondamentale, cioè (A), , (A),, 
(A), , qualche elemento comune. 

Supponiamo che (A)', sia una delle 27 figure aventi con (A), due rette 
congiunte in comune (v. n." 10). 

Poichè nessuna retta di (A), è congiunta a quelle di (A), e (A), B neces- 
sario che (A)', abbia in comme con (A), e (A), due punti estranei, non po- 
tendo avere in comune nè una nè due rette. Per la stessa ragione (A)', e (A)', 
devono avere due punti in comune con (A),. 

In (A), vi sono due sole rette (congiunte) non passanti psi punti comuni 
a (A)',, e queste sono manifestamente estranee a (A)',, quindi appartengono 
a (A)'o od a (A)',, supporremo a (A)'*. Dunque (A)* e (AY2 hanno in comune 
due rette congiunte. Lo stesso si conclude per (A), e (A)',, percib: Data una 
terna T esistono 27 altre terne T aventi comuni con quella 6 rette, due con- 
giunte per ciascuna fig." (A). 

Se si fosse considerata per (A)', una delle 54 figure aventi con (A), due 
punti estranei in comune si sarebbero ottenute chiaramente le medesime terne T. 

Prendiamo invece una delle 36 figure che hanno comune con (A), una sola 
retta. Essa determina due altre fig." (A), che con essa formano una terna T, 
ciascuna delle quali ha con (A),, (A), e (A), una retta sola in comune. Questo 
è evidente, poichè si è già notato che tali figure devono avere qualche ele- 
mento comune con quelle della terna fondamentale, e per quanto si è visto 
sopra non. possono avere nè due punti, nè due rette, quindi hanno tutte una 
retta in comune. 

Le 36 fige (A) di questa natura dànno luogo a 12 terne T le quali hanno 
comuni colla data 9 rette tre per ciascuna figura ed estranee fra loro. 
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Ecco trovata la relazione che hanno 39 terne T rispetto alla rimanente. (*) 
17. Due rette non congiunte individuano una fig.a (A), percib ogni retta 

di (A), combinata con ogni retta di ciascuna delle due fig.e (A)$ e (A)s dà una 
fig." (A) nella quale la terza retta estranea alle due considerate appartiene alla 
rimanente fig." (A). Quindi le 18 rette di T entrano in altre 36 fig." (A) non 
appartenenti alla terna fondamentale. 

Se teniamo fissa una retta di (A), e la combiniamo successivamente con 
tre fra loro estranee di (A)z otte'niamo tre fig? (A) nelle quali le terze rette 
estranee alle due che le determinano sono 3 rette estranee di (A), corne facil- 
mente si riconosce. 

Le medesime rette di (A)d si ottengoflo poi combinando le stesse rette di  
(A), con un'altra di (A), estranea a quella prima considerata. 

Percib fra i trilateri costituenti le tre fig." (A) di una medesima terna T 
vi è una relazione molto semplice per la quale due qualunque di essi in figure 
diverse ne determinano uno della terza figura. 

Le rette di tre trilateri corrispondenti appartengono oltre che alla terna 
considerata, ad altre tre terne T delle quali ciascuna B individuata dalla fig." (A), 
che contjene una retta di ciascun trilatero. 

Noi possiamo prendere in 8 modi diversi un trilatero per ciascuna figura, 
la combinazione di tre di questi trilateri dà 9 rette estranee fra loro e quindi 
contenenti tutti i 27 punti della Cfz. Diremo che queste 9 rette costituiscono 
un 9-latero principale. 

Gli 8 9-lateri principali che si possono formare colle 18 rette di una 
terna 2' sono di due specie: 

di la specie se i trilateri che 10 compongono sono corrispondenti; 
di 2" specie se tali trilateri non sono corrispondenti. 

In ogni terna T avremo 4 9-lateri di la specie, dei quali ciascuno appar- 
tiene ad altre tre terne T, ed avremo 4 9-lateri di 2" specie, i quali non sa- 
ranno comuni a nessun altra terna T. 

Adunque nella Cfz. (3, 5): si possono formare 40 9-lateri di la specie e 
160 di 2" specie. 

Colle 45 rette della Cfz. si possono formare altri 9-lateri principali? Si 
vede subito che non è poseibile. Infatti se 9 rette della Cfz. sono tutte estranee, 
combinandone una colle 8 rimanenti dovrebbero ottenersi 8 fig.e (A) tutte di- 
verse, se si vuole che il sistema delle 9 rette non sia costituito da tre trilateri 

(*j P 2 r  la costriizione e l'ordinameato delle 40 te rne  T, v. BERPINI, 1. c . ,  3 4. 
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appartenenti ad una medesima terna T. Queste 8 figae (A) avrebbero poi una 
sola retta in comune, e cib B impossibile, perocchb sono 6 sole le fig." (A) 
aventi in cornune una retta data (P. n." 10). 

Si presenterebbe ora lo studio di tutti i moltilateri formati da rette della 
Cfz. estranee fra loro. Questa ricerca è già stata fatta pei 45 piani tritangenti 
delle superficie d i  3" ordine, ed i risultati ottenuti si possono integralmente 
applicare a questa nostra Cfz., percib rimandiamo per questo argomento alla 
citata Memoria del sig. BERTINI. 

5 3. Configurazione 15,. 

18. Per p = 3 esistono nella Cfz. 10 fig.e (A) e presane una come fon- 
damentale nessuna retta è ad essa estranea, cioè una retta qualunque della 
Cfz. od appartiene alla (A) O passa per un punto di essa. Per ogni punto della 
figura passa una ed una sola retta non appartenente alla figura stessa. 

Oltre ai 9 punti della figura fondamentale esistono altri 6 punti, tre po- 
sitivi e tre negativi, i punti del medesirno segno sono fra loro estranei ed in- 
vece sono congiunti tutti ai tre di segno contrario. Questi sei punti formano 
dunque due terne complementari, ed appartengono ad ilna fig.8 (D). 

Le  coppie di terne complementari sono 10, tante quante le figSe (A) della Cfz. 
Due fig.8 (A) qualunque della Cfz. hanno necessariamente due rette con- 

giunte in comune. Se consideriamo due rette estranee nella fig." (A), allora 
fuori di essa esistono tre e tre sole rette estranee alle due considerate e non 
congiunte fra loro, queste tre rette sono quelle congiunte alla terza retta di (A) 
estranea alle due prese. 

Le 5 rette cos1 ottenute contengono tutti i 15  punti della Cfz. e noi di- 
rem0 che esse formano un pentelatero principale. 

6 . 1 0  1 pentelateri principali contenuti nella Cfz. sono in numero di - - 
10 - 6 ,  

poichè ogni fig.a (A) dà luogo a 6 pentelateri, ed ogni coppia di  lati di un 
pentelatero dà una fig.a (A) d' lversa. 

Due pentelateri quali si vogliono hanno sempre un lato in comune, ed 
una retta della Cfz. appartiene unicamente a due pentelateri. 

19. 1 sistemi di rette fra loro estranee cbe si possono formare colle 15 
della Cfz. sono: 

20 trilateri principali, non contenuti nei pentelateri. Ciascuno di essi 
determina una fig? (A) alla quale appartiene un altro trilatero principale; 
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s . 3  15 - = 60 trilateri non principali, ciascuno dei quali appartiene 
3 - 3  

ad un unico pentelatero. Di questi se ne hanno 10 per ogni pentelatero. Fis- 
sato uno di essi gli altri 59 si distribuiscono come segue: 

6 aventi con esso due rette in comune, 
21 aventi una sola retta in comune, 
32 non aventi alcuna retta in comune. 

1 quadrilateri non possono contenere trilateri del primo tipo, non esistendo 
rette estranee a tre non congiunte di una stessa fig.a (A), perb i quadrilateri 
sono necessariamente contenuti in un pentelatero e contengono 6 trilateri della 
2" specie. 

Il  numero dei quadrilateri è 30, un quadrilatero appartiene ad un unico 
pentelatero, il quale dà luogo a 5 quadrilateri. 

29 quadrilateri rispetto al rimanente si distribuiscono cosi: 
4 hanno comune con esso un trilatero di 2" specie; 

20 hanno comune una retta; 
5 non hanno rette comuni col considerato. 

La  Cfi. 15, b correlativa a SB medesima, perb le eose qui dette sui gruppi 
di rette si trasportano per dualità ai gruppi di punti. 

§ 4. Costruzione delle Configurazioni 15, e (3, 5):; 

20. Veniamo ora alla costruzione delle Cfz. studiate. 
Se iiidichiamo coi numeri progressivi dall' 1 al 15 i punti della Cfz. 15, 

e supponiamo che le coppie di punti rispetLe allineate con 1, 2, 3, 8, 10 siano: 

2, 3 1, 3 1, 2 2, 9 2, 11 
1 4 3 6 ,  8, 9 ,  3 12, 1 3 ,  8 4, 12, 10 4, 14,  / 6, 7 1 10, I l  1 II,  15 1 6 ,  15 1 6, 13 

come è sempre possibile fare, allora la notazione di tutti i punti della Cfz. è 
individuata, tenendo conto della sola condizione da noi imposta ed abbiamo 
gli allineamenti, come da1 seguente mecchio. 
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Prendiamo una fig? (A) della Cfz. e sia ad es. 4 8 12 . Rispetto ad essa 1 : : 1 : 1  
sono terne complementari le 6, 11, 14; 7, 10, 15, la prima è quella dei punti 
positivi, la seconda quella dei negativi. 

Se allora fissiamo arbitrariamente ne1 piano la Egaa (A) e prendiamo co- 
munque il punto 6 e sulla (1, 6), il punto 7, avremo individuate le 4 rette 
(6, f o i ,  (6, 1 3 h  (7, 910 (7, m. 

$iilla (6, 13), prendiamo un punto a uniamolo con 2 e sia 11 il punto in 
cui (2, a), sega la (7, 12),; uniamo 11 con 5 e sia 15 l'intersezione di questa 
retta colla (6, €9,; uniamo 15 con 3 e sia 14 l'intersezione colla (7, 9) final- 
@ente si conduca la (4, 14), e dicasi la sua intersezione colla (6, 13),. Allora 
al variare di a sulla (6, 13)i varia /3 sulla retta stessa descrivendo una pun- 
teggiata proiettiva a quella descritta da CL Le due punteggiate proiettive hanno 
due punti uniti, e prendendo uno di questi come punto 10 si ha precisamente 
una Cfz. della specie voluta. 
, Vediamo adunque, che per costruire la Cfz. 15, possiamo prendere arhi- 
trariamente 10 punti, 9 dei quali formino una fig.a (A), e poi ancora un punto 
arbitrario sopra una retta determinata. La  costruzione della Cfz. è allora ri- 
dotta ad un problema di 2" grado. 

1 nove punti che formano una fig.' (A) sono punti base di un fascio di 
cubiche, perb potendosi sciegliere, per costruire la Cfz. ancora due punti arbi- 
trariamente, si vede come i punti della Cfz. non giacciaiio necessariamente 
sopra una curva di 3" ordine. 

Lo sciegliere il punto 7 sulla intersezione di (1, 6), colla cubica C, del 
fascio (1, 2, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 13), passante per 6 non porta necessariamente 
ad una Cfz. inscritta nella cubica Cy, come si riconosce facilmente, ma è ne- 
cessario che un altro punto della Cfz. venga a cadere sulla curva per poter 
dermare che tutta la Cfz. vi è inscritta. 

Si riconosce poi immediatamente la possibilità di ottenere Cfz. 15, sopra 
una data cubica del fascio. Basta far rotare una retta attorno ad 1 e prendere 
per punti G e 7 le intersezioni di questa retta colla cubica considerata; allora 
uno dei punti mobili della Cfz., ad es. 10, descrive una curva, e basterà pren- 
dere per punto 10 una intersezione di questa colla .C3, e per 6 e 7 i corrispon- 
denti punti per ottenere una Cfz. tutta inscritta nella cubica data. 

21. Vediamo quante Cfz. si possono ottenere sopra questa cubica. 
Percib osserviamo che quando la Cfz. é inscritta nella cubica C, la retta 
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(2, IO), sega questa in un punto che deve necessariamente essere 11, e le rette 
(11, -12)i, (10, 13), devono segare C3 nei punti 7 e 6 allineati con 1. Orbene 
vogliamo dimostrare essere sufficiente che si presenti questo fatto, perchè i 
punti 14 e 15  intersezioni di C3 colle (7, g), (6, 8jl costituiscano insieme ai 
punti già considerati una Cfz. 15,. 

Per questo basta far vedere che la retta (5, Il), sega la (6, 8, 15), ne1 
punto 15, e la (4, ne1 punto 14, e che di più 14 e 15 sono allineati con 3. 

Considerando la C3 insieme alle due coppie di cubiche spezzate: 

s'i vede subito, che le rette (4, IO),, (5, I l ) ,  devono contene~e i punti 14  e 15. 
Considerando invece insieme alla C3 le due cubiche: 

è subito visto che la (3, 14), passa per 15. 
Dunque noi potremo ottenere Cfz. 15, inscritte neITa C, cercando quelle 

rette del fascio di centro 2 ,  diverse dalle (1, 2, 3),, (2, 8, 9), che segano la 
cubica in due punti i quali, proiettati uno da 12,  l'altro da 13, dànno due 
rette seganti ulteriormente C3 in due punti allineati con 1. 

Una retta per 2 segherà ancora C3 in due punti, proiettando questi da 12 
avremo due rette, le quali segano ancora C3 in due punti, che uniti con 1 
dànno due rette che diremo corrispondenti alla retta condotta per 2. Avremo 
cosi stabilita una corrispondenza [2, 21 nei fascî di centro 1 e 2. 

Scambiando 12 con 13 otteniamo negli stessi fascî un'altra corrispondenzs 
[2, 21 avente la medesima definizione. 

Queste due corrispondenze posseggono 16 coppie di elementi comuni. 
Nella prima corrispondenza sono omologhi due raggi, quando due delle 

loro intersezioni con C,, una sopra ciascun raggio, sono allineate con 2; sono 
invece corrispondenti nella seconda, quando due di tali intersezioni sono alli- 
neate con 13. Quindi se due raggi sono omologhi conternporaneamente nelte 
due corrispondenze bisognerà che due delle dette intersezioni siano allineate 
con 12 e due con 13. 

Per il punto 2 passano le due rette (1, 2 ,  3), (2, 8, 9), e si vede subito 
che alla prima corrisponde ne1 fascio 1 la coppia (1, 12)1 (1, 13Ji ed alla seA 
conda la retta (1, 4, 5),  tanto nell'una quanto nell'altra corrispondenza. Alla 
retta (1, 2 ,  3),, considerata ne1 fascio 1, corrispondono sempre le due rette 
(2, 12)A (2, 13)t. 
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Cos1 vengono precisate 5, delie 16 coppie comuni. Le altre 11 possono 
preseritare unicamente tre casi: 

1.' Il raggio per 1 sega C, in un punto a ,  cosicchè (12, a), e (13, a), 
segano C3 in due punti B e y allineati con 2. 

2." Il raggio per 2 sega C3 in un punto a,  cosicchè (12, a), e (13, a) ,  

segano C3 in due punti allineati con 1. 
3." II raggio per 2 sega C, in due punti a e fl tali che (12, a), e 

(12, B), segano C3 in a.ltri due punti allineati con 1. 
Queste ultime rette sono quelle che fanno al10 scopo nostro, ed è il loro 

nurnero che vogli&no trovare. 
Supponiarno percib che avvenga il cas0 Io. 
Allora possiamo imaginare generata la nostra cubica per mezzo di due 

fascî proiettivi, uno di rette col centro in 2 ,  e l'altro di coniche del quale 
siano a,  12,  13 tre punti base. Il quarto punto resta da essi determinato. 

Una conica del fascio deve contenere P e y ed un'altra i punti 1 e 3, 
percib tali coniche sono necessariamente 

ossia il quarto punto base del fascio generatore è ancora U, vale a dire le cg- 
niche di questo fascio passano per 12, 13 ed a e toccano tutte in a la retta 
(1, a),. Allora necessariamente (1, a), deve essere tangente a C3 in a .  Vediamo 
c o ~  quale condjzione deve soddisfare il punto a ,  perchè si presenti il cas0 1'. 
Ma dico di più che tale condizione è suficiente, cioè se da 1 conduciamo una 
tangente a C3 ed è a il punto di contatto, allora (12, a), (13, u), segano Cs 
in due punti p e y allioeaii con 2. 

Infatti le due cubiche: 

hanno comuni con C3 8 punti, epperb (2, f i ) ,  passa per y. Ne concludiamo 
che le coppie di raggi corrispondenti, le quali presentano il caso 1' sono 4. 
Altrettante sono quelle che presentano il caso 2", per le mcdesime conside- 
razioni. 

Sicchè esistono tre sole coppie che presentano il 3" cas0 e queste sono le 
sole che ci conducono a Cfz. 15, inscritte nella data cubica. 

Adunque fissata una cubica e sopra di essa una fig." (A), sono tre e tre 
sole le Cfz. 15, che posseggono quella fig.a (A) e sono inscritte nella cubicn 
consideratg. 

AnnaTi di Matematica. tomo XIV. 23 
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22. Queste tre Cfz. 15, sono poi fra loro in una relazione intima, giacche 
i loro 27 punti diversi costituiscono una Cfz. (3, 5):; del tipo considerato. 

Infatti chiamiamo, come già si è fatto, la fig." (A) scielta sulla 

7 10 15 1 " 11' 
14' qudli Co, e l1 l4 i punti che cornpletano una delle Cfi. 15, e 
15f 

che completano una seconda Cfz. 15,, inscritta nella cubica data; supporremo 
di più che le medesime cifre appartengano ai punti, che hanno la medesima 
relazione colla figura fondamentale. Allora le sei coppie di rette 

determinano sei punti che indichererno ordinatamente con 14", Il", 6", 15", 
IO", 7". È manifesta la legge colla quale si devono prendere le coppie di rette, 
e la notazione dei punti da esse determinati. 

Questi sei punti giacciono sulla C, e costituiscono insieme alla figaa (A) 
fondamentale la terza Cfz. 15, inscritta nella cubica. 

Infatti se si vu01 dimostrare ad es. che 10" giace sopra C3 basta osservare . 
che le due cubiche spezzate 

hanno 8 punti comuni sulla C, e quindi vi hanno anche il nono punto che è 
10". Cosi dicasi dei rimanenti punt,i. 

Per persuaderci poi che ( 6 "  11" 14" 
1 7" 10" 15" 

eterminano colla (A) fondamentale 

una Cfz. 15, basterà mostrare che le coppie di punti 6", 7"; IO", 11"; 7", 11"; 
6", 10"; Il", 15"; IO'', 14"; 6", 15"; 7", 14"; 14", 15" sono rispettivamente 
allineate coi punti 

Considerando le due cubiche 

le quali hanno comuni colla data 8 punti, si conclude che (6", 77,  passa per 1. 
Al10 stesso modo si dimostra questa proprietà per le altre 8 coppie. 
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Cos1 si vede che i 27 punti dati insieme dalle tre Cfz. 15, sono allineati 
tre a tre sopra 45 rette, epperb essi costituiscono una Cfz. (3, 5)01, come si 
era asserito. 

Cosi abbiamo dimostrata anche l'esistenza delle Cfz. (3, 5):: sema uscire 
da1 piano, e presupporre la conoscema del sistema delle rette di una superficie 
di 3" ordine. 

Sarehbe perb interessante far vedere se l'essere la Cfz. (3, 5):; inscritta 
in una cubica, sia O no condizione necessaria. 1 legami esistenti fra i punti 
della Cfz. non trarrebbero, pare, necessariamente a concludere che i punti 
stessi sono sopra una medesima cubka, come appunto si è dirnostrato per le 
15,, ma bisognerebbe perb cercare di costruire tale Cfz. senza servirci di curve 
di 3" ordine, cosa che fino ad ora non ho potuto fare. 

23. Ecco un'altra questione che vogliamo risolvere. 
Quando si segano le 27 rette di una superficie di 3" ordine, O le 15 di 

un sistema completo, con un piano, si ottiene rispett." uua Cfz. (3, 5):; O Cfz. 15, 
inscritta in uria cubica. Ora si domanda: data a priori una Cfz. (3, 5):: O 

Cfz. 15, sopra una cubica, è possibile costruire superficie di 3" ordine, le quali 
determinano su1 piano la medesima Cfz.? Si vede facilmente che si. 

Infatti sia data una Cfz. 15, sopra C,, e facciamo passare pei punti 1, 8, 10 
tre rette che non si incontrano, e per i punti 2 ,  4,  6 conduciamo le tre rette 
che appoggiano a quelle, cosa possibile, perocchè i sei punti considerati giac- 
ciono sopra una conica (essi insieme ai tre punti in linea retta 5, 9, 1 3  costi- 
tuiscono i punti base di un fascio di cubiche percib, ecc.), indi ne1 piano delle 
rette condotte per 1 e 2 ed in quel10 delle rette per 2 ed 8, conduciamo due 
rette le quali passino rispettivamente per i punti 3 e 9. Per brevità denomi- 
neremo le rette col10 stesso numero attribuito al punto pel quale passano, so- 
lamente per evitare equivoci porremo questo numero fra parentesi. 

Allora nove punti della cubica nella quale è inscritta la Cfz. e tre punti 
su ciascuna delle rette (l), (8), (10) ed un punto sulle (3) e (9) individuano 
una superficie di 3" ordine, la quale possiederà fra le sue 27 rette le (l), (2), 
(3), (4), (6), (8), (9), (IO), perché tutte queste la incontrano in 4 punti. Il piano 
delle (l), (4) incontra la (9) in un punto e la cubica C, in 5, perb la terza 
retta (5) in quel piano tritangente passa per 5 ed è appoggiata alla (9). Cos1 il 
piano (1) (6) sega la superficie in una retta (7) passante per 7 ed appoggiata 
alla (9), ecc., ecc. Cos) si ottiene un sistema di 15 rette della superficie pas- 
santi pei 1 5  punti della Cfz. È poi evidente che questo sistema di 15 rette b 
un sistemn completo sulla superficie; percib: u Una data Cfz. 15, sopra C, pub 
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essere ottenuta come sezione di un sistema completo sopra uiia totalità k5 di 
superficie di 3" ordine. n Sopra ciascuna di esse abbiarno altre 12 rette le quali 
determineranrio su1 piano di C3, anzi sulla C,, 12 punti, che insieme ai 15 
considerati formano uns Cfz. (3, 5);;. Per quanto si è visto tale Cfi. non pub 
cangiare al variare della superficie, epperb abbiamo anche: 

u Data sopra una cubica una Cfz. (3, 5);; esiste una totalità ao5 di super- 
ficie di 3" ordine, futte capaci di dare colle intersezioni delle loro 27 rette la 
Cfz. considerata. n 

3 5 .  Configurazione 17,.  

24. Ora vogliamo dare qualche esempio di Cfz. nelle quali h e ic non 
sono nulli (n.O 3). Poniamo p = q = 3 epperb h = k, cioè consideriaino le Cfi. 
(15 + h), le quali soddisfano la condizione da noi imposta. 

Il cas0 h = 1 non é possibile. 
Infatti supponiamo che esista una Cfz. 16, del tipo considerato e sia 1 un 

suo punto qualunque. D'ora innanzi chiameremo sempre 2 ,  3 ;  4, 5; 6, 7 le 
tre coppie di punti allineati con 1. L a  retta costi- 

4 
tuente il resto di 1 contiene tre punti, che chiame- 
rem0 14,  15, 16, da ciascuno dei quali partono due 
altre rette congiunte a due di quelle per 1, e con- 
tenenti manifestamente insieme tutti i 6 punti con- 
giunti ad 1. Potremo quindi sempre supporle di- 
sposte come nella figura. Allora 14 ,  15, 16 sono 
r i ~ p e t t . ~  i resti delle rette (1, 2 ,  3),, (1, 4, 5),, 

16 45 14 (4 6, 7)P 
Le due rette (4, 14),, (7, 14), devono costituire i resti di 2 e 3, e pre- 

cisamente deve essere la prima il resto di 2 ,  e la seconda quel10 di 3, pe- 
rocchè il resto di 4 dere passare per 15 e quindi non pu6 essere una retta 
per 2 (n." 4). Allora le rette (5, 16), (7, 14), sono necessariamente congiunte 
a 2 quindi i due punti 8 e 9 che ancora giacciono su di esse devono essere 
allineati con 2. L a  retta estranea al punto 4 B la (2, 15),, percib la (2, 8, 9), 
deve essere congiunta a 4, e questo è contrario alla ipotesi fondamentale, pe- 
rocchè i punti 2 ,  8, 9 sono tutti congiunti a punti congiunti a 4. 

25. Facciamo k = 2. Voglio dimostrare dapprima che se esiste una 
Cfz. 17, della natura che consideriamo in essa vi è certamente un punto che 
ha per resto due rette congiunte. 
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. Percib notiamo il seguente: 
Teorema. - Se una retta di una Cfz. (15 + h),, soddisfacente alla 

solita condizione, ha ne1 suo resto due punti congiunti, su quella retta esiste 
certarnente un punto che ha ne1 suo resto due rette congiunte. 

Infittti se la retta r, ha ne1 suo resto i punti a, e 63, giacenti sopra una 
retta r, della Cfz. è necessario che la retta r, possegga ne1 suo resto due 
punti a, e B ,  sopra ri, perché soltanto il terzo punto y,  di r, potrebbe essere 
congiunto alla ri. Allora delle tre rette passanti per a, una appartiene con- 
temporaneamente al resto di a, e p, ed è la r ,  e le altre due O sono ne1 resto 
di y,, ovvero una certamente appartiene al resto di a, O Pi in ogni cas0 si 
vede, che sopra r, esiste un punto, il quale ha  ne1 suo resto due rette con- 
giunte. 

Per dimostrare ora la proprietà accennata si supponga, che il punto 1 
abbia pet resto le due rette estranee r, = (12, 14,16), r, = (13, 15, 17),. 

La  retta r, ha per resto oltre al punto 1 un 'àltro punto; se questo è 
congiuntd ad 1, resta dimostrata la proprietà voluta in virtù del teorema pre- 
cedente, de invece esso è estraneo ad 1 10 chiamererno 8, supponeado per ora 
che non sia un punto di r,; cos1 il punto che insieme ad 1 forma il resto 
della r,, deve supporsi estraneo ad 1 e sarà O 9 od ancora 8. Allora dai 4 
punti 8, 9, 10, 11 partono necessariamente 6 rette congiunte alle ri ed r, e 
questo esjge, che fra i punti stessi vi ~ i a n o  tre coppie di punti congiunti, e 
che esistano tre rette contenenti un punto di ciascuna delle ri ed r,, che noi 
supporremo essere (12, 13),, (14, 15),, (16, 17),. 

Se 8 e 9 appartengono ai resti rispett." delle r, ed r, dovranno manife- 
stamente essere 8 e 9 congiunti fra loro e rispett." a 10 ed 11. Allora se la 
(8, 10), passa per 2 deve la (9, Il), passare per 3 (come si riconosce facil- 
mente), ed è quindi necessario, che due delle rette contenenti un punto di r, 
ed uno di r, passino per 2 e per 3, cos1 si riconosce che la retta (1, 2,  3), 
possiede per resto due punti congiunti; perb, ecc. 

Se poi tanto ri quanto r, hanno per resto 1 ed 8, debbano da 8 yartire 
tre rette contenenti r i~pe t t .~  9, 10, 11 e potremo supporre che tali rette passino 
poi per 2 ,  4, 6. Per questi punti passeranno allora le due rette (12, 13),, 
(14, 15),, (16, 17),, e possiamo ammettere di più che vi passino in questo 
ordine. Allora le due rette per 3 devono contenere 10 ed 11 e due punti 
estranei delle r ,  ed r, diversi da 12  e 13, epperb O 14 e 17 O 1 5  e 16, sicchè 
3 & certamente congiunto d l e  (14, 15), e (16, 17), e cos1 si vede imrnediata- 
mente che il resto di 3 è format0 da due rette congiunte in 9. 
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Se poi il resto di r, è il punto 1 ed un punto di r, ad es. 13, allora il 
resto di r, è format0 da 1 e da un punto di r ,  che supporremo 12. 

Questo esige che siano congiunti 14 con 15, 16 con 17, 8 con 9 e 10 
con 11 (tenendo calcolo si intenge dell'arbitrarietà della notazione). Anche in 
questo cas0 è subito visto che la retta (8, 9, 2),  ha per resto due punti con- 
giunti delle r i  ed r , ,  perb, ecc. 

Dunque vediamo essere impossibile che tutti i punti della Cfi. posseggano 
per resto due rette estranee. 

26. Prendiamo adunque ad esaminare il caso in cui 1 ha per resto due 
rette congiunte, il quale ci condurrà a trovare tutte le possibili Cfz. 17, del 
tipo voluto.. 

Siano (13, 14,  17),, (15, 16, 17), le due rette che costituiscono il resto 
di 1. Dal punto 17 parte un'altra retta la quale sarà congiunta ad una retta 
per 1, chiamiamo 7 il punto contemporaneamente congiunto ad 1 e 17, e 12 
il terzo punto sulla (7, 17),. 

Da1 punto 7 oltre le (1, 6, (7, 12,  17), parte una terza retta, la quale, 
non potendo contenere alcuno dei punti congiunti ad 1 e 17 conterrà due dei 
punti 8,  9, 10, 11;  siano 10 ed 11. Da1 punto 6 invece partono due rette le 
quali devono contenere i punti 8, 9 e 13 O 14 ,  15 O 16. Noi potremo sen- 
z'altro supporre, che tali rette siano: 

Da1 punto 12 partono ugualmente due rette ciascuna delle quali deve conte- 
nere un punto congiunto ad 1 supporremo 3 e 5; allora sulle (3, 12), (5, 12), 
esistono due punti della Cfz., i quali non potendo essere congiunti ad 1, 7, 17 
altro non possono essere che 8 e 9, perb le due rette per 12 siano: 

Con questo non abbiamo fatta alcuna ipotesi particolare siilla configurazione. 
Ilal punto 8 partono le due rette (3 ,  8, 12),, ( 6 ,  S ,  14),, quindi la terza 

retta per 8 deve contenere un punto delle due rette (1, 4, 5), (15, 16, 17),, 
poichè i resti di queste due rette sono due coppie di punti rispett." congiunti 
a 17 e ad 1, e quindi 8 non è estraneo a queste due rette; d'altra. parte 5 
ed 8 sono congiunti a 12 ed 8 e 16 a 6, perb 8 è necessariamente congiunto 
a 4 e 15. Lo stesso ragionamento si pub ripetere per 9 e si trova, che la 
coppia 2 ,  13 è allineata con 9. Dopo questo si vede subito quali debbano 
essere gli altri 4 allineamenti. 
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Prendiamo ad es. il punto 2,  la terza retta che passa per esso, oltre le 
(1, 2, 3),, (2, 9, 13),, non pub contenere 8, perchè questo è già congiunto a 
3, epperb conterrà 10 od 11, 15  O 16; ma 2 e 16 sono già congiunti a 9, 
e 10 ed 11 non sono ad altro vincolati che ad essere allineati con 7 (quindi 
è permesso scambiare all'occorrenza le loro denominazioni) cosicchè possiamo 
affermare, che la retta cercata è la (2, 10, 15),. Analogamente si trova, che 
per 3, 4, 5 debbono passare ordinatamente le rette (3, 11, 16),, (4, 11, 13),, 
(5, 10, 14)i* 

Adunque per le fatte ipotesi siamo condotti ad un unico tipo di Cfz. 1ï3, 
il quale vedremo fra poco che esiste effettivamente. 

Questo tipo essendo unico deve essere reciproco di sè medesimo per l'os- 
servazione del n.' 2;  cib del resto si vedrà direttamente. 

27. Qui sotto diamo tre specchi, ne1 Io sono poste sotto ad ogni punto 
le tre coppie di punti ad esse congiunte, mantenendo le denominazioni prece- 
denti; ne1 II0 sono indicate le due rette costituenti, il resto dei singoli punti; 
ne1 III0 sono date le coppie di punti, che costituiscono il resto di ciascuna retta. 

- 

14 16 13 10 5 7 3 3 1 

4 3 

Dallo specchio II0 risulta immediatamente, che i yunti della Cfz. non si 
comportano tutti al10 stesso modo. 

Ve ne sono 6, cioè 1, 3, 5, 14, 16, 17, che posseggono per resto due 
rette congiunte. Uno qualunque di questi punti è congiunto a due degli altri 
cinque, talchè considerandoli nell'ordine 1, 3, 16, 17, 14, 5 costituiscono i 
vertici di un esagono semplice, i cui lati sono rette della Cfz. 
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Giaverà introdurre una notazione nuova, la quale metterà in maggiore 
evidenza la disposizione degli elementi della Cfz. 
. 1 sei vertici dell'esagono nominat~ diciamoli a,, a,, as, a,, a5, a, poniamo 
cioè ad es. 

Sui lati di quesio esagono, abbiamo 6 punti che noi indicheremo colla 
lettera a ,  apponendo al piede i due indici corrispondenti ai vertici che stanno 
su1 lato stesso. Co& veniamo a considerare i punti: 

i quali nella Cfz. si distinguono da tutti gli altri pel fatto di avere per resto 
due rette non congiunte, tali perb che ogni punto dell'una ha un punto con- 
.giunto sull'altra, e ciascuna retta contiene di più uno dei punti ai. 

S i  hanno altri due punti 6, 12, i quali possiedono per resto due rette 
estranee che corne le precedenti contengono tre coppie di punti congiunti, ma 
esse non contengono perb alcuno dei punti a.;. Diciamo b,  e b, questi due punti. 
Ciascuno di essi è congiunto a tre punti ai precisamente a tre vertici non con- 
secutivi del nostro esagono; se supponiamo b, r 6 b, - 12 avremo che b, B 
congiunto ai  punti a; di indice impari, b, a quelli di indice pari, 

I due pnnti b, ,  b, possiedono il rnedesimo resto, eostituito da due rette 
contenenti i 6 punti a ik .  

Rimangono altri tre punti 7, 8, 9, i quali hanno per resto due rette 
estranee, ciascuna delle quali contiene un punto estraneo all'altra. Ciascuno 
di questi tre punti è congiunto a b, ed a b, e sulle rette che Io congiungono 
a 6, e b, stanno due punti ai vertici opposti del solito esagono, converremo 
percib di rappresentare questi punti colla lettera c al piede della quale porremo 
i due indici relativi ai vertici opposti dell'esagono, che sono ad essi congiunti. 
Sarh percib ci l  = 7, c,, = 8, c,, 9. 

Un punto cih & congiunto anche a due punti ajk congiunti frn loro, queski 
due punti giacciono sui due lati dell'esagono: non passanti per la coppia di 
vertici opposti congiunti-a cih, percib cih é congiunto ai due punti ajk, i quali 
non posseggono nB l'indice i, nè l'indice h. Adunque vi sono nella Cfz. 4 
gruppi di punti: 

6 punti a; formanti un  esagono; 
6 punti aik giacenti sopra due rette; 
2 punti b, e b,; e 
3 punti Cik. 
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Si vede da1 III0 specchio, come la medesima divisione possa effettuarsi 
nelle rette della Cfz. Esse si dividono in 4 gruppi rispett." di 6, 6, 2 ,  3 rette, 
le prime 6 posseggono per resto una coppia di punti congiunti e sono preci- 
samente i lati del nostro esagono, ecc. Si vede di qui che la Cfz. è reciproca 
di sè medesima. 

. 28. Consideriamo i tre triangoli a, ,  cc,, a,; a,, a,, a,; ci,, c , ~ ,  rz5 .  Per 
le proprietà nota.te si vede subito, che i primi due sono omologici al terzo, e 
sono b, e b, i centri di prospettiva. 

Cosi i due trilateri 

sono prospettivi al medesimo trilatero 

(as6, ~ 4 4 ,  a&, (aae, C36) (a34, ~ 5 2 ,  a,;); 
e sono 

( a ,  a ,  a )  (a2,, ad5, asi), 

gli assi di prospettiva. 
Per brevità chiamiamo t,, t,, t i tre triangoli suaccennati e r , ,  r,, r i 

tre trilateri. Allora noi vediamo subito, che il trilatero r è circoscritto al trian- 
go10 t ,  mentre i trilateri ri e 7, 10 sono contemporaneamente ai due triangoli 
t, e t,. La legge colla quale i lati dei trilateri debbono paisare pei vertici 
di t, e t ,  è molto semplice. 

1 lati di r, e r, omologhi al medesimo lato di r non debbono passare pei 
2 vertici di t, e t,, i quali sono omologhi al vertice di d che giace su1 lato 
considerato di r,  nè debbono contenere una coppia di vertici omologhi ad un 
medesirno vertice di t. 

Dunque la nostra Cfz. si pub considerare sotto questi due punti di vista 
(correlativi) : 

1." Il complesso dei 9 vertici di tre triangoli due dei quali sono pro- 
spettivi al terzo insieme ai 2 centri di prospettiva ed alle 6 intersezioni dei 
lati omologhi di un trilatero prospettivo a due altri, essendo i trilateri nella 
relazione detta coi triangoli. 

2.' Il complesso dei 9 lnti di tre trilateri due dei quali sono pro- 
spettivi al terzo, insieme ai 2 assi di prospettiva ed alle 6 congiungenti i vertici 
omologhi di un triangolo prospettivo a due altri, essendo i triangoli nella re- 
lazione detta coi trilateri. 

Queste proprietà mentre pongono in tutta evidenza la mutua disposizione 
ed il diverso comportarsi dei punti e delle rette della Cfz. ci permettono di 
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costruire immediatamente la Cfz. stessa, poichè è facile vedere, che le condi- 
zioni imposte ai tre triangoli ed ai tre trilateri, conducono ad un problema 
di 2" grado. 

La legge colla quale i triangoli devono essere inscritti a i  trilateri pub 
essere diversa da quella notata, indispensabile per ottenere Cfz. del tipo da 'nui 
considerato. Quando sia soddisfatta la condizione, che per un vertice di t passi 
un solo lato di T, e per ugni vertice di t ,  O t, un solo lato di ..ri e di -7,, il 
che è possibile in molti inodi, si ottengono sempre Cfz. 17,, che manifesta- 
mente non soddisferanno più alla nostra condizione, ma c'he pure s i  ottetranno 
colla stessa costruzione. 

29. Diamo ad h e k: il valore 3, verremo CO& a considerare le Cfz. 18, 
le quali soddisfano la nostra condizione. 

Anc,he qui si dimostra senza difficoltà che se esiste una tale Cfz. la3 ,  cer- 
tamente vi è in essn un punto, che ha per resto due rette congiunte ad una 
terza. Il metodo che si segue per dimostrare questa proprieth, e per la suc- 
cessiva ricerca delle Cfz. 18, é analogo a quel10 tenuto ne1 pmcedente para- 
grafo, perb ci dispensiamo dall'esporre per disteso le discussioni ed i ragions- 
menti, che condussero ai seguenti risultati. 

Le Cfz. 18,, le quali soddisfano la solita condizione sono di quattro tipi, 
che noi indiclieremo rispettivamente coi simboli ( A ) ,  (B), (C) e (D). 

Tipo ( A ) .  1 punti della Cfz. sono di due specie: 
9 punti a,, . . . , a, hanno per resto due rette congiunte ad m a  terza; 
i 9 punti rimanenti b,,. . .2  b, hanno per resto tre rette fra lao 

estranee. 
Delle tre rette passanti per un punto della Cfz., due contengono hncora 

due punti fra loro di specie diversa, l'altra ne contiene due della medesima 
specie che perb è diversa da quella del punto considerato. 

Le stesse cose possono ripetersi per le 18 rette della Cfz. e si vede cos1 
clie il tipo ( A )  è reciproco di sè medesimo. 

Considerando i punti della stessa specie in un certo ordine, costituiscono 
due 9-goni semplici (3) e (h) i cui lati sono rispetLe i due gruppi di 9 rette 
della Cfz., si trova allora che i 9-goni sono contemporaneamente inscritti e 
circoscritti fra loro. Dunque la Cfz. (A)  è una di quelle costituite da due 9-goni 
contemporaneamente inscritti e circoscritti. 
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La  legge colla quale i lati dell'un poligono devono passare pei vertici del- 
l'altro affinché nasca una Cfz. 1€13 della natura considerata è la seguente. 

11 paligono (b) deve essere inscritto ad (a) per modo che se un vertice bi 
d i  (b) giace sopra un lato al u1+, di (a) i due vertici bi+,, Li-,, adiacenti a Li, 
devono giacere sui lati di (d), che passano pel vertice opposto ad al al+i, ossia 
per al+,, ed un lato di (b) b, b,+, deve passare pel vertice di (a) separato dallo 
stesso numero di lati da quelli che contengono i due punti km e km+,. Cosi 
se sarà (a) = a l  a,. . . a,, ( 3 )  E bi Lz.. . b 9 ,  e se sopra a, a, si troverà b,, do- 
vranno b, e b, essere sopra a5 a,, e a, a, e supponendo b, sopra as a,, e quindi 
b, sopra a, a, si avrà che la b, b, passa per a,, la b ,  b, per a,; che sopra a, a, 
si trova b,, e b, b, passa per a,, ecc., e cosi si vede che la notazione della 
Gfz. B individuata. fi poi facile trovare in quale relazione stia (a) rispetto a (b). 

Le coiidizioni imposte ai due poligoni (a) e (b) si soddisfano risolvendo 
un problema di 2" grado. 

In  questa Cfz. sarebbe impossibile avere gruppi di 6 rette tutti estranee 
fia loro, ecc. 

30. Tipi (B) e (C). Indicando, corne già si fece altre volte, coi numeri 
dall'l al 18 i punti della Cfz., allora il tipo (B) è dato dai seguenti 18 alli- 
neamenti : 

ed il tipo (C) è dato dagli allineamenti: 

Coi segni /I\, u, 5 intenderemo r i ~ p e t t . ~  di indicare, che il punto di 
cui si tratta, ha per resto tre rette congiunte (A\), due rette congiunte ad 
nna terza (m, due rette congiunte estranee alla terza (5). Sipificati corre- 
lativi avranno i simboli .-.-. , q - 7  .-#. ' 

Nella Cfz. (B) abbiamo 12 punti e 6 punti A\ i quali sono 5, 9, 16; 
6, 8, 17 che si dividono poi in due terne di punti allineati, ed abbiamo invece 
12 rette e 6 .-.-. , (1, 2 ,  311, (4, 11, 1 5 ) ~ ~  (5, 9, W, (6, 8 ,  1% 
(7, 10, 18ji; ( 1 2 ,  13, Id), , le quali non passano tre per un punto e tre per 
un altro, dunque la (B) non è una Cfz. correlativa di sè medesima. 
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La  (C) possiede 6 rette *-.-. le quali si dividono in due terne concor- 
renti in un punto, ed è precisamente la Cfz. correlstiva alla (B). 

Consideriamo le 6 rette .-,-. di (B). Esse sono fra loro estranee e quindi 
contengono tutti i 18 punti della Cfz.; le rette stesse contengono punti della 
medesima specie, cioè ve ne hanno due le (5, 9, 16), (6, 8, 17), che conten- 
gono i sei punti II\, le altre quattro contengono solamente punti IJ. 1 punti 
/1\ di una delle rette sono estranei a quelli dell'altra, invece insieme sono 
congiunti a tutti i punti I - 1 .  Ma vi è di pih. Se prendiamo la retta (5, 9, 16), 
O la (6, 8, 17), ed una qualunque delle altre quattro rette ,-.-. , per es. 
(5 ,  9, 16) ,  e (1, 2 ,  3), vediamo che i tre punti che stanno ancora sulle unenti 
le coppie di punti congiunti di queste due rette, giacciono sopra una mede- 
sima retta Adunque le sei rette .-'-. si dividono in due gruppi di 2 
e 4 rette, rispetto a ciascuna del primo gruppo le 4 del secondo si separano 
in due coppie e le 4 terne che cosi si ottengono sono rette estranee di altret- 
tante fig." (A). Cos1 riconosciamo l'esistenza di 4 fig? (A), due qualunque delle 
quali hanno in comune una sola retta che è poi una .-:-.. 

Le altre 12 rette A entrano una sol volta nelle 4 fig." (A), epperb ve- - .  
diaino, che esse si dividono in 4 terne determinate di rette estranee costituenti 
4 trilateri (fondainentali). Due qualunque di questi trilateri appartengono a 
due fig." (A) aventi una retta in comune, quindi i due trilateri sono prospettivi. 

La Cfz. (B) è adunque una Cfz. che nasce considerando i lati di quattro 
trilateri due a due prospettivi, insieme agli assi di prospettiva. 

In modo identico si vedrebbe che: 
u L a  Cfz. (C) è la Cfz. dei vertici di 4 triangoli due a due prospettivi 

insieme ai sei centri di prospettiva. n 
La legge colla quale debbonsi prendere i lati omologhi in quesiti trilateri 

prospettivi, ed i vertici nei triangoli, è perfettamente determinata quando le 
Cfz. nascenti in ta1 guisa debbano soddisfare la proprietà posta a fondamento 
delle nostre ricerche. 

Del resto qualunque sia la legge di successione degli elementi omologhi 
da noi imposta, è chiaro che giungeremo sempre a Cfz. l8,, qualora sia pos- 
sibile ottenere ne1 piano 4 trilateri, O triangoli, due a due prospettivi colla legge 
determinata. Si vede facilmente che questa costruzione dipende da un pro- 
blema di 2" grado, percib possjamo affermare che le Cfz. (B) e (C) esistono 
effettivamente. 

31. 1 vertici nei 4 triangoli della Cfz. (C) [quanto ora si dice vale pei 
lati dei trilateri fondamentali di (B)] indichiamoli rispett." colle lettere a ,  b ,  
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c, d ,  e poniamo il medesimo indice 1 2 ,  3 ai vertici omologhi ad a,, a , ,  as 
nei tre triangoli 6 ,  cl d. Determinata la successione dei vertici ne1 triangolo 
a resta determinata cos1 quella dei triangoli b ,  c l  d ,  orbene fissiamo quella 
di a in modo che, 6,  e c, siano omologhi nella coppia di triangoli b e c. La 
nostra condizione fondamentale prescrive unicamente, che i vertici omologhi 
ad un medesimo vertice non siano omologhi fra loro, quindi saranno 6, e b, 
omologhi a c3 e c i .  Il triangolo d è prospettivo a b ,  ed i vertici omologhi 
a O,, b,, O, devono essere d,, d,, di ovvero d,, d,,  d,;  allora si hanno questi 
tre casi: 

b,  b, b3 prospettivo a d2 d3 di e c, c, c3 a d, d3 di 

Il terzo caso si cangia perb ne1 secondo scambiando fra loro b e d l  ed il se- 
condo ne1 primo scambiando c con a. Adunque potremo sempre fare in modo 
che le 6 coppie di triangoli prospettivi siano: 

1 centri di prospettiva delle 6 coppie di triangoli si indicheranno rispett." con 
(a b), (a @, ( a  4, (b 4, (6 4, (c 4- 

Stando alla notazione usata indietro questo modo di indicare i punti della 
Cfz. equivarebbe a porre ad es.: 

Questa stessa notazione vale per le rette di (B). 
Ora riesce facilissirno vedere quali siano le coppie di punti (O rette) con- 

giunti ad un dato punto (O retta) e corne sia formato il resto di ciascun ele- 
mento. 

Nella Cfz. (B) esistono 5 esalateri principali contenenti tutti i 18 punti 
della Cfz. Di questi uno è quel10 formato dai sei assi di prospettiva delle sei 
coppie di trilateri, gli altri quattro sono costituiti dai tre lati di un trilatero 
insieme ai tre assi di prospettiva delle tre coppie di trilateri che si possono 
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formase eoé tre trilateri rimanenti, Due qualunque d i  questi quattro esalateri 
hanno in comune una retta appartenente al primo il quale ha cornuni tre retté 
coq eiascuno degli ski quattra, 

Fsisbno poi: 
12 pentelateri principali (non eontenuti negli esalaterih 
30 pentelateri non principali , 
36 quadrilateri principali, e 

135 non principali, 
ed in tutto 252 trilateri nessuno dei quali è principale. 

Considerazioni correlative valgono pei gruppi di punti in (C). 
In (C) poi abbiamo tre soli esalateri contenenti tutti i 18 punti della Cfz. 

e quindi in (B) tre soli gruppi di 6 punti pei quali passano tutte le 18 rette 
della Cfz. 

32. Tipo (D). Esso è correlativo di sè medesimo ed è dato dai 18 alli- 
neamenti : 

I della Cfe. sono di tre specie: 
2 /h, cioè 6 e 14, 
4 r ,  cioè 2,  4, 10 ed 11, e 

12 u. 
1 due punti /I\ s i  comportano ben diversamente, poichè all'uno (14) sono 

congiunti i quattro punti 6 aH'altro (6) nessun punbo di questa specie. 
LQ- s h s q  si dics delle rette: v i  sono - 

2 rette .-.-., (1,6, 7),, (12, 13, 14),, e 
4 rette .A., che si dividono in due coppie di rette congiunte fra 

loro ed alla (12, 13, 14)1, e 
12 rette Togliendo da queste le due passanti per 14, le 10  rima- 

nenti si dividono i; due gruppi di 5 formanti colla (1, 6, ?), una fig? (A). Perb 
nellrt Cfz. abbiamo due figrne (A) aventi una retta comune 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Correlativamente si vedrebbe, che ecce'ttuati i due punti conghnti a 
14, i 10 timanenti si distribuiscono in due gruppi di 5 formanti ciascuno c m  
6 una fig? (D), ossia una coppia di terne complementari: 1, 8, 9;  3, 5, 6 
e 7, 16, 1 7 ;  6 ,  15 ,  18. Avendo queste coppie di terne complementari l'elerhehto 
comme 6 possiamo riguardare le due terne 1, 8, 9 ;  7 ,  16, 17 corne i vertici 
di due triangoli prospettivi, essendo 6 il centro di prospettiva e 1, 7; 8, 1 7 ;  
9 ,  16 le coppie di vertici omologhi. 

Proiettando il primo triangolo da 3 ê poi d a  5 risultano i due triangoli 
2 ,  12; 11; 4 ,  10, 13 ed esso prospettivi , i quali sono poi ianche p r q e t t i v i  
fra loro rispetto a 14. 

Proiettando il secmdb da 15 e 18 si ottengono i due triangoli 11, 13, 2; 
10, 4, 12 fra loro prospettivi pure rispetto a 14. 

Il  complesso dei 6 vertici di questi due triangoli è 10 stesso di quel10 dei 
due precedenti prospettivi ad 1, 8, 9. 

Dunque la nostra Cfz. è una di quelle formata dai vertici di due coppie 
di triangoli prospettivi 

aventi questa relazione : 
a ,  a, a, è prospettivû ai due triangoli ci c, c3, di d, d3 ,  e 

6, b, b3 è prospettivo a due altri triangoli che si ottengono scambiando 

due vertici omologhi nei due triangoli prospettivi ( Ci Co c3 , insieme ai 6 centri 
( di d* d, 

di prospettiva. 
Se non si aggiunge altro si hanno moltissime Cfz. 18, nascenti in questo 

modo (e si costruiscono risolvendo un problema di 2' grado), ma se si aggiunge 
che due vertici omologhi in una coppia di triangoli prospettivi non debbano 
essere mai omologhi si ottiene un unico tipo di CIZ. 1S3 che B appunto il 
tipo (D). In questo cas0 le 6 coppie di triangoli prospettivi si possono semgre 
supporre le seguenti : 

Anche qui i 6 centri di prospettiva si potranno indicare con (a b), (c 4, (a c), 
(a 4, (b 4, (6 dl* 

Valgono poi tutte le considerazioni correlative. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 Mar t in e t t i : Sopra aletme cola figuraxioni pia fie. 

~ notevole il fatto che questo modo di stabilire la proiettivith dei triaiigoli 
permetta di poter disporre 1'2 delle 18 congiungenti i vertici ornologhi in 4 
trilateri, che abbiano la disposizione correlativa menzionata pei triangoli, e 
che di più gli assi di prospettiva siano le altre 6 congiungenti. 

La notazione ora indicata equivarebbe a porre ad es. . 

l a ,  2 r c , ,  3=(ac),  4=d,, 5 3 ( a 4 ,  6 r ( a b ) ,  

? = b , ,  8=ai ,  9=a,  

10-d3,  11 -c. ,  12=c , ,  IS = di, 14-(cd), 15 - (bc) ,  . 

1 6 = b 2 ,  1 7 ~ 6 , ~  18=(bd). 

Pavia, giugno 1585. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle formule fondamentali 
della Geodesia geoidica. 

(Memoria di  ENRICO PUCCI, professore tzella R. Universith d i  Roma.) 

N e l i a  prima parte della nota Memoria di BESSEL sopra VirtfEuensa delle 
irregolarità della terra nei lavuri geodetici si trovano sviiuppate le espressioni 
analitiche delle differenze fra le coordinate astronomiche dei punti di una geo- 
detica del Geoide e le corrispondenti coordinate ellissoidiche calcolate come se 
la geodetica stessa appartenesse a117ellissoide di riferimento (ellissoide terre- 
stre), facendo cioé astrazione dalla diversità delle due superficie. BESSEL non 
ha applicato tali espressioni, ma se n'è servito soltanto per stabilire l'ordine di 
grandezza delle quantità che, dipendendo dalle cosiddette attrazioni locali e 
dalle ondulazioni del Geoide, non si possono valutare se non per mezzo di ap- 
prossimazioni successive, e che in realtà sogliono essere trascurate; interpre- 
tando perb le formule Besseliane si cade in contraddizione coi risultati dedotti 
nella seconda parte della stessa sua Memoria con un'analisi molto meno de- 
licata e rigorosa. Questa contraddizione proviene da due errori commessi nella 
prima parte, l'uno ne1 ricavare ne1 $ 3 l'espressione geoidica della quantità 

per la quale trova 

h trelasciando un termine dell'ordine stesso di - 2  dipendente dalle attrazioni lo- 
a 

cali, l'altro nell'integrare definitamente per approssimazione ne1 9 4 le quantità 
p . d a ,  p.da. Correggendo tali errori e modificarido un poco le condizioni ai 
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limiti degli integrali si possono stabilire le formule fondamentali della Geodesia 
geodica, le quali, se dentro l'approssimazione delle odierne misure non con- 
ducono a risultati completamente nuovi, da un lato giustificano i procedimenti 
analitici usati nei calcoli della Geodesia scientifica e dhnno il modo di tener 
conto in gran parte anche delle quantità che cornuneniente si trascurano, e 
dall'altro lato permettono di formulare delle importanti proposizioni con un 
metodo di ricerca che mi sembra meritare l'attenzione dei Geodeti. 

Credo pertanto c,he valga la pena di ricostituire in questo nuovo ordine 
di idee la Memoria Besseliana con un'analisi in parte diversa, ma che non 
ammetta obiezione, ed introducendo in luogo dei simboli di BESSEL che non 
hanno significato geometrico esplicito, gli enti geodetici che possono esser cal- 
colati da un sistema di misure astronomico-geodetiche. 

Estendiamo l'idea delle coordinate astronomiche al caso .di una superfic.ie 
qualunque, col definire per collatitudine astronomica di un punto di una su- 
perficie l'angolo piano che la normale in ta1 punto fa con un asse fisso (asse 
polare), e per longitudine astronomicu l'angolo diedro che il piano che con- 
tiene questa normale e una parallela all'asse fisso (piano meridiano) fa con un 
piano fisso che passi per l'asse, e cerchiamo le equazioni differenziali delle 
geodetiche in funzione di siffatte coordinate. Percib imrnaginiamo anzitutto ri- 
ferita la superficie ad una terna di assi cartesiani, di cui quello delle x coincida 
coll'asse polare suddetto, e quello delle x sia parallelo al piano fisso scelto 
come origine delle longitudini; gli angoli V,, Vg ,  FE che la normale in un 
punto M(x ,  y, s) della superficie fa cogli assi cartesiani sono dati in funzione 
della latitiidine 1 e della longitudine A dalle ilote relazioni: 

i cos Fy = COS 1.sen A ,  (1) 
cos V ,  = sen Z. 

Sia 
F(x ,  y, a) = O 

I'equazione della superficie considerata, ed indichiamo con R il raggio di cur- 
vah ra  e con SZ, Sy, sz gli angoli di direzione di una sua geodetica; é noto 
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che le equazioni di questa curva possono essere scritte corne segue 

i due segni caratterizzando le due direzioni della normale V, corrispondenti 
alle due faccie della superficie. Se si considera, come qui faremo, la sala dire- 
zione diretta verso 10 Zenit astronornico (direzione che corrisponde su1 Geoide . 
alla faccia convesso-convessa) sono da tenere i segni negativi; quindi, introdu- 
cendo per Vs,  VY, Pz i loro valori in Z e A, come equazioni delle geodetiche 
porremo : 

R.d(coss,) + cos1.cosA.ds r= 0, 1 

Per esprimere in funzione delle coordinate astronomiche anche i coseni 
di direzione della curva, indichiamo con N,, A?,, X, gli angoli che fa cogli 
assi la direzione della sezione normale formata sulla superficie da1 piano me- 
iidiano del punto qualunque M(x,  y, x), direzione che, per analogia al cas0 del 
Geoide, diremo cardifiale fiord-sud; è facile vedere che si ha: 

cos& = - cos A .  sen 1 ,  

cosN, = - senA.sen1, 

cosif, = cos l. . 

Analogamente rappresentando con E,, Ey, E, gli angoli formati cogli assi 
dalla direxiom cardhale  est-ovest, ossia dalla direzione perpendicolare alla 
nord-sud sulla superficie, si trova : 

Ors la normale M P  in un punto della superficie e le direzioni cardinali nord- 
sud ed est-ovest costituiscono una nuova terna di assi cartesimi, coi quali la 
direzione d s  di una linea della superficie ne1 punto considerato fa rispettiva- 
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mente gli angoli 90°, A, e 90" - A ,  essendo A l'azimut astronomico della 
linea, e riferendo a tali assi anche gli assi delle x ,  delle y e delle x si ottiene: 

= COS Z. COS A. / 

Le equazioni (2) si trasformano quindi nelle seguenti 

cos1.cosÀ.d~ - COSI.COSÀ.COSA.R.~Z - (senZ.senA.cosA - cosÀ.senA)R.dh - 
- (sen1.cosh.senA - senA.cosd)R.dA, 

cos1.senA.d~ = cos1.senA.cosA.R.dl + (senl.cosA.cosA$ senL.senA)R.clA - 
- (senl.senl.senA + cosl.cosA)R.dA, 

sen1 .d~ = senl.cosA.R.dl+ cosl.senA.R,dA, 

che prima aommate membro a membro dopo essere state moltiplicate rispetti- 
vamente per 

cosl.cosl, cosl.senl, senl, 

e, successivamente, coll'eliminazione di d s  fra le prime due, danno 

Queste sono le equazioni differenziali delle geodetiche di una superficie qiia- 
lunque, date da BESSEL nella citata Memoria. 

L'integrazione di queste equazioni non pu13 esser fatta in generale, senza 
cioè caratterizzare la superficie, giaachè dalla natura della superficie dipendono 
le variazioni elementari d l  e dh che prendono le coordinate astronomiche lungo 
una linea tracciata su di essa. Tralascieremo quindi l'elegante ricerca delle 
espressioni generali di queste variazioni, istituita da BESSEL, e ci proporremo 
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senza pih di integrare le (6) pel cas0 del Geoide, ossia di una superficie on- 
dulata estremamente poco diversa da un ellissoide di rivoluzione, osservando 
che 10 spirit0 del procedimento che qui sviluppiamo pub, con poche modifica- 
zioni, essere applicato in ogiii altro caso analogo, purchè sia nota di natura, 
e si possa esperimentalmente determinare una superficie (superficie d i  riferi- 
rnento) molto prossima alla superficie da studiare. 

Affinchb le coordinate astronomiche 1 e i\ sopra definite rappresentino su1 
Geoide gli enti propriamente indicati dalla loro denorninazione è necessario, 
ne1 sistema di coordinate cartesiane dei precedenti paragrafi, scegliere come 
asse delle z l'asse polare terrestre cui, per determinazione, è parallelo l'asse 
minore dell'ellissoide di riferimento scelto a rappresentare la superficie mate- 
matica della terra: ponendo inoltre l'origine, che rimane arbitraria, al centro 
di questo ellissoide, ed indicando in generale con h (altitudine ellissoidica) la 
parte di una normale ellissoidica compresa fra l'ellissoide ed il Geoide e con 
n,, n,, 12, gli angoli di direzione della normale stessa, fra le coordinate xi, 
y,, z, dei panti de117ellissoide e quelle a, y, x dei punti del Geoide si avranilo 
le corrispondenze 

x =xi + h.cosn,, 

x = xi + h.cosnz, 

che si riducono alle seguenti 

espimendo xi,  yi, xi in funzione delle corrispondenti coordinate geografiche y 
(l&'&ine) ed o (longitudine), ed osservando che dall'equazione dell'ellissoide 
a due assi 

O dalle (1) si deduce: 
cosn, = CoSrp.cosW, 

cos% = sen y. 
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Introduciamo ancora le seguenti notazioni : 
6 = attrazione locale (ossia l'angolo fra una normale ellissoidica e la 

corrispondente verticale), 
rl/ = azimut del piano verticale in cui agisce l'attrazione locale, 
5 = componente stimata dell'attrazione locale nella direzione del me- 

ridiano, 
= componente stimata dell'attrazione locale nella direzione del pa- 

rallelo, 
8, = componente stimata dell'attrazione locale nell'azimut A ,  
a = azimut ellissoidico, 
p = raggio di curvatura del meridiano ellissoidico sotto la latitudine y, 
r = raggio del parallelo ellissoidico sotto la latitudine y ,  

e ricordiamo che, geodeticamente parlando, negli sviluppi in serie si conside- 
h2 

rano come affatto trascurabili rispetto all'unità le quantità dell'ordine di a;? 6', 

1L 

Per una linea s qualunque del Geoide si ha evidentemente [v. formule (111 

mentre le corrispondenze (7), tenendo presente che in generale è 

d h  
ed osservando che la derivata - deve esser considerata come una quantità 

d s  
tutto al più dell'ordine di h , d h n o  dentro 1' approssimazione geodetica sudde tta : 
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Inoltre è noto che fra le coordinate astronomiche di un punto del Geoide e 
le coordinate geografiche rp ed w del punto ellissoidico che, poste le (7), gli 
corrisponde, si hanno le relazioni 

l = p - t l  
A = w - %.sec?, 

cosicchè, dentro l'approssimazione suddetta, si pub porre: 

sen1 =sen?  -.,$.cosy. 

Sostituendo nella (8) si trova 

d'onde, introducendo in luogo di 5 e di ul i loro valori in funzione dell'attrazione 
locale complessiva 6 e dell'azimut 9 in cui essa agisce, si t rae:  

L'ut truxione loccxle i n  u n a  direxione geoidicn qualu?zque è quindi zigunie a l  
coeficiente d i  variuxione deli 'alt i tudine ellissoidica 212 quella direxione. 

Se nelle corrispondenze (7) si esprimono g, ed o in funzione di 1 e A si 
ottengono (sempre dentro la già indicata approssimazione) le relazioni seguenti 

a (1 - e2) sen 1 
x = + 4.a.cosl+ h ,senl ,  

\/1 - e 2 .  seriz 1 

che rappresentano le corrispondenze fra le coordinate cartesiane del Geoide e 
le coordinate astronomiche 1 e 1, giacchè h ,  5 ed q debbono esser considerate 
come delle funzioni, esperimentalmente determinabili, di E e A. Dalle (11) si 
deduce facilmente l'espressione dell'elemento lineare geoidico in coordinate 
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astronomiche, e da questa scaturiscono delle interessanti proprietà delle linee 
meridiane (linee di eguale longitudine) e dei paralleli geoidici (linee di eguale 
latitudine): ma noi abbandoniamo tale argomento, corne quel10 che non ha 
attinenza colle formule fondamentali che vogliamo stabilire. 

Derivando rispetto all'arco s di una linea geoidica qualunque, caratte- 
rizzata dai valori che prende l'azimut astronomico A lurigo di essa, tenendo 
conto delle (5), e ponendo per semplicità 

a R, = 
\I 1 - r , * .  sen2 E 

dalle (11) si ottiene 

-- dri d k .  
d 5  .a.senl.senA + -.a.cosl + - oosl.senl, 
d s d s  d s  *= cod.cosA= 

d s 
d 1 d t  d h  = -(R,cosl- S.a.senl+ h.cosl) f a.cosZ + zsenl, 
d s 

d'onde si trae 
cos A (1 - e 2 .  sen2Z) "2 F, 

d l  = d s - d [ - - . ~ ~ ~ A . d ~ - q . d a ,  
a (1 - e2) u2 

(13) 

cos l . d l=  sen A ~ I  - e2.seng6 .sen A . d s  + E.da, cls-dv--  
a a2 
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col yorre, corne dentro l'approssirnazione delle (11) è permessa di fare, 

tang 1. sen A d A = d a =  
a 

d s 

nei termini dipendenti dalle attrazioni locali. 

Le  equazioni differenziali (13) convengono ad una linea geoidica qua- 
lunque, ma per integrarle è necessario caratterizzare la natura della linea e, 
per il caso, qui studiato, di una geodetica basta per cib aggiungere alle (13) 
una delle due equazioni fondamentali (6); scegliendo la seconda prenderemo 
dunque ad integrare le equazioni simultanee seguenti 

s e n A  il - d . s e n 2 1  h 
cotg1.dA = d s  - d a  - - sen A.ds + (.du, 

CC ne \ 

cos A (1 - e2. sene 1 )  % 18 
d l =  d s - d E -  . e o ~ A . d s - ~ . d . ,  \ 

delle quali la terza proviene dall'eliminazioiie di d l  fra la seconda e l'ultima. 
Indichiamo con or, U' la latitudine, la longitudine e l'azimut geografici 

lungo un arc0 di geodetica ellissoidica che parta da1 punto = l, + to ,  
oto = A. + Vosec rfo (che sull'ellissoide corrisponde geodeticamente, ne1 senso già 
indicato, all'origine M(l,, A,) della geodetica geoidica s, che si vu01 conside- 
rare), sotto 17 azimut 8, = A,  + rl,tangrf, (*) corrispondente all' azimut A,  di 
partenza della si e che sia in lunghezza uguale alla si stessa, e poniamo in 

a ( l  - L ~ )  L* 

sen A ~ I  - e2.sen21 A 
cosl.dA---- ----ds-do-- senA.ds + E . d a ,  

a aZ 

generale 

(14) 

intendendo che 1 ,  1 ed A da una parte, y', wr ed a' dal17altra siano i valori 

(*) È nota clie ri tanpy rappresenta l'influenza dell'attrazione locale nell'azimut. 
Annali di Mutematka, tama XIV. 26 
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delle coordinate corrispondenti ad un comune qualunque valore s degli archi 
di geodetica geoidica ed ellissoidica. Le  quantità E ? ,  E " ,  E, saranno dell'ordine 
delle attrazioni locali, dimodochè dentro la solita approssimazione, nelle gizl 
indicate notazioni degli elementi geodetici, potremo scrivere 

COS A (1 - 2. sen21) 3/2 cosr,' sen u ' . E ~  =-- 
a (1 - eZ) P' P' 

> 

sen A d i  - e2 . sen2 1 seri a' . sen cp' cos a'. sen 9'. cm sen CC' . cp - -- 
a .  cotg2 r' 3. Y' f rl.eospp ' 

O più semplicemente : 

cos A (1 - L ~ .  senP Z)  "2 
ds = d - t u  COSY)'. do1, 

a(1 - e2) 

sexi ~ i 1  - ?.sen21 
d s  = du' f tasecq'.d4>' $ tPsecq'.dat, 

a .  cosl 

sen A\Il - 2. sen21 cY. d a' ds = da' -/- e,tangy'.drpr + --. 
a .  cotg1 sen y'. cos y' 

Per  mezzo di questi sviluppi e delle corrispondenze (15) la prima e la terza 
delle relazioni (14) si trasformano facilniente nelle seguenti 

E d  COS y' a&. = - - h 
du' - d 5  - - c 0 s d . d ~  - y .dat, 

seri y' ,a2 

h 
d ( i u c o s ~ ' ) =  % d ~ ' - ( d ~ + ~ s e n a ' . d s - < . d . ' ) s e n ~ ' ,  sen pr 

che, moltiplicate rispettivamente per cosa' e per sena'.senY1, e sommatc membro 
a membro, danno: 

~ V . C O S ~ ' . C O S C I ' . ~ C ( '   COS^'. - €?sena'. da' $ sena'.sen y'. ~ ( E ~ c o s ~ ' )  f - 
sen cp' 

I l  primo membro di questa equazione si riduce a una differenziale esatta, 
ossia a 
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osservando che, dentro l'approssimazione tenuta, è 

e, per conseguenza, 
COS c i  

d(sen ?'. sen a') = - da'; 
'sen y 

porremo pertanto 

J 

-L)h(l-cos2y'.sen2a')ds+ II$ (E.sen2p'.sena' - ~ . c o s a ~ ) d a '  + C,, S 
rappresentando con Ci la costante di integrazione, da determinare poi per mezzo 
delle condizioni ai  limiti degli  integrali. 

Analogamente se si sottraggono membro a menibro le (16) dopo averle 
rispettivamente moltiplicate per sena'.senrfl e per  COS^' si trova, tenendo conto 
della precedente relazione approssimativa (17) ed integrando: 

i,senal.senp.' - ~,coscp'.cosa' = -I(senaf.d$ - aosaf.dn)senp' - 
-l(il. sen,' + E .  COSU') sen y'. da1 f C2. 

Ora le (18) e (19), risolute rispetto alle nostre incognite E? ed Ee) danno: 

E? (1 - coseY' .sen%') = - cosa' (cosa'. d t  + sene{. sen a'. du) - I 
(sena'. d5 -  COS^'. dq)  sen y' - cosa' (?. cos a' - E , senz y'. senar)da' - 

COS Lx' - -b(1 a2 - cos2y'.sen2ar)ds, 

i a ~ o s c p l ( l  - c o ~ ~ ~ ' . s e n ~ a ' )  = - senrp'.senal (cosaf.d5 + sen2p'.sena'.dÏi) f S 

sen 9'. sen cr' - j h ( 1  - cos2y'.sen?a')ds; 
u8 
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ma lungo la geodetica ellissoidica s, cui le quantità E , ,  E ,  si riferiscono, si ha 

'cosy' . sen cc' 
= costante - sen p,  

\Il - ~ ~ . s e n ~ c p '  

wendo f i  un angolo ausiliario costante; quindi, ponendo per semplificare 

cos2p. II =S(senaf . d 6 - cos a'. dq) sen y', 

cosVaII1= ( q . ~ ~ ~ a '  - 5.sen2(p'.sena)da', l 

dentro l'approssimazione tenuta avremo: 

- sena'.senrp'(II + IV) + C, cos r' + C, sen a' . sen v' 
cos2 p 

t,coslf1=-senal.sencp' 

+ cosa'(1I + IV) $ 
C, sen cc' .  sen cp' -- C, cos a' 

cosZ p 

Per dedurre anche l'espressione analitica di E ,  intïoduciamo nell'ultima 
delle (14) in luogo di dA e di d h  i valori che per tali quantith si deducono 
differenziaiido le corrispondenze (15); avrerno per ta1 guisa 

d'onde, se si scrtmbia, corne più sopra, 1 con rp ne1 termine dipendente da 
e si tien conto della relazione ellissoidica f'ra dm' e da', si trae con facili tras- 
formazioni 
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e, quindi, sostituendo ad E , ,  E ,  le loro espressioni (22): 

C, sen a'. sen y' - Cg cos or' Ci COS t~' + C2 sen cc'. sen cp' 
+J' sen2p1.cosDp 

.cosrff.da' + C,. 
sen2 y'. cos2 p 

Si ha per altro identicamente 

d(cosyf.sen~') = cosy'.cos~'.dcc' - senal.sen yl.dp', 

-(cotg$. bosar. d(I1f IV) + Cd, 1 
e, dentro l'approssimazione tenuta nei paragrafi precedenti, si pub, nei termini 
dipendenti dalle attrazioni locali, ammet tere che sia 

COS y ' .  sen a' = sen p , 
 COS ?'.sena') = 0; 

1 
\ (25) 

ponendo ancora 
" 

è facile quindi  trasformare l'equazione (24) nrlla seguente 

COS y' = - sena' -t cos a'. sen (II + IV) $ cos (V + VI) + 
C ,  sen cc' .sen cp' - C, cos a' (7 s + (Cs -- C,) cos y' + 

cos2 p .  sen y' a. sen2 p' ' 
che dà l'espressione di E ,  cercata. 

Fer rendere esplicito il significato analitico degli integrali 1, II e V clle 
dipendono da d$ e da d q  introduciamo le relazioni fra le componenti 5 ed ri 
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cos1 avremo 

cosgp . II = - sen y'. cosx. dY - cos y', cos afoJsen X. d ~ ,  I 
e, sostituendo nelle (22) e (27), si otterrà, dopo qualche trasformazione fatta 
teneiido conto delle (31): 

d 

h + cos2p. sen (. ds + d ~ )  - C* cos coszpJ 
d s 

a u . seii2 y' + 
+ Cl sen rq' . sen cr' - C, cos x' 

sen 9' 
+ (Ca - C,) cos y'. c0s2p, 
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L e  integrazioni accennate non possono essere eseguite in generale, giacchè, 
a priori, ci è affatto sconosciuta la relazione fra x e l'attrazione locale lungo 
la geodetica s; ma ne1 cas0 in cui l'arco s sia di  lunghezza limitata, per modo 

S che le quantità - ed x possano esser considerate come piccole del 1" ordine, 
cc 

dentro l'approssimazione del secondo ordine relativo ($1, ossia dell'ordine di 
t . s 9 . S - e di - nelle formule precedenti si pub evidentemente porre 

L1 ( L  

giaechè la differenza fra 5 e x è dell'ordine di *. Ora dalle (30) si trae 
CC CC 

inoltre, dentro l'approssimazione del secondo ordine relativo suddetto, si ha 

S 
perchè le variazioni di a' e di y' lungo la geodetica s sono dell'ordine di - 6 

n 
Finalmente per determinare le varie costanti di integrazione jmmaginiamo che 
tutte le integrazioni sieno estese fra i limiti corrispondenti agli estremi del- 

(*) Geodeticamente parlando debbono esser considerate come piccole del 1' ordine rea 

lativo le grandcxze analoghe ad. 5 il cui valore cresce col crcscere della distanza, e del . a 
1' ordine assoluto quelle analoghe ad e2. E ovvio il motivo di tale distinzione. 
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l'arco s della geodetica ellissoidica, e ricordiamo che a1150rigine di questo le' 
coordinate ellissoidiche sono per ipotesi 

per modo che le deviazioni E ? ,  eu, E~ prendono quivi rispettivamente i valori 
- 10, - ~,sea{,,', - atang{o; le formule (18) e (19) dànno in ta1 cas0 

C, = - t0 senu', sen f q, sen cosa'o, 

d'onde si vede che ne1 formare le quantità 

C, COS a' + Closen$. sen a', 

Ci sen a'. sen y' - Ce cos CL', 

dentro l'approssimazione tenuta si pub porre (*): 

S. tang~p'~sen a', S. cos at0 
a' = a', + 3 

a 

r S  
COS a' = COS cr - - tang cpt0 ~ enza '~ ,  

a 

S 
sen a = sen a'o i- - a tang y'o sen a', cos a'o , 

Con tali avvertenze si deduce 

Cfi sen a'. sen y' - Cz cos a' = - 

(*) È noto che si ha in generale (serie di Legendre): 

Annali di Matematica, tomo XIV. 
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e, analogamente, dalle formule (23), (24) e (33) si ricava: 
Cs= CA= O, 

C, = - = - t0 cos utO - q0 sen a', , 
C, = - = 5, sen aro - qo COS ut0. 

Sostituendo nelle equazioni finali del paragrafo precedente si trova 

vos 1 - y' = elp = - Eo - 5 + tocos(a' - a',) + - tang p'osenu'o - nOsen(ar - uto) + 
Q 

a' + sena'(a'~adn' + COSU' J Q900+ada' - jdq. da1 - cos a'f -$ d 8 ,  

M'O a'o a'o O 

( A  - a') COS y' = cos y'. ca = - -osen y', - q .senrp' + qo sen y'. cos(al - a',) + 
(,s sen urO a' + 50aeny'.sen(a1 - Mo) - - - - 
a COS(P', sen<p'.oosal( eadctl + 

e queste relazioni si riducono alla loro forma più semplice osservando che dentro 
l'approssimazione tenuta ne1 dedurle si pub porre in esse, corne del resto ab- 
biamo già implicitamente fatto : 

t S. tang y', sen a', 
a - a , = -  9 

a 

 COS(^ - a',) = 1, sen(at - i o )  = a' - do, 
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per ta1 guisa si ottiene con facili tïasformazioni 

d s ( A  - a') cos y' = - y .  sen y' f cos p, 
O 

e queste sono le equazioni fondamentali della Geodesia geoidica, giacché dànno 
in funzione di quantità sperimentalmente determinabili (come sono 5 ,  8 ed lz) 
le differenze fra le coordinate astronomiche dei punti di m a  geodetica geoi- 
dica, e le corrispondenti coordinate ellissoidiche, calcolate come se la geo- 
detica appartenesse all'ellissoide di riferimento. 

Rappresentando con L e A le coordinate astronomiche del punto del 
Geoide che geodeticarnente corrisponde all'estremo p', W' dell'arco s di geode- 
tica dell'ellissoide, ossia che è situato sulla normale ellissoidica condotta per 
questo estremo, e con A' l'azimut astronornico che, corretto dall'influenza del- 
l'attrazione locale, è eguale all'azimut ellissoidico a', le (35) possono anche 
scriversi come segue 

h 1 - ~ = - c o s a ' (  - a s ,  a2 
\ 

O 

sen a' A - h = - -  
cos cf' ['A d s ,  (36) 

O 
-S h 

A - A.' = A J  a ûgon+a. ds - tangpl.sena'J a d s ,  
O O 

sotto la qua1 forma dànno gli errori che si commettono ne1 trasportare la la- 
titudine, la longitudine e l'azimut lungo una geodetica geoidica se si considera 
questa come ellissoidica, ma si tien conto a parte (come si suole ne1 calcolo 
delle costanti terrestri) dell'influenza che hanno le attrazioni locali negli ele- 
menti del punto di partenza. Pw le latitudini e le longitudifzi cosi calcolate 
ta l i  errori non dipendono clre dall'elevazione d e z / p w t i  geoidici al  ilisopra del- 
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l'ellissoide d i  riferimento, ma per 2'aximut ifijuiscono anche le deviaxioni frq 
i piani osculatori della geodetica geoidica e quelli della geodetica ellissoidica 
corrispondenti, deviazioni che sono prossimamente misurate dalle compmenti 

8,,.+, delle attrazioni locali negli azimut 90" + a. 

E d  invero sia Ne (v. figura annessa) la normale 
ellissoidica ed N, la verticale di un piinto qualun- 
que del Geoide, O S  la direzione di un elemento 
di geodetica ellissoidica, e 0E la traccia del piano 
Ne OXg su1 piano tangente all'ellissoide ; ne1 trian- 
go10 sferico AB C corrispondente al triedro N,W,S 
si ha evidentemente c = 6 e b = 90°, e l'angolo A 
è la differenza fra l'azimut + del piano A OB ne1 
quale agisce l'attrazione locale e l'azimut a della 
geodetica S; finalmente l'angolo C = p, dentro l'ap- 

S prossimazione delle (36), rappresenta appunto la de- 
Fig. i. 

viazione suddetta per una delle coppie di piani oscu- 
latori corrispondenti: ora tale triangolo dà 

ossia 
tangp = tang B .  sen(+ - a), 

p =  o.sen($-a)= - e,,.,,, (37) 

corne abbiamo sopra enunciato. 
Le relazioni ('36) determinano ancora le correzioni che debbono esser fatte 

all'azimut e alla lunghezza di un arc0 di geodetica geoidica per ridurlo al- 
l'arco di geodetica ellissoidica corrispondente, che corre cioè fra i p n t i  del- 
l'ellissoide che geodeticamente corrispondono agli estremi dell'arco geoidico. 
Le espressioni analitiche di tali correzioni si ottengono dalle formule seguenti 

che sono approssimate fino al second'ordine inclusivamente (*), e nelle quali le 
quantità a, r e p si riferiscono all'estremo di arrivo delle geodetica s e dhq,,, 

(*) Queste formule si deducono differenoiando rispetto ad s e ad cr le note serie di LE- 
GENDRE, in parte gi8 sopra citate in nota, ed introducendo, per mezzo delle serie stesse, in 
luogo degli elementi del punto iniziale y,, wo quelli del punto di arrivo. 
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 AGI,,, rappresentano le variazioni che subiscono le differenze di latitudine e 
di longitudine fra gli estremi di un arco di geodetica ellissoidica se l'azimut 
iniziale e la lunghezza della. geodetica prendono degli aumenti da e 8 s  pic- 
colissimi. Quantunque tali relazioni appartengano in realtà all'ellissoide, dentro 
l'approssirnazione qui tenuta sono applicabili anche al Geoide; ponendo quindi 

J A p , a = 2  - L, 1 - A ,  
si trova 

d'onde si conclude che una geodetica etlissoidica d i ' e ~ i s c e  dalla geodetica 

geoidica corrispondente per - d s in lunghexxa e per Q,, tang 1, in orientu- J: 
O 

mento. 
È importante il notare che tutte le formule precedenti in pratica non sono 

applicabili che al caso in cui la geodetica geoidica s sia stata misurata diret- 
tamente (base geodetica) O sia uno dei lati elementari di una triangolazione, 
giacchè i grandi archi di una geodetica non possono emere calcolati che per 
mezzo di una rete di triangoli compensati e risoluti corne ellissoidici, e coine 
se ad un ellissoide la geodetica appartenesse, dimodochè rimane solo da tener 
conto delle correzioni da farsi agli elementi osservati della triangolazione per 
ridurli all'ellissoide di riferimento. 

Da1 coufronto fra le basi geodetiche, fatto per mezzo delle triangolazioni 
interposte, scaturisce uno dei varii argomenti che militano contro le conclusioni 
cui conduce il calcolo delle onde geoidiche fatto a priori colla teorica dell'at- 
trazione Newtoniana, immaginando che le densità siano equabilmente distribuite 
nell'interno della terra e tenendo conto soltanto delle scabrosità visibili della 
crosta e degli avvallamenti marini. È noto infatti che le differenze fra i valori 
continentali di h cos) calcolati e quelli marini raggiungono parecchie centinaja 
di metri, perlochè le discordanze fra le basi misurate sulle coste e quelle mi- 
surate nelle parti centrali dei continenti dovrebbero essere molto rilevanti e 
molto maggiori delle massime constatate. L'estrenza piccolezza d i  queste di- 
scordanxe tende quindi, corne le altre analoghe deternzinaxioni astronornico- 
geodetiche, a f a r  supporrs che le ondulazioni continentaii do! geoide ssieno wzolto 
piccole, e che lungo ciasciln raggio vettore della terra v i  sia una  specie d i  com- 
pensaxione nella distribuzione della massa. . . .  
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L'azimut geoidico A, che abbiamo introdotto in calcolo nei paragrafi pre- 
cedenti, e che caratterizza la geodetica geoidica s, data la sua origine, non 
pub essere direttamente osservato: in sua vece si considera, come è noto, 
l'azimut ne1 punto s = O della sezione verticale corrispondente ad s, ossia che 
passa per l'altro estremo di quest'arco, e si calcola quindi la differenza fra 
tale azimut ed A, considerando il Geoide come confuso coll'ellissoide di rife- 
rimento. Si conoscono, è vero, delle formule di riduzione anche pel caso di 
una superficie qualunque, ma in queste compariscono i raggi di curvatu'rit 
principali della superficie, i quali, a priori, per il cas0 del Geoide sono ignoti, 
e che nelle piccole ondulazioni locali variano rapidnment.e da un punto ad un 
altro. Teoreticamente parlando interessa quindi di studiare l'influenza che 
haiino le attrazioni locali e le ondulazioni geoidiche in questa riduzione (*). 

Sia pertanto A(x,,  y,, x,) un punto geoidico qualunque di latitudine l,,, 
da cui partano la geodetica A B  sotto l'azimut A, e la corrispondente sezione 
verticale sotto 1' azimut A, + b A = Ai ; l'equazione del piano verticale in A 
che passa per B sarà della forma 

Mi ( ~ 0  - X) + Mz (y, - Y )  + M3 (xo - 2) = 0 , (39) 
essendo X, Y, Z le coordinate correnti (che debbono potersi identificare colle 
coordinate x,, y,, xi del punto B), ed Mi, M,, M3 i coefficienti angolari del 

piano, che sono proporzionali ai coseni degli angoli 
formati cogli assi da una perpendicolare al piano 
stesso. L'origine delle longitudini essendo arbitraria, 
supponiamo che esse siano contate a partire da1 piano 

P meridiano del punto A; ci6 posto, sia sulla cosiddetta 
sfera celeste (rappresentata in projezione nella an- 
nessa figura 2) O 10 Zenit del punto A ,  T quel10 di 
B, e siano P, M, E, K rispettivamente i punti che 

M individuano le direzioni degli assi coordinati delle 
 FI^. 2. x, x, y e la direzione di una perpendicolare al piano 

verticale considerato; evidentemente sarà 
arco O M = l , ,  arco 0 K = 90°, arco O E = 90°, 

a n g o l o P O K = 9 0 ° + A , ,  ango loEOK=A, ,  

(*) Praticamente gli azimut osservati si riferiscono sempre a punti molto prossimi e si 
pu6 ammettere senz'altro che la geodetica che riunisce questi punti si confonda coll'arco 
di sezione normale corriepondente. 
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ed i tre archi MK, EK, PK rappresenteranno gli angoli K,, Ky, K, che 
la suddetta perpendicolare fa cogli assi coordinati. Ora i triangoli sferici MOK, 
POK, EOK dànno 

COS Ks -- sen 1, sen A,, 
COS Ky =-- COS Ai, 

quindi dalla precedente equazione (39) si trae la relazione 

sen 1, sen Ai($, - 2,) + cos A, (y, - y,) - cos I o  sen Ai(z, - x i )  = 0 ,  (40) 

che determina Ai. 
Per introdurre in luogo delle coordinate cartesiane le coordinate astrono- 

miche dei punti A@,, O), B(li, A,) abbiamo le corrispondenze (Il), che pos- 
siamo anche scrivere come segue sema alterarne l'approssimazione: 

Sostituendo nella (40) e trascurando al solito i termini di secondo ordine ri- 
spetto ad h ,  < ed ? si trova 

I d l  - 2. seriPl sen A, sen 1, cos 1, cos hi - sen 1, cos 1, (1 - e2) - e" Ben Io  cos 1, 

+ COSA., ~ 0 8 1 ~  senl, + Cosen Ai - ?,cos A, - 
(41) - Ei  (senl, sen 1, cos A, sen A, + sen 1, sen 1, cos A, + cos 1, cos 1, sen A,) - 

\ .  - 
- v i  (sen 1, senh, sen A, - cos A, cos A,) = 0. / 

La parte del 1" membro che dipende dalle attrazioni locali si riduce a forma 
semplicissima se si osserva che, trattandosi di una correzione dell'ordine di 5 
e di ?, dentro la solita approssimazione vi si pub supporre 

COS li sen A: = cos 1, sen A,,  

essendo Ai l'azimut in B della geodetica AB, e cib equivale a calcolare i 
coefficienti di 5 ,  ed v ] ,  nella (41) come se il Geoide fosse una sfera e, per con- 
seguenza, a considerare gli elementi 90" - l,, 90" - l,, A, ,  A,, A: (O invece 
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di A, ,  A: gli azimut deIla sezione verticale A B  che loro corrispondono) corne 
appartenenti ad un triangolo sferico, ponendo: 

COSA, sen lo sen A, sen E ,  $ cos A, sen A, sen 1, + cos 1, sen A, cos 1, = sec A:, 

COS Ai COS A, - sen 2, sen 1, sen A, = cos A: .  

Cos1 la (41) dà 

+ COSA, COS 1, senÀ, - [,sen A: $ (,sen A,  $ v,cos A: - ?,cos Ai = 0, 

d'onde si deduce con facili trasformazioni 

sen A, (senUo cosU, COS hi - senui cosU, $ e2. cosUo(senUi - senu,)) + 

d l  - e4. senel sen Io cos 1, cos 1, - cos 1, sen 1,(1- e2) - e2. sen 1, cos 2, 
f i  - 2. ' 1 (42) - 

+ COS Ai COSU, sen A, d l  - e2. cosf li, - [,sen A: 4 Eosen A, + ÏI,cos A: - ?,cos A, = O 
1 (43) 

introducendo le latitudini ridotte U, ed U, corrispondenti alle latitudini geoi- 
diche 1, ed 1, e definite dalla nota relazione 

tangU = tang IV1 - e2. 

La formula analoga alla (42), che dà invece l'azimut geodetico A. si de- , 
duce dalla equazione della geodetica geoidica s, equazione che si ottiene senza 
difficoltà dalla relazione 

 COS^'. sena' = costante (44) 

(che, lungo la già considerata geodetica ellissoidica s ,  lega l'azimut ellissoidico 
a' alla latitudine ridotta u' corrispondente alla latitudine ellissoidica y'), in- 
troducendovi in luogo di rf' e di a' i loro valori tolti dalle corrispondenze (15). 
Se si osserva che dentro la solita approssimazione si pub porre U- E P  = U' 
si ottiene cosi la relazione 

cui vanno aggiunte le altre che si traggono da1 triangolo sferico ausiliario 
Hesseliano corrispondente alla geodetica (44), e che sono 

cosx = sen@, + Sa).sen (U, - iF) + cos(Uo + E.) . cos(U, - rd. cosw, 

cos(A, $ va tang y,). sen x = cos(U, + S,) .sen (U,- e,) - sen (U, + 5,). cos(U, - c P )  - C O S W ~  

sen (Ao + qo tang y,). sen x = cos (U, - E ~ ) .  sen w, 
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ove w rappresenta il terzo angolo del triangolo, opposto al lato x e legato alle 
differenze di longitudine A ed LI dalle formule 

e? x. COS Uo sen a, I N - A L I + -  
2 + e4 l - - . l ,  

Sostituendo nelle due ultime delle (46) e sviluppando rispetto agli elementi di 
correzione si trova, dentro la solita approssimazione, 

cos Uo sen I I ,  - sen U, cosU, cos II = sen X. cos A, + 5 0  cos x - 
- rlosenXsen A, tangrpo + E ~ ( C O S U ~  COSU, + senui senu, cosA,) + 
+ (t. + Iosecpo)senUo COSU, sen], - COSU, senu, COSU, sen A, sen A, ,  

2 

CO SU^ sen?,, = senX. sen A, + I, tangrp,, senX.cos A. - 
2 . x  - €?senui senA, + (su + Y l O s e ~ ~ O ) ~ ~ ~ U i  COSA, - - 2 

cosU, cos U, sen A, cos 1, ; 

per conseguenza, tenendo presente che nei termini dipendenli dalle attrazioni 
locali e da e; senza alterarne l'approssimazione, si possono scambiare gli ele- 
menti geoidici l T o ,  U,, A, e A, coi corrispondenti elementi sferici u,, zc,, a, 

e w, la precedente formula (43) pub essere scritta anche corne segue 

sen(Ao - Ai)senx - 50senA,cosx + ~,senx.tangrpocos(Ao - A,) - 

- €?(sen a, COSU,, COSU, + Senao senu, sen u, cosw + senu, cosa, sen w) -j- 

f ( E ~  + qOsec (cosui cos a,, cos w - sen N, cosu, sen a, senw) - 
2. x -- 

2 
COSU, ~en~~(senu,cosu,sena, senw - cosaocosu, cosw) - 

t? - - cos2u0 COSU, COS ui sen w + e3 .  cosu, sena, (senu, - sen u,) - 
2 

- t,senA: + tosenAi + qicosAi - vocosAi = 0, 

e, facendo uso delle relazioni fra gli elementi del triangolo sferico ausiliario, e 
notando che in luogo di sen(A, - A,) e di cos(A,- Ai) si pub rispettivamente 

Annali di Matematka, tom0 XIV. 28 
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sostituire A, - A,  = - $ A  e l'unità, si riduce a 

62 + a cos2u,cosa, cosu, senw + e2cosu, sena,(senu, - senu3 + 
2. y + 7 cosu, sena, (senu. cos ri sen a, sen w - COSU, cosui cos w). 

La parte del secondo membro che k indipendente dalle attrazioni locali 
si riferisce evidenteinente alla correzione ellissoidica dell'azimut astronomico 
osservato A,, e si riduce infatti senza difficoltà alla nota forma di tale corre- 
zione tenendo conto delle relazioni fornite da1 triangolo sferico ausiliario: in- 
troducendo in luogo di e, e di E ,  i valori tratti dalle (35), e in luogo di senx 

S [ . se  1 . s "  il valore prossimo -, e considerando i termini in -. a, ecc. come affatto 
n a2 

trascurabili trattandosi di azimut ossewat i ,  e percib di distanze geodetiche assai 
piccole, porremo quindi 

S 7 , s  dA. - = - tangp, - vi,cosA, +- ~l,seccp, cosu, cosA: + purte  ellissoidica, 
a Q 

d'onde, per essere dentro la solita approssimazione, 

yosec y, cos u, cosA: = aosec po cos y ,cosa1 = 

vos 
= vo COSU,, - - tang po , 

n 

si trova finalmente 
d A  = correxione ellissoidica. (47) 

A meno d i  quarttità del terxo ordine relativo rispetto a 0 ed h le a t tra-  
xioni Zocnli e le ondulaxioni geoidicke notz iri$uiscono dunque su l lu  d i f e r e n x a  
f r a  zcn a z i m u t  geodetico ed i l  corrispondefite axi?î.zut d i  sexione fiormale. 

Peichè tutti i problemi clie si presentano in Geodesia geoidica possano 
esaere ridotti ai corrispondenti problemi ellissoidici resta soltanto da stabilire 
amora le formule per mezzo delle quali le direzioni astronomiche osservate da 
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punti e 
possono 

su punti non situati nè su1 Geoide, nè sull'Ellissoide di riferimento 
essere ridotte alle direzioni ellissoidiche corrispondenti. Tale riduzione 

consta di tre correzioni distinte, di cui la prima è dovuta alla divergenza del 
meridiano astronomico da1 meridiano ellissoidico corrispondente, la  seconda di- 
pende da1 fatto che l'asse di rotazione dell'istrumento di misura, invece di esser 
diretto secondo la normale (non individuabile) dell'ellissoide, vien disposto ver- 
ticalmente, e la  terza dalla circostanza che, invece dei punti terrestri osservati, 
dovrebbero esser puntate le p~ojezioni ellissoidiche delle loro projezioni geoidiche. 

L a  direzione della verticale di un punto terrestre differisce dalla direzione 
della normale al Qeoide ne1 punto corrispondente (*), e tanto più differisce 
quanto più il punto terrestre è elevato O depresso, ma la divergenza è cos1 
piccola che nella massima parte dei casi se ne pub fare completamente astra- 
zione. Del resto è facile calcolarne con grande approssimazione il valore, con- 
siderando invece delle due superficie di livello ignote, che passano per i due 
punti corrispondenti considerati, le due superficie equipotenziali alle quali esse 
si ridurrebbero se la densità nella massa attraente fosse equabilmente distri- 
buita colla legge di LAPLACE O con altra legge qualunque. Il piano in cui la  
deviazione ha luogo è evidentemente il piano del meridiano e se il punto di 
osservazione si considera come interno alla massa attraente, l'angolo di diver- 
genza 85 è (come ho altrove dimostrato) prossimamente eguale a 

essendo H l'altezza del punto terrestre su1 Geoide; se poi il punto di osserva- 
zione si considera corne esterno alla massa la deduzione di (it riesce più com- 
plicata, m a  è chiaro che la  differenza fra i risultati che si ottengono n ~ l l e  due 
ipotesi devono differirc estremamente poco, gincchè l'altitudine geoidica del 
punto di  osservazione è sempre molto piccola rispetto al raggio inedio ter- 
restre (**). D a  cib risulta che se [ ed q sono le componenti dell'attrazione 

~ ~ . l l . S  1 2 ' g  
locale 0 di un punto geoidico qualunque, 5' = 5 + ed q sono sen- 

2 . r . sci1 1 

sibilmente quelle del punto terrestre che gli corrisponde ed è elevato di H 

(") I l  punto del Geoide corrispondente a un punto t m  stre  e 1 p oj ~ i o n e  g oidica di 
questo, fa t ta  cioe per mezzo delln normale al Geoide. 

(**) L a  quantita (48) rappresenta quindi l a  correzione che deve eqser fatta ad una la- 
titudine astronomica osservata per ridorla a l  Geoide. 
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B sensibilmente l'angolo che la verticale di questo secondo punto forma colla 
normale ellissoidica corriepondente. 

Abbiamo dato in un altro lavoro le espressioni analitiche delle tre cor- 
rezioni parziali indicate ne1 paragrafo precedente, espressioni che, nelle nota- 
zioni prestabilite, per ciascuna direzione caratterizzata dall'azimut a possono 
essere scritte come segue 

8 aa = 0'. Pt. sen (a - 4). sen Ir', / 

Hf' essendo l'altezza angolare del punto osservato contata in secondi, ed H' la 
sua elevazione sull'ellissoide di riferimento. Questa elevazione consta di due 
parti distinte, ossia dell'elevazione del punto su1 Geoide e dell'elevazione del 
Geoide sul17Ellissoide, ma quest'ultima non pub esser calcolata se non dopochè 
le onde geoidiche sono state approssimativamente determinate. 

Nella massima parte dei casi le due ultime correzioni (50) sono inferiori 
all'errore probabile di osservazione, e non si ha quindi da tenerne conto che 
in punti isolati e rari, e cib non pub farsi che in una seconda approssimazione: 
ma B da notare che nella compensazione di una rete l'errore di un angolo 
azimutale viene distribuito anche negli angoli vicini, in proporzione inversa 
del loro peso e diretta della loro prossimità alla stazione errata, perlochè una 
seconda compensaxiorce che si facesse tenendo conto in seconda approssimaxione 
anche delle correxioni dooute ulle attrazioni locali condzlrrebbe a r k u l t u t i  po- 
chissimo cliversi da yuelli ottenzcti nella compensazione già fatta. 

Roma, luglio 1886. 
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Sur un théoréme de M. Lipschitz, 
e t  sur la partie fractionnaire des nombres 

de Bernoulli, 

(Par M. ERNEST CEBARO, à Torre Annunziata.) 

L e  thbrkme de STAUDT el CLAOSEA, concernant les nombres de BERNOULLI, 
conduit à imaginer la fonction suivante: 

Dans cette égalité a ,  b ,  c ,  .. . sont tous les diviseurs de n ,  et la fonction m(n) 
est 1 ou O ,  suivant que n est premier ou conyosé. Remarquons que, pour lz 

1 ,impair, la fonction P se réduit toujours à - . Cela étant, on sait que le théo- 
2 

rème cité consiste dans l'égalité 

B,,= 3,- P,, 

où J, est un nombre entier, et 
E n  = Y(2n). 

On trouve 
J , = J 2 = ; j 3 =  J 4 = J 5 = , 1 6 = 1 ,  

On est naturellement porté L croire que, abstraction faite desLsix premiers 
termes, la série des nombres J est à signes nlternés. Cette propriété a été dé- 
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montrée, récemment, par M. LIPSCHITZ, dans le Bulletin des Sciences, (Juin 
1886). Si  n est impair, on sait que B,, est positif, et, par suite, il en est de 
même de 3,. I l  reste donc à. faire voir que 3, est !négatif pour les valeurs 
puires de n ,  du inoins partir de n = 8. 

11 faut donc prouver que, pour n;5  4 ,  on a 

- BA* > 82n 
Rappelons-nous, d' abord, que 

pourvu que l'on pose 

Or on sait, d'après la formule de STIRLING, que l'on peut écrire 

On sait également que 

E n  conséquence, si l'on démontre que, pour certaines valeurs de n ,  on a 

on aura démontré, du même coup, que 1' inégalité (2) doit avoir lieu a fortiori 
pour les mêmes valeurs de n. D'ailleurs, la nature des fonctions, qui inter- 
viennent dans 17in6galit6 (4), indique clairement que le premier membre doit 
finir par devenir et  rester supkrieur au second. Or, pour n = 4 ,  les valeurs 
numériques des deux membres sont respectivement 

1 

Conséquemment, le théorème de M. LIPSCHITZ est démontré. 
I l  y a moyen d'abréger encore, e t  d'éviter les calculs riumériques. Tl s'agit, 

en définitive, de trouver une valeur de 12, vérifiant (4), et, pour cela, il suffit 

d'attribuer & n une valeur supérieure B 2 telle que log(4n + 1) soit inf& 
2 

rieur à 47rvë. Or, i l  est visible que le nombre 5 se trouve dans ces conditions. 
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L a  démonstration de M. LIPSCHITZ ne diffère pas de la  nôtre; mais elle nous 
paraît se compliquer inutilement de certains détails, qu'il y a avantage Zi laisser 
de côté lorsqu'on est uniquement préoccupé de la démonstration du théorème. 
11 est vrai que M. LIPSCHITZ se préoccupe aussi, chemin faisant, de la repré- 
sentation asymnptotique des nombres de BERNOULLI, et que sa démonstration est 
enrichie de formules et de remarques du plus haut intérêt. 

L'égalité (3) conduit à une expression approchée des nombres de BER- 
NOULLI, lorsqu'on y introduit la formule de STIRLINC~, en tenant compte de 
l'égalité 

bien facile à établir. Remarquons, en passant, que le nombre e décroît con- 
1 stamment depuis log2 jusqu'à -, lorsque m croît de 1 à + W. On obtient 
2 

8 (tant une fraction proprement dite. On voit que lu valeur absolue des nom- 
ores de BERNOULLI tend à prendre la forme asymptotique cdn+:. Il est clair 
qu'il en e ~ t  de même des nombres 3. Ces circonstances apparaissent plus clni- 
rement encore si l'on prend les logarithmes des deux membres de l'égalité (3), 
ce qui amène le résultat 

pourvu que l'on tience compto d'une célèbre formule ~ 'EULER.  On a posé 

L a  formule (5) a été rappelée par M. LIPSCHITZ, dans la Note citée, sous une 
forme légèrement différente. 

Demandons-nous, maintenant, quelle est'la valeur moyenne des nombres 8. 
Remarquons d'abord que l'on a, d'aprés (l), 

P(1) + P ( 2 ) +  P(3)  + - .  - + P(n) = $ [ y ]  .I(; + 1) 
z- l -1  

d'où l'on déduit 
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pour n infini. E n  d'autres termes, si l'on pose 

1 + ~ i  on peut dire que la fonction P(n) est moyennement égale à la constante - 
2 

Quant à P,, on a 

d'où 

12 Zn 

- + 2 t : i  = 2 P(i), 
2 1 I 

1 1 lim .- x& = -+ 
I 

2 T I .  

Donc, la partie Pactionnaire des lzombres de BERNOULLI est moyennement égale 
1 

à la constafite f r i .  

Ces nombres 6 interviennent dans quelques séries, qui présentent un cer- 
tain intérêt. On sait que l'identit6 (1) engendre aisément la relation 

en supposant, bien entendu, que les séries soient convergentes, et que la fon- 
ction + vérifie la condition #(x) #(y) = +(xy), pour toutes les valeurs entières 
et positives de x et y. On en déduit sans peine 

où p doit parcourir la série des nombres premiers, supdrieurs 9. 2. Si, par 
exemple, on fait +(x) = 1, la formule (6) devient 

d'où l'on pourrait déduire, par l'emploi de la formule (3), l'expression des nom- 
bres de BERNOULLI, moyennant les parties fractionnaires des mêmes nombres. 

Supposons que +(n) soit 0, 1 ,  - 1, suivant que fz a l'une des formes 3 k, 
3 k + 1, 3 k - 1. Appelons t, ce que devient r, lorsqu'on n7 y retient que les 
termes relatifs aux nombres premiers de la forme 3 k  - 1. En  d'autres termes, 
soit 

1 1 1 1 1 tm=-+- 
5 - 2 1  l i . 5 m + 1 7 +  ! 2 f 2 3 1 L 1 m + 2 9 . 1 4 m  

+ ... 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et sesr la partie fractionnaire des nombres de Bernoulli. 225 

La formule (6) devient 

En particulier, 

- 
De même, soit +(n)= O, + 1, -i- J- 1, suivant que n a l'une des formes 5k, 
51c f 1, 5 k  f 2. Représentons par am la partie de T,, relative aux nombres 
premiers qui se terminent par 7, et par Pm la partie relative aux nombres 
premiers terminés par 3 ou par 9, ces derniers étant pris négativement. En  
d'autres termes, soit 

1 1 
' "=s .3mf  -t 

1 1 Pm=-+-- 
3-1*  13.6m 

La formule (6) se dédouble en 

pourvu que l'on pose 
1 1 1 1 11 Sm =,-- +---+ --... 

4m 6m 9m l l m  
9 

et que l'on représente par Um, Tm, les sommes analogues, dans lesquelles on 
introduit en .~zumkrateur les nombres 8. Si, par exemple, m tend vers 1' unité, 
on trouve que les séries 

84 E A  8 6  8 9  e i 4  
--- f  --- 
1 4 b 9 + I ï - - ' " '  

Er EJ  8, Es E n  
---f --- 
2 3 7 8  

+ E- 
Annali d i  Matematicn, tom0 XIV. 
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sont respectivement égales à 

On obtiendrait des résultats plus généraux en faisant usage. de la thborie des 
indices, ainsi que nous l'avons montré dans nos u Excursions arithmétigues n. 

'ii 92 
Soit, pour finir, +( f i )  = sin - et dSsignons par y, ce que 'devient r ,  

2 
lorsqu'on y considère exclusivement les nombres premiers de la forme 47é + 3, 
en affectant chaque terme du coefficient (- 1)" Autrement dit, soit 

La formule (6) donne, pour m = 3 ,  

Plus gdnéralement, la même formule permet d'exprilîzer les rzombres FI EULER 
moyen des parties fractionnaires des nombres de BERNOULLI. On obtient, 
effet, en utilisant une formule connue, 

ERRATA- CORRIGE. 

P. 144, 1. 12, au lieu de Premidre, lisez Premier 

2> B dernière » % lzbtre, notre. 
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Sulla limitata possibilith 
di trasformazioni conformi nello spazio. 

(Memoria di ALFREDO CAPELLI, in Palermo.) 

noto che, se due porsioni finite A ed A' del10 spazio si corrispondono 
punto a punto, univocamente e con continuità, in modo che le figure corri- 
spondenti infinitesime siano simili fra loro, la trasformazione dell'intera prima 
figura nella seconda dev'essere necessariamente il risultato di una trasforma- 
zione per raggi vettori reciproci e di trasformazioni lineari che cambiano la 
situazione O grandezza dell'intera figura conservandola simile a sè stessa. Questo 
teorema fondamentale, d o d o  a LIOUVILLE, (*) è stato da110 stesso dimostrato 
mediante un procedimento tutto analitico, il quale,. benché notevolissimo per 
l'eleganza dei calcoli, richiede cionondimeno un apparat0 di formole abbnstanza 
esteso per rendere desiderabile una dimostrazione di natura più sintetica ed 
a cui corrisponda una certa intuizione geometrica della verità da dimostrarsi. 
Non essendo a mia cognizione che altri avesse ancora dato una siffatta di- 
mostrazione mi proposi di cercarne una io stesso, e, per rendermi più proba- 
hile la possibilità di riuscirvi, corninciai dall'eliminare la considerazione delle 
due trasformazioni speciali sopra menzionate proponendomi di dimostrare che 
se le due figure A ed A' si corrispondono pulzto per punto in modo da essere 
silnili nelle loro parti inrifinitesinte, ad ogni sfera o peaao di superficie sferica 
della prima Jigura corrisponde del pari nella seconda Jiguru una sfera od 
zcn pexzo d i  superficie sferica (O anche un piano che pub sempre considerarsi 
corne una sfera di raggio infinitamente grande). Questo teorema viene da me 
dimostrato ne1 secondo paragrafo della presente Memoria con un ragionamento 
tutto sintetico e al tempo stesso assai semplice. 

(*) Vedi la Nota IV di LIOUVILLE all'opera di MONGE: Applicution de I'Analgse à 
la Geometrie. Paris, 1860. 
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Benchè l'enunciato di questo teorema non coincida completamente con 
quel10 del teorema sopra citato di LIOUVILLE, ne contiene perb certamente la 
parte essenziale. Ed  invero, ammesso che alle superficie sferiche di A cor- 
rispondano superficie sferi'he di A', ne segiie facilmente che la trasformazione 
con cui si passa dalla figura A alla figura A' non pub essere di natura trascen- 
dente, ma è necessariamente una trasformazione algebrica, anzi razionale (cre- 
moniana), che pub quindi proseguirsi anche all'infuori delle due porzioni li- 
mitate A ed A' in modo da abbracciare tutto 10 spazio indefinito sema venir 
meno alle proprietà già menzionate. Siano infatti P, Pi, P,, P3 quattro punti, 
non situati in uno stesso piano presi comunque nell'interno di A e Q, Q , ,  Q,, 
Q3 i quattro punti risp. corrispondenti in A'. Alla sfera (P,  Pi, P2, P3), che 
passa pei quattro punti P, P,, P,, P,, corrisponderà in A' la sfera (Q, Q,, 
Q,, Q,); ed al fascio (,Pi, Ph, Pk) format0 dalle infinite sfere che passano per 
tre punti Pi, Th, Pk corrisponderà in A' il fasc,io (Qi, Qh, Qk) format0 dalle 
infinite sfere che passano per i punti corrispondenti. La  corrispondenza fra i 
due fasci (Pi, P h ,  Ph) e (Qi, Qh, Qk) sarà necessariamente projettiva, poichè, 
dovendo essere le due figure A ed A' simili nelle parti infinitesime, è chiaro 
che l'angolo secondo cui si intersecano due sfere qualunque del fascio (Pi, 
Ph, Ph) dovrà essere eguale all'angolo secondo cui si intersecano le duc sfere 
corrispondenti del fascio (Qi ,  Qh, QK). Cib premesso, per avere il punto della 
figura A' che corrisponde ad un punto qualunque O della figura A si consi- 
dereranno le tre sfere che passano per O ed appartengono risp. ai tre fasci 
(Q, Qi, QJ, (Q, Q2, Q3), (Q, &!, Q3) le quali, avendo già in comune il punto 
fisso &, si incontreranno ulteriormente in un altro unico punto comune che 
sarà evidentemente il cercato punto corrispondente ad O. Di qui emerge come 
le coordinate del punto corrispondente ad O potranno sempre esprimersi come 
una funzione razionale di quelle del punto O e reciprocamente. L a  trasforma- 
zione di A in A' è dunque razionale. 

Non ci fermeremo qui a dimostrare come la costruzione ora indicata coin- 
cida, a meno di trasformazioni lineari, con quella propria di una trasforma- 
zione per raggi vettori reciproci, tanto più che è già stato dimostrato con 
procedimento sintetico (*) che una trasformazione razionale che conserva la 
similitudine delle parti infinitesime si riduce necessariamente al tipo ora men- 
zionato. Del resto la dimostrazione oomplementare, che deve aggiungersi al 

(") BIAXCHI: Sulla trasformazione per raggi vettori reciproci nel piano e nello spazio. 
Giornale di BATTAGLINI, tom. XVII. 
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teorema da me dimostrato ne1 9 2 per istabilire l'enunoiato di LIOUVILLE, pub 
anche farsi direttamente in modo assai semplice per via analitica, il che for- 
merà appunto l'oggetto del § 3. Finalmente nell'ultimo paragrnfo aggiungiamo 
qualche osservazione relativamente a quelle speciali trasformazioni del10 spazio 
per le quali soltanto fu dimostrato essere possibile di conservare la similitudine 
delle parti infinitesime. 

II. 

Vogli~mo dimostrare che, se una porzione finita A dello spazio viene 
trasformata punto per punto con continuità in un altra porzione finita A' in 
modo da aversi la somiglianza delle parti corrispondenti infinitesime, ogni 
sfera O pezzo di superficie sferica contenuto in A si trasforma necessariamente 
in una sfera O pezzo di superficie sferica di A'. Sia infatti s una superficie 
sferica O pezzo di superficie sferica in A il cui centro sia 0, e sia s' la su- 
perficie corrispondente ad s. L a  porzione di spazio adiacente ad s si im- 
magini occupata da1 sistema triplo di superficie ortogonali cornposto: 1") delle 
sfere di centro O delle quali una sarà la sfera s ;  2") dei piani che passano 
per un asse O P  condotto per il punto O e per un punto qualunque P dello 
spazio; 3") dei coni di rotazione che hanno per vertice il punto O e per asse 
comune la retta OP. Di queste superficie basterà pel nostro scopo conside- 
rarne una parte, limitata quanto si vuole, contenuta in A e circostante alla 
superficie sferica S. Queste superficie godono della proprietà che una qualunque 
delle superficie di un sistema è incontrata ortogonalmente da tutte quelle ap- 
partenenti agli altri due sistemi. Poichè ora nella corrispondenza fra le due 
figure A ed ,4' si ha la somiglianza delle parti infinitesime, e per conseguenza 
la conservazione degli angoli, è chiaro che a due superficie fra loro ortogo- 
nali corrisponderanno due superficie del pari ortogonali fra loro; cosicchè al 
sistema triplo sopra considerato corrjsponderà in A' un altro sistema triplo di 
superficie ortogonali di cui una delle superficie sarà la s' che corrisponde alla 
superficie sferica S. 

Cib posto, siano t' le superficie che corrispondono ai piani passanti per 
l'asse O P  ed u' le superficie che corrispondono ai coni retti. Per un teorema 
notissimo dovuto a DUPIN, si sa che le linee di intersezione di tre superficie 
fra loro ortogonali due a due, sono linee di curvatura delle superficie stesse. 
Percib la superficie s' sarà incontrata dalle superficie t' ed u' secondo linee 
sue proprie di curvatura. Siano ora Q e &' due punti corrispondenti quali si 
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vogliano di s e di s'; sia Q'R' una retta tangente alla superficie s' ne1 punto 
Q' secondo una direzione da fissarsi ad arbitrio, e sia Q R la direzione corri- 
spondente sulla superficie S. Con cib intendiamo dire che all'elemento lineare 
delle superficie s' condotto pel punto Q' secondo la direzione Q'R '  corrisponde 
un elemento lineare di s uscente da1 punto Q e situato lungo In retta Q R  
tangente ad s ne1 punto Q. Se si sceglie la direzione dell'asse OP in modo 
che esso sia sitnato in uno stesso piano colla direzione QR, per es. si prenda 
O P  parallela alla retta Q R, la retta Q'R' sarà tangente ne1 punto &' a quella 
superficie t' che corrisponde al piano coinune OP Q R; epperb la linea d' in- 
tersezione della, superficie t' con la superficie s', che è, come si è notato, una 
linea di curvatura di sr ,  avrà per tangente ne1 punto Q' la retta Q'R'. Poichè 
ora questa direzione era affatto arbitraria conchiudiamo per ogni punto &' 
della superficie s' passano lime di curvatura secondo qualsivoglia direzione. 
Ogni punto di s' sarà dunque un punto zlmbilicale, e la superficie s' dovrà 
necessariamente essere una sfera od un pezzo di superficie sferica. Resta cos1 
dimostrato quanto si voleva. 

III. 

Per completare la dimostrazione del teorema di LIOUVILLE resta ora sol- 
tanto a far vedere che una trnsformacio~ze per la quale s i  ha la somiglianxu 
delle purti corrispondenti in$nitesirne e per la qude le sfere si trasforilntnno 
in sfere si riduce necessarimae~zte n trasformaxioni lineari ed a trasforma- 
xiorvi per raggi vettori recipoci. Cib si pub dimostrare col seguente sempli- 
cissimo procedimento di geometria analitica. 

Sieno t ,  q ,  < le coordinate ortogonali di un punto qualunque P della prima 
figura riferite ad una terna di assi ortogonali O X ,  O Y, O Z  condotti a pia- 
cere per un punto O della stessa prima figura, che potrà fissarsi ad arbitrio, 
e siano E r ,  ?', <' le coordinate ortogonali del punto corrispondente P' della se- 
conda figura riferite alla terna di assi O'X', O' Y ,  0'2' condotti per il punto 
O' corrispondente del punto O in modo che agli elementi lineari della prima 
figura uscenti da1 punto O e diretti secondo gli assi OX, O Y, OZ corrispon- 
dano nella seconda figura gli elementi lineari uscenti da1 punto 0' risp. SC- 

condo le direzioni O'X', O' Y', 0'2'. Si imaginino fissate nelle due figure due 
sfere corrispondenti O e a'. Sia 
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l'equazione della sfera a, in cui x, y, x sono le coordinate correnti riferite al 
sistema di assi OX', O Y, OZ e sia: 

(.' - a)" + (y' - O>" f- (2' - yZ" = k2 (1)' 

quella della sfera of nelle coordinate correnti z', y', z' relative al secondo si- 
stema di assi OX', O Y ' ,  OZ'. 

Cib posto, per il punto P della prima figura si pub sempre far passare 
un'unic,a sfera tangente al piano Y 0 2  ne1 punto O. Essendo [, ?, 

dinate del punto P rispetto al primo sisterna di assi, l'equazione 
sfera nelle coordinate correnti s, y, x sarà data da: ' 

onde il auo centro avrà per coordinate 
' 

ed il suo raggio sarà dato, n meno del segno, da: 

La sfera corrispondente della seconda figur.a, dovendo passare 
P', corrispondente di 9, ed essere tangente ne1 punto O' al piano Y' 0 ' 2 '  la 
cui direzione corrisponde per supposto a quella del piano YOZ, avrh evidente- 
mente per equazione, nelle coordinate correnti E',  ?', c': 

6 le coor- 
di questa 

(2) 

(3) 

pel punto 

Poichè ora la corrispondenza fra le due figure è tale da conservare gli 
angoli, possiamo esprimere che l'angolo sotto cui si intersecano le due sfere 
(1) e (2) è eguale a quel10 secondo cui si interseca.no le (1)' e (2)'. L'angolo y 
delle due sfere (1) e (2)- è dato da 

dove W è il raggio della sfera (l), r è il raggio della sfera (2) il cui valore 
è dato dalla (3) e CI è la distanza dei due centri. Poichè: 
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si ha: 
5 ( h g  - a2 - oz - cP) 4- a (EP + ri9 + ce) 

cosy = f 
h (E2 + ng -t ce) 

Analogamente l'angolo y' format0 dalle due sfere (1)' e (2)' sarà dato da: 

onde, designando con e,  la quantità f 1, si avrà la relazione: 

alla quale si possono senz'altro aggiungere le due analoghe che si otterreb- 
bero considerando in luogo della sfera (2) la sfera analoga tangente al piano 
X O Z ovvero al piano X O Y. 

Ponendo per brevità 

si hanno dunque le tre relazioni seguenti: 

ri ri' 

E 2  + 3' + t' + h = & 2 M E 9 + . p  + ['* + ~ Z P Z  

dove le E sono quantità eguali a + 1 O - 1. Queste forme determinano la 
trasformazione delle 5,  q ,  t nelle 5', ut, 1' e mostrano chiaramente come esso 
sia il risultato di due trasformazioni per raggi vettori reciproci e di una tras- 
formazione lineare. 

Ponendo infatti: 
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il che equivale ad eseguire sulla prima figura una trasformazione per raggi 
vettori reciproci che oambia il punto ( 5 ,  v ,  <) ne1 punto (X, Y, Z), e ponendo 
similmente 

il che equivale ad un'analoga trasformazione per raggi vettori reciproci ese- 
guita sulla seconda figura, la corrispondenza fra i punti (X, Y, 2) della prima 
ed i punti (X', Z', Y') della seconda figura si riduce, in virtù delle (4), ad 
una semplice trasformazione lineare 

X= €iX' 4- (ci pi - 14) 

Y= €2 Y' + (ep* - A*) 

= QZ' t ( ~ 3 ~ 3  - 13)) 

che conserva l'intera forma della figura. L'enunciato del teorema di LIOUVILLE 
resta dunque cos1 stabilito completamente. 

IV. 

1. Benché la teoria delle trasformazioni per raggi vettori reciproci sia 
comunemente nota, non crediamo tuttavia inopportuno di aggiungere qui al- 
cuni sviluppi analitici relativi alla trasformazione risultante dall'eseguire suc- 
cessivamente un numero finito di trasformazioni per raggi ~et tor i  reciproci e 
di trasformazioni lineari conformi. È facile riconoscere come una siffatta ri- 
sultante possa sempre considerarsi come derivata da una sola trasformazione 
per raggi vettori reciproci combinata con una sola trasformazione lineare con- 
forme. A tale oggetto basta infatti dimostrare: Io) che la risultante di una 
trasformazione lineare conforme a cui si faccia succedere una trasformazione 
per raggi vettori reciproci pub anche ottenersi eseguendo prima una certa tras- 
formazione per raggi vettori reoiproci e poi una certa trasformazione lineare; 
2") che la risultante di due trasformazioni per raggi vettori reciproci eseguite 
successivamente pub anche ottenersi mediante una sola trasformazione per 
raggi vettori reciproci combinata con delle trasformazioni lineari conformi. 

Senza fermarci alla la proprietà, che B quasi evidente, consideriamo il 
risultato di due trasformazioni per raggi vettori reciproci: 

Annali di Mutematica, tom0 XIV. 30 
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dove rz = (x - a)g + (y - b)" + ( x  - c)" ed: 

dove p2 = (x' - a)" + (y' - 0)" (z' - ?/y* 
Sostituendo nelle (2) i valori delle x', y', 2' dati dalle (1) si trova dopo 

alcune facili riduzioni: 

con due espressioni analoghe per y'' - P e x" - y. Ponendo per brevità: 

possiamo scrivere 
A ( S e + n z t - C 2 > + R e 5  

T2(A2+112+ ~Z)((s+ns+~')+ ~ R ? ( A S  + BW + CC)+R~'  

Se ora ponianio: 

elevando a quadrato le (4) e sommando si trova: 

onde pub scriversi: 
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Di qui si vede che, se si trasformano le x, y, z nelle X, Y, Z mediante 
le sostituzioni lineari (4) e le xrf, y", d' nelle X", Y", Z" mediante le SO- 

stituzioni lineari : 

le Xff, Y ,  Zf' si ottengono dalle X, Y, Z mediante l'unica trasformazione 
per raggi vettori reciproci 

il che dimostra appunto la proprietà enunciata. 
2. Il denominatore D dell'espressione (3) pub anche mettersi sotto forma 

di una somma di tre cpadrati ne1 modo seguente che ci sembra egualmente 
meritevole di attenzione. Vediamo, cioè, se si poasano determinare sei costanti 
pl q, r, p, $, pfr in modo da avere identicamente rispetto alle 5, y ,  c: 

A tale oggetto debhono soddisfarsi le equazioni 
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e similmente si deduce dalle stesse (a) e (fi): 

p ' ( A ' + ~ + C e ) = E ( A p + B r + C p )  , 

p" (A" B2 + CZ)  = R2(Av + Bp + Cq). 

Da queste tre uguaglianze elevate a qundrato e sommate si ha: 

+ 9 + $'"(Aa + Ba + Ce)z 

=R41(AZ+ B e +  C W + q e + r 4 ) +  2(AB+ BC+ C A ) @ q + q r  +rp) l ,  

ossia appunto, in virtù delle (a): 
p.2 + ?'a + p."* = R4. 

Si determineranno quindi in un modo qualunque le p, q, r purchè sod- 
disfino alle due condizioni 

p V + 2 + ~ 2 = A e + B 2 + C B ,  p q $ q r + r p = O ,  (a) 

dopodichè i valori di p ,  p', $' saranno dati da: 

3. Poniamo per brevità: 

Dalle (0) moltiplicate risp. per 5 ,  v ,  t e sommate si ha: 

ossia, in virth delle (y): 

R2(AS + Bn + CC) Rb=ppi + p'h + p"p- (8) 
Moltiplicando le espressioni (7) nsp. per p, q, r, sommando e tenendo 

conto delle relazioni (u) si trova: 
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ossia per le (B): 
(Ae+ Br+ C 2 ) 5 + R 2 A = p y i  + ~ ~ * + r 9 ) 3 *  (9) 

Sostituendo le (8) e (9) nell'espressione (4) di X si ha: 

con due formole analoghe per Y e 2. In luogo delle (6) si pub dunque anche 
scrivere : 

2" = a + AT' 
A" BZ + ux + 

4. 11 modo più semplice di soddisfare le (a) si ha prendendo: 

In ta1 caso le (a) ci dànno: 

Palermo, dicembre 1885. 
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Le equazioni differenziali pei periodi 
delle funzioni ellittiche. 

Devesi a KUMMER (*) 'l'aver dirnostrato che g ~ i  integrali ellittici completi, 
secondo la forma ad essi assegnata da LEGENDRE, possono esprimersi per mezzo 
di serie ipergeometriche. In un recente fascicolo dei Muthematische Aranulen (**) 
é riprodotto un lavoro del 1875 dovuto al sig. BRUNS sullo stesso argomento, 
ne1 quale per la forma di questi integrali completi O dei periodi si segue quella 
addottata da1 sig. WEIERSTRASS. LO SCOPO di questa Nota, non è tanto di giun- 
gere a quelle equazioni .differenziali mantenendo agli integrali completi una 
forma più generale, ma piuttosto di indicare un metodo per ottenere le equa- 
zioni stesse che a me fiembra preferibile ai noti. ' 

Posto : 

f(x) =a3 + Aix2 + A,x + A3 = (x - a,) (x - a,) (x - a,) 
ed a, > ai > a,; considererb siccome integrali ellittici di prima e -di. seconda 
specie, i seguenti: 

, 2 -;y.!! 
a1 a1 - 

essendo t - v f ( x ) .  Ne segue che i corrispondentiperiodi saranno: 

Ora indicando con a, una qualunque delle quantità a,, ai, a, si hanno fra i 
periodi o,, Y,-, le seguenti relazioni: 

(*) Ueber die hypergeometrische Reihe. Journal für die Mathexnatik. Bd. 15, pag. 144. 
(**) Ueber die Perioden der elliptischen Integrale erster und stoeiter Gat tuy .  

Bd. 27, pag. 234. 
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dalle quali si deducono queste sei: 

ed analogamente per w,, 3,. 

Considerando ora la forma binaria biquadratiea: 

f ( 5 t j  t2)=tz(E; + + APLG f A 3 5 3  

ed indicando con y,, y, i suoi invarianti, si hanno: 

il discriminante della forma f (5, , E,); essendo : 

le sei equazioni (1) conducono alle seguenti: 

Le y, x ,  si possono quindi considerare corne funzioni di una sola variabile y, 
funzione delle ao, ai, ar , per la quale sussistano le: 

9" Posto g = $ 9  queste due relazioni sono appunto soddisfatte, inoltre si ha: 

quindi le due ultime equazioni (2), indicando con accenti le derivate rispetto 
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a g, si trasformano nelle: 
e i 4 I 

. 8 J$ . , s~@-1)~y '=-z l  . 6d3.JI"@-l)%'= y 

dalle quali si ottengono tosto'le due . r note equazioni differenziali . . ipergeometriahat 

g ( Y - ~ ) y " + N g - 4 ) y ' + & y  = O  

y@ - 1)d' + + ( s g  - 2 ) ~ '  + &'Z -= 0.- 

Agosto 1886. 
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Sulla teorica 
delle funzioni iperellittiche 

di p r i m o  ordine. 

Definizioni. 

una funzione intiera di quinto grado dell'argomento x ,  ed in essa le quantith 
a,, a , ,  ... a, sieno tutte reali ed in ordine discendente di grandezza, cioè 
a,> a, > a,> a, > a,. 

Posto : 

t=Vf(.) ed f,(x)=m,x+mi, f , (x)=n,z+le,  (1) 

si denomineranno integrali normali iperellittici di primo ordine e di prima 
specie, i seguenti: 

+jF)dx, + l ~ ~ ~ .  
Le quantità mO, rn,; no, rt ,  sono pure reali. 

Ed indicando con gi(x), gg, (x)  i due polinomi del terzo grado: 

g i ( ~ ) = = o ~ ~ + b i ~ ~ + b ~ ~ $ b ~ ,  ~ , ( X ) = C ~ X ~ + C ~ X ~ + ~ X + C ~  (2) 

a coefficienti reali, si denomineranno integrali normali iperellittici di primo 
ordine e di seconda specie, gli integrali: 

Annali di ~MLltemalica, tom0 XIV. 31 
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Se con xi, x, si indicano due valori di x, e con t , ,  t, i corrispondenti valori - 
di \If(x), supporremo che fra i coefficienti delle quattro funzioni fi(x), f,(x); 
g,(x), g2(x) sussistano le relazioni alle quali conduce l'equazione: 

ossia le cinque relazioni seguenti: 

per le quali ponendo mon, - ?rzino = E ,  saranno i coefficienti b,, coi b , ,  ci dati 
dalle relazioni : 

e gli altri coefficienti delle g,(x), g,(x) arhitrarii, salvo che deve essere sod- 
disfatta la quinta delle relazioni superiori. 

Se, come si ammetterà più avanti , fossero f , (x)  = 1, f,(x) = x , cioè 
m, = n , =  O, m, =no = 1, e quindi E =  - 1, si hanno le: 

e potendosi percib supporre c, - P, = b3 = 0,  saranno: 

2." Si indichino con u,,  u, due quantità slle quadi possano attribuirsi 
valori qualsivogliano, e con x,, x, due funzioni di esse che soddisfano le 

da esse si deducono tosto le seguenti: 

E ~ 1 x 2  f i?(Xi )  --- E d x ?  fi  ( X i )  -- --- -- 
2 t e d ~ i  xo-x i '  2 tz dzro xi - sa 
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per le quali essendo: 

. CE ui d 212 

si ha la forrnola di trasformazione di iiltegrali doppi: 

E X i  -Xe duidu2 = - - dx, dx,. 
4 ti l a  

3." Supporremo che ciascuna delle quantità a,, a,, a,, a,,, a, rappre- 
sentino una qualunque delle a,, a, ,. . . a,; si avranno cosi cinque funzioni di 
x,, xz analoghe alla d(xl - a,)(x, -a,). Considerata questa, siccome funzione 
di u,, u,, la indicheremo con p, (zci, u,) O semplicemente con p,, e denomine- 
rem0 essa, e le altre quattro analoghe, funzioni iperellittiche di primo ordine 
ad un indice. 

Derivando la funzione p,(u,, u,) rispetto ad u,, u,, si ottengono, per le 
- - 

relazioni (7) le segueilti: 

Xe - Clr 

& - -  
x2 - CCr 

per le quali posto: 
ti - t e  

p&, u2) = - (xi - ar) (xi - as) (x2 - a,.) (xo - us)  

si giunge alla: 
1 

od anche, potendosi pel valore di p,, permutare le Y, s, alla: 

Le funzioni p,,(ul, u,) definite dalla equazione (10) sono quindi funzioni delle 
p,, p, e delle loro derivate rispetto ad u,, u,. Esse sono evidentemente in 
numero di dieci e le denomineremo funzioni iperellittiche di primo ordine a 
due indici. 

Dai valori di due qualsivogliano funzioni iperellittiche ad un indice, p, ,  
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p,, risultando identica ln equazione: 

per x = xi e per x - x,, si ha  che le x,, x, sono radici di una equazione del 
secondo grado di cui i coefficienti sono funzioni dei quadrati di due qualsivo- 
gliano funzioni iperellittiche ad un indice e di quantità costanti. 

Cosi siccome dalle equazioni (9) si deduce sussistere per x = x,, x = x,, 
la relazione : 

si ha che anche t , ,  t, sono radici di una equazione del secondo grado di cui 
i coefficienti sono funzioni di pz,, pzs, delle derivate dell'una o dell'altra rispetto 
ad u,, ZJ, e di quantità coatanti. 

CAPITOLO II. 

Le relazioni algebriche fra le quindici funzioni iperellittiche. 

1." Le note formole relative al10 spezzamento delle frazioni algebriche 
conducono ad un grandissirno numero di relazioni fra le potenze seconde e 
quarte, ed anco fra prodotti a due a due, ed a quattro a quattro, di funzioni 
iperellittiche del primo ordine. 

Indicando con (YS), ( A p ) ,  . . . i binomi a, - a,, ai - a,, . . . si hanno dap- 
prima fra i quadrati di quelle funzioni le tre relaziooi: 

e le altre che deduconsi da esse colle permiitazioni degli indici r ,  s, m, 1 ,  p. 
Queste relazioni dimostraiio tosto corne, scielte le tre funzioni pzi, pz,, pzlp;  
i quadrati delle altre dodici si possano esprimere linearmente colle medesinie 
e con un termine costante. Dalla prima delle superiori si ottiene infatti la 
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e le altre due sostituendo ad r l'indice s, e l'indice m. Dalla terza si ha in 

e permutando gli indici 1, ,U la: 

cd altre quattro colle permutazioni di r con s e con m. Infine la seconda, 
per queste ultime, conduce alle: 

È da notarsi che le relazioni (4) non contengono termine costante, cosi 
che quei valori di u,, u, i qiiali annullano le funzioni pi, pu, plp annullano 
altresi le p,,, p,,, p,,. Ora .se nelle equazioni (1) del Capitolo 1 si pongono 
xi = a,, x2 = a3, oppure xi = a,, x, = a, si hanno zl, = u2 = O ;  ma quei va- 
lori di x,, x, a.nnullano evidentemente le funzioni pi, p3, pi3, si hanno cioè le: 

pi(0, o ) = o  p 3 ( 0 7 0 ) = o  p13(070)=o 

e per la precedente osservazione le: 

~ 2 4  (O, O) = 0 pal(0, 0) = 0 poz(O7 0) = 0 

cioé sei fra le quindici funzioni iperellittiche del primo ordine si annullano 
per u, = u, = O. Le  sei indicate funzioni si diranno per questa loro proprietà 
funzioni dispari, e le altre nove funzioni pari. 

2." Dalle relazioni superiori scorgesi facilmente che si possono trovare 
altre combinazioni di tre funzioni pei quadrati delle quali e per un termine 
costante sieno esprimibili i quadrati delle altre dodici. Per  esempio se dalla 
relazione (2) e dall'ultima delle (4) si ricavano i valori di p z l ,  pzl e si sosti- 
tuiscono in tutte le altre, si ottengono i valori dei quadrati di dodici funzioni 
espressi per p2,, pzsm, pZ+ ed un termine costante. Ma si possono anche scie- 
gliere in più modi quattro funzioni ed esprimere in funzione lineare dei qua- 
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drati di queste i quadrati delle altre undici. Infatti supponendo sieno: 

p2si = Ap2y + Bp2sm 4- Cpz+ + D 
p2mP = Alp2r + Bi p2sm + Cip2i,u + Di 

nelle quali A,  A , ,  . . . sono funzioni di a,., a,, ... moltiplicando la prima equa- 
zione per Dl-e sotiraendo la seconda moltiplicata -per-l), si giunge ad espri- 
mere p\ per una funzione lineare di p2,1, pzmp, p2am, pz+. Ripetendo la stessa 
operazione fra una delle due relazioni superiori ed unn terza, quella che dà, 
per esempio, il valore di pzm,, si otterrà quest'ultima funzione espressa linear- 
mente con pex,, pz,, p2,,, p2+ e sostituendo in essa il valore di pz, trovato 
precedentemente si otterrà anche p",,,. espressa in funzione lineare di p2,1, 
p2mp, p2a-m, p2~.p. 

Le combinazioni sin di tre, sia.  di quattro funzioni jperellittiche, per i 
qiiadrati delle quali (e per un termine costante ne1 primo caso), possono espri- 
mersi linearmente i quadrati di tutte le altre, sono in numero di sessanta, rag- 
gruppate quattro a quattro rispetto ad alcune proprietà dei coefficienti costanti 
delle quali si dirà pih avanti. Ecco tre gruppi delle indicate cornbinazioni: 

il secondo ed il terzo dei quali si ottengono peu'mutando ne1 primo p con A e 
con S. Permutando poi nei tre gruppi m con r ,  s, 1, p si ottengono le ses- 
santa combinazioni. 

Se, come sopra, supponiamo che gli indici A ,  p rappresentino l'uno O 
l'altro dei numeri 1, 3 e ciascuno degli indici m ,  r ,  s uno dei numeri 0, 2 ,  
4 ,  si vede tosto che nelle combinazioni a tre, le tre funzioni sono due dispari 
ed unn pari, oppure tutte e tre pari; e nelle combinazioni a quattro, due fun- 
zioni sono dispari e due pari, oppure le quattro pari. 

3." Consideriamo in questo paragrafo le relazioni esistenti fra i quadrati 
delle funzioni iperellittiche che appartengono ad uno stesso gruppo, per esempio, 
al primo dei superiori. 

Introdurremo per brevità le seguenti denominazioni: 
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e quindi: 
aPyd'=g"h p y  - a d ' = p g  

essendo h = f '  (a,) e : 

p = ( r m )  - ('hm) ( s m )  = ( p s )  (r m) - ( I r )  (s m) = 
(7) 

= ( r ~ ) ( p m )  - ( h p ) ( s m )  = ( r s ) (? ,m)  - ( A P ) ( r m )  = ( ' hm) (ps )  - ( I r ) ( p m ) .  ! 
Dalle relazioni (2) (3) (4) trovate sopra, si dedurranno le dodici seguenti: 

Queste dodici relazioni, O le altre che da esse si possono dedurre, fra i qua- 
drati delle quindici funzioni iperellittiche soiio fondamentdi nella teoria delle 
funzioni stesse, e dovremo sovente richiamarle in seguito. 

4." Passiamo ora a considerare le relazioni fra prodotti di due differenti 
funzioni iperellittiche. Anche queste possono derivarsi da tre principali colla 
permutazione degli indici Y, s , . . .; dimostrandosi facilmente la sussistenza delle 
seguenti : 

( 1 ~ ) p r p r m  S (ar)pàpxm S (r'h)ppppm = O 

( 1 ~ ) p v s p t . m  + ( p  f.)p~.spxm + (Y A) ppsppm = 0 1 (11) 

pvxpvp -p8),psP + ( y  s)pj.pa = 0- 

L a  forma delle prime due relazioni (1) e delle prime due fra queste ultime, 
conduce a questo risultato: che scelte opportunamente nove funzioni iperellit- 
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Queste sei relazioni sono infatti soddisfatte ponendo : 

ed a,, p,, y3 permutando in queste ultime s ed nt. 
Giungesi cosi fra le nove funzioni iperellittiche alla relazione di terzo 

grado : 
P. PA Pr 

PT. PAS PP 
Prm Plm Pr, 

ed alle due seguenti: 

formole l'una e l'altra di molto uso in questa teorica. Dalla seconda di esse 
si deducono le: 

le quali si possono ottenere anche direttamente. 
Notiamo altresi le seguenti, siccome conseguenza di alcune superiori: 
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posto g(x) = (x - a,)(x - a,) (x - as ) .  
5." Le relazioni di quarto grado fra funzioni iperellittiche si possono 

distinguere in due specie; alcune sono conseguenze delle note formole relative 
al10 spezzamento delle frazioni, altre hanno origine nelle relazioni di secondo 
grado considerate nei precedenti paragrafi. 

Incorninciando dalle prime, notiamo la: 

p4r  - P'S P ' m  +-+-A +*A  P4p -1 
f1(.rj + f . ~  + s i  t ( a i )  1 ( O P )  

la quale pub anche generalizzarsi osservando che posto: 

Cos1 si ottengono quelle della forma: 

q21r + fo (A s ) ~  (A 112)z (A p)t 
p2is q 2 i s  + t..(.n<) p2im q 2 i m  + - p2ip * ' A P l  

f (or) 

p2x 9 5  
(1 5 )  

--- 
f' (ad 

1 

e l'altra, distinta da queste, fra sole funzioni dispari: 

(W (r-r) (1 S) ( p  .q) (A u t )  (p. m) p2.m r l 'sn + gf ( a s )  y 2 m .  + ( a m )  
p n v s  q?,.s = 

9' ( u r )  
1 

= p2ir q'lP - - [ g ( a ) . ) p 9 r  q2,L - g (u&" y"] 0 IJ-) 
nella quale : 

g(x) = (x - @,.) (x - a,) (z - a,) .  

Tnfine, fra quelle di questa specie, si hanno ancora le due forme seguenti: 

le quali relazioni torneranno opportune nella ricerca delle forniole per l'addi- 
zione e per la moltiplicazione delle funzioni iperellittiche. 

Annali d i  Matematicn, tom0 XIV. 32 
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6." Le relazioni del quarto grado che dipendono da quelle di secondo 
grado trovate sopra, hanno esse pure una importante applicazione nelle sopra 
indicate formole ed in quelle della trasformazione. 

Rammentiamo che per le relazioni (8) i valori di p21,, pzpS sono espressi 
linearmente quadrati di pm, pis, p,, ed un termine costante. Ma per la 
prima delle relazimi (13) anche il prodotto pl+.pPs pub esprimersi in funzime 
di p,, pl,, p,,, giacchè dalla citata formola si ha:  

PxrPps = pxsppr 4- (IF) ( Y S ) P ~  

percià moltiplicando fra loro i valori di gelr e di pzps e sottraendo da1 pro- 
dotto il quadrato di pl,p,,, si otterrh una, equazione del quarto grado, non 
omogenea fra le tre funzioni iperellittiche pm, pls, p,,. Questa equazione B 
la seguente: 

0 = a 0 y 8 4- g2p4m + Pyp41s + a 8p4,, - (a  8 + P Y )  b p Z m  + P ~ ~ ~ P ~ P ~ I  - 

- (a  t 2) [ f i  yp21s -t- gp2mp2prI f (P + 7) [a Spgh $- YP" P ~ ~ S I  + 2 P* Y P,  

nella a ,  p, y ,  8 ,  g ,  p hanno i valori (6) (7). 
Si vede tosto che questa equazione si semplifica dividendola pel prodotto 

ap dopo aver posto: 
4- 41- pm = y v h  pis = xvas pp,= w t p y  (19) 

essa diventa la: 

O = 1 + y 4 + x 4 + w 4 + 2 a ( y ~ x 2 w ~ - +  2b(x"ww"y"+ 

+ 2c(w2 f yez2) f 4 k Y X  w 
essendo: 

e quindi: 
k2=a2+b2-+c2-2abc-1 .  

Consideriamo ora la seconda quaderna di funzioni del10 stesso gruppo. 
Dalle relazioni (8) essendo : 

e per la prima delle (13): 
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moltiplicando le prime due ed aggiungendovi il quadrato di quest'ultima mol- 
tiplicato per ,O" si h a  una equazione omogenea del quarto grado nelle funzioni 
iperellittiche pl,, p,.,, pi,, pps. 

Posto : 

questa equazione prende la forma: 

a O = X ~ + ~ ~ + X ~ + W ~ + ~ ~ ( X ~ ~ ~ + X ~ W ~ ) - ~ ~ ( X ~ X ~ + ~ ~ ~ U ~ ) -  

- 2c(x2w2 + y2z2) - 4 k x  yzw j (23) 

ed in essa appaiono gli stessi coefficienti come nella precedente, salvo clie i 
tre ultimi hanno segno negativo. 

Si dimostra nello stesso modo che questa proprietà compete anche alle 
funzioni della terza e della quarta quaderna del gruppo. 

Si hanno quindi sessanta equazioni biquadratiche fra le quindici funzioni 
iperellittiche del primo ordine; esse perb si possono raggruppare quattro a 
quattro per la persistenza del medesimo valore dei coefficienti. 

CAPITOLO III. 

Le  relazioni differenziali fra le  quindici funzioni iperellittiche. 

1." Rammentczndo la  formola (11) del Capitolo 1, ossia la:  

siccome l'indice s pub essere sostituito da m ,  1, p, si potranno da due qua- 
dpr d p r  lunque fra quelle quattro relazioni ricavare i valori delle derivate - - 
dz1, dus ' 

e si avrarino, per esempio: 

posto B = moni - min,, come ne1 Capitolo 1. 
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Per  determinare i valori delle derivate rispetto ad zc,, u, delle funzioni 
iperellittiche a due indici, osserviamo dapprima che dalle equazioni (7) dello 
stesso Capitolo 1, si deducono le seguenti: 

quindi indicando con $'(xi, x,) una funzione qualunque di x,, x,, sarà: 

Supponiamo soçtituita in questa relazione dapprima 
sione : 

essendo k (x) = (z - a,) (x - a,); il secondo membro 

in luogo di F la espres- 

della relazione stessa di- 
venta eguale a -pz, moltiplicato per la espressione : 

e perrnutando le xi, x, si avrà il valore di quel secondo membro per: 

Il valore quindi dello stesso secondo membro per: 

F =  Fi + Fz 
P r  sarà - -- moltiplicato per la espressione : 

($1 - 

ossia rammentando la relazione (a) del Capitolo 1, il secondo membro sarà 
eguale a: 
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ma per la stessa (5): 
p,,, = pmps [Fi + Fz] 

quindi dvpo qualohe facile riduzione s i  giunge alla: 

Ili questa l'indice Y potendo essere sostituito da l O da p,  si avranno le: 

Dalle formole (2) (4) rilevasi tosto che le derivate rispetto ad u,, u, delle nove 
funzioni iperellittiche pari, nelle quali derivate pongansi u, = 21, = O,  sono 
tutte nulle. Per le sei funzioni dispari, si hanno le relazioni: 

e le analoghe permutando gli indici 1, 3. Cosi: 

e le analoghe colla stessa permutazione. Infine: 

ed in cïmcuna di esse le r, m, s possono rappresentare qualunque dei nu- 
meri 0, 2 ,  4. 

2." Scielte ad arbitrio due funzioni iperellittiche ad un indice, per 
esempio p,, ps, s i  moltiplichi il determinante : 

pel determinante : 
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ne1 quale gli indici A,  p sieno differenti da r ,  S. Si avrà per la (1) : 

ma per la prima delle relazioni (13) del Capitolo II,  si ha: 

cioè il determinante Jacobiano di due funzioni iperellittiche ad un indice è 
eguale al prodotto di una costante per le altre funzioni iperellittiche ad un 
indice. Evidentemente si avranno dieci equazioni analoghe alla precedente. 

Consideriamo in modo speciale la: 

e supponendo A = 1 ,  p = 3 poniamo in essa u, = u, = O ; si avrà pel valore 
del determinante D,,(O , 0) : 

mentre in tutti gli altri casi nelle stesse condizioni il valore di quel determi- 
nante sarà nullo. 

Infine siccome per la prima delle relazioni (1) del Capitolo II, i quadrati 
di tre qualsivogliano funzioni iperellittiche ad un indice possono esprimersi in 
funzione lineare dei quadrati delle altre due e di un termine costante, si avrà 
che ciascuno di quei dieci determinanti potrà esprimersi con irrazionali del 
secondo grado delle stesse funzioni iperellittiche che 10 compongono. 

1 

Posto, per esernpio, nella relazione (8) pi  = i(+) - y,, pp = \I(hp) y2 sic- 
corne : 

si ha: 

"Y' <I?lr 1 1 d;; du, I 
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ed indicando con \I@(y,, y,) il secondo membro, si otterrà la formola. di tras- 
formazione di integrali doppi : 

3." L e  proprietà esposte ne1 precedente paragrafo relative a funzioni 
iperellittiche ad un indice si possono estendere ad alcune determinate combi- 
nazioni di funzioni iperellitticlie sia ad  un indice che a due. 

Incomincerb da1 dimostrare una proprietà che ha  luogo per le funzioni 
dispari. Considerando il determinante : 

dprs d ~ r s  
p r s  - - du ,  d u ,  

e moltiplicandolo pel determinante: 

1 O O 

. 0 f&> fh) 
' f i  (a,J fi (a,) 

s i  ottiene il determinante: 

cioh il determinante P formato colle tre funzioni p,,, pmr, p,, è eguale al 
prodotto di una costante per le altre tre funzioni pi, p,, pjP. Ma se suppo- 
niarno h ,  p eguale ad 1, 3 le prime tre come queste ultime sono funzioni 
dispari, e si h a  che il determinante P formato con tre funzioni dispari B eguale 
al prodotto di una costante per le altre tre funzioni dispari. La proprietà 
sussiste sciegliendo tre qualsivogliano fra quelle sei funzioni per formare un 
determinante analogo a P. 
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Cos1 moltiplicando un determinante: 

du, du, 

per : 

trovasi per la seconda delle (13) Capitolo II: 

ed analogamente posto : 

trovasi : 

~ P P  ~ P P V  -- 
du ,  du ,  

e la  proprietà indicata in queste relazioni si verificherà evidentemente ogni 
qualvolta le due funzioni iperellittiche che formano il determinante Jacobiano 
avranno un indice comune. 

4." L e  proprietà dimostrate ne1 precedente paragrafo pei determinanti P, 
oppure & ed R non sussistono più se le tre funzioni iperellittiche ne1 primo 
cas0 O le due ne1 secondo appartengono ad una delle combinazioni a quattro, 
o ad una delle combinazioni a tre, delle sessanta combinazioni trovate ne1 
precedente Capitolo. Anche in questi casi perb la ricerca del valore di quei 
determinanti non è meno importante. Rappresentando con P, Q, R i tre de- 
terminanti : 

d p m  dprn -- 
du,  du, 

d p l s  d p x s  -- 
d u ,  du ,  

e moltiplicarido il primo di essi per: 
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p ~ ~ p m r  =p~mp~r  + (1')") (~m)ps; pspim = p m p i ~  - (sm)ppr 
percib : 

-prr [pS>m + (hm)p28 $ p (sw) ]  $ pprnpjs 
in cui p ha il valore (7) del Capitolo precedente. Sostituendo ora in questa 
formola per pz,,,, pz, i valori dati dalle relazioni (10) di quel Capitolo, si 
giunge alla: 

~ p g P = p p l . [ 2 ~ a p e p r - ( a ~ $  Py)pZàs- (a +~)9pelIl + u V P + y ' ) l  +pZgpmp,* 
la quale rammentando la equazione biquadratica (18) dello stesso Capitolo I I  
ed indicando con F il secondo membro della medesinia, pub scriversi: 

4 d F  EpgP- ?- 
dprr 

ed analogamente si otterrebbero le: 

Se in luogo di pm, p;,, pp, si introducono in queste relazioni i valori (19) 
del Capitolo precedente e si indiaano con y, ,  y,; z,, z,; w,, w, le derivate 
di y, x, w rispetto ad u,, u,, le relazioni trovate supra diventano: 

ed in queste F ( y ,  x ,  w) rappresenta il secondo membro della equazione (20) 
(Capitolo II). 

Due conseguenze si possono dedurre da queste equazioni, la prima ri- 
guarda il valore del determinante: 
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la seconda che indicando con c i ,  c,, c, tre costanti e con A il determinante: 

si ha:  

L e  stesse proprietà si verificano per tutte le combinazioni di funzioni 
iperellittiche legate da  una equazione del quarto grado. 

Considerando per esempio le quattro funzioni p,,, p lp ,  pl,, p,,, se indicasi 
con il secondo membro della equazione (23) del Capitolo precedente, e con: 

z(* y xi w,) - 
si hanno le: 

d y  d z  d w  - - -  
d u ,  du, du ,  

d y  d a  dw - - -  
du, d u ,  du,  

e ponendo: 
v = z (+ y i y ~ l w , )  

essendo y, ,  y,, y,, yr  quattro costanti, si avrà: 

nella qixale equazione è osservabile che la quantità costante del secondo membro 
è la stessa che nella (14). 

5." Vogliamo dimostrare in questo paragrafo che fra le derivate rispetto 
ad 18, e ad u, delle funzioni iperellittiche appartenenti ad  una delle sessanta 
combinazioni indicate al Capitolo II, sussiste un determinato numero di rela- 
zioni lineari. Per esempio fra le sei derivate rispetto ad u,, zl, delle funzioni 
PmJ PIS ,  ppr esistono sei relazioni lineari. 
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Rammentando essere : 

moltiplicando la seconda per (r*r)pl, e sottraendovi la  prima moltiplicata per 
(hs)p,,, applicando al risultato l'ultima delle relazioni (11) del Capitolo II, 

= (h-9 (114 fi (a,) pvpfl1. - (1.8) (11.) f* (a,)p,p1,1, 
dalla quale, osservando che : 

d p m  d p ~ l '  d p m ,  - . Sostituendo alle si deduce una prima relazione fra -- , - > -  
d u ,  d u ,  d u ,  d u ,  

pflt ,  pl,, p, le y, z ,  w date dalle (19) del precedente Capitolo, e ponendo: 
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si ottengono le prime due relazioni: 

d y  , y, = - e cos] per z ,  W .  Cosi nelle quali, come precedentemente, y, = - 
d ui d u2 

posto : 

ed analogamente alle superiori per b,, c,; b,, c,: si hanno le quattro seguenti : 

ywi - w y i  = b i ~ ,  t bzzz z y i  - y%,  = c,w, $ c2w2 ' (20) yw,  - w y ,  = - b o l ,  -b ig ,  z y ,  - y z ,  = - c,tu, - c,w,. ) 
1 nove coefficienti a,, bo, c,, ... hanno alcune interessanti proprictà le quali 
passiamo tosto ad esporre. 

Trovasi dapprima essere : 

nelle quali a ,  O ,  c ,  k sono i coefficienti della equazione biquadratica (20) del 
Capitolo II. Per  queste proprietà se dalle relazioni (18) (20) si eliminano i 
rapporti fra le sei derivate si giunge a quella equazione biquadratica. 

Se inoltre si pongono: 

a: - a,a2 = bS - bob, = c: - c,c, = 1 
poi che: 

nella prima delle quali è da notarsi che le m O ,  no del secondo membro sono 
i coefficienti di x in f,(x), f,(x); e le a ,  f i ,  y, 8, h hanno i valori (6) del 

2bici  -boer - b2cO = 2 a  

2 c , a l -  c,o, - c,u, = 2b  

2 a i b i -  aobz - azbo = 2 c  

ao bo CO 

a, b, ci 

IZ2  b2 CS 

= 2 E  (21) 
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Capitolo II; trovansi sussistere fra le a,, a ,,...; a,, a ,,... le seguenti relazioni: 

Per queste ultime rehzioni si ottiene altresi che posto: 

! = n e - 1  m = b e - 1  n==c2-1 

a = a -  b c ,  p = b - c a ,  y = c - a b  

sussistono le : 
4 ce 

MF-4a0a ,=- -2  
4 c2 

Biyi- : !Poye-2Bzyo=- a 
p8 P 

e quindi le seguenti: 

Ma la proprietà principale di quei coefficienti si deduce dai valori stessi delle 
quantità (17) (19). Supporrb per brevità f l (x)  = 1 f,(x) = x e quindi E = - 1. 
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I valori (17) sviluppati danno: 

a2 \lg = a , a , - ( ~  + a 3  - aia,(a, + a,) 
- 

d g =  a,a,- a m  
- 

aovg=a,+a,- ai -a,. 

Si conviderino ora le due forme binarie quadratiche: 

ed essendo a: - a,a, = 1, g sarà il discriminante di questo covariante si- 
multaneo. 

L a  stessa proprietà ha luogo per le quantith b, ,  b , ,  b , ;  c,, c,, c,. Po- 
nendo : 

p t i ( 5 r  - am5i )  

il covariante simultaneo quadratico (+p) ha per coefficientmi b,, b , ,  b, sd il co- 
variante simultaneo (prp) le co, c i ,  c,. 

Le tre forme quadratiche y, +, p hanno sei invarianti simultanei e cioè: 

e O O 

A = ( ~ + ) Z - ( Y Y ) Z ( $ + ) Z ,  B=(+P)~- (++) , (PP)~ ,  C = ( P ' P ) Z - ( P P ) ~ ( Y Y ) ~  
sono : 

A = g ,  B=(am-a.,)(a,-a,), C=(a,-a,)(am-A) 
ed i tre coefficienti a ,  6, c della equazione del quarto grado [(ZO) del Capi- 
tolo II] avranno i seguenti valori: 
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Questo risultato dà una chiara idea del modo di generazione delle quin- 
dici equazioni analoghe alla sucitata (20) del Capitolo II. Decomponendo la 
forma binaria del sesto ordine: 

in tre forme quadratiche y;  $J, p ,  si ha pei valori superiori una prima equa- 
zione. Permutando in y ,  $J dapprima gli indici 1, p,  poi gli indici p ,  s, se 
ne ottengono altre due. Infine permutando l'indice m cogli r ,  s, A, p nella 
forma p ed in una delle altre due, si ottengono le quindici equazioni. 

6." Le relazioni (18) (20) conducono a determinare le espressioni dei 
quadrati della derivate prime y,, y,, ... ; dei loro prodotti due a due, e delle 
derivate seconde y,,, y,,, y ,,,..., in funzione razionale di y, x, W. 

Scriveremo per brevitb (a, y:) per a, y: + 2a1 y, y p  + a,yE; cos) (a, y ,  z,) 
irivece di  a,y,x, + a,(yix, + y2zi) + a, y,z, ed analogamente per altre espres- 

sioni simili. Rammentando le relazioni (12) trovate sopra, e ponendo r = 
k c 

si hanno dapprima Ie : 

e dalla derivazione delle (18) (20) le: 

L e  altre relazioni esigono qualche maggiore preparazione. Si noti che per le 
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- - - - - - -- - 

relazioni (21) si hanno le: 

(a,yi+a2y2)Z=y:+aZ(aoyi), (aoyi+a1y2)e=y:+ao(uoy:) 

(a, y, .t ai y2)(ai y ,  + a2yJ  = - y, y2 +- a&o y3 

e per esse si deducono dalle (18) le seguenti: 

(a, y3 = 2 z w  ja,siw,) - w2(aoz:) - xg (aow~)  

(boy:) - 2 c (a0 y:) = - 2 zw ( 6 0  2, w,) 4 w"b0 xi) + zZ (bo w:) 

(CO y3 - 2 b (a0 y:) = - 2 2 w ( C O  24 w,) + wz ( C O  x:) + z2 (CO 4) 

ed altre sei simili dalle (20). Percib introducendo i tre palinomi Y, 2, W for- 
mati colle y, x ,  w e definiti dalle relqzioni: 

, d F  - - = zoW+ k y x  
d w  

e ponendo corne sopra: 

a = a -  bc ,  B = b - c a ,  y = c - a b  

si ottengono i valori delle nove espressioni: 

( h y ; 2 ) = r [ W + ( Z - 2 B ) ~ ~ ]  ( c O Z : ) = ~ [ Y + ( W - ~ ~ ) ~ ~ ]  

( U ~ W ; )  = ;[z+ (Y -  2a)w2] 

( ~ ~ y " , = r [ Z + ( W - 2 ~ ) y ~ ]  (a , , x i )=r[W+(Y-2a ) z2]  

(b,w:) = r [Y + (2 - 20) wZ] 

( a o x i w , ) = r [ ( Y - 2 a ) x w - k y ] ,  (bowiyi)=r[(Z-2B)wy-Irx] 

(coyizi) = r [(W - 2 y )y z  - kw] .  

Infine essendo per le (18): 

yi = w (ai 2, + a22J - z(ai wi $ a2w2), 

- ya = w ( ~ , B ,  4 a,.ez) - ~(aowi  i aiwg) 

derivando la prima per u, la seconda per u, e sommando pi  ha: 

w (a, xi,) = z(aowi,) 
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ed analogamente dalle (20): 

y(bow,,) = w(b0 y , , ) ;  z(c0 y, ,)  = y(c ,z , , )  
e per queste: 

( a o z i , ) = 2 r z ( Y - a )  ( b o y i J = 2 r y ( Z - F )  ( ~ ~ y ~ ~ ) = 2 r y ( W - y )  

(aotu,,)= 2 r w ( Y  - a) (bowi i )=  2 r w ( Z -  fi) (cox, , )  = 2 r x ( W -  y) . ,  

L e  27 relazioni (24)  (25)  (26)  (27) e le tre (12)  danno cos1 i valori dei qua- 
drati, dei prodotti due a due delle derilrate prime, e le derivate seconde di 
y ,  2, w in funzione razionale intera delle stesse y ,  x ,  w e dei coefficienti a, 
b ,  c ,  k della equazione biquadratica F ( y ,  z ,  w) = O. 

7." Ma queste relazioni si possono ancora semplificare e rendere più atte 
alle applicazioni, introducendo le a,, B o ,  -/ ,,... (22)  in luogo delle a,,  b, ,  c ,,... 

Scriveremo per brevità (a,  y:) in luogo di a, y: - U ,  y ,  y ,  $ a.  y : ,  e ( u z a i w j )  

invece di c ~ , z , w ~  - + ui(xi w2 + zt w, )  + uOz2wz j poi : 

Annaii di Matematicn, tom8 XIV. 34 
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da ultimo le nove seguenti: 

1 
(y2 y1z4) = (w2 - c )  yz: + w(a y2 + Bz2 - n) 1 

8." Fra le varie conseguenze che assai facilmente si possono ricavare 
dalle formole superiori, consideriamo in modo speciale quelle date dalle rela- 
zioni seguenti perchè stabiliscono una proprietà caratteristica per le funzioni 
iperellittiche affatto analoga ad una nota per le funzioni ellittiche. Dalle for- 
mole (29) si deducono le: 

poi queste altre tre: 

le quali dimostrano che la proprietà scritta in esse sussiste per le funzioni 
iperellittiche di ciascnna delle 60 combinazioni. 

Queste relazioni dimostrano inoltre che posto: 

Orn , O,, O,, 
Y=, 9 X = -  O 9 W = -  O (32) 
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nelle quali Cm, CAS, Cr?, sono tre quantità indeterminate, le quali si dimo- 
strerà pih tardi essere costanti. Notiamo che quando sieno soddisfatte le tre 
prime equazioni superiori, le altre 10 sono per le foïmole differenziali prece- 
dentemente stabilite. 

Ora la prima di quelle equazioni (33), pei valori (23) di  a,, a,, a,, pub 
porsi sotto la forma: 

nella quale: 
d log o d log o 

T m  = fi(a-1 du; + fr (am) d, 

od anche per le equazioni differenziali (7) del Capitolo I :  
2 

- [t, , d  Tm - tz -1 d T m  = y' - Cm. 
(xi - 3s) \ lh dxe 

Analogamente indicando con T, la espressione (34) mutato l'indice nz i n  s, 
si ha per la seconda delle equazioni (33): 
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nella quale evidentemente possono permutarsi le A ,  s; e cosi per la terza 
permutando A ,  p ed s, r. Se ora poniamo nella ( 3 5 ) :  

t 2  --- of% - 
[fi (am) gi (23 + f2 (am) 92 ( x i > ]  - A [-II + 2 d ~ i  2 t i  ($2 - XI)" 

d Tm 
(37) 

--- à [ t l + s ] + 2  
( 

f i  ' 

- [ f i  (<lm) gi (4 + fz  (ad Y 2 (41 - d ~ r  2te xi - ~ 1 ) ~  

nelle quali y,(%), g , ( x )  hanno i valori (2) del Capitolo 1, rammentando la 
equazione fondamentale (3) del10 stesso Capitolo, si dimostra facilmente che 
la equazione ( 3 5 )  è soddisfatta purchè sia: 

Cod mutando nelle ( 3 7 )  m in s e sostituendo i valori risultanti nella (36), 
questa equazione B pure soddisfatta, ponendo: 

ed analogamente per la terza permutando A in p,  s in r. 
Ora : 

2 ti -- d [ t i + t r ] -  - -- d [ t i - t z ]  - 
(21 - ~ e ) ~  d $2 xi - Xe dxe  xi - Xe ' 

se quindi poniamo: 

dalle (34) (37) deduciamo le: 

ma la equazione (40) dovendo sussistere mutando m in s, r ,  ?,, p ;  ne segue 
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che saranno: 
ti - fz m,R,$-n,Rp=O r n , R , + r ~ ~ R ~ = -  
Xi - Xr (4.2) 

le quali determinano le Ri,  R,. Per la funzione @(u,,  u,) cos) definita sono 

i valon di (e) 3 (do) oioè corrispondenti ad u, = u, = O ,  eguali a zero. 
d ~ i ~  due0 

Vedremo in un prossimo Capitolo quali relazioni esistano fra le funzioni 
@rn(Ui ,  us), @).s(tbi, u,), @,rn(ui u2) e la @ (ui, 212). 

CAPITOLO IV. 

Le derivale delle funzioni iperellittiche rispetto ai moduli. 

1.' Denominando, per ora, moduli delle funzioni iperellittiche le cinque 
quantità aa , ai,. . . , ai, passianio a determinare le espressioni delle derivate 
delle funzioni stesse rispetto a quei moduli. 

Premettiamo perb prima alcune formole, le quali avrebbero dovuto trovare 
posto ne1 Capitolo precedente, ma le abbiamo riservate al presente per la pronta 
applicazione che di esse faremo. 

Notiamo dapprima che dalla formola: 

e dall'altra nella quale si muti A in p (differenti da  r), in causa della rcla- 
zione identica : 

(1 y> fi (4 - (P fi (4 = (1 II) fi ("4 
si deduce la seguente: 

ed analogamente la :  

Le formole (1) (2) complet,ano la serie delle formole di questa specie trovatc 
ne1 Capitolo precedente. 
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Derivando in secondo luogo la:  

L a  espressione superiore per trasformazioni delle quali si è fatto uso più volte 
[relazioni (13) del Capitolo II] diventa la: 

e quindi indicando con Hr la espressione: 

1 
(1 1.1 Br = - [(I. r ) ~  Pr1 - O r )  P r  PTPI 

Pl. 
ossia per la (1) : 

d l o g p r  d  log pr H. = f&r) -&- + f&J du;-- 
si otterrà la seguente: 

avendo posto d l 0 g f 1 ( a m )  in luogo di 
l Queata formole vale pel caso 

d  a, idr - am 

di m ed r differenti fra loro, allorquando sia r = m essa deve modificarsi cosi: 

essendo : 

Infine le espressioni HP, Hm ed analoghe si ponno porre sotto la forma: 
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2.' Considerando una funzione iperellittica ad un indice p, e derivan- 
dola rispetto ad a, si avrà: 

se r ed m differenti fra loro, e pel caso di + = m: 

d u {  duo 1 valori delle derivate -, - si deducono dalle (6) del Capitolo 1 ne1 modo 
d u r  d u r  

seguente. Essendo : 
d  fi (x) 1 d f i ( x )  

ZG[T]=T[XT +,(,-ar, I 
si ha  anche: 

La espressione lineare rispetto ad x: 

si pub porre sotto la forma: 

hit-fi(~) + L f z ( x )  . , 

quando sieno : 

e trovasi facilmente, sviluppando il 
Capitolo 1, e ponendo dopo in essa 

d  mi rn, h, ,  + nih2, = - + dm,; 
d ar 

secondo membro della relazione (3) del 
xi = a, x, = x che: 

Per queste relazioni, ricordando le (6) del Capitolo 1 e le (41) del precedente; 
si  giunge alle: 

d 211 
2 f ' (ar) = Qr - fi (ar)  [Tt- + 

(1'4 
z fr (a , )  * = R,. - fr(a,) [T, + H,.] 

d ar 
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essendo Q,, R, le due funzioni lineari di u,, u, seguenti: 

QT - [fi(a,)gi(ar) + 2 Lf '(a,)] + [f&)g&) + 2 h ~ + - f ' ( a J l ~ ~  

Rr = [ f z  (a,) gi (a,) + 2 kir f '  (a,)] 21, + [f2 (ar)gz (a,) 4- 2k2r f '(a,r)I 212 . 

(le k,,, k,, si deducono dalle (11) sostituendo nei secondi membri f io ,  ni ad 
nz,, m,), T, come nell'ultimo paragrafo del Capitolo precedente rappresenta 

ed H,. ha il valore (8) superiore. 
Si osservi che le formole (12) sussistono anche ne1 caso in cui l'indice r 

sia eguale ad 1 od a 3, ciob la a, sia uno dei limiti dell'integrale. 
Sostituendo le espressioni (12) nella (9), rammentando la relazione (6) 

sopra stabilita, si avrà la seguente: 

equazione, la quale sussiste anche per r = m ,  come provasi facilmente sosti- 
tuendo i valori (12) nella (10) e tenendo conto della (7). 

Se infine nella (14) si pone come nei due precedenti Capitoli: 

dy essendo corne nell'ultimo Capitolo y, = - y, = * , . Affatto analoga- 
d ui d u2 

mente si troverebbero le due relazioni differenziali che si hanno sostituendo 
in quest'ultima alla y le x ,  W. 

Le relazioni (14) O (15) e le altre della stessa specie, danno i valori delle 
derivate rispetto ai  parametri di una qualsivoglia funzione iperellittiea. Queste 
espressioni si semplificano allorquando sieno m, = n, = 0, mi = so = 1, giacchè 
in questo caso si hanno le: 
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1 valori (12) di Q,, R, conducono, nella stessa ipotesi, alle: 

e quindi da una qualsivoglia delle quindici equazioni analoghe alla (15), si 
ottengono due relazioni simili alle seguenti: 

ddy - -  d 9  & a , ~ = ( 3 u i - + u , * )  d y  (17) 
? p z -  d ~2 O dar dut  dus 

relazioni le quali dimostrano la proprietà caratteristica del10 sviluppo in serie 
delle quindici funzioni iperellittiche. Si avranno cioè per le nove funzioni pari: 

essendo y, il valore di y corrispondente ad ui = u, = O,  ed (u,, u,), una forma 
binaria dell'ordine n ;  e per le sei dispari: 

y - (211, ~ 2 ) i  + ( ~ 1 ,  ~ 2 ) 3  + ( ~ 1 ,  ~ 2 ) :  + . . 
essendo : 

Tutte queste forme binarie hanno poi una proprietà invariantiva che scaturisce 
dalle (17). 

Sin infatti: 

una delle forme binarie di cui cornponesi 10 sviluppo di y, tanto pel caso chc 
y sia funzione pari, quanto in quella che sia funzione dispari. Evidentemente 
le relazioni (17) dovranno verificarsi per ciascuna forma binaria y ;  dovranno 
cioè essere identicamente : 

La prima di esse dà pei coefficienti c,, ci, ... c, le seguenti proprietà: 

' dco -- ' d ~ i  d ~ n  
& Z r  f i  ci, xr-  O d a r  = - ( @ -  1)c2, ... ;.da,- 

-0 

Annali di Matematica, tom0 XIV. 33 
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e la seconda queste altre: 

Ne risulta che nello sviluppo in serie di qualsivoglia funzione iperellittica di 
primo ordine, quando sia noto il coefficiente c0 in una delle forme binarie g, 
di cui componesi quel10 sviluppo, gli altri coefficienti si deducono per semplice 
derivazione rispetto ai moduli; che inoltre questo c~effi~iente incognito deve 
soddisfare alla condizione che, l'ordine della forma rp essendo n, il suo peso 

3 12 sia - . Queste proprietà, note nella teorica dei covariant;, dimostrano il ca- 
2 

rattere invariantivo delle forme che compongono quegli sviluppi in serie. 
3." Posto: 

d v i  dve si otterranno da queste i valori di - - nello stesso modo seguito ne1 
dar  dar  

paragrafo precedente per giungere alle (12). Ponendo percib le espressioni del 
terzo grado in x:  

nelle quali le costanti h',,, Tc',,, . . . sono funzioni di b,, b , , .  . . , c,, ci , . .  . e delle 
loro derivate rispetto ad a,, si avranno corne espressioni di quelle derivate le 
sementi : 

essendo analogamente alle (13) Q',, R', funzioni lineari di u,, u,; Q",, R", 
funzioni lineari di vi, v, e cioè: 

&'r = [si (av) gi (a,) $ 2  ri, f ' (a,)] ~1 t- [gi (a,) (av) + 2 h ' 2 r  f ' (a?)] u2 

R'r = [y2 (a,) gi(ar) S 2 k'i,f '(a,)] ~i + [g!z(a~)gz(ar) + 2 K,r f f (ar ) ]  212 
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e : 
Q r  = (a,)f~ (a,) + 2 Ji,, f '(a,)] v ,  + [g,(a,) f,(a,) $ 2 h',, f '(a,)] 2 ; ~  

Ru+- = [Y, (at-)f ,(aT) + 2 k '3 , f  '(a,)] 9, + [y ,  (a,)f,(a,) f 2 Ic',,. fl(a,.)] v,. 

Se supponiarno f i($) = 1, f2 (x )  = x e le g,(x), g,(x)  abbiano i valori (5) del 
Capitolo 1, queste equazioni si semplificano essendo in questo caso: 

hl , ,=-+(3a2,+2Aia , f  A,), hl,,=- a I i 3 ,  = O li4+. = $ 
i léi, = -?a,, K2,. = - + k',, = u ) (20) kfrr = O \ 

4." Dalle due equazioni (12)  si deduce la: 

e percib quando f ,(x) = 1 f,(z) = x ,  e sussistano le (16), si avrà: 

d 4 -- - a , 3 + + u , .  
d ~r d ar (21 )  

Cosi dalle (12) e (19), osservando che: 

duo dvi duo d [hi  Da queste si hanno i valori di -, --, - espressi per -, u,, u,; v,, v,. 
d a r  dur d a ,  da, 

Ne1 caso sopra considerato alla equazione (21) devono aggiungersi le due 
seguenti : 

mentre dalla prima delle (12)  si ha: 

Ci serviremo di queste formole ne1 Capitolo seguente, 
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\ 

CAPITOLO V. 

Gli integrali completi di prima e di seconda specie. 

1." Partendo dalla definizione data ne1 Capitolo 1, per gli integrali nor- 
mali iperellittici del primo ordine di prima e di seconda specie, denomineremo 
jntegrali completi di prima specie gli otto integrali definiti seguenti: 

0 a  O 2 

e si otterranno gli otto integrali completi di seconda specie V , I ,  ?,,; n2, vne;  
q t 3 ,  qZ3 j ) 7 U 7  qz4 mutando nelle espressioni superiori fi (x) in y, (x), f,(x) in g,(x). 
F r a  questi sedici integrali sussistono alcune note relazioni alle quali giungesi 
facilmente ricorrendo alla formola (3).del Capitolo 1. Esse sono le sei seguenti: 

0 ~ 1 Y i 4  - OilYi i  $ 02i?24- u t 4  1 2 1  = O ?14 - @14 813 't. O25 ) 1 ~ 4  - O24 Y 2 3  1 
Conviene perb dare alle medesime una forma che ci sarà utile in seguito. Posta: 

mes = O,,. wzs - mis w~~ == - m,,. 

dalle relazioni superiori si deducono queste altre: 
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Ma per una nota proprietà dei determinanti: 

le quali posto : 

+ 
sarà quindi per la prima D = - - 

4 
e per !a seconda: 

LI= 

Le formole (5) (6), corne quella che diz il valore di D, si possono anche otte- 

O l i  0 1 2  0 1 3  w 1 4  

W 2 t  O 2 2  W23 

? I I  V i e  V13 V i 4  

V 2 i  ? e z  ï l73 V24 

nere direttamente applicando un noto nietodo di trasformazione di integrali 
multipli. (*) 

possono scriversi cos]: 

dD n i  ni -- -- d D  r i  n"D 
, O i 2  = -  

--- 
~ V I ~  2 

W14 - - 0 1 1  
d q i i  dni3 

d D  n i  (; i -- -- dD n i  -- d D  
2 W 2 3  -- --- 0 2 4  - - % i  

d -02,  d . 1 1 ~ ~  2 d .(les 

ed analogamente si hanno le altre otto : 

dD 'ici dD ni d D  ni 

(*) Si pud consultare la quarta delle lettere di ROSENHAIX 8 JACOHI ne1 Vol. 40 del 
Giornale di CRELLE; e l'ultirna parte della Memoria di JACOBI: De binis qquibuslibet Ficnctio- 
nibzcs homoyetieis secur,di ordinis, etc., ne1 Vol. 12 del10 stesso Giornale. Vedi anche 
Annali di Mntematica, Tom, 1, aiino 1858, pag. 17. 
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2.' Considerando le equazioni (6) del Capitolo 1, ed i valori superiori 
degli integrali completi di prima specie, si vede che per determinati valori di 

d log o 
x i ,  x2 ,  le u,, 21, possono assumere i valori m i , ,  o ,,,. .. Analogamente le -, dui 
d log o 

ci U P  
O le v , ,  v, del Capitolo precedente in causa delle equazioni (41)  del 

Capitolo III, diventano le q,,, ri ,,,... 
Riservando al successivo Capitolo la determinazione dei valori delle fun- 

xioni iperellittic,he corrispondenti a quei valori degli argomenti u,, u,; yassiamo 
ora alla ricerca delle relazioni differenziali esistenti fra quegli integrali corn- 
pleti. Supponendo f , ( s )  = 1 f,(x) = :cl esse sono una conseguenza delle equa- 
zioni (21)  ( 2 2 )  ( 23 )  del Capitolo precedente. L'ultima di queste, ricordando 
l'osservazione già fatta relativa alla derivazione sotto l'integrale, dà quattro 
equazioni della forma : 

e le altre tre si ottengono da questa sostituendo ad w,, le a,,, w 1 3 ,  w , ,  e fa- 
cendo ne1 secondo mernbro le corrispondenti sostituzioni. 

Per la (21) si avrà la: 

d w2, -- d o , ,  
d ar 

- a, - 4- + w i i  
d at- 

ed altre tre analoghe per w,,, w, , ,  w24. 

La  seconda delle (22)  darà: 

ed altre tre per q , , ,  

ed alle altre tre per 
È evidente che 

q i 3 ,  q i 4 ;  infine la prima delle (22) conduce alla: 

V n z ,  ?23> Y24 

derivando l'equazione superiore ( 8 )  tre volte rispetto ad 
a, si otterrà, in causa delle (9) ( 10 )  ( I l ) ,  una equazione differenziale del 
quarto ordine per w,, . Questa equazione differenziale, di forma assai semplice, 
è la seguente: 

d 4 0 , , + 3 B d 3 ~ , ,  25 d20 , ,  15  dw,, 45 A -  C-+a D-+ - u i i = O  (12)  
d a4r d a i ; + ~  da'r dar  16 
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nella quale: 

Ponendo r = O,  1, 2, 3,  4, si hanno cosi cinque equazioni differenziali 
del quarto ordine per o,,, e le identiche equazioni per o,,, W 1 3 )  w,( ;  ossia w,, ,  

w,,, A,,, o14 sono integrali particolari di ciascuna di esse. Si pub dare altresi 
a quella equaziorie una forma abbastanza rimarchevole osservando che indicato 
con d la radice quadrata del discriminante di f (x) ,  O meglio del discriminante 
della forma binaria del sesto ordine: 

e con 8, la radice quadrata del discriminante della stessa forma divisa prl 
fattore 5 ,  - si ha, corne è noto, 

quindi l'equazione differenziale superiore diventa: 

Queste sono le forme delle equazioni differenziali degli integrali completi 
quando si assumono per moduli O per ~ar iabi l i  principali le quantità a , u , ,  . . . , 
a,; esse perb possono subire altre trasformazioni scegliendo opportunamente 
per variabili principali alcune determinate funzioni di quelle stesse quantità 
ao ,  a ,,..., a4. 

Ci occuperemo più svanti delle medesime in uno speciale capitoio. 
3." Si è indicato ne1 precedente Capitolo con m,, la espressione: 

m,, = - ?'?fs, = 4 v W s  - w i s m z r  

e quindi per la (7) 
?fii3 + m,, = 0. 

Posto o = ~ n ~ 2 ~  dalle equazioni differenziali (8) e seguenti si ottiene: 
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Cosi derivando m,, rispetto ad a,, ed osservando che per le (3) si hanno le: 

n i  
@'241]13- @23qi;! =- CO-- u 2 2 2  

W 2 0  

e da queste: 

ed analogamente : 

d m,, ki zfr(a,,>- a a r [  - a ]  =- 2 w 2 ( ~ f i - a r u i i ~  

formole delle quali si farh uso più avant;, c.ome pure della seguente: 

CoG - Ci = ~ ( ~ l i i ~ z a  - > 7 i 2 ~ 2 i )  (16) 

CAPITOLO VI. 

Le funzioni iperellittiche per  valori particolari degli argomenti, 

1." 1 valori delle quindici funzioni iperellittiche corrispondenti ad 
u, = 1.4, =: O ,  si ottengono, corne si è già osservato ponendo x, = a,,  x, = a3 

O reciprocamente nelle espressioni delle funzioni stesse. Cosi si avranno le: 
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- 

e le: 

- 
nelle quali i = \l- 1 e le quantità sotto il segno radicale sono positive. 

Dalle formole di derivazione si ottengono peï le derivate delle sei fun- 
zioni dispari, corrispondenti ad u, = u, = O i seguenti valori: 

0 - - -  
f i  (a,) d u2 0 

' 1 ( d p 0 2 )  ---(*) =-i[(Ol)(03)(12)(23)]2 
fe(a4) du, 0 

e quindi se m o = O ,  -- =O. (dd::l 
1 valori delle derivate seconde, corrispondenti ad zc, = t ~ ,  = 0, per le nove 

fiinzioni pari si ottengono facilmente per mezzo delle equazioni (29) (30) del 
Capitolo III. Trascriviamo tre fra esse, cioè le: 

e supponendo per hrevitB sieno mo = 92, - 0 ;  ln ,  = no = 1, e quindi E = - 1 ,  
Annali di Mttemntictr. ton10 XIV. 36 
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si avrà: 
Ic 

apaz  3- bzP2 t c a p  = 2 - 
F 

[vedi equazioni (23) dello stesso Capitolo]. Supponiamo ora x, w funzioni 
dispari ed indichiaino cor1 y, il valore di y corrispondente ad z ~ ,  = u, = o. 
Posto tri = u, = 0 in quelle tre equazioni e sommandole dopo averle rnolti- 
plicate per cc,, b,, c,, si ha: 

dove a, ha il valore della tcrza delle equazioni (17) del Cayitvlo III. 
Ma dalla equazione del quarto grado [(20) del Capitolo II] fra le (I, x, w ,  

si ha ponendo zc, = u, = 0 : 

O = l  +y;+2a?J;  
e quindi: 

$. Cl = \lu2 - 1 

ossia pel valore di a datu dalla (81) del Cnpitola II: 

[equazioni (6) (7) dello stesso Capitolo II]. Se ora rainmentasi essere 

si giiinge alla : 

essendo gli indici i., p ,  Y, s, scelti opportunamcilte perchi: a ,  zo sieno funzivni 
dispari. Questa equazione pub anche scriversi corne segue: 

ed in essa possiamo porre In = O ,  2,  4. Affatto analogamente si trovereb- 
bero le : 

1 - ( " 1 ~ )  = «,, + u, - C r ,  - a,. 
pn,YO) du; o 
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Nello stesso modo supponendo in tre fra le equazioni (29) y ,  IU funzioni 
dispari, si giunge alla: 

2 (2) = (a, - a,> [o,u,. - a,.(a, + u,.)]. 
pxs ( O )  d 7 l ;  O 

(4) 

Posto nelln (3) m = 0 ,  p ,  ~ = 2 ,  4 ;  A, s =  1, 3 si ha: 

ed in questa permutando gli .indici 0 ,  2; 0, 4 le analoglie espressioni per le 
altre due funzioni iperellittiche ad un indice. Cod ponenclo n ~ l l n  (4) À = 1, 
m = 3, s, p, Y = 0, 2, 4, si ha: 

-- (spi ')  = (a, - n,)[a,a, - 03(a2 + a.)] 
2'iO (0) du: 

e le altre clue permutando l'indice O con 2, 4 ;  infine pcrmutando gli indici 
1, 3, si otterranno le tre ultime espressioni. Indicando (.on A ln sonima di 
queste nore espressioni divisa pel numero nore, si avrh qiiincli: 

1=$[2(a l$a3) (a , a4f  a4af l+aoa2)-3a,a3(n,+nl+n,)-3a,c12a,]  (6) 

e se 2 p ,  v ,  rappresentaiio le analoglie somme per le rlerivate seconde rispetto 
ad u,  e ad u p ,  O rispetto ad 24, duc voltc, si lianno le: 

u=' , [gain3 - (al + u3)(ao + 0, + a.) - (a2a,  $- a400 + OOn?)] 
Y = $ [2(ao + a, +a,) - 3(a, + aJ]. 

Sieno ora A,, p,, Y O ;  ?,?, p e ,  v,; Ad, p,, hl  quantità clie si dedixono da 
1, p, Y permutnndo 1, 3 in 2 ,  4; in 4 ,  0;  in 0 ,  2; sottramdo qiieste nuove 
espressioni dalle precedenti si ottengono Ic: 

l [ 0" , ( % ) ( A o ) ,  - -- = 
p, (O) d ~ l ;  O 7)" (0) d u i  (1 71, 1 

1 ( 3 0 )  = ;O (v - Y,,) ( (7) 
p0 dz15 o 

ed analogamente per pz, ])1 sostituendo nlle X,, p,, Y , ,  le A n ,  p?,  ... COSI indi- 
cando con A,,, poi, u,,,, le espressioni le qunli si deduconn da A ,  p, Y colla 
permutazione degli indici O ,  1; si Iinnno le: 

ed analogamente per tutte le altre funzioni iperellitticlie a due indici. 
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Questo risultato acquista importanza dalla proprietà caratteristica delle 
espressioni A ,  p ,  v .  Tndicando con y?, # le due forme cubiche: 

e forrnando il loro covariante simultaneo di secondo ordine: 

s = ( y  4)- 
trovasi essere : 

S= + (151 f 2&5, + YS:) 

e quindi eseguendo sopra y, + le indicate permutazioni, si otterranno altret- 
tanti covarianti simultanei quante sono le funzioni iperellittiche pari. Ne risulta 
clie essendo, corne si è osservato al Capitolo IV, per una funzione iperellit- 
tics pari: 

quando in S ed S,, si sostituiscano u,, u, a E , ,  t;,. 
Ida proprieth in~ar jant iva  degli sviluppi in serie di tutte le funzioni ipe- 

rellittiche stabilita al Capitolo IV colle equazioni (17) viene cos1 a precisarsi 
ne1 senso che le varie forme binarie di cui si compongono quegli sviluppi in 
serie per le funzioni pari, sono covarianti simultanei di due fornie del terzo 
ordine formate ciascuna di  tre fattori della forma del sesto ordine: 

Per  le forme dispari la decomposizione della f subisce una modificazione. 
Incominciamo da1 determinare i valori delle derivate terze delle sei funzioni 
dispari, per u, = u, = O. Rammentando le formole superiori (2) e supponendo 
sempre E = - 1, indicheremo con C,, O,, C,,, . . . le espressioni dei secondi 
rnembri cogli opportuni segni, cos1 che saranno: 

e cos\ via; porremo anche per brevità: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



= 2 / 3 h , - a h 2 + 2 h , .  

Dalla prima per la perrnutazione di 1 e 3 si otterrh il vnlore di (*), (711; ,, e 

cosi dalla seconda permutando gli indici 2 ,  4 con 0. Sommando le prime 
cinqlie espressioni si ottiene : 

(a $- A , )  [2,6 hl  - a h? + 2 l/,,] - 2 ( p h ,  + cc h:,) 
ma : 

a + I I ,  = A l  = - (clo + a ,  + a - .  + O , )  
e 

ph, + a h 3 =  A ,  

si nvrà quindi che la somma delle derivate terze delle sei fuiizioni dispari, 
per u, = TL,  = O, divise per le corrispondenti costsnti C, , C,,, . . . e moltiplicatn 

ln (2k per la' somma delle rndici o,, a , ,  . . . è egunle n - 2 A. ,  ciai> a 

meno due volte la somma dei prodotti a quattro a quattro delle stesse raclici. 
Ossia la forma analoga ad S sarebbe, pel cas0 delle funzioiii dispari, snlvo un 
coefficiente numerico, eguale a : 

ossia eguale anche in  qiiesto cnso n (y$)?, supponendo: 
6 - - 1  t7 + = ( ; , - a , < , ) ( < 2 - c i , ~ , ) .  . . ( & - c ~ ~ i ~ ) .  

Osservirtmo che il valore superiore di I pub scriversi: 

3,311, -2cch2+ 3 h , = < A  
percib essendo : 

A ,  = B h ,  + a J t * +  IL? 
si ha: 

dalla quale: 
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Il primo termine del secondo rnembro è ~ u , S ( U , ,  uP), il secondo termine B il 
covariante cubico (saho un coefficiente numerico) che si ottiene ponendo 
o, = 51 e + corne superiormente. 

Se in luogo del fattore 5 ,  della forma di sesto ordine f i : , ,  5,) si considera 
il fattore S2 - a,{,, cioè si determina il covaria.nte cubico simultaneo della 

forma quadratica rp = (i ,  - aï(,)" della forma $J = ftti 6 2 )  ,je] quinto or- 
& - al. ti 

dine, si ottiene per ciascuna forma dispari una relazione analoga alla superiore, 
notando che il fattore di S ne1 secondo membro sarb = u, - cr,u,; cd s== 1, 3 
quando Y = 3, 1; s = 1. neg+ altri casi. 

Ne segue che per una funzione ipercllittica dispari 1) qi~nlsivoglia, si ha :  

la rz essendo eguale a zero se p = p , ,  ed eguale a - 1 negli altri casi; la 
112 = 1 ne1 primo cnso, ad a,, n, , . . . rr4 negli altri, e P(zrl, u?) un covariante 
simulta.neo di terzo orrlinc di due forme l ' m a  quadratica, cioè (nzzc, + nt@, 

l'altra del quinto ordine ossia f(61, 5,) 
~ I Z  2( -+ n zr, 

La determinazione delle derivate d'ordine superiore conduce nd analoghi 
risultati. Per  le derivate di quarto ordine, per esempio, partendo dalle due 
forme cubiche (S), si devono considerarc i cov~rianti  simultiinei: 

i primi due quadratici, del quarto ordine il terzo; inoltre l'invariante simul- 
1 taneo A = (?+),. Cib posto nelio sviluppo di - p, (a6,, u,) si ottiene : 

Po (0) 

nella quale A,, a,, r,, cl, si deducono da A ,  a ,  c,  GE colla permutazione già 
inrlicata. 

Ritorneremo su questi sviluppi in serie piil avanti; hasti per ora averne 
dimostrato la proprietà principale. 

2." Se nelle equa,zioni differenziali (6) del Capitolo 1, si pongorio x,=a, 
xp = a3 i valori di zc, , u, diventano rd,,, w2, [(1) del Capitolo IV]. Scrioendo 
p, (,,,,,) in luogo di p,(m,, , rd,,), si hanno le : 

p2(ai a) = 0 ~ 8 ( ( ~ 1 i )  = 0 (mil) = 0 2 1 0 4  ((di!) = 0 

p44(4 = 0 1 3 2 3  (~11) = 0 
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cioè quei valori di u,, 21, annullano sei fra le funzioni iperellittiche. Per le 
altre nove si ottengono i seguenti valori: 

i 

~ ~ , ( ~ ~ J = [ ( 0 2 ) ( 0 3 ) ] '  po2(m,,)=-i[(03)(12)(24)]$ 
i 

po3(uii) = - i [(02)(13)(34)]T 
1 i 

pi bhi) = [(12)(13)IF p12(w11) = - i  [(02)(13)(24)IT 
i 

p13(~1J = - i [(03)(12) (34)le 
4 

$4(0ii) = [ (N)  (34)1° p4? (w) = i [(02) (1 2) (34~1 
4 

~41(%1) = i [(03)(13)(24)] ?. 

l (15) 

COS: posto zi = u1 x2 = a4 le u,, u, diventano w12, w2, e si liarino le quindici 
relazioni : 

( J O )  pr(mie)=O 2~32(01?)=0 J J ~ ~ ( w ~ P ) - O  
1 

CAPITOLO VII. 

Le formole per l'addizione. 

1." Le formole per l'addizione si ottengono dalla applicazione del noto 
teorema di ABEL. Si indichino con zr',, u', i valori di ai ,  ut allorqiiando nelle 
equazioni (6) del Capitolo 1 si sostituiscano le y, ,  y, alle a,, a,; ed analoga- 
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mente sieno u",, u", corrispondenti a i  lirniti x,, a,. Se  supponesi: 

il teorema di ABEL conduce ad una serie di relazioni fra le x,, x,; y , ,  y,; x , ,  x, 
e le cc,, a,, ... cc,; le quali sviluppate opportunamente d&nno le formole per 
1' addizioiie. 

Sieno Y(Iç), Q(x) due polinomi, del secondo grado il primo, lineare l'altro; 

e decoinponiamo il polinomio f(x) nei due k(x), g(z): 

( x ) = x - ( x - )  ~ ( x ~ = ( ~ - ~ ~ ~ ) ( x - c c ~ ) ( x - ~ , ) ;  

infine poniamo : 

v(~)=(~-~,)(~-~P), JI(x)=(x-I/~)(x-~/~), -/(x)=(x-x~)(x-22). 

Dalla equazione : 
p2 ($1 (4 - Q2 (4 Y (3) = <f ($1 S (4 7 ($1 (2) 

si ottengono le: - - 
) ( )  = Q ( ) f  Q(xJg(xJ = P@J\lf(xi) (3) 

e le altre sostituendo ad xi le x,, y,, y,; inoltre le: - 
p(zJ&,) = - Q(zJ\lf(zi) Q(x,)g(zJ = - p(z,)\lm (4) 

e le analoghe sostituendo x, a 2,. 
Cib posto essendo identicamente : 

si avranno per le (3), le seguenti: 

e cls p e s t e  la :  

Ora il primo membro della equazione superiore è eguale a :  
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e la etpazione (2) dà: 

pi p.). t* Q (a).) = - 9 
PI. QP t~ Q (a,) - -- 

d - g (a).) ~~ 
essendo q ,  t coi rispettivi indici le funzioni corrispondenti agli argomenti u', , z ~ ' ,  ; 
u",, u", . Sostituendo si giungerà quindi a questa prima relazione: 

e ad altre due sostituendo all'indice m gli indici Y, S. 

Sostituendo alle x, ,  x, le y,,  y, e le xi, x , ,  avendo riguardo al segno 
delle (4) in quest'ultjmo caso, si otterranno le due relazioni analoghe: 

Infine dalla (5j e dalle altre due che deduconsi da essa ponendo = Y, s, 
moltiplicate per (rs)pm, (sm)p,, (mr)p, e sommate, si giunge alla: 

ed analogamente dalla seconda delle (6) moltiplicando per (r s) t,,), , (s n t )  t,.) , 
(m r )  t,), , e sommando, trovasi : 

e cos1 l'altra permutando 1, p. 
2.' Dalle relazioni superiori e da quelle dimostrate al Capitolo II, si 

deducono i valori delle quindici funzioni iperellittiche per gli argomenti z ~ ,  + zc' , ,  

'l6, + ut,; espresse per le funziorii degli argomenti ~ c , ,  24, e u',, zc',. Le quindici 
espressioni lianno un denominatore comme, a cui pub darsi forme differenti. 
Ne soggiungiamo pel moment0 due, composte I'una e l'altra di funzioni dispari. 
Indicando con M questo denominatore, si ha: 

A~ir~ali di JIcitei~zatica, tomo SIV.  3'7 
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oppure per la (16) del Capitolo II: 

Ci6 posto si hanno le seguenti formole di addizione: 

0 h (am) ( A  m)  JO' k (am) - t,, - p, q, $ 
f '  W f '  \a,> 

P1.p qipPvs qrs + - f ' (4 PX qxpmx qmx 4- 

nella quale m ,  r ,  s possono assumere i valori 0, 2 ,  4; e h = 1, p. 3. Colle 
stesse condizioni si hanno per le funzioni dispari: 

+ pxpj., q v s  qrnx + qi qipp,sprn). . l 
Infine le altre sei funzioni pari, per rn = 0 ,  2 ,  4 A = 1 ,  p = 3 sono date dalle : 

+ Ku- m) ~ m ,  4mp + Pp 2 p  Pm 4 4  

3.' Fra le varie conseguenze che si possono dedurre da queste rela- 
zioni, consideriamo dapprima i valori delle espressioni stesse corrispondenti 
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'-, 

a uPi = w i i ,  alz = wzi  ; oppure a = w i 2 ,  u', = o,, e cos1 per le altre funzioni 
complete. Ra,mmentando le formole (15) del Capitolo precedente e le relazioni 
generali del Capitolo II, trovasi che ne1 primo caso, cioè supponendo u', = a,,, 

= w p i ,  si ha : 

e le: 

Da quefite relazioni, nelle quali si è scritto per ùrevità p(a, + o,,) in 
luogo di p(uI + o,, , + ut,), si deduce la proprieth principale delle funzioni 
iperellittiche. Sostituendo infatti in ciascuna di esse u, + o,,, u, + a,, alle 
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u, ,  u,, trovasi che tutte quelle funzioni si riproducono col10 stesso segno O 

con segno cambiato, si hanno cioè le: 

COSI le p,,, p,,, p34, pOl si riproducono col10 stesso segno, e le pi,, pi,, p,,, 
Pl3) pz4) pO2 con segno cambiato. Risulta percib evidente che se in quelle fun- 
zioni alle u i ,  zc, si sostituiscono zc, + 4wll, u., + 4u2,, le funzioni stesse si 
riprodurranno col proprio segno. 

Ne1 secondo caso, posto u', = m l , ,  u', = w,, si ottiene: 

inoltre : 

e cosi vin. Aggiungendo in p e s t e  formole ad u , ,  u, nuovamente le w,,, w,? 

giungesi a dimostrare che le sette funzioni iperellittiche p,, p , ,  p,; p,,, pl,, 
p,,, p,, si riproducono col proprio segno e le altre otto con segno contrario. 

Infine negli ultimi due casi si harino: 

Riassumendo si avrà che per una funzione iperellittica p qualunque: 

essendo m, ,  m,, m,, m4 numeri interi, cioè quelle funzioni sono quadrupla- 
mente periodiche, pei periodi 4wli, 4wi,; 4m2,, 4w2,, . . . 

4.' Se nelle relazioni (10) si mutano M', , u', in - u', , - u', , e si 
moltiplicano le nuove relaaioni cos) ottenute per le corrispondenti da cui de- 
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rivano, si hanno per ciascuna funzione jperellittica p i valori di: 

p(u + u')p(u - u'). 

Per  le sei funzioni dispari queste espressioni sono molto semplici, essendo: 

e potendosi dedurre le altre tre dalla: 

nella quale r ,  s, m rappresentano 0 ,  2, 4 e #(a,,) = (a ,  - a7,,)(a, -a,,). 
Il tipo delle espressioni analoghe per le funzioni pari è dato dallo stesso 

denominatore M sostituendo nell'una O nell'altra delle due forme superiori ai 
quadrati delle funzioni dispari, i quadrati delle funzioni che costituiscono una 
delle terne O delle quaderne di funzioni jperellittiche definite al Capitolo II. 

Sciegliendo, per esempio, le p",, pLi,, pz,,, ossia le y2 ùfl ,  x2 vao', zo2\i%, 
ed indicando con i ,  ?, <, le analoghe qiiantità per gli argomenti u',, u',, 
trovasi che 31 si esprime linearmente colle quattro funzioni seguenti: 

X =  1 + y y 2  + x ? $ +  w ? L ~  

Quanto ai  coefficienti che m~l t ip l i~ano  queste funzioni X, Ir, 2, TV, il 
loro valore si forma coi coefficienti a ,  O ,  c della equazione del quarto grado 
(20) del Capitolo Ir. Posto: 

ossia : 
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nelle quali a,  P ,  y,  8 hanno i valori (6) del10 stesso Capitolo, si ha per M 
il seguente valore: 

Le espressioni per 

si formano colle stesse funzioni X,. Y, 2, e di più anche i coefficienti 
non rnutano che di posizione. Cod si ha: 

ed analogamente per 

si otterranno due frazioni di cui il denominatore è ancora il secondo membro 
della (18) ed i numeratori sono: 

5 . O  Le ultime formole del precedente paragrafo conducono a quelle 
per la moltiplicazione delle funzioni pari. Supponendo dapprima in esse zc', = Ir,, 

zc', = u,, ed indicando per brevità: 

P = y 2 f z 2 w 2 ,  Q=z"wWIy2, R = U F + ~ ~ Z ~  

le  espressioni X, Y, Z, W diventano 

X = 1 + y 4 + ~ 4 + w 4 = - 2 [ a P + b & + c R + 2 k y x w ]  

Y = 2 P ,  2 = 2 & ,  W=2R.  

Per questi valori, osseivando essere: 
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si ottengono faoilmente le formole di duplicaxione: 

essendo : 
X [J. v + 1 N = P \ i a 2 - l + Q \ j b z - 1 + R \ i c 2 - 1 + 2 ~ p v ~ 1  I c y x w .  

Le formole di duplicazione per le funzioni dispari, si possono dedurre 
direttamente dalle relazioni (10). 

6.' Accenneremo qui ad un'altra formazione delle espressioni (19), della 
. . 

quale si vedrà l'origine più avanti. Introduciamo tre nuove quantità p ,  p, r 
definite dalle relazioni: 

nelle quali: 

sono i valori di p ,  q : r per zc, = 1.4, = O .  Cib posto le p,(B z6), piS(2 u), pp,(z II) 

si esprimono in funzione di p, q ,  r. ne1 modo seguente: 

rna indicando con y,, z,, w, i valori di y ,  x ,  w corrispondenti ad u, = u, = 0, 
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si hanno le: 

quindi saranno : 

affatto analoghe alle (20). 
Infine le y,  p, r soddisfario ad una eyuazione biquadratica della stessa 

forma della ( 2 9  cioé: 

2C(r2 +ptq2) + 4 Kpqr 

ed i valori dei coefficienti -4, B, C, I !  sono le seguenti funzioni dei corri- 
spondenti coeflicienti a ,  6, c ,  k :  

Questi valori conducono alle relazioni: 

7.' Se nella formola (18) si pone u', = 2 u , ,  u', = 2 u,, il primo inenibro 
pm (24) p m  (3 u )  è eguale a e nei valori (15) delle X, Y, 2, W del secondo 

\If1 (am) 
membro le [, q ,  6 diventano le y(2u), x(2u), zu(2u). Si otterranno cos1 per 
mezzo delle (19) le formole della triplicazione. Daremo in seguito le espres- 
sioni di queste corne in generale di quelle per la moltiplicazione. 
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CAPITOLO VIII. 

Le funzioni théta e le funzioni sigma. 
Loro sviluppo in serie. 

1.' Abbiamo dimostrato nell'ultima parte del Capitolo III che ciascuna 
delle quindici funzioni iperellittiche p,, prs pub esprimersi mediante il rapport0 
di  due funzioni théta, ne1 modo seguente: 

essendo C,, C,, due costanti rispetto ad u,, u, e funzioni dei moduli a,, a , ,  . . . 
a,. Si è inoltre dimostrat,~ che la funzione thAta, comune denominatore di 
quei rapporti, la quale denomineremo funzione théta fondamentale, è definita 
dalle equazioni (41) del10 stesso Capitolo. 

Ora rammentando i valori di f ( ~ ) ,  fi (x), f2(x), y,(%), g, (x), dati ne1 Cn- 
pitolo 1, si ottengono dalle suddette (41) le relazioni seguenti: 

dl log o 

+ + '2) 

E mi - de log o 
du1 du2 [ d210g@ + ni -1 = eCI - W,S- misix, 

nelle quali : 

Queste relazioni conducono dapprima alla : 

essendo 5 una quantith indeterminata. Ponendo 5 = a,, a,, ... ar ,  si ottengono 
AnnnEi di Matematica, tom0 XIV. 38 
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i valori di p:, p:, ... p4 espreesi colle derivate seconde della funzione théta 
fondamentale, come già risulta dalla prima delle formole (33) del Capitolo III. 

I n  secondo luogo osservando che il quadrato di una funzione a due in- 
dici pzFG, pub cosi esprimersi : 

si giunge alla: 

de log @ de log @ d2 log @ + f2 (O d' 10: @] - =  
d a2 

f ' (0  - f l ( x )  
(4) 

=-ph+$[fi(E)Yi(~)+fi(~)Yi(5)f f 2 f ~ ) Y z W + f z ( ~ ) Y ~ ( O I + i  

Se in questa per 5 ,  Y] si pongono le a,, a,, . .. ar si hanno per i quadrati 
delle dieci funzioni iperellittiche a due indici espressioni analoghe alle (33) 
del Capitolo III. 

Infine da quelle stesse relazioni si ottiene la seguente: 

d2log 0 d2 log @ dolog O fi (9 + 2 fi B) f. (t) ,, + f: (9 ,, - 
formola della quale ci serviremo più avanti. 

Se nelle formole superiori supponiamo fi(x) = 1,  f2 (x)  = x, si hanno le 
seguenti : 

de log o -- 
d m  dzc 2 

- xi28 

e quindi per a, = u, = O, si dedurranno i valori : 

2." Richiamando la equazione (15) del Capitolo IV e ponendo iu essa: 
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si ottiene tosto la: 
QG,-@,GE0 

nella quale: 

e G,  si deduce da G mutando O in O,. 
POS~O G = Eo,  si avrà G, = EO,, e rimane cos1 a trovarsi il valore di E. 
Rammentando le equazioni (18) (19) del Capitolo IV si giunge alla: 

ti - to - [% Yi (a9J-t fiogz (ql [II, + =j 
ed essendo ,(equazioni 42, Capitolo III) 

si ha il valore della espressione: 

d'logo dP log O 
Mo - d m  da,. + zair . 

Se oya osservasi essere: 

posto per brevità corne ne1 Capitolo IV: 

ed: 

si ottiene dopo alcune facili riduzioni essere: 

d E  d E  
mo-+no-- d ui duo - 2 (WO Q', + no RI,) + 2 H,per - 
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ma per l'equazione (3) superiore: 

de Tr de Tr d p  dlog pr + f i ,  - = 2 p 4  = ZP" - 
duidun  d ui d ~ i  

de Tr d V r  d logpr 
W O  - +fio7=2p8r- dzci due d  ~2 d  uz 

per le quali e pel valore di H, (5) del Capitolo IV, si ha: 

dE d E  
m, - + no du; = 2 (mo Q', + 

d u i  

ed in essa le Qr,, RIr hanno i valori esposti nello stesso Capitolo IV. Ana- 
d E .  logamente si otterrebbe pel valore mi-+ rtj - 

d  zci due ' 

da cui: 

e quindi : 
E= 4fr(a,)Cr + Pr 

nella quale Cr è la costante di iotegrazione, e P,= Q',ui + Rr,u, è una 
funzione quadratica in u,, u,. La  equazione (8)  condurrà in conseguenza alla 
seguente equazione differenziale per la funzione O fondamentale: 

ed è evidente pel modo con cui si giunse ad essa, che la equazione stessa 
sus~iste per una qualunque delle sedici funzioni théta. Il valore della costante 
Cr si ottiene tosto ponendo zc, = u, = O in quella equazione; e si avrh: 

d log o (0) 
4f1(a,)C, = 4 f f ( a r )  dnr - 

( i l 0  
- 1 (3 (0) [ f i  (ar) (%Io + 2 fi (ar)f2 (a,) ( , j j J 0  + f :  (a,) (g)J 
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3.' Supporremo in seguito fi  (x) = 1, f,(x) = x ; in questo caso dalla 
equazione (9) si deducono le due seguenti: 

d log o d log o 
42,-- - 4&Cv - 2(A*u: + 224) - 4 ~ ,  -- 

dut- duo 

dlog o d log o (11) 
4&a,-= 4 ~ , a , ~ , .  + 2(3ui  - 

d ar d ui 

mentre dalla (10) si hanno: 

d log o (O) 
2 C r = Z  Za,C,=Ba,  

d log o (O) 
d ar d ar 

Poniamo ora, per una funzione théta qualsivoglia, sia pari, sia dispari: 

in cui H è una costante a determinarsi, 0 è la funzione quadratica: 

D = Dou: $ 2  D i a i ~ e  + D,u; 
ed i coefficienti costanti Do, Di, D, sono pure indeterminati. 

Supponiamo che i coefficienti Do, D,, Dg soddisfino alle seguenti con- 
dizioni : 

posto inoltre : 

le due equazioni (11) si trasformano nelle: 

le quali sussistono per una qualsivoglia delle sedici funzioni sigma corrispon- 
denti alle sedici funzioni théta. 
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Distinguiamo ora i due casi delle funzioni théta pari O dispari. Ne1 primo 
caso supponendo che la funzione sigma corrispondente sia per u, = u, = O 
eguale all'unità, si avrà dalla relazione (12) che H è eguale alla funzione 
théta che si considera nella quale sieno zc, = 24, = 0. 

Se la funzione théta che si considera è la fondamentale, si hanno per 
la (14) 

e le stesse equazioni si verificano per le altre nove funzioni pari. Infatti, se, 
per esempio, la funzione théta considerata è la @,(u,, u,), queste due equa- 
zioni equivalgono alle : 

equazioni l'una e l'altra soddisfatte da1 valore di y,(O) trovato ne1 precedente 
Capitolo. Ne risulta che per una qualunque delle dieci funzioni sigma corri- 
spondenti alle dieci funzioni théta pari, posto: 

la funzione ~ ( u , ,  zc,) soddisfa alle due equazioni differenziali del primo ordine: 

d G 8,-=- d G d .r do d o  
NI - Z,ar-=b(3ui-futd; ; )* d ar dus d ar d ui 

Si avrà cioè per ciascuna di quelle dieci funzioni sigma: 

essendo (u,, u,), una forma binaria dell'ordine r pari. E se indichiamo con 
p(zc,, zc,) una qualsivoglia di queste forme, quella, per esempio, di ordine n, 
si hanno le: 

dp &.- =- d?  dl' d P 
Ui dzca 2,a,-   op$^,-* 

da, dur d zci 

La  forma p(u,, u2) d'ordine n ,  sa& quindi un covariante siinultaneo di 
due forme binarie, di cui il grado del coefficiente di uzn rispetto alle a,, ai ,  .. . 

n a, è eguale ad - Posto: 
2 

si avranno fra i coefficienti p,, pi,. .., analogamente a quanto si è dimostrato 
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al Capitolo IV, le seguenti relazioni: 

dpa 2,- = - npi,  2,- d pi = -  l ) , . . .  Zr-- +a - O 
d  ar d  ar dar 

dpo 3 n  d p ~  312-2 d P  - n Z,av-=api, &a,--=- pi , - -*  rrar-- ~ p n .  
d ar d a ,  dar  

Supponiamo in secondo luogo essere dispari la funzione O che si consi- 
dera. In questo cas0 posto: 

la relazione (12) dà: 

Sia Qi(u,, u,) la funzione théta dispari, essendo: 

ed m costante: per le formole (2) del Capitolo VI si avranno le due seguenti: 

H m-=- 
@ (0) 

[(O 1) (1 a) (1 411 t 
ma m = $ - f'(a,) , quindi : 

i quali valori sostituiti nelle equazioni (15) danno per questo caso le seguenti 
equazioni differenziali del primo ordine: 

do i do d a  2,a,-=-FO++ d ar 
e per esse sarà: 

ed infine indicando con p(ui, u,) la forma binaria d'ordine n dispari, essa 
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dovrà soddisfare alle: 

cioè la forma p sarà un covariante simultaneo, ne1 quale il coefficiente di uZn 
12-1 è del grado - 

2 
rispetto alle a,, a ,,... a d .  

L a  stessa proprietà vale evidentemente per le funzioni sigma corrispon- ' 

denti alle funzioni iperellittiche p,, pZ4, pOz. Dimostrasi facilmente seguendo 
il metodo indicato sopra che per la funzione G corrispondente alla funzione 
iperellittica pi3 si ha: 

e che per la forma p d'ordine lz si hanno le: 

Ciascuna delle forme binarie che compongono gli sviluppi in serie delle sedici 
funzioni sigma sono quindi covarianti simultanei di due forme binarie, e sic- 
corne i coefficienti delle prime sono funzioni di a,, a , , . .  . a, ,  queste due forme 
risultano dallo spezzamento in due fattori della forma binaria: 

il che risulterà più chiaramente dalle equazioni differenziali del secondo ordine. 
4." Si indichino con L, M, N i tre simboli di operazione: 

e poniamo: 

p i=- (ao+wl-a4) ,  p,=a,a~+a4ao+aoa,, p , = - a , a , a ,  

qi = - (a, + a,), 4 2  = Gia,; 

dalla relazione (IO), rammentando le (7), si hanno le tre seguenti: 

~ Z , U ' , C , .  = ~ L ( I O ~ B ( O ) ) - ~ ~  

4Zr(a3, + Aia2v)C, = 4 ~ ( l o ~ 0 ( 0 ) )  - 2 1 ,  

42r(a4r f Aia3v + A2a2dC,.  = 42V(log8(0)) - p t  -pip.. 

Per queste relazioni si ottengono dalla (9) le tre equazioni differenziali del 
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secondo ordine seguenti: 

dlog o d l o g o  1 de@ 2 ( A i z c i - u Z ) - -  2A,u2-+--  
d ui dus @ d u :  

dIogQ d l o g o  1 dg@ - 2AZui - -  
d ui AzuZ - d m  +BGZG 

le quali trasformate per mezzo della (14) conducono alle tre equazioni diffe- 
renziali del secondo ordine alIe quali devono soddisfare ciascuna delle sedici 

nelle quali K ha il valore (14), i coefficienti L),, D,, Dz devono soddisfare 
alle (13), e le quantità L,, L,, . .. hanno i valori seguenti: 
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Supponiamo dapprima essere la sigma che consideriamo una delle dieci 
pari; sarà: 

o(ui, u z )  = 1 + e + g + l + . a 

essendo e, y, E , ,  .. forme binarie d'ordine 2O, 4", 6O,. .. Sostituendo nelle tre 
equazioni superiori si hanno per la determinazione dei coefficienti di e le: 

d2  e 
o = D o - ~ 3 - ~ j 9 % - 4 N ( K ) + ~  

ossia posto e = e,u: $ 2eizc,uz 3. e, ui saranno: 

eo - t [4N(K)  + p3 t piy, - Do] , ei = + [2M(li*) 4- q z  - Di] 
e2 = + [4L(K)  + qi - D,] 

Cos1 per la determinazione dei coefficienti di g si hanno dalle stlsse (17) le 
tre relazioni quadratiche: 

d e  4L(e) = - 2e2e f Lou:+ 2L,u,u2 + Lui-2(A,u,  -uJdu; + 

e cos) di seguito si ottengono per mezzo di queste formole di ricursione i 
valori dei coefficienti di tutte le forme binarie delle quali componesi Io svi- 
luppo di una O(%,, U J  pari. Se la o(zii, u,) che si considera corrisponde alla 
funzione théta fondamentale si hanno L(K) = N ( K )  = N(K) == O ;  se, per 
esempio, corrisponde alla funzione O,(u,, u,) si hanno le: 

4L(K)$qj=-(a2$-aa) 2JI(K)+q2=a2a1 
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e percib i valori di e,, e,, e, superiori ne1 passare dalla o(u,, 21,) fondamen- 
'tale, alla oo(u1, u,) si ottengono dai precedenti colla permutazione di a,, a, 
i n  a,, a,, ed analogamente per le altre funzioni sigma pari. 

Cib posto consideriamo piir specialmente 10 sviluppo della funzione sigma 
fondamentale ; ed osserviamo dapprima che posto : 

sono soddisfatte le equazioni di condizione (13). 1 coeficienti e,, el, e, sono 
in questa ipotesi eguali a zero, cioè la funzione ~ ( z c , ,  u,) fondamentale, come 
pure le altre nove funzioni pari, possono esprimersi come segue: 

essendo g del 4 O  ordine, e c,, c,,. ... coefficienti numerici. I n  questa ipotesi 
devono per le superiori equazioni (19) essere 

L = K ,  L,=M1==X2,  nl, = Ni 
1 e posto ci = - - 

3 . 4  
si hanno pei coefficienti della forma biqundratica: 

s = ( g o ,  g i , , . .  g4)(u1, ud4 
i seguenti valori: 

La  forma y, come tutte le altre delle quali componesi 10 sviluppo della sigma 
fondamentale, sono co~arianti simultanei delle due forme cubiche: 

ed analogamente per le altre nove sigma pari, permutando i moduli a,, a , ,  .. . 
ne1 modo sopra indicato. 

5.' 11 sistema dei covarianti e degli invarianti simultanei di due forme 
binarie cubiche è noto (*), ma non 10 sono del pari alcune relazioni fra le 
forme del sistema, relazioni opportune al nostro scopo. Esponiamo qui~idi d i  
nuovo questa teoria colla rnassima Brevità. 

\") Theorie der Binaren Aigebrnischen Formen von A. CLEBSCK, § 61. 
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Il sistema si compone di 26 forme (corne quel10 corrispondente ad una 
forma del sesto ordine), e cioé una forma biquadratica, sei cubiche, sei qua- 
dratiche, sei lineari e sette invarianti. Indicheremo con cl; a ,  b ,  c; a ,  B, y la 
forma biquadratica ed i sei covarianti biquadratici, ossia addottando l'ordinario 
algoritmo : 

d=(q,$), a=;(p?)f> A - ( q ) ( C I ) 2 1  ~ = + ( w f  
e = ( b c ) , ,  R=(cc l ) , ,  7- (a6 ) ,  

le sei forme cubiche saranno: 

y, 9; ('fa), ( P h  (W! ($4; 
le sei lineari: 

A = (+a), = -(ph),; p = (y,~)r = - (#b)n j ) ,  (Ac);  P )  ( t . '~) ;  

infine gli jnvarianti : 

J= ( y + ) 3 ,  A = (aa)?, B = (bb),, C= (cc) ,  

E=(bc), ,  F=(ca) , ,  G=(ab),  

d2a d2a in cui a,, = ' - , a,, -- i -, . . . Questi invariaiiti si riducono a sette ' du: dui due 
per la relazione: 

J 2 = 8 F - 2 B .  

1 discriminanti delle forme y ,  (CI, sono, salvo un coefficiente numerico, eguali 
ad A ,  C; ed il risultante R delle forme stesse B dato dalla: 

R=- [J3 f 54 KI; (21) 
infine gli invarianti i, j della forma biquadratica d, hanno i valori: 

da cui la nota relazione: 

Fra i sei covarianti lineari hanno Iuogo varie relazioni osservabili. Dapprima 
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quelln che risulta dalla loro definizione cioè la: 

a a + b @ f  c7=0 
poi le tre: 

Ka=Aa+GP+Fy; K ~ = G u $ B B + E ~ ,  Kc=Fu+EP+C7 

dalle quali, osservando essere: 

I A G F 1  

si ottengono quelle che esprinlono a, P ,  -/ in funzione lineare di a ,  b ,  c. F r a  
le cc, B, y sussiste quindi la relazione quadratica: 

A a ~ B ~ + C f + 2 E ~ y + 2 F y a + 2 G a / 3 = 0  

ed una analoga fra le a ,  6, c ;  ossia la:  

A,a2+BB,bZ+ Cic?+2E,bc+2F,cu$-2Glab=0  

essendo ,4,, B,, . . . i determinanti minori B C - E" A A - F". . . del determi- 
nante superiore. Dalle note formole: 

2(ah ) (ac )  = ab(ac),  -+ ac (ub ) ,  - a2(bc),- bc(na),  
2 

2 (b c )  = 2 b c (b c), - b y c  c), - cP ( I )  b)? 

si ottengono fra i quadrati dei covarianti quadratici le sei relazioni: 

2py=Ea2+Abc- Gca-Fa6 

2 ? ~  = Fb2 - Gbc + Rca - Eab 

2 a B  = Gc2 - Fbc - Eca + Cab 

2Y2=2Gab-Baz-,4b~ 
ed essendo: 

(By)=+Ka, (yo.)=+Kb, (~ /3)==+Kc 
inoltre : 

= B A  i l  (@B>z  = $ Bi, by), = 3 Ci 
( B Y ) ~ = ~ E ~ ,  ( y ~ ) ~ = f F ~ ,  ( ~ p ) ~ = i G ,  
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si avranno le due relazioni reciproohe: 

K2bc = Eia2 + Aipy- G i y a  - F4ap 

Kzae == 2 E i a r  - Cifi".BB,./" 

ed analogamente le altre quattro. Introducendo ora i due covarianti lineari 
A ,  [n si hanno dapprima le: 

K g = p r - h B ,  K + = = i i ~ - ~ p  (22)  
dalle quali, essendo : 

(a  1) = (P Pl ,  (P 1) = b r*)  
si deducono le: 

(YI) = - 2 ~ ,  (?PI = - 2P; (+).)=2R, (tr")=2cc 
e da queste per la (A?) = ZR, si ha: 

. Kd=2(B2-ay). (23) 

Sia h l'hessiano della forma biquadratica d ossia h. = f (dd) , ,  si ottiene da 
quest'ultima la relazione : 

1 2 h  = 2 J d -  3 ( b z -  4ac). (24) 
È noto che l'hessiano della forma biquadratica Id f mh, nella quale 1, m 
sono costanti, ha  la forma seguente: 

[ $ i l m  + +jmz]d $- (1°-$irnz)h 

essendo i, j i due invarianti di d trovati sopra. Se poniamo: 

l = J ,  m = -  12 

si ha,  per quei valori di i, j ,  che l'hessiano stesso è eguale ad $Rd. Di qui 
il teorema. L'hessiafzo della forma: 

(25) Jd-  1 2 h  
è egztale ad + Rd. 

Se dalle tre equazioni: 

( ~ a ) ~ = o  ( ( y ~ b ) ~ = -  1 ( y  4 = p 

si ricarano i valori di y , ,  , - 2 y,, , y,,; ed analogamente que 
+?,, si deducono dai medesimi le tre relazioni: 

4K2a = BiA2 $ CiP2 - 2 EiAp 

2 K% = - GG,12 - Eip2 + (F i  + 
4K2c = Ai>? $. BiP2- 2GiAp  
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ossia posto: 
V =  A,A4 - 4G,13p -+ 6 BB,12p2 - 4EiiiP3 + C1p4 

ed osservando essere : 
Bi - Fi = KJ 

si hanno le: 

4 KZa = V2,, 2K2b = Vi2 - KJAP, 4Kec = VI, 
d a  cui: 

(26) 

4K3(aPe $ b F h  + cl2) = V -  2 KJhat*e (27) 
1 d 2 P  essendosi scritto Vii per - - 

3 . 4  d l 2  
e cos1 per VI,, Vf2 .  

Analogamente se indicasi con U la seconda forma biquadratica in A ,  p ;  
cioè : 

U = C A 4 + 2 E A 3 1 1 + 6 F l t p 2 + 2 G A p 3 + A p 4  
e con @ la: 

Q = 4 K U -  JV 
si ottengono le relazioai: 

8 K 4 ~ = ( P i i ,  8K2P=-012, 8 KZ7 = Oz, 
dalle quali: 

(28) 

8K2(uAS- 2 p A p  + y p 2 )  = 64K4(uy-- P Z )  = H (29) 

essendo H= k(@Q),  l'hessiano di (P. 
Per  le relazioni (28) le precederiti (22) danno: 

8K3(f = (D2 8K3$ = Qi (30) 

Dai valori di U e di  V, si ottengono facilmente le seguenti formole; 

(UV), = K J U -  + JÎV, , l ir  - 2 IIJU,,hf* 

per le quali si ha: 
H= 4 K e [ V -  2 KJA'p2] 

O per la  superiore (27): 

ed anche per la  seconda delle (29): 
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Le relazioni (23) (24) condiicono cos1 alle: 

3 2 K 5 d = - 1 1 ,  6 - q a -  K 6 h -  12K2@-+- J H  

da cui la trasformata della (25): 

16  K5(Jd - 12 h) = - [6 K2Q> + JH].  (33) 
Da queste trasformazioni ottenute per mezzo dei covarianti lineari: 

si pub dedurre anche una trasformazione delle equazioni fondamentali (6) del 
ZP Capitolo 1. Infatti posto nelle medesime x = - , supponendo f i(%) = 1, f?(x)  = x ,  
X i  

ed indicando con 1, m i covarianti lineari simultanei delle due forme cubiche: 

essendo @ la funzione biquadratica superiore nella quale siensi sostituite 1, rn 
a 1, p. Nelle (6) sopra citate si potranno cosi sostituire A ,  p ad zc,, U~ e gli 
integrali, coi convenienti limiti saranno : 

6.' Ritornando ora al10 sviluppo in serie delle funzioni sigma, e quindi 
alle equazioni (20), osserviamo dapprima che il risultante delle forme cubiche 
y ,  +, indicato sopra con R,  si esprime coi coefficienti della forma biquadratica 
y ne1 modo seguente: 

R = g3 - gz94. 
Denominando per cib con k l'hessiano della stessa forma g, ossia Tc = $(gg), 
si hanno dalle (20) le seguenti relazioni: 

k, = g,g4 - $3 = - R, g,g, - y: = - Rq,. 
Da esse deducesi il valore dell'invariante quadratico S della forma y, e si ha: 

s=R(p,-piqt+3qJ=- 3 R J  
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essendo J l'invariante simultaneo (y+),; inoltre trovasi: 

l'=-Re 

pel valore dell'invariante cubico T di y; infine si ha: 

dove d ,  corne soprn, è il covariante simultaneo (y+). Ne segue che pel teorema 
~t~abilito ne1 paragrafo precedente, sarà: 

g = 3 ( J d -  12h) 

la quale espressione per le (28) (24) (32) potrà prendere le tre forme: 

g = 3 [ 3 ( b 2 - 4 a c ) -  Jd]=3[2Jd - -3 (A++py) ]  ) 

Da ultimo trasformata per mezzo dei covarianti liileari 1, f r ,  la funzione g, 
per la (33) diventerà: 

16 K5g = r 
posto : 

r = - 3 / 6 K ~ @  + J H ] .  (36) 
Determinate cosi le varie espressioni della forma biquadratica y, della prima 
forma, cioè che incontrasi nello sviluppo in serie della sigma fondamentale, 
ed analogamente di una oualunque sigma pari; supponiamo che x r ,  ys, x t  
(essendo x, y, a tre coefficienti numerici) sieno fra le varie forme del10 sviluppo 
le tre degli ordini fi  - 2, ta, ta + 2. 

Dalle equazioni (19), dopo aver posto per Do, Dl, D, i rispettivi valori 
p3 f p ,q2 ,  q2 ,  q , ,  si ottengono fra le forme r, s, t le tre seguenti formole 
ricorrenti : 
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e si è posto: 

y = f z ( 9 ~ + 1 ) ( f i + 2 )  e quindi x=+y(n-1)n . .  (38) 

L'ultima delle formole superiori, rammentando che la forma s  soddisfa alle 
equazioni differenziali del primo ordine: 

d  s -- d s  d s  d s 
2,- - ai - ~ , a ,  - = t 314, - + u, -1 

d ar due dnr  d s  [ dui  d u s  

ed osservando che: 

si trasforma nella seguente : 

n (n  - ds ?(s) = - 
16 

t,, (39) 
due 

indicando con q il simbolo di operazione: 

d 

Sieno : 
= (PO, ri , .  . . rrt-2) (ici, u$--', s = (so, si,. . . ~ n )  (ui, u$, 

t = (6, t i , G + n )  (ai ) u z P 2  

dalla formola ricorrente (39) si lia tosto: 

n(n - 1) n 12 to = - 
16 go ro - a ( ~ 3  + pi qz) so + 5 A4 si - il ($3 (40) 

per la quale allorquando sieno noti i valori di r,, s,, si 10 è pur quel10 di to. 
Se ora rammentasi che la forma t deve soddisfare alla: 

si pub concludere che la ricerca delle varie forme del10 sviluppo in serie di 
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una sigma pari dipende dalla formola ricorrente (40). Ne1 fare uso della quale 
si notino le relazioni: 

A i = p i + q i ,  A z = p t + q Z + p i q i ,  A 3 = p 3 + p , q z + p , q ,  

A4=p3q,+pzqz, As=p3qz 
e le: 

? ( A , )  = A,,  ? ( A , j =  A i A 4 - 5 A , ,  ? ( A 3 ) =  A Z A l -  4 A i A s  

Rappresentando Io sviluppo in serie della sigma qui considerata colla 
espressione : 

nella quale 1, m,  rc ,  v ,... sono forme binarie degli ordini 6, 8, 10, 13 ,... e 
n n  = 1 - 2  3 . - - f i ;  si avrh per le (38) che fra i coefficienti numerici b,, bn, .  . . 
sussistono le relazioni : 

e siccome si è trovato essere: 

e quindi 

ne risulta che il valore del coefficiente numerico 6 di ciascuna forma y, 1, 
m, .  .. è eguale a - F3, supposto essere i 170rdine della forma corrispondente. 

Sieno ora iO, m,, n o , .  .. i coe5cienti della più alta potenza di u, nelle 
forme 2 ,  m, n ,  ... Se nella formola ricorrente (40) poniamo rc = 4, sarailno 
ro = O ,  so = go, to = Zo e si avrà  COS^: 

10 = - 2 (233 + pi ye) go + 2 A4 gi - v (go). (41) 
Ricordando le relazioni (20) ed osservando essere: 

g r p , g 2 + p 2 g 3 - p 3 g 4 = 0  1 
yo-p,g4+p*g2-p3g3=0 1 i42) 

si ottengono le seguenti formule: 
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per l'ultima delle quali la (41) dà: 

Da questo valore di 1, si deducono ne1 modo indicato quelli di II, l,, ... e 
quindi quello della forma 1, che esprimesi per mezzo delle forme y ,  +, g ne1 
modo seguente : 

l =  - %[+(~g)g + I P ( + Y ) ~  + 3g(?+)zI. (43) 

Si notino fra i coefficienti della forma 1 e quelli delle y, + le relazioni ana- 
loghe alle (20) (42): 

Si hanno cos] per le forme y, 2 :  

essendo R ,  qui corne sopra, il risultante delle forme fJ. 
Per n = 6 si dovranno porre nella equazione (40) ro =; 9 0 )  S ,  = lo, to = mo 

e si avrà: 
mo = - ygi - 3 ( ~ 3  +piqr)Eo $ 3A4 11 /Y('O)* 

Il valore di ? ( E 0 )  si ottiene direttamente da quello di Zo, osservando essere: 

e che per le (20) (42) sussistono le due relazioni: 

Ottiensi cos1 : 
~ ( & ) = - 2 g : -  A , & +  2A,1, f 3h12 
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il quale valore sostituito nella formola superiore dà: 

m , = ~ g ~ + P l ,  + A4Zl- 3A,Z2 (44) 

e quindi la forma m dell'ordipe ottavo è eguale ad: 

?n = +- g' - t p (@) t  + y(@)? + 3~(&>z]. (45) 

Passando alla forma seguente del decimo ordine n,  devesi calcolare q(m,,) e 
quindi oltre q(lO), le ?(l,), ?(l,) ed analogainente per le forme ulteriori. La 
formola ricorrente (39) adoperata in senso inverso a1 precedente agevola questa 
ricema. Da essa, eguagliando nei due membri i coefficienti di ui"t2, uIn i 2 1 2 ,  

@ u ; ,  si hanno infatti le: 
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e cosi via; poi il valore di ?(ma), che sostituito nella: 

no = - Sgolo - 4(ps  -t-p,q2)mo + 4A4mi-  ~(m,) 

la quale ottiensi ponendo n = 8 nella (40), da+: 

n o = ~ g , l , +  gA5k0 + Pmo+ A4m,- 3A,m, 

e quindi la forma del decimo ordine n eguale ad:  

Si  avranno iuoltre le: 

(rny),  = y  Rb?, ( ~ 9 ) ~  =$Rb$ 

essendo 6 = (y S), come sopra; e le: 

Analogamente si ottiene per la forma v del dodicesirno ordine il valore: 

essendo p = (y l),. 
Le forme 1 ,  m,  n., o,. .. si possono quindi esprimere come la 9 in fun- 

zione di covarianti simultanei delle forme y ,  +; ed il modo di loro formazione 
è determiriato dalle formole ricorrenti trovate sopra. 

L a  funzione sigma pari fin qui considerata è data dalla: 

nella quale D = Dout + 2 D,zc,u, + D,ui, ed i coefficienti Do, D,, D, hanno 
i valori p, +p,q2, q 2 ,  qi. Ora il covariante simultaneo 6 = (y+) ,  si esprime 
come segue: 

ossia : 
a =  $[(5Do-2A3)u:+ (lODî-A,)~dL~z +(5Dp-2Ai)u3 

dalla quale: 
D = h b + + (A,ui + $ A, u, u, + A,«:). 

Se quindi definiamo la funzione sigma pari colla: 
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si avrà: 

7.' Questi ultimi valori di Do,  D,, D,, cioè: 

Do = :A3 ,  Di = A A, ,  D 2 = $ A i  (46) 

soddisfano alle condizioni (13), e sussisteranno quindi pei medesimi le relazioni 
(15) (17) fondamentali per una qualsivoglia delle sedici funzioni sigma. Addot- 
tando questi valori le espressioni L,, Li , .  . . (18) si possono rappresentare ne1 
seguente modo. Indicando, corne sopra, con f la forma binaria in u,, 14, del 
sesto ordine, sia 8 = +(ff l r  il suo covariante di quarto ordine e di secondo 
grado, ed J l'invariante quadratico. Posto : 

J =  (a0, a,,. .. J4)(ui, u2j4 
si trovano le: 

Supponiamo ora che la forma f del sesto ordine sia eguale al prodotto di una 
quintica g, per la  forma lineare p; ponendo: 

si hanno le relazioni: 

8=+ap"+$k, + J = - ( n p " ) ,  (47) 

e quindi le quantità L,, Li, ... saranno espresse per coefficienti di covarianti 
simultanei alla quintica p ed alla forma lineare p. 

Questo cas0 si verifica per una qualsivoglia funzione sigma dispari. Con- 
sideriamo infatti la funzione sigma corrispondente alla iperellittica pI3 .  Si avrii 
dalla (12) per l'indicata funzione sigma: 

ed il valore di H per l'ultima delle equazioni (2) del Capitoto VI  sarà: 

H 4 

-- 
@ ( O )  

- i [(ol) (03) (12) (23)(14) (34)Iï 
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e quindi per la (14): 

Addottando per Do, D,, D, i valori sopra indicati, e rappresentando, corne ne1 
paragrafo precedente con x r ,  y s ,  xt tre forme consecutive del10 sviluppo di 
sigma degli ordini rn - 2, n,  n + 2,  essendo x,  y ,  x  coefficienti numerici che 
soddisfano le relazioni (33), le equazioni (1'7) danno le sepen t i :  

3 n ( n  - 1) L (s) = 
d s 

8 
[2d2, + + J u i ] r  + $ A i s - + ( A , u ,  -4-- + 

d ui 

nelle quali t,, = 
1 d2t 1 dfS 

( 1 2  + 1) Ln + 2) a Ji, = - - . . Per la sigma dispari 
3 . 4  du: 

qui considerata si avrà quindi: 

essendo y, Z,  m., n ,... forme degli ordini 3', 5", 7O, ... ed i coefficienti b , ,  6, ,... 
dipenderanno da b, per le b, = 4b , ,  b3 = 4 6  ,... 

Ponendo nelle equazioni differenziltli superiori s = ai e quindi r = O ,  
1 t = - .  

4 . 5  
g, (suppostto 6, = - i), saranm L(s), M ( g ) ,  N(s) eguali a zero, 

e si otterranno le: 
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sarà : 
y =' 1op2, = lO(pu:), 

ossia g covariante simultaneo della quintica 9 e della forma lineare u,. Deter- 
rninata cos] la forma y, la ricerca delle forme 1 ,  m ,  n , .  . . pub farsi dipendere 
da una formola ricorrente analoga a quella trovata per le sigma pari. Premet- 
tiamo che per le (15) si hanno in questo cas0 le: 

quindi supposto : 
s = ( ~ o ,  Si , . . .  Sn)(%, %)n 

si avranno tra i coefficienti s,, s,, . . . le seguenti relazioni: 

d so 2 - = -  d si d sn 
fi  Si 2-= -( n- l )s ,  ... 2-=O d ar d ar d ar 

dso 3(n-1)  ds i  3 n - 5  d s n - f i - 3  
2ar-  = S ,  2ar-=- si... 2a,-- - 2 Sn; 

1 (49) 

dur 2 d ar 2 dat. 

inoltre posto : 
d s d s  1 d s  N(s)$ A,Za,-+ AIB-=  - A,B --=-rl(s) 

dar  dar  a, d a ,  

l'ultima delle equazioni differenziali (48) conduce alla: 

nella quale t,, r,  sono i coefficienti delle più alte potenze di u, nelle forme t ,  r. 
Per n = 3 sono r = - 4 - 5  . u,, s -= y, t = 1;  quindi osservaiido essere 

go = A3 g,  = A4 la formola superiore dà: 

Eo=90d',-$A~+$ A2A4-q(AJ. 

Ora rl (A,)  = A,  A, - 4 A, A, ed i coefficienti a,, k, delle pih alte potenze di cli 
nei covarianti simultanei a, k hanno i valori: 

e per la (47) d,=:a,-+Lo, si avrà CO&: 

2, = 5(7ao + 15 k,) 
e quindi la forma del quinto ordine: 

1 = 5(7a4 + 15 k ) ~ i .  
Annali d i  Matematica, tomo XIV. 
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La ricerca dei valori delle forme ml rz,... del 7", 9",.. . ordine riducesi a 
quella della determinazione, pet mezzo della formola di ricursione (50), dei 
ooeffidenti numeriai dei prodotti o delle potenze dei varî covarianti simultanei 
che entrano a comporre le forme stesse. 'Infatti queste espressioni, salvo i coef- 
ficienti numerici, si possono stabilire per le seguenti loro proprieth. In  primo 
luogo essendo esse furizioni di covarianti simultanei ad una forma g, (quintica) 
e ad una forma linerire p = u, ,  si ha, come è noto, che le medesime espres- 
sioni saranno fuiizioni degli invarianti di y, e dei coefficienti di A nello svi- 
luppo di: 

p(ui - Ap2, u* + Ap,) 

essendo (u, , u2) un covariante qualsivoglia di y e p = pi#, + p, u2 . 
In secondo lu8g0 per ciascuna di quelle forme m ,  n, . . . s , t , . . : sono àe- 

terminati l'ordine, il grado ed il peso dei vari coefficienti rispetto ai coefficienti 
pa-1 di 9. Cosi per la forma s, l'ordine essendo r i ,  il grado è - , il peso del 

2 
3 (12 - 1) 

coefficiente di uin è 
2 

come risulta dalle (49). 

Cib posto nella forma m del settimo ordine, il grado rispetto ai coefficienti 
di y essendo tre ed il peso di m, risultando eguale a ndve, vedesi facilmente 
che i covarianti simultanei i quali entrano a comporre rfi si  dovranno dedurre 
da covarianti della forma g, che soddisfino a quelle condi~ioni. 

Ora per una quintica si hanno, come è noto, tre covarianti di terzo grado, 
eh i medesimi sono degli ordini 3 O ,  5", go, cioè: 

f1 p r h b  di essi soddisfa alla condizione rispetto al peso; da1 secondo e da1 
terzo si deducono i due covarianti simultanei degli ordini 4O, 6" che soddisfaiio 
alla medesima, cioè : 

(1 = (yp) , y = (cp3)3. 
Si h a  quindi: 

m = xo (hp2)2 ( ( ~ P ~ I Z  + XI (&p3)3p + [GU ((9p2)2 + $3 y (apz)z] pe + 
4 x4 (yp)p3  $- x6 ((p 

nella quale x, , x;., , . . . sono coefficienti numerici. Determinando i medesimi per 
mezzo della formola di ricursione (50) si giunge alla seguente espressione di m: 
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Seguendo 10 stesso metodo si otterranno le espressioni delle forme ulteriori 
che compongono 10 sviluppo di una sigma dispari. 

Notiamo da ultimo che dalle formole (7) si ottengono le seguenti: 

supponendo che il simbolo 2 indichi la somma di quelle espressioni per le dieci 
théta pari; le equazioni (46) daranno quindi per Do, Di, D, i valori: 

8." La  equazione (9), dalla quale si sono dedotte le proprietà caratte- 
ristiche degli sviluppi in serie delle scdici funzioni sigma, conduce anche, con- 
venientemente trasformata, ad altre proprietà delle stesse funzioni. 

Posto : 
1 

?(u) = -(Cou: f 2ciuiu2 + C&) 2 w  

nella quale o, Co, Ci, C, hanno i valori (13) (14) del Capitolo V, e: 

0 (24) = e.' (4 Q, (u) 

essendo @(u) la théta fondamentale e Q, (zc) una funzione di zc,, uz che sarà de- 
terminata più avanti; osservando che per le relazioni dimostrate in quel10 stesso 
Capitolo V, si ha: 

la equazione (9) nella quale si è supposto f , (x) = 1, f, (x) = z, si trasforma 
nella seguente : 

dlog (r> - 4 f 1 ( a , ) ~ ,  + 1 (c0 + 2 C,a, + C&d - 4 f 1 ( a J  d, - O 

dlog@ d-ri dlog@ d log (r> 
- E ( Q ~ =  d uo )( dui 

Supponiamo che la funzione @ (u) soddisfi alla equazione : 
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si avrà, per l'equazione (10): 
1 

4f1(a,)C,=;-- O [G f 2Ciar+ C2a2,] (53) 

e la equazione differenziale superiore riducesi alla: 

d @  d Q  dui d Q  
z f l ( ( l p ) ~ = - ( ~ ~ . - - + ~ f l - ) + ( * + a r d u r  dut d ut dzci -)(- dui + d;;) + 

d2 @ i (54) du4 du2 

nella quale per le formole (13) del Capitolo IV sono: 

Qr = Yi (a,)% 3- yz(a+-)uz 

Rv = Caryi (ar) + f '  (a,)] u, $ a, y, (a,) u2. 

Si indichino con w,,, w ,,,... q,,, 4, ,,.. corne ne1 Capitolo V, gli integrali com- 
pleti di prima e di seconda specie; e per mezzo delle formole (S), (9), (13) 
dello stesso Capitolo si determinino i valori delle derivate rispetto ad a,  dei 

Oli WIt W2i Wzz 
rapporti - , - , - , - Posto: 

W O W O  

si ottengono le relazioni seguenti: 

dvi d vi dri dvi d VI 2 f '(a,) - = - 
d a~ ( Q ~ ~ + R , * ) + ( ~  dur + +a,z)  

d m  d v d .~ i  dve 
2 f t ( a r ) ~ = - ( , z + a ~ ) + ( ~ + a r - ) ( - + a v ~ ) -  d ar dus dut 

Posto inoltre: 
W3e mi3 mre mir 

7 4 1  = - Y  rie = rZ1 = - = - 9 T22 = - 
W O O 0 

dalle formole (15) dello stesso Capitolo V si banno le: 

dzti dvi 2fJ(a+.)-=2ni 
dur 

d vt 

dvr dus 2 f (av )  d~ = 274- dur + a, -r. d us 
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Per queste cinque formole, indicando con +(ui, 24,) la espressione: 

nella quale ni, n, sono coefficienti numerici, e ponendo: 

si ha tosto che la funzione p soddisfa alla seguente equazione differenziale: 

equazione che ha l'identica forma della (54). Si potrà quindi porre: 

il simbolo di sommatoria estendendosi a tutti i valori numerici interi di n,, n, 
da - cio a + oo. Questo valore di @ soddisfa evidentemente la condizione (52) 
e la funzione théta fondamentale si svilupperà in conseguenza in una serie 
esponenziale doppiamente infinita : 

(u,, = e $ ~ )  2 en"# (ul, ud 

O ponendo: 
(57) 

xi [2 (ni v i  -i- nn vs)  + ri1 n( + 2 Tinnjnp + .rH ni] 9(u,, v,) = 2e (58) 

si avrà per la precedente (56): 

essendo le u,, u, legate alle v,, v,  dalle relazioni (55). Dalla espressione supe- 
riore della funzione 9(vi, v,) si ha che la medesima soddisfa alle tre equazioni 
differenziali : 

equazioni le quali si possono altresi dedurre dalla (54) e quindi dalla (9); ora 
siccome quest'ultima sussiste, corne si è dimostrato, per una qualsivoglia delle 
sedici funzioni O(ui, u,), le precedenti avranno luogo per le sedici corrispon- 
denti funzioni 9(vi, v,); e la stessa proprietà varrà per la (59). 

Posto analogamente alle (51) : 
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e cos1 Ti, T2; le sommatorie od, il simbolo di prodotto estendendosi alle dieci 
3 pari; dalla equazione (59) deduconsi le: 

quindi indicando con T la forma quadratica: 

T =  T O v : + 2 T , ~ , v 2 +  T2v2  
si avrà: 

D=2v(zc)+ T 
ed essendo: 

-:D @(ut ,  UC) 
a*) = e -EE 

sarà per la (59): 
-:T ~ ( V L ,  V Z )  

~ ( 2 6 1 ,  ~ z )  = 0(vi7 ~ 2 )  = & H 

la quantità costante H rimanendo la stessa nelle due formole. 
La  relazione (53), per la (13) del Capitolo V, conduce alla: 

dlog o 4f1(a , )Cr  = 2 f 1 ( a , ) - -  
d a,. [si (UV) f a, !!a (a,)] 

ossia : 
d log o 

4 f '  (a,) Cr = 2 f '  (a,) - 
da, 

+ 4a3, + 2 &a2, + A2a,. 

Sostituendo in questa in luogo di 4f'(a,)Cr il valore (10) si ha: 

nella p a l e  si è scritto $ ( O )  in luogo di @ ( O )  e le pi, q,, . . , hanno i valori 
usati ne110 sviluppo in serie delle sigma pari. Ponendo r = 0, 1 ,... 4 si ot tek 
gono le seguenti: 
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ed ttnalbghe, le qnali dimmtrano essere: 

dove m è un coefficiente costante rispetto alle ao, a l .  .. 1 valori corrispondenti 
per le altre nove thita pari si dedurranno da1 superiore colle indicate permu- 
tazioni delle ao, a,,. .. a,; per cib denominando il discriminante di f od il 
pradotto dei quadrati delle differenze delle radici a,, a , , . .  , a,, si arrh: 

1 valori superiori dei coefficienti To, Ti, T, diventano cosi: 

e per queste dalle (61) si dedurranno le quattro seguenti: 

1 
Y ~ ~ I - & W ~ ~ - D ~ W , ~ - - ( T , W ~ , -  4~ TouzP) 

1 
1721 - Di 0 i i  - -r)2 upi = - (Po ~ i e  - Tg 011) 4a 

Ora si é dimostrato ehe  le q,,, q,,; q i 2 ,  q,,  sono i valori delle derivate della 
O (u, , u,) fandamentale [equazioni (41) del Capitolo III], nelle quali derivate 
Bi pongano a>ir, Wei;  o12, w,, in luogo di u,,  u,; quindi indicando con 

0' ( ~ i  , %), (% , a*) 

le derivate della a(u,, u,) fondamentale rispetto ad u,  e ad u,, si avrà che le 
quattro espressioni superiori sono ordinatamente eguali alle: 
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9." Dalla espressione (58) della funzione 9 ( v i ,  v,), indicando con a, B 
due numeri interi si ottengono le note relazioni: 

Ora dalle (55) s i  hanno per u, ,  u,; v , ,  v ,  i seguenti corrispondenti valori: 

quin :62), per la sigma fondamentale, conduce alla: 

Sostituendo in quest'ultima espressione per v,, vt i valori (55), e ricordando 
le relazioni (64) (65), trovasi: 

la quale per la sua forma dimostra subito quali sarebbero i valori di o(t.4, 2a i2 ,  
u, + 2 w,,) , . . . Se nella superiore (68) supponiamo zc, = zc, = O, essendo corne 
si è dimostrato O (0) = 1 ,  si ha : -: TO 

4 2 ~ ,  SaZi)  = e 

ed analogamente per le altre espressioni della stessa specie. 
Le sedici funzioni 3(v,', 9,) si deducono dalla (58) sostituendo nella me- 

hi hn desima a v,, v ,  le v, + -, v ,  + e ad n,, n, le ni + 9?9 rz2 + - 9  supposto 
2 2 2 

h,, Ti.,; g,, y, numeri congruenti all'unità od al10 zero, rnod. 2. Indicheremo con 

la funzione generale cos1 ottenuta, osservando che essa ricavasi dalla 4(vi, v2) 
fondamentale colla operazione: 
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Se quindi si introducono le seguenti notazioni corrispondenti ai valori che pos- 
sono assumere gli elementi della caratteristica : 

e poniamo : , 

G(1, 1) = Go, G(1, O) = G,, G(O, 1) = G,. 

Si dedurranno dalla generale superiore le quindici relazioni seguenti, nelle 
quali, corne sopra, scriviamo per brevità 4(v) in luogo di 9(vi, v,): 

. g o ( v ) = N v , + + , v * + + ) ,  ~ i2 (u)= .g(v ,++,v*) ,  33 , (v )=4(v , ,u ,+$)  

>,,(v) = Z ' G ~ ~ ( U ,  + 
l '12 + Tze + 1 

2 2 2 2 
Annnli di Muternaticu, tom0 XIV. 42 
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Esse sono disposte per modo da rnostrare facilmente come si passi da117una 
all'altra funzione 4 coll'aggiunta agli argomeûti v,, v, dei mezzi periodi +, $, 
$ri,, +ri,, +r2,. Indicando quindi, per esempio, con a (UT, P(v), ~ ( v )  i rapporti : 

30 (v) 
a(v) = - 4ia (v) 5 34 (v) 

3 (8) 
9 B(v)=- 

5 (v) y(4=;(1) 
si otterrebbero le: 

e queste, colle altre della stessa specie, poste a confronto colle (11) e seguenti 
del Capitolo VII, dimostrano che gli indici delle funzioni 9(v) si riproducono 
nelle corrispohdenti funzioni iperellittiche p(u). 

Cosi le altre quindici funzioni sigma si possono ottenere dalla fondamentale 
colla opportuna aggiunta di mezzi periodi alle zc,, u,; e si avrà, per esempio: 

iielle quali pi,, p,,; pl,, p,, sono ordinatamente le espressioni (64) O (65). 

CAPITOLO IX. 

Relazioni fra le  funzioni iperellittiche e le funzioni théta e sigma. 

1." Indicando con c, c,, c,, i valori della 9(v) fondamentale e delle 
funzioni pari 4,(v), 4,,(v), corrispondenti a v, = v, = O si otterranno analo- 
gamente alla (63) del Capitolo precedente le espressioni: 

q,. = nz J; [(O, ) (23) (34) (42)j c2, = m \1; ~(12) (03) (34) (40)la cr3 = m &[(l4) (02) (23) (30)1:7 

nelle quali m è un coefficiente costante che sarà determinato più avanti. 
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le espressioni stesse si possono porre sotto questa semplice forma: 

La quantità c B data dalla: 

essendo r la stessa quantità che figura nelle formole (24) del Capitolo III. 
Le A ,  p ,  u hanno altresl una significazione speciale della quale ci occu- 

peremo in seguito. Indicando con A ,  corne ne1 Capitolo precedente, la espres- 
sione : 

si avrà: 

inoltre indicando 

si otkrranno le: 

(01) = c;c;,c;,, 

p w  = cxc:, 

Eliminando dalle 
zioni fra le dieci 
in fiinzione delle 

Per le dieci 

per brevità con p la espressione: 

dieci relazioni superiori le t ,  A ,  p,  v ,  si otterranno sei rela- 
quantità G, co , . . . ; ossia quattro fra esse potranno esprimersi - 
altre sei. 
funzioni pari la (59) dà: 

mentre per le sei dispari si hanno le: 

' (E) - (e) + (g)o W2'. ' d v 2 0  d ~ i o  
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Ora per quanto si è dimostrato al Capitolo precedente i valori delle dodici de- 
rivate parziali rispetto ad u,, u, delle sei fuilzioni 8(u) dispari, per w,  = u, = 0, 
si possono rappresentare come segue: 

- (%Io = m  ijo . a 3 ~ b  

- 
= m i .  . aiA: 

- 
( ~ ) , = ~ J o . o , A ~  

- (Elo = m u2A; 

- L 
= r n ~  3 a4a: 

- - (2)" = m  . A' 

nelle quali A ,  come sopra, è il discriminante di f, ossia il prodotto dei qua- 
drati delle differenze delle a,,  cci,... , e & è il prodotto analogo esclusa la 
radice a,, e percib: a 

1 - - 
A' 

A", Y(- 1)'f' (a.) 

Si avranno cosi le dieci relazioiii aventi la forma delle seguenti: 

dalle quali, per le (15) del Capitolo V si deducono le: 

e le analoghe. Le quantità A,, dl , .  .. . si possono esprimere in funzione delle 
c, co, . . . per le relazioni: 
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Indicando ora con [Y, s]  la espressione: 

le equazioni (5) dinno: 
I l  

[l, 131 = 4rn2dA%;, [3, 131 = 4 m 2 o 2 ~ ' ~ : ,  

ed analoghe, O le: 
1 4  I l 

[04, 31 = 4 r n 2 w 2 ( 1 2 ) ~ ~ b ~ ,  [1, 041 = 4 r n ' 0 2 ( 2 3 ) ~ : ~ l ,  

e simili; e quindi per le relazioni (3) e pei valori di A ,  A , ,  . . . si avranno le 
seguenti : 

Cib. posto, siccome una qualsivoglia delle quindici funzioni iperellittiche p,(u), 
pTs(u) si esprime, per quanto si è dimostrato al Capitolo III ed al precedente, 
corne segue: 

essendo le C costanti, i valori delle medesime, per le funzioni pari, sono date 
dalle : 

C c 
c = p r ( O ) -  Cr C = P ~ ~ ( O ) ~ .  

e per le funzioni dispari dalla: 

ed analoghe. Ora i valori di p,(O), (SIo -. . furono determinati al Capi- 
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tolo VI colle formole (1) (2), quindi- le relazioni fra 1s hnzioni iperellittiche 
e le théta sono completamente stabilite. 

Cosi per una qualsivoglia funzione iperellittica pari s i  avrà: 

GY (u) 
P r  (4 = P r  (0) -qq 

e per una funzione dispari: 

'13 (u) 
ad eccezione di pi3(v) = (delor- a 

2.' Le relazioni quadratiche e dei gradi superiori delle quali si è dimo- 
strata la sussistenza ne1 Capitolo II fra le funzioni iperellitiche- condurranno 
ad altrettante fra le funzioni théta O fra le funzioni sigma. Scieglieremo fra 
queste le più imyortanti per le loro applicazioni. Dapprima quelle corrispon- 
denti alle (8) (9) (10) di quel Capitolo, cioè le: 

L 4 ~ , = 9 2 + r ~ ~ ~ + p 4 ~ 2 + u 9 ~ 4  M4:=-i2+14:+u14:zfv9:4\ 

nelle quali si è scritto per brevità 4 in luogo di  4(v), e le L, M, N hanno 
- - -  
i valori: 

1 

e le A ,  p,  u i valori superiori. I n  ciascun gruppo le ultime tre si deducono 
dalla prima sostituendo a v , ,  v, le 9, + $, v ,  + + ; O ,  + +, v, ; v,, v,  + +. 

Da queste si deducono le relazioni quadratiche fra sole funzioni dispari, 
cioè le: 
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ihe corrisponde alla (16) del citato Capitolo. Quanto alle formole corrispon- 
denti alle (13) del medesimo, delle quali si é. fatto tanto uso in posteriori 
trasforrnazioni, si possono ottenere come segue. Per la prima delle stesse (13) 
si avrà: 

A4w434 + B3i42m + C > s o = o ,  

essendo A ,  B, C tre costanti. Da questa mutando vi in v, + $ si ottiene: 

A440 - B4,3924 + C 3 ~ , 3 3 ~ = 0 ;  

pongasi nell'una e nell'altra v ,  = v, = O ed osservando che ha luogo identi- 
camente la: 

c2 c: - c:, c:~  = cf4 ci3 , 
si hanno tosto i valori di A ,  B, C che danno: 

ni + 1 ~ i r  f I sostituendo v ,  + - 
2 %+ 8- alle v,, v,,  le 9,, 203,... diventano: 

e per cib la superiore si trasforma nella: 

Collo stesso metodo si ottengono le sessanta equazioni biquadratiche delle qudi 
si é dimostrata l'esistenza al Capitolo II. Come si è notato esse si distinguono 
in quindici gruppi ciascuno cornposto di quattro equazioni per le quali i valori 
dei coefficienti non mutano che di segno. Ora siccome questi coefficienti sono 
appunto in numero di quattro, dalle quattro equazioni di un gruppo si potranno 
dedurre i valori dei coefficienti ponendo nelle medesime v,  = v ,  = O. La equa- 
zione biquadratica che corrisponde alla (20) del Capitolo II è la: 
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nella quale a ,  b ,  c ,  k sono coefficienti a determinarsi. Per  le (69) de1 pre- 

cedente Capitolo risulta che sost.ituendo a v,,  v,, dapprima vi  + 7 1 1  + 711 
2 

7 

diven tano : 
5 2 3  - - 9 1 4  - as,, 
Go Go Go Go 

- i9i i e i  - i 9 o e  - - 9  ) 
Gi Gi Gi Gi 

quindi dalla equazione biquadratica superiore se ne dedurranno altre tre della 
stessa forma e coi medesimi coefficienti; la prima fra le funzioni s,,, 3,,, Si,, 
>,, nella quale i coefficienti b, c mutano di segno; la seconda fra le funzioni 
Sa, Sro,  > 0 3 )  S3 nella quale mutano di segno a ,  c ,  k ;  la terza fra S,,, 
9,,, 9, mutando di segno a, b, k. Ponendo nelle quattro equazioni vi -= v, = 0, 
le ultime tre danno pei valori di a, b, c le: 

ossia per le (2): 
Ae + 1 a-- PZ + 1 b=-, 

2 1  ' 2 P  
da cui: 

l = a + \ l a e - 1 ,  p = b + \ I b 2 - 1 ,  

le quali stabiliscono per 1, p,  u il significato d .i cui si è fatta menzione ne1 - 

paragrafo primo di questo Capitolo e precedentemente ne1 Capitolo VI1 colle 
equazioni (16). Determinate cos1 a, b, c ;  il coefficiente li: si ricava dalla prima 
equazione e trovasi : 

1 1 1 4 

S 1 p v k = - ( ? . p ~ - l ) i ( ~ - p ~ ) r ( r . - - ~ ~ ) ; ( u - ~ p ~ ,  
che da: 

k2 = a2 + be $ c2 - 2abc  - 1, 

come si è già dimostrato. 
3.' Le relazioni differenziali fra lé funzioni iperellittiche stabilite al Ca- 

pitolo III conducono ad altrettante relazioni fra le funzioni théta. Sciegliamo 
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fra esse le tre segueliti. Al paragrafo terzo di quel Capitolo si è dimostrata 
l'esistenza della relazione: 

Supponiamo V = 1, h = 3,  S = 0, m. = 2, = 4; ponendo nella medesima 
ai = u, = O si ha: 

per essere (de-) = O. Siano ora: 
due 0  

nelle quali C,, C13 C I O )  ,. . sono le rispettive costanti. Determinando le costanti 
stesse ne1 modo indicato al paragrafo primo, si ottiene la: 

Cto Ci~C14 c4 
= - y  ci ci3 mg o 

essendo, corne sopra , c = 9 (O); ma: 
dua d ~ i  - - 

, dvi dve 

duo dut - - 1 du< dur 
si avrà cod: 

Se in questa si pongono v, = v,  = O pi deduce la: 

1 (t91) - 
(d9i3) - 

0 2 . 0  dur o 

Annali d i  Matemticn, tomo XIV. 
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corne si è dimostrato al paragrafo primo. Questa e le analoghe pei valori di 

C, c ~ o , . . .  (c-?) . dati dalla (58) del Capitolo orecedente danno: 
dvi , O  

Evidenteinente si avranno quindici relazioni 
riori quante sono le combinazioni a due a due 

In sechdo luogo posto: 

analoghe a ciascuna delle supe- 
delle derivate delle funzioni pari. 

dalle equazioni (12) del10 stesso Capitolo III si hanno le: 

d x  dx -- 
~ V I  d v t  

dcu dw -- 
d v i  dvo  

essendo P il secondo membro dell'equazione superiore (13) diviso per 9'. Fer 
dl32 a 2 3 4  queste, indicando con 2 f 3.- -) il determinante 
dvi dvz 

a~ 
=ru-, 

d 9  

--- 
d m  I d ~ ~  dur 

dzu d w  -- 
dvi du2 

d g  d y  -- 
d v j  due 

si hanno le: 

Per determinare r si operi sopra queste con una delle sostituzioni (12), si 
aitrà, per esempio, 

sup~osto @ = O essere la equazione biquadratica che corrisponde alla prima 
sostituzione. 
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Ponendo in questa v,  = v,= O si ottiene: 

, CP CI CSL Cns Ci4 C m  rw = -. 
4 

4 3  - ci* 

(%), (2%) dot O 

Infine dalle relazioni (18) (20) delIo stesso Capitolo III si ottengono le relazioni: 

Ci r = 4rw -[ci,+ ac:,], 

d z  dw W - - # - -  d y  d y  d 2 dw d y  d!f - A i - + A s - - ,  w - - x  --- d  vi d ~ i  d V I  d va dur dus --Ao--&- dvl d ?A 

(5) cts 
dvr  O 

ma il primo membro è eguale a nQc,c,co,c,,, quindi sostituendo pel coefficiente 
a il suo valore si ha: 

d lu d~ d z  d z d w  d!j d a  
w - = B I - + I l , - ,  w - = - B o - -  d z  

Y d -  dui d V I  dvz Y&- G? ce d V I  Bi d T  

d ~  d x  dw d lu x--y - = - C o - -  d z  d tu d 20 2--y-=ci-+c,-, C, - 6  

d V I  dei dvi  dut dvz d ~8 d V I  d  va 
nelle quali y, z,  w sono i rapporti delle 9 superiori, e le A,, Bo, ... sono co- 
stanti di cui i valori si possono dedurre da quelli delle a,; b,,  .. . di quel Ca- 
pitolo od anche ottenere direttamente. Dedotte ne1 primo modo risulta, per 
le (21) del Capitolo III, essere: 

Ai-  A o A 2 = 1  2BLQ4 -BB,Cz - B e C o = = 2 a  
Bi- BoB2 = 1 2CiAi - CoA2 - CzAo = 2 b  
C ~ - C o C ~ = l  2 A i B i - A o B 2 - A 2 B O = 2 ~ .  

d2/ d y ,  Moltiplicando la prima delle equazioni superiori per - la seconda per - -- 
d vo d V I  

si giunge per le (15) alla: 

ed analogamente : 

Cos1 derivando la; prima delle superjori rjspetto a v, e la seconda rispetto a 2 5 ,  
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si ottiene: 

ed analoghe per a e tu. Si riproducono cioè le (24) (25) (26) (27) del Ca- 
pitolo III, sostituendo alle à,, 60, e , , . .  . le A,, Bo, 4,. . ., serivendo 4 r o  in 
luogo di r, e prendendo le derivate rispetto a v,, v,. 

Di maggiore interesse è l'analoga trasformazione per le relazioni (29) (30) 
del citato Capitolo. Posto: 

d v i  dv2 d vs . - 
si hanno le: 

e quindi pei ~ a l o r i  di a,, ai, a2 dati dalle (22) del Capitolo III, supposto 
fi(.) = 1 ,  f2(x)  = x; si ottengono per le (3) (8) le seguenti: 

Nello stesso modo si giunge alle: 

ed alle analoghe per Bi, Ci; Bo, Co. 
Questi coefficienti A. , BU, Co,. . . sostituiti ordinatamente agli G O ,  Bo,  y,, . . 

in tutte le relazioni (29) (30) sopra menzionate conducono alla trasformazione 
delle relazioni stesse, 
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CAPITOLO X. 

Di alcune formole d'addizione per  le funzioni théta. 

1." Le formole di addizione per le funzioni théta si deducono facil- 
mente dalle corrispondenti del Capitolo VI1 relative alle funzioni iperellittiohc. 
Per cib ne1 presente Capitolo ci limiteremo ad indicare quelle che conducono 
a relazioni non ancora note. Ed incominciando dalle funzioni dispari, notiamo 
dapprima corne dalle relazioni (14) di quel Capitolo si deducano le seguenti: 

c2 .31 (V -l- 9') 2 (v - v') = - Y (v )  3; ( V I )  + Ji (v) Y ( V I )  - 9; (9) ai, (v') + S:, (v)  S3(v1) \ 
C ~ ~ ~ ~ ( V $ V ' ) ~ ~ ~ ( V - V ' ) = - J ~ ( V ) ~ ~ ~ ( V ' ) + ~ ~ ~ ( V ) ~ ~ ( V ~ ) - ~ ~ ( V ) J " ~ ( V ' )  +4:(4))2:(vr) 

cP 9, (v + v') 2, (v - v ' )  = - se (8) 9; (v') + 9; (2 ) )  Y ( * ' )  - 2;, (v) 9: (v') $- 3: (v) 2:3 (21') 

C'S?,(V + v')s~,(v - v') = - S2(v)3;,  ( v )  + 9 : , ( ~ ) 4 ' ( ~ ' )  - 9: , (~ )3 :~(~3  + 9:,(v)5&(v1) 
(l) 

~ ' . 9 ~ o ( v  +v ' ) s~ , (v  -v')= - se ( D )  %O (y') + .9 40 ( 2 ) )  (v') - J":, (v) % (v') + (v) % (VI) 

cZ 9 0 2  (v + a') 402 (u - v ) = - 92 ( v )  4;: (v') + 9;, (v)  s2 (v') - (v )  31, (v') + .4:,(v) .4;,(v1)) 

nelle quali si è sempre scritto 9 ( v )  in luogo di 3(vi, us). Poniarno in queste 
relazioni : 

v =  vli=w,; ve=2u1,, ul* = W s  

e per una qualsivoglia delle funzioni 9 dispari: 

indicando con D il determinante: 

e moltiplicando il determinante stesso per: 
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si ottiene, per la prima delle relazioni superiori: 

1 0 soi sO2 8 0 3  

nella quale il simbolo S è applicato alla funzione 3,. Ma il secondo membro 
della equazione superiore è, corne è noto, un quadrato; si avrà cioè: 

Ora applicando il simbolo S alla funzione 313, per la seconda delle relazioni (1) 
si devono ne1 determinante D permutare le y, z ,  t nelle x ,  t ,  y; e cos) appli- 
candolo alla funzione 9, permutare le y, 8, t nelle t ,  y, x; ma siccome queste 
permutazioni non modificano il valore od il segno di D, si avrh che la equa- 

a zione (2) sussiste per le tre funzioni .9,, >,,, -,. 
Evidentemente la  stessa proprietà avrà luogo per le tre funzioni 4,,, 9,,, 9,, 

e per un determinante A dedotto da1 D sostituendo alle y, x ,  t le 9,4, 3r., 9,s. 
Ma se si moltiplica il determinante D pel determinante: 

si ottiene, per le relazioni (10) del Capitolo precedente: 
CD = CU, 

ma C = c6 quindi A = D. 
Ne risulta che le sei espressioni le quali si deducono da1 primo membro 

della equazione (2) applicando il simbolo S alle sei funzioni S dispari, sono 
eguali fra loro, e ciascuna eguale al determinante D = A. 

Operando analogamente si giunge a quest'altro risultato. Si  consideri un 
determinante del sesto ordine pel quale gli elementi di ciascuna linea sieno: 

0) 0, Zr, y,, Zr,  t r ,  

per r == O,  1, 2, 3, 4, 5; e Io si m&ipliohi pel determinante in cui gli ele- 
menti delle corrispondenti linee sono: 
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si avrà per le sei 3 dispari: 

1 0 soi Sm.*. 8 0 5  1 

le (17) (18) del Capitolo VI1 conducono alle seguenti: 

D . ~ ( v  + v ' ) . ~ ( v - v ' )  + l ) X + ( h + p v ) Y + G + ~ l > Z + ( v  +Ap)W 

~ . 9 ~ ( v + v ' ) 4 ~ ( v - v ' )  = ( h + f l v ) X + ( À p ~ f  1 ) Y f  ( ~ - ! - l p ) Z $ ( p + v ~ . ) w  

E ' . D . ~ , ~ ( v  +v ' ) i , , (u -v l )=(p  + " I ) X - t  ( v + À ~ ) Y +  $- l ) Z +  @ + p v ) W  (4) 

g z .  D.J,,(V+V')~~~(V-V')=(~+~~).)X$(~-~~~)Y+(~$~~)Z+(~~~+~)W 
essendo D  = (A2. - 1) (,u2 - 1) (u2 - 1)  ed E la quantith che 6gura nelle equa- 
zioni (2) del precedente Capitolo. Queste relazioni si ponna evidentemente de- 
durre l'una dall'altra sostituendo u, + $ oppure v, + $, O l'uno e l'altro insieme, 
a v , ,  9,. Relazioni analoghe si possono ottenere per le altre funzioni 9 pari; 
ma ne esiste una di carattere generale degna di considerazione. 

Si formino per mezzo delle relazioni (9) del Capitolo precedente le espres- 
sioni Si3 Ois; 9:, e;,, . . . ; si otterranno altrettahte equazioni quante sono le (9) 

O i secondi membri delle quali sono funzioni dei quadrati di 3, 3,, 3,,, d,,; 

0, 0 0 ,  ei*, 03,. 
Posto; 
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si indichino con Q o ,  Qi, Q2, Q3;  Ro, Ri, R,, R,; ' So,  Si, S,, S, le analoghe 
espressioni ottenute sostitueudo alle : 

C 3 0 2 d s a  

le: 
Q Q 

4 2 3  4 Q.is 

4 3 0 4  3 0 ,  5 3  

3 0 1  41   OZ 5 2 ,  

e cosi per le 0. Si hanno con facile calcolazione le sedici relazioni: 

4e33(v +v')>(v-v') = Y o + Q o + R o + S o  4 c ~ , ~ 2 3 ( ~ + u ' ) 4 1 3 ( ~ - v ' ) = P , +  Q i + R i + S i  

4 ~ : 2 ~ ( v  +vf)9,(v-v') =Po+ Qo-Ro-So ~ C : , ~ ~ , ( V + V ' ) ~ ~ ~ ( V - V ' ) = P ~ +  Qi-Ri-Si  

~ c : z ~ ~ z ( v  + ~')4ip(v  -v')=Yo- Qo + Ro- So O =  P,- Qi + Ri-Si 
~ c L ~ , , ( v  + v ' ) ~ ~ ~ ( v  -vl)= PO- QO-RO + SO O=Pi-&,-Ri+ Si 

4 ~ 4 3 4 ( ~  + v1)9r(v - 9') =Pz + Q2 + Rz + Se 4c:,Soi(v + v ' )~ , , ( v  - . V I )  = P3 + Q3 + R3 + S3 
(6) 

O=P*+ Q2-R2-S2 o=P3 + Q 3 -  R3-S3 
4 ci ~ O J ( V  + v ' ) ~ ~ ~ ( v  - v') = P3 - Q2 + RZ- S2 . O =  P3- Q3 + RE-S3 

O=Pz- Qz-RI +Se ' ~ c " , ~ ( v  + v ' ) ~ , ( v -  0') = P3- & , - f i 3  + S3., 

Da queste relazioni si deducono tosto le reciproche. Infatti essendo per le (5) 

42292 = P0=P4 + P* $ Pa, 
si a d :  

4 S2 b2 = Z cgC 4,- (O + v') 4,. (r - v'), (7) 
la sommatoria estendendosi alle dieci funzioni théta pari; ed analogamente per 
le altre espressioni della stessa specie. 

Supponendo v'= u le formole ( 6 )  daniio quelle per la duplicazione delle 
funzioni théta pari; le (7) quelle della bisezione per tutte le funzioni théta. 

(Continua.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Titolo
	Indice delle materie contenute nel tomo XIV.° (serie II.a)
	Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali
	Sur le minimum d'une intégrale
	Su le superficie di 4° ordine con conica doppia
	Programma di concorso
	Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par les faisceaux de surfaces
	Aggiunte alla Memoria " Sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingartenu"
	Su certi gruppi di superficie di secondo grado
	Fonctions énumératrices
	Tema di concorso della societa principe Jablonowski
	Programma di concorso della reale accademia di Napoli
	Sopra alcune configurazioni piane
	Sulle formule fondamentali della Geodesia geoidica
	Sur un théorème de M. Lipschitz, et sur la partie fractionnaire des nombres de Bernoulli
	Sulla limitata possibilità di trasformazioni conformi nello spazio
	Le equazioni differenziali pei periodi delle funzioni ellittiche
	Sulla teorica delle funzioni iperellittiche di primo ordine



