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contenues dans la première Partie. 

T O M E  P R E M I E R .  

PL* a de l'ouvrage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Pa@ 1 

L I V R E  1. 

. . . . .  Des Zoix générales de Z'+ufltbe et du mouvement. 3 

C H AP. 1. De l'équilibre et de la composition des forces qzii 
agissent sur un point matériel, . . . . . . . . . . . . . . .  ibid. 

Du mouvement, de la force, de la composition et décomposition des 
forces. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .go'. i et a 

Equation de l'équilibre d'un point sollicité par uii nombre quelconque de 
forces agissantes dans des directions quelconques. Méthode pour déter- 
miner, lorsque le point n'est pas libre, la  pression qu'il exerce sur la 
surface, ou sur l a  courbe à laquelle il est assujéti. Théorie des mo- 

mens. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 3 

C H A P. I I .  Du mouvement d'un point matériel. . . . . . . .  14 

De la loi d'inertie, du mouvement uniforme et de la vitesse. . . . .  no. 4 
Recherche de la relation qrii existe entre la force et la vitesse: dans la 

nature, cette relation est la proportionalité. Résiiltats de cette loi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  n0".5et6 
Equations du mouvement $un point sollicité par des forces quel- 

conques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ri0. 7 
Expression générale du quarré de sa vitesse. Il décrit la coudm daiie 

laquelle l'intégrale du produit de  sa vitesse, par l'élément de cetie 
courbe, est u n  minimum. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 8 

Méthode pour déterminer la pression qu'un point mû sur une surface .... ou sur une courbe, exerce sur elle. De la force centrifitge, no. g 
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Application des principes précéaens, au mouvement d'un point Iihre 

aninié par la pesanteur, dans un milieu résistant. Recherche de la loi 
de 1s résistailce nécessaire pour que le niobile décrive une courbe 
donnée. Exanion particulier du cas où l a  résistance est nulle. . no. 10 

Application des mêmes principes, au mouvement d'un corps pesant, dans 
une surface sphérique. Détermination de la durée des oscilla~ions du 
mobile. Les oscillations très-petites sont isochrones. . . . . . no. ii 

Recherche de la courbesur laquelle l'isochronisme a lieu rigoureusement, 
dans un  milieu résistant, et  particulièrement, lorsque l a  résistance 
est proportionnelle aux deux premières puissances de la vîtesse. a". 12 

CH AP, III, De Z'équilibre d'un systdme de corps. . . . . . . 36 

Conditions de l'équilibre de deux systêmes de points qui se choquent 
avec des vitesses directement contraires- Ca que l'on entend par la 
quantité de mouvement d'un corps, et par points matériels sem- 
blables. . , . . . . . . , . . . . . . . . . .. . . . . . . . . no. 13 

De l'action réc i~~rogue des points matériels. L a  réaction est toujours 
égale et contraire à l'action. Eqriation de l'éqailibre d'un systême de  
corps, d'oh résulte le principe des vitesses virtuelles. Méthode pour 
determiner les pressions exercées par les corps, siir les surfaces ou sur 
les courbes auqquelles jls s ~ n t  assujétis, . , , . , . , . , , , . no. 14 

Applisation de ces priixipes, au cas où tous les points du syst.É-me sont 
invariablement unis ensemble : conditions de l'équilibre pour un pareil 
systêve, Du centre de gravité. Méthode pour déterminer sa position : 
1". par rapport à trois plans fixes et rectangulaires; 2 . par rapport 
à trois points donnés dans l'espace, , . , , ? ? , , . , . , . . no. 15 

Conditions de l'kquilihre d9un corp3 solide de figure quelconque. , no. 16 
C; B A P. 1 V. De PdquiZibre des &ides. . , . . , . , . , . . . 47 

&uations générales de cet équilibre. Application à l'équilibre d'une 

masse fluide homogène dont l a  surface extérieure est libre, et qui 
recouvre un noyau solide fixe, de figure quelconque, , . , , , no. 17 

Equation génbrale 3e ce mmvwneiit, . . . . . . . . . . , . . no. 1 8  
Péveloppement des principes qu'elle renferme. Du principe des forces 

~ i v e s .  Il ve wbsiste que $ans le cas où les wpuveqeiis des corps &an- 
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D E  L A  P R E M I E R E  P A R T I E ,  vij 
gent par des nuances insensibles. Moyen d'évaluer l'altéralioii que l a  
force vive éprouve dans les variations brusques des mouverneils dli 
systême. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . W . . .  no. i g  

Du principe de la conservation du mouvement du centre de gravité. II. 
subsiste dans le cas même oii les corps du systême exercent les uns SUI! 

les autres, une action finie dans un instant. . . . . . . . , . . .  no. 20 

Du principe de la conservation des aires. Il subsiste coprnz le précédent, 
dans le cas d'un changement brusque dans le mouvement 'da systême. 
Determination du système de coordonnées, dans lequel la soinme des 
aires décrites par les projections des rayons vecteurs est nulle sur deux 
des plans rectangulaires formés par les axes de ces coordonnées. Cette 
somme est un maximum sur le troisième plan rectangulaire j elle est 
nulle sur tout autre plan perpendiculaire à celui - ci. . 4 . . fio. 31 

Les principes de la conservation des forces vives et des aires, ont encore 
lieu , en supposant à l'origiric des coordonnées, un mouvement recti- 
ligne et uniforme. Dans ce cas, le  plan passant constamment par ce 
poiilt, et sur lequel la  somme des aires décrites par les projectiuns des 
rayons est un  maximum, reste toujours parallèle à lui-même. Lee 
principes des forces vives et des aires peuvent se réduire à des relations 
enire les coordonnées des distances mutuelles des corps du systêmc. 
Les plans passant par chacun des corps du systême, parallkle~nent au 
plan invariable mené par le centré de gravité, jouissent de propri6tés 
analogues. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 22  

Principe de la moindre action. Combiné avec celui des forces vives, i l  
donne l'équation générale du mouvement. . . . . . . . . . . .  no. 23 

C H A  P.  V I .  Des  Zoix du mouvement d'un systéme de corps, dans 
toutes Zes relations mathématiquement possibles entre In force e t  
Za vitesse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  65 

Principes nouveaux qui, dans ce cas général, correspondent Q ceux de la 
conservation des forces vives, des aires, du mouvement du ceutre de 
gravite , et  de la moindre action. Dans un systême qui n'éprouve point 
d'actions étranghres, 1". la somme des forces finies du systême, décom- 
posées parallèlement à un axe quelconque, est constante; ao. la somme 
des forces finies pour faire tourner le systême autour d'un axe, est 
constante; 9'. la somme des intégrales des forcefi finies du systême, 
multipliées respectivement par les élémens de leurs directions, est un 
niuinyn : ces trois sommes sont nulles dans I'éiat d'équilibre, nt 2 4  
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CHA P. VII. Des mouvemens d'un corps solide de figure p e t -  
conque. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  7 0  

1 

Equations qui déterminent les mouvernens de translation et de rotation 
du corps. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no\ 25 et 26 

Des axes principaux. En général, un corps n'a qu'un systême d'axes 
principaux. Des momens d'inertie. Le plus grand et le plus petit de 
ces momens appartiennent aux axes principaux, et le plus petit de 
tous les momens d'inertie a lieu par rapport à l'un des trois axes 
principaux qui passent par le centre de gravité. Cas où le solide a 
une infinité d'axes principaux.. . , . . . . . . . . . . . . . .  no. 27 

JJeclierche de l'axe instantané de rotation du corps: les quantités qui 
déterminent sa position par rapport aux axes principaux, donnent en 
mème temps la vi tesse de rotation. . . . . . . . . . . . . . .  no. 28 

Equations qui déterminent en fonction du temps, cette position, et 
celle des axes principaux, Application au cas oii le mouvement de rota- 
tion est dû à une impulsion qui ne passe point par son centre de gravité, 
Formule pour déterminer la distance de ce centre, A la direction de 
l'impulsion primitive, Exemple tiré des planètes, et  en particulier, 
de la terre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 29 

Des oscillations d'un corps qui tourne à fort peu prés autour ct'uu des 
axes priiicipaux. L e  mouvement est stable autour des axes principaux 
dont les momens d'inertie sont le plus grand et le plus petit; il ne l'est 
pas autaur du t~oisième axe principal. . . . . . . . . . . . . .  no. 30 

Du mouvement d'un corps solide, autour d'un axe fixe. Déterminaticin 
du pendule simple qui ascille dans le même temps que ce corps. no. 3~ 

C 1-I A P. V I  II. D u  mouvement des f l ~ i d e ~ .  . . . , . . . . .  gi 
Equatione du mouvernerit des fluides, cordition relative à leur conti- 

nuité. . . . . . . . . . . . . . ; . . . . . . , . . . . . . . . . .  no. 32 
Transformation de ces équations ; elles sont intégrables, lorsque la den- 

sité étant une fonction quelconque de la pression, la somme des yîtesses 
yarall&les à trois axes rectangulaires, et multipliées chacune, par 
l'klkment de sa direction, est une variation exacte. On prouve que cette 
condition sera remplie, à tous les instans, si elle l'est dans un seul. no. 33 

Application des principes précédens, au mouvement d'une masse fluide 
homogène, douée d'un mouvement uniforme de rotation, autour d'un 
des axes des cooïilanné~s. . . . . . , . . . . . . . . . . . . .  no. 34 

Détermination 
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Détermination des oscillations très-petites d'une masse fluide homogène, 
. .  recouvrant un spliéroïiie doué d'un mouvement de rotatiorr. no. 35 

Application au moiivement de la mer, en'la supposant dérangée de l'état 
d'équilibre, par l'action de forces très-petites. . . . . . . . . .  no. 56 

De l'atrnosplière terrestre considérée d'abord dans l'état d'équilibre. Des 
oscillations qu'elle éprouve dans l'état de mouvement, en n'ayant égard 
qu'aux causes régulières qui l'agitent : des variations que ces rnouve- 
mens produisent dans les hauteurs du baromètre. . . . . . . .  no. 57 

De la loi de la pesmzteu~. zmiverselle , e t  du mouvement cles 
centres de  gravité des corps célestes. . . . . . . . . .  i I i 

C H A  P. % D e  la loi de la  pesanteur universelle, tirée des phéno- 
mènes.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ibid. 

Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes, dans leur mou- 
vementantour du soleil, étant proportionnelles a u x  temps; la force qui 
sollicite les planètes, est dirigée vers le centre du soleil ; et récipro- 
quement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 1 

Les orbes des planètes et des comètes, étant des sections coiliques ; la 
force qui les anime, est en raison inverse du  quarré de la distance du 
centre de ces astres à celui du soleil. Réciproquement, si la force suit 
cette raison, la courbe décrite est. une section conique. . . . . .  no. 2 

Les quarrés des temps des révolutions des planètes: étant proportionnels 
aux  cubes des grands axes de leurs orbites, ou,ce qui revient au même, 
les aires décrites en tempe égal, dans differentes orbites, étant propor- 
tionnelles aux racines quarrées de leurs paramètres ; la force qui solli- 
ci  te les planètes et les comètes, seroit la même pour tolu ces corps places 
à égale disiance du soleil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 5 

L e  mouvement des sa~ellites autour de leurs planètes, présentant à-peu- 
près les mêmes phéiiornknes, que celui des planètes autour du soleil; 
les satellites sont sollicités vers leurs planètes et  vers le soleil, par des 

. . . . . . . . . . .  forces réciproques au quarré des distances. no. 4 
Détermination de la parallaxe lunaire, d'après les expériences sur la 

pesanteur, et dans l'hypotlièse de la gravitation en raison inverse du 
quarré des distaiices.Le résultat obtenu par cette voie, se trouvant par- 

MBCAN. CÉL. Tome I .  b 
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faitement conforme aux observations j la force attractive de la terre est 
de la mêine nature que celle de tons les corps célesies.. . . . . .  no. 5 

Réflexions générales sur ce qui précède : elles conduisent à ce principe, 
savoir, que toutes les molkcules de la matière s'attirent en raison di- 
recte des masses, et en raison inverse du qunrrd des distances.. . no. 6 

C HAP. I I .  Des équations di$érentielles du mouvement d'un sys- 

têrne de corps soumis à leur attraction mutuelle. . . . . . . .  124 
Equations diRirentielles de ce mouvement. . . . . . . . . . . . .  no. 7 
Développement des iritégrales que l'on a pu jusqu'à présent en ob~enir ,  

et  qui résultent des principes de l a  conservation du mouvement du 
centre de gravité, des aires et des forces vives. . . . . . . . . .  no. 8 

Equations différentielles du mouvement d'un systême de corps soumis à 
leur attraction mutuelle, autour de l'tin d'eux, considéré comme le 
centre de leurs mouvemens : développement des iiitégrales rigoureuses 
que l'on sait en déduire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 9 

L e  mouvement du centre de gravité du  systêrne d'une planèie et  de ses 
satellites, autour du  soleil, est à très-peu près le même que si tous les 
corps de ce systême étoient réunis à ce point; et le systême agit sur les 
autres corps, à très-peu près, comme dans cette hypothèse. . .  no. 10 

Recherches sur l'attraction des sphéroïdes : cette attraction est donnée 
par les différences partielles de la fonction qui exprime l a  somme des 
molécules du sphéroide, divis6es par leurs distarlees au point attiré. 
'Equation fondamentale aux diffthences partielles, à laquelle cette fonc- 
tion satisfait. Diverses transformations de cette équ a t' lon. . .  no. i l  

Application au cas où le corps attirant est une couche sphérique : il en 
résulte qu'un point placé dans l'intérieiir de la couche, est également 
attiré de toutes parts; et qu'un point placé hors de la couche, est attiré 
par elle, comme si sa masse étoit réunie à son centre. Ce résultat a 
encore lieu pour les globes formés de couches concentriques d'uiie den- 
sité variable du centre à la circonférence. Recherche des loix d'attrac- 
tion, dans lesquelles ces propriétés subsistent. Dans le nombre infini 
des loix qui rendent l'attraction trés-petite à de grandes distances, 
celle de la nature est la  seule dans laquelle les sphères agissent sur un 
point extbrieur, comme si leurs masses éloient réunies à leurs centres. 
Cet1.e loi est aussi la  seule dans laquelle l'action d'une couche sphé- 
rique, sur un point placé dans son intérieur, est nulle.. . . . .  no. 12 

Application des formules du no. 1 1 ,  au cas où le corps attirant est u n  
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cylindre dont la base est une courbe rentrante, et  dont la longueiir est 
infinie. Lorsque cette courbe est un cercle, l'action du cylindre sur un  
point extérieur, est réciproque à la distance de  ce point, à l'axe dn 
cylindre. Un point placé dans l'intéïieiir d'une couche cylindrique cir- 
culaire, d'une épaisseur constante, est également attiré de toutes 
parts. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 15 

Equation de condition relative au mouvement d'un corps. . . . .  no. 14 
Diverses transformations des équations diffkrentielles du mouvement 

d'un syslême de corps soumis à leur attraction mutuelle. . . . .  no. 15 

CH AP. I I  1. Première approxinza tion des mouvernens célestes, 
ou théorie du mouvement eiiiptique. . . . . . . . . . . . . .  i 54 

Int6gration des équations différentielles qui déterminent le mouvement 
relatif de deux corps qui s'attirent en raison des masses et  réciproqiie- 
ment au quarré des distanees. La courbe qu'ils décrivent dans ce mou- 
vement, est une section conique. Expression du temps, en série con- 
vergente de sinus et de cosinus du mouvement vrai. Si l'on néglige les 
masses des planètes relativement à celle du soleil, les quarrés des temps 
des révolutions sont comme les cubes des grands axes des orbites. Cette 
loi s'étend au mouvement des satellites autour de leur planète. . no. 16 

Seconde méthode pour l'intégration des équations différen~ielles d u  
no. précédent. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 17 

Troisième méthode pour-l'intégration des mêmes équations; cette méthode 
a l'avantage de donner les arbitraires, en fonctions des coordonnées et  
de leurs premières différences. . . . . . . . . . . . . . .  no'. 18 et 19 

Eqiiations finies du mouvement elliptique : expressions de I'anomalie 
moyenne, du rayon vecteur et de l'anomalie vraie, en fonctions de 
l'anomalie excentrique. , , . , . .  , . . . , . . . . . . . . . .  no. 20 

Méthode générale pour la réduction des fonctions, en séries : théorêmes 
qui en résultent. . . . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . . .  n 9  zi 

Application de ces théorêmes , au mouvement elliptique. Expressions de 
l'anomalie excentrique, de l'anomalie vraie, et du rayon vecteur dea 
planètes, en séries convergentes de sinus et de cosinus de l'anomalie 
moyenne. Expressions en séries cçmvergentes , de la longitude, de la 
latitude, et de la projection du rayon vecteur, sur un plan fise, peu 
iiicliué à celui de  l'orbite. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 2  

Expressions convergentes du rayon vecteur et du temps, en fonctions de  

3 
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I'anomaIie vraie, dans une orbite fort excentrique. Si l'orbite est para- 
bolique, l'équation entre le temps et l'anomalie vraie est une équation 

de troisième degré, que l'on résout, au  moyen de la table du mouve- 
ment des comètes. Correction à faire à l'anomalie vraie calculée dans 
l a  ~ a r a b o l e ,  pour avoir l'anomalie vraie, correspondante au  mème 

temps, dans une ellipse fort excentrique. . . . . . . . . . . .  ri0. 23 
Théorie du mouvement hyperbolique. . . . . , . . . . . . . .  no. 24 

Détermination du rapport des masses des planètes accompagnées de sateI- 

lites, à celle du soleil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 25 

CH AP. IV. Détermination des éZémens du mouvement eZliptipue. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  go 

Formules qui donnent ces élémens , lorsque les circonstances du mouve- 

ment primitif sont connues. Expression de la vîtesse, indépendante de 
l'excentricité de l'orbite. Dans la parabole, la vitesse est réciproque a 

. . . . . . . . . . . . .  la racine quriri.de du rayon vecteur. no. a 6  
Recherche de la relation qui existe eni.rele grand axe de l'orbite, la corde 

de l'arc décrit, le temps employé à le décrire, et la somme des rayons 

vecteurs extrkmes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 27 

Moyen le plus propre pour déterminer par les observations, les éIérnens 
des orbites des cornétes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 28 

Formules pour avoir d'après un nombre quelconque d'observations 
voisines, la longitude e t  la latitude géocentriques d'une comète, à un 

instant donné, ainsi que leurs premières et secondes différences. no. 29 
Méthode g6ntrale pour déduire deséquations différentiellesdu mouvement 

d'un sysiême de corps, Ies élémens des orbites, en supposant connues 
pour un instant donné, les longitudes et les latitudes apparentes de 
ces corps, ainsi que les premieres et secondes différences de ces quan- 
tités. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 50 

Applicaiion de cette méthode, au mouvement des comètes, en les suppo- 
sant animées par la seule attraction du soleil : elle donne par une équa- 
tion du sepiiéme degré, la distance de la cornete à la terre. La seule 
inspection de trois observations consécutives très - voisines, suilit pour 
reconnoitre si la comète est plus prés ou plus loin que la terre, du 
soleil. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 31 

Méthode pour avoir aussi exactement que l'on voudra, en n'employant 
que trois observations, la longitude et la latitude géocentriques d'une 
comète, ainsi que leurs premières et secondes différences divisées par 
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les puissailces correspondantes de l'élément du temps. . . . . .  no. 32  
Détermination des élémens de l'orbite de l a  comète, lorsque l'on connoit 

pour un instant donné, sa distance à la  terre, et la première différeii- 
tielle de cette distance, divisée par l'élément dii temps. Moyeii simple 
d'avoir égard à l'excentricité de l'orbe terrestre. . . . . . . . .  no. 53 

Dans le cas de l'orbite paraboliq~ie, le grand axe devenant infini, cette 
condition donne une noiirelle éqmtion du sixième degré, pour déter- 
miner l a  distance de la comète à la terre. . . . . . . . . . . .  no. 34 

De-là résultent. diverses méthodes pour calculer les orbites paraboliques. 
Recherche de celle dont on doit attendre le plus de précision dans les 
résultais, el le  plus de simplicité dans le calcul. . . . . .  no'. 35 et 36 

Cette méthode se divise en deux parties : dans l a  première, on détermine 
d'une manière approchée, la distance périhélie de la comète, et  l'iiis- 
tant  de son passage au périhélie: dans la seconde, on donne le moyen 
de corriger ces deux élémens, par trois observations éloignées entr'elles , 
e t  l'on en déduit tous les autres. . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 37 

Détermination rigoureuse de l'orbite, dans le cas où la comète a 6th 
observée dans ses deux nœuds. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 38 

Méthode pour détermilier l'ellipticité de l'orbite, dans le cas d'une ellipse 
très-excentrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. .?y 

C H A  P. V.  Méthodes générales pour déterminer par des approxi- 
mations successives, les nlouvernens des corps célestes. . . .  235 

Recherche des changemens qne l'on doit faire subir aux intégrales des 
équations différen~ielles, pour avoir celles des mêmes kquations aug- 
mentées de certains termes. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 40 

On en déduit un moyen simple d'avoir les intégrales rigoureuses des 
équations différentielles linéaires, lorsque l'on sait intégrer ces mêmes 
équations privGes de leurs derniers termes. . . . . . . . . . .  no. 41 

On en déduit encore un moyen facile pour obtenir des intégrales de plus 
en plus approchées, des équations différentielles. . . . . . . .  no. /iz 

Méthode pour faire disparoîlre les arcs de cercle, qui se trouvent dans les 
intégrales approchées, lorsqu'il ne doit pas s'en trouver dans l'intégrale 
rigoureuse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 45 

Méthode d'approximation, fondée sur l a  variation des constantes arbi- 
traires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 45 
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CH A P. VI. Seconde approximation des mouvenzens célestes, ore 
tl~éorie de burs perturbations, . . . . . . . . . . . . . . . .  254 

Formules du mouvement en  longitude et  en latitude, ot du rayon vecteur 
dans l'orbite troublée. Forme trks-simple sous laquelle elles s e  présen- 
tent,  quand on n'a égard qu'à la premibre piiissance des forces pertur- 
batrices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 46 

Méthode pour obtenir les perturbations, en séries ordonnées par rappor't 
aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisoiis des 
orbites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 47 

Développement en série, de la  fonction des distances mutuelles des corps 
du syst&me, dont leurs perturbations d+ndeiit. Usage du  calcul a u x  
diErences finies dans ce dévcloPpement.Réflexioi~s sur  cette série.nO. 48 

Formules pour calculer ses diffërens termes. . . . . . . . . . . .  no. 49 
Expressions géiiérales des perturbations d ~ i  mouvement en longitude e t  en 

latitude, et di1 rayon vecteur, en portant la précision jusqu'aux quan- 
tités de l'ordre des excentricités e t  des inclinaisons. . , . nos. 50 et  5 r  

$lapprocliemeiit de ces divers résultats, el; coiisidérations sur  les approxi- 
mations idterieures. . . . . . . . . . . . . . . . , . . . , . .  no. 52 

CHAI'. VII. Ides inégalités séculaires des mouvemens célestes. 286 

Ces inéga!ités naissellt des termes qui,  dans l'expression des perturbations, 
renferment le temps, hors des signes périodiques. Equatioiis différern- 
tielles des élémens d u  mouvement elliptique, qui font disparoitre ces 
termes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 55 

Si l'on n'a égard qu'à la première puissance de la force pertnrbatrice, les 
moyens mouvemens des planètes sont uniformes, et  les grands axes de  
leurs orbites, sont coiistans. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 54 

Dcve!oppement des &quatioils dif'férentielles relatives aux  excentricités et 
ir la position dos périhélies, dalis un  systême quelconque dorbites peu 
excentriques et  peu iilclinijes entr9elles. . . . . . . . . . . .  no. 55 

'lirtégration de ces équaiions, et détermination par les observations, des 
arbitraires de leurs intégrales, . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 56 

Le système des orbes des planètes et  des satellites, est stable relativement 
aus excentricités, c'eskii-dire que ces excunt.ricités restent tonjours 
fort pelf tes, e t  l e  sastéme ne fait qu'osciller autour d'un état moyen 

. . . . . . . . . . . . . . .  Zellipiicitd, dont il s'écar~e peu. no. 57 
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Expressions différentielles des variations séculaires de l'excentricité et  de 
la position da périhélie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 58 

Intégration des équations différentielles relatives aux  nmuds et  aux incli- 
naisons des orbites. Dans le  mouvement d'un systême d'orbites très- 
peu inclinées entr'elles , leurs inclinaisons mutiielles restent toujonrs 
très-petites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 59 

Expressions diff6rentielles des variations séculaires des nœuds et des incii- 
naisons des orbites; iO. par rapport à un  plan fixe; 2". par rapport à 
l'orbite mobile d'un des corps du syst&ine. . . . . . . . . . . .  no. Go 

Relations générales entre les élémens elliptiques d'un systême d'orbites , 
quelles que soient leurs excentricités, e l  leurs inclinai~ons respec- 
tives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 61 

Recherche du plan invariable ou sur lequel la somme des masses des corps 
du systême, multipliées respectivement par les projections des aires 
dkcrites par leurs rayons vectenrs, dans un temps doriné, est i i i i  

maximum. Détermination du mouvement de deux orbites inclinées 
l'une à l'autre, d'un angle qnelconque. . . . . . . . . . . . .  no. 62 

CHAP. VII.1. Seconde méthode d'approxinzcrtion des rnouvernens 
cdkstes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  3 2 1  

Cette méthode est fondée surles variations que les élémens dumouvement 
supposé elliptique, éproiivent eiivertu des inégalités périodiques et sécu- 
laires. Méthode générale pour déterminer ces v'ariatioxis. Les équatioris 
finies du mouveizîent elliptique, et leurs premières différentielles, sont 
les mèmes dans l'ellipse variable, que dails l'ellipse invariable. no. 63 

Expressions des élémens du  mouvement elliptique, dans l'orbite troublée, 
quelles que soient son excentrici té et son inclinaison a u  plan des orbites 
des masses pertnrhatrices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 65 

Développement de ces expressions, dans le  cas des orbites peu excen- 
triques et  peu iiicliriées les unes aux autres. E n  considérant d'abord les 
moyens mouvernens et les grands axes ; oli prouve que si l'on néglige 
les quarrés et les produits des forces perturbatrices, ces deux élémens 
ne sont assrijétis qn'à des inégalités périodiques, dépendantes de la 
configuration des corps du systême. Si les moyens Iriouvemens de deux 
planètes approchent beaucoup d'être commensurables entr'eux; i l  peut 
en résulter dans leur loiigitude moyenne, deux inégalités très-sen- 
sibles, affectées de signes contraires, e t  réciproques aux produits des 
masses des corps, par  les racines quarrées des grands axes de leurs 
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orbites. C'est à de semblables illégalités qne soiit dûs I'accélEration 
du mouvement de Jupiter et le   al en tisse ment de celui de Sa~urne. 
Expressions de ces inégalit&s, et de celles que le même rapport des 
moyens mouvemens , peut rendre sensibles dans les termes dépendaiis 
de la seconde puissance des masses perturbatrices. . . . . . . no. 65 

Examen du cas ou les inégalités les plus sensibles du moyen mouvement, 
ne  se rencontrent que parmi les termes rlc l'ordre du quarrb des masses 
perturbatrices. Cette circonstance très-remarquable a lieu dans le sys- 
tême des satellites de Jupiter, et l'on en déduit ces deux théorêmes: 

L e  moyen mouvement du  premier safellite, moins trois fois celui du 
second, plus cletcnJois celz~i rEu troisième, est exactement et constanzment 
égal d zéro. 

L a  longitude moyenne d u  premier satellite, moins trois fois celle du 
second, plus deux fois celle du  troisième, est constamment égale à deux 
angles droits. 

Ces théorêmes subsistent malgré l'altération que les moyens mouvemens 
des satellites peuvent recevoir, soit par une cause semblable a celle qui 
altère le moyen mouvement de la lune ,  soit par la résistance d'un 
milieu très -rare. Ces théorêmes donnent naissance à une inégalité 
arbitraire qui ne  diffère pour chacun des trois satellites que par son 
coefficient, et  qui par les observations, est insensible. . . . . . no. 66 

Equations différentielles qui déierminent les variations des excentricitks 
et  des périhélies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . no. 67 

f)éveloppement de ces équations. Les valcurs de ces élémens soiit formées 
de deux parties, l'une dépendante de la configuration mutuelle des 
corps du systême , et qui contient les variations pkriodiques ; l'autre 
indépendante de cette configuration, et  qui renferme les variaiions 
séculaires. Cette seconde partie est donnée par les mêmes équations 
diffbrentielles qae l'on a considérées précédemment. . . . . . no. 68 

Moyen très - simple d'obtenir les variatioris qui résultent du rapport 
presque commensurable des moyens mouvemens , dans les excentri- 
cités et les périhélies des orbites : elles sont liées à celles du moyen 
mouvement, qui y correspondent. Elles peuvent prodilire dans les 
expressions séculaires des excentric,ités et de la longitude des périlié- 
lies, des termes sensibles dépendans des quarrés et des produits des 
forces perturbatrices. Détermination de ces termes. . . . . . no. 69 

Des variations des nœuds et des inclinaisons des orbiles. Eqnations qui 
déterminent leurs valeurs périodiques et séculaires. . . . . . no. 7 0  

Moyen facile d'obtenir les inégalités qui résultent dans ces élémens , du 
rapport 
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rapport presque commensurable des moyens mouvemens : elles sont 
liées aux inégalités analogues du moyen mouvement. . . . .  no. 7 1  

Recherche de l a  variation qu'éprouve la longitude de l'époque. C'est do 
cette variation, que dépend l'équation séculaire de la lune. . no. 72 

Réflexions sur les avantages que la méthode précédente fondée sur l a  
variation des paramètres des orbites, présente dans plusieurs circons- 
tances : moyen d'en conclure les variations de l a  longitude, de la lati- 
tude et du rayon vecteur. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 7 3 

T O M E  S E C O N D -  

L I V R E  I I I .  

D e  laJtgure des corps célestas. . . . . . . . . . . .  page 1 

C 1 3  A P. 1. Des attractions des sphéroi3es homogènes terminés 
par des surfaces dz~ second ordre. . . . . . . . . . . . . . . .  5 

Méthode générale pour transformer une diff'érentielle triple, dans une 
autre relative à trois nouvelles variables : application de cette méthode 
aux attractions des sphéroïdes. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 1 

Formules des attractions des sphéroïdes homogènes terminés par des 
surfaces du second ordre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 

Des attractions de ces sphéroïdes, lorsque le point attiré est placé dans 
leur intérieur ou à leur surface: réduction de ces attractions, aux qua- 
dratures qiii, lorsque le sphéroïde est de révolution, se changent en 
expressions finies. Un point situé au-dedans d'une couche elliptique 
dont les surfaces intérieure et extérieure sont semblables et sembla- 
blement situées, est également attiré de toutes parts. . . . .  no. 3 

Des attractions d'un sphéroïde elliptique, sur un point extérieur : 
équation remarquable aux différences partielles, qui a lieu entre ces 
attractions. Si l'on fait passer par le point attiré, un second ellipsoïde 
qui ait le  mênie centre , l a  même position des axes et les mêmes 
excentricités que le premier ; les attractions des deux ellipsoïdes seront 
dans le rapport de leurs masses. . . . . . . . . . . .  no'. 4, 5 et 6 

Réduction des attractions du sphéroïde, aux quadratures qiii se chan- 
gent en expi.essions finies, lorsque le spliéroïde est de rdvolution. . no. 7 

M É c . ~ ~ .  CLL. Tome 1. c 
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CH A P .  11. Béueloppement en sdries , des attractions des sphé- 
rozdes queZconc/ues. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23 

Diverses transformations de l'équation aux diffkrences partielles , des 
attractions des sphéroïdes. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 8 

Développement de ces attractioiis , en séries ordonnées par rapport aux 
puissances de la distance du centre des sphéroïdes, aupoirii attiré. no. g 

Application aux sphéroïdes très- peu différens de la $phère : équation 
singulière qui a lieu entre leurs attractions à la  surface. . . .  no. 10 

Rapport très-simple qui en résulte, entre l'expression en série, de  leur 
attraction sur un point extérieur, et leur rayon développé dans une 
snite de fonctions d'un genre particulier, données par la nature même 
des attractions, et qui sont du plus grand usage dans la théorie de la 
figure et des mouvernemi des Zphéroides, et dans celle des oscillations 
des fluides qui les recouvrent. . . . . . . . . . . . : . . .  no. ii 

Théorême génkral sur l'intégration définie des différentielles doubles qui 
sont le produit de deux de ces fonctions ; simplification des expres- 
sions du rayon du sphéroïde et  de son attraction, lorsque l'on fixe 
l'origine du rayon, au centre de graviid du sphéroïde. . . . .  no. 12 

Des attractions des sphéroïdes sur un point placé dans leur intérieur, 
et d'une couche, sur un point situé au-dedans. Conditions pour que 
le point soit également attiré de toutes paris. . . . . . . . .  na. 15 

Des attractions des sphéroïdes très-peu différens de la sphère, et formés 
de couches variables suivant des loix quelconques. . . . . . .  no. 14 

Extension des recherches précédentes, aux sphéroïdes quelconques ; 
réduction de leurs attractions, en séries d'une forme très- simple; 
solution nouvelle qui en résulte, du problême des attractions des 
sphéroïdes elliptiques. . . . . . . . . . . . . . . .  no" 15, 16 et 17 

CH A P .  I I  1. D e  lu &ure d'une masse yuide homogène en épi- 
. . . . . . . .  libre, et douée d'un mouvement de rotation. 50 

Equation générale de  sa siirface dans l'état d'équilibre : l'ellipsoïde satis- 
fait à cette équation. Déterihination de cet ellipsoïde. Les pesanteurs 
au pôle et B l'équaieur sont dans le rapport du diamètre de l'équateur 
à l'axe des pGIes. Deux figures elliptiques e t  non davantage, satisfont 
à un mouvement angulaire de rotation, donné; et relativement à la 
terre supposée homogène , le  diamètre de l'équateur est à l'axe des 
pôles, comme 680,49 est à l'unité, dans l'ellipsoïde le plus applati; et  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E  L A  P R E M I E R E  P A R T I E .  xix 

comme 251,~ est à 2 5 0 , ~  , dans l'ellipsoïde le moins applati. Une 
masse fluide homogène ne peut être en  équilibre avec une figure ellip- 
tique, que dans le cas où la durée de sa rotation surpasse le produit 
de oi~ioog, par la racine quarrée du rapport de la moyenne densité de 
l a  terre, à celle de !a masse. . . . . . . . . . . . .  no'. 18, i g  et  20 

Si la durée primitive de rotation est moindre que cette limite; elle aug- 
mente par l'applatissement de la masse fluide; et qnelles que soient les 
forces primitivement imprimées, le fluide, en vertu de la ténacité de  
ses parties, se fixe à la  longue, à une figure elliptique permanente, qui 
est unique et déterminée par la nature de ces forces. L'axe de rotation 
est celui qui passant par le centre de gravité, étoit à l'origine, l'axe du 
plus grand moment des forces. . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 1  

C H A P. 1 V. De bJgurc d'un spkéroïde très-peu dzférent d'une 
. . .  sphère, et recouvert d'une couche de fluide en équilibre. 63 

Equation générale de l'équilibre.. . . . . . . . . . . . . . . .  no. 32 
Développement de cette équation, lorsque les forces dont le fluide est 

animé, sont dues à la forcc centrifuge du mouvement de rotation, 
aux attractions du fluide et du sphéroïde, et à des attractions exté- 
rieures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 23 

Equation de l'équilibre, lorsque le sphéroïde et le fluide sont homogènes 
et de même densité. Expression du rayon du sphéroïde et  de la pesan- 
teilr, à la  surface. S'il n'y a point d'attractions étrangères, cette surface 
est elliptique, et 17ellipticité est $ du rapport de la f ~ r c e  centrifuge à la 
pesanteur : la diminution du rayon du sphéroïde, de l'équateur aux 
pbles, est proportionnelle au quarré du sinus de la latitude, et  si l'on 
prend, pour unités, le rayon et la pesanteur aux pôles ; l'accroisse- 
ment de la pesanteur est égale à la  diminution du rayon. . no". 24 et 25 

Démonstration directe et indépendante des séries, que la figure elliptique 
est alors la seule qui convient à l'équilibre. . . . . . . . . . .  no. 26 

Dans quelques cas, une masse fluide homogène qui recouvre une sphère, 
peut avoir uneinfinité de figures différentes d'équilibre. Détermination 
de ces figures. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nos. 27 et  28 

Equation générale de l'équilibre des couches fluides de densités variables , 
qui recouvrent un sphéroïde. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 29 

Examen du cas où le sphéroïde est entièrement fluide. S'il n'y a point 
d'attractions étrangères, le  sphéroïde est alors un ellipsoïde de révolu- 
tion : les densités vont en diminilant , et les ellipticités vont en aug- 
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mentant, du centre à la surface. Les limites de l'applaiissemelit sont 
t et f du rapport de la force centrifuge à la pesanteur. Equation de la 
courbe dont les démens sont dans la direction de la pesan teur , du centre 
à la  surface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  11". 3 0  

Simplification de l'expi~ssion des rayons d'un sphéro.ide recouvert d'un 
fluide en équilibre, lorsque l'on fixe l'origine de ces rayons, au centre 
de gravité de la masse entière que 1,011 suppose tourner autour d'un de 
ses axes principaux. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nO"l et 52 

Rapports très-simples de la pesanteur, de l a  longueur du pendule et des 
degrés sur le sphéroïde, à l'expression de son rayon. Moyen facile qui 
en résulie, de vérifier par l'observaiion, les hypothèses qiie l'on peut 
imaginer sur les loix de la variation des degrés et de la pesanteur. 
L'hypothèse de Bouguer , suivant laquelle la variation des degrés de 
l'équateur aux pôles, est proportionnelle à la  quatrième puissance du 
sinus de la laiitude, est incompatible avec les observations du pendule. 
Raison pour laquelle les aberrations de la figure elliptique, sont beau- 
coup plus sensibles dans les degrés du méridien, que dans les longueurs 

r C du pendule. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 33 
Les couches du sphéroïde étant supposées elliptiques; la figiwe du fluide 

q u i  le recouvre, est pareillement elliptique: les variations des rayons ter- 
restres, des degrés d u  méridien et  de la pesanteur, sont alors proportion- 
nelles au quarré du sinus de la latitude : la variation totale de la pesan- 
teur, de I'équateur aux pôles, divisée par la pesanteur, est autant au- 
dessus ou au-dessous de f du rapport de la force centrifuge à la pesan- 
teur, à I'équateur, que l'ellipticité est au-dessous ou au-dessus de la 
même quantité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 34 

Expressions de l'attraction des sphéroïdes elliptiques, sur u n  point exié- 
rieur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  na. 35 

De la loi de la pesanteur à la  surface d'un sphéroïde fluide homogène, 
l'attraction étant comme une puissance de la distance. . . . . .  no. 36 

Moyen d'avoir &gara dam la recherche de la figure des sphéroïdes reoou- 
verts d'un fluide en équilibre, a u x  termes dépendans du quarré et des 
puissances supérieures dela force centrifuge. On peut assurer que l'équi- 
libre du fluide, est rigoureusement possible ; quoiqne l'on ne puisse en 
assigner la figure, que par des approximations successives. . . .  no. 37 

C H A Y .  V .  Comparaison de ka théorie précédente, avec bs obser- 

vations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  in9 
Equatioils de l a  courbe des méridiens terrestres, et de celle que l'on trace 
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par les opérations géodésiques. Expressions de la longitude, de la lati- 
tude et de l'angle azimuthal, correspondans aux extrémités d'une ligne 
gCod6sique tracée sur la terre, soit parallèlement, soit pcrpendicu1aii.e- 
ment au plan du méridien céleste. Expression générale du rayon oscu- 
lateur d'une ligne géodésique. Parmi toutes les lignes géodésiqnes qui 
pal-tent d'un même point, il en existe deux perpendiculaires entr'elles, 
et auxquelles correspondent le plus grand et  le  plus petit rayon oscula- 
teur. Ces rayons étant donnés, ainsi que la posiiion de ces lignes; il 
est facile d'en conclure le rayon oscdateur d'une ligne géodésique quet- 
conque, passant par le même point. On peut toujours concevoir un 
ellipsoïde osculateur , à un point quelconque de la surface de la terre : 
moyen de le déterminer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. :78 

Alethodes pour déterminer la figore elliptique dans laquelle le plus grand 
écart des degrés mesurés, est, abstraction faite du signe, le plus petit 
qu'il est possible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 39 

Méthode pour déterminer la figiire elliptique dans laquelle 10. l a  somme 
des erreurs des arcs mesurés, est nulle; 2". la  somme des erreurs prises 
toutes positivement, est un minimum. . . . . . . . . . . . .  no. 40 

Application de ces méthodes, aux degrés des méridiens, mesurés au Pérou, 
au Cap de Bonne-Espérance, en Pensylvanie, en Italie, en France, 
en Autriche et en Laponie. Dans l'hypothèse elliptique, on ne peut 
pas éviter une erreur de 189 mètres, sur quelques-uns de ces degrés: 
l'ellipticité qui correspond à ce minimum d'erreur, est +. La fignre 
elliptique dans laquelle la somme des erreurs des arcs mesurés, est 
nulle, et la somme des erreurs prises positivement est un minimum, 
a pour ellip ticiié , &. Ce1 te figure donne 3'36 mètres d'erreur, dans le 
degré mesuré en Pensylvanie. Résultats principaux des opérations 
faites nouvellement en France , par Delambre et  Mechain : il suffit 
d'altérer de k",4 les latitudes obse~.vées, pour concilier ces mesures 
avec une figure elliptique. L'ellipticité correspondante à ce minimum 
d'erreur, est ,%, et le  degré du méridien, coilpé également par le paral- 
lèle moyen, est de 99984 mètre;& Cet ellipsoïde que l'on peut regarder 
comme l'ellipsoïde osculateur de la France, satisfait encore à trbs-peu 
près aax mesures failes en Angleterre, en Italie et dans l'Autriche, e t  
même à celles de Pensylvanie et de Laponie. L'arc mesuré nouvelle- 
ment en France, compard à celui du Pérou, donne *+ pour l'ellip ticité 
de la terre : longueur du méire, conclue de ces mesures. Quelle que 
soit la  figure de la terre, par cela seul que les degrés des méridiens 
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diminuent des pôles à l'équateur; les rayons terrestres augmentent, et 
l a  terre est ayplatie à ses pôles. . . . . . . . . . . . . . . . .  no, 41 

Application des méthodes des no\ 39 et 40, à quinze observations de la 
longueur du pendule à secondes. On peut concilier toutes ces observa- 
tions, avec une figure elliptique, en n'y admettant qu'une erreur de 
dix-huit cent milliSmes de cette longueur : l'ellipticité de la figure cor- 
respondante à ce minimum d'erreur, est Détermination de la figure 
elliptique la plus vraisemblable que ces observations donnent à la terre: 
l'ellipticité de cette figure est Gr. Expression générale de la longueur 
du pendule à secondes. . . . . . . . . , . . . . . . . . . . .  no, 4a 

De la figure de Jupiter : son applatissement observé est dans les limites que 
lu i  assigne la théorie de la pesanteur. . . . . . . . . . . . . .  no. 43 

C H A P. VI. De Zajgure de l'anneau de Saturne. . . . . .  155 
Expression générale del'attraction des anneaux, quelle que soit leur figure .. génératrice, Application au  cas où cette figure est une ellipse. no. 44 
Un anneau étant supposé fluide e t  h o p o g h e ,  l'équilibre peut subsister 

avec une figure génératrice elliptique: détermination de cette figure. 
La durée de la rotatiop de l'anneau est la  même que celle de l a  rérolu- 
tion d9un satellite qui circuleroit autour de l a  p l a d t e ,  à une distance 
égaleà celle du centre de la figure génératrice: cette durée est d'environ 
O j.,+k pour l'anneau intérieur de Saturne. . . . . . . . . . . .  no. 45 

?ouï l a  stabilité de l'équilibre des anneaux, il est nécessaire qu'ils soient 
des solides irréguliers dont l e  centre de gravité ne coïiicide point avec 
leur centre de figure. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 46 

CI'IAP. VII. n e  Zajgure des atmosphères des corps célestes. 167 

Fquation générale de cette figure. L'atmosphère solaire ne peut pas 
s'étendre jusqu'à l'orbe de Mercure : elle n'a pas la forme lenticulaire 
que paroît avoir la lumiére eodiacale, et  dans le cas de son plus grand 
applatissement , l'axe du pôle est à celui de  l'équateur, dans le rapport 
d e s à 3 , .  .,........................... g0?47 
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L I V R E  I V .  

Des oscillatiorzs de la! mer et  d e  Z1atrnosphdre. . . . . .  1 7 1  

CE-IAP. 1. Thdorie du flux et  du reftux de la mer. . . . . .  ibid. 

Equations différentielles dii mouvement de l a  mer sollicitée par les forces 
attractives du soleil et de la lune. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. i 

Application de ces équations au cas où. la terre n'ayant point de mou- 
vement de rotation, la profondeur de la mer est constante. Expression 
générale de la hauteur de la mer et de ses mouvemeiis dans cette 
hypothèse. L'équilibre de la mer n'est alors stakle , qu'en supposant 
sa densité moiiidre que la moyenne densité de l a  tel-re, . . . .  no. 2 

Application des mêmes équations, au cas où la terre ayant un mouve- 
ment de rotation , sa profondeur est une fonction quelconque de Ja 
latitude. Equation différentielle des oscillations de l a  mer ,  dans cette 
hypothèse : il n'est pas nécessaire de l'intégrer rigoureusement 5 i l  
suffit d'y satisfaire. L'action du soleil et de la lune donne lieu à trois 

espèces différentes d'oscillations 3 dans la première, la période des 
oscillations est indépendante du mouvement de rotation de la terre ; 
dans la seconde, cette période est d'environ, un jour ; et dans l a  
troisikme, elle est à peu prks d'un demi-jour. . . . . . .  nos. 5 et 4 

Examen des oscillations de la première espèce, en supposant la terre un 
ellipsoïde de révolution. Détermination de ces oscillations, lorsque la 
profondeur de la mer est i très-peu près constante. La partie de ces 
oscillations, qn i  dépend du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire, 
peut être très-considérable ; mais ces grandes oscillations sont anéan- 
ties par les résistances que la mer éprouve dans son mouveineril. En 
vertu de ces résistances, ces oscillations sont à fort peu près, les 
mêmes que si la mer se mettoit à chaque instant en équilibre sous l'astre 
qui l'attire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  nos. 5 et 6 

Des oscillations de la seconde espèce. Détermination de ces oscillations, 
lorsque la profondeur de la mer est à très-peu près constante. . .  no. 7 

Expression très-simple des mêmes oscillations, lorsque la terre est un 
ellipsoïde quelconque de révolution. La diIGrence des deux niar&s 

d'un même jour, dépend de ces oscillations. Cette différence est nulle, . . . . . .  lorsque la ~rofondeur de la mer est par-tou t la  même. no. 8 
Des oscillations de la troisième espèce. Déterminalion de ces oscillations, 

lorsque la profonde~ir de la mer est A trés-peu-près constaiite. .. ri0. g 
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Expression iiumérique de ces oscillations, et du flux et reflux de la mer, 
dans diverses suppositions sur sa profondeur supposée par - tou t la 
même. En augmentant cette profondeiir , les oscillations de la troisiènie 
espèce, approchent très-rapidement d'être les mêmes que si la mer se 
mettoit à chaque instant en équilibre sous l'astre qui l'attire. nn8. 10 et i L 

Ilétermination du flux et du reflux de la mer, dans celte dernière hypo- 
thèse. Les deux marées d'un même jour,  seroieiit alors très-différentes 
à Brest, dans les grandes déclinaisons du soleil et de la lune; ce qui étant 
contraire aux observations, rend l'hypothèse don1 il s'agit, inadmis- 
sible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. iz 

. . . . .  C H A P. I I .  De b stabilité de Z'épuili6re des mers. 204 

Premier tlzt!ore"me. L'équilibre de la mer est stable, si sa densité est 
moindre que ln densite moyenne de la terre. . . . . . . . . .  no. 13 

Deuxième théorême. La terre étant supposée un  solide de rholution,  
l'équilibre de la mer n'est pas stable, si sa densité égale ou surpasse la 
moyenne densité de la terre. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 14 

C HA P. I I  1. De la manière d'avoir égard dans la théorie du flux 
et du r@ux de la mer, aux diverses circonstances qui ,  dans 

. . . . . . . . . . . .  chaque port, influent sur les marées. 21 2 

Equations de la hauteur et des mouvemens de la mer ,  quelle que soit l a  
loi de sa profondeur. Les oscillations de la seconde espèce, deviennent 
nulles, lorsque la profonde1.n de la mer est constante : elles ne peuvent 
devenir nulles pour toute la terre, que dans cette hypolhèse. Aucune 
loi de profondeur ne peut rendre nulles pour toute la terre, les oscil- 
lations de la troisième espèce. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 15 

De la théorie des oscillations de la mer, en ayant égard à toutes les cir- 
constances locales qui peuvent les modifier dans chaque port. Cette 
théorie dépend des deux principes suivans: 

L'état d 'un systême de corps, dans lequel les conditions primitives clu 
mouvement ont dispar14 p a r  les dtcktnnces qu'il &prozsve, est pwio- 
digue,  comme les $orces qui l'animent. 

Le mouvement total d'un systêine agité par  de très-petites forces, est Zn 
somme des mouvemens partiels q74e c h q u e  force lui e& iinprimLs, 
séparément. 

Expressioil de la hauteur de la mer ,  qui en résulte, dans le cas où le soleil 
et la lune se meuvent uniformémeiit dans le plan de l'équateur. Leu 

circonslaiices 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



circonstances locales peuvent rendre nulles dans un port, les oscilla- 
tions de la troisième espèce: elles peuvent faire encore que les deux 
flux lunaire et  solaire, ne soient pas proportionnels aux forces respec- 
tives du soleil et de la lune ; enfin , il pent arriver que les plus grandes 
et les plus petites marées suivent d'un intervalle qiielconque, les sysi- 
gies ou les quadratures. Expression de la hauteur des marAes, qui 

.em3rasse ces différens cas.. . . . . . . . . . . . . . .  nos. 16,17 et 18 
Expression des marées, en supposant variables, les mouvemens du soleil 

et de la lune, et leurs distances à la terre. On peut alors réduire l'action 
de chacun de ces astres, à celle de plusieurs astres mûs uniformément 
dans le plan de l'équateur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 19 

Expression générale des marées, dans le cas de la nature, où le soleil et 

la lune se meuvent dans des orbites inclinées à l'équateur, ce qui donne 
lieu aux oscillations de la seconde espèce. . . . . . . . . . . .  no, ao 

C H A  P .  1 V .  Comparaison de la théorie précédente, aux ohserua- 

Des hauteurs des marées vers les sysigies. L n  I~nrrteur moyenne absolue 
de la marée d'un j o u r ,  est la  demi-somme des hauteurs des marées du 
matin et du soir. La marée totale est l'excès de cette demi-somme, sur 
la basse mer intermédiaire. Expression de la hauteur moyenne absolue 
de la marée d'un jour quelconque voisin de la sysigie. Expression de 
la marée totale du même jour. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 i 

Développement de ces expressions, vers les équinoxes et  vers les sols- 
tices.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 2  

Table 1 des hauteurs moyennes absolues et  des marées totales observées à 
Brest pendant' les années 1711, 1712, 1714, 1715 et 1716, un jour 
avant la sysigie, le  jour même de la sysigie, et  les quatre jours sui- 
vans, dans vingt-quatre sysigies vers les équinoxes, douze sysigies vers 
les solstices d'été, et  douze sysigies vers les solstices d'hiver. . .  no. a 3  

Expressions qni résultent de l'interpolation de ces hauteurs, dans l'en- 
semble de toutes les sysigies. Détermination de l'intervalle dont l'ins- 
tant du maximum des marées, suit la sysigie. Cet intervalle à Brest, 
est de ljoUr,50724. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 i: 

La marée totale p i  auroit lieu à Brest, si le soleil et la lune se mouvoient 
uniformément daris le plan de l'équateur, seroit dans son masimuin, 

égale à 6me, 2490. L'intervalle de deux marées consécutives du matin 
ou du soir, vers les sysigies , étant pris poiw unité; la diminution de la 

MÉCIN. CÉL. Tonte 1. d 
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marée totale en partant du maximum, est par les observations, égale 
au quarr6 du temps, multiplié par ome,io64, La théorie de la pesan- 
teur donne le même coëfficient. . . . , . . . , . . . . . . . .  no. 2 5  

Suivant les observations, ce coëfficient est orne,i5ig dans les sysigies des 
équinoxes, et  orne, 081 i dans les sysigies des solstices, le même, à-peu- 
près, que suivant la théorie. Les marées des solstices sont plus petites 
que celles des équinoxes, à-peu-près daris le  rapport du quarré du  
cosinus de la déclinaison des astres à l'unilé, conformément à la  
théorie : la petite diffdrence à cet égard peut déterminer l7infliience des 
circonstances locales, sur l e  rapport des actions d u  soleil et  de la 
lune. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. -26  

La variation des distances du soleil à la  terre, a une petite influence sur 

les marées; et sur ce point, les observations sont conkrmes à l a  
théorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 27 

L'effet de  la variation des distances de la lune, est très-sensible sur les 
marées. Table III des marées totales dans douze sysigies où la lune 
étoit périgée, et dans douze sysigies où elle étoit apogée. L'excès des 
marées totales périgées sur les marées totales apogées, est exactement le 
~iiêilie par les observations comme par l a  théorie. Cet excès est très- 
propre à faire connoître l'influence des circonstances locales sur le rap- 
port des actions du soleil et de la lune, et il en résulte qu'à Brest, cette 
influeiice est insensible. Les inégalités de la seconde espèce sont peu 
considérables à Brest, et ne s'y élbvent qu'à ome,i83. . . . . .  no. 28 

Expressions des hauteurs moyennes absolues des marées, et des marées 
totales , vers les quadratures. Développement de ces expressioiis, dans 
les quadratures des équinoxes et des solstices. . . . . . . . . .  no. 29 

Table IV des hauteurs moyennes absolues et  des marées totales obser- 
vées à Brest, pendant les anné.es 1711, 1712, 1714, 1715 ct  1716,le 
jour de la quadrature, et  les trois jours suivans, dans vingt-quatre 
quadratures vers les équirioxes, et dans vingt-quatre quadratures vers 
les solstices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A . . . . . . .  no. $0 

Expressions qui rhsultent de l'interpolation de ces hauteurs, dans l'en- 
semble de ces quadratures. L e  minimum des marées totales suit la qua- 
drature, du même intervalle dvnt leur maximum suit la  sysigie. Si le 
soleil et la lune se mouvoient uniformément dans le plan de l'équateur; 
la grandeur de la marée ~oiale dans son mi7zirnurn seroit de 5me,0990. 
L a  comparaison de cette marhe, à cette mème marée dans son mnxi- 
mum , doniie l'action de la lune , à très-peu près triple de celle du 
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D E  L A  P R E B I I È R E  P , 4 R T I E .  xxvij 
soleil, dans les moyennes distances. L'intervalle de deux marées con- 
sécutives du matin ou du soir vers les quadratures, étant pris pour 
unité ; l'accroissement de la marée totale près des quadratures, à 
partir du minimum, est égal au quarré du temps, multiplié par le 
coëfficient omc,2272 , suivant les observations : il est à très-peu près 
même par la théorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. s i  

Dans les quadratures des équinoxes, ce coëfficient est ome,3133 ; il est 
ome,i42i, dans les quadratures des solstices : l a  théorie donne ii. fort 
peu près, les mêmes résultats. L'effet des déclinaisoris du soleil et de 
la lune, est trhs-sensible dans les marées vers les quadratures; il est 
conforme à la théorie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 32 

Les marées du soir l'emportent à Brest, sur celles du matin, vers les qua- 
dratures de l'équinoxe du printemps ; le contraire a lieu vers les qua- 
dratures de l'équinoxe dautonme, conformément à ce qiii doit être en 
vertu des inégalités de la seconde espèce.. . . . . . . . . . . .  no. 55 

Expression des heures et des intervalles des marées vers les sysigies. no. 34 
Table des heures des marées totales de la Table 1, le jour même de la 

sysigie, et dans les trois jours qui la snivent. Expression de ces lieures 
et de leurs retards d'un jour à l'autre, près du rnnximzrm. Ce retard est 
par les observations, égal à oi,027052. E n  le comparant à la théorie, 
il donne l'action de la lune, à fort peu près triple de celle du soleil. 
Confirmation de ce résultat, par un graiid nombre de marées totales 
observées loin des sysigies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 35 

L e  retard des marées d'un jour à l'autre, est d'un Iiuitièrne environ plus 
grand dans les sy sigies des solstices que dans celles des Bquinoxes ; ce 
qui est à-peu-près conforme à la théorie. . . . . . . . . . . .  no. 56 

L e  retard des marées d'un joim à l'autre, vers les sysigies , varie très-sen- 
siblement avec les distances de la lune à la terre : une minute de varia- 
tion dansle demi-diamètre apparent delalune, donne 258" de variation 
dans ce retard. Ce rhsultat est entièrement conforme A la théorie. no. 57 

Expression des heures et des intervalles des marées vers les qnadra- 
tures.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 58 

Table des heures des marées totales de la  Table IV, relatives aux quadra- 
tures. Expression de ces heures et de leur retard d'un jour à l'autre, 
près du minimum des marées. Ce retard, suivant les observations , est 

égal à 0i,o5267 ; il est à très-peu près le même, par la ihéorie. Ce 
retard est plus grand dans les quadratures des équinoxes que dans 
celles des solstices, dans le rapport de i 3 à 9 , suivant la iliéorie ; ce 

. . . . . . . . .  q u i  est à-peu-prts conforme aux observations. 11". 5g 
d 2 
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Suivant la  théorie, le retard des marées dans les quadratures varie avec 
l a  distance de la lune à la terre, mais trois fois moins que dans les sysi- 
gies; ce que les observations confirment. . . . . . . . . . . . .  no. 40 

Expression numérique de la hauteur des marées à Brest. Formule pour 
déterminer les plus grandes marées totales qui doivent avoir lieu dans 
nos ports.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 41 

Formule simple e t  facile à réduire en table, pour déterminer l'heure de 
la pleine mer.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 42 

Récapitulation des principaux phénomènes des marées, et de leur accord 
avec la théorie de la pesanteur universelle. . . . . . . . . . .  no. 43 

. . . . . .  C H A P. 1 V. Des oscillations de Z'atmosp7dre. : 294 

Equations générales de ces oscillations. Leur détermination se réduit à 
celle des oscilla~ions de la mer, dans le cas d'une profondeur constante. 
Expression numérique de ces oscillations, dans une hypothèse suffi- 
samment approchée de la nature , pour donner une idée juste de 
l'action du soleil et de la lune sur l'atmosphère. Cette action peut se 
manifester par un grand nombre d'observations très-précises du baro- 
métre, entre les tropiques. Elle ne peut pas produire les vents alisés. 
L e  signe de la déclinaison des deux as Ires, ne paroît pas devoir influer 
sensiblement sur les modifications de l'atmosphère. . . . . . .  no. 44 

L I V R E  V. 

Des mouvemens des corps célestes, autour de leurspsopres 
centres de gravité. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  299 

C H  AP. 1. Des mouvemens de la terre, autour de son centre de 
gravité.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ibid. 

Equations différentielles de ces mouvemens. . . . . . . . . . . .  no. i 
Kecherche des momens d'inertie de la terre, relativement à ses trois 

akes principaux. La splière n'est pas le seul solide dans lequel tous les 
momens d'inertie soient égaux ; équation générale du solide qui jouit 
de cette propriété. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 2 

Développement en séries, des forces perturbatrices du mouvement de la 
terre autour de son centre de gravité. Ces séries se réduisent à leur 
premier terme, si la surface de la terre est elliptique; et l'on peut tou- 
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jours déterminer son mouvement dans cette hypotliiase, sans craindre 
une erreur sensible. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 9 

E~p~ess io i i s  différentielles très-approchées du mouverrient des équinoxes 
et de la nutaîion de l'axe terrestre , rapportés à un plan fixe. . .  no. 4 

Développement e t  intégration de ces expressions, en ayant égard à la 
mobilité des orbes du soleil et de la lune. . . . . . . . . . . . .  no. 5 

Expressions du mouvement des équinoxes et de l'inclinaison de l'axe de 
la terre, sur l'écliptique vraie. L'action du soleil et de la lune, sur le 
sphéroïde terrestre, change considérablement les variations de l'obli- 
quité de l'écliptique et  de la longueur de l'annde, qui auroient lieu en 
vertu du seul déplacement de l'orbe solaire, et lés réduit A-peu-près, 
au quart dc leur valeur; ces différences ne sont sensibles qu'après deux 
ou trois siècles, à partir d'une époque donnée. . . . . . . . . .  no. 7 

Les variations du mouvement de rotation de la terre, sont insensibles, 
et ce mouvement peut être supposé uniforme. . . . . . . . . . .  no. 8 

Les variations du jour moyen, sont pareillement insensibles, et  sa durée 
peut être supposée constanle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. g 

Examen de l'influence des oscillations de la mer, sur les mouvemens du 
sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité. L'analyse conduit 
à ce théorême remarquaMe : L e s  phénomènes de l n  précession e t  d e  
Zn nu ta t ion ,  sont emzctement les mêmes  que s i  l a  m e r  formoit  u n e  masse 
solirle avec le sphéroide qu'elle recouvre. . . . . . . . . .  nos. i O et  i .L 

Ce théorême a lieu, quelles que soient les irrégularités de la profondeur 
de la mer, et  les resistances qu'elle éprouve dans ses oscillations. Les 
courans de la mer,  les fleuves, les tremblemens de terre et les vents, 
n'allèrent point l a  rotation de la terre. . . . . . . . . . . . .  no. i a  

Expressions numériques de l'inclinaison de l'axe de la terre, et  de la 
position des équinoxes, sur un plan fixe, et sur l'orbite terrestre : for- 
mules de la variation des étoiles en ascension droite et en déclinai- 

- 
son. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 1 .) 

Conséquences qui résiiltent des pliénomènes de la précession et de la 
nutation, sur la constitution de la terre. Ces phénomènes sont les 
mêmes que si la  terre étoit un ellipsoïde de révolution ; l'applatissement 
de cet ellipsoïde est compris dans les limites & et &. Développenieiît 
des pliénomènes qui tieiinent à la figure de la terre, et de leur accord 
avec la théorie de la pesanteur. . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. iit 
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xxx T A B L E  D E S  M A T I E R  E S ,  etc. 

C H A P .  I I .  Des mouvemens de la lune, autour de son centre de 
gravité. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  356 

Théorie astronomique de la libration réelle de la lune. . . . . . .  no. 15 
Zquations différentielles du mouvement de la lune autour de son centre 

de gravité. Expression finie de sa libration réelle. L e  moyen mouve- 
ment de rotation de la lune est exactemelit égal à son moyen mou- 
vement de révolution autour de l a  terre, et il participe aux mêmes 
inégalités séculaires, en vertu de l'attraction lerrestre sur le sphéroïde 
lunaire. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 16 

Expressions du mouvement des nœuds e t  de l'inclinaison de l'éqiiateur 
lcrnaire, sur l'écliptique vraie. Le moyen mouvement de ces noeuds 
est égal à celui des nœuds de l'orbite lunaire, et  le  nœud descendant de 
l'équateur lunaire coïncide toujours avec 10 nœud ascendant de l'orbite: 
L'inclinaison moyenne de l'équateur lunaire à l'écliptique vraie, est 
constante. Les mouvemens séculaires de l'écliptique n'altèrent point 
ces résultats. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 17 

Conséquences qui résultent de l a  libration réelle de la lune, sur la  figure 
e t  la constitution du sphéroïde lunaire. La  différence entre ses momens 
d'inertie, irelatifs à ses axes principaux, est plus grande que dans le 
cas de l'homogénéité, et  dans celui où elle auroit été primitivement 
fluide. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  no. 18 

L'action du soleil sur le sphéroYde lunaire, n'influe pas sensiblement sur 
les mouvemens de ce sphéroïde autour de son centre de gravité. uO. 19, 

C H A P .  I I I .  Des mouvemens des anneaux.de Saturne autour de 
leurs centres de grade .  . . . . . . . . . . .  ; ...:.... 373 

Equations différeni ielles de ces mouvemens ;intégration de ces équations. . 
Sans la rotation et  l'applatissement de Saturne, les anneaux , en vertu 
de l'attraction du soleil et du dernier satellite de Saturne, cesseroient 
d'Stre dans un même plan : l'action de Saturne les maintient toujonrs 
à fort peu près dans le plan de son équateur, ainsi que les orbes des six 
premiers satelliles. Les satellites d'Uranus, circulant dans un mème 
~ I a t i ;  il en résulte que ce plan est celui de l'équateur da cette planète, 

. . . .  et qu'elle tourne rapidement sur elle-mème. nus. zo, s 1 et 22. 
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E R R A T A  D U  T O M E  P R E M I E R .  

c PA G e 26, ligne 4, en remontant, au lieu de 6 ; lisez -. 
B 
D 

Page 53, ligne 10, en remontant ; changea le signe - en +. 
Page 54, ligne 7 ; changez le dernier - en +. 
Page Sg , ligne 8 , en remontant, au lieu de -2. sin.0. cos.4 ; lisez -2. sin.8.  COS.^. 
Page 7 2 ,  ligne 4; changez les,/ cn S .  
Page 73, ligne io  , au lieu de L'nngle ; lisez le compîément de l'angle. 
Page 7 5 ,  ligne 6,  en remontant, au lieu de .tang. f ; lisez i tang. zd. 
Page 79,  ligne rt) , à la fin ; ajoutez =o. 
Page 83, ligne 13, en remontant, au lieu de  cosiraus; lisez sinus. 

3 Ra 
Page 85 , Iigne 13, en remontant, au lieu de , lisez -. 

5 
Page 89 , ligne 13; changez les f en S. 
Page 9 5 ,  ligne 8 ,  multipliez par d t  , l e  premier terme. 

Page 96, ligne 14 ; ajoutez -$ au second membre de l'équation. 
g 

Page 10.5 , ligne 6 ,  en  remontant, au lieu de ( d l )  ; lirez (2) 
d t  d t  

Page 124, ligne g ; changez l'exposant f en 1. 
Page 130, ligne 3 , au lieu de ~artiellement ; lisez pareillement. 
Page 141, lignes 4 et 8, multipliez par cl 8 .  
Page 147, ligne g , au lieu d e  cos. 9 ; lisez r .  cos. 8. 
Page 150, ligne dernière, au lieu de +u;  lisez + s. 
Page 152, ligne i i , au lieu de (!$.sin.(nt+i~; lisez ($).sin. ( n l + ~ ) .  

Page i 60, ligne g , en remontant; mettez flP devant le radical. 
Page 182, ligne 9 ,  en remontant, au lieu de cos 6 .(y - G) ; Iisez sin. 6. (4-C). 
Page I 85, ligne i 1 ,  en remontant, au lieu de  T; lisez t. 
Page i 92 , ligne 3, au lieil de = ; lisez 1 =. 
Ibid.  ligne 14 eu remontant, comme les; lisez réciproques aux, et ligne iz , en 

remontant, au lieu de v: ; lisez U. v:. 
d P Page -207 , ligne 3, au lieu de p ; lisez - 
d t  ' 

P P' Page 209, Iigne 5, au lieu de - - lisez - 
 COS.^^ cos.ae* 

Page 216, ligne g , en remontant, au lieu de  C p s  ; lisez Cp. 
Page 226, ligne 7 , en reinontant, géocentrique ; lisez hé!iocentriquc. 
Page 291 , Iigne dernière, au lieu de  a sin. 4; lisez 2 a .  sin. 4. 

3 a Page 2 9 ~ ~  ligne 10, en remontant, au lieu de 3 a ; lisez -. 
P 

Page 354,  ligne 1 1 , en remontant, au lieu de m'.an ; lisez -m'an. 

E R R A T A  D U  T O M E  S E C O N D .  

4 x . V  4 .x .k3  
Page IO,  ligne 14, au lieu de 5 i lisez - 

d m n  3. imR' 
n- 1 n-i 

Page 15,  ligne 14 , au lieu de - i lisez 7. rn 
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xrxij E R R A T A .  
Page 3 3 ,  ligne g , en remontant ; observez que la masse M est prise pour unité. 
Page 35, ligne 4, en remontant, au Iieu de 4 a 17 . Y ('1; lisez 4 c c ~  . Y 
l'dge 47 , ligne 2, en remontant, au lieu de 2.  (i f n n + i ) .  ( i t a n f  2 f. . . . (zi-1); 

lisez (i+ 2 n  +i).(i f ~ n $ . ? ) .  . . .(2i-1). 
Page 48, ligne 5; supprimez le  facteur .a. 

417 4 TP 
Page 51, ligne 6 ,  au Iieu de ; lisez -. 

5 3 
Page 107, ligne 17, au l ieude a i + i  , lisez 2.(2i+r).  
Page 122 , ligne 4 ; multipliez par s les deux derniers termes, 

Page 123, ligne g , au lieu de  PL) ; lisez (9). 
d 4  d? 

Page i 25, ligne 4 ,  en remontant, au lieu de  sin. 2 ( q  f &); lisez cos. a (q c). 
Page 136, ligne 16 ,  au lieu de somme; lisez demi-somme. 
Page i 5 6 ,  ligne 1 7 ,  au Iieu de  u dtant ; Iisez a étant. 
Ibid. ligne 21,  au lieu de rayon ; substituez rayon, a. - 

4 ~ . z d z  4 ~ . 1 , z d z  
Page 161, ligne 18 ,  au lieu de - --- j lisez - ---- . 

A S 1  A + l  
Page 164, lig i 1 ,  an lieu de ces mots, slcr l'élémentrd F, ds Panneau; lisez sur l'anneau. 
Page i 69, ligne i 5 ,  au lieu de ccr3d 0 ; lisez crr4dB. 
Page 172, ligne I O ,  en remontant, au lieu de y; lisez u , et observez que ce u est 

différent de celui de l'équation ( a) .  
IJage 1 7 7 ,  lignes 13 et 14; mülLipliez par 1 ,  les deux termes. 
Page 189, ligne 6 , en remontant, au lieu de Pcaff> ; lisez P('fea). 
Page i g o ,  ligne 3, en remontant, au lieu de paf-"; lisez paf-'. 
Page 194, ligne a ,  au lieu de cos. (n t $. a-.$); lisez sin. ( n  t f a-4,). 
Page 210 , ligne 3 ; divisez le  second terme par 2. 

Page al 4 , lignes 5 et 7 , au lieu de 17 ; lisez ) T. 

Page 212 ,., ligne 10, en remontant, changez y' en y. 

Page iib, ligne i i , au lieu de sin. m ; Iisez g). sin. wv 

Page 219, ligne 2 ,  en remontant, au lieu de n't; lisez n'T. 
Page 221 , ligne 12 ; changez n2 dans nt'. 
Page 266, ligne eo , au lieu de iooog"l~470 5 ?jsez 1 00gme,470. 

TI 
L L. 

Page 257, ligne 4,  en remontant, au lieu d e  7 ; lisez ~ ï ,  

m' m' 
Ibid. ligne 5,  en remontant, au lieu de ;, ; lisez -p. 
I l i d .  lignes 7 et 8 , en remontant, au lieu de  21 ; lisez 22, et  au lieu de y"; lisez ay, 
Page 358 ,  ligne 6,  au lieu de 6,8091 ; lisez 6,9091. 

Page 270, ligne 4 ,  en remontant, au lieu de T\ lisez T'. 

Page 272, ligne 4; observez quep doit être augmenté de sa trente-neuvième partie. 
Page 293, lignes 7 et 8 ; chapgez bquirroxes, en solstices, et  réciproquemept. 
Page 295, ligne 5 ,  au lieu de L I y ;  lisez ly. 
Page 308, lignes 4 ,  5 et 6 ; nrnltipliea par p , le produit dp  .d a. 

A-C A-C 
Page 3 i 2 ,  ligne 13, au lieu de - ; Iisez - 

A B '  
Page 313,  ligne 5 ,  au lieu de cos.(it + E); lisez sin. (i t + ç). 
Page 324,  ligne dernière, eu lieu de sin. (ft + C); lisez cas. (f t $- Cl. 

TRAITE.  
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T R A I T E  

N E W T O N  publia, vers la fin du dernier siècle, la dCcouve~ le de 
- 

la pesanteur universelle. Depuis cette époque, les Géomètres sont 
parvenus à ramener à cette graiîcte loi de la nature , tous les plié- 
nornèiies connus du s y s t h e  du monde, et à donner ainsi aux 
théories et aux tables astroiîoiniques , une précisioii inespérée. Je 
me propose de présenter sous un même point de vue,  ces théories 
éparses dans un  grand nombre d'ouvrages, et dont l'ensemble em- 
brassant tous les résultats de la gravitation universelle, sur l'équi- 
libre et sur les mouvenieiis des corps solides et fluides qui composent 
le systéme solaire et les systêmes seniblables r6paiiclus clans l'im- 
mensité des cieux , forme la filécunique céleste. L7Astrononiie, 
corlsid6rée de la manière la plus générale, est un grand problême de 
iiiécanique, dont les élémeiis des niouvemeiis célestes sont les arbi- 
traires; sa solution dépend A-la-fois de l'exactitude des observations 
et de la perfection de l'analyse , et il importe extrLinemeiit d'en 
f~aimir tout empirisme, et de la r6duire à n'emprunter Cie l'obser- 
tatioii, que les données iiidispensables. C'est à remplir autant qu'il 
m'a été possible, un objet aussi intéressant, que cet ouvrage est 
destiné. Je destre qu'en considération de l'importance et des diffi- 
cnltés de la matière, les Géomètres et les Astronomes le reçoivent 

BIÉcAN. CEL. Tome l. A 
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avec indulgence, et qu'ils en trouvent les résultats assez simples 
pour les employer dans leurs reclierclies. Il sera divisé en deux 
parties. Daiw l n  premiére, je donnerai les méthodes et les forinules 
pour déterminer les mouvemens des centres de gravité des corps 
célestes, la figure de ces corps, les oscillations des fluides qui les 
recouvrent, et leurs mouvemens autour de leurs propres centres 
de gravité. Dans la seconde partie, j'appliquerai les formules trou- 
vées dans la première, aux planètes, aux satellites et aux comètes ; 
je la terminerai par l'examen de diverses questions relatives au 
systême du monde, et par une notice historique des travaux des 
Géomètres sur cette matière. J'adopterai la division décimale de 
l'angle droit et du jour, et je rapporterai les mesures linéaires, à la 
longueur du mètre, déterminée par l'arc du méridien terrestre 
compris entre Dunkerque et  Barcelone. 
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P R E M I È R E  P A R T I E .  

D E S  L O I X  G É N É R A L E S  D E  L ' É Q U I L I B R E  

E T  D U  M O U V E M E N T .  

Ji vais établir dans ce livre, les principes g6iiérauz de l'équilibre 
et du mouvement des corps, et résoudre les problêmes cle méca- 
nique, dont la solution est iiiclispensable dans la théorie du systême 
du moiide. 

C H A P I T R E  P R E M I E R .  

De l'équilibre et de la composition des forces qui agissent 

sur zm point matériel. 

1 UN corps nous paroît se niouvoir, lorsyu9il cliang de situation 
par rapport à un systêine de corps que nous jugeons en repos; 
mais comme tous les corps , ceux m6in.e qui iious sembleiit jouir 
du  repos le plus absolu, petivelit être en inoirvemeiit ; 011 imagiiie 
un espace sans bornes, immobile .et péiiétrnble à la matière : c'est 

A 2 
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6 A ~ ~ ~ C A N I Q U E  C ~ ~ L E S T E ,  
aux parties de cet espace réel ou icldal , que nous rapportoils par Iri 
pensée, la position des corps, et nous les concevons eil mouvement , 
lorsqu'ils répondelit siïccessivenieiît à divers lieux de l'espace. 

L a  nature de cette modification singulière, en  vertu cle laquelle 
u n  corps est transporté d'un lieu dans un autre, est et sera toujours 
incoiinue ; on l'a désignée SOLLS le nom de force ; on ne peut clkter- 
miner que ses effets et les loix de son action. L'effet d'une force 
agissanie sur  u n  point matériel, est de le mettre en mouvenlent, si 
ricn ne s'y oppose; la direction cle la force est la  droite qu'elle tend 
h lui faire ddcrire. Il est visible que si deux forces agissent dans le  
iiiênie sens, elleS s'ajoutent l'uiie à l'autre, et que si elles agissent 
en sens contraire, le point lie se meut qu'en vertu de leur difie- 
reiice. Si leurs clirectioils forment u n  angle entre elles, il en résulte 
une force dolit la direction est iizoyeiine entre celles cles forces 
cornposailtes. Voyons qiielle est cette rés.ultante et sa direction. 

Pour  cela, consiclérons deux forces x et y agissantes à-la-fois 
snr  un point matériel M, et formant entre elles u n  angle droit. 
Soit z leur résultante, et 0 l'angle qu'elle fait avec la direction de 
la force x ;  les deux forces x et y étant doniiées , T'angle 8 sera 
déterminé, ainsi que la. résultante z , en sorte qu'il exisie entre les 
trois qnantités x ,  z et 8 ,  une relation qu'il s'agit de coniioître. 

Supposons d'abord les forces x et y infiniment petites, et égales 
aux différentielles dx et dy ; supposons ensuite que x Clevenaiit 
s~iccessivement dx , z clx , 3 dx , &c. y clevienne dy, e dy, 3 cly, &c., 
il est clair que l'angle d sera toujours le  même, et que la résul- 
tante z deviendra successiveinent dz , 2 $2, 3 dz , &c. ; ainsi dans 
les accroissenieiis successifs des trois forces x , y et z , le rapport 
de x à z sera constniit , et pourra être exprimé par une foiictioii 
de 8 ,  que iious clésignerons par cp (8) ; on aura donc x =z. 9 (O), 
équatioii dans laquelle o n  peut cliaiiger x en y, pourvu que l'on 

9' 
y change semblablement l'ai~gle 8 dans - - O ,  rr étant la demi- cir- 

a 
conférence doiit le rayon est l'unit&. 

Maintenant, on peut considérer la force x comme la résultante 
de deax  forces x' et x" dont la premikre x' est dirigée suivant ln 
l-isultaiite z ,  et doiit In seconde x" est perpendiculaire à cette rés& 
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P R E M S E R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. 5 
tante. La force x qui résulte de ces deux nouvelles forces, formant 

T 
l'angle 9 avec la force x' , et l'angle -- û avec la force x", on aura 

a 

on peut donc substituer ces deux forces, B la  force x. On peut subs- 
tituer pareillement à la force y, deux iiouvelles forces y' et y" clont 

Y' la première est &gale à - et dirigée suivant z , et dont la seconde 
1. 

x5' est égale à -, et perpeiidiculaiïe à z ;  on aura ainsi , au lieu cles 
Z J 

deux forces x et y,  les quatre suivantes : 
xa. g ,y x y  - - -. 
2 '  z 7  z n 7  

les deux clernières agissant en sens contraire , se d6truisent; Ics 
deux premières agissant dans le inérne sens, s'ajoutent et forrrieilt 
la résultante z ; oii aura donc 

x Q + y 2 = z " ;  
d' " ou il suit que la résultante des deux forces x et y est représentée 
pour la quantité, par la diagonale du rectangle dont les côtés repré- 
sentent ces forces. 

Déterminons présentement l'angle 0.  Si l'on fait croître la force x, 
de l a  différentielle dx , sans faire varier la force y ,  cet angle dimi- 
nuera d'une quantité infiniment petite dB; or on peut concevoir la  
force d x ,  décomposée en deux, l'une dd  dirigée suivant z ,  et  
l'autre dx" perpendiculaire à z ; le point Msera donc alors sollicité 
par les cieux forces z +dxlet  dx" perpendiculaires entre elles, et la. 
résnltaiite de ces deux forces, que nous nommerons zf, fera w e o  

?r 
dx" l'angle - - $4 j on aura ainsi, par ce qiîi précède, 

a 

dro'=s'.c(f-d~); 

est par coilséquent, infiniment petite, et de la 

forme -Ed9, E étant une constante inclépendante de l'angle 0 ; on 
a donc 
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G M É C A N I Q U E  C É L C S T E ,  
z' est, à u n  infinimeiit petit près, égal z ; (le plus, dx" formalit 

T 

w e c  d x  , l'angle - - 0 , on a 
2 

aar tant 

Si l'on fait varier la force y, de $ y ,  en snpposailt x constant ; 011 

aura la variation correspondaiite de l'angle 9 ,  en changeant clans 
7 

l'équation précédente, x eii y, y eil x , et 8 dans - - 0 ; ce qui  doline 
a 

en faisant donc varier à-la-fois x et y ,  la variation totale de l'aiigle 4 
x d y - y d x  

sera ; et l'on aura 
k . z P  

x d y - y d x  - kd4. 
2" 

Substituant pour z h a  valeur x"+y2 , et intégrant, on aura 

p étant une constante arbitraire. Cette équatioiz combinée avec 
celle-ci x" +ya = ea , doline 

=z. cos. (k e +PI. 
Il ne s'agit plus que de connaître les deux constantes k et p ; or  si 

l'on suppose y nul ,  on a évideinnient z=x,  et 8=0 ; donc cos. p = i  , 
e tx=z .cos .~~ .Si l 'onsnpposexnul ,ona  z=y et O = ~ ~ F ; C O S . ~ ~ )  
étant alors égal à zéro, IE doit être égal à an+ 1, n étant un nombre 
entier, et dans ce cas, x sera nul toutes les fois que û sera égal B 

;7r - j mais x étant nu l ,  on a évidemment 0 s  '; T ; donc an + i =i, 
a n + i  

ou n=o , et par conséquent 
X = Z . COS. 4. 

De-18 il suit que la diagonale du rectangle construit sur  les droites 
qui  représentent les deux forces x et3f, représente non-seulement 
la quantité, mais encore la direction de leur résultante. Ainsi l'on 
peut, à une force quelconque, substituer deux autres forces qui 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



forment les chtés d'un rectangle dont elle est la diagonale; et il 
est facile d'en conclure que 1'011. peu 1; décomposer une force, en 
trois autres qui forment les côtés d'un parallélipipéde reciangle 
dont elle est la diagonale. 

Soient donc a ,  6 ,  c les trois coordoiiiiées rectangles de l'extrê- 
mité de la clroite qui représente une force quelconque, et dont 
l'origine est celle des coordonnées ; cette force sera exprimée par la  

fonction /a2 + b2+ c", et en la décomposant parallèlement aux axes 
des a ,  des b et des c , les forces partielles seront exprimées respec- 
tivement par ces coordonnées. 

Soient a', b', c' les coordoiinées d'une seconde force; a+ a', b + b', 
c + C' seront les coordonnées de la résultante des deux forces , e t  
représeiiteroiit les forces partielles dails lesquelles on peut la dé- 
composer paralléleinent aux trois axes ; d'ou il est aisé de conclure 
que cette résultante est la diagonale du parallélogramme coiistruit 
sur les deux forces. 

En  général, a ,  6 ,  c ; a', b: c'; a", b", c" ; &c. étant les c o o ~  
données d7tin nombre quelconque cle forces ; a  + a' + a" 4- &c. ; 
6 + bf+ bu+ &c. ; c  + c'+ cf/+ &c. ,  seront les coorcloi~iiées de  la 
résultante dont le qnarré sera la somme des quarrés de ces der- 
nières coordonnées ; on aura donc ainsi la grandeur et la pos i t io~  
de cette résultante. 

2. D'un point quelconque cle la direction d'une force S, 
que nous prendrons pour l'origine de cette force, rneiioiîs au  point 
matériel M, une droile que nous nommerons s ; soient x, y ,  z les 
trois coordonnéesi-ectangles qui déterminent laposition d i . ~ p o i n t J ~  
et a ,  b , c les coordonizées de l'origine de la force ; on aura 

s= r/ ( x - a ) P $ ( y - b ) ' + ( ~ - ~ ) " .  

Si l'on décompose la force S parallèlement aux axes cles x , cles y et 
des z ; les forces partielles correspondantes seront, par lc no. pré- 
cédent ? 

(2)  ($) , (g) expriinant suivant la notation ieqae , 123 
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coeflicicns des varialions d'x, d'y, d'z, dans la variation de l'expres- 
sion précédente de S. 

Si l'on nomnie pareillenient s', la distancc de M, h un  point 
q~~elconque de la clircctioii d'une autre force S', pris pour l'origine 

de cette force ; 8'. (g) sera cette force décomposée parallble- 
. ~ 

melit à l'axe des x ,  et ainsi de suite; la somme des forces 8, S', 

S", &c. décomposées parallèlement à cet axe, sera donc Z. S. (G) ; 
la caractéristique z des intégrales finies, exprimant ici la somme 

<les termes S. ( g) , (z) ; 
Soit Y la résultante de toutes les forces S, S, &c., et u la dis- 

tance du point 17.1, à inn point de la directioii de cette résultante , 
pris pour soi1 origine ; Y. (g) sera l'expression de cette résul- 

tan te décomposée paralléleinent A I'axe des x ;  oii aura donc, par le 
rio. précédent, 

Y.(+ E . S. (2). 
On aura pareillement 

7.($)=z5S.($); Y . ( ~ ) = Z . & ( & ) ;  

d'où l'on tire , en multipliant respectiveinent ces trois équations 
par Jx , d'y , d'z , et en les ajoutant ensemble, 

Y . b u = ~ . S . b s ;  (a)  

Cette dernière équation ayant lieu, quelles que soient les variations 
d'x , d'y, $2, elle équivaut aux trois préckdenles. Si  son secoid 
membre est la variationexacte d'une fonctioiiq, oii a u r a v .  d'u=6~, 

et par conséquent, 

c'est-&-dire que la somme de toutes les forces S, S', &c. d6cornpo- 
sées parallélement à l'axe des x ,  est égale à la di.E&rence partielle 

(2). Ce cas a généralement lieu, lorsque ces forces sont respec- 

tivement fonctions de la distance de leur origine, au point JI. Alors 
p u r  
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P R E ~ I I E R E  P A R T I E ,  L1VR.E 1. 9' 
pour avoir la résultante de toutes ces forces, décomposée paralléle- 
ment à une droite que1conqu.e ; 011 prendra l'intégrale 2 .J. S d's, et 
eii aommaiit Q cette intégrale, on la considérera comme iine fonc- 
tion de x , et de deux autres droites perpencliculaires entre elles et 

à r; la différence partielle (2) sera la résultante des forces S, 

S', &c. décomposée parallèlement à la droite x. 

3. Lorsque le point M est en équilibre, en vertu de toutes les 
forces qui le sollicitent; leur résultaiite est nulle, et  l'équation (a) 
devieiit 

o = x . S . b s ;  ( 6 )  

c'est-à-dire que dans le cas de l'équilibre d'un poiiit sollicité par 
u n  nombre quelconque de forces, la somme des produits de chaque 
force, par l'élément de sa direction est nullc. 

Si le poiiit Jf est forc6 d'être sur une surface courbe ; il. 
éprouvera de sa part une réaction, que nous désignerons par R. 
Cette réaction est égale et directement contraire i la pression que 
le   oint exerce sur la surface; car en le concevant animé des deux 
forces R et-R, on peut supposer que la force-R est détruite par 
la réaction de la surface, et qu'ainsi le point M presse la surface 
avec la force-R; or ,  la force de pression d'un point sur une sur- 
facc lui est perpendiculaire, autrement elle poiirroit se déconiposer 
en deux, l'une perpendiculaire à la surface, et qui seroit détruito 
par elle, l'autre parallele à la surface, et  en vertu de laquelle 
le point n'auroit poiiit d'action sur cette surface, ce qui est contre 
la supposition ; en nommant donc r la perpendiculaire menée par 
l e  point 31 a la surface, et  terminée à un point quelconque de sa 
direction, la force R sera dirigée suivant cette perpciidiculaire : il 
faudra donc ajouter B. 6 r  au second membre de l'équstioii (b )  qui 
devient ainsi : 

o = Z . S G s + R . b r ;  (c)  

-R étant alors la résnltante de toutes les forces S, Sr, &c. elle 
est perpendiculaire à la surface. 

Si l'on suppose que les variations arbitraires d'x, d'y, d'z , appar- 
tiennent à la surface courbe sur laqiielle le point est assujetti; on a 
par la nature de la perpeildiculaire à cette surface, Pr= O ,  ce qui 
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fait disparoî tre B. d'r de l'équation précédente: l'équation (b) a donc 
encore lieu dans ce cas, pourvu que l'on élimine l'une des trois 
variations d'x, $y, $2, au moyen de l'dquation à la surface; niais 
alors l'&quation (6) , qui dans le cas général, éqiiivaut à trois &qua- 
tions , n'équivaut plus qu'à deux équations distinctes, que l'on ob- 
tient en égalant séparénient i zéro les coefficiens des cieux diRkren- 
tielles restantes. Soit u = O  l'équation de la surface, les deux équa- 
tions 6 r= O et 6 u = O aliront lieu en même temps ; ce qui exige que 
Pr soit dgal A, N .  b u ,  N cYtant fonction de x, y, z. Pour la déter- 
miner, izonimoiis a ,  6 ,  c ,  les coordonnées de l'origine de r; ou 
aura : 

en faisant donc 

A= 
R -. 

9 l/'(;y+ (gT+(ky 
le terme R.Sr de l'équation ( c )  se changera dais A. bu ,  et cette 
équation deviendra, 

o = B . $ d ' s + ~ . d ' u ;  

équation dans laquelle on doit égaler séparément à zéro, les coef- 
ficiens des variations d'x, d'y, $2, ce qtii donne trois équations; 
mais elles n'équivalent qu'à deux équations entre x ,  y,  z, à cause 
de l'indéterminée A qu'elles renferment. On peut donc, au lieu d'é- 
liminer de l'équation (6)  , une des variations 6 x, d'y, 6 z , ail moyen 
de l'équation différentielle à la surface, lui ajouter cette équation 
multipliée par une indéterminée A ,  et considérer alors les varia- 
tions d'x, 6 y, d'z, comme indépendantes. Cette méthode qui résulte 
encore de la théorie de l'15limination, réunit à l'avantage de simpli- 
fier le calcul, celui de faire coniioître la pression - R que le point 
M exerce contre la surface. 

Concevons ce point renfermé dans ~111 canal à simple ou à double 
courbure; il  éprouvera de la part de ce canal ,une r é n k o n  que nous 
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&signeroiis par k, et qui sera égale et directement contraire à la 
pression que le point exerce contre le canal, et dont la direction 
sera perpendiculaire au côté du canal : or ,  la courbe formée par 
ce canal est l'intersection de deux surfaces dont les équations ex- 
priment sa nature; on peut donc considérer la force 15, comme la 
résultante des deux réactions R et R '  que le point JI éprouve de 
la part de chacune des surfaces; puisque les directions des trois 
forces R, R' et rE étant perpendiculaires au côté de la courbe, elles 
sont dans un même plan. En nommant ainsi br ,  6 r' les élémens des 
directions des forces R et R', directions respectivement perpen- 
diculaires à chaque surface; il faudra ajouter à l'équation (b)  les 
deux termes R. d'r et R'b. r ', ce qui la cliaiîge dans aielle-ci : 

O =  2 .  S bs+B.d'r+R.' 6r'. (d) 
Si l'on détermine les variations d'x, d'y, 62, de manière qu'elles 

appartiennent à la fois aux deux surfaces, et par conséquent à la 
courbe formée par le canal ; d'r et d'r' seront nuls, et l'équatioii pré- 
cédente se réduira à l'équatioii (6) qui, par conséquei-it , a encore 
lieu dans le cas où le point M est assujetti i!~ se mouvoir dans un  
canal ; pourvu qu'au moyen des deux équations qui expriment la 
nature de ce canal, on fasse disparoître deux des variations d'x, 
d'y, 62. 

Supposons queu =O, et u ' = O ,  soient les équations de deux sur- 
faces dont l'intersection forme le canal. Si l'on fait : 

l'équation (d) deviendra 

éq~iation dans laquelle on égalera séparément à zéro,les coeficiens 
de chacune des variations bx, d'y, d'z; on aura ainsi trois équa- 
tions au moyen desquelles on déterminera les valeurs de A et 

B 2 
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i a M ~ ~ C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
cle A', qui donneront les réaclions 3 et X' des cleux surfaces; et el1 
les coiiiposant, on aura la réaction I du çaiial sur le point M, et par 
constiquent , la pression que ce point exerce contre le canal. Cette 
réaction décomposée parallèlenient à l'axe cles x , est égale à 

R . (g) + R'. (2) ; ou à A .  (g ) +A: (g ) ; les équations (le 

condition u = O  , u' = O  , a~~xquelles le mouverneri t du point J I  
est assujetti, expriment donc, au moyen des différences partielles 
des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations , les résis- 
tances que le rno bile éprouve, en vertu des coiiditions de son niou- 
verncct. 

On voit,  par ce qui précède, que l'équation ( G ) de l'&qililibre, 
a géiiéralement lieu, pourvu que l'on assujettisse les variations 
Px,  d'y, Pz, aux conditions de l'équilibre. Cette équation peut se 
traduire dans le principe suivant. 

c Si l'on fait varier infiniment peu la position du point fM, en 
)) sorte q~i'il reste toujours sur la surfacc ou sur la courbe qu'il 
1) doit suivre, s'il n'est pas entièrement libre; la soinme des forces 
3 qui le solliciteiit , multipliées chacune par l'espace que le point 
» parcourt suivant sa direction, est égale à zéro, dans le cas de 
3 l'équilibre B. 

Les variations d'x , d'y, $2 étant sixpposées arbitraires et indé- 
pendantes, on peut dans l'équation (a )  substituer aux coordonilées 
x , y ,  z , trois autres quantités qui en soient fonctions, et égaler 
les coefficiens des variations de ces quantités L zéro. Nomnions 
ainsi p le rayon mené de l'origine des coordonnées, à la projection du 
point M, sur le plan des x et des y, et m l'angle formé par p et 
par l'axe des x ,  nous aurons : 

En considérant donc dans l'équation ( a ) ,  u, s, sr, Src., comme 
fonctions de p , .a et z ; et comparant les coefficiens de $.p, on aura 

7. (2) = z. 8. ( g )  ; (e) 

-? . (2) est l'expression de la force Y décoinposée suivant 19é1$- 
P 
ln ent p. dh. Soit 7' cette force décomposée parall&lement au plan 
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des x et des y ,  et p la perpendiculaire abaissée de l'axe des z sur la 

'' sera une directioil de Y', parallèlement au même plan ; - 
P 

seconde expression de la force clécomposée suivant l'éléineizt 
P 6 rn ; on aura doiic 

Si l'on conqoit la force Y' appliquée à l'extrémité de la perperidi-. 
culaire p , elle tendra à la faire tourner autotir de l'axe des z ; Io 
produit de cette force, par la perpendiculaire, est ce que l'on 
nomme moment de la force Y par rapport à Saxe des z ;  ce moment 

est donc 6gal à 7. ( g )  ; et il rt<sulte de l'équation ( e )  , que l e  

moment de la résultante d'un nombre quelcoilqt~e des forces, est 
égal à la somme des momens de ces forces, 
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C E I A P I T R E  I I .  

Du n20uvement d'un point matériel. 

4. UN point en repos ne peut se donner aucun mouvement, puis- 
qu'il ne renferme pas en lui-même de raison pour se inouvoir dans 
un sens plutôt que dans uii autre. Lorsqu'il est sollicité par une 
force qnelconque, et ei~suite abandonné à lui-même; il se meut 
constaminent d'une manière uniforme dans la direction de cette 
force, s'il n'éprouve aucune résistance. Cette tendance de la matière 
A persévérer dans son état de mouveinent ou de repos, est ce que 
Yon nomme inertie. C'est la première loi du mouvement des corps. 

La direction dumouvement en ligne droite, suit évidemment de 
ce qu'il n'y a aucune raison pour que le point s'écarte plutôt à droite 
qu'à gauche de sa direction primitive ; mais l'uniformité de son 
mouvement n'est pas de la même évidence. La nature cle la force 
motrice étant inconnue, il est impossible de savoir à priori si cette 
force doit se conserver sans cesse. Ala vérité, un  corps étant inca- 
pable de se donner aucun mouvement à lui-meme, il paroît égale- 
ment incapable d'altérer celui qu'il a reçu ; en sorte que la loi 
d'inertie est au moins la plus naturelle et la plixs simple que l'on 
puisse imaginer ; elle est d'ailleurs confirmée par l'expérience : en 
effet, nous observons sur la terre que les nîouvemens se perpétuent 
plus long-temps , à mesure que les obstacles qui s'y opposent vieil- 
neiit à dimiiiuer ; ce qui nous porte à croire que, sans ces obs- 
tacles, ils clureroien t toujours. hiais l'inertie de la matigre est prin- 
cipalement remarquable dans les mouvemens célestes qui ,  de- 
puis un graiid nombre de siècles, n'oiit point épronvé d'altéra- 
tion sensible. Ainsi, nous regarderons l'inertie comme une loi de 
la nature, et lorsque nous observeroiîs de l'alt6ration dans le mou- 
vement d'un corps, nous supposerons qu'elle est due à l'action 
d'une cause étrangère. 
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Dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont pro- 

portionnels aux temps ; mais les temps employés à décrire un espace 
déterminé sont plus ou moins longs, suivant la graiideur de la. 
force motrice, Ces différences ont fait naître l'idée de vitesse qui, 
dans le mo~ivement uniforme, est le rapport de l'espace au temps 
employé à le parcourir : ainsi, s représentant l'espace, t le temps, 

6 
et Y la vitesse, on a Q=-. Le temps et l'espace étant des quantités hé- 

t 

Cérogènes, et par conséquent incomparables ; on choisit un  intervalle 
de temps déterminé, tel quelaseconde, pour unit6 de temps; on choi- 
sit pareillement une unité d'espace, telle que le mbtre; et alors l'es- 
pace et le temps sont des nombres absi,raits,qixi expriment combien 
ils reilerment d'unités de leur espéce, et qui peuvent être conipa- 
rés l'un à l'autre. La vîtesse devient ainsi le rapport de deux nom. 
bres abstraits, et  son unité est la vitesse du corps qui parconrt un 
mêtre clans une seconde. 

5 .  La force n'étant connue que par l'espace qu'elle fait décrire 
dans un  temps clétermiii8, il est naturel de prendre cet espace pour 
sa mesure; mais cela suppose que plusieurs forces agissantes dans 
le même sens,feront parcourir unespace égal à la somme des espaces 
que chacune d'elles eût fait parcourir sdparément, on, ce qui re- 
vient au même, que la foree est proportionnelle la vîtesse. C'est 
ce que nous ne pouvons pas savoir à prioris v u  notre ignorance 
sur la nature de la force motrice : il faut donc encore sur cet objet, 
recourir à l'expérience; car tout ce qui n'estpas une suite néces- 
saire du peu de clonnées que nous avons sur la nature des choses 
n'est pour nous qu'un résukat de l'observation, 

Nommons Y, la vitesse de la terre, commune tous les corps 
qui sont à sa surface; soit f, la force dont un  de ces corps J!l, est 
animé en vertu de cette vitesse, et supposo~is que v = fd Q (f) , 
soit la relation qui existe entre la  vitesse et la force ; Q ( f )  étant 
une fonction de f, qu'il faut déterminer par l'expérience. Soient a, 
b , c ,  les trois forces partielles, dans lesqneues la force $ se décom- 
pose parallèlement à trois axes perpendiculaires entre eux. Conce- 
vons ensuite le mobile M sollicité par une nouvelle force f' qni se 
décompose en trois autres a ' ,  b ' ,  c f ,  parnllèles aux mêmes axes. 
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Les forces dont ce mobile sera animé suil-ant ces axes, seront a+ a', 
I> + B ' ,  c + c' ; et  en nomniaut Pla force unique qui en résulle, oiz 
aura par ce qui  précède : 

P- - i/~a+<"ja-q~ +- I / ) +  (C + c . ) ~ .  
(a + a'). U 

Si l'on nomme Zi, la vîtesse correspoiidail te à P j 
F 

sera 

cxtie vitesse décomposée parallèlement à l'axe des a ; aiiisi la vîtesse 
relative C~LI inobile sur la terre,  sera paralièlenlcklt à cet axe,  
( a + a l ) . U  no  

F 
- - , ou (a + a'). p (3') - a. p (f ). Les forces les plus 

f 
coiwidéraliles que nous puissions imprimer aux corps à la surface 
de l a  terre,  étant beaucoup plus petites que celles dont ils sont 
anim6s en vertu du mouvemeilt de la terre ; nous pouvons consi- 
dérer a', I', c', cornme'rles quantités infiniment petites , relativement . 
,if; nous aurons aiiisi : 

a  a'+ b b'+ c c' ( a  a'+ b b'+ c c' )  
F=f+ S ; &,(F)=o(f l+ f of ( f )  ; 

p' (f) étant l a  différentielle de cp (JC) divisée par dJ: La vîtessc 
r-elative de M suivant l'axe des a ,  deviendra aiiisi, 

d.p(f)+o. {aa'  f bbf+cc' )  .('(f). 
f 

Ses vitesses relatives suivant les axes des b et des c ,  seront 
b 

b'.q (f)+-. { a a ' f  6bl-l-cc'} .qf(f) ; 
f 

Ln position des axes des a, des b et des c étant arbitraire, nous 
pouvons prendre la direction de la  force imprimée, pour l'axe 
cles a, et alors I f  et cf  seront nuls ; les vitesses relatives pré&- 
dentes se cliangeilt dans celles -ci : 

a b  a c 
a'. ( p  (f) + f a  p f ( f ) )  ; j = m a ' a ~ f  (f) j -*ar*p'(f 1. 

f 
Si p' (f)  n'est pas nul ; le mobile, en vertu de la force impri- 

mée a' aura une vitesse relative, perpendiculaire à la direction de 
cette force, ponrvu que b et c ne soient pas iiuls ; c'est-à-dire, 
pourvu que la direciion de cette force ne coïiicide pas avec celle 
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du inou\-enient de la terre. Ainsi, en concevant qu'un globe en 
repos s u i  un  plan horizoiital très-uni, vienne A être frappé par la 
base d'un cylindre droit, niû suivant la direction de son axe sup- 
posé horizontal; le rriouveineult relatif apparent du globe lie seroit 
point paralléle à cet axe, dans toutes les positions de l'axe par rap- 
port à l'horizon : voila donc un moyen simple de reconnoîtïe par 
l'expérience si 9' (f) a une valeur sensible sur la terre; mais les 
expériences les plus précises lie font appercevoir dans le nzouve- 
ment apparent di1 globe, aucune déviation de la direction de la force 
iniyriicée; d'où il suit que sur la terre, Q' ( f )  est nul A tïès-peu- 
1x6s. Sa valeur, pour peu qu'elle fht sensible , se manifesteroit 
principalement dans la durée des oscillations du pendule, durée qui 
seroit différente, silivant la position du plan de son mouvement, 
par rappcrrt à la direction du inouvernent de la terre. Les observa- 
tions les plus exactes ne laissant appercevoir aucune différence sem- 
blable , nous devons en conclure que Q' (f) est ii~seiisible , et peut 
être supposé nul sur la terre. 

Si l'équatioii Q' (f )=O,  avoit lieu, quelle que soit lit force f, 
q (f) seroit constant, et la vîtesse seroit proportionnelle la force; 
elle lui seroit encore proportionnelle, si la fonction p (f) n'étoit 
composée que d'un seui terme, puisqu'autrement 9' ( f )  ne seroit 
jamais nul, f ne l'étant pas; il faudroit donc, si la vîtesse iî'étoit 
pas proportionnelle à la force, supposer que,  dans la nature, la 
fonction de la  vitesse, qui exprime la force, est formée de plusieurs 
termes, ce qui est peu probable; il faudroit supposer de plus, 
que la vitesse de la terre est exactement celle qui convient à l'équa- 
tion q' (f )= O, ce qui est contre toute vraisemblance. D'ailleurs, 
la vitesse de la terre varie dans les diverses saisons de l'année : 
elle est d'un trentième environ plus grailde en hiver qu'en été. 
Cette variation est plus considérable encore, s i ,  comme tout pa- 
ïoît l'indiquer, le systême solaire est en mouvement dans l'espace; 
car selon que ce mouvenîent progressif conspire avec celui de la 
terre, ou selon qu'il lu i  est contraire ; il doit en résulter, pen- 
dant le cours de l'année, de graiides variations dans le mouvement 
a.bsolu de la terre, ce qui devroit altérer l 'éq~~ation doiit il s'agit, 
et le rapport de la force imprimée à la vitesse absolue qui eu 
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rksulte, si cette équation et ce rapport n'étoient pas indépendans 
du mouvement de la terre : cependant, l'observation n'y fait apper- 
cevoir aucune altération sensible. 

Voilà donc deus  loix du mouvement ; savoir, la loi d'inertie, 
et celle de la force proportionnelle a la vîtesse, qui sont données 
par l'observation. Elles sont les plus naturelles et les plus simples 
que l'on puisse imaginer, et sans doute, elles dérivent de la nature 
même de la matière ; mais cette nature étant inconnue , elles ne  
sont pour nous que des faits observés, les seuls, au reste, que la 
iliécûnique emprunte de l'exp5rience. 

6. La vitesse étant proportionnelle à la force, ces deux quan- 
tités peuvent être représentées l'une par l'autre, et tout ce que 
nous avons etabli préc6demment sur la composition des forces, 
s'applique à la con~positioii des vîtesses. I l  en résulte que les mou- 
vemens relatifs d'un systême de corps animés de forces quel- 
conques, sont les mêmes, quel que soit leur mouvement commun ; 
car ce dernier mouvement décomposé en trois autres parallèles 
à trois axes fixes, ne fait qu'accroître d'une même quantité, les 
vîtesses partielles de cliaqiie corps, parallèlement à ces axes ; et 
comme leur viiesse relative ne dépend que de la différence de ces 
vîtesses partielles, elle est la même, quel que soit le mouvement 
commun à tous les corps : il est donc impossible alors de juger dii 
mouvement absolu d'un systême dont on fait partie, par les appa- 
rences que l'on y observe, et c'est ce qui caractérise la loi de la 
proportionnalité de la force à la vîtesse. 

Il résulte encore du no. 3, que si l'on projette chaque force et 
leur résultante, sur u n  plan fixe ; la somme dés niomens des forces 
composantes, ainsi projetées par rapport à un point fixe pris su r  
le  plan, est égale au moment de la projection de la résultante : or, 
si de ce point, on mène au mobile, u n  rayon que nous nomme- 
rons rayon vecteur; ce rayon projeté sur le plan fixe, y trace- 
roit , en vertu de chaque force agissante séparément, une aire égale 
au produit de la projection de la ligne qu'elle feroit décrire, par 
la moitié de la perpendiculaire abaissée du  point fixe, sur cette 
projection : cette aire est donc proportionnelle au temps. Elle est 
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eiicore , dans un temps donné, proportionnelle au moment de la 
projection de la force ; ainsi, la somme des aires que traceroit la 
projection du rayon vecteur, en vertu de chaque force compo- 
sante, si elle agissoit seule, est égale à l'aire que la résultante fait 
décrire à cette projection. Il suit de-la que si u n  mobile projeté 
d'abord en ligne droite, est ensuite sollicitS par des forces quel- 
conques , dirigées vers le point fixe; son vecteur dkcrira 
toujours autour de ce point, des aires proportio~inelles aux temps ; 
puisque les aires que feroient décrire à ce rayon, les nouvelles com- 
posantes, seroient nulles. Réciproquement, on voit que si le mobile 
décrit autour dti  point fixe, des aires proportioniîelles aux temps ; 
la résullante des nouvelles forces qui le sollicitent, est coiistam- 
ment dirigée vers ce point. 

7. Considérons maintenant, le mouvement d'un point sollicitt5 
par des forces qui seanbleiit agir d'une manithe continue, telles que 
la pesanteur. Les causes de cette force et des forces semblables qui 
ont lieu dans la nature, étant inconnues, il est impossible de savoir 
si elles agissent sans interruption, ou si leurs actions successives 
sont séparées par des intervalles de temps, dont la durée est iiisen- 
sible; mais il est facile de s'assurer que les phénomènes cloivent 
être trés-peu-près les mêmes dans ces deux hypothèses; car si 
l'on représente la vîtesse d'un corps sollicité par une force sans 
cesse agissante, par l'ordonnée d'une courbe dont l'nbsc~isse repré- 
sente le temps ; cette courbe , dans la seconde hypothèse, se cban- 
gera dans un polygone d'un très-grand nombre de côtés, et qui, 
par cette raison, pourra se confondre avec la courbe. Nous adop- 
terons la première hypothèse avec les géomètres, et nous suppose- 
rons que l'iiitervalle de temps qui sépare deux actions consécutives 
d'une force quelconque, est égal à l'élément d t du temps que nous 
désignerons par t .  I l  est clair qu'il faut alors supposer l'action de 
la force, d'autant plus considérable, que l'intervalle qui  sépare 
ses actions successives, est supposé plus grand; afin qu'après le 
même temps t ,  la vîtesse soit la même : l'action instantanée d'une 
force doit donc être supposée en raison de son intensité et de l'dé- 
ment du temyspendant lequel elle est supposée agir. Ainsi, en repré- 
sentant par P cette iiitensite, on doit supposer au commence~eiit  

C 2 
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de chaque instant d t ,  le mobile sollicité par une force P. d t, et 
mû uniformément pendant cet instant. Cela posé : 

On peut réduire toutes les forces qui solliciteiit un  point M, A 
trois forces P , Q , R , agissantes parallèlenient a trois coordonnies 
rectangles x, y ,  z , qui déterminent la position de ce point ; nous 
supposerons ces forces agir en sens contraire de l'origine de ces 
coordonnées, ou tendre à les accroître. Au comineiicement d'un 
nonvel instant d t ,  le mobile reçoit dans le sens de chacune de ces 
coordonnées , les accroissemens de force ou de vitesse, P. d t ,  
Q.  d t ,  R . d  t. Les vîtesses du point M, parallèles à ces coor- 

d x  dy d z  
cloiinées sont -, -, -; car dans un  instant infiniment petit, 

dt dt dt 

elles peuvent être censées uniformes, et par conséquent égales aux 
espaces élémentaires divisés par l'élément du temps. Les vîtesses 
dont le mobile est animé au commencemeiit ci'un nouvel instant, 
sont par conséquent : 

mais dans ce nouvel instant , les vîtesses dont le mobile est animé 
dx dx 

parallèlement auxcoordonnées x ,  y, z,  sontévidemment- + d .  - 
d t d t 7  

dz 
et - 0  d .  - + R . d t, doivent donc étre détruites , en sorte que le 

d t  

mobile J I ,  en vertu de ces forces seules, seroit en équilibre. Ainsi 
en désignant par d'x , $y $2, les variations quelconques des trois 
coordonnées x , y,  z , variations qu'il ne îaut pas confondre avec 
les différences d x  , dy , d z ,  qui expriment les espaces que le 1110- 
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bile décrit parallèlement aux coorcloiinées durant l'iiistamt d l ;  
l'équation ( b ) du 11". 3 deviendra 

Si le point M est libre, on égalera séparément à z6r0, les coenicieiis 
de 6% , y et 62, et l'on aura , en supposant l'élément dt  du temps, 
cons tail t, les trois équations dilrérentielles , 

d d z  Cl d~ ddz - - = p j  -= 
dtP dt2 

- X. Q ;  z- 
Si le point M n'est pas libre, en sorte qu'il soit assujetti R se 

mouvoir sur une surface ou sur une ligne courbe ; on élimiriera 
de l'&quatioii ( f )  , au moyen des équations à la surface ou B la 
courbe, autant de variations 6 x, d'y, S z,  qu'il y aura d'équatioiis, 
et l'on égalera séparément à zéro, les coefficieils des variations res- 
tan tes. 

8. On peut supposer dans l'équation ( f )  les variations $3, $y, 
d'z égales aux dilErentielles d x, dy,  cl z ,  puisque ces c1ifférei.i- 
tielles sont nécessairement assujetties aux coiiditions du mouve- 
ment du mobile M, En faisant cette supposition, et eii iiltégrniit 
ensuite l'équation (f ), on aura : 

dz2 f Q2 + dz2 
c &tant ~ ine  constante arbitraire. ----- est le quarré de la 

dta 
vitesse de M, vitesse que nous clésignerons par v ; en supposant 
donc que P d  x -+ Q dy + R d z  soit la  différence exacte cl'uiie fonc- 
tion p ,  on aura 

Y " = c + ~ P .  ( g )  

Ce cas a lieu lorsque les forces qui solliciteiit le point M ,  sont 
fonctioiis des distances de leurs origines à ce point, ce qui com- 
prend à peu-prés toutes les forces de la nature. En effet, 8, S', etc. 
représentant ces forces, et s, s', etc. étant les distances du point lkf 
à leurs origines; la résultailte de toutes ces forces, inultipliée par 
la variation de sa direction , sera par le no. 2 ,  égülc i Z . S. $8;  

elle est encore égale i P. Sx $ Q. d'y + R. ~ ' z  j on a cloiic : 

P. Jxf Q .  $1-+X.  Sa='-;. 8. 6s; 
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ainsi, le second membre de cette équation étant une différciicé 
exacte, le premier membre l'est pareillement. 

I l  résulte de l'équation ( g ), 1'. que si le point M n'est sollicitt5 
par aucuxes forces, sa vitesse est constante, puisqu'alors, 9 = O ;  

C'est ce dont il est facile de s'assurer d'ailleurs, en observant qu'un 
corps m û  dans une surface ou sur une ligne courbe, ne perd à 
la rencontre de chaque plan infiniment petit de la surface, ou de 
chaque côté iiîfiiîirnent petit de la coinrbe, qu'une partie infiizi- 
ment petite dti secoiid ordre de sa vitesse. 2". Qtie le point M ,  
en partant d'un poiiit donné avec une vîtesse donnée, pour arri- 
ver i un  autre point, aura, en parvenant à ce dernier point, la 
nidme vîtesse, quelle que soit la courbe qu'il aura décrite. 

hilais si le mobile n'est poiiit assujetti à semotwoir sur une courbe 
déterminée; la courbe qu'il décrit, jouit d'une propriété singulière, 
B laquelle on a été conduit par des considérations métaphysiques, 
et qui n'est au fond q d u n  résultat remarquable des équations dif- 
férentielles précédentes. Elle coiisiste en ce que l'intégralejv ds, 
cornprise entre les deux points extrêmes de la courbe décrite, y est 
rnoindre que sur  toute autre courbe, si le corps est libre, ou sur 
toute autre courbe assujettie a la même suiface sur  laquelle il doit 
se mouvoir, s'il n'est pas entièrement libre. 

Pour le faire voir, nous observerons que P d x  4 Qdy f R J z  
étant supposé une différentielle exacte, l'équation (g) donne : 

Y d't>=P. 6x4- (2. Jy4-R. bz J 

l'équation (f) du no. précédent devient ainsi : 

Nomrnoiis ds l'élément de la courbe décrite par le mobile ; nous 
aurons 

v .d t=ds ;  ds= Idx"+dy"+dz"; 
partant 

dx d~ dz o=A'z.d.-+6y.d.-+6z.d.--  ds.d't>; (h) 
d t  d t  d t 

en diffërentiant par rapport a 6, l'expression de ds , on a 
ds d x  dy d z -. CE t J * d s =  dt.P.d~+-.$,dy+--.$.dr, 

d t d t 
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Les caract6ristiq~ies d et 6 étant indépenclantcs, on peut les placer à 
volonté l'une avant l'autre ; 1'6quatioii précédente peut ainsi pren- 
dre cette forme : 

en retranchant du premier membre de cette équation, le secoiid 
membre de l'équation ( h )  ; 011 aura 

d . ( d z . S x +  fy.Ey+dz.J'z) 
6. ( v d s )  = 

d t  

Cette dernière équation intégrée par rapport à la caiactéristiqtie d ,  
doline 

d x . $ x +  cly.Jy;+ dz.d'z 
b. J v  d s  = constante + 

d t 
I 

Si l'on étend l'intégrale, à la courbe enliére décrite par le mobile, 
et si l'on suppose les points extrêmes de cette courbe, inv-ariables, 
on aura 6. J u  d s  = O ; c'est-à-dire, que de toutes les courbes siii- 
varit lesquelles le mobile assujetti aux forces P, Q, R peut parve- 
nir  d'un point donné à un autre point donné, il décrira celle Jans 
laquelle la variation de l ' i n tégra le l~  ds est nulle, et dails laquelle, 
par conséquent, cette intégrale est u n  minimum. 

Si le point se meut dans une surface courbe, sans être sollicité par 
aucune force ; sa vitesse est alors constante, et l'intégrale J v  CZS 
devient vJds; ainsi, la courbe décrite par le mobile est, clans ce 
cas, la plus courte que 1'011 puisse tracer sur la surface, du point 
de départ au point d'arrivée. -. 

9. Déterminons la pression qu'un point m b  dans une surîüce, 
exerce contre elle. Au lieu d'éliminer de l'équation (f) du no. 7 
une des variations d'x, d'y, $2, au moyen de l'équation A la surface, 
on peut par le no. 3 ajouter à cette équation, l'équation différen- 
tielle de la surface, rnultipli&e par une indéterminée-A d t ,  et 
considérer ensuite les trois variations 6x, J'y, $2, coinme indé- 
pendantes. Soit donc u =O, l'équation de la surface ; on ajoutera 
R l 'éq~~ation ( f )  le terme - A .  bu. d t ,  et la pression que le point 
exerce contre la surface, sera par le no. 3 égale à 
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S~ipposons d'abord que le point lie soit sollicité par aucune Toïc~,  
sa vîtesse t. sera coiistante : si l'on observe ensuite que u d t = d s ; 
XClément d t du temps étant supposé constant, l'élément d s de la 
courbe décrite, le sera pareillement, et l'équation ( f ) ,  augmentée 
du terme - A. &c. cl t ,  cioiinera les trois suivantes ; 

d'oii 17011 tire 

mais ds (tant ccilstaiit , le osculateur de la courbe décrite 
par le mobile , est 6gal 

dsa 

c i l  nonimant donc r ce rayon, on  anra 

c'est - à - dire que la pression exercée par le point contre la sur- 
f x e ,  est égale au quarré de sa vîtesse, divisé par le rayon osculateur 
de la courbe qu'il décrit. 

Si le point se tneut dans une surface sphérique, il décrira la cir- 
conférence du grand cercle de la sphére , qui  passe par la direction 
priinitive de soli mouvement ; puisqu'il n'y a pas de raison pour 
qu'il s'écarte plutôt A droite qu'à gauche du plan de ce cercle : sa 
pressisn contre la surface, ou, ce qui revient au même, contre la 
circonférence qu'il dkcrit , est donc égale au  quarré de sa vitesse, 
divisé par le rayon de cette circonféreilce. 

Concevoi~s le point attaché à l'extrémité d'un fil supposé sans 
plasse, et doiit l'autre extrémité soit fixe au centre de la surface; 
il est visible que la pression exercée par ce point coiitre la circan- 
férence, est égale à la teilsioii qu'éprouveroit le fil, si le point n'&oit 
retenu que par lui. L'effort que ce point fergit pour tendre le fil et 
pour s'éloigner du centre de la circonféreiice, est ce quel'on nomine 
force centrif7lge; aiilsi, la force centrif~~ge est égale au quarré cle la 
3 îtesse, clivisé par le rayon. 

Dans 
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Dans le niouvenieii t d'un poil1 t , sur une coui-t>e quelconqiie , la 
force centrifuge est Qale au quarï6 de la v î t ~ s s e ,  dilis6 par le 
rayon osciilateiir de la  courbe ; puisque l'arc infiniment pelit (le 
cette courbe se coiifond avec la circoiifi.rence clu ccrcle osciil 1- 
teur ; on aura donc la pression que le point cxcïce contre la 
courbe qu'il dkcrit, en ajoutant au q i in~ré  cle sa ~ i ~ c s s c ,  di\ is& 
par le rayon osculateur , la presbion diic aux forces qui sollicilent 
ce point. 

Dans le mouvemeiit d'un point sur  une su r f~ce ,  la pression duc 
à 1s force centrifuge, est égale au carré cle la T îtesse , clil is& p a r  lc  
rayon oscixlateur de la courbe dkcriie par ce point, ct multiplie par 
le sinus de l'iilclinaison du plan chi cercle osculuteur, sur le  plan 
tangent à la siirface:en ajoutant i çttte pression, cclle qui est clue A 
l'action cles forces qui sollicitent le  point; on  aura la pression totde 
qu'il exerce contre la surface. 

Nous venons de voir que sile point n'est animé d'aucunes forces, 
sa pression contre la surface, est &gale du quari 6 de sa vîtcsse , divi5é 
par le rayon osculaieur de la courbe ddcrite; le  plan du cercle oscu- 
lateur, c'est-à-dire le plu1 qui  passe par deux côlés consécutifs rlc 
la courbe dkcrite par le  point, est donc alors perpendiculaire à la 
silrface. Cette courbe, relaiivemeiit à la siirfdce de la  terre, cs t ccllc 
que 1'011 a nonin16eperpenclicuZail-e à In méridienne, ct nous avons ' 
p r o u ~ é  ( no. 8 ) qu'elle est ln plus cou1 te que l'on puisse iiiclicr d'uii 
point à u n  aiitre sur  la surface. 

1 O .  De toutes les forces que nous obscrvons sur la teirc, Id plus 
remarquable est la pesantciir; elle pénétre les parties lcs plus iiiti- 
mes des corps, et sans la rLsistaiice de l'air, elle les fcroit tomber 
avec une égale vitesse. Lapesanteur est àfort peu-prés la i i ih ie  sur  
les plus grandes hauteun oii nous pissions nous élever, et dans les 
plus grandes profondeurs où  nous puissions descendre :sa c l i i  ectioii 
est peïpeildiculaire à l'horizon; mais daim les inouveinelis des pro- 
jectiles,on peut supposer salis erieiir sensible, qu'elle cstconst 11 te, 
e t  qu'elle agit suivant des dioitcs parallèles, T u le  peu d'etcndue des 
coiirbes qu'ils déciivent , r c l a t i ~  ement A la circonfcrence de 13 terre. 
Ces corps étant mûs dans un fluide risistant, nous noinmeions C, 
ln  résistance qu'ils en Cprouveiit, et qui est clirigie sui\ alit le cûié 

RIixsx. CLL, T o m e  1. D 
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de la courbe qu'ils décrivent, côté que nous désignerons par ds;  
nous nornmerons , de plus, g la pesanteur. Cela posé : 

Reprenons l'equation ( f )  du no. 7 ,  et supposons que le plan des 
x et des y soit horizontal, et que l'origine des z sait au point le plus 
élevé; la force g produira suivant les coordonnées x ,y, z ,  les trois 

d x  d~ d z  
forces -Ca- ds 9 --go-, - C. - ; on aura donc par le no. 7. 

d s d s 

et  l'équation (f) devient 

Si le corps est entièrement libre, on aura les trois équatioizs 

Les deux premiers donnent 
dy d x  d x  dy 

-.cl.-- -.a?.- = o ;  
d t  d t  d t  d t  

d'où l'on tire en intégrant, dx= fdy , f étant une constante arbi- 
traire. Cette équation est celle d'une droite horizontale ; ainsi, le  
corps se meut dans un  plan vertical. En prenant ce plan pour celui 
des x et des z , on aura y= O ; les deux dquations 

donneront, en faisant dx constant, 
d s .  d d t  ddz d z .  d d t  

c=-- 
dz  

6= 
d t3  ' + c. -. di-gdt. 

d t  dtz ds 
D'où l'on tire gdta =ddz ; et en différentiant ggdt. ddt=~?z; en 

Cdts ddz  
substituant pour ddt , sa valeur - , et pour dt' sa valeur - , 

ds &; 
on aura 

Cette équation donne la loi de la résistance 6, nécessaire pour faire 
décrire au projectile, une coiirbe déterminée. 

Si la r4sistiuice est proportionnelle au qiinrré de la vîtesse, g est 
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ds" 

égal à h.- A étaiit coiistant dans le cas oh la densité  LI milieu 
dta ' 

est unirorme. 011 a alors 
c h . d s s  h . d s s  - - -- - _-• 

B gdta ddz ' 
d3z 

partant h. ds= - ce qui donne en intégrant, 
zddz  ' 

d d a  2 fis 
-= 2 a . c  
d xa 

a étant une constante arbitraire, et c étant le nombre dont le loga- 
ritlime hyperbolique est l'unité. Si  l'on suppose nulle, la résista.iice 
du milieu, ou h = O ;  on aura en intégrant, l'équation à la parabole, 

6 , e étaiit des constantes arbitraires. 
2 6 

L'équation différentielle ddz = gdt', donnera dt9 = - . dx'; 
A 

d'où l'on tire t=r. r/F+ Supposons que x ,  i et I ,  cou -  

mencent ensemble , 011 aura e = O , f'= O , et par consSquent , 
t=%. L/:; z = a x a + E x i  

ce qui cloiine - 
z=-+bt. a L/L 2 a  

Ces trois équations renferment toute la théorie des projectiles 
dans le vide; il eii résulte que la vitesse est uniforme dans le sens 
liorizoiital, et que qans le sens vertical, elle est la inême que si le 
corps tomboit suivant la verticale. 

Si le mobile part de l'état du repos, 6 sera nul ,  et l'on aura 

la  vilesse acquise croît donc comme le temps, et l'espace croît 
comme le quarré du temps. 

Il est facile, au moyen de ces formnles, de comparer la force ceii- 
trifuge à ln pesanteur. On a vu précédeiliment que v étaiit la vîtesse 
d'un corps mû dans une circonféreiice dont le rayon est r, la force 

va 
centrifuge est -. Soit h la hauteur dont il devroit tomber pour r n IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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acquérir la vîtesse v ;  on aura, par ce qui précède, va = agh ; d'oh 

P a h  
l'on tire - = g. -. Si h = : r, la force centrifuge devient égale h la 

T r 
pesanteur g ;  ainsi un  corps pesant attaché à l'extréinit6 d'un fil 
fixe par son autre extrémité, sur  un plan horizontal, tendra ce fil 
avec la  meme force , que s'il étoit suspendu verticalement, pourvu 
q~l'il se meuve sur ce plan, avec la  vîtesse qu'il acquerroit en 
tombant d'une hauteur égale à la moitié de la longueur du fil. 

i 1 .  Considérons le mouvement d'un corps pesant, dans une 
surface sphérique. E n  nommant r son rayon, et fixant à son centre, 
l'origine cles coordonnées x , y , z j on aura r" x" -ya-z" = O  ; 
cette équation comparée celle-ci u = O ,  donne u = r2-x'-y'-2"; 
en aj joutant donc à l'équation ( f )  du no. 7 , la fonction d'u , mul- 
tipliée pas l'indéterminée - ~ d t ,  on aura 

équation dans laquelle on pourra égaler séparément i zéro, les 
coefficiens de chacuiie des variations bx , by, 62, ce qui doline les 
trois dquations s~iivaiites : 

L'iiidéterminée A fait connoître la pression que le mobile exerce 
contre la surface. Cette pression est , par le  no. 9, égale à 

. ( + (2- + ( y ;  elle est par conséquent &gale à 

2.Arj o r o n a p a r l e n O .  8, 
dxa+ dya+ dan 

c +- 2gz = 
dt" 7 

c étant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation, aux 
équations (A) divisées par d t  , et multipliées respectivement par 
x , y,  z j en observant ensuite que l'équation différentielle de la 
siirface , étant O = x dx +y dy 4- z dz , on a 

o = xc ldx+yddy$zddz+dxa+dy~dz" ;  IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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011 trouvera 

2 . A T =  
c 4 3gz 

r 
Si l'on multiplie la preinière des équations ( A )  par -y, et qu'on 
l'ajoute C la seconde multipliée par x ; on aura, en intégrant leur 
somme, 

xdy-ydx  
= c f ,  

d t  
c' étant une nouvelle arbitraire. 

Le mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations 
différentielles du premier ordre, 

x d x  +ydy  = - z d z ;  

xdy-ydx = c 'd i ;  
dx2f cEy"+ dzl 

=c+2gz. 
d t" 

E n  élevant chaque membre des deux premières, au quarrd, et eu 
les ajoutant, 011 aura 

si l'on substitue, au lieu de x" +ya, sa valeur r2-za, et au lieu de 
d za + dya dza 

d t' 
, sa valeur cf 2gz- - - on aura,  en supposant que le 

' lta ' 
corps s'éloigne de la verticale , 

- 

La foiiction sous le radical, peut être mise sous la forme (a-2). 
( z  - 6) .  ( 2  g z  -k f) ; a, b , f ,  étant déterminés par les équations 

On peut ainsi subs-tituer aux arbitraires c et c :', les noimelles arbi- 
- 

traires a et 6 ,  dont la première est la plus grande valeur de z , et 
dont l a  seconde est la plus petite valeur. E n  faisant ensuite, - 

sin. e = V s ,  
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l'équation différentielle précédente deviendra 

a2- ba 
2" étant égal b 

(a+b)2f  ra-b" 
L'angle O doline la coordoiinée z , au moyen de l'équation, 

et la coordoimée z divisée par r ,  exprime le cosinus de l'angle que 
le rayon r fdit avec la verticale. 

Soit m l'angle que le plan vertical qni passe par le rayon r , fait 
avec le plan vertical qui passe par l'axe des .z- ; on aura 

P. 

x = /Ta-za. cos. .u ; y = I r ~ - z a .  sin. .o j 

ce qui clonne 
xdy-ydx  = (ra-zz).d.m; 

Pécluation xdy-y d x  = c'dt , cloimera ainsi : 
c'd t 

d m  - --- 
r2 d ~a ' 

eri substituant pour z et dt, leurs valeurs précédentes en O ,  on 
aura l'angle m en foiiction de 6; ainsi l'011 coniioîtra, pour un  temps 
quelconque, les deux angles 4 et .a, ce qui suffit pour déterminer 
la position du mobile. 

Nommoiis demi-oscillation clu mobile, le temps qu'il emploie i 
parvenir de la plus grande, A la plus petite valeur de z ;  soit $ T, ce 
temps. Pour le dé teminer ,  il faut intkgrer la valeur précédente 
de d t ,  depuis O = O  jusqu7h 8 =:T, .~r étant la demi-circonférence 
dont le rayon est l'unité ; on trouvera ainsi : 

Coiicevoiis le poiiit suspei:du à l'extrémité d'un 61 sans masse, 
et fixe par son autre extrémité ; si la longueur d u  fil est r ,  le mo- 
bile sera niU exactement comme clans l'intérieur d'une surface sphé- 
riqile ; il formera avec le fil, un  pendule dont le cosinus du pltis 

b 
grand écart de la verticale sera -. Si 1'011 suppose que clans cet état, 

r 

la  vîtesse du niobile soit nulle ; il oscillera clans un plan vertical IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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r - b  7.- b 

et l'on aura dans ce cas, a = r ;  y"= - . La fraction - est 10 
2 r 2 r 

qiiarré du sinus cle la moitié du plus grand angle que le fil forme 
avec la verticale ; la durée entière T de I'oscill,ztion du pendule 
sera donc 

r - b  
Si l'oscillation est trks-petite , - est une très - petile fraction 

a r 
que l'on peut négliger, et alors on a 

, - 

- 

les oscillatioiis fort petites sont donc isochrones, ou de même durée, 
quelle que soit leur étendue ; et l'on peut facilement , au moyen de 
cette durée et de la loiigueur corresponciante du pendule, détermi- 
ner les variations de l'intensité de la pesanteur, dans les divers lieux. 
de la terre. 

Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps, Pen- 
dant le temps T ; on aura, par le ri0. 1 O ,  s z =g Ta, et par consé- 
quent, z = :?r2. r ; on aura donc ainsi, avec une grande précision, 
au moyen de la longueur du pendule à secondes, l'espace que la 
pesanteur fait parcourir aux corps, clans la première seconde de 
leur chute. Des expériences très -exactes ayant fait voir que la 
longueur du pendule à seçondes est la même, quelles que soient les 
substances que l'on fait osciller; il en résulte que la pesanteur agit 
également sur tous les corps, et qu'elle tend, dans le même l i e~ i ,  
à leur imprimer dans le même temps, la même vitesse. 

1 2. L'isochronisme cles oscillations du pendule, n'étant qu'ap- 
proché ; il est intéressant de connaître la courbe sur laquelle un 
corps pesant doit se mouvoir, pour arriver dans le mème temps , 
au point OU_ son mouvement cesse, quel que soit l'arc qu'il aura 
décrit depuis le point le plus bas. Mais pour embrasser ce problême 
dans toute sa généralité, nous supposerons, confornlémei~t à ce 
qui  a lieu daas la nature, que le mobile se meut dans un milieu 
résistant. Soit s l'arc décrit depuis le point le plus bas de la courbe; 
z l'abscisse verticale comptée de ce point; d t  l'élément d a  teilips , 
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et gla pesanteur. La force retardatrice le long de l'arc de la coui-lié 
sera iO. la pesanteur décomposée suivant l'arc ds , et qui devieul 

dz 
ainsi égale à g. - ; 2". la résistance du milieu, que iious exprime- 

d s 

rom par p (g) , ( g )  étant la vitesse dii mobile , et q (g) 
étaiil uue foiictioii quelconqne de cette vitesse. La diiTérentielle - 

d z  
de celte viiesse sera, par le no. 7 ,  é p l e  à -g. - - p (g  ) ; 

ds 
on aura donc , en faisant d t constant, 

d d s  

d ta ds 

par .C'(sr) la différence de+ ( s r )  , divisée par dsf; et par 4" (sr )  ccllo 
de 4' ( s r ) ,  divisée par ds'; on aura 

ds ds' - = - . .C' ( s r )  
d t  d t  

dds dds' -= ds'" -. .c'(sr)+-.+/'(sl) j 
dta d t a  dta 

et l'équation ( i)  deviendra 
dds' ?(SI) + n . {S ' (s f ) )  ' O=-+m. -+ ; .  
d ta d t  d t  

d s" 
an fera dispaïoître le  ternie multiplié par - 

dt' ' au moyen de 
l'équation 

O = .C"(sl) + n. [+'(s')lS ; 
d'où Yen tire en intégrant, 

h et p étant des arbitraires. ~ i ~ l ' o n  fait commencer sr avec s , on 
1 

aura JL n = 1, et si l'on fait pour plus de simplicité, h = 1, on au sa 

s l = c n J - 1 ;  

c &tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité ; 
l'équation différentielle (Z)  devient alors 

dds' ds' d ?; 

O =  -+m.- (1+s1)' .  
d ta d t 
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En supposaut sr très - petit, nous pourrons développer le der- 

nier terme de cette équation, dûils une suite ascendante par rapport 
aux puissances de s' , et qui sera de cette forme , ks' + l s ' i t  &c. , 
i 6tant plus grand que l'uiiité ; ce qui clonne 

d ds' ds' 
O = -  +m.-$ ks'+ksri+ &c. 

d t'" d t  
m t  

Cette équation multipliée par Z.  {cos. ptf Vz. sin. y t }  , et eii- 

suite intégrée, devient, p étant supposé 8gal à I / t - m  
4 '  

En comparant séparément les parties réelles et les parties iwagi- 
naires , 011 aura deux équations au moyen desquelles 011 pourra 

ds' 
éliminer - ; mais il iious suffira ici de considérer la suivante : 

d t  

les intégrales du secoiidmembre étant supposées commencer avec t. 
d s 

Nommons T l a  valeur de t ,  à. la fin du mouvement où - est nu1 ; 
d t 

on aura, à cet instant, 

Dans le cas de s' infiniment petit, le second membre de cette équa- 
tion se réduit à zéro, par rapport au premier, et l'on a 

m 
O =-. siri. pT-p.cos. P T ;  

d'où l'on tire 
Q Y  tang. p T= - rn ; 

et comme le temps Tes t ,  par la  supposition, indépendant de l'arc 
parcouru, cette valeur de tang. 3, T a lieu pour un arc quelconque , 
ce qui donne, quel que soit s', 

m t ... - - 
O = l .  fs f i .dt .c .  a . sin.pt $ &c. 

l'int6grale étant prise depilis t=o  , jusqu'i t= T. En supposant s' 
&fÉc~*s. C~CL. Tome I. 33 
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très-petit, cette équation se réduit à son premier terme, et elle ne 

mt 

peut être satisfaite qu'en faisant Z=o ; car le facteur cà. sin. y t 
étant constainment positif depuis t = o  j ~ i s q d i ' 8  t = T ,  llinLégïale 
prhcédente est nécessairement positive clans cet intervalle. Il ne 
peut donc y avoir de tautochronisme que dans la supposition de 

ce qui donne pour l'équation de la courbe tautochrone , 
k d s  

gdz= -. (1 -c-"$1. 
n 

Dans le vide, et lorsque la résistance est proportionnelle à la simple 
vîtesse , n est nu l ,  et cette équation devient gd z c  kds; équation 
k la cycloïde. 

Il est remarqimble que le coefficient n de la partie de la résis- 
tance, proportionnelle au quarré de la vitesse, n'entre point dans 
l'expression du temps T; et il est visible, par l'analyse précédente, 
que cette expression seroit la même, si l'on ajoutoit à la loi précé- 

d s3 $3-4 
dente de la résistance , les termes p. - + y.-+ &c. 

dtJ  d t 4  

Soit en général, R la force retardatrice le long de la courbe ; on 
aura 

s est une fonction du temps t et de l'arc total parcouru qui par 
conséquent, est fonction de t et de S .  En différentiant cette derniËre 
fonction, on aura une équation différentielle de cette forme, 

T é t a n t  une fonction de t et de s qui doit être nulle par la concli- 
iion du problême, lorsque t a une valeur déterminée, et iiiclépen- 
dante de l'arc total parcouru. Supposons, par exemple, y= S. T, 
S étant fonction de s seul, et T &tant fonction de t seul ; on aura 

d d s  -- dS ds d T dS ds" dT 
d t2 

-l'.-.-+S.-=-. -+S.-;  
ds d t  d t  S d s  dt' d t  
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ds d 9  

fonction de- fonction que nous désigneroiis par - 
S.dt' S . d t a  . 4 (5) Sdt " 

on aura donc 

dds  
Sdt 

Telle est l'expression de la résistance qui convient à l'équalioiz 
ds 

différentielle - = S T; et i l  est facile de voir qu'elle embrasse le 
d t  

cas de la résistance proportionnelle aux deux premières pnissaiices 
de la vftesse , multipliées respectivement par des coefficiens cons- 
tans. D'autres équations différentielles donneroient d'autres loix de 
~ é &  tance, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a G M É C A N I Q U E É C  L E S T E ,  

De l'équilibre d'un systêrne de corps. 

i 3. LE cas le plus simple de l'équilibre de plusieurs corps, est 

celui de deux points matériels qui se choquent avec des vîtesses 
égales et directement contraires ; leur impénétrabilité mutuelle 
anéantit évidemment leur vitesse, et les réduit l'état du repos. 

Concevons présentement un nombre m de points matériels con- 
tigus, disposés en ligne droite, et  animés de la vitesse u, dans la 
direction de cette droite. Concevons pareillement un  nombre m' 

de points contigus disposés sur la même droite, et animés de la 
vitesse uf directement contraire à u ,  en sorte que les deux sys- 
têmes viennent à se choquer. Il doit exister, pour leur équilibre 
a l'instant du choc, un  rapport entre u et uf ,  qu'il s'agit de déter- 
miner. 

Pour  cela, nous observerons que le systême rn, animé de la 
-vitesse u, feroit équilibre à un seul point matériel animé de la 
vîtesse mu ,  dirigée en sens contraire; car chaque point du systême 
détruiroit dans ce dernier point, une vîtesse égale à u , et par con- 
séquent, ses m points détruiroient lavîtesse entière mu; on peut donc 
substituer à ce systême, un seul point animé de la vîtesse mu. On 
peut semblablement substituer au systême m',un seul point animé de 
la vîtesse mfu'; or les deux systêmes étant s~ipposés se faire équi- 
libre, les deux points qui en tiennent lieu, doivent pareillement 
se faire équilibre , ce qui exige que leurs vîtesses soient égales; 
on a donc pour la condition de l'éqriilibra des deux systêmes, 

I f  mu=mu. 
La masse d'un corps est le nombre de ses points matériels, et  

l'on nomme quantité de mouvement, le produit de la masse par 
la vitesse ; c'est aussi ce que l'on entend par la force d'un corps en 
mouvement. Pour l'équilibre de deux corps ou de deux systêines 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de points qui viennent à se choquer en sens contraire ; les quan- 
tités de mouvement, ou les forces opposées doivent être égales, et 
par conséquent, les vîtesses doivent être réciproques aux masses. 

La densith des corps dépend clu nombre des points matdriels 
qu'ils renferment sous un volunie donné. Pour avoir l e m  densité 
absolue ? il faadroit pouvoir comparer leurs masses, à celle d'une 
substance qui n'auroit point de pores ; niais on n'en connoît point 
de semblables ; on ne donc avoir que la densité relative des 
corps, c'est-&-dire , le rapport de leur densité, à celle d'une subs.-. 
tance donnée, Il est visible que la masse est en raison du volume 
et de la densité ; en nommant donc M, la masse d'un corps, Uson 
volume et D sa densité, on a généralement &!= D Uj équation 
clans laquelle on doit observer que les quantit6s M, Û et U expri- 
ment des rapports a des unités de leur espèce. 

Ce que nous venons de dire, suppose que les corps sont composds 
de points matériels semblables, et qu'ils ne différent que par la 
position respective de ces points. Mais la nature des corps étant 
inconnue, cette hypotlièse est au moins précaire , et il est possible 
qu'il y ait des différences essentielles entre leurs rnolécule~ inté- 
grantes. Heure~isement, la vérité de cette hypothèse est indifférente 
à la mécanique, et l'on peut, sans craindre aucune erreur, eii 
faire usage, pourvu que par points rnatérieGs sembbbtes,  on en- 
tende des points qui se choquant avec des vîtesses égales et con- 
traires, se font m~ituellement équilibre, quelle que soit leiir nature. 

14. Deux points matériels dont les masses sont m et mf,  ne  
peuvent agir l'un sur l'autre, que suivant la droite qui les joint. A la 
vérité, si les deux points sont liés par nn  fil qui passe sur une poulie 
fixe ; leur action réciproque peut n'être point dirigde suivant cette 
droite. Mais on peut considkrer la poulie fixe, comme ayant à son 
centre, une inasse d'une densité infinie, qui  réagit sur les deux 
corps m et mf, dont l'action l'un sur l'autre n'est plus qu'indirecte. 

Nommons l'action que m exerce sur  m' au moyen d'~zne droite 
inflexible et sans masse, qui est suppostre unir ces deux points, 
En concevant cette droite animée de deux forces Fgales et contraires 
p et -p ; la force -p détruira dans le corps m , une force égale 
à p ,  et la force p de la droite se commriniquera toute entière au 
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corps m'. Cette perte de force claiis rn , occasionnée par son action 
sur m', est ce que l'on nomme réaction de rn'; ainsi, dans la coiii- 
muiiication des rnouvemens, Ga réaction est toujours égale et con- 
traire ci Z'action. L'observation fait voir que ce principe a lieu dans 
toutes les actions de la nature, 

Imaginons deux corps pesans rn et m' attachés aux extrkmités 
d'une droite horizontale, inflexible et saiîs masse, qui puisse tour- 
ner librement autour d'un de ses poiiits. Pour concevoir l'action 
de ces corps l'un sur l'autre, lorsqu7ils se font équilibre; il faut 
supposer ln droite infiniment peu rompue A son point fixe, et for- 
mée de deux droites faisant à ce point, un angle qui ne diffère cie 
deiix angles droits, que cl'uîîe quantité infinimeiit petite w. Soient f 
et f' les distances de m et m' au point fixe : en décomposant la 
pesanteur de rn, en deux forces, l'une agissant sur le poiiit fixe, 

l'autre dirigée vers mr; cette dernière force sera m g * m - f ' )  , g étant 
ct! f '. 

la pesanteur. L'action de n~' sur m, sera pareillement m'g4.f+f11 
US J 

en 6galaizt donc ces deux forces, en vertu de l'équilibre, on aura 
mJ= m'f'; ce qui donne laloi connue de l'équilibre dulevier, et fait 
en inênle temps, concevoir l'action réciproque des forces parallèles, 

Coiîsidérons présentement, 1'2quilibre d'un systême de poiiits m,  
nz', m", &c. sollicités par des forces quelconques , et réagissans les 
uns sur les autres. Soit f, la, distance de m à mr; f '  la distance 
de m à m"; f '' la distailce de m' a m" , &c. ; soit encore p , l'action 
réciproclue demsur crlle de na s~~rnz~ ' ;~~ 'ce l l e  dern'sur m", &c, 
Enfin, soient rnS, m'Sr, m"$', &cm les forces qui sollicitent rn, m', 
ml'; 8rc. ; et s, sr ,  s", eic. les droites prises depuis leurs origines, 
jusqti'aux corps m ,  m', m", &c. ; cela posé, le poiiit rn peut être 
considéré comme étant parfaitement libre, et en équilibre en vertu 
de la force rn 8, et cles forces que lui  coinmuniquent les corps m', 
~n", &c. : niais s'il &oit assujetti à se mouvoir sur une ~urface  ou 
sur uiie courbe, il faudrait ajouter à ces forces, la rdaction de la 
surface ou de la courbe. Soit donc d's, la variation de s , et dési- 
gnons par d\/ f ,  la variation de f, prise en regarclant rn' comme fixe, 
Dksignons pareillement par 6, f, la variation de f ', p i s e  en r ega r~  
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clant rn" comme fixe, &c. Soient R, R' les réactions de deux sur- 
faces qui, par leur intersection ; forment la courbe sur laquelle le 
point rn est assujetti A se mouvoir; et d'r, d'r' les variations des 
directions de ces dernières forces. L'équation ( d )  du no. 3 clonnera : 

Pareillement rn' peut être considéré comme un point parfaitement 
libre, en équilibre eiz vertu de la f'orce m'Sr, des actions des corps nz, 
m", &ce, et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut être 
assujetti à se mouvoir, réactions que nous désignerons par K" et R I .  
Soit donc 6s' la variation de s'; J,' f la variation de f prise en re- 
gardant m comme fixe ; brf" la variation cl& f prise en regardant m" 
comme fixe, &c. Soient de plus d'r", d'r"' les variations des direc- 
tions de R", Ku'; l'équilibre de m' donnera 

~ = m ' S ' . b s ' + p . d ' ~ ~ f + ~ ' ~ . b ~ ~ +  &c. +R".brr'+R1Jf.6rr1i. 

On formera de semblables équations relatives à l'équilibre de m )  
nf', &c.; en les ajoutant ensuite, et observant que 

sf=J',f+J'rlf; $ ~ = 6 , ~ + ~ , f ' ;  &c. 

Jf, Jf', &c., étant lcs variations totales de f ,  fl, &c. ; on aura 

équation dails laquelle les variations des coordoni~ées des différei~s 
corps du systêine, sont entièrement arbitraires. On  doit observer 
ici, qu'au lieu de mS. d's, on peut, en vertu de l'équation (a )  du 
no. z , substitner la somme des produits de toutes les forces par- 
tielles dont rn est animé, par les variatioiis cle leurs directiom 
respectives. Il en est de même des produits rnr5". d's', mr'S'. A'so7 &c. 

Si les corps rn, m', m", &c. sont liés entr'eux, d'une manière 
invariable ; les distances f ,  f ', f", &c., sont constantes , et l'on 
a pour la condition de la liaison des parties du systême, Jf=o, 
d'y= O ,  bfY'= O ,  &c. Les variations des coordonnées étai1 t arbi- 
traires daiis l'équation ( f i ) ,  on peut les assujettir à satisfaire à ces 
dernières équations, et alors les furcerp , p1,p0, 8rc. qui &pendent 
de l'action réciproque des corps du systême , disparoissent de cette 
é ~ l ~ i i t i o n  ; on peut même en faire disparoître les termes RPr, 
R16r', kc.,  en ass~ijeitissant les variations des cooi.données, à satia- 
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faire aux écjuniions des surfaces sur lesquelles les corps sont forcés 
de se mouvoir; l'équation ( k )  devient ainsi 

o=Z.mS.d's; ( Z )  

d'oh il suit que daiis le cas de l'zquilibïe , la somme des variatioiis 
des produits des forces, par les élérnens de leurs directions, est 
nulle, de quelque manière que l'on fasse varier la position du sys- 
t h e ,  pourvu que les coiditions de la liaison de ses parties soient 
observées. 

Ce tliéoréme auquel nom sommes parvenus dails la supposition 
particulière d'un systême de corps liés entr'eux d'une manière inva- 
riable, est général, quelles que soient les conditions de la liaison 
des parties du systême. Pour le déinontrer, il suffit de faire voir 
qu'ei~ assujettissant les variations des coorcioiiiiées, i ces coiiditioiis, 
on a dans l'équation (&), 

O = ~ . p . b f + ~ . X b r ;  

o r  il est clair que br,  br', &c., sont nuls el1 vertu de ces condi-. 
tions ; il ne s'agit donc que de prouver que l'on a O = L .p. 6 f, 
en assujettissant aux memes conllitions, les variations des coor- 
données, 

Concevons le systéine animé des seules forces p , p', &c., et 
supposoiis que les corps soient forcés de se mouvoir sur des cour- 
bes qu'ils puissent décrire en vertu des mêmes conditiotis. Alors, 
ces forces se décomposeront en d'autres , les unes p, y', p", &c. , 
dirigées suivant les droites f, f', f Il, &c., et qui se détruiront mu- 
tuellement sans produire d'action sur les courbes décrites ; les 
autres T, Tt, T", &c. perpendiculaires aux courbes décrites; les 
autres eiîfiii , tangentielles à ces courbes, et eiz vertu desquelles le 
systême sera mû. Mais il est aisé de voir que ces dernières forces 
doivent être iiulles ; car le systême étant supposé leur obéir libre- 
ment, elles lie peuvent produire ni pression sur  lcs courbes dé- 
crites , 11i réaction des corps les uns sur les autres; elles lie peu- 
vent donc pas faire équilibre aux forces -p, OP', -P", &c.; q, q', 
q", &ce ;  T ,  T' ,  &c. ; il faut donc q~i'elles soient nulles , et 
que lc systeme soit en équilibre en vertu des seules forces -p ,  
cp', -pl1, &c. ; q ,  y', 4", &c.; T ,  Tt, 8rc. Soient Ji, bit, &c., les 

variations 
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variations des directions des forces T, T', &c. ; on aura, en vertu 
de l'équation (12 j , 

o=~.(p-~).Jf+~.T.bi; 
mais le systême étant supposé en équilibre en vertu des seules 
forces p , q', &c., salis qu'il en résulte aucune action sur les courbes 
décrites, l'équation ( E )  doiine encore O = z . q . A' f; partant 

O = ~ . ~ . d f - ~ . ~ . d ' i .  

Si l'on assnjétit les variations des coordoiiizées à satisfaire aux 
courbes décrites , on a d'i = O , Ji'= o , Src. ; 011 a donc alors , 

O =  ~.p.bf; 

et comme les courbes décrites sont elles-mêmes arbitraires, et ne 
sont assujéties qu'aux coiidtions de la liaisoii des parties clu sys- 
iême ; I'&quation précddeiite a lieu, pourvu que ces conditions 
soient remplies , et alors l'équation ( E )  se cliaage dans l'équa- 
tion (Z). Cette équation est la traduction analytique du principe 
suivant, connu sous le nom de principe des uitesses uirihelles. 

a Si l'on fait varier infiniment peu , la position d'un systême 
» de corps, en l'assujétissant aux conditions qu'il doit remplir ; la 
)) somme des forces qui le sollicitent, multipliée chacune par l'es- 
)) pace que le corps auquel elle est appliquée , parcourt suivant 
» sa direction, doit être égale i zéro, dans le cas de l'équilibre du 
D systeme ». 

Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de l'équilibre ; 
mais il en assure l'existence. Supposons, en effet, qu.e l'cquation ( Z )  
ayant lieu , les points rn, m', &c., prennent les tîtesses y ,  y', &c. , 
en vertu des forces mS, m'Sr, &c., q u i  leur sont appliqudes. Ce 
systême seroit en Cquilibre , en vertil de ces forces et de celles-ci 
- m v ,  -m'vf, &c. ; désignons par 6v , bu', &c. , l es  variations des 
directions de ces nouvelles forces ; on aura,  par le  principe des 
vitesses virtuelles, 

0 = ~ . m S . d ' s - 8 . m . ~ b u ;  

mais on a,parla supposition, o = r . mS. d'a; u n  a donc O= Z. m. v av. 
Les yariatioiis d'v, au', &c. , devant être assujéties aux condi- 
tions du  système , on peut les supposer égales à v d t  , v'dt , &c , 
et alors on a O = 2. mu", équation qui donne Y = O ,  vf= O , &c. ; 

&~x.;?s.  c h ;  Tome I, F 
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c'est-à-dire que le syst&me est en équilibre, en vertu des seules 
forces m S, mlS', &c. 

Les coiîciitioiis de la liaison des parties d'un systême peuvent 
toujours se réduire à des équations entre les coordonnées de ses 
c1ifIérem corps. Soient u = o, ut= O ,  u"= O, &c. ces diverses é qua- 
tions; on pourra, par le no. 3 , ajowter i l'équation ( E )  , la  fonction 
A J U  + AIJU'+ &c. , OU Z. A. au ; A ,  A', &c. , &tant des fonctions indé- 
terminées des coordoiinées des corps; cette équation deviendra 
ainsi, 

0=8.mS.d'sf  E . h . 8 ~ ;  

dans ce cas, les variations de totites les coordonnées seront arbi- 
traires , et Y011 pourra égaler leurs coeficieiis à zéro, ce qui don- 
nera antarit d'équations au moyen desquelles on &terminera les 
fonctions A ,  A', &c. Si l'on compare ensuite cette équation à l'équa- 
tion (k), on aura, 

8 . h . 8 ~  ='I;.p.bf+Z.R.J'r; 
d'oh il sera facile de conclinrc les actions réciproques (les corps 
rn , m', &c. , et les pressions - K , - RI, &c., qu'ils exercent contre 
les snrraces auxcluelles ils sont asstxjé tis. 

15. Si tous les corps di1 systêrne sont fixement attachés ensem- 
ble, sa position sera ddterminée par celle de trois de ses points q u i  
ne sont pas en ligne droite; la position de cliaciiii de ces points 
d6pend de trois coordoni~ées , ce qui produit neuf iildétermiii6es ; 
mais les distances mutuelles des trois points étant données et 
invariables , on petit, à leur moyen, réduire ces iiidétermiiiées i 
six autres qu i ,  substituées dans l'équation ( I ) ,  iiitroduiront six 
variations arbitraires ; en égalant i zéro leurs coefficieiis , oii aura 
six équations qui renfermeront toutes les conditions de l'éq~iilibre 
du systême ; développons ces équations. 

Pour cela, soient x ,  y ,  z ,  les coordoniîées de rn ; cc', y', z', celles 
de m'; x", y", z", celles de m", &c., on aura 
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Si l'on suppose 
J'x = bx' = J'x" = &c. ; 
b y ~ b Y r = b y " =  &c.; 
d'z = 6 ~ '  = d'zf'= &c. ; 

on aura b f = O ,  bf' = O  , bf" = o , &c. ; les  conditions à satisfaire 
seront donc remplies , et l'on aura e n  vertu de 17kquatioii (Z)  , 
o=B.rnS. - ; o=E.mS. ; o=S.rrtS. (S :) 
on aura ainsi, trois des six équations qui renfei-nient les coiiditions 
de l'équilibre du  systême. Les secoiids membres de ces équations 
sont les sommes des forces du systêihe, décomposées parallèlement 
aux trois axes des x ,  des y ,  et des z ; cliacune de ces sommes doit 
donc étre nulle dans le cas de l'équilibre. 

Les équations d'f =O, 6f '= O ,  6f '= O ,  &c., seront encore salis- 
faites, si l'on suppose z,  z', z", &c. invariables , et si l'on fait 

8.z~ étant une variation q~~elconque. En substituant ces valeurs dans 
l'kquation ( 2)  , 011 aura 

11 est visible que 170n peut changer clans cette équation, soit les 
coordonnées x ,  x', x", 8ic. , soit les coordoriiiées y ,  y', y", &c. ,  eu 
Z, zr, zf', &c. , ce qui  donnera deux autres équations c l a i  réunies i 
la précédente, formeront le syst&nze suivant d'équations, 

la fonction m. m  S.^. (g) est , par le  no. 3 , la somme &s uio- 

mens de toutes les forces parallèles à l'axe des x , pour faire tour- 
ner le systême autour de l'axe des z. Pareillement la fonction. 

F 2  
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m. r n ~ .  S. (E) est In somme des momens de toutes les forces paral- 

Mes à l'axe des y ,  pour faire tourner le syst&me autoinr de l'axe 
des z ,  mais en sens contraire cles premières forces ; la première 
des équations ( n )  indique, par conséquent, que la somme des 
momens des forces est nulle par rapport A l'axe des z. La seconde 
et la troisième de ces éqiiations indiquent semblablement que la 
somme des morneils des forces est nulle, soit par rapport l'axe 
des y ,  soit par rapport à l'axe des x. En rénnissant ces trois condi- 
tions A celles-ci, savoir que les soinines des forces parnllkles i ces 
axes soient nulles par rapport à chacun cl'eax; on aura les six con- 
ditions de l'tiquilibre d'uii sysiême de corps invariablement unis 
ensemble. 

Si l'origine des coordoniiées est fixe, et attachée invariablement 
au systeme ; elle détruira les forces parallèles aux trois axes, et  
les conditioiis de l'équilibre du systême autour de cette origine, 
se réduiront à ce que les sommes des inorneils des forces pour le 
faire tourner autour des trois axes, soient nulles relativement à 
chacul d'eux. 

S~pposo i ~s  que les corps m, mr, mu, &c., ne soient animés qile par 
la pesan teus. Son actioii étant la même sur tous ccs corps, et les 
directions de la pesanteur pouvant être supposées les mhnes daiis 
toute l'éteildue du systême , on aura 

les trois équations ( n )  seront satisfaites, quelle que soit la diïec- 
lion de s , ou de la pesanteur, au moyen dcs trois suivantes : 

o=Z.rnx ; o=B.my ; o=X.mz. (4 
L'origine des coordonnées, étant supposée fixe, elle d6truira pa- 

rallèleuieat .i chacun des trois axes, les forces S. (g). 2 .  m ; 
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S. ($). 
aura une 

m. m ; S. (g). 4. m; en composant ces trois forces, o n  

force unique dgale à S. m. m , c'est-à-dire , égale au poids 
du s y s t h e .  

Cette origine des coordoniiCes autour de laquelle nous supposons 
ici le systême en équilibre, est un  point du s y s t h e  , tïès-remar- 
quable , en ce qu'étant soutenu, le  systême animé par l n  pesanteur 
restc en équilibre , quelque situation qu'on lui donne autour 
de ce point que l'on nomme centre de gravité du systême. Sa 
position est d&terrniii& par la condition, que si l'on fait passer par 
ce point, un  plaii quelconque, la. somme des produits de chaque 
corps, par sa distance à ce plan, est nulle ; car cette distance est 
une fonction linéaire des coordonilées x ,  y ,  z , du corps ; en la 
multipliant donc par la masse du corps , la somme cte ces produits 
sera nulle e n  vertu des 6quation.s (O). 

Pour  fixer la position du centre de gravité , soient X, Y, 2, ses 
trois coordonnées par rapport à uii point donné j soient x, y ,  z 
I.es coordonnées de rn , rapportées au ~néine point; x!, y', z', celles 
de m', et ainsi de suite ; les équations ( O  ) donneront 

mais on a Z. rn.X=X. E .  m ,  Z. m étant la masse entiére du sys- 
tême ; 011 a donc 

2 . m x  x= -, 
2 .m 

On aura pareillement 

ainsi, les coordonnées X ,  Y, 2, ne déterminant qu'un seul point, 
on voit que le centre de gravité d'un systême de corps est uniqiie, 
Les trois équations précédentes donnent 

équation que l'on peut mettre sous cette forme : 
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l'intégrale finie 2. mm'. {(sr-x)" + (d -z ) ' }  , eexpri- 
mant la somme de tous les produits semblables à celui qui  est ren- 
fermd sous la caractéristique 2 , et que l'on peut former, en consi- 
dérant deus  à deux, tous les corps du s y s t h e .  011 aura donc ainsi la 
distance du centre de gravité, à u.n point fixe quelconqne, au inoyeii 
des distances des corps du systéme, à ce rilénie point fixe, et de 
leurs distances mutuelles. E n  déterminant de; cette manière , la 
distance d u  centre de gravité, à trois points fixes quelconqu&, on 
aura sa position dans l'espace ; ce qui doline u n  nouveau moyen 
de le déterminer. 

On a étendu la dénomination de centre de gravité, à u n  point 
d'ni1 systême quelconque de corps pesaris ou non pesans, détermin0 
par les trois coordoiinées X, Y, 2. 

16. Il est facile d7nppli~uer les résultats pr6cédeiis, à l'&qui- 
libre d'un corps solide de figure q~~elconcpe , en le concevant 
formé d'une infinité de points liés fixenient entre eux. Soit dono 
d m ,  un de ces points, ou une molécule iilfiniineilt petite du corps ; 
soient x ,y, 2, les coordoniiées rectangles de cette molécule ; soient 
encore P, Q , R , les forces dont elle est aniinée parallèlement aux 
axes des 3, des y ,  et des a; les équations (m) et (n)  du no. pïé- 
cédent , se ~liangeront dalla les suivantes : 

o=JP.dm j O =JQ.dm ; O =JR.dm j 

o=J(Py-Qx).dm ; O =J(Pz-Xx).drn; o=/(Ry-Qz).drn, 

le signe intégralféiailt rejütif à la molécule dm,  et devant s'étendre 
à la niasse entière du solide. 

Si le corps ne peut que tourner autour de l'origine des coordon- 
nées, les trois dernières équations sufisent pour l'kqiiilibre, 
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De l'équilibre des JZuicZes. 

17. POUR avoir leî loix de l'équilibre et du mouvement de' 
chacuiie des moléçules fluides, il faudroit connaître leur figure, 
ce qui  est impossible ; mais nous n'avons besoin de déterminer ces 
loix, que pour les flnicles considérés en masse , et alors la con- 
naissance des figures de leurs molécules devient inutile. Quelles 
que soient ces figures , et les dispositions qui en résultent dans 
les molécules int6grantes ; tous les fluides pris en masse, doivent 
offrir les mêmes phénomènes dans l e ~ i r  équilibre et clans leurs 
mouremens , en sorte qae l'observation de ces ph6iiomènes ne 
peut rien nous appreiidre sur  la configuration des molécules fluides. 
Ces pliénomènes généraux sont fordés sur la mobilité parfaite de 
ces molécules qui peuvent airisi céder au plus léger efiort. Cette 
mobilité est la propriété caractéristique des fluides ; elle les distin- 
gue des corps solides, et sert les definir. Il en résulte que pour 
l'équilibre d'une masse nuide, chaque molécule doit être en équi- 
libre en vertu des ïurces qui la solliciient , et des pressioiis qu'elle 
éprouve de la part cles molécules environnantes. Développons les 
équations qui  résultent de cette propriété. 

Pour  cela, coilsidérons u n  sys ténie de molécules fluides for- 
mant un parallelipipède rectangle infiniment petit. Soient x,  y, z ,  

les trois coordonnées rectaiigles de l'angle de ce parallélipipède , 
Ic plus voisin de l'origine des coordonnées. Soient dx , ciy , d z  , 
les trois dimensions de ce parallélipipéde; nommons p , la moyenne 
de toutes les pressioiîs qu'éprouvent les diEérens points de la face 
dy. clz D LI parallélipipècle, l n  plus voisine de l'origine des coor- 
clonnées, et la même quantité relative à la face opposée. Le 
parallélipip&de , en vertu de la pression qu'il éprouve, sera solli- 
cité parallélement R l'axe des x ,  par une force égale R (p-JI') . dy . d.. 
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p'--p est la différence de p prise en ne faisant varier que x ; car 
quoique la pressionp' agisse en sens contraire de p , cepenclillit la 
pression qii'éprouve uii point du fluide, étant la même dans tous 
les sens, p'-p peut être considéré comme la différence de deux 
forces infiniment voisiiies et agissantes dails le  ndme sens; on a 

donc pf-p = ($-).dx; et (p-pl).+.dz= - (gj. cfz. c~?j.dz. 

Soient P , Q, R , les trois forces accélératrices qui animent d'ail- 
leurs les molécules fluides, parallèlement aux axes des x , des y, 
et des z ;  si l'on nomme p la densité du parallélipiyède, sa masse 
sera p.dr dy d a ,  et le produit de la force P par cette masse, 
sera la force entière qui en résulte pour la mouvoir ; cetle masse 
sera, par conséquent, sollicitée parallèlement à l'axe des x ,  par la 

force { p P- (g) } . dx. dy . dz. Elle sera pareillement sollicitée 

parallèlement aux axes des y et des z,  par les forces 

dx.dy.dz, et ( p R-- E) . ds. dy . d z  ; on aura donc, en vertu dc 

l'équation ( b )  du no. 3 ,  

Le second membre de cette équation doit 6tre comme le premier, 
une variation exacte ; ce qui donne les équations suivantes aux 
différences partielles, 

Cette Cquation exprime la relatioii qui doit exister entre les forces 
P, Q , R , pour que l'équilibre suit possible. 

Si le fluide est libre à sa surface, ou dans quelques parlies 30 
cette surface, la valeur de p sera nulle dans ces parties ; on aura, 

donc 
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donc bp = O, ponrvu que l'on assujélisse les variations d'x, J'y, d'z 
à appartenir à cette surface; ainsi, en remplissant ces conditions , 

Soit 6z.t = O ,  l'équation différentielle de la surface, on aura 

P.d'x+ Q.d'y+R.bz=~.d 'u,  

A étant une fonction de x , y, z ;  d'oh il suit, par le no. 3,  que 13 
résultante des forces P, Q, R , doit être perpendiculaire aux par- 
ties de la surface dans lesquelles le fluide est libre. 

Supposoiis que la variation P. d'x + Q .  6' + R. bz , soit exacte, 
ce qui a lieu par le no. a , lorsque les forces P, Q, R sont le résultat 
de forces attractives. Nommoiis alors d'p cette variation ; on aura 
bp=p.d'p; p doit donc être fonction de p et de Q, et comme en 
intégrant cette équation différentielle, on a P en fonction dep; on 
aurap en fonction de p. La pressionp est donc la même pour toutes 
les molécules dont la densité est la même ; ainsi dp est nul relati- 
vement aux surfaces des couches de la masse fluide, dans lesquelles 
la  densité est constante, et Y011 a par rapport à ces surfaces , 

Il suit de là, que la résultante des forces qui animent chaque mol 
lécule fluide , est dans l'dtat d'équilibre , perpeiidiculairE A la sur- 
face de ccs couches que l'on a nommées pour cela, couches de 
niveau. Cette conciition est toujon:~ remplie, si le fluide est homo- 
gène et incompressible , puisqu'alors les couches auxquelles cette 
résultante est perpendiculaire , sont toutes de même densité. 

Pour l'équilibre d'une masse fluide homogène dont la surface 
extérieure est libre, et qui recouvre un noyau solide fixe et de 
6tigure quelconque, il est donc nécessaire et il suffit, iO. que la 
différentielle P. Sx 4 Q .  d'y -t. B. d'z soit exacte ; 2'. que la résul- 
tante des forces à la surface extérieure, soit dirigée vers cette sur- 
face, et lui soit perpendiculaire, 
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C H A P I T R E  v. 
Principes généraux clu mouvement d'un systêrne de corps. 

i 8. N o u s  avons ramené clans Ie no. 7 les loix du mouvement 
d'un point, k celles de l'équilibre, en décomposant son mouve- 
ment instantané en deux autres, dont l'un subsiste, et dont l'autre 
est d6truit par les forces qui sollicitent ce point : I'éqiiilibre entre 
ces forces et le inonvernent perdu par le corps , nous a donné les 
équations différentielles de son mouvement. Nous allons faire usage 
de la même méthode, pour déterminer le mouvement d'un systême 
de corps rn, ml, m", &c. Soient donc mP, m Q, rnR, les forces 
qui sollicitent m , parallèlement aux axes de ses coordonnées rec- 
tangles x, y, z ;  soient m'Pl, rnfQ', m'R1les forces qui sollicitent m' 
parallèlement aux mêmes axes , et ainsi de suite ; et nommons t ,  le 

d x  dy d z  
temps. Les forces partielles pz. -, m.-, m. -, du corps rn, à un 

d t  d t  d t  
instant quelconque , deviendront dans l'instant suivant : 

et comme les seules forces 

subsistent ; les forces 

seront détruites. En marquant dails ces expressions, successivement 
d'un trait, de deux traits, &c., les lettres m, x, y, z ,  P, Q ,  A, 
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on aura les forces détruites dans les corps m', m", &c. Cela posé:, 
si l'on multiplie respectivement ces forces , par les variations 
bx, $y, $2, o'x', &c. de leurs directions ; le principe des vitesses 
virtuelles exposé dans le no. 14, donnera, en supposant dt cons- 
tant,  l'équation suivante : 

on  éliminera de cette équation, au moyen des conditions particu- 
lières du systême, autant de variations qu'il y a de ces conditions ; 
en égalant ensuite séparément à zéro , les coefficiens des variations 
restantes, on aura toutes les équations nécessaires pour déterini- 
ner le mouvement des différens corps du systême. 

19. L'équation (P) renferme plusieurs principes géiléraux de 
mouvement , que nous allons développer. On assujettira évidem- 
ment, les variations bx, J'y, $2, t x ' ,  &c., à toutes les conditions 
de la liaison des parties du systême, enles supposant égales aux 
clifférences dx, dy, dz , dx', (kc. Cette supposition est donc per- 
mise, et alors l'équation (P) donne en l'intégrant, 

( d  xl+ dy9+ dzla) 
2.m. =~+2 . r . / ;n (P .d~- t .Q .dy+B.dz ) )  ( Q) 

dt' 

c étant une constante arbitraire introduite par l'intégration. 
Si les forces P, Q, R , sont le résultat de forces attractives, 

dirigées vers des points fixes, et des forces attractives des corps 
les uns vers les autres ; la fonction Z .Sm. (Pdx$ Q dy + R d z )  est 
une intégrale exacte. E n  effet, les parties de cette fonction, rela- 
tives aux forces attractives dirigées vers des points fixes , sont 
par le no. 8 ,  des intégrales exactes. Cela est également vrai par rap- 
port aux parties qui dépendent des attractions mutuelles des corps 
tl LI systême ; car si l'on nomme f ,  la clistance de rn à m', m'F, l'at- 
traction de m' sur m ; la partie de m. (P dx+ Qdy + R da), rela- 
tive à l'attraction de m' sur m , sera par le no. cité , égale B 
- rn rn'. Fdf, la différence df étant prise en ne faisant varier que 
les coordonnées x ,  y ,  z. Mais la réaction étant égale et contraire A 

G 2 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 2  M I ~ C ' A N I Q U E  C É L E S T E ,  

l'action, la partie de rn'. (P'dx'i- Q1dy'-I- R'dz')  relative à i'üttrac- 
tion de rn sur ln', est égale à -rnmlFdf, en ne faisant varier 
dans f ,  que les coordonnées x', y', 2'; la partie de la fonction 
2. m(P d x  + Q dy + R dz)  relative à l'attraction réciproque de m 
et cle ml, est donc - ntml.Pdf, tout étant supposé varier dans f i  
Cette quantité est une différence exacte, lorsque P est une fonc- 
tion de f ,  ou lorsque l'attraction est conzine une fonction de la 
distance, ainsi que nous le supposerons toujours ; la fonction 
z. m. (Pdx+ Q dy+ R d z )  est donc une clifféreiice exacte, toutes 
les fois que les forces qui agissent sur les corps du systême , sont 
le résultat de leur attraction mutuelle, ou de forces attractives 
dirigées vers des points fixes. Soit alors d~ , cette différence, et 
nommons Y ,  la vîtesse de n , Y' celle de rn', &c. ; on aura 

Z . r n v a = c + a q .  (a) 
Cette équation est aidogue à l'équation (g) du no. 8;  elle est la 
traduction analytique c h  principe de la conservation des forces 
vives. 011 nomrnc force vive d'un corps, le produit de sa masse 
par le quarré de sa vîtesse. Le principe dont il s'agit, consiste en ce 
que la somme des forces vives, ou la force vive totale du sys tême, 
est constante , si le systêrne n'est sollicité par au.cunes forces ; et si 
les corps sont sollicités par des forces quelconques , la somme des 
accroissemens de la force vive totale, est la méme , quelles que 
soient les courbes decrites par chacun de ces corps, pourvu que 
leurs points de départ et  d'arrivée soient les mêmes. 

Ce principe n'a lieu que dans les cas oh les mouvemens des corps 
changent par des nuances insensibles. Si ces mouvemens éproii- 
vent cles changemens brusques, la force vive est cliininuée d'une 
q~mntit6 que l'on déterminera de cette manikre. L'arialyse qui  
nous a concluits à l'équation (P) du no. précédent, doiine alors , 
au lieu de cette équation, la suivante : 

d x  d~ dz ci.: dy dz 
A. - , A.  - , et A .  - , étant les différences de - 

d t  
et - , d'un 

d t  dt d t 7 d t '  d t  

instant à l'autre, différences qui deviennent finies, lorsqine lcs 
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mouvemens des corps recoivent des altérations finies dans un  iiis- 
tant. On peut supposer dans cette équation, 

parce que les valeurs de dx  , dy , dz, se changeant ciails l'iiistant 
suivant,dans d x + a . d x ,  d y + a . d y ,  d z + a . d z ,  ces valeurs de 
d'x , $y, $2, satisfont aux conditions de la liaison des parties d u  
systême ; on aura ainsi 

Cette équation doit être intégrée comme une équation aux diffé- 
rences finies relative au temps t dont les variatioiis sont iiifinimeiit 
petites, ainsi que les variations de x ,y, z , XI, &c. Désignons par Z, 

les intégrales finies résultantes de cette intégration, pour les dis- 
tinguer des intégrales finies précédentes , relatives à l'eiisemble des 
corps du systênie. L'intégrale de rn P. ( d  x $ A .  dx) est visiblement 
la même que / m  P. dx ;  on aura donc 

(&+ dyq- dzP) 
constante = 2. m. -------- 

d t3  + z l . ~ . m .  ( (* .~~+(a.~J '+(n.~J ' }  
en désignant donc par y ,  v', v", &c., les vîtesses de rn , m', rn1; &c. 
on aura 

La quantité renfermée sous le signe Z,, étant nécessairement posi- 
tive, 011 voit que la force vive du systême diminue par i'action 
mutuelle des corps, toutes les fois que clurant le mouvement, 

dx 
quelques-unes des variations a. - ; A .* &cm, sont finies. L'é- 

dt d t '  
quation précddente offre de plus, un rnoyeii fort simple d'avoir 
cette diminution. 

A chaque variation brusque duniouvernent du systême , 011 peiit 
concevoir la vîtesse de m , décomposée en deux autres, 1'~iiie v 

qui subsiste dans l'instant suivant; l'au-lre 7, détruite par l'action 
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/ d Y+ d y 2 $  dza 
des autres corps ; o r  la vîtesse de m étant 

d t  - avant 

cette décomposition, et se cliangeant aprés, dans 

V ( d z  + ~ . d z ) ~ +  ((ly -+ A.dy)4+ ( d e  +  d da)^ 

d t  
9 

il est facile de voir que l'on a 

p= (A .  $)'+ (&%y+ (A.$)*; 

l'équation préctdente peut donc être mise sous cette forme : 

2 . m u a = c o n s t a i ~ t e - z , . x . ~ P - ~ z .  f .rn.(Pdx+ Qdy+Rd;r). 

2 O. Si dails l'équation (P) dti no. 18,  on suppose 

6 x r = b x + d ' x , ' ;  d'y'=d'y+d'y,'; d 'z '=d 'z+bz, ' ;  
Jx"= d'x+d'x," ; d'y"=d'y+d'y," ; 6 ~ " = d ' z + d ' z , / ~  ; 

& c. 
en substituant ces variations , dans les expressions des variations 
bf, 6f', d'f ", &c. , des distances mutuelles des corps du systême, 
dont on a donné les valeurs dans le no. 15 ; on voit que les va- 
riations d'x, d'y, $2, disparoissent de ces expressions. Si le sys- 
téme est libre, c'est-à-dire, si aucune de ses parties n'a de liaison 
avec les corps &rangers ; les conditions relatives à la liaison inu- 
tuelle des corps , ne dépendant que de leurs distances mutuelles, 
les variations d'x , d'y, d'z , seront indépendantes de ces conditions; 
d'ou il suit qu'en substituant, au lieu de 6x'  , $y', d'z', d'x", &c., 
leurs valeurs précédentes dans l'équation (P), on doit égnler séparé- 
ment A. zéro , les coefficiens des variations d'x, d'y, d'z ; ce q u i  
donne les trois équations 

Supposons que X, Y, Z soient les trois coordonnées du centre 
de gravité du systême ; on aura par le no, i 5, 
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le centre de gravité du syst4me se meut donc, comme si tous les 
corps n t ,  mi, &c., étant réunis à ce centre, on lui appliquoit toutes 
les forces qui sollicitent le  systême. 

Si le systême n'est soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui 
le composent, et à leurs attractions réciproques ; on aufa 

car en exprimant par p , l'action réciproque de m et de m', quelle 
que soit sa nature, et désignant par f ,  la distance mutuelle de 
ces deux corps ; on aura, en vertu de cette action seule, 

d'où l'on tire 

o = m P + m ' P '  ; o=rnQ+m'Qf  ; o=mR+m'2Ir ,  

et il est clair que ces équations ont lieu clans le cas même où les 
corps exerceroient les uns sur  les autres, une action finie dans 
un instant. Leur action réciproque disparoît donc des intégrales 
2. m P , 2 .  m Q, 8.  rn R, qui par conséquent, sont nulles, lorsque 
le systême n'est   oint sollicité par des forces étraiîgères. Dans 
cecas, o n a  

et  en intégrant, 

a, 6 ,  a', b', a", b", étant des colistantes arbitraires. E n  éliminant 
le temps t ,  oii aura une équation du premier ordre, soit entre 
X et Y, soit entre X et 2; d'ail il suit que le riloiivement du 
centre de gravité, est rectiligne. De plus, sa vîtesse étant égale à 

L/ ($)' + (g). + (z)', ou ir \/ b2 + 6'' + bu', elle est cons- 

tante, et le mouveinent est uniforme. 
Il est clair, d'après l'analyse précédente, que cette iuali6rali- 
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5 G' M ~ ~ C A N I Q U E  C É L E S T E ,  
lité du  mouvement du centre de gravit6 d'un sysiême de corps, 
quelle que soit leiir action niutuelle, subsiste dails le cas m i h e  oh 
quelques -uns  de ces corps perdent dails u n  iizstant , par cette 
action, une quantité finie de niouvement. 

2 1. Si l'on fait 
y'. 6 x y". 6 x 

JX'= - + six, '; 6~"= --- + >X,\ 

Y Y 

la variation Sx disparoît encore des expressions de 8 f ,  6 7 ,  
bf: Qrc. ; en supposant donc le  systême libre, les conditions rela- 
tives à la liaison des parties du systême , n'influant que sur  les 
variations d'f, d ' f i  &c., la  variation d'x en est indépendante, e t  
elle est arbitraire ; ainsi, en substituant dans l'équation ( P) du 
no. 18, au lieu de bx', d'x", &c., by, d'y', d'y", &c., leurs valeurs 
précédentes 011 doit égaler séparément à zéro, le coefficient de d'x, 
ce qui donne 

d'où l'on t i re ,  en  intégrant par rapport au temps 8 ,  

c étant une constante arbitraire. 
On peut, dans cette intégrale, changer les coordonnées y, y', &c., 

dans z ,  zt, &c., pourvu que l'on y substitue, au lieu des forces 
Q ,  Qt, &c., paralléles à l'axe des y ,  les forces 8, 3: &c., pa- 
yall&les à l'axe des z ,  ce qui donne, 

( s d z - z d x )  
CI= r;.n., +Z.J.m.(Pa-Rx).dt;  

d t  

üt étant une nouvelle arbitraire. On aura de la mêlme manikrç 

c" 6 t m t  une troisième arbitraire. 
Supposons que les corps du systiine ne soient soumis qu'h leur 

action mutuelle , et a une force dirigée vers l'origine des coor- 
doiinécs 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R . E A I I ~ E E  P A R T I E ,  L I V R E  1. 57 
données. Si 1'011 nomme, comme ci-dessus, p l'action réciproque 
de rn et de ni, on aura, eii vertu de cette action seule, 

O = m.(Py- Qx) 4- m'. ( P i 1 -  Q'x') ; 

ainsi l'action mutuelle des corps disparoît de l'intégrale finie 
2. rn. (P y - Q x). Soit 8 ,  la force qui  sollicite rn vers l'origine 
des coordonnées; on aura, en vertu de cette force seule, 

la force 8 disparoit donc de l'expression de Py - Q x ; ainsi, dans 
le cas oii les différens corps du systême ne sont sollicités que par 
leur action et leur attraction mutuelle, et par des forces dirigées 
vers l'origine des coordonnées, on a 

Si l'on projette le corps rn, sur le  plan des x et  des y, la diffé- 
xdy-y d x  

rentielle , sera l'aire que trace, durant l'instant dt  , le 
2 

rayon vecteur mené de l'origine des coordonnees , à la  projection 
de m; la somme de ces aires multipliées respectivement par les' 
masses de ces corps, est donc proportionnelle à l'élémènt du temps; 
d'où il suit que daiîs ml temps fini, elle est proportionnelle au 
temps, C'est en cela que consiste le priiicipe de la conservation dus 
aires. 

Le  plan fixe des x et des y étant arbitraire, ce principe a lieu 
pour un  plan quelconque, et si la force S est nulle, c'est-A-dire , 
si les corps ne sont assujétis qu'A leur action et k leur attraction 
mutuelle, l'origine des coordonnées est arbitraire, et l'on peut 
placer à volont6, le point fixe. Enfin, il est facile de voir, par ce 
qui  préckde, que ce principe subsiste dans le cas mcme o ù ,  par 
l'action rn~ttuelle des cokps du syst&rne, il survielit des <cllange- 
mens brusques dans leurs mouvemens. 

Il existe un  plan par rapport auquel cf et c" sont nuls, et qu'il 
est, par cette raison, intéressant de connoitre ; car il est visible 
que l'égalité de cf et de c", à zéro , doit apporter de g r a~des  simpli;. 

M I ~ A N .  CAL. Tome 1. H 
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58 M É C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
fications dans la recherche du mouvement d'un systême de corps. 
Pour déterminer ce plan, il est nkcessaire de rapporter les coor- 
données x, y,  s, à trois autres axes ayant la n i h e  origine que 
les précédens. Soit donc 9 l'inclinaison du plan cherché formé pczr 
deux de ces nouveaux axes, au plarl des x et des y ; et 4 l'angle 
que forme l'axe des x ,  avec l'intersection de ces deux plans, en 

T 
sorte que -- 9 soit l'inclinaison du trbisiéine axe no\,veau, sur 

a 
'z 

le plan des x et des y ,  et que --4 soit l'angle que sa projection 
2 

sur le même plan, fait avec l'axe des x ,  T étant la demi-circon- 
f '  erence. 

Pour fixer les idées, imagiiioi~.~ que l'origine des coordonnées 
soit au centre de la terre ; que le plan des x et des y soit celui de 
l'écliptique , et que l'axe des z soit la ligne menée du centre de la 
terre, au pôle boréal de l'écliptique ; coiicevons de pl~m , que le 
plan clierclié soit celui de l'équateur, et que le troisième axe nou- 
veau soit l'axe de rotation de la terre , dirigé vers le pôle boréal ; û 
sera l'obliquité de l'écliptique, et 4 sera la longitude de l'axe fixe 
des x , relativement à l'équinoxe mobile du printemps. Les cieux 
premiers axes nouveaux seront dans le plan de l'équateur , et en 
nommant q ,  la distance angulaire du premier de ces axes à cet 
équinoxe, 9 représentera l n  rotation de la terre, comptée du même 

T 
équinoxe, et - +- Q sera la distance angulaire du second de ces axes 

2 

au même équinoxe. NOLM nommerons axes principaux, ces trois 
nout.eaux axes. Cela posé , 

Soient x , ,  y,, z,  , leu coordonnées de m rapportées, iO. a la ligne 
menée de l'origine des coordonnées, à l'équinoxe du printemps; 
les x, positifs étarit pris du côté de cet équinoxe ; aO. à la projection 
(lu troisi8me axe principal, sur le plan des x et des y; 3". à l'axe 
iles z ; on aura 

x = x,. COS. 4 4- y,. sin. 4 ; 
y = y,, cos. +-xi, sin. 4 ; 
Z = Z,. 

Soient x,, , y/, , el,, les coordonnées rapportées, 1'. à la ligne de 
l'équinoxe du printemps; uO. à la perpendiculaire à cette ligue, 
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dans Ic plan de l'éqnateur ; 3'. au tïoisiéme gxe priiicipal ; on aura 

x/ = X// ; 
y, =y,. cos. O + z,]. sin. 6 ; 
z,= z,,. c0s.d-y,,.sin. 8. 

Enfin, soient x,,, , y,, , z,),, les coordonnées de rn rapportées s u  
preiiiier , au sccoiid et au troisiéme axe priiicipal; on aura 

x=xl,,.{cos.6.sin.~.sii~.~+cos.~.cos.~) 
+y //,. {cos. e ;siii.S. cos. Q-cos.-$. sin. Q} + zU,. sin. 8. sin. 4 ; 

y = x,,,. (cos. O .  cos.-$.  sin.^ - sin.'-$. cos. q }  

+y ,,. {cos. 8 .  cos. 4. cos. 9 $sin. -$. sin. p) +z ,,. sin. 8. cos. 4; 
z = z  ,,,.cos. O-y ,,. sin. 8 . ~ 0 ~ .  Q-x ,/,. sin. O.sin. Q. 

En multipliant ces valeurs de x, y, z ,  respectivement par les coca- 
cieiis de x,, clans ces valeurs ; on aura en les ajoutant, 

~ ~ / ~ = = x .  {cos.O.siil.~.sin. p+cos.S.cos.~} 
+y. {cos. O. cos.+.sin. @-sin. 4. cos. QI-z.siii. 9.sin. p. 

En multipliaiit pareillement les valeurs de x ,  y ,  z ,  respectiveineiit 
par les coefficieiis de y,, dans ces valeurs, et ensuite, par les coelG- 
ciens de z,, ; on aura 

Y,, = X. {COS. O.  sin. 4. cos. e -cos. +. sin. 9) 
+y. (cos, 6.cos.4.cos.  sin.   sin.^}-z.sin. O.cos. 4; 

Ces diverses transformations des coordonnées nous seront t r b  
utiles dans la suite. E n  marquant d'un trait en liaut , de deux 

- 

traits, &c., les coordonii6es x, y, z ,  x,,, , y,,,, z,,, o n  aura les coos- 
donilées correspondantes aux corps m', m", &c. 

De-là, il est facile de conclure, en substituant c , ci, %, au lieu 
( x  dy-y d s) ( x d z - z d x )  (y&- 25 dy) 

de ~ . m ,  
<Et 

, Z . n z .  
dt  

, 2.m. 
d t  y 
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Z . m .  { . ~ f / I  - d ~ , r Y / / ,  . dam 1 
dt 

= c ,  cos. 9-c'. sin. B. cos. -$ f c". sin. O .  sin. 4; 

-+ c". {cos. 4. sin. Q - cos. B .  siii.4. cos. q } ; 

2.m. (Y/// . d%,- Z,/I . rly,// ) 
d t 

=-c. sin. 8,  sin.Q+c'. (sin.4. c0s.q~-cd. cos.4. sin. p) 

Si l'on détermine 4 et 0 de manière que l'on ait 
c" 3. cr 

sin. B. sin. -$ = sin. B. cos. -# = 
/ C a  -f c'a + c< ' i c 2 +  c ' y -  c a ' 

ce qui donne 
C 

COS. 9 = ; 
te+ cla+- 

on aura 

z.m. (G/, . d ~ / / ~ - y o , . d ~ m I  = ~ C a + C r ~ + C J . ~ j  

dt 

les valeurs de c', et de c" sont donc nulles par rapport au plail 
des x , ,  et des y,/, déterminé de cette maniére. Il n'existe qu'un 
seul plan qui jouisse de cette propriéte ; car en supposant qu'il soit 
celui des x et des y; on aura 

En égalant ces deux fonctions à zéro , on aura, sin. B =O ; c'est- 
a-dire que le plan des x,/, et des y,/, coincide alors, avec celui 
des x et des y. 

{ I Y - Y /  1 1 , hgaJe île La valeur de z m .  
d t 

/ ca+  ci" + c'", quel que soit le plan des x et desy; il en résulte que 
la quantité cS+ c'" f cos, est la même, quel que soit ce plan, et que 
le plan des x,, et des y,,, déterminé par ce qui p~écècie, est celui 
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relativement auquel la fonction z. m. { $0,. dy,,,-y,,, est la 
d t 

plus grande; le plan dont il s'agit, jouit donc de ces propriétés 
remarquables, savoir, iO. que la somme des aires tracées par les 
projections des rayons vecteurs des corps, et multipliées respec- 
tivement par leurs masses , y est la plus grande possible; 2 O .  que 
la même somme, relativement à u n  plan quelconque qui lui est 
perpendiculaire, est nulle, puisque l'angle p reste indétermin& 
On pourra, au moyen de ces propriétés , retrouver ce plan, à un  
instant quelconque, quelles quesoient les variations survenues par 
I'aciion mutuelle des corps, dans leur position respective; de même 
que 1'011 peut fac2emeiit retrouver dans tous les temps, la position 
du centre de gravité du systê;me ; et par cette raison, il est aussi 
naturel de rapporter à ce plan, les x et les y ,  que de rapporter 
au centre de gravité, l'origine des coordonn6es. 

2 2. Les principes de la conservation des forces vives et des 
aires ont encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées, 
u n  mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace. Pour le dé- 
montrer, nommons X, Y, Z les coordonnées de cette origine 
supposée mobile, par rapport à u n  point fixe, et supposons, 

x = X+x ,  ; y = Y+y, ; z = z+z, ; 
x x y+yIt ; z'= z ~ z , ' ;  
&c. 

t x,, y,, z , ,  x, , &c. seront les coordonnées de m, m', &c.,'relaii- 
vement à l'origine mobile. On aura par l'hypothèse, 

d d X = o ;  d d Y = o ;  d d Z = o ;  
mais on a par l a  nature du  centre de gravité, lorsque le systême 
est libre,. 

O = z.m. {c ldx+ddx,}  - z.m.P.dta ; 
O =; x.m. { d d y + d d y , )  -2.m.Q.dt" 
O = 2.m. {ddz+ddz , )  - z .m.R .d t5 ;  

l'équation (P) du no. :18 deviendra ainsi, en y substituant 6x3- d'x, , 
>Y+ $y,, &c., au lieu de d'x , d'y, &c. ; 

équation exactement de la même forme que l'équation (P ) , si les 
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forces P, Q, R, ne  dépendent que des coorcloniîées x , ,  y , ,  e l ,  
x,', &c. En lui appliquant donc l'analyse précédente, on en tirera 
les priiicipes de la conservation des forces vives et des aires, par 
rapport à l'origine mobile des coordonnées. 

Si le syst&ne n'éprouve point l'action de forces étrangères, son 
centre de gravité aura un mouvement rectiligne et uriifornîe 
dans l'espace, comme on l'a vu  clans le'iîO. 2 0  ; en fixant donc à ce 
centre , l'origine des coordonnées x , y, z , ces principes subsis- 
teront toujours. X, Y, 2,  étant alors les coordoimées clu centre dc 
gravité ; on aura par la nature de ce point, 

ce qui donne 
(.T d y--y d  .r) ( X  d  Y- YdX) - ( . ~ d y , - y , d x J  

L.IîZ. - .c.rn+z.rn. -- ---, 
d t  d t  d t  

(dxn+dy^+d~')  - ( ~ + d Y ' + d ~ ' ) , m . m + m , m .  - (dx,"+dy,"+dz,') 
B.7n. 

d t s  d t z  dta  -; 

ainsi les quantités r&sultaiites des principes précédens , se compo- 
sent, iO. des quantités qui auroient lieu, si tous les corps du sys- 
tême étoieiit réunis à leur centre commun de gravité ; 2'. des 
quantités relatives au centre de gravité supposé immobile ; et 
comme les premières de ces quantités sont constantes, on voit 
la raison pour laquelle les pincipes dont il s'agit, ont lieu par 
rapport au centre de gravité. En fixant donc A ce point , l'origiiie 
des coordonnées x , y ,  z , x', &ce, des équations (2) du no. pré- 
cédent , elles subsisteroiit toujours ; d'où il résulte que le plnii 
passant constammeiit par ce centre, et relativement auquel la foiic- 

tioii z. m. 'x - y d x )  est u r i  rnarirnum , reste toujours parallèle à 
d t  

lui-même, pendant le mouvement du  systéme , et que la même 
fonction relative à tout autre plan qui lui est perpendiculaire, est 
nulle. 

Les principes de la conservation des aires et cles forces vives, 
peuvent se réduire à des relations entre les coordonnées cles dis- 
tances niut~ielles des corps du systême. En effet, l'origine des x ,  
des y ,  et des z , étant toujours supposée au centre de gravité ; les 
équations (2)  clu no. précédent, peuvent être mises sous la forme 
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( X I -  X )  . (&y'- dy) - (y1-y) .  ( d  zl- d x )  
c .x.m = z , r n m .  

d t  

011 peut observer que les seconds membres de ces équations mul- 
tipliées par dt ,  expriment la somme des projections des aires 
&lémeiltaires tracées par cliaque droite qui joint deux corps du 
systême, dont l'un est supposé se mouvoir autour de l'autre coii- 
sidéré comme immobile, chaque aire étant multipliée par le pro- 
duit des deux masses que joint la droite. 

Si l'on applique aux équations précédentes , l'analyse du no. 21,  

on verra que le plan passant coiistammei~t par l'un quelconque 
cles corps du systême , et relativement auquel la fonction 

P .  rnml.  { j x l  
- X )  . (dyl- dy)  -(yf - y ) .  ( d  X I -  d z) 

d t  
est un maximum, 

reste toujours paralléle à lui-même, dans le mouvement du sys- 
terne, et que ce plan est parallèle au plan passant par le centre de 

gravité , et relativement auquel la fonction z . na. (2 dy -y d x )  est 
d t 

un rnaxirnunt. On verra encore que les seconds membres des équa- 
tions précédentes sont nuls relativement à tout plan passant par le 
même corps, et perpendiculaire au plan dont il s'agit. 

L'équation Q du no. ig  , peut être mise sous la forme 
(d.cl-&)'+ (cly '-cly)"+ (&'-dz)a 

Z. mmf. d ta j=coiist.-a ~ . m . ~ . ~ i n m ' . ~ d ~ ;  

équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles 
des corps, et dans laquelle le premier membre exprime ln summe 
des qaarrés des vitesses relatives des corps du systême les uns 
autour des autres, en les considérant deux à deux, et en suppo- 
sant l'un des deux, immobile, cliaque quarré étant muliiplié par 
le produit des deux masses que l'on consicière. 

23. Reprenons l'équation (3) du  no. i g  ; en la diffkrerentiaiit 
par rapport à la caractéristique 6 ,  on aura 

L . ~ v . ~ ' Y  =z.rn.(P.J'x+ Q . 6 y - f - f i . 6 ~ ) ;  
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l'équation ( P ) du no. 18 devient ainsi, 

Soit ds l'élément de la courbe décrite par m ;  ds' l'éléinent de la 
courbe décrite par ml, &c.; on aura 

v d t = d s ;  yfdt=ds';  &c, 

d'oh l'on tirera, en suivant l'analyse du no. 8 , 

E n  iiitégraiit , par rapport B la caractéristique différentielle d ,  et 
en étendant les intégrales, aux courbes entières décrites par les 
coiys m ,  m', &c , on aura 

(dx.S'x+ dy.6y+dz.6z)  
2.8. fmud~=constante$z.rn. 

d t > 

les variations d'x , d'y, 62, &c. , étant , ainsi que la constante di1 

second membre de cette équation , relatives aux points extrêmes 
des courbes décrites par rn , ml, &G. 

Il suit de là, que si ces points sont supposds invariables, on a 

c'est-a-dire que l a  foiiction z.Jm vds  est un minimum. C'est en 
cela que consiste le principe de la  moindre action, dans le mouve- 
nient d'un systême de corps ; priiicipe qui, comme l'on voit, n'est 
qu'un résultat mathémalique des loix primordiales de l'équilibre 
et du mouvement de la matière. On voit en même temps, que ce 
principe combiné avec celui des forces vives, donne l'équation (P) 
du no. 18 , qui renferme tout ce qui  est nécessaire à la détermina- 
tion des mouvemeiis du  systême. Enfin, on  voit par le no. az  , 
que ce principe a lieu encore, quand l'origine des coordorinées est 
mobile, pourvu que 'son mouvement soit rectiligne et uni.hrme, 
et que le systême soit libre. 

CHAPITRE 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R E 3 I I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. 65 

C H A - P I T R E  V I .  

Des loix du mouvement d'un systême de corps, dans toutes 
les relations mathématiquement possibles entre la force 

2 4 .  N o u s  avons observé dans le no. 5, qu'il y a une infinité 
de manières d'exprimer la force par la vîtesse, qui n'impliquent 
point contradiction. La plus simple de toutes, est celle de la force 
proportionnelle à la vitesse, et nous avons vu qu'elle est la loi de la 
nature. C'est d'après cette loi, que nous avons exposé danslechapitre 
précédent,les équationsdifférentielles du mouvement d'un systêine 
de corps ; mais il est facile d'&tendre l'analyse dont nous avons fait 
usage, à toutes les loix math6matiquement possibles entre la vîtesse 
et la force, et de présenter ainsi, sous u n  nouveau point de vue,  les 
principes généraux du mouvement. Pour cela, supposons que F 
étant la force, et v la vitesse, on ait F= Q ( v )  ; Q ( v )  étant une fonc- 
tion quelconque de v : désignons par p'(u), la diff6rence de Q ( y )  

divisée par du. Les denorninations des nos. précédeiis , subsistant 
toujours , le corps rn sera animé parallèlement à l'axe des x ,  de la 

dx 
force p ( y ) .  -. Dans l'instant suivant , cette force deviendra 

d 

ds - 
d t  

= Y. Maintenant, P, Q, R, étant les forces qui animent le corps m, 

parallélement aux axes des coordonn6es ; le systême sera, par le 
no. 18, en équilibre, en vertu de ces forces et des différentielles 

F (VI dl P (0) 
-TY) , (di y), (g. T) , prises avec un signe 

contraire ; on aura donc, au lieu de l'équation (P) du m8rne no. 
celle-ci : 

DIÉcAN. CÉL. Tome .I; 1 
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d x  dy 
qui n'en diffère qu'en ce que - 

d t '  cEt' 
(VI la fonction -, qui dans le cas de la 
v 

 LESTE, 
dz 
- y sont multipliés par 
d t  ' 
force proportionnelle à la 

vitesse, peut être supposée égale à l'unit&. Mais cette diffërence 
rend trks-difficile, la solution des problêmes de mécanique. Cepen- 
dant, on peut tirer de l'équation ( S ) ,  des principes analogues à 
ceux de la conservation des forces vives , des aires et du centre de 
gravité. 

Si 1'011 change Sx en dx : d'y en dy , Sz en dz , &c. , on aura 

et par conséquent 

~.frnvdv.q' (v)=con~tai î te  +z. Jm.(Pdx+Qdyf  Rdz). 

Eii supposant; z .  rn (Pdx + Q dy f Rds) , une diffhrentielle exacte 
égale a CZA, on aura 

z . Jmvd~.~ ' (u )=co i l s t an te+~;  (19) 

équation analogue à l'équation ( R ) du  no. ig , et qui se change en 
elle, dans le cas de la nature où ~ ' ( u )  =. 1. Le principe de la con- 
servation des forces vives a donc lieu dans toutes les loix mathé- 
matiquement possibles entre la force et la vitesse, pourvu que 
l'on entende par force vive d'un corps, le  produit de sa masse 
par le  double de l'intégrale de sa vîtesse multipliée par la différen- 
tielle de la fonction de la vîtesse qui exprime la force. 

Si l'on fait, dans l'équation (8) , 6xf= d'x + d'x,'; d'y1= by + $y,) 
2 z'= Sz $6~:; d'x"= d'x $ d'x,"; &c. ; on aura, en Cgalant séparé- 
ment à zdro , les coeficiens de 6 x  , d'y, $2, 

dx 9 ( v )  
o=z.rn(d . (z .y - ) -~dt} ;  0=2 .m.  

Ces trois équations sont analogues à celles du no. ao , d'où nous 
avons conclu la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité, dans le cas de la nature, lorsque le systême n'est assujéti a 
d'autres forces qu'a l'action et à l'attraction mutuelle des corps du 
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systême. Dans ce cas, x. m P , z, m Q , 8.  in R sont iiuls , et l'on a 

d~ ~ ( v )  4y ('1 
constante=z.m.-.-; constailbe=c.m.-.- - 

d t  v d t  v 
? 

~. 

d x  x:(vl d x  nt.-.- est égal à m Q (y) . -  , et cette dernière quantité est la 
d t  v ds 

force finie du corps, dt5composée parall&lem~nit à l'axe des x ; la 
force d'un corps étant le produit de sa masse par la fonction de la 
vîtesse qui exprime la force. Ainsi la somme des forces finies du 
systême, décomposées parallèlement à un axe quelcoi~qiie , est alors 
constante, quel que soit le rapport de la force à la vîtesse ; et ce 
qui distingue l 'é tatdu mouvement de celui du repos, est que 
dans ce dernier état, cette même somme est iiulle. Ces résultats 
sont commicns à toutes les loix mathématiquement possibles entre 
la force et la vîtesse ; mais ce n'est que dans la loi de la nature, 
que le centre de gravit& se nieut cl'niz mouvement rectiligiie et 
uniforme. 

Supposoiis encore dans I'équation (8)  , 
y r . 6 x  y". 6 ,z: 

Sx'= - +'Px; ; $xi'= - + Jx,* ; & c. 
Y Y 

la variation d'x disparoîtra des variations des clistaiices mutuelles 
f ,  f'; &c. des corps du systême, et des forces qui dependent de 
ces quantités. Si le systême est libre d'obstacles étrangers , on aura, 
en égalant à zéro, le coefficient de d'x , 

d'oh l'on tire en intégrant, 
xdy -ydx  @(VI 

c=z.n. ( d r  ) . - p r . f m .  ( ~ y -  ~ r ) . d t .  

On aura pareillement, 
xdz -zdx  g ( v )  

d= =.m. ( d t  ) . +I. /n.(~z-~~).dt; 

c ,  cf, c" etant des constantes arbitraires. 
1 2  
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68 M E C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
Si le sysiême n'est soumis qu'à l'action mutuelle de ses parties, 

oiîa, par le  no. a i ,  z.m.(Py-Qx)=o; z.rn.(Pz-Rx)=o; 

x . m . ( ~ z - ~ y ) = o ;  cl'ailleurs, m ( x.--y.- 2). '$ est le 

moment de la force finie dont le corps rn est animé, décomposée 
parallélement au plan des x et des y, pour faire tourner le systêine 

a~itour de l'axe des z ;  l'intégrale finie z . m. ).* est 
Y 

donc la somme des momens de toutes les forces finies des corps 
du systênie, pour le &ire tourner autour du même axe ; cette 
soinme est par conséquent constante. Elle est nulle dans l'état 
d'équilibre ; il y a donc ici la même différence entre ces deux états, 
que relativement à la somme des forces paralTkles à un  axe quel- 
conque. Dans la loi de la nature, cette propriété indique que la 
somme des aires décrites autour d'un point fixe, par les projections - 
des rayons vecteurs des corps , est t o~~ jou r s  la même en temps égal ; 
mais cette constance des aires décrites n'a point lieu dans d'autres 
loix. 

Si l'on différentie par rapport à la caractéristique 6, la fonction 
L .Sm. Q (y). cls ; on aura 

dx .  6dx+dy.J'FJ+dz.d'dz 
bds = 

ds d t  d t  

on aura donc, en intégrant par parties , 

Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du systhme, 
étant supposés fixes, le terme hors du signe /; disparaît dans 
cette équation ; on aura donc, en vertu de l'équation (8) , 
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mais l'équation (T) différentiée par rapport à 6, donne 

z.fnz.d'v.~'(v).ds =z. f rndt .  (PSx+ QSyf Rd'z); 

Cette équation répond au principe de la moindre action dans la 
loi de la nature. m. Q (u) est la force entière du corps rn; ainsi ce 
principe revient it ce que la somme des ivrtegrales des forces firiies 
des corps du systême, multipliées respectivement par les &mens 
de leurs directions, est u n  minimum : présenté de cette manière, 
i l  convient à toutes les loix mathématiquernelit possibles entre ]a 
force et la vitesse. Dans l'état de l'équilibre, 1% somme des forces 
multipliées par les élémens de l e im directions est nulle, en vertu 
du principe des vîtesses virtuelles; de qui  distingue donc à cet 
égard, l'état d'équilibre, de celui du moiivement, est que la même 
fonction différentielle, qui est nulle dans l'état d'équilibre, donne, 
étant intégrée, un minimum dans l'état de mouvement. 
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Des mouvemens d'un corps solide de JSgure quelconque. 

25. LE s équations différentielles des mouvemens de translation 
et de rotation d'un corps solide, peuvent se déduire facilement de 
celles que nous avons développées dails le Chapitre V;  mais leur 
importance dails la théorie du systêine du moide, nous engage à 
les développer avec étendue. 

Imagiiions un  corps solide dont toutes les partics soient sollici- 
tées par des forces quelconques. Nommoiis x , y, z , les coordoii- 
nées orthogonales de son centre de gravité ; x + x ' ,  y +y', z+zf , 
les coordoiinées d'une molécule quelconque d m  du corps, en sorte 
que x', y', z' soient les coordonizées de cette molécule , rapportées 
au centre de gravité du corps. Soient de plus P , Q , R, les forces 
qui sollicitent la molécule , parallèlement aux axes des x , des jy 

et des z. Les forces détruites h chaque instant dails la molécule dm, 
parallèlement à ces axes, seront par le no. 18, en considérant l'élé- 
ment d f, du temps , comme constant , 

I l  faut donc que toutes les molécules aniiiiées de forces sembla- 
bles, se fasseil t mutuellement équilibre. 011 a vu dans le no. i 5 , 
que pour cela, il est nécessaire que la somme des forces paral- 
lèles au même axe, soit nulle; ce qui donne les trois équations 
suivan tes : 
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la lettre S étant ici, un signe intégral, relatif à la molécule d m ,  
et qui doit s'étendre à la niasse entière du corps. Les variables 
x ,  y, r , sont les mêmes pour toutes les molécules ; on peut donc 
les faire sortir hors du signe 8;  ainsi en désignant par rn la masse 
du corps, on aura 

ddx ddx dck ddz cl& S.-.drn=m.- . 8.*,dm=m.-; S.F.dm=rn.-. 
dtP dta ' d ta dta d ta 

On a de plus , par la nature du centre de gravité, 

S.x'.dm=o ; S.yr.dm=o ; S.zf ,dm=o ; 
partant 

ddx' d dy' d dz' 
S.-.drn=o ; S.- 

dt2 
.drn=o ; S.-.dm=o ; 

d t" d P  

on aura donc 

d d z  
m .  = S.Rdm. 

dt" 
ces trois équations déterminent le mouvement dii centre de gravité 
du corps; elles répondent aux équations du no. 20, relatives au 
mouvement du centre de gravité d'un systhie de corps. 

On a v u  dans le no. 15, que pour l'équilibre d h n  corps solide, 
la somme des forces parallèles à l'axe des x , multipliées respecti- 
vement par leurs distances à l'axe des z ,  moins la somme des 
forces parallèles a l'axe des y, multipliées par leurs distances l'axe 
des z , est égale à zéro ; on aura ainsi : 
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on a pareillement 

& . ( e x  - Py) .dm= x,fQdm-y.JPdrn; 
eiifin on a 

S. { o f  ddy 4- ~dcly'-~'ddx-~ddc'). dm = ddy . S. x'dm-ddx . Sy 'dm 
+ ~ . S . d d ~ ~ . d m - ~ . S . d d x ' . d r n  ; 

et par la nature du cerltre de gravité, chacun des termes du second 
membre de cette équation, est nul; l'équation (1) deviendra donc, 
en vertu des équations ( A ) ,  

x'd dy'- y' dd x' $.( dp-).drn= S . ( Q r r - P y f ) . . d m ;  

en intégrant cette équation par rapport au temps t ,  011 aura 
( ~ ' d y ' ~ ; ' d ~ '  ) .dm= S . [ ( Q x f - P i ] . d t . d r n ;  

le signe intégral f se rapportant au temps t. 
D e - 1  il est facile de conclure que si l'on fait, 

S.f (Qxf-  P y f ) . d t . d m  = N ;  

S . f ( R x f - P z l ) . d t . d m =  N'; 
S.J(R ' - Q 2'). d t . d m = NI'; 

on aura les trois équations suivantes : 

ces trois 6quations renferment le principe de la conservation des 
aires ; elles suffisept pour déterminer le mouvement de rotation du 
corps , autour de son centre de gravité; réunies aux kquations (A), 
elles déterminent eornplètement les moavemens de translation et  
de rotatipn d u  corps. 

Si le corps est assujéti à tourner a ~ ~ t ~ u r  #un pointfixe ; il résulte 
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du il0. 1 5 ,  que les équations ( B )  sufisent pour cet objet; niais 
dors  , il faut fixer A ce poiiit, l'origine des coorcionnées x', y', z'. 

2 6. Coiisid6rons particulièrement ces équations , en supposant 
celte origine fixe A un poiiit quelconque différent ou i ~ o n ,  du  
centre de gravité. Rapportons la position de chaque inolécule, à 
trois axes perpendiculaires entre eux ,  fixes dans le corps, mais 
mobiles dansl'espace. Soit 8 l'iiiclinaison du plan formé par les denx 
premiers axes, sur le plan des x et des y ; soit Q l'angle formé par 
la ligne d'intersection de ces deux plans et par le pïeniier axe; 
enfin, soit 4 l'cingle que fait avec l'axe des x ,  la projeciion c h  
troisiéme axe sur le plan des x et des Y. Nous i~oinmerons axes priri- 
cipaiix , ces trois nouveaux axes, et nous d6sigilerons par xl', &y0 
et z", les trois coordoniiées de la niolécde d m ,  rapportées, à ccs 
axes ; on aura par le numéro a i ,  

xf= x". {COS. O.  sili.4. sin. Q +COS.. . COS. q 1 
+y4. {cos. O .  sin.,$. cos. ~-cos.$. sin. Q) fa1'. sin. O. sin.-+ ; 

y'= x". {cos. O .  cos. 4. sin. Q-sin. 4. cos. Q} 

+y". {cos.O.cos.-J.cos.p+sin..C.sin.~} +zu.sin.O.cos.-$; 

z' = 2". cos. O -y". sin. O .  cos. p - xo. sin. 9. sin. q. 

Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers 
membres des équations (13) en foiictioiis de 8 ,  -J et p , et de leurs 
différentielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul , en 
observant que la position des trois axes priiicipaux dépend de 
trois arbitraires que l'on peut toujours déterminer de manière à 
satisfaire aux trois équations 

S . ~ ~ ' y ' ~ . d r n = o ;  S.x"sn.drn=o; &'.y"z".dm=o. 

Soit alors 

S . ( y " ' f z 0 ' ) . d m = A ;  S.(rl'"+z"").dm=B; 

S. (xB1 d na = C 
et faisons pour abréger, 

do-d&cas. 8 = p d t ;  
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Les écluatioi~s ( R ) se changeront après toutes les réciuctions , dails 
les trois suivantes : 

A.p.sin.O.sin.q+Br.sin. 9.~0s.~-Cp.cos.%=-N; 
cos.& {Aq.cos. %.sin. Q+B r.cos. 8. cos.?+ Cp.sin.8} 

+siil.-/,. { ~ r . ~ i i i . ~ - A ~ . ~ o ~ . ~ ) = - N ' ;  ;(c> 
cos.+. {Br.sin.P -Ap . cos .~ )  
-sin.$. { A q  . cos.5. sinq + Br. cos.8. c0s.p Ç Cp . sin.8) =-N" 

ces trois équations doiznent , en les diEhrentiant et en supposant 
.C = O ,  après les clifférentiations , ce qui revient A prendre l'axe 
des x', infiniment près de la ligne d'iiitersectioii du plan des x' et 
des y', avec celui des x" et des y", 

dB. cos. O .  (Br. cos. p $A p. sin. 9 )  $- sin.0. d. (Br. cos. q $ A p  . siil. Q) 

-d.(Cp,cos.O) =-dN; 

d4. (Br .  sin. Q-Aq.  cos?) - d4. sin. 5 . (Br. cos. q + A p. sin. Q) 

-. +cos. 8. d .  (Br. cos. Q $ Ap. sin. Q) +- d. (Cp . sin. 8) =-dN ; 

d . ( R r . s i n . ~ - A p . ~ o s . ~ ) - d S . . c o s . 8 .  (Br..cos.@ + A p . s i i i . ~ )  
- CpcZ+.sin.8 =-clNo.  

Si l'on fait 

C p = p ' ;  A q = q l ;  B r = # ;  
ccs trois équatioiis différentielles clonnent les suivantes : 

CB-A) 
"PI+ 7 . p'r'. dt= dN. cos. 6 - d N r .  sin. 8 ; 

(C-BI <lgl+ . r'p'. dt = - (d N. siil. 9 + dN1. cos. 0 ) .  sin. e 

-+ dN". cos. P ; (4 
(A- C) dr' -+ - .p'qf . clt =-(LW. sin. 0 + d N r .  cos. 9). cos. p 

A C  
- d N".  sin. p. 

ces équations sont très-cornmodes pour déterminer le mouveinent 
de rotation d'un corps, lorsqu'il tourne à fort peu près autour de 
l'un cles axes priiicipaiix , ce qui est le cas des corps célestes. 

27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rap- 
porter les angles 8 ,  -+ et p , méritent une attention particulière; 
nous alloxis dhterminer leur position cians un solide quelconque. 
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Les valeurs de x', y', z' du il0. précédent, donnent , par le il0. 21 , 
Ics suivantes : 

I" = XI. (COS. 9. sin. 4. sin. Q + cos. 4. cos. P) 
+y'.(cos. o.cos.4.sin. o - s ~ ~ . ~ C . C O S . $ ) - Z ' . S ~ I ~ . ~ . S ~ ~ . Q ;  

y" = XI. (COS. 0 .  sin.-$. cos. P - cos. 4. sin. a) 
+y1. ( ~ 0 3 . 0 .  cos. 4. cos. Q + sin. +.sin. P) - xr.sin. B. cos. a ; 

Z" = x'. sin. 9. sin. -$ +yf. sin. B .  cos. .Cf 2'. cos. 9. 

D'ou l'on tire 

x". COS. Q -yB. sin. q = x'. cos. +yr. sin. 4. ; 
x". sin. Q +y1'. cos. Q = x'. cos. O.  sin. .C f y'. cos. 8. cos. 4 -zl .  sin. 9. 
Soit 

on aura 

COS. p .  S. xnz". dm-sin. o. L S . ~ " ~ " .  d m  = (aB-ba). sin. O. sin. 4. cos.+ 
+ f. sin. B .  (cos.' 4- sin.' 4) 4- cos. 0 .  (g.  cos. 4 - h. sin. 4) ; 

sin. P. S. x"zl 'dn~ + COS. p. S.y"z". d m  
= s h .  O .  COS. 8. (aa.siii.'$+ ba.cos."$- ca+zf.sin.+.cos.+J 
+ (cos.' O- sin." 8 ) .  (g. sin. 4 + h . cos. -L). 

En égalait à zéro, les seconds membres de ces deux équations, 

h .  sin. $-g. cos. -Jr 
tarig. 8 = 

(aa- 6'). sin. .$ . m a . $  +S (cor: J- sin.'.$) ' 
g.sin.4-t h .  cos.-$ 

itang. 2 8  = 
~ ~ - a ~ . s i n . ~  4- ba.cos.2+zf. sin. 4.~05.  4 ' 

mais on a 
tang. t) 

$. tang. 2 6 = 
i -tang.ld ; 

en égalant ces deux valeurs de tang-f O ,  et  en substituant dans In 

dernière , au lieu de tang. O ,  sa valeur prScédente en 4; en faisant 
ensuite , pour abréger, tang. 4 = u ; o n  trouvera, aprés toutes les 
réductions , l'équation siUva1it.e du troisième degré ; 

O = (gu+h). (hu -g)" 
.+ { (a1-b') . u +- f. (1-4) ) . {(hç3-ha" fg) . u f gb"-gc"4 f 1.. 
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Cette équation ayant au moins une racine réelle , on voit qu'il est 
tonjours possible de rendre nulles à-la-fois , les deux quantités 

COS. p. 8. xnzB. dm - sin. e . S. dm ; 
sin. o .  S. x"zl'. dnz + cos. a .  S. y"z". dm ; 

et par conséquent , la. soinine de l e im qinarrés , (S. x"z". dm)' 
+(S.y0z". dm)", ce qui exige que l'on ait séparément, 

S . ~ ~ ~ z " . d m = o  j S.y"z".dm=o. 

La valeur de u doline celle de l'angle 4, et par conséqueiit., celle 
de tang. 0 ,  et cle l'angle O. Il reste maintenant A déterminer l'angle 9 ,  

ce que l'on fera a u  moyen de la condition S. x'y". dm = O ,  qui reste 
à remplir. Pour cela, nous observerons que si l'on substitue dans 
S. xl'y". dm,  a u  lieu de x",  y" leurs valeurs précédentes; cette 
foilction devienclsa de cette forme ? H. sin. a o +L. cos. 2 p , H e t  L 
étant fonctions des angles 4 et 4, et des constantes a', ba, cl, f, g ,  h; 
eii égalant cette expression zéro, on aura 

- L  
tang. a q = -. 

H 

Les trois axes clétermiiiés au moyen des valeurs précédentes 
de O ,  4 et P , satisfont aux trois équations , 

S.~~'~".cErn=o; S.x"y/ / .dm=o; S.x"z*.dm=o. 

L'équation du troisième degré en u, semble iiidi y uer trois systêmes 
d'axes principaux semblables au précédent ; mais on doit observer 
que u est la taiîgei-rte de l'angle formé par l'axe des x', et par l'in- 
tersection du plan des x' et des Y' avec celui des %'' et des y"; 
or il est clair que l'on peut changer 1e.j uns dans les autres, les 
trois axes des x", des Y" et des z", puisqne les trois équations précé- 
dentes seront toujours satisfaites ; l'équation en u ,  doit donc éga- 
lement déterminer la'tangente de l'angle formé par l'axe des x' et 
par i'ifitersection du plan des x' et des y', soit avec le plan des x" et 
des y", soit avec le plan des x" et des zl', soit enfin, avec le plan 
des y" et des z". Ainsi, les tmis racines de l'équation en u , sont 
réelles , et elles appartiennent à u n  même systême d'axes. 

11 suit dc-là que géiiéralement, u n  solicle n'a qu'un seul sys- 
teme . . d'axes qui jouissent de la propriité dont il . s'agit. . Ces axes oiit 
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&té iîommés axes principaax de rofiation , à cause d'une propriété 
qui leur est particulikre , et dont noiis parlerons dans la suite. 

011 noinine nzoment d'inertie d'niz corps, relativement R u n  axe 
quelconque, la  soninie des produits de chaque molécule du corps, 
par le c j~~ar ré  de sa distance A cet axe. Ainsi les quantités A, B, C ,  
sont les monlens cl'inertie d u  solide que nous venons cle considérer, 
par rapport anx axes des xi', des y'' et des a". Nominons présente- 
ment C', le riion-ient d'inertie du même solide, par rapport à l'axe 
des 2'; on trouvera, au moyeii des valeurs de x' et des y' du il0. 
pdcédent , 

C r  = ,4.sin." d.sin." p+B.sin.' O.cos." p +  C.cos." 0. 
Les q~iantités sii~.".sin."o, sin." O .  cos.' P, et cos." 8, sont les p a r r é s  
des cosinus cles angles que foi1 t les axes des x", des y" et des 2'' avec 
l'axe des 2'; d'où il suit en général, que si l'on multiplie le mo- 
ment d'iiieïtie relatif à chaque axe pïii-icipnl de rotation, par le 
quarré du cosinus de l'angle qu'il fait avec inil axe quelconque, 
l n  somme de ces trois produits sera le moment d'inertie d ~ i  solide, 
selativeiiien t E ce dernier axe. 

La quantit6 C' est iiioinclre que la plus grande des trois quan- 
lit& A, R, .C; elle est p l~ i s  grande qiie la plus petite de ces troig 
qumtités ; le pliis grand et le plus petit moment d'inertie appu- 
tienilen t donc aux axes principaux. 

Soient X, Y, Z , les coordonnées C ~ L Z  centre de gravité clu solide, 
par rapport à l'origine des coordoimées , que nous fixons au  point 
autour duquel le coiys est ass~~jé t i  E .tourner , s'il n'est pas libre ; 
x'- X, y'- Y et zf-Z seront les coorclonnées de lamoléc~ile dnt 
du corps, relativeineiit à son centre de gravité : le rrio~nent d'iner- 
tie, relatif à un axe paralléle à l'axe des z', et passant par le centre 
de gravité, sera cloiic 

8. {(x'-X)"+(y'-Y)") .dm; 

or  011 a ,  par la iiature (ILI centre de gravité , S. x'dm = 772 X; 
S.y'drn = rn Y; le moment précédent se réduit donc a 

- m. (X" + Y") f S. (x'" -tyl'). dm, 

011 aura ainsi les nlornens d'inertie cl11 solide, relativement aiix 
axes qui passent par un poiiit quelconque; lorsque ces moinens 
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seront coimus par rapport nus  axe; qui passent par le centre de 
gravité. On voit en même tc~ilps , que lc plus petit de tous leu 
nioirieiis d'iiiertie , a lieu par rapport à l7u1l des trois axes priiîci- 
pilux qni passent par ce cen-lre. 

Supposons que par la nature du  corps, les deux inorneils d'iller- 
lie A et B soient égaux, on aura 

C1= A. sin." 8 + C. cos." O ; 

en f:iisant donc 8 égal k l'angle droit, ce qui rend l'axe des z' per- 
pendiculaire a celui des z", on aura C' =A. Les inomens d'inertie 
relatifs A tous les axes situés dans le plan perpendiculaire à l'axe 
des z", sont donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de s'assu rer 
que l7o1l a dans ce cas, pour le  systême de l'axe des z" et de deus  
axes quelconques perpendiculaires entre eux et à cet axe,  

S.dyf.dm=o ; S.x'zV.dm=o ; S.y'z".dm=o; 

car e n  cldsignant par x" et y" les coordoiiilées d'une molécule d m ,  
du corps , rapportées aux deux axes priixipaux , pris dans le plan 
perpendiculaire à l'axe des z", et par rapport auxquels les mornens 
d'inertie sont supposés égaux, nous aurons 

ou simplement S. P. d m  = S.yU'. d m  ; niais en nommant t l'angle 
que l'axe des x' fait avec l'axe des x" , on a 

II ' y' =y1'. COS. E -X .Sll1. E j 

on a donc 

S. x i f .  d rn = S. x". y". dm.  (ccs." o - siri." E) 
+S. (yn'- xi"). dm. sin. E .  COS. t = o. 

On trouvera semblablement S. x'z". dm = O ; S.y'zl'd m = O ; tous 
les axes perpendiculaires à celui des z" sont donc alors des axes 
principaux ; et dans ce cas, le solide a une infiiiité d'axes sem- 
blables. 

Si l'on a à-la-fois, A = B = C; on aura généralement C ' = A  ; 
c'est-à-dire, que tous les momens d'inertie du solide, sont égaux; 
mais alors on a généralement , 

S.x'yr.dm=o ; S.x'z'.clm=o ; S.y'zr.dm=o ; 
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quelle que soit la position du plan des x' et cles y'; en sorte que tous 
les axes sont des axes priiicipaux. C'est le cas de la sphère : iious 
verroixi dms la suite, que cette propri.&té convient à nile infinité 
d'autres solides dont nous doimierons l'équation géiiéïale. 

28. Les quantités p , g ,  r ,  que nous avons introduites dans les 
6quatioiis ( C) du no. 26, ont cela cie remarquable , qu'elles déter- 
minent la. position de l'axe réel et instantané de rotation du corps, 
par rapport aux axes piincipanx. E n  effet, on  a, relativement aux 
points situés dails l'axe de rotation, dx '  = O ; dy' =: O ; dzf = O ,  

en diE&eiitiant les valeurs de x', y', z' du no. 26, et cil fciisant 
sin. -$ = O ,  après les différeiitiations , ce q ~ i i  est permis , p~iisclue 
I'on peut fixer h volonté, la position de l'axe des x', sur  le plriil 
des x' et des y', on aura 

drc'=xff. Cd$. cos.0. sin.$-ch. si1i.p) -t-y". {d4. cos.8. cos.$-dp. c0s.p) 
+z".d4.siii.0=0; 

d''=xfl. {clp.cos. 0.cos.p -dd.siii. 9.sin. p-d4.cos.p) 
+y". {& . sin.?-&. cos.0. sin.p-do. siiî.8. cos.0) + zl'd 6. cos.&= O ; 

dz'= - xo. { d 8 .  cos. 4. sin. p 3- da. sin. 8. cos. Q} 

-y". {d 8. cos. 8. cos. a - dp. sin. O.  sin. 9)  -znd8. sin. O. 

Si l'on multiplie la première de ces équations, par - siil. e ; l n  
secpiicle , par cos. 9. cos. o , et la troisième, par -sin. 8. cos. p ; on 
aura en les ajoutant , 

O = ~ X ' - ~ Z ?  

Si l'on m~dtiplie la première des mêmes équatioils , par cos. 9 ; la 
seconde, par cos. 9. sin, q , et la troisième, par -sin. 0 .  sin. P ; oii 
aura, en les ajoutant ; 

O xpyf'- id". 

Erifin , si I'on multiplie la sccmde des memes équations, par sin. 8 ,  
et la troisième , par cos. 0 ; or1 aura, en les ajoutant, 

O = 4Y/1- r XI'. 

Cette derniére équation résulte éviclemmeiit des deux précédentes ; 
ainsi les trois équations dxf= O ,  dYr= O ,  dzf= O , se r6duisent à 
ces deux équations qui sont à une ligne droite forrnaiit avec les axes 
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Cctte droite est cloric en repos , et f i rme l'axe réel de rotation clu 
corps. 

Pour  avoir la vîtesse de ro-talion du corpq  coi1sidéroiis le point 
de l'axe des z", éloigrié de l'origiix des coordonnées, cl'uiie distance 
égale à l'uiîité. 011 aura ses vl tesses parallélcrneiit aux axes des x', 
cles y' et des z', en faisant x" - O ,  y'' = O, z" = i , clans les espres- 
sioiis précédentes de dx', dy', dz', et en les divisaiit par d t ,  ce qui 
doiiiie pour ces vitesses partielles, 

d t2-sir siri.> d 
la vîlesse entière du point doiit il s'agit, est donc - 

d t  
1 

ou (/m. E n  divisant cet.1~ vitesse , par la distance du point,  à 
l'axe instantané de roiaiion, on aura ln vîtesse angulaire de rotn- 
iion du corps ; or cette clistaixe est évi~lenirneiit égale au sinus de 
l'angle que l'axe réel de rotation. fait avec l'axe des z", angle doiit le 

P - 
cosinus est 011 aura cloiîc Vp'+ y'+ r', pour la vi- 

qa+ ra 

tesse angulaire de rotation. 
011 voit par-li ,  que quel que soit le mouvement de rotation 

d'un corps , autour d ' ~ m  point fixe, ou considéré comme tel; ce 
mouvemeiit ne peut être qu'un mouvernelit de rotation autour 
d'un axe fixe pendant u n  instant, mais qui  peut varier d'un instant 
à l'autre. La position de cet axe,  par rapport aux trois axes princi- 
paux , et la vîtesse angulaire de rotation dépendent des variables 
p , q , r , dont la détermination est très-imporiante daiis ces re- 
cherclles , et qui  exprimant des quantités iiidépendantes de la 
situatioii clu plan des sr et des y', sont elles -rné~nes indépeiiclantes 
de cette situation, 

2 9. Détermiiioi~s ces variables, en fonctions d~ temps t , dans 
le cas oh  le  corps n'est sollicité par aucunes forces extkïieures. 
POUV cela, reprenons les équations (D) du no. 26, entre les varia- 
bles p', p', r' qui sont aux pr6cédeiites , dans un rapport constant. 
Les différeiitielles d N ,  dN'  et d N " ,  sont alors nulles , et ces 
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éq~iations donnent, en les ajoutant eiisemble, après les avoir ni~il- 
tipliées respectivement par p', q' et r', 

0 =p'dp'+p'dqf+r'dr'; 
et en intégrant, 

JI'" + f + r'" = k1 , 
E étant une colistante arbitraire. 

Les équations (D) multipliées respectivement par A B  .pl, BC. q' 
et A C. r', et eiisuite ajoutées , donilent en intégrant leur somme, 

AB.p' '$BC.q"+AC.r '"=H";  

W étant une constante arbitraire : cette équation renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux 
intégrales, 

A C.k"H1+ A . (B-C) .pr*  y's = 
C. ( A - B )  J 

ainsi, l'on connaîtra p' et r' en fonctions du temps t ,  lorsquep' sera 
détermin; ; or la première des dquations ( D )  donne 

A B .  dp' 
dt= 

( A - B ) . q l i  ' 
pai%aii t 

A B  C.dp' 
dt= 

i /  {AC. ,V-H"+A.(B-  c).~~"}. { H ~ B  c . , P - B . ( A - c ) . ~ ~ ; ) '  

équation q ~ ~ i  n'est intégrable que dans l'un des trois cas suivans, 
B = A ,  B=C, A = C .  

La détermination des trois quantités p', cf, r' renferme trois ar- 
bitraires H', k", et celle qu'introduit l'intégration de 17Ëquation 
différentielle précédente. Mais ces quantiths ne donnent que la po- 
sition de 17aae instantané de rotation du corps, sur sa surface, ou 
relativement aux trois axes principaux, et sa vitesse angulaire de 
rotation. Pour avoir le mouvement réel du corps , autour du point. 
fixe, il faut connaître encore la position des axes principaux dans 
l'espace ; ce qui doit introduire trois nouvelles arbitraires rela- 
tives à la position primitive de ces axes, et ce qui exige trois nou- 

- 

velles intégrales qui, jointes aux précédentes, donnent la solu- 
WCAN, C$L Tome T, L 
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tion coinplète du  problême. Les équations ( C) (lu no. 26, ren- 
ferment trois arbitraires N ,  Nt, N"; niais elles ne sont pas entiè- 
rement distinctes des arbitraires H et k. El1 efI'et , si l'on ajoute 
ensemble les quarrés des premiers membres des Equations (C) , on a 

+'" r" = N" -1- N '" + N' ' ; 

ce qui donne k2 = W + N I 4  + N'". 
Les constantes N ,  N', N", répondent aux constantes c, cl, c" (Tu 

no. 2 1 ; et la fonction t . t .  dPla+ g" + ia exprime la somme des 
aires décrites pendant le temps t ,  par les projections de clirtque 

- 

molécule du corps, sur le plan relativement auquel cette somme 
est u n  maximum. N' et N "  sont nuls relativement à ce plan; en 
égalant donc à zkro , leurs valeurs trouvées dans le ri0. 26, on aura 

d'oh l'on tire 

cos. e = P ' 

v pla i- ql=.+ rt2 y 

sin. 8. sin. q = - 4' 
VPly + q12 + rra ' 

- 4  
sin. 8 .  cos. p = 

pl' + q" + T" 

Au moyen de ces équations , on connoitra les valeurs de fl et de q ,  

eiî fonctions dutemps , relativement au plan fixe que iious venons de 
considérer. I l  ne s'agit plus que de connoître l'angle + , que l'iiiter- 
section de ce plan, et de celui des deux premiers axes principaux, 
fait avec l'axe des x'; ce qui exige une nouvelle intégration. 

Les valeurs de q et de r du no. 26 donnent 

d4. sin." = 9 d t. sin. 8. sin. P+ rd t .  sin. B .  cos. p ; 

d'où l'on tire 
- K . d t . ( B q l +  Ar'") 

d4  = - .  
A B . (9'" + ?'") 

Y 

or  on a par ce qui prélcède 
ta H l -  A B  . p l 9  4 + = &2-p1a , . Bpl '+Ar '"= 

C i  
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on aura donc 
- k . d t .  {H2- A B . p )  

dS.= 
A B  C.(lr"-p'") 

Si 17011 substitue au lieu de d t ,  sa valeur trouvée ci-dessus ; on 
aura la valeur de 4 en fonction de p'; les trois angles û , F et 4 
seront ainsi déterminds en fonctions des variables p', q', r', qui 
seront elles-mêmes, détermiiiées en fonctions du temps t. On con- 
noîtra donc à un  instant quelconque, les valeurs de ces angles par 
rapport au plan des x' et des y', que nous venons de considérer, et il 
sera facile, par les fornii~les de la trigonométrie sphérique, d'en 
conclureles valeurs des mêmes angles, relatives à tout autre plan; 
ce qui  introduira deux iiouvelles arbitraires qui réunies aux 
quatre précédentes, formeront les six arbitraires que doit renfer- 
mer la solution complète du problêrne que nous venons de traiter. 
Mais on voit que la coiisidératioiz du plan dont nous venons de 
parler, simplifie ce problénze. 

La position des trois axes principaux, étant supposée connue 
sur  la surface du  corps ; si l'on connoit à un instant quelconque, 
la position de l'axe réel de rotation, a cette surface, et la vitesse 
angulaire de rotation ; on aura à cet instant, les valeurs dep  , p, r, 
puisque ces valeurs divisées par la vîtesse angulaire de rotation , 
expriment les cosinus des angles que l'axe réel de rotation forme 
avec les trois axes principaux ; on aura donc les valeurs de 
p', q', r i ;  or ces dernières valeurs sont proportionnelles aux cosi- 
nus des angles que les trois axes principaux forment avec le plan 
des x' et des y', relativement auquel la somme des aires des pro- 
jections des molécules du corps, multipliées respectivement par 
ces moléc~iles , est un  maximum ; on pourra donc alors déterminer 
à tous les iiistans, l'intersectiori de la surface du corps, par ce 
plan invariable; et par coiiséquent , retrouver la position de ce 
plan, par les conditions actuelles du mouvement du corps. 

Supposons que le mouveinenl; de rotation du corps soit dû à une 
impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravité. 
Il résulte de ce que nous avons démontré; dans les no" 20 et aa,  
que le centre de gravité prendra le même mouvement, que si cette 
impulsioii lui étoit immédiatement appliquée , et que le corps 

L 2 
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prendra autour de ce centre, le nieme mouvement de rotation, 
que si ce centre étoit immobile. La somme des aires décrites autour 
cle ce point, par le rayon vecteur de chacltie molécule projetée sur  
un  plan fixe, et niultipliées respectivement par ces molécules, 
sera proportionnelle au inorne~t  de la force primitive projetée sur  
le même plan ; or ce moment est le p l~is  grand, relativement au  
plan qui passe par sa direction et par le ceiitre de gravité ; ce plan 
est donc le plan invariable. Si l'on nomme f la distance de l'impd- 
sioii primitive, au centre de gravité ; et u , la vitesse qu'elle im- 
prime à ce point; m étant la masse du corps, mfb, sera le moment 
de cette impulsion, et en le multiplialit par + t ,  le produit sera 
égal à la soinme des aires ddcïites penclaiit le temps t ; mais cette 

t 
sonime, par ce qui prhède , est -. + gI1 + rl' ; on a donc 

a 

Si l'on connolt à l'origine du mouverneiit, la position des axes 
principaux, relativement au plan invariable, ou les angles 0 et p; 

on aura à cette origine, les valeurs dep', p' et r', et par conséquent, 
celles de p, q , r ; on aura donc à uii iris tant quelcoiique, les valeurs 
des mêmes quantités. 

Cette thkorie peut servir à expliquer le double mouvement de 
rotation et de révolution des planètes, par une seule impulsion 
priipitive. Supposons en effet, qu'une plaiiète soit une sphére ho- 
mogène d'un rayon R ; et qu'elle tourne autour du soleil avec 
une vîtesse angulaire U ;  r étant suppose exprimer sa distance au 
soleil, on aura v = r U; de plus, si l'on conçoit que la planéte se 
meut en vertu d'une impulsion primitive dont la direction a 
passé à la distance f de son centre ; il est clair qu'elle tournera 
sur elle-même , autour d'un axe perpendiculaire au plail invaria- 
ble ; en considérant donc cet axe, comme le troisièine axe priii- 
çipal, on aura, 8 = O ,  et par conséquent qt= O ,  r' = O ; on aura 
donc pl= m fv  , ou Cp = m f r U. Mais dans la sphère , on a 
C= f mR" ; partant, 

a R1 p j ' 5 . -  - *  
5 T O U '  

ce qui donne la distance f de la direction de l'impulsion primitive, 
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P R E M I E R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. 8 5 
au centre de la planète, q ~ i i  satisfait au rapport observé entre la 
vîtesse angulaire p de rotation, et la vîtesse aiigulaire U de révo- 

P Ieition autour dusoleil. Relativeinentàla terre, on a -= 366,95638; 
U 

R - la parallaxe du soleil donne - =0 ,0000~266~ ,  et par conséquent 
r 

f = %. 8, à fort peu près. 
Les planètes n'étant point homogènes ; on peut les considérer 

ici comme étant forinées de couches sphériques et concentriques, 
ci'iiiégales densités. Soit p la densité d'une d e  ces couches dont le  
rayon est R, p étant fonction de R; on aura 

772 étant la masse entiére de la planète, et les intégrales dtant prises 
depuis R= O ,  jusqu'à sa'valeur à la surface ; on aura ainsi 

Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voi- 
/ p  . R 4 .  d R  

sines du centre , sont les plus denses ; la folîction sera 
J p  . R a .  d R  

moindre que ; la valeur de f sera donc moindre que dails le cas 
de l'homogénéité, 

30. Déterminons présentement les oscillatioiis du corps, dans 
le cas où il tourne it trés-peu-prés , autour c h  troisiéme axe princi- 
pal. On pourroit les déduire des intégrales auxquelles nous sommes 
parvenus clans le no. précédent ; mais il est yliis siniple de les tirer 
directement des équations différentielles (D j du no. 26. Le corps 
n'étant sollicité par aucunes forces, ces équaiioiis deviennent, en 
y substituant aiR lieu de p', p', r', leurs valeurs Cp , A q ,  et Br ,  

Le solide étant supposé tourner à fort peu p i & ,  antoar dc m 1  
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iroisiéine axe principal ; p et r sont de très-petites quantités dont 
iious négligeïoiis les quarrés et les produits ; ce qui donne dp = O ,  

et par coméqtleiit, p constant. Si dans les deus autres équations, 
on suppose, 

g=M.siii .(nt+y) ; r = N f . c o s . C n t + ~ 1  i 

Jl et p étant deux constantes arbitraires. La vîtesse angulaire de 
rotation sers V p 2 f  qa + r' , ou simplement p , en négligeant les 
quarrés de q et de r ; cette vîtesse sera donc à très-peu près coi~s- 
tante. Enfin, le sinus de l'angle formé par l'axe réel de rotation, 

d m  
et par le troisième axe principal, sera 

P 
Si à l'origine du mouvement , on a p = O, et r = O , c'est-à-dire, 

si l'axe réel de rotation coincide à cet iiistaiit, ayec le troisième axe 
principal ; oii aura 2M= O , J f f =  O ; q et r seront donc toujours 
nuls, e t  l'axe de rotation coinciclera toujours avec le troisième axe 
principal; d'où il suit que si le corps commence à tourner autour 
d'un des axes priiicipanx , il continuera de tourner uniforménieiit 
autour du même axe. Cette propriété remarquable des axes princi- 
paux, les a fait nommer axes principaux de mtation ; elle leur 
convient exclusivement ; car si l'axe réel de rotation est invariable 
à la surface du corps , on a dp = O ,  d p  = O ,  d r = O  ; les valeurs 
précédentes de ces quantités donnent ainsi, 

(B-4  (C-BI ( A 4  
C 

. r p = o ;  -.rp=o ; - 
A B 

- p  p = o. 

Dans le cas général où A, 3, C soiit inégaux,' deux des trois 
quantités p ,  q ,  r soiit nulles en vertu de ces équations, ce qui  
suppose que l'axe réel de rotation coincide avec l'un des axes prin- 
cipaux. 

Si deux des trois quantités A, B ,  C sont égales, par exemple, 
si l'on a A = B ;  les trois équations précédentes se réduisent à 
celles-ci , rp = O ,  p p = O ; et l'on peut y satisfaire , par la suppo- 
sition seule de p égal h zéro. L'axe de rotation est alors dans un 
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plan perpendiculaire au troisième axe principal ; mais on a vil 
(no. 2 7 ) ,  que tous les axes situés dails ce plan, sont cles axes priii- 
cipaux. 

Eiifin, si l'oit a à-la-fois A = B = C, les trois équations pré- 
cédentes seront satisfaites : quels que soient p, p , r ;  mais alors, 
par le no. 2 7 ,  tous les axes du corps, sont des axes principaux. 

Il suit de-la, que les seuls axes principaux ont la propriété cl'être 
des axes invariables de rotation; rnais ils n'el1 jouissent pas tous 
de la meme manière. Le mouvement de rotation autour de cel~li 
dont le moment d'inertie est entre les momens d'inertie des deux 
autres axes, peut être troublé d'une manière sensible par la cause 
la plus légkre ; en sorte qu'il n'y a point de stabilité dans ce mou- 

. vement. 
On nomme état s tabb d'un systême de corps, un  état tel que le 

systéme , lorsqu'il en est infiniment peu dérangé, ne puisse s'eu 
écarter qu'infiniment peu, en faisant des oscillations continuelles 
autour de cet état. Concevons, cela posé, que l'axe réel de rotation 
s'éloigneinfiiiiment peu du troisième axe principal ; dans ce cas , les 
constantes M et M' sont infiniment petites ; et si n est une quan- 
tité réelle, les valeurs de p et de r resteront toujours infiniment 
petites, et l'axe réel de rotation, ne fera jamais que des excursions 
du  même ordre, autour du troisiènie axe principal. Mais .si n étoit 
Imaginaire, sin. (nt+ y), et cos. (n 6-1- y) se changeroient enexponen- 
tielles ; les expressions de q et de r pourroient donc alors augrneil- 
ter indéfiniment, et cesser enfin d'être infiniment petites ; il n'y 
auroit donc point de stabilité dans le mouvement de rotation 
du corps, autour du troisième axe prii~cipal. La valeur de n est 
réelle, si C  est la plus grande ou la plus petite des trois quantités 
'A, B,  C; car alors le produit ( C-A). ( C - B )  est positif; rnais 
ce produit est négatif, si C est entre A et B ;  et dans ce cas, n est 
imaginaire ; ainsi, le mouvement de rotation est stable autour cles 
deux axes principaux dont les moniens d'inertie sont le plus grand 
et le plus petit ; il ne l'est pas autour de l'autre axe principal. 

Maintenant, pour déterminer la position des axes principaux 
dans l'espace, nous snpposerons le troisième axe principal, à fort 
peu près perpendiculaire au plan des x' et des y', en sorte qile 0 
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soit m e  quantité très-petite dont nous négligerons le quarré. NOUS 
aurons par le no. 26, 

dq-d+ = p d t ;  

ce qui donne en intégrant, 

r étant une constante arbitraire. Si 17011 fait ensuite, 

les valeurs de q et de r  LI no. 2 6 ,  donneront, en élirniiiant d4, 

et en intégrant , 
A . M  

s=g.sin.(pt+h)-- . siil. (nt+ 7 )  ; 
CP 

BM' 
u = C. cos. ( p  t+ A)- -. COS. (n t+ 3.) j 

C F  
6 et A étant deux no~~vel les  arbitraires : le problême est ainsi com- 
plètement résolu, puisque les valeurs de s et de u donnent les 
angles O et P en fonction du temps, et que.$ est déterminé en fonction 
de o et de t. Si C est nu l ,  le plan des x' et des y', devient le plaii 
invariable auquel nous avons rapport6 dans le no. précédent, les 
angles O ,  e et +. 
3 1 . Si le solide est libre ; l'analyse des nos. précédens donnera 

son mouvement autour de son centre de gravité : si le  solide est 
forcé de se mouvoir autour d'un point fixe, elle fera connoître 
son mouvement autour de ce point. Il nous reste à considérer le  
mouvement c17un solide assujéti à se mouvoir autour d'un axe fixe. 

Concevons que x' soit cet axe que nous supposerons horizontal: 
dans ce cas, la dernière des équations (13 ) du no. 9 5 ,  suffira pour 
déterminer le mouvement du corps. Supposons de plus que l'axe 
des y' soit horizontal, et qu'ainsi l'axe des z' soit vertical et dirigé 
vers le centre de la terre ; supposons enfiii , que l e  plan qui passe 
par les axes des y' et des z', passe par le centre de gravité du corps, 
et imaginons un axe passant constamment par ce centre et par 
l'origine des coordonnées, Soit d l'angle que ce nouvel axe fait avec 

celui 
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celui des 2'; si l'on nomme y" et 2'' les coordonnées rapportées A ca 

nouvel axe ,  on aura 

d'oh l'on tire, 
y'dz' - z'dy' d d 

).dm=-- dt . S. dm. (yu'-+ z'". 

S. dm. (y"" +z"") est le moment d'inertie d ~ i  corps relativement à 
l'axe des xr : soit C ce moment. La dernière des équations (B) du 
no. 25, donnera 

ddd dNf' cc.-=-. 
d t 2  d t  

Supposoiis que le corps ne soit sollicité que par l'actioii de la pesan- 
teur ; les valeurs de P et de Q du no. 25, seront nulles, et R scril, 
constant, ce qui cloiiiie 

L'axe des z" passant par le centre de gravité du corps, on a 
&.y". dm= O ; de plus, si 1'011 nomme h la distance du centre dg 
gravilé du  corps, à l'axe de xr; on aura S. 2". dm=mh, m é t a t  
la masse entikre du corps; on aura donc 

et par conséquent, 
da0 -m.h.R.sin.d -- - 
d ta C 

Considérons préseiiteineiit , un second corps dont toutes les parties 
soient réunies dans un  seul point éloigné de la distance Z, de l'axe 
des x ' ;  on aura, relativement à ce corps, C= m'P, m' étant sa 

masse; de plus, h sera égal à Z; partant 
da0 -R  -- 
dt' 
- -, 3111.8. 

L 

Ces deux corps auront donc exactement le nidme mouvement. 
d'oscillaiion , si leur vîtesse initiale arigulaire , lorsque leurs ceii-. 
tres de gravit6 sont dans la verticale, est l a  même, et si 1'011 a, 

C 
Z = -. Le second corps dont nous venons de parler, est le pendule 

mh 
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90 M ' É C A N I Q U E  C O L G S T E ,  
simple dont on a considéré les oscillations dans le no. L I  ; on peut 
donc toujours assigner, par cette formule, la longueur L, du pendule 
simple dont les oscillations sont isochrones à celles du solide que 
nous considérons ici, et qui forme un  pendule composé. C'est ainsi 
clLie l'on a déterminé la longueur du pendule simple qui bat les 
secondes, par des observatioiis faites sur les pendules composés. 
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P R E M I È R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. Cl 

C H A P I T R E  V I I L  

Du mouvement des fduides. 

3 2. N o u s  ferons dependre les lo i r  du mouvement des fluides , 
de celles de leur équilibre ; de même que, dans le Chapitre V, 
nous avons déduit les loix du mouvement d'un systême de corps, 
de celles de l'équilibre de ce systême. Reprenons donc l'équation 
générale de I'Gquilibre des fluides, donnée dans le no. 1 7 ,  

>p=p. {P.J'x$Q.d'y+R.bz} ; 
la caractéristique 6, ne se rapportant qu'aux coordonnées x , y ,  z 
de la molécule, et  n'étant point relative au temps t. Lorsque le 
fluide est en mouvement, les forces en vertu desquelles ses mo- 
lécnles seroient en &quilibre, sont, par le no. 18, eii supposant dt  
constant, 

d d z  p-(g) ; Q-(G); x-(& 
il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans l'équa- 
tion précédente de l'équilibre. En désigiiant par $7; la variatioii 
P. 6x + Q . d'y + R. $2, que nous supposerons exacte ; on aura 

d d z  
~ 7 - ~ = ~ ~ . ( ~ ) + ~ ~ . ( ~ ) + : 6 z . ( ~ ) ;  P (F) 

cette équation équivaut à trois équations distinctes; puisque les 
variations d'x, J'y, $2, étant indépendantes, on peut ggaler sépa- 
rément k zéro, leurs coefficiens. 

Les coordonnées x, y, z ,  sont fonctions des coordonnées pri- 
mitives et du temps t ; soient a,  b , c, ces coordoniiées primitives, 
on aura 
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Eii substituant ces valeurs dans l'équation (F) , on pourra kgaler 
séparément 8 zéro, les coefficiens de d'a, d'b,Jc; ce qui donnera trois 
équations à différences partielles entre les trois coorclonnées x, y, z 
de la molécule, ses coordonnées primitives a ,  6, c , et le temps t. 

11 nous reste B remplir les conditions de la continuité du  fluide. ' 
Pour cela, consiclérons à l'origine du mouvement, un parallélipi- 
pède fluide rectangle dont les trois dimensions soient d a ,  db, de. 
En désignant par ( p )  la densité primitive de cette niolécirle; sa 
masse sera ( p ) .  d a. d b.  d c. Nommons (A)  ce parallélipipkde : il est 
aisé de voir qu'après le teiiips t , il se changera dans un parallélipi- 
pède obliqaangle; car toutes les molécules situées pririiitivement 
sur une face quelconque du parallélipipede (A ) ,  seront encore 
dans u n  même plan, du moins en négligeant les ilifinilnent petits 
du  second ordre : toutes les molécules situées sur les arrètes pa- 
rallèles de (A), se trouveront sur de petites droites égales et pa- 
rallèles entre elles. Nomnions (B) , ce nouveau parallélipipède, et 
concevons que par les extrémités de l'arrète formke par les molé- 
ciiles qui, clans le parallélipipède (A)  , cornposoient l'arrète d c , 
on mène deux plans parallèles B celui des x et des y. E n  prolon- 
gean t les arrètes de (23) , jusqu'à la remontre de ces deux plans ; on 
aura u n  nouveau parallélipipède (CI, compris entre eux et égal à 
(B) ; car il est clair qu'antant l'iin des deux plans retranche du 
parallélipipkde (B), autant l'autre lui ajoute. Le parallélipipède (C) 
aura ses deux bases parallèles au plan des x et des y : sa hauteur 
comprise entre ses bases, sera évidemment égale à la différence 

de s, prise en n'y faisant varier que c ;  ce qui donne ($).de, pour 

cette hauteur. 
On aura sa base , en observant qii'elle est égale à la section 

de (B), par un plan parallèle à celui des x et desy; nommons (E) 
cette section. Par rapport aux molécules dont elle sera formée, la 
vcilcur de z sera la nierne, et l'on aura 

Soient 617 et 6 g  de~ ix  côtés contigns de la section (E) , dont le 
premier soit for1116 par des molécules de la face db.clc du  paral- 
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P R E M I È R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. g3 

Iélipipède ( A ) ,  et dont le second soit formé par  des moltiicules de 
sa face d a. dc. Si par les extrémités du  côté d'p , on imagine cleux 
droites parallèles i I'axe des x ,  et que l ' o ~  prolonge le côté du 
parallélogramme (el, parallèle à dp , jusqu'à la rencontre de ces 
droites; elles intercepteront entre elles , m i  Yiouveau parallélo- 
gramme ( A )  égal à (r) , et dont la base sera parallèle il l'axe des x. 
Le côté bp étant formé par des molécules de la face db.  d c , relati- 
vement auxquelles la valeur de z est la méme ; il est aisé de voir 
que la hauteur du parallélogramme (A) est la différence de y,  en 
su.pposniit a, z et  t constans, ce qui  donne 

#O-ù 

c'est 

O = ( $ ) . d b  + ( g ) . d c ;  

l'on tire 

d,y= (($). (2)-(2). ( g ) ] . d b ;  

(X) 
19expression de la hawteur du parallélogramme (A ) .  Sa base est 

égale à la section de ce parallélogramme, par un plan paralléle à 
l'axe des x; cette section est formée des moltlcules du  paralléli- 
-pipéde (A),  par rapport auxquelles z et y sont constans ; sa lon- 
gueur est donc égale a la différentielle de x, prise en supposalit z ,  
y et t coiistans ; ce qui donne les trois équations, 

Soit pour abrGger 
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oii aura 
C.da 

d x  = (2). (g) - ( 2 )  ( 2 )  
c'est l'expression de la base du parallélogramme (A); la su~face de ce 

E.da .db  
paiallelograrnme sesa donc . Cette qinanlité exprime encoré 

($ ) dz 

la surface du paralMogramme (e) ; en la multipliant par (dC), dc, 

on aura g. da. d b. d cpour le volume des parallélipipèdes ( C )  et (B). 
Soit p la densité du parallélipipéde (A) après le temps t ;  on aura 
p 6. d a .  d b .  d c  pour sa masse ; en l'égalant à sa masse primitive 
(p).da.db.dc, on aura 

P ~ = ( P ) ;  ( G )  
pour l'équation relative à la continuité du fluide. 

33. On peut donner aux équations (3') et (G) ,  une autre forme 
d'un usage plus commode dans quelques circonstances. Soient u ,  P 

et v, les vitesses d'une moléc~de fluide, parallèlement a m  axes 
des x , des y et des z ; on aura 

Différentions ces équations, en regardant u , u et v , comme fonc- 
tions des coordonnées x ,  y, z de la molécule, et du temps t ; 
nous aGroiis 

I,'6quatioii (F) dix no. précédent deviendra ainsi, 
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Pour avoir l'équation relative à la continuité du fliiicle ; concevons 
que dails la valeur de g, du no. précédent, a ,  b , c,  soient égaux 
i t x , y , z , e t que  x , y ,  z soient é g a u x à x + ~ d t ~ y + v d t ,  z f  v d t ?  
ce qui revient à prendre les coordonnées primitives a ,  b ,  c , iiifi- 
iiiment près de x, y, z ;  on aura 

l'équation ( G) devieilt , 

Bi l'on considère p comme foiiction de x ,y, z , et de t ;  on a 

(p) =p-dt. (d;) - -udt. ( ~ ) - * d t . ( + d t . ( ~ > ;  

l'équation précécleiite se change ainsi clans la suivante : 

c'est 196quation relative à la continuité du fluide, et il est aisé de 
voir qu'elle est la différentielle de l'équation ( G )  du no, précéclent, 
prise par rapport au temps t. 

L'équation (H) est susceptible d'intégration, dans un  cas fort 
étendu, savoir, lorsque zl 6x+ u d'y + v  62 est une variation exacte 
de x ,  y ,  z ,  p étant d'ailleurs une fonction quelconque de la pres- 
sion p. Soit alors d'p cette variation ; l'équation (23) donne 

d'oU l'on tire en  intégrant par rapport à 6, 

Il faudroit ajouter à cette intégrale, une constante arbitraire, hnc- 
tion de t ; mais cette constante peut être censée renfermée dans la 
' fonction q. Cette derniére fonction clonne 1s vîtesse des mol~culcs 
fluides, paraliélement aux axes des x , des y et des z ; car on a 
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96 M E C A N I Q U E  C É L E S T E ,  
L'équation (K) relative à la continnité du fluide, devient 

ainsi, l'on a relativeinen t aux fluides homogènes , 

011 peut observer que la foiiction u . d ' x + u . b y + v . b z  est une 
variation exacte de x , y, z à tous les insians, si elle l'est i un sen1 
instant. Supposons, en effet, qu'à u n  inslant quelc~iique , elle soit 

- - 

égale à 6 q ; clans l'instant suivant, elle sera 

elle sera clonc encore, h ce nouvel instant, une variation exacte, 

si ($ ). aX+ ($ ). 9 + (2). d'z, est une variation exacte au p r c  

inier imitant ; o r  l'éqaatioil ( H )  donne à cet instant, 

le preiiîier membre de cette équation est par conséquevit , une va- 
riation exacte en x , y ,  z ; ainsi la fonction u. d'x+ u. 6y + v. J a 
est une variation exacte clans l'instant suivant, si elle l'est dans u n  
instant ; elle est donc alors uiie variation exacte A tous les instnim 

Lorsque les moinvemeiis sont très-petits ; on peut négliger Ics 
quarrés et les produits de u , Y et v ; l'équation ( H )  devient alors 

ainsi , class ce cas , u. b x  4- Y .  Jy -t v. d'z est une variation exacte, 
si comme ~ O L Z S  le supposons , p  est fonctiqn Clep j en noiiimant clonç 
ericore 6 p cette différence, on aura 

et si le fluide est l~oinogène , l'équation de coiitinuiié deviendra 

Ces 
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P R E M I È R E  P A R T I E ,  L I V R E  1. O 7 
Ces deux équations renferment toute la théorie des onciulatioiiç 
très-petites des fluides homogènes. 

34. Considérons une masse fluide homogène douée d'un mou- 
vement uniforme de rotation autour de l'axe des a. Soit n la 
vitesse angulaire de rotation, à une distance de l'axe que rious 
prendrons pour unité de dis tance ; on aura v = - nz ; v = ny ; 
l'équation ( H )  du no. précédent, deviendra ainsi, 

équation possible, puisque ses deux membres sont des différences 
exactes. L'équation (K) du même no. deviendra 

et il est visible que cette équation est satisfaite, si la masse fluide 
est homogène. Les équations du mouvement des fluides sont donc 
alors satisfaites, et par conséquent, ce rnoavenient est possible. 

La  force centrifuge à la distance ( /y2+z'  de l'are de  rotation , 
est égale au quarré n" . (y' + z') de la vî tesse , divisé par cette dis- 
tance ; la fonctioiz na. ( y J y + z  62) est donc le produit de la force 
centrifuge, par l'élément de sa direction; ainsi, en comparant 
Yéquation précédente du mosvement du fluide, avec l'équation 
générale de l'équilibre des fluides, donnée dails le no. i 7 ; on voit 
que les conditions du mouvement dont il s'agit, se réduisent à 
celles de l'équilibre d'une masse fluide, sollicitée par les mêmes 
forces, et par la force centrifuge due au mouvement de rotation; 
ce qui est visible d'ailleurs. 

Si la surface ext&rieure de la masse fluide est libre, on aura 
6p = O ,  à cette surface , et par conséquent, 

O= d'Y+na.(y by+zbs) ;  

d'ou il suit que la résultante de touîés les forces qui animent chaque 
molécule de la surface extérieure, doit être perpendiculaire à cette 
siIrface ; elle doit &tre de plus, dirigée vers l'intérieur de la masse 
fluide. Ces conclitions étant remplies ; une masse fluide homogène 
sera en équilibre, en supposant même qu'elle recouvre u n  solide 
de figure quelconque, 

REcm. c h .  Tome 1 N 
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Le cas que ilous venons d'examiner, est un  de ceux dans les- 
quels la variation I L .  Jx + u . G y  + v . Sz  n'est pas exacte ; car alors 
cette variation devient - n. ( z  6y - y t z )  ; ainsi dans la théorie 
du flux et du reflux de la mer ,  on ne p ~ u t  pas supposer que 12 
variatiori dont il s'agit, est exacte ; puisqii'elle ne l'est pas dans le 
cas très-simple , où la mer n7auroit d'autre mouvement que celui de 
rotation q ~ ~ i  lui est commun avec la terre. 

3 5. Dé terminons maintenant, les oscillatioiis d'une masse fluide 
recouvrant u n  sphéroïde doué d'un mouvement de rotation nt, 
autour de l'axe des x ; et supposons-la très-peu dérangée de l'état 
d'équilibre, par l'action de forces très-petites. Soit à l'origine d u  
mouvement, r la distance d'une molécule fluide, au centre de 
gravité du sphéroïde qu'elle recouvre, et que i ~ o u s  supposerons 
iminolde; soit 8 l'angle que le rayon r forme avec l'axe des x ,  
et a l'angle que le plan qui passe par l'axe des x et par ce rayon , 
forme avec le plan des x et des y. Supposons qu'après le temps t, 
le rayon r se change dans r + a s ,  que l'angle 8 se change dans 
8+au,  et quel'angle m se change dans nt+m+au; a s ,  au,  et u v  

étant de très-petiies quantités dont nous négligeroiis les qnarrés 
et les produits ; on aura 

x =(r+a~).cos.(O+u~);  
y=(r f a~) . s in . (8+au) .cos . (n t+w+~~v);  
z= (r+a~).sin.(O+au).sin.(nt$m+ay). 

Si l'on substitue ces valeurs, dans l'équation ( F )  du no. 32 , on 
aura, en négligeant le  quarré de a ,  

A la surface extérieure du fluide, on a bp = O ;  on a de plus, d a n s  
Yéiat d'équilibre, 
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(d'Y) étant la valeur de d'Y qui convient à cet état. Supposons 
que le fluide dont il s'agit, soit la mer ; la variation ( $7) sera le 
produit de la pesanteur m~nltipliée par l'élément de sa direction. 
Nommons g la pesanteur, et y l'élévation d'une moldcule d'eau 
de sa surface, au-dessus de sa surface d'équilibre, surface que 
nous regarderons comme le véritabIe niveau de la mer. La varia- 
tion (6 Y) croîtra par cette élévation , dans l'état d e  mouveinent , 
de la qu.antité - ag. 6 y ; parce que la pesanteur est à fort peu prés 
dirigee dans le sens des ay , et vers leur origine. En désignant en- 
suite par a d'Yf, la partie de G Y  relative aux nouvelles forces qui 
dans l'état de mouvement , sollicitent la molécule, et qui clépen- 
dent, soit des changemens qu'éprouveiit par cet état,  les attruc- 
lions du sphéroïde et du fluide, soit des attractions étrangères ; on 
aura à la surface, 

J'Y= ( $ 7 ) - a g . d ' y + a . d ' Y 1 .  
na 

La variation -. 6. { ( r+  cc s ) .  siiî, (4 -+ a U) } croît de la quantith 
O 

a na. d'y. r. sin." 8 ,  en vertu de !a hauteur de la molécule d'eau, 
au-dessus du niveau de la mer ; mais cette quantité peut être né- 
gligée relativenient au terme - ag. $y, parce que le rapport 
R'. T - de la force centrifuge à l'équateiir, h la pesanteur, est une 
E 

très-petite frriction égale à &. Enfin, le rayon r est à fort peu près 
constant à la surface de la mer, parce qu'elle diffère très-peu d'une 
surface sphérique ; on peut donc y supposer br iiulle. L'équa- 
tion ( L )  devient ainsi, à la surface de la mer, 

- -- g.>y+d'Yf ; 

les variations J'y et $7' étant relatives aux deux variables B et m. 

Consiclérons présentement, l'équation relative à la coiitiiiuité 
du fluide. Pour cela, concevons a l'origine du mouvement, uii 
parallélipipéde rectangle dont la hauteur soit ci r , dont la largeur 
soit r d m .  sin. O ,  et doiit la loilgueuï soit rd O. Nommons r', 8' ct m' 

N s  
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ce que deviennent r ,  4 et m, après le temps t. En  suivant le raison- 
nemer~t du no. 3a,  on trouvera qu'après ce temps, le volunie de la 
molécule fluide est égal à a11 parallélipipède rectangle dont la hau- 

leur est (g). d i ;  dont la largeur est 

da' I rr.sin.8'. ((g).dw+(;i;).drJ, 

en éliminant d r ,  au moyen de l'équation 

d 4 d 6' 
enfin, dont la longueur est rf . {(L). d r d r  + ($). d 9 + (r). m d .m] ; 

en éliminant d r et dw , au moyen des équations 

En supposant donc 

levolumedelarnol~culeaprèsletemps t,sera, cf .  r". sin.6. dr. dB. da; 
ainsi en nommant (p) ,la densité primitive de cette molécule, et p 
sa densité correspondante à t; on aura, en égalant l'expression 
primitive de sa masse , à son expression après le te,mps t , 

,o.g1r''.sin.9'= (,).r9.sin. 9 ;  

c'est l'équation de la continuité du fluide. Dans le cas présent, 

on aura ainsi, en négligeant les qqantités de l'ordre a", 

Supposons qu'après le temps t ,  la densité primitive ( p )  d o  fluide 
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se cliange en (p) + d p'; l'équation précédente relative à la conti- 
iiuiié du fluide, donnera 

36. Appliquons ces résultats aux oscillations de la nier. Sa 
masse étant homogène, on a p' = O ,  et par conséquent, 

u. e 
.=($)+P.{(-$)+(;)+ sin. . e - }. 

Supposons, conformément à ce qui paroît avoir lieu dans la nature, 
la profondeur de la mer très-petite relativement au rayon r du 
sphéroïde terrestrk ; représentons-la par 7 ,  y étant une fonction 
très-petite de O et de m ,  qqui dépend de la loi de cette profondeur. 
Si  l'on intègre l'équation précédente, par rapport A r, depuis la snr- 
face du solide que la mer recouvre , jusqu'à la surface de la mer ; 
on voit que la valeur de s sera égale à une fonction de O ,  m et t , 
indépendante de r ,  plus à une trés-petite fonction qui sera par 
rapport à u et à u , d u  meme ordre de petitesse, que la  fonc- 

Y tion -; o r  à la surface du solide que la mer recouvre, lorsque 
t 

les angles 6 et m se changent dans d+au ,  et n t + v + a v ,  il est 
aisé de voir que la distance d'une molécule d'eau, contiguë à cette 
surface, a u  centre de gravi té de la terre, ne varie que cl'urie quan- 
tité très-petite par rapport à au et au, et du même ordre que les 
produits de ces quantités par l'excentricité du sphéroïde recou- 
vert  par la  mer : la fonction indépenciante de r qui entre dans l'ex- 
pression de s, est donc très-petite du meme ordre; ainsi l'on peint 
négliger généralement s, vis -à-vis de u et de v. L'équation du 
mouvement de la mer à sa surface, donnée daris le no. 35, devient 
par-là , 

l'équatioii ( L )  du mÈme no. relative à un point quelconque de 
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l'intérieur de la masse du fluide, donne dans l'état d'éq~ulibre, 

nP 
O=- 

( * P I  J'. {(rf a ~ ) . s i n . ( 8 + c c u ) ) ~ ( J ~ I - - -  
a i 

P 

($7) et ( 6p )  étailt les valeurs de J'Y et de 6p,  gui dans l'état 
d'équilibre, conviennent aux quantités r+ cc s , a 3. a ~1 , et + cc v ,  
Supposoris que dans l'état de niouvement , on ait 

d'y=(W)+a,$yf ; 6 P = ( b p ) S a . b p ' 3  

1'6quation (L) doimera 

( )  - - 9 n r . s i n . n ~ .  - 
d 1- ( : y ) .  

L'équation ( M )  nous montre que n,(:) est du même ordre 

?'u que y ou s , et par conséquent de l'ordre -; la valeur du pre- 
r 

rnier membre de cette dquatian , est donc du même ordre ; aiilsi , 
en rnultiplialit cette valeur, par d r ,  et en l'intégrant depuis la 
surface du sphéroïde que la mer recouvre, jusqu'à la surface de 

la mer; on aura Y'- - égal B une f o n k o n  trbs-petite , de l'ordre 
P 

Y S  - , plus à une fonction de b ,  s et t ,  indépendante de r ,  et que 
r 

nous désignerons par A ; en n'ayant donc égard clans l'équation (L) 
clu no. 35, qu'aux deux variables 8 et a, elle se changera dans 
l'équatiotl (N) , avec la seule différence que le second membre 
se changera dans $A.  Mais A étant indépendant de la profondeur 
à laquelle se trouve la molécule d'eau que nous considérons ; si 
l'on suppose cette molécule trés-voisine de la surface,l'équation (L) 
doit évidemment coincider avec 176quation (M); si1 a clonç 
$ A  = J'Y'- &. d'y , et par conséquei~t , 

la valcur de J'Y' dans le second membre de cette équation, éiant 
relative à la surface de la mer, Nous verrons dans la théorie du  
flux et du refiux de la mer ,  que cette valeur est à très-peu près 
la même, pour toutes les molécules situées sur le meme rayon 
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terrest;.e, depuis la surface du solide que la mer recouvre, jusqu7A 
la surface de la mer; on a .donc relativement à toutes ces molé- 

J'P' cules , - =g. 6 1  ; ce qui donfiep' égal à p gy plus une fonction 
P 

indépendante de B , m et P ; or à la surface clu niveau. de la mer, 
la valeur de cep' est égale &la pression de la petite coloiine d'eau zy, 
qui s'éléve au-dessus de celte surface, et cette pression est égale 
A ap .gy ; 011 a donc, dans tout l'ictérieur de la masse fluide, depilis 
ln. surîace du  sphéroïde que la mer recouvre, jusqu'à la surface 
du niveau de la mer ,  p'= pgy; ainsi un point quelcoiîqne de 
la surface du sph6roïde recouvert par la mer, est plus pressé que 
dails l'état d'équilibre, de tout le poids de la petite coloniie d'eau, 
coniprise entre la surface de la mer et la surface clu iîiveau. Cet 
excès de pression devient négatif, cl.ans les points oii la surface de 
la mer s'abaisse au-dessous de la surface du nivenu. 

. 

Il suit de ce que nous venoiiç de voir ,  que si l'on. n%, égard 
qu'aux variations de 0 et de .a; l'équation (L) se change dans 
l'équation (M) , pour toutes les iûoléc-ules intérieures de la masse 
fluide. Les valeurs de zc et de v relaiives à toutes les molécules 
de la mer, situées sur le même rayon terrestre, soiit dortc détermi- 
nées par les niêines équations différentielles; ainsi, eki supposantf 
comme nous le ferons dans la théorie du flux et du refl~ix de la 

mer, qu'à l'origine du mouvement, les valeurs de ZL , (g) , V ,  (gj 
ont ét6 les mêmes pour toutes les molécules situées sur le même 
rayon ; ces rnoléc~~les resteront encore sur le même rayon, durant 
les oscillations du fluide. Les valeurs de r ,  u et .ci peuvent donc 
être supposées les mêmes à très-peu près, sur la petite partie du 
rayon terrestre, c o n ~ p ~ i s e  entre le solide que la mer recouvre, 
et la surface de la me r ;  ainsi , en intégrant, par rapport à r , 
l'équation 

011 aura 

O = ras - (r2s)  -+ raye {($)+ (;)+-3; 
(19s) étant la  valeur de r9s, 2~ la surface du sphéroide recouvert 
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par la mer. La fonction ras-(r's) est égale à très -peu près à 
ra . {s- (8)) + 2 r? (s) , ( s )  étant ce que devient s , A la surface du 
sphéroïde ; on peut ndgliger le terme 2 r 2. Cs) , yu la pelitesse de 
7 et de (s) j on aura ainsi, 

r2s- (ras) = ra. CS - (SI]. 
Maintenant, la profondeur de la mer ,  correspondante aux angles 
d+du, et n t + m + c t v ,  est ?+a. { s - ( s ) )  : si l'on fixe l'origine 
des angles O et n t +  rn , à Inn point et à un  méridien fixes sur la 
surface de la terre, ce qui est permis , comme on le verra bientôt ; 

cette même profondeur sera ?+au. (z) +cc v .  (2) plus 17é16va- 

tion a y  de la molécule fluide de la surface de la mer ,  au-dessus 
de sa surface de niveau ; on  aura donc 

L'équation relative à la coqtinuité du fluide, deviendra par consé- 
quent, 

d.7 u 
CN) 

011 peut observer que dans cette dquation, les angles 4 et n t + v  
sont coniptés relativement à un point et A un  méridien fixes sur 1s 
terre, et que dans l'équation ( Af), ces mêmes angles sont comptés 
relativement à l'axe des x ,  et à un plan qui ,  passant par çet axe, 
auroit autour de lui, u n  mouvement de rotation , égal à n ; or cet 
axe et ce plan ne sont pas fixes la surface de la terre, parce que 
l'attraction et la pression du fluide qui la recouvre, doivent altérer 
1111 peu leur positioii sur  cette surface, ainsi que le mouvement de 
rotation du sphéroïde. Mais il est aisé de voir que çes altérations 
sont aux valeurs de a u et de dv,  dans le rapport de la masse de la 
mer ,  à celle du sphéroïde terrestre ; ainsi, pour rapporter les 
angles O e t  n t + m  , à un  point et à un méridien invariables à la 
surface de ce sphéroï.de , daps les deux équations (,M) et ( N )  ; il 

Z U  Y+' sifit d'altérer u et Y ,  de quantités de l'ordre - et - , quantités 
r r 

que noqs iious sommes permis cle négliger ; on peint donc sup- 
poser dans ces équations que du  et av  sont les rnouvemeiis du 
fluide, en latitude et t n  longikida 
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On peut observer encore, que le centre de gravilé dii sphéroïde 
étant supposéimmobile, il faut transporter en sens contraire, aux 
molécules fluides, les forces dont il est animé par la réaction cle la 
mer ; mais le centre cominuii de gravité c h  spliéroïde et  de la mer, 
ne changeant point, en vertu de cette réaction ; il est clair que 
le rapport de ces for/ces à celles dont les molécules sont aniniées 
par l'action du sphéroïde, est du d r n e  ordre que le rapport de la 

2' masse fluide A celle du sphéïoïcle, et par conséquent, de l'ordre - - 
r ' 

on peut donc les négliger dans le calcul de d'yr. 
s7. Copsidérons de la même manière, les mouvernens de l7at- 

mosphère, Nous ferons dans cette recherche, abstraction de la 
variation de la chaleur, à différentes latitudes et à diverses hau- 
teurs , ainsi que de toutes les causes irrégulières qui l'agitent, et 
nous n'aurons égard qu'aux causes régulières q u i  agissent sur  elle, 
coinnie sur l'océan. Nous supposerons conséquernnient , la nier 
recouverte d'un fluide daskique d'une température uniforme; nous 
supposerons encore, conformément à l'expérience, la densité dc 
ce fluide, proportionnelle à sa pression. Cette supposition donne à 
l'atmosphère, une hauteur infinie; mais il est facile de s'assurer 
qu'à une très-petite hauteur, sa densité est si petite, qu'on peut la 
regarder cornnie nulle. 

Cela poséi , nommons sr, u' et y', pour les molécules de l'atmo- 
sphère, ce que nous avons nommé s , u et v ,  pour les molécules de 
la mer ; l'équation ( L )  du no. 35, donnera 

P 
Considérons d'abord l'atmosphère dans l'état d'équilibre, dans 
lequel s', h' et Y' sont nuls. L'équation précédente donne alors, en 
17&tégrant, 

nP EP -. 4 + 7- f - = constante. 
O - P 

M~CAN.  CCL. Tome I. O 
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La pression p étant supposée proportionnelle à la densité ; nous 
feronsp = k.g. p ,  g étant la pesanteur dans un lieu détermin6, que 
nous supposerons etre l'équateur, et Z étant une quantité constante 
qui exprime la hauteur de l'atmosphère supposée par-tout de la 
même densité, qu'à la surface de la mer : cette hauteur est très- 
p5tite par rapport a u  rayon du sphkoïde terrestre, dont elle n'est 
pas la 720i;mc partie. 

~ ' i n t é ~ r a l e  f 2 est égale à Zg.logp; l'équation précédente de 
P 

l'équilibre de l'atmosplière devient par conséquent, 
na 

Zg. log. p = constante + y+-. ra. sinS2 4. 
2 

A la surface de la m e r ,  la valeur de Y est la niêrne pour une 
rnoldcule d'air, que pour la  molécule d'eau qui lu i  est contiguë, 
parce que les forces qui sollicitent l'une et l'autre molécule, sont 
les mgriies ; mais la  conclition de l'équilibre des mers, exige que 
l'on ait 

na 
Y+-. 2 ra. sin." = constante; 

on a donc, à cette surface , p constant, c'est-Mire que la densité 
de la couche d'air , contiguë à la mer ,  est par-tout la même, clans 
l'état ii'Gquilibre. 

Si l'on nomme R, la partie du  rayon r, comprise entre le  centre 
du  sphéroïde, et la surface de la mer, et r' l a  partie comprise entre 
cette surface et une molécule d'air élevke au-dessus ; r' sera aux 

(c. 
quantités près de l'ordre g-, la hauteur de cette mol6cule 

R 
au-dessus de la surface de la mer : nous négligerons les quantités 
de cet ordre. L'équation entre p et r donnera 

d V  r "  ddV na 
~g. log. p = constante + V+ rt. (%) + . (;iP) + ;P sin? 0 

+n2Rr'. sin." ; 
da v 

les valeurs de Y, (g) et (=) étant relatives ii la surlace de la 

mer oh l'on a ,  
n2 

constante = y+ -. R., sine2 0 ; 
ld 
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la quantité - (:)-TZ'B. - sin.' B , est la pesanteur à cette même 

(dip') étant mul- surface ; nous la désignerons par g'. La fonctioii - 
tipliée par la quantité très-petite r", nous pouvons la déterininer 
dans la supposition de la terre sphérique, et négliger la densité de 
l'atmosphère relativement à celle de la terre ; nous aurons ainsi, A 
fort peu près, 

nm gr 
m étant la masse de la terre; partant 

R' 

on aura donc Zg.log. p = constante - rtgr- 1. g' ; d'oh l'on tire 
R 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, 
et r~ étant une constant8 visiblement égale 8 la densité de l'air à la 
surface de la mer. Nonimons h et h' les longueurs du pendule à 

- 

seconde, à la surface de la mer, sous l'équateur, et 8 la latitude de 
g h' 

la molécule aérienne que nous considéroiis ; on aura - = - et 

par conséquent, 
g h '  - LY (.+$). 

Zh ' 
=n.c 

Cette expression de la densité de l'air, fait voir que les couches de 
même densité, sont par-tout également élevées au-dessus de la 

- 

t 1 . ( h ' - h )  
mer ,  C la quantité près 

h 
; niais dans le calcul exact des 

hauteurs des montagnes , par les observatioi~s du baromètre, cette 
quantité ne doit poiiit être négligée. 

Considérons préseiltement, l'atmosphère dails l'état de mouve- 
ment; et déterminons les oscillations d'une couche de niveau, ou  
de mCme densité dans l'état d'équilibre. Soit , l'élévatioii d'une 
molécule cl'air au-dessus de ln surface de niveau à laquelle elle 
appartient dans l'état d'équilibre ; il est clair qu'en vertu de cette 
elé vation , la valeur de 6 7  sera augmentée de la variation diffé- 
rentielle -ag. d q  ; 011 aura ainsi, d'Y7 (d'y)-= g. d'p +~~d'y'; 

O a 
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(6 7) étant la valeur de d'Y, qui dans 17é tat d'équilibre , corres- 
pond R la couche cle niveau , et aux angles 9 + a u  , et nt+ m+ c~v ; 
et d'Y" étant la partie de d'Y, due aux nouvelles forces qui dans 
l'état de mouvement, agitent l'atmosphère. 

Soit p = (p) + a (p) étant la densité de la couche de niveau, 
LP' dans l'état d'équilibre. Si l'on fait -=y', on aura 
(PI 

JP J g - W )  -= +cg. J'y' ,- 
P (PI 

o r  on a dans l'état d'équilibre, 
nZ 

O = - . $ .  {(r+as).sii1.(8+au)}"+(6Y)- 
t g . $ ( p l  

2 (PI i 

l'équation gdnérale du mouvement de l'atmosphère, deviendrndollc 
relativement aux couclies de niveau, par rapport auxquelles Sr 
est nul à trés-peu prés, 

- - 

ddu' 
2.~8. ((=) -2n.sia o.cos. O. 

(:') gn.sin?l.r;')) 
+1+.d'a.(sin."8. (g)+ an.sin.d.cos.8. - + 

r 
. - .  

= s y ' - g . 6 ~  -g.J'y1+nSr.sin."8. 6. {sl-(s')) , 
a (sr) étant la variation der,  correspondante dans l'état d'équilibre, 
RUX variations au' et a d ,  des angles O et m. 

Supposons que toutes lesmolécules d'air situées W l'origine, sur  le 
même rayon terrestre , restent coiistammeiit sur u n  même rayon 
dans l'état de mouvement, ce qai û lieu, par ce qui précède, dans 
les oscillations de la mer ;  et voyons si cette supposition peut 
satisfaire aux équations du mouvenient et de la continuité du fiuicle 
atmospllérique. Pour  cela, il est nécessaire que les v czleurs de u' et de 
Y' soient les mêmes pour toutes ces molécules; or  la valeur de $7' 
est a très-peu près la même pour ces molécules, comme on  le verra 
lorsque nous d6terminerons, clans la suite, les forces d'où résulte 
cette variation ; il est donc nécessaire que les variations d'q et  $y1 
soient les mêmes pour ces molécules, et de plus, que les quantilés 

( )  et n2r. sinsa a .  8. f i t - ~ ' )  , puissent ktm 2rlr .b~.sin,~fl .  - 

négligées dans l'équation précédente. 
A la surface de la nier, on a cp =y,  d3/ étant l'élévation de 1û 
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surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Exaniiiions si 
les suppositions de Q égal à y ,  et de y constaiit pour toutes les 
molécules d'air, situées sur le même rayoii, peuvent subsister avec 
l'équation de la contiizuité du fluide. Cette équation, par le no. 33, 

d'di l'on tire 
d .  ras' 

y = -2. {(=) + ($) + (E) + ,,no' ". 
r-+ &sr est égal à la valeur de r de la surface de niveau , qui corres- 
pond aux angles 0 +- a u , et a + av , plus àl'élevation de lamoléciile 
d'air au-dessus de cette surface ; la partie de CL S' qui dépend de 

ctns.u 
la variation des angles 9 et m, étant de l'ordre - , on peut la 

g 
négliger dans l'expression précédente de y', e t ,  par conséqueiit, 
mpposer dans cette expression, s'= Q; si l'on fait ensuite p =y, 

on aura($) = O ,  puisque la valeur de p est alors la même rela- 

tivement à toutes les molécules situées siir le même rayoii. De 
n2 

plus ,  y est, par ce qui précède, de l'ordre I ,  ou - .-,. ; l'expression 
fi 

de y' deviendra ainsi, 

yt=-z. {(g)+(g')+ ";;;Y; 
ainsi, u' et Y' étant les mêmes pour toutes les molécules situées 
primitivement sur le même rayon, la valeur de y' sera la même 
pour toutes ces molécules. De plus, il est visible par ce que nous 
- 

venons de dire , que les quantités 2 n r .  d'm. sin." B .  

n"r. sin.' 9.6. {S'-(.Y')} , peuvent être négligées dans l'équation 
précédente du mouvement de l'atmosphère, qui peut alors être 
satisfaite, en supposant que u' et  v' sont les m2tnes pour toutes 
les molécules de l'air, situées primitivement sur le m h e  rayon; la 
supposition que toutes ces molécules restent coiistamimeiit sur un 
même rayon, dnrant les oscillations du fluide, peut donc subsister 
avec les équations du mouvemeiit et de la continuité du fluide 
atmospl-iérique. Bans ce cas, les oscillatioiis des diverses couches 
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de niveau sont les mêmes, et se déterminent au moyen des équa- 
tions . 

Ces oscillations de l'atmosphère doivent produire des oscillations 
analogues, dans les hauteurs du  baromètre. Pour  déterminer 
celles-ci au moyen des premières, comidérons ni1 baromètre fizre 
à une hauteur quelconqne au- dessus de In surface de la mer. La 
hauteur du mercure est proportionilelle à la pression qu'éprouve 
sa surface exposée à l'action de l'air; elle peut doqc être repr6- 
sentée par Zg. p ; mais cette surface est succcssivement exposée 
l'action de diverses couches de niveau, qui s'élèvent et s9ahaisseiit 
comme la surface de la mer ; ainsi la valeur de p à la surface du 
mercure , varie, iO. parce qu'elle appartient à une couche de ni- 
veau, qui dans l'état d'équilibre , &oit moins élevée, de la quaii- 
tité &y j zO. parce que la densité d9une couche augmente dans l'état 

de mouvement , de CL OU de - E n  vertu de la première cause, 
1 

la  variatioii de p est -&y. ($), ou T ;  u(P)'y' la variation totale de 

la densité p , à la surface du mercure, est donc a (p) . - (y+y1! 11 suit 
1 

de-là , que si l'on nomme k la liautear du mercure, dails le baro- 
mètre , relative a l'état d'équilibre.; ses oscillations, daus l'état de 

mouvemeiit , seront exprimées par la fonction .k.(y +Y') ; elles 
z 

sont donc semblables, à toutes les hauteurs au-dessus de la mer, et 
proportionilelles aux hauteurs du baromètre. 

I l  ne s'agit plils maintenant, pour déterminer les oscillations de la 
mer et de l'atmosphère, que cle connoître les forces qui agitent 
ces deux masses fluides, et d'intégrer les équations diffkrentielles 
précédentes ; c'est ce que nous ferons dans la suite de cet ouvrage, 
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L I V R E  I I .  

D E  L A  L O I  D E  L A  P E S A N T E U R  U N I V E R S E L L E ,  E T  DU 

M O U V E M E N T  D E S  C E N T R E S  D E  G R A Y I T É  D E S  

C O R P S  C É L E S T E S .  

C H A P I T R E  P R E M I E R .  

De la loi de la pesanteur universelle, tirée des phénomènes. 

1. A P R È  s avoir développé les loix du mouvement ; nous allons 
en partant de ces loix , et de celles des rnouvemens célestes, pré- 
sentées avec d 6 t d  dans l'ouvrage intitulé : Exposition du systê~ne 
du monde, nous élever à la loi générale de ces rnouvemens. Celui 
de tous les phénomènes, qui semble le plus propre à la faire décou- 
v r i r ,  est le mouvement elliptique des planétes et des comètes au- 
tonr du soleil; voyons ce qu'il donne sur cet objet. Pour cela, 
nornmons x et y ,  les coordonn6es rectangles d'une planète, dans 
le  plan de son orbite, et fixons leur origine, au centre du soleil; 
nommons de plus, P et Q les forces dont cette planète est animke 
dans son mouvement relatif autour du soleil, parallèlement aux 
axes des x et des y, et supposons que ces forces tendent vers l'ori- 
gine des coordonnées ; enfin, soit d t l'élément du temps que nous 
regarderons comme constant; on aura ,  psir le Chapitre II d i x  
premier Livre, 
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112 M E C A N I Q U E  C É L E S T E ,  
Si l'on ajoute la première de ces équations, multipliée par -y, A 
la seconde muhipliée par x ; on aiira 

Il est aisé de voir que xdy-y d x  est le double de l'aire que le 
rayon vecteur de la  planète décrit autour du soleil, dans l7il1s- 
tant d t ;  cette aire est proportionnelle à l'éléinent du temps, sui- 
vant la première loi de Kepler, en sorte que l'on a, 

c étant une constante ; l a  différentielle clin premier membre de 
cette équation est donc nulle ; ce qui donne 

Il suit de-là que les forces P et Q sont entre elles dans le rapport 
de x à y  ; et qu'ainsi leur résultante prlsse par l'origine des coor- 
données, c'est-à-dire par le centre du soleil. D'ailleurs, la courbe 
décrite par la planète étant concave vers le solcil, il est visible que 
la force qni la fait décrire , tend vers cet astye. 

La  loi des aires proportioiinelles aux temps employés à les dé- 
crire, nous conduit donc à ce premier résultat remarquable, savoir 
que la force qui sollicite les planétes et les comètes, est dirigée vers 
le centre du soleil, 

2. Déteriiiinons maintenant, la. loi suivant laquelle cette force 
agit à difFérentes distances de cet astre, Il est clair que les planètes 
et les comètes s'approchant et s'éloignant alternativement du soleil, 
à chaque révolution; la nqture du mouvemeiit elliptique doit nous 
conduire à cette loi. Reprenons dans cette vue, les équations diffé- 
rentielles (1) et (2) 1311 no. précédent. Si l'on ajoute la premiére 
nipltipliée par d x ,  à la seconde multipliée par cly , oii aura 

d x2 + dy* 
O =  

d ta 4- 2*J(Pdx$ Qdy) , 
la constante arbitraire étant indiquée par le signe iiitégrnl, En subs- , 
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x d y - y d x  
t i tua~it ,  au lieu de d t ,  sa valeur , doiiiiée par la loi de la 

C 

proportionilalité des aires aux temps, on aura 
ce. (dx2+cly2) 

O =  
(x dy-y dx)2 +S. f  ( p d x +  Qdy).  

Trmsforrnons , pour plus de siniplicité, les coordonnées x et y, 
en rayoii vecteur, et en angle traversé, coiiformément aux usages 
astronomiques. Soit r  le rayon mené du centre du soleil celni 
de la planete, ou son rayoii vecteur; soit u l'angle qu'il forme avec 
l'axe des x ;  on aura 

x = r.  cos. u ; y = r. sin. u j r = V ' X ~ + ~ '  ; 

d'oh l'on tire,  

d x ~ d y " = r Y u ~ + r a ;  xdy-ydx=radv .  

Si l'on &signe ensuite par la force principale qui anime la  pla- 
nète ; on aura,  par  le no. précédent, - 

P=p.coç.v ; Q=p.sin.u ; p =  IY"+ Q' ;. 

çe qui donne 
P d x + Q d y = p d r ;  

on aura clonc 
cl.  { radva+dra) 

O=  
r4d va 3.2fQdi. i  

d'où J'on tire - 

Cette équatioii donnera, au moyen des quadratures, la valeur de u 
en P, lorsque la force Q sera connue en  fonction de r;  mais si, cette 
force étant inconnue, la nature de la courbe qu'elle fait décrire, 
.est donn6e ; alors, en différentiant Yexpression précédente de 
3 f  Q dr , on  aura pour déterminer q , l'équation 

Les orbes des planètes sont des ellipses dont le centre du soleil 
occupe un des foyers ; or si dans l'ellipse, on nomme .rs l'angle que 
le grand axe fait avec l'axe des x ; si ,  de plus, on fixe au foyer,, 

&I#caw. CEL. Tome 1. P 
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l'origine des x , et que l'on clésigne par a, le demi-grand axe, et 
par e , le rapport de l'excentricité au demi-grand axe ; on aura 

équation qui devient celle d'une parabole , lorsque e= 1, et a est 
infini ; et qui appartient à l'hyperbole , lorsque e surpasse l'unit&, 
et a est négatif. Cette équation donne 

et par conséquent, 
C' 1 

9= . -; a . ( i - e s )  P 

ainsi les orbites des planetes et des comètes étant des sections coni- 
ques ; la force Q est réciproque au quarré de la distance du centre 
de ces astres à celui du soleil. 

On voit de plus, que si la force Q est rdciprocp au quarré de 
h 

la dis tance , ou exprimée par - , h étant u n  coegcient constant; 
P 

l'éclualion préc6dente des sections coniques, satisfera A l'équation 
différentielle (4)  entre r et v ,  que donne l'expression de Q , lors- 

h c" 
qu'on y change 9 dans -. On a alors h = , ce qui forme 

T a a . (1-e2) 

m e  équation de condition entre les deux arbitraires a et e ,  de 
l'équatioii aux sections coniques ; les trois arbitraires a ,  e et m, de 
cette équation, se réduisent donc à deux seules arbitraires dis- 
tinctes, et comme 17équation différentielle entre r et u ,  n'est que 
du  second ordre , l'équation finie aux sections coniques, en est 
l'intégrale complète. 

11 suit de-lk que si la courbe décrite est une section conique, 
la force est en raison inverse du  quarré des distances ; et récipro4 
quement, que si la force suit la raison inverse du quarré des dis- 
tances, la courbe décrite est une section conique. 

3. L7intensitd de la force p, relativement à chaque et 
CI 

il chaque comète, dépend du coeflicient ; les loix de 
a. ( i  - e a )  

Kepler donnent encore le moyen de le déterminer. E n  effet, s i  
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I'on noinirie T l e  temps de la révolution d'une planète; l'aire que son 
rayon vecteur décrit pendant ce tenips , étai1 t la surface même de 

l'ellipse planétaire, elle sera T. a". k'i-e' , T étant le rapport de 
la demi-circonfdrence au rayon ; mais l'aire décrite peiidant l'iiis- 
tant d t ,  est, par ce qui précède, f c d t ; la  loi de la propoïtioii- 
fialité des aires aux temps, donnera donc la proportion , 

$ . c d t  : ras.  / i : : d d t :  T ;  
d'où l'on tire 

Relativement aux planètes, la loi de Kepler, suivant laquelle les 
quarïés des temps de leurs révolutions, sont comme les cubes des 
grands axes de leurs ellipses, donne T"= P. a3, k étant le même. 
pour toutes les planètes ; on a donc 

2 a. (1 - es) est le paramètre de l'orbite, et dans diverses orbites , 
les valeurs de c sont comme les aires tracées par les rayons vecteurs 
en temps égal ; ces aires sont donc comme les racines quarrées des 
paramètres des orbites. 

Cette proportion a égaiement lieu relativement aux orbites des 
comètes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planètes ; 
c'est u n  des points fondameiltau de leur théorie qui satisfaik si 
exactement à tous leurs mouvemens observés. Les grands axes de 
leurs orbites, et les temps de leurs révolutions étant iiiconniis, 
on calcule le mouvement de ces astres, dans une orbe parabo- 
lique, et en exprimant par D leur distance périhélie, on suppose 

a . x . I / Z  
ce-- 

k , ce qui revient à faire e égal à l'unité, et a infini, 

dans l'expression prélcédente de c ; on a donc encore relativement 
aux comètes, T"= ka. a', en sorte que l'on peut déterminer les grands 
axes de leurs orbites, lorsque leurs révolutions sont connues, 

Maintenant, l'expression de c doiine 
cP d.ni 
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4 r' Le coeficient- étant le même pour toutes les planètes et les. 
ka 

comètes, il en résulte que pour chacun de ces corps , la force o 
est réciproque au quarré des distances au centre du soleil, et qu7elle 
rie varie d'un corps A l'autre, qu'à raison de ces distances ; d70i1 il 
suit qu'elle est la rnêine pour tous ces corps suppos6s à égale dis- 
tance din soleil. 

Nous voilà donc conduits par les belles loix de Kepler, à regar- 
der le centre du soleil, comme le foyer d'une force attractive qui  
s'éteiicl à l'infini dalis tous les sens, en décroissarit en saison du 
quarré cles distances. LA loi de la propo~tioiinalité des aires décrites 
par les rayons vecteurs, aux temps employés à les décrire , nous 
montre que la force principale qui sollicite les planètes et  les co- 
métes , est coilstamment dirigée vers le centre du soleil ; I'ellipti- 
cité des orbes planétaires, et les mouveinens à très-peu près para- 
boliques des comèies, prouvent que pour chaque pl aiiète et pour 
cliaque comète, cette force est réciproque au quarré de la distance 
d.e ces astres au soleil ; enfin, de la loi de la proportionnalité des 
quarrés des temps des rholutions,  aux cubes des grairds axes 
des orbites, ou de celle de la proportioniialité des aires décrites el* 
temps égal par les rayons vecteurs, clniis différentes orbites, aux 
racines quarrées des param.ètres de ces orbites, loi qui renferme la 
précédente et qui  s'étend aux comètes ; il résulte que cette force est 
la mkme pour toutes les planétes et les comètes placées à égales dis- 
tances du soleil, en sorte que dans ce cas, ces corps se précipite- 
raient vers lui, avec la même vîtesse. 

4. Si des planétes nous passons aux satellites, nous trouvons 
que les loix de Kepler étant à-peu-près obsei-vkes dans leurs mou- 
vemens autour de leurs planétes , ils doivent graviter vers les 
centres de ces plaiiètes, en rayon inverse du quarré de leurs dis- 
tances à ces centres ; ils doivent pareillement graviter à-peu-près 
comme lenrs plailthes vers le soleil , afin que leur mouvei.rici-it 
relatif autour des planètes, soit le meme à-peu-près, que si ces pla- 
nèies étoieiit immobiles. Les satellites sont donc sollicités vers le8 
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planètes et vers le soleil, par des forces réciproques au quarré ries 
distailces. L'ellipticité des orbites des trois premiers satellites de 
Jupiter est peu colisidérable ; mais l'ellipticité dii quatrième est très- 
sensible. Le grand éloignement de Saturne a jusqu'ici empêché de 
reconnoître l'ellipt,icité des orbes de ses satellites, à l'exception du 
sixikrne dont l'orbe paroit sensiblement ellipt,ique. Mais la loi de la 
gravitation des satellites de Jupiter, de Saturne et d'Uraiiiis, se fait 
principalement sentir dans le rapport de leurs iiioyens mouve- , 

mens, à l e u h  moyennes distances au centre de ces planktes. Ce 
rapport coiisiste en ce que pour cliaque systême de satellites, les 
quarrks des temps de leurs révolutions sont comme les cubes de 
leurs nioyennes clistaices au ceiitre de la planète. Concevons donc 
qu'un satellite décrive une orbite cii-culaire cl'un rayon égal a sa 
moyenne distance au centre. de la plaiiéte principale ; soit a cette 
distance, T l e  nombre de secondes que renferme la durée de sa 
révolution sydérale ; ?r exprimant le rapport de la demi-circoiifé- 

a a a  
rence au rayon, -- sera le petit arc que décrit le satellite, pen- 

T 
dnnt une seconde. S'il cessoit d'être retenu dans son orbite, par la 
force attractive de la planéte, il s'éloigneroit de son centre par 

2 a a  
In  tangente, d'une quantité égale au sinus verse de l'arc -, c'est- 

T 
aa7 

&dire de la quantité -; cette force attractive le fait clonc des- 
Ta 

cendre de cette quantité, vers la planète. Relativement A un autre 
satellitedont a' est la i?i.ioyenne distance au centre de la planète, et 
T' la durée de sa révolution, réduite en secondes, la cliûk dans 

2 a ' ~ '  
une seconde seroit 7 ; or  si l'on nomme a et p' les forces attrac- 

T 
tives de la planète aux distances a et a', il est clair qu'elles sont 
comme les quantités dont elles font descendre les deux satelliles 
pendant une seconde ; on a donc 

La loi des quaïris des temps des rCvolutions, proportionnels RIIY 

cubes des nioyennes distances des satejlites au centre de leur pla- 
iiè te, donne Ta : TI": : a / 3  : 
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dc ces deus proportions , il est facile de conclure 

aiiisi , les forces p et ?' sont réciproques aux quarrés des distances 
a et a'. 

5. La terre n'ayant qu'un satellite, 17cllipticité de l'orbe lunaire 
est le seul phénomène céleste qui puisse nous faire coiinoître la loi 
de sa force attractive ; mais le inouvernent elliptique de la lune est 
très-seiisiblemeiît troublé par les forces perlurbatrices , et cela 
pent laisser quelques doutes sur  la loi de la diminution de la force 
attractive de la terre, en raison du quarré des distances È i  son 
centre. A la vérité, l'analogie qui existe entre cette force et leg 
forces attractives dn Soleil, de Jupiter,  de Saturne et d'Uranus, 
iious porte à croire qu'elle suit la m h e  loi de diminution ; mais 
les expériences terrestres sur la pesanteur, offrent un moyen direct 
de constater cette loi. 

Pour cela, nous allons déterminer la parallaxe lunaize, d'après 
les expériences sur la longueur du pendule à secondes, et  la co~ii- 
parer aux observatioiis célestes. Sur  le parallèle dont le quarré dix 
sinus de la latitude est +, l'espace que la pesanteur fait décrire 
dans une seconde, est, d'après les observations de la loiigueur du 
pendule, égale à 3m"res,65548, comme on le verra dans le troisième 
livre : nous choisissons ce parallèle, parce que l'attraction de la 
terre sur les points correspondans de sa surface, est à très-peu 
près, comme à la distance de la lurle , égale à la masse de la terre, 
divisée par le quarré de sa distance à son centre de gravité. Sur ce 
parallèle, la pesanteur est plus petite que l'attraction de la terre, 
des c1eu.x tiers de la force centrifuge due au mouvement de rota- 
tion a I'Equateur; cette force est $ de la pesanteur ; il faut donc 
augmenter l'espace précédent, de sa 43aième partie, pour avoir l'es- 
pace entier dû à l'action de la terre, qui sur ce paralléle, est égale à 
sa masse divisée par le quarré du rayon terrestre : on aura aiiisi, 
3m0, 6639i,  pour cet espace. A la distaiice de la lune, il doit être 
diminué dans le rapport du quarré du  rayon du sphéroïde ter- 
restre, au quarré de la distance de cet astre, et il est visible qu'il 
suffit pour cela, de le rniiltiplier par le quarré dia sinuq de la paral- 
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faxe lunaire ; en désignant donc par x, ce sinus sous le paralléle 
que nous considérons y on aura x". 3"", 66394 , pour la lianteur 
doht la lune doit tomber dans une seconde, par  l'attraction de la 
terre. Mais nous verrons dans la théorie de la lune,  que l'action 
clu soleil cliniinue sa pesantéur vers la terre,  d'une quantité dont 
la  partie colistante est & de cette pesanteur; de plus, la lune, dans 
son mouvement relatif autour de la terre, est sollicitée par une force 
égale à la somme des masses de la terre et de la lune, divisée par le 
quarré de leur-distailce mutuel1e;il faut doiic diminuer l'espace pré* 
cédent , cle &, et l'augmenter dans le rapport de la somme des 
masses de la terre et de la lune,  à la masse de la terre ; or on verra 
dans le quatrième livre, que les phénomènes du  flux et du reflux 

1 de la mer,  doilnent la niasse de la lune égale a. - de celle de la 
58,7 

357 59,7 terre ; on a donc - .xs .  ?irne, 66394 , pour l'espace dont la 
358 58,7 

lune descend vers la terre, dans l'intervalle d'une seconde. 
illaiiltenant, si l'on nomme a le rayon moyen de l'orbe ltinaire , 

et T, la durée de la révolution sydérale de la lune, exprimée el1 
a a 7" 

seconcles; - 
T a  

sera, comme on l'a vu, le sinus verse de l'arc 

qu'elle décrit pendant une seconde, et il exprime la quantith clont 
la lune descend vers la terre, dans cet intervalle. La valeur de a est 
égale au rayon terrestre sous le parallèle que nous considérons, 
divis6 par le sinus cle x; ce rayon est égal il 636951P; on a donc 

mais pour avoir iine valeur de a indépendante des inégalités du 
mouvement de la lune, il faut prendre pour sa parallaxe moyenne 
dont le sinus est x, la partie de cette parallaxe qui est inclépen- 
daiîte de ces inégalités, et que l'011 nomme pour cela, consLante 
de laparallaxe. Ainsi, en prenant pour ?r , le rapport de 355 à i 1 3 ,  

et cil observant que T= 2732166" j l'espace moyen dont la lune 
descend vers la terre, sera 
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El1 égalant les deux expressioiis que nous venons de trouver pour 
cet espace , on aura 

x3 = 2.(355)~%8.58,7.636~$14 

("3)". 357.59,7.3, 6U94. (2732 i 661% ' 
d'où l'on tire io53G1',2, pour la constantede la parallaxe lunaire sous 
le parallèle dont il s'agit. Cette valeur est très -peu différente de la 
constante 10540~7 que Triesnecker a coiiclue parla comparaison d'un 
grandnombre d'observations d'éclipses et d'occultations d7&oilespar 
lalune; il est donc certain que la force principale qui retient la lune 
dans son orbite, est la gravité terrestre affoiblie en raison du quarl-6 
dela distance ; ainsi, la  loi de dimiiiutioii de la pesanteur, qui, pour 
les plaètes accompagnées de plusieurs satellites, est prouvée par In 
comparaison des tenips de leurs révolutions, et cle leurs clistaiwes, 
est démontrée pour la lune, par la  cornparaison de son mouve- 
ment avec celui des projectiles à la surface cle la terre. Il en résulte 
que c'est au centre dc gravité ries corps célestes, que l'on doit fixer 
l'origine des distances, dans le calcul cle leurs forces attractives 
sur )es corps placés à leur surface, ou au-delà ; puisque cela est 
prouvé pour l j  terre dont la force attractive est, comme on vient dc 
le voir,  de la m t h e  nature que celle de tous les corps célestes. 

6. Le soleil et les planètes qui ont dçs satellites, sont par con- 
séquent, do.ués d'une force attractive qui en décroissant à l'infini, 
récipi.oquerneiit au quarré &es distances , embrasse dans sa s p h h  
d'activité, tous les corps. L'ai~alogie nous porte à penser qu'uqe 
pureille force &ide géiiérnlement dans toutes les planétes et dans 
les cométes ; mais on peut s'en assurer directement de cette ma- 
niére. C'est une loi constante de la nature, qu'un corps ne peut 
agir sur u n  antre, sans en éprouver une réaction égale et con- 
traire ; ainsi les plailétes et les comêtes étant attirées vers le soleil, 
elles doivent attirer cet astre suivant la même loi. Les satellites 
attirent, par la même raison, leurs planètes ; cette propriété attrac- 
tive est donc commune RUX plailétes, aux comètes et aux satellites, 
et par c.oiiséquent , on peut regarder la gravitation des corps 
&les tes , les uns vers les autres, comme une proprikté @iîéral~ 
de cet univers, 

Nom venons de voir qu'elle suit la raison inverse d ~ i  quarré des 
distances; 
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distances; à la vérité , cette raison est donnée par les lois  dir 
moiivement elliptique, auxqnelles les mouvemens célestes ne sont 
pas rigoureusement assujétis ; mais on cloit consiclérer que les loix 
les plus simples devant toujours être préfkrées , jasqu'à ce que les 
observations nous forcent cle les abailclonlier; il est naturel de 
supposer d'abord que la loi de la gravitation est réciproque à urie 
puissance de la distance, et l'on trouve , par le calcul, que la plus 
légère diff6rence entre cette puissance et le qriarré , devieildroit 
extrêmement sensible dans la position des pkriliélies des orbes 
planétaires, clans lesquels l'observation n'a fait appercevoir que 
des mouvemeiis presque iiisensibles dont noirs développerons la 
causa E n  général, 011 verra dans le cours de cet ouvrage, que 
la loi de la gravitation réciproque au quarré des dis tances , repré- 
sente avec urie extrême précision, toutes les inégalités observées 
des mouvemens célestes : cet accord, joint & la simplicité de cette 
loi, nous autorise à penser qu'elle est rigoureusement celle de 12 
nature. 

La gravitation est proportionilelle aux masses ; car il résulte du  
no. 3 ,  que les planètes et les comètes étant supposées à la même 
distance du soleil, et abandonnées à leur gravité sers  cet astre, 
elles toniberoient en temps é g d  , .d'une égale hauteur; en sorte que 
leur pesanteur seroit proportionnelle à leur masse. Les rnouv-emens 
presque circulaires des satellites autour de leurs planètes , nous 
prouvent qu'ils pèsent cornnie ces pIanètes , vers le soleil , en rai- 
son de leurs masses ; la plils légère différence à cet égard, seroit 
sensible dans le mouvement des satellites, et les observations n'ont 
fait découvrir aucune inégalité dépeiidante de cette cause. On voit 
donc que les comètes, les planètes, et leurs satellites, placés à la 
même distance du soleil, péseroient vers cet astre , en raison de 
leurs inasses ; dioLi il suit , en vertu de l'égalité de l'action h la 
réaction, qu'ils attireroient dans la iilême raison, le soleil, et 
qu'ainsileur action sur cet astre , est proportionnelle à leurs masses 
divisées par le quarré de leurs distailces a son centre. 

La m h e  loi s'observe sur la terre ; on s'est assuré par des ex- 
périences très-précises faites au moyen du pendule, que sans la 
résistance de l'air, tous les corps se précipiteroient vers son centre, 

fil[F:c~v. C ~ L .  Tome i. 0 
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avec une égale vî tesse ; les corps terrestres pèsent donc sur la terre, 
en raison de leurs masses, ainsi que les planètes pèsent vers le 
soleil, et les satellites vers l e ~ m  planètes. Cette conformité de la 
nature avec elle-même , sur la terre et dans l'immensité des cieux, 
110~1s moiître de la manière la plus frappante, que la pesanteur 
observée ici-bas , n'est qu'un cas particnlier d'une loi générale 
répanclue dans 1'urii.vers. 

La propriété attractive des corps célestes ne leur appartient pas 
seulement en inasse ; mais elle est propre à chacune de leurs molé- 
cules. Si le soleil n'agissoit que sur le centre de la terre, sans 
attirer particuliéremeiit chacnne de ses parties ; il en résulteroit 
dans l'océan, des osc;illations incornparableinent plus grandes et 
tïès-diffkrentes de celles que l'on y observe; la pesanteur de la 
terre vers le soleil, est cloiic le résultat des pesanteurs de toutes ses 
molécules qui par conséquent attirent le soleil, en raison de leurs 
niasses respectives. D'ailleurs, chaque corps sur la terre pèse vers 
son centre, proportionnellement à sa masse ; il réagit donc sur  
elle, et l'attire suivant le même rapport. Si cela n'étoit pas, et si 
une partie quelconque de la terre, quelcjtie petite qu'on la SLIP- 

pose, n'attiroit pas l'autre partie, comme elle en est attirée; le 
centre de gravité de la terre seroit m u  dans l'espace, en vertu de la 
pesanteur, ce qui est impossible. 

Les phénon~ènes célestes, comparés aux loix du mouvement, 
iious concluisent doiic à ce grand principe de la nature, savoir que 
toutes les molécules de la rriatikre s'attirent mutuellemeiit en raison 
des masses, et réciproquement au quarré des distances. Déjà l'on 
entrevoit dans cette gravitation universelle, la cause des pertur- 
bations que les corps célestes éprouvent ; car les planétes et les 
corriètes étant soumises à leur action réciproqne, elles doivent 
s'&carter -Lin peu des lois  du mouvement elliptique, qu'elles sui4 
.vroient exactement, si elles ii'obéissoient qu'à l'action du soleil, 
Les satellites troublés dans leurs mouvemens autour de lems 
planètes, par leur attraction mutuelle et par celle du soleil, s'éçar- 
tent pareillement de ces loix. 011 voit encore que les molécules da 
chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent former 
une masse à-peu-près sphérique, et que la résultante de leur ac- 
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tion à la surface du corps, doit y produire tous les pliéiioin&nes 
de la pesanteur. On voit pareillement que le nîouverneiit de ïota- 
tion des corps célestes , doit altérer un peu la spliéricité de leur 
figure, et l'applatir aux pôles , et qu'alors, la résultante de leurs 
actions mutuelles, ne passant point exactement par leurs centres 
de gravité; elle doit produire dans leurs axes de rotation, des 
mouverneils semblables à ceux que l'observation y fait a~pe rcevo i~ .  
Enfin, on entrevoit que les molécules de l'océan, inégalement atti- 
rées par le soleil et la lune, doivent avoir un  mouvement d'oscil- 
lation pareil au BLZX et au reflux de la mer, Mais le développe- 
ment de ces divers effets de la pesanteur universelle , exige une 
profonde analyse. Pour  les embrasser avec la plus grsiide généra- 
litk , nous allons donner les équations différentielles du mouve- 
ment d'un systême de corps soumis leur attraction nîutuelle, 
et rechercher les intdgrales rigoureuses que l'on peut en obtenir. 
Nous profiterons ensuite des facilités que les rapports des masses 
et des distances des corps célestes nous présentent, pour avoir des 
intégrales de plus en plus approchées, et pour déterminer ainsi les 
phénomènes célestes, avec toute l'ezactitude que les observations 
comportent, 
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1 2 4  M ~ ~ C A N I Q U E  C É L E S T E ,  

C H A P I T R E  I I .  

Des équations diférerltielles clu mouvement d'un systeme de 

corps soumis à leur attraction mutuelle. 

7 .  S o m w  m ,  m', m", &c., les masses des différeiis corps du 
systême, considérés comme autant de points; soient x, y, z ,  les 
coordonn&es rectangles du corps m ; x', y', z', celles du corps nt!, et 
ainsi c h  reste. La distance de m' à m, étant 

son actioil sur  m sera, par la loi de la pesanteur uiliverseTTe, 
égale à 

rn' 
+ 

(x' - x) a + (y' -y)2 -k (z' - Z)"* 
Si l'on décompose cette action, parallèlement aux axes des x , cles y 
et des z; la force parallèle à l'axe des x , et dirigée en sens contraire 
de leur origine, sera 

m.(x'-x] 

((&-a)" -k (y1-y)"+ [z' -2)');' 
O LI 

f (x'  - z)l -k (y' -y)% + (zl - zIa 
as - I 

On aura pareillement, 

pour l'action de nz" sur rn , décoinposée parallèlement à l'axe des x, 
et ainsi du reste. Soit donc, 

m. m' m.m0 
a= -+ 

( x r - t ) 2  -t (yr -y? -+ (2'-2)' I/ (jcf'-z~ $ (dl-2)" 

m' . m" ,+ 3 &c,; 
V(X. -z')% -+ (y' -yly + ( Z ' ~ - Z ' ) ~  
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A étant ainsi la somme des produits deux à deux, des masses m, nz', 
1 dh  

n", &cd, diviréespar leurs distances respectives; - . (z) exprimera 
rn 

la somme des actions des corps m', ml', &c., sixr m ,  déconîposées 
parallèlement à l'axe des x ,  en sens contraire de l'origine des 
coordonnées. En c16sipant donc par d t  , l'élément du temps sup- 
posé constant ; on aura par les principes de dynamique, exposés 
dans le livre précédent, 

o=m.-- """ (2). - 
dt' 

011 aura pareillement 

O = m . - -  "y (3 - 
dt" 

Si l'on considère de la même manière, l'action des corps m, m", &ce, 
- 

sur m'; celle des corps rn, rn', &c., sur ln", et ainsi du reste; on aura 
les équations 

ddz' 
o = m  .-- dt2 ; o=mf.--($); d ta 

ddz" dayu ($); - 
O=?#.  I-(s); dt  . o=m0.-- 

dt" " (9. 
&cd 

La détermination des mouvernens de m , m', m0, &c, , dépend de 
l;intégratioii de ces équations différentielles; mais il n'a été possible 
jusqu'ici, de les intégrer compléternent , que dans le seul cas OU le 
systême n'est composé que  de deux corps. Dans les autres cas, on 
n'a pu obtenir qu'un petit nombre d'intégrales rigourepses que 
nous allons développer, 

8. Pour cela, considérons d'abord les équations différentielles 
en x, x', x", &c.; en les ajoutant ensemble, et en observant que 
par la nature de la fonction A ,  on a 

d d x  
on aiira, o = z . m .  - . 011 aura pareillement, o = Z-nt , - d < E ~  

dta  dl"  ; 
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ddz 
O = z. m. -. Soient X ,  Y, Z, les trois coordoiînées du centre 

dt" 

de gravité du systême ; on aura par la propriété de ce centre, 

on aura donc , 
d d X  d d P  d d Z  

O=- O = -  o z -  
dta ) d t a  ' dt" j 

d'où l'on tire, en intégraiit 

a, b , a', b', a", b", étant des coilstantes arbitraires, On yoit par-là, 
que le mouvement du centre de gravité du systême , est rectiligne 
et uniforme, et  qu'ainsi, il n'est point altéré par l'action récipro- 
que des corps du systême ; ce qui est conforme à çe que noys avons 
vu dans le chapitre V du premier livre. 

Repren0n.s les équations diffdrentielles du  ouv verne rit de ces 
corps. Si l'on multipl'e les équations différentielles en y ,yt,y'', &c., f 
respectivement par ciç , r', d', &ce, et qu'on les ajoute aux équations 
différentielles en x, x', x", &c., pultipliées respectivement par 
-y ,  -yr, -y1', &c. ; on aura 

mais la  pature de la foiictioil A ,  donne 

on aura donc, en intégrant l'équation précédente, 
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On trouvera semblablement, 

cf= Z.  m. 

c9= z. m. ( y  d z d  -"" Y; 
C ,  c', c'!, &c, étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales 
renferment le principe des aires, que nous ayons exposé dans le 
Chapitre V du premier Livre, 

Enfin,sil'onm~~ltiplie leséquat;ons différentielles eM x ,  x', x",&c., 
~espectivemerit par dx , dx', dx", Src. ; celles en y , &c. , res- 
pectivement par dy , dy', &c. ; celles en z ,  z', &c., respective- 
ment par da,  dzf, &c. , et qu'on les ajoute eiisemble; oii aura 

( d z . d d z  f d y  .ady -1- dz.ddz)  
o = x . m .  - d ~ ,  

dt" 

et en intégrant, 

h étant une nouvelle arbitraire, Cette intégrale renferme le prîii- 
cipe de la conservation des forces vives, exposé dans le Chapitre V 
di1 premier Livre. 

Les sept intégrales précédentes sont les seules intégrales rigou- 
teuses que I'on a pu obtenir jusqu'à présent : dans le cas oh le sys- 
tême n'est composé que de deux corps, elles réclnisent la déterini- 
nation de leurs mouvemens, à des équaiions différentielles du pre-. 
inier ordre, que l'on peut intégrer, comme on le verra dans la 
suite ; mais lorsque le systéme est formé de trois ou d'un plus gra:icl. 
nombre de corps ; il faut nécessairement recourir aux méthodes 
d'approximation, 

9. Comme on ne peuh observer que des mouvernens relatifs ; 
on rapporte les mouvemens des planètes et des comètes, au ceiitre 
du soleil , et les mouveinens des satellites, au ccntre de leurs ph- 
nètes. Ainsi, pour comparer la théorie aux observations; il laut 
déterminer l e  mouvement relatif d'un systême de corps, au tour 
d'un corps considéré comme le centre dc leurs mouveillem. 

Soit iil ce denlier corps , m , m', mf', &c., étant les autres corps 
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dont on cherche le mouvement relatif autour de M; soient 
<, n et 7 ,  les coordoiinées rectangles de M ('+ x , ri +y, ~ $ 2 ,  

celles de nt ; (+A', + y', 7 $ z', celles de m', &c. ; il est visible que 
X ,  y, z , seront les coordonnées de m , par rapport à M ; que 
x ' ~  y', z', seront celles de m', par rapport au même corps, et ainsi du 
reste. Nommons r, r', &c. les distances de m, m', &o. au corps Jfj 

en sorte que 

r = t'sa $,y' + za .+ f = ~ / X ' " + ~ " + Z ' ~ ;  h e .  

et supposons 

Cela posé, l'action de rn sur M, décomposée pasallèleme~it à l'axe 
ml: 

des x , et en sens contraire de leur origine, sera -; celle de rn' 
1- 

m'x' 
sur  M décomposée suivant la mbme direction, sera 7, et ainsi 

du reste. On aura donc, pour déterminer (', l'dquation différen- 
tielle 

da? ' m x  
O=- -a.-;  

dt" t3 

on aura pareillement; 
d d  rr o s - -  2 .  - 3  
d ta  r3 

.'action de X sur m , décomposée parallklement à l'axe des x, et  
BI x 

dirigée el1 seiis contraire de leur origine, sera - - ,.3 Y et la somme 

des actioiw cles corps m', m", &c. sur n, décomposées suivant la 

' . (2) j on aura donc pleme direction, sera - 
m 
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P R E M I ~ R E  P A R T I E ,  L I V R E  II. 1 ~ 9  
ddZ m x  

en substituant au lieu de - 
dt' ' sa valeur z . - , on aura 

13 

d d x  M x  
O=- 

dt" +,,+ =-,-; 
on aura pareillement 

d d z  Mz mz 
O Z -  

dt" fpf z.;J-'*(z); m ( 3 )  
Si l'on change successivement dans les équations (11, (a) ,  ( 3 ) ,  
les quantités m, x,  y, z, dans celles-ci, m', x', y', 2'; m", x", y", z", &cc., 
et rkciproquement ; on aura les équations du mouvement des corps 
m', m", &c., autoyr de M. 

Si l'on multiplie l'équation difîérentielle eiz 3, par M+ L, m; celle 
eiz x ,  par m; celle en x', par m'; et ainsi du reste j en les ajoutant 
ensemble, et en observant que par la nature de la fonction A ,  on a 

d d t .  d d x  
o=CM+Z.m).-+z.m.--3 

d ta  dt" 
d'ob l'on tire en intégrant 

P . m x '  
( = a + b t -  

M + X . ~  

a et b étaat deux consiailtes arbitraires, On aura pareillement, 

a: b', a", b", étant des constantes arbitraires : on aura ainsi le mou- 
vement absolu de &? dans l'espace, 1orsquo.les mouveniens relatifs 
de rn, m', &c. , autour de lu i ,  seront coiiizus. 

Si l'on multiplie l>équatioii différentielle en x , par 
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150 ~ ~ E C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  
et l'équation diff6ïentielle en y ,  par 

Z.  m x  
nt x-m.  

M-k.2.m' 

si l'on multiplie partiellement l'équation différentielle en 2') par 

et l'équation différentielle en y') par 

et ainsi du reste ; si l'on ajoute ensuite toutes 
observant que la nature de la foiiction A,  donne 

ces équations, en 

on aura 
( ~ d d y - ~ d d ~ }  z . m z  JtEy X.my ddx 

o=z.m* - .Z.m.-+ .Zi.m.-i 
dti M + E . m  dta M f  E . m  d t 5  

équation dont l'intégrale est 

c étant une constante arbitraire. On parviendra de la même ma- 
niére , aux deux intégrales suivantes : 

(xdz -zdx) (x'  - X I .  (dzr-ds) - (z' -2). (dxl-&) 
CI= 2M.x.m. + ~ . r n m ' .  

cl t d t - ) 1 (5) 
(ydz-zdy) (y '-y). (dz' - dz) - (2'-z) . (dy' 

c"=M:x.m. +z.mmf. 
d t  d t  

c', cf' étant deux nouvelles arbitraires. 
Si l'on multiplie l'équation différentielle en x ,  par 

~ m . d x  
2mdx-znt .  

M + B . ~  

l'équation différentielle en y , par 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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l'équation différentielle en z , par 

si l'on multiplie pareillement l'équatioii différentielle en d, pas 
Z . m d x  

a m'dxl- z m . 
Al+ 2.m' 

1'8quatioii clifférentielle en y', par 

Yéquation différentielle en z', par 
, Z . m d z  

2 m'daf- a m ' M + z . ~  i 

et ainsi du reste ; si l'on ajoute ensuite ces diverses équations, en 
observant que 

on aura 

a . E . m d y  m . d d y  a .Zl .mdz m . d &  m d r  - .z,-- .Z. - 
M + z . ~  dta  Mf z . m  d ta la 

+2H.z.--2.d); 

ce qui  donne en intkgrant 
(dxa+dy"+dza) , (E.mdxy-(E.mdyp-(2.mdt)c 

constante = x. m. 
d t2 (Mf z.rrtj.dta 

(dx2+ dy'+ dza) t (LW-dx)"+(dyr-dy)" + (di-dz)" 
hdn/T.x.m. 4-8, mm'. 

dt" d ta 

h &tant une constante arbitraire. Nous sommes d6jà parvenus à ces 
diverses intégrales, dans le Chapitre V du premier Livre, relati- 
vement à u n  systéme de corps qui réagissent les uns sur les autres, 
#une manière quelconque; mais vu  leur utilité dans la théorie du 
systême du inonde, nous avons cm devoir les démontrer ici de 
nouveau, 

il 2. 
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 0. Ces intégrales étant les seules que l'on ait obtenues dan9 
l'état actuel de l'analyse; on est forcé de recourir aux métliodes 
d'approximation, et de profiter des facilités qu'offre pour cet objet, 
la constitution du systême du monde. .Une des principales tient i 
ce que le systêrne solaire est partagé en  systêmes partiels, forniés 
par les planètes et par leurs satellites : ces systêmes sont tels, que 
les distances cles satellites à leur planète, sont considérablement 

. plus petites que la distance de la planète au soleil: il en résulte 
que l'action du soleil étant A-peu-près la même sur la plaiîète et sur 
ses satellites , ceux-ci se meuvent à-peu-près, comme s'ils n'obéie 
soient qu'a l'action de la planète. 11 en résulte encore cette propriété 
remarquable, savoir qiie le mouveinent du centre de gravité d'une 
planète et de ses satellites', est à fort peu près le même que si 
tous ces corps étoient réunis a ce centre. 

Pour le démontrer, supposons qiie les distances mutuelles des 
corps m , m', m", &c., soient t rbPet i tes  par rapport à la distance 
de leur centre commun de gravité, au corps M. Soit 

x = X + x , ;  y=Y+y,; z=z+z,  ; 

x1=x+x,'; y'=Y+y,'; z1=Z-1-2,'; 

&c. ; 

X, Y, Z,  étant les coordonnSes di1 centre de gravité du systême 
des corps nz, ml, m", &c. ; l'origine de ces coordonnées étant, ainsi 
que celle des coordoniiées x ,  y, z ,  x', y', z', &c., au  centre de M. 
11 estclair que x,, y,, z, ,x,', &c. seront les coorclonnées de m,ml, &c,, 
relativement à leur centre comrhun de gravité ; nous les suppo- 
serons très-petites du premier ordre par rapport à X, Y, 2. Cdà 
posé, oh  aura, comme on l'a vu dans le premier Livre, la force 
qui  sollicite le centre de gravité du  systême , parallèlement à une 
droite quelconque, en prenant la somme des forces qui animent 
les corps, parallélement à cette droite, multipliées respectivement 
par leurs masses, et en divisant cette somme, par la somme cles 
masses. On a VU de plus, dans le merne Livre, que I'action niutuelle 
des corps liés entre eux, d'une manière quelconque, dahère  point 
le mouvement du centre de gravit6 du systême , et par le il0. 8 ,  
l'attraction mutuelle des corps n'influe point sur  ce niouvenieilt ; 
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il suffit donc dans la recherche cles forces qui animent lu + ce 1,i.e 
de gravité du système, d'avoir dgard à l'action du corps X, &an- 
ger A ce systême, 

L'actioïi de Msu r  m, décornposée parallèlement à l'axe des x ,  et en 
M . x  

sens contraire de leur origine, est -- ; la force entière qui 
7'3 

sollicite parallèlement à cette droite, le ceiitre de gravité du sys- 
tême des corps m, m', gic, , est donc 

En substituant au lieu de x et de r ,  leurs valeurs, orl a 

Si 1'011 aéglige les quantités très-petites du second ordre, c'est-A- 
dire, les quarrés et les produits des variables x , ,  y,, z,, x,', &c.;  

que l'on désigne par R , la distance \/x" + Y' + Z" , du centre de 
gravit6 du  système , au corps M; on aura 

En marquant successivement d'un trait ,  de deux traits, &c. , dans 
le second membre de cette équation , les lettres x,, y,, 2,; on aura 

- 

x x" . 
les valeurs de 7, rj, &c. ; mais on a, par la nature du centre de 

on aura donc, aux quantités près du second ordre, 

a h d ,  le centre de gi.av;té du  systêrne est à trés-peu prés sollicité 
parallèleriient à l'axe des x ,  par l'action du corps LçI, comme si 
tous les corps du  systême étoient réunis à ce centre, Le même 
résultat a évidemment lieu relativement aux axes desy et des z ;  e n  
sorte que les forces dolit le ceiitre de gravit6 du systême est animé 
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M. Y fil2 
parall8leurient à ces axes , par l'aclion de J I ,  sont - --. et --. 

R3 R3 
Lorsque l'on considère le &ouvernent relatif du centre de gra- 

vité du systême aulour de M, il faut lui transporter en sens con- 
traire,  la force qui sollicite ce corps. Cette force résultante de 
l'action de m ,  m', ml1, &c., sur  M, et décoinposée parallèlement 

m s  
aux x , en sens contraire de leur origine, est z. - ; si 17011 né- 

l3 

glige les quantités du second ordre, cette fo~c t ion  est, par ce qui 
précède, égale à 

X . n . m  
R3 * 

Pareillement, les forces dont M e s t  animé par l'action du systémo, 
parallèlement aux axes des y et des z ,  en sens contraire de leur 
origine, sont 

Y . r . m  z . L . ~  
- ,e t -  

R3 ~3 ' 
011 voit ainsi , que l'action du s yst6me sur le corps M ,  est à trks- 
peu près la même que si tous les corps de ce systême étoient réunis 
i t  leur centre commun de gravité, E n  transportant à ce centre, et 
avec u n  signe contraire , les trois forces précédentes ; ce point sera 
sollicite parallklement aux axes des x, des y et des z, dans son 
mouvement relatif autour de M, par les trois forces suivantes : 

Ces forces sont les mêmes que  si tous les corps rn, mf7 m", &c . ,  
t e se nieut étoient réunis à leur centre commun de gravité; ce cenbr 

donc aux quantith prés du secoiid ordre, comme si tous ces corps 
y étoieiît réunis. 

Il suit d e l & ,  que si l'on a plusieurs systêmes dont les centres de 
gravité soient fort éloignés les uns des autres, relativement aux 
distances respectives des corps de chaque systêine ; ces centres 
seront mus à fort peu près, comme si les corpsde chaque s y s t h e  y 
étoient réunis; çar l'action du premier systême sur chaque corps 
du  second systSme , est, par ce qui vient d'être dit, la même à 
$rés-peu près que si les corps du premier systême étoient réuilis 
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leur centre commuii de gravité ; l'action du premier systême SUI' 

le centre de gravité du second, sera donc, pxr ce qui précède, 
la m&me que dans cette hypothèse; d'où l'on peut généralement 
conclure que l'action rhiproqne des différens systêmes , sur leurs 
centres de gravité respectifs, est la même que si les corps de chaque 
systême y étoient réunis, et qu'ainsi, ces centres se meuvent, 
comme dans le cas de cette réupion. Il est visible que ce résultat a 
égdement lieu , les corps de chaque systêrne étant libres, ou liés 
entre eux d'une manière quelconque ; parce que leur action mu- 
tuelle n'influe point sur le niowvement de leur centre cornmuri de 
gravité, 

Le syatême d'une planète agit do i~c  A très-peu près sur les autres 
corps du systême solaire, comme si la planète et ses satellites 
étoieiit réunies à leur centre commuii de gravité ; et ce centre est 
attiré par les différens corps du  systême solaire, cornnie dalis cette 
Iiypothèse, 

Chaque corpç céleste étant la ~8uriioii d'une infinité de ~laolkcules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses ciirnensioiis étant très-petites 
relativement à sa distance aux autres corps du  systême du monde ; 
son centre cle gravité est A très-peu près attiré, comme si toute sa 
masse y étoit réunie; et il agit lui-même sur ces différens corps, 
comme dans cette supposition; on peiit donc, dans la recherche 
du mouvement des centres de gravité des corps célestes, consiclérer 
ces différens corps comme autant de points massifs placés à leurs 
centres de gravité. Mais la sphéricité des planètes et de leurs satel- 
lites, rend cette supposition ddjà fort approchée, beaucoup plus 
exacte encore. En effet, ces divers corps peuvent dtre considérés 
comme étant formés de couches à très-peu près sphériques, d'une 
densité variable, suivant une loi quelconque ; et nous allons faire 
voir que l'action d'une couche sphérique, sur  u n  corps qui lui  
est extérieur, est la même que si sa ,masse étoit réunie a son centre6 
Pour  cela, nous allons établir , sur les attractions des spl-iéroïdes , 
quelques propositions générales qui nous seront trt's-utiles dans 
la  suite. 

11. Soient x ,  y, a ,  les trois coordonnées du point attiré que 
nous désigneroiis par nz; soit dM une lnolecule du sgliéroïde, 
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et x', y', z', les coordonnées de cette molécule ; si 1'011 nomme p 
sa demité, p étant une fonction de x', y> e', iiidéj?endaute de x ,  y, z ;  

on aura 
dM=p.dx'.dy'.dzl. 

L'action de dM sur m , décomposée parallèlement à l'axe des x , 
et dirigée vers leur origine, sera 

p . dx' . dy' . dz' . (z - x ' )  
s 3 

{ (x -x l )"+  (y-y')"+ (z-z')") r 
et par conséquent elle sera égale à 

p .dx' .dyl .dz'  

d x  

en nommant donc Y, l'intégrale 
.dx'.dy'.dd - 

- 9  .h (= - (y -yr)' + ( 2 - i ) .  

dtendue à la masse entière du sphérbiqe ; on aura -(3, pour 

]'action totale du sphéroïde sur le point m, décoinposée paralléle- 
nient à l'axe des x , et dirigée vers leur origine? 
7 est la somme des molécules dg  sphéroïde, divisdes par leurs 

distances respectives au point attiré ; pour avoir l'attraction du  
sphéroïde sur  ce point, parallhlement à une droite quelconque, il 
faut donc considérer Y comme fonction de trois coordonnées reti- 
tangles , dont Yune soit parallèle à cette droite, et diffdrentier 
cette fonction relativement à cette coordonnt5e ; le coefficient de 
cette différentielle, pris avec un signe contraire, sera l'expression 
de 17.tractioii du sphéroïde , parallèlement à la droite donnée, e t  
dirigée y x s  rorigine de lacoordonnée qui lui est parallèle. 

Sil'on représenteparCJafonctioq {(~-x')'+@-~')~+(z-z')~)-~~ 

on aura 
Y=J$.p.d~'.dy' .d~'.  

L'intégration n'étant relative qu'aux variables x', y', z',il est clai? 
que l'on aura 
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mais on a 

O =  (g)+(g)+rg); 
on aura donc pareillement 

cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité dans 
la théorie de la figure des corps célestes, On peut lui donner d'autres 
formes plus commocles dans diverses circonstances ; concevons , 
par exemple, que de l'origine des coordonnées , on mène au point 
attiré, u n  rqyon que nous nommerons r ;  soit 9 l'angle que ce 
rayon fait avec l'axe des x,  et .il l'arigle que le plan formé par r et 
par cet axe, fait avec le plan dés x et des y ; on aura 

d'où l'on tire 

on pourra ainsi avoir les différences partielles de r ,  û et .o, relati- 
vement aux variables x , y , z ; et l'on e s  conclura les valeurs de 

. -  . 

d d V  
en difErences partielles de y; relatives 

aux variables r, 8 et a. Comme nous ferons souvent usage de ces 
transformations des différences partielles ; il est utile d'en  appeler 
ici le principe. E n  considérant 7 comme fonction des variables 
s, y, z, et ensuite, des variables r, Q et w ; on a 

Pour avoir les différences partielles (2) , (g), (g), il ne 

faut faire varier que x ,  dans les expressions précédentes cie r, cos. 8 ,  
et tang. rn ; en différentiant donc ces expressions, on aura 

- . .  

ce qui donne (E) = cos. 9. ($) - sy , (g). 
M~CAN.  c h .  Tome 1. S 
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On aura donc ainsi, la différence partielle (g) , en différences 
. . 

partielles de la fonction 7, prises par rapport aux variables r ,  8 

et m. En différentiant de nonveau, cette valeur de - ; on aura la 
d d V  

(3 
différence partielle (=), en différences partielles de V, prises 

par rapport aux variables r ,  û et a. On aura,  par le même yro- 

cddé , les valeurs de 

On transformerade cette manière, l'équation (A), dans la suivante : 

cos.8 

et si l'on fait cos. 8 = Iu, cette dernière équation deviendra 

x 2. Supposons maintenant que le sphéroïde soit une coiiche 
sphérique dont l'origine des coordonnées soit au centre ; il est clair 
que 7 ne dépendra que de r , et  qu'il ne renfermera n i  p ni  a; 
l'équation ( C) donnera donc 

d'où l'on tire en intégrant, 

A et B étant deux constantes arbitraires. On a donc 
B 

-(;) exprime, par ce qui prbcède , l'action de la couche sphé- 

rique sur le point m , décomposée sinivant le rayon r ,  et dirigée 
vers le centre de la couche ; or  il est clair que l'action totale 

dV 
de la couche doit être dirigée suivant ce rayon ; - (;i;) exprime 

donc l'action totale de la couche sphérique sur le point m. 
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Supposons d'abord ce point placé au-dedans de la couche. S'il 
&oit au centre même, l'action de la couche seroit nulle ; on a donc 

B - (z) = O ,  ou - = O ,  lorsque r = o ,  ce qui  donne B = o ,  
rs 

et par conséquent - - = O ,  quel que soit r; d'où il suit qu'un (di") - - 

point placé dans l'intérieur de la couche, n'en éprouve aucune 
action, o u ,  ce qui revient au  m h e ,  il est également attiré de 
toutes parts. 

Si le point m est situé au-dehors de la couche sphérique ; il est 
visible qu'en le supposant infiniment éloigné de son centre, l'ac- 
tion de la couche sur ce point, sera la même que si toute la masse 
de la couche étoit réunie à ce centre ; en nommant donc M la masse 

B M 
de cette couche; - (g) ou ;; deviendra dans ce cas, égal à - ra ' 
ce qui donne B = M; on a donc généralement, par rapport aux 

points extérieisrs , 

c'est-h-dise que la couche s~lîérique les attire, comme si toute ça 
masse &oit réunie à son centre. 

Une sphère étant une couche sphérique dont le rayon de la sur- 
face intérieure est nul; on voit que son attraction sur un point placé 
à sa surface ou au-delà, est la m6me que si sa masse étoit réunie a 

son centre. 
Ce résultat a encore lieu pour les globes forniés da couches con- 

centriques d'une densité variable du centre à la circonférence, 
suivant une loi quelconque ; puisqu'il est vrai pour chacune de ces 
couclies : ainsi, le soleil, les planètes et les satellites pouvant être 
considérés à très-peu près, comme des globes de cette nature, ils 
attirent à fort pen près les corps extérieurs, comme si l'on suppo- 
soit leurs masses réunies à leurs centres de gravité ; ce qui est 
conforme à ce que nous avons trouvé par les observations, dans le 
no. 5. A la  vérité, la figure des corps célestes s'écarte un  peu de la 
sphère ; mais la différence est très-petite , et l'erreur qui en résulte 
sur la supposition précédente, est du même ordre que cette diffé- 
rence , relativement aux points yoisins de leur surface ; et relati- 

S 2 
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vement aux points éloignés, l'erreur est du même ordre que le 
produit de cette différence, p a r  le quarré du rapport des rayons des 
corps attirans , & leurs distances aux points attirés ; car on a vu  , 
dans le no. 10, que la consiclérntion seule de l'éloignement des points 
attirés, rend l'erreur de la suppositioii précédente, du meme ordre 
que le quarré de ce rapport. Les corps célestes s'attirent donc à 
très-peu près, comme si leurs masses étoient réunies à leurs cen- 
tres de gravité, non-seulement parce qu'ils sont fort éloignés les 
uns des autres, relativement à leurs dimensions respectives ; mais 
encore parce que leurs figures différent très-peu de la spl-ière. 

La propriété dont les sphères jouissent dans la loi de la nature, 
d'attirer comme si leurs masses étoient réunies à leurs centres, est 
très-remarquable, et l'on peut être curieux de savoir si elle a lieu 
clans d'autres loix d'attraction. Pour cela, nous observerons que si 
la loi de la pesanteur est telle qu'une sphère homogène attire u n  
point placé au-dehors, cornme si toute sa masse étoit réunie à son 
centre ; le même résultat doit avoir lieu pour une couche sphhi- 
que d'une épaisseur constante ; car si 1'011 enléve à une sphère, une 
couche spliérique d'une épaisseur constante, on formera une nou- 
velle sphère d'un plus petit rayon, mais qui aura, ainsi que l a  pre- 
mière, la propriété d'attirer, comme si toute sa masse étoit réunie 
à son centre ; or  il est évident que ces deux sphères ne peuvent 
avoir cette propriété corninune, qu'autant qu'elle l'est encore à la 
couche sphérique qui forme leur différence. Le problême se réduit 
donc à déterminer les loix d'attraction suivant lesquelles une cou- 
che sphérique d'une épaisseur infiniment petite et constante, attire 
un point extbrieur, comme si toute sa masse étoit réunie à son 
cerltre. 

Soit r la distance du point attiré au centre de la couche sphéri- 
que ; u le rayon de cette couche, et d u  son épaisseur. Soit 6 l'angle 
que le rayon u fait avec la droite r ;  /D l'angle que le plan qui passe 
par les deux droites r et u fait avec un  plan fixe passant par la 
droite r ; l'élément de la couche sphérique sera uadu. d , ~ .  dB. sin. O. 
Si l'on noinrne ensuite f la distance de cet élément au point aitiré, 
on aura 

fa= r u . ~ ~ ~ . e + u s .  
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Représentons par Q (f), laloi de l'attraction à la distance f; l'ac- 
tion de Yélémeiit de la couche, siIr le point attiré, décoiriposée 
parallèlement à r,  et dirigée vers le centre de la couche, sera 

( t - u . c o s .  8) 
u2du. dw. sin. O. 

f 4.f-) ; 
mais on a 

r-u.eos.  -9 

f = (g); 
ce qui donne i la quantité précédente, cette forme 

- .  
partant, si 1'011 désigneflf. P (f) par ~,(f), on aura l'action entibre 
de la couclie sphérique, sur le point attiré, au moyen de l'intégrale 
u'. d71.ldv. d 6. sin. O. Q, (f), différentiée par rapport à r, et divisée 
par dr. 

Cette intégrale doit être prise relativement à .a, depuis m=o, 
- 

jusqu7à m égal à la circonférence, et après cette intégration, elle 
devient 

~?r.u~.du.fd6.sin.~.p,(f); 

'K étant le rapport de la demi-circonférence an rayon. Si l'on diffé- 
rencie la valeur de f par rapport à 9 ,  on aura 

f d f  dB.sin. 9 =- 
ru ' 

et pa r  ccmséquent , 
u d u  

a1r.zl"du.Jd6.siii.8.~,(f)=z?r.-.ffdf.p,($). 
t 

L'intégrale relative à O, doit être prise depuis O = O jusqu'à 9 = ?r , 
et à ces deux limites, on a f = r- u, et f = r+ u; ainsi l'intégrale 
relative à f ,  doit être prise depuis f = r- u jusqu'à f = r+ u j soit 
doncJfdf.~,(f)=.S(f); on aura 

Le coefficient de dr , dans la différentielle du second membre de 
cette équation , prise par rapport à r, donnera l'attraction de la 
couche sphérique, sur le point attiré ; et il est facile d'en conclure 

1 que dans la nature ou q(f)- - 
f a  ' cette attraction est égale à 
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4 .x . uadu -- , . c'est-A-dire , qu'elle est la niéme que si toute la masse de 

r = 
l a  couche sphérique étoit réunie à son centre ; ce qui fournit une 
nouvelle cléinonstration de la propriété que nous avons établie 
précédemment sur l'attraction des sphères. 

D&terminons maintenant P (f), d'après la condition que l'attrac- 
tion de la couche est la même que si sa masse étoit réunie à son 
oenti-e. Cette masse est égale à 47r. u'du, et si elle étoit réunie à son 
centre, soli action sur le point attiré, seroit 47r. uadu. q ( r ) ;  on 
aura donc 

cn intégrarit par rapport à r, on aura 

- U étant une fonction de u et de constantes, ajout6e à l'intégrale 
ca u.Jdr. p (r) .  Si l'on représente 4 ( r+  u )  - $ ( r -  u) , par R , ou 
aura, en différentiant l'6quation précédente, 

d d R  
(=)=r*(&?i 

mais on a,  par la nature de la fonction R , 

Ainsi, le premier membre de cette équation étant inddpendant 
d e  u ,  et le second membre étant indépendant de r , rhacun de ces 
membres doit ktre égal à une constante arbitraire que nous clési- 
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d'oh l'on tire en intégrant, 

B étant une nouvelle constante arbitraire. Toutes les lois  d'attrac- 
tion dans lesquelles une splière agit sur un point extérieur placé A la 
distance r de son centre, comme si toute sa masse &toit réunie à ce 
centre, sont donc comprises clans la formule générale 

il est aisé de voir qu'en effet, cette valeur satisfait à l'équation (D) 
quels que soient A et B. 

Si l'on suppose A= O ,  on aura la loi de la nature, et 1 ' ~ n  voit que 
dans le nombre infini des loix qui rendent l'attraction très-petite à 
de grandes distances, celle de la nature est la seule dans laquelle les 
sphères ont la proprikté d'agir, comme si leurs masses étoient r h  

nies à leurs centres. 
Cette loi est encore la seule dans laquelle un  corps placé au- 

dedans d'uuie couche sphérique, par-tout d'égale épaisseur, est éga- 
lement attiré de toutes parts. Il. résulte de l'analyse précédente, 
que l'attraction de la couche sphérique dont l'épaisseur est du ,  sur 
un point placé dans son intérieur, a pour expression , 

Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir 

4 ( u f  r ) - + ( u - r ) = r . U ,  

U étant une fonction de u , indépendante de r , et il est facile de 
B 

voir que cela a lieu dans la loi de la nature ou a (f) = -. Mais 
S" 

pour faire voir que cela n'a lieu que dans cette loi,  nous désigne- 
rons par 4' (f) , la différence de 4 (f) , divisée par df noris dé- 
signerons encore par .C" (f), la différence de +'(f), divisée par df, 
et ainsi de suite ; nous aurons ainsi, en différentiant deux fois de 
suite, l'équation ~rdcédente , par rapport à r , 

.C1'(u+r) -.C"(u-r) =o. 
Cette équation ayant l i e~ i ,  quels que soient u et r , il en résulte que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



\ I r ' ( f )  doit être égal à une constante, quel que soit f, et qu'ainsi 
v' If) = O ; or  on a ,  par ce qui précède , 

B 
ce qui donne en intégrant, p (f) = T;, et par conséquent, la loi de 

J 
la nature, 

i 3. Reprenons l'équation ( C!) du no. il. Si l'on pouvoit inté- 
grer généralement cette équation ; on auroit une expression de 7, 
qui  renfermeroit deux fonctions arbitraires que l'on détermineroit 
en cherchant l'attraction du  sphéroïde sur un  point situé dans une 
position qui facilite cette recherche, et en comparant cette attrac- 
tion à son expression générale. Mais l'intégration de l'équation (C) 
n'est possible que dans quelques cas particuliers, tels que celui oh 
le sphéroïde attirant est .une sphère, ce qui  réduit cette équationaux 
différences ordinaires ; elle est encore possible dans le cas où ce 
sphéroide est u n  cylindre dont la base est une courbe rentrante, et 
dont la longueur est infinie : on verra dans le troisième Livre, que 
ce cas particulier renferme la théorie des anneaux de Saturne. 

Fixons l'origine des r ,  sur l'axe même du cylindre que nous 
supposerons d'une longueur infinie de chaque côté de cette origine, 
En nommant r' la distance du point attiré , à l'axe ; on aura 

TI = F. v1-[*g. 
Il est visil)le que Y ne dépend que de r' et de a,, pnisqil'il est le 
rriême pour tous les points relativement auxquels ces deux varia- 
bles sont les mêmes; il ne renferme donc (A, qu'autant que r' est 
fonction de cette variable; ce qui  donne 
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d'oit l'on tire en iiltégrant, - 
Y=Q (rf. cos. F+ r'. V-1. si11.m) +.$ {r'. cos. RI-r'. \/Y. sin. Q}; 
Q (r') et 4 (r') étant des fonctions arbitraires de r', que l'on pourra 
déterminer, en cherchant l'attractioii du cylindre, lorsque a est 
nul ,  et lorsqu'il est égal h un  angle droit. 

Si la base clu cylindre est un cercle, Y sera évidemment iinc 
fonction de r', indépendante de m ;  l'équation précédente aux 'lige- 
rences partielles deviendra ainsi, 

ce qui donne en intégrant, 
H -(3=7 

H étant une constante, Pour la  déterminer, nous supposerons rr 
extrêmemei~t grand par ;apport au rayon de la base clu c~ l indre ,  
cc qui permet de considérer le cyliiiclre conme une ligne clïoite 
infiriie. Soit A cette base, et z la distance d'un point quelcoiique 
de l'axe du cylindre , au point OU cet axe est rencontré par r'; 

l'aciion du cylindre considéré comme concentré sur son axe, sers 
parallèlement à r', égale à 

Ar' .dz 

f ( r 9 ~ + z S $  

l'intégrale étant prise depuis z = - CO, jusqu7A z = oo ; ce qai ré- 
- 

z A  
duit cette intégrale à i; c'est l'expression de - ($) , lorsque rf 

est très-considérable. Enlacomparantàlaprécédente, on a W= 218, 
et l'on voit que quel que soit r', l'action d u  cylindre stir un point 

S A  
extérieur, est -. 

r' 
Si le point attiré est au-dedans d'une couche cylinilrique ch i ; -  

laire, d'une épaisseur constante, et  d'une longueur infinie; 011 a 
H 

encore - (g) = - . 
f' ' et comme l'attraction est nulle, lorsque le 

pint  attiré est sur l'axe même de la couche, on a H= O ,  et par 
conséquent, un point placb. dans l'intérieur de la couche, est é p -  
Icmeiit attiré de toutes parts. 

R ~ ~ C B N .  C ~ L .  Tome I. T 
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14. On peut étendre au mouvement d'un corps, les équa- 
tions ( A ) ,  (B) et (C)  du no. ii , et en tirer une équation de 
condition très-utile, soit pour vérifier les calculs de la théorie, 
soit pour vérifier la théorie même de la pesanteur universelle. Les 
éqiiatioiis différentielles (i), ( a ) ,  (3) du no. g ,  qui dCterrninent 
le mouvement relatif de nz autour de M , peuvent être mises sous 
cette forme ; 

M.+rn m r . ( x x r + y y l f Z ~ ' )  A Q étant égal à - - 2. 
$3 

+ m; et il est facile de 
r 

voir que l'on a 

si les variables x', y', z', x", &c, , que Q renferme, sont indépen- 
dantes des x ,  y et z. 

Transformons les variables x ,  y,  z , en d'autres plus commodes 
pour les usages astronomiques. r étant le rayon mené du centre 
de fil à celui de rn , nous nommerons Y l'angle que la projection de 
ce rayon sur le plan des x et des y ,  fait avec l'axe des 8; et 9 ,  
l'inclinaison de r sur le même plan ; on aura 

z = r .  sin. 0.  
L'équation (E) rapportée à ces nouvelles variables, sera par le 

si l'on multiplie la premikre des équations ( i) , par cos. 9. cos. v; In 
seconde, par cos. 6. sin. v ; la troisième, par sin. 9 ;  et si pour 
abréger, on fait 

ddr r . d v a  
&'5---- 

T .  de' 
dt' d t a  

.cos."- - j 
d P  

on aura, en les ajoutant, 

JZ' = (2). 
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Pareillement, si 1'011 mu1 tiplie la première des équaiioiis (i) , par 
- r. cos. O. sin. Y ; la seconde, par r .  cos. 8. cos. v , et qu'ensuite on 
les ajouie , et que l'on suppose 

Enfin , si l'on multiplie la premiére des équations ( i ) ,  par 
- r. sin. 8 .  cos. u ; la seconde, par - r .  sin. B. sin. u;  qu7011 les ajoute 
à la troisième, mdtipliée par cos. O ,  et que l'on fasse 

Les valeurs de r,  v e t  8 ,  renferment six arbitraires introduites par 
les intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires 

que nous désignerons par a, b , c ;  l'équation 2Mr= (d4) - don- 

pesa les trois suivantes : 

00 tirera de ces équations, la valeur de - 
(?)a 

et si l'on fait 
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on aura 

Si I'on fait pareillement 

rnf =($). (2)-(2).  ( 2 ) ;  
nr = (g). (;)- (2). ($) ; 
+(fi). db da (fi)-(?). da (f); db 

Skquaiion N' = (2)' donnera 

ddQ C. (;i.)=mt. (g) +n,'. G) + p l .  

Enfin , si I'on fait 

(;)-(;). (2);  
no= (g). (2) -($} Cg); 

($), 
l96quation P' = (%), donnera 

ddQ ~.(dé;)=mo.(~)+n~.(~)+p~w($)~ 

Z'&cluation (F) deviendra ainsi, 
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Dans la th4orie de la lune, on néglige les perturbations que son 
action produit dans le niouvernent relatif du soleil autour de la 
terre, ce qui reviei~t à regarder sa masse comme infiniment petite. 
Alors les variables x', y', z', relatives au soleil, sont indépendantes 
de x ,y,  z , et l'équation (G) a lieu dans cette théorie ; il faut donc 
que les valeurs trotivées pour r, Y et 8 ,y  satisfassent , ce qui donne 
u n  moyen de vérifier ces valeurs, Si les inégalités observées 
dails le mouvement de la lune, sont le résultat de l'attraction mu- 
tuelle de ces trois corps , le solei1,'la terre et la lune, il faut que les 
valeurs de r , u & 8 , tirées des observations , satisfassent A l'équa- 
tion ( G ) ,  ce qui donne un moyen de vérifier la théorie de la 
pesanteur universelle ; car les longitudes moyennes de la lune , de 
son périgée, et de son noeud asceildant , entrent dans ces valeurs , 
et l'on peut prendre pour a ,  6, c , ces longitudes. 

Pareillement , si dans la théorie cles planètes, on néglige le 
cluarré des forces perturbatrices, ce qui est pre_sque toujours per- 
niis; alors, dans la théorie de la planète dont les coordonnées sont 
s, y ,  z , on peut supposer que les coorclonnées x', . Y', z', x", &c. 
des autres planètes , sont relatives à leur mouvement elliptique, 
et par conséquent, indépendantes de x ,  y, z; l'equation (G)  a donc; 
encore lieu dans cette théorie. 

i 5. Jks  équations différentielles du no. précédent, 
d d r  r . d v l  --- d t2  d Q  

dt2 c i  t~  cos.'^-r.7 d t  = (z) ; 

dda dv" 
r2.-+r5.-.sin.O.cos.8+ 

d t3 dt" d ta 
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ne sont qu'une combinaison des équations différentielles (i) du 
même no. ; mais elles sont plus commodes, et plus adaptées aux 
usages astronomiques. On peut leur donner d'autres formes qui 
peuvent être utiles dans diverses circoiîstaiices, 

Au lieu des variables r et 6' , considérons celles-ci u et s , u étant 
1 

égal à - ou à l'unité divisée par la projection du rayon vec- 
r.cos. 8 ' 

teur , sur le plan des x et des y ; et s étant égal à tang. 0 ,  ou à In 
tangente de 1; latitude de m au-dessus du même plan. Si 17011 mul- 
tiplie la seconde des équations (N) par r9dv. cos." 9, et qu'ensuite, 
on I'iiitègre ; on aura 

ii étant une coiistante arbitraire ; on a donc 
d v 

Si l'on ajoute la première des équations (H) niultipliée par -cos.Q, 
sin. 8 

8 la troisième multipliée par - , on aura 
1: 

da.: 
u 1 doa -- +-. - = ,%̂. (2) +us.($)} ; 

dta u dt2 
d'où l'on tire 

à.(*) u2dt  +z= u d t  us.dt .  

En substituaut pour d t ,  sa valeur précédente, et regardant d u  
comme constant, on aura 

d d u  

La troisième des équations ( H )  deviendrade la même manikre, 
en y traitant d* comme constant, 

dds 
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On au& donc, au lieu des trois équations différentielles (H') , les 
suivantes : 

Si l'on veut éviter les fractions et les radicaux ; on pourra doimes 
% ces équations, la forme suivante : 

d d t  a d u d t  
O=-+-- 

dva u d v a  

d d u  

En employant d'autres coolndonnées , on formeroit de nouveaux 
systêmes d'équations différentielles : supposons, par exemple que 
l'on change les coordonnées x et y, des équatioiîs ( i)  du no. 14, 
en d'autres relatives à deux axes mobiles situés sur le plan de ces 
coordonnées, et dont le premier indique la loiigitude moyenne du  
corps m, tandis que le second lui  est perpendiculaire. Soient x, et y, 
les coordonnées de m , relativement à ces axes, et désignnns pas 
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n t-i-e, la longitude moyenne de m ,  ou l'angle que l'axe mol& 
des 3, fait avec l'axe des x j on aura 

x=x, .cos.(nt+o)-y, .s in.(nt+e)  ; 

y = x,.sin.(nt$e) +y,.cos.(nt+e) 3 

d'où l'on tire , en supposant cl t coiistant, 

ddx. cos. (nt + r) + ddy . sin. (nt + e) = dclx, - n'x,. dt4 - a'ndy, . dt J 

&y. cos. (nt + s)-ddx. sin. ( 7 2 t  + s) = &Y,- nay,. dt" + z ndx, . dt. 

En  substituant dails Q, au lieu de x et de y, leurs valeurs prEcé- 
clei~tes ; on aura 

(2)- ( z ) . c o s .  ( n t + < )  - (2). sin. (nt+ 5) ; - 

Cela POSE, les équations différentielles ( i )  doiîneroilt les trois SUI- 

d2y, O=-- 7z1y,+  2 n.-- "1 (2); 
dt" dt 

d O z  d Q  .=--(A; dt" 

Après avoir cloiiné les équations diffdreutielies du mouvepient 
d'uii systême de corps soumis à leur attraction mutuelle, e t  aprits 
en avoir dkterminé les seules intégrales exactes que 1'011 ait pu 
obtenir jusqu'à présent; il nous reste intégrer ces équations, par 
des approximatioiis successives. Dans le systême solaire , les corps 
cklestes se meuveiit à-peu-près , comme s'ils n'obéissoient qu'a la 
force principale qui  les anime, et les forces pertnrbatrices sont 
pein consiclérables ; on peut donc, dans une première approxima- 
tion, ne considérer que l'actioii mutuelle de deux corps, savoir, 
celle d'une planète OLI d'une comète et du solcil, dans la théorie 
des planètes et des comètes ; et l'action mutuelle d9un satellite et de 
sa plaiiète, dêns la théorie des satellites. Wons commencerons ainsi 
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par donner une détermination rigoureuse du mouvement de deux 
corps qui s'attirent : cette première approximation nous conduira 
à u.rle seconde dans laquelle nous aurons égard à la première 
puissance des forces perturbatrices ; ensuite, nous considérerons 
les quarrés et les produits de ces forces ; en continuant ainsi, nous 
déterminerons les mouverneils cklestes avec toute la précision que 
les observations comportent. 
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C H A P I T R E  I I I .  

Première approximaiion des mouvemens célestes, ou théorie 

da rnozwement elliptique. 

i 6. N o  u s avons déjà fait voir dans le premier Chapitre, qu'un 
corps attiré vers un  point fixe, par une force réciproque au quarré 
de la di~tance , décrit une section conique ; or dans le mouvement 
relatif du corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré 
comme en repos, il faut transporter en sens contraire à m , l'ac- 
tion que m exerce sur N; ainsi, dans ce mouvement relatif, rn 
est sollicité vers M , par une force égale à la somme des masses J!l 
et m ,  divisée par le quarré de leur distance ; le corps rn décrit 
donc une section conique autour de M. Mais l'importance de cet 
objet dans la théorie du systbme du monde, exige que nous le 
reprenions sous de nouveaux points de vue. 

Pour cela, considérons les équations (K) du no. 15, Si l'on fait 
'M+ m = r , il est visible, par le no. 14, qu'en n'ayant égard qu'a 

P d'action réciproque de M e t  de m , Q est égal à -, ou à IA.u 

T i -3  

les équations ( K) deviennent ainsi, 

d d u  
O = - + u -  

P 
d va 5 j ha.(i +SS)L 

dds 
O =  -+S. 

dvg 

L'aire décrite pendant l'élément de temps d t ,  par la projection du 
dv 

rayon vecteur, Btant égale à 1.- ; la première de ces équations 
ua 

nous apprend que cette aire est proportionnelle à cet élément, et 
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qu'ainsi, dans un temps fini, elle est proportionnelle au  tenip~. 
La dernière équation donne en l'intégrant, 

s =  p.sin.(v-O), 
y et 8 étant deux arbitraires. Enfin, la seconde donne par son 
intégration 

. /- 

e et a étant deux nouvelles arbitraires. E n  substituant dans cette 
expression de u, au lieu de s , sa valeur en v , et substituant en-- 

du 
suite cette expression, dans l'équation dt= - l'intégral2 de 

h.uz ' 
cette équation doiinera t en fonction de Y ; on aura donc ainsi v, u 
et s , el1 fonctions du temps. 

On peut simplifier considérablement ce calcul, en observant que 
la valeur de s indique que l'orbite est toute dans un plan dont y 

est la tangente d'inclinaison sur le plan fixe, et dont 0 est la longi- 
tude du nceud,comptée de l'origine de l'angle v. En rapportant donc 
A ce plan, le mouvement de m ; on aura s= O et 7 = O ,  ce qui  
donne 

Cette équation est à une ellipse dans laquelle l'origine des r est au 

foyer : 
ha 

est le demi-grand axe que nous désignerons par a; 
p.(i-ea)  

e est le rapport de l'excentricité au demi-grand axe ; enfin, m.est 1s 
du 

longitude du phihélie, L'équation dt= - devient ainsi, 
h.ua '  

3 3 
a;.(i - ea); .$v 

dt= 
<P. (~+e.cos.[v- m))a' 

Développons le second membre de cette équation, dans une série 
de cosinus de l'angle v - m, et de ses multiples. Pour  cela, nous 

1 
comrnencerons par développer dans une série 

1 +e.cus.(v-v)  ' 
ricmblable. Si l'on fait 

e 
A =  - 9  

~ + / i - e a  

TT 2 
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1-te.cos.(v-w) /ce; (v-m) . /=- 1 -(v-m) . f-1 

l + h . c  if ha^ 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unitk En 
développant le second membre de cette équation, en série ; savoir, 

(v-a).<-1 
le premier terme relativement aux puissames de c , - - 

-(v-m) .<-1 

et le second terme relativenient aux puissances de c 9 

et en substituant ensuite, L ~ T X  lieu des exponentielles. imaginaires , 
leurs expressions en' sinuu et cosinus ; on trouvera 

1 1 = --- 
1 + ~ . C O S . ( ~ - a )  /= 

. { 1-2h.COS. ($-'-a) $2~". COS. 2 (Y-m)-2 h3 r COS. 3(%'-a) + &c.}, 
1 

Nommons a le  second membre de cette équation, et faisons p = - ; 
e 

nous aurons généralement , 
1 =* +.!--1 . d m . ( $ )  - 6 

{l+e.cos. ( v - r ~ ~ ) ) ~ l + l  1.2.3 ..., m.dqnz ' 
dp étant supposé constant, et les signes + ou - ayant lieu, suivant 
cjue n est pair ou impair. De-là , il est aisé de conclure que si l'on 
Sait 

on aura, quel que soit a ,  

le signe + ayant lieu, si i est pair, et le signe - ayant lieu, si h est 

impair; en supposant donc n= it . fi, on aura 

ndt = &. {I + ~ ( ' 1 .  ~~s.(ti-m))+E(". COS.~(V-a)+ E ( 3 ) . ~ ~ ~ . 3 ( ~ - ~ ) +  &ci); 
et en intégrant, 

n t + ~  = ~+~').sin.(v-.~.)+~.E(~).sin,~(v-~)~f.E(~).sin.3(u-m) +&ce 
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e: étant une arbitraired Cette expression de n t + ~  est fort conver- 
gente, lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les 
orbites des planètes et des satellites ; et l'on peut, par le retour des 
suites j en conclure la valeur de Y en t : nous nous occuperons de 
cet objet, dans les no" suivalis. 

Lorsque la planète revient an même point de son orbite, v est 
auginenté de la circonférence que nous représenterons toujours 
pas Q n j en nommant donc T le temps d'une révohtion , on aura 

3 
T 2r .a :  y'=-=- 
n FP a 

Cette expression de Tpeut  être immédiatement déduite de l'ex- 
pression différentielle de d t , sans recourir aux skries. Reprenons 

d v rgd v P d v  
en effet, l'équation d t = - ou dt  = -. Elle donne T=--$ 

h.ua , h h 
Jr'ddu est le  double de la surface de l'ellipse, et par conséquent, 

il est égal à àa.aa. 1-8; de plus, k est égal à pa.(i-e") j on 
aura ainsi la même expression de T que ci-dessus. 

Si Y011 néglige les masses des planètes, relativement à celfe (ILI 
soieil, on a fi= oj la valeur de <p est alors la même pour 

3 

toutes les planètes; T est donc proportionnel alors à a', et par 
conséquent, les quarrés des temps des révolutions, sont comme 
les cubes des grands axes des orbites. Oii voit que la même loi a 
lieu dans le mouvement des satellites, autour de l eu r  planète, 
-en ndgligeant leurs niasses relativement A celle de la planète, 

i 7 .  On peut encore inttgrer de cette maniére , les équations 
du mouvement de deus corps 1M et na ; qui s'attirent en raison 
rkciproque du quarré des distances. Reprenons les équations (1) , 
( 2 )  et ( 3 )  du no. g; elles deviennent, en ne considérant qua l'ac- 
tion des dei- corps M e t  m , et faisant &? + rn = I.( 

ddy P a Y  e= dp+p 

d d z  p . 2  
O= ---tp 

d ta 
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Les intégrales de cesréquations donneront, en fonctions du temps t ,  
les trois coordonnées x, y,  z, du corps m, rapportées au centre 
de 211: on aura ensuite, par le no. 9 ,  les coordonnées (, TI et 3 
du corps M, rapportées à un point fixe, au moyen des équations 

Enfin, p n  au.ra les coordonnt5es de m , par rapport au même point 
fixe, en ajoutant x ( ,y à n ,  et z à 2 : on aura ainsi le mouvement 
relatif des c o q s  M e t  m, et leur mouvement absolu dans l'espace. 
Tout se réduit donc k intégrer les équations différentielles ( 0). 

Pour  cela, nous observerons que si l'on a enire les n variables 
x(" 7 d2) 2 a(') .  . . . ~ ( ~ 1 ,  et la variable t dont la différence est sup- 
posée constante, u n  nombre n d'équations différentielles données 
par la suivante : 

dam laquelle on suppose s successivement égal à r , a , 3 ,. . . . . n 3 

A,  B , .  . . . H étant des fonctions des variables x('), x("), &c., et 
de t , symétriques par rapport aux variables d l ) ,  x(". . . . x("), c'est- 
à-dire, telles qu'elles restent les mêmes, lorsque l'on y cliinge une 
quelconque de ces variables dans une autre , et réciproquement; 
on peut supposer 

d'), bcl). . . , h('); a("), 6("), &c., étant des arbitraires dont le nombre 
est i . (n- i). Il est clair que ces valeurs satisfont au systême pro- 
posé Ses équations différentielles : de plus, elles réduisent ces 
équations, à i équations différentielles entre les z variables x("-~+'), 
x ( n - i t n )  . . . . ~ ( ~ 1 .  Leurs intégrales introduiroiit ia nouvelles arbi- 

traires qui, réunies aux i. (n - i) précédentes , formeront les i n  
arbitraires que doit donner l'intégration des équatiops clifféreq- 
lielles proposées, 
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Si l'on applique ce théorême , aux équations ( O )  ; on voit qué 
z = a x +- b y  , a et  b &tant deux arbitraires. Cette équation est celle 
d'un plail passant par l'origine des coorclonnées ; ainsi l'orbite de 772 

est toute entière dans un  même plan. 
Les équatioiis ( O) donnent 

d d z  
O =  C Z . ( ~ ~ . ~ ) + ~ . ~ Z )  

Ir en différentiant deux fois de suite,17équation rdr==xdx+ydy+ 
on a 

r.8r-l-3 dr.ddr=x.#x+y.d3y+z.$z 
+3 . (dx .ddx+dy.ddy+ .ddz), 

et par conséquell t , 

d d x  d'dy 
dt=  d ts 

+3r9. {dr . -  +dy.-+di.- 
d t' 

En substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de 
d"x , dly , d'z , leurs valeurs données par les équations ( O' ) , et 
ensuite , au lieu de d d x  , d d y  , dd z , leurs valeurs données par 
les équations ( O )  ; on trouvera 

Si l'on compare cette équation aux dquations (Of) ; on aura, efl 
dx dy dz 

vertu du  théorême exposé ci-dessus, en considérant x, 5, di 3 

2 comme autant de variables particulières dl), 355 Sq, ~ $ 4 ) ;  et r ,  
dt '  

comme fonction du temps 8 ;  

d r 3 h r d x + p . d y  j 
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A ,  9, étant des constantes ; et en intégrant , 

h' - étant une constante. Cette équation cornbide aveG celles-ci, 
f" 

doline une équation du second,degrt , sait en x et y ,  soit en x et a, 
soit en y et a ;  d'où il suit que les trois projections de la courbe 
décrite par m autour de M, sont des lignes du second ordre, et 
qu'ainsi, cette courbe étant toute dans un même plan, elle est elle- 
même une ligne du  second ordre, ou une section conique. I l  est 
facile de s'assurer par la nature de ce genre de courbes, que le rayon 
vecteur r étant exprimé par une fonction linéaire des coordonnées 
LD , y ; l'origine de ces coordonnées doit etre au foyer de la section, 

h" 
Maintenant l'équation r= - + A . x + p. y ,  d o m e  en vertu des 

u 

En multipliant cette équation par dr,  et en l'iiitégrant; on aura 
d r  rxp 

r a . - - 2 p r + - f - ? 9  = O ,  
dt* a' 

a' étant une constante arbitraire. &-là 011 tire 

r d r  
d t =  i 

cette équation donnera r en fonction de t ; et comme x ,y, a sont 
donnés par ce gui  précède, en fonctions de r j  on aura les coor- 
donnée; de 112, en fonctions du  temps. 

i 8, On peut parvenir ces diverses équations, par la m&lioile 
suivante qui a l'avantage de donner les arbitraires , en fosctions 
des coordonndes x ,  y, z , et de leurs premières différences j ce qui 
nous sera très-utile dans la suite. 

$ipposops que Y= çol~stante , soit une intégrale du premier 
ordre 
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d x  
ordre des équations ( O ) ,  Y étant fonction de x ,  y, z , , 

~- . 

dy dz 
nommons x', z' ces trois dernières, q~~ailtités. L'équa- Tt' A -  

tion y= constante,, donnera par sa différentiation , 

plais les équations ( O )  donnent 

on a donc l'équation identique, aux difZrences partielles, 

11 est clair que toute fonction de x ,  y, z, x', y', z', qui substituée 
pour Y, dzns cette équation , la rend identiquemeut nulle , devient, 
en l'égalant à une constante arbitraire, une intégrale du premier 
ordre des équations ( O), 

~upposolls 
y= ïY+ U'+ U"+ &c., 

U étant fonction des trois variables x ,  y, z;  Ur étant fonction des 
six variables x ,  y ,  z , x', yf z', mais du  premier ordre relative-. 
ment à xf, y', 2'; U" étant fonction des mêmes variables, et du 
second ordre relativement b xf, y', 2'; et ainsi de suite, S~ibstitnona 
cette valeur dans l'équation (I), et comparons séparément iO. le3 
termes sans x', y', z'; a". ceux qui renferment la première p h -  
sance de ces variables ; 3". ceux qui renferment leurs quarrés et 
leurs produits, et  ainsi de suite; nous aurons 

BICcm. c h  Tome L 
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L'intdgrale de la premiere de ces équations est, comme l'on sait 
par la théorie des équations à différences partielles, 

La viileur de U' clevant être linécciïe en x', y', 2'; nous la suppose- 
rons de cette forme : 

U 1 = A .  { x y f - y x r )  +B.(xzr-zr')+C.(yzf-zy'); 

A , R, C étant des constantes arbitraires. Arrêtons ensuite la 
valeur de Y au terme U", en sorte que U'", U", &c. soient nuls; 
l a  troisième des équations (2 '  ) deviendra 

La valeur précédente de U' satisfait encore à cette équation. La qua- 
trième dcs équations (1') devient 

équation dont l'intégrale est 

U" = fonct. x', xd-  z x ' ;  yzf-zyf , x ' , ~ '  z '} ,  

Cette fonctioii doit satisfaire à la seconcle des équations ( I f ) ,  et  
le  premier membre de cette équation multipliée par d t ,  est évidem- 
ment égal à d u ;  le second membre doit donc être la différentielle 
exacte d'une fonction de x, y,  z. Or il est facile de voir que l'on 
satisfait W-la-fois , à cette coiiditioiz , à la nature de la fonction U", 
e t  A la supposition que cette fonction doit être du second ordre en 
s', y', z'; en fzisant 

U"= (D.yf- E .  xf) . (xyr- y x') + (D 2'- fi'). ( x  2'- z x') 
+ ( E  z '- Fy') . (y z'- n y') + G .  (x'"~" + z'") ; 

D ,  E ,  P, G étant des colistantes arbitraires ; et alors r étant 

égal A V'x'.tY2+ r2, on a 

on aura donc ainsi les valeurs de U, U1, U"; et l'éqiiation Y= cons- 
tante, deviendra 
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Cette équation satisfait à l'dquation (1) , et par conséquent aux 
équations différentielles ( O ) , que soient les arbitraires 
A, B ,  C ,  D ,  E ,  F ,  G. E n  les supposant toutes nulles, iO.  A 
l'exeeptioii de A; PO. à 17exception de B; 3'. à l'exception de CC, &c., 

dx dy dz 
et restituant - 

d t  ' Z'D au lieu de x: y', 2'; on aura les intégrales 

xdy -ydz  , x d z -  zdx 
c =  j c =  * = 

d t  d t  d t  

ydy . dx zdz . dx 
$7; 

c , cf, cf', f, $ , f ", et a étant des constantes arbitraires. 
Les équations différentielles ( O )  ne peuvent avoir que six i n t b  

grdes distinctes du premier ordre, au moyen desquelles, si l'on éli- 
mine les différences dx, d y ,  dz , on aura les trois variables x, y, a ,  

1 

en fonctions du temps t ; il fant donc qu'au moins, l'une des sept 
intégrales précédentes rentre dans les six autres On voit même ct 
priori, que deux de ces intégrales doivent rentrer dans les cinq 
autres. En effet, puisque l'élément seul du temps entre dails ces 
intégrales ; elles ne peuvent pas donner les k i a b l e s  x , y ,  z , en 
fonctions du  temps , et par conséquent, elles sont insuffisantes 
pour déterminer compléternent le mouvement de nt autour de M. 
Examinons commeiit ces intégrales n'équivalent qu'à cinq inté- 
grales distinctes. 

zdy -y& 
Si l'on multiplie la quatrième des équatioils ( P) pas 

d t B 

X a 
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xdz-2d.z 
et q~i'oii l'ajoute à la cinquième multipliée par - 

cl t 
; on aura 

xdy -y& xdz - z& y& - zdy 
En substiluant au lieu de 

d t  H t  d t  
. . . , leurs 

valeurs données par les trois premières des équations (P); 011 

aura 
J'C'-fC" 

O= 
C 

Cette équation rentre dans la sixihme des in tégrales (P) , en y f a b  
f cl-Sc" 

sant f"= - , ou,  O =feu- f'cf+f/'c,  Ainsi la sixième des 
C 

intégrales (P) résulte des cinq premiéres , et les six arbitraires 
C ,  CI, cf', f, f ', f", sont liées entre elles par l'équation précédente. 

Si l'on prend les quarrks des valeurs de f ,  f ,y, doiin6es par les 
équations (P)  , qu'ensuite 011 les ajoute ensemble,'et que pour 
abréger, on fasse f a  +y" + f"' = P; on aura 

mais si l'on carre les valeurs de c ,  c', cf', données par les mêmes 
&quations, qu'ensuite on les ajoute, et que l'on fasse c' + c" f c"'=h2; 
on aura 

l'équation précédente devient ainsi, 

En comparant cette hquation , R la dernière des équations (P); on 
aura l'équation de condition , 

La dernière des Gquations (P) rentre conséquemment dans les six 
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premières qui n'équivalent elles-mêmes qu'à cinq intégrales dis- 
t inc te~ ,  les sept arbitraires c , e', cl', f, f', f", et a étant liées par 
les deux équations de conditioii , précédentes; De-là il résulte que 
l'on aura l'expression la plus générale de 7, qui satisfasse A l'équa- 
tion (1) , en prenant pour cette expression, une foliction arbitrairi! 
des valeurs de c cf, c", f ,  et f', données par les cinq premiéres des 
équations (P) 

19. Quoique ces intégrales soient iiisu&santes pour dc'teriai- 
ner x , y ,  z ,  en  foilctioiis du terngs ; elles déterminent cependant 
la  nature de la courbe décrite par rn, autour de M. E n  effet, si 1'011 
multiplie la première des équations (P)  par z,  la seconde par -y ,  
et la troisième par x ; on aura,  en les ajoutant , 

équalfon à un dont la position dépend des constarites c, c', c". 
Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par x ; la cilia 

quiSrne par y ,  et la sixième par z , on aura 

mais o n  a par le no. prtlcédent , 

partant 
O = t " ~ - h ~ - f f x + f i + f l / z *  

I Cette kquation combinée avec celles - ci, d = c"x - e y  4- c s ; 
r' = x2 + ya+za; donne l'huation aux sections coniques, l'origiii~ 
des r étant au foyer. Les planètes et les comètes décrivent donc 
B très-peu près autour du soleil, des sections coniques dont cet 
astre occupe un des foyers, et ces astres s'y meuvent de manikre 
que les aires décrites par les rayons vecteurs, croissent cornnie les 
temps, Eii effet, si l'on nomme dv , l'angle infiniment petit, inter- 
cepté par les rayons r et r+ dr , on aura 

dxs+ dya+ dza = radva+ dra ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



deviendra aiiisi, r 4 d v k  P d  t"; partant 

011 voit par-la , que l'aire élémentaire f r Y v ,  dkr i te  par le rayon 
vecteur r , est proportionnelle 5 l'élément de temps dt; l'aire clé- 
crite pendant ui.i temps fini, est donc proportionnelle i ce temps. 
On voit encore, que le mouvement angulaire de m autour de M, 
est, A chaque point de l'orbite, réciproque au quarré du rayon vec- 
teur ; et comme on peut, salis erreur sensible, prendre des inter- 
valles de temps trés-coiirts , pour des iiistans iiifiniment petits ; on 
aura, au moyen de l'équation précédente, leu mouvemens horaires 
des planètes et cles comètes, dans les divers points de leurs orbites. 

Les klémens de la seclion conique décrite par m , sont les cons- 
tantes arbitraires cle son mouvement; ils sont par conséquent 

r- fonctions des arbitraires précédentes O ,  d, d', f, f', f", et 2 j 

détermiiioiis ces fonctions. Soit 8 l'angle que forme avec l'axe des s, 
l'intersection du plan de l'orbite avec celui des x et des y ,  inter- 
sectioli que l'on nomme Zipe  des neuds;  soit @ l'iiiclinaison mu- 
tuelle des deux plans. Si l'on nomme x' et y'les coordonnées de nz , 
~apportges à la ligne des iiœuds, comme axe des abscisses; on aura 

y' =y. cos. 9-x. sin. 8,  
On a d'ailleurs 

z = y f .  tang p; 
gn aura donc 

E n  comparant cette équation à celle-ci, 

d'oh l'on tire 
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Ainsi la positioii des nmuds , et l'iiiclinaison de l'orbite, sont dé;- 
- 

terminées en foilctions des cons tantes arbitraires ci CI, c". 

Au périhélie , on a 

r d r z o ;  ou, 1~'dx+ydy+zdz = O  

soient donc X, Y, 2 ,  les coordonnées de la planète à ce point; 
- 

la quatrième et la cinquième des éqiiations ( P) du no. précédent, 
donneront 

Mais si I'OII nomme 1, la longitude de la projection du périhélie, 
s u r  le plan des x et des y ,  cette longitude étant corriptée de l ' a ~ e  
desx;  o n a  

Y 
- = tang. 1; 
X 

partant, 
l" 

ce qui dëtermine la position du grand axe de la section conique. 
T' dra 

Si de l'équation r5. ) - d;; = Y,  011 élimine 

dx2+ dya+ dza 

dt"  
, au moyen de la. dernière des équations (P) ; on 

mais dr est nul aux extrémités c h  grailcl axe; on a donc à ces 
points , 

La somme des deux valeurs de r dans cette équation, est le grand 
axe de la section conique, et leur différence est le double de  l'ex- 
centricité; ainsi, a est le derni-grand axe de l'orbite, ou la dis- 

h" 
tance moyenne de m à 32; et I/i- - est le rapport de l'ex- 

P a  

centricilé au demi grand axe. Soit e ,  ce rapport; on a, par le no. prd- 
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on aura clonc pe=  2. On coimoitra ainsi, tous les élémens qui 
déterrriiiieiit la nature de la section coiiiqile, et sa position dans 
l'espace. 

20. Les trois équations finies trouvées clans le il0. précédent, 
entre x , y, z et r ,  doilnent x,  y ,  z en fonctioiîs de r ; ainsi , 
pour avoir ces coordonnées en fonctions ~ L Z  temps ) il s~f f i t  d'avoir 
le rayon vecteur r , dans une fonction semblable, çe qui exigs 
une nouvelle in tégratioiî. Pour  cela, reprenons l'équation 

on a ,  par le no. précédent, 

uii aura donc 
r d r  

d t =  / 1 

POUY intégrer cette équation , soit r = a. (i - e .  cos. u) j on aura 

d'oii l'on tire en intégrant, 
3 - 

a' 
t + T =  -.(EL- e.sin.u); ci (8) 

T étant une constante arbitraire. Cette équation donne u, et pap 
conséquent, r en fonction de t ;  et comme x , y ,  z ,  sont cionnés en 
fonctions de r ;  on aura les valeurs de ces çoordonnées , pour un 
instant quelconyae, 

NOLIS voilà donc parvenus k intégrer complètement les équations 
différentielles ( O) du no. 1 7  ; ce qui a introduit les six arbitraires 
a, e ,  1, 8 ,  Q , et 2'; les cieux premières dépendent de la nature de 
l'orbite ; les trois suivantes dépendent de sa position dans l'espace; 
et la derni8re est relative à la position du corps m , à une époque 
donnée, ou ,  ce qui revient au même, elle dépend de l'instant de 
san passafe au pt5rihélie. 

Rapportons 
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orbes des corps célestes sont mi presque circulaires, ou fort excen- 
triques, et dans ces deux cas, on peut déterminer u en t , par des 
forniules très-convergentes que nous allons développer. Pour cela, 
nous donnerons sur la réduction des fonctioris en séries, quelques 
théorêmes généraux qui izous seinont utiles dans la suite. 

2 1. Soit u une fonction quelconqne de a ,  que l'on propose de 
développer par rapport aux puissances de a, En représentant aiiisi 
cette suite, 

U Y  $7,) q ~ )  &c. ,  étant des quantités indérendantes de u ; il est clair 
que u est ce que devient u , lorsqu'on y suppose a = O ,  et que 
l'on a quel que soit n , 

la différence (2) étant prise en faisant varier tout ce qui dans id 

doit varier avec a Partant,si 1'011 suppose après les différentiations, 

U. = O ,  dans l'expression de (2) ; on aiira 

Bi u est fonction des deux qaantités a et  a', et que l'on propose de 
le développer par rapport aux puissances et  aux produits de a et 
de a'; en représentant ainsi cette suite, 

u et a' étant supposés nuls après les différentiations. 
E n  général , si u est fonction de sc, a', a", &c., et qu'en 

le développant dans une suite orcionnée par rapport aux puis- 
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1 II sances et aux produits de tc, a , a , &c., 011 représente par 

&n, a l n  1, n I/ . &c. q, , mr,  ,, ,,., le terme de cette suite qui a pour 
facteur, le produit a". ornr. CC" '" . &c. ; on aiira 

q.n , h', ri./', &c. = 
i -2.3.. ..n. i .2.3.. ..ri. 1 . 2 . 3 . .  ..ni'. &c. 

pourvu que l'on sinppose a ,  a', a", 8rc. , nuls après les différentia- 
tions. 

Supposons maintenant que u soit foiictioil de a ,  a5 a", &c. , et 
des variables t , tr, t", &c. ; si par la nature de cette fonction , ou 
par une équation aux différences partielles qui la représente, 01-1 

parvient à obtenir 

en foiîction de u, et de ses diff6renceç prises par rapport à t ,  t', &c. ; 
en nommant F cette fonction,lorsqu'oii y change u dans u, u étant 
ce que devient u , lorsqu'on y suppose a, a', &c, , égaux à zéro ; i l  
est visible que l'on aura q,, , l ,  &,. , en divisant 3' par le produit 

r 
1.2.3 .... n.i.z.3 .... nt. &c.;onauradonclaloidelüsérie dans 
laquelle u est développé. 

Soit cl'abord u égal à une fonction quelconque de t + a , t' f err 

tv + a", &c. , que nous désignerons par p ( t  + a , t'+ a', tr'+ a", &c.) ; 
dans ce cas, la différence qiielconque 3"' de u , prise par rapport 
à a, et divisée par dai, est évidemment égale à cette même diffé- 
rence prise par rapport à 8 ,  et divisée par t$ ti. La m i h e  égalité a 
lieu entre les différences prises par rapport à a' et tr, ou par rapport 
à &"et t", &c. ; d'oh il suit que l'on a généraleinent 

En changeant dans le second membre de cette équation, u en u, 
c'est-à-dire, en Q (t , t', f': &c.) ; on ayra , par ce qui précéde , 
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Si u est seulement fonction de t+  C L ,  on aura 

partant 

Supposons ensuite que u ,  au lieud'ètre donné immédiatement en u 

et t ,  comme dans le cas précédent, soit une fonction de x ,  x étant 

donné par l'équation aux différences partielles, (g) = i . ($1, 
dans laquelle z est une fonction quelconque de x. Pour réduire u 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances de a, il faut 

déterminer la valeur de (2) dans le cas de a=o; or on a, en 

vertu de 17Lquation proposée aux différences partielles, 

($)= (2). (+.(Z). (Z); 
on aura donc 

En iliffgrentiant cette équation par rapport à a, on aura 
ddu  

or 17éqiiation (iE) doiine en y changeant u en J z d u ,  

En différentiant encore par rapport A a . ,  on aura 

or l'équation ( A )  donne en y changeant u enJzaclr~, 
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partant 

E n  suivant ce procédé , il est aisé d'en conclure généralement, 

S~ipposons maintenant, qu'en faisant a = O, on ait x = T, Tétant 
une fonction de t ;  on substitueracette valeur de x, dans z et dans u. 
Soient Z et u, ce que deviennent alors ces quantités ; on aura dans 
la supposition de a = O, 

et par conséquent, on aura,  par ce qui précède, 
du d"-',z". L 

d t  

g n = 1 . , . 3 . .  . .n.dt"-15- 
ce q" donne 

du U= d. (Za.$) ,3 da. (23.2) 
u=u+aZ.-f  -. -+ -- 

dt  1 . 2  d t  1 .2.3 d t2  ( F I  
Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer la fonction de t 
et de a ,  que x représente ; en intégrant l'équation aux différences (c) = (2). Pour cela, on observera que 

en substituant au lieu de (g) , sa valeur z. (2) , on aura 
U, 

on aura donc 
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cc qui donne en intégrant, x = p ( t  + a z )  , p ( t  + az) &tant uiie 
fonction arbitraire de t+az ; en sorte que la quantité que nous 
avons nommée T, est égale R Q ( t ) ,  Ainsi, toutes la fois que l'011 

aura entre x et d,uiie équation réductible àcette forme,x=~(t+rtz); 
la valeur de u sera donnée par la formule ( p  ), dans une suite oï- 
donnée par rapport aux puissances de a. 

Supposoiis maintenant que u soit une fonction des deux varia- 
bles x et x', ces variables étant données par les équations aux cliffé- 
rences partielles, 

dans lesquelles z et r' sont fonctions q;elconques <le x et d. Il est 
facile de s'assurer que les intégrales de ces équations sont 

X = Q  ( t + d ~ )  ; d=4(t1f ~L'z') 

p ( t + u )  et 4 (t '+ai1) étant cles fonctions arbitraires, l'une clc 
t + a z ,  et l'autre, de t'f CL'Z'. On a de plus 

Cela posé, si l'ori conçoit x' élimiiié de u et de z ,  au moyen de 
l'équation X I  =.S ( t l+ k'z'); u et z devienclroiit des foiiciions de x ,  
a', et t' sans d ni t ;  on aura donc par ce qui précède, 

Si l'on suppose or = O , aprés les différeiitiations , et si de plus, on 
fait dans le secolid rnenibre de cette équation x = cp (t + az") , et 

et par conséquent, 

-1 

d a  
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On aura pareillement, 

en supposant a' nul après les différentiations , et en supposant de 
plus dans le second membre de cette équation , x'= .C (t'+ a'zln') ; 
on aura donc 

pourvu que l'on fasse n. et CG' nuls après les différentiations , et que 
de plus, on suppose dans le second membre de cette équation, 

ce qui revient à supposer dans ce second membre , comme dans le 
premier , 

x=  @ ( t + a z )  ; X' = 4 (tf  f &Id)  ) 

(iddi), de ce second et à changer dans la différence partielle - 
membre, z en zn, et z' en z1 "'. 0 1 1  aura ainsi clans ces suppositioi~s , 
et en changeant de plus , z en 2, z' en 2' , et u en u , 

En suivant ce raisormement, il est facile d'en conclure que si 
l'on a les r équations , 

x = q ( t + a z ) ;  
X I  = 4 ( t f  + e1zf) ; 
xft = n (tu + dz") ; 
&c. 

Z, z', z", &c., étant des fonctions quelconques de x ,  x', x", &c.; 
si l'on suppose u fonction des mêmes variables ; on aura générale- 
ment 

e+a/+nl~+&c.-r d'u 

- dcc.dal.dz".&c. 
q n >  nl, lCU,&c.- 

-1 
1 ,a63.  , .n.  i.2,3. . . n'. 1 .a.3.n".E*c. dtn-l .dtin'-1 .di''n"-l ,&c, 
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pourvu que dans la différence partielle dru ), on change 
CEa.dxf.d~".&c. 

z en zn, z' en z'"', &c. , et qu'ensuite on change z en 2, z' en Z', 
Z" en Z", &c., & u en u. 

S'il n'y a qu'une variable x ,  on aura 

(+.($); 
partant 

S'il y a deux variables x et x\ on aura 

en différentiant cette équation par rapport à a', on aura 

or on a (g) = LI. ($) ; et en cllangeant daus cette équation, 

En supposant dans le second membre de cette équation, n. et 
nuls, et en y changeant z en Z", z' en 2'": et u en u ; on aura 13 

d d u  
valeur de (d-), dam les mêmes suppositions ; ce qui donno 

Z da' 
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E n  continuant ainsi ; 011 anïa la valeur de q, , , I ,  , / J ,  &c. ,  pour U ~ I  

nombre quelcoiique de variables. 
Quoique nous ayons supposé u , z , z', d', &c. , fonctions de 

X ,  x', x'', &c., sans t ,  t', t", &c.; on peut cependant supposer qu'elles 
renferment ces derniéres variables : mais alors en y &ésignant ces 
variables par t,, t,', t,", &c. , il faudra supposer t , ,  t,', t,", &c. , 
constans dans les diKéreiltiations, et restituer après ces opérations, 
t ,  t', &c., au lieu de t,, t,', Src. 

2 2. Appliquons ces résultats, au mouvonent elliptique des 
planètes. Pour  cela, nous reprendrons les équations ( J )  du no. 20 .  

Si l'on compare l'équatioii , n t = u - e. sin. u , ou,  u = n F+ e .  sin. u, 
aveccelle-ci, x=o(t+c~z);.vse changera e n u ,  t en n t ,  c~ en e,  
z en s i i i . ~ ,  et p ( t f  az), en nt+e.sin.ui la formule ( p )  du 
no. précédent deviendra donc 

8 d ,  (-$'(nt). sin." n t )  
. t ( ~ ) = 4 ( n t ) + e . + ' ( n t ) . s i i 1 . n t + - .  - 

1.2 ndt  

s.4 ( n t )  4' Cn t )  étant égal à . Pour  divelopper cette fornzule, ilou* 
n d t  

observerons que c étant le nombre dont le logarithme 11yper.bolique 
est l'uizité, on a 

i ttant quelconqtie. En développai~t les secoi~ds membres de ces 
équations, et en snbstitiiant ensuite, aulieu de ~ ~ ~ * i - - ~  et   de^-^*-^-' 9 

leurs valeurs cos. rn  t f  <-1. sin. rn  t ,  et cos. rn t-fl-.L. sin.rnt, 
r étant quelconque; on aura les puissances i de sin. 12 t, et de cos. n t , 
développées en sinus et cosinus de l'angle n t et de ses iïii~ltipleo ; 
c.ela posé, on trouvera 

e e? p3 
sin. n t + -sin.% t + - .sii-i.'n t+--.sim4nt+ &c. 

1 ,a 1.2.3 i . a . a . S  
JICCAN. cér.,. Tome I. Z 
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e" - . (siii.5nt-3. sin. n t }  
1 .a .3 .aa 

Soit P cette fonction ; on la multipliera par $'(n t )  , et l'on diffé- 
rentiera chacun de ses termes, par rapport à t ,  un nombre de fois 
indiqué par la puissance de e qui le multiplie , dt étant supposé 
constant ; on divisera ces différentielles, par la puissance corres- 
pondante de n dt. Soit P' la somme de ces différentielles ainsi diri- 
sées ; la  formule ( q )  deviendra 

4. (u) = 4. ( n t ) + e P r ,  

11 sera facile d'obtenir par cette méthode, les valeurs de l'angle U, 
et des sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. E n  suppo- 
sant, par exemple, -$ (u) = sin. i u  ; on aura +'(n t) = i. cos. i n  t. 
On multipliera la valeur précédente de P , par i. cos. i n t , et l'on 
développera ce produit, en sinus et cosinus de l'angle n t et de ses 
niultiples. Les termes multipliés par les puissances paires de e ,  
seront des sinus, et les termes multipliés par les puissances im- 
paires, seront des cosinus. On changera ensuite u n  terme quel- 
conque de la forme K. e"'. sin. s n t ; dans z k  K ea'. s " sin. s n 2 ,  le 
signe + ayant lieu, si r est pair, et  le signe - ayant lieu, si r est 
impair. On changera pareillemeiit u n  terme quelconque de la forme 
Kea*+'. cos. s n t , dans 7 K  car+' . s"14'. sin. s n t , le  signe - ayant 
lieu si r est pair, et le signe + ayant lieu, si r est impair. La 
somme de tous ces termes sera la valeur de P', et l'on aura 

sin. i u = s i n . i n t f  el". 

Si l'on suppose 4 (u) = u , on aura 4'(n 6) = i , et l'on trouvera 
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ea e3 
u=nt+e.sin.~zt+--,z,siii.znt+ . {Y. sin.. 3 nt-3 . siii. n t )  

1.2.2 1 .2 .3 .a2 

e4 
4- . (4'. sin. rknt-4. 23.siii. ant) 

i . 2 . 3 . 4 . a 3  

es 

+ i .i.3.4.~.r4* { 54. sin. 5nt-5.54. sin.3nt S. . s i n d  
1.2  f 

Cetle série est fort convergente pour les planètes. Ayant ainsi 
déterminé U, pour un  instant quelconque; on en tirera, au moyen 
des équations ( f )  du no. 20, les valeurs correspondantes de r et 
de u ; mais on peut avoir directement ces dernières quantités , 
en séries convergentes, de cette manière. 

Pour cela , nous observerons que l'on a par le no. 20, 

r = a.  (1 - ecos. u) ; or  si dans la formule (p), on suppose 
4 (u) = 1 - e. cos. u,  on aura .S'(nt) = e. siil. n t, et par conséquent 

e3 d .  sim3 rtt e4 d l .  sin.4nt 
1-e. cos. u-1-e. cos.nt+e".sin.'nt+-. 

1 .a  n d t  + i.%.3* nsdt2 
+ Bc. 

0 1 1  aura donc , par l'analyse précédente, 

r eZ es 
-SI+ p- e . cos nt-- . cos. z n t  
61 B 

e3 . (3 .  cos, 3 nt-3, cos. 
i .a .a l  

e 4 
CI . {P. cos.4nt-4. a". cos.2 nt} 

i .a.3.sS 

- e6 6 . 5  
64. cos. 6 nt-6.4" cos. 4 nt+ -. 24. COS.-2 nt 

i .a .3 .4 .5 .a5.  1 .a  

Coiisidérons préseiîtement,la troisième des éq~mtions (f) du no. 2 0 ;  

elle donne 
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180 ~ \ I & C A N I Q U E  C É L E S T C ,  
Eii substituant clans cette éq~~atioi i  , au lieu des sinus et des cosinus, 
leurs valeurs en exponentielles imaginaires, on aura 

cil supposant doiic 

et par conséqiient , 
log. (i-h.c'~V-') -log. (1-A..cfld') 

9=u+ - - 1  

r/-1 
d'oh l'on tire , en réduisant les lognritlimes, en séries, 

On aura par ce qui précède, u,  sin. u, siil, z u, &c., en séries ordoiz- 
liées par rapport aux puissailces de e ,  et dCveloppées en sinus et 
cosinus de l'angle n t  et de ses multiples ; il ne s'agit donc, pour 
avoir Y exprimé dails Une suite semblable, que (le développer les 
puissailces successives de A ,  en séries ordonnées par rapport aux  
puissances de e. 

eh 
L'équation u = a - - , doniiera par la formule (p) du no. pré- 

ZL 

cédent , 

Cela posé, oh trouvera, en ne portant l'approximation que jus- 
qu'aux quantités de l'ordre e6 inclusiveinent , 
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Les angles u et  n t sont ici comptés du périhélie ; mais si l'on 
veut compter ces angles de l'aphélie, il est clair qu'il suffit de faire e 
négatif dans les expressioiis pécédentes de r et de v. 11 suffirait 
encore d'augmenter dans ces expressioi~s , l'angle IZ t, de la demi- 
ciïcoiiférence , ce qui rend i~égatifs, les sinus et les cosinus des 
multiples impairs de n t; ainsi les.r6sultats de ces deux ni6thodes 
devant être identiques, il faut que dans les expressioi~s de r et 
de Y ,  les sinus et les cosinus des multiples impairs de n t ,  soient 
nmltipliés par des puissances impaires de e ,  et que les siilus et 
cosiiius des multiples pairs du même angle, soient multipliés par 
des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, ce que le cal- 
cul confirme à posteriori. 

Supposons qu'au lieu de compter l'angle v,  dii  phrihélie ; on fixe 
son origine, à u n  point quelconque ; il est clair que cet aiigle sera. 
augmenté d'une coiistarite que nous désignerons par m , et qui 
exprimera la longitude du périhélie. Si au lieu de fixer l'oizgiiie 
de t , à l'instant du passage au p&rihklie, on le fixe à un  instant 
quelconque ; l'angle n t  sera augmenté d'une constante que nous 

r 
désignerons par r -a; les expressioi~r précécleiites de - et de v , 

a 

deviendront ainsi, 

Y =nt+c+(~e-fe3).sin.(nt+o-m)+(~e"-I-'e4).siii.a(nt+o-a) 0 4  + &c.;  

est la longitude vraie de la planète, et n t + e  est sa longitude 
moyenne , ces deux longit~ides étant rapportées au plan de l'orbite. 

Rapportons niaiiltenant le mouvement de la planète, à un plaii 
fixe, peu inclin6 à celui de l'orbite. Soit Q l'iiwlinaison mutuelle de 
ces deixx plans, et 0 la loi~gitude du noeud asceiiclaiit de l'orbite, 
comptée sur le plan fixe; soit C cette longitude coiiiptie sur le plaii 
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de l'orbite, en sorte que O soit la projection de 6; soit encore v, In  
projection de v sur le plan fixe. O11 aura 

tang. (u,- 8 )  = cos. Q . tang. ( v  - g). 

Cette équaiiori donne u, en v , et réciproquement ; mais on peut 
avoir ces deux angles l'un par i'autre, en séries fort convergentes , 
de cette manière. 

On a conclu précCdernmeiit la série 

de l'équation 

lai~g. + v - tang.+u,  . 1-e 

en faisant 

Si l'on change en cos. 9 ; ou 

aura 
cos. q - 1 

A =  1 1  = - tang. ; e ;  
cos. q + 1 

l'équation entre + v et + u, se changera dans l'équation entre v,- Y 
et v - 6, et la serie précédente donnera 

Si dans l'équation entre +u et tu, on change + v en v-g,  f u 
1 

en v, - 8 , et vE en - ; on aura 
COS. Q 

A = tang." + o , 
et 

On voit ainsi que les deux séries précédeiites se changent récipro- 
q ~ ~ e m e n t  l'une dans l'autre , en changeant le signe de tang.'iq, 
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et en changeant l'un dans l'autre, les angles y,- 4 , et v -6'. On 
aura v,-8, en fonction de sinus et de cosinus de n t  et de ses 
multiples , en observant que l'on a , par ce qui précéde, 

Q étant une fonction des sinus de l'angle n t + 6 -a, et de ses mul- 
tiples; et que la formule ( i )  du  no. 21, donne, quel que soit i, 

i'e'. Q' i4e4. Q4 
sin. i (u-6') =sin. i (nt + c-g+ eQ)  = +--&. 

1.9 i.a.3.4 

Enfin, s étant la tangente de la latitude de la planète, au-clessus du 
plan fixe ; on a 

s = tailg. P. sin. (u,- O )  ; 
et si l'on nomme r, le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, on 
aura 

on pourra donc ainsi déterminer Y , ,  s et r, en séries convergentes 
de sinus et de cosinus de l'angle n t ,  et de ses multiples. 

23. Considérons présentement les orbites fort excentriques , 
telles que celles des comètes ; e t  pour cela, reprenons les &qua- 

tang. u = l/* . tang. : u. 
1-e 

Dans le cas des orbites fort excentriques, e ciifféru très-peu de 
l'unité ; nous supposerons ainsi, I - e = a ,  a étant fort petit. Si 
l'on nomme D, la distance périhélie de la comète ; on aura 
D = a. (1 - e )  = ce a ; l'expression de r deviendra donc 

( 2 d a I . D  -= D 
r =  

a .  COS." v-c4. COS. v CL 
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ce qui clonne, en récluisant en série, 

Pour avoir le rapport de v an tenips t ;  nous observeïoiis que l'ex 
pressioii de l'arc par la  taiîgeiite , doiîne 

on a eiisiiite 

cl'où 1'011 tire 

En substituant ces valeurs de u et de e.sin. u , dans l'équation 
n t = u - e .  sin. u ; on aura le tenips t ,  en fonction de l'aiionialie v , 
par mie suite très - convergente; mais avant que de faire cette 

s~~l~st i lu t iou,  nous observerons que l'on a par le no. 20 ,  n = a-:. fi, 
et cornme = a ,  on aura 

1 R: - -- - . . 
n 2. 

011 trouvera, cela pos8, 

Si l'orbite est paraboliclue , a = O ,  et par c~ns6qnent 
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Le temps t , la distance D , et la somme ,u des masses du soleil et 
de la comète ,. sont des quantités hétérogènes, qui pour être coni- 
parables, doivent être divisées chacune par des unités de leur 
espèce. Nous supposerons donc que la moyenne distance du soleil 
à la terre est l'unité de distance, en sorte que D est exprimé 
en  parties de cette distailce. Nous observerons ensuite que si l'on 
nomme T le temps d'une: révolution sydérale de la terre que 
nous supposerons par tir du péri hélie ; on aura dans 17é{uation 
a t = u - e .  sin. u , u = O , au cornniencement de la révolution , 
et u = 2 72, à la fin, T étant la demi-circonférence dont le rayon 

3 
est I'unité ; 011 aura donc n T= 2 a; mais 011 a ,  n = a-". fi= fi, 
à cause de a = I ; partant 

La valeur de ,u n'est pas exactement la même pour la terre, que 
pour la comète ; puisque dans le premier cas, elle exprime la 
soinme des masses du soleil et de la terre ; au lieu que dans lc 
second cas elle exprime la somme des niasses du soleil et de la 
comète : mais les masses de la terre et de la comète étant beaucoup 
moindres que celle du soleil; on pent les négliger, et supposer 
que ,u est le même pour tous ces corps, et qu'il exprime la masse du  

a "7 
soleil. En substituant donc au lieu de fi, sa valeur - dam T '  
l'expression précédente de T; on aura 

Cette équation ne  renferme plus que des quantités comparables 
entre elles ; elle donnera facilement t ,  lorsque v sera connu ; mais 
pour avoir Y ,  au moyen de t , il faut résondre une équation du 
troisième degré , qui n'est susceptible que d'une seule racine réelle. 
On peut se dispenser de cette résolution, en faisant une table des 
valeurs de v , correspondantes à celleSile t , dans une parabole dont 
l a  distance périhélie est l'unité, ou égale à la moyenne distance de 
la terre au soleil. Cette table donnera le temps correspondant a 
l'anomalie Y ,  dans une parabole quelconque dont D est la clistance 

MBCAN. C ~ L .  Tome 1. Aa 
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3 

périhélie, en multipliant par D', le temps qui répond à la même 
anomalie , clans la table. On aura l'anomalie v , correspondante au 

3 

temps t ,  en divisant t  par DT, et en cherchant dans la table, 
l'anomalie qui répond au quotient de cette division. 

Supposons maintenant que 1'01-1 cherche l'anomalie u, correspon- 
dante au temps t ,  dans une ellipse fort excentrique. Si l'on néglige 
les quantités de l'ordre a', et que l'on remette i - e, au lieu de a ;  
l'expression précédente de t  en v , dans l'ellipse, donnera 

C 

0 1 1  cherchera, par la table du mouvement des comètes, l'anomalie 
qui  répond au temps t , dans une parabole dout D seroit la dis- 
tance périhélie ; soit U cette anomalie, et U+x , l'anomalie vraie 
dans l'ellipse, correspondante au même temps , x étant u n  très- 
petit angle. Si l'on substitue dans l'équation précédente, U+ x ,  
au lieu de Y ,  et  que l'on réduise le  second membre, en série ordon- 
née par ra.pport aux puissances de x ;  on aura, en négligeant le 
quarré de x , et  le produit de x ,  par 1- e ,  

niais on a par la supposition, 
3 

07. fi 
t = - - .  fi {tang. U++. tang3 U} ; 

on aura donc , en substituaiit au  lieu du petit arc x , son sinus, 

sin. x = 6. (1- e). tang. f U. (4-3.cos.'f U- 6 .  ~0s.4; U}. 
Ainsi, en formant une table des logarithmes de la quantité , 

h.tang,+U. (4-3.~0s."; U--6.cosa4~V) ; 
il suffira de leur ajouter le logarithme de 1- e ,  pour avoir celui de 
sin. x; on aurapar conséquent, la correction iL faire à l'anomalie U, 
calculée dans la parabole , pour avoir l'anomalie correspondante 
dans une ellipse fort excentrique. 
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2 4. Il nous reste considérer le mouvement dans une orbite 
hyperbolique. Pour cela, nous observerons que dans l'hyperbole, 
l e  demi-grand axe a devient négatif, et l'excentricité e , surpasse 
l'unité. E n  faisant donc dans les équations (f) du nQ. 20; a =- art 

u' 
et u=- , et en substituant, au lieu des sinus et des cosinus , 

r/-l 
leurs valeurs en exponentielles imaginaires ; la première de ces 
équations donnera 

La seconde cleviendra 

r =  a'. (:e.(cU'+c-"'1- I }  ; 

enfin , si l'on prend convenablement le signe du radical de la troi- 
sième équatioii , pour que Y croisse avec t ,  et par coilséquent, 
avec u'; on aura 

tang.+.= -.{s) e-i 

Supposons dans ces formules , u' =log, tang. (trr + :m) , r étant la 
demi-circonférence dont le rayon est l'unité, et le logarithme pré- 
cédent étant hyperbolique ; on aura 

0 
r=a'.{--*]; cos. rn 

t a f i  
L'arc -;- est le moyen mouvement angulaire durant le temps t ,  

du corps rn , supposé mû circulairement autour de M , k la dis- 
tance a'. Cet arc est facile à déterminer, en le réduisant en parkies 
du rayon : la première des équations précédentes, donnera p u  des 
essais, la valeur de l'angle a, correspondante au temps t ;  les deux 
autres équations donneront ensuite les valeurs correspondantes 
de r et de Y.  

A a  a 
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2 5 .  Texprimant la révolution sydérale cl'une planète dont a 

est la moyenne distance au soleil ; la première cles équations (f)  
du  no. 20 , donnera n T = z a ; mais on a par le ménie no. 

T = n ; on aura ~ O ~ I C  
- 

n ' 

Si l'on néglige les masses des planètes, par rapport à celle du soleil; 
r. exprimera la masse de cet astre , et cette quantité sera la même 
pour toutes les planètes ; ainsi , pour uiie seconde planète dont a' 
et T' seroient la distance moyenne au soleil, et le temps de la 
révolution sydérale ; on aura encore 

3 
27r. a'? T'= -- . 

on aura dom 
f i J  

T2 : TI9 :: a3 : a13 ; 

c'est-à-dire, que les quarrés des temps des révolutions de di& 
rentes planètes, sont entre eux,  comme les cubes des grands axes 
de leurs orbites ; ce qui  est une des loix découvertes par Kepler. 
On voit par l'analyse précédente, que cette loi n'est pas rigou- 
reuse, et qu'elle n'a lieu qu'autant que l'on néglige l'action des 
plaiîètes, les unes sur les autres et sur le soleil. 

Si l'on prend pour mesure du temps, le moyen mouvement de 
la terre, et pour unité de distance, sa moyenne distance au soleil ; 
T sera dans ce cas égal & a T , et l'on aura a = 1 ; l'expression pré- 
cédente de T donnera donc ,u= i ; d'ou il suit que la masse du 
soleil doit alors être prise pour unité de masse. 011 peut ainsi , clans 
3û théorie des planétes et des comètes , supposer ,u= 1, et prendre 
pour unité de distance , la moyenne distance de la terre au soleil ; 
mais alors, le temps t est mesuré par l'arc correspondant du moyen 
mouvement sydéral de la terre. 

L'équation 
f - 

donne un moyen fort simple de clé terminer les rapports des masses 
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des planètes qui ont des satellites , P la masse du soleil. En effet, 
274 représentant cette masse, si l'on néglige la. masse In dc la planète 
vis à-vis de Jl; on aura 

Si l'on considère ensuite un satellite d'une plailéte quelconque 772; 

que l'on clésigiie par p , la masse de ce satellite ; par h , sa moyenne 
clistaiice au centre de rn', et par T, le temps de sa r6volutioii sydé- 
rnle ; on aura 

3 - 

partant, 
m'+ p h3 

M a3 

Cette éqdation doniie le rapport de la somme des masses de la 
nète m' et de soi1 satellite, à la masse 2d du soleil ; eii négligeant 
donc la niasse du satellite, eu égard L celle de sa plailéte, ou en 
supposant le rapport de ces masses connu ; on aura le rapport de la 
masse de la planéte, à celle du soleil.'SrJous donnerons, en traitant 
In théorie des planètes, les valeurs des masses de celles autour des- 
quelles on a observé des satellites, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E  I V .  

Détermination des Plémeiis du mouvenzeizt elliptiqzie. 

26. A m ~ s  avoir exposa la théorie géndrale du mouvement 
elliptique, et la manière de le calculer par des suites conver- 
gentes, dans les deux cas de la nature, celui des orbes presque 
circulaires, et le cas des orbes fort allongés ; il nous reste à déter- 
miner les élémens de ces orbes. Si les circonstances des rnouve- 
mens primitifs des corps célestes étoient données, on pourroit faci- 
lement en conclure ces élémeiis. E n  effet, si l'or1 nomme 7 la  
vitesse de m , dans son mouvement relatif autour de n-1 j on aura 

et la dernière des équations (p ) du no. 18 , donnera 

.€'QUI- faire disparoître P,  de cette expression ; nous désignerons 
par U la vitesse que rn auroit, s'il décrivoit autour de M, u n  
cercle d'un rayon égal 7 l'unité de distance. Dans cette hypothése , 
on a r = a= 1, et par conséquent U" = I.C ; donc 

Cette kquation donnera le demi-grand axe a ,  de l'orbite, au moyen 
de la vîtesse primitive de m ,  et de sa distance primitive à M. a est 
positif dans l'ellipse ; il est infini dans la parabole, et négatif dans 
l'hyperbole ; ainsi l'orbite décrite par rn , est u.ne ellipse , une 
parabole ou une hyperbole, suivant que 7 est moindre, égal ou - 
plus grand que U. 1/ 2. Il est remarquable que la direction du 

r 
mouvement primitif, n'influe poiiit sur l'espèce de la section 
conique. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P R E M I B R E  P A R T I E ,  L I V R E  II. 191 

Pour  déterminer l'excentricité de l'orbite, nous observeroizs que 
si l'on nomme t , l'angle que fait la direction du mouvement relatif - 

dr-8 
de m, avec le rayon vecteur r; on a - = P. cos.'. G. El1 subs- 

d t2 

tituant au lieu de Y., sa valeur p. {: - - - :), onilura 

mais on a par le no. 19, 
,uP rfidP n p r d - -  -=pa.(i-e'); 
a .  dt' 

on aura donc 

a.(i-e)&= r'.sin.'c. --- ( a); 
ce qui fera connoitre l'excentricité a e de l'orbite. 

L'équation aux sections coniques, 

donne 
a . ( ~ - e 2 ) - T  

COS. Y = 
e r 

On aura ainsi l'angle Y que le rayon vecteur r fait avec la distance 
périhélie, et par conséquent, on aura la position du périhélie. 
Les équations (f) du no. 20, feront ensuite connoltre l'angle u , 
et par son moyen, l'instant du passage par le périhélie. 

Pour  avoir la position de l'orbite, par rapport à u n  plan fixe 
passant par le centre de M, supposé immobile ; soit p l'inclinaison 
de l'orbite sur ce plan, et C l'angle que le rayon r forme avec 
la ligne des nœuds ; soit de plus , z l'él6vation primitive de rn , 
au-dessus du plan fixe, élévation supposée connue ; on aura 

en sorte que l'inclinaison o de l'orbite sera connue, lorsque l'on 
aura déterminé C. Pour cela, nommons A, l'angle supposé connu que 
fait avec le plan fixe, la direction primitive du moixvement relatif 
de rn ; si l'on considère le  triangle formé par cette direction prolon- 
gde jusqu'a la rencontre de la ligne des nceuds , par cette dernière 
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ligne, et par le rayon r ;  en nommant Z, le côté de ce hiangle , 
opposé à l'angle g, on aura 

r .  sin. % 
C 

sin. (G  + E) 3 
e 

on a ensuite - = sin. A; on aura donc 
2 

Les élémens de l'orbite de la planète étant déterminés par ces fore 
mules, en fonctions des coordonnées r et z ,  de la vitesse de la 
planète et de la direction de son mouvement; on peut avoir les 
variations de ces élémens , correspoiida~tes à des variations ~ u p -  
posées dans la vîtesse et dans sa direction; et il sera facile, par 
les méthodes que nous doiiiierons dans la suite, d'en conclure les 
variations différentielles de çes élémens , dues à l'action de forces 
perturbatrices, 

$teprenons l'équaticin 

- 
Dans le cercle a= r ,  et par çonséqueut y = U .  L/ i; àiiisi, les 

r 
vitesses des planétes dans des cercles différens , sont cornnie les 
racines quarrdes de leurs rayons. - 

Dans la parabo1e;a = , V= l/ fi; les vitesses dais 

les différens points de l'orbite , sont donc alors rdciproques aux 
racines quarrées des rayons vecteurs, et. la vitesse h chaque point, 
est à celle qu'auroit l a  planéte, s i  elle décrivoit u n  cercle d'un 
rayon égal ah rayon vecteur r , comme fi : 1. 

Une ellipse infiniment applatie , se cEimge en ligne droite, et 
dans ce cas, Y exprime la  vîtesse de m , s'il descendoit en ligne 
droite vers M. Supposons que m parte de l'état du repos, et que sa 
distance primitive ii M soit r ;  supposons de plus, que parvenu 
à la distance r', il ait acquis la vîtesse y'; l'expression précédente 
rie la vitesse, donnera les deux équations syivantes i 

d'où 
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d'tri1 l'on tire 

c'est l'expression de la vitesse relative acquise par rn , eui pariant 
de la distance r , et en tonibant vers M ,  de la hauteur r-r'. Oiq 

déterminera facilement , au moyen de cette forrnule , de quelle 
hauteur le corps m., rnû dans une section conique, devroit tomber 
vers M ,  pour acquérir, en partaut de l'extrémité du rayon vec- 
teur r ,  une vîtesse relatiye égale à celle qu'il a A cette extrémité ; 
car y é t a n t  cette dernière vitesse , on a 

mais le quarré clela vîtesse acquise en tombant de la hauteur r-r', 

est n W.(-; en égalant ces deux expressions , on aura donc 
r S 

r . ( 2 a - r )  r -  rl= 
da -T  

Dans le cercle a = r , et alors r-r' = r j dans l'ellipse, on a 
I I  r-r'<f r ;  a étant infini dans la parabole, on a r -r  = , r ;  et  

dans l'hyperbole, oh a est négatif, on  a r-r')  i r ,  

est remarquable, en ce qu'elle donne la vîtesse indépendamment de 
l'excentricité de l'orbite, Elle est renfermée dans .une équation plus 
générale qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde de l'arc 
elliptique, la somme des rayons vecteurs extrêmes, et le temps 
employé k décrire cet arc. Pour  parvenir à cette dernière équation, 
nous reprendrons les équations du mouveinent elliptique, don- 
nées dans le no. 20 ; en y supposant pour plus de simplicité P = i, 
Ces équations deviennent ainsi : 

a.(~ -ea)  
r= 

I $- e.cos. v' 

r= a.(i -e.cos.u); 
3 - 

t=a2.(u-e.sin.u). 
31 ECAN. c h  Tome 1. 
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Supposons que r ,  Y, u et t correspondent à la preiniére extréniitA 
de l'arc elliptique, et que rr, Y', u' et t' correspondent à l'autre 
extrémité ; on aura 

, a .  ( 1  - eZ) 
r =  

1 +e.cos.v 8 ; 

r l=a .  (i-e. cos. u') ; 
3 - 

t' = a'. (Y'- e . siui. ut). 
Soit 

si l'on retranche l'expressioii de t ,  de celle de t', et si l'on observe 

que 
sin. u'- sin. z6 = 2 .sin. g. cos. el; 

011 aura 

Si l'on ajoute l'une à l'autre, les deux expressions de r et de i 
en u et u', et si l'on observe que 

I 
COS. ZC + COS. u = 2 .  COS. g. COS. gr;  

on aura 
R= za . ( i  -e.cos.g.cos.9). 

Alainteiiant, soit G la corde de l'arc elliptique; on a 

ça = ra+ rr- 2 rr'. COS, (Y - d )  ; 
mais les deux équations 

doiiiient celles-ci , 
{ c o s - u - e l  

 COS.^ = a. 
r 

On a pareillement 
a .(COS.U' - e) 

COS. Y'= 
2' 

012 aura donc 
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et par conséquent, 

cg = 2 a2. (1 - es). { i - s in  u. sin. ut- cos. u. cos. ut} 
4- a"ea. (cos, u- cos. u')" ; 

CDS. u -COS. u' = a. sin. C. sin. Cr; 

par.îaiit 
c" = 4 a". sin.° 6. (1 - e". cos.'g') ; 

on a doiw ainsi les trois équations suivantes , 

3 - 
T = 2 a2. {C-e.sin. C,cos.C); 

cS = 4 a'. sin."C. (I -es. cos." C"J 

La première de ces équations donne 
a a - R  

.e. cos. C' = 
2a.cos.C' 

en substituant cette valeur de e. cos. g', dans les deux autres, ou 
aura 

Ces deux équations ne renferment point l'excentricité e ;  et si dans 
3a première, on substitue au lieu de C ,  sa valeur donnée par la 
seconde; on aura T en  fonction de c , R et a. On voit ainsi que le 
temps T ne dhpend que du demi-grand axe, de la corde o ,  e t  de la 
Bomme R des rayoiis vecteurs extrémes. 

Si l'on fait 
z a - R + c  sa-R-c 

z= - j zt= 
2 a  2 a  ' 

la  dernière des équations précédentes donnera 

COS. 2 C = Z Z ' ~  v(1-2%). (1 -d") j 

d'où l'on tire, 
I s6'= arc.cos.z -arc.cos.z; 

P,b 2 
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arc. cos. z désignant ici l'arc qui a z pour cosinus ; on a par con- 
sé y uent - 

sin. (arc. cos. 2') - sin. (arc .cos. z) 
t ~~l lg .  e = 

z +z' i 

a a - R  
on a eiisuite z f z' = - ; l'expression de T deviendra donc, en 

a 

obsei-vant qiie si T est la durée de la révolution sydérale de la 
terre dont la moyenne distance au soleil, est prise pour unité, 
on apa r l enO .  16, T=2'11.; 

3 - 
nl. T 

T=.-- . {arc. cos. 2'- arc. cos. z - sin. (arc. cos. 2') +sin. (arc. c0s.z) } . (a)  
277 

Les niémes cosinus pouvant appartenirà plusieurs arcs, cette expres- 
sion de T est anibigue , et il faut bien distinguer les arcs auxquel3 
rdpondent les cosinus z et z'. 

Dans la  parabole , le demi-grand axe a est infini, et  l'on a 
3 

arc. COS-Z' -sin. (arc. cos. 2') =:. 
En faisant cnégatif, on auralavaleur de arc. cos. z-sin.(arc. cos. 2); 
la formule (a) donnera donc pour le temps T employé A décrira 
l'arc sous-teildu par la corde c , 

le  signe - ayant lieu, lorsque les deux extrémités de I'arc para- 
bolique sont situées du même côté de l'axe de la parabole, ou 
lorsc~ue Yune d'elles étant située au-dessous, l'angle formé par 
les deux rayons vecteurs, est tourné vers le périhélie; il faut 
employer le signe + dails les autres cas. T 6tant égal à 

Dans l'liyperbole , a est négatif; z et z' deviennent plus grands 
que l'unité ; les arcs, arc. cos. z et arc. cos. z' sont imaginaires , et 
Fon a en logarithmes hyperboliques , 

1 - 
arc. cos. z = - 

I r - 1  
. log. (s + \/z^ - l) ; 
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la formule (a) devient aiiisi, en y changeant a dans -a ,  

La forinule (a) donnele temps q~i'un corps emploie à descendre en 
ligne droite vers le foyer, en partant d'une distance donnée, avecune 
vitesse donnée : il suffit pour cela, de supposer l'ellipse qu'il décrit 
alors, infiniment applatie, Si l'on suppose, par exemple, que le 
corps parte de l'état du repos , à la distance 2 a du foyer, et que 
l'on cherche le temps T , qu'il emploie à s'en approcher i la dis- 
tance c j  on aura dans ce cas, R = z a + r ;  r=za-c ;  ce q u i  

C - a  
donne z'=-1; z=- ; la formule (a)  doimera donc 

a 

Il y a cependant une différence essentielle entre le mouvement 
elliptique vers le foyer, et le mouvement dans une ellipse infi- 
niment applatie. Dans le preinier cas, le corps parvenu au foyer, 
passe au-delà, et s'en éloigne 8 la même distance dont il étoit parti; 
dans le second cas, le corps parvenu au foyer, revient au point 
d'où il étoit parti. Une vitesse tangentielle à l'apliélie , qiielque 
petite qu'elle soit, suffit p0u.r proclinire cette différence qiii n'in- 
flue point sur le temps que le corps emploie à desceiidre vers le 
foyer, 

28. Les observations ne faisant pas connoître les circons- 
tances [lu mouvernunt primitif des corps celesta ; on ne peut pris 
déterminer par les formules chi no. zS, les éléineiis de leurs 
orbites. I l  est nécessaire pour cet objet, Ce comparer entre elles, 
leurs positioiis respectives observées A diE&rerites époques ; ce ~ L G  
présenie d'autant plus de di~'hcultés, que l'on n'observe point ces 
601-ps, du centre de leurs mouvernelis, Relativement ans  planètes, 
on peut, au moyen de leurs oppositions ou de leurs coiijoiictioi~s , 
avair leur longitude telle qu'on l'observerait cl11 centre nichne d u  
soleil. Cette considération jointe R la petite escenfricité et au peu 
d'inclinaison de leurs orbites à l'écliptiqiie , donne un moyen fort 
simple d'avoir leurs élénieils. Mais dans l'état actuel: de l'astro- 
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noinie, les démens de ces orbites n'ont besoin que de correctioiis 
trés-légères ; et coinine les variations des distances des planètes 
.k l n  terre, ne sont jamais assez grandes pour les dérober i nos 
regards ; o n  peut les observer sans cesse, et rectifier par la com- 
paraison d'un grand nombre d'o'bservations , les élémens cle leurs 
orbites, et les erreurs sn&mes dont les observations sont suscep- 
tibles. Il n'en est pas ainsi des comètes ; nous ne les voyons que 
vers leur périhélie : si les observations de leur apparition sont 
iiisunisantes pour déterminer leurs élémens ; nous n'avons alors 
aucun moyen de suivre ces astres par la pensée , dans l'immensité 
de l'espace, et quand la suite cles siècles les raméne vers le soleil, 
il nous est impossible de les reconiioître; il est donc important de 
poiivoir,'déterininer par les seules observations de l'apparition 
cl'niie comète, les élbmens dc- son orbite ; mais ce probleme pris en 
rigueur, syrpasse les forces de l'analyse, et l'on est obligé clerecou- 
rir au$ rn6tEiodes cl'approximation , pour avoir les premières va- 
leurs des élémens , que l'on peut corriger ensuite avec toute la 
précision que les observations comportent. 

Si l'on faisoit usage d'observations éloignées entre elles,les élimi- 
nations coizduiroiept i~ des C~ICUIS impraticables; il faut donc s e  
borner à lie considérer que cles observations voisines , et aveu 
cette restriction même, le probléjne présente encore de grancies 
.difficnliés. -4prbs y avoir réfléclii, il m'a paru qu'au lieu cl'emd 
ployer directement les observations, il est plus avantageux Ceil 
tirer des JoailCes qui offrent un  résultat exact et simple, et je nie 
silis wmr6 que celles qui  remplissent 1s mietlx cette condition, 
sont la loiigitncic et la. latitude géocentriques de la comète, à un 
k t , n v ~ t  dolin:> ,, e t  leurs premières et secondes différences divisées 
par :?a paissances cxrespondantes de l'élément d ~ i  temps ; car au 
moyeri de ce- doiiiiées, on peut détermiqer rigoureusement et 
avec f&c;lilé, 1- élémeiis , salis recourir à aucune iutégration, et  
par la fizule qozisidérs-Lion des équations différentielles de l'orbite. 
Celte qlaniti;.r z~i:visagsr le  problkme , permet d'ailleurs d'em- 
ployer un granci nombre d'observations voisines , et de compren- 
dre ainsi, un inter valle considérable entre les observations ex tré- 
wes, ce clqi est trés-utile pour diminuer l'iilfl~~ence des erreurs 
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dont ces observaiions sont toujours susceptibles, cause cle la 
nkbulosité qui environne les comètes. Je vais d'abord présenter les 

p,.pv,,.0o --nm:A..n. rln 1.3 formules nécessaires pour conclure les cfiflf:, ,,A,,,, pl, J ~ A A L L L J  C ~ b  A‘b 

longitude et de la latitude, d'a11 nombre quelconque d'o bserv a t ' rons 
voisines ; je déterminerai ensuite les éléniens de l'orbite d'une co- 
mète, au moyen de ces différences; enfin, j'exposerai le  moyen qui 
m'a paru le plus simple, pour corriger ces élémeiis , par trois ob- 
servations éloignées entre elles. 

29. Soit à une époque donnée, a. la longitude géoceiitriqne 
d'une comète, et 0 sa latitude boréale géocentrique, les latitudes 
australes devant être supposées négatives, Si Y011 ddçigne par s, 
le nombre cles jours écoulés depuis cette Bpoque ; la longitude et la 
latitude géocentrique de la comète après cet intervalle, seront ex- 
primées en vertu de la formule ( i ) du no. a i  , par les deux suites , 

O11 dé terminera les valeurs de a, ( g  ) , (9) , a,., 0,  (: ) , &c. , 
dsa 

a u  moyen cle plusieurs longituclés et de plusieurs laiitudes géo- 
centriques observées. Pour  y parvenir cle Ia manière In plus siin- 
ple , coiisidérons la saite infinie qui exprime la longitucle géocen- 
trique. Les coefficiens des piiissances de s , dans cette suite, cioiveiit 
être doter.minés par lacondition qu'elle doit représenter chaque lon- 
gitude observde, el1 y s~~bsti tuant  pour s , le nombre des jours clni 
lui correspoiîd; on aura ainsi autant d'équations que cl'observa- 
,tiens ; et s i  le nombre de celles-ci est n , on ne pourra déterminer 

A leur moyen , dans la suite infinie, que n q t ~ a n  tités a, ( 2 )  &Ca 

bIais on doit observer que s étant suppos6 fort pe~i t ,  on peut nég1i.- 
ger les ternies iindtipli8s par sn, sn+', &c., ce qui réiluI1 la suite 
iilfinie, ses n premiers termes qrze l'on pou1 ra détermirer p;ir 
les n observations. Ces ciétermii~atioiîs Re serarit cldzppro~h&es, 
et leur exactitude dépendra cle la petitesse des termes que 1'011 
néglige ; elles seront d'autant plus précises, que s sera plus petit, 
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et que l'oui emploiera un p l ~ ~ s  grand nombre ci'observatioi~s. La 
théorie des interpolations se réduit donc A trouver une fonctioii 
ratioimciie et eiitière de s , c;ul soit telle, qu'eii y substituant pour s , 
le nombre des jours qui correspondent H. chaque obscrvütioii, elle 
se change dans la loiigitude observée. 

Représentons par 6, C', Co, &ce ,  les longitudes observées de la 
comète, et par i ,  i', i", &c., les nombres des jours dont elles sni- 
vent l'&poque donnée ; ces nombres doivent htre siipposés néga- 
tifs pour les observations antérieures à cette époque. Si l'on fait 

la fonction cliercliée sera 

C+ (s-i) .66+ (s-i) . (s-i') . $Y+ (s-i) . ( s  ,il). (s-i") . JIC+ &c. ; 

car il est facile de s'assurer que si l'on fait snccessivemeizt s = i , 
s =; i'; s = i", &c., elle se changera dans 6, Cf, Cl', &c. 

Mainteiiaiit, si l'on compare la fonction précédente, à celle-ci, 

on aura, en égalant les coefficiens des puissances semblables de s, 

les différences ultérieures de a nous seront inutiles. Les coefficiena 
de ces expressions sont alternativemeiit positifs etdgatifu; le coeffi- 
cient de d"C est, abstraction faite du signe, le produit r A r, des r quan- 
tités i , if, i". . . .i('-'), daris la valeur de a ; il est la somme des pro- 

duits des inkmes quantités, r- i Ar- 1, dans la valeur de (:); 
enfin 
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enfin il est la somme des produits de ces quantités, r - n a r-n , 
&a 

dans la valeur de (;i;;). 
Si l'on nornine 3. , p', pf', 8rc. , les latitudes géoceiitriques obseï- 

da 4 
vées de la comète ; on aura les valeurs de 8, (g ) , (=), &c., en 

. . 

changeant dans les expressions précédentes de a, c), rs), 
les quantités C, Cf, C", &c., en 7, y', p", &c. 

Ces expressions sont d'autant plus précises, qu'i1y;a plus d'obser- 
vations, et que les intervalles qui les séparent, sont plus petits ; 
on pourroit donc employer toutes les observations voisines de 
l'époque choisie , si elles étoient exactes ; mais les erreurs dont 
elles sont toujours susceptibles, conduiraient à un résultat fautif; 
ainsi pour diminuer l'influence de ces erreurs, il faut augmenter 
l'intervalle des observations extrêmes, à mesure que l'on einploie 
plus d'observations. On pourra de cette manière, avec cinq obser- 
vations , embrasser u n  intervalle de trente - cinq ou quarante 
degrés , ce qui doit  ond du ire à des valeurs très-apprcschées de la 
longitude et de ia latitude géocentriques, et de leurs premières et 
secondes différences, 

Si l'époque que l'on choisit, est telle qu'il y ait un noiribre égal 
d'observations avant et après, de maniére que chaque loiîgitucle 
qui  la suit, ait une longitude correspondante qui la précède du 

même intervalle; cette coiicliti~ii rendra les valeurs de a ,  

et (g) , plus approchées, et il est facile de s'assurer que de nou- 
. . 

velles observations prises à égales distances de part et d'autre de 
répoque, ne feroient qu'ajouter à ces valeurs, des quantités qui  
seroien*, par rapport B leurs derniers termes, d u  même ordre que 

dzl 

le  r q p o r t  de 6a.(d;;) à d, Cette disposition symétrique a lieu, 

lorsque toutes les observations étant équidistantes, on fixe l'épo- 
que, a,ai milieu de ]'intervalle qu'elles coniprennei~t ; il y a donc 
de l'avantage a employer de semblables observatioils. E n  général, 
il sera tomjours avantageux de fixer l'époque, vers le milieu de 

~I;É~.cAN. CÉL. Tome I. C c  
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cet intervalle ; parce que le nombre de jours qui l n  séparent de§ 
observations extrêmes, étant moins consiciérable, les approxima- 
tions soi~t  plus convergentes. On simplifiera encore le ca'lcul, en 
fixant l'époqile, à l'iizstant même d'une des observations ; ce qui 
donnera iininédiatemen t les valeurs de a et de O. 

&CL 
Lorsque 1'011 aura déterminé par ce qui préckde, ( g )  , (07;), 

( , e (2) ; on en coiiclura de cette manière, les différences 

premières e t  secondes de c~ et de 8 ,  divisées par les puissaiwes cor- 
respondniites de l'élément du tcmps. Si l'on néglige les inasses des 
planètes et des cornetes, vis-à-vis celle du soleil , prise pour unité 
de masse ; si,  cie plus, on prend pour unité cle distance, sa moyenne 
distance A la terre; le moyen mouvement de la terre autour du 
soleil , sera par le no. 23, la mesure clu temps t ; soit donc A le 
nombre cle secoiides que la terre décrit dails un jour, en vertu cle 
son moyen mouvement sydéral ; le temps t correspondant au 
nombre s de jours, sera A S  j on aura donc 

Les observations doiment eli logarithmes des tables, log. A =  

A 
4,059462n ; de plus, log. A' =log. ~ f l o g .  , R étant le rayon du 

cercle, réduit en secondes; d'ou résulte log. A* = 2,  2750444;  par- 

taut, si l'on réduit en secondes , les valeurs de 
. . 

on aura les logaritlirnes cle (g )  et de (g), en retranchant des 

logarithmes de ces valeurs, les logaritlimes , ik,03946~~, et 2,a7 5 0 b i .  

Or1 aura pareillement les logarithmes de (:) et cle ($) , en re- 

tranchant respectivement les niêmes logarit'rimes , des logarithmes 
de leurs valeurs réduites e n  secondes. 

dBz 
C'est de la précision des valeurs cle a, ($ ), (=), 0 ,  (:), et 

(g), que dépend l'exactitude des résultats suivans, et comme leur 
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forinatioiî est très-simple , il faut choisir et mu1 tiplier les obser- 
vations, de nianière ii les obtenir avec le plus de précision qii'il est 
possible. DLterininons prksentement , ail moyen de ces valeurs , 
les élémens de l'orbite de la  comète, et pour géiléraliser ces résul- 
Ints , considérons le mouvement d'un systêine de corps animés par 
des forces quelconques. 

30. Soient o, y, z ,  les coorclonnées rectangles du premier 
corps ; x', y', z', celles du second corps, et aiiisi cle suite. Coiice- 
vons que le premier corps soit sollicil6 paralléleinent aux axes 
des x,  des y et des z ,  par les forces X, Y et 2,  que izous snp- 
poserom tendre à diminuer ces variables. Coixevoiia pareillement 
que le second corps soit sollicité parallèlement aux mêmes axes, 
p w  les forces X', Y', Z', et aimi de suite. Les mouvemeiis de tous 
ces corps seront doiiriés par les équatioiis diffdrei~tielles du second 
ordre, 

ddx  ad^ ddz  
o z 7 + X  '; O = - + Y ;  o=-+Z ,- 

dt d ta CE t" 

d&' d dy' dds' 
a=--$XI; o z - + y r ;  O _ - - - + Z f .  

dtS dy" d t2 

Si le nombre de ces corps est n,  ces équations serant au nonibre 5 n ,  
et  leurs intégrales finies renfermeront 6 7 2  arbitraires qui seront 
les élémens cles orbites des différeiis corps. 

Pour  déterminer ces élérneiis par  les observatioiis , nous trans- 
formerons les coordonnées de chaque corps, en  d'autres dont 
l'origine soit à l'observateur. E n  supposant donc un plan passant 
par l'mil de l'observateur, et clont la situation soit toujours paral- 
lèle à elle-marne, tandis que l'observateur se nîetit su r  une courbe 
donnée ; nous iiornmerons p , p', p", &c., les distances cle l'obser- 
vateur aux difféïens corps, projetées sur ce plan; a, a', a", liic., 

les longitudes apparentes de ces corps, rapportées au mênie plan, 
et 8 ,  Of,  O", &c., leurs lalilucles apparentes. Les variables s, y, z ,  
seront données en fonctions de p , a, 0 et des coordonnées de l'ob- 
servateur. Pareillement, x', y', z', seront doiziiés en foiîctions de 

a', O f ,  et des coordonnées de l'observateur, et aiiisi de suite. 
D'ailleurs, si l'on suppose que les forces X ,  Y, 2,  XI, Y', Z', Scc., 

C c  2 
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sont cl~ies à l'action réciproque des corps du  syçtême, et à des 
nttractioiis étrangéres ; elles seront doniid~s en hnctions de p ,  p', 
pu, &cd ; d ,  a", a", &c. ; d , dl, O", &c. ; et de quantités connnes ; les 
équations diK6rentielles précédentes seront ainsi entre ces nou- 
velles-variables , et leurs premières et secondes différences ; or  les 
observations font connoître , pour un instant donné, les valeurs 

donc d'inconnues, que les valeurs de p ,  pl, ,O", &c., et leurs pre- 
mières et secondes diffhrences. Ces inconnues sont au nombre 312,  
et comme on a 3 n équatioiis différentielles, on pourra les déter- 
miner. On aura meme cet avantage, que les premières et seconcles 
clifferences de p , p", 8rc. , ne se pi8senteroiit dans ces équations, 
que sous une fornie lin6aire. 

Les qt-iantités a ,  O ,  p , a', d l ,  &c. , et leurs premières diffd- 
rences diviséespar d t , &tant connues ; on aura , pour u n  instant 
donné, les valeurs de a,  y, z ,  x', y', zr ,  &c., et de leurs yre- 
mières différences divisées par dt. Si l'on substitue ces valeurs 
clans les 3 n intégrales finies des équations précédentes, et dans les 
différences premières de ces intégrales; on aura 6n équations nu 
moyen desquelles on pourra déterminer les 6n arbitraires de ces 
intégrales, ou les démens cles orbites des diffdrens corps. 

m 
3 1 .  Appliquons cette méthode au mouvement des coinétes, 

Pour cela, nous observeroiîs que la force principale qui les anime, 
est l'attraction da soleil ; nous pouvons ainsi, faire abstraction de 
toute autre force. Cependant, si la comète passoit assez près cl'ane 
grosse planéte , polir en éprouver un dérangement sensible, la 
méthode précédente feroit connoître encore sa vîtesse et sa distance 
:*L la terre ; mais ce cas étant excessivement rare , iious n'aurons 
egard , dans les recherches suivantes , qu'A l'action du soleil. 

Si l'on prend pour unité de masse, celle du soleil, et pour unité 
de distance, sa moyenne distance 2 la terre; si de plus, on fixe au  

centre du soleil, l'origine des coordonilées a, y, z , d'une comète 
dont nous nommerons r ,  lc rayon vecteur; les équations dilTé- 
rentielles ( O )  du nn. 17, deviendront, en négligeant la masse de l a  
comète vis-il-vis de celle dii soleil, 
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S~ipposons que le plan des x et des y ,  soit le plan même de l'&clip- 
tique ; que l'axe des x soit la ligne menée du centre du soleil, 
aLi premier point d'ariès , à une époque donnGe ; que l'axe des y soit 
la ligne menée d ~ i  centre du soleil au premier point du cancer, 
21 la même époque j enfin, que les z positifs soient di1 même cOté 
que le pôle barka1 de l'écliptiqueb Nomnions ensuite x' et y' leu 
coordonnées de la terre, et R son rayon vecteur ; cela posé, 

Transformons les coordonn6es x, y, z, en d'autres relatives à 
l'observateur ; et pour cela, nommons a ,  la longitude géocentrique 
de la comète, 0 sa latitude géocentrique, et p sa distance au centre 
ile la terre, projetée sur l'écliptique ; nous aurons 

Si l'on multiplie la prerniAre des équations (k), par sin. a, et que 
l'on en retranche la çeconde multipliée par cos. cc, on aura 

. d d x  d cly x sin. c~-y.  cos.^ 
o=sin.a. - -cos,et.- + 

d te dts 1.3 3 

d'oùl'on tire, en substituant pour x et y, leurs valeurs précédentes, 

. d d x '  ddy' x'.sin. e-y' .cos.  cc 
o=sin.a.--cos.cc.l -t - 

d t' d t  r3 

La terre étant retenue dans son orbite, comme la comète, par l'at- 
traction du soleil, on a 

d d z '  X' "y' y' 
O=-- + @ j  o=- 

dta dt. +p 
ce qui donnc 

. d d d  ddyr yr .cos .e -z3 . s in .e  - sin. a .  cos.cc.- - -- - 
d t2 dta R3 > 
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on aura donc 

Soit A la longitude de la terre vue du soleil ; on aura 

l'équation précédente donnera ainsi, 

- (1)  

Cherchons maintenant une seconde expression de ( )  Pour 

cela', nous inultiplierons la première des équations (k), par 
taiig. 8. cos. u ; la seconde, par tang. 6'. sin. cc ; et nous retrancherons 
la troisième équation, de la somme de ces deux produits j nous 
aurons aiiisi, 

ddx {~.COS.CL+~.S~D.CL) ddz z ----- 
r3 d l a  T3' 

Cette équaiion deviendra, en y substittiant pour x , y, z , leurs 
valeurs, 

ddx' d dy' y' 
o=t;ilig.8, { (di;+g).cos.r+ (di;+;i).Sill.bf - 

COS.= e 

ddx' x' ady' y' 
(;il;+;j)ocos.+ (di;+F).sin;e=(a'.cos. a+yl.siii.ct).($- i) 
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R . ç i n . 0 .  cos. 0 .cos. (A-ct)  + 
52. ($) 

si l'on retranche cette valeur de p , de la première, 
suppose 

( 2 )  

et que l'on 

($).(:)-(:).(:)+26). G)'.taiig.~ + d.cos.6 
I p. .= --- > (2). sin. 8 .  cos. 8 .  cos. (A- &) + (z). sin. ( A  - a )  

011 aura 

La distance projetée p de la comète à la terre , étant toujours posi- 
tive ; cette équation fait voir que la distance r de la comète n u  
soleil, est plus petite ou plus grande que la distance R du soleil à 
la terre, suivant que p' est positif ou négatif: ces deux distances 
sont égales, si p' ==o. 

On peut, par l'inspection seule &un globe céleste, déterminer 
le signe de p'; et par coiisbquent, si la comète est plus près ou plus 
loin que la terre, du soleil. Pour cela, imaginons un  grand cercle 
qui passe par deux positions géocentriques, et infinirnent voisines 
de la comète. Soit s. l'inclinaison de ce cercle à l'écliptique, et A, la 
longitude de soli nœud ascendant; on aura 

tang. >.sin. (a- A) = tang. 4 ; 
d'où 1'011 tire 

en différentiant encore, on aura 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dde, étant la valeur de dd0 , qui auroit lieu , si le mouve- 
ment apparent de la cométe continuoit dans le grand cercle. La 
l-aleur de devient ainsi, en y substituant pour dg, sa valeur 
d ~ . s i n .  0 .cos. 8 .cos.(cc-A) 

sin. (a  - A) 9 

sin. (a-A) 
La fonction est constamment positive ; la valeur de p' est 

sin. 9 .  cos. 0 
ddd ddd, 

donc positive ou négative, suivant que (=) - (dt;) est de 

même signe , ou d'un signe contraire à sin. (A- A )  ; or  A- h 

est égal à deux angles droits, plus à la distance du soleil, au nœud 
ascendant du grand cercle ; ~ ' o L L  il est facile de conclure que pf sera 
positif ou négatif, suivant que dans une troisième position géo- 
centrique de la comète, iiifiiiirnent voisine de's deux premières, 18 
comète s'écartera du grand cercle, du même côté oh fie trouve 
le soleil, OU d u  &té opposé. Concevons donc que par deux p s i -  
t k n s  géocentriques très-voisines. de la comète, on  fasse passer un 
grand cercle de.la sphère ; si dans une troisième position géocen- 
trique consécutive et très-voisine des deux premières , la corné te 
s'écarte de ce grand cercle , du môme côté que le soleil, ou du côté 
oppos6, elle sera plus près, ou plus loin du soleil, que la terre; elle 
en sera également éloignée, si elle continue de paroitre dans ce 
grand cercle ; ainsi les diverses inflexions de sa route apparente, 
nous &clairent sur les variations de sa distance au soleil. 

Pour éliminer r, de l'équation (5), et pour réduire cette équation 
ii ne renfermer que l'inconnue p ; nous observerons que l'on a 
r+ xx"+y" +z' , en substituant au lieu de x ,  y, z , leurs valeurs 
en p,  a e t û j  onaur9 
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Si l'01î carre les deux membres de l'équation ( 3 )  mise sous ceil0 
forme, 

r3. {p1X2P+1) =X3 j 
on aura, en sul~stituant au lieu de r" ssa valeur, 

équation dans laquelle il n'y a que p d'iiicoiinue, et qui montc au 
septiéme degré, parce que le terme tout connu du premier mem- 
bre étant égal à R" l'équation entière est divisible par p.  Ayant 

ainsi déterminé p , on aura (g ) , au moyen des équations (1 ) 

et (2). En substit~iaiît , par exeriiple , dans l'équation (1) , au lien 
1 1 d e - - -  P' P 

ï3 
R3 7 sa valeur - P , donnée par l'équatioii ( 3 )  ; on aura 

L'équation (4)  est souvent susceptible de plusieurs raciiies réelles 
et positives : en faisant passer soii second membre dails le prcniier, 
et en la divisant ensuite par p , soii dernier terme sera 

2.Rj.c0s.~O. {pfR3+3.cos. (A-a)} ; 

ainsi l'éqixation en p étant du  septiéme degré , ou d'un degré 
impair,  elle aura au moins deux racines réelles positives, si  
pfR7 + 3. cos. ( A  - CL) est positif ; car elle doit toujours , par la 
y p i r e  du pïoblérne, avoir une racine positive, et elle ne peiif; 
alors avoir ses racines positives, en nombre impair. Cllaque valciir 
réelle et positive de p , doiine une section coi~ique différente, pour 
l'orbite de la cométe; 011 aura donc autant de ces courbes qui 
satisîont a trois observations voisines, que p aura dc valeurs réelles 
et positives, et pour déterminer le véritable orbite de la cométe, 
il fa~idra recourir R une nouvelle observation. 

5 2. La valeur de p , tirée de l'équation ( 4 ) ,  seroit rigou.reuse, 

~i L ,  (;), (s), 8 ,  (:) et (g) étoient exactement connus ; 

piais ces quantités ne sont qu'approchées. A la vérité, on peut en 
MBCAN. c h ,  ï lomc 1, D d  
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approcher ile plils en plus, par la méthoclc exposée précédemment, 
en faisant usage d'un grand nombre d'observations, ce qui donne 
l'avantage de considérer d'assez grands intervalles, et de compen- 
ser les unes par les autres , les erreurs des observations. Mais cette 
méthode a l'incoiivénient analytique d'employer plus d:: trois 
observations , dalis uii p r o b l h e  où  trois suffisent. On peut obvier 
à cet inconvénient, de la manière suivante, e t  rendre notre solu- 
tion aussi approchée que l'on voudra, en ne  consiclérant que trois 
observations. 

Pour  cela, supFosons que cc et 8 ,  représentent la longitude et 
la latitude géocentrique de l'observation intermédiaire ; si l'on 
substitue dans les équations (k) du  no. précédent, au lieu de 
X, y ,  z ,  leurs valeurs x f + p .  cos. d ; y'+ p. sin. a ; et p. taiig. O ;  elles 

donneront (g), (g), et (z), en fonctions de p ,  s et O ,  de 
. - . . ~ ~ 

leurs premikres diff6reiices7 et des quantités connues. Si l'on cliffk- 

rentie ces fonctions, on aura ri-), (2) et  (g) , en îoiictions 

de p , a, Q , et de leurs premiéres et secondes différences. 011 pourra 
en éliminer la seconde différence de p ,  au moyen de sa valeur, 
et sa pren-iiére différence , au moyen de l'équation ( 2 ) du no. prk- 
d e n t .  En continuant de différentier successivement, les valeurs 

de (g), (2) , et en éliminant les diff6rences de a, et de 9 supi- 

rieures aux seconrles différences , et toutes les différeiices de p ; 

on aura les valeurs de (g), (g) , &c., (:), (g), &e., 'en 

fonctions de p , a, (g) ,  ($), 0 ,  (:), (g) ; cela posé, 

Soient et,, a, a', les trois longitudes gdocei~triques observées de 
la comète ; O , ,  8 ,  8' ses trois latitudes géoccnt.riques correspon- 
dantes; soit i le nombre des jours q ~ l i  s6pareiit la preiniére de 
la seconde observation, et if, celni des jours qui &parent la seconde 
observation de la troisième ; enfin , soit A l'arc que la terre d6crit 
dans un jour, par son moyen niouvernent sycléral ; on aura par le  
no. 29, 
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P. A" i3.h3 d3k 
a, = a-z . A .  ($)+-.(g)--.(dij)+ i .2.3 hc.  ; 1.2 

(:cl)+ il.>'^.(d^d) i 3 . A S , ( d z d )  
e , = d - i . ~ .  - - - --- - $- &c. ; 

1.2 dta  1.2.3 dt3 

Si l'on substitue dans Ces sbiies , au lieu de (g) , (2) , &c. , 
) ,  ( )  &c , leurs valeurs obtenues par ce qui précEde; 

. . 

d%t 
oii aura quatre équations enire les cinq incoiiiiues p , ($) , (z), 
(g), (g). Ces équations seront d'autant plus exactes, que 1'011 

aura  ons sidéré un plus grand nombre dc termes dans ces séries. 011 

aura zinsi , (g), (s), (g) et (2) , en foiictions de p et ile 

quantités connues ; et en les snbstituaiit dans l'équation (4 )  du 
il0. précécleiit , elle ne renfermera plus que l'inconnue p. Au reste , 
cette méthode que je n'expose ici que pour montrer cornmeiit 
on peut obtenir des valeurs de plus en plus approchées de p , en 
n'employant que trois observations , exigeroit des calculs pénibles 
dans la pratique, et il est à-la-fois plus exact et plus simple d'en 
çonsiddrer un plus grand nombre, par la méthode du no. 29. 

33. Lorsque les valeurs de p et de (2) seront déi.ermillées, 
. - 

on aura celles de x ,  y,  z ,  (z), (2) et (s) , au moyen des 

équations 

et rie leprs clifférentielles divisées par d t , 
Dd 2 
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d R  rz) = (d;).  COS.^-^. (g) . s i n A +  e). cos. 6). siri. et; 

(g) = ( g ) . t a n g . ~  + cos? 0 

Les valeurs de (2) et de ($1, sont données par la théorie du 

mouvement de la terre : pour el1 faciliter le calcul , soit E , l'ex- 
centricité de l'orbite terrestre, et H la longitude de son périhdie ; 
on a par la nature c h  mouveineiit ellip-tique, 

Ces deux &quatioiis doiînei~ t 

soit R' le rayon vecteur de la terre, correspondant à Ta Iongitucle A 
de cette plailéte, augmentée d'un angle clroi t j on anra 

1-P 
3' = 

1 - E.sin.(A-H) ' 
d'ou l'on tire 

R 1 - l + @  
E.sin. (A-H) = Et 'i 

Si l'on 11égTige le quarré de I'exceritricité de l'orbite terrestre, qu1 
est trks-petit , on aura 

les valeurs précédentes de (g) et ($) <leviencIront ainsi 
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sin. A dx , (2) = (R'-I,I. cos. A- - R +(:). c0s.a-p .(dr).Sln.b; 

( ). cos. a ; 

3, X', et A étant donilés immédiatement par les table8 du soleil, - 

le  calcul des six quantités x , y, n , r~) ,  (g) et (g) seri  

facile, lorsque s et (2) seront connus. On en tirera les é16mens 

de l'orbite de la comète, de cette manibre. 
Le secteur infiniment petit, que la projection du rayon vecteur 

de l a  comète sur le plan de I'éclip~iqiie, clécrit durant l'élément du 
x d y - y d x  

temps d t ,  est ; et il est visible que ce secteur est positif 
a 

ou négatif, s u i v a ~ t  que le mouvement de la  corné te est direct ou - 

rétrograde ; ainsi , on formant la quaitité s. (2)  , 
elle iiidiquera par son signe , le sens  LI mouvement de la comète, 

Pon ï  déterminer la position de l'orbite, nommons p, son iiicli- 
naisoii A l'écliptique , et 1 la longitude du nœnd qui seroit ascen- 
dant, si le mouvement de la comète étoit direct ; nous aurons 

a =y. cos. 1. tang. P - x .  sin.1. tang. p, 

Ces deux éqiiaiions donnent 

cp devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, cet& 
condition détermine le signe cle sin. 1; or la tangente de 1, et 
le signe de son sinus étant déterminés, l'angle I est entièrement 
déterminé. Cet angle est la longitude du nœud ascendant de l'or- 
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bite, si le mouvement est direct ; mais il faut lui ajouter deux 
angles droits, pour avoir la longitude de ce nœud, si le niou- 
vemeiit est r6trograde. I l  seroit plus simple de ne considérer quo 
des mouvemens directs, en fxisant varier l'inclinaison p des orbites, 
depuis zéro jusqu'à deux angles droits ; car il est visible qu'alors , 
les mouvernens rétrogrades répondent à une inclinaison plus grande 
qu'un angle droit. Dans ce cas, tang. q est du ~nêrne signe que 

x (2) - y  (2) , ce qui d8terinine sin.1, et par conséquent l'an- 
. . 

gle 1, qui exp ime  toujours la 1011 gitude du nœud ascendant.' 
a et e a  étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite, 

on a ,  par les ilo" 18 et 19, en y faisant p= ï , 

La première de ces équations détermine le demi -grand axe de 
l'orbite, et la seconde détermine soli excentricité. Le signe de la 

foiiction z. (2) +y. (g) + z. (2) , fait connoitre si la comète 

A déjA passé par son périhélie ; car elle s'en approche, si cette fonc- 
tion est négative ; dans le cas contraire, la cornete s'éloigne de ce 
point. 

Soit T l'intervalle de temps coinpris entre l'ipoque et le pas- 
sage de la comète par le périhilie ; les deux premières des équa- 
tions (f) du no. g o ,  donneront , en observant que lu étant SUPT 

3 -- 
posé égal à l'unité, on  a n=a ', 

3 

r= a.(i-e.cos.u) ; T= a'. tu-e.cos, u). 

L a première de ces équations donne l'angle u , et la seconde fait 
connoitre T. Ce temps a j o ~ t é  OU retranché de l'époque, suivant que 
la comète s'approche ou s'éloigne du périhélie , donnera l'instant 
de son passage par ce point. Les valeurs de  x et d e y ,  déterminent 
l'angle que la projection du rayon vecteur r fait avec l'axe des x, e t  
puisque l'on coiinoît l'angle 1 formé par cet axe, et par 19 ligne dcs 
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noeuds, on aura l'angle que f o m e  cette dernière ligne avec la  
projection de r ;  d'oii 1'011 tirera , nu moyen de l'inclinaison r de 
l'orbite, l'angle formé par la ligne des nœuds et par le rayon r. 
&lais l'angle u étant connu, on aura, au moyen cle la tioisiéme cles 
équations ( f )  du il0. 20, l'angle v que forme ce rayon, aveü la 
ligne des absides; on aura donc l'angle compris entre les cleux 
lignes des absides et des nœuds, et pai; cons6queiît , la position du 
périhélie. Tous les éléinens de l'orbite seront ainsi déterniinés. 

P 3 4. Ces élémens sont donnds , par ce qui précède, en Fonctions 

p , (2) et des quantités connues ; et comme ($) est donné 

p par le no. 31 ; les élémens de l'orbite seront fonctions de p et 
qnantités connues. Si  l'un d'eux &oit donné, on n~iroit une 

nouvelle équation, au moyen de laquelle on pourroit détermi- 
ner  p ; cette équation auroit un  diviseur commun avec l'équa- 
tion (4 )  du no. 3 r ; et en cherchant ce diviseur par les m6thodes 
ordinaires , on parvienclroit à ~ m e  équation du premier degré en p 
on auroit de pliis, une équation de condition entre les données 
des observations, et cette équation seroit celle qui doit avoir 
lieu, pour que l'élément donné puisse appartenir a l'orbite de la 
comète, 

Appliquons maiiltenarit, celte considératioil, à la nature. Pour 
cela, noins observerons que les orbites cles comètes sont des ellipses 
très-allongées , qui se confondent seilsiblement avec une parabole, 
dans la partie dans laquelle ces astres sont visibles ; on peut dona 

1 
supposer sans erreur sensible, a = x, , et par coiiséquent , - = O ; 

a 

1 
l'expression de - du  no. prkcéclent , donnerri. ainsi, 

a 

Si l'on substitue ensuite, au  lieu de (g), (2) i t  ($) leurs 

valeurs trouvées dans le même no.; on aura après toiites les r é d ~ ~ c -  
tioris , et en n6gligeant le quarré dc a'- I , 
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sin. (A-a)  + 2.  (3). d t  {(RI- 1). cos. ( A - a )  - 
R 1 

+ a p. (2). { (3'- i )  . sin. ( A - ~ )  + R i 

en sybstitnaiit dans cette équation , au lieu de ($1 sa valeur 

trouvée dans le no. 31 ; en faisant ens uite 

' [iang. B .  r$)+pl: tang B. riil  !A-&)- cos." B j 

011 aura 
1 2  

&=B. C.p'+- - --; 
Ra r 

et par couséquent 

r'. { B . ~ ~ . + c . ~ + ~ } *  R= = h1 

cette équation n'est que du sixième degré, et sous ce rapport, elle 
est plus simple que l'équation ( 4 )  du no. 31 ; mais elle est parti- 
culière à la parabole, au lieu que l'éqilatioii ( 4 )  s'étend à toute 
espèce de section coilique, 

35. On voit par l'analyse préckdente, que la ddtermination 
&s orbes paraboliques .des cornétes, coiiduisaiit A plus ci'équations 

q w  
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q n e  cl'iiicoiiiiues , 011 peut , en coiiibinaiit diverseinent ces écjua- 
tioils , former autant cle niéthocles clifl'dreiites, pour calculer ces 
orbes. Examinons celles cloiit on cloit al.tendre le plus de précision 
dans les résultats, OLZ qui participent le moins , aux erreurs des 
observations. 

C'est priiicipalerneiit sur les valeurs des différences secoficlcs rs) et (g) , que ces erreurs ont une influence sensible ; en 

effet, il faut, pour les cléterminer , prendre les ;iff&reilces finies 
des longitudes e t  des latitudes géocentriques de ln  conléle, obser- 
vées dans uii court intervalle de ternps ; or ces clifféïeiices étant 
moiiidres que les cliff&reiices premikres , les erreurs des observa- 
tions en sont une plus g r a d e  partie aliquote ; d'ailleurs, les for- 
mules du no. 29 qui déterminent, par la comparaison des observa- 

tions, les valeurs 'le a, 8, ($), (:) , (--) dta et (%), donnent 

avec plus de précision, les quatre premières de ces quanlités , 
que les cleux dernières ; il y a donc de l'avantage à s'appuyer le 
moins qu'il est possible, sur les diiréreiices secondes de u et de Q ; 
et comme on ne peut pas les rejeter toutes deux a-la-fois , la mé- 
thode qui n'emploie que l a  plus graiide, doit concluire aux résui- 
tats les plu's précis ; cela posE , 

Jlepïenoiis les équations trouvées dans les nos. 3 I et 34. 

(E) (2)'. sin. O. cos. 0 
~~>=-;p../6+..(a.tm.. A d +  --- 

dt  (2) -1 
R. sin. B .  cos. 8 .cos. ( A -  c l )  

.+ 

2 w  ($) 
MECAN. c h .  Tome 1. 
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sin. [ A - & ]  +(-$). { ( I G - ~ ) . C ~ B .  (A-+- R 

+zp.(Z). { ( R ' - ~ ) . ~ ~ ~ . ( A - ~ ) +  R 

Si l'on veut rejeter (z) , on ,e considèrern que la premiérc , la 

seconde et la quatrième de ces équations ; en éliminarit (g), de 

la dernière, au moyen de la seconde, on forniera une équation qui 
délivrée de fractions , renfermera ni1 ternie mu1 tiplié par r"', et 
d'autres ternies affectés des puissances paires et irilpa-ires de p et de r. 
Si l'oii niet clans 1.111 membre, fous les fermes affectés des puissances 
paires de r , et dans l'autre niernbre ,tous les termes affectés de ses 
puissances impaires, et que l7oi1 carre chacuiide ccs membres? pour 
n'avoir que des puissances paires de r; le .terme multiplié par rPp, 
en produira u n  multiplié par r ' b 4 ;  en substituant donc, au  lieu 
de rP, sa valeur doilnée par la perniére des équations (L) ,  on 
aura iule équation h a l e  du seiziéme degi-é en p. Mais au  Jieu 
de former cette équation,, pour la résoudre ensuite ; il sera plus 
simple de satisfaire par des essais , aux trois éyuatioiis prkck- 
dentes. 

Si l'on veut rejeter (g) ; i l  faudra considérer la première, la 

troisième et la  quatrième des équations ( L j .  Ces trois équations 
condixisent encore à une équation finale du seizième degré en p j 
et l'on peut facilement y satisfaire par des essais. 

Les deux méthodes précédentes me paroissent être les plus 
exactes que l'on puisse employer clans 1.a détermination des orbes 
paraboliques des comètes; il est meme indispensable d'y recourir, 
si le mouvement de la cométe en longitude ou en latitude, est 
insensible ou trop petit, pour que les erreurs des observaiioiis 
n'altèrent pas sensiblement sa seconde différence : dans ce cas, il 
faudra rejeter celle des équakions (L) ,  qui contient cette différence. 
Mais quoique dans ces méthodes, 011 n'emploie que trois de ces 
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dquatioiis ; cependant, la quatrième est ~it i le  , pour. déterminer 
parmi toutes les ~ ~ a l e u ï s  réelles et positives de p , qui satisfont au 
systême des trois autres équations, celle qui doil; être admise. 

3 6. Les élémens de l'orbite d'une comète, déterminés par ce 
qui précède, seroieiit exacts, si les valeurs de a, 8 , et de leurs 
preinières et secondes différences , étoient rigoureuses ; car nous 
avons eu égard, d'une manière fort simple, i l'excentricité de 
l'orbe terrestre, au moyen du rayon vecteur R' de la terre,  cor- 
respondant IL son anomalie vraie , augment& d'un angle droit ; 
nous nous sommes permis seulement de négliger le quarrh de cette 
excelitricité, comme une trop petite fraction, pour que son omis- 
sion puisse influer sensiblerilent sur les r6sultats. Mais 8 ,  a, et 
leurs cliEheuices , sont toujours susceptibles de quelque inexac- 
t i f ide ,  soit k cause des erreurs cles observations , soit parce que 
nous n'avons tiré ces différences, des observatioas, que d'une 
maniere approclike. Il est donc nécessaire de corriger les élémens, 
au moyen de trois obseryatioi~s éloignées entre elles , ce que l'011 
peut faire d'uiie infinité de manières ; car si l'011 coiinoît à-peu- 
près , deuxquantités relatives su  mouvement d'une comète, telles 
que les rayons vecteurs correspoiidans A deux observations, ou la 
position du nœ~id  et ~ i n c l i n ~ i s o n  de l'orbite; en calculant les obser- 
vations, d'abord avec ces quantités, et ensuite avec d'autres quan- 
tités qui en soient très-peu différentes ; la loi des différences entre 
les résultats, fera aisément connoitre les corrections que ces quail- 
tités doivent subir,. Mais parmi les cornhinaisons deux deux, des 
quantités relatives au mouvement des coniètes ; il en est une qui 
doit offrir le calcul le plus simple, et qui par cetle raison , mérite 
d7&e recherchée ; il in~porte , en effet, dans u n  pïoblême aussi 
çoinpliqué , d'épargner au calculateur, toute opération superflue, 
Les deux élémens qui m'ont paru présenter cet avantage , sont 
la distance périhtlie, et l'instant du Passage de la conllte par ce 
point ; non-seulement, ils sont faciles A dédnire des valeurs de p et 

de (2) ; mais il est très-aisé de les corriger par les observations, 

sans être obligé , il chaque variation qu'oii leur fait subir, de 
dELerrniner les autres kléaiens cori.cspoiidans de l'orbite. 

X e  2 
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Repreiioas l'équation tïouvéc dans le no. ig ,  

a. (1 - e') est le demi-paramètre de la section conique dont a est le 
demi-grand axe, et e a  l'excentricité ; dans la parabole , oii a est 
infini, et e égal à l'uni té , a. (1 - e l )  est le doul~le de la distance 
périhélie ; soit D cette clistance : l'équation précédente devient 
relativemelit i cette courbe , 

rdr i d .?  - est égal à - 
dt" ' en substituant a u  

d t 
lieu de r\ sa valeur 

P' -- + a R p . o s .  (A- a )  + R et au lieu de (g) et dc (g), 
 COS.^^ > 

leurs valeurs trouvées dans le il0. 33,  on aura 

sin. ( A  -cc) + p . ((R'-1). cos. (A,- a) - 
R 

Soit P , cette quantité ; si elle est i~égative , le rayon vecteur r va 
en diminuant, et pay coiiséquent , la comète tend vers soli péri- 
liélie; mais elle s'en éloigne, si P est positif' O n  a ensuite 

û = r - + . P a  1 - 
la distance angulaire v de la comète à son pé~ihélie,  se détermi- 
nera par l'équation polaire de la parabole, 

enfin, on aura Ie temps employé à décrire l'angle v ,  par l n  table 
du mouvcnlent des cornétes. Ce temps, ajouté ou retranché de celui 
de l'époque, suivant que P est négatif ou positif, doiiiiera l'instant 
du passage de la comète par le pérililélie, 
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37. E n  rassemblant ces divers rdsultats , on aura la méthode 
suivante, pour déterminer les orbes paraboliques des comètes. 

MÉTHODE générale pour déterntiner les ordes cles cornéles. 

Cette inéthocle sera clirisée en deus  parties ; dans la première, 
 IOL LIS donnerons le moyen d'obteiiir A-peu-près l n  distance périhilie 
de la comèle, et l'iiistant de son passage au périhélie ; dans la 
seconde , nous déteïmiiieroiis exacteirieiit , tous les élérneiis de 
l'orbite, en supposant ceux-ci &peu- près coiiiiuç. 

Déter~ninatiorz approchée de Za c h ~ a n c e  pdrihc'lie n7e Za c c d t e  fi 

et de I'instant de son passage au péril~élie, 

0ii clioisira trois, quatre, ou cinq, &c., obseu'vations delacomkte, 
Qaleineiit éloignées les unes des autres , autant qu'il sera possible; 
on pourra embrasser avec quatre observaiions, un iii tervalle de 30"; 
avec cinq observatioils, un intervalle de 3 6 b 1 i  40"; et ainsi c i 1 1  

reste; inais i l  faudra toujours que I'iiiteivalle compris entre les 
observatioiis, soit d'autant plils considérable, qu'elles sont en PILIS 
grand iioinbre , afin de diminuer l'iiîfluence de leurs erreurs ; cela 
p s é  , 

Soient C, cf, go, &c. , les longitudes géocentriques succcssives 
de la comète; y ,  y', y", les latitudes correspondailtes, ces latitudes 
étant supposées positives ou négatives, suivant qu'elles soiî.tboréales 
ou australes; 011 divisera la digérence Cr-C,  par le nombre des 
jours qui séparent la première, de la seconde observation : 011 divi- 
sera pareillerrieiit la différence P-L", par le nombre de jours qui 
séparentla seconde, de la troisième observation; on diviseraencore 
la différeiice C"'-C", par le  nombre des jours qui séparent la trois 
siènie, de la quatrième observation ; et ainsi de suite. Soient dY, 8 Cf7 

d'C", ces quotiens. 
On divisera la différeiice k c'-J C, pi' ie nombre des joiirs qui 

séparent la première observation, de la troisième ; on divisera pa- 
reillement la différence SC"- rc ' ,  par le no1nbl-e des jours qui 
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séparentla seconde observation, de la quatrième; on di1 i sera encore 
la différence J'C"'--SCr', par le nombre des jours qui séparent la. 
troisième observation, de la cinyuikme ; et ainsi de suite. Soient 
6" C p  d'"6"j P2C'', &c:, çes quotiens. 

011 divisera la différence bac'-d'Y', par  le nombre des joiirs qiii 
séparent la première observation, de la quatriérie ; on divisera 
pareillement d'Y''- b"Cf, par le nombre des jours qui séparent ln 
seconds observation, de la cinquiérne, et ainsi de suite. Soient 
P C ,  6\3Cf, &ce, ces quotiens. On continuera ainsi, jusqu'à ce que 
l'on parvienile à 6"-'. C, n étant le nombre des observations em- 
ployées, 

Cela fait;  on prendra une époque moyenne, ou i-peu-près 
moyenne entre les iiistniis des deux obserbations extremes, et en 
nomnlai~t i, i', i", ir", &c. , le nombre des jours dont elle précède 
chaque obs,ervation , i, il, i ", &c. , devant 8tre supposés nkgatifs 
p ~ u r  les observations antérieures à cette époque; la longitude de. 
la comète, après un petit nombre z de jours comptés depuis l 'kpo~ 
que, sera exprimée par la formule suivante : 

Les coefficiens de - JC, + d"c, -J3C, t i c . ,  cltins la partie ind6- 
pendante de z ,  sont iO. le nombre i ; zO. le produit des deux nom- 
bres i ,  et il; 3'. le procl~~it  des trois aoinlres i, i', ilJ, &c. 

Les coefficiens de -6T, $ a36, - t 4 6 ,  &c. , dans la partie ninlti- 
pliée par z ,  sont 1". la somme des deux nombres i ,  et i ' ;  zO. la 
soinnie des produits deux à deux, des trois nombres i, H ' ,  i1Il 
3". la somme des produits trois à trois, des quatre nombres i, i', 
if', i"', &c. 

Les coefficiens de - P C ,  + Pt, J5C, &ce , dans la partie mul- 
tipliée par z\ m11t iO. la somme des trois nombres i , i', i"; zO. la 
somme des produits deux à deux, des quatre iiombres i, i', i', i"'; 
3". la somme des produits trois 21 trois, rlcs cinq uoinbres i ,  i', i", 
i"', i , &c. 
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~ L L  lieu de i'oriiier ces produits, il est aussi sirnple clc dévelop- 
per la fonction 

94- (2-i). $64- (z-i). (z-i']. b T +  ('z-i). (z-2). (z-2') . P C f  &c. 

en rejetant les puissaiices de z supérieures au quarré, ce qui don- 
nera la formule précédente. 

Si l'on opère d'une manière semblable, sur les latit~ides géo- 
centriques observées de la comète; sa latitude géoceiitïiq~~e, après 
le nombre z de jours comptds depuis l'époque, sera exprimée par 
la formule (p) , en y changeant C en p. Nornmoiîs ( p )  ce que de- 
vient cette forinule par ce changement ; cela posé, 

sera la partie indépendante de z , clans la forrnnle (p) ; 0 sera 
l n  partie indépendante de z j dans la formule ( q ) .  

E n  réduisant en seconcles, le coeficient de z, dans la formule (p) ,  
et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de se- 
condes, le logarithme h,0394622 ; on aura le logaritliii~e d'un nom- 
bre que nous désigrieroiis par a. 

E n  r6duisawt en secondes, le coefficient de z" dans l n  rndine fard 
mule, et en retranchant du logarithme de ce nombre de seconcles, 
le logaritlime i,g7rkoi4/k j on aura le logaritlime d'un fiombre que 
nous désignerons par b. 

E n  r6duisant pareillemeiit en secondes, les coefficiens de z et 
de z", dans la formule ( q ) ,  et en retranchant respectivement, 
des logarithmes de ces nombres de secondes , les logari~limes 
4,039462 2 ,  et 1,9740144 ; on aura les logarithmes de deux nombres 
que nous nommerons h et l. 

C'est de la précision des valeurs de a,  6 ,  h ,  Z, que dépend l'exacd 
iitude de la méthode ; et cornnie leur formation est très-simple , 
il faut choisir et multiplier les observations , de maniére R les 
obtenir avec toute la précision que les observations compor- 
tent. .Il est aisé de voir que ces valeurs ne sont que lesr 

quantités (2) , (g), (2) et (2) , que nous avons expri- 

mées pouf plus de simplicité. , par les lettres précédentes, 

Si le nombre des observations est impair,  011 pourra fixe? 
l'époque à l'instant de l'observation moyenne ; ce qui dispensera 
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de calculer les parties iiidéperidantes de z , daus les deux formules 
pr6cédeiîtes ; car il est visible que ces parties sont alors rcspec- 
tiveineizt égales A. la longitude et à la latitude de l'observation 
moyenne. 

Ayant ainsi déterminé les valeurs de a, a ,  b , 9 ,  h et Z; on 
déterminera la longitude c h  soleil, à l'instant que l'on a choisi 
pour époque ; soit E cette longitude, R la distance correspondante 
de la terre au soleil , et R' l a  distance qui  répond R E augmenté 
d'un angle droit ; on formera les équations suivallies : 

+ 
2, 

. COS. id- a) .  tR9 - - 
h x  sin. (E-a)  

O =3/"a22+ COS." 4 )'-+?Y.{A-.- (3'- 1 ) .  cos. (E--~,I 1 ; (4) . J 

Pour tirer de ces kquations , les valeurs des incoiinues x , y et r J 

on considérera d'abord si ,  abstraction faite du signe, Z, est plus 
grand ou plus petit que Z. Dans 1.e premier cas, on fera usage des 
équations ( .L ) , ( 2  ) et (4). O n  formera une première hypoilièso 
pour x , en le supposant , par exemple, égal A l'unité ; et l'on en  
conclura, au moyen des équatioizs ( 1 )  et ( 2 ) ,  les valeurs de r 
et de y. On substituera ensuite, ces valeurs dans l'équation ( 4 ) ,  e t  
si le reste est nul ,  ce sera une preuve que la valeur de x a été 
bieii choisie ; mais si ce reste est négatif, on augmentera la valeur 
de x ,  et on la dimimera,  si le reste est positif. O n  aura ainsi, au  
moyen d'un petit nombre d'essais, les valeurs cie x ,  y et r. Mais 
cornnie ces inconnues peuvent être susceptibles cleplusieurs valeurs 
réelles et positives ; il faudra clioisir celle qui satisfait exactement, 
Ou à-peu-près k l'équatioii (3).  
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Dans le second cas, c'est-R-dire , si l'on a Z> 6 ,  on f ~ r a  usage 
des éqiiations ( i ) ,  (3)  et (41,  et alors, ce sera l'équation ( 2 )  

qui servira de vérification. 
A y m t  ainsi les valeurs de 2, y et r ; on formera la quantité 

sin. (E -a )  

R -(3~i).cos.(~-r)}-~ax.~in.[~-a)~ 

+R.(R1-1). 

%q distance yérili6lie û de la comtte, sera 

D= r-:.Pa; 

le. cosiiaus de son anomalie v sera donné par l'équation. 

et l'on en conclura, par 1s table du rmicuveirient des comètes, le 
temps employé à parcourir l'aiigle v. Polir avoir l'instant du pas- 
sage nu périhélie, il faudra ajointer ce tenips , i l'époque, si P est 
négatif, et l'en soustraire, si P est positif; parce que ,  dans le 
premier cas , la comète s'approche du périhélie, au lieu que dans 
le second cas, elle s'en éloigne. 

Ayant ainsi, à-peu-prbs , la distance périhélie de la coirGfe, 
et l'instant de son passage au périhélie ; on pourra les corriger pzr 
la méthode suivante, qui a l'avantage d'6tre inclépendaute de la 
coiinoissailce approcliée des autres élémens de l'orbite, 

Détermination exacte des élémens de Z'orhite, lorsque l'on connof! 

8-peu-près la distance périhélie de la conzéte. et Pinstant de s o ~ t  

passage au périhélie. 

On choisira cl'abord trois observations éloignées de la cométe ; 
en partant eiisnite, de I n  ctistance pthiliélie de la comète, et de 
l'instant de son passage au périhélie , détermiliés par ce. qui pré- 
céde ? on calculera les trois ttnomalies de la cornéle, et les rayons 
yec teurs correspoiidai~s aux instans des trois observations. Soient, 

b2ilca~. c i i ~  Tome I. F f  
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o , Y', Y" ces ailornalies, celles qui précédent le passage au  péril~èIie, 
devant etre supposées négatives ; soient de plus r, r', r", les rayons 
vecteurs correspondails de la cométe ; v'- u , d"' u , seront les 
angles conipris entre r et r', et entre r et r"; soit U le premier de 
ces angles, et U' le  secoiid. Nommons encore d ,  dl ,  al1, les trois 
loi~gitucles géocentriques observées de la  cométe, et rapportées à 
u n  équinoxe fixe ; 8 ,  O', O", ses trois latitudes géoceiitïiques , les 
latitucies australes devant être supposées négatives ; soient C, Cf, Cu, 

ses trois longitudes héliocentriques corresponclaiztes, et m, a', a", 

ses trois latitudes héliocentriques. Enfin, nommons E ,  Et, E", 
les trois longiiucles correspondantes c h  soleil ; R, R', K ", ses trois 
ciistaiices au centre de la tcrre.. 

Concevons que la lettre S indique le centre du soleil ; 2" celui de 
la ierre ; C, le centre de la comète, et Cl, sa projection sur  le plan 
de l'écliptique. L'angle ST Cf est la différence des loi~gitucles géo- 
centriques du soleil et de la comète; en ajoutant le logarithme 
du cosinus de cet angle, an  logarithme du cosinus de la latitude 
géocentrique de la comète, on aura le logarithme du cosiiius de 
l'angle S T C ;  on coiiiioîtra donc dans le  triangle STC,  le côté ST, 
ou  R; le côté S C  OU r ,  et l'angle STC: on aura ainsi, par la 
trigonométrie , l'angle C ST. On aura ensuite la latitude héliocen- 
trique m de la comète, au moyen de l'équation 

sin. B .sin. CS T 
sin. w = 

sin. C T S  ' 

L'angle TSC' est le côté cl'ui~ triangle sphérique rectangle dont 
l'liypoténuse est l'angle TSC,  et dont u n  des côtés est l'angle m;  

ci'oii l'on tirera facilement l'angle T S  Cl, et par cons-équent , la 
longitude géocentrique g de la comète. 

On aura de la même manière, mt, &', ml: 6"';. et les valeurs de 
C, k', Cl1, feront coimoître si le mouvement de la comète est direct 
ou rétrograde. 

Si l'on imagine les deux arcs de latittide m et m', réunis au pôle 
de l'éclipiique, ils y feront u n  angle égal à g'- C; et dans le 

7r 
triangle sphérique formé par cet angle, et par les côtés - - m, 

a 
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T 

et - - a', ~r étauit la demi-circonféreiice , le côté opposé A l'angle 
a 

Cf-C sera l'angle au soleil, compris entre les dcux rayons vec- 
teurs r et r', 011 le déterminera aisément, par la trigonométrie. 
sphdrique , ou  par la formule suivante : 

sin.":Y= cos.'+(.r~ + .at)-cos.': (cf-C). cos. .a. COS. wt, 

dans liiquelle Yreprésente cet angle; en sorte que si l'on nomme A 
l'angle dont le sinus quarré est cos.". :(C'- C). cos, w , cos. a', et. 
que l'on obtiendra facilement par les tables, on aura 

sin: Y= cos. (f .a+; wf +A). cos. (+++'-A). 
$i l'on nomme pareillement 7' l'angle formé par les deux rayons 
vecteurs r et r", on aura 

sin.' f Y' = cos. (: .ra+ f wl+ A'). COS. (:.a $ + m'-A') , 
Ar étant ce que devient A, lorsque l'on y change m' et C' daiis 
d' et C' ", 

Maintenant, si la distaiice périhdie de la c o d t e ,  et l'instant 
du passage de la comète au périhélie, étoien t exactement cléterrni- 
nés , et si les observations étoieiit rigoureuses, on auroit 

P L U ;  Y L U ' ;  

mais comme cela nkrrivera presque jamais, on supposera 
m = U - y ;  m ' = v - V f .  

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC,  donne pouv 
l'angle CST, deux valeurs différentes : le plus s o ~ ~ v e n t  , la nature 
du mouvement de la corné te, fera coiinoltïe celle dont on doit faire 
usage, sur-tout si ces deux valeurs sont fort différentes; car alors 
rune  d'elles placera la comkte , plus loin que l'autre , de la terre, 
et il sera facile de juger, par le mouvement apparent de la coinète, 
A l'iilstaiit de l'observation , laquelle doit être préférée. Mais s'il 
reste de l'incertit~ide à cet égard, on pourra toujours la lever, en 
observant de clroisir la valeur qui rend Y et Y' peu clifféreiis de t7 
et de U', 

On fera ensuite une seconde liypotlièse dans lamelle, en conser- 
vant le même instant du passage par  le périhélie, que ci-dessus, 
~ i z  fera varier la distaiice périlrélie , d'une petite quantité, par 

F f  2 
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exemple, de la ciiiquanti8me partie de sa valeur,  et l'on cl1er-i 
cllera dails ce.tte hypothèse, les valeurs de U- Y e t  dc Ur- Y ' ;  
soit alors 

n = U - y ;  n '=U1-Fr;  

Eir131i11, 011 formera une troisième hypotlièse clans lacpelle , eii 
conservant la mCme distance périhélie, qi-te clans la prerniéie , on 
fera varier d'un demi-jour , ou d'un joor , plus ou moins, l'ins- 
tant du passage par le  périhélie. On cherchera dans cette ilo~ivelle 
hypothèse, les valeurs de U- 7, et de 27'- y'. S d t  alors 

Cela posé, si l'on rioinme u le nombre par lequel on doit niuL 
tiplier ln variation snpposée dans la distailce pcriliélie , pour avoir 
la véritable, et t le nombre par lequel on doit multiplier la 
variatioii supposée dans l'instant du passage par le périlidie , pour 
avoir le véritable instant; 011 aura les deux éq~iatioiw suivailtes : 

(m-n).u+(m-p).t= m ;  

(7nf- n') . z6 + ( ~ n ' - ~ ' ) .  t = m' ll 

d'oii l'on tirera u et  t ,  et par conséquent, la distance phihéIfe 
corrigée, et le véritable ii~stant du passage de la cométe au @ri- 
liélie. 

Les corrections précédentes supposent que les élémeiis &ter- 
miiiés par la  première approximatioi~ , sont assez apyrocl-iés , pour 
traiter comme iiifinfriient petites, leurs erreurs. Mais si la secoide 
approximation ne paroissoit pas encore suffisante, on pouïroit 
recourir 8 une troisi.érne , en opérant sur  les élémeiîs dCjh corrigés, 
coinme on lia fait sur  les premiers ; il faudroit seulement avoir 
l'attention de leur faire subir de plus petites variations. Il s u h a  
même de calc~iler par ces élémens corrigés, les valeurs de U-if 
et  de Ur- Y'; en les désigixmt par N et AT', on les substituera 
pour m et m', dails les seconds membres des deux équations précé- 
dentes ; on aura ainsi cleux no~ivelles équations qui  donneront les 
valeurs de u et de t ,  relatives aux correctioris de ces nouveaux 
&Iérnens. 

Ayant ainsi l n  vraie distance périliélie, et le véritable instant 
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clu passage de la  comète au pCrihélie; on en conclura de cette 
maiiiére , les autres éléinens de l'orbite; 

Soit j la 1oi.igitirde du ilmucl qui seroit asceildalit, si le mouvement 
de la cornbte &oit direct , et Q l'iiîclinaisoii de l'orbite ; 013 aura, 
en coiiiparant la première et la dernière observatioil, 

. t a n g . ~ .  sin. Co-tang. mi'. sin.: 
t a n p l  = --. 

tanS.m. cos.Cf'-tang.~". co3.C 

tanp;. d' 
tnng. Q = -- 

sin. (2- j }  ' 
Coinme on peut coinparer ainsi deux h deux,  les trois observa- 
tions ; il sera plus exact de clîoisir celles cpii t"l11iie;il aux finc- 
tioiis précérleiites, les plus grands 1îuinérate~i1.s ct les plus grnids 
d4iloriiitiateurs. 

Tai~g.  j pouvant appartenir égalenient ailx detix angles j et T +j,  
j ktantle plus petit des aiigles positifk aisxquels appartient sa valeur; 
pour déterminer celui cles deux aiigles qu'il fautclioisir, on obser- 
vera que P est positif et moindre qu'un mgle droit;  et qn'ainsi 
siii. (Cl'-j) doit &trè du même signe que taiîg. m". Cette coiiciitioh 
d6termiiiera l'angle j ,  et cet angle sera la position du YICCLI~ asceil- 
d m l ,  si le rnouvemeiit de la cométe est direct ; mais si ce mouvd- 
ment est rétrograde, il Faudra ajouter deux angles droits A l'angle j ,  - 
pour avoir la position de ce nœud. 

L'hypoténuse du triangle sphérique dont 6"-j et .a" sont les 
côtés, est la distance de la comète, à son i ~ ~ u d  asce~irlant , dans l n  
troisième observation ; et la diffkreiice entrevu et cette hypoténuse, 
est l'iritcrvalle entre Ie nœud et le périhélie, compté: su.r l'orbite. 

Si l'on veut donfier à la théorie cl'nne comète, toute la  précision 
que les observatioiw couiiporieiit; il faut l'établir sur  I'ensernble 
des meilleiires obscrvalioixi , ce cjuz l'on pourra faire ainsi. Mar- 
q ~ ~ o n s  d'im trait ,  cle c l e ~ ~ x  traits , &c. ,  les lettres rn , n,  JI, relatives 
i la seconde observation , la troisiéine , &c. , corriparées toutes A 

ci ions la preiiiièi-e observation; on formera les équil' t '  
( m - n ) . ~ + ( r n - ~ ) . t =  rn ; 

(nt'- n') . u f (m'-p'). t  = m' ; 
(mi'c 72 /') . ZL 4- (m"-p'l) . t = PA" ; 
&c. 
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E n  combinant ensuite ces équations, de la manière la plus avan- 
tageuse pour déterminer zc et t ,  on aura les corrections de la dis- 
tance périliélie, e t  de l'instant du passage au périli4lie, fondées 
sur l'ensemble de ces observations. On en conclura les valeurs de 
k ,  gr, Cc'? &c., m, a', a", &c. et l'on aura 

tang. m .  {sin. C'+ sin. C"+ &c. )  - sin. C. {tang. mr+tang.~"+ &c } 
tnng.j = 

tang. m. { cos .  Z'+cos.o""+&c.) - c ~ s .  C. {tang. ml+tang. .ru"+ &c.) '  

tang. ml+ tang. a"+ &c. 
Sang. q = 

sin. ( C l - j )  + sin. (Co - j )  + &c.' 

38. Il existe un cas, i la vérité, fort rare , dans lequel l'orbite 
d'une comète. peut être déterminée d'une  nan ni ère rigoureuse et 
simple : c'est le cas oiila comète a été observée dans ses deux noeuds. 
La droite qui joint ses deux positions observées, passe alors par le 
centre di1 soleil , et se confond ayec la ligne des nmuds. La lon- 
gueur de cette droite est déterminée par le temps écoulé entre les 
deux observations ; en nommant T, ce temps réduit eri décimales 
de jour, et en désignant par c ,  la droite dont il s'agit, on aura 
))ar le no. 2 7 ,  

Soit maintenant 6 la longitude héliocentrique de la comète, ail 
moment de la première observation ; soit r son rayon vecteur ; 
p sa distance a la terre; et a, sa longitude géocentrique. Soit encore R,  
le rayon de l'orbe terrestre, au même instant, et  E la longitude 
cssrespoizdante du soleil ; on aura 

r.sin.C= p . s i n . a~~R. s in .E ;  

r.cos.C= p.cos.a-R.cos.E. 

w+ C sera la longitude héliocentrique dela comète, à l'instant de la 
seconde observation ; et si l'on marque d'un trait , les quantités r, 
a ) p , R et E ,  relatives à ce même instant ; on aura 

. r r' .  sin. g K'. sin. Et- sin. a ; 

rl. COS.C= 3'. cos. Et- cos. 0.: 
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Ces quatre éq~iations donnent 

p.sin.&-R.sin.E p'.~in.cc'-R'.sin.E', 
tang. 6= - - - --. 

p .  cos.%- R .  cos. E ,n'.cos. a'-R' . cos. E' ' 
d'où l'on tire 

011 a ensui te 

En carrant ces deux équations, en les ajoutant ensuite, et silbsti- 
tuant c ,  au lieu de r-Fr', on aura 

c'= BR"- 9 X 8'. cos. (Et-E)  +RI' 
+ 2 p .  {Rf .cos . (a-E) -R .cos . (n-E) )  

+ P (8. COS. (af-E)-3'. cos. (ar-E/) ) 

Si 170il silbstitue dans cette équation, au lieu de p' sa valeur pré- 
cédente en p , on aura une équation en p , du quatrième degré, que 
l'on pourra r6soucire par les méthodes connues; mais il sera plus 
simple de supposer à p une valeur quelconque, d'en coi~clure la 
valeur de p', de substituer ces valeurs de p et de p' dans l'équation 
précédente, et de voir si elles y satisfont. U n  petit nombre d'essais 
suffira pour déterminer avec précision, p et p', 

Au moyen de ces quantités , on aura g ,  r et r', ~f l'on nomme v 
l'angle que le' rayon r fait avec la distance périhélie que nous 
désignerons par Il ; 7 ~ .  - u sera l'angle formé par cette méme dis- 
tance, et par le rayon /; on aura ainsi par le no. 23, 

ce qui donne 

On aura cloiic l'anomalie *.de Jrt comète, A l'iustant de la pre- 
mière observation, et  sa distance périhélie D, d'oh il est facile 
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de coiicluïe la position du périliélie, et i'iiistant du passage de 
la comAte par c e  point. Ainsi, des cinq éléiiieiis de l'orbite de la 
comète, quatre soiit connus, savoir , la distance périhélie, la 
position du périliélie , l'instant du passage de la comète par ce 
point, et la position du n ( ~ u d .  I l  lie restera plus à coiinoître que 
l'iricliiiaison de l'orbite ; mais pour cela, il sera nécessaire de re- 
courir à une troisiéme observation qui servira d'ailleurs A choisir 
parmi les différentes raciues réelles et positives de réquatioil eii p, 

celle dont on doit faire usage. 

z9. La supposition du  mouvement parabolique des comètes, 
n'est pas rigoureuse ; elle est in&me infininient peu probable, v u  
le  nombre iiifiiii des cas qui donnent un mouvemeiit elliptique ou 
hyperbolique , relativement A ceux qui ciéterrnineiit le niouve- 
ment parabolique. D'aillears , une corikte niLie dans un  orbe soit 
parabolique, soit hyperbolique, ne seroit visible qu'une fois ; . . 
ainsi, l'on peut supposer avec vraisemblance , que les comètes qui 
décrivent ces courbes, s'il en existe quelques-unes, ont depuis long- 
temps disparu ; en sorte que nous n'observons a~ijanrcl'liui, que 
cdles qui,  vues  dans des orbes rentrails sont ramenées satîs cesse, 
il des intervalles plus ou moiils grands, dans les régions de l'es- 
pace, voisines du soleil. 011 pourra par la mkthode suivaiito , 
determiner à quelques aniiées près , la clurée de leurs révolutions, 
lorsque l'on aura vil grand nombre d'observations très - précises , 
avant et après le passage au périhélie. 

Pour cela, supposons que l'oii ait quatre ou un plus grand 
nombre de bonnes observations qui embrassent toute la partie visi- 
ble de l'orbite, et que l'oii ait déterminé. par la méthode pr6ce- 
dente, la parabole qui satisfait à-peu- près , à ces obsérvaiioiîs. 
Suient u , u', y", VI", &c., les anomalies correspoi~dantes ; r ,  r', r'l, 
r"', &ce, les rayoris vecteurs correspondans, Soit encore 

cela posé, on calculera par la méthode précédeiite , avec la para- 
bole déjà trouvée, les valeurs de U, U', Un, &., 7, y', y/l, &c. i 
soit 

nl-UfJ' p; 
TJJ = U - 7 ;  m ' c  Ur-y'; m/'= U / ' - P ;  m - - 

On 
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On fera ensuite varier d'nue très-petite quantité, la distance péri- 
l.i&lie dans cette parabde; soit dans cette liypolliése, 

011  formera une troisième Iiypotlièse clazis laquelle , en coiiser- 
vaut la même distance phihél ie ,  que clans la première, on kra 
varier d'une très-petite quantité , l'instant du passage par le péri- 
liélie ; soit alors 

Enfin,  on calculera avec la distance périliklie, et l'instant du 
passage de la coinète au périhélie, de la première hypothèse , l'an- 
gle u et le rayon vecteur r ,  en supposant l'orbe elliptique, et la, 
différence i - e , de son excentricité, d'avec l'unité , égale à une 
très-petite quantité, par exemple, à 6. Pour avoir la valeur do 
l'angle u , dans cette hypothèse, il si~ffira, par le no. 2 3 ,  d'ajouter 
à l'anoinalie u , calculée dans la parabole de la  première hypothèse,. 
un petit angle dont le sinus est 

5. (1-e). tang.+u. (4 -  ~ . C O S . ~ ~ V - ~ . C O S . ~ ~  u ) ,  

Bir substituant eiisuite dans l'équation 

au lieu cle Y ,  cette anomalie ainsi calculée dans Vellipse; on aiira 
le rayon vecteur r , correspondant. 011 calculera de la nîême ma-+ 
nière, u', r', y", r"9 vl", r"', &c. ; d'oh l'on tirera les valeurs de 
U, Ur, U", U"', &c., et par le il0. 3 7 ,  celles de 7, y', y", &G? 

Soit clans ce cas, 

Nommoiis enfin, u le nombre par lequel on doit multiplier la 
variation supposée dans la distance périhélie, pour avoir la véri- 
table ; t le nombre par lequel on doit multiplier la variation sup- 
posée dans l'iiistamt du passage par le périhélie, pour avoir ce 
véritable instant; et s le nombre par lequel on doit multiplier 

Wcax. c h .  Torne 1. Gg 
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la valeur supposke pour 1- e,  pour avoir la véritable; on formefa 
les équ a t' I O ~ S ,  

( m - n ) .  u + ( m - p ) . i + ( m : -  q )  .s=m ; 

(ml-n') . z ~ $ ( r n ' - ~ ~ )  .t+(m'-ql) .s=ml; 

(m0-nfl) .u +(rn"-p") .t+(m"-z") .s-m"; 

(m"'-n"') . u+ (mf"-p"') + (n'l'-pl") s = ln'11 

& c. 

011 déterminera, a u  moyen de ces équations, les V ~ ~ C L I Y S  de u , t ,  s ; 
d'oh l'on tirera la vraie distance périhélie , le véritable instant du 
passage de la comète a u  périhélie, et Ir, vraie valeur de 1-8. 
Soit D , la distance périhélie, :et a, le demi-grand axe de l'orbite; 

D 
on aura a =  - *  , le temps de la révolution sydérale de la comète 

i -e  
3 - 

sera exprimé par un  nombre d'wnées sydérales, égal à a', ou à 
3 

(&J: la moyenne distance du soleil à la terre Btant prise pour 

unité. On aura ensuite par le no. 37, l'inclinaison de l'orbite, et la 
position du nœud. 

Quelque précisiori que l'on apporte dans les obsérvations , elles 
laisseront toujours de l'incertitude sur la durée de la révolution 
des comètes. La méthode la plus exacte pour la déterminer, con- 
siste à comparer les observations d'une coinéte, dans deux révo- 
lutions consécutives ; mais ce moyen n'est praticable, que lorsque 
la suite des temps ramhne la comète vers son périhélie, 
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C H A P I T R E  v. 
Mé~élliodes générales pour déterminer par des npproximn- 

tions successives, les nzozwernens des corps cdestes. 
b 

4 No us  n'avons considéré dans Ia pi-erni6i.e approximation 
des mouvemens des corps célestes, que les forces principales qui 
les animent, et nous en avons déduit les loix du mouvement ellip- 
tique. Nous aarons égard, dans les recherches s~~ivcîi~ies,  aux 
forces perturbatrices de ce mouvement. L'action de ces forces ne 
£ait qu'ajouter des petits termes, aux équations différentielles di1 

mouvement elliptique , dont nous avons donné précédemment les 
intégrales finies : il faut maintenant déterminer par des approxi- 
mations successives, les intégrales des mêmes équations augmen-, 
tées des termes dUs à I'actioii des forces perturbatrices. Voici, 
pour cet objet, une niéthode générale, quels que soieiit le nombre 
et le degré des équations diffkrentielles dont on se propose de 
trouver des intégrales de plus en plus approchées. 

Supposons que l'oil ait entre les n variables y, y', y", &c. , et 
la variable t dont l'élément d t est regard6 comme constant, les n 
épations différeritielles 

dy ' 
O L -  +Pr+& Q'; 

dt' 
& c. 

P, Q, Pt, Q'? &c., étant des iaiictions de t ,  y, y', &c., de 
leurs différeizces jusqu'i l'ordre i - i inclusivement, et a étant uri 
très- petit coefficient constant qui, dans la théorie des mouvernena 
célestes, est de l'ordre des forces perturbatrices. Supposons ensuite 
que l'on ait les intégrales finies de ces équations, lorsque Q, Q', 

Gg 2 
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sont mils : en les différentiant chacune, i-i fois de suite, elles 
formeront avec leurs differentielles , i n  équations au moyen 
desqdles  on pourra déterminer, par l'élimination , les arbitraires 
C ,  ci, c", &c. , en fonctions de t , y , y', y", kc., et de leurs di%- 
rences, jusqu'i l'ordre i-1. E n  clésignant donc par V,F, Y", &c., 
ces fonctioiis , on aura, 

Ces équations sont les f n intégrales de &ordre i-i , que les &qua- 
tiom cliff'érentielles doivent avoir,  et qiii par l'élimination des 
cliErences des variables, doiineiit leurs irit6grales finies, 

h9aiiatenaiit, si l'on ItiPîérentie les intégrales préctitdcntes de 
l'ordre i- i , 011 aura 

o = d Y j  o = d y r ;  o = d y ' ) j  &c. 

or il est clair que ces derniéres équations étant dirréreiitielles da 
l'ordre i , salis renfermer d'arbitraires ; elles lie peuvent être que 
les sommes des équations 

~nultipliées chacune par des facteurs convenables, pour que tés 
soin~nes soient des clifférences exactes ; en nommant donc P d  t , 
P'd t ,  &c., les facteurs q~i i  doivent multiplier respectivement 
ces équations, pour former la suivante O = d 7 ;  en nommant 
pareillement H d t ,  H 'd t ,  &c. , les facteurs qui  doivent miiltiplie~ 
respectivement les mêmes équations, pour former celle-ci o = W \  
et ainsi du reste ; on aura 

F ,  Fr, &cd, If, HI, &c., sont des fonctions de t ,  y ,  y',y", &c.$ 
et de leurs difF6rences jusqu'à l'ordre i-i : ilest facile de les dé ter- 
niiiier , lorsque 7, y', &c., sont connus ; car P e s t  évicleirinicnt 

d'y 
le  coefficient de d;;, dans la  différentielle de 7; 3'' est le  coeffi- 
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&y' 
&nt de - 

d t t  ' dans la même diff&reiitielle, et  ainsi de suite. Pareil- 
& & 

Y y' lemeiit, H, H', &c. , sont les coefficieiis de d;; , s, &c., dans 

la différentielle de y' ; ainsi, puisque l'oh est supl~osé connaître 
les fonctions Y, Y', &c.; en les différeiitiant uniqinement par rapd 

- - 

park R dti-l 3, d t l - ~  k c . ,  on aura les facteurs par lesquels on cloit 

multiplier les équations diffkrentielles , 

pour avoir des différences exactes ; cela posé , 
Reprenons les équations diE6reiltielles 

dy 
O=--+P+a.Q ; 

dt' 

Si l'on multiplie la prernière par P d t  , la seconde gar F'dt , et 
ainsi du  reste ; on aura en les ajoutant, 

O = d V + . d t .  { F Q + P t Q ' +  &c.} j 

on aura de la même nmniéïe , 
o = d y f + d d t .  { H Q + N ' Q f +  &c6) ; 
&c. 

d'où l'on tire, en intégrait, 

c - d.Jdt.  {FQ+FtQ'+  &ce) = 7) 
c'- a,Sdt. { I J Q + N t Q ' +  &c.}= 7'; 
&c. ; 

O Y ~  aura ainsi i n  Quations différentielles cpi seront de la même 
forme que dans le cas où Q ,  @', 8ic. , sont nuls , avec la. seule 
cliEkrence que les arbitraires c , cf, c", &c, , doivent être changées 
dans 

Or s i ,  dans la supposition de Q , QI, &c. , égaux à ztho , or1 klimine 
des i n  intégrales de l'orclre i- 1, les diff6reiices des variables 
y ,  y', &c, ; on aura les n intégrales finies des équations proposées; 
on aura donc ces inkmes intti-grales, lorsque Q, Q', &c., ne sont 
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pas nuls , en changeant clans Les premières in tégral es , c , c', &r, , 
dans c-a.Jdt. { F Q f  th.}; cf-a.Jdt. {HQ+ &ce); &c. 

4 i . Si les différentielles 

d t . { F Q + P ' Q f + & c . } ,  dt .{HQ+H'Qf+&c.},&c. ,  

sont exactes ; on ausa par la méthode précédente, les iiitégrales 
finies des équations diffëreiitielles proposées : mais cela n'a lieu 
que dans quelques cas ~art iculiers  , dont le plus éteiidu et le plus 
intéressant est celui dans lequel ces équations sont linéaires. Supd 
posons ainsi P , Y', &c,, fonctions linéaires de y,  y', Src. , et da 
l e q s  différences jusqu'à l'ordre i-i , sans aucun terme iilcit+en~ 
dant de ces variables, et considérons d'abord le cas dans lequel 
Q , Q', &ce, sont nuls. Les équatior~s différentielles étant linéaires , 
leurs intégrales snccessives seront pareillemeiit linéaires, en sorte 
que o = y, cf = y', &c , étant les in  intégrales de l'ordre i-i 
des Equatioiis différentielles linéaires 

7, Y', &c., peuvent être snpposés des fonctions liiidaires de 
y ,  y', &c., et de leurs différences, jusqu'k l'ordre i-1. Pour Ie 
faire voir ,  supposoiiç dans les e~pressions de y ,  y', &c. , la colis- 
tante arbitraire c égale a une quantité, déterminée, p l ~ ~ s  Cl'iiidé,ter- 
minée 6 c  ; la constante arbitraire cf égale à une quantité détermi- 
née, plus à l'indéterminée d'cf, &cf ; en réduisant ces expressions en 
séries ordoiziiées par rapport aux puissances et aux produits de 6c, 
Sc'# Bsc, , 011 aura par les formules d u  no. 2 i , 
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Y,  Y < (g) , &cd , é tarit des fonctioiis de t , sans arbitraires. E u  

snbstitunnt ces valeurs , clans les équations cliiTéreiîiiclles propo- 
sées, il est clair que d'c, J'c', &c. ,  étant iiid&terininés , les coeffi- 
ciens des premières puissai~ces de cl~acun d'eux, doivent 6tr.e uuls 
d.ails ces diverses équations ; or ces équations étant linéaires , on 
aura évidemment les termes affectés des prerriièïes puissances de 

Jc, dc', &c. , en y siibstituant (g).bc7 (g). $c l+  &ü, au 

lieu de y ; sc+(:). d'd+ &cd, au lieu Je Y', &c6 Ces 

cxpressions de y ,  y', &c. , satislont donc séparément aux équa- 
tions clifférentielles proposées ; et comme elles renferment les i n  
arbitraires d'c , d'c!, &c. , elles en sont les intégrales complètes. On 
voit ainsi que les arbitraires existeiit sous une forme linéaire, 
dans les expressions de y , y', &c. , et par conséquent aussi, dalis 
leurs différentielles ; d'ou il est aisé de conclure que les variables 
y ,  y', &c., et  lems différences, peuvent être supposées sous uiië 
forme linéaire, dans les intégrales successives des équations diffé* 
rentielles proposées, 

&y 
Il suit de-ln, que F ,  P', &ci , étant les coefficiens de - 

d t l  j 
&yf - &cd, dans la différentielle de 7; H, Nr, &c., étant les coeffi- 
dti ' 
cieiis des mkmes différences, dans la différentielle de y', et ainsi 
du reste ; ces quantités sont fonctions de la seule variable t. Par- 
tant ,  si l'on suppose Q, Q', &c., foilctions de t seul, les diffk- 
rences d t .  { F Q + P 1 Q ' +  &cl) ; d i .  {HQ+HfQ'+ &cd) ; Sic., 
seront exactes. 

De-EL résulte un moyen simple d'avoir les intégrales d ' ~ m  noin- 
bre quelcoiique n d'kquations différentielles linéaires de l'ordre i, 
et qui renferment des termes quelconques Q ,  a Q', &c., fonc- 
tions de la seule variable t ;  lorsque l'on sait intégrer les mêmes 
équations , dans le cas oii ces termes sont n ~ ~ l s  ; car alors, si  l'on 
différencie leurs n intégrales finies, i-i fois de suite, 011 aura 
i n  équations qui donneront par l'élimination, ]es valeurs 'les i n  
arbitraires c , cf, &c., en fonctions de t , y, y', &., et des &gérences 
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.Z $O M E C A N I Q U E  C E L E S T E ,  
de ces variables jusqu'à l'ordre i-1. 011 formera ainsi , les in 
Cquations c = V ;  cl= VI, &cc. ; cela posé, F, Pt, &c. , seront les 

- 

d'-'y d'-'y' coefficiens de F,  p , &c., dans 7; H,  Nr, Src., seront 

les coefficiens des mêmes différences dans y-', et ainsi du resie 5 
cm aura donc les intégrales finies des équatioiis différentielles 
linéaires, 

&y &y' 
o=-+P+cL Q ; O=-+Pr+~ .Qr j  &c., 

dt' dt' 

en changeant dans les intégrales finies de ces équations privées de 
leurs derniers termes a Q , a Q', &c., les arbitraires c , c', &c., dans 
c-a.Jdt. { F Q + P ' Q f +  & c , ) ,  cl-a,Jdt. {WQ+HrQr+ &c.); &c, 

Considérons , par exemple , l'equation différeatieue linéaire 
cPy 

s=-+a"y+a. @. 
dt" 

#y 
fi'jntégrale finie de l'équation O = -- + a"y , est 

$ t a  

F C' 

y==;* 
sinmat+-.cos. a t  j '  

a 

c et c' étant arbitraires. Cette intégrale doiiiie el1 la différei~tiai~t , 
dy - - 
d t 
- c. cos. a t- cf. sin, ut, 

Si l'on combine cette différentielle, avec l'intégrale elle- mêinc , 
on formera les deux intégrales du premier ordre, 

JY c = ay.sin, at+ -.cos. u t ,  
d t 

CY c'=ay.c,os.at--.si~i. a t j  
d t 

@insi 3'0s aura dans ce cas, 

F = c o s . a t  3 N=-s in . ad j  

I'in tégrale complète de la. proposée, sera doiic; 

C 
y= -. c' a. sin. ut cl. cos.at 

siii,at+ -. cos.at-- . fQdt. cos,at+ -- .JQcZt. sii~.ai. 
a a CI. a 

Il cst facile d'eii conclure que si Q est cornposé: de termes de 1:) 
forme 
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Îornie K. Sin' (mt + G )  , chacun de ces termes produira dans la 
COS. 

valeiir de y ,  le terme correspondant 

E K  sin. 
( m t f ~ ) .  

ma- a-' COS. 

Bi m est Bgal L a ,  le terme ( m t + t ) produira dans y ,  
COS. 

e K  sin. 
iO. le terme -- (a  t+ é) , qui étant compris dans les deux da%* COS. 

C c ' 
ternies -. sin. a t  -J- - . cos. a t , peut être négligé ; 2". le lerme 

a Q 

K t  COS. + -. (a t+ e) , le signe + ayqnt lieu , si le terme de 17ex- - a n sin. 

pression de Q est un  sinus, et le signe - ayant lieu, si ce terme est 
un  cosinus. On voit ainsi comment l'arc t  se produit hors des signes 
sinus et cosinus, dans les valeurs dey ,  y', &c. , par les intégïatioiis 
successives , quoique les .équations différentielles lie le reiîfermeiit 
point sous cette forme. I l  est clair que cela aura lieu, toutes les fois 
que les fonctions P Q ,  P'Q', &c. , N Q ,  H'Q', &s. , renfeïmeroiit~ . 
des termcs~~oiistans. 

4 2. Si les différences dt .  { F Q f  ûc.} , dt .  {HQf &c.) , &c., 
ne sont par; exactes , l'analyse pr6cécientc ne donnera point leurs 
intégrales rigoureuses ; niais elle offre un moyen simple d'avoir 
des intégrales de en plus approchées , lorsque a est fort petit, 
ct lorsque 1'011 a les vale~zrs de y ,  y', &cm, dans la s~~ppositioll de a 
nul. En diff6reiiliaiit ces valeurs , i-i fois de suite, on formera 
les équaiions différentielles de l'ordre i-i , 

c = p - ;  c ' = Y f  ; &c, 

&y dy 
Jks  coefficiens de =, L m  les diifcrentielies de V, VI, &c, , 
étant les valeurs de F, Ziy &c., H ,  Hf,  SEC. ; 011 les substituera 
clails les fonctions diffhw~tielles 

dt.(FQ+F'Q1+&c.) ; dt.(WQ+H'Qf+&c.);  &c. 

Ensuite , on substituera dans ces fonctions, au lieu de y ,  y', &ce, 
leurs premières valeurs approchées ; ce qui rendra ces différences, 
fonctions de t , et des arbitraires c , cf, &c. Soient T d  t ,  T ' d  t ,  C;c. , 

BJi::cn~. c h ,  Tome 1. XI 1i 
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ces fonctions, Si l'on cllange dans les premiéres valeurs approc&c~ 

de y, &c. ,  les arbitraires c ?  c', &cl, respectivement dans 
C-cl. J'Tdt, c'-a. JT 'd t ,  &cd , on aura les secondes valeurs appro- 
cllées de ces variables. 

On sul~stituera de nouveau, ces secondes valeurs, dans les foncl 
tioiis diffdreiitielles 

or il est visible que ces foiictions sont alors cc que clevienlicnt 
celles-ci , Td t , T'd t , &c., lorsy ne l'on y change les arbitraires 
c , cf, &c., clans c-d.JTch, c'-a. J F d t ,  &ce Soient donc T,, T,', &c., 
ce que deviennent T, T', &c., par ces cliangemens : 011 aura les 
troisièines valeurs appïoclit5es de y ,  y', &c., en changeant dans 
les premières, c , c' , &c. , respectivement dans c - d . /Tl. Ci t , 
cf- c~.lT/I.dt; &cd 

Nommons pareillement Tl, T,,', &c., ce que deviennent T, T', &c.$ 

lorsquel'on y chaiîge c, c', &c., dans c-a.JT,dt, c'-a. fTI1dt, &c.:  
.on aura les qi~atrièines valeurs approchées de y, y', &c., en chan- 
geant dans les prenîières valeurs approchées de ces, variables 
c ,  c', &cd,  dalis c -z.JT,,.dt, cf-z.JT,l.dt, &c. j et ainsi de 
suite. 

Nous verrons ci-aprés , que la détermination des mouvemens 
célestes, dépend presque toujours d'équations différentielles cle la 
forme 

Q étant une fonction rationnelle et entihre de y, de sinus et cle 
cosinus d'angles croissans proportionnellement ain temps repré- 
sente par t. Voici le moyen le plus facile d'intégrer cette équ a t '  ionl 

On supposera d'abord, a nul, et l'on aura par le no. précédent, 
une première valedr dey,  

On substituera cette valeur clans Q qui deviendra ainsi, mie 
fonction rationrielle et entière de sinus et de cosinus d'angles pro- 
portionnels ii t. Eii intégrant ensuite, l'équation diff6rentielle , on 
aura une seconde valeur de y ,  approchée j usqu'aux quantités de 
l'ordre iiiclusivement. 
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O11 sirbsiituera de nouveau , cette valeur dans Q ; et en int& 

gmnt 17&quation différentielle , on aura une troisième valeur ap- 
prochée de y, et ainsi de suite. 

Cette manière d'intégrer Far approximation, les equations diE6- 
rentielles des mouveinens célestes, quoique la plus simple de 
toutes , a cependant l'inconvériient de donner dans les expressioiis 
des variables y ,  y', &c., des arcs de cercle hors des signes sinus 
et cosinus, dans le cas même ou ces arcs n'existent point dans les 
valeurs rigoureuses de ces variables; on conçoit en enèt, que si 
ces valeurs renièrment des sinus ou des cosinus d'angles de l'ordreat, 
ces sinus ou cosinus doivent se présenter sous la forinc cle séries, 
dans les valeurs approchées que l'on trouve par la méthode précl- 
dente ; puisque ces dernières valeurs sont ordonildes par rapport 
aux  puissances de n. Ce développerrient en séries, des sinus et 
cosinus d'angles de l'ordre cc t ,  cesse d76tre exact, lorsque par la 
suite des temps , l'arc a t devient considérable ; les valeurs appro- 
cliées de y ,  y', &ce,  ne peuveilt donc point s'étendre à un  temps 
illimité. Comme il importe d'avoir des valeurs qui embrassent les 
siècles passés et a venir; le retour des arcs de cercle que ren- 
ferment les valeurs approchées, aux fonctions qui les produisent 
par leur développemeiit en série, est un yroblênne délicat, et in- 
t6ressant ci'aiia.lyse. Voici, pour le résoudre, une méthode g é n h  
rale et fort simple. 

43. Considérons l'équation différentielle de l'ordre i, 

&tant très-petit,, et P et Q étant des fonctioiis algébriques de y,  

3 ..... --. et de sinus et de cosinus d'angles croissans propor- 
clt & l - l  7 

tioniiellemeiit à t. Supposons que l'on ait l'intégrale compléte de 
cette équation cliff6rentielle, dans le cas de a = O,  et que la valeur 
de y ,  clonnée par cette intégrale, ne renferme point l'arc t ,  hors 
des signes sinus et cosinus ; supposons ensuite qu'enintégrant cette 
équaiion par la méthode précédente d'approximatioil, lorsque c: 
n'est pas nid, oiz ait 

3 '=X+t .Y+sa .Z+t7 .S+  &c. 
II11 92 IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244 M ~ A N I Q U E  C É L E S T S ,  
X ,  Y, 2 ,  &c., étant des fonctions périodiques de t , qui renfer-. 
ment les i arbitraires c , c', c", &c. ; et les puissances de t , dans 
cette expression de y ,  s'étendant à l'infini par les  approximation^ 
successives. Tl est visible que les coefEçiens de ces puissances décroî- 
tront avec d'autant p l~is  de rapidit6 , que a sera pIus petit. Dans la 
théorie des mouvemens des corps célestes, a exprime l'ordre des 
forces perturbatrices, relativement aux forces piiiicipales qui les 
animent. 

Si l'on substitue la valeur précédente de y ,  dans la  fonction 
d'y 
-+P+a.Q; elle prendra cette forme, rE+iErt+rE"t'+ &c.; 
d ti 

k, k', k", &c. , étant des fonctions périodiques de t; mais par la 
supposition, la valeur de y satisfait à l'équation différentielle 

on doit donc avoir ideiltiquement, 

Si k , A', Ir", &c. , n'étaient pas nuls, cette écluat;on clonneroit, pap 
le  retour des suites, l'arc t , eh fonction de sinus et de cosinus 
d'angles proportionnels il t; en supposant donc a infiniment petit, 
on auroit t égal à ulze fonction finie de sinus et de cosinins d'angles 
semblables, ce qui est impossible ; ainsi les fonctions b ,  k', &c. , 
sont identiquenient nulles. 

Maintenant, si l'arc t n'est élevê qu'à la pu;ssahce, 
sous les sigries sinus et cosinus, comme cela a lieu clans la théorie 
des inouvemens célestes, cet arc ne sera point produit par les 
différences successives de y j en substituant donc la valeur pré- 

9 cédente de y, dans la fonction - + P+ a..  Q,la fonction k-+krt+&c. 
d t' 

dans laquelle elle se transforme ne contiendra l'arc t ,  hors des 
signes sin. et cos. , qu'autant qu'il est d é j i  renfermé dans y; ainsi, 
en cliangeant dans l'expression de y ,  l'arc t ,  hors des signes pério- 
diques, clans t - 8 ,  8 étant une constante quelcorlque , la fonctiolb. 
& + rErt f &c. , se changera dans rE + rEr . (t- 9) + &c. ; et puisque 
cette dernière fonction est identiquernent nulle, en vertu des &qua- 
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tiont; identiques k = O , kt = O ; &cd; i l  en résulte que l'expression 

Y=X+(t- 9).Y+(t-9)".Z+ &c., 

satisfait encore k l'équation différentielle 

Quoique cette seconde valeur de y semble renfermer z'+ i arbi- 
traires, savoir les i arbitraires c , cf, c", &c., et l'aibitrkire O ; cepeii- 
daiit, elle ne peut en contenir que le nombre i , qui'soient dis- 
tinctes entre elles. Il est donc nécessaire , que par iin changement 
conveiiable dans les constantes c , c', cf', &c. , l'arbitraire O puisse 
disparoître de cette seconde expression de y, et qu'ainsi, elle coiiid 
cide avec la première. Cette considération va nous fournir le 
moyen d'en faire disparoître les arcs de cercle, hors des sigiies 
périodiques. 

Donnoils à la seconcle expressioii de y ,  la forme suivante : 

y=X+(t-8,l.R. 

Puisque nous supposons que 0 disparoit de y ,  o n  aura 

et par coiiséquent , 
R= ($)+(t-9).(2). 

E n  clifféqentiant successivement cette équation, on aura 

&c. 
d'oh il est facile de conclure, en éliminant k , et ses diE&rei.itielles, 
de l'expression précédente de y 

Xes t  fonction de t ,  et des constantes c ,  c', c", &c. ; et comme ces 
constantes sont fonctions de 8 ,  X est une fonction de t et de 9 ,  que 
nous pouvons représenter par p ( t ,  O). L'expression de y est, par 
la formule ( i )  du no. a i  , le cléveloppement de la  fonction 
p ( t ,  û $ t-9), suiyant les puissaiices de t-8 ; on a doncy = p(t,t); 
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d'oh il suit que l'oii aura y ,  en changeant 9 en t , claiis X. Le pro-. 
blême se réduit ainsi à cléterminer X, en foiidion de t et de 9 ,  
et par conséquent, à déterminer c , cf,  c", &c. , en fonctions de O. 

Pour cela, reprenons l'équatioii 
~=x++--e).~+(t-e)=.z+~t-o)~.s+ &c. 

Puisque la constante O est supposée disparaître de cette expressioi~ 
de y ,  on aura l'équation identique 

E n  appliquant k cette équation , le raisoiincinent que nous avons 
fait sur  celle-ci, O = k. +k't+ hot"+ &c. ; on voit que les coefficiens 
des puissances successives de t-  9 , doivent se réduire d'eux- 
n~êrizes à zero. Les fonctions X ,  Y, Z , &c. , ne renferment 9 , 
qu'autant qu'il est coiitenu dans c, c', &c. ; en sorte que pour for- 

nier les différences partielles (;) , (:) , (:) , &c. , il sufit 

de h i re  varier O, cf ,  &c. , dans ces fonctions, ce qui donne, 

3iaiiitenant, il peut arriver que quelques - unes des arbitraires 
C ,  cf, C I ,  &c., ~nultiplient l'arc t dans les fonctions périodiques 
X ,  Y, 2,  &c. ; la différentiatioii de ces fonctions relativement 

9 ,  ou ce qui est la même chose, relativement à ces arbitraires, 
développera cet arc, et le fera sortir hors des signes des fonctioiis 

périodiques ; les différences (g) , (2) , (g) , hc. ,  seront alors 

de cette forme : 
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X', X", Y', Y", Z',  Z", &c., étant des fonctions phriodiyues de t ,  
et renfermant de plus, les arbitraires c ,  cl, c", &c., et leurs prei 
mières diffkrences divisées par dB, différences qui n'entrent dans 
ces fonctions, que sous une foriiie linéaire; on aura dono 

(Y) =z'+O.Z"+ (t- O)*Z"; 

En subsiitua~lt ces valeurs dans l'éqaation (a) , 011 aiira 

o = ~ f + e ~ ~ - ~  
+(t- 8). {Y'+O. Y'~+X"-Z 2 )  
+(t-8)". {Zf+0 .Z"+Y"-3  S )  $. &cc.; 

d'où 19011 tire, en égalant sépardment a z8ro , les coefficiens des 
puissances de t- 8 ,  

0 =X1+8.X"-Y; 
O =Y'+9.Y1'+X"-22; 
O =Z'+9.Z"+Y"-38; 
&cl 

Si l'oi? différentie la première de ces équations, t-i fois de suite, 
par rapport i t , on en tirera autant d'équations entre les quand 
titds c , c', c", &ci, et leurs premières diffërences divisées par d 0 ;  
en intégrant eiisuite ces nouvelles équations, par rapport à ô , on 
aura ces constantes, en fonctions de B. Presq~ie toujours, l'inspec- 
tion seule de la première des équations précédentes, suffira pour 
avoir les équations différentielles en c , c t ,  c", &c.$ eii corn- 
parant séparément les coefficieiis des sinns et des cosinus qu'elle 
r e i~ fe~rne  ; car il est visible que les valeurs de C, c', &c., étant in- 
dépeiidaiites de 1: , les équations différentielles qui les déterminent, 
cloiv ent pareillerneiit en être inclépendn~~tes. La simplicité que cette 
considération apporte dans les calculs, est uii des principawr avan- 
tages de cette méthode, Le p h  souvent, ces équations Me seront 
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intégrables qwe par des approxiinations successives , qui pourraii t 
introduire l'arc 6 ,  hors des signes périodiques, dans les valeurg 

/ de c , c , k c . ,  alors même qu.e cet arc ne se rencoiitre point ainsi 
clans les intégrales rigoureuses ; mais op le fera disparoître par la 
 nét th ode que nous venons d'exposer. 

Il peut airiver que la pren~ière des équations précédeiites, et 
ses i -1 différentielles en t , ne donnent point u n  nombre i d'&qua- 
tions distinctes, entre les quantités c ,  c', c", &c.,  et leurs cliffk- 
rences. Dans ce pas, il faudra recourir à la seconde équation et aux 
suivantes. 

Lorsque l'on aura ainsi détermin8 les valeurs de c ,  c', cf', &c., 
en fonctions de 6 ; on les substituera dans X, et en y chasgeant 
ensuite 0 en t , on aura la valeur de y ,  sans arcs de cercle, hors 
des signes périodiques, lorsque cela est possible. Si cette valeur 
en conservoit encore, ce seroit une preuve qu'ils existent dans 
l'intégrale rigoureuse, 

44. Consiciérons présentement, u n  nombre quelconque n 
d'équations différeiitielles , 

B, Q, Pl, Q ', &c., étant des fonctions dey, y', &c., de leurs diffL- 
rentielles , jusqu'i l'ordre i -1 , et de sinus et de cosinus d'angles 
croissans proportioniiellement A la variable t dont la diff6rence 
est supposée constante. Supposoiis que les intégrales approchées do 
ces équations soient 

y =  X + t . P  + t B . Z + t 3 . 8 +  & ~ . j  

y'=X,+t.Y,+t".Z,+t3.S,+ &ce; 
&cc. 

X ,  y, 2 ,  &c., X, , Y,, Z, , &c., étant des fonctions pi.riocliques 
de t  , et rei~fermaiit les in arbitraires c ,  cf, c", Be. 011 aura comme 
dans le  no. précédent ? 
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La ~ a l e u r  de y', cloiiiiera pareillemeiit , des équations de cette 
f o s m  , 

=xI1+a.x+. Y, ; 
O = YI1 -1. o.  Y,/'+ XI1- 2 2' ; 
&c. 

Les valeurs de y'!, y'", &c., fourniront des équations semlilables. 
On déterminera par ces diverses équations, eir choisissant les plus 
simples et les plus approchées, les valeurs de c ,cl, cf', en fonctions 
de 8 : en substit~nant ces valeurs dans X, X ,  , &e.,  et en y clian- 
geant eiisiiite 9 en t , on aura les valeurs de y,  y', &c. , sans arcs 
de cercle hors des signes périodiques, lorsque cela est possible. 

45. Repïeiions la méthode que nous avons exposée daiis le 
no. 40. I l  en résulte que,  si au lieu de supposer les paramétres 
C, cf, cf', &cm, coiIrtans , on les fait varier en sorte que l'on ait 

dc = - a d t .  {PQ+P'Q1+ &cm) ; 
dc'= - cr dt .  { HQ + N1Q'+ ikc. ) ; 
& c. 

on aura toujours les i n  intégrales de l''ordre i -1 , 
c = y ;  c ' = Y f ;  c 0 = y ,  '" - &c, 

coinine dans le cas de cc. nul ; cl'oii il mi t  que non-seuleineiit les 
intkgrales finies , mais encore toutes les équations dans lesquelles 
il n'entrera que des différences inférieures à l'ordre i , conserve- 
ront la même forme, dans le cas de a n u l ,  et dans celui de a 

quelconque ; puisque ces équations peuvent résulter de la conipa- 
raison seule des intégrales précédentes, de l'ordre i-1. On pourra 
donc également, daiis ces denx cas, différentier i -1 fois de suite, 
les intégrales finies , sans faire varier c ,  c', &ç. ; et comme on est 
libre de faire varies tout , A-la-fois , il en résnltera cles équations de 
condiiion entre les paramètres c ,  c', &c. , et leurs différences. 

Dans les deux cas de a nul, et de a quelconque, les valeurs clc 
y, y', &c. , et de leurs différences jusqu'à l'ordre i-i inclusive- 
ment, sont les niémes fonctions de t, et des paramètres c, cf, c) &c. ; 
soit donc Y, une fonction quelconque des variables y ,  y', y", tkc. , 
et de lenrs clifléreiitielles inférieures A l'ordre i-i , et iîommoi~s T, 
la îonciioii de t , dans laquelle elle se change, lorsque l'on y siibs- 

B lkc~x ,  CÉL. Torne I ,  I i 
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titue , au. lieu de ces variables et de leurs différences, leurs valeurs 
en t. 011 pourra diffkrentier l'équdion Y= T, en y regardant les 
parnmktres c ,  c', c", &c., cornine colistans ; on pourra inêine ne 
prendre que la diffdrence partielle de Y, relativement à une seale 
ou plusieurs des variables y ,  y', &c., pourvu que l'on ne fasse 
varier dails T,  que ce qui varie avec ellcs. Dam toutes ces diffé- 
~eiitiatioiis, les paramètres c,cf, c", &c., peuvent toujours être traités 
comme constans ; pnisqu'en substituant pour y ,  y', &c., et leurs 
différences, leurs valeurs en t ,  on aura des équations icleiiticpe- 
nient nulles , dans les deux cas de a iiul , et de & quelconque, 

Lorsque les équations cliEérentiellrs sont de l'ordre i-i , il n'est 
plus permis, en les clifféreiîtiaiit , de traiter les parainétres c , cf, 
c", &c. , comme constans. Pour différentier ces éq~iations , considé- 
rons l'équation q~ = O ,  q étant une fonction différentielle de l'ordre 
1'-i , et qui renferme les parametres c ,  cf, c", &c. : soit J'Q, la 
différence de cette fonction, prise en regardant c ,  cf, &c, , comme 
constans, ainsi que les différences &-'y, di-'y', &c. Soit S le 

d y 
coefficient de - dans la clifférence entière de q ; soit 8' le coeffi- 

dtl- l  
d4' 

cient de z-T, dans cette même itiffbrence, et ainsi du reste. L'équa- 

tioii 0 = O ,  différei~tiée , doilliera 

&y 
en substituant au l k u  de -- , sa valeur - d t. { P +  a, Q}; au 

d tL- ' 
dy ' 

lieu de ;;lT, sa valeur -dt.  {Pl+ d. Q') ,  &o j on aura 

- d t .  { S P I -  S'Pt+ &.}-dt. {SQÇS' Q'+ &c,); ( t )  

Dans la supposition de u nul ,  les paramètres c, cf, c", &c. ,  sont 
constans j on a ainsi, 

0 = d'q-dt. {SP-bS'P1+ & c . } ~  
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Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de c ,  c', c", Brc. , leurs 
valeurs 7, Y', 7; &c. ; on aura une équation différentielle de 
l'ordre i-i , sans arbitraires, ce qui  est inlpossible, à moins que 
cette équation ne soit identiqnement nalle. La fonction 

J'q- d t .  {SP +S'Pt+ &c.) 

devient donc identicluement nulle , en vertu des dquations c = 7; 
c' = Vf, &ce ; et comme ces équations ont encore lieu, lorsque les 
paramètres c, c', G", &c., sont variables, il est visible que dans 
ce cas, la fonctioii precédente est encore iclentiyuemeilt iiulie ; 
l'équation (t)  deviendra donc 

--a&. {SQf 8'Qr+ &c.} j (3) 

On voit ainsi que pour différentier l'équation 9 = O , il suffit cle 
faire varier dans q , les paramètres c ,  cf; &c., et les diii'kremes 
di-'y, di-'/, &c., et de substituer clprès les différentiations , - a Q, 

d'y diY' 
-a Q', &c. , au lieu des quantités , di;, &c. 

Soit 4 = O, une équation finie entre y ,  y', &c., et la variable t ;  
si l'on désigne par 64. , d"4, &c., les différences successives de 4, 
prises en regardant c, cf, &c. , comme constans ; on aura par ce qui 
précède, dans le cas même où c , cf, &c., sont variables , les équa- 
tions suivantes : 

-J=o ; 64=0 ; 6a~=0.. . . .~ ' -1- / -=0; 

en changeant donc snccessivement dans l'équation (x) , la fonc- 
tion q en 4, b+, 6". , &cm; on aura 
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Aiuisi les équations 4 = O , 4' = O ,  &c., étant s~~pposées être les 
intégrales finies des équations différentielles , 

d y  d'y' 
O=- + p ;  0 7 - + P t ;  &c.; 

dti  d ti 

on aura les i n  équations au moyen desquelles on pourra cléterm;- 
ner les paramètres c, c', c", &c. , sans qu'il soit nécessaire de for- 
nier pour cela les équations c = Y; ct = 7' ; &c. ; niais lorsque 
les in tégrales seront sous cette dernière forme , la d&termincition 
de c ,  c', &c. , sera plus simple, 

45. Cette méthode de faire varier les pararnktres , est d'une 
grande utilité dans i'ai~alyse et dans ses applications. Yom en moira 
treï  un  nouvel usage , coiisidérons 1'6quation diffirentielle 

diy  
o=,fP; 

dt' 

9 étant fonction de t , y ,  de ses différences jusqu'h l'ordre i-i , 
et des quantités q ,  &c. , qui sont fonciions de t. Supposons qiie 
l'on ait l'intégrale finie de cette équatiori rliff6rentitlle7 dans la 
supposition de p , y', &c. , constans, et représentons par p = O ,  

cette: intégrale qui renfermera i arbitraires c ,  cf, &c. : désignons 
par 6 ~ ,  6' Q , J3 Q , &c. , les différences successives de p , prises en 
regardcrnt p , p', &c., comme constans, ainsi que les paranietres c, 
c', &c. Si l'on fait varier toutes ces quantités, la différence de Q sera 

en faisant donc 

d'e sera encorela première différence de o , dans le cas de c, c', &c. , 
p , y', &c., variables. Si l'on fait pareillement j 
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$sp,  6 3 p . .  . . $ i p  , seroiit encore les cliff&rei~ces secondes, troi- 
sièmes. . . . iièmes de , lorsque c : cf, &c., 9 ,  pl, &c., sont supposés 
variables. 

Maintenant, dans le cas de c, G', &c., 4,  qf, &c., constans, l'équa- 
tion difl'krentielle 

est le résultat de l'éliinination des parainétres c, cf, &c., au moyen 
cles écju a t '  ions 

I 

Q = O  ; O ; P1a=o ; . . . .d'" = O ;  

ainsi, ces dernières équations ayant encore lieu Ici-sque p , p', &c.,  
'sont supposés variables, l'éqnation P : O ,  satisfait encore, dans 
ce cas, à l'équation diffdrentielle proposée, pourvu que les para- 
métres c ,  c', &c. , soient déterniinés au moyen des i équations 
différentielles préckdentes; et comme leur intégration donrle i c m -  
tantes arbitraires, la fonction p renfermera ces arbitraires , et 
l'équation P = O ,  sera l'intégrale complète de la proposée. 

Cette manière de Lire varier les arbitraires , peut être employée 
avec avantage, lorsque les quantités p , q', &c. , varient avec une 
grande lenteur ; parce que cette considération rend, en général, 
beaucoup plus facile , l'intégration par approximation, des équa- 
tions différentielles qui déterainent les paramètres variables c , 
c', &cl 
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Seconde approxhzation des mozrpemens célestes, ou théorie 

de leurs pertudations. 

4 6. AP P L I  Q u O N s maintenant les méthodes précddentes , aux 
perturbatioiis des mouvemens célestes, pour en conclure les 
expressions les plus siinples, de leurs inkgalités périodiques et 
~éculaires. Reprenons pour celales équations différentielles (i), (z j 
et ( 3 )  du ilo. 9 ,  qui déterminent le mouvement relatif de m autour 
de Jl. Si l'on fait 

m' . (XX' + yyr+ 22') mu. ( x  x"+ yyr'+ z a") A K =  - +  ,- f &c. -- 
RI 

i (.p+y.%+ z")! (x'/l+y//. + z//")ï 

A étant par le no. cilé, égal à 

{ (XI-XI"+ (y1-y?+ (2'- Q] ' {(x'?-z)'+ ( z / ~ - z , ) ~  1 
m'm" + + &c. ; 

{(xl'-x8)'+(y'/-y)'+ (zr~-Zr I" } t 
Si de pliis , on suppose M + rn = (r ; et = fx2 + + ; 
rr= ) / x " + ~ " +  z" ; &c., on aura 

ddy Il-y O=- dta +-+(b)); 23 (PI 

La somme de ces trois équations niultipliées respectivement par 
dx , dy , dz , donne eii l'intégrant, 
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la diKérentielle dR étant uniquement relative aux coordonnées 
6 ,  y, z ,  du corps m ,  et a étant une constante arbitraire qui, 
lorsque R est nul , devient par les no" 18 et i g  , le demi-grand axe 
de l'ellipse décrite par m autour de M. 

Les équations ( P) multipliées respectivement par x ,  y,  z , et 
ajoutées à l'intégrale (Q) , donneront 

Rlaiiitenant , on peut concevoir les masses perturbatrices m', 
m", &c., miiltipliées par un coefficient a; et alors, la valeur de r 
sera fonction du temps t et de a. Si l'on développe cette foi~ctioiz, 
par rapport aux puissances de a; et que l'on fasse a= 1 , après ce 
développement ; elle sera ordonnée par rapport aux puissances et  
aux produits des masses perturbatrices. Désignons par'la caracté- 
ristique 6 placée devant une quantité, la différentielle de cette quan- 
tité, prise par rapport A d ,  et divisée par da. Lorsque l'on aura 
déterminé d'r , dans une suite ordonnée par rapport aux puissances 
de CL j on aura le rayon r ,  en multipliant cette suite par da, en 
l'intégrant ensuite par rapport à a , et en ajoutai~t à cettr;. intégrale, 
une fonctioil de t indépendante de a, fonction qui est évidemnieiit 
la valeur de r dans le cas où les forces perturbatrices sont nulles, et 
où le corps rn décrit une section conique. La détermination de r se 
réduit dom à former et intégrer I'équatioii diffkrentielle qui 
détermine d'r. 

Pour  cela, reprenous l'équation diiit$rentielle (a), et faiaons , 
pour plus de simplicité , 

en l a  différei~tiant par rapport à a ,  on aura 

Nommons du l'arc infiniment petit intercepté en-ire les deux rayons 
vecteurs r et r+ d r ;  l'élément de la courbe décrite par m autour 
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de M ,  sera / d r y  r'dv'; on aura ainsi dz' -t- dj"  + dz2= fi9 + >"Agl 
et l'équation ( Q) deviendra 

P En éliminant a, de cette équatioii , au moyen de 17équn tion ( R ) , 
on aura 

radva r . d d r  p 
-- - - -- 
d ta 

+ -+r .R1;  
dt2 r 

d'oii l'on t i re ,  en diffbreiitiant par rapport A a ,  

9r"dv .d .J '~  - r .dd.6~-6r .ddr 3,v.rJ't 
- -- + r .  $3'-3'. br. 

dta  &ta 7.3 

p.r ? r  
Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de - sa valeur 

r3 
iirée de l'équation ( 8 )  , on aura 

0 1 1  pourra , a u  moyen des équaiions (8) et ( T) , avoir aussi exac- 
tement que l'on voudra, les valeurs de d'r et de d'v ; mais on duit 
observer que du étant l'angle intercepté entre les rayons r et r+ ch, 
l'intégrale v de ces angles n'est pas dans u n  même plan. Pour  en 
conclure la valeur cle l'angle décrit autour de 21, par la projection 
du rayon vecteur r sur un  plan fixe, désignons par u, ce dernier 
angle, et nommons s la tangente de la latitude de m au-dessus rie 

ce plan; r. (1 + s SI-; sera l'expression du rayon vecteur projeté, 
et le quarré de l'élément de la courbe décrite par m , sera 

mais le quarré de cet élément est radv"dr" j on aura d ~ i i c ,  ai 
cgdant ces deux expressions, 

011 cléterniiizera ainsi du, , au moyen cle d v ,  lorsque s sera coni~u. 
Si 
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Si l'on prend pour plan fixe, le  plan de l'orbite de rn, à une 
d s 

époque donnée, s et - seront visiblement de l'ordre des forces 
dv 

perturbatrices ; en négligeant donc les quarrés et les produits de 
ces forces, on aura Y =Y, .  Dans la théorie des planètes et des 
comètes, on peut négliger ces quarrés et ces produits, à l'excep- 
tion de quelques termes de cet ordre, que des circonstances par- 
ticulières renden t sensibles , et qu9il sera facile de déterminer, au 
moyen des équations (8) et (T). Ces dernières équations prennent 
une fornie plus simple, lorsque 1'011 n'a égard qu'à la première 
puissance des forces perturbatrices. E n  effet, on peut alors consi- 
dérer $F e t  bu,  comme les parties de r et de u dues ces forces; 
SR, 6. rR' sont ce que deviennent R et rR', lorsque l'on y subs- 
titue au lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives 
au mouvement elliptique : nous pouvoiis les désigner par ces der- 
nières quantités assujéties à cette coizditioil. L'équation .. ($) devient 
ainsi, 

d a . r S r  p . r J r  
O = -  

dt2 +-+-+s.fdR+rR'. 

Le plan fixe des x et des y étant supposé celui de l'orbite de r12, 

à une époque donnée, z sera de l'ordre des £orces perturbatrices; 
et puisque l'on néglige le quarré de ces forces j on pourra négliger 

dR 
la quantité z. (z). De plus, le rayon r ne diffère de sa projec- 

tion, que de quantités de l'ordre 2. L'angle que ce rayon fait 
avec l'axe des x , pe diffère de sa projection, que de quantités du  
même ordre ; cet angle peut donc être supposé égal à y ,  et l ' o i~  
a aux qiiantités près du mème ordre, 

et par conséquent ,r. R'= r ,  .- , Il est facile de s'assurer par la (2) 
$iff éreiitiation, quesi l'on néglige le quarré de la force perturbatrice, 

;hIfic&~. c h .  Tome I. K IL 
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l'éq~iatioii difiëreiitielle précédente donnera, en vertu des decm 
premières des équations (2') , 

Dans le second membre de cette équation, les cooi-données peu- 
xdy -y d~ 

vent se rapporter au mouvemeiit elliptique, ce qui donne 
d t  

constant et égal par le no. ig, A /p.a(i-e'), ae Btant l7excen- 
tricité de l'orbite de m. Si l'oll substitue dans l'expression de rbr, 
au lieu de x et de y ,  leurs valeurs r. cos. u , et r. sin. tr , et au lieu 

xdy -y  dx  
de , la quantité /pu. (1 - ea) ; enfin, si l'on observe que 

d t 

par le no. 20 , = n'a3 ; on aura 

l'équation (T) donne en l'intégrant, et en négligeant le quarr& 
des forces perturbatrices , 

Cette expression donnera facilement les perturbations d u  mouve- 
ment de nz en longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront 
cléternîin&es, 

Il nous reste à déterminer les perturbations dti mouvement en 
latitude. Pour cela, nous reprendrons la troisième des 6quations (P): 
en l'intégrant comme nous avons intégré l'équation (8) , et faisant 
z = rd's, nous aurons 

(2) a. cos. v .[ndt. r. sin. Y .  - -a.  sin.^. fndt. r.  col;.^. 

f s  = - 
p . v  1-ea 
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8s est In latitude de 772 ail-ctessus CILI plan de son orbite primitive: 
si l'on veut rapporter le n~ouvement de m, s u i  un  plan peu indilié 
à cette orbite ; en iionimaiit s sa latitude , lorsqu'il est supposé lie 
point quitter le plan de cette orbite, s+ d's sera à très-peu près la 
latitude (le rn, au-dessus clu plan proposé. 

47. Les formules (X) , (Y)  et (2)  , ont l'avantage de pré- 
senter sous une forme finie, les perturbations ; ce qui est très-utile 
dans la théorie des comètes , dans laquelle ces perturbations lie 
peuvent être déterminées que par des quadratures. Mais le peu 
d'excentricité et d'inclinaison respective des orbites des planètes , 
permet de développer leurs perturbatioiis, en séries convergentes 
de sinus et de cosinus d'angles croissaiw proportionnellement au 
temps , et  d'en former des tables qui peuvent servir pour un temps 
indéfiiii, Alors, au lieu des expressions précédentes de 67. et de d's, 

il est plus commode de faire usage des 6quations différentielles qui 
déterminent ces variables. Eii ordonnant ces équations par rapport 
aux puissances et aux produits des exceiltricités et des inclinai- 
sons des orbites, on peut toujours réduire la déterminatioii des 
valeurs de d'r et de $8 ,  à l'intégration d'équatians de la fornie 

éq~iatioiis dont nous avons clonné les intégrales dans le no. 42. 
Mais on peut donner immédiatement cette forme très-simple , aux 
équations diff6reiitielles précécleiztes , par la méthode suivante. 

Reprenons l'équation (8) du no. précLdent, en y faisant pour 
abréger , 

elle devient ainsi . 
&.rO p p 

O = ; . -  
dta --+;+Q; r (R') 

Dans le cas du mouvement elliptique , oh Q = O, r' est par lo 
no. sc; , fonction de e .  cos. (nt CE-m) , a e étant l'excentricilt5 d0 
l'orbite , et  n t  f c -m étant l'anomalie moyenne de  la plailéte m. 
Soit e . cos. ( n  t + t - m) = u ; et supposoils r"= 0 (u) ; on aura 

dau 
o = = - - - + ~ ~ . u .  

dl' 
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Dans le cas du monvernent troublé, nous pouvons supposer ert- 
core , r b  p ((u) j mais u ne sera plus égal it e .  cos. (n t+  E -a) ; il 
sera donné par l'équation différentielle préchdente augmentée d'un 
-terme dépendant des forces perturbatrices. Pour déterminer ce 
terme, nous observerons que si l'on fait u = 4 (r" ), on aura 

ddu  &.yr, &=dla 
- +nS.u= -.4'(r2)+- 
dt" d ta dt" 

4'' (r') + nB. 4 (r') , 
-$'(ra) étant la différentielle de + (r") divisée par d .  r' , et 4"(rQ) 
étant la différentielle de +'(rp) divisée par d.ra. L'équation (3) 

B.r= 
donne - 6gal à une fonction cle r ,  plus A une fonction dépeiv 

dt' 

dante de la force perturbatrice. Si l'on multiplie cette équation, par 
Pdr f  

2 rdr,  et qu'ensuite on l'intégre ; on aura - égal à une fonction 
d t a  

de r ,  plus à une fonction dépendante de la force perturbatrice. En 
d 9 . P  lad r2 

substituant ces valeurs de - et de - 
dt" ' dans l'expression pré- 

d t a  
d'u 

cédente de -+n2u; la fonction de r ,  iiidépeiidante de la force 
dt' 

perturbat~ice disparaîtra d'elle-même, puisqu'elle est identique- 
înerit nulle, lorsque cette force est nulle; on aura donc la valeur 

d d u  ' 4 . 1 3  

de --+nau , en substituant dans son expression, au lieu de - 
dt" dtP 

pdrS 
et de - 

dt"  ' les parties de leurs expressions, qui dépendent de la 

force perturbatrice. Or ,  en n'ayant égard qu'à ces parties, l'équû- 
%ion (8') et son intégrale , donnent 

partant 
d d u  
-+nhu=-2 Q.+'(r"-8.<(ra). /Q.rdfi  
dt2 

Maintenant, de l'équation u -4 (ra) , on tire d u  = 2 rdr. 4'(r4]; 
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celle-ci r" Q (u) , doline 2 ~d P -- du. ~ ' ( u )  , et par conséquent, 

Eri différentiant cette derizière équation, et suljstitdant ~ ' ( u )  ait 
zidr 

lieu de -, on aura 
du 

d .  a (u) 
?"(u) étant égal à '2, de même que d(u) est égal à - 

d u  
. Cela 

posé j si l'on fait 
u = s.cos.\/nt+e-m)+Ju, 

l'équation différentielle en u deviendra 

et si l'on néglige le quarré de la force perturbatrice, u pomra être 
supposé égal à e .  cos. (n t  3- i -m) , dans les termes dépendans 
de Q. 

7' 
La valeur de - trouvée dafis le il0. az , donne, en portant la pré- 

a 

cision jusqu'aux quantités de l'ordre e3 inclusivement , 
r=u. (1 +eP-u.(I-f ea) -u" - lu3 )  ; 

d'où l'on tire 

P= aa.{i+2e1-zu.(i-+en)-un-u3}=p(u). 

Si l'on substitue cette valeur de Q (u), dans l'équation différen- 
tielle en d'u , et que l'on restitue au lieu de Q ,  sa valeur 

8 - / d ~ + r . ( g ) ,  ete.cos.(nt+t-.s),aulieudeuj onauraaux 

quantités près de l'ordre e3, 
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Lorsque 1'011 aura déterminé bu, au moyen de cette &pa-iioi~ diffé- 
rentielle ; oii aura d'r, en dilférentiaiît l'expression de r , par rnp- 
port à la  caractéristique 6, ce qui donne 

Jr=-abzc. {i +f es$ 2e. cos.(nt+s-m) +zeB. COS.(- nt+ 2s-za)). 

Cette valeur de d'r donnera la valeur cle JY,  au iiloyeii de la for- 
mule (Y) du no. précédent. 

Il nous reste à clétermi~~er d's ; o r  si l'on compare les for- 
mules (X) et (2 )  du no. précédent, on voit que $ 7 -  se change 

en d's, en cliangeaiit dans son expression, 2 .Jd R + r. 
d'oh il suit que pour avoir $8, il suffit de faire ce cliangement, 
dans l'équation différentielle en b u ,  et de substituer ensuite la  
valeur de 6 u ,  donnée par cette équation, et que nous désignerom 
par bu', dans l'expression de J'r, On aura ainsi, 

0 e d R  - a= -.Jndt. (sin.(nttt--i). {I+o.  cos. (nti-E-m)} . (;i-;) };(z) 

Le systême des équations (X') , ( Y  ) , (2') donnera dkue  ma- 
nière fort simple , le mouvement troublé de m, en n'ayant égard 
qu'àlapremiére puissance de la force pert urbatrice.La considératioil 
des termes dus à cette puissance, étant A très-peu près, suffisante 
dans la théorie des planétes ; nous allons exi tirer des formules 
commodes pour déterminer le mouvement de ces corps. 

48. Il est ndcessaire pour cela, de développer la fonction f i  
en série. Si l'on n'a égard qu'à l'action de m sur mt, oii a par le 
ilo. 46, 

Cette fonction est entièrement indépendante de la position du plas 
.-c-. 

des q et des y; car le radical (/(p.'-x)'+ (/-y)"+ (2'-I); 
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exprimant la distance de m à mi, il en est indépendant; la fonction 
ffa$;y2$z4f x ' ' + ~ ~ ~ + z ' ~ -  2 $xi-s yy'-2z Z' en est donc pareil- 
lement indépendante ; mais les carrés xi + y a +  z', et x'" +y'a+z's, 
des rayons vecteiirs , ne dépendent point de cette position ; la p a n -  
tité 2 x' + y y'+ zz' n'en dépend donc pas , et par conséquent la 
fonctioii R en est indépendante. Stipposons dans cette fonction, 

x = r . COS. Y ; y = r . sin. v ; 
I I  ' 1 .  r x = r . COS. Y' ; y = r . sin. v ; 

on aura 
ml. (711'. COS. (YI-v)  f ;a1) m' 

A= i 

(+a+ s'$ 
1 

{r-an) . COS.(V'-v)+++(d-q i 
Les orbes des planètes étant presque circulaires et peu inclinés 
les uns aux autres, on peut choisir le plan des x et desy , de ma- 
nière que z et z' soient très-petits. Dans ce cas , r et r' diffèrent 
très-pein des demi grands axes a et a' des orbes elliptiques ; nous 
supposerons donc 

u, et u,' étant des petites quantitGs. Les angles v et v' diffhrant peu 
des longitudes moyennes n t + e , et n't + c', nous supposerons 

V =  nt+s+v,  ; v'=rt't+er+v,'; 

Y,  et v,' étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R 
dam une série ordonnée par rapport aux puissances et aux pro- 
duits de u,, Y , ,  Z, u;, v,' et 2'; cette série sera fort convergente. 
Soit 
& 1 

. -;;I . COS. (n't-nt+ si-$)- (aa-s aui. cos. (n't-nt + e'-e) $a'")-; 
a 

= :. A(")+A('). cos. (n'&-nt+ et-$) $A("). cos. 2 (nit-nt+ rf- E) 

+ 8 ( 3 ) . ~ ~ ~ . 3 ( n ' t - n t + s ' - t ) +  &c.; 

on peut donner à cette série, la forme f . z. A("). cos.i(n't-nt+ef-a), 
la caractéristique 2 des intégrales finies, étant relative au nom- 
bre i, e t  devant s'étendre à tous les nombres entiers depuis i = - so , 
jusqu'a i =a ; la valeur i = O étant comprise dans ce nombre 
infini de valeurs : mais alors , il fant observer que A(+) = A('), 
Cette forme a l'avantage de servir a exprimer d'une manière fort 
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simple, non-seulement la série précédente, inais encore le pro-. 
duit de cette sbrie, par le sinus ou le cosiiius d'un angle quel.. 
conque f t + '23 j car il est facile de voir que ce produit est égal q 

~9~*~(i)."'{i(nft-nt+e'-t)+ COS. t + m } ,  

Cette propriété nous fournira des expressions très-cornniodes des 
perturbations du  mouvement des plmètes. Soit pareillemeat 

3 
(a'- aaai.cos.(n't-nt+~f-~)+ara}-' 

=f .~: .B(~) .cos . i (n ' t -nt+( ' -e)  ; 

B(-') étant égal à BF'. Cela posé, on aura par les tliéorêmes du 
no. 2 1 ,  
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Si l'on substiiue dans cette expression de R, au lieu de zc,, u,' 
v, , u,' , a: et z', leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, 
valeurs qui sont fonctions de sinus et de cosinns des angles n t + e , 
pt't f a', et de leurs multiples; R sera exprimé par une suite in finie 
de cosinus de la forme mfk.  cos. (i'n't- in t + A), i et if étant 
des nombres entiers. 

Il est visible que l'actioii des corps mu, m"', &c. sur m ,  produira 
dans R, des termes analogues à ceux qui résultent de l'actioii 
de m', et que l'on obtiendra, en changeant dans l'expression pré- 
cédente de R , tout ce qui  est relatif a ml, dans les mêmes quanti- 
tés relatives à m", rn": &c. 

Considérons un terme quelconque, m'E. cos. (i'n't - i nt +A) 
de l'expression de B. Si les orbites étoient circulaires, et dans un 
même plan, on auroit i'= i ; doiic if ne peut surpasser i , ou en  
être surpassé, qu'au moyen des sinus ou des cosinus des expres- 
*siens de u, , 9, ,  z ,  ui; u,', z', qui en se combinant avec les sinus et 
les cosinus de l'angle nft- nt+*'- a ,  et de ses multiples, pi-odui- 
sent des sinus et des cosinus d'angles dans lesquels i' est différent 
cle i. 

Si 1'011 regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites, 
comme des quantités ~rks-petites du premier ordre ; il résulte des 
formules du no. 2 2 ,  que dans les expressions de u,, Y , ,  z OU r s ,  
s étant la tangente de la latitude de rn , le coefficient du sinus ou dti 
cosirlus d'un angle tel que f. ( n  t-t s), est exprimé par une sérié 
dont le premier tcïnie est de l'ordre f; le second terme, de l'ordre 
f + 2 ; le troisième terme , de l'ordre f+4; et ainsi de suite. II 
en est de même du coefficient du sinus ou du  cosinus de l'aiigle 
f l.(nlt+ c f ) ,  dans les expressions de u,', u,', 2'. Il suit de-là que i et if 
étant supposés positifs, et if plus grand que i ; le coefficient E ,  daiis 
le terme mf&. cos. (i'n't- in $+A), est de l'ordre ir-i , et  que 
dans la  série qui l'exprime , le premier terme est de l'ordre if- i, 
le second terme est de l'ordre il-i+a , et ainsi de suite ; en sorte 
que cette série est fort convergente. Si t étoit plus grand que i: 
les termes de la série seroient successivement des ordres i-i', 
i-i'+z, &c. 

Nomnions a la longitude dix périhélie de l'orbite de rn , et 8 
Michiu. C ~ L .  Torne 1. L1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



266 M É C A N I Q U E  C É L E S T E ,  
celle de son nœud ; nommons pareillement a' la longitude du péri-. 
hélie de l'orbite de mf, et O' celle de son nœ~zd ; ces longitudes étant 
comptées sur ni1 plan très-peu incliné à celni des orbites. 11 rdshlte 
des formules du no. 2 2 ,  que dans les expressions de u, , of et z ,  
l'angle nt + r est toujours accompagné de - m , ou de - 8 ; et que 
dans les expressions de utf, v,' et z', l'angle nlt+r' est toiijours 
accompagné de -a1, ou de - d l j  d'où il suit que le terme 
mli .  cos. (i'n't- i n  t+ A) est de cette forme, 

mfk. cos.(i'nft- i n t+  i'cf- i e  - gm-g'al-g'll -g"18'), 

g , g', g-", g"' étant des nombres entiers posiLfi ou négatifs , et tels 
que l'on a 

= if- ; - g. 
Cela résnlte encore de ce que la valeur de R et ses différens termes 
sont inclépendans de la position de la droite d'où l'on compte les 
loi.~gituctes. De plus, dans les fornlules du no. 22 , le  coefficient 
du  sinus et du cosinus de l'angle a, a toujours pour facteur, l'ex- 
centricité e de l'orbite de m; le coefficient du sinus et du cosinus de 
l'angle am,  a pour facteur, le quarré e", de cette excentricité, et 
ainsi de suite. Pareillement, le  coefficient du sinus et du cosinus 
de l'angle 4, a pour facteur tang. ;P, étant l'inclinaison de l'orbite 
de m sur le plan fixe. Le coefficient du sinus et du cosinus de 
l'angle z 8 ,  a pour facteur tarig.': p , et  ainsi du reste ; d'oh il résulte 
que le  coeffic,ient k apour facteur, ec. ergf. tang.g"(iq). tang.8'" (+of) 
les nombres g, g-', g-Il, go' étant pris positivement dans les exposans 
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-mêmes , ce 
facteur spra de l'ordre il- i , en vertu de l'équation 

~=i'-i--.rr-d- ; 

mais si l'un d'eux , tel que g, est négatif et &al à -8, ce facteur 
sera de l'ordre if- i+ ttg: E n  ne conservant donc, parmi les termes 
de R , que ceux q~zi  dépenclans de l'angle i'n't - i n  t ,  sont de 
l'ordre il- i ,  et en rejetant tous ceux qui  dépendans du  même 
angle , sont des ordres if- i+ z , il- t+ 4 , &c. ; l'expression de R 
sera composée de termes de la forme 

H, p. &gr. tang.gu(tp). tanS.g"'(tpf). COS. (i'n't - i 12 t 
+ ifcl-i~-g,qZJ.Cg'.~'-g'f. O -g'If. O'), 
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%r étant un coefficient indépendant des exceiltricités et des incli- 
naisons des orbites, et les nombres g ,  g', g-", g-"' étant tous positifs, 
et  tels que leur somme soit égale à if-i. 

Si l'on substitue dans R , a. (1 + u,) , au lieu de rc ,  on aura 

Si  dans cette même fonction, on substitue , au lieu de  u, , o, et, z ,. 
leurs valeurs données par les formules du no. aa , on  aura 

pourvu que l'on suppose r - a  et e- 8 constans , clans Ia diffé- 
rentielle de R, prise par rapport à t ; car alors u, , v, et z sont 
constans dans cette diff&entielle, et comme on a v = n tf E f v, , 
il est clair que l'équation précédente alieu. On pourra donc obtenir 

facilement les valeurs de r. (g) e t  de (g) , qui entrent dans les 

équation3 différentielles des no" pr&cédens, lorsque l'on auralca 
valenr de R développée en série de cosinus d'angles croissans pro4 
yortionnellement au temps t. La différentielle dR sera pareillement 
trks-facile à déterminer, en observant de ne faire varier dans R, 
que l'angle n t ,  et de supposer l'angle n't constant; puisque d a  
est la différence de R,  prise en supposant constantes, les coor- 
données de mi, qui sont fonctions de nrt. 

49. La difficulté du dhveloppement de R en &rie, se réduit à 
former les quantités Aci), Di)? et leurs différences prises, soit rela- 
tivement à a ,  soit relaiivement à a'. Pour  cela, considérons géné- 
ralement la fonction (a" 2 a a'. cos. 6 + a'")-s, et  développons-lo 

a 
suivant les cosinus de l'angle 4 et de ses multiples. Si l'on fait T = H )  

4 

elle deviendra de". { 1- z d. cos. 6 $ as}  -S. Soit 
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b,c"), b,(')  b:"), &c. ,  étant des fonctions de a et de S. Si l'on prend les 
différences logarithmiques des deux membres de cette équation , 
par rapport à la variable , on aura 

Eii multipliant en croix, et comparant les cosinus semblables, on 
trouve généralement 

on aura ainsi, bj3) ,  &c., lorsque I'on connaîtra 6,(") et 6:'). 
, Si l'on change s en s+ i , dans l'expressioii précédente de 
(1- s a. COS. 0 + a")-', 011 aura 

(01 (11 (9) 

(1 -2~ t .cos .  e t$) -Y '=  bS+. cos. B + 6,. cos.nd 

Er_ multipliant les deux membres de cette Plquation , par 
1- z~.cos.O+ cc" et en substituant, aulieu de (1-2a.cos.O +a')-s, 

sa valeur en série ; on  aura 

d ' o ~  l'on tire, en comparant les cosinus semblables, 

La  formule (a)  doillie 
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l'expression précédente de bSD, deviendra ainsi, 

En changeant i en i + 1, dans cette équation, on aura 

(;fi) 

et si l'on substitue au  lieu de bs+l , sa valeur précédente, on aura 

(i-1) (il 

(+) S. ( i+s) .  ct . ( I  +a2). bS+. +S. { a .  (i-s) . r e i .  (1 + C P ) ~ }  . <+. 
bs = 

[ i - s ) . ( i - s - k  11.a 

Ces deux expressions de 6,() et de l1,(~7'), Clonnent 

en substituant au lieu de 6$+ '1, sa valeur tirée de l'équation (a), on  

expressioil que l'on peut concli~re de la précédente, en y chan- 
geant i dans -i, et en observant que bci) = 6(-i). 0 1 1  anra donc, 

( 0 )  (1) (2) 

au moyen de cette formule, les valeurs de <+l; b+l, {+,, &c., 

lorsque celles de bSO), 6,r1), 6,('), &c, , seront connues. 
Nonimons pour abréger, A la fonction 1- 2 a .  cos 9 + cc". Si l'on 

différentie par rapport à a ,  l'équation 

mais on a 
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d'oh l'on tire géiiéralenzent , 

on aura 

Si 1'011 différentie cette équation, on aura 

En différeiitiailt encore, on aura 

( ~ f . ( i + s ) . a . ( 3 - k a e l  ai a .  (i - s + 1 )  dd. b,('+') 

( I - u ~ ) ~  
- + ,}. 4"'- 

r -aa d ..s 

On voit ainsi que pour déterminer les valeurs de 6 9  et de ses di£- 
f'érences sucçessives , il suffit de connaître celles de 62) et de &$'), 
On déterminera ces deux quantités, de la manière suivante. 

Si l'on nomme c ,  le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est l'unité ; on pourra mettre l'expression de A-", sous cette forme, 
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En développant le second membre de cette équation , par rapport 
e .<-1 - 4  .fi-I 

aux puissailces de c , et de c ; il est visible que les 
i d  ,T-I -ii3.Gi 

deux exponentielles c , et c auioiit le  même coef- 
ficient que nous désignerons par k. La somme des deux ternies - 

i d  .1/-1 -id .<-1 

L. c , et E.c est 2 k. COS. i d j ce sera la valeur de 
&ci). cos. i d  ; on aura donc 6;') = 2 A. Maintenant l'expression de A-' 

est égale au produit des deux séries 

en multipliant donc ces deux séries l'une par l'autre, on aura dans 
le cas de i = o ,  

et dans le cas de i= i , 

partant 

Pour que ces séries soient convergeiltes, il faut que cc soit moindre 
que l'unité; c'est ce que l'on peut toujours faire, en prenant pour U, 
le rapport de la  plus petite des distances a et a', à la plus grande ; 

O 
ainsi ayant supposé a = - nous supposerom a plus petit que a', 

a' 

Dans la théorie du mouvement des corps m,  m', m", &c. ,  on 
a besoin de connoître les valeurs de b,(") e t  de b,('), lorsque s= 2 
et s=$. Dans ces deux cas, ces valeurs sont peu coi~vergentes, 
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si a n'est pas une petite fraction. Ces séries convergent avec plus 
de rapidité, lorsque s =-$, et l'on a 

Dans la tli6orie des planètes et cles satellites, il suffira de prendre 
la somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant l& 
termes suivans , ou plus exactement, en les sornmant comme une 
progression géométrique do i~ t  la raison est 1- a". Lorsque 17011 

(0) ( 3 )  (0) 

aura aiilsi déterminé b , et b , , on aura 6 ,  en faisant i = O ,  -- - - - 
2 2 2 

et 8 ~ - -  2 ' 7 dans la formule ( b ) , et l'on trouvera 

Si dans la  formule ( c ) ,  011 suppose i = i , et s = - :, 011 aunc 

(0) (4 
Au moyen de ces valeurs de 6 ,  - et de b , , on aura par les for- - 

2 2 

(4 
mules précédentes, les valeurs de 6 ,  - , et de ses différences par- 

2 

tielles , quel que soit le nombre i ; et l'on en conclura les valeurs 
( t )  ( 0 )  (1) 

de b , ,  - et de ses diffkrences. Les valeurs de b,  et de b,  peuveiit - - 
2 2 2 

ktre déteripinées fort simplement, par les forniules siUT.anles ; 

Maintenant, pour avoir les qimntités A("), A'), &c., et leur: 
glifférenccs; on observera que par le no. précédent, la série 

L.,4(")+A(J).cos.  + d+A(').cos. 2.84- &ce,  
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résulte du développement de la fonction 
a cos. 4 1 -- (a" - 2 a d .  cos. 9 -kaf"-', 

ala 

dans une suite de cosinus de l'angle 6 et de ses multiples : en hi- 
a 

sant - = a, cette même fonction se réduit à 
a' 

ce qui donne généralement 

lorsque i est zéro, ou plus grand que 1, abstraction fade du sigiie. 
Dalls ie cas de i=  1, on a 

On a ensuite, 

1 
or on a (g) = 7 j partant 

et  dans le cas de i= 1 , on a 

Enfin , on a, dans le cas même de i= i , 
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Pour  avoir les différences de Ai) relatives à a', on observera 
que Aci) étant une fonction homogène en a et  a', de la diinen- 
sion - 1 , on a par la nature de ce genre de foiictions , 

- -A<;: ; - 

On aura Bci) et ses différences, en observant que par le no. précé- 
deiit, la série 

;. Bo) -1- B('). COS. 0 + B(p). COS. a fi f &c. , 
est le développement de la fonction a'+. (1 - 2 a. cos. 8 + a')-", 

suivant les cosinus de l'angle 6 et de ses multiples ; or cette fonc- 
tion ainsi ddveloppée , est égale à 

on a donc généralement ; 

d'ou l'on tire 
( 4 

1 1 
ddb, 
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De plus, &ci) étant une fonction homogène de a et de a', de la 
dimension - 3 , on a 

d'oh il est facile de conclure les dXérences partielles de Bci) 
prises rda t iveme~t  à a', au moyen de ses diEéreiices partielles 
en a. 

Dans la théorie des perturbations de m', par l'action de m ,  les 
valeurs de Ai) et de B(9, sont les mêmes que ci-dessus , à l'ex- 

a' 1 (1) 

ception de A('), qui dans cette théorie devient - - -. b ,  . Ainsi, 
aP a' 

le calcul des valeurs de Ai), Bi), et de leurs différences, sert 
à-la-fois pour les théories des deux corps m et n'. 

50. Après cette digression sur le développement de R en série, 
reprenons les éqixations difftkentielles (X') , ( Y) e t .  (2') des 
no" 46 et 47, et déterminons à leur moyen, les valeurs de d'r, $ Y ,  

et Js, en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre des 
excentricités et des inclinaisons des orbites. 

Si dans les orbes elliptiques, on suppose 

r=a. ( i f  u,) ; r'=aP.(i-t-u"); 

v = nt+c + v, j d= n't+ et+ Y,'; 

on aura par le no. 22,  

nt+  t , n't+ s', étant les longitudes moyennes de m et de nz'; a et a' 
. étant les demi-grands axes de leurs orbites; e et e' étant les rap- 

ports des excentricités aux demi-grands axes ; enfin , m et a' étant 
les longitudes de leurs périhélies. Toutes ces longitudes peuvent être 
rapportées indiB6remment aux plans mêmes des orbites, ou à uiz 
plan qui  leur est fort peu incliné ; puisque 17011 néglige les quaiîti- 
tés de l'ordre des quarrés et des produits des excentricités et .des 
incliiiaisons. En substituant les valeurs précédentes, dans l'expres- 
sion de R du no. 48, on aura 

31 m 
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dAC') -- 'li 2 { a .  (z) + 2i. Ai)). e .  COS. {i. (n't-nt + r l - i )  +nt + 6-s) 
a 

m' &Ci-11 - -  2 { a 1 ( ) -  ( - ) . A ~  bef,cosi { i jnf t -n t+t l -e )+nt+t -a ' ] ;  

le signe B des int6grales finies, s'étendant à toutes les jvaleurs 
entières positives et négatives de i, en y comprenant lit valeur i=o. 
D e l à  on tire, 

, . j d ~ + r . ( g )  = 

m' dAC0J m' clAct) a n  
- a ( ) +  2 { a ( - - ) + - - .  n -n  .cos.i(nli-nt-i-et-$1 

tn' d d AcD) dACD) ---. 2 {aa. (d;-)-~3a.(dY)].e.~~~.(nt-+e-m) 

d d Ac1) dAC1) dAC1l --. 2 {aar.(~)+~a.(d;;)-~~~'.(m)+4~(1)}.e1.cos.(n t+t-s') 

d d ACi) d ~ c i )  + (2 i+ l ) .a. (-=) 
2 2. (i-i) . n dAm e . c o s . { i . ( n f t - n t + s r - s ) + n t - k o - m )  . { a .  ( - ) + z i . ~ ( ' ) )  d a  

d d AC'-]) &Ci- 1 

aal.( da da )-2.ji-l)a.(-dn)) - 
z . (i-1) . n 1 

. el. cos. (i(nlt-nt+*'-t)+nt+r-a'] ; 
+ .  z.(n-nl)-12 . { a f ,  r s ) - 2 ( i -  ) J ( ~ - ~ I  

le signe intégral z  s'étendant comme dans ce qui suit, à toutes les 
valeurs entières , positives ou 11Cgatives de i, la seule valeur i== o, 
étant exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce signe, 
les termes dans lesquels i= O : nz'g est une constante ajoutée à 
l'intégrale JdR. E n  faisant donc 
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{i(n-nt)-3n) A('> 2 n 
4- a . { i . (11-nt) -n } . (ae . (-r)+--.ad(') n-n 

( i- i ) .n  d A ('1 :+ i.(n-nr)-n { a '  , (d-)+ a 2 i . a ~ ( i ) )  ; 

eu prenant ensuite pour unité, la somme des masses M f m ,  et 
M + m  

observant que pcr le no. 20, -= rz" l'éqiiation (X' ) cievieiidra 
la3 

n2mr d ACi> 2 1 2  --. a 2. (as . ( z )+- .a~( i )  n-n . cos. ijnit-n t + e l - r )  

+rt"mr. C.e.cos.(nt+s-m)+n'nt'.D.er.cos.(n t fe -a ' )  

+n2i?t1.8. C(i).e.cos. {i(nrt-n t-i- rr-r)+nt-tr -a) 

+nh'.~.D(~).e'.cos.{i.(n't-nt-te'-e)-knt+e-a') ; 

et en intégrant, 
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fi etf)' &nt deux arbitraires. L'espression de 6r en d'u, trouvée 
dans le no. 47, doililera 

P n 
Ç - - , . ~ A ( ~ )  

n-n 
+tn'.nL. 8 .  

z2 . (n - n')e- n' 

f et f' étant des arbitraires dépendantes deJ et def. 
Cette valeur de d'r, substituée dans la formule ( Y) du no. 46, 

donnera bu, ou les perturbations du mouvement de la planète 
en longitude j mais on doit observer que n t exprimant le moyen 
mouvement de m , le  terme proportionnel au temps t , doit dispa- 
roître de l'expression de d'u. Cette condition détermine la cons- 
tante g , et l'on trouve 

dA(") 
g-= - ;a.(,). 

Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de Sr, 
les arbitraires f et f ', puisqu7elles peuvent être censées comprises 
dans les élémens e , et a du mouvement elliptique ; mais alors, 
l'expression de b Y ,  auroit renfermé des termes dépendans de l'ano- 
malie moyenne, et qui n'auroient point été compris dans ceux que 
doline le mouvement elliptique : or  il est plus commode de faire 
disparoître ces termes, de l'expression de la longitude, pour les 
introduire clails l'expression du rayon vecteur ; nous détermine- 
rons ainsi fl et J' de maniére a remplir cette condition. Cela posé, 

sil'on substitne aulieu de a'. savaleur-A('-')-a. 

on aura 
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soit de plus , 
3 n (2. (n-nt) . { n + i .  (n-n')} -3na)  

j g i )  = - - , . a  Ai) + -- - 
n - n  ia .(n - n')"-na 

z-i .n 
(:. { n  + i(n-nt))-3na 

=(' ), . a ~ ( i i +  
n-n za . ( n  -n')a- na 

2 n 1 2 n 2 .  Ecf) aA(i) -- 
n - n  na- {n - i . (n -n ' ) ) '  

i 

(i-1). ( 2 ; - 1 ) .  n a . A i - ' ) +  ( i - i ) . n a a .  
G ( i l  = - 

a .  { n - i ( n - n ' ) }  
a na . D(') -- -. 

n a - { n - i ( n - n ' ) } a  ' 
on aura 
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EC') -. e. cos. (i. (n't-nt+ E'-e)-knt+t,=} 
na- {n-i(n-nt) } a + nl.m'.z. DC') 

.c'.cos. {i(nft-nt-l-tl-t)+nlf r-.s>} 
na- {n-i(n-n')} a 

. e. sin. {i(nft-nt+ a'-s)  + nt + s-rn 

$ nm'. 3. 
. el.sin. {i(>zft-nt-jt'-e) f nt+ E-d} 

le signe intégral z s'étendant dans ces expressions , à toutes 1 ~ s  
valeurs entières positives et négatives de i, la seule valeur i = Q 

étant exceptée. 
011 doit observer ici, que dans le cas même où 1s série représend 

t6e par z. ~ ( ~ 1 .  cos. i (n't - n t + tf- E) est peu convergente , ces 
6 r 

expressions de - et de d'y, le deviennent par les diviseurs qu'elles 
a 

acquièrent. Cette remarque est d'autant plus importante, que sans 
elle , il eût été impossible d'exprimer analytiquement, les pertur- 
bations réciproques des planètes, don-tles rapports des distances au 
soleil, diffèrent peu de l'unité. 

Ces expressioas peuvent être mises sous la forme suivante qui  
vous sera utile dans la suite ; soit 

on aura 

2 n  
S r  m' . cos, i(nlt - n t+ t'-s) 

7 

9 . ( n  - - na 
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(h~ci)+~.~(i)) - 
s in .  (i. (nrt-nt+ef-e)+nt+e} 

na- { n-ijn-nt)) a ' + n ' m f . ~ .  { Z .  ECi)+l'. DC83 1 -- 
+na-{n-iin-R)} a . cos.{~!. (nrt-nt+ O-~)+nt+e} 

Bn { d.  (g) +- . 
n-n . sin. i (n ' t-nt -k 2- o) 

2 . a ~ ( ~ ) +  nn3. . 
i . (n  - n'la z . in-n') . { i' . (n-n')a - n' 

$ rnf. {h. C+hf.D} .nt.sin. (nt+o)+mf+ {Z. C+Zf . D )  .nt.cos.(ntt e) 

(Z. FW+ C . GCi)) 
.sin. {i. (nrt-nt+ et-E)+ nt+ E} 

n - i . ( n - n t )  
+n.mf.z. { h ~ w +  hl GN) - C O S .  {i. (nrt-7tt-k'-r)-knt+ E }  

n-i.(n-n') 

en réunissaiit ces expressions de 6r et de b u ,  aux valeurs de r 
et de v ,  relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs 
entières du rayon vecteur de m , et de son mouvement en 1011- 
gitude. 

5 1. Considérons présentement, le mouvement de m ,  en lati- 
tude. Pour cela, reprenons la formule (2') du no. 47. Si 1'011 
néglige le produit des inclinaisons par les exceiltricités des orbites, 
elle devient 

l'expression de R du no. 48, donne , en prenant pour plan fixe, 
celui de l'orbite primitive de rn, 

la valeur de i s'étendant à-tous les nombres entiers positifs et 
négatifs , en y comprenant même i = o. Soit 7 ,  la tangente de l ' i ~  
clinaison de l'orbite de m', sur l'orbite primitive de rn , et ï ï  la 
longitude du nœud ascendant de la première de ces orbites , sur lit 
seconde ; on aura à très-peu près, 

a r t =  u ' . ~ , s i i ~ . ( n f t + ~ ' - I ? )  j 

Mkc~rr. c h .  Tome 1. N CI 
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ce qui donne 

m' 
(~)=$.r.sin.(»'t+e'-~)--.a'~(').,.sin.(nt+r-*) a 

m' -- .a'.z.B(i-').3/.sin. { i ( n f t - n t - t - ~ ' - ~ ) - k n t + ~ - n ) ,  
a 

la valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre, à tous 
les nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur i=o  étant 
exceptée. L'dquation différentielle en d'ut, deviendra donc, en 

mnltipliant la valeur de - , par n"a3 qui est égal à l'unité, 

dd.Zuf 

(2) 
a 

O = -  
d t a  

+'na. d'u'-m'.n'.-.s..sin. (n'tf2-n) 
a'' 

m'. nz 
4--- a .aa'.z:,B(i=').3..sin.{i(n't-nt+~'-~)+nt+~-~) 

l'on :tire en intégrant, et en observant que par le no. 47,  

ml. a'a' - -.B(').nt.p.cos.(nt-t.e-fI) 
4 

ml. n" . ana1 Br'- 1) +- .z. .p.sin. {i.(nft-nt+er-s)+nt+~-n). 
a ns- {n- i (n - n f ) }  

Porar avoir la latitude de m , au-dessus d'un plan fixe peu incliné 
à celui de son orbite primitive; en nommant a l'inclinaison de 
cette orbite sur le plan fixe , et 9 la longitude de son nœud ascen- 
dant sur le même plan; il suffira d'ajouter à 6s, la quantité 
tang. Q. sin. (Y - O ) ,  OU tang. P. sin. (n t+ E - 9) , en négligeant l'ex- 
centricité de l'orbite. Nommons Q' ei 8; ce que deviennent Q et 0 
relativemelit à m'. Si m étoit en mouvement sur l'orbite primitive 
de m', la tangente de sa latitude seroit tang. Q'. sin. (n t -i- e- 9') ; 
elle seroit , tang. 9. sin. (n t -i- o - 6) , si m continuoit de se mou- 
voir sur son orbite primitive. L a  différence de ces deux tangentes 
est à .très-peu près la tangente de la latitude de m , au-dessus du 
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plan de son orbite primitive, en le supposant mû sur le plan de 
l'orbite primitive de m'; on a donc 

m' . usa' - -. (pf-p). ~ ( ' 1 .  nt. sin. (nt+ E) 

4 

mr . nP a' --- 
n2- n'a ' . p) . sin. (n't i E') - ( p c p ) .  cos. (n'fi+ e3) 

ara 

('j- q) . Bc'-') - . sin. { i(n't-nt+ sr-n) -i- n t s g  
+ n"- { n-i(n-n') } ' 

a - ~ a - 1  ) - 
,-%. cos. {i(?zrt-nt + eV-E) -t nt+ c }  

na- { n-i(n-n ) } 

52. Rassemblons présentement, les formules que nous venons 
de trouver. Nommons ( r )  et (v), les parties du rayon vecteur et 
de la longitude u sur  l'orbite, qui dépendent du mouvement ellipi 
tique ; on aura 

r=(r)-i-d'r; v=(v)+d'v. 

La valeur précédente de s, sera la latitude de m au-dessus du 
plan fixe ; mais il sera plus exact d'employer au lieu de ses deux 
premiers termes qui  sont indépendans de m', Ia valeur de la lati- 
tude qui auroit lieu dans le cas où rn ne quitteroit point le plan de 
son orbite primitive. Ces expressions renferment toute la théorie 
des planètes, lvrsquc l'on ndglige Ics quarrés et les produits des 
excentricités et des inclinaisons des orbites, ce qui est le  plus sou- 
vent permis. Elles ont d'ailleurs l'avantage d'être sous une forme 

Nia a. 
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très-simple , qui laisse facilement appercevoir la loi de leurs diffd- 
rens termes. 

Quelquefois, on aura besoin de recourir aux termes dépendans 
des quarrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et 
m6me des pnissances et des produits supérieurs. On  pourra déter- 
miner ces termes, par l'aiialyse précédente : la considération qui 
les rend nécessaires, facilitera toujours leur détermination. Les 
approximations dans lesquelles on y auroit égard, introduiroient 
de nouveaux termes qui dependroient de nouveaux argumens. 
Elles reproduiraient encore les argumens que donnent les approxi- 
mations précédentes, mais avec des coefficiens de plus en plus 
petits, suivant cette loi qu'il est aisé de conclure du developpe- 
nient de R en série, donné dans le no. 48 ; un argument qui dans 
Zesapproximationssuccessives,se trouve pour Za première fois parmi 
Zes quantités d'un ordre queZconque r ,  n'est reproduit que par les 
quantitds des ordres r i -  a ,  r+ 4 , &c. 

11 suit de-là, que les coefficiens des termes de la forme 
sin. 

$ =  COS. 
. ( n  t+ E), qui entrent dans les expressions de r ,  v et s ,  sont 

approchés jusqu'aux quantités du  troisième ordre, c'est-à-dire, 
que l'approxiination dans laquelle on auroit égard aux quarrés et 
aux produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, 
n'ajouterait rien à leurs valeurs ; elles ont donc.toute la précision 
que l'on peut desirer ; ce qu'il est d'autant plus essentiel d'obser- 
ve r ,  que de ces coefficiens , dépendent les variations séculaires des 
orbites. 

Les divers termes des perturbations de r , v , s, sont compris 
dans la forme 

{ i (n t t -n  t+tr- O + r n  t f r e } ,  
COS. 

r étant un nombre entier positif ou zéro, et k étant une fonction 
des excentricités et des incliriaisons des orbites de l'ordre r ,  ou 
d'un ordre supérieur : on peut juger par-là, de quel ordre est uiz 
terme dépendant d'un angle donné. 

Tl est clair que l'action des corps m", m"', &c., ne fait qu'ajouter 
aux valeurs précédentes de r, v et s, des termes analogues à ceux qu i  

I 
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résultent de l'action de m', et qu'en négligeant le quarré de la force 
perturbatrice, les sommes de tous ces termes donneront les valeurs 
entières de r , u et  S. Cela suit de la nature des formules (A'"), ( Y) 
et (Z'), qui soiit linéaires relativement aux quantités dépendantes 
de la force perturbatrice. 

Enfin, on aura les perturbations de mf , produites par l'action 
de nt ; en changeant dalu les formules précédentes, a, n , h ,  2, s , 
m ,  p ,  q et ml, eil a', n', h', Z', e', TC', p', pr et nt, et rdciproque- 
ment 
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D e s  inégalittis séculaires des mouvemens célestes. 

53. LES forces perturbatrices du siouvement'elliptique intro- 
àv 

duisent dans les expressions de r ,  - et s , du chapitre précédent, le 
d t  

temps t , hors des signes sinus et cosinus, ou sous la forme d'arcs 
de cercle qui en croissant indéfiniment, doivent à la longue, rendre 
ces expressions fautives; il est donc essentiel de faire disparoître ces 
arcs, et d'avoir les fonctions qui les produisent par leur dévelop- 
pement en série. Nous avons donné pour cet objet, dan3 le Cha- 
pitre V , une méthode générale de laquelle il résulte que ces arcs 
naissent des variations du mouvement elliptique, qui sont alors 
fonctions du temps. Ces variations s'exécutant avec une grande 
lenteur, ellçs ont été clésignées sous le nom d'inkgalités séculaires. 
Leur théorie est un des points les plus intéressans du systême 
du monde : nous allons la présenter ici, avec l'étendue qu'exige 
son importance. 

0 1 1  a par le Chapitre précédent, 

1-h.sin. (nt+r)-Z.cos.(ntf e)-&c. 
m' +-. {Z.C+F.D} .nt.sin.(nt+e) 

m' . {h .C f  hf .D) .nt .cos . (nt+s)$m' .S 
2 

do - =n+2nh.sin.(nt+~)+znZ.cos,(ntf~)+ &c. 
d t  

-ml. {Z. CfZ'D) .n'$.sin. (nt+r) 
+ml. {h .  Cf XD} .nat.cos. (nt+f)+m'T; 

m' -- . a'af . (Pr - p )  . B('). n t. sin. (nt+ t) 
4 
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8, T, 3~ étant des fonctions phiodiques du temps t. Considérom 
dv 

d'abord l'expressioii de - , et comparons-la i l'expression de y du 
d t 

no. 43. L'arbitraire n multipliant l'arc t ,  sous les signes périodi- 
dv 

ques, dans l'expression de - on doit alors faire usage des équa- 
dt' 

tioiia suivantes , trouvées dans le no. 43, 

Voyons ce que deviement ici, X, X', X", Y, &c. : en compaiiaiit 
dv 

l'expression de - à celle de y du no. cité, on trouve 
d t '  

X=n+znh.sin.(nt+t)+~,nZ.cos.(nt+m)+m'.T; 

Y= nz'.ns.{h .C+hlD}. cos. (nt+s)-rnl.n". (Z.C4-Z'. D )  .sin.(ntf r). 

Si l'on néglige le produit des différences partielles des constailtes , 
par les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces diffé- 
rences sont de l'ordre de ces masses ; un aura par le no. 43,  

+ s n . ( g ) . { h . e o s . ( n t + r ) - l . s i a ( n t +  t)} 

+zn.(z) .si i i . (nt+r)+pn 

~ " = a n . ( g ) .  {h.cog.(nt+~)-Z.sin.(nt+r)}. 

l'équation, O = X'+ B. X"- Y, deviendra ainsi, 

O=($)- { l+=?z.sin.(nt+E) + .Z.cos.(nt+s)) 

+~n.($).sin.(nt+t)+nn. (g ) . cos. (nt + 6) 

+2n. f 0 .  (:)+($))* {h-cos.(nt+;)-~.sin.(nt+t)~ 

-mf.n'{h.~f~~}.cos.(ntt~)~in'.ns.{~.~+~.~}.sin(ntf t). 
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E n  égalant séparément, à zéro, les coefficiens des sinus et des 
cosinus serriblables , on aura' 

Si l'on intègre ces équations, et si dans leurs intégrales, on 
change 8 en i ; on aura par le no. 43, les valeurs des arbitraires , en 
fonctioiis de t ,  et l'on pourra effacer les arcs de cercle, des expres- 

dv 
sions de - et de r; mais au lieu de ce changement, on peut tout de 

d t  
. suite changer û en t , dans ces équations diffhrentielleu. La première 

de ces équations, nous montre que n est constant , et comme l'arbi- 
traire a, de l'expression de r , en dépend, en vertu de l'équation 

1 
nl= - ; a est pareillement coilstant. Les deux autres équations ne 

a3 

suffisent pas pour déterminer 7t , Z, r .  On aura une nouvelle équa- 
du 

tion , en observant que l'expression de - donne en l'intégrant, 
dt' 

Jn d t , pour la valeur de la longitude moyenne de m ; or nous 
avons supposé cette longitude égale à nt + r; ona  donc nt+ a = Jndt, 
ce qui donne 

an d € 
et comme on a - 2 O ; on aura pareillement -=o. Ainsi les deux 

d t  d t  

arbitraires n et a sont constantes ; les arbitraires h et Z seront par 
conséquent déterminées au moyen des bquatioiis différentielles, 

dh ml.n -=-- 
d t  2 

{ C D }  j (1) 

dv 
La coiisidération de l'expression .de - nous ayant suffi pour dé- 

dt  

terminer 
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terminer les valeurs de n, a, h ,  Z et i ; on voit à priori, que 
les équations différentielles entre les mêmes quautités , qui résul- 
tent de l'expression de r ,  doivent coincider avec les précédentes. 
C'est ce dont il est facile de s'assurer àposl'eriori , en appliquant à 
cette expression, la méthode du no. 43. 

Considérons maintenant l'expressioii de S. E n  la comparant i 
celle de y du no. cité; on aura 

m'.n 
$ -. a'af . (p - cos. (n t+ e). 

4 
n et s étant constails , par ce qui précède ; on aura par le no. 43, 

X" = o. . 
L'8quation O = Xf + 9.  T" - Y, devient ainsi, 

o=($).si.n.(ni+E)- (2 ) .  cos. (n t + e )  

m . n  -- 
4 

; ana'. B('). ( P - ~ ' ) .  sin. (nt +- e) 

m'.n -- ; aaa' . B(') .  (q  - p') . cos. (n t + e) ; 
- 4 

d'oh l'on tire, en comparant les coeffrciens des sinus et des cosinug 
semblables , et en changeant B en t , pour avoir directement p et q 
en fonctions de E , 

Lorsque l'on aura déterminép et q par ces équations; oiz les subs- 
tituera dans l'expression précédente de s, en effaçant les termes 
qui contiennent des arcs de cercle, et l'on aura 

s=p.sin. (nt+s)-p.cos. (n, t+~)-t-m' .~.  
Rfilca~. c h ,  Tome 1. 0 0  
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dn 5 4. L'équa tion - = O ,  que nous venons de trouver , est cl'uiie 
dt 

graiide importailce dans la théorie du systême du  monde, en ce 
qu'elle nous montre que les moyens niouverneils des corps célestes, 
et les grands axes de leurs orbites, sont inaltérables ; mais cette 
équat,ion n'est approchée que jusqu'aux quantités de l'ordre m'. ii , 
inclusivement. Si les quantités de l'ordre inf.h' et des ordres sui- 

dv 
vans, produisoient dans - , u n  terme de la forme z k t , k étant 

dt  

une fonction des élémens des orbites de m et de m'; il en résulteroit 
dans l'expression de u , le terme K ta, qui en dtérant la longitude 
de rn , proportionnellement au quarré du temps, deviendroit à la 

dn 
longue, extrêmement sensible. 0 1 1  n'auroit plus alors, d? = O ; 

mais au lieu de cette éiquation, on auroit par le no. précddent, 
dn 
- - 2 iE ; il est donc très-important de sa.voir s'il existe dans l'ex- dt - 

pression de Y ,  des ternies cle la forme 2. ta. Nous allons démon- 
trer que si l'on n'a égard qu'à la première puissance des masses 
perturbatrices, quelque loin que l'on porte d'ailleurs, les approxi- 
mations , relativement aux puissances des excentricités et des 
inclinaisons des orbites ; l'expression de .v ne renfermera point d3 
termes semblables. 

Reprenons pour cela, la formule (X) du no. 46, 

Considérons l a  partie de Jr ,  qui renferme des termes multipliés 
par t" ou pour plns de généralité, coiisidProns les termes qui  
étant multipliés par le  sinus ou par le cosinus d'un angle a t + C ,  
dans lequel a est très-petit, ont en m b e  temps CL' pour d i ~ i -  
seur. Il est clair qu'en supposant e~ = O , il en résultera un terme 
multiplié par tg, en sorte que ce second cas renferme le premier. 
Les termes qui  ont a" pour diviseur, ne peuvent évidemment 
résulter que d'une double intégration; ils ne peuvent donc être 
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produits que par la partie de b r , qui renferme le double signe. 
iiitégral J: Esaminons d'abord le terme 

Si l'on fixe l'origine de l'angle v , au périhélie ; on a dans l'orbite 
elliptique, par le  no. ao, 

et par conséquent, 
a.(~ - es)-r 

COS. Q = 
e t  3 

d'où l'on tire en différentiant, 
a.(i- 

r9dv. sin. v = - 
e 

dr ; 

mais on a par le no. i g ,  

on aura donc 
a n  dt.r.sin. v r d r  = -. /= e 

2 a . c o s . v  ./n dt.  {r.sin. Y .  f d  R )  
Le terme - , deviendra ainsi, 

p . v  1-2 

2 .  COS. Y C0S.Y - ./(rdr. fdR), ou - .{r"Jd~-lr' .d~}. '  
v . e  

11 est visible que cette dernière fonction ne renfermant plus de 
doubles intégrales , il ne peut en résulter aucun terme qui ait as 
pour diviseur. 

Considérons pr6sentement le terme 

de l'expression de br. En substihant '  pour cos. u ,  sa valeur préc 
cédente en r ,  ce terme devient 
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On a par le no. 2 2 ,  

r = a .  { i + $ e 2 + e . ~ ' )  , 
2' étant une suite infinie de cosinus de l'angle n t f  s , et de ses 
multiples ; on aura donc 

fnds  
- 0  e { r - a ( i - e 3 ) ) . f d R =  a . l n d t .  {:e+3c')./dX. 

Nommons 3C/' l'intégrale f X f  n d t ; on aura 

Ces deux derniers termes ne renfermant point le double signe 
intégral, il ne peut en résulter aucun terme qui ait a' pour divi- 
seur j en n'ayant donc égari  qu'aux termes de ce genre, on aura 

2a.sin.v. fndt. {t.cos.~./dR) 3n2e.sin.v ./izdt.[dR d r  3. a - - - -=- .-.JkZt. fdR; 
/A. ii-e" p. /l-ez n d t  p. 

et le rayon r devieiidra 

d r 
( r )  et (2) étant les expressions de r et de - 

n d t  ' relatives au 

mouvement elliptique. Aiilsi , pour avoir kgard dans l'expression 
du rayon vecteur, à la partie des perturbations, qui est divisée 
par a"; il suffit d'augmenter de la quantité 3 a .  f nd t.JdR, la lon- 
gitude moyenne nt+ E , de cette expression relative au mouvement 
el1 ip tiqiie. 

Voyons comment on doit avoir égard à cette partie clcs pertur- 
bations, clans l'expression de la longitude v. La forriiule (Y)  da 

3a dr  
no. 46, donne en y substituant -.-.Jndt.JdR, au lieu de Jr, 

,u n d t  

et en n'ayant égard qu'aux termes divisés par a", 

cr on a par ce qui précéde , 
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d'oh il est facile de conclure , en substituant pour cos. Y ,  sa valeur 
précédente en r , 

ëii n'ayant donc égard qu% la partie des perturbations, qui a pour 
diviseur a', la loi~gitude v deviendra 

( v )  +($).:. ~ n d t . f d r l ~  ; 

d v 
( v )  et (-$) étant les parties de v et de -, relatives au mou- 

n d t  

vemeiit elliptiqne, Ainsi, pour avoir égard à cette partie des per- 
turbations , dans l'expression de la longitude cle m ,  on doit suivre 
la même règle que nous venons de donner pour y avoir égard 
dans l'expression du rayon vecteur ; c'est-A-clire, qu'il faut aug- . 

menter dans l'expression elliptique de la  longitude vraie, la lon- 
3 n 

gitude moyenne nt+ s , de la quantité -. fndt . fdX. 
II. 

La partie constante de l'expression de (s), développée en 

série de cosiiius de l'angle n t+  E et de ses multiples , se réduisant 
à l'uiiitd, comme on l'a vu dans le no. 2 2  ; il en résulte, dans 

3a 
l'expression de la longitude , le terme -. fndt. fdR. Si dR ren- 

P 
ferrnoit u n  terme constant km'. nd t ;  ce terme produiroit dans 

n.mr 
l'expression de la longitude v , le suivant :. - . knVt". L'existence 

(* 

de semblables termes dans cette expression , se réduit donc à voir' 
si d R renferme u n  terme constant. 

Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclinées les 
inles aux autres ; on a vu, no. 48, que R peut to~ijours se réduire 
dans une suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissans 
~~roportiorinellement au temps t. On peut les représenter géné- 
ralement, par le terme km'. cos. (i'n't + i n  t+,I), i et i f  étant des 
nombres entiers positifs ou iiti.gatiFs, ou zéro. La ùifftkentielle de 
ce terme, prise nniqiiemeiit par rapport au moyen mouvemeibt 
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de m ,  est - i&.rnl .ndt .  sin.{ifn't+ i n t + A )  ; c'est la partie 
de d R, relative à ce terme : elle ne peut pas être constante, à 
moiiis que l'on ait O = i'n' + i n  ; ce qui suppose les moyens mou- 
vemens des corps m et m', commensurables entre eux; et comme 
cela n'a point lieu dans le systême solaire, on doit en conclure 
que la valeur de dR ne renferme point de termes constans, et  
qu'ainsi, en ne considérant que la première puissance des masses 
perturbatrices, les moyens mouvemens des corps célestes, sont 

ara 
uniformes, ou ce qui  revient au même =o.  La valeur de a '5 

P étant liée à celle de n, au moyen de l'équation n' = - il en résulte 
a3 ' 

que si l'on néglige les quantités périodiques, les grands axes des 
orbites sont constans. 

Si les moyens mouvemens des corps m et ml, sans être exacte- 
nient commensurables, approchent cependant beaucoup de l'être ; 
il existera dans la théorie de leurs mouvemens, des inégalités d'une 
longue période , et qui pourront devenir fort sensibles, à raison 
de la petitesse du diviseur a". Nous verrons dans la suite, que ce 
cas est celui de Jupiter et de Saturne. L'analyse précédente donnera 
d'une manikre fort simple, la partie des perturbations qui dépend 
de ce diviseur. Il en résulte qu'il suffit alors de faire varier la 

3a 
longitude moyenne n t+ t , ou / n  d t ,  de la quantite -.lndt.fdR; 

I.L 
ce qni revient à faire croître n, dans l'intégrale f n d t , de la quan- 

3an 
tité -.Jd X ; or  en considérant l'orbite de m , comme une ellipse 

I.L 
P .variable, on a na= - la variation précédente de n, introduit 
a3 ' 

aas .fdR 
donc dans le demi-grand axe a de l'orbite, la variation - -. 

F 
dv 

Si l'on porte dans la valeur de - la précision jusqu'aux quan- 
dt' 

tités de l'ordre des quarrés des masses perturbatrices, on trou- 
vera des termes proportionnels au temps; mais en considérant 
avec attention , les équations différentielles du mouvement des 
corps nz, m', &ce, on s'assurera facilement que ces termes sont 
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en même temps , de l'ordre des quarrés et des produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites. Cependant, comme tout ce 
qui  affecte le moyen mouvement, peut à la longue, devenir fort 
sensible; nous aurons dans la suite, égard à ces termes, et nous 
verrons qu'ils produisent les équations séculaires observées dans 
le mouvement de la lune. 

55. Reprenons maintenant les équations (1) et (2) du no. 55, 
et supposons 

elles deviendront, 

Les expressions de (O, 1) et de [KI, - peuvent être ddterminées 
fort simplement, de cette maniére. En substituant , au lieu do C 
et de D ,  leurs valeurs détermiiiées dans le no. 50, on aura 

On a par le no. 49, 
d g )  

( 0 )  

d A(") d d A(") ddb,  - 
= 1 3  . Q . ( , > + ~ . ~ ~ . ( ~ )  =-2.--- d a  a . a  .- daa ' - 

( 0 )  

db, ..;' 
on obtiendra facilement, par le rnème no. , -&- et 2 

daa ' en font- 
( 0 )  (1) 

tions de 6 ,  - et de 6 ,  ; et ces quantités sont données en fonctioiis - 
a 2 

( 0 )  (1) 

linéaires de b , et de b . on trouvera, cela posé, -- -'> 
2 2 
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partaiit 
(1) 

3 m r . n . ~ " . b  - - , 
(O,  1) = - * 

4.(1-a2)* ' 

Soit 
1 

{a"-aaa'.cos.4+a'"' 2 (a,a')+(a,at)'.cos8B+(a,at)". cos.aO+&c.; 

011 aura par le  no. 49, 

011 aura donc 
3 m' . n a'a' . (a,  a')' 

(O, 1) = - 4. (al9- as). ' 

on a ensuite , par le no. 49, 

( 1 )  

en substituant au lieu de b ,  - e t  de ses diffdreiices , leurs valeurs 
(4 (1) 

'2 

en b , et . b - L >  011 trouvera la foiictioil précédente égale à 
2 * 

partant 

on aura donc ainsi des expressions fort simples de ( O ,  i ) et de ["Tl, - 
(0 )  

et il est facils de se convaincre par les valeurs en séries , de b - - 
(1) 

a 

et de b - - , , donndes dans le ne. 49, que ces expressions sont posi- 
2 

tives , si n est positif, et  négatives, si n est négatiE 
Nomuians (O, 2) et [O?] , ce que deviennent (O? 1) et [ o z ] ,  

orsque 
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lorsque l'on y change a' et m' dans a" et  m". Nommons pareilleinent 
(0,3) et [G], ce que deviennent ces mêmes quantités, lorsque 
l'on y change a' et m', en a"' et m"'; et ainsi de suite. Désignons de 
plus, par ho, 2"; Tc"', Z'"; &c. les valeurs de h et de 2, relatives 
aux  c o r p  m", m"', &c. ; on aura, en vertu des actions réunies des 
différens corps m', m", rn"',' &c., sur  rn , 

dh' dt dh" dl1/ 
Il est clair que - - - - 

d t  ' dt ' dt ' dt ' &c., seront déterminth par 

dh d l  
des expressions semblables à celles de - et de - , et qu'il est facile 

d t  d t 
de conclure de celles-ci, en y changeant successivement, ce qui 
est relatif à rn, dans ce qui a rapport à m', mu, &c., et réciproque+ 
ment. Soient donc 

ce que deviennent 

lorsque l'on y cliange ce qui est relatif ii rn, dans ce qui est relatif' 
à rn', et réciproquement ; soient encore, 

ce que deviennent 

lorsque l'on y cliange ce qui est relatif à m, dans ce qui est relatif 
à m", et réciproquement; et ainsi de suite. Les équations différeii- 
tielles précédentes rapportées successivement aux coips rn, m', 
m", &c., donneront pour déterminer IZ J, h', Z', hl', lu, &c., le 
systêrrie suivant d'équations, 

IYiAcm. c h .  Tome I .  pl) 
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Les quantités (o,i) et (3,o) , [El L et [D, ont entre elles des 
rapportsreiriarquables qui peuvent en faciliter le calcul, et qui 
nous seront utiles dans la suite. 0 1 1  a par ce qui précède, 

Si dans cette expression de '(O, 1) , on- change m' en m , n en nt, 
o en a', et réciproquement ; on aura l'expression de ( ~ , o ) ,  qui 
sera par conséquent, 

3 m .  n'a". a .  (a', a)' 
(1,o) =- 4 .  ( c i "  - a')' i 

mais on a (a,ar)' = (a',a)', puisque l'une et l'autre de ces quantités 
1 - 

rdsulte du développemekt clq la fonction (aa-z a a'. cos. O + a") ' 
dans une série ordonnée suivant les cosinus de l'angle 8 et de ses 
multiples; o n  aura donc 

o r  on a ,  en négligeant les masses m ,  ml, &c. , ~ i s - à - ~ i s  de M ,  
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èquation d'où l'on tirera facilement ( i ,~) ,  lorsque (O, 1) sera déter- 
miné. On trouvera de la  même manière, 

[o,.].m. - fi= [l>O].mf. - 0. 
Ces deux 6quations subsisteroient encore dans le cas où n et n' 
auroient des signes contraires; c'est-à-dire, si les deux corps rn 

et m' circulaient en différens, sens ; mais alors, il faudroit donner 
le signe de n , au radical C a ,  et le signe de n', au radical Ca'. 

Des deux équations précédentes, résultent évidemment celles-ci, 

5 6. ~ a i o t e n a n t  , pour intégrer les équations (A) du no. p r e  
céilent , nous ferons 

?i =N.sin. (gt+C) ; Z =N.cos.(gt+C) ; 

en substituant ces valeurs clans les équations ( A ) ,  on aura 

Si l'on suppose le nombre des corps nz, m', m", &c. , égal 8 i ; ces 
équations seront au nombre i ,  et en éliminant les constantes N, 
N', &c., on aura une équation finale en g ,  du degré i ,  que l'on 
obtiendra facilement de cette manière. 

Nommons Q la fonction 

N'. m .  fi. ( g -  (O, 1) - (O, 2) - &c.) 
+NI'". m'. cf. {g-- (1, O )  - (1,9) - &c. 
f &c. 
+2N.m. fi. { [o , .N'+f i ] .NB+ &c.} 
+ 2  N' .~L ' .  \/af. { [ T ; ; ] . N " + [ ~ . N " ' +  &c.) 
+ 2N". m". fi1'. {~ZJ.N~-  &c.} 
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Les équations (B) se réduisent en vertu des relatioizs données 
dans le il0. précédent, à celles-ci, 

en coiisidéraiit donc N, N', N", &c., comme autant de variables, 
e sera un maximum. De plus, étant une fonction homogène de 
ces variables , de la seconde dimension; on  a 

on a donc Q = O , en vertu des équations précédentes. 
Présentement, on peut déterminer ainsi le maximum de la fonc- 

tion p. 011 clifféreiitiera d'abord cette fonction, relativement à N ,  
et l'011 substituera dans o , au lieu de N,  sa valeur tirée de l'équa- 

tion - = O ,  valeur qui sera une fonction linéaire des quanli- (2) 
tés N', N", &c. :on aura de cette maniére une fonction ration- 
nelle, entière et Ilornogène, dela seconde dimension, en Nt,  N", &c. : 
soit cette fonction. On différentiera q ( ' )  relativement A N', 
et l'on substituera dans 4'1, au lieu de Nt, sa valeur tirée de 

dq (') 
l'équation (dNr) = O : on aura une fonction homogène et  de 1s 

seconde dimension, en No, N"', &c. : soit $(*) cette fonction. En 
continuant ainsi, on parviendra une foiiction eti-') de la seconde 
dimensiozr , en N("'< et qui sera par conséquent, de la forme 
(N(i-'))".k; k étant une foiiction de g et de constantes. Si l'on 
&gale à zéro, la diff6rentielle de prise par rapport à N(i-'1, 
on aura E = O ; ce qui doilriera une kquation en g du degré i, et  
dont les diverses racines donneront autant de systêmes différens 
pour les indéterminées N, Nt, NI', &c. : 17iiidétermiiiée 
sera l'arbitraire de chaque systéme , et 170n aura sur-le-champ, le 
rapport des autres indéterminées N ,  N', &c., du même systême, 
R celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises dans an 
ordre inverse , savoir, 
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Soient g, g, , g2, &c. , les i racines de l'équation en g : soit N, N ', 
N", &ce, le systême des indéterminées, relatif A la racine g : soit NI,  
N,', NIn, &c., le systême des indéterminées , relatif a la racine g,, 
et ainsi de suite: on aura par la théarie connue des équations diffd- 
rentielles linéaires, 

h'= N t .  sin. (gt+ C) + NI' .  sin. (g ,  t $- CI) + N,'. sin. (g,t+ C,) + &c. ; 

C, cl , c2, &cm, étant des coiistaiites arbitraires. En changeant ciam 
ces valeurs de h ,  h', IL", &c. , les sinus eu cosinus; on auya les 
valeurs de 2, I f ,  Io, &c. Ces différentes valeurs renferment deux fois 
autant d'arbitraires, qu'il y a de racines g ,  g,, R;. , &c. ; car chaque 
systême d'incléterminées renferme une arbitraire, et cle plus, il 
y a i arbitraires t, C , ,  Cz, &c. ; ces valeurs sont par conséquent, 
les intégrales complètes des 6quations ( A )  du no. précéclent. 

11 ne s'agit plus maintenant, que de déterminer les constantes N, 
.Nt, &c.; NI, NI', &ce; C, CI , &c. Les observations ne donnent point 
immédiatement ces constantes ; mais elles font connoître à une 
époque donnée, les excentricités e ,  e', &c., des orbites, et les 
longitudes .rs, .a', &c., de leurs périhélies, e t  par conséquent, les 
valeurs de IL, hl, &c., 2, Z', &c. : on en tirera ainsi les valeiirs 
des constantes précedentes. Pour cela, nous observerons que si 
l'on multiplie la premiére , la troisiéme , la ciiiqui&me, &c. , cles 
équations différentielles ( A ) du  no. précédent, respectiverneiit 
par N. m. fi, NI. m'. G1, &c.; on aura en vertu des équations (B), 
et des relations trouvées dans le 11". précédent, entre (o,i) et (l,o), 
(O, Y) et (a, O ) ,  &c. , 

dh dh' d ho 
N.-.m.t/a+N1.-.m'.<af +N''.-.m".(/;l"+&c. 

d t  dt d t  

Si 1'011 substitue dans cette équation, au  lieu de li, h', &c., 2, Z1, &cm, 
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leurs valeurs précédentes ; on aura, en couiparant les coefliciens 
des mêmes cosinus, 

Cela posé , si l'on multiplie les valeurs précédentes de h ,  h', &c., 
respectivement par N-nz. @, NI. m'. fit, &c. ; on aura en ~ e r t d  
de ces dernières équations, 

On aura pareillerneiit , 

En fixani l'origine du temps t ,  à l'&poque pour laquelle les valeurs 
de h ,  2, h', Z', &c. , sont supposées coiinues; les deux équations 
précédentes donnent 

N. h m . f i +  N'. h'm'.fÜÜ'+N".h"mo.fZ+ &c. 
tang. C = 

N.Ini.<a + N'.L'm'.<a'+ NJ/.I"m'/.fiZ' +&CL' 

Cette expression de tang. C ne renferme point d'indéterminée ; car 
q u o i q ~ ~ e  les constantes N ,  21", Nt', &c., dépendent de l'indéter- 
minée Ni-'); cependant, comme leurs rapports à cette indétermi- 
née sont connus par ce qui précéde , elle disparoit de l'expression 
de tang. 6'. Ayant ainsi determiné C , on aura au moyen de 
l'une des deux équations qui donnent tang. C; et l'on en concl~ma 
le  systême des indéterminées N, N ', N", &c., relatif à la racine g. 
En changeant dans les expressions précédentes, cetle racine suc- 
cessivement en g, , g, , g3 ,  &c. , on aura les valeurs des arbitraires 
relatives à chacune de ces racines. 

Si l'on substitue ces valeurs clans les expressions de h, Z, h', Z', &c. j 
on en tirera les valeurs des excentricités e , e', &c. des orbites, 
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et des longitudes d, &c., de leurs périhélies, au moyen des 
équations 

e'=h"+p ; - - h '" +Z'" &c. 

on aura ainsi, 

Cette quantité est constamment plus petite que (N+N,  +N,+&C.)~, 
lorsque les racines g, g, , &c., sont toutes réelles et inégales , en 
prenant positivement les quantités N, NI, &c. On aura parei1l.e- 
ment, 

d'où il est filcile de conclure, 
N I .  sin. {(g,-g).t+61-C) + N z .  sin. ((g,-g). t+C,-C) $, &c, 

tang.(.a-gt-C) = - 
N+IV, .COS.  {(g,-g) . t + 9 , 4 )  fn:. COS. {(g,-g). t+c2-c} $&c.' 

Lorsque la somme N, + N, + &c., des coefficiens des cosinus de 
ce dénominateur, pris tous positivement, est moindre que N, 
tang. (.a- gt-C> ne peut jamais devenir infini ; l'angle m-gt-C 

ne peut donc jamais alors atteindre le quart de la circonférence; en 
sorte que le vrai moyen mouvement du périhélie est dans ce cas, 
égal a gt. 

57. 11 suit de ce qui précède, que les exceiltricitée des orbites 
et les positions de leurs grands axes, sont ass~~jéties à des varia- 
tions considérables, qui changent à la longue, la nature de ces 
orbites, et dont les périodes dépendantes des raciiîes g, g, , g,, &c., 
embrassent relativement aux planètes, un  grand nombre de siè- 
cles. On peut ainsi considérer les excentricités, comme des ellip- 
ticités variables , et les rnouvemens des périhélies , coinine n'étant 
.pas uniformes. Ces variations sont très-sensibles dails les satellites 
de Jnpiter , et nous verrons dans la suite, qu'elles expliquent les 
inégalités siiiguliéres observées dans le mouvement du troisiènîe 
satellite. Mais les variations des excentricités ont-elles des limiies, 
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et les orbites sont-elles constamment peu différentes du cercle ? 
C'est ce qu'il importe d'examiner. Nous venons de voir ,  que si 
les racines de l'équatioii en g sont toutes réelles et inégales, i'ex- 
centricité e de l'orbite de nt, est toujours moindre que la somme 
N+ N,  + N, + &c. , des coefficiens dea sinus de l'expression de h , 
pris positivement ; et comme ces coefficiens sont supposés fort 
petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. En n'ayant 
donc égard qu'aux wriations séculaires, on voit que les orbitcs 
des corps nt ,  mr, mu, &c. , ne feront que s'applatir plus ou moins, 
en s'éloignant peu de la forme circulaire ; mais les positions de 
leurs grands axes éprouveront des variations considérables. Ces 
axes seront constamment de la même grandeur, et les moyens 
snouvemens qui en dépendent, seront toujours uniformes, comme 
oa l'a vu  dans le no. 54. Les résultats précédens , fondés sur  le  peu 
d'exçeiitricité des orbites, subsisteroiit sans cesse, et pourront 
s'étendre à tous les siècles passés et à venir ; en sorte que l'on peut 
alors affirmer que dans aucun temps, les orbites des planhtes et des 
satellites n'ont été et lie seront considérablement excentriques, du 
moins, si l'on n'a égard qu'à leur action mutuelle. Riais il n'en 
seroit pas de in&me, si quelques-unes des racines g, g, , g,, &c., 
étoient égales ou imaginaires : les sinus et les cosiiius des expres- 
sioiis de h ,  Z, h', If, &c. , correspondans à ces racines , se chan- 
geroient alors en arcs de cercle ou en exponentielles, et coiirrne 
ces quantités croissent indéfiniment avec le temps, les orbites fini- 
roient à la longue , par être fort excentriques ; la stabilité d u  
systême plané taire seroit alars détruite, et les résultats que nous 
avons trouvés , cesseroient d'avoir lieu. Il est donc très-intéres- 
sant de s'assurer que les racines g , gr, g,, &c. , sont toutes réelles 
et inégales. C'est ce que l'on peut démontrer d'une manière fort 
simple ,pour le cas de la nature, dans lequel les corps m , m', m", &ce, 
d u  s y s t h e  , circuleiit tous dans le même sens. 

Reprenons les éq~iations (A) du il0. 55. Si l'on multiplie la pre- 
mière par m. fi. h ; la seconde, par m. fli5.Z; la troisième, par 
m'. f i f . h ' ;  la quatriénie, par mr. faI.2'; &c,, et qu'ensuite on les 
ajoute ensemble ; les coefficiens de h1, h'Z', h"Z", &c., seront nuls 
dans cette somme ; le coefhcient de h'Z- h 2' sera Lo,ij*m* f a  
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-LI]. m'. vG', et il sera nul, cil vertu de l'éqiialion [cl. nt .  fi 
= [ i l .  m'. I/a;', trouvée dans le no. 55.. Les coefficiens cle hoZ-lzt ', 
itolf-h'l", &c. , seront nuls par la même raison; la ssmme des 
équations ( A ) ainsi préparées , se réduira donc B l'équatioii 
suivante : 

et par conséquent à celle-ci, 
O =  cde.  m. fi+ e'de'. nt'. fi'+ &c. 

E n  intégrant cette éq~iatioii, et en observant que par le n9 5 4 ,  le3 
demi grands axes a ; a', &c. , sont constans; on aura 

8%. m. fi$.e's.rn'. <a'+e"'.mf'. I/aU+&c. = constante; (u) 

Maintenant, les corps m,  m', rn: &c. , étant siippos&s circuler dans 
le même sens , les radicaux fi, fa', fi", &c., doivent être pris 
positivement dans l'équation précédente, comme on l'a v u  dans le 
no. 55; tous les termes du premier membre de cette équation sont 
donc positifs, et par conséquent, chacun d'eux est moindre que 
la constante du second membre ; or en supposant a une époque 
quelconque, les excentricités très-petites , cette constante sera fort 
petite; chacun des termes de l'équation restera donc toujours fort 
y etit , et ne pourra pas croître indéfiniment ; les orbites seront tou- 
jours à fort peu prks cjrculaires. 

Le cas que nous venons d'examiner, est celui des planètes 
et  des satellites du systême solaire ; puisque tous ces corps 
circulent dans le même sens, et qu'à l'époque où nous sommes, 
leurs orbites sont peu excentriques. Pour ne laisser aucun doute 
sur ce résultat important , nous observerons que si l'équation 
qui détermine g ,  renfermoit des racines imaginaires, quelques- 
uns des sinus et des cosinus des expressions de h ,  2, h', 
Z '  , t h . ,  se changeroient en exponentielles ; ainsi l'expression 
de h contiendroit un  nombre fini de termes de la forille 

f P.c , c 'étant le nombre dont, le logarithme byperboliclue est 
l'unité, et P étant une quantité réelle, puisque h ou e.siii,m est 

ft ft ft fa 
inne quantité réelle. Sojent Q . c  , Pf .c  , Qr.c , Po.c , &c., les 
termes correspondans de Z, h', I f ,  h", &c. ; Q , Pt, Q> P", &c. , ,étant 

Bfdcn~u. c b .  Tome 1. QS 
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encore c'les quantités réelles : l'expression de e' renfermera le terme 

lf a f t  
f Pa  + Q') . c ; l'expressionde erg renfermera le terme(P1"+ Q1").c , 
et airisi de suite; le premier membre de l'équation ( u )  renfermera 
donc le terme 

9 f i  
{(Pa+ Qa). m. fi+ (PlJ+ Q'".mf. @$ (P'"+ Q""). m". fl+ &c.) .C . 

ft 
Si l'on suppose que c soit la plus grande des exponentielles que 
eontiennent h , k, hl, Z', &c., c'est-à-dire ceIle dans laquelle f est 

2 f t  
le  plus considérable ; c sera la plus grande des exponentielles que 
renfermera le premier membre de l'équation précédente : le terme 
précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre terme de ce 
premier membre; ainsi pour que ce membre se réduise à une  

a f t  
constante, i l  faut que le coeEcient de c soit nul, ce qui donne 

Lorsque fi, fap, ( /an ,  &c. , ont le même signe, ou, ce qui 
revient au même, lorsque les corps rn , nz', m", circulent dans le 
meme sens, cette équation est impossible, à moins que l'on ne 
suppose P = O ,  Q = O ,  P' = O ,  &c. ; d'ou il suit que les quan- 
tités h ,  2, hl, Z1, &c., ne renferment point d'exponentielles, e t  
qu'ainsi, l'équation en g ne contient point de racines imaginaires, 

Si celte équation avoit des racines &gales ; les expressions de ?i, 
t ,  h', Z', &ce, renfermeroient, comme l'on sait, des arcs de cercle, 
et l'on auroit dans l'expression de h ,  un  nombre fini de termes 
de la forme P. tr. Soient Q. t', Pl. t', Q'. tr, &c., les termes corres- 
pondans de 2, h', Il, &c.; P, Q ,  P', Q', &c.,  étant des quantité3 
réelles ; le premier membre de l'équation (u) renfermera le terme 

Si t' est la plus haute puissance de r ,  que contiennent les valeurs 
de h ,  2, h', If, &c.; ta' sera la plus haute pniesance de t ,  renfermée 
dansle premier membre de l'équation (u) ; ainsi pour que ce membre 
puisse se réduire à une constante, il faut que l'on ait 

o=(Pa+Q").nz .  I/a+(Pf"+Q'").nz'. fi+ &c.; 

ce qui doline P.= O ,  Q = O ,  Pt= O ,  Q'=a; &c. Les expressions 
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J e  h ,  2, hl, I', &C., ne reilferiueiit donc n i  exponei~tielles', ni  arcs 
de cercle, et par coiiséquent , toutes les racines de l'équation en g, 
sont réelles et inégales. 

L e  systême des orbites de m, mi, m", &c. , est donc parfaitement 
stable relativemené8 leurs excentricités ; ces orbites ne font qu'os- 
ciller autour d'un état moyen d'ellipticité, dont elles s'écartent 
peu, en conservant les mêmes grands axes : leurs excentricités 
sont toujours assnjéties à cette condition, savoir que la somme de 
leurs quarrés multipliés respectivement par les masses des corps, 
et par les racines quarrées des grands axes, est constamment la 
inême. 

58. Lorsque 1'011 aura déterminé par ce qui précède, les 
valeurs de e et de m; on les substituera dans tous les termes des 

du 
expressions de r , et  - , données dails les no" précédens , en effa- 

d t  
çnnt les termes qui renferment le temps t,  hors des signes sinus et 
cosinus. La partie elliptique de ces expressioiis sera la même que 
dans le cas de l'orbite non troublée, avec la seule différence que 
l'excentricité et la position du  périhélie, seront variables ; mais 
les pé r i de sde  ces variations étant fort longues, à raison de lit 
petitesse des masses rn , m', m", &c., relativement à M; on pourra, 
supposer ces variations proportionnelles au temps, pendant un 
grand intervalle qui, pour les planètes, peut s'étendre A plusieurs 
siècles , avant et aprks l'époque où l'on fixe l'origine du temps. 
Il est utile , pour les usages astronomiques , d'avoir sous cette 
forme, les variations séculaires des excentricités et des péri- 
hélies des orbites : on peut facilement les conclure cles formules 
précédentes. E n  effet, l'équation e' = Jlya+ ï.) donne ede = hclh + Z l l ;  -,i 
o r  en n'ayant égnrcl qu"a7action de m', on a par le no, 55, 

partant 
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mais on a h'l-h Z'=e e'. sin. (mf-m) ; on aiira donc 

de 
- = E l .  e'. sin. (.a1- m) ; d t 

ainsi, en ayant égard à l'action réciproque des différens corps nt', 
lql', &c., on aura 

d e  , = [g . ef . sin. (ml- a) f FI. - e". sin. (d'-a) f &c. ; 

d e' - gr ( e . sin. (a -m') f [' . e" . sin. (a"- a') + &c. j 
d t 

&c* 
h 

L'équation tang. a = - , donne en la différentiant, 
I 
s".dm=Z.dh-h. d l .  

En n'ayant égard qu'à l'action de rr l ,  et substituant pour d h  et d l ,  
leurs valeurs, on aura 

s . d m  --- 
dt' 

-(o,i).(h"P) -FA. {hA'+rr}; 

ce qui donne 

on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m , m: 
m", &c. , 

d g '  e e" 
-2 ( l ,o)+( l ,  2)+ & G - [ ~ o ~ . ~ . c o s .  (a-a')-El.-. cos, (ml'-mr)-kC,; 
d t e e' 

&c. 
de dé' d m  dn' 

Si l'on multiplie ces valeurs (le - - , &c. , - - , &c., par 
d t '  dt d t  ' d t  

le temps t ;  on aura les expressions diffh~ntielles des variations 
séculi~ires des excentricités et des périhélies , et ces expressloris 
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qui  ne sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pour- 
ront cependant servir pendant u n  long intervalle , relativement 
aux planAtes. Leur  comparaison avec des observations précises 
et éloignées entre elles, est le moyen le plus exact de déterminer 
les niasses des plailétes qui  11'011t point de satellites. 011 a pour u n  

de t" dde 
temps queIconque t ,  l'excentricité e égale à e +  t .  - +-.-+ &c. ; 

d t  1 . 2  d t2  
de dde 

e - - , &c. ,  étant relatifs l'origine du temps t ,  ou ,4 l'époque. ' d t '  dta  
d e  

La valeur précédente de - donnera en la différentiant, et en 
nt  

drEe d"e 
observant que a, a', &ce, sont constans, les valeurs de - -, &c.; 

dta ' dt3 

on  p o ~ r r a  donc continuer aussi loin que l'on voudra, la sé& 

précédente, et par le méme procédé , la série relative A m: mais 
relativement aux planètes , il suffira, dans la colnparaison des ob- 
servations les plus anciennes qui nous soient parvenues, d'avoir 
égard au quarré d u  temps, dans les expressions en séries, de e , 
e', &c. ,  .a, w', &c. 

s9. Considérom présentement les éqoations rclntives Q 1.1 po- 
silion des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et ( 4 )  
du no. 53,  

On a par le no. 

C ~ P  m'n -- 
d t  

---.ana'.B('). (p- ; 
4 

dq m'n -=-.aaa'.B(').(p-p'). 
dt  4 

on a ensuite par le &me no., 

on aura donc 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 I O  M É C A N I Q U E  C É L E S T E ,  
Le second membre de cette équation est ce que nous avons clési~iié 
pnr ( O ,  1) dans le il0. 55; ü n  aura ainsi , 

4' - = (O) .l).(qt- y) ; 
d t 

~ = ( o ) l ) . ( p - p ~ )  tl t j 

De-là , il est ais6 de coi~cluïe que les valeurs de p , p , q', pfl &ce, -- 
seront déteriizii&x par le systême suivant d'équations différen- 
tielles , 

dp' - __ - - { ( ' , O )  +(1,+t-e;c.} .p'-i-(l,o).qt(i,z).pr'+&c. 
dt 

Ce systêrae d'équations est seniblable à celui des equations ( A )  du 
no. 55 : il coincideroit entièrement avec lui, si dans les équa- 
tions ( A ) ,  on changeoit h ,  I ,  h', Z', &c. , en q , p ,  y', pf ,  &c., 
et si l'on supposoit = (O, 1) ; [ C o ]  = (1, O), &c. ; ainsi, l'ana- 
lyse dont nous avons fait usage dans le no. 56, pour intégrer les 
équations (A) , s'applique aux équations (C). On supposera dow 

Q = N .cos.(gt+C)-i-l"T, .cos.(g,t+Cl)+I~, . c ~ s . ( g ~ t + ~ ~ ) - i - & ~ . ;  

p = N .sin. (g t-i- 6) -i- NI .sin. (g, t-i- C,) -i- N, .siil. (fit+ Cl) -t &c. ; 

= N ~ . C O S . ~ ~ ~ + ~ ) + N , ~ . C O S . ( ~ ~ ~ + C ~ ) +  N ~ ~ . C O S . ( ~ J - S ~ ~ ) + & C . ;  

p' = N f  . sia. ( g  $+ C) i; N:. siil. (g,t+ C,) + Nl. sin. (gJ+ 5) t ; 
&c. 
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et l'on aura par le no. 56, une 6quation en g du degré i, et dont 
les diverses racines serout g ,  g, , g,, &c. II est facile de voir  
qu'une cle ces racines est nulle; car il est clair que I'on satisfait aux 
équations ( C) , en y eixpposant p , p', p", &c. , égaux et constans, 
ainsi que pl, q', p", &c. ; ce qui exige que l'une des racines de 
l'équation en g , soit zéro, et ce qui l'abaisse au degré i - 1. Les 
arbitraires N, N,, N', &c. C, Cr, &c., se détermineront par la 
méthode exposée dans le no. 56. Enfin, on trouvera par l'analyse 
du  no. 57, 

d'oh l'on conclura, comme dans le no. cité, que les expressions de 

p , q y', &c., ne renferment ni  arcs de cercle, n i  exponentielles, 
lorsque les corps m., ml, m", &c., circulent dans le i&me sens ; et 
qu'ainsi , Z'dquation en g, a toutes ses racines réelles et inégales. 

On peut obtenir deux autres intégrales des équations (C). En 
effet, si  l'on multiplie la première de ces équations par m. fi, la 
troisième, par ml. (/a;', la cinquième, par m". fit', &c. ,9 on aura 
en vertu des relations trouvées dans le no. 55, 

ce qui doime en intégrant, 

con~tante=p.rn.I /a$~' .m' . l /a '+&c.  (1) 

On trouvera de la mêmè manière, 

constante = p . m .  fi +p'.rn'. 0'3. &a (2) 

Nommons p l'inclinaison de l'or bite de rn , sur le plan fixe , et 6 ,  
la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le même plan; 
la latitude de rn sera à très-peu près, tang. p.sin. (nt+€- 8 ) .  En 
comparant cette valeur à celle-ci, p. sln.(n tf $ ) - p .  cos, (nt+ E ) ~  

on aura 
p r= taurg. p. sin. 9 ; q = tang. v .cos. û ; 

d'oh l'on tire 
P tang.P= iP- ; fange=- - 
7 ' 

on anra donc l'inclinaison de l'orbite de m , et la position de suut 
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llceud, au moyeu des valeurs dep  ei. de g. E n  iiiarqunnt suc~essi- 
vement cl'u11 trait, de deux traits, &c., relativernent à ml, rd' ,  &c., 
les valeurs de tai lg.~ et de tai~g. 9; on aura les iirçlinaisons des 
orbites de m', ?no, &c. , et les positions de leurs iioeuds , au inoycn 
des quantités p', p", pl', &c. 

La yilaiitilé ~p"tq" ,es tnioi i~dreque 1asomnie~-FN,+N,+&C., 
des coefficiens des sinus de l'expression de q ; ainsi, ces coeficieiis 
étant fort petits, puisque l'orbite est supposée peu iiicliiiée au plan 
fixe, son itlcliiîûison sur ce plan, sera toujours peu considérable; 
d'oh il suit que le systêrne des orbites est aussi stable relativement 
W leurs itidinaisons, que par rapport à leurs exceiitricitt%. Oii 
peut donc consiclérer les inclinaisons des orbites, coniine des quan- 
tiiPs variables comprises entre des li~iiites déterinindes, et  les 
inouvemens des nmu.ds, coiiime ii'étaiit pas i~iîih-mes. Ces varia- 
tions "soilt très -selisibles dans les satellites de J ~ ~ p i t e r  , et nous. 
verrons dans la suite , qu'elles expliquent les phénomènes siiîgu- 
liers observés dans l'iiiclinaison de l'orbite d u  quatriénie satellite. 

Des expressions précédentes de p et de q , résulte ce théorême : 
Que l'on imagine un  cerclé dont l'incliiiaison au plan fixe 

soit A-, et dont gt+ C soit la longitude du  noeud asceniiarî t ; que 
sur  ce premier cercle, on imagine un  second cercle qui lui soit 
incliné de N,  , et dont g, t+ gr soit la longitude de son iiitersectioii 
avec le premier cercle ; que  LIT ce S C C O ~ I ~  cercle, on imagine u n  
troisième cercle, qui lui soit incliné de N,  , et dont g;t+ C, soit 
1û loiigitude de soli intersection avec le second cercle, et ainsi de 
suite ; la position du dernier cercle sera celle de l'orbite de m. 

En appliqiiaiit la même coiisti~iciion, aux expressions de h et 
rie Z du no. 56 ; on voit que la tangente de l'inclinaison du dernier 
cercle sur le plan fixe , est égale à l'excentricité de l'orbite de nt, 
et que la longitude de l'intersection de ce cercle, avec le même 
plan, est &gale à celle du périhélie $e Yorbiie de m, 

60. Il est utile, pour les usages astronomiqnes, d'avoir les 
variations différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites. 
Pour cela , reprenons les bquations du no. pr2cédelit, 
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Eii les différentiant, on aura 

dp.cos.e -Sq.sin.d 
dB= - 

tang  P 

Si l'on substitue pour dp et d p ,  leurs valeurs rloni~ées par k r  

équations ( C )  du no. précédent, on aura 
CE9 - = ( o , ~ ) .  tang. Q'. sin. (8 - 8 ' )  + ( O ,  2). taiig. q". sin (4 - G U )  + &G. 
c l  t 
de _ -  tang. p' ,, ---{(od) +(0,2)+firc.f + (0,1).- . cos. ( 8  - 6') tang. q 

tang. e" 
+(O> 2)------- *COS. (9 - 6") + &c. ; 

tang. p 

on aura pareillement, 
d 3' 
P- = ( ] , O ) .  tang. 0 .  sh.(d'- O )  + (i,:>). tang. 3".ein.(3- O") f Be.; 
db 
di' tang. 
- dt = -((1,0)+(1,2j+ &c.} + ( i , ~ ) . - - ~ . ~ ~ ~ .  tang. + (el- el 

tang. Q" . cos. (4'- O " )  5 &c. 

LES Astronomes rapportent les mouverneils célestes , H l'orbite 
mobile de la terre ; c'est en effet, du plan de cette orbite , que 
nous les observom ; il importe donc de connaître les variations 
des nœuds et des iiiclii~aisoils des orbites, relativement A I'éçlip* 
tique. Supposons ainsi, que l'on veuille déterminer les variations 
différentielles des nœuds et des iiiclinaisoiis des orbites, relati- 
vement .à l'orbite de l'un des corps m , m', mu, &c. ,  par exemple, 
à forbite de m. Il est clair que p. sin. (n't + E') -p. cos. (n't + 5 ' )  

seroit la latitude de nz'  LI-dessus du plan fixe, s'il étoit en mou- 
vement sur l'orbite de m. Sa latitude au-dessus du  même plan, 
est q' . sin. (n't 4- 5') -p' . cos. (n't +.sl) ; or  la différence de ces deux 
lütitudes est a très-peu près la latitude de rn' au-dessus de l'orbite 
de m ; en nommant donc 0,' l'inclinaison , et 8,' la longitude du 
nœud de l'orbite de m' sur l'orbite de m , on aura par ce qui 
précède, 

PI- P tang. P,' = p ) a  + (y' - g)< j tzng. O,' = -- 
4'- 4' 
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Si l'on prend poirr plan fixe, celui de l'orbite de m,  i une Cpoque 
donnée ; on anr,a à cette époque , p =O, q = O ;  mais les diKéren- 
tiellcs dp et dp lie seront pas nulles ; ainsi l'on aura 

ck~,'= (clp1-dp). sin. 8'4- (dpf- dg). cos. 8' ; 

(dpl- d p ) .  cos. 8'- (dq'- d q ) .  sin. 8' 
de,' = 

tang. Q' 

En substituant pour dp , dg, dp', clqf, &c., 1eu.r~ valeurs donnGcs 
par les équations ( C) d.u no. précédent ; on aura 
d3,' 
-= ((1,a)- ( o , 2 ) )  .tai~g.q'J.sii~.(8'-8r') 
d t  

+ { ( 1 , 3 )  - (O, 5)) . tang. Q"'. sin. (4'- O"') + &c-; 

tang. 9'' + {(l, 2 ) -  @,4} -- . cos. (9'- 8 " )  tang. 9' 

tang.$" 
, . COS. (ef - efll) + &c. + { 0 , 3 1 -  ( % 3 1 ) 7 - -  tang. q 

J1 est ftcile de concli~re de ces expressions , les variations des 
~ioe~ids et des inclinaisons des orbites des autres corps m", m"', &c., 
sur l'orbite mobile de m. 

6 1. Les intégrales trouvées précédemment, des équations dif- 
f'Areuitielles qui déterminent les variations des élémens des orbites, 
ne sont qn'approchées , et les- relations qu'elles donnent entre toiis 
ces élémens, n'ont lieu qin'en supposant les exceiltricités des or- 
bites et leuri inclinaisons, fort petites. Mais les intégrales (4),  ( 5 ) ,  (6) 
et ( 7 ) ,  auxcluelles nous sommes parvenus dans le no. 9 ,  donnent 
ces memes rapports, quelles que soient les excentricités et les incli- 

z ddy-y d x  
misons. Pour cela, nous observerons que - est le clouble 

d t  

de l'aire ciécrite durant l'instant d t ,  par la projection du rayon 
vecteur de la planéte m , sur le plan des x et des y. Dans le mou- 
vement elliptique, si l'on nkglige la masse dc la planète, vis-i-vis 
de celle du soleil, prise pour unité ; on a par les no" I g et 20, 

relativement an.plan de l'orbite de m ,  
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Pour rapporter au plan fixe, l'aire sur l'orbite, il faut la mu!- 
tiplier par le cosiiius de l'inclinaison q ,  de l'orbite à ce plan; on 
aura donc par rapport à ce plan, - 

xdy-ydx a.(i-e") 

d t 
= cos. p. va. (1-es, = I / -  - 

l+:ring.g? ' 
on aura pareillement, 

x'dy' -y'dx' a'. (1 -e l=)  

d t I + tangag'  ' 

Ces valeurs de x dy -y d x  , x'dy' -yfdx', &c. , peuvent être sm- 
ployées , lorsque 1'011 fitit abstraction des inégalités du mouvement 
des planètes, pourvu que l'on consiclère les élémens e ,  e', &c.,  
o , Q', &c., comme variables , en vertu des inégalités séculaires ; 
l'équatioii ( 4 )  du il0. g ,  cloiîiierri. donc alors 

a'. (1 - e'") 
c = nz. 

i + tangaVr + &c. i +tanp.' ip 

Eii négligeant ce dernier terme qui reste toujours de l'ordre mm', 
on aura 

Ainsi, quels que soient les changemens que la suite des temps 
apporte aux valeurs de e , e', &e. , a ,  9', &c., en vertu des varia- 
tions séculaires ; ces valeurs doivent toujours satisfaire à l'équa- 
tion pr6céclente. 

Si l'on néglige les quantités très-petites de l'ordre e4 ou e"q: 
cette équation donnera 

c =m. f i + m l .  @+ &c. -:.m. fi. {e"+tang."a} 
- i. m'. 0. (et"+ tang." q~')- &c. ; 

et par conséquent, si l'on néglige les quarrés de e , et, P , &ce, on 
aura m. (a + m'. fit+ &c. constant. On a vil précédemment, que 
si i'on n'a égard qu'a la première piiissance de la force perturba- 
t rice , a, a', &c. sont constans séparement ; l'équation précédente 

f tr  .L 
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rlonncra donc, en négligeant les quantités très-petites J e  l'ordre et, 

OU ea pP , 
const.= 7 1 2 . 6 .  ( ea+  tang.'p) $mr. {et'+ tang."~') + &c. ; 

Dnus la suppositioii des orbites presque circulaires, et peu incli- 
nées les unes aux antres, les variations séculaires des excentricités 
(les orbites, so:~t par le no. 55 ,  détermindes au moyen d'équx-. 
tioiw différentielles indépeiidantes des inclinaisons, et qui par con- 
séquent sont les mimes que si les orbites étaient clans uii même 
plan ; or  on a dans cette hypotlièse , 9 = O ,  Q' = O , &c. ; l'équx- 
tion précddenk devient ainsi, 

const. = eVm. @+et" m'. fit+ e'".ntrf. <ao+ &c. ; 
équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le no. 57. 

Pareillement, les variations séculaires des inc1,inaisons des or- 
bites, sont par le no. 59 , déterminées au moyen dyéquations diffé- 
rentielles inclépenclantes des excentricités, et qui par conséquent 
sont  les mênies que si les orbites étoient circulaires ; or on a dans 
cet.te hypothèse , e = o, e' = O ,  &c. ; partant, on  aiirn 

comt.=m. fi. tang." +m'. I/a'. tai~g." Q'+ m". fi", tai~g."~"f &c., 

équation à laquelre nous sommes parvenus <ians le no, 59, 
Si l'on suppose, cornme dans ce dernier no. , 

p=tang.p.siiî.U ; q=tang.p.cos.9 ; 

il est facile de s'assurer qiie I'iilclinaison de l'orbite de m sur l e  plan 
des x et des y, étant p,  et la longitucle de son ncend ascendant, 
eoinptée de l'axe des x ,  étant O ; le cosinus de l'iiicliiiaison de cette 
white sur le plan des x et des n , sera 

4 

I/ i + tang.Z 

x d y  -y d.z: 
E n  multipliant cette yuan tité par . 

d t 
- , OU par sa vareur 

x d z - z d x  V a .  (1 -et) , on aura la valeur de - ; l'équation ( 5 )  d u  
d t 

n? 9, donnera donc, en izégligeant les quantités de l'ordre m", 
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011 trouvera pareillement que l'équation (6) du no. 9, donne 

v' a.(i-e2) v- a'. (1  - e r 2 )  
c''=m.p. + nt' .pl. i- &c. 

i + tang."Q 1 tang."&' 

Si dam ces deux équations, en néglige les quantités de l'ordre e3, 
ou e\. 0; elles deviennent 

coiist. = rn q . fi+ dpf. l/a' + &c. 

const. = m p  . fa -!- mp'. &cd ; 

éq~iations ltuxquelles nous sommes déjh parvenus dans le il0. 59. 
Enfin, l'équation (7) du no. g , donnera, en observant que par 

p 2 , ~  ( d ~  +dy3 $- dz2)  
le no. 18 ,  -=-- 

d t2 
, et en i~égligeant les quaiititth 

a r  

de l'ordre rn n~', 
m m' m" 

const.= -+d+7 
a 

+ &c. 

Ces diverses équations subsistent eu Ggard aux inégalités à très- 
longues périodes , qui peuvent affecter les élémeiis des orbites de rn, 
m', &c. Nous avons observé dans le no. 54 ,  que le rapport des 
moyens mouvemei~s cl'e ces corps, petivent introduire dails les cs- 

pressions des grands axes clesorbites coilsidérécs coinine variables, 
des inégalités dont les argumens proportionnels au temps, croissent 
avec beaucoiip de lenteur, et qui ayant pour cliviseurs , les coeffi- 
ciens. du temps t, dans ces argumeiis , peuvent devenir sensibles, 
O r  il est visible qu'en n'ayant égard qu'aux termes qui ont de 
semblables diviseurs , et en coi.isidkrant 'les orbites comme des 
ellipses dont les démens varient à raison de ces -termes, les inté- 
grales (4) , ( 5)  , (6 ) et ( 7  ) du no. y , donneront toixjoitrs les 
relatioiis que nous veiioiis de trouver entre ces élémens ; parce 
que les termes de l'ordre mm' que nous avons négligés dans ces 
intégrales, pour en conclure ces relations , 11'011 t point pour divi- 
seurs, les trks-petits coeffi~iens dont nous venons de parler, ou 
du nioiiis , ils ne les renferment, que multipliés par une puis- 
sance des forces perturbatrices, supérieure & celle que I'on con- 
sidére. 

62. Nous avons observé dans Irs no'. ai. et 2 2  du premier 
Livre, que dans le mouvement d'un systême de corps, il e:;.isfe s n  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



318 ~ ~ É C A N I Q U E  C ~ L E S T E ,  

plan invariable ou conservant toujours une situation parallèle, 
qu'il est facile de retrouver dans tous les temps , par cette condi- 
t ion,  que la somme des masses du systême , multipliées respec- 
tivenieiît par les projections des aires décrites par leurs rayons 
vecteurs, dans un  temps donné , est un maximum. C'est pïincipa- 
leinent dans l a  théorie du systênie solaire, que la reclierche de 

ceplaii est importante, v u  les mouvemens propres des étoiles et cle 
l'écliptique, qui  rendent très-difficile aux Astronomes, la déter- 
niiiiatioii précise des mouvemens célestes. Si l'on nomme 7 l'incli- 
naison de ce plan invariable, sur celui des x et des y ,  et r~ la 1011- 
gitude de son iiocud ascendant; il résulte de ce que iious avoiis 
di:irioiitré dans les no" 21 et 22  ~ L Z  premier Livre, que l'ou aura 

c" c' 
tang. y. si~i.  n = - ; tang. y. cos. ri = -; 

C c 

et par conséquent, 

m.  f a .  (i-e2).sin.p.cos.d+m'. / a ' .  (i-e'2).~in.7'.cos.8'-f- 
taiig.p.cos.Ii= -A -. 

m. v a .  (1-ea) . cos.ip + m'. /a ' . ( i -e '") .  cos. q'+ th.  

011 déterminera facilement, au  moyen de ces 'valeurs, les deux 
angles y e t  ï~. On voit que pour déterminer le plan invariable, 
il fauclroit connoître les masses cles comètes, et les élérnens de 
leurs orbites ; heureusement, ces masses paroisseiit être fort petites, 
en sorte que 1,011 peut, sans erreur sensible , iiégliger leur action 
sur les planètes ; mais le temps seul peut nous éclairer sur ce point. 
On peut observer ici, que relativement à ce plan invariable , les 
vale~n-s de p , p , p', p', &c. , ne renferment point cle termes cons- 
ians ; car il est visible, par Jes équations (C) du no. 5 9 ,  que ces 
termes sont les uièmes pour p , p', p", &c., et qii'ils sont encore les 
mêmes pour q , g', g", &c. ; et comme relativemelit an plan inva- 
riable, les constantes des premiers membres des équations ( i ) 
et (a) dn no. 59, sont nuls; les termes constam clisparoisseiit en 
vertu de ces équations, des expressions de p, p', &c, 9 ,  p', &c. 

C~nsidérons le mouvement cle deux orbites, en les supposant 
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inclinées l'une A l'autre, d'un angle quelcoique ; on aura par le 

c1=sin.q.cos. 0.m. Va. (1-e")-+sir~.~'.cos.fl'.m'. f a ' .  (1 -eJn) 

/ c'/=sin.p.sin. 8.m. I/a.(i-e9)+sili.~'.sin. df.m'. t a'. (1-el"; 

Supposoiis que le plan fixe auquel on r a~po r t e  le msuvemeiit des 
orbites, soit le plan invariable dont nous venons de parler, et par 
rapport auquel les coi~stantes des premiers membres de ces éqna- 
tions, sont nulles, cornnie on l'a v u  dans les no" 2 1  et 22 cl& 
premier Livre. Les angles Q et Q' étant positifs, les équations pré- 
cédentes donnent les suivantes : 

m .  va. (1-e") . sin. q = ni. /af. (1- e'"). sin. a'; 

d'qu l'on tire 8' = 9 + la demi-circonf4rence; les nœuds des orbites 
sont par conséquent sur la même ligne ; mais le ilcend ascenciant, 
de 1'~ine coincide avec le nœud descendant de l'autre ; en sorte qiie 
l'iilclinaison mutuelle des deux orbites , est égale P 9-i- P'. 

On a par le il0. 61,  

c=m.i/a(i-e'). cos. r+inf.I/a'.(i-ei?.cos. QI; 

en combinmt cette équation avec la précédente entre sin. e e t  
sin. on aura 

s rn c . COS. O. va . (i-eZ) .= ca -t m'. a .  (i -e9)-m" . a'. (i -el2). 

Si 1'011 suppose les orbites circulaires , ou du moins, assez peu 
excentriques pour que l'or1 puisse négliger les quarrés de leur'; 
excentricités ; l'équation précédente donnera o constant : par In 
meme raison , 9' sera constant ; les inclinaisons des plans des orbites 
sur le plan fixe, cf sur elles-mêmes, seront donc alors constmles, 
et ces trois plans aaront toujours une intersection commune. Il e n  
résulte que la variation moyenne instniitanée de cette in+ersecticiia 
est toujoiirs la même ; puisqn'elle ne peut être qu'une foilction 
de ces inclinaisons. Lorsqin'elles sont fort petites, on trouvera 
facilement par le ri0. 60, et en vertu de ln relaiion précédente 
entre sin.9 et sine', que pour le temps t ,  le rnonvement de cette 

in tersection est - { ( O ,  1) +- (1, O)). f, 
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La  position du plan invariable auquel nous venons de rapporter 
- 

le  mouvement des orbites, est facile à &terminer pour un instant 
quelconque ; car il ne s'agit que de partager l'angle de I'ii~clinaisoii 
mutuelle des orbites, en deux angles Q et Q', tels que l'on a i t  l'équa- 
tion précédente entre sin. p et sin. 4. En désignant doiic par m, cette 
uiutuelle iiicliiiaisoil , on aura 
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Seconde méthocle d'opproo"hation des mouoemeits célestes. 

63. ON a v u  dans le Chapitre II, quo les coordonn6es des corps 
céldtes, rapportées aux foyers des forces principales qui les 
animent , sorit déterminées par des equations diffkrentielles du 
second ordre. Nous avons intkgré ces équations dans le Chapitre III, 
en n'ayant égard qu'aux forces principales , et nous avons fait voir 
que dans ce cm , les orbites sont des sections coniques dont 
les élémens sont les constailtes arbitraires introduites par les inté- 
grations. Les forces perturbatrices n%joutaiit que de petite3 iné- 
galités, au mouvement elliptique; il est naturel de chercher à 
ramener aux loix de ce mouvement, le mouvement troublé des 
corpsccélesfes. Si l'on applique aux équations différentielles CILI 
mouvement elliptique, augineiitées des petits ternies dus aux forces 
perturbatrices, la ni.étliode d'approximation exposée dans le no. 45; 
on pourra encore considérer les mouvemens célestes dans les or- 
bites rentrantees , comme étant elliptiques ; mais les élémens de 
ce mouvement, seront variables, et l'on aura leurs variations par 
cette méthode. Il ep ,r'.6stilte que les équatioris du ~ o u v e m e n t  , 
étant différentielles du second ordre , non-seulement leurs inté- 
grales finies , mais encore leurs intégrales infiniment petites du  
premier ordre, sont les mêmes que dans le sas des ellipses inva- 
riables ; en sorte que l'on peut différentier les tiquaiions finies du 
mouvement elliptique, en traitant les élémens de ce mouvement, 
comme constans. 11 résulte encore de la même +thode, que les 
équations de ce mouvement, différentielles du premier ordre , 
peuvent être différentiées, en n'y faisant varier que les élémeils 
des orbites, e t  les premières diEérences des coordonnées; pourvu 
qu'au lieu des différe~ces secondes de ces coordonnées, on ng subs- 
tituc qne la partie de leurs valeurs, due aux f~rces  perturbatrices. 

;RGcm-. C ~ L ,  Tpme I ,  3 s .  
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Ces résultats peuvent être iminédiatement tirés de la considera- 
tioiz di1 mouvement elliptique. 

Pour  cela, concevons ilne ellipse passant par une planète et par 
l'élénieilt de la courbe qu'elle décrit, et dont le centre d u  soleil 
occiipe le foyer. Cette ellipse est celle que la planète décrirait inva- 
riablement, si les forces perturbatrices cessoient d'agir sur  elle. 
Ses démens sont constaiis pendant l'instant d t ; ]nais ils varient 
ci'uii instant à l'autre. Soit donc Y= O ,  une équation finie à l'ellipse 
invariable, y éti31lt fonction des coordoiinées rectangles x ,  y, z , 
et; des parainktres c ,  cf, &c. , qui sont foi~ctions des élénieni du 
mouvement elliptique. Cette équation aura encore lieu pour l'el- 
lipse variable; mais les paramètres c ,  cf, &c., ne  seront plus cons- 
tans. Cependant , puisque cette ellipse appartient à l'élément de 
lacourbe décrite parla planéte, durant l'instant dt; l'équation y = o  
aura encore lieu pour le premier et le dernier point de cet élé- 
ment ,  en  regardant c ,  c', &c., comme constans. On peut donc 
difiérentier cette équation une première fois, en n'y faisant varier 
que x ,  y, w , ce qrii cloime 

0 1 1  voit aimi la raison pour laquelle les équations finies de l'ellipse 
invariable, peuvent, dans le cas de l'ellipse variable, être difié- 
reilliées une première fois, en traitant les paramètres comme 
coi~stans. Par  la niême raison , toute équation différentielle du 
premier ordre, ir l'ellipse invariable, a également lieu pour l'ellipse 
variable ; car soit Y' = O  une équation de cet ordre, 7' étant 

d x  d z  
fonction de x , y, z , - dy - et des paraniètres c ,  c l ,  &cw 

d t  dt ' d t  

11 est clair que toutes ces quantités sont les memes pour l'ellipse 
variable, que pour l'ellipse invariable qui coincide avec elle, pen- 
dant l'instant dt .  

Présentement, si nons considérons la pl;inète, A la fin de l'ins- 
fant dt  , on au coinmencement de l'instant suivant ; la fonction 
ne variera de l'ellipse relative à l'instant dt  , 4 l'ellipse coiisécu- 
tive , que par la vtiriation des paramètres, puisque les coor- 
données a, y , z , relatives à la fin du premier instant, som les 
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inêines pour ces deus  ellipses ; ainsi , la fonction y étant izulle , 

. de'+ &c. ; (i') 

Cette équation peut se déduire encore de l'équation 720, en y 
faisant varier à la fois, x , y ,  z , c , c', &c. ; car si l'on retïailclie 
l'équation ( i )  , de cette diffhrentielle , on aura l'équation ( i f ) .  

E n  différentiant l'équation (i) , on aura une nouvelle équation 
en dc ,  d cf, &c. , qui avec l'équation (i'), servira à déterminer 
les paramétres c , c', &c. C'est ainsi que les Géomètres qui se sont 
occupés les premiers , de la théorie des perturbations célestes, ont 
délerminé les variations des i~œuds et des inclinaisons des orbites : 
mais on peut siinplifier cette différentiation, de la manière sui- 
.vante. 

Coi1sid6rons généralellient l'équation diff6rentielle du premier 
ordre 7' = O, équation qui, coinnie on vient de le voir, coiivient 
également à l'ellipse variable , et à l'ellipse invariable qui, dans 
l'instant df , coiilcide avec elle. Dans l'instant suivaiît, cette équa- 
tion convient encore aux deux ellipses, mais avec cette différence, 
que c , cf, th., restent les inêmes dans le cas de l'ellipse iiivaria- 
ble , au lieu qu'ils cliangent avec l'ellipse variable. Soit y'' ce que 
devient Y', lorsque l'ellipse est supposde invariable ; soit y,' ce q ~ i e  
devient cette même fonction , dans le cas de l'ellipse variable. 11 
est clair que pour avoir y", il faut changer dans y', les cooiclon- 
nées x ,  y ,  z ,  qui  sont relatives au commeiiceme~it du premier 
instant dt, dans celles qui sont relatives au commencernent du 
second instant; il faut ensuite, augmenter les dirérences premières 
dx , dy , dz , respectivement des quantith d dx ,  ddy , d dz , 
relatives à l'ellipse invariable , l'éltimeiit dt du temps, étant sup- 
posé constant. 

Pareillement, pour avoir y,', il faut changer dans Y ,  les coor- 
données x , y ,  z , dans celles qui sont relatives au commencement 
du second instant, et qui sont encore les mêmes dans les deux 
ellipses; il faut ensuite augmenter d x , dy , d z  , respectivement 
des quantités ddx ,  d dy , d d z  ; enfin, il faut changer les para- 
~rrètres c , c', fkc. , dans c+ clc , cf +dcf;  &c, 

S s  2 
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Les va1eurs de ddx , ddy , d d z ,  ne sont pas les mêmes dam 
les deux ellipses ; elles sont augmentées, dans le cas de l'ellipse 
variable, des quantités dues aux forces perturbatrices. On  voit 
ainsi que les cieux fonctions y"' et 7,' ne diE&rent qu'en ce que 
dans la seconde, les paramètres 6, cc', &c., croissent de dc ,  dc', Src.; 
et les valeurs de d d x ,  ddy , d d z  , relatives à l'ellipse invariable , 
y sont augnîeritées des quantités dues aux forces perturbatrices. On 
formera donc 7,'-y", el7 différentiant y', dans la supposition 
de x, y ,  z , constans, et de d x ,  dy , dz , c , c', &c., variahles, 
pourvu que dans cette différentielle, on substitue pour ddx , ddy, 
dd z , &c. , les parties de leurs valeurs, uiiiquement dues aux forces 
perturbatrices. 

Maintenant, s i  dans la fonction 7"- Y', on substitue au liczi 
de d d x ,  ddy , d d z ,  leurs valeurs relatives au mouvement ellip- 

- 

a d x  d y  d z  
tique, on aura une fonction de x , y ,  z ,  x, ;i; , d;-, C ,  C> &c. , 
qui dans le cas de I'ellipse invariable, est nulle; cette fonction est 
donc encore nulle dans le cas de l'ellipse variable. On a évidem- 
ment clans ce dernier cas, 7,'- y'= O ; puisque cette équation 
est la dXéreiilielle de l'équation y' = o : en en retranchant l'équa- 
tion V"- y'= O ,  on  aura y/'- y''= 0. Ainsi l'on peut dans 
CF: cas, différentier l'équation y'= O ,  en n'y fa i sn t  varier que dx, 
dy, dz , c ,  cc', &c., pourvu que 1'011 substitue pour ddx , ddy , 
ddz , les parties de leurs valeurs, relatives aux forces perturba- 
trices. Ces résultats sont exactement les mêmes que ceux auxquels 
nous sommes parvenus dans le no. 45, par cles coiisidéiations 
purement analytiques ; mais vu  leur importance, nous avons cru 
devoir les déduire ici, de la considération du mouvement e l l i p  
tique. Cela posé; 

64. Reprenons les équations (P) du no. 46 ,- 
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Si 1'011 suppose R = O, on aura les équations d ~ t  nioi;~vernent ellip- 
iique , que nous avons intégrées clans le Chapitre III. NOLES 
soniines pürveiiusdaiis le no. ;18, aux sept intégrales suivantes : 

Ces intégrales donnant les arbitraires, en fonctioas des coordon- 
nées et de leurs premikres différences ; elles sont SOUS une forme 
tres - commode, pour dé terniiner les variations de ces arbitraires, 
Les trois premières intégrales donnent en les différentiant, et en  
ne faisant varier par le il0. précédent , que les paramètres c , cf, c", 

et les premières différences des coordonnées , 

En substituant, au lieu de ddx ,  ddy , ddz,  les parties de leurs 
valeurs dues aux forces perturbatrices , et qui en vertu des éqaa- 

tions différentielles (P) , sont -a. (g) ,-dtn . ($),-dta. (g); 
011 aura 

dcf= d t .  { z. (E) - 43 ; 

011 a vil dans les nos. 18 et i g  , que les paramètres c , cf, cf', d&er- 
minent trois dlémens de l'orbite elliptique, unvoir, I'iiîelinaison p 
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de l'orbite, siIr le plan des x ci  dcsy ,  et  la longitude 0 de son nœud, 
au moyen des équations 

et le demi-paramètre a. (1-e"), de l'ellipse, au rrioyeil de l'éqiiatioii 
I 0, pal(i-ea)=ca+c"$c . 

Ces ndmes équations subsisteizt encore dans le cas de l'ellipse 
f Il variable , pourvu que l'on détermine c ,  c ,  c , au moyen dcs équa- 

tions diiférentielles précédentes. On aura ainsi le l~aramétre de 
l'ellipse variable, soli inclinaison sur le plan fixe des x et des y,  
et la position de son noeud. 

Les trois premières des équatioiis (p) nous ont doilné clans lc 
il0. 19 , l'ii~tégrale finie , O = c"x - c'y+ c z : cette équation suh- 
siste encore dans le cas de l'ellipse troublée, aimi que sa premiére 
CliEérence, O = c". dx  - cf .  dy + c. dz? prise en regardant c , c', c", 
comme constans. 

Si l'on diflrérentie la  quatriéme, la cinquième et la sixième des 
intégrales ( p  ) , en n'y faisant varier que les paramètres f ,  f ', f 
et les différences d x ,  dy , d z  ; si l'on substitue ensuite, au lieu 

de ddx,  ddy , ddz  , les q~inntités - clta. ( )  -dP. (g), 
- d  ta.  (2) , on aura 
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Enf i i~ ,  la septiéme des intégrales (p)  , différentiée cle la même 
manière, donnera la varialion du demi-grand axe a ,  au moyeii 
de l'équation 

la différentielle d R  se rapportant aux seules coordonnées x , y ,  a ; ,  

du  corps m. 
Les valeurs de f 7  f', f", déterminent la loiigitude de la projec- 

tion du périhélie de l'orbite, sur le plan fixe, et le rapport de 
l'excentricité au demi-grand axe'; car I étant la longitude de cette 
projection, on a pr le 11". i g ,  

f' tang. I = - 
f ' 

et e étant le rapport de l'excentricité au demi-granil axe , on a par 
le même no., 

p.  = ~f.+f"+f'" 
Ce rapport peut encore être déterminé, en divisant le &mi-para- 
métre a.  (1- e") ,  par le demi-grand axe a : le quotient retranclié 
de l'unité, donnera la valeur de e". 

Les intégrales (p ) ont donné par l'élimination , clans le no. 19, 
l'intégrale finie, o = u r- itz-1-fx+ fi+ f z : cette équation suh- 
siste encore dans le cas de l'ellipse troublée , et elle détermine A 
chaque irlstant, la nature de l'ellipse variable. On peut la différend 
tier , en  regardant f ,  f', f", comme constans, ce qui donne 

O = pdr-i-fclx+fdy+f"dz. 

Le demi-grand axe a donne le rnoycii mouvement de m, on plris 
exactement, ce qui dans l'orbite troublde , répond au moyeii mou- 
vement dani5 l'orbite non troublée ; car on a par le no. 20, 

3 - - 
n=a. '.fi; de plus, si l'on désigne par 3 le moyen rnouve- 
ment de m , on a clans l'orbite elliptique invariable cl( = n d t : 
cette équation a également lieu dans l'ellipse variable , puisqu'elle 
est différentielle du premier ordre. En la difl'érentiant, on aura 
cZd(=dn.dt ;  or on a 

3an p 3 a n . d R  
dn =-.a?.- = 

l* 
Y 

2% a 
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partant 

Enfin , on a vu da115 le ilo. 18 , que les intégrales ( p  ) n'iquivaleiit 
qu'à cinq intégrales distinctes, et qu'elles donnent entre les sept 
paramètres, c , c', cf', f, f', f ", et e,  les deux équations de con- 
dition , 

ces équations ont donc encore lieu dans le cas de l'ellipse variable, 
pourvu que les paramètres soient déterininés par ce qui préctide. 
On  peut d'ailleurs s'en assurer facilement àposteriori. 

Nous venons cle.déterininer cinq éléinens de l'orbite troublée, 
savoir, son inclinaison, la position de ses nœuds, son demi-grand 
axe qui dçnne son moyen mouvement, son excenti-icilé, et 1s 
position du périhélie. I l  nous reste à déterminer le sixièiiie élérrieilt 
du  mouvement elliptique, celui qui dans l'ellipse non troublée , 
répond à la position de rn , à une époque donnée. Pour cela, re- 
prenons l'expression de dt  du no. 16, 

Cette éqination développée en série, nous a donné dans le no. cité, 

n d t = d v .  (1 + E ( ' ) . c o ~ . ( ~ - ~ ) + E ~ ~ ) , c o s . ~ ( v - a ) + & c . } .  

En intégrant cette équation dans la supposition de e et de .a cons- 
fans , on aura 

E étant une arbitraire. Cette intégrale est relative à l'ellipse inva- 
riable : pour l'étendre a l'ellipse troublée, il faut qu'en y faisant 
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tout varier jusqu'aux arbitraires t ,  e et .m qu'elle renferme, sa 

différentielle coiiicide avec la précédente ; ce qui donne 

u-.a est I'aiiomalie vraie de rn , comptée sur l'orbite , et 5 est 1 , ~  
loi~giti-irle du p6rihdie , comptée pareillement sur  l'orbite. Noris 
avons déterinilié précédenimen t ,  la lorigilurie 1 de la projection d:i 
périlielie sur  le plan fixe ; or on a par le il". 22, en chai~geaiit v 
eu m , et v , en 1 dans l'expression de Y - C, de ce ri0., 

En supposaii t ensuite u et u, riuls dans cette m h e  expression, 012 n 

C= 9-ttang."$~.sin. a d +  &ç, 

p r t a n t  
.a = 1 $ tangai  Q. {siil, 2 û + siiz 2 (1 - O ) }  -+ &e, ; 

ce qui donne 

d m  = dl. {i -l-z tang.'; p.cos. 2 (1- fl)+ &c.} 

T-dB.tang."+p. (cos.25-cos. 2(1-0)+&c.E 

Ainsi, les vaIeurs de d I ,  d9 et dq étant déterminéee par ce qui 
pécède ; on aura celle de d g ,  d'où l'on tirera la valeur de de. 

suit de-là que les expressions en séries , du rayoui vecteur, de 

sa projection sur le plan fixe, de la longitude rapportée soit sur le 
plan fixe, soit sur l'orbite, et de la latitude, que nous avons 
données dans 'le no. 2 2 ,  pour le cas de l'ellipse invariable, ont 
également lieu dans le cas de l'ellipse troublée, pourvu que l'on y 
change n t ,  en f n d t  , et que l'on détermine les él6mens de 1'ellip;e 
variable , par les formules précédentes. Car, puisque les équ~it' a loris 

finies entre r ,  Y ,  s , x , y-, z , et f n d t  , sont les mêmes dam les 
deux cas, et que les expressions en séries, du no. 22 , rdsultent 
de ces équations, par des opérations analytiques entièrement indé- 
pendantes de la constance ou de la variabilité des élémem ; il est 

Mhciw. tir,. Tome 1. Tt 
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clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des éleinens 
variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excentriques ,telles que les orbites 
cles comètes ; il faut changer un  peu l'analyse précédente. L'iricli- 
naison Q de l'orbite sur le plan fixe, la longitude 6 de son nœud 
ascendant, le demi-grand axe a ,  le demi-paramètre a. (1-e") , 
l'excentricité e ,  et la longitude 1 du  périhélie sur le plan fixe, 
pourront être déterminés par ce qui  précède. Mais les valeurs de .?p. 

et de d m  étant données en séries ordonnées par rapport aux puis- 
sances de tang. $@ ; il faut pour les rendre convergentes, choisir 
le  plan fixe, de rnanibre que tang.f Q soit peu considérable , et 
ce qu'il y a de plus simple pour cet objet, consiste à prendre pour 
plan fixe, celui de l'orbite de m , à une époque dannée. 

La valeur préc6dente de de ,  est exprimée par une série qui 
n'est convergeilteque dansle cas oùl'excentricité de l'orbite est peu 
considérable ; on ne peut donc pas l'employer dans le cas présent. 
Pour y suppléer, reprenons l'équation 

1 

d t . f i  d v . (1 - e"); --= 
9 - 

a' 
{ 1 + e. cos. ( v  -a)} "' 

Si 1'011 fait 1 -e  = cb , on  a par l'ailalyse du no. 23 , dans le cas de 
l'ellipse invariable , 

T étant une arbitraire, Pour  étendre cette éqiialioi~, à l'ellipse 
variable ; il faut la différentier, en ne faisant varier que T, le demi- 
paramètre a. (1 - e"), a et  a. On aura ainsi m e  équation diffé- 
rentielle qui déterminera T; et les éqinations finies qui ont lieu 
dalis le cas de l'ellipse invariable, subsisteront encore dans le cas 
de l'ellipse troublée. 

65. Considérons particulièrement les variations des élérncns 
de l'orbite de rn, dans le cas des orbites peu excentriques et peu 
inclinées les unes aux autres. Nous avons donné dans le no. 48, la 
manière de développer alors R ,  en série de sinus et de cosinus de 
la forme r n l ~ ,  cos. (irn't- i n  t fA) , & et A étant des fonctions 
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des excentricités et des inclinaisons des orbites, des positions de 
letirs nœuds et de leurs périhélies, des longitudes des corps à 
une époque donnée, et des grands axes. Lorsque les ellipses sont 
variables, toutes ces quantités doivent être sqposées varier con- 
formément à ce qui précéde; il faut de plus, changer dans le terme 
prdcédent , l'angle i'nrt- i n  t , en ir.fnrd t - i ,j'n d t, OU ce qui  
revient au même , en i'c-i<. 

Maintenant, on a par le no, précédent, 

La différence d R étant prise uniquement par rapport aux coor- 
données x ,  y ,  z , du corps rn , on ne doit faire varier dans le 
terme ml&. cos.(if('- i[+ A) de l'expression de R, développée en 
série, que ce qui dépend du mouvement de ce corps ; d'ailleurs, 
R étant une fonction finie de x ,  y, e , x', y', a', on peut, par le  
no. 63, supposer les &lémens de l'orbite, constans dans la diffé- 
rence dR; il suffit donc de faire varier (dans le terme précédent, et 
comme la différence de ( est ndt, on aura imf . An&. sin.(ir<'-i(+A), 
pour le terme de d R, qui correspond au terme précédent de a, 
Ainsi, en n'ayant égard qu'à ce terme, on aura 

3im' Q=- . ff a kn'dt". sin. (i'c- i (+A). 
C* 

Sil'on néglige les quarrés e t  les produits des masses perturbatrices, 
on pourra dans l'intégration de ces termes, supposer les élérnens 
du mouverneiit elliptique coiistails , ce qui change en n t ,  et 
II  eu n't j d'ch l'on tire 

1 - 2irn'n.k 
- _-  . cos. (irnrt -in tf A) 3 
a p-(i'ni-in) 

3im'an2k +- , sin. (i'n't - in 6f A). 
p .(ifn'-in)l 

On voit par-lk, que si Zn'- in n'est pas nul, les quantités a et ( 
Tt r 
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ne renferment que cles inégalités périodiques, en n'ayant é p d  
qu'à la première puissance de la force perturbatrice; or  i et i' étant 
des nombres entiers , l'équation i'nr-in = O ,  ne peut pas avoir 
lieu, q~iand les moyens mouvemensde m et de nt' sont incommen- 
surables , ce qui est le cas des planètes, et ce que l'on peut ad- 
mettre généralement, puisque n et nr étant des constantes arbi- 
traires susceptibles de toutes les valeurs possibles , leur rapport 
exact de nombre à iiornbïe , est infiniment peu vraisemblable. 

Nous sommes donc conduits h ce résultat remarquable , savoir, 
que les grands axes des orbites des planètes et leurs moyens moe- 
vemens , ne sont assujétis qu'à des inkgalités pérîodiques dépen- 
dantes de leur configuration entre d e s ,  et qu'ainsi, en négligeant 
ces q~~ant i tés  , leurs grands axes sont constans , et leurs moyens 
mouvemens sont uniformes : résultat conforme ii celui que nous 
av8ns trouvé par une autre méthode, dans le no. 54. 

Si les moyens mouvemens nt et n'f , sans être exactement coni; 
uieiisurables , approchent beaucoup d'être dans le rapport de i' Ai; le 
diviseur i'nl- in  , est fort petit, et iI peut en résulter d'am < et (', 
des inégalités qui croissaut avec une grande lenteur, pourront 
donricr lieu aux observateurs, de penser que l'es moyens monve- 
mens des. deux corps m et m' ne sont p u   ini if or mes. Nous verrons 
dans la théorie de J~lpiter  et de Saturne, que cela est arrivS rela- 
tivement E ces deux planètes : leurs moyens mouveniens sont tels 
que deux fois celui de Jupiter, est A fort peu près égal à cinq 
fois celui de Saturne ; en sorte que 5 n'- z n n'est pas la soixmte- 
quatorzième partie de n. La petitesse de ce diviseur, rend trés- 
sensible , le terme de l'expression de 1, dépendant de l'angle 
5 n't - 2 n t  , quoiqu.51 soi* de l'ordre Z - i , ou du troisième ordre 
par rappor t aux excentricités et auxinclinaisons cles orbites, comme 
on l'a VU dans kn0. 48,L'analyse.précédente donne la partie la plus 
sensible de ces inégalités; car la variation de Ia longitude moyenne 
dépend de deux intégrations , taildis que les variations des autres 
éléinens du rnornveuiiez elliptiqué ,. ne dépendent que d'iine seule 
intégration; il n'y a conséquemment, que les termes de l'expression 
de !a longitude moyenne , q,ui puissent avoir le quarré (i nt- i n)', 
pour divise~u-; en n'ayant donc égard qu'à ces teriucs qui, la 
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petitesse de ce diviseur, doivent être les plus cunsidérables , il 
suffira, dans les expressions clu rayon vecteur, de la  longitude 
et de la latitude, d'accroitae. de ces termes, la loiigitude moyenne, 

Quand on a les illégalités de ce genre, que l'action de m' produit, 
dans le moyen mouvement: de n z .  il est facile d'en coiicJure les 
iriégüli.tés correspondaiites que l'action de m produit dans le moyen 
mouvement de m'. Eii effet, si l'on d a  égard qu'à l'action mutuelle 
des> trois corps M, m et m' j la formule (7  ) du no. CJ , donne 

a M m  a Mm' a m m" 

La dernière des intégrales (p) du no. précédent, donne eq Y subs- 
P tituant pour - , l'intégrale afd R ,. 
a. 

Si l'on nomme ensuite R', ce que devient 8, lorsq,ue l'on considé ie 
l'action de m sur m', o n  aura 

la caractéîisti y ue différeii%iekle d' ne se rapportant qu'aux c o o ~  
dx2+ dya$dza 

données x', y', z' du corps ml. Eiz snbstituaiit. au lieu de 
d 6' 

drr2+dyryly+dz1* 
etde  d p  - , ces valeurs- dans l'équation (a) ;. on aura  
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11 est visible que le secoiid membre de cette équation nc renferme 
point de termes de l'ordre des quarrés et des produits des masses m 
et m', qui aient pour diviseur i'nf-in; en n'ayant donc Pgard 
qu'a ces termes, oii aura 

ainsi, en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur 
(Znf-in)", on aura 

3. / Ja'n'd t . CR' m.(M+m).a'rtr S . [ f a n d t . d R  
y=- - 

M +  nt' mf.(IcI+m').an ' . .M+m -j 

3.lfan d t . d R  3 .rf a'n'dt . d'Rn 
D 

on aura donc 

On a ensuite, 

en négligeaut donc rn et m', vis-à-~is de M, on aura 

Ainsi, les inégalités de 9 ,  qui ont pour diviseur (i'nr-in)', feront 
connaître celles de (', qui ont le même diviseur. Ces inkgalités 
sont, comme l'on voit, affectées de signe contraire, si n et nf sont 
de m h e  signe, ou, ce qui  revient au  même, si les deux corps rn 
et m' tournent dans le même sens; elles sont d'ailleurs dans u n  
rapport constant; d'oii il suit que si elles paroissent accélérer le 
moyen mouvement de rn, elle3 paroîtront retarder celui de naf 
suivant la même loi,  et 17;lscélération apparente de rn, sera ail 
retardement apparent de mf, comme m'<af est à n~.I/a. L'accé- 
lération du moyen mouvement de Jupiter, et le rallenlissement 
de celui de Saturne, que la comparaison des observations modernes 
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anri anciennes, avoii fait ~oiinoître Halley, étant i1 fort peu près 
dans ce rapport ; je conclus d ~ i  théorême précédent, qu'ils sont 
dus R l'action mutuelle de ces deux planètes , et ptzisqu'il est 
constant que cette action ne peut produire dans les moyens mou- 
verneris , aucune altération indépendante de la configuration des 
planètes, je ne balançai point à croire qu'il existe dans la théorie 
de Jupiter et de Satixriie , une grande inégalité périodique, d'une 
fort longue période, E n  considérant ensuite que cinq fois le moyen 
mouvement de Saturne, moins deux fois celui de Jupiter, est Q 
très-peu près égal à zéro; il me parut vraisemblable que le ph& 
nornène observé par Halley, avoit pour cause, .une inégalité dépen- 
dante de cet argument, La d6termination de cette inégalité vérifia 
cette corijecture. 

La période de l'argument i'n't -int, étant supposée fort loiigue; 
les élémens des orbites de m et de nz' éprouvent dans cet inter- 
valle, des variations sensibles auxquelles il est essentiel d'avoir 
égard dans la double intégrale JJa kn'd ta. sin. (i'n't- in t-t A). 
Pour  cela , nous donnerons à la fonction E .  siil. (i'n't - i n  t + ,A), 
la forme Q. sin. (i'n't-int + i'd-i E) -t Q'. COS. (i'n't-int+ i'd-i 5), 

Q et Q' étant de fonctions des élémens des orbites : nous aurons 
ainsi, 

JJnZnadt".sin. (i'n't-int+;R) = 

n'a. cos.(i'ntt-int+ile' 2.dQ - 3. ddQ' --- 
(Znt- in)P (Zn' -in)". dta ( i ' r ~ ' - i n ) ~ ,  dt3 

Les termes de ces deux séries, décroissant très-rapidemen t , VU la 
lenteur des variations séculaires des élérnens ellistiques ; on peut 
dans chaque série, s'en tenir aux deux premiers termes. En y 
substituant ensuite, au lieu des dlémens des orbites , leurs valeurs 
ordonnées par rapport aux puissances'du temps, et ne conservant 
que sa première puissance ; la double intégrale précédente pourra 
être tïansforniée dans u n  seul terme de la forme 

(F-t E. t )  .sin. (i'n't- in  t+ A-t- H. t )  

Relativement à Jupiter et à Saturne, cette expression pourra 
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servir pendant plusieurs siècles avaiit et  après l'instant que l'on 
aura choisi pour époque. 

Les grandes inégalités dont nous venons de parler, en produisewt 
de sensibles parmi les ternies dépendans de la seconde ~ L & S ~ I I C ~  

des masses pertuïbatrices. ELL e lk  t , si clans la foriiiule 

3 irnr <=- . f l a k  rt" ddt'. siil. (il('-i{ t A), 
I* 

on substitue pour ('et ) leurs valeurs 

3i.rn'nn2.k 
nt- . siu .  (i'n't-in t+ A) ; 

,u.(i)nf - i  n)" 

il en résultera parmi les ternies de l'ordre nt" ,le suivalil 

gi".rn12. ~ z f ~ n 4 . k ~  (i.mf.<a'f i f . in . \Ta)  - - .sin. 2 (ifnft -  IL t+ A). 
8. p2 .(iln'- in)4 ' TV' , C a '  

La valeur de (' renferme le ternie correspondant qui est au pré& 
dent, dans le rapport de m.-l/a à -nt'. <ar, 

gi2.mf'.a2.n4.k' -. m.r/a 
. -. {i,rn'~a'+i'.rn~a) .- .sin.z.(ifn't -int SA). 

8 .p'.(ilnl-ZIZ)~ ml2. a' 

66. n peut arriver que les inégalités du moyen muuveiiieiît , 
les plus sensibles, ne se rencolitreiit que parmi les termes de l'ordre 
des qucrrés des masses perturbatrices. Si l'on considère trois corps 
nz, m', mlf, circulant autour de M, l'expression de c i 8  relative 
aux termes de cet ordre, r.enfeimera des inégalités de la forme 
k. sin. (i n t -  ifn'8f ionut+ A); .or si l'on suppose les moyens mou- 
verneils n t ,  ,rift, not , tels que in - i'~'Si"n" soit une fraction 
extïêmenient petite de n ,  il en résultera une inégalité très-sen- 
sihle dans la valeur de 3. Cetie inégalité peut même rendre r i g ~ u -  
reusemept n~il le  , l a  quantité in- ih' + i':n", et 6tablir ainsi une 
équation de condition entre les moyens mouvemeiîs et les longi- 
tudes moyennes des trois corps rn, m', m". Ce cas très-singulier 
ayant lieu dans le systême des satellites de J~ipiter;  nous allons 
en dé yelopper l'analyse; 

Si  
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Si l'on prend Mpour  unité demasse, et si l'onnéglige rn, m', mfl, 
vis-à-vis de M, on aura 

On a ensuite ; 
cl(= nd t  ; dC=nfdt ; d<"=node ; 

partant, 

On 9 vu dails le no. 61, que si l'on n'a égard qu'aux inégalités qui 
ont de très-longues périodes, on a 

m m' ma 
constante = -+ ,+a, ; 

a 
ce qui donne - 

da da' da" 
o=m.-+ m'.-+ m".- 

a' ara aup. 

0ii a v u  dans le même no., que si l'on néglige les quairés des 
excentricités et des inclinaisons des orbites, 011 a 

constante = m. l /a + m'. Ca' f m", r a "  ; 

ce qui donne 
da d n' dan 

O =  m.- f ml.-+ m0.- 
f a  . fa' ( ~ a " '  

De ces diverses équations, il est aisé de conclure, 

dd3' 
f 

m.n" (n-  n") da 
-=lm- 
dt ' .- . 

m' . n (12' - n") a2 ' 
4 - 

dd<" -- m.nl/j (n-nt) da 
3.-.-- - 'jt -' ---y ' p 9  

P Enfin , l'équation - = 2 Jd A, du no. 64 , donne 
a 

Il ne s'agit donc plus que de déterminer dB, 
BIBGAN. CJL l'orne 1. 
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011 a par le no. 46, en négligealit les quarrés et les produits dc-5 

incli~iaisons des orbites , 

Si 1'0~1 développe cette fonction dans une série ordonnée par rap- 
port  aux  cosillias de y'-v,, de y"-y, et de leurs multiples; on aura 
une expïessioii de cette forme, 

m ' 
R = -. (r,rr)(o) + mf.  (r,r',X1). COS.(V'-v) f rn'. (r,r'}("). cos.z(vf-Y) 

2 

3.m'. (r,rl)('). COS. 3 (y1-v) -j- &c. 

nz '+ - . ( r , r " } ( ~ , - t m ~ ( 7 j r ~ ~ ) ( ' ) . c ~ ~ . ( y ~ v )  $m".(r,r~/)("?co~.2(v"-~) 
a 

+rnr'. (r , rf / )(3) .~~~.  3(v"-Y)+&c. j 

d'oh l'on tire 

d(r, d(r,r")c2) 

( dr 
). COS. a. j / - v )  -j- &c. 

2 

d. (r,r',F1I. &(Y'-v) + z ln'. (r,r')('). sin'. 2 (,,'-O) + &c. 

-+ml'(r,rf')('). sii~(9"-v) +g mr'.(r3r")(2j. sin.2(vr'-v) + &c. 

Supposons, conformément à ce qixe les observations indiquent 
Jans le systême des trois premiers satellites cte Jupiter, que 72-22 nf 
et n'- 2 n" soient des fractions très - petiles de 72, et que leur 
différence (n - 2 nt)- (nl- 2 nu) , ou n - 3 nl$ a nu, soit incorn- 
parablement plus ~ e t i  te que chacune d'elles. Il résulte des expres- 

d' s 
sions de - et de d'u,'du no. 50, que l'action de rn' produit dans le 

a 

rayon vecteur et dans la longitude de m, une inigalité très-sensible 
clépendante de l'arguineiit z . (n't -n t + d- e). Les ternies rela- 
tifs à cette inégalité , ont pour diviseur 4. (nl- n)"- na,  OLI 

(n - zn'). ( 5  n - 2 n') , et ce diviseur est très-petit , B raison de la 
petitesse dW factetlr n - a n'. 0 1 1  voit eiicore , par la considéra- 
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rion des mêmes expressions, quc l'action de m produit dans le 
rayon vecteur, et dans la loiîgitucle de m', une inégalité dépen- 
dante de l'argument (nft-n t -!- et- e) , et qni ayant pour ciivi- 
mur (~t'-n)~- nt", ou n. (n - z nl) ,  est fort sensible. On voit pa- 
rcillement que l'action de mu sur m', produit clans les mêmes 
q~mlt i tés ,  une inégalite considérable clLpeiidaiitc de l'argument 
2. (n"t - n't -t et/- E'). Enfin on voit que l'action de m' produit clans 
le rayon vecteur et dails la longitude de m", une iiiégilité considé- 
rable dépendante de l'argunieiit nnt- n't + ou- P'. Ces iiîégalités 
ont  été re~oniiues d'abord par les observatioiis ; nous les déve- 
lopperoi~s a ~ e c  étendue, dalis la théorie des satellites de Jupiter : 
leur grandeur par rapport aux autres inégalités, permet de négli- 
ger celles-ci , dans la question présente. Nous supposerons donc, 

Jr' = 7n". E". cos. 2, (n"t-n't f ou- e') + m. G .  cos.(nlt-nt + e t -  o); 

Jv' = nz". F". sin. a .  (not-n't-t- 4"-E') $ m. H .  sin.(nf2-nt+ el-o); 

Jr"= nt'. G1.cos.(n"t-n'tf a"-E') ; 

11 faut maintenant substituer dans l'expression précédente de dR, 
au lieu de r , v , r', u', r", un, les valeurs de a + Pr, nt+ e + d'u , a' + Zr', 
n'f f ç'+ d'v', a"+ 6 r'', n"t+ E/'+ S v", et ne conserver que les termes 
dépendans de l'argument n t-3n't-t 2 net+ e - 3 e l +  a E"; or il est 
iacile de voir que la siibstitution des valeurs de d'r, $Y  , d'r", auo, 
ne peut produire aucun terme semblable. Il n'en est pas ainsi 
de la substitution des valeurs de br', et de Su' : le terme 
mr. ( r ,  rl)('). dv. sin. ( Y ' -  Y )  de l'expression de d B ,  produit la 
quantité suivante , 

c'est la seule quantité de ce genre, que renferme l'expression de 
E r  

d a .  Les expressions de - et de Su, du no. 50, appliquées à l'ac- 
a 

tion de rn" sur m', donnent, en ne conservant que les termes qui 
vv 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



340 h 1 f i C A N I Q U E  C E L E S T E  
ont n'- znf', pour diviseur , et en observant que n" est à très- 
peu près égal a i n f ,  

011 aura donc 

da da{ dd ,' 
En substituant cette valeur de - dans les valeurs de dl, x9 

aa ' 
&{" 

et - , et faisant pour abréger, 
d t  

k t .  Er!. { a .  (o,af)")-a t.(d'idd'"')). {'.d,m'r a' +-.m. 9 m , +-. a'' 11 
4 4.' ji 

on aura, à eaiise de n à très-peu près égal .h a nt, et de n' à t~hs-peu 
prks égal à anf', 

ou pltis exactement, 

en sorte que si l'on suppose 

on aura 
dd v - = t. n' . sin. V. 
dt" 

Les moyennes distances a, a', a". variant très-peu, ainsi que la 
quantité n; on peut dans cette équation, coiisidérer 6na, coiiinic 
une quantité constante. En l'intégrant, on  a 
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c étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs clont cette 
coiistante est susceptible, donnent lieu aux trois cas suivans. 
Sic est positifet plus grandque *nPn', l'angle Ycroîtra sans cesse, 

et cela doit arriver, si, à l'origine d n  mouvement, (n-5n1+ mu)" 
est plus grand que j= 2 gn' . (1 cos, y), les signes supérieurs ou 
iiiférieurs ayant lieu suivant que C est positif ou négatif. Il est 
facile de s'assurer, et nous le ferons voir particulièrement dans 
la thkorie des satellites de Jupiter, que C est une quantite positive 
relativement aux trois premiers satellites de Jupiter ; en sup- 
posant donc ~ . r a  = T - Y, n étant la demi-circoiiférence, on aura 

d 
Diins l'intervalle depuis a = O , jusqu'A T =  - 3  le radical 

2 -- 
(/c+ a 6n'. cos. a est plus grand que \/2 en', lorsque c est égal ou 

plus grand que z C n D  ; on a donc dans cet intervalle, m>nt .  26; 

ainsi, le temps t que l'angle rn emploie à parvenir de zéro à l'angle 
T 

droit, est moindre que . La valeur de C dépend des masses 
an.r/zd 

an, mJ m": les inégalités observées dans les mouvemens dzs trois 
premiers satellites de Jupiter, et dont nous avons parlé ci-dessus, 
doiii~erit entre leurs nusses , et celle de Jupiter, des rapports d'ou 

T 
i l  résulte que est au -dessous de deux années , comme 

2 n . / z  

on le  verra dans la théorie de ces satellites; ainsi l'angle m em- 
ploierait moins de deux ans à parvenir de zéro l'angle droit; 
o r  les observations des satellites de Jupiter, donnent depuis leur 
découverte, a constamment 13~1,  OU insensiMe ; le cas que nous 
examinons, n'est donc point celui des trois premiers satellites db: 

Jupiter. 
Si  la co~lstanie c est moindre que d=nCn" ,  l'angle 7 ne fera 

qu'osciller ;il n'atteindra jamais'deux angles droits, si C est négatif, 

parce qu'alors le radical I/c- 2 cn'. cos.Ydeviendroit imaginaire; 
Il ne sera jamais nul, si C est positif. Dans le premier cas, sa valeur 
sera alternativement plus gsüiide et plus petite que zéro ; dans le 
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second cas, elle sera d t e r n a t i ~ e ~ e i i t  plus grande et plus pctitc que 
deux angles droits. Toutes les observations des trois premiers satel- 
lites de Jupiter, nous prouvent que ce second cas est celui de ces 
astres; ainsi ln valeur de 6 doit être positive relativement à eux; 
et comme la théorie de la pesanteur donne e positif, on peut regar- 
der  ce phénoméne, cornme une nouvelle codïniat ion de c r tk  
théorie. 

Repre~ions l'équation 

L'angle a étant toujoiirs très-petit, suivant les obserralions , iioiis 

pouvons sapposer cos. m = i - f . m'; l'équation préc6deiite doii- 
liera en l'inlégrant , 

A et 7 étant deux coiistantes arbitraires que l'obseivntioii peut 
seule déterminer. Jusqu'ici , elle n'a point fait reconnaître cette 
inégalité ; ce qui  prouve qu'elle est très-petite, 

De l'analyse précédente, résultent les conséquences suivantes. 
Puisque l'angle n t- 3 nrt +- 2 n' t+ t - 5 or + 2 E" ne fait qu'osciller 
de part et d'autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est 
&gale ti deux angles droits ; on aura donc , en n'ayant é p ï d  qu'aux 
quantités nioyennes , n- 3 nr -t- 2 nrl =O; c'est-à-dire, que Ze moyez 
mou vernent du premier satellite, moins trois fois celui &L second, 
plus deux fois celui du troisidme, est exactement et constamnzent 
égal cE zéro. 11 n'est pas nécessaire que cette égalité ait eu lieu 
exactement A i'origine , ce qui seroit infiniment peu vraisemblable; 
il suffit qu'elle ait été fort approchée, et  que n-5nr +an" ait 
été moindre, abstraction faite du signe, que A. n 6; et alors, 
l'attraction mutuelle des trois satellites, a suffi pour repdre cette 
égalité rigoureuse. 

011 a ensuite E - 3 E'+ SE'' égal h deux angles droits ; ainsi, la  
longituce moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du 
second, plus deux fois celle du troisième, est exactement et cons- 
tamment é ~ a l e  rZ deux angles droits. En vertu de ce théorême , 
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les vrileurs précédentes de 6 r' et de bu' se récluiseiit aux suivantes : 

d \ /  = (mG-ml 'E") .cos . (n ' t -n t+~' -~) j  

6 y' = (rn H- ml%") . sin. (n't - n t -t. el- B). 

Les deux inégalités du mouvement de m' dues aux actions de rn 
et de m", se confondent par conséquent dans une seule, et seront 
coiîstamment réunies. 11 résulte encore du même théorême , que 
ces trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à-la- 
fois; ils ne peuvent être ensenible vus de Jupiter,  ni en opposi- 
tion, ni  en conjonction avec le soleil ; car les théorêmes précédens 
ont également lieu par rapport aux moyens mouvernens synodi- 
ques, et aux longitudes moyennes synodiques des trois satellites, 
comme il est facile de s'en assurer. Ces deux théorêrries subsistent 
malgré les altérations queles moyens mouveruiens des sa tellites reçoi- 
vent, soit par une cause semblable à celle qui altère le moyen mou- 
vement de la lune,  soit par la résistance ci'ui~ milieu très-rare. 
Il est clair que ces diverses causes ne font qu'ajouter à la valeur 

d d  V dd.4 
de -, une quantité de la forme -, et qui ne peut devenir 

d t 2  d tz 

sensible que par les iultégrdioiis ; en supposalit doiic y= 7 - m, 

et .a très-petit , l'équation diffijreiitielle en Vdevieiidrn 

La période de l'angle a t. 0 étant d'un très-petit iioinbre d'anndeq , 
d a 4  tmdis que les quantités renfermées dans - , sont , on constantes, 
d t" 

ou ernhassent plusieurs siècles ; on aura à trés-peu pros, en int& 
grmt  l'équation précédente, 

Ainsi la vaIeur de m sera toujours très-petite, et les équatiorx 
séculaires des moyens niouveniens des trois premiers satellites , 
seront toujours cooïdonnées par l'action niutuelle de ces astres, 
de manière que l'équation séculaire du premier, plus deux fois 
celle du troisième, soit égale à trois fois celle du seoond. 
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Les tliéor&rnes précédens Sonneirt entre les six constantes n, n', 

n", e ,  E', el', deux équations de condition qui  réduisent ces arbi- 
traires à quatre; mais les deux arbitraires A et 9, de la valeur 
ile m ,  les remplacent. Cette valeur se distribue entre les trois satel- 
lites , de maniére qu'en nommant p ,  p', p", les coefficiens de 
sin. ( n t .  fi+ ?), dans les expressions de u , of, v"; ces coefficiens 

d 4  dd3' ddC" 
sont dans le rapport des valeurs prrkéden tes de z, ;i;; et - dt" ' 
et de plus, on ap-3p' +np" = A. De-là résulte, dails les moyens 
mouvemens des trois premiers satellites de Jupiter, une inégalité 
qui  ne diffère pour cliacun d'eux, que par son coefficient, et qui 
forme dans ces mouvemens , une espéce de libration dont l'éten- 
due est arbitraire. &es observations opf fait vqir qu'elle est igseri- 
sible, 

6 7 .  Consid&rons prkenteinent les variations des excentrici- 
tés et des périhélies des orbites. Pour  cela, reprenons les expres- 
sions de df, df', d f  trouvCes dans le no. 65 : en nommant r le 
rayon vecteur de m , projeté sur le plan d.es x et des y ; o i'anglo 
que cette projection f a i t  avec l'axe des x ;  et s la tangente de la 
latitude de rn, au-dessus du même plan; on aura 

d'où il est facile de conclure 

( d R )  
R ,  = (i + sin.u. r$)-rs. sin. u. r$)-s. cos. u.  (g). 

y*  dr; -TZ* - ~EY 

On a de plus, par le no. 64 ,, 
xdy -y& = cdt ; xdz - zdx = cl& 3 ~ d z  - zdy = c"dt 

les équations différentielles en f, f; f ', deviendront ainsi, 
df 
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tif1 = &. (g) -dr . {Ci +sal. sin. (d;)-rs. sin. v .  (-) a r  - s . c0s.o. cg)} 

Les quantités c', c" dépendent, comme on l'a vu dans le ne. 64, 
de l'inclinaison de l'orbite de rn sur le plan fixe, en sorte que ces 
quantités se réduiroieiit à zéro, si cette inclinaison étoit nulle ; 

d'ailleurs, il est aisé de voir par la nature de R, que (E) est 

de l'ordre des inclii~aisons des orbites; en négligeant donc les quar- 
rés et les produits de ces inclinaisons, les expresuioiis précédenteu 
de df et de df' deviendront 

,=-dy.(g)- cd$ .  {sin.. . rg) -k ; 

011 aura donc 

MLCLV. cici;. Tome I. X X  
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CES éqriations seront plus exactes, si l'on prend pour plan fixc 
des x et cles y ,  celui de l'orbite de ln ,  k une époque doilnée ; car 
alors c', c" et s sont de l'ordre cles forces perturbatrices; ainsi les 
quantités que l'on néglige, sont de l'ordre des quarrés des forces 
perturbatrices ~ilultipliées par le quarré de l'iiicliiinison respec- 
tive des deux orbites de 7n et de m'. 

Les valeurs de r ,  dr , d u ,  (g- , (g) , restent visiblement 

les m h e s ,  quelle que soit la position du point d'oh l'on compte les 
longitudes ; mais en diminuai1 t v , d'un angle droit, sin. v se cliange 
dans - cos. Y ,  et cos. u se cbange clans sin. u ; l'expression de dJ 
se change par conséquent, clans celle cle df'; cl'où i l  suit qu'ayant 
ddveloppé la valeur de df, dans une suite de siiius et de cosinus 
d'angles croissans proportionnellement au temps, on aura lavaleur 
de df', en climinuaiit dans la preini&re, les angles a ,  e', m ,  a', 8 
et O', d'un angle droit. 

Les quantités f et f' détermilierit la position du périliélie, e t  
l'excentricité cle l'orbite ; en effet , on a vn daiis le no. 6 i , que 

L'r 
J tang. I = - ; 
f 

I élant la longitude du p&iliélie, rapportée au plail fixe. Lorsque 
ce plan est celui de l'orbite primitive cle m, on a aux quantiiés 
p è s  de l'ordre des qtiarrés des forces perturbatrices inultil)liées 
par le quarré de l'incliiiaisoa respective des orbites, I= G, rn &talit 
la longitude du périhélie sur l'orbite ; on aura doiic alors, 

S' tang. G ;a - 4 '  - 

On a ensuite, par le no. 6 h ,  

é~insi , cf et c" étant dans la supposition pr&cédente, de l'ordre des 
forces perturbatrices , f'' est (ILI nîêrrie ordre, et en négligeaiit les 
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ternies du  quarré de ces forces, on aura p e = l/ f' +y'. Si l'on 

sulxtitue nu lieu de V'? + f", sa valeur ,IL e , dans les expressioiiu 
de s i n . ~ ,  et de cos.-, on aura 

ces deux équations détermilieroiil I'exçeiit-ricité et la positioii (lu 
périhélie, et 1'011 en tirera facilement, 

$.erle=f dft-f'df' ; ,u"e2.da= f df '- f'iEJ: 

E n  prenant pour le plan des .2: et des y ,  celui de l'orbite cle m; 
on a par les no" 19 et 20, dans le cas des ellipses invariables, 

a . ( i  -e2) r2dv. e . sin. ( v  - a) 
r =  ; di.= - .  

i -+ e-cos. ( v - a )  a - e s )  ' 
r2dv=a9ndt .1 /1-e9;  

et pas le. no. 63 , ces 6quations subsistent encore dans le cas drs 
ellipses variables; les expressions de df et de df' devieildroiit 
ainsi, 

a n d t  d R  df=- --. {~.sin.v+te.sin.m+;e.sin. ( n u - n ) ) .  (z) 
VL-e' 

partant 

andt dR 
r ie=- . {,.cos. (~-*")+e+e.cos.~(v-~)}. (dV) 

p. C/ Ee" 
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Cette expression de d e  peut être mise sous une forme plus corn- 
mode dans quelques circoilstances. Pour cela, nous observerons 

que d r  . f;) = d R - dv.  (g) : en substituant pour I- et d r  , 
leurs valeurs précédentes, on aura 

- n d t .  { i  +e.cos.(v-a))' 
9 d u = a ? z d t t . / i - e s ;  dv= 3 _ .  

( 5  -el)' 

partant 

- a.(i-el)  u n d t  - . d ~ -  -- . ( i + e . c o s . ( u - ~ ~ } a .  r;) i 
e e .  Vi-ea 

l'expression précédente de de donnera aiilsi, 
- 

a n d t .  VI-e2 a. (1 -e2)  
e d e  = .di?. 

P 

On p u t  pnrveiiir fort simplement à cette forniule , ile la nianiére 
suivante. On a par le no. 6 4 ,  

niais on a par le méme no., c= I c * a  (1-e2), ce qui  donne 

- 
o n d t .  f i - e2 .  (z) d a  

e de = - -i-a.(i-e7.-; 
1E. 2 u2 

O? a ensuite, par le no. 64, 

011 aura ainsi pour e d e ,  Ia même expression que ci-dcssus. 
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68. Noits avons v u  dans le no. 65, que si l'on néglige les 
quarrés des forces perturbatrices ; les variations du grand axe et 
du moyen mouvement, ne  renferment que des quantités périodi- 
ques dépendantes de la configuratioii cles corps rn, ml, m", &c., 
entre eux. Il n'en est pas ainsi des variations des excentricités et 
des inclinaisons : leurs expressions différentielles contiennent des 
termes indépendaiîs cle cette configuration , et qui,  s'ils étoient 
rigoureusement consians, produiroient par l'intégration , des ter- 
mes proportionilels au temps, qui reizdroient a la. longue, les 
orbites fort excentriques, et très-inclinLes les unes aux autres ; 
ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d'excen- 
tricité et ci'iiicliiiaison respective des orbites, devientlroient itisuffi- 
santes et même fautives. Mais les termes constans en apparence, 
qui entrent dans lcs expressions différentielles des excentricités et 
des i idnaisoiis  , sont fonctions des élémens des orbi tes , en sorte 
qu'ils varient avec une extrême lenteur, à raison des changemens 
qu'ils y iritroduisent. On conçoit qu'il doit en résulter dans ces 
&mens , des inégalités considérables , indépendan tes de la confi- 
guration mutuelle des corps du systême, et dont les périodzs depen- 
dent des rapports des masses m, mr7 &c., A la niasse M. Ces inéga- 
lités sont celles que nous avons nommées précéclemment, inQaZités 
séculaires, et que nous nvoiis considérées clans le Chapitre VIT. 
Pour  les déterminer par cette méthode, reprenons la valeur de d j  

. du no. précédent, 

a 11 d t  di: df =--- . ( a . c o s . u + t e . c o s . a + t e c o s . ( a v - a ) ) *  (z) 
/l-ee 

Nous iiég2igeroiis clans le dt2v.:loppcinent de cette 6qunlioii, les 
qunrrés et les produits des excentricités et cies inclinaisons des 
orbites; et parmi les termes dépendans des excentricités et des 
inclinaisoils , i io~is ne  conserverons que ceux qui soilt constans: 
nous supposerons ensnite , comme clans le il0. 42, 

/ r =a.(1+u,) ; 7- = a r . ( i + u 1 ' )  ; 

v = n t + s + v ,  ; J = n'i -t 5' + u,'. 
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Cela posé; si l'on substitue pour R ,  sa valeur t r o u d e  dans 1c 

ilo. 48 ; si l'on considère ensuite, que l'on a par le nihne il". , 

eiifin , si l'on substitue, au  lieu de u, , u,', v, et v,', leurs ~ a l e m - s  
-e.cos.(ntf e-m), -e'.cos.(n't+rl-ml), ze.sin.(ntf r-m), 

et z e'. siii. (n't-t 2- a'), doni~ées par le no. 22 ; en ne conservant 
que les termes constr~1is parmi ceux qui dCpeiident de la première 
puissance des excentricités des orbites, et en négligeant Ica quasréç 
des excentricités et cles incliiiaisons , on  trouvera 
nm'ndt d Ac0) d d Ac0) tl~~=--- 9 .e.sin.rn. (a. (-d;;)+ t a a  

{ ( " ~ ) + t a ' . ( ~ ) + f a a l . ~ ~ ) }  $- am'nclt. e'. si11.m'. A'( + ;a. -- 

d A!', 
- a m ' n d t . n . { i . ~ ( " ) + ~ . a . ( ~ ) )  .sin.{i.(iit-nt+rr-t)+7it+t]; 

le  signe intégral 8 ~'Lteiidant dans cette expression, comme dans 
la valeur de R d u  no. 48 , à toutes les valeurs entières positives 
et négatives de i , en y comprenant m&me l n  valeur i = o. 

On aura par le no. précédent, la valeur de df, en diiiiinuaiit 
Clitns celle de df, les angles g,  r', et a', d'im aiîgle droit; il'oii 
l'on tire , 

-am'ndt.el.cos. m'. 4') -{-$a. - 
ddxt( ' )  { Cr) -b r$) f cm'. ( )  da da' } 

Nommons, pour abréger, X la partie de l'expression cle df, 
renfermée sous le signe z, et Y la partie de l'expression de dJr, 
renfermée sans le même signe. Faisons de plus, coinrne dans le 
no. 55, 
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observoiw ensuite , que le coefficieiit de e'd t. sin. a', dans l'espres- 
sion de dJ ,  se réduit i [G] - , lorsque l'on y substitue, au lieu cles 
diff6ïences partielles de A') en ci, leurs valeurs en  ciifféreilces par- 
tielles relatives à a; enfin, supposons coninie dans le il". 50, 

1 r 
C.COS. a = Z ; el. cos. a = Z ; 

ce qui doinle par le no. précédent , f = P Z  ; f f  = ,u 75 ; ou siinple- 
ment f = Z, f'= 76, en preiian t pour unité de masse, LW, et négli- 
geant nz, eu égard A M; nous aurons 

De-là, il  est aisé de coiiclure que si l'on nomme (Y),  la soinine 
des termes analogues à a m'n. Y, dus à l'actiori de chacnn des corps 
m', m", &c. , sur m ; si l'on nomme pareilleinent (X) , la somiiie 
des ternies aiialogues à - amfa.  X, dus aux mêmes actions; enfin, 
si l'011 marque successivement, d'un trait, de deux traits, Src., ce 
que devienimit les quantités (X), (Y),  h et Z,  relativement aux 
corps nt1, m", &c. ; on aura le systéme suivant d'équatiom diffé- 
reiitielles , 

d l  -=- 
dt {(0,1)+(0,2)-t&c.) .h +[o,] . l~ '+[~].h"-t8;ç.+ ( X ) ;  

d h' 
-"{(1,0)$(1,2)+ &c.} .Zr-[G] .z-[.].Z"-&c.f (Y')  ; 
d t - - 

Pour intégrer ces éqiiations , 110~1s observerons que chacune des 
quantités J L ,  Z ,  hr, Zr, &c., est formée de deux parties; l'une dépeii- 
dante de la coiîfigiiïa-tien iri~~tnelle des corps rn , m', &c. ; l'autre 
iiiclépeiidaiite de cette configuration, et qui renferme les variatioim 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



séculaires de ces quaiitités. On aura l a  première partie , en consi- 
déraiit que si l'on n'a bgard qu'à elle seule, h , Z ,  h', Z', &c., sont 
de l'ordre des masses perturbatrices , et par conséquent, (o,i) . h ,  
(O,]). Z, &c., sont de l'ordre cles quarrés de ces masses ; en négli- 
geant donc les cjuaniitis de cet ordre, on aura 

dh' , dL' 
- = ( Y 1 )  ; 
dt - d t = ( X ' )  ; 

partant 

h = f ( Y ) . d t ;  Z = f ( X ) . d t ;  h '=f(Yr) .dt;  &c. 

Si l'on prend ces intégrales, en n'ayant point égard i l a  variihilit; 
(les élémeiis des orbites, et que l'on nomme Q , ce que devient 
it10r~ f ( Y )  . d t  ; en nommant b Q , la variation de Q , due à celle 
des élémens , on aura 

f(Y).dt= Q-JJQ; 

or Q étant de l'ordre des masses perturbatrices, et les variatioiis 
des élémens des orbites, étant du même ordre, 6 Q est de l'ordre 
des quarrés de ces masses ; ainsi, en  négl igeaut les .quantités de cct 
ordre, on aura 

fc'Y),dt= Q. 

On peut donc prendre les intégralesji(Y) . dt,{(X). dt, J(Y ') . dt, Sc., 
en supposant les élémens des orbites , constans, et regarder en- 
suit&, ces élérneiu comme variables dans les intégrales ; on aura 
ainsi d'une manière fort siiiiple, les parties périodiques des expres- 
sions de h , Z , h', &c, 

Pour  avoir les parties de ces expressions, qui renferment les 
inégalités séculaires ; on observera qu'elles sont données par l'iti- 
tégration des équations difféïcn tielles pi8cédeiites privées de leurs 
derniers termes, (Y), (X) , &c. ; car i l  est clair que la subs- 
titutioii des parties périodiques de h ,  2, h', &c. , en fera dispa- 
roîtïe ces termes. Mais en privant ces équations, de leurs derniers 
ternies, clles retombent dans les équations difErentiellcs ( A )  du 
no. 55, qiie nous avons considérées précédemment avec beaucoup 
d'éteiidue. 
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6 9. Nous avons observé dans le no. 65, que si les moyens 
mouvemens n t et n't, des deux corps m et m', sont 11 fort peu prks 
dans le rapport de i' à i, en sorte que ilnr- i n ,  soit une très-petite 
quantité ; il peut en résulter dans les irioyens mouverneris de ces 
corps, des inégalités fort sensibles. Ce rapport des moyens mouve- 
mens, peut aussi produire des variations sensibles dans les excen- 
tricités des orbites, et dans la position de leurs périhélies. Pour  les 
déterminer, nous reprendrons l'équation trouvée dans le no. 67 , 

Il rbsulte de ce que nous avons dit dans le no. 48, que si l'on 
prend pour plan fixe, celui de l'orbite de rn, à une époque donnée, 
ce qui permet de négliger dans X, l'incliqaison p de l'orbite rn , sur 
ce plan ; tous les termes de l'expression de R dépendans de l'angle 
i'nff - i n t , seront compris dam la forme suivante , 

.I 1 - 9  m'k. cos. (i 'n't- i n t -+ 5 e 8 6-gm- g1d-go9') ; 

i ,  i f ,  g, g', g" étant des nombres entiers tels que l'on a ,  
~ = i ~ - i - g - ~ ' - ~ ' ~ .  Le coefficient A a pour facteur ef.erg'.(tang.f Q')$", 
8, g', g'l étant pris positivement dans ces exposans : de plus, si 
i'on suppose i  et i' positifs , et i f  plus grand que i ;  on a vu dans le 
no. 48, que les termes de R qui dépendent de l'angle i n f t - i n t ,  
sont de l'ordre i ' - i, ou d'un ordre supérieur de deux, de 
qiaatre, &c., unités; en n'ayant donc égard qu'aux termes de 
h r d r e  if-i, k sera de 1; forme es. ergf. (tang. +p)g". Q , Q étant 
une fonction indépendante des excentricités et de l'inclinaison 
respective des orbites, Les nombres g , g', g", renfermés sous le 
signe cos. , sont alors positifs ; car si l'un d'eux, g , par exemple, 
&oit négatif et égal à -f , & seroit de l'ordre f+-g'+g-" ; mais . . 
i'équatioii O = if- i-g- g'- go, donne f+g' +gJr= if- i + zf; 
ainsi k seroit d'un ordre supérieur à if-i, ce qui est contre la 

supposition. Cela posé , on a par le no. 48, 

que dans cette dernière diff6rence partielle, QU fasse E - a, co1u- 
MBCAN~ C ~ L .  Tome 1, YY 
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tant ; le ternie de (::), correyondaut au ternie prdc6deiit de R, 
es1 donc 

m'.(i+g),l.sin.(iln't- in t+i's'-it-gm-g'm'-g'J 8'). 

Le terme corïespondailt de d X est 

en n'ayant donc égard qu'à ces termes, et en négligeant e' vis-à 
vis de l'unité , l'expression précédente de c d  e , donnera 

on aura donc en intégrant, 

hhinterîant, la somme de tous les termes de R , q u i  dépendent de 
l'angle irn't- i n t , étant représentée par la quantité suivante , 

la partie correspondante de e sera, 

Cette inégalité peut devenir fort sensible, si le  coefficient i'nr- in,  
est très-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de 
Saturne. A la vdrité , elle n'a pour diviseur, que la premikre puis- 
sance de i'nr- i n ,  tandis que l'inégalité correspondante, du moyen 
mouvement, a pour diviseur, la seconde puissance de cette quan- 

- 

tité , comme on l'a vu dans le no. 65; mais (g) et (g) étant 

d'un ordre inl6rieur à P et P', l'inégalité de l'excentricitb peut 
t t re considérable, et même surpasser celle'du moyen mouvement, 
si les excentricités e et e' sont très-petites ; nous en verroiis des 
exemples dails la théorie des satellites de Jupiter. 
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Déterminons présentement, l'inégalitt! correspondante du mou- 

vement du périhélie. Pour cela, reprenons les deux équations, 

ede = fdf+S'dy , . esda= fd.Y -fdf. 
I"¶ I"" 

Y 

auxquelles nous sommes parvenus dans le no. 67. Ces 6quatioils 
donnent 

df =pde.cos.m - pedm,sin.w; 

ainsi, enn'ayant égard qu'àl'angle i'n't-int + i/~'-in-~7dc'~"IJ~-~~8', 
on aura 

df = m'. andt . (2). cos. a. sin.(irn't-int+ i'É-ie-g-o-g'g'b- die1) 
-ped.a.sin. a. 

Représentons par 

In  partie de p e d~ , qui dépend du même angle ; on aura 

11 est aisé de voir par la dernière des expressions de df, don- 
nées dans le no. 67, que le coefficient de ce dernier sinus, a pour 
facteur . ergt.  (tang. i p)s"; k' est donc d'un ordre supérieur de 

deux unités , à celui de (2) ; ainsi, en le négligenit vis-à-vis 

de (2) , on aura 

m' . andt 
c - - . (&) .co~.  (i.nrt-in t + i ~ - i e - ~ r - ~ t - g ' d ' ) ,  

P 

pour le terme de e d .rr , qui correspond au terme 

m'E.cos.(i1n't-int$ilb)-it -g1~i-~'~'-g" O ' 1, 
de l'expression de R. Il suit de-1h , que la partie de la,  qui corres- 
pond à la partie de R, exprimée par 
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est égale à 

m' . an . { (g). cos. ( f n f t i n t  + sr " '-ii)-(=). d P' sin.(i'n'i-int + i'r' - ic]]; 
p. (i'nl-in) . e 

on aura donc ainsi, d'une manière fort simple, les variations de 
l'excentricitéet du périliélie,dépendaiites clel'aiigle i'n't-int f ira'-je. 
Elles sont liées à la variation ( du moyen mouvement , qui y cor- 
respond, de manière que la variation de 17excentricit6 est 

et la variation de la longitude du p6rihélie, est 

La variation coiresyondante , de l'esceiitricité de l'orbite de m', 
due à l'action de m , sera 

1 /ddZ1\ 

et la variation de la loiigitude de son périhélie, sera 

- (2"- in) . (d::) - 
3 i'n' . e' 7 

m./à 
et comme on a par le no. 65, ('=- .<, ces variations 

mi . <af 
seront 

m . r a  (?nt- in) .rn , fà  

3 i'nf . :ml . r u r  3i'n'.e1.m1.\Ta1 (2). 
Lorsque la quantité iln'- t n , est fort petite, l'inégalité dépendante 
de l'angle 2nft- i n  t , en prodilit une sensible dans l'expression 
du moyen mouvement , parmi les termes dépendans des quarrés 
des masses perturbatrices ; nous en avons donné l'analyse dans le 
no. 65. Cette même inégalité produit dans les expressions de de et 
de d m ,  des termes de l'ordre du quarré de ces masses, et qui n'6tant 
fonctions que des élémens des orbites , ont une influence sensible 
sur les variations séculaires de ces élémens. Consiclérons , en effet, 
l'expression de d e ,  dépendante de l'angle i'n't - in t. On a, par 
ce qui prhcède, 
m'. an-dt , {(z) 

de =- - . cosA(iln't -int+ifc'-io ) - (z). - sin. (i'n't-intt ilt'-i~) . 
I.L 1 
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Par le no. 65,  le moyen mouvement nt  doit être augmenté de 

3 m'a npi 
{P.co~.(i'n't-in tf ile'-ia)-Pf .sin. (i'nft-in f;+ i rc ' - io )  } , 

(Znt- iiz,P. ,u 

et le moyen mouvement n't , doit être augmenté de 

L i  
3m'an2i m . f a  .- . {P. cos.(lfn ' t-intt ift'-is)-P' . sin.(i1n't-int+ire'-it)) . (i'nr- in)a [*. rn' .<a' 

En vertu de ces a~croissemens, la  valeur de d e ,  sera augmentée 
de la fonction 

3m'.aa. in3.dt  -- . { i . m r . f l + i ? . m . t / a ) .  
ap2. f a ' .  (Zn'- in)' 

et  la valeur de d m  sera augmentée de la fonction 

On trouvera pareillement que la valeur de de' sera augmentée do 
la fonction 

et que la valeur de da' sera augmentCe de la fonction 

Ces diffdrens termes sont sensibles dans la thdorie de Jupiter et de 
Saturne , et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations de 
e ,  e',m et wl, relatives à l'angle i'n't-int, peuvent encore introduire 
quelques termes constans de l'ordre du quarré des masses pertur- 
batrices , dans les différentielles d a  , def, d m et da', et clépendans 
des ~ariatioiîs de e  , e', .Ü et m', relatives au même angle ; i l  sera 
facile d'y avoir égard par l'analyse précédente. Enfin il sera facile, 
par notre analyse, de déterminer les termes des expressions de e ,  w, 

e' et .a; qui dépendans de l'angle i'n't - in t+ i's'- io , n'ont point 
' I  r z n - i n , pour diviseur, et ceux qui dépendans du même angle et 
du  double de cet angle, sont de l'ordre du quarré des forces pertur- 
batrices. Ces clifférens teimes sont assez considérables dans la thé0 - 
r ie  de Jupiter et de Saturne, pour y avoir égard-:nous les dévelop- 
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peions avec l'étendue qu'ils exigent, lorsque nous nous occuperons 
de cette théorie. 

7 O. Déterminons les variations des nœuds et depl inclinaisons 
des orbites, et pour cela, reprenons les dquations du no. 64, 

d c =  d t .  y .  -- - x .  - { c (3; 
dct= dt. { .z . (~) -~ . (~~) }  ; 

Si l'on n'a 6gard qu'à l'actioq de m', la valeur de R du no. 46 
d o m e  

Soit maintenant, 
c" cr - = p  i -=q; 
C C 

les deus variables p et q détermineront, par le no. 64, la tangente 
de l'incliiiaison 9 de l'orbite de nt, et la longitude 8 de son noeud, 
qu moyen des équations - P tang. Q = f p "  + p" ; tang, d = -. 

4 
Nommons p', y', p", y', &c., ce que deviennent p et q , relati- 
yemenl; aux corps ml, m", &c. : on aina par le ne. 64, 

La valeur précédente de p , différeutiée, dorine 

en substituant au lieu de d c et de dc", leurs valeurs, on aurq 
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On trouvera pareillement 

Si l'on substitue pour x , y ,  xf, y', leurs valeurs r. cos. u , r. simu, 
rr . COS. v', r'. sin. Y' j on aura 

En négligeant les excentricités et les iiiclinaisons des orbites , 
011 û, 

r = a  ; v = n t f  o ; r'=ar ; v'=n1t+;;  

ce qui donne 

on a de plus, par le no. 48, 

le signe hitégral x s'étendant à toutes les valeurs entières, positives 
et n6gatives de i, en y comprenant la valeur i = O ; on aura ainsi, 
en négligeant les termes de l'ordre des qi-iarrés et  des produits 
des excentricités et des incliriaisons des orbiics , 
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m'a - ' =-- ("-'le-y.(~~~.(n't+nt+r'+e)-cos.(n'~~t+t'-~)J 
d t  n c  a s  

4 (P'-P) m'a -- -- 
d t  

.,. {cos.(n't+nt+r'+ E) f cos.(n't-nt+ er- n)) 
11c a 

d~ La valeur É=-1, donne dans 17expressioui. de -, la quaiitité 
dt 

(i-q). ml. a a'. B (-') ; tous les autres termes de l'ex- constante - 
4 c  

~ E P  pression de - , soiit périodiques : en désignant par P, leur gomme, 
d t 

et observant que B(-'1= B('), par le no. 48 ; Qn aura 

On trouvera par le même procédé, que si l'on désigne par Q , la 
4 somme de tous les termes périodiques de l'expression de -, o n  
dt  

wra  

Si l'on nhglige les quarrés des excentricités et des inclinaisons des 
- - - - 

orbites, on a par le no. 64, cr = f p a j  en supposant ensuite p =1 
1 m ' . a a f . B ( ' )  

on a $a3 = 1, ce qui rloniie c = ; ; la quantité - de- 
4 ç 

vient 
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m' .aOa'.nB(') 

vient ainsi, 
4 

, ce qui par le no. 59 est égal à (o,i); 

011 aura ainsi , 

Il suit de-là, que si l'on désigne par (P) et (Q) , la somme de 
toutes les fonctions P et Q , relatives à l'action des différens corps 
m', m", &c., sur m ; si Ton d6signe pareillement par (Pl) , (Q') , 
(P"), ( Q u ) ,  &c., ce que deviennent (P) et (0) , lorsque l'on y 
change successivement les quantités relatives à m, dans celles qui 
sont relatives k ml. ml', &c., et réciproquement; on aura pour 
déterminer les variables p , q , pi q', JI", q", Src., le systême sui- 
vant d'équations différentielles , 

d q  - -= {(,o,i) +(O+) + &c.) .p- (0~1) .P'-(O,Q) .p.-&c. + (Q); 
d t  

L'analyse du no. 68, donne pour les parties périodiques de p, ,q, 
pf, 4'9 kc.9 

p = f(P).dt ; q = f(Q).dt; 
p f = f ( P ' ) . d t ;  gr=f(Q').dt; 

on aura ensuite les parties séculaires des mêmes quantitds, en inté- 
grant les équations différentielles précédentes, privées de leurs 
derniers termes (P) , (Q) , ( P t ) ,  &c. ; et alors , on retombera dans 
les dquations (C) du no. 59, que nous avons considérées avec assez 
d'étendue:, pour nous dispenser de revenir sur cet objet. 

&L~cAN. C&L, Tome Z z  
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7 1. Reprenons les équations d u  no. 6 i. 
/- cf' 

tang. g = - i tang. 4 = ; 
<: - 

d'oi~ résultent celles-ci , 
cf  - c" 
= tang. Q. cos. 8 ; - = tang. Q. sin. 8 .  

C C 

En les différentiant, o n  aura 
1 

cl. tang. Q = -. {dc ' .  cos. 8 +dcl'. sin. 8 - dc. tang. Q} ; 
C 

dc dc' d c" 
SiPoii substitue dans ces équations, au  lieu de ;i;, .;i;; -T , leurs 

et au lieu de ces dernières qtiaiitités , leurs valeurs clonliées dails 
le 11". 67; si l'on observe de plus , que s = tang. o. siir. ( u  - 8) ; on 
aura 

dt. tang. 6. cos.(v-b) dl3 d R  
d. inng. p = 

c 7- { r .  (d;)=sin.jv-~j+(d;).cos (v-9)) 

dt .tang. Q .sin.(v-6) dR' dR 
dg. tang. Q = 

C -. f r .  (-).sin dr  (+O)+ (d).ook.jo-e)} v 

Ces deux équations différentielles détermineront directement I'in- 
clinaison de l'orbite et l e  mouvement des noeuds. Elles donnent, 

sin.(v-d).d.tang.p-dO.cos.(v-O).tang.o=o; 

équation qui peut se déduire encore de celle-ci, s= tang-g . sin.(v-8); 
en effet, cette dernière équation étant finie, on peut par le no. 63, 
fa différentier, soit en regardant Q et O ,  comme constans, soit en 
les traitant comme variables; en sorte que sa cliffé;reiitiellc prise 
en ne fais& varier que Q et 0 ,  est nulle ; d'où résulte l'équalion 
différentielle précédente. 
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Supposons niaintolunt que le plan fixe soit extrêmement peu 

incliné à l'orbite de m ,  cn sorte que nous puissions négliger les 
quarrés de s et de tang. o ; on aura 

d t  
d. ta-ng. p=- -  

C 
. cos. (u  - O). ($) ; 

en faisant donc coilime précédeinment , 
p = tang. Q. sin. 6 ; q = taiîg. P. cos. 9 ; 

on aura, au lieu des deux équations différentielles précédentes, les 
suivantes, 

dq = - -. cos. v .  
C 

or  on a s = q. sinu. -p. cos. u , ce qui donne 

partant 

On a vn dans le no. 48, que la fonction R est indépendante de la 
position du plan fixe des x et des y ; en supposant donc tous les 
angles de cette fonction, rapportés à l'orbite de m ,  il est visible 
que R sera fonction de ces angles, et de l'irlclinaisoii respective 
des deux orbites, iiiclinaison que i ~ s u s  désignerons par Q,'. Soit 6,' 
la longitude du nœud de l'orbite de m', sur l'orbite de rn ; et suppo- 
sons que rn'k. (tang. ~,')g. cos.(i'nft-int +A-g. O, ' ) ,  soit un  terme 
de R , dépendant de l'angle i'a't- i n  t : on aura par le no. 60, 

tang. P,'. sin. 8,' =pr  -p ; tang. Q,'. cos. O,' = q'- ; 
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d'où l'on tire 

En n'ayant donc égard qu'au terme précédent de R ,  on aura 

(2) =-g. (tnng. p,')(-' .m'E,cos.{ifn't-int+A-(g-1). O,'}. 

Si l'on substitue ces valeurs, dans 3es expressions pi.écéclei~tes de dp 
r* et de dp ,  et si l'on observe que l'on a à très-peu près, c = - 
an' 

on aura 

g.mlk.an 

. ( i /n l - in)  
. (tang. p,')gW1 .cos. (i'n't- t'n t + A-(g- 1). B, ' ) .  

En substituant ces valeurs dans l'équation s = q .  sin. v-p. cos. u , 
. on aura 

- g. m'k. a n 
S= . (tang.9,')~-l . sin. {i'nft-in+-v + A-(g-1). O,'] . 

p.(i'nr-iv) 

Cette expression de s est la variation de la latitude, correspoixlante 
au terwe.précédent de R : il est clair qu'elle est la même, quel que 
soit le plan fixe auquel on rapporte les mouverneris de rn et de na; 
pourvu qu'il soit peu incliné au plan des orbites ; on aura donc 
ainsi la partie de l'expression de la latitude, que la petiiesse du 
diviseur i'n'-in peut rendre sensible. A la v6rité, cette inéga- 
lité de la latitude, ne renfermant ce diviseur, qu'a la première 
pilissance ; elle est sous ce rapport, moins sensible que l'inégalit8 
correspondante de la longitude moyenne, qui renferme le quarré 
de ce diviseur ; mais d'un autre côt6 , tang. Q,' s'y trouve élevé 
à une puissance moindre d'une unité ; remarque analogue à celle 
que nous avonj f d e  dans le no. 69, sur l'inégalité correspondante 
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des exceiltricités des orbites, 011 voit ainsi, que toutes ces inéga- 
lités sont liées entre elles , et a la partie correspondante de R, par 
des rapports très-simples. 

Si  l'on différentie les expressions précédentes de p et de p, et  
dp si dans les valeurs de - et de 9, qui en résultent, on fait croître 
d t  dt  

les angles n t  et n't , des inégalités des moyens mouvelhens , dé- 
pendantes de l'angle i'n't - i n t ; il en résultera dans ces différen- 
tielles , des quantités q u i  seront uniquemen t fonctions des élémens 
des orbites, et qui peuvent influer d'une manière sensible, s u r  
les variations séculaires des inclinaisons et des noeuds, quoicjue de 
l'ordre des quarrés des masses perturbatrices ; ce qui est ana-. 
logue A ce 'que nous avons dit dans: le no. 69, sur les variations 
séculaires des excentricités et des aphélies. 

7 2. Il nous reste à considérer la variation de la longitude E de 
l'époque. On a par le no. 64, 

dE(11 
JE =de. {(-r). aill. (P-=)+ $. (dzl). - sin. 2 (O-r) + &c. 

- d m .  {E( ' ) .  cos. ( v - m )  + a('). COS. 9 (v-a)-+ &ce); 

en s~bsti tuant  pour Ec'), E(9, &c., leurs saleurs en sdries ordon- 
nées suivant les puisxiiices de e , séries qu'il est facile de conclure 
de l'expressioii générale de E(Q du no. iG ; on aura 

dr =-2de.sin. (u-m)+ze.d.v.cos. (v-m) 

-tede. {$++"+&c.) .sin.z(v-a)-ea&. { ~ + ~ e a + & c . }  .cos.z(u-m) 

-eVe. {i$&c.} .sjnm3(v-a) + e3.  dtr. {i -t- &c.} .cos.3(u-m) 

4- &c. 

Si l'an substitue pour de  et  edm, leurs valeurs données Clans le 
no. 67,  on trouvera, eii ne portant la précision que jurqu'aux guan- 
tités de l'ordre e" inclusivement, 

a n d t  d R  - - .e.sin.(u-ml. { l+ ;eocos . (v -~~o(z ) .  
p. (1-el 
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L'expression g6nérale de de,  contient des termes de la forme 
nz'h. 12 dt .  cos (i'n't- i n tf A) , et par conséquent l'expression de o 

ml.k.n 
en coiitient de la forme - .sin.(i 'nft-int+A); mais il 

i t l t l - in 

est facile de se convaincre que le coeficient k dans ces terines, est 
de l'ordre if- i , et qii'ainsi , ces ternies sont du même ordre que 
ceux cle la longitude moyenne, qui dépendent c1u ni8ine angle. 
Ceux-ci ayant pour diviseur, le quarré de itn'-in; on voit qiie 
l'on peut négliger it leur égard, les termes correspondans de e ,  

lorsque i'nl- in  est une très-petite quantité. 

Si dans les termes de l'expressioii de do, qui sont uniqueinerit 
foiictions des élémens des orbites , 011 sinbstitue au lieu de ces éld- 

mens, les parties séculaires de leurs valeurs ; i l  est clair qu'il en 
résultera des termes constans, et d'autres termes aEectés des sinus 
et des cosiiius des angles dont dépendent les variations séculaires 
des excentricités et des iiiclinaisons des orbites. Les termes colis- 
tans procluiront dans l'expressioii de e , des termes proportionnels 
au temps , et qui se coizfondroiit avec le moyen mouvement de 172. 
Quant aux termes affectés de sinns et; clc cosirius , ils acquerront 
par l'iiît12gratioi1, dans l'expressioii cle c , de très-petits diviseurs 
du même ordre que les forces perturbatrices ; en sorte que ces 
termes étant 8-la-fois niuliipliés et divisés par ces forces , ils pour- 
ront devenir sensibles, quoique de l'ordre des quarrés et des pro- 
duits des excentricités et des inclinaisons, Nous verrons dans la 
tliéorie des planètes, que ces termes y sont insensibles ; niais ils 
sont très-sensibles dans la tliéorie de la lune et des satellites de 
Jupiter, et ç'est de ces termes, que dépendent leurs équations sécu- 
laires. 

0 1 1  a v u  dans le no. 665 , que le moyen mouvement de rn , a pour 
3 

expression -.p d d  d R , et que si l'on n'a égard qu'à la pre- 
P 

mière puissance des masses perturbatrices, dR ne renferme que 
des quantités pé~iodiqineç. Mais si l'on consiclère les quarrés et 
les produits de ces masses, cette diffthentielle peut contenir des 
termes qui sont uniquement fonctions des élémens des orbites. 
Eu y s~1bstitua11t au lieu de ces i.leinens, les parties séculaires de 
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leurs valeurs ; il eii résultera des termes affectés cies S ~ ~ L I S  et iles 
co.sin~~s des angles dont dépendent les variations séculaires des 
orbites. Ces terrneç acquerront par  la double infégration, dans 
l'expression du moyeri inouvciiient, de très-petils diviseurs qui 
seront de l'ordre des qinarrés et des produits des masses pertur- 
batrices; en sorte qu'étant à-la-fois inultipliés et divisés par les 
quarrés et les produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles, 
quoiqu'ils soient de l'ordre des quarrés et des produits des excen- 
tricités et des inclinaimis des orbites. Nous verrons encore que ces 
termes sont insensibl~s daris la théorie des planètes. 

75. Les élémene d.e l'orbite de rn, éta i t  déterminAs par ce qui 
préchde; on les substituera clans les expressions du  rayon vecteur, 
de la longitude et de la latitude, que nous avons données dans le 
no. 22  : on aura ainsiles valeurs de ces trois variables au  moyen des- 
quelles les Astronomes déterminent la position des corps célestes. En 
réduisant ensnite ces valeurs, en séries de sinus et de cosinus; on 
aura une suite d'inégalités dont on formera des tables, et l'on pourra 
ainsi calculer avec facilité, la position de n t ,  à u n  instant qriel- 
conclue. 

Ccttc rndihode fondée snr la variation des paramètres, est trtrs- 
utile dans la recherche des inégalités qui par les rapports cles 
moyens mouvenzens des corps ciu systénie, acqnièreiit de grands 
diviseurs , et par-l?t , deviennent fort seiisil~l~s. Ce genre d'inéga- 
lités aEecte principalement, les él&meiw elliptiques des orbites ; en 
déterminant donc les variations qui  en résultent dans ces élémens, 
et en les substituant dans l'expression du mouvement elliptiqne ; 
011 aura, de la manière la plus simple, toutes les inégalités que ces 
diviseurs rencleiît seiisibles. 

L a  méthode précédente est encore ~i t i le  dans la tliéorie (les 
coiriètes : nous n'appercevoi~s ces astres , que dans une trés-petite 
partie de leur cours, et les observations ne font coiinoître clne la 
partie cle l'ellipse qui se confond avec l'arc de l'orbite cln'elle~ 
décrivent penclani leurs apparitions ; ainsi, en détermiiiant la 
nature de l'orbite considérée comme une ellipse variable, on aura 
les char~gernens que cette ellipse subit dans l'iritervalle de deux 
apparitioiis coiisécutives de la même cométe ; on pourra doiic 
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annoncer soli retour, et lorsqu'elle reparoît , comparer la théorie 
aux observations. 

Après avoir donné les méthocles et les £ormilles pour déterminer 
par des approximations successives, les mouvemens des centres de 
gravité des corps célestes; il nous reste à les appliquer aux différens 
corps du systême solaire : mais l'ellipticité de ces çorps influant 
ci'ui~e manière sensible, snr les mouvemens de plusieurs d'entre 
e u x ,  il convient, a v m t  que d'en venir aux applications numé- 
riques, de nous occuper de la figure des corps célestes, dont 18 
consiciératioil est d'ailleurs aussi intéressante par elle-même, que 
,celJe de leurs mouvemens, 

F I N  D U  T O B I E  P R E B C L E K p  
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