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a b e r  d. Gültigkeitsbereich d .  Stokesschen Widerstandsformel. Von FRITE NOETBER. 1 

Ober den Gültigkeitsbereich der Stokesschen 
Widerstandsformel. 

Yon FRITZ NOETHER in Karlsruhe i. B. 

Einleitung. 

Der Widerstand, den ein in einer Flüssigkeit bewegter Korper 
findet, oder der Gesamtdruck, den strtimende Flüssigkeit auf einen 
ruhenden Korper ausübt, hangt von der Spannungsverteilung in der 
Fliissigkeit langs der Korperoberflkhe ab. Von der hydrodynamischen 
Potentialtheorie wird gerade diese Spannungsverteilung nicht richtig 
dargestellt: irn Zusarnmenhang damit, daB die Theorie der Bedingung 
des Haftens der Flüssigkeit an der I(h-peroberfliche, die den beobach- 
teten Str6mungserscheinungen anniihernd Ausdruck gibt, nicht genügen 
kann. Sie versagt daher bei der Rerechwng des gesuchten Wider- 
standes, wahrend die von X a v i e r  und S t o  k e  s begründete Theorie der 
Flüssigkeiten mit innerer Reibung auch der Haftbedingung gerecht 
wird. Die wesentliche Schwierigkeit aber für die strenge Behandlung 
des Problems mit Hilfe der N a v i e r - S  tokesschen Differentialgleichungen 
ist der quadratische Charakter dieser Gleichungen, der ihre voilstandige 
Auswertung vorlaufig kaum erwarten E B t .  Nur von zmei extremen 
Seilen her wurde bisher der Versuch gemacht, sie zur Behandlung der 
vorliegenden Fragen anzugreifen. (Die Untersuchungen von H e l  m h 01 t z 
über Wirbelbewegungen kornmen in diesem Zusarnmenhang nicht in 
Betracht, da seine Voraussetzung von Unstetigkeitsflachen in der 
Stromung nicht den Bedingungen reibender Flüssigkeiten entspricht 
und auch bei verschwindender Reibung zu instabilen Stromungs- 
formen führt.l)) 

S t O kes2)  behandelt den Fall einer Flüssigkeit von sehr. groBer 
Zihigkeit oder g-eribger Dichte, für die die inlieren Widcrstiinde so 

groB gegenüber den Tragheitskriiften sind, daB letztere vernachliissigt 

1) Ee l rnh  o l t z :  ifber diskontinuierliche Flüssigkeitsbewegungen, Ges. Werke, 
Bd. 1, S. 152. Vgl. auch Th. v. K a r m a n :  Über den Nechanismus dee Flüssig- 
keitswiderstands, Gott Nachr., 1911, S. 609 u. 1912, S. 547. 

2) S t o k e s :  On the Effect of the Interna1 Friction. ., Camb. Trana. S. [8] Q 
(1851); Papers, vol. III, p. 1. 

Zsitschrift f. Mathematik n. Phyeik. 62. Band. 1913. Heft 1. 1 
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2 Über den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

werden konnen; oder, was auf das Gleiche hinauskommt, den FaU, daB 
die Trigheit wegen der Eleinheit der Geschwindigkeit, oder der Klein- 
heit der eingetauchten Korper und der dadurch bedingten geringen Ge- 
schwindigkeitsunterschiede vernachlBssigt werdcn kann. In dicsen Fiiiien 
werden die ermahnten Differentialgleichungen linear; das S t o k e s  sche 
Resultat für den Pall der Bcwogung einer Kugel ist die bekannte Formel 
für den Widerstand: 

W = G n y  Ua,  

wo U die Geschwindigkeit der Kugel, a ihren Radius und p den Koeffi- 
zienten der inneren Reibung bedeutet. 

Von der enlgegengesetzten Richtung her, dern Falle kleiner Reibung, 
wo die Triigheit ein ausschlaggebender Faktor ist, hat zuerst L. P r a n d t l  
die Aufgabe angegriffeni), durch U~itersuchung der Grenzschichten d. h. 
der Schichten in der nachsten Nàhe der Oberflache, in denen die an der 
Oberfliche haftende Stromung sehr rasch zu der ZuBeren Geschwindig- 
keit ansteigt. Diese Untersuchungen führen zwar zur Erklirung der 
,,Ablüsung" der Strijmung und der Wirbelbildung hinter dem Korper, 
sie vermogen aber nicht die Stromung auf der Rückseite hinreichend 
zu berechnen, um zu einem Widerstandsgesetz zu führen. Die wesent- 
liche Schwierigkeit liegt hier darin, daB die Flüssigkeitsbewegung auch 
bei beliebig verkleinerter Reibung nicht in  die reibungsfreie Potentiril- 
bewegung übergeht, eben wegeii der oben erwiihnten Unterschiede in 
den Randbedingungen der Potentialstromung und der wirklichen wirbeln- 
den Stromungen. Dadurch wird es erforderlich, entweder als erste An- 
niiherung eine von der wirklichen Bewegung wesentlich abweichende 
Stromung zugrunde zu legen, oder aber die nur experirnentell ermittelte 
Stromung in einiger Entfernung von der Oberflache zu benützen. 

Wollte man diese Untersuchungen zu einem mathematisch exakten 
Kherungsverfahren ausbilden so müi3te man, ausgehend von ejner 
Poteritialbewegung, die die Differeritialgleichu11gen streng befriedigt, 
aber nicht die Randbedingungen, eine L6sung suchen, die die richtigen 
Randbedingungen sukzessive anriahert. Leichter scheint aber der ent- 
gegengesetzte W e g  zu sein: Ausgehend von der S t O k e  s schen Bewegung, 
die zwar die Randbedingungen streng befriedigt, aber nicht die Differentinl- 
gleichungen, eine Annaherung an die Differentialgleichungen zu suchen. 
Dazu soll die folgende Untersuchung einen Beitrag liefern. 

1) Über Flü~sigkei tsbewe~ung bei sehr kleiner Eeibung, Verh. d. int. Math. 
Kongresses, Heidelberg 1904; B. a. die Gottinger Dissertationen : E. B l a s i u  e : Grenz- 
schichten in  Flüssigkeiten . . . , 1904 (Ztschr. f. Math. u. Physik, Bd. 65j; E. 
B o l t z e :  Grenzechichten an Rotationskorpern . . ., 1908; K. H i e m e n z :  Ilie Grenz- 
achicht an  einem . . . Kreiszglinder, 1911 (Dinglers Polytechn. Journal, Bd. 326). 
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Von FIUTZ NOETHER. 3 

Zu dieser ~ r o b l e m s t e l l k ~  hat noch ein anderer Gesichtspunkt 
geführt, die Frage nach dem Gültigkeitsbereich der geuaririten S t O k es schen . 
Formel, die für grundlegende Untersuchungrn der modernen Physik 
eine wesentliche Rolle spielt, niimlich für die Bestimrnungen des hypo- 
thetischen Elementarquanturns der Elektrizitat, der Elektronenladung, 
bezw. die Prüfung, ob ein solches iCLementarqiiantum überhaupt cxistiert.') 
Wiihrciid für die Untersuchung des Gültigkeitsbereichs der S t o  kesschen 
Formel nach der Seite ldeiner Dimensionen der bewegten Korper hin 
die kirietische Gastheorie in Frage kommt, bezieht sich die vorliegende 
hydrodynamische Untersuchung, die auch bereits experimenteil in An- 
griif genommen wurden ist2),  auf den Gültigkeitsbereich nach der 
Seite wachseiider Dimensionen liin. wie schon R a y l e i g h  =) auf Grund 
einer einfachen Dimensionsbetrachtung bemerkt hat, han@ die Gültig- 
keit der S t o k e  s schen %orme1 wesentlich nur von der Kleinheit der 
unbenannten ,,R e y n o l d s  schen" %ah1 ab : 

wo 0 die Dichte der Flüssigkeit bezeichnet. Daher mird eine An- 
naherung an die S t o k e s  sche Bewegung eine Entwicklung der Integrale 
der hydrodynamischen Differentialgleichungcn nach Potenzen dieser 
GroBe sein müssen. Zu dieser Entwicklung ist das Folgende nur ein 
erster Schritt, indem wir das erste ziir Stokesschon Bewegung hinzu- 
tretende Glied explizit aufstellen. 

Diese Aiifgabe m r d e  früher . schon von W h i t e h e a d  in Angriff 
genommen 4), doch scheiterte sein Versuch an Schwierigkeiten, die in 
der Natur der S t O kesschen Vernachlàssigungen liegen, wie B. W. 
O se en in Verbindung mit einer neuen Begründung der S t O k e  s schen 
Widerstandsformel hervorgehoben hat.5) Obmohl im allgemeinen unter 
der Voraussetzung kleiner Werte der R e  y noldsschen Zahl die S t o lies sche 
Vernachlassigung der Triigheitsglieder berechtigt ist, so trifft dies nicht 
mehr zu in sehr groBer Entfernung von der Kugel, wo irnmer einzelne 
dieser Glieder groB werden gegen die berücksichtigten. Diese hat 
Oseen von vornherein mit beachtet und gelangt so zu einer Stromung, 
die in groBen Entfernungen zwar wesentlich von der S tokesschen ab- 
- 

1) Ziisammanstelliing hei F. E h r e n h a f t :  Phys. Ztschr. 1 1  (1910), S. 940f. 
2) A l l e n :  Phil. Mag. 6 ,  50 (1900), p. 323, 519. Z e l e n y  u. Mc. K e e h a n :  

Phys. Ztschr. 11  (1910), S. 78. 
3) Phil. Nag. (4) 46 (1893) p. 354 f. (Papers TI, p. 78 f.). 
4) Quarterly Journal of Mathematics 23 (1889) p. 78, 143. 
5) nber  die S tokessche  Formel . . , Arkiv fbr Matemlctik, Astronomi och 

Fysik, Bd. 6 (1910), Nr. 29. (Beim Erscheinen dieser Ahhandlung war dan Mano- 
akript der vorliegenden Arbeit im Wesentlichen fertiggestellt.) 

1' 
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4 Über den Gültigkeitsbcreich der Stokosschen Widerstmdsformel. 

weicht, in der Kihe  der Kugel aber durch diese bei kleiner R e y n o l d s -  
scher Zahl appoximiert wird und daher auch zur selben Wider~tands- 
formel führt. Der von S t o k e s  begangene Fehler erweist sich also für 
seinen Zweck als belanglos, dagegen macht er sich geltend bei dem 
von W h i t e h e a d  eingeschlagenen Wege der weiteren Entwickelung, 
indem es sich als unmoglich erweist, diese eindeutig zu bestimmen. 

Doch M t  sich die Stokessche Ableitiing auch auf einem anderen 
als dem von Os  e e n  eingeschlagenen Wege rechtfertigen, und dieses 
Verfahren scheiut leichter zu der geforderten weiteren Anniiherurig zu 
führen. Wir  betrachten nicht wie S t o k e s  eine Parallelstr6mung, in 
der  die Kugel ruht, sondern eine Stromung, die durch eine in groBer 
Entfernung von der Kugel befindliche Q u e l l e  und eine auf der ent- 
gegengesetzten Seite in gleicher Entfernung befindliche S e n k e  hervor- 
gerufen wird, eine Stromung, die sich ja in der Nihe  der Kugel niclit 
wesentlich von einer Parallelstr6mung unterscheidet, wenn die Ent- - 

fernung der Quelle hinreichend groB ist gegenüber dem Kugelradius. 
In  unendlicher Entfernung aber ist diese Stromung wesentlich von der 
Parailelstromung verschieden, und dadurch wird es ermoglicht, daB die 
bei der S t O ke s schen Bewegung gekennzeiclineten Scliwierigkeiten hier 
nicht auftreten. E s  ge l i r ig t  s o  i n  d e r  T a t ,  e i n e  e i n d e u t i g e  L6- 
s u n g  f ü r  d i e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  u n d  R a n d b e d i n g u n g e n  
d e r  e r s t e n  N i h g r u n g  z u  f inden .  

Mit der Frage nach dem Gültigkeitsbereich der S t O kes  schen 
Formel han@ die andere zusammen; bei welcher unteïen Geschwindig- 
keitsgrenze die bei groBen Geschwindigkeiten stets beobachtete Rück- 
stromung und Wirbelbildung auf der Rückseite des Korpers eintritt. - 

Unsere erste Naherung gibt allerdings auch hier eine vorlaufige Ant- 
wort, doch bleibt, da diese Grenze schon nus dem Gebiete sehr kleiner 
Reynoldsscher  Zahl herausfailt, noch abzuwarten, wie durch die wei- 
tere Eritwicklung diese Grenze beeirifluBt wird. 

Die folgende Untersuchung gründet sich auf die Annahme stationiirer 
Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit. E s  müBte allerdings von 
vornherein in Zweifel gezogen werden, ob eine solche über den ganzen 
nnendlichen Raum ausgedehnte Bewegung mit den hydrodynamischen 
Differentialgleichungen und Randbedingungen überhaupt vertraglich ist, 
ob nicht etwa jede Bewegung von periodisch wechselnden Wirbelungen 
begleitet ist. In  der Tat würden die genannten Schwierigkeiten auch 
danu fortfallen, wenn wir die zugrunde gelegte stationiire Bewegung 
durch eine periodische Bewegung, :quivalent einem Pendeln der Kugel, 
ersetzten, aber die mathematischen Komplikationen würden sich dann 
schon wesentlich erhohcn. Doch hat C. W. Oseen in der genannten 
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und einer weiteren Arbeitl) den Existenzbeweis für die stationare 
L6sung eines verwandten Problems durchgeführt und sein Ansatz dürfte 
wohl auch zu dem hier geforderten Existenzbeweis fubren. Die im 
E'olgenden untersuchte Bewegung steilt aber nur eine Naherungs- 
bewegung in  dem Sinne dar, daB in ihren Bediiigungsgleichungen die 
vernachlassigten Glieder sicher klein sind neben den berücksichtigten. 

$ 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehnngen und die 
Stokessche Stromung. 

E s  bezeichne u, v, w die Geschwiiidigkeitskoniponenten einer Str6- 
mung, an der Stelle x, y, s nach den Achsen der x, y, z gemessen. 
6 sei die Dichte, u die Viskositiitskonntante, p der Druck der Flüssigkeit. 
Dann lauten die N a v i e r - S  t O kesschen nifferentialgleichungen für in- 
kompressible stationare Stromung: 

Dazu treten noch die Ra~ldbedingungen, die für  den zu unter- 
suchenden Fall einer ruhenden Kugel in Parallelstr6mung so lauten: 
An der Kugeloberfliche soll u = v = w = O sein, wahrend im Unend- 
lichen in jeder Richturig u = U, v = O, w = O verlangt wird. 

Die hkornpressibilitatsbedingu~~g (2) pflegt man in allen Fallen, 
in denen eine ausgezeichnete Richtung, hier die x-Richtung, vorhanden 
ist, in die keine Wirbelkomponente der Stromung fallt, identisch zu 
erfiilleu durch den Ansatz: 

Wenn die Stromung au0erde.m Achsensymrnetrie um die X-Achse hat, 
femer angenommen wird, daB die Stromlinien überall in den durch die 

1) uber die Stokessche Formel . . ., II; Arkiv for Maternatik, Asfronorni 
och Fysik, Bd. 7, Nr. 1 (1911). 
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6 Über den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

X-Achse hindurchgehenden Ebenen liegen, so kann die Funktion rp 
ohne Einschrankung der Allgemeinheit als Funktion von x und 

r = iy2 + s2 

angesetzt werden. Bezeichnet nun q die in die Richtung des Badius r 
fallende Geschwindigkeitskomponente, so gehen die Gleicliungen (3) 

Die Punktion 

gewinnt also durch die genannten Einschrankungen der Str6mungsform 
die Bedeutung der S t okesschen Stromfunktionl), durch die sich die 
Geschwindigkeitskomponenten bekanntlich so ausdrücken: 

Bus dieser Ableitung folgen zwischen den Funktionen rp und + 
sogleich die weiteren Beziehungen: 

Der BO definierte DifferentialprozeB D spielt in mancher ErIinsicht fur 
die Funktion $ die gleiche Rolle, wie der DifferentialprozeB d für  die 
Funktion gp, sein Verschwinden würde die Wirbelfreiheit der Stromung 
zum Susdruck bringen. Genau in der gleichen Weise, wie die Gl. (6) 
aus der G1. (4) gewonnen wurde, liBt sich nun auch noch weiter 
schlieBen : 

wo nun Ad und DD die Wiedcrholung des Prozesses A bzw. Il be-. 
deutet. Wir werden uns im folgenden nicht auf die Benützung einer 
der Funktionen rp oder $ beschriinken, soudern je nach dem vorliegenden 
Zweck die geeignetere Wahl treffen. Der Übergang von der einen zur 
anderen Funktion ist stets mittels der 81. (4), (6) ,  (7) leicht auszuführen. 

Aus den Gl. (1) haben wir zuniichst -den nruck  p zu elhinieren, 
da er in die Randbedingungen nicht eingeht, sondern erst nachtraglich 

1) S t O kes: Camb. Trans. 7. 1342 (Püpers, vol. 1, p. 1). S. a. L a m b ,  Hydro- 
dynamik, 5 94. 
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Von FRITZ KOETBER. '7 

mittels der QI. (1) aus den gefundenen Geschwindigkeitswerten berechnet 
wird. Aus (1) entstehen zllnachst die folgenden Gleichungen: 

oder mittels der G1. (3) 

Die Elimination von p ergibt somit:: 

Hier ist nun die Einführung der Stromfunktion + mittels der G1. (4), 
(5), (6), (7) am zweckm%Bigsten, wir erhalten so aus der vorangehenden 
Gleichung durch Multiplikation mit r und mittels geringer Verein- 
fachungen die folgende für die Funktion I): 

Zur G1. (8) treten noch die Randbedingungen, welche ausdrücken, daB 
im Unendlichen (im Falle der Parallelstr6mung) überall 

(8 a) 
---- av - Und - W L o  

r a7 ax 

Sei, daB ferner für die Kugel R = 1/- = a: 

sei. Da die Funktion + nur bis auf eine additive Konstante bestimm- 
bar ist, BO kann diese so gewahlt werden, daB die letateren Bedingungen 
übergehen in 

(8b! 
ô îii + = - = O  
aR 

für R = a, wobei 7 / ~  als Funktion des Radius R und des Polarwinkels 

6 = a r c t g l  gedacht ist. 
2 

Enter den in der Einleitung genannten Voraussetzungen fiir die 
S to  kessche B e w e p n g  kann nun in (8) die rechte Seite, deren Glieder 
quadratisch in + sind, neben den linearen Gljedern der linken Seite 
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8 Über den Cültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

vernachliissigt werden, und es ergibt sich die Grundgleichung für die 
S t O kes vche Bewegung: 

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unversndert hirizu- 
treten. Die Erfüllung dieser Redingnngen lautet 

wo der Definition nach 
x = R cos 9 

r = R sin 9 
gesetzt wurde. 

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Ausdrücken für die 
Spannung~korn~onentenl) in einer stromenden zahen E'lüssigkeit, führen 
zu der in der Einleitung genannten S t O k e  s schen Widerstandsformel 
für  die Kugel. 

$ 2. Beriicksichtigung der quadratischen Glieder der 
Differentialgleichnng (8) in erster Naherung. 

Um die quadratischen Glieder der G1. (8) in erster Anniiherung 
zu berücksichtigen, setzen wir 

+=%+$1, ' 

wo der in G1. (10) angegebene Ausdruük sei und @, von der Ord- 
6a U 

nung S@o vorausgesetzt wird, unter S die Reynoldssche  Zahl ---- 
P 

verstanden. Die VernachlLssigirng aller Glieder der Differentialgleichung 

(9), die den Faktor S: bzw. 55' enthalten, führt dann, unter Berück- 
CL 

sichtigung, daB DD(@,) = O, zu der folgenden: 

die auf der rechten Seite nur bekannte Gr6Ben enthiilt. Dazu kommen 
die Randbedingungen, daB für R = a 

und im Unendlichen 

1) S a i n t - V e n a n t :  Comptes Rendus 17 (1843) p. 1240. h t o k e s :  Camb. 

Trans. 8 (1846) p. 287 (Papers, vol. 1, p. 75). S. a. L a m b :  Hydrodynamik, 6 314. 
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Von FRITZ NOETHER. 9 

Die Gleichung (11) ist durch Eiiisetzen aus (10) und der hieraus fol- -- . . 
genden Gleichung: 

(12) 
3 BinP9. 

= - 
3 

J)qo = - a U R 2 

auszuführen. E s  ergibt sich (vgl. die Ausrechnung im Anhang 1) 

(13) 
9 6 3 aP D J = - - P s insa  cos 4 
4 P 

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen, sind einige 
Vorbemerkungen notig über die Losungen der Gleichungen 

DI) = O und DG = F, 

auf die wesentlich die sukzessiven Annaherungen der exakten Diffc- 
rentialgleichungen zurückzuführen sind.') 

Aus den im 9 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk- 
tionen rp und $J folgt, da0 man aus jeder L6sung y der Gleichung 

a (P Arp = O durch den ProzeB $ = r ;;r eine Losung der Gleichung D+ = O 
erhalt, und ebenso aus der ~6s;ng der Gleichulig Arp - f die L6sung 

a r der Gleichung DI) = r -  = F. Kun laBt sich bekanntlich die Glei- a 1- 

chung d rp = 0 durch eine Summe von homogenen Funktioncn des 
Ortes x, y, z (bzw. x, r), die raumlichen Kugelfunktionen, allgetnein 
integrieren, die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie uni die 
X-Ache in die zonalen2) Kugelfunktionen übergehen. E s  folgt also, 
daB sich in gleicher Weise die Gleichung D$J = O durch eine Summe 
von homogenen Funktionen der Koordinaten x, r intcgrieren M t ,  die 
sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten. 

Weiter IaBt sich die allgemeine Losung der Gleichung dg, = f 
durch Entwicklung von f in eine Reihe von homogenen Funktionen 
finden, deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer 
Potenz des Radius K ist, und zwar einer zonalen Kugelfunktion, wenn 
f Achsenspmetrie in bezug auf die X-Achse hat. Die Losung cp kann 
dann in gleicher Weise entwickelt werden, wobei jedein homogenen 
Bestandteil von f ein gleicher in y, und zwar von einem um 2 hoheren - 

Grade, entspricht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen 
ar cp und @ folgt, da1 die Losung der Gleichung Dq = r - = F sioh in a r 

analoger Weise darstellen laBt, wobei an Stelle der Kugelfunktionen 
die homogenen L6sungen der Gleichung D@ = O treten. 
- 

1) Ausführliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson: London Phil. 
'hana. Bd. 182 (1891), S.  449f.  

2) Bezeichnung nach Thomson nud T a i t ,  Nat. Phil. 
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10 Vber den Giiltigkeitsbercich der Stokesschen Widerstandsformel. 

Für diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen 
<p die folgende Reihe: 

9' 

Durch den speziellen Ansatz 
q=R'>' 

fol@ dann aus D1~i = O die Differentialgleichung für B: ' 

Po (4) = 1 l O 
R Pl (4) = x O 

RTd,(4) = + (3 X" RRZ) - = - ,inP 4 

R3P,(4)  = + ( 5 x S  - 3xR2)  - S z r 8 = - 3 R 3 s i n 9 c o o s 9  
USW. UEW. 

Hiernach besteht, wie auch schon au% der obigen Reihe ersichtlich ist, 

R- 'P0(4)  = R-' 
R - T P , ( 4 )  = x  R - 3  

USW. 

die Beziehung : 
B,,, = B - m + l  ' 

- r2R-3 = - R-1 sin2 9. 

- 3 ~ r ~ R - ~  = - 3 R - 2  sin3 4 cos 1) 

US W. 

Feriier zeigt die Reihe, da0 es zu jedern Grade rn eine L6sung B, von 
(13) gibt, die eine ganze rationalc Funktion von cos 4 ist. Eine ganz 
analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen übliche würde 
zeigen, da0 (ausgenornmen im Falle In = 1 bzw. m = 01)) je niir diese 
einzige rationale Funktion Bm zu jedem Index m existiert. Die Reihe 
dieser Funktionen lautet, unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen 
Faktoren, die noch spiiter erfolgen wird: 

BI = R, - 1 (und cos 4) 
- 

2 - -1  

B, = B-, = - sin2 9. cos 4 

B4=B-, = - s i n Z 3  (5 c o s 2 8  - 1) 
3, = B-, = - sin" coos4(7 cos"-3) 

UBW. 

1) Für diese Fiille werden die Losungen aus der G1. (16) leicht direkt erhalten. 

Um die Differentialgleichurigen fü r  die so definierten homogenen 
Funktionen yi aiifzusteLlen, sctzen wir allgemein 

Ic, = B ( 3 )  . V ( R )  
und erhalten zunachst : 
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Um nun die Gleichung 
Dli) = F ( q  re)  

zu integrieren, denken wir uns F in  eine Reihe von homogenen Funk- 

entwickelt. Für die im Folsenden in Betracht kommenden Baile ist 
das immer moglich. Die Losunp selbst wird dann eine Reihe 

.iIi = a&,, 
deren einzelnes Glied der Differentialgleichung 

D (Qrn J = km n Rn B m  (4) 

genügen muB. Für +,,, setzen wir hier 

(16) @Ln = yrnn(R)Bm(') 

und erhalten mittels (14) und (15) die Gleichung: 

deren vollstiindige Losung im allgemeinen lautet: 

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die F d l e  

n = m - 2  und % = - m - l ,  

für die die entsprechende Forniel lautet: 

uriter cl, cp wie oben willkürliche Konstanten verstanden. 

Die Diffcrentialgleichungen der Hydrodynamik, die für eine achaen- 
symmetrische Strornung nach Elimination des Druckes in der nicht- 
linearen partiellen Differential~leichu~p (8) zusammerigefaBt sind, lassen 
sich allgemein durch sukzessive L6sung von linearen Niiherungsglei- 
chungen auf Grund der vorhergehenden Pormeln integrieren. Denn 
jedc der sukzessiven Niihcrungsgleichungen erhiilt ganz analog wie 
die oben abgeleitete G1. (13) für die erste Kiiherung die Forni 

D D (+;) = Fi(%, r", 

ist also %quivalent mit. dem System von linearen Gleichungen zweiter 
Ordnung : D(Bi) = F,(x, re)  

D ($;) = E, (x7 9)). 
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12  t b e r  den Gültigkeitsbereich der Stokesschen kiderstandaforrnel. 

Wihrend' diese formale Integrdion keine prinzipielle Schwierigkeit hat, 
zeigen sich aber, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde, 
wesentliche Hindernisse, die Bandbedingungen zu erfiillen, wenn daa 
Str6mungsgebiet unendliche Ausdehnung hat, und zwar tritt diese 
Schwierigkeit schori bei der nun folgenden Integration der ersteri Niihe- 
rungsgleichung (13) aiif. 

Wenden wir auf diese die obigen Bezeichnungen an, so lautet sie: 

Ein Integral von (13a) ist auf Grund der Gleichungen (16) und (1 7j: 

Sodann ein partikulares Integral von (13b), das mit @,' bezeich- 
net sei: 

Das allgemeiue Integral der Gleichungen (8a) und (àb) aetzt sich 
zusammen aus diesein partikuliiren Integral (18) und dem allgemeinen 
Integral der Gleichung DDW = 0, das sich auf Grund obiger Vorbe- 
merkungen ergibt zii 

m 

Die unendlich vielen Konstanten c des Ausdruckes (19) sind nun 
geeignet zu bestimmen, damit die Randbediugungen 

und 

durch die Kornbination der Ausdrücke (18) und (19) erfüllt werden- 
Da nun die Funktionen B, je Funktionen m-ter Ordnung von cos 8 
sind, wie aus ihrer Ableitiing allgcmcin hervorgcht, da also keine li- 
nearen Beziehungen in  dem System der E'unktionen B,, bestehen 
konnen, da anderer~eits die aufgestellten Randbedingungen unabhingig 
voin Winkel 6 sind, so müssen die Randbedirigungen in der Kombi- 
nation der Ausdrüçke (18) und (19) identisch je durch die Faktoren 
der Funktionen B, erfüllt werden. 

Sur  Erfüllung der fur R - on gültigen Bedingungen ist es er- 
forderlich, daB siimtliche Glieder der Funktion & von niedrigerer Ord- 
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Von FRITZ NOETBER. 13 

nung in R als der zweiten sind. Dieser Forderung widerspricht aber 
das erste Glied des Ausdrucks +' i n  (18): 

=Io U ~ R ,  (9.1 a ne 
16 Ir. 

und dieses Glied kann, weil der Faktor von B,, aus (18) und (19) zu- 
aammengenommen, fiir sich die Bedingungen befriedigen muB, auch 
nicht durch irgend welche anderen Glieder der Summe (19) kompen- 
s i e d  werden. 

Dieu ist der Widerspruch, alif den bereitu Whitehead nuf anderem 
Wege geführt wurde. Seine Vermutung, daB deshalb das allgemeine 
hydrodynamische Probleni überhaupt keirie stetigen Losungen zulasse, 
sondern daB Diskontinuitiitsfliichen im Sinne der B elm h 01 t aschen 
Wirbeltheorie vorhanden seien, ist aber nicht begründet. Die Schwierig- 
keit erklart sich daraus, da5 die S t O k c s schc Bewegung im Unendlichen 
keine Annaherung an die wirkliche Rewegung mehr darstellt, sondern 
Glieder vernachliissigt, die gr6Ber ale die berücksichtigten sind. Eine 
unmittelbare Folge davon iut es, daB unser Ausdruck El = DI), von 
hoherer Ordnung in R und daher im Unendlichen gr6Ber als Dyi, wird. 

Da ohne die Berücksichtigung der iin Unendlichen geltendcn Grenz- 
bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion + nicht 
ausführbar ist, so bleibt auch die Stromverteilung in  der Nihe  der 
Engel, von der insbesondere der Widerstand abhiingt, noch v6llig un- 
beetimmt. Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen 
Wege gelingen, eine andere bezcegulzg eindeutig au bestimmen, für die die 
abm gesuchte Bewegung als eine in der Nahe der Kugel und in endicher 
Entfemung von ihr güllige Annaherung angesehm werden kann. So ist 
es dann moglich, die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion 
9, ebenfalls zu bestimmen, unabhingig davon, daB die gewonnene 
Formel für l/ii im Unendlichen aufhort, Gültigkeit zu haben. 

Da diese Untersuchung (5  5 und 6) groBeren Raum einnimmt, so 
geben wir hier zuniichst nur ihr Resultat an. Dieses ist, daB in dem 
Ausdruck (19) die siimtlichen Faktoren der Funktionen B,, mit Ans- 
nahme desjenigen von B,, verschwinden, und daB in dem Baktor von B, 
die Konstanten cs, und cs, ebenfalls verschwinden. Zur Bestimmung 
der übrig bleibenden Konstanten c,, und c,, reichen die Randbeding- 
ungen an der Kugeloberflache R = a aus. 

a v Bus qi = , R = O für R = a folgt: 

- u = 
12 

+ c,, c, ,  = O 
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14 tfber den Gültigkeitsbemich der Stokesschen Widerstandsformel. 

Nehmen wir das Glied aus G1. (10) hinzu, so erhalten wir end- 
lich als erste Anniiherung: 

(21) $,, + q1 = - a U n  sina 9 (- R ; ; ) ' [ ~ ( ~ ~ + a )  

Aus Gleichung (21) ist ohne weiteres ersichtlich, da% der EinfluB 
des ersten Naherungsgliedes Gl nur von dem numerischen Wert  der 

G V a  
R e  y n O l d  s schen Zahl S = - abhiingen kann. 

P 

5 3. Diskussion der ersten Annaherung. 

Die Gleichung (21) IZBt vorlaufige Schlüsse auf die Stromungs- 
form ziehen, die unter dem EinfluB der Triigheit eintreten wird. Die 
tangentielle Geschwindigkeitskoniponente, 

v, = u sin 19. - q cos 4 

verschwindet den Randbedingungen entsprechend für die Kugelober- 
fliiche B = a. Ih r  Anstieg senkrecht eur Oberflache 

dagegen hat einen endlichen Wert  und gibt ein Bild für die Str6- 
mungsverteilung in der Nahe der Kugel. Man erhalt mit  Rücksicht 

a 4 auf das Verschwinden von - für R = a : a R 

3 
R ( 2 R + a ) - S c o s 8  ( Z R ' +  U R  + a? 

U .  8 - - sin 4 
2 R (R = a) 

- 
s u .  -- - 
2 a 

sin (1 - 2 cos 8) 

Hiernach ist der Geschwindigkeitsanstieg, der bei der S t O k e s  schen 
Bewegung auf der Vorder- und Ilückseite der gleiche war (da sin 9. = 
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S 
sin (n - a)), durch das Hinzutreten des ersten Naherungsgliedes c o s 8  

unsymmetrisch geworden. Auf der der Stromung entgegenstehendcn 
7z 

Vorderseite der Kugel ($5 8 < n, cos 8 < 0) ist der zosiitzliche G e  

schwindigkeitsanstieg gleichgerichtet mit dem. ursprünglichen für S - 0, 
die Geschwindigkeit ist daher auf der Vorderseite erhoht gcgen die der 
S t O k e s schen Bewegung. Auf der Rückseite der Eugel dagegen 

(O < 8 < ;, cos 8 > O) ist der zusiitzliche Geschwindigkeitsanstieg dem 

ursprünglichen entgegengerichtet und der Gesamtanstieg ist daher hier 
verzogert gegen den der S t okesschen Bewegung (S. Fig. 1). Dieses Ge- 
schwindigkeitsbild erinnert offenbar schon an die wirklich unter dem Ein- 

Fig. 1. Stromlinis ftir S =  1. 

fluB der Triigheit stattfindende Stromung: Wenig beeinflufhe Stromung 
bis nahe an die Vorderseite der Kugel heran; ,,Totwasser'i bezw. ein Ge- 
biet wirbelnder Bewegung hinter der Kugel. Gehen wir einen Schritt 
weiter und lassen S in  der Formel (22), ohne Rücksicht auf die noch 
unerledigte Konvergenzfrage, genügend grofl werden. Sobald S > 2 ge- 
worden ist, überwiegt für kleine Werte von 8 (wenn also cos 8 nahe 
an 1 liegt) die rückstromende Zusatzbewegung über die ursprüngliche 
Vorwartsbewegung, es hitt im Ganzen Riickwarkstromung auf der Riick- 
seite der KugeZ eiw, eine Bemegungsform, die der unter gewohnlichen 
Verhaltnissen (d. h .  bei groBen Werten der Reynoldsschen Zahl fi') 
beobachteten qualitativ ahnlich ist. 

Der vollstindige Ausdruck der Stromfunktion (Gl. 21) gibt naherert 
AufschluB über die Stromung in der Nahe der Kugel. Die Rotations- 
flachen + = const, die ,,StromKichen", enthalten bekanntlich vollstandig 
die Stromlinien, ihr Verlauf ergibt sich qualitativ sus dem Verlauf der 
F1"lahe = O. Letztere zerfillt in drei Bestandteile: 

(1) sin2 8 = O, d. i. die X-Achse, die wegen der Rotationssym- 
metrie selbst Stromlinie sein muB. 
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16 Über den Giiltigkeitsbereich der Stokeaachen Widerstandsforrnel. 

(2) (R-a)'= O, die Kugeloberfliche selbst, die nach den Be- 
dingungen der Aufgabe Stromfliiche ist. . 

(3) Die Flaclie: 
3 

R ( 2 R + a ) - s S c o s 4 ( 2 R a + a R + a ~ = 0 0 .  
3 

S cos a 
oder R ( 2 R + a ) = a B  

1 - s c o s 9 .  
8 

Die letztere Gleichung beutimmt, als quadratische Gleichung für R 
aufgefdt, eimn positiven Wert von R, solange die Redingung 

erfüllt ist, also für aiie Werte des Winkels 9 swischen O und einen 
positiven Wert von R, solange 

00.:. 

5% 
F ü r  4 = ergibt sich stets d.er Wert R = O und für 4 = O der maxi- 

male Wert von R bei vorgegebenem S. Dagegen ergibt sich für die 
I 

Lagen des Winkels 4 zwischen nnd z kein positiver Wert  von R. 

Wenn S die obige Bedingung erfüllt, BO hat die Flache (3) daher einen 
geschlossenen reellen Teil, der ganz im Halbraum positiver z, d. h. in 

Fig. 9. stromlinie 711 = O WI s = 8, 8. dem Ealbraum ver- 
Iiuft, der, im Sinne 
der Stromung aufge 
FaBt, die riickwartige 

L 
Kugelhiilfte enthalt 

, 
rl>-0 (S. Fig. 1 u. 2). Ihr 

Radiusvektor nimmt 
von dem Werte R=O 

I 
für 4 = - ausgehend 

2 

stetig zu bis zu dem Maximalwerte bei 4 = 0, der R = a wird, wenn S = 2 
angenommen ist. Solange also S< 2, so verlauft die Fliche (3) durchaus 
im Innern der Kugel vom Badius a und kommt als ~trornf&he niçht in 
Betracht. wenn aber S > 2 ist, so tritt ein Teil von ihr über die Kugel auf 
deren Rückseite hinaus und bildet eine reale Stromfliiche. Sie trennt von 
der ZuBeren Stromung ein Gebiet auf der Rückseite der Kugel ab, in dern 
wirbelnde Stromung stattfinden muB, der aufieren Stromung gleichgerich- 
tete Bewegung Iings der Innenseite der Flache (3), Rückstr6mung lkirigs 
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Von FRITZ NOETHER. 17 

der Kugeloberfliiche, wie wir oben schon für S> 2 aus dcm Geschwindig- 
keitsanstieg schlossen. Man erhilt  also das Bild des bei gr6Beren Ge- 
schwindigkeiten beobachteten Wirbelringes auf der Rückseite der Kugel. 

AL u n h e  Grenze f i r  den Eintritt der Wirbelbildung erg& sich der 
Wwt der Reynoldsschen Zahl S = 2. Da allerdings diese Grenze über 
das Gebiet kleiner R e y n o l d s  scher Zahl, der Voraussetzung unserer 
Niiherung, hinausfailt, so bleibt abzuwarten, wie weit die Grenze durch 
die weitere Entwicklnng noch verschoben wird. Es ist noch zu bemerken, 
da5 mit wachsendem S der Wirbelring sich sehr rasch, besondera für 
kleine Werte von 8, vergrGBert, doch handelt es sich hier wohl urn eine 
Wirkung der Vernachliissigung hoherer Glieder, wie die Fortsetzung 
der Entwicklung zeigen würde. 

g 4, Widerstand nach der ersten Anniiherung. 

Der Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hiingt 
von dem Widerstand ab, den die ans der Stokesschen und der Annahe- 
rungsbewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt. Es ist indes leicht 
einzusehen, dai3 die bisher aufgesteilte Naherungsbewegung noch keinen 
Beitrag zum 'Widerstand liefert; wir beweisen des an den expliziten 
Formeln für den Widerstand. 

Bezeichnet W. die Normale eines Fliichenelernents an der Grenze 
einer inkompressiblen reibenden Flüssigkeit, s eine beliebige Richtung 
in diesem Fliichenelement, so ist der Ansatz für die Spanniingen in 
diesem Fliichenelement, der den Differentialgleichungen (1) zu grunde 
liegt, der folgende l): 

Die Normalspannung (positiv, wenn vom Fliichenelemcnt nach der 
Seite der Flüssigkeit hin gerichtet) ist 

(23) 
3% P,.= - P + ~ P  an, 

die Tangentialspannung in Richtung s: 

wo v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden 
Richtungen bedeuten. Die Gr6Ben vil und v, sind hier aus den gefun- 
denen Formeln für die Stromfunktion 7) = +,, + lC>i zu entnehmen, wahrend 
p bis auf eine belanglose additive-Konstante au8 den Grundgleichungen 
(1) bestimmt ist. Wir  erhalten aus diesen fü r  die Kugeloberfiiiche, mit 
Rücksicht darauf, da1 nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits- 

1) S. FuBnote a d  S. 8. 
Zeiteehrift f. Mathematik II. Phpik 68. Band. 1813. Heft 1. 2 
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18 b e r  den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

komponenten u, v, w verschwinden und nach der 61. (22) der normal 
gerichtete Geschwindigkeitsgradient endlich ist: 

ap ap !2 =-,, +, -- , . .cos+,- 
R a 4  a x a r  

= p [sin s (afap + - - + cos 4 -- 
a z a  "'"3 ax a r  

- 

7 
- 

s in6  a adq c o s 6  a a d y  
. [ T a i ( . - ) +  a r a i ( ~ ~ ) l  

- - --- - " (S. die Gl. (3) u. (6)) 

oder endlich die einfache Formel: 

Der vweite Bestandteil der Norrnalspannung p,,,,, 2 p  en, verschwin- 
an  

det an jeder korperlichen Begrenzungsfkche der Flüssigkeit wegen der 
Randbedingungen und der Inkompressibilitatsbedingung (2), die hier lautet 

und wegen des Verschwindens der Geschwindigkeitskomponenten v, 
und p Iangs der ganzen Oberflache sofort ergibt: 

Von der Tangentialspannung pn, (24) verschwindet wegen der Randbe- 
dingungen an der Oberfliiche das erste Glied, es bleibt also: 

Mit Riicknicht auf die Randbedingung - $ = 0 wird endlich: 

Die Kraftkomponente, die in  der Str6miingsrichtung (x-Richtung) auf 
die Zone der Kugeloberflache 
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wirkt, ist 
dK = (pn,, COS 8 -p , ,  sin 4) d ~ )  

wahrend die entsprechenden Kraftkomponenten in der y- und z-Bichtung 
wegen der Rotationssymmetrie verschwinden, und die Gesamtkraft wird 
somit: 

J i  

PI K = 2nR2J(I,,, cos 9. -p,, sin 4) sin 8 d 8 .  
O 

Bus dieser Ableitung der ~iders tandformel  ist ersichtlich, da0 die 
von der ursprünglichen Stokesschen Bewegung und die von den suk- 
zessiven Annaherungen herrührenden Anteile am Widerstand sich einfach 
überlagern, da die schlieBlich in Betracht kommenden Ausdrücke für 
den Druck und die Spannungen durch lineare Prozesse aus den Geschwin- 
digkeitskomponenten, bzw. den zugehorigen Stromfunktionen, entstehen. 
Die aus den Gleichungen (1) resultierenden quadratischen Glieder ver- 
schwinden wegen der Randbedingungen an der Eugeloberfliiche in der 
Dr~ckgle ichun~ und daher auch in der Widerstandsformel. 

Nun ist ersichtlich, da0 der Widerstandsanteil der ersten Nahe- 
rung (F,) verschwindet, und zwar wegen der Symmetrie der Kugel zu 
ihrer Aquatorfliiche x = O. Die Geschwindigkeitskomponenten dieser 
Stromurig sind ja 

sin") 
(R - a)P (ZRP+ a B +  a')) 

-- - 
R 4  

- 3 --- a ( R - a ) ' ( 2 R a + a R +  a?)) 
SUsin.9. ~ 0 . ~ 4 . - -  -- - .  

32 a R R Y 

Hiernach ist auch die S t r h u n g  spiegelbildlich symmetrisch zur 
iquatorebene z - 0, sie ist vorwarts gerichtet auf der Vorderseite 

(; < 8 < n),  rÜokw%rts gerichtet auf der Rückseite, und die auf die 

Halften der Kugel von der Flüssigkeit ausgeübten Kriifte heben sich 
gegenseitig auf. Anders verhalt sich in dieser Hinsicht die zweite 
Naherung, bei ihr ist, wie bei der Stokesschen Stromung selbst, die 
Bewegung auf der Vorder- und Rückseite ~ymmetrisch und gleich- 
gerichtet, und daher ist im ganzen ein Beitrag zum Widerstand zu er- 
warten. Die Stokessche Formel wird somit Gültigkit haben bis auf Zu- 
satzglieder, deren Verhaltnis zum urspriingiichen qîcadratisch in der &y- 
noidsschen Zahl S = s a  Dl  p ist. 

2 
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20 Über den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

Ln der Tat gibt die 81. (25) für den Druck an der Kugeloberflache: 

27 p s  u - 
16  a 

sin 4 cos 4 

wo Pl den Druck in der  quat tore bene bedeutet. Ferner wird wegen 
G1. (26) 

2 R z + a R +  
p,,. = :G 8 U sin 8 cos 4 ( 

RI R = a 

- 3 P S U  . - - - sin 8 cos 4 
4 a 

und endlich 
X 

wie oben behauptet wurde. 

Mit diesem Resultat scheinen Beobachtungen von Z e l e n y  und Mc. 
K e  e h a  n l) im Einklang zu stehen, da/3 sich nümlich der Gültigi~itsbereich 
der Stoicesschen Formel bei genw kugelfor?nigen Korpern wesentlich groper 
erlvics als bei annühernd kr~pl f irrnipn Korpern (Sporen). Wiihrend 
sich bei letzteren schon bei sehr kleinen Werten der Reynoldsschen 
Zahl (S= 10p3) Abweiühungen von der Stokesschen Formel zeigten, 
die bei Vernachlkigung der TrZgheitsglieder nicht aus den Abweich- 
ungen von der Bugelgestalt zu erklaren waren, fanden die Verfasser 
die Stokessche Formel bei Kugeln streng bevtatigt bis zu Werten der 
Reynoldsschen Zahl, die die Grenze S = 0,l noch wesentlich überstiegen. 
In der Tat mar ja das Versühwinden des in der Reynoldsschen Zahl 
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie 
bezüglich ihrer ~quatorebene.  Auch bei geringer Unsymmetrie würde 
aber  ein linearer Bestandteil auftreten, und dieser müBte sich in hohe- 
rem MaBe auEern, als der quadratische Bestandteil bei Kugeln. 

5 5. Ersatz der Parallelstrijmnng dnroh eine inhomogene Stromnng 
(mit Qneile und Senke.) 

E s  bleibt uns noch übrig, die in  5 2, S. 13 angegebene Konstanten- 
bestimmung zu rechtfertigen, die mit den bisherigen Mitteln nicht be- 
gründet war, da unsere Naherungslosung im Unendlichen versagte. Zu 

1) Phys. Ztschr. 11, 1910, S. 78f. 
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Von FEITZ NOETHEB. 21 

dem Zwecke betrachten wir folgenden Stromungsvorgang, der i m  Un- 
endlichen überall verschwindende Geschwindigkeitskomponenten in jeder 
Richturig hat und sich in der Kahe der Kugel nicht wesentlich von 
dem früher bchandelten unterscheidet: 

Die Kugel sei als ruhend angenommen (S. Fig. 3), ihr Mittelpunkt 
O befinde sich im Punkte x = y = 8 = O. Der Punkt x  = - A, y = 0, 
z = O sei der Mittelpunkt eines endlich aiisgedehnten, kugelformigeu 
Queilengrbiets, der Punkt X =  + A,  y = 0, z = O der Mittelpunkt eines 
ebensolchen Senkengebietes. Im übrigen sei die Stromung überall quellen- 
frei und daher die Gesamtergiebigkeit der Quelle entgegengesetzt gleich der 

Fig. S. EiIà 

der Senke. Ferner sei der Radius des Quellengebietes wie des Senken- 
gebiets von vornhcrcin klein gedacht gegen die Entfernung A und 
ebenso der Kugelradius a klein gegen A. 

Um nun zuniichst die der Stokesselien Stromung arialoge zu er- 
halten, setzen wir die Rewegung zusammen aus eincr Potentialstr6mung 
und einer überlagerten, die den EinfluB der Ravdbedingungen an der 
Kugel und der Reibung enthalt. Auch die Potentialbewegung genügt 
ja, weil für sie DG = 0, der G r ~ n d ~ l e i c h u n g  (8). Rezeichiiet e, - e die 
Gesamtergiebigkeit des Quellengebiets, bzw. Senkengebietes, ferner Q ,  Q, 

die Abstande von ihren Mittelpunktcn, so daB 

$= (x + Aj2 + y3 
( X - A ) ~ + T :  

so wird das Geschwindigkeitüpotential der zugehorigen Potentialst6mung 

Hierbei ist noch vorausgesetzt, daB die Ergiebigkeit der Quelle auf 
konzentrischen Schichten konstant sei, ebenso der Senke. Um Stetig- 
keitsbetrachtungen vermeiden zu konnen, nelinien wir ferner an, dai3 
die Ergiebigkeit im Inneren des Quellgebiets stetig sei und am Rande 
mit dem ersten und zweiten Differentialquotienten verschwinde. 
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22 Über den üültigkeitsbereich der Stokesschen WiderstandeformeL 

Für den Kugelmittelpunkt x = y = z = O wird 

Urn mogliehste Annaherung und, wenn A sehr groB wird, Über- 
einstimmung mit dem früheren Bewegungszustand in der Nahe der 
Kugel zu erhalten, müssen wir also 

wiihlen, und erhalten somit aderha lb  der Quellgebiete die Potential- 
darstellung: 

Die zugehorige Stromfunktion @, bis auf eine willkürliche additive 
Konstante definiert diirch die Gleichungen: 

a @  =--- 1 a .  a ? -  l a!! 
ax a , '  a ~ - -  9 = - ,  ,,, 

lautet: 

Wir entwickeln diese Formeln für das Gebiet R < A. In  der be- 
kannten Bezeichnung der Kugelfunktionen wird: 

und daher 

Da diese beiden Summen, als Stromfunktionen je einer Potential- 
stromung, der homogenen Gleichung D@ = O genügen'), BO mu6 jedes 
einzelne Glied dieser Summen ehenfalls dioser Gleichung genügen, es 
folgt daher durch Vergleich mit den Entwickelungen des 9 2 über die 
Ghichung D+ = O, daB, unter x einen Zahlenfaktor verstanden, 

P, (8) - COS 8 P. - 1 (8) = x B (8) 

1) S. z. B. Lamb, Hydrodynamik, $, 94. 
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Von FRITZ NOETHEE. 23 

sein muB. Wir  hnben die Funktionen B, früher (S. 10) cben so nor- 
miert, da8 x = 1 wird für alle positiven n (ausgenommen den hier 
belanglosen Fall n = 1). Also erhalten wir für I)  (G1. 28) den Aus- 
druck 

Dies die ungestorte Potentialstr6mung. Um die der Stokesschen 
Stromnng analoge zu erhalten, haben wir diesen hnsatz durch Glieder, 
die der Gleichung D D+ = O genügen und deren zugehorige Geschwindig- 
keiten im Unendlichen verschwinden, so zu erganzen, daB an  der Kugel- 
oberKiche vom Radius R - a die Bedingung 

erfüllt wird. Nach der Gleichung (19) wird dies erreicht durch den 
Ansatz: 

Betrachten wir nun den Fall, daB die Entfernmg A sehr groB ist gegen 
den Radius a und beschriinkcn uns ailf die Stromiing in der Nahe der 
Kugel, so konnen wir in +, (Gl. 29) aile Glieder, die negative Potenzen 
von A enthalten, vernachlassigen, und es bleibt daher nur das zum Index 
m = 1 gehorige Glied: 

also die zur Stokesschen Bewegung gehorige Stromfunktion (10). Wir 
haben somit eine neue Ableitung dieser Gleichung gewonnen und haben 
nun nachzuweisen, daB i n  der Tat in der Grundgleichung (8) d '  le ver- 
nachl%ssigtcn quadratischen Glieder bei kleiner Reynoldsscher Zahl 
iiberall klein sind gegen die berücksichtigten. Dazu müssen wir @, 

(Gl. 29) auch in beliebiger Xntfernung von der Kugel mittels (28) und 

(28') sumrnieren, unter der ~ n n a h k e ,  da8 ; zu vernachliissigen sei und 

erhalten: 
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24 nber den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

1 1 
Die für und - gültige Entwicklung im Gebict R > A: 

e el 

gibt in groBer Entfernung deri Niherungsausdruck: 

und femer ist 

(12) 
2 a D&=--U sin29.. 
3 R 

Hieraus folgt, daB die rechte Seito dcr Gleichiing (8) in groBer Ent- 
femung sich verhiilt wie der Ausdruck 

wihrend die einzelnen Bestandteile des (in der Summe verschwindenderi) 
Ausdrucks DD(q0) auf der linken Seite sich wie 

U a  - 
BS 

verhalten, also in gleicher Weise verschwinden. Daher i d  bei kleiner 
R ey no ld  a scher Zahl die gemachte Vernachlissigung im Unendlichen 
unbedenklich. 

Im ganzen endlichen Raum aber ist die Stromung, die eu ge- 
hart, reguliir und die vernachlassigten Glieder sind daher endlich und bei 
kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den berücksichtigten Gliedern. 
Das Gleiche ist  auch noch für die Quellgebiete der Fall; hier gilt aller- 
dings nicht der Ausdruck (28) für die Stromfunktion der ringestorten 
Potentialbewegung, die in diesen Gebieten ja nicht mehr existiert, es 
gelten auch nicht die Grundgleichungen (l), die elsenfalls die Voraus- 
setzung der Quellenfreiheit enthielten. Es erübrigt sich aber, für diese 
Gebiete die Grundgleichungen eigenv aufzustellen, da aus den Stetig- 
keitsannahmen fiir die Ergiebigkeit der Quelle bzw. Senke folgt, da5 
die Geschwindigkeiten in  diesen Gebieten endlich und stetig bleiben und 
daher ebenfalls die vernachl%sigten quadratischen Qlieder in den Grund- 
gleichungen bei kleiner R e  y n 01 ds  scher Zahl klein gegen die berück- 
sichtigten werden. Überdies zeigt die folgende Entwickluug, daB selbst 
bei Annahme punktformiger Quelle und Senke die vernachl%ssigten Glie- 
der von (8) und ebenfails die daraus resultierenden Geschwindigkeit'en der 
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ersten Naherung endlich bleiben, obgleich dann die Geschwindigkeiten 
der zugrunde gelegten Potcntialbewegung unendlich sind. U n  so mehr 
sind bei kleinem S jene Vernachlassigungen berechtigt. Das Gleiche gilt 
aber dann nicht mehr für  die Grundgleichungen (l), die nach der Be- 
rechnung der Stromung die Ilruckverteilung bestimmen, vielmehr werden 
hier in der Nahe der Quellpunkte die quadratischen Glieder wesentlich, 
durch die bekanntlich in  der Potentialtheorie der Druck berechnet wird. 

5 6 .  Erste Nahernng und Konstantenbestimmnng. 

Als weitere Anniiherung zur Erganzung der z u p n d e  gelegten Be- 
wegung fordern wir eine überall, auch im Quellgebiete der Grundbe- 
wegung, quellenfreie Stromung mit im Unendlichen verschwindenden 
Geschwindigkeiten, die die Randbedingungen an der Kugeloberfliiche er- 
füllt und der aus (8) resultieren(1en Differentialgleichung (11) der ersten 
Naherung genügt. 

Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdriicke für $J, und aus den 
Gleichungen (29a) und (12) zu verwenden. E s  folgt (S. die Ausrechnung 
in Anhang 2) :  

Dieser Ausdruck der rechten Seile gilt zunachst nur für den Raum 
aul3erhalb der Quellgebiete, da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung 
bis an die Punkte g = O bzw. p, = O hinl), so k6nnen wir hier die Vor- 
stellung punktformiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Gültig- 
keit daher über den ganzen unendlichen Haum auBerhalb der festen 
Iiugel erstrecken. 

Die eindeutige Losung unserer Randwertaufgabe erfordert die An- 
gabe eines Integrals der Gleichung (30), das im Unendlichen die ver- 
langte Eigenschaft hat, daB die zugehorigen Gcschwindigkeiten ver- 
schwinden und dessen Wert in der Nahe der festen Kugel sich angeben 
IiBt, so daB es durch Zufügung geeigneter Losungen der 61. BD(@) = O  
mogliüh wird, die Randbeciingungen an der Kugel zu erfüilen. Ein 
solches Integral jn geschlossener Borm anzugeben, scheint schwer mog- 
lich zu sein, doch folgt aus dem in 3 1 erwahnten Zusammenhang der 
Gleichungen 

DU(*) -&'und dd(cp) = f 
- -  - - 

r * 
1) Die Ausdrhcko a und AI!? 

P Q aind endlich. 
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Von FRITZ NOGTUEB: 27 

Als Integrationskonstante ist in (34) eine Funktion von x so zugefügt, 
daB f im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie F. DaB auch 
f im ganzen AuBemaurne der Kugel endlich bleibt, ebenso wie F, wird 
durch eine Umformung von (34) deutlicher. Es ist: 

und analoge Gleichungen gelten für g,. Daher wird: 

ein Ausdruck, der auBer im 
vgl. BuBnote S. 23). 

Punkte R = 0 nirgends unendlich wird; 

In einem beliebigen Raumstück T ist nun ein Integral der Glei- 
chung (33a) die Funktion: 

n 

(35) v* (x,Y, 4 = ;+,/ f (ic, 9, 8 )  d r  7 

T 

wo d z  das Raumelcment im Integrationspunkt, r den Ahstand vom Auf- 
punkt zum Integationspunkt 

r = I/(. - h)" (y - q)= + (2 --iF 
bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes: x, y, z; 
R, 4; Q, pl entsprechenden im lntegrationspunkt 

ic, 4, a ;  8, 3; P, Pl 
seien (S. Fig. 3). Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus 
der Gleichung 2 

A r = -  r 
in Verbindung mit der bekannteren innerhalb T gültigen Gleichung: 

Bus einem ~piiter eraichtlichen Grunde gehen wir von dem Inte- 
gral (35) noch zu dem folgenden über 
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28 ij-ber den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Wider~t~andsformel. 

das sich von (35) niIr um eirie Konstante und ein in den Koordinaten 
des Aufpunktes, x, y, fi,  lineares Glied unterscheidet, wahrend seine 
zweiten Differentialquotienten von denen von (35) überhaupt nicht ver- 
schieden sind. Daher genügt auch J der Gleichung .A d J = f (a, y, 5). 

Als untere Grenze des Integrals (35a) betrachten wir znnachst eine 
um O als Rlittelpunkt gelegte Kugel vom Radius 6 < a; bevor wir als 
obere Grenze Yi = CO wiihlen, mijssen wir f (g, q, 8) für sehr grofle Werte 
des Radius % (d. h. 8 groB gegen A, entwickeln, mittels der Formeln: 

So ist sofort ersichtlich, da5 in f (G1. 34a, in  den Koordinaten des 
Integrationspunktes geschrieben) die Glieder der hochsten Ordnung ('3-3 
sich gegenseitig aufheben und f (h, 9, 3) bis auf einen Zahlenfaktor sich 
verhalt wie 

coa d 
U2aA3 .., 

P 

daB also das lntegral (35a) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze 
ins Unendliche für endliche Aufpunkte endlich bleibt. 

Ferner hahen wir das Verhalten der Funktion J (x, y, z)  für Werte 
von R zu untersuchen, die wesentlich gr8Ber als A sind. Das Inte- 
grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete: 

1) % > R  
2) R > % Z C  
3) C > 8. 

Hier bedeutet C einen Kadius, der so groB gegen A kt ,  daB f (Ë, 9,i) 
mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Lahlenfdktor E durch den oben 
angegebenen Niiherungsausdruck 

cos s 5 lJ2aA3 3, 
IL 

ersetzt werden kann, wenn 8 2 - C. 
Dem ersten Teil des Integptionsgebiet~ entspricht daher der Anteil: 

W = c o  

Brr  n 

. - - 2 P a A' J(r - W + R COS (R FR)) cos Bsin Sdd. 
P 8 n 

R O O 
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1 Dieses Integral hat hkhs tens  die Ordnung %. Dem zweiten Teil des 

lntegrationsgebiets entspricht der Anteil: 
R 8n n 

J,  - - 5  IL U ~ C X A S  8%.  f$Jdrflr: 3 + R cos ( ~ % ) ) c o s d s i o 6 d d .  
C O O 

Setzen wir hier !JI = LR, so ergibt sich 
1 P I  Ir 

J#=- 0 ~ 2 ~ ~ 9  - - 

p i y $ J d r J ( i  c o o  
- L + COS ( ~ 8 ) )  cos S sin dd6, 

- 
R 

wobei noch zu setzen ist: 
---- . v ~ a + ~ ' - ~ ~ ~ ~ ~ ~ l / l + ~ ' - ~ ~ c o s ( ~ ~ )  -- - 

R - . R 
Wegen saines Verhaltena an  der unteren Grenze ko = -: wird dm 3- 

fache Integral in J ,  von der Ordnung =$ und daher J, von der 
Ordnung R. 

Der dritte Restandteil von J wird endlich: 
C 2n n 

4- -'/ji2ddJd~[k 8 zg - % + + c o s  ( ~ l l t ) ) f ( x ,  q , a )  s ind d d  
O O 

und für r gilt hier die Entwicklung: 
- -- W W2 

r = 1 / ~ 2 +  W ~ Z R  w ~ ~ ~ ( H ~ )  = R ( I  -il cos ( a % ) + ,  . . - ) -  
Da f im dritten Teil des Integrationsgebicts überali endlich, und C von 
R unabhangig ist, wird also: 

J ,  = endliche Glieder + R / % a d % F ~ j l  + cos (RB)) f sin d da. 
6 O O 

Die dreiBestandteile zusammenfassend finden wir also, daB J= 4 + J, + J, 
sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung R zusammen- 
setzt. Seine zweiten Ableiturigen niihern sich daher für groles R ver- 
schwindenden Werten, d. h. die Funktion J erfüllt im  Unendlichen die 
an die Funktion y gestellten Bedingungen. 

F'erner folgt aus der Endlichkeit von f im ganzen Integrations- 
gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J. Diese besteht auch dann 
noch, wenn wir die Quelle und Senke punktforrnig in den Punkten Q = O 
bzw. g,= O annehmen und dementsprechend den Ausdruck (34a) von f 
bis an diese Punkte hin ausdehen. N s o  ergeben sich aus J durch die 
in den Formeln (3) angegebenen Differentirttionen endliche und im Un- 
endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten. Soniit kann 
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30 uber  den Gültiglreitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

die gesuchte Funktion angegeben werden als die Summe von J und 
so gewiihlten L6sungen der Gleichung Adrp = O, da6 den Randbedingun- 
gen an der Kugel genügt wird. 

Zu ihrer Restimmung mu6 das Verhalten von J an dpr Oberflàche 
der Kugel bekannt sein, und daher J entwickelt werden für Aufpunkte 
in der NLhe der Kugel, unter der Voraussetzung, da8 a sehr klein gegen 
A sei. Wir beweisen zunachst, daB dann nur Integrationsgebiete in B e  
tracht kommeii, für die auch % klein gegen A ist. Deshalb konnen wir 
fü r  diese Entwicklung von J den Abstand A beliebig groB werdcn lassen 
und kommen so zu der sehr einfachen, in der Umgebung der Eugel 
geltenden Darstellung (35) für J. 

Beweis :  I n  den Gebieten, in denen % mit A vergleichbar oder 
gr01 gegen A id ,  wird die eckige Blammer in (34a) (in den Koordi- 
naten des Integrationspnktes geschriehen) überall von der GroBcnord- 

1 
nung g4. Denn P und Pl sind dann mit % vergleichbar oder von 

(' + *) und e - 2  aber bleiben über- kleinerer Ordniing, die Faktoren -- - 
Y Pl 

ali endlich (von der Ordnung no). Ferner aber wechselt f (Ë, 9, 6) sein 
Vorzeichen, wenn g mit - (und demnach auch P mit Pl) vertauscht 
wird, wahrend 3 unverandert bleibt, so daB cos S in - cos 6 übergeht. 
Trennen wir d a h ~ r  von dem ganzen htegrationsgebiet unseres Integrals J 
(35a) ein Gebiet zwischen den Kreisen ?JI = b und % = LA ab, wo A 
einen nicht verschwindenden echten Biuch bedeuten soll, so konnen 
wir f für den Rest (8 2 LA) in der Porm ansetzen: 

wo f*  eine eindeutige Funktion von % und cosZS bedeutet, die in be- 
zug auf 8 und in bezug auf A von nullter Ordnung und überall end- 
lich ist. Dieser Bestandteil des Integrals wird dann 

%=.=a 

Wir  setzen hier den nTinkel (W R) = a und entwickeln für Integrations- 
gebiete 3 > R: 

1 Rs 1 R 3  R4 (36) r - 3 + R c o s a  = - -sin% + - - , cosa  sinaa: + - .  - - ., 
2 %  2 3 W" 

Diese Entwicklung nach fallenden Potenzen von 3 hatten wir irn 
Auge, als a i r  von dem Integral (35) zum Integral (35a) übergingen. 
m i r  erhalten: ~ 1 = =  
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Von FRITZ NOETEEI~. 

Das erste Entwicklnngsglied dieses Integrals: 
iTt = m 

verschwindet identisch, da in je zwei Punkten, die sich in  bezug auf 
den O-Punkt (8 = 0) diametral gegenüberliegen, der Integrand gleiche 
Absolutwerte, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat. 

Dies gilt aber nicht für  das zweite und überhaupt alle geraden 
Entwicklungsglieder, für die der Integrand in diametral gegenüberliegenden 
Punkten gleiche Werte arinimnit. Das zweite Glied lautet aiisgeführt: 

Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung 
1 

-- 
IS A' 

und daher der ganze Ausdruck von der Ordnung 
ci P R g a  
-- 

P A  ' 
er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlkssigen, weil A groB 
gegen a vorauagesetzt worden ist. Das gilt dann in noch hoherem MaBe 
fir die hoheren Entwicklungsglieder des Integrals (37), da die Entwick- 

R 
lung des Integranden nach steigenden Potenzen von zu einer Eut- 

- - 
- 

R wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von A führt. 
- 

Es bleibt uns daher, wie oben behauptet wurde, von dem Integral 
(35a) nur noch der Bestandteil übrig, der von dem Integrationsgebiet 
zwischen den Kugeln W = b und % = it A herrührt, und daher IàBt es 
sich nun wesentlich vereinfachen. In  diesem Gebiet entwickeln wir 

8 f ( r i  9, 3) nach Potenzen von - und erhalten (S. die Auarechnung in A 
Anhang 3): 

3 COS 6 9 (9 cos 6 - 5 c0sS6) Wa f ( ~ , g , a ) =  "aue - --+- 
L P Y  4 

- + - . . .]. 
P Ay A4 

Unser Integral wird daher 1 

In der Entwicklung dieses Integrals kommt für das Integrationsgebiet 
- 3 c o ~ d '  . 6 < !JI 5 R nur das erste Glied des Integranden, -S.Hi -, in Betracht 
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32 Über den Gdtigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandeforrnel. 

R 
wegen der Annahme, daB $ und - kleiri seien. Für das Teilgebiet 'Jt > R 

A 
entwickeln wir (c - 'Ji + R cosa) nach (36), und beachten, daB die von 
den ungeraden Gliedem dieser Entwicklung herrührenden Bestandteile 
wie oben in J,, so auch hier in J; verschwinden, da der Integrand fur 
sie in  diametral gegeniiberliegendcn Punkten entgcgengesetzt gleiche 
Werte annimmt. Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert 

R3 da9 erste, cos sinsu '31-r den groBten Beitrag, nimlich: 

Auch in diesern Integral kommt, wenn A groB gegen a und folglich 
auch groB gegen R ist, nur das erste Entwicklungsglied in Betracht, 

R 
wihrend aile übrigen von der Ordnung A klein werden. Von noch 

hoherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein, die von den 
hoheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung (36) (nach fallenden 
Potenzen von 93) herrührcn. Also kommt auch für diesc alle nur dari 

3 cos 6 
erste Glied des Integranden von Ji, namlich das Glied - %y in Betracht. 

Gehen wir also endlich zur Grenze A = oa über, so folgt aus dem 
Obigen zunZchst, daB wir J durch J; (35b) ersetzen konnen, und da1 
im Integranden von Ji überhanpt nur das erste Glied au berücksichtigen 
ist. Die obere Grenze von Ji geht ebenfalls in w über, und wir er- 
halten für J an Stelle von (35a) die Gleichung 

W = m  " - 
3ciaUg cos6 
1 6 z ~ f ~  (L - 8 + R cos a) dz.  

W = b  

Dieses Integrd ist in  der Tat eine L6sung der Gleichung 

3 cia P x  Ad('")=-- --- 
2 p R 3 )  

die aquivalent ist mit der Gleichung: 
9 cia U t x r e  DD(+")=--- . 
2 p R6 

a Jm Deren Integral +"= r , genügt, in Verbi~idung mit dem Integral @' 
dr 

(Gl. 321, unserer früheren Gleichung (13). Der Unterschied unserer 
jetzigen gegen die frühere Losung (18) und (19) ist aber, daB jene un- 
endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt, wahrend das Integral (38) 
keine Unbevtimmtheit enthilt. 
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Von FRITZ NOETBER. 3 3 

Die im Integral J noch willkürlich gelassene untere Grenze FH =5  
konnen wir, wie aus der Form (38) ersichtlich ist, unbedenklich zu b - O 
annehmen. Zur genauen Bcrechnung von J, führen wir jetzt Polarkaordi- 
naten'ein: a bedeutet den (3%); 

6 (S. Fig. 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und % enthaltenden 
Ebene mit der durch R und die X-Ache (Rotationsachse) gelegten 
Ebene. Aus dem sphirischen Drcicck, das die Itotationsachse und die 
beiden Radien R, 8 bilden, folgt dann: 

cos 13 = cos 9. cos cr - sin 9. sin cr cos p. 
ferner folgt: d z  = !R2d%d/'3 sin a d c .  

Nach Ausführung der Integration nach B wird daher das Integral (38) : 

3 a a U B  

S P  
j d 8 f c o s a :  ( r  - 3 + B cos u) s i n a d a ,  (38a) J,= --cos4 
U U 

wo r 2 = R Z + % 2 - 2 ~ % ' c o s ~ .  

Für die Barechnung des inneren Integrals bilden wir hieraus: 

und bei festgehaltenem %: 
' r d r  sin a d a  = - d cos a - R R '  

Wir müssen nun das Integrationsgebiet wieder in ewei Gebiete trennen: 

(1) % S R ; .  (2) > 3. 
(1) Es wird: 

R 7t. 

R R+W 

= &Jgefi~' + BP - T') rfdT 
O R-W 

O 
Zeitschrift f. Yathematik n. f'hgsik. 62. Band. 1913. Heft 1. 3 
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34 b e r  den Gültigkeitsbereich der Stukesschen Widerstandsformel. 

Zusammen erhalten wir also für den ersten Teil des Integrals J, der 
dem Integrationsgebiet R 2 '3 entspricht: 

1 aaO-' J. = - -- 9 6 U p  11 6 U Uz R Z c o s 8 - - -  R B c o s 8 - - - -  
' 4 1  80 P 80 P 

Re cos 9.. 

(2) Von dem Integral 

f d % j o s  a sin u (r - W + R cos a) d a  
R O 

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt 
endlich. W i r  führen daher zuerst nur  die Integration nach or aus: 

Es ist: 

2 
sin orda! =i R, 

O 

(gegenüber dem entsprechenden Bestsndteil von 4 sind hier die Grenzen 
verkdert). Also 

R + R  

Daher im ganzen: 

2 R' cos a sin cr (r - 3 + R cos or)  d a  - lj S 
O 

Daher 
m 

J =3aap 1 6 U U P  
e o s 9 - ~ $ d % = ~ -  Ra cos 8. 

a 8 P  
R 

I 

Zusammen cndlich: 
3 u a  U' J,+ Ja=Jm---  R2 COB 8,  
16 P 

Dies ist die gesuchte Niiherungsformel für das Integral J, für Werte 
von R, die klein gegen die als sehr groi3 vorausgesetzte Entfernung A 
sind. Set'zen wir nach S. 30 rp" = J, so gewinnen wir (nach S. 26) 
für  ~" die Naherunosformel: 
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Von FRITZ NOETHF~.  

und in Verbindung mit (32) die Gleichung: 

Wir sind hiermit zu dem partikuliiren Integral (18) der GL (13) zu- 
rückgeführt, das wir so als einen in der Umgebung der Kugel gültigen 
Niherungsausdruck für ein partikdires Integral der Gl. (30) erkennen, 
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfüllt, Die 
Zufügung des Gliedes 

des der Gleichung DD($) = O genügt, führt also wie auf S. 14 zu dem 
Naherungsausdruck für die Stromfunktion: 

der auch die Randbedingungen an der Kugel erfiiilt. E r  ist eine in der 
Umgebung der Kugel gültige Naherungsforrn für die bei groBem Werte 

A 
von a auch in beliebiger Entfernung bestehende Losung: 

in der J durch (35a) (mit b = 0) und (34a) definiert kt und die alle 
an die Punktion ?Ci, zu steilenden Bedingungen befriedigt. Die weiteren 
Folgerungen aus der G1. (20) sind bereits früher gezogen worden. 

Auf S. 29 hatten wir gesehen, da6 die Funktion J im Unendlichen 
von der Ordnung R unendlich wird, folglich wird nach (40) $, von 
gleicher Ordnung unendlich. Daraus folgt, da1 D+, von der Ordnung 
1 

verschwindet. Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24 

@,,, bew. Dq,. Hieraus folgt, daB die bei der Aufstellung der GL (30) 
verwhlassigten Glieder von Cl.  ( 8 )  i m  ZTnend1ichen von gleicher Ordnung 
in R wie die berüc3csichtigte.n sind und d a p  daher bei kleiner Reynolds- 
scher Zahl die PÏnachlassigung unbedmklich ist. Wegen der Stetigkeits- 
annahmen, die wir für die Verteilmg der Ergiebigkeit in den Quell- 
gebieten machten, fol$ ferner, dap  nicht nur alle Geschwindigkeiten der 
überlagerten Nahurtgsbewegung, s o ~ d e r n  auch die der h n d h e w e g u n g  in 
den Quellgebieten mdlich bkiben, da/3 dahw die vernachl%sigten Glieder 
der Gl. (8 )  endich und b& kleiner Reymldsscher Zahl klein neben den be- 
rücksichtigten si&. Dagegen bedarf die Frage, wie groB die Vernach- 
lassigungen sind, wenn die Quellgebiete punktformig angenommen werden, 
noch einer eigenen Untersuchung. 
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36 Über den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel. 

A n h a n g  1. 

Berechnung der Gleichung (13) in 5 2. 
Nach (11) ist: 

Da x = R cos 4; r = R sin 8, so folgt hiernus: 

Berechnung der Gleichung (30) in 5 6. 
Wir haben hier: 

und wie oben: 
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Von FRITZ NOETHER. 37 

URg sins8 
Gegen die Formeln im Anhang (1) ist hier nur das Glied - -- 

2 

von in das obige erste Glied von abgeandert, wahrend DI& 
unverandert geblieben ist. Wir haben daher hier nur noch neu zu be- 

1 3 %  a m o  Techen: Von dem Glied - -- a"* an-) den Anteil: 
T ( a x  i;-- a T  ax  

2 av Femer erhalten wir zu dem Glied -9--oD~, den Anteil: 
r ax 

Dieser Teil entspricht dem Glied 9 p.$ sinz9. COS 9. in der SchluB- 
2 R 

gleichung von Anhang 1. W i r  erhalten also hier im ganzen: 

9 6 A e r 2 l  i A - + Z  A - x  
(30) DDyi - - a u L  [ RT[P---Ac- - -  ) ]  

1 -  4 p el e s  e: 

3a as + (- - K 3  + - ) s i n a 9 c o s ~ ] -  Rb 
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38 Über den Gültigkeitsbereioh der Stokesschen Widerstandsformel. 

A n h a n g  3. 
R 

Entwioklung der G1. (34) für kleine Werte von 2 .  
R 

Zur Entwicklung von f(x, y, B)  nach Potenzen von ist die 

Form (34) geeigneter als (34a): Wir haben: 

R 
p = ~ s + ~ a + ~ ~ ~ ~ o s â = ~ J / r ; ( z ) i + 2 a ~ ~ ~ 9 .  

R a  R 
~ , - ~ / R ~ + A ~ - - ~ ~ ~ A C O S S = A ~ / ~  + (2-) - 2 2 4 c ~ s 8 .  

R 
Daher für kloine Werte von A: 

R  R' 1 1 ~ = & ( 1  R R + ~ ~ ~ ~ a + , ( ~ - ~ c o ~ ~ i t )  

R3 1 1 
+ a i ( - p O D B 8 + 1  C O B 3 8 )  

A R R ' l  1 $ = R ( l  -   COS^+^(^ A   COS'^) 
1 

Q8 3 R RZ 3 3 --- R' - ;:(1 + -;acOsa + df(9 + 
RS 3 1 

+ p cos a - - cos") f - . 
2 

p8 As 3 R  Ra 3 3 
2 R .¶ = F ( l  - x c o s â  f5rn~'8) 

1 
cos it + cos3 8) + . - 

Also 

2 1 

Ferner ist noch: 

R R R 1 3  d2( + 9 C O B ~ 8 )  
- = A ( 1 - b ~ o ~ 8 + T  - 
Q 

R B R2 1 3 
-3  ( 1  + $ C O S 4  f ;p i ( -p+C0S2@) f 

A 2 
Bi 
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Von FRITZ NOETEBB. 39 

Ferrier ist: 1 - 1 
2R A'(A + - A.(l + ,cos 

1 12 Rz 32 Rs Cos & + -- cose8 - - 
Ag A' cosS@ . . .) 

1 1 4R 32 Rg (1 + a COS 8 f oR' COS% + f COS' 4 . . .) 
A%(A- 2~)' Ag 

A + %  24 i c o s s ~ - ~ R ~ c o ~ r a . . . )  R~ 
Q;i>(d+wa&( A AS 

1 6R 18 R' - -(1 - - cos 4 f A *  cos24 - -- 
8 A'' A AS 

Ebenso: 

8 - 2  5 R 18 R' 66 R" 
3As(A- 2x1' A 

Also wkd: 

1 e 1 e s  1 1 e: 2 
~ z j A + 2 z j g ( R - 8 ~ -  :) - mFm(R -%RD -5)  

- 2  COS^ 1 6 - 3 R9A2  - + ; r ( - 3 ~ ~ ~ @ +  s ~ ~ s 3 a ) f - - .  

1 ~ :  8 R 
- 2 % ' - 3 ' ~ )  

4 cos 4 1 20 
= - - + F ( 1 2 ~ ~ 8 @ -  8 AsBP T c o s s 8 ) + - : -  

Bus diesen beiden Gleichungen folgt zusammen nach (34): 
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40 Berechnung des senkrecht an seiner Ebene belasteten Bogentrigers. 

Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten 
Bogentragers. 

. V o n  Dr. Ink. KARL FEDERHOFER in Graz. 

1. Allgemeines. 

Das  Problem des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Kreisbogens 
wurde hinsichtlich des Sonderfallea einer volikommenen Einspannung 
der beiden Bogenenden bereits mehrfach behandelt.') Abgesehen von 
einer kinematisch-statischen Untersuchung von R a m i s c h  beruhen die 
übrigen Arbeiten auf der Anwendung des Satzes vom Kleinstwerte der 

 FI^. 1. - Formiinderungsarbeit. S t u t z  ha t  hierbei die 
von den übrigen Verfassern gemachte An- 
nahme: Symmeti-ie von Belastung und Anlage 
(Fig. 1) fallen gelassen und die Berechnung 
für  beliebigen senkrechten Lastangriff durch- 
geführt, welche auf die Untersuchung eines 
dreifach statisch unbestimmten Systems hinaus- 
lauft. Das Ziel der genannten Arbeiten lie@ 
in der Ermittliing der statisch unbestimmten 
GroBen; auf die Berechnung der Formaiiderung 
und auf die Untersuchung ihres Zusammen- 
hanges mit den ZuBeren Kraften wird hierbei 
nicht  eingegangen. 

L o v e  h a t  in seinem Lehrbiiches) die allgemrine Theorie der Bie- 
gung und Drillung dünner, von Hause aus krummer Stiibe - nach 
welcher da8 vorliegende Problem g e l k t  werden kami - übersichtlich 
dargestellt, .und in  den Anwendungen u. a. auf die Biegung eines unvoll- 

1) Dieser Sonderfall enthalt die ~ e r e c h n u n ~ '  des in der  Bochbaupraxis hau- 
fig verwendeten halbringformigen Balkontragers, mit welcher sich nachstehende 
Werke und  Abhandlunpen beschaftigen: Koenen,  Deutsche Bauzeitung 1886, 
S .  607. Mül ler -Br  es lau ,  Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 3. Aufl, 
1904, S.232. Z schetzsc he, Osterr. Wochenschritt f. d. offentl. Baudienst, 1901, S. 512. 
Pf e f f e r ,  Osterr. Wochenschrift f. d. offentl. Baudienst, 1904, S. 801. Ramisch, 
Zeitschrift d. osterr. Ing. 11. Arch. Vereins 1904, S. 635. S t n t z ,  Zeitschrift d. oster. 
h g .  u. Arch. Verreins 1904, S. 682. Kannenberg ,  Z sche tzsche,  Osterr. Wocheu- 
schrift f. d. offentl. Baudienst, 1912,  Heft 7. 

2) A. E. H. Love, Lchrbuch der Elastizitkt, deutsch-von A. T i m p e ,  Leipzig 
und Berlin 1907. 
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stindigen Kreisringes aus seiner Ebene heraus hingewiesen, ohne diesen 
praktisch wichtigen Sonderfall eingehender zu behandeln. Die vorlie- 
gende Arbeit beschaftigt sich nun mit der L6sung des oben umschrie- 
benen Problems unter Zugrundelegung der eben erwiihnten Theorie. 

Wir setzen geringe Form- Fig. 2. 

anderung voraus, so daB für die 
Aufstellung der Gleichungen des 

+N 

Gleichgewichtes ein Bogenelement 
mit den angreifendenKriiften imur- 
sprünglichen Zustande betrachtct 
werden kann. Die ZuBeren Kriifte 
m6gen in Punkteii der Bogen- 
achse arigreifen; die  Schwerpurikte . 
der als konstant vorausgesetzten 
Querschnitte soiien auf einem 
Kreise vom Halbmesser r liegen. 
Es bezeichne (Fig. 2): 

cp den Winkel, den der zum Schwerpnkt  P eines beliebiçen Qier- 
schnitts gezogene Halbmesser mit einer fcsten Halbmesserrichtung O F  
einschlieBt, 

Y die auf die Langeneinheit des Kreisbogens, senkrecht zu seiner 
Ebene wirkende ZuBere Kraft, die beliebig veranderlich sein kann. 

ds Wird nun ails dem Bogen cin Element vom Zentriwinkel d y  = - 

herausgeschnitten, so k6nnen die an den beiden Schnittflachen sirken- 
den, das Gleichgewicht mit der am Elemente angreifendeii auBeren Kraft 
herstellenden Spannungen in statischer Beziehung ersetzt werden: 

durch die im Schmerpunkte' -angreifenden Krafte AT, A", T bzw. 
N +  dhT, N' + d N ' ,  T +  (LT, sowie durch die Hiegimgsmomente G, 
G', bzw. G + d G, G' + d G' und endlich durch das Drillungsrnornent H, 
bzw. H +  dH; diese Gr6Ben m6gen in dem, in Fig. 2 eingetragonen 
Sinne wirken. 

Das Gleichgewiüht dieses riiumlichen Kraftsystems bedingt folgende 
Gleichungen : 
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42 Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene bellsteten Bogentragere, 

Nun gelten für die Biepngsmomente G und G', und für das Drillungs. 
moment H folgende Beziehungcn: 

worin x und x' die Komponenten der Krûmmung der deformierten 
Bogenachse in bezug auf die Biegungshauptachsen und z den Drall der 
Rogenachse an der gleichen Stelle bedeuten. A und U bezeichnen die 
Biegungssteifigkeit für die genannten IIauptachsen, C die Drillungs- 
steifigkeit. 

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen zusammen den Formande. 
rungs- und Spannungszuvtand des Kreisbogens fiir die angenommene 
Belastung. Ervterer ist mit der Kenntnis von x,  x' und z gegeben; es 
empfiehlt sich jedoch, ihn durch die Verschiebungskomponenten eines 
Bogenelementes nach drei zueinandor senkrechten Richtungen zu kenn- 
zeichnen, wobei bekanntlich vorteilhaft die drei, in Fig. 2 eingetragenen - 

Richtungen (Kreistangente und -Normale, sowie Belastungsrichtung) 
gewiihlt werden. Bezeichnet dann u die radiale, zum Kreismittelpunkt 
gerichtete positive Verschiebung, v die in  der Kraftrichtung Y positive 
Verschiebung und w die in  der Kreistangente im Sinne des wachsen- - . . 

den Winkels gp positive Verschiebung eines Bogenelementes an der. 
Stelle q, bedeutet schlieBlich den kleinen Winkel, den jene Haupt- 
ebene, die der Kreisebene nach der Deformition an der Stelle q ent- 
spricht, mit der Kreisebene einschlieBt, so sind x, x' und z in den ge- 
nannten kleinen Werten durch nachstehende Gleichungen ausgedrücktl): 

Hierbei ist vorausgesetzt, daB eine der Hauptachsen des durch 
einen Punkt der unverzerrten Rogenach~e gelegten Querschnittes zu- 
sammenfdlt mit der Normalen des Kreisbogens in jenem Punkte. Pür 
das Bogenelement d s  ist bei Verriachlissigung der geringen Dehnung 
der Bogenachse r d p  zu setzen. 

1) Hinsichtlich der Abteilung der Forme1,mppen (1)-(3) verweise ich suf 
Love-Timpe, ~ehrbnch der Elastizitat, S. 456, 467 u. 613. 
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Von KABL FEDEHHOFEB. 43 

Die Betrachtung der Gleichungen (1) und (3) lehrt, daB Lei Vor- 
aussetzung geringer Formanderung die Spannungs- und Fomiinderungs- 
zustinde in der Kreisebene und in Ebenen senkrecht zu ihr vonein- 
ander unabhiinpig sind und da0 demgemii0 bei Vorhanden~ein nur lot- 
rechter auBerer Kriifte diese Formeln nur zur Kenntnis der Verschie 
bungen v, also der Biegung des Bogens aus seiner Ebene heraus führen, 
wahrend die notwendigerweise eintretende Formanderung in der Ebene 
des Kreisbogens bei diesem Grade der Nàherung unberiicksichtigt bleibt.') 

Hiernach werden für die weitere Untersuchung von den Gleichungs- 
gruppen (1) und (2) nur folgende Gleichungen beibehalten: 

(8) H =  Cc. 

Wir wollen nun jene Differentialgleichung für die Verschiebungs- 
komponente v aufstellen, welche ihren direkten Zusammenhang mit der 
ZuBeren Kraft Y angibt. 

Zunachst liefert die einmalige Ableitung der Gleichung (6) nach s 
unter gleichzeitiger Bedachtnahme auf (5) und (4): 

wofür wegen: 
ds = r d y ,  

auch: 

gesetzt werden kann. 

Weil nach (3): 
p d 'v  
- - * -a+"? 

so ergibt sich für den Drall: 

und daraus wegen: 
H d x  1 d G  z = -  und - = . -  
C d s  A d~ 

1) Die Werte u und w sind klein von der Ordnung v' (siehe L o v e ,  S. 617). 
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44 Rerechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogenhagers. 

die Beziehuna: 

Hieraus fol@ unter Berücksichtigung von (6) zuniichst: 

oder in  Verbindung mit Gleichung (9) für das Riegiingsmomcnt G: 

Wird dieser Wert  in (10) eingesetzt, so erhilt  man die gesiichte Be- 
ziehung zwischen v und der iiuBeren Kraft Y. Sie lautet1) 

Da sich nun samtliche übrigen Gr6Ben durch die Verschiebung v 
und deren Ableitungen nach rp ausdrücken lassen, so ist mit der Inte 
gratmion der Differentialgleichung (12) unsere Aufgabe als gel6st zu be- 
trachten. Zunachst seien noch die \Verte /3, II, N' - ausgedrückt 
durch v - berechnet. 

Es war: 

woraus unter Dedachtnahme auf (7) und (11) für B die Beziehung folgt: 

Das Biegungsmornent G ist bereits in Gleichung (11) durch v ausge- 
drückt. Die Schubkraft N' bet,riigt nach (6): 

welcher Ausdruck mit Benutzung der bereits erhaltenen Beziehungen 
leicht umgeformt wird in: 

1) Wird der Kreisbogen in seiner Ebene durch Krafte gebogen, deren Kom- 
ponenten fiir die Langeneinheit i n  Richtiing des Radius und der Tangente durcb 
X, Z gegeben sind, so genügt die tangentiale Verschiebung w der Gleichung: 

d 4 w  

(Love ,  S. 516; F e d e r h o f e r ,  Zeitschrift f. Arch. u. hg.-Wescn 1910,  S. 466.1 
hiersus folgt das interessante Ergebnis, da6 die Gleichnngen für w und v in ihrer 
homogencn Form volllrommcn übereinstimmen. 
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SchlieBlich erhalt man geniZ3 : 
H =  Gz 

für das Drehmoment H die Gleichung: 
C d 3 v  C C -  d Y  

d p ) ] - a A + C r z G '  

II. Belastung durch Einzellasten. 

Wird der Rogen lediglich durch Einzelkrafte belastet, die senkrecht 
zur Bogenebene wirken, so verschwindet der Wert Y samt seinen Ab- 
leitungen nach q, so daB sich die Grundgleichung (12) vereinfacht zu 

Pür die Momente G und H, die Schubkraft N' und den Winkel B 
gelten dann die Werte: 

Das aligemeine Integral dcr GrundgIeichung, eincr linearen homo- 
genen Differentialgleichung 6. Ordnung, lautet: 

(18) v -Gl+C,q+C3cosg ,+C4s ing ,+~ ,g>cosg>+C,g>s inq ,  

worin Cl, C2,. . . C, sechs aus der Natur der Aufpbe  (gewohnlich aus 
gewissen Auflagerungsbedingungen) zu ermittelnde Integrationskon- 
stante sind. 

Der Vollstiindigkeit wegen seien die sechs Ableitungen von v nach 
rp angeführt: 
dv 
d9 
- C, +'( C6 - C,) sin 6 + ( Cg + C4) cosy - C5rp sin rp + Csq COS pi 

- .  

d'u -(3C,-0,)sinip-(3C5+CJcos(p,+-Ciqsinp-C,rpwsp, 
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46 Rerechnung des senkrecht zu miner Ebene belasteten Bogentragers. 

Gesetzt, es golte für die Senkung der Elemente des Bogenteiles 
A - B (Fïg. 3), innerhalb dessen keine auBere Kraft angreift, die Glei- 

Fig. S. so mird, wenn in B eine iiuBere 
Kraft Pl hinzutritt, die Senkuq 
v, der Elemente des Bogenteiles 
B C  offenbar gemd3 (16) durch: 

v, = v, + dv 
gegeben sein, worin die Funk- 
tion A V  genau die allgemeine 
Form von v mit sechs will- 
kürlichen Konstanten aufweisen 
muB. Wir setzen demnach bei 
deren Ermittlung: 

(19) dv = cc, +a,cp + a, cosy + a4sinv + a,cpcosy + a , ~  sinrp. 

Die Konstanten a erhàlt man aus der Erwagung, daB an der ge- 
meinsamen Stelie rp = a: bcider Bogenteile die Werte G ,  H, v, f i  und 
du 
- dem Vorzeichen und der GrEBe nach übereinstimmen müssen und 
d<p 
da6 dort lediglich die Schubkraft AT' eine Unstetigkeit besitzt, indem 
aie sich sprnngweise um - P iindert, BO daB dort die Beziehung gilt: 
Ta - =-P. 

Diese Redingungen sind durch nachstehende Gleichungen ausge- 
drückt : 

O =  assin a-a,cosa:-ta, coscl - ta ,  sina.  

A 1 + 3n Hierin ist der Abkürzung wegen: - = n, - 
C + - t gesetzt wor- 

den (t ist hiernach stets > 1). 
Obiges Gleichungssystem gibt aufgelost: 
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a, coscr 
a 3 = - -  - ( t s i n u  - crcosor), (1 - t) cos a 

a, sin a 
' 4 = +  ( 1 - t )  cosn 

(asinct + tcosor), 

ap cosa 
a5 = - 

1 - t  ' 
a, sin a a ---. 

6 -  1 - t  I 

womit sich die Funktion A* nach einiger Umforniung darstellen làBt 
dur ch : 

c 1 (20) - d u  = CF - a) - - 1 - t  [tsin(a - rp) - ( ~ t - ~ ) ~ o s ( a - y ) ] .  
Pl r 

1st also die Senkung v, im ersten Bogenteile bekannt, so kennt 
man auch jene in einem beliebigen nbn Bogenfelde. Sie barechnet 

worin d u  jeweils aus Gleichung (20) zu entnehmen ist und sich die 
Snmme über siimtliche, zmischen dem ersten und lzMn Bogenfelde wir- 
kenden Kriifte erstreckt. Aus den Gleichungen (17) erhalt man dann 
unmittelbar auch die Werte von G, H, N' und /3 fir jedes einzelne 
Feld, und zwar im ersten Felde: 

( B i - f  [- Cscoay- CLsinq+ C 6 ( t c ~ ~ q - ~ o s r p - y s i n q )  
+ Cg (siny - q cosy - t sin rp)]; 

im nt"" F'elde: 
ZAC ra 

Gn= r.(A+ C.,[~5sinp-C6cos<p-- I 
r' 8 = p  

C(1-t) 2 Pl [sin(a, - y)  - (a, - y)  cos (al - y)]. 

Im folgenden kommt es daher lediglich noch auf die Bestimmung 
der sechs Integrationekonatanten Cl. . . C, an. 
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48 Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogentrigers. 

III. Der halbringformige Balkontrager. 

Wird der nach einem Kreisbogen geformte Trager an seinen Enden 
voilkommen einget+annt und senkrecht zur Kreisebene belastet, so ent- 
steht der Balkontriigcr mit beliebigem ~ f f n u n ~ s w i n k e l .  

Wir  woiien nun die unter II entwickelte Tneorie beim halbkreis- 
formigen Balkontrager (welcher Form man in der Regel begegnet), an- 
wenden. 

Da die beiden Bogenenden voilkommen eingespannt sind, so müssen 
d v 

dort die Werte v - und f i  verschwinden; der rnathematische Ausdruck 
drp 

fü r  diese Bedingungen liefert sechs Gleichungen,--welche die Berechnung 
der sechs unbekannten Konstanten Cl . . . C, ermoglichen. ' ~ i e  genannten 
Bedingungen mnd, wenn der Winkel g, von dem die Einspannstellen 
verbindenden Duichmesser an gezahlt wird, ausgedrückt durch: 

' 

O = Cl + cg 
0 = c, + c,+ c; 
O = - c, + ( t  - 1) C, 
% =  Cl+ C,n- C,- C,n 
B = C s - C 4 - C 5 - C 6 ~  , 

(3 - c, + C,SG - (t  - l)CG, 

wobei 21, 8, Q nachstehende, von der GrüBe und dem Orte der B e  
lastung abhangige Wcrte besitzen: 

3 
~ = ~ a , [ a - z  +,{-tain.+(.-z)cosa)] 

In  die Summe sind Gmtliche, auf den Trager wirkenden ZuBeren 
Krafte einzubeziehen. 

Die Auflosung obigen Gleichungssystems Liefert: 
2 z  C-L ?C 

z z 
= - , ~ - + 4 ( 1 - t )  

a, a - - + s i n a +  coscr--~ [ 2 
(or - s )  ain u] 

2 ( 1 - t )  . 
Cs = - Cl = (2  - 1) C, 

2 z  
['-(cr-z) + (a -+)s ina- (1- t )  ( I +  oosu)] C.=,~+a(i - q  2 

1 C5 -- Za, [sin OC - (a - II) COS a] 
z (1 - t) 

cp= - (Cs + Cd. 
, GemaB (18, 21 u. 22) sind hiermit sowohl Biegungs- und Dreh- 

moment, als auch die Formiinderungsgr6Ben /3 und v bestimmt. 
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1. Besteht die Relastung lediglich aus einer, im Bogenscheitel wir- 
kenden Last P, so vereinfachen sich die Ausdrücke fïir die Konstanten in: 

a, - + - C - a , = - C .  C - - _  CC+-, 3 -  2 2 7  5 -  ( 1 - t ) z 7  

und man erhalt hiermit als allgemeinen Wert  für  das Biegungsmoment: 

("Y cos rp G - P r  - T )  
und für das Drehmoment: 

sincg 1 H=-pr("+,-à) ,  II 

wobei: > cp > 0; aus S ~ m m e t r i e ~ r ü n d e n  kann die Ermittlung der For- 
2 

2z 
meln im Teile n > rp > entfauen. 

Die Senkung des Bogenscheitels betragt: 

2. Herrscht hinsichtlich der Belastungsnfiordnung Symmetrie um die 
Halbkreishalbierende (vgl. Big. l), so vereinfachen sich die in (23) ver- 
einigtten Ergebnisse fiir die Konstanten C in: 

Besteht z. B. die Belastung nur aus zwei symmetrisch gelegenen, 
gleiehert Lasten P, so liefern die Gleichungen (21) und (22) für dan 
Biegungsmoment im ersten Felde, wo a > cp > 0: 

2 
G, = Pr [;;(cos /3 + / sin 8) sin rp - cos /3 cos rp , 1 '  

für das Biegungsmoment im zweiten Pelde, wo n - a >  p > a: 
2 G,= ~ v [ ; ( c 0 ~ / 3 + / s i n f i )  - a i n P  I sinrp. 

Für die Drehungsmomente gilt: 
2 4 = - Pr [- 1 + cos /3 sin p + cos cp (cos /3 + P sin p) ]  

Eine Probe für die Richtigkeit der Rechnung besteht darin, daB man 
die Schubkraft an den Stellen rp = O und rp = n berechnet; sie betriigt 
dort offenbar: Ni = + P; Ni = - P; die Beziehungen (21) und (22): 

C N;=5CB= + P, und N é = N ; - 2 P = -  P 

bestitigen die Richtigkeit der Rechnung. 
. 

Zeitsclirift f. Mathernatik a. Physik. 62. R a d .  191.5. ~ s f t  1. 4 
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50 Berechnung des senkrecht zn seiner Ebene belasteten Bogentrigers. 

Die Formeln für die Pormiinderungsgr6Ben v und @ (GI. 18  u. 21) 
erfahren in allgemeiner Form keine wesentliche Vereinfachung, aenn 
die vorhin bestimmten Konstanten eingeführt werden; diese GrCBen 
werden daher für einen gegebenen Fall unmittelbar aus (18) und (21) 
bestimmt. Erwiihnt sei, daB die im Abschnitte 2. und 1. gewonnenen 
Ergebnisse übereinstimmen, faiis j = O ist und der Wert 2 P  in den 
Formeln von 2. durch P ersetzt wird. 

3. Besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung für den halb- 
kreisfiirinigen Balkontriiger, wenn er eine gleichmLBig verteilte Vollast p 
(für die Langeneinheit der Stabachse) triigt. 

Dann lautet die Grundgleichung (12) für die Senkung eines Bogen- 
elementes: 

dav d4v d'v + = - P - -  
d q s  d y 4  d y *  

C - Y  

und ihr allgemeines Integral: 

Es rechnet sich: 

und aus (13) der VCTinkel j3: 

n + i  r - - B = v -  
IZ 

(fi+1)9 + [2.c6- + 1)C31 cos(p - n 

- [2nC5+ (n + 1)C4] singp - (n + l ) ( & y  cosgp - (n f 1)C6rp siny. 

Hierin ist wieder das Verhaltnis A : C = n gesetzt. 

Messen wir den Winkel gp von der Halbkrei~s~mmetralen am, so 

lauten die Bedingungen der festen Einspannung an  den Triigerenden: 

wonach folgende Gleichungen bestehen müsscn: 
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Die Losung ergibt: 

Damit erhalt man gemiB (11) für das Biegungsmoment an der 
Stelle ~ p :  

G = - - coscp) 

und nach (15) für das Drehmoment an der gleichen Stelle: 

H=-pr' cp---s inq . ( 
Pür ~p = O ist: 

1 
v, = Cl S c,, 

so daB sich die Tragermitte um das M d :  

4. Denkt man sich, daB eine Einzellast P = 1 über den Trager 
wandert. und t r ig t  die an den Einspannstellen auftretenden Biegungs- 
und Drehmomente am Orte der Lastwirkung auf, so erhalt man die 
EinfluBlinien für diese GroBen. Um ihren Verlauf zu veranschaulichen, 
werde der Rerechnung ein sus einem I-Profil Nr. 20 gebildeter Ralkon- 
trager zugrunde gelegt. 

Hierfür ist l): 
1; = 2402 cm4 

I,= 178 cm4 

daher: 1,- 2380 cm4. 

Die Querschnittsfliiche betragt: P = 37,12 cm8. 
4 IP Man erh5lt gemiiB (26) für die Konstante rn = 104 3T = 339,464. 

Nach den Gleichungen (21) und (22) ist das Biegungsmoment: 

1) Mit den Bezeichnungen auf Seite 6 2  
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5 2  Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogentragers. 

ferner das Drehmoment: 

in A: j-q = E! - iL!L 
r r v * + ~ ~ 5  

C Cl COBOL in B: ~:=;,((&+a,)+ 2 A " ~ 5 - - -  ) 
r e  ( A  + C) 1 - t  ' 

Hiernach wurdc mit Benutzung der in (23) gemachten Ansrech- 
nungen folgende Tabelle berechnet, in der die Werte des Biegungs- 
und Drehmomentes an den Einspannstelien A und B fiir verschiedene 
Lastlagen angegeben sind. Erwahnt sci, daB zur Probe sein miiB: 

Gy+ G;=- Prs ina :  
C Hr + Hf = rP [2C2 + a a ( l  + cosa)]. 

Der Verlauf der EinfluBlinien für die Einspannmomente ist aus 
den Fig. 4 u. 5 zu entnehmen. Die EinfluBlinie für G; bzw. Ht ist das 
Spiegelbild jener von G! bzw. Hy in bezug auf die Symmetrale OC. 

Fig. 4. 

' I Big. 6 

Für die Darsteilung der Kurve der Biegungs- und Drehmomente 
bei bestimiuter Steilung der Einzellast wurde a = 60° angenommen. 

Dann ist im ersten Felde, wo also p > rp > O: 

Gl - Pr [0,60899 sin cp - 0,6339 cos rp] 

Hl = P r  [0,79466 - (0,60899 COS cp + 0,6339 sin cp)] , 
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n 
wiihrend im zweiten Felde, wo f i  > ~p > 3 :  

G, = Pr [0,10 899 sin cp + 0,23213 cos 931 
H, = P r  [- 0,20534 - (0,10899 cos cp - 0,23213 sin IJI)]. 

In der folgenden Tabeile Sind einige Werte dieser Momentc vereinigt. 

Das Biegungsmoment wird im ersten Felde gleich Null, wenn: 

cl3 
tg% = c,' 

woraus sich berechnet : 9, = 46' 9'. 

Ea erreicht einen extremen Wert, wenn: cos9 + C, s in9 = 0, 

oder: tg9,  - - - womit G = + 0,879 Pr. 
c e  ' 

Die Richtungen 9, und <p, stehen sonach oufeinander senkrecht. 
Im zweiten Felde ist der Momentennuilpunkt bestimmt durch: 

a, sin LY ce- - 
1 - t  c; tgcp,= - -  - = 
n cosu C I '  cg- --- 
1 - t  

noraus folgt: n - y,= 64" 51'. 

Bedingnng für einen extremen Wert iet: 

C,'coarp,- Cisintp,= 0 ,  
woraus folgt : 

tgy,, = - und G, = + 0,2584 Pr. 
ce 

Die Kichtungen 9, und <p, stehen demnach auch aufeinander aenkrecht. 
Die Beeiehung: 

zeigt, daB da8 Drehmoment an den Nullstellen des Biegungsmomentes extreme 
Werte besitzt, iind ewar fiir 

<p =46O 9', Hl = - 0,0844 Pr 
und n - g> = 64'51', H2 - f 0,0511 Pr. 
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'. 
\ 

n. 

Zur Xonstrdtion der Moruzenleniiniclz soil folgendes bernerkt wer- 
den: 13esteht die Belastung aus einer Einzellast, deren Angriffspunkt 
am Balkontriiger durch den Winkel cp = IX festgelegt ist, eo sind im 
ersten Bogenfelde die Momente allgemcin gemaB (21j darsteilbar durch: 

G, - Pr (6, sin rp - 6, cos y) 
27, = Pr [- cYg - (S5 COR q) $- d, sin g?)] 
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und im  zweiten Felde durch: 

G, = Pr (8; sin rp - a,' cos g~) 

H, = Pr [- (1 + 6,) - (8; c o q  + fi sin gp)], 
wobei: 

1 - t  s,= c 1 - t  . 
a4 5; s6-Tc6; 4=<, 

mir tragen die positiven (negativen) Nomente radial nach iiiiien 
(aufien) aiif. 

Dann drücken obige Gleichungen offenbar folgendes aus: Wird 
der zur Darstellung des Ralkontrigers verwendete Kreia vom Halb- 
messer r verschoben, und zwar in Richtung qp = O um 6,(6J, in der 
hierzu senkrechten Richtung um S5(d5'), zerlegt man hierauf die Be- 
wegung jedes Punktes des Kreises in eine radiale und tangentiale Kom- 
ponente und vervielfiltigt jede mit Pr, so ergibt erstere das Biegungs- 
moment G, letztere nach Hinzufügung des Wertes a,, (1 + c&), da8 Dreh- 
moment. (Die in Klammern geinachten Angaben beziehen siüh auf das 
zweite Feld, wo 2 a > q > a). Die EinfluBlinien fiir das Biegungs- und 
Drehmoment bei der Laststellung a! = 60° eind in Pig. 6 dargesteitt, 
worin auch die eben beschriebene Konstruktion angedeutet ist. 

IV. Kreisring konstanten Querschnittes. 

Ein Kreisring konstanten Querschnittes wird bei A (Pig. 7) durch- 
geschnitten und zu beiden Seiten der Schnittstelle von zwei entgegen- 
gesetzt gleichen, zur Ringebene senkrechten Kraften P beansirucht; urn 
wieviel verschiebt sich hierbei Eig. 7. 
ein beliebiges Bogenelement aus 
der Ringebene? 

Offenbar gilt für cp = O: 

G-O, H= O, N t =  P. 

Damit erhalt man aus den 
Gl. ( 2 1 ) :  

P ru c,=o; C - -; 
% -  C 

A + c r3, c -n+2C =-- - .p  
5 -  2n 2AC 

ao da5 allgemein an der Steile P: B 

C , s i n q = P r ~ i n q p ,  ein Biegungsmoment G = 
+ c) 
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wirkt, was auch unmittelbar der Big. 7 entnommen werden kann. D, 
bei der angegebenen Belastung an der Stelle B (wo rp = n):  

d v 
v = O = O und /3 = O ist, ' drp 

so erhalt man aus (18) bzm. (21) die drei weiteren Bedingung~gleichun~en: 

Cl + C2z- Cg - C 5 z = 0  
c, - (CA + C5) = 0 

c, + c5n - O, 
wonach: 

l-n C 3 - - n C 5 ;  - C 4 - 1 ~ ~  - - - C m  5 9  C 1 =-nC, ist. 

Nun erhalt man aus (18) die gesuchte Verschiebung v ;  sie betragt: 
P r S  C - A  

v = C [ ( i p - ~ )  (1 + y A % o ~ < p )  +-Zd- sin 

Der Ring offnet sich daher bei A urn den Betrag: 

1st der Ringquerschnitt ein Kreis, so ergibt sich wegen: 
A 
- - -- EL = oifll) (WO m die Ziffer der Querkontraktion), 
C  G - I D  m 

Die Verschiebung im Ringviertel ( ip = - Ir) betragt, absolut genornmen: 

Pr' vfi = - 
A 

3 2 8  

Bei kreisrundem Querschnitte liefert diese Formel: 
PrB i + m  

Un = -- [(I + n) -_- - l] 
r 2 E 4  

10 
Wird m = - gesetzt, so ist demnach: 

3 
PrS 

V ,  = 7,683 
E 4  

V. Der beliebig gestützte Kreisbogen. 

Die folgende allgemeine Untersuchnng bezieht sich auf die Berech- 
nung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Kreisbogens, der auf 
beliebig vielen Stüt'zen aufruht. 

1) Man vgl. die Ausführungen auf S. 62. 
2) ifbereinstimmend mit Müller-Breslau: Neuere Methoden der Festigkeits- 

lehre. 
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Hierbei ist zunachst zu beachten, daB für die senkrecht zur Kreis- 
ebene gemessene Einsenkung v gemaB G1. (12) ein allgemeines Integral 
mit sechs gewissen Konstanten besteht, und daB dasselbe solange un- 
veriindert gilt, als die elnstischen & S e n  (Schubkraft, Biegungs- und 
Drehmoment) keiiie plotzlichen ~ n d e r u n ~ e n  ei-fahren, wie aie etwa durch 
Hinzutreten einer 5uBeren Kraft von endlicher G r X e  oder durch eine 
Stützenwirkung hervorgebracht werden konnen. 

Die Stützpunkte und Angriffspunkte W3erer Kriifte stelien sonach 
für die genannten elastischen Werte Unstetigkeitsstellen vor, und es is t  
klar, da0 im allgenieinen die Formanderung jedes zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Unstetigkeitsstellen liegenden Bogenteiles (eines Fel- 
des) durch ein Integral v mit sechs Konstanten gegeben ist, so da0 - 
wenn q die Anzahl der Felder - 6 p  Konstante zu ermitteln sind. 
Wir werden zeigen, da5 stets die hierzu erforderliche Anzahl von Be- 
dingungsgleichungen vorhanden ist. 

Betrachten wir die 76'" Stütze, so ist das Gleichgewicht der Krafte, 
die an dem dort befindlichen Bogenelemente angreifen, ausgedrückt durch: 

wobei die Indices 1 und 2 den Ursprung, bzw. das Ende eines F e l d e ~  
kennzcichnen, wahrend Pi, g,, h,, die lotrechte Stützenkraft, das Bie- 
gungs- und Drehmoment an der kt"" Stütze darsteilen. Diese Glei- 

' ühungen gelten fiir jede Unstetigkeitsstelle; ist diese der Angriffspunkt 
einer auBeren Kraft Pk, d a m  ist g, und hk gleich Null zu setzenl); 
handelt es sich hingegen um eine Stütze, so steilen P, g, h die allge- 
mein von der Elastizitat der Stütze abhangigen Stützenreaktionen vor, 
die als lineare Funktionen der Fornianderung des entsprechenden Bogen- 
elementes angenommen werden konnen. 

Die Bedingung, daB die y Felder zusammen eip Ganzes bilden, 
liefert an jeder Unstetigkeitsstelle die drei Gleichungen: 

Hiermit sind, ohne daB neue Unbekannte in die Untersuchung einge- 
führt wurderi, sedia lineare Gleichungen aufgestellt, die für jede Un- 

1) Dieser Fa11 nu rde  im Ahschnittc II ausführlich bchandelt. 
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stetigkeitsstelle gelten; bei p Feldern stehen dem~iaüh 6 p Gleichungen 
zur Berechnung von ebensovielen Unbekannten zur Verfügung. 

Bei Weiterführung der Betrachtung werde angenommen, daB die 
Stütze unelastisch sei und keine Verschiebung erleide. Dann sind die 
beiden Palle freier Auflagerung und vollkommener Einspannung des 
Kreisbogens an der Stütze eu unterscheiden. 

a) Bei freier Auflagening gilt offenbar: 

f%,i - B k - 1 , s  = O; Hk,l - Hk-1,2 = O; 

Hierin ist P, der unbekamte, von der Formanderung unabhingige Auf- 
lagerdruck; es entstehen also anstatt sechs Unbekannter deren sieben, 
dafür hat sich auch die Zahl der Gleichungen auf sieben erhoht. 

b) I m  Falle vollkommener Einspannung ist zu setzen: 

%, l  = V k - 1 , s  = 0 ;  A k , l  - 3 h k - , , ,  + Pk = O; 

Bei dieser Lagerung entstehen an der Stütze drei von der Form- 
anderung unabhangige Stützenwiderst%ndc, namlich einc Auflagcrkraft 

Fig. S. und zwei Momente, so da4 also zu- 
sarumen neun Unbekannte zu bestimmen 
sind; ebensoviele Bedingungsgleichungen 
haben wir aber auch aufgestellt. Bei An- 
wendung dieser Theorie in praktischen 

B Pallen wird die Konstantenbestimmung 
mit Rücksicht auf die stets vorhandene 
Symmetrie in der Verteilung der Be- 
lastung und der Stiitzpunkte eine erheb- 
liche Vereinfachung erfahren. 

Beispiel: Einigem Interesse dürfte z. B. 
7 ,An die Bereçhnurig eines vollen Kreisringes 
4 A n py begegnen, der in einigen Punkten seines i<..- - - - - - ~ - -  - - -  2. ~.. 

Umfanges gestützt ist und eine darüber 
- - 

gleichmaBig verteilte, zur Ringebene senkrechte Belastung p tragt (Fig. 8). 
Angenommen nerde, daI3 die p Stützpunkte gleichweit voneinander 

entfernt seien und daB je zwei aufeinanderfolgenderi Stützpunkten ein 
2 n 

Zentriwinkel 2 ca = - entspreche, wabei q eine gcradc Zahl sei. 
4 
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Die Senkung v der Elemente des ersten Feldes A B  betragt nach 

m, (3): 
(25) ~ l~C,+C2cp+v~~+C,cos<p+C,s incp+C,cpcosrp+C,<ps inrp ,  

worin: 

und Cl C, . . . C6 die sechs Integrationskonstanten bedeuten. 

Zu deren Ermittelung dient die Ermagung, da0 zufolge der Sym- 
metrie der Stützung und Belastung um den für die Messung des Win- 
kels cp gewahlten Fahrstrahl O C folgende Redingungen erfüllt sein 
müssen: 

dv N1 = O; H - 0. -L = 0 für  cp  = 0- 
1 -  ' d q  

du, v, = 0. - = O  für cp  - W. ' 
Alu sechste Bedingung konnen wir hinzufügen, da0 das Drehmoment 
in der Mitte des zweiten Feldee (H,,) verschwinden muB. 

Unter Bedachtnahme auf die Losung (25) findet man: 

= vcp + + ( c ~  - 4) sin cp  + (c, + c,) cos - C, rp sin cp + C 6 ~  cos rp 
d<p 

T l  21 = - p  cc, 
rcp + 7- 

G = - p  (Cs COS cp - CS sin q) . 
Die Rerechnung des Drehmomentes H im zweiten Felde geschieht 

nach der zweiten der Gleichungen (22), da die dort gemachte Annahme: 
an der gemeinsamen Stelle zweier aufeinanderfolgender Felder wirke 
eine ziim Rogen senkrechte Einzellast, hier erfüllt ist. Der Wert  P 
dieser Einzellast - d. i. des Stützendrdcks - folgt sofort aus der 
Gleichsetzung der in den Mitten zweier Felder entstehenden Schubkrafte; 
(mo cp = O und cg - 2 a). 

cc, - -- - - p r a 2 w + - - - P ;  C (4 
rJ r3  

daher: 
P -  - 2prw .  

Die drei ersten der vorhin genannten Bedingungen sind n u  ausge- 
drückt durch: 

c Cs - - O  
r " 
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60 Berechnnng des senkreht zu seiner Ebene belaateten Bogentragers 

woraus folgt: 
c,=c,=c,=o, 

waa mit Rücksicht auf die Symmetrie des Formiinderungszustandes urn 
die Achse OC zu erwarten war. Daher vereinfachen sich die drei 
iibrigen Bedingungeii zu: 

O = v u  + (C, - Cs) s i n a  + C,w c o s o  

O = - 2 8  
p r 9 o  C6sin2w + p r 2 . 2 w  f Prcosm. 

r' (12 + 1) 

Daraus ergibt sich: 

m C rn . 1 -  2 sin m 

Da die Konstanten ermittelt sind, so ist die Aufgabe allgemein gelüst. 
Für  die Zwecke der Anwendung werden die folgenden Angaben von 
W e r t  sein. 

Da das Biegungsmoment an beliebjger Stclle des ersten E'eldes 
ausgedrückt war durch: 

2A 
G = - pr8  - - -  (C, cos (p - C, sin cp), 

r' (n + 1) 
so liefert die Substitution von C, und C, nunmehr den Wert: 

Demnach wirken an den Auflagerstellen Biegungsmomente vom Betrage: 

G, = - prg (1 - w cotg CO), 

1) Der allgemeine Ausdrnck fur da8 Biegungsmoment im Mittenquerschnitte 
des kten Feldes lautet nach (24:  

GBIo=-p rz-- Pr eos2km - Pr[s in(2k-1)w+sin(2k-3)m+ .....+ sino]; 
2 sin w 

die Symmetrie der Anordnung verlangt, daB dieser Wert gleich Go sei, worans 
man wegen: Pr G - p r e - - - - - -  

O - 2 sin w 

sofort den Summeuwert nachstehenàer Reihe erhalt: 
1 - cos 2 k w  

s i n ( Z k - l ) w + s i n ( 2 k - 3 ) o +  ....,+ s i n m =  
2 sinm. 
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wihrend im Querschnitte C ein solches vom Betrage: 
W G,,= - p r 9  (1 - -) sm m 

herrscht, wobei stets: 
lGwl>lGol .  

G, stellt übrigens auch zugleich das absolut gr6Bte Biegungsmoment dar. 

Das Drehmoment H im ersten Felde hattcn wir berechnet zu: 

H = -  c c2 2 A 
arsrp + pz- - 

rB (n + 1) 
(Cs sin y + C5 cos y), 

w-oraus mit Itüeksicht auf die Werte der Konstanten C,, C, und C, folgt: 

Hiernach verschwinden die Drehmomente ebenso an don Stützen wie 
i n  den Symmetrieebenen. Extreme Werte des Drehmoments sind be- 
stiirimt durch: 

so daB sich deren Ort berechnet aus: 
sin w 

cos Spi = y. 

GemiiB (25) senkt sich das Bogenelement rtn der Stelle <p nrn: 

P r' n + l ( ( w c o s w c o s p + r p s i n m s i n ~ - w )  " - & ' - ' ~ 3 - ~ .  
3924- 1 + - sin w (cos p - COS y)]]. 
n-t-1 

Hiernach betragt die Senkung in der Mitte der Felder: 

dieser Wert  stellt auch die gr6Bte Senkung dar, weil für rp - 0: 
d v d 8 v  

d <p 
- - O und -, < 0. 

d 9 

1) Der allgemeine Ausdruck fü l  das Drehmoment im Mittenquerschnitte des 
kten Feldes lautet nach (22): 

sin 2 km cos co 
% k W -  [- Tm- + c o ~ ( 2 k - l ) m + c o a ( 2 k - 3 ) m + . . . . . + c o i m ] .  

Da dieser Wert  der Symmetrie zufolge verschwinden mu8, so erhalt man sofort 
den Snmmenwert nachstehender Reihe: 

sin 2 km cos m 
cos (2k -1 )w$cos (2k -3 )m+ .....+ coso=----? - 

2 s i n w  ' 

Àbnliche Überlegungen konnen auch hinsichtlich der Werte v und angestelit 
werden. 
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62 Berechnnng d. senkrecht zu S. Ebene belasteten Bogentr. Von K. FEDERHOFEB, 

I n  nachstehender Tahelle sind die Sonderwerte der gewonnenen 
Ergebnisse angeführt, die sich bei Auflagerung des Breisringes an zwei, 
vier und sechs Stellen ergehen.l) 

0.0180 0,0098 1 - n ) / i i o o s 9  Irp-mvl sin rp 0.2140 25°48' 0.0331 
4 4 1 1 A C 

7t 
c o s r p  rp- 
3 

Die in diesem Abschnitte entwickelten Formeln ermoglichen u. a. 
die Berechnung der Azcflagerringe volz Hochbehülterfi, hei denen das Trag- 
gestelle in einzelne Pfeiler aufgelost ist und die 13elastung des Behiilters 
durch den, die Pfcilerkopfe verbindenden Auflagerriiig auf die Pfciler und 
Fundamente übertragen wird. 

(Man vgl. hiezu: Haridbuch îür Eisenbetonbau v. Dr. Ing. Emperger ,  
Band V, ,,Flüssigkeitsbeh~lter", 1910, S. 382ff.) 

Der Vollstandigkeit wegen eeien noch einige Bemerkungen über 
die Werte A und C angefügt. 

Bezeichnet E den Elastizit%tskoeffizienten des Bogenmzterials und 
Il das Triigheitsmoment des l3ogenquerschnittes hezüglich der zur Be- 
lastungsrichtung senkrechten Schwerachse, so ist die Biegungstcifigkeit 
A gegeben durch: A - EI,. 

Bezeichnet weiter G den Koeffizienten der Schubelastizitat, der 
aich aus der Formel: 

m G y - - - -  
2 (rn + 1) E, (m = Ziffer der Querkontraktion) 

ermittelt, und I, das polare Triigheitsmoment des Querschnittes bezüg 
lich der in seinem Schwerpunkte errichteten Senkrechten, dann gilt 
beim kreisrunden Querschnitte für die Drillungssteifigkeit: 

C =  G .  1,. 

S a i n t - V é n a n  t a)  hat das Drillungsmoment und die Drillungssteifig- 
keit für eine Reihe anderer Querschnitte berechnet und hierbei gefun- 
den, daB sich einc giitc 'Jaherungsformel für die Torsionsfestigkeit eines 

72 
1) Der Sonderfall: w = wurde hineichtlich der Bestimmung der LuBeren 

4 
Angriffamomente behandelt in der ,,Wochenschrift f. den off. Baudienst", 1905, S. 11. 

2) Comptes rendus 1879, Band 88, S. 143. 
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b e r  ein Problem d. WPrmoleitung u. d. Anwendung usw. Von M. i%f~rd;u~ovr~ca .  63 

Prismas ergibt, wenn dessen Querschnitt durch eine Xllipse von glei- 
chem Inhalte F und gleichem polaren Tragheitsmomente I, ersctzt wird. 
Hiernach ist also für beliebigen Querschnitt I, durch 1; zu ersetzen, 
wobei: , F 4  F 4  1 = - = -  

p 4nPIp  40 Ip '  
A 

Die Konstante n = - geht mit Beachtung dieser Werte über iii: C 

10 
Für Eisen gilt, wegen m = -$ : 

(26) 
I I  

= 104. -' 
F 4  

In seiner beachtenswcrten Abhandlung: ,,Dm Torsionsproblem und 
die Berechnung elastischer Erkertrager'") warnt Zsche  t zsche  vor der 
Anwendung der Formel von Sa in t -Ve 'nan t  für  die mit Ecken begabten 
Profile und empfiehlt, f ü r .  1; in seiner Bedeutung als Tragheitsmoment 
zum Torsionsfalle zu setzen: 

und erklart hinsichtlich des Beiwertes x ,,daB dereelbe bei den in  der 
Praxis zu berücksichtigenden Torsionsfillen zwischen 1 und 2 schwanken 
dürfte". Für Querschnitte mit wenig verschiedenen Haupttragheits- 
momenten wird für x der Wert Eins als zureichend richtig angegeben. 

Über ein Problem der Warmeleitung und dessen Anwendnng 
auf die Theorie des solaren Klimas. 

Von M. MILANKOVITCH in Belgrad. 

Inhaltsangabe. 

In der vorliegenden Abhandlung wird zuerst das folgende Problem 
der Warmeleitung behandelt: 

Eine der beiden Begrenzungsebenen einer unendlich ausgebreiteten 
Platte endlicher Dicke wird auf einer konstanten Temperatur gehalten, 
wiihrend die andere periodischen Temperaturanderungen unterworfen ist, 
welche sich als Superposition zweier harmonischer ~ n d e r u n ~ e n  von 
verschiedener Periode darstellen lassen. Man soll die Temperaturechwan- 
kungcn im  Innern der Platte bestimmen. 

1) Vgl. die PuBnote auf S. 40 dieser Arbeit. 
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64 Über ein Problcm der Warmeleitung und dessen Anwendung usw. 

Nach Erledigung dieses Problems werden die gewonnenen Ergeb 
nisse auf die Theorie des solaren Klimas angewendet, unter welchem 
beksnntlich jenes hypothetische Klima verstanden wird, welches sich 
auf der iiberall fest gedachten Erdoberfliiche einstellen wurde, wenn 
diese von keiner Atmosphare umgeben ware. 

Der zweite Teil der Abhandlung befaBt sich mit der Bestimmung 
der Temperaturiinderungen, welche sich unter den vorher angegebenen 
Voraussetzungen auf einer beliebig gewiihlten Stelle der Erdoberflache 
einstellen würden. 

T r a b  e r t ') hat eine diesbezügliche Berechnung angestellt unter der 
Annahme, da1 die Temperatur der Erdoberfliche das Ergebnis folgen- 
der zweier Warrnebewegungen ist: der Warmezufuhr durch die Sonnen- 
strahlung und der warmeabfuhr infolge der Ausstrahlung in den inter- 
planetarischen Raum. Die Bedingung, daB sich die Einstrahlung und 
die Ausstrahlung das Gleichgewicht halten müssen, ergibt die mittlere 
Temperatur des in Betracht gezogenen Z e i t r a ~ m e s . ~ )  Die Bewegung der 
Wiirmemengen von der Oberfliiche der Erde gegen das lnnere und um- 
gekehrt als eine Folge der Wirmeleitung hat T r a b e r t  bei seinen Be- 
rechnungen nicht in Betraüht gezogen. Indessen ist der EinfluB der 
Warmeleitung nicht zu vernachlassigen, und es ist leicht zu ersehen, in 
welchem Sinne sich dieser geltend machen wird. 

E s  ist eine bekannte Tatsache, und sie folgt auch aus der Vourier- 
schen Theorie der Warmeleitung, daB die Temperaturschwankungen der 
Erdoberflache in einer ziemliüh geringen Tiefe nicht mehr wahrnehm- 
bar sind. So kann man nach T r a b e r t g )  annehmen, daB sie im festen 
Lande in einer Tiefe von 10 rn verschwindend klein werden. Es  braucht 
demnach bei der Untersuchung der Bewegung der Wiirmemengen in- 
folge der Leitung niir die oberste Schichte der Erdkruste mit einer 
Dicke von 10 m in Betracht gezogen zu werden. Die untere Flacbe 
dieser Schichtc hat auf einer beliebig gewiihlten Stelle der Erde eine 
konstante Temperatur, welche sich wenig von der mittleren Jahres- 
temperatur der Oberiliiche unterscheidet. Die Temperaturanderungen 
der Oberfliiehe haben einen doppelt oszillatorischen Charakter, indem 
sie die Superposition der tiglichen und der jiihrlichen ~ n d e r u n ~ e n  dar- 
stellen. Im Sommer wird die mittloïe tiigliche Temperatur der Ober- 
fliche hoher sein als die Temperatur, auf welcher die untere Begren- 
zungsflache der betrachteten Schichte konstant gehalten wird, und es 

1J Trabert ,  Dae ,,solare" Klima. Meteor. Zeitechr. 1894, S. 425. 
2) Siehe anch: T r a b e r t ,  Lehbuch  der kosmitlchen Physik, Leipzig 1911, 

S. 487. 
3) Ebenda S. 502. 
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Von M. MILANKOYITC~. 65 

rrird sich demnach in  dieser Jahreszeit ein ViirmefluB von der Ober- 
fliche gegen das Innere der Erde  einstellen, wns zur Folge hahen wird, 
daB die Temperatur der Erdoberflache niedriger sein wird als sie ohne 
Berücksichtigung der Warmeleitung wiire. Uas Umgekehrte wird irn 
Winter eintreten. 

Die Warmeleitung vermindert demnach die Amplitude der Tempc- 
raturschwankungen und ihr EinfluB kann unter UmstZnden schr bedeu- 
tend sein. T r a b c r t ,  der diesen EinfluU nicht berücksichtigte, gibt  z. B. 
in der vorher erwahnten Abhandlung die mittleren Temperaturen des 
kiltesten bzw. des warmsten hlonats am Pole mit  - 273"C, bzw. + 82OC 
an. Wird die Warmeleitung berücksichtigt, so ergeben sich bedeutend 
kleinere Temperaturschwankungen und es erwéist sich die Notwendig- 
beit, bei der Bestimmung der Temperaturen des solaren Klimas auch 
den EinfluB der Wàrmeleitung in Betracht zu ziehen. Das Endziel 
dieser Abhandlung ist die quantitative Bestimmung dieses Einflusses 
und der Entwurf einer Theorie des solaren Klimng welche diesen EinfluB 
berücksichtigt. 

Das Problem der Warmeleitung. 

Um das eingangs formulierte Problem der Wiirmeleitung zu losen, 
mird vor allem die F o u r i e r s c h e  Gleichung 

heranzuziehen sein. Ln derselben bedeutet x die Entfernung eines be- 
liebigen Punktes im Innerri der Platte von jener Begrenzungsebene, 
welche periodischen Temperaturanderungen unterworfen ist, u die Teni- 
peratur dieses Punktes zur Zeit t und Ka den Temperatur-Leistungs- 
koeffizienten der Platte. Bezeichnen wir mit  3i die Warmeleitfihigkeit, 
mit e die spezifische Warme und mit  p die Dichtigkeit der Substanz 
der Platte, so besteht die Beziehung : 

Die Begrenziingsebeno x - O der Platte sei periodischen Tempe- 
raturkderungen unterworfen, welche durch den Ausdruck: 

2 R 2 7% 
zc = zc, $- A c o s  (t - t,) + a cos-t 

T 'C 

darstellbar sind, worin u,, A, 2: 2 und t, Konstanten bezeichnen Diese 
Temperaturveriinderungen sind also eine Superposition zweier harmoni- 
scher Oszillationcn, und wir nehmen an, daB die Pcriode T der lang- 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyaik. 62. Band. 1919. Heft 1. 5 
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66 Uber ein Problem der Wkrmeleitung und dessen Anwendung usw. 

sameren Oszillation bedeutend @Ber ist als die Periode z der schnel- 
leren Oszillation, so zwar, daB der Quotient 

Z - 
T 

eine sehr kleine Zahl ist. 

Die Amplitude A der langsamen Osziiiation ist konstant, die Am- 
plitude a der schnelleren Oszillation kann sich mit der Zeit langsam 
Zndern, doch BO, daB der Difkrentialquotient 

immer eine sehr kleine Zehl bleibt. 

Die Dicke der Platte sei h. Diese Gr6Be soll der Bedingung ge- 
nügcn, daB der Ausdruck 

-;E 
e 

ebenfalls eine sehr kleine Zahl ist. 

Die andere Begrenzungsebene z = h der Platte soii auf der kon- 
stanten Tempewtur v,, gehalten werderi. Unsere Aufgabe ist dernnach 
die folgende: 

Nan finde da8 Integral,der Gleichung ( l ) ,  welches folgenden Grenz- 
bedingungen Genüge leistet: 

für x = 0  
2 %  

a = uo + A conr (t - to) + a cos t 

( fiir x = h 

u = v0 

Dabei sind die GroBen: 

z d u  
-y: 

- -- 
ï" d l '  C 

gegenüber den übrigen sehr klein. 

Setzen wir: 
2 a x 2 x 

(4) u =u,  + A C O S  T ( t -  t,) + -[vo h -% - ACOS-T(t- ta)]+ n e a d t ~ .  

Diese Funktion genügt bei entsprechender Wahl  der Konstanten a 
und der Gleichung (l), denn es ist :  
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Von M. MILAKKOYITÜH. 67 

A d a  Da jedoch sowohl - als auch - sehr klein sind, so k6nnen die 
T d t 

ersten zwei Glieder der rechten Seite vernachlassigt werden, BO daB: 

( 5 )  -- a" =. a c r e " t + ~ z .  
d t  

Es ist weiter: 

Setaen wir die Ausdrücke (5) und (6) in die Gleichung (1) ein, 
so sehen wir, da1 diese befriedigt sein wird, wenn die Beziehung besteht: 

a: = p p 2 .  
Nehmen wir an, f i  sei komplex, d. h. setzen wir statt /3 die Aus- 

driicke: 

und statt a: 

Dann konnen wir die Gr65e: 
ea t+pa  

durch eine der folgenden zwei ersetzen: 

e K 2 @ 2 - p 2 ) t + 2 i p p K ~ i + p z + i , 9 ~  

e K 1 @ z - ~ ) l - 2 i p p K l t + p z - i p z  
9 

oder, noch allgemeiner, durch deren Summe, nachdem wir die erste mit 
einer willkürlichen Konstanten C', die zweite mit Cf' multipliziert haben. 
Infolgedessen kann dem letzten Gliede der Gleichung (4) folgende Form 
gegeben werden: 

a e ~ @ Z - p ) t + p z  { C f e i p ' ( z + ~ p B 2 t )  + C f f e - i p ( z + a p ~ 2 ) t  1 P 
oder mit Rücksicht auf die Eulerschen Fornieln: 

u ~ ~ ' ( P ' - F ' ' ) ~ + P ~  {(Cr f Cirr)cos/3(~+2pKZt) + i ( C 1 -  Cf? s i n / 3 ( z + Z P t ) )  

Setzen wir 
C f +  C"= Cl, i ( C ' -  C") = C2, 

RU demnach Cl und C, wieder zwei willkürliche Konstanten bedeuten, 
und au5erdem: 

P = B ,  
80 kann der durch die Gleichung (4) dargesteilten Funktion folgende 
Form gegeben werden: 

2 x x 2 x 
u = uo + A cos (t  - t,,) + [v, - uo - A e o s ~  (t - t,)] 

(7)  + a e P z {  Ccos(px + 2p2Ret) + C,sin(px + 2pzKat}.  
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Diese Hunktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und hat 
eine solche Form, daB sie bei entsprechender Wahl  der Konstanten auch 
den Grenzbedingungen (2) und (3) Geniige leistet; denn setzen wir: 

Setxen wir in dieser Gleichung x -- O, so erhalten wir: 

2 7c 2 Tc 
u = u,, f AC OS^ ( t -  t,) + UCOS-t, 

d. h. die Funktion (23) befriedigt die Grenzbedingung (2). Setzen wir 
in (8) x = h, BO erhalten wir: 

sehr klein ist, so ist mit groBer Annaherung: 

u = v,, 

und die Grenzbedingung (3) ist somit auch befriedigt. 

E s  stellt demnach die Glcichung (8) des gesuchte Integral der 
partiellen Differentialgleichung (1) dar und gibt da8 Gesetz an, nach 
welchem die Temperaturen in der Platte mit der Tiefe x und der Zeit t 
variieren. 

Ziehen mi r  die Temperaturanderungen in Betracht, welche wahrend 
des kurzen Zeitintervalles z in der Tiefe x stattfinden, so konnen vïiih- 
rend diesee Intervalles die GroBen: 

2 n A cos, (t - 
2 

t,) = 9n 

und a als konstant .angenommen werden, da sich m und a mit der 
Zeit langsam andern. Die mittlere Temperatur zc, des Intervalles z ist 
dann: z 

t - -  
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oder mit Riicksicht auf die Gleichung (8) und die vorstehenden Ra- 
zeichnungen: 

x 
u,=zb, + m  + v, - u ,  - ml + - e  h [ d l .  

I 

Da aber 

ist, so ist die mittlere Ternpemtur des Jntervallcs z in dm Tiefe x ge- 
gehen durch die Gleichung: 

welche besagt, daB sich die mittleren Temperaturcn uz mit der Tiefe x 
linear gndern. 

Tragen wir demnach in einem orthogonalen Koordinatensystem als 
Abszissen die Tiefen x und als Ordinaten die entsprechenden mittleren 
Temperatiiren u., auf, so stellt uns die Gerade ML- die Abhangigkeit 
der mittleren Temperaturen von der Tiefe x 
wahrend eines gewahlten Intervailes z dar. Y 
Die Ordinate dcs Punktes Jf ist (u,, + rn), 
die Abszisse des Punktes L ist h und seine 
Ordinate v,. 

Der Gleichung (8) kann mit Rücksicht ; 
auf die Gleichungen (9) und (10) folgende j 
Form gegeben werden: 

-- -pi/; 
(11) u=u,+ae cos ( ~ t  - ni/:).  

x 
Wahrend des betrachtetenhtervalles t 

oszillieren de~nnaüh die Temperaturen u u m  ihre Mittelwerte u,, welche 
durch die Ordinaten der Geraden ML dargestellt sind. Die Amplituden 
dieser Oszillationen sind: 

sie nehmen also mit der Tiefe x ab. Auf der oberen Begrenzungsebene 
der Platte ist der Wert der Amplitude gleich a, auf der unteren ist 
diese Amplitude verschwindend klein. 
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von 

sind 

an, 

h e r  ein Problem der Wiirmeleitung und deseen Anwendung usw. 

Die Kurven S,L und S, L, deren Entfernungen i n  der Richtung 

und welche sich dem Punkte L uilendlich niihern, geben die Grenzen 
zwischen welchen die Temperaturen wiihrend des Intervalles G 

schwanken. Wahrend des groBen Zeitintervalles î' oszilliert der Punkt 
M langsam zwischen den Lagen JIu und .?If,,, welche den mittleren 
Temperaturen des kaltesten, bzw. des warmsten Zeitintervailes z ent- 
spricht. Der Punkt L ist uiibeweglich. 

Zur Theorie des solaren Klimas. 

Denken wir uns die Atmosphare der Erde weggeschafft und die 
Oberfliiche der Erde überall erstarrt, BO wird die Temperatur &es be- 
liebigen Punktes der Oberflache die Funktion folgender dreier Ein- 
fliissc sein: 1. der Sonnenstrahlung, die wir kurz Insolation nennen 
werden, und durch welche taglich gewisse Wiirmemengen der in Be- 
tracht gezogen:n Stelle zugeführt werden, 2. der Ausstrahlung in den 
interplanetarischen Raum, welche wir kurz Radiation nennen werden, 
und durch welche fortwiihrend eine Abfuhr der Warmemengen von der 
Erdoberfàche gegen den interplanetarischen Raum bewirkt wird, 3. der 
mTàrmeleitung7 welche wir kurz Konduktion nennen werden, und durch 
welche nach dem Vorhergehenden eine Wirrneabfuhr von der Erdober- 
fliiche gegen das Erdinnere oder auch umgekehrt herforgerufen wird. 

Untersuchen wir diese Einflüsse gesondert und bestimmen wir jene 
mT5rmemcngen, welche infolge dieser Einflüsse innerhalb eines Zeit- 
intervalles z von 24 Stunden der Erdoberfliiche zu-, bzw. abgeführt werden. 

Durch die Insolation wird in der Zeiteinheit der Einheit der Erd- 
oberfliiche eine Warmemenge zugeführt, welche - wenn die Exzentri- 
zitit der Erdbahn nicht berücksichtigt wird - durch den Ausdruck: 

(12) -- dq' - AJcosz 
d t 

dargestellt ist. 
Dabei bedeutet z die Zenitdistanz der Sonne, A, das Absorptions- 

vermogen der Erdoberflache und J die Solarkonstante. 
A, han@ von der Beschaffenheit der Erdoberflache an der in B e  

tracht gezogenen Stelle ab. W e m  die Erdkruste ein volikornmen 
schwarzer K6rper wiire, so würde A, = 1 betragen. In Wirklichkeit 
ist A, kleiner als Eins. 
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I ist eine Warmemeng-e, welche der Einheit der voilkommen 'schwar- 
zen Oberflache in der Zeiteinheit xugeführt wird, wenn die Sonnen- 
strahlen auf diese Fliiche senkrecht auffailen und wenn sich die Sonne 
in der mittleren Entfernung befindet. Diese Konstante betrigt nach 
den neuesten TJntersuchungenl) 2 Grammkalorien für cm2 und Minute. 

Die Zenitdiritanz z der Sonne ist gegeben durch die Gleichung: 

(13) c o s z =  s i n p  s i n a +  cosp  cos3  cosw, 

wo q die geographische Breite der in Betracht gezogenen Stelle der 
Erdoberfllche, S dio Deklination der Sonne und ca deren Stundenwinkel 
bedeutet. 

Bezeichnen wir mit t die Sonnenzeit - gezahlt von Mittag bis 
Mittag - und mit z das Zeitintervall des Sonnentagcs, so ist: 

und 

(15) 
2 7z 

cos z = sin gp sin 6 + cos q cos 6 cos t .  

In der obigen Gleichung ist z streng genommen nicht konstant, weil 
die Somentage nicht vollkommen gleiche Lange haben, doch ist diese 
Abweichung geringfiigig und kann vernachlàssigt werden. Auch kann 
z = 24h der mittleren Zeit gesetzt werden. 

Die Gleichung (12) gilt nur für jene Xeitinterwalle, wo sich die 
Sonne oberhalb des Horizontes befindet, d. h. nur für 

Sobald die Sonne untergeht, hort die Insolation volikommen auf. 
Infolgedessen wird die Warmemenge Aq,, welche wiihrend des Zeit- 
intervalles z der in Betracht gezogenen Steile der Erdoberfliche zuge- 
führt wird, gleich sein: 

O 
+>  

(16) d g ,  =Jd'dgi, 
- O 

B~ 

wo 8 die Lange des Tagbogens der Sonne oder die Lange des Tagee 
bedeutet. Diese Gr6Be wird a m  der Gleichung (15) bestimmt, wenn 
man in dieselbe einsetzt: 

1) Siehe Trabert ,  Lehrbuçh der kosmisühen Physik, Leipzig 1911, S. 444 
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Auf diese Weise erhalten mi r  
z 

s i n q  s inS  + cosrp cos8  c o s  O = 0, 
woraus 

(17) 
1C 

cos - O - tang q tang 6. 

Aus den Glcichiingen (121, (15) und (16) folg-t 'daim:. 
O + - -  
3, 

dg = A , I /  (sin q sin S + cos rp cos B cos t )d t .  
@ -- 
2 

Die OrGBe rp ist, da wir eine tiestirnmte Stelle der Erdoberflache 
ins Auge fassen, konstant; auch kann die Deklination 6 der Sonne 
wahrend des Intervalles z als konstant angesehen werden, da ihre maxi- 
male ~ n d e r u n ~  wiihrend dicses Intervalles nur 0.0064 betrigt. Es ist 
deshalb : 

(18) d q , = ~ 1 ( 8 s i n r p s i n 6 - t ~ c o s < p e o s S s i n * @ ) ~  

Die GroBe d q ,  ist also als Funktion der Deklination der Sonne 
und der Tagesllinge somit auch als Punktion des Datums dargestellt. 

Wenden wir uns nun der Bestimmung der Warmemenge dq, zu, 

welche innerhalb des Zeitintervalles z infolge der Radiation von der 
Erdoberflache abgcführt wirrl. 

Nach den Untersuchungen von P a s c h e n ' )  ist die in der Zeitein- 
heit ausgestrahlte Waruiemenge gegeben durch den Ausdruck: 

wo ï' die absolute Temperatur des ausstrahlenden Korpers, c und E 

zwei Konstanten bezeichnen, welche von der Pl'atur dieses KGrpers und 
dessen Oberflache abhingen. Wenn dieser Korper voilkommen Schwarz 
wnrc und wir dio Zeit in Minuten, die Fi'lachen i n  cm%cssen würden, 
so hatte man fiir e = 4 und für c = O . 768 x IO-'', d. h. die hus- 
strahlung wire  durch das S te fansche  Gesetz geiegelt. Für einen nicht 
vollkommen schwarzen K6rper ist c stets kleiner als der oben ange- 
gebene Wert, wiihrend sich E um so mehr  der Zühl 5 nahert, je mehr 
sich der strahlende K6rper von dem absolut schwarzen unterscheidet. 

S i e g l e )  hat  sowohl für eine Reihe von Gesteinen, als auch für 
Wasser und Eis die Konstanten c und E bestimmt, so daB g e r ~ d e  fur 
. - -  

1) Paschen, i~ber  die Gesamtemission gliihenden Platins, Wied. Ann 40. 

rber  die GesetzmiiBigkeilen in den Spektren fester Kbrper, ebenda 58 und 60. 
2) Siegl,  Uber das Emissionsverm6gen von Gest~inen, Wasser und Zis, 

Wiener Sitzungsber. Nath.-naturw. Masse Bd. ÇXVI. 
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den behandelten Fall ausreichendes Beobachtungsmaterial zur Verfügung 
steht. 

Um die Warmemenge dg, zu bestimmen, nehmen wir - dem Dei- 
spiel Traber t s  folgend - die Temperatur der in Betracht gezogeneri 
Stelle der Erdoberfliiche wahrend des Zeitiritervülles z als konstant 
und gleich der mittleren tiglichen Temperatur u, des betreffenden Tages 
an. Dann ist: 

il9) nq, = c (273 + U , ) ~ Z ,  

wo u, in Celsiusgraden xu nehmeii ist: 

Es erübrigt uns noch jene Warmemenge d p ,  zu bestimmen, welche 
wihrend des Zeitintervailes z der Erdoberfiiche durch Kouduktion aus 
der Erdkruste zugeführt wird. Wie wir bereits in der Einleitung dar- 
getau haben, braucht bei dieser Untersuchung nur eine Schichte der 
Erdkruste von der Dicke h gleich rund 10 m in Betracht gezogen zu 
merden, da deren untere Begienzungsfliche eine von der Zeit unab- 
hingige Ternperatur v, aufweist, welche siüh wenig von der mittleren 
Jahrestemperatur der' Oberfliiche unterscheidet. Die Oberflcche dieser 
Schichte ist periodischen Temperaturanderungen unterworfen, welche 
einen doppelt oszillatorischen Charnkter hnben, indem sie durch Supcr- 
position der tiiglichen und jahrlichen ~ n d e r u n g e n  entstehen. Die Periode 
ï' der jihrlichen ~ n d e r u q e n ,  das Jahr, ist vie1 gr6Ber als die Periode 

r der tiiglichen Andenmgen, so daB der Quotient ; = O - 0027 eine . 
kleine Zahl ist. E s  kann - wie dies Lifters geschehen ist - ange- 
nommen werden, daB diese Andermgen harmonisch sind, d. h. es kann 
die Temperatur u der Erdoberfliche an einer gegebenen Stelle als eine 
Fnnktion der Zeit t von folgender Form dargesteilt werden: 

2 z 2 7 t  
u = u,, + A cos - (t - ta) + a cos - t. 

1' 

A ist die Amplitude der jahrlichen, a die Amplitude der t ig-  
lichen Schwankungen. A ist konstant, weil nach einem Jahre dieselben 
die Temperatur der Oberflache bcstimmenden Verhaltnkse wiederkehren; 
a andert sich im ailgemeinen von Tag zu Tag, doch erfolgen diese 

d a  
~ n d e r u n ~ e n  so langsam, daB der Quotient ;tt eine kleine Zahl ist. 

Hinsichtlich der GrLiBe uo ist folgendes zu 
Jahrestemperatur ut der Oberfliiche ist gleich 

bernerken: Die mittlere 

4- $ b o s 2 1  O t d t .  
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Da aber 

und 

wo n eine ganzc %ah1 (365 oder 366) ist, so ist auch 

und demnach 
UT= 'Uo, 

uo bedeutet also die mittlere Jahrestemperatur der Erdoberflache an der 
in Betracht - gezogenen Stelle. 

Der betrachtete Teil der spharoidischen Schichte der Erdkruste hat 
einen sehr groBen Radius und kann deshalb durch eine Platte erseht 
werdcn, so daB die Warmebewegung in diesem Teile der Fourierschen 
Gleichung : 

(21) 

gehorchen wird. Die Dicke 11, der betrachteten Schicht ist so gewihlt, 
daB in der Tiefe x = h die Temperaturiinderungen der Oberflache nicht 

fühlbar sind, und es ist deshalb e 
--XE . 

einc kleinc Zahl. Die 
Temperaturiinderungen in der betrachteten Schicht merden durch das 
partikuliire Integral der Gleichung (21) dargestellt sein, welches fol- 
genden Grenzbedingungen Genüge leistet. 

Für  x = 0 
2 n  2 n 

zc=u,,+ Acos-(t-te) + a c o s - t  2 
und für x = h 

u. = UV 

Das zu losende Problem ist identisch mit dem eingangs behandelten 
Problem der Wiirmeleitung, und ee wird demnach die Temperatur u in 
der Tiefe x und xur Zeit t diirch die Gleichung (8) dargestellt sein, 
welche wir hier wiedergeben: 

2 7c 
u = u, + A cos - (t - 

2 .  
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welche in der Zeiteinheit der Fliichenein- Die Warmemenge -=, 
heit der Oberffache durch Konduktion zugeführt wird, ist nach den 
Grundannahaen der F O ur i e  r tichen Theorie proportional dem Tempe- 
raturgefalle iind gleich : 

Bus der Gleichung (22) folgt: 

az4 v , - ~ ,  A 2 z  --= 
a~ h 

COB - (1 - t,) ' T 

Es ist also 

1111 Zeitintervalle t bis t + t wird der Oberflache die Warmemenge 
dp, zug-eführt, welche gleich ist: 

l+  z 

(25) dg, =Jd% 
t 

und mit Rücksicht auf die Gleichungen (23) und 

Die letzten zwei Integrale der vorstehenden Gleichung verschwinden 
und es ist 

Bezeichnen wir wie früher mit u, die mittlere Temperatur an der 
Oberfliiche wiihrend des in Betracht gezogenen Sages, so ist: 

t + z  

,, - Judl 
t 
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76 cher ein Problem der WLrmeleitung und dessen Anmendung usw. 

~ i n d  mit Rücksicht auf die Gleichung (20) 

(t  - t,) dt + a 

D:LS letzte lntegrnl der vorstehenden Glcichung vsrschwindet, und 
es kann dernnach der Gleichung (26) folgende Form gegeben werden: 

Nachdem nun die Wiirmemengcp d p , ,  d g ,  und d y ,  berechnet 
worden sind, kann zur Bestimmung der mittleren Tempcratur des Zeit- 
intervalles z, d. h. der mittleren Temperatur eines beliebigen Tages, ge- 
schritten werden. Auf der Oberflache der Erde wird sich jene Tempe- 
ratur einstellen, für welche die zugefiihrten Wirmemengen gleich den 
abgeführten sind. Zugeführt wurden die Warmemengen dp, und dg,, 
abgefiihrt die Wàrmcrnenge Ap,. Die Temperatur zl, wird man dein- 
nach aus der folgenden Gleichung bestimmen: 

(28) d q ,  + d q ,  = 

Setxen wir in  die obige Gleichung die Werte für dq,, dq, und 
d q ,  aus den Gleichungen (18), (19) und (27) ein, so erhalten wir: 

~ , ~ ( @ s i u ~  sind +:cosrp cosda in-@]  c ( 2 7 3  +u,)'z 

K + - (vo - ut) z = 0. 
h 

Bezeichnen wir 

(29) 
O 
- = A ,  

wo demnach ;1 das Veïhaltnis des Tagbogens der Sonne zum Bogen 
von 360" bedeutet,. so bekommt die vorstehende Gleichung die Form 

K 
(30) c ( 2 7 3 + u J + + ~ ( u , - a 0 )  

In dieser Gleichung sind f i r  einen gegebenen Tag alle GroBen bis 
nuf die Gr65en tc, und e, bekannt. Hinsichtlich der GrfiBe v, kann fol- 
gendes bemerkt merden. Diese kann mit groUer Anniiherung der mitt: 
lereri Jalirestemperatur uo gleiühgesetzt werden. 

Die Temperatur zro wird auf folgende Art berechnet: Der mirmie 
Tag der Oberflache ist nach Gleichung (20) der Tag, für welchen: 

2 71 
cos - (t - t,) = 1 ï' 

t = to= n,z. 
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Wàhreiid diesev Tages kann die Temperatur der Oberfliiche durch 
die Gleichung dargestellt werden: 

2 x 
u, = u, + A + a cos t. 

und es k t  die mittlere Temperatur des warmsten Tages 
, 

Auf dieselbe Art  bekommt man die 
testen Tages: 

min u, = u0 - 

mittlere Temperatur des Fil- 

A, 

und es ist demnach in  erster Annahorung: 

l 
u, = (max o, + min 21,) 

Mit einem angenommenen Werte fiir o, = u, werden mit  Hilfe der 
Gleichung (30) die mittleren Temperaturen des warmsten und des 
kiiltesten Tages an der in  Bctracht gezogenen Stelle der Erdoberflache 
liestimmt. Diese Tage treten an der nordlichen Hemisphiire für  Orte, 
wo q > 23'30' ein, wenn S = 23O30' bzw. S = - B030' betragt. Des 
arithmetische Mittel der berechneten Temperaturen gibt cinen besseren 
Wert für u,, mit  welchem die Rechnung wiederholt werden kann. 
Dann kann man mit E l f e  der Gleichung (30) die mittleren Tempera- 
turen für eine gr6Bere Anzahl dcr über das Jah r  gleichmKBig ver- 
teilten Tage berechnen, um daraus mit einer noch groBeren Genauig- 
keit die mittlere Jahresternperatur u, eu bestimmen. 

Nachdem diese Berechnung durchgefiihrt worden ist, sind in der 
Gleichung (30) alie GroBen bis auf die GroBe u, bekannt. Diese 
Gleichung gestattet uns demnach die mittlere Temparatur u, eines be- 
liebigen Tages im Jahre zu bestimmen, 16st somit die Aufgahe, welche 
wir uns gesteLlt haben. 

B e l g r a d ,  20. Marz 1912. 
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78 Ungleichf6rmige Bewegungen eines Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht indert. 

Über nngleichformige Bewegungen eines Fadens, bei 
denen er  seine Gestalt nicht andert. 

Von E. LIEB in Maulbronn. 

Das relative Gleichgewicht eines unausdehnbaren, nicht schmeren 
Fadens, der an einer sich mit gleichf6rrniger 1Vjnkelgeschwiridigkt.it 
drehenden Achse befestigt ist, wurde zuerst eingehend untersucht von 
C le  bsch.l) Da die Winkelgeschwindigkeit eine g le ichformige  id, 

so wird der Faden die Gestalt, welche cr unter dem EinfluB der Zen- 
trifugalkraft angenommen hat,  dauernd behalten. Wenn jedoch die 
Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit veriinderlich ist, so wird im aii- 
gemeinen der F'aden seine Gestalt andern. Immerhin fragt es sich, ob 
es nicht auch hier Fiiile gibt, in aelchen der Paden seine Gestalt 

behalt. 
W i r  werden im nachstehenden untersuchen, unter welchen Cm- 

standen bei u n g l e i c h f o r m i g e r  Rotation der Achse ein mit ihr ver- 
bundener, unausdehnbarer, voilstàndig biegsamer Faden wahrend der 
ganzen Dauer der Drehung seine Gestalt behalt, wenn er, wie wir der 
Einfachheit halber annehmen, ganz in einer zur Drehachse senkrechten 
Ebene liegt. 

Die Anregung zu dieser Arbeit hat mir mein hochverehrter Lehrer, 
Herr Professor Dr. v. B r i l l  gegeben, hiefür, sowie für den mannig 
fachen Hat wiihrend der Ausarbeitung spreche ich ihm meinen herz- 
lichsten Dank aus. 

1. Wir  werden im folgenden mehrfach auf Relationen von der Porm 

(il AlTl + A9T9 + . - O  A,T,,=O 
gefüht,  wo die A, reine Funktionen einer Variablen a und die 21 reine 

E'unktionen einer von a unabhangigen Variahlen t sind. E'ür den Pal1 
n = 4 hat A p p e112) die Loaungen der Relation (1) angegeben mit Hilfe 
einer Methode, die sich auch auf den allgemeinen Fall ausdehnen liBt.3) 

1) Crelles Journal Bd. 57,  1860. Weitere Literatur B. Encyklopadie der 
math. Wiss. Bd. I V  1 S. 634. Keuerdings ist anch der Fa11 des schweren Fadens 
behandelt worden: W i l s o n ,  The equilibrinm of a heavy homogeneous chah in a 
uniformly rotating plane, Annals of Math. (2) 9, 1908. 

2) Sur le mouvement d'un fi1 dans un plan fixe, Acta mathomatica Bd. 12. 
3) Vgl. hierzu meine Dissertation, Tübingen 1912; ferner die mir erat nach- 

traglich bekannt gewordeno Arbeit von P. S t  ii c ke 1: Die kinematischc Erzeugnn~ 
der DIinimalKichen, Americau Tram. 7, 1906. 
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Sind Pl.. . Pn irgend 1.1 der Funktionen A, QI . . . Q, k der Funktionen 
l' derart, daB, wenn Z. B. Pl = A, gesetzt wird, QI - Tl zu setzen ist, 
und bedeuten a, P, . . . x Koristanten, BO ergibt sich die allgemeine Losung 
der Relation (1) in der ! h m :  

li kann jeden Wert; annehinen von 1 - . 12 - 1. Dazu kommen noch 
zwei weitere Fiille; entweder es verschwinden alie A  identisch oder alle 2: 

Pür n = 3 erhalt man unter der Amahme, diil3 keine der Funk- 
tionen A., T identisch verschwindet, die beiden Falle: 

1. A, = lc,A, $ Tl + 7;, T, + T, = O 
A, = k, A ,  

2. k , A , + k , A , + A , = O  Tl = k1T3 
q = ka T3. 

2. 1st a die Bogenlhge des Fadens, gemessen von ei~iem bestimm- 
ten Punkte des Fadens bis zu einem beliebigen Punkt, T ( a )  die in 
Funktion des Bogens gegebene Dichte, A. die Spannung und Sind F X ,  
?IrY die Komponenten der Kraft für die Liingcneinheit, so lauien die 
Bewegungsgleichungen: 

Wenn nun der Feden bei der Drehung seine Gestalt nicht Zndert, 
so sind seine Koordinaten in einem @stem, das sich mit dem Faden 
dreht, Funktionen blofl des Bogend a. Die Koordinaten in diesem 
System seien xi, y,; der Winkel 4, d m  die 2,-Achse mit der x-Achse 
bildet, ist dann eine reine Funktion von t. Seine Ableitungen nach t 
m6gen durch Punkte bezeichnet werden. Man hat danil, wenn beide 

Spteme den Drehpurikt zum Ersprnng haben: 

x = x, cos 8 - y, sin 4 

y = x, sin 4 + y, cos 4. 
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Dami t folgt aus den Bewepngsgleichungen : 
a d x  ~ ~ - ( - ~ % - ~ h ' ) = . - k  d a  A )  d a  + ~ X C O S ~ +  Y s i n 2 )  

a P ( q 9 - y l b ~ j - - ~ d f i ) + ~ ( - ~ ~ i n 4 + ~ c o s ~ )  a u  da 

dx, 2 d y  2 

(2;) + ( d ~ )  - l. 
Dabei m6ge angenominen werden, daB der Faden mit seinen Enden 

in zwei Punkten der sich mit ihm drehenden reibungslosen Ebene be- 
festigt sei. Integriert man nach a zwischen den Grenzen a, und a und setzt: 

1 

mo daim u, v den Schwerpunktskoordinaten des Fadenstücks a,a pro- 
portional, und LT7 T, die Komponenten der nesultante der auf da! 
Fadenstück a,a wirkenden ZuBeren Brafte sind, so erhalt man aus (2): 

l0 sin g + uë - r L 2  + U sin â - V c a s 8  = 1 & ( H E )  

Mit Ililfe der letzten Gleichung gevinnt man aus den beiden ersten: 
d d u  

~ = ~ ( ~ ~ ) [ ~ o ~ o s a o - v ~ - u b ' -  U c o s a -  P s i n ~ ]  

[el d dv 
+ d , ( @ z ) [ & s i n a o f  u $ - r b 2 +  U s i n a -  V c o 8 8 j  

Die Elimination von A ergibt: 
d (6) ~ ~ [ U ~ ( B ~ ) + U ~ ( ~ ~ ) ] + ~ ~ [ ~ ~ ~ ( W ~ ) - V & ( O ~ ) ]  

+ 1, [sin a, & (é) 2) - cos a 

+- cos a l r& (o  2) - V A  @ g)] O. 
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In dieser Relation sind u ,  v, @ Funktionen von a allein, 4, 1, 
Fuiiktionen von t ailein and fi: B Funktionen von a und t. 

3. Wenn ZuBere Kriifte nicht vorhanden sind und die Dichte des 
Fadens konstant, etwa = 1 k t ,  hat man zu setzen 

U = Y = O ,  @=1, 

und es folgt aus (6) 

d ~ u  d3v + 1. (sin a, aai - cos a O = 0. 

Diese Gleichung hat die Form (1) (n = 3). Man hat also nach 
Art. 1 zwei Fiille zu unterscheiden: 

1. FaZZ. Die Relation (7) wird befriedigt durch das System: 

. dSzc 
= k, (sin a, - cos a , 

O d a  

( k ,  b + k ,  $2 + do = 0. 

DaB die beiden ersten Gleichungen und die Bedingung der Unaus- 
dehnbarkeit 

nicht miteinander vertraglich sind, wird spater (Art. 9) gezeigt werden 

2. Full. Die Relation (7) wird ferner befriedigt durch das System: 

Aus der ersten Gleichung folgt: 

d e  zl d e  v 
- (- 7c1u + v - k, sin cl,) = -$ (24 + k , ~  - k ,  cos cc,) 
d a 8  d a  

und hieraus mit Hilfe von (4a) 

d 2 u  - + k, v - k, cos or, 

d a P  - + [(i + li, v - k,  cos a,)' + (- li, u + v - IC, sin or,)~ll/* 

d 5 v  - 
- 

- k, u + v - k, sin a, 
-- - - 

d a P  + [(u + k, û - k,  cos a,)' + (- kl u + v - k ,  sin a,)']'Iz 

Zeitschrift f. Mnthematik u. Fhysik. 62. Band. 1913. Heft 1. 6 
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Durch diese Gleichungen ist die Gestalt des Fadens bestinimt. Die 
Gleichung 

(10) 9.= k162 
ergibt, wenn B, C Integrationskonstanten sind: 

Für die Spannung findet man aus (5) 

n = +$"(u + klv - 7ï2 COS u , ) ~ +  c- kiu + i?, - k2 sin a,)']'". 

Hieraus ist ersichtlicb, da1 das obere Wurzelzeichen in (9) einer nega- 
tiven, das untcre einer positiven Spannung entspricht. 

Wird ein ebener, homogener, biegsamer Faden, welcher anfang- 
lihh die durch (9) definierte Gestalt besitzt, in die durch (10a) de- 
finierte Drehbewegung versetzt, so behilt er diese Gestalt, obgleich 
die Drehbewegung ungleichf6rmig ist. 

Notwendig ist dabei nur, dnB die notigen Endspannungen auge- 
bracht werden. Das aber wird erreicht, indem man sich die Endeo 
des Fadene in Punkteri einer Eberie befestigt denkt, die mit ihm nach 
Gleichung (10 a) rotiert. 

Wenn in der Relation (7) Produkte verschwiriden, so erhalt man, 
wie leicht einzusehen, nichts, mas nicht schon im Bisherigen enthalten - 

ware. 1st z. B. . aeu d 2 v  
s i n ~ , ~ ~ e - C O S a '  - = O ,  

, d a a  

90 folgt 
d P  u - -- 

d4v . 
d a P  cos ao, sin ao, 

damit aber ergibt sich aus (7) 

$(u COS a, + v sin u,) + g2(u sin ci, - v cos a,) = 0, 

und die zweirnalige Differentiation dieser Gleichung nach a liefert $=O, 
einen trivialen E'all, denn der Faden hat die Gestalt einer Geraden, 
welche durch den Ursprung geht und gleichftirmig rotiert. 

4. Die Gleichungen (9) lassen sich auf eine andere Form bringen 
durch die Substitntion: 

u +k,v -k2 cos a, = p +  k,y 

- k,u + u - k, sin a, = - k,p + q, 

woraus sich, wenn k,= tg E gesetzt wird, ergibt: 

u y p  + k, C O ~ E ~ C O S ( ~ ~ + E )  
(11) v = q + k, cos E .  sin (a, + E). 

* 
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Mau erhdt  daher die Kurve (u, u) aus der Kurve 0, 4) durch eine 
Parallelverschiebung, welche jedoch auf die Kurve (x,, YI) keinen Ein- 

Die Gloichungen (9) lauten in p, p.: 

und f i r  die Spannung ergibt sich 

Durch die Einführung des Winkels e wird das doppelte Vorzeichen 
dep  d 2 q  

der Gleichungen (9) überflüssig, denn - - - erhalten das negative 
d a P '  d a P  

Zeichen, wenn man E um z andert. Insbesondere wird 2, positiv, wenn 
* 

7c 3 7r 
E zwischen - und gcwahlt wird. 

2 2 

Denkt man sich in (9a) a durch t ersetzt, so definieren diese 
Gleichungen die Bahn, welche ein Piinkt von der Masse' 1 unter dem 
EinfluB einer Kraft 1 beschreibt, welche mit seinem Radiusvektor den 
konstanten Winkel E bildet. 

5 .  In einem spcziellen Pall lassen sich die Gleichungen (9a) auf 
Quadraturen zurückführen. 1st E = n, so mird k, = O und damit folgt 
aus (IO), da1 die Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit er- 
fol& wir erhalten daher das Problem von Clebsch. 

Die aus der Gleichgewichtskurve eines ebenen, homogenen Fa- 
dens, der sich mit gleichf6rmiger Winkelgeschwindigkeit um eine zu 
seincr Ebene senkrechte Achse dreht, durch die Substitution 

u a 

= j & d a  u y  ry1dcz 
Qo Qo 

hervorgehende Kurve (u, u) hat dieselbe Gestalt wie die Bahn eines 
Punktes von der Masse 1, auf den die Zentralkraft 1 wirkt. 

Setzt man in (9a) e = P, so wird 
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84 Ungleichf6rmige Bewegungen eines Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht andert. 

ER gelten nun die dem Prinzip der lebendigen Kraft und dem 
Prinzip der Erhaltung der Flachenraume entsprechenden Satze: 

(C, D sind Konstanten). 

Hieraus folgsn einige 13eziehungen zwischen 
der Knrve (x,, y,). Sind R, às Polarkoordin~ten . - -. 

r, rp Polarkoordinaten der Kurve (z,, y,), so ist 

der Kurve (p, p) und 
der Kurve (p, q )  und 

Damit folgt aus (12a), daB der Fahrstrahl - . . 

denljenigen der Kurve (x,, y,) durch die Beziehung 
der Kurve (p, q) mit 

verbnnden ist. Berner folgt aus (12a)T 

Durchwandert ein Punkt auf der Kurve (x,, y,) gleiche Sfrecken, 
so überstreicht der Radiusvektor nach dem Punkte (p,  q )  gleiche 
Flachen. 

Bedeuten E, F Konstanten, so werden die Integrale der Glei- 
chungen (12) 

RdR 
' a = ~ + v f j 2 R z ( c - B ) - ~ i ] " *  

DdR 
- -- 

@ - P ' L [ ~ ~ . ( C - R ) - D ' ] *  

d d xl = = (Il cos a), y, = - - (Il  sin @). 
\ d a  

Für die Spnnnung ergibt sich: 
r x  

~ = $ R - ~ Y ( C - &  
l. a 

wo C > - zu nehmen ist. 
2 

Die Eiiiführung der Koordinaten (p ,  q) führt zu einer einfachen 
Beziehung zwischen dem Krümmungsradius p der Kurve (x,, y,) und 
ihrem vom Drel-ipunkt aus genommenen Radiusvektor r. 1st a: der Kin- 
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kel, den die Tangente a n  die Kurve (z,, y,) mit  der  x, Achse bildet, so 
. -. 

hat man 
d P l l =  __  de!? dY1 = sin a:, d a e  d a  - COS a, &' r= 

und damit fol@ aus (12) 
@ = c f + n .  

Die Gleichung (14) geht dadurch über  in 

und weil da: 1 

d a = ;  

ist, so wird R% 
e = ,  

oder mit Hilfe von (13) 

Der Krürnmungsradius der  Gleichgewichtskurve e i ~ e s  ebenen, - 

hornogeneri, unausdehnbaren Fadene, welcher sich m i t  gleichformiger 
Winkelgeschwindigkeit u m  einen Purikt  der Ebene  dreht ,  ist eine 
ganze rationale F u n k t i o n  des v o n  Drehpunkt  aus gemessenen Fahr-  
strahls dieser Kurve.') 

6. Kehren wi r  nun wicder zurück zu den Gleichungen (9a). Sie  
konnen geschrieben werden 

cos a = cos (@ - E )  

d. h. es ist 
s in  a: = sin (4 - E), 

a J = c r + F .  

Der Polarwinkel der  Kurve @, U j  unterscheidet s ich v o n  dem 
Keigungswinkel der  Tangente der Kurve  (z,, yi) gegen dio 2,-Achse 
nur um den W i n k e l  E .  

Daraus folgt wieder I d a  --- - 
e d a  

Pührt  m a n  i n  den  Gleichungen (9a) die Polarkoordinaten R, CD 
ein, BO findet man 

1) Dieses Ergobnis, welches sich durch einige Rechnung auch aus den Resul- 
tsten von Clebsch herleiten la& bleibt nicht so einfach, wenn der Faden eine 
Rsumkurve bildet. Qersteht nian unter p den Krümmungsradius der Kurve, welche 
durch Projektion dieser Raumkurve auf eine zur Drehachse aenkrechte Ebene ent- 
steht, so ergibt sich Q als algebraixhe Funktion des Falirstrahls der Projektion. 
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86 Ungleichformige Bewegnngen eines Fadens, bei d. er seine Gestalt niçht Bndert. 

Aus der zweiten Gleichung folgt: 
d d CJ 

d. (RZ = - sin s . R, 

oder wenn gesetzt wii-d: 

(A = const.) 

d a  %da ( )  = -  
d a  da sin E - 6. 

Die Elimination von @ aus dieser und der ersten Gleichung in (9b) ergibt 

Diese Gleichung, in welcher nur noch 6 vorkommt, ist homogen und 
l%Bt ein partikulàres Integral zu von der Form 

Durch Substitution dieses Wertes erhalt man: 

m4n4(n - 1)(n - 2)a4"-" cos s 9n3 f i 3  a3n-3 - sine em2aZn = 0. 

Diese Gleichung wird erfüllt ailein durch die Zahl n = 3, wobei danu 
nt der Gleichung 

m" 3' . 2 - cos E .111 . 33 - sinZ E = O 

genügen muB, also den Wert 

besitzt, welcher stets reell ist. Ein partikulk-es Integral der DiKeren- 
tialgleichung (16) ist daher 

6 = ma3, 
somit nach (15) R = 3niaz 

und 

also 

Der Krümmungsradius ist daher der Bogenlinge proportional, eine Eigen- 
schaft, welche nur der logarithmischen Spirale zuknmmt. Ferner wird 

d. h. die Spannung verschwindet im Pol der Spirale. Bildet man p, g 
und sodann x1, y,, so sieht man, dafi für a = O x, = y, = O wird, der 
Pol der Spirale ist somit Drehpunkt. 
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Wenn ein biegsamer, unausdehnbarer Faden von der Gestalt 
einer logarithrnischen Spirale sicb um den Pol der Spirale mit der 
durch (10a) gegeberien Wiukelgeschwindigkeit dreht, so behalt er  
wahrend der Bewegung diese Gestalt bei, vorausgesetzt, da1 am freien 
Ende die notige Endspannung angreift. 

Die Differentialgleichung (16) kann durch einige Umformungen 
zurückgeführt werden aof Quadraturen und eine Differentialgleichung 
erster Ordnung vom Typus 

wo H(x)  eine rationale Funktion von l/a: ist. 

7. Wir wollen nun die Gleichungen (9a) noch auf eine andere 
Form bringen. Sie lassen sich als sirnultanes System von vier Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung zunachst in folgender Weise schreiben: 

dx, - p c o s ~ +  q s i n e  b!? = 2. - - - 
d a  d a  I'P- 

Die Einführung der Polarkoordinaten R, @ für p, q und r, gp für 

= - sin (a - q ~ )  R 
1 dl. 

COS (CD - (P - 6) 

- 1:: i s i n ( ~ - q J - s ) .  

Dieses System ist zu integrieren unter der Voranssetzung, daB für 
a = a, 

R = R u ,  = r 0  v = q o  

werde. Hierbei sind nun aber Ru und @, nicht beliebig; denn da nach 
(3) für a = a,, u = v = O sein muB, so folgt aus (11) für a = a,: 

pO = - k2 COS E . COS (a,, + E) 
p, = - 8, cos E sin (e0 $ e). 

Es mu1 daher sein 

Da nun aber nach S. 81. 
Au = k, BS, 
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88 Ungleichfdrmige Bewegungen einos Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht indert. 

so ist R, bestimmt, nenn  der Faktor k,, dnrch welchen sich die End- 
spannung vom Quadrat der Winkelgeschwindigkeit unterscheidet, ge- 
wahlt ist. 

Die Gleichungen (9c) bildeii ein Beispiel für ein System von 
Differentialgleichungen mit einem Parameter. l) Uie Entwicklungen, 
welche nach Potenzen des Parameters E fortschreiten, steilen dam die- 
jenige ungleichfGrmig rotierende Fadenkurve dar, welche der zu den- 
selben Anfangswerten gehorigen gleichformig rotierenden entspricht. 

8. Bisher wurden die aufieren Kriifte Null gesetzt. Niin sol1 unter- 
sncht werden, ob untcr dem EinfluB von Kraften, deren Kompo~ienten 
bezüglich des festen Systems reine Funktionen des Bogens sind, eine 
Drehbewegung des Fadens moglich ist, bei welcher er seine Gestalt 
nicht iindert. 

W i r  setzen 
U =  A,(n) ,  F= A,(a). 

Damit geht (6) über in: 

Diese Relation wird nach Art. 1 beispielsweise durch folgendes 
System befriedigt: 

d9u 
i n - O  - -  = O  

Odaa "'Y 

Die erste Gleichung ergibt die durch (9) definierte Kurve, die beiden 
niichsten lieferu A, und A,. Setet man: 

so erhalt man aus der vierten Gleichung: 

6 - a,$'+ a: sin (8.- a0) = 0. 

Wenn a, eine negative und a: eine positive Konstante ist, so sagt diese 
Gleichung aus, daB die Beweguiig des Fadens erfolgt wie die eines 

1) S. H o r n ,  Gewohnliche Differentialpleichungen (Sammlung Schubert Bd. 50), 
Leipzig 1905, S. 298 if. 
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Pendcls von der Lange g/a in einem Mittel, dessen Widerstand dem 
Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist. Setzt man - 8, = 81, 
BO lautet das Integral: 

Wird ein ebener, unausdehnbarer, homogener Faden dein Rin- 
fluB von bestimmten nur vom Bogen abhangigen Krafteii ausgesetzt, 
so kann er sich, ohne seiiie Gestalt zu andern, wie ein Pendel be- 
megen, welches in einem Mittel schwingt, dessen Widerstand dem 
Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist. Die Gestalt des Fadens 
ist dieselbe, wie wenn Kriifte wirken. (Über die Endspannurig 
vgl. S. 82.) 

Da X, Y reine Funktionen von a sind, so hangt die liichtung 
der auBeren Ki-aft bezüglich des festen Systems von der Zeit nicht ab;  
wihrend also der Faden rotiert, bleibt sich die an demselben Faden- 
punkt angreifende Kraft stets parailel. 

9. Wir .haben bisher nur einen Faden von konstanter Dichte be- 
trachtet. Im folgenden wolien wir niin die Dichte als Funktwlz des 
Bogens annehmen. Von auBeren KrRften m5ge wieder abgeseheu 
merden. 

Setzt man in (6): U =  V =  O, so folgt: 

+ lors in  u o ~ ( ~ g ) -  cos a o f u (  - O -  :".]=O- 

Wir haben wiederum nur zwei Faile zu unterscheiden: 

1. Full: 

1" ;((Q%@ +-A (@dl) = 75 [sin cco&(@%) - C O S  u Oda - d ( ~ d v ) l  d a  J 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt: 
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Nun setzt man: 

p = u f k, cos a, nt = - I;, cos a, - k, sin cc, 

p = o + k2 sin cc, n = k, cos LX, - 7r, sin cc,. 

Damit wird: 

Da die Differentialquotienten nicht beide gleichzeitig verschwinden 
konnen, so kann man sic eliminieren und erhiilt: 

p(2-J + m)  + ¶(?l f n) = O. 

Bedeutet B eine Konstante, so fol& aus der zweiten Gleichuq 
in (20) durüh Integration: 

also 

Es sind nun iioch die Gleichungen 

P(P + m) + d q  + f i )  = 0 

zu erfüllen. Die erstere steilt im 
sie zu befriedigen, setzen wir: 

(p, p)- S ~ s t e m  einen Kreis dari um 

12 n q $ - = - 6 COS - - G CO8 5p0, 
2 2 

wo G und 5po Konstanten sind, souiit: 

also 
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Femer ist 
d d~ B (sin cp + sin rp,) d y an (adn) = - - -- 

"[1 + cos (9 - 9dl' d a  

Bus der dritten Gleichung von (20) erhilt man daniit 

also, wenn C eine Konstante bedeutet: 

Setzt man 

d 
und gibt man 2 dtrs positive Zcichen, 0 0  ist ai mit rp durch die Glei- 

chung a = + (rp + qp, + n) verbunden, woraus ersichtlich ist, daB die 
Konstante C so bestimmt werden kann, daB für a = a, ol = ai, wird. 
Damit folgt aber aus (19), daB die Bedingung, welchcr die Variablen 
u, v untcrliegcn, namlich fü r  a = a, zu verschwinden, erfülit ist. 

Weil 

oder, wenn 
x, = r cos 9, y, = r sin rp 

gesetzt wird 
r = 

B 
0 [if COB (9 - %Il ' 

Dies aber ist die Gleichung einer Parabel in Polarkoordinaten, 
deren Pol der Brennpunkt ist. Mit Hilfe von (21) erhiilt man 

d 
woraus ersichtliüh ist, daB, wenn 6 positiv gewiihlt wird, auch 2 
t iv  zu nehrnen- ist. Für  die Dichte ergibt sich 

posi- 

d. h. die Dichte erreicht ihren gr6Bten Wert im Scheitel der Parabel, 
von da an nimmt aie melir und mchr ab und verschwindet im Unend- 
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9 2 Ungleichf6rmige Bewegungen eines Fadens usw. Von J i .  LIEB. 

lichen. Bus der dritten Gleichung in (19) folgt, daB die Winkelgeschwin- 
digkeit in Funktion von t beliebig gewahlt werden kann, ist dies gk 
schehen, so ist die Endspannung A, bestimmt. 

Wird ein unaiisdehnbarer biegsamer Faden, welcher das unter 
(22) angegebene Dichtegesetz besitzt, in Gestalt einer Parabel auf 
eine horizontale Ebene gelegt und werden ferner die Enden des Fa- 
dens mit der Ebene fest verbunden, so kann die Ebene um eine 
durch den Brennpunkt der Parabel gehende, zur Ebene senkrechte 
Achse mit beliebig variierender Winkelgeschwindigkeit in Crndrehung 
versetzt werden, ohne daB der Faden seine Gestalt verandert. Dies 
ist, sofern von Kraften abgesehcn wird, der einzige Fall, bei welchem 
die Winkelge~chwindi~keit  in Bunktion der Zeit beliebig gewihlt 
werden kann.') 

Piir die Spannung gewinnt man 

1st hierin 4 in Funktion von t gewiihlt, so wird es im allgemei- 
nen einen Punkt auf dem Faden geben, für welchen A rerschwiudet; 
das ihm zugehorige tp ergibt sich aus der Gleichung 

IIierdurch ist q in Funktion von t bestimmt, d. h. der Punkt, fur 
melchen 1 verschwindet, wandert langs des Fadens. E s  ist daher für 
ein bestimmtes Fadenstück die Spannung im ailgemeinen nur in einem 

gewissen Zeitintervall positiv. 

E'ür 0 = 1 erhalt man die Gleichungen (8). Setzt man nun in 
(22) P = 3 ,  so folgt r = const. und damit aus (21) y = const., d. h. 
die Gleichungen (8) sind nicht vertraglich miteinander. 

10. Die Relation (18) wird auch erfüllt durch das System 

a + k2 [sin aoz ( O  ::) - cos a ( - B - ::)]=O 

1) Wegen eiuer Herleitiing dieçes Falles aus den natürlichen Gleichuuge* 
für das Gleichgewicht eines Fadens vgl. meine Dias. Tübingen 1912. 
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Aus der ersten Gleichung ergibt sich, wenn man wieder durch (11) 
die p, p einfiihrt und Tc, - t g  E setzt: 

d p cos E + p sin e 

V'p2 + z e  
d sin r + q cos E 

und durch Einführung der Polarkoordinaten R, @ folgen auch hieraus 
wieder die Beziehungen 

a @  1 - @ = a + ~  und 
d a  P 

Rechenschieber zur Berechnung von Funktionen mit  
drei, vier und fünf Veranderlichen. 

Von P. WERKXEISTER in StraBburg i. E. 

Die für die Ausrechnung mit dem Rechenschieber in Betracht 
kommenden Funktionsformen sindl) 

(1) f (x> = Y1 (a)  f %(b) -t * . - 
(2) f (4 = YI (a, b) * 9% (c, 4 f . . . 
(3) f'@> = rp, (a, 4 4 f 'PZ (4 e, f )  f . . - 

Auf die Form (1) konnen auch Funktionen von der Form 

durch Logarithmieren gebracht werden. 
Die Berechnung einer Buiiktion mit Hilfe eines Rechenschiebers 

wird im ailgemeinen nur dann einen Vorteil bieten, wenn es moglich 
kt, den ltechenschieber so einzurichten, da6 keine Zwischenablesungen 
uusgeführt werden niüssen. 

Die mechanische Addition bzw. Subtraktion der einzelnen Glieder 
der Gleichungen (l), (2) und (3) kann mit Hilfe von entsprechend sn- 
geordneten Teilungen auf dem Stab, der Zunge oder dem Laufer aus- 
geführt werden. Zur Berechuung der Glieder der Gleichnngen (2) 
und (3), die selbst Funktionen ron  mehr a19 einer Veranderlichen vor- 
stellen, sind binare Skalen erforderlich, deren Hauptbestandteil - be- 

l) Bei den Formen (2) und (3) konnen a, b, c . - - selbst Funktionen von je 
einer Veranderlichen sein. 
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94 Rechenschieber ZUI Berechnung v. Funkt. m. drei, vier u. fünf Veranderlichen. 

stehend in  einer I<urvenschar - entweder auf dem Stab oder der Z q e  - 
oder der durchsichtigen Platte eines Laufers angebracht werden knnn. 
Sind für eine Funktion verschiedene Rechenschieberformen moglich, so 

wird nian im ailgemeinen - abgesehen von der technischen Aus- 
führung - derjenigen Form den Vorzug geben, welche für die Be- 
rechnung des Fiinktionswertes die geringste Anzahl von Xinstellungen 
der Zunge und des Laufers erfordert. 

2. Funktionen mit drei Veranderlichen. 

EL) Die zu berechnende Funktion sei von der Forml) 

(1) f (x> = 9% ( a )  + TPz ( b )  + Y3 (CI - 
Die Berechnung einer Funktion von dieser Borm mit Hilfe eines 

Rechenschiebers besteht im einfachsten Ball in  der Addition der drei 
Glieder rp,(a), rp,(b) und rp,(c). Zwci hierfür in Betracht kommende 
Schiebereinrichtungen Sind im folgenden angedeutet. 

Fig. 1. 

Die von Ch. A. Vogle r  angegebene"), in der Figur 1 dargestellte 
Einrichtung besteht darin, daB auf dem Stab die Skalen f ü r  cp,(a,) und 
f ( x ) ,  und auf der Zunge diejenigen fiir rp,(b) und q , ( c )  in entsprechcn- 
dem Sinn angebracht sind, und zwar derart, daB die Anfangsstriche 
A, und A, bew. A, und A, übercinander liegen. 

Fie. 8. 

Bei der anderen, in der Figur 2 gczeichneteri Einrichtung, sind 
ebenfalls die Skalen für cp,(a) und f ( x )  auf dem Stab, mit den An- 

1) Ea wird hier und im folgenden der Einfachheit halber angenommen, daO 
samtliche Glieder der E'unktion durch das Zeichen Plus verbunden sind; der Ein- 
fluB des Zcichens JIinue ist in jedem Fa11 leicht ersichtlich. 

2) Zeitschrift für Vermessnngswesen 1831, S. 257. 
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fangspunkten übereinander angeordnet: die Skala für p3(c) befindet sich 
an der unteren Zungenkante, und diejenige für <pz@) auf der Glas- 
platte des Liiufers. Diese Einrichtung des Sehiebers kommt mit Rück- 
sicht auf die GrôBe des Glasliiufers, die - menn auch über das üb- 
liche MnB hinausphend - doch immerhin eine beschrankte sein wird, 
niir für solche Funktionen in Betracht, bei denen der Umfang einer 
der Skalen - z. B. cg,(h) - gering ist. 

Die zuletzt angegehcnc Einrichtung wnrdc von E. H a m m e r  bei 
einem zum Berechnen von barometrisch gemessenen Hohenunterschieden 
bestimmten Recheiischieber benützt.') 

Die beiden angedeuteten Anordnungen unterscheiden sich u. a. da- 
durch, daB bei der ersten der Stab und die Zunge voll ausgenützt sind, 
wahrend dies bei der eweiten nicht der Fall ist, indem die eine Zungen- 
kante keine Teilung tragt. Dieser Umstand bedeutet für die zweite 
Anordnung einen Vorteil für den Fall, da6 man die noch freie Zungen- 
kante zur Unterbringung einer zur Ausführung von anderen Rech- 
nungen benützbaren Teilung verwerten liann; irn anderen FaIl bedeutet 
die nicht volie Ausnützung der Znnge einen Nachteil. 

Die Addition der Glieder der Funktion (1) kann auch zum Teil 
mit Hilfe einer biniiren Skalü, vorgenommen werden. Schreibt man die 
Gleichung (1) in der Form 

f (x) = $J (a, b )  + g?, (cl mo * (a, b) = gr, (a)  + cg, (b), 

so entspricht der Funktion $(a, b) eine durch eine Geradenschar be- 
stimmte binare Skda, die man entweder auf dem Stab oder der Zunge 
oder der Glasplatte eines Laufers anbringen kann. Mit Rücksicht anf 
die Weiterrechnung - bestehend in der Addition von rp,(c) und 
$(a, b) - mu8 die biniire Skala so gebaut sein, daB die Abszissen 
in entsprechender Richtung nach $(a, 71) beziffert sind. 

Rringt man die biniire Skala auf dem Stnb an, so kann man dem 
Schieber die in der Figur 3') angedeutete Einrichtung geben. Die nach 
q,(a) bezifferte Ordinatenskala ist auf  de^ seitlichen Favsung eines 
Glaslaufers angebracht, dessen Glasplatte sich quer zur Stabrichtung 
verschieben liiBt. Der Stab triigt von der biniiren Skala die nach v,(b) 
beziEerte Geradenschar. An der oberen Stabkante ist Platz für die 
- nicht nnbedingt erforderliche, in  der Figur deshalb nicht ange- 
gebene - Teilung für ?C>(a, b); an der anderen Stabkante ist die naeh 
f(x) bezifferte Teilnng aufgetragen. Anliegend en der letzteren Teilung 

1) Zeitschrift fùr  Inatrumentenkunde 1896, S. 161. 
2) Die Linare Skala ist bei dieser Figur und den folgenden Fignren nnr 

schematisch angegeben. 
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tragt die eine Zungenkante die Teilung für rp,(c). Die Glasplatte des 
Liufers tragt drei Einstellstriche, von denen der Strich B zum Ein- 

stelien der Glasplatte auf rp,(a), der Strich C ziim Einstellen des Liu- 
fers auf y ,@)  und der Strich D zum Einstellen des Anfangsstriches A, 
der Zungenskala rp, (c) dient. 

Benützt man die Zunge als Trager für die biniire Skala, so kann 
man die w-eitere Einrichtung des Schiebers auf zwei verschiedene Arten 
treffen, wobei eine in beiden Fallon quer zur Schieherrichtung ver- 

schiebbare Platte aus durchsichtigem Stoff (Glas oder Zelluloid) rorhan- 
den ist, die in der Langsrichtung das eine ;Mal ebcnfalls verschiebbar, 
das andere Mal fest ist. 

Die Einrichtung mit in beiden Richtungen verschiefibarer l'latte 
ist in der Figur 4 dargestellt. Die nach rp,(b) und f ( x )  bezifferten 
Skalen ~ i n d  an den beiden Stabkanten angetragen; auf der Zuuge b ~ -  
findet sich n-tu die Geradenschar g?,(c) der binaren Skala. Die Laufer- 
platte besitzt drei Einstellmarken, von denen de; Strich B zum Ein- 
stellen der Laiifcrplatte auf q l ( a )  an der auf der seitlichcn Liiufer- 
fassung angegebenen Skala, der Strich C? zum ~ i n s t i l l e n  des Liufers 
auf q 2 ( b )  und der Strich 1) zum Einstellen der Zungc mit Bilfe von 
v3(c) dient; die AbleSung von f ( x )  geschieht mittels der Zungenrnarke E. 
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Bringt man die quer verschiebbare Platte in der Lkingsrichtung 
fest anf dem Schieber an, so erhiilt man die in Figur 5 gezeichnete 
Einrichtung. Die Teilung für cp,(a) ist hier an der einen Führungs- 

m Fig. 5 .  

leiste der Platte angebracht; auf der Zunge befindet sich die nach ~ ~ ( 6 )  
bezifferte Geradenschar der binaren Skala und die Teilung für q , ( c ) ;  
anliegeiid an der letzteren triigt der Stab die Teilung für f(x). Die 
Platte ist hier nur mit zwei Marken versehen, von denen die eine 
- B - zurn Einstellen der Flatte auf cp,(a) und die andere - C - 
zurn Einstellen der Zunge auf rp,(b) dient. Die Einstellung von cp,(c) 
und damit die Ablesung von f ( x )  wird am besten mit Hilfe eines ge- 

wohnlichen - nicht unbedingt erforcierlichen - Glasliufers vorge- 
nommen. Zur Unterscheidnng werden im folgenden die beiden Laufer 
- entsprechend der Richtung ihrer Verschiebbarkeit - als Quer- und 
Lingsliufer bezeichnet. 

Wird als Triiger für die Geradenschar der binaren Skala die durch- 
sichtige Platte eines Liiufers benutzt, die dann quer zum Schieber ver- 
schiehbar sein muB, so kann man ebenfalls - entsprecheud der Tren- 
nung bzw. Vereinigung von Quer- und Langsliufer - zwei Einrichtungen 
unterscheiden. 

Die Einrichtung mit beso~derem Querliiufer zeigt die Figur 6. 
Die Platte des Querliiufers tragt die cp,(a)-Skala und die nach cp,(b) 
bezifferte Geradenschar; die Teilungen fiir gi,(c) und f ( z )  sind auf an- 

Zeitschrift f. Mathemstik n. Physik 65. Band. 1913. Hsft 1. v 
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liegenden Kanten von Zunge und Stab angsbracht. Die EinstehnE 
des Laufers geschieht mit Hiife der an der Führungsleiste angebrach- 
ten Marke B und der Skale cp,(a); die Zunge wird mittels der Marke C 
auf die betreffende cp, (b)-Gerade eingestellt. Für die Einsteliung von 
y,(c) und die Ablesnng von f(x) wird zweckrnaBigerweise ein gewohn 
licher Lingsliufer benutzt. 

Die Einrichtung, bei der Quer- und Lingslàufer vereinigt sind, er- 
gibt sich sus den in den Figuren 4 und 6 dargestellten Einrichtungen. 

Die angegebenen Einrichtungen des Rechenschiebers, bei denen 
eine binire Skala zur Anwendung gelangt, kommen mit Rücksicht auf 
die Breite des Schiebers, und für den Fail, daB die Zunge die binare 
Skala tragt, insbesondere mit Rücksicht auf die Breite der Zunge zu- 

nachst für solche Funktionen f(x) iii Prage, bei denen einc der Skalen 
- z. B. diejenige für rp,(a) - eine geringe Ausdehnung erfordert. 

Die beiden, in den Figuren 3 und 4 angegebenen Anordnungen, 
bei denen der Querlaufer mit  dern Langslaufer vereinigt ist, sind mit 
Rücksicht auf die bei der technischen Ausführung sich hietenden 
Schwierigkeiten und insbesondere die erforderliche Unveriinderlichkeit 
der Lage der Querskala cp,(u) im Nachteil gegenüber derjenigen An- 
ordnung, bei der Quer- und Langslaufer getrennt sind. 

Auf die Verwendung von binaren Skalen bei rechenschieberartigen 
Rechenhilfsmitteln haben M. d 'Ocagne l )  und R. S O reau" aufmerk- 
Sam gemacht. Ein mit Quer- und Liingsliiufer versehener Rechenschieber 
wurde für die Zwecke der barometrischen Hohenrnessung nach den An- 
gaben von P. Werkmeis te r s ) ,  von der Firma A. N e s t l e r  in Lahr i .B .  
gefertigt. 

Die Verwendung einei. biniiren Skala zur Berechnung einer Funk- 
tion von der Form (1) ist - wie au8 d m  in den Piguren 1 und % 
angedeuteten Einrichtungen hervorgeht - nicht erforderlich; sie be- 
dingt - abgesehen von der etwas geringeren Übersichtlichkeit bei der 
Rechnung - unter Umstinden insofern einen Nachteil, als der Stah 
und die Zunge nicht vollstandig ausgenutzt werden. Dieser letztere 
Urnstand bildet einen Vorteil, sobald es moglich ist, an den freien Stab 
und Zungenkanten Teilungen für andere Zwecke anzubringen, oder der 
ganzen Einrichtung einen gewohnlichen Rechenschieber zugrunde zu 
legen, wie dies bei dem zuletzt angeführten Schieber fiir die Zwecke 
der barometrischen Hohenmessung geschehen ist. 

1) Traité de Nomographie, Paris 1899, S. 362. 
2) Contribution à la thclorie et aux applications d e  la Nomographie, Psrk 1901. 

3) Vgl. Zeitschrift fiir Vermessungewesen 1911, S. 972. 
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Bei den angeführten Rcchenschieherkonstruktionen iut bei keiner 
die Ausführung einer Zwischenablesung erforderlich. Bei allen Ein- 
richtungen ist je eine Zungeneinstellung auszuführen; auBerdem drei 
Einstellungen des Liiufers bei der Einrichtung der Figur 3 und zmei 
bei denen der fünf übrigen Figuren. Mit Rüclisicht auf die Anzahl 
der Einstelliingen zeigt also nur diqjmige Einrichtiing einen kleinen 
Kachteil, bei der die Geradenschar der binaren Skala auf dem Stab an- 
gebracht ist. 

Für den FaLi, daB der Wert  von x und die Werte von zwei der 
drei Veranderlichen gegeben sind, und der zugehorige Wert der dritten 
VerUndcrlichen gesucht ist, lassen sieh aile Einrichtungen gleich bequem 
verwenden; PS ist bei keiner die Ausführung einer Zwischenablesung 
erforderlich. 

Die im vorstehenden angeführten Einrichtungen lassen sich bei 
mehr als drei Verinderlichen je nach Form der Pu~iktiov in passender 
Weise varbinden. 

1st die zu berechnende Funktion von der Form 

f (x )  = A  +  TI(^) + Ye(b) + <P~(c), 
wo k eine konstante Gr6Be bedeutet, so IiiBt sich die mechanische Ad- 
dition von k in einfacher Weise dadurch ausführen, daB man die An- 
fangsstriche der betreffenden Skalen uni9 das Stück k entsprecliend ver- 
schiebt. 

b) Die zu berechnende Funktion sei von der Porm 

(21 f ($1 = b)  + Y, (4. 
Eine Punktion von dieser Form erfordert die Einführung einer binaren 
Skala, wozu eine der in den F'iguren 3, 4, 5 und 6 dargeutellten Ein- 
richtungen benutzt werden kann; der einzige Unterschied dabei besteht 
darin, daB an Stelle der Geradeiischar vielfach eine Schar von Kurven 
tritt, deren Geradmachung jedoch im augemeinen ohne Schwierigkeiten 
durchgeführt werden kaun. 

' 
3. Funktionen mit vier Veranderlichen. 

a) Die Funktion sei von der Form 

Die Einrichtung eines Itechenscliiebere zur Rerechnung einer Funktjon 
von der nngegebenen Form ksnn ohne oder mit Benutzung einer bi- 
niren Skala ausgeführt werden. Findet keine solche Verwendung, BO 

kann man die fiinf erforderlichen Teilungen auf dom Stab und der 
Zunge allein oder auch noch auf dem Lâufer anordnen. 

7 * 
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Sol1 der Lailfer nicht als Skalentriigcr verwendet werden, so kann 
man z. B. die in der Figur 7 gezeichnete Einrichtung treffen.') 

Der Stab tragt die nach ~,(a) und f ( x )  bezifferten Teilungen; die- 
jenigen für rp,(b), q , ( c )  und tp,(d) konnen in der in der Figur ange- 
gebenen Weises) an den Zungenkanten angebracht werden. Die Addition 

Big. 7. 

der drei ersten Glieder der Gleichung (1) kann mit einer Z~ngeneinstellun~ 
ausgeführt werden; mir Addition des vierten Gliedes ist daa Festhalteii 
- nicht Ablesen - eines Zwischenresultates mit Hilfe des Liufers 
und eine Neueinsteilung der Zunge für die nacli q,(d) bezifferte Skala 
erforderlich. I m  ganzen sind drei Liiufereinsteilungen und zwei Zungen- 
einstellungen auszuführen. 

Eine Einrichtung, bei der auch der Glaslaufer alu Trager f i r  eine 
Skala verwendet wird, zeigt die Figur 8. Als Liiuferskala i d  diejenige 

Big. 8. 

für q~,(c)  angenommen. An Einstellungen sind ebenfalls drei des Laufe18 
und zwei der Zunge notig. Die Lange der'auf dem Liiufer angebrachten 
Skala darf auch hier mit Rücksicht auf die Gr6Be des Laufers eine 
gewisse Grenze nicht überstcigen. 

1) Eine ahnliche Einrichtiiiig, bei der auch nur die Stab- und Zungenkanten 
als Skalentrager verwendet werden, würde man bei Yerwendung von mehr als 
einer Zunge erhalten (vgl. Ch. A. Yogler  a. a. O.). 

2) Je  nach den erforderlichen Langen der einzelnen Zungenakalen kann man 
au einer Kante zwei, aneinander anstoBende Skalen anbringen, oder kann ma3 

auch - was aber eine weitere Liiufereinetellung erfordert - die eine der hei 
Skalen in der Mitte der Zunge zwischen den beiden ltndern anbringen. 
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Verwendet man - z. B. zur Addition von cp,(a) und rp,(h) - 
eine binare Skala, so kann man dem Schieber z. B. die in der Figur 9 
angedeutete 'Einrichtung geben. Die Teilung für rpl(a) ist auf einer 
Führungslei~te des Qiierlaufers angegeben; die nach y,@) beziffcrte 
Geradenschar ist auf der Zunge angebraclit. Die beiden Teilungen für 

I P s ( ~ )  und rp,(d) sind an derselben Zungenkante nebeneinander an- 
getragen; die anliegende Stabkante triigt die Teilung für f(x). Die 
EinsteLlung des Querliufers wird mittels der Narke B und der rpl(a)- 
Skala vorgenommen; die Marke C dient eum Einstellen der Zunge auf 
rpa(b). Die durch q , ( a )  und y,@) bestirnmte Stellung der Zunge hiilt 
man mit Hilfe der Marke D und des - in der Figur nicht angege- 
benen - Liingsljiufers fcst, um sodann die durch rp,(c) bestimmte 
Z~n~eneinstellung vornehmen zu konnen. Zusammen Sind auch hier 
zwei Einstellungen der Zunge und drei der beiden Laufer vorzunehmen. 

Ebenso wie die Addition von rp,(a) und cg,@) kam auch diejenige 
von rç,(c) und g;4(d) mit E l f e  einer binaren Skala vorgenommen 
werden. Damit die Addition von { y,  (a) + rp2 (b)  ] und ( rp, (c) + rp,(d) } 
ebenfalls mechanisch mit Hilfe des Schiebcrs ausgeführt werden k m ,  
müssen die beiden auftretenden biniiren Skalen so konstruiert sein, daB 
bei ihuen die Abszissen nach { rp, (a) + y, ( b )  } bzw. nach { y, (c) + rp4(d) } 
beziffert sind; dabei ist die Richtung der Bezifferung der Absxissen bei 
beiden Skalen der gegebenen Funktionsform entsprechend zu wahlen. 

Eine für zwei binare Skalen in  Betracht kommende Einrichtung 
ist in der Pigur 10 gezeichnet. Die beiden Fiihrungsleisten des Quer- 
schiebers tragen die beideil Teilungen für rp,(a) und rp,(c); die beiden 
nach y,(6) und cp4(d) bezifferten Geradenscharen sind auf der Zuuge 
angebracht, die auBerdem an einer Kante die Teilung für f(x) tragt. 
Bei Benutzung des Schiebers sind der Querlaufer und die Zunge je 
zweimal einzustelien. Die erste Einstellung des Querliufers geschieht 
mit Hilfe der Marke B an der Skala fiir rp,(a); hierauf erfolgt die 
erste Einstellung der Zunge mittels der Marke C auf ~ , ( b ) .  Die durch 
'Fi(a) und rps(b) bestimmte Stellung der Zunge wird mit Hilfe des 

Fig. 9. 
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Anfangsstriches Al; der Teilung für f ( x )  durch den Langsliiufer fest- 
gehalten. Die zweite Einstellung des Querlaufers wird mittels der 
Marke D an der nach gp3(c) bezifferten Skala vorgennmmen; die zweite 
Zungeneinstellung erfolgt dann mit der Marke C auf rp,(d). Die Ab- 
lesung erfolgt unter dem Strich des durch die erste Zungeneinstellung 

festgelegten Langslaufers. Zusamm en sind auch hier z wei Einstellungen 
der Zunge und drei der Laufer vorzunehmen; in beiug auf die Anzahl 
der auszuführenden Einstellungen der Zunge und der Liiufer sind dern- 
nach die vier angeführten Einrichtungen gleichwertip. 

Übcr die Verwendung von biniiren Skden, insbesondcre hinsicht- 
lich der Ausnutzung der Stab- und Zungenkanten gilt <las schon oben 
bei den Einrichtungen für Eurilitionen mit drei VerinderIlchen Gesagte. 
Unumgiinglich ist auch hier die Anwendung von biniiren Skalen nicht, 
wie die Einrichtungen der Figuren 7 und 8 zeigen. Die durch die 
Einführiing von biniiren Skalen bedingte geringere Übersichtlichkeit 
bei der Benutzung eines Schiebers tritt natürlich bei Verwendung von 
zwei solchen Skalen noçh mehr in Erscheinurig. 

Für den Fall, daB gelegentlich x gegeben und eine der vier andern 
Veranderlichen gesucht ist, k6nnen alle vier Einrichtungen benutzt 
werden. 

Eine Zwischenablesung ist bei keiner der angegebenen Einrieli- 
tungen erforderlich. 

b) Die Funktion sei von' der Form 

(2 3) f ($1 = Ti (a, 8 )  + F2 ( 4  + 973 (4 
Zur Berechnung einer Punktion von dieser Form ist die Einführung 
einer biniiren Skala erforderlich; hierzii kann die in der Figur 9 an- 

gegebene Einrichtung gewahlt werden, wobei jedoch im ailgemeinen 
an Steiie der Geraden der binaren Skala zuniichst Kurven tretcn. Dis 
Einführung einer zweiten binaren Skala jst nicht notwendig. 

c) Hat  die zu berechnende Funktion die Form 

(2 b) f (.) = rp, (a, b) + Y2 (c, 4, 
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so ist man gezwungen, zmei binare Skalen zu verwenden; diese müssen 
derart konstruiert sein, daB ihre Abszissen nach rpl(a, b) bzw. v,(c, d )  
beziffert sind, so daB die Addition der beiden Glieder mechanisch mit 
Hilfe des Schiebers ausgeführt werden kann. 

Die Einrichtung eines zur Berechnung der angegebenen Funktions- 
form benutzbaren Schiehers ist diejenige der Pigur 10, wobei auch hier 
hinsichtlich der beiden Geradenscharen die oben gemachte Berner- 
kuiig gilt. 

d) Die Funktion habe die Fornl 

(3) f = fl (a, 4 c) f- f 2  (4- 
Setzt inan in dieser Gleichung z. B. 

fl (a, b, c) = fl (Y (a, b), 4, 
so sieht man, daB zur Rerechniing von f ( x )  zwei biniire Skalen - die 
eine fiir rp(a, O) und die andere für f, - erforderlich sind. Um die 
Addition von f, und f, mechanisch mittels des Schiebers vornehmen 
zu kijnnen, muB bei der binaren Skala für f, die Abszisse nach f ,  be- 
ziffert sein; ferner müssen bei beiden binaren Skalen die Ordinaten die 
Bezifferung nach rp(a, b) haben. Dann tragen die Kurven bei der bi- 
niren Skala für fl die Bezifferung nach c und bei derjenigen für 
q(a,  b) z. B. nach fi. 

Die Anordnung der einzelnen Skalen auf dem Schieber ist in der 
Figur 11 in schematischer Weise dargestellt. Die beiden Stabkanten 

Fig. 11 

tragen die Teilungen für a und f ( x ) ;  die beiden nach b und c bezif- 
fert,en Kurvenscharen sind auf der Zunge untergebracht, die auBerdem 
- der Stabskala f(x) zugewandt - die nach f,(d) bezifferte Skala 
tragt. Die Angabe einer Teilung für cp(a, b) auf der Führungsleiste des 
Querlaufers ist nicht erforderlich. . 

Die Berechnung eines Punktionswertes f j x )  beginnt mit der Ein- 
stellung der Zunge auf a mit Hilfe der Marke R; stellt man sodann 
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Fig. 12. die Marke C des Querliufers auf die betreffende 
6 -  Kurve, so ist die - nicht erforderliche - Marke D 
auf tp(a, b )  eingestellt. Die zweite Z~ngeneinstellun~ 
erfolgt mit Hilfc der c-Kurven auf die Laufermarke C; 
die Ablesung von f(x) geschieht bei f,(d) mittels 
des Langslaufers. I m  ganzen sind zwei Eiustel- 
lungen der Laufer und zwei der Zunge erforderlich. 
Die Ausführung einer Zwischenablesung ist nicht 
n6tig. 

Die Einrichtung kann auch benutzt werden fur 
den Fall, daB ausnahmsweise eine der vier Verander- 
lichen gesucht k t .  

4. Funktionen mi t  fünf Veranderlichen. 

a) Die zu berechnende Funktion habe die Form 

(1) f(z)  = < ~ i ( a )  f FP~@) f ~ s ( c )  + ~ a ( 4  + 5~s(e:- 

Wie schon bei der Betrachtung von Funktionen mit 
nur drei Veranderlichen angedeutet wurde, k6nnen 
die dort angegebenen Einrichtungen verschieden kom- 
biniert werden, wcnn es sich um die Berechnung 
von Funktionen mit mehr.als drei Veranderlichen 
handelt. Von den verschiedenen dadurch sich er- 
gebenden Einrichtungen sol1 hier nur eine solche 
ohne binare Skala angegeben werden. Die Ein- 
richtung ist in der Figur 12 angedeutet; der Stab 
tragt die Teilungen für rp,(a) und f(x), diejenigen 
für die vier andern Veranderlichen sind an den 
beiden Zungenkanten je pa~rweise nebeneinander 
- mit gemeinsamem Anfangspunkt - angetragen. 
Die leicht übersehbare Berechnung von f(x) erfordert 
zwei Einstellungen der Zunge und drei des Laufers. 

Andere Einrjchtungen - mit Benuhung des 
Laufers als Ska len t r i e r  und mit Verwendung von 
binaren Skden - ergeben sich zum Teil aus den 
für drei und vier Veranderliche angegebenen Ein- 
richtungen, zum Teil aus den im folgenden noch 
zii besprechenden. 

b) Für eine Funktion von der Form 

( 2 4  f (5 )  = Y ,  (a, b) + <p, (4 + 9% (4 + Y4 (4 
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kann im Grundgedanken die in der Figur 9 angcdeuteto Einrichtung 
verwendet werden; sie erfordert nur die Hinzufüpng einer weiteren, 
nach cp,(e) bezifferlen Teilung, die z. B. an der noch freien Zungen- 
kante Plata finden kann. Die Einrichtung für die meitere Veriinderliche 
erfordert eine Zungen- und eine Laufereinstellung mehr. 

c) Die Dunktionsform 

(2 b) f ( 4  = 91 (a, b )  S 'Pz ( ~ 7  4 + Qi3 (el 

erfordert zwei binare Skalen. Die Einrichtung eines hierfür in Betracht 
kommenden Schiebers ist im Grundgedanken die in der Figur 10 an- 
gegebene, der nocli eine Vorrichtung zur Addition von Qi,(e) beizufügen 
ist. Eine solche ist in der Figur -13 angedeutet; sie besteht aus einem 

Pig 13. 

zweiten Liingslaufer L,, der die Teilung fiir p, (e) triigt. Die erste 
Z~n~eneinstellung (vgl. das zur Figur 10 Gesagte) ergibt die Stellung 
des gewohnlichen Laufers, der nach Au~iführung der zweiten Zungen- 
einstellung die Ablesung gp,(a, b) + v,(c, d) ergehen würde. Die Addi- 
tion von rp,(e) geschieht dadurch, daB man den zweiten Laufer mit 
Hilfe des Anfangsstriches A, der gp, (e) -Teilung auf den Anfangsstrich 
A, der f(x)-Skala und sodann die Zunge mit dem Strich A, auf rps(e) 
einstellt. Die Ablesung wird mittels des durch die erste Zur~~eneinstel- 
lung festgelegten Liiufers L, vorgenommen. 

Zwischenablesungen sind bei der angedeuteten Einrichtung nicht 
auszuführen. 

d) Die Funktion habe die Form 

( 3 4  f ( 4  = fi (a, 6,~) + f, (4 + f3 (el 

Ein für diese Forrn eingerichteter Schieber ist in der Figur 11 ge- 
zeichnet; man hat nur noch auf der Zunge eine Teilung für f,(e) - 
am besten anstoBend an diejenige für fa (d)  - anzubringen. 

e) Die zu berechnende Funktion sei von der Form 

(3b) f (4 = fl (a, 4 4 + fi (4  el. 
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Eine Schiebereinrichtung f i r  diese Funktionsform ist in der Figur 14 
schematisch angegeben; aie stellt eine Verbindung der in den Fi- 
guren 11 und 10 angedeuteten Einrichtungen Tor. Der Stab tragt die 
Tcilung für a; diejenige für  d ist an einer Führungslciste des Quer 
Iiufers und diejenige für f(x) an einer Zungenkante angebracht. Die 
Zunge tri@ ferner die drei nach b, c und e bezifferten Kurvenscharen. 
Die erste Einstellung der Zunge geschieht mit Hilfe der ;Marke H an 

r----l Fig. 14. 

der a-Teilung; hierauf folgt die Einsteilung des Querliufers mit der 
Marke C auf die betreffende b-Kurve. Die jetzt folgende zweite Ziing~n- 
einstellung wird mit Hilfe der nach c bezifferten Kurvenschar auf die 
Marke C vorgenommcn; die so erhaltene Steliung des Anfangsstriches 
A, der f(x)-Skala - bestimmt durch die werte von a, '6 und c - 
wird mit dern Liiugsliiufer festgehalten. Die letzte Zungenstellung er- 
gibt sich durch Einstellen der Liiufermarke D auf d und EinstrUen 
dei. betreffenden e-Kurve unter der Marke C. Die Ablesung von f ( x )  
wird an dern vorher eingestellten Lzngsliiufer ausgeführt. 

Zusammen sind drei E i n s t e l l ~ n ~ e n  der Zunge und drei der Liiufer 
vorzunehmen. Zwischenablesungen sind keine erforderlich. 

Auch die für Funktionen mit fünf Veriinderlichen angeführten 
Schiebereinrichtungen eignen sich für den Fall, da8 der Wert von x 
gegeben und derjcnige einer der andern Veranderlichen gesucht ist. 
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Astronomie, Geodisie, mathematische Geographie, Nantik. 

1. CAPELLE, HANS, Die mathematische Geographie nnd'ihre Nutzanwendung. Fiir 
den Gebrauch an nautischen und hoheren Lehranstalten sowie zum Selhst- 
unterricht. Berlin 1913, Mittler u. Sohn. X B.-; geb. Jl IO.-. 

2. Farscrr~ua, JOIES., Die mathematischen Grundlagen der Landesaiifnahme und 
Kartagraphie des Erdspbaroids. Stuttgart 1913, Wittwer. 

A 7.50;  geb. in Leinw. A 8.40. 
S. HEATH, S. E , Tracts of the sun and stars. A. D. 1900 t o  A. D. 37900. Pho- 

tographs from sl;ereoscopic perspective drawings made a t  Tenby, A. D. 1912 
-1913, showiog in space of three dimensions the tracks of the sun and stars. 
London 1913, Wesley. 6 8. 

4. H~PLEH, ALOIE. Uidaktik der Himmelskunde und der astronomischen Geogra- 
phie mit Beitragen von W. Forster, K. Haas, M. Koppe, S. Oppenheim und 
A. Schülke. (Didaktische Handbücher fïir den realistischen Unterricht an  
h6heren Sçhulen, II.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. 

A Il.-; geb. .% 12.-. 
5. J a h r b u c h ,  ~ a u t i s c h b s ,  od. Ephemeriden u. Tafeln f. d. J. 1915 zur Bestim- 

mnng der Zeit, L b g e  und Breite zur See nach aotronom. Beobacht,~. Hrsg. 
vom Reichsamt des Innern. 64. Jahrg. Berlin 1913, Heymann. 

geb. i n  Halbleinw. .# 1.60. 
6. MAYHEU, W., Die astronornische Zeitrechnung der Volber Ton ihrem Umprung 

bis znr Gegenwart und die Einheitszeit. Mit allen Kalendern vom Jahre 300 
-1682 im julian. u. von 1683-2000 n. Chr. im gregorim. Stil. Diessen 1913, 
Huber. geb. in Leinw. A Al.-. 

7. PIZZETTI, T., Principî della teorira meccanica della figura dei pianeti. Pisa 1913. 
L. 12.-. 

8. SCIIOY, CABL, Vermiachte Aufgaben der mathematischen Geographie und spha- 
rinchen Astronomie mit volistandigen Losungen. Hamburg 1913, Grand. 

Dnrstellende Geometrie, graphische Methoden. 

9. Ja~oscrr, Jur.rcs, Methodik des Unterrichtes in der darstellenden- Geometrie 
und irn geometri~chen Zeichnen. Wien 1913, Pichlers Witwe k Sohn. 

Y 2.-; geb. X 2.40. 
10. KIRS CI^ B., Darstellende Geometrie. (Zugleich Heft 3 der Ausg. B des griind- 

kg. Maschinenzeichnens v. B. Kirsch u. H. Kracht.) Dortmund 1913, Ruhfus. 
geb. ,# 1.80. 

11. LORIA, GINO, Vorlesungen über darstellende Geometrie. Autorisierte, nach dem 
italienischen Manuskript bearbeitete tieutsche Ausgabe von F r i t z  S c  h ü t te. 
2. Teil: Anwendungen auf eluenfachige Gebilde. Kurren und Fliichen. (Teub- 
ners Sammlung Band XXV, 2.) Leipzig u .  Berlin 1913, Teubner. 

Y 11. -; geb. in Leinw. ..# 12 .-. 
1% RUNQE, CARI., Graphical methods. London 1913, Milford. 6 a. 6 d. 
13. ZÜHLKE, P., Konstruktionen in begrenzter Ebene. (Mathem. Bibliothek XI.) 

Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. kart. A -. 80. 
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Geschichte. 

14. HARTMA-, WILH., Gedenkrede bei der Enthüllung des Denkmals für h'ranz 
Rcoleaux. BerLin 1913, Vossische Buchh. A 1.20. 

Xechanik.  

18. BAUYANN, A.,  Mechanische Grundlagen des Flugzeugbaues 2 Tle. (,,Luftfahr- 
zougbaii u. Führung6'. Rand- u. Lehrbiicher des Gesamtgebietea. 10. u. I I .  Bd.) 
Miinchen 1913, Oldenbourg. geb. in Leinw, je X 4 . -  

16. CRANZ, C., Lehrbuch der Ballistik. 3. Band. Experimentelle Ballistik, oder 
Lehre von den ballistischen Messungs- und Beobachtungs-Methoden, hrsg. v. 
C. Cranz u. K. Becker. Leipzig u.  Berlin 1913, Teubner. 

R 14 -; geb. in Leinw. X 16.-. 
1 7 .  Düm, EBNST, Über die Wirkungsweise des Gefallevermehrers nach Cl. Herschel 

in  Verbindung m. e. Turbine. (Preisgekronte Promotionsarbeit.) Zürich 1912. 
Raseher & Co. X 4 . - .  

18. GUICHA~D, C., Problèmen de  mécanique e t  cours de cinématique. Confdrencea, 
faites en 1912 aux candidats au  certificat de Mécanique rationnelle. (Cours et 
conférences de l a  Sorbonne, publiés par  l'Association générale des étudiants 
de Paris.) Rédaction de M. M. Dautry e t  Deschamps. Paris 1913, Hermann 
& Fils. Frs. 6.-. 

19. HA~TXANN, W I L ~ . ,  Die Maschinengctriebe. Ein Lehr- u. Handbuch zum Ge- 
brauch in Vorlcsungen, ~ o w i e  zum Selbstnnterricht für Maschineningenieure und 
Studierende der Maschinenteühnik. 1. Band. Die geometrische Bewegungs- 
lehre mi t  Rücksicht auf d ie  Untersuchung der Bewegungsverh%ltnisse und das 
Entwerfen von Maschinengetricben. Stuttgart 1913, Deut8sche Verlagsanstalt. 

J(I 18 -; g e h . Y  20.-. 
20. PERRY, Jolis ,  Drehkreisel. Volkstümlicher Vorkrag, gehalten in einer Ver- 

sammlung der ,,British AssociationLL in  Leeds. Ubersetzt von August Walzel. 
2., verbesserte und erweiterte Aufl. Leipzig u. Berlin 1918, Teubner. 

Geb. i n  Leinw. .C 2.40. 
2 1. PRABIL, Fm., Techni sch6 Hydrodynamik. Berlin 19 13, Springer. 

Geb. iu Leinw. X 9.-. 
22. RAMSAY, A. S., A treatise on hydromechanics, part. II. Hydrodynamics. London 

1913, Bell. 10 8. 6 d 
23. RITTER, H., Die Berechnung von bogenfhnigen Staurnaueru. Karlsruhe 1913, 

Lang. 1 '2.60. 
24. S~ocuar,  S.E., The theory and practice of mechanics, London 1913, Constable. 16 a. 

S. auch 7, 14, 30, 31, 39, 46, 57. 

Physik. 

28. BARLOW, C. W. C., Mathematical physics. Vol. 1. Electricity and mapetism. 
London 1913, Clive. 4 e. 6 d. 

26. CAMPBELL, NO~MAR,  Hi., Moderne Elektrizitatslehre. Übersetzt von Ulfilas Meyer. 
Dresden 1913, SBinkopff. A 14.-; geb. i n  Lcinw. X 16.50. 

27. CANT~XE,  MICHELE, Corso di fisica sperimentale. Vol. 1 (Meccanica e termo- 
logia). Napoli 19 13. L. 12 . - .  

28. CHWOLSON, O. D., Lehrbuch der ~ h > a i k .  IV. $d. Die Lehre von der Elektri- 
zitit. 2. Hklfte. - 1. Abtlg. Unter Mitwirkung von A.  A. Dobiasch und A. L. 
Gerschun. Tibers. von H. Pflaum und A. B. Foehringer. Braunechweig 1913, 
Vieweg & Sohn. A 7.50. 

29. DRESSEL, LCDWIG, S. J., Elementares Lehrbuch der Physik nach den neuesten 
Anschauungen. 4., vermehrte und verbesserte Aufl., besorgt von Joseph Paf- 
ra th  S. J. 2 Bde. Freiburg i. B. 1913, Herder. X 20.-; geb. i nxe inw.X 22.-. 
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Entwurf  einer verallgemeinerten Relativitatstheorie und einer Theorio der 
Gravitrttion. 1. Pliysikalischer Teil von Albert Einstein. II. Mathematischer Teil 
von Marcel GroBmann. (Sonderabdruck aus der Zeituchr. f. Math. u. Phys. 
Hd. 62.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. A 1.20. 
F o r t a c h r i t t e ,  Die, der Physik in1 Jahre 1912. Dargestellt von der deutschen 
pliysikaliiichen Gesellschaft. 68. .Jahrg. 1. Abtlg. Xllgenieine Physik, Akustik, 
~ h p i k a l .  Chemie. Braunschweig 1913, Vieweg & Sohn. X 27.-. 
GEITEL, II., Die Bestatigung der Atomlehre durch die Radioaktivitkt. Vor- 
trag, gehalten a m  16. Februar 1913 zum 50jkhrigen Stiftungsfeste des Vereina 
für Naturwifiçenechaft i n  Braunschweig. Braunschweig 1913, Vieweg & Sohn. 

'k --.. 
GKIHSENL, E., Lehrbuch der Physik für  Realschulen. 2., verbesserte Aua. Leipzig 
u. Berlin 1913, Teubner. Geb. in Leinw. X 2.60. 
HAHX, HERY., Handbuch für physikalische Schülerübiingen. 2 . ,  verb. Aufi. 
Berlin 1913, Springer. 1 20;  geb. in Leinw. JII 22.-. 
H a n d b u e h  der Elektrizitkt und des Magnetismuu. In 5 Bdn. bearbeitet v. 
F. Auerbach, K. Baedeker, P .  Cermak, u .  a. Hrsg. v. L. Graetz. IV. Bd. 1. Lfg. 
Leipzig 1913, Barth. X IO.-. 
L E C ~ E R ,  ERNST, Lehrbuch der Physik für Mediziner und Biologen. Leipzig u. 
Berlin 1913, Teubner. X 8 .-; geb. in Leinw. X 9.-. 

, MACAULEY, W. H., The laws of thermodynamics. ( ~ a m b r i d ~ e  Engineering tracts, 
Kr. 2). Cambridge 1913, Univ. Press. a s. 

38. P a n ~ i s ~ ~ o r r ,  JAMES RIDDICK, A toxtbook of thermodynamics. With  specid  re- 
ferencc to chemiatry. London 1913, Constable. 14 S. 

39. RADAKOVIC, M., Uber d ie  Bedingungen fiir die Moglichkeit physikaliseher Vor- 
gange. (Das Gesetz der  Erhaltung der Energie und das Gesetz der Vermeh- 
rung der Entropie.) Volkstümliche Vortrage, gelialten an  der Universitit Czer- 
nowitz. Leipzig 1913, Barth. X 1.40. 

40. RE(:~-AGEL, H., Die Berechnung der Warmwasserheizungen. München 1913, 
Oldenbourg. X 6.-. 

41. Repor t  of the Committee on electrical standards. Cambridge 1913. Univ. Press. 
12 a. 6 d. 

49. YOLKXANS, P a n ,  Einfiihriing in  da8 Studium der theoretischen Physik, insbe- 
besondere i n  dan der analyt,ischen Nechanik. Mit einer Einleitung in die 
Theorie der physikalischen Erkenntnis. Vorlesungen. E., mehrfach umge- 
arbeitete Auflage. Leipzig und Berlin 1913, Teubner. 

X 13.-; geb. in Leinw. X 14.-. 
43. VOLKXANN, PAUL, Fragen des physikalischen Schuluntenichts. Vier Ynrtrage, 

für den vom 7.-12. Oktober 1912 in Konigsberg i. Pr. abgehaltenen Oberlehrer- 
Ferienkursus ausgearbeitet, sowie mit Anmerkungen und Vorwort versehen. 
Leipzig u.  Berlin 1913, Teubner. X 2.-. 

44. WUNDEE, L., Physikalische Pleudereien für 10- bis l l j i h r i g e  Schiiler aller 
Schulgattungen. (Bastian Schmids naturwissenschaftl. Schülerbibliothek 19.) 
Leipzig und Berlin 1913, Teubner. Kart. X 1 .-. 

40. ZERKOWITZ, GUIDO, Thermodynamik oder Turbomaschinen. Thermodynamische 
Rewertung und Berechnung der Darnpfturbinen, Turbo-Kompressoren, Turbo- 
Kiltemaschinen und Gasturbinen, unter besonderer Berücksichtigung graphi- 
scher Verfahren. Miinchen 1913, Uldenbourg. Geh. in Leinw. X 6.60. 

S. auch 15, 16, E l ,  22, 51, 52, 59. 

Tafeln. 

46. GIMRD, RAFFAELE, Prontuario di tarole numenche e formole per il compnto 
metrico rapidissimo de i  ponti in m u r a t u a ,  muri di  sostegno e gallerie. Vol. I 
(Tavole numeriche d i  calcoli fatti.) Roma 1913. L. 35.-. 
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47. GODFREY, C. and SIDDONS, A. W., Four-figure tables. Cambridge 1913, Univ. 
P r c e ~ .  9 d. 

48. K o t e n t a f e l n  zum Gebrauch bei MeBtischaufnahmen. Berlin 1912, Mittler k 
Sohn. X - .30;  geb. X -.m. 

4'3. M~NKEYRYER, K., Vollstandige vierstellige Logarithmentafel zum Gebranch fir 
Schule und Praxis. Frankfiirt a. M. 1913, Diestcrweg. Geb. 1 2.-. 

60. O p u s  p a l a t i n u m ,  Sinns- und Cosinus-Tafeln von 10" zu 10". H r ~ g .  v. W. 
Jordan. 2 berichtigte Anfl. Hannover u. Leipzig 1913, Hahn. A 7.- .  

61. Ilrraa~, C . ,  und EMIIE, F., Rechnungsformular sur Zerlegung einer empiriach 
gegebenen periodischen Funktion in Sinuswellen. Mit Erlauterung von C. Runge. 
Braunschweig 1913, Vieweg & Sohn. 

62. SMITH, C. A. M , and  WARREN, A. G., The new steam tables, together with 
their deriration and application. London 1913, Constable. 4 S. 

S. auch 5. 

Verschiedenes. 
58. A b h a n d l n  n g e n  über den mathematischen Unterricht in Deutschland, Bd. II, 

Heft 8. Keue Erlaese i n  Rayern, Wiirttemberg und Raden, von W. Lietzmann, 
E. Geck, H. Cramer. Mit einem SchluBwort zu Band 11 von A. Thaer. Leipzig 
u. Berlin 1913, Teubner. X 1.60.  

64. B e r i c h t  e u n d  M i  t t e i l u n g e n ,  veranlaBt durch die internationale mathema- 
tische Unterrichtskommission. VII, enthaltend: P. Staeckel, Nachmf au€ Peter 
Treutlein. W. Lietzmann, Der internationale NathematikerkongreB in C m -  
bridge. 

56. DRESSLER, H., Mathematische Lehrmittelaammlungen, inshesondere fiir h6here 
Schulen. (Berichte und Mitteilungen, veraulai3t durch die iriternationale math. 
Unterrichtskommission, IX.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. X l a - .  

56. F o r t s c h r i t t  e der Mathematik, Jahrbuch über die, 41. Bd.,  Jahrg. 1910. 
3. (SchluB-)Heft. Berlin 1913, Reimer. Jl 17-50. 

57. H ~ E R T ,  LLDWIQ, Angewandte Mechanik. Zum Gebrauch alfi Leitfaden fiir den 
Untemcht in Natnrlehre an der Kaiserl. Marineschule und ah Hilfsbuch fiir 
die Praxis. Hierzu als Anhang: Kurze Einführung in  die Chemie unter bes. 
Be~cks i ch t igung  der Explosivstoffe. Berlin 1913, Mittler u. Sohn. 

X 6.25; geb. X 7.-. 
68. KILLING, W., und HOVESTADT, H., Handbuch des mathematischen Untcrrichts. 

2. Bd. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. .Al 10 -, gcb. in Leinw. X I l . - .  
69. KNURER, ADF., Mathematik und Katur. Rektoratsrede. 2. Abrlr. Breslau 1913, 

Trewendt & Granier. X - .60. 
60. KUNTZE , FRIEDBICH , nenkmittel der Mathematik i m  Dienst der exakten Dar- 

stellung erkenntniskritischer Probleme. (Philosophische Tortrage, veroffent- 
licht von der Kantgese)lschaft, Nr. 3.) Berlin, Reuther & Reichard. A! 1.-. 

C l .  LIE.IZBLLNN, W., Bericht über die Tiitigkeit des deutschen Ansschusses für den 
mathematischen und natnrwissenschaftlichen Unterricht i. J. 1912. (Schriften 
des deutschen Ausechussefi für den mathem. u.  naturwissenschaftl. Unterricht, 
Heft 16.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. A la-. 

62. UMLAYF, K . ,  Mathematik und Naturwisseuschaften au den deutsçhen Lehrer- 
bildungsanstalten. (Burid für Schulreform, Arbeiten 3.) Leipzig u. Berlin 1912, 
Teubner. X 3.60. 

6%. V o r s c h l a g e  für den mathematischen, naturwissenschaftlichen und erdkund- 
lichen Unterricht an  Lehrerseminaren. Unter Mitwirkung von Fachminnern 
ausgearbeitet vom Deutschen AusachuB fiir den mathematischen und natnr- 
wissenschaftlichen Unterricht. (Scbriften des Deutschen Ansschusses für den 
mathematischen und naturwissenschaftlichen UnBrricht. Heft 14.) Leipzig n. 
Berlin 1912, Tcubncr. X 1.80. 
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Eingelaufene Schriften. 
[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmZBig aufgeführt. 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksenduug findet 

nicht statt.] 

A b h a n d l u n g e n  über den mathem. Iintemcht in Deutschland, s. N. B. (,,New 
Bücher") NI. 63. 

d n n a l e s  d e  1'Inatitut Polytechnique du Don du Cé~aréviteh Alexis à Novotchcr- 
kassk, vol. 1, 1912. I,ian%cria Ancsc%e~cr;aro ,![oacsoro IIo.m~cxoirrccriaro NECTE- 
TyTa  B'b H o ~ o q e p m c ~ ~ k .  1912 I'OJ'b. S01h 1. HOBOTC~E~CCKZ 1912. 

BARDEY, E., Aufgabensammlung für bayerische Mittelschulen, bearbeitet von Jos. 
Lengauer. d., nmgearb. Aufl. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. Geb. Jt 2.20. 

Berichte  u n d  Mi t t e i l u n g  e n ,  veranlaBt durch die internationale mathematische 
Unterrichtskommission. a. K. B. 64. 

BEUTEL, E., Die Quadratur des Kreises. (Mathem. Bibliothek, Xi.) Leipzig und 
Berlin 1913, Teubner. Kart. 1 -. 80. 

CAPELLE, TIANS, Die mathematische Geographie und ihre Niitzanwendung, S. N. B.1. 
CMNZ, C.,  Lehrbuch der Uallistik, III, s. N. B. 16. 
D e ~ s s s ~ ,  Lu~wrn, Elementarea Lehrbuch der Physik, 1, II, s. N. B. 29. i 

DRESSLER, II., Mathematische Lehrmittelsamnllnngen, 8.  N. B. 5 6 .  
E i ~ n ~ r ~ r x - ~ a o s s ~ n ~ ~ ,  Entwurf einer verallgemeinerten Relativitatstheorie und eirier 

Theorie der Gravitation, S. N. B. 30. 
GAJDECZKA, JOSEF, Aufl5sungen vou arithmetischen und geonietrisçhen Textaufgaben 

fur die Mittel- und Oberstofe der Gymnasien, Realgymnasien, Realschulen und 
für Handelsakademien. Wien und Leipzig 1912, Deuticke. X 2.60. 

GEISTBECK, MICHAEL, Fhysische Erdkunde für hohere Lehranstalten. Freiburg i. B. 
1913, Herder. Geb. i n  Leinw. Z 1.80. 

GEITEL, H., Die Bestitigung der Atomlehre durch die Radioaktiritat, 8. N. B. 32. 
G ~ S E H L ,  E., Lehrbuch der Physik, S. N. B. 33. 
GCICIIARD, C., Problème d e  mécanique et cours d e  cinématique, s. N. B. 18. 
H~NERT. L., Angewandte Mechanik, s. Y .  B. 57. 
HILBE~T, D., Grnndlagen der Geometrie. (,,Wissenschaft und Hypothese" VII.), 4.. 

durch Zusatze und Literaturhinweise von neuem vermehrte und mit sieben 
Anh&ngen versehcne Auflage. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. . 

Geb. in Leinw. X 6.-. 
J A K ~ ~ I ,  SIEGFRIED, Sammlung arithmetischer Aufgsben, ncbst Lehrbuch der Anth- 

metik für hohere Maschineubanschulen und verwandte technische Lehranstalten. 
Zugleich Erganzungiband su den arithmetischen Aufgaben für Metallindustrie- 
schulen von Bardey-JrakoLi-Schlie. (Teubners Unterrichtsbücher für maschiner- 
technische Lehranstalten, 7.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. K a r t  X 1.60. 

J a ~ o s c ~ ,  J., Methodik des Unterrichts in der darstellenden Geometrie, s. N. B. 9. 
KEMPE, A., Der groBe E'errnat~che Satz. Versuch einer Beweisfiihrung. 2., verb. 

Aiifl. Amsterdam 1913, Versliiys. 
~LLING-HOVESTADT, Handbuch des mathematischen Unterrichts, 11, 8. N. B. 68. 
KUNTZE, Fa., Denkmittel der Mathematik im Dienst der exakten Darstellung er- 

kenntnistbeoreti~cher Probleme, s. N. R .  60. 
I~ECEER, E., Lehrtmch der Physik für Mediziner und Biologen, s. N. B. 36. 
LIETZIIANN, W. ,  Bericht iiher die Tatigkeit des deutschen Ausschusses f i r  den ma- 

thernatischen nnd naturwissenschaftlichen Cnterricht im J. 1912, s. N. B 61. 
- und TKIXR, V., WO steckt der Fehler? Tnigschliisue und Schiilerfehler. (Mathe- 

matische Bibliothek, 10.) Leipzig und Berlin 1913, Teubner. Kart. - .80.  
LILIEXTHAL, R. v., Vorlesungen über Differentialgeometrie. II. Rd. Flachentheorie. 

Erster Teil. (Teubners Sammlung Bd. XXVIII. 2, 1.) Leipzig u .  Berlin 1913, 
Teubner. 12.-; geb. Jt 13.-. 
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Lonia, G., Vorlesungen über darstellendc Geometrie, II, s. N. B. I I .  
MVSKE~~EYER,  K., Vierstellige Logarithmentafel, s. N. B. 49. 
O p u s  p a l e t i n u m ,  S. N. II. 60. 
PEHRY-WALZEL, Drehkreisel, s. N. B. 20. 
R~;EPT.I, .J., Kleines Lehrbuch der ebenen Geometrie, nebst einer Sammlung van 

tbungaaufgaben. Zum Gebrauche an Mittelschulen. 7.- vollstandig nmgearb. 
A d .  Rern 1913, Francke. Geb. Y 1.15. 

RUNGE, C. und Enrn~,  F., R,echnungsformular zur Zerlegung einer empirisch gege- 
benen periodischen Fnnktion in Sinusn~ellen, S. K. B. 51. 

Scrro~,  CAEL, Vermischte Aufgaben der methematischen Geographie und spharirrchen 
Astronomie, s. N. B. 8. 

SCHRODEH, J., Die neuzeitliche Entwicklung des mathematischen Unterrichts an den 
hoheren Miidchenschulen Deutschlands, insbesondere Norddeutschlands. (Abh. 
über den mathem. Cnterricht in Deutschland, Bd. 1, Heft 6.) Mit einem 
SchluBwort zu Bd. 1 von F. Klein. Leipzig und Berlin 1913, Seubner. , 

R 6.-. 
Scawae, KAKI,, Lehr- und tbungsbnch der Geometrie. Erster Teil. Ausgabe A: 

Fü r  die mittleren Klassen der Realanstalten. 3. AuB. Leipzig 1913, Freytag. 
Geb. i n  Leinw. R 3.60. 

S n m ~ ,  A., A., Sul vizio d'origine delle geometrie non euclidee. Dissertazione geo- 
metrico-filosofica. Piacenza 1913, Tipografia Porta. 

SVEDBEK~,  The, Die Existens der Moleküle. Experimentelle Studien. Leipzig 1912, 
Akadem. Verlagsgesellschaft. A 12 . - ;  geb. A 13.?0. 

V e r w a l t u n g s - B e r i c h t  über das neunte Geschiiftsjahr 1911-1912 und Bencht 
über die nennte AusschuBsitzung des nnter dem Protektorate Seiner Kgl. Hoheit 
des Prinzregcnten Ludwig von Bayern stehonden D o u  t s  c h o n  Museums. 
Nünchen 1913, Druck von R. Oldenbourg. 

VOLKXANN, P. ,  Einführung in  das Studium der theoretischen Physik, s. N.B.  42. 
-, Fragcn des physikalischen Schulunterrichts, B. N. B. 43. 
V o r s c h l a g e  für den mathematischen, natnrwissenschaftlichen und erdkiindlichen 

Unterricht a n  Lehrerseminaren, s. N. B. 63. 
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f i e r  ebene Gleit- und Rollbewegnng starrer Korper. 
Von F. PFEIFFEE in IIalle a. S. 

Die folgenden Ausführungen schlieBen sich an Resultate an, die 
eich bei einem ganz einfachen Beispiel zur Theorie der gleitenden Rei- 
bung starrer Kürper ergeben; wir werderi daher zunachst dieses Bei- 
spiel behandeln und erst nach Besprechung desselben auf Seite 118 
die den ferneren Ausführungen zugrunde liegende Fragestellung angeben. 

1. Bewegnng einer homogenen Kreisscheibe auf einer festen Geraden. 

1. Eine vertikal stehende, unendlich dünne, homogen mit Masse 
belegte Kreisscheibe vom Radius R werdc rtuf eine in  ihrer Ebene 
liegende, horizontale, rauhe Gerade aufgesetzt und bewege sich, nach- 
dem man ihr eine beliebige Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes 
parallel der Geraden und Anfangsrotation um den Schwerpunkt erteilt 
hat, unter der Wirkung der Schwere auf der Geraden. Der Reibungs- 
koeffizient der gleitenden Reibung habe den ahso- 
luten Betrag f, der der roilenden Reibung sei Null. 

Es  seien (Fig. 1) x und y die Koordinaten des 
Scheibenschwerpunktes in einem in der Ebene der 
Scheibe liegenden rechtwinkligen xy -System, dessen 
x-Achse die Führungsgerade ist; ferner sei û der 
im positiven Sinne geziihlte Winkel von einem mit 
der Scheibe festverbundenen Radius bis zu dem 

+<; Q ,+= 
N@ t" 

Radius naüh dem Berührpunkt, nz die Masfle der 
Scheibe, k ihr Triigheitsradius für den Schwerpunkt, N der Normaldruck 
der Führung auf die Scheibe und g die Schwerebeschleunipng. Die 
Geschwindigkeit des mit dem Berührpunkt zusammenfallenden Punktes 
des Scheibenrandes sei relativ zur Führungsgeraden v, d a m  ist, wenn 
wir v positiv zahlen in Richtung der positiven x-Achse, 

(il v = x' - Rd', 

(WO - wie auch irn folgenden - die Striche in der gebriiuchlichen 
Weise die Ableitungen nach der Zeit t bedeuten). 

Wir nehmen an, x' und 8' haben für t - O Werte xo und d:, die 
so gewahlt sind, da1 v, = v(,=,)+ O ist. Dann leiten diese Werte eine 

Zeitachrift f. Alathernatik n. Physik. 62. Band. 1918. Heft S. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



114 fber  ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper. 

Gleitbewegzclzgl) ein, die dadurch charakterisiert ist, da1 wahrend der 
ganzen Daum derselben v =+ O und N >  O ist, und deren Differential- 
gleichungen lauten: 

( mx" - - N ( f )  

Dam tritt die geometrische Relation 

Y = R, 
und die Bedingung für Gleitreibung, daB ( f )  = f f so zu wahlen id, da0 

(3) W f ) v  > 0 
ist, solange v + O ist. hua der Helation y = R ergibt sich y" - 0, und 
daher ist wegen der mittleren der Gleichungen (2) 

N = mg. 

Die deshalb aus der ersten und letzten der Gleichungen (2) folgeuden 
Gleichungen 

(2 ") 
mz" = - mg( f )  

( nk28" = mg( f )R  

ergeben durch Kombination und einmalige Integration 

(4) - m (Rx' + k e e r )  = J, - - m ( ~ ~ ;  + k a o ; ) .  

Wir  konnen den Inhalt dieser Gleichurig so ausdrücken: D m  ge- 
samte Impulsmonwnt der sich bewegenden Scheibe i n  bemg auf den je- 
weiligen Berührpunkt ist wahrmd der ganzen Gleitbewegung fionstant. 

i;'brigens lassen sich die Gleichungen (2") auch vollstandig inte 
griercn und liefern: 

x ' = - g ( f ) t + x ; ;  x = -  s(fg + x ; t + x .  

wenn xo und O, die Werte von x und 8 für t  = O sind. Für 

wird 

1) Das Wort ,,Gleitbewegung" sol1 hier nicht etwa eine reine Parallelver- 
schiebung der Scheibe langs der festen Geraden bezeichnen, sondern die Überain- 
anderlagerung einer solchen mit gleichzeitig stattfindendem Rollen der Scheibe 
auf der festen Geraden. Dagegen sol1 das Wort ,,RollbewegungU reines Rolien 
ohno gleichzcitige Parallelverschiebung bezeichnen. 
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für diesen Zeitmoment ist 

Die Differentialgleichungen (2) gelten indessen nur, solange v +O 
ist; sie sagen also nur sus, dafi bei unbegrenzter Amiherung von tan  den 
Zeitmornent t, die Geschwindigkeit des an der Berührungsstelle befind- 
lichen Randpunktes der Scheibe gegen Null abnimmt. Setzt man aber 
die Stetigkeit der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten der Scheibe 
im Momente t, voraus, so ergibt sich, daB im Momente t = t, für die 
sich bewegende Scheibe v = O kt und x' und O' die Werte (5) haben. 

Waren xk und 8: spezieli BO gewahlt, daB J ,  - O ist, so kommt 
im Moment t = t, die Scheibe zur Ruhe. Anderrifalia tritt eine durch 
die Eigenschaft u = O, N > O charakterisierte Rollbewegung ein. Diese 
Roilbewegung setzt sich unbegrenzt lange fort, da weder Gleitbewepng 
noch Ruhe für einen Zeitmoment t, 2 t, eintreten kann, sobald man v 
vam Momente t = t, ab stetig voraussetzt. Denn würde v für ein t > t, 
einen von Null verschiedenen Wert  annehmen, so befinde sich für jeden 
noch so kleinen Absolutwert s > O von v die Scheibe in einem An, 
fangszustand, der dem auf Seite 113 besprochenen analog ist; also 
würde v wieder gleich Null werden nach Verlauf einer Zeit, die mit E 

selbst gegen Null konvergiert. E s  muB daher von t - t, ab v - O 
bleiben, und die Scheibe kann nur dauemd rollen oder schlieB~ch 
stehen bleiben. DaB das letztere nicht eintritt, ergibt sich sofort. 

Die Differentialgleichungen der Rollbewegung gehen aus den Glei- 
chungen (2") hervor, wenn man dort mg( f )  durch eine unbekannte 
Reibungskraft E ersetzt und die Rollbedingung 

hinzunimmt. Es gilt also auch für die Rollbewegung die Gleichung (4): 
Bas gpsnmte Impulsmoment der sich bewcgelzden Scheibe in b e e q  

nuf den momentanen Beriihrpufikt ist also wührmd der ganzen Gleit- 
und Rollbewegung konstant. 

Bus dem Bestehen der Gleichungen (4) und (6) fol@ die Giltig- 
keit der Gleichungen (5) wahrend der Rolibewegung; die Scheibe kommt 
aho nicht zur Ruhe. 

Soweit ist das Beispiel u. a. bei Appe l l ,  Traité de mécanique ra- 
tioneile, T. II, 2. Au-&, S. 111-114 behandelt; wir wollen noch einige 
Ergebnisse betreffend den Energieumsatz -bei der Bewegung anführen. 

8. 
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116 aber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper. 

2. Die gesamte Arbeit, welche die Reibungskraft N ( f )  wahrend 
der Dauer der Gleitbewegung leistet, ist 

Die gesamte Energiemenge, die wahrend der Gleitbewegurzg der Scheibe 
auf der raulzen Fiihrungsgeraden ( f  9 0) dwch die Reibuny z'erzehrt wzrd, 
ist ihrem Betrage nach unabhalzgig von der Grope des Reibungslioeffi- 
sienterl.') 

3. Aus 
T = (x' f k8 0' P, 

ergibt sich durch Einsetzen der Werte 

Diese Punktion T( t )  gibt bei Beschrankung der ~ a b h a n g i g  Ver- 
anderlichen t auf das Intervall O 5 t < t, zu jedem Wert von t den 
entsprechenden Wert der lebendigen Kraft der Scheibe wiihrend der 
Gleitbewegung. Wir  fassen Ziun T(t) auf al8 Funktion der unbeschrinkt 
Veranderlichen t und bestimmen den Wert von t, für  welchen eventueli 

ein Extremwert von T(t)  existiert. Dafür muB 

dT 
d t  - 

oder 
t =  vo 

.tlZ m(1 
sein. Da ferner 

ist, so hat die Funktion T(t) der unbeschranLt Veradevlichen t Iiei dem- 

1) Darauf hat ubrigens schon Painlevé. Leçons enr le frottement, Paris 1896, 

p. 79  hingewiesen. 
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jmigcn Verte  t = t,, welcher dern Eintrelen der RoZEbewegufig entspricht, 
ein 1ilinimum. Der Wert  dieses Minimums 

ist - wie auch aus 2. folgt - unttbhangig von dem von Nul1 ver- 
schiedenen Werte f des Reihiingskoeffizienten. 

4. Fassen wir nun die Funktion 

welche für jedes der Gleit- und Roilbewegung entsprechende Werte- 
paar z', 8' den diesem Wertepaar zuguhorigen Wert der lebendigen 
Kraft der Scheibo gibt, als Funktion der unbeschrankt Veranderlichen 
2' und O' auf und bestimmen einen eventuellen Extremwert von T(x', 8') 
mit der Nebenbedingung, daB d und 8' stete der Gleichung (4) 

(4) - m (Rx' + kZü) = JO 

genügen solien. E'ür die Existenz eines solchen Extremwerte~ ist not- 
wendig, da0 a' und 0' auBer der Gleichung (4) noch die Relation 

erfüllen, und hieraus und auri (4) berechnen sich die Werte 

ITerner ist 

und da die Nebenbedingung (4) in x' und 8' linear ist, so sind diese 
letzteren Relationen hinreichcnde Bedingung dafiir, dafi die der Rall- 
bezcegung zugehürigen Werte (5)  von x' und O' die finktion T(x', 8') 
aum Minimum rnachen mit  (4) uls Jebenbedingung. 

Dieses Itesultst mit dem Eiidergebnis in 1. xusammenfassend, er- 
halten wir: 

1. Die Scheibe befinde sich in einer beliebigen Anfangslage x,, 8, 
auf der Führungsgeraden und habe Geschwindigkeitskoordinaten xh und 
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118 B e r  ebene Gleit- und Rollbewegung s t a r r e ~  Korper. 

8,'; dadurch erhiilt das gesamte Impulsmoment - m (Rai + keBJ der 
Scheibe in bezug auf den momentanen Berührpunkt einen bestimmten 
Zahlenwert JO. (Wir setzen voraus, xi und seien so gewahlt, da8 sowohl 
JO 9 O, als auch $0 - Rûh =+ O sei.) Dieser Wert 4, wird wahrend der 
ganzen folgenden Bewegung beibehalten, und die lebendige Kraft T 
der Scheibe ist in jedem -Moment gegeben durch 

Die erste Phase der Bewe.gun.g ist eine Gleitbeweyung; su einem be- 
stimmten Zeitmoment tritt Rollbewepng ein. Dus Wertepaar x', 0: d a  
diesem Moment entspricht und wührmd der darazcf fo1,genden Rollbewegz~ng 
beibehalten uiird, macht T zum Mifiimurn unter dettjenigen B7erten T, 
welche malz für alie Wertepaare x', O' erhült, die auch dus gesamte Im- 
pulsmome& gleich JO machen. 

2. Die Kreisscheibe werde in i rgedeine Anfangslage Z, 0 gebracht, 
und es sollen ihr Geschwindigkeitskoordinaten x', O' so el-teilt werden, daB 

a) dus aus diesen Werten sich berechnende gesamte Impulsmome~it 
- m (Rx' + k2 0') ifi bezug auf den momentanen Berührpunld gleich 
einer vorgeschriebenen Konstanien JO (4 $= 0) sei und daj3 

b) die anfiingliche lebendige Kraft T = q(zp f As 0") f i i ~  die: ein- 

tretende Bewegung kleiner sei a b  für irgedein anderes Westepapaar 
x', Or, dus auch der Bedingung a)  genügt. 

Dann mfiiilefn die geszcchten Werte z', 13' auch die Relation v = 0, 
Zeiterz also eine Rollbewegung ein, deren lebendige Eraft konstant gleich 
- JO_- 
2m(kZ  + Ra) ist. 

(Wir formulierten den Satz 2 besonders wegen einer spiiter zn 
besprechenden Verallgemeinerung.) 

5 .  Die i m ,  folgenden zu behandelnde Aufgabe besteht nun darin, 
zu unt'ersuchen, wie weit die hei dern einfachen Beispiel gewonnenen 
- in den Nummern 1. bis 4. durch Kursivdruck hervorgehobenen - 
Resultate sich sinngemiiB auf das ailgemeine ~ r o b l e m '  der Gleit- und 
Bollbewegung einer beliebigen mit Masse belegten ebenen Scheihe auf 
einer beliebigen in ihrer Ebene liegenden, rauhen festen Kurve') aus- 
dehnen lassen. 

Wesentlich war bei dem betrachteten Beispiel, daB die an der 

1) Genanere Festsetzungen über die in Betrncht zu ziehenden Kurven und 
Begrenzungslinien der Scheiben worden mir spiiter treffen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. PFEIFFEB. 119 

Scheibe angreifenden LiuBrren Krafte mit Ausnahme der Reibungskraft 
bei keiner Bewegung Arbeit leisteten; wir wollen auch bei der Verall- 
gerneinerung zunachst voraussetzen, daB aul3er der Normalreaktion zwi- 
schen Scheibe und Führung und der Reibungskraft nur eine der Gr6Be 
nach konstante Kraft P auf die Scheibe wirke, welche im jeweiligen 
Beriihrpunkt zwischen beweglicher und fester Xurve normal zur gemein- 
ssmen Tangente der beiden Kurven von der beweglichen gegen die feste 
Kurve gerichtet ist, und über deren absolute Gr6Be noch zweckentsprechend 
verfügt werden soll. 

Das sornit dem folgenden zunachst zugrunde liegende mechanische 
Problern der Gleit- und Rollbewcgung einer beliebigen mit Masse be- 
legten ebenen Scheibe auf einer rauhen in  ihrer Ebene liegenden be- 
liebigen festen Kurve - allerdings unter sehr einschirankenden Vorauu- 
setzungeo über die an der Scheibe wirkenden iiuBeren Kriifte - scheint 
unter so allgemeinen Festsetzungeii über die feste und bewegliche Kurve, 
wie sie hier benützt werden, in der vorliegenden Weise bisher nicht 
durchgefiihrt zu sein dilerdings hat A. Mayer  in den Berichten über 
die Verhandlungen der K. Sachs. Ges. d. Wiss. (Math.-phys. Cl.) Bd. 53, 
(1901), S. 266-280 die ebene Bewegung einer Scheibe auf einer feeten 
rauhen Kurve behandelt, doch ist die Durchführung in der Arbeit von 
A. Xayer und in der vorliegenden ganz verschieden. In  engerem Zu- 
samrnenhang stehen unsere Ausführungen mit Herrn P a i n 1  e vé s ein- 
gehender Diskussion der Gleit- und Rollbewegung einer elliptischen 
Scheibe, deren Schwerpunkt im Mittelpunkt der Begrenzungsellipse liegt, 
auf einer in ihrer Ebene liegenden Geraden unter der Wirkung der 
Schwere (Pa in levé ,  Lepous sur le frottement, Paris 1895, p. 82ff.), 
und der kurzen Erhterung der Bewegung einea beliebig gestalteten 
Zylinders eine rauhe geneigte Ebene hinab, deren Horizontalspur der 
Achse des Zylinders parailel ist, unter der Wirkung der Schwere in der 
,,Theorie der. Reibung" von J e  l l e t t  (deutsch von L ü r o  t h  und S chepp),  
S. 146ff. 

Es wird sich ergeben, da8 riich nur ein Teil der im Abschnitk 1 
gewonnenen Resultate sinngem%B auf das eben skizzierte allgemeinere 
Problem ausdehnen laBt, daB diese Resyltate aber durchweg eine Erwei- 
terung auf den Spezialfall xulassen, in dem die rollende Scheibe von 
einer Kreislinie begrenzt ist, deren Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt 
der auf der Scheibe verteilten Massen zusammenfillt. 

Am Schlusse sol1 dann noch ein auf die lebendige Kraft der Roil- 
bewegung bezüglicher Minimalsata angegeben werden, der gilt, fa119 sich 
die Scheibe auf der festen Kurve unter der Wirkung beliebiger ÜulJerer 
Krif2e in Ro1lbewegun.q bbefindet. 
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II. Bewegung einer beliebigen Scheibe auf einer beliebigen 
festen Knrve. 

Festsetzungen über  die feste und die bewegliche Kurve. 

6. Die Funktionen 

solien mindestens viermal stetig differentiierbaie reellwertige Funktionen 
der in jedem endlichen lntervall unbeschrankt verinderlichen reellen 
Hilfavariabien z (- cc < z < + CO) sein. Ferner SOU fur jeden wert '1 Ton r 

sein, wo E~ eine (beliebig kleine) positive Konstante ist. Die Funktionen 
E(c), ~ ( z )  sollen weiter so beschaffen sein, da1 in jedem Piinkt der 

+y durch sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem ( 8 ,  7) dar- 
*+? gestellten Kurve, der nicht Wendepunkt ist, für den Krümmungr- 

radius p die folgende 
Festsetzung gilt: Als 
positive Richtung der 

+Tangente Tangente werde die- 
jenige gewahlt, de- 
ren Richtungskosinus 
bzw. die Vorzeichen 
von und 7, haben, 
81s positive Normale 
derjenige Halbstrahl 
der Normalen,welcher 

p +z gegen die positive , +' Tangentenrichtungso 
gelegen ist, wie die positive 7-Achse gegen die positive E-Achse. Dem 
Krümmungsradius p, dessen absolute Lange durch die Gleichung 

gegeben ist, legen wir das positive oder negative Vorzeichen bei, je 
nachdem der Krümmungsmittelpunkt auf der positiven oder negativen 
Normalen liegt. Dam soll, solange p positiv ist, p 2 R + E, sein, wo 
R und e, positive Konstante sind, und solange g < O ist, / Q 1 2 E,  sein, 
wo q eine positive Konstante ist. 

1) Unter dem ,,WertU einer GrfiBe Bchlechhn ist im folgenden irnmer ejn 
endlicher Wert verstanden. 
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Vermtige der zu Anfang gemachten Voraussetzungen konnen wir 
die Bogenliinge 6 der Kurve als neuen Parameter einführen durch die 
Substitution 2 

worin 6, und z, zusammengehorige Anfangswerte von 6 und z belleuten 
sollen. Dann werden 6 und 7 mindestens viermal stetig differentiierbare 
Funktionen E ( G )  und ~ ( 6 )  von G im Intervall - CQ < 6 < + cx, und 
infibesandere mird 

E: + q: = 1 
und 

1 .  
Wegen des hiiufigen Auftretens des Faktors in den folgenden 

7 

Ausführungen mage hier noch besonders erwahnt werden, daB somit 
1 

wegen der oben gemachten Voraussetzungen für jeden Wert von 6 
P 
(insbesondere also auch in  den Wendepunkten der Kurve) eine minde- 
stem zweimal stetig differentiierbare Punktion von 6 ist. 

In der Ebene dieser (festen) Kurve nehmen wir dann eine mit Masse 
belegte ebene Scheibe an, das sei ein zweifach ausgedehnter mit Masse 
belegtcr ebener Bereich, für desson Begrenzungslinie folgende Konstruk- 
tion moglich sei: E s  werde durch den Sehwerpunkt X der Massenver- 
teilung irgendeine !gegen' die Massen beliebig liegende Gerade S G  ge- 
zogen und der im positiven Sinne gezahlte Winkel, den irgendein Halb- 
strahl durch S mit $G bildet, mit 8 bezeichnet. Ferner sei 

eine für jeden Wert von O(-  oo < 0 < + 00) eindeutig definierte, stets .* positive, mindestens viermal stetig differentiierbare, periodische Funlition 
von 8 mit der Periode 2z, und es sei stets 

(13) P + Po, =i= 0 .  '1 
(Die aufeinander folgenden Ableitungen von p(8)  nach 8 sind durch an- 
gefügte Indizes bezeichnet.) Es sei nun auf deni zum Winkel 8 ge- 
horigen IIalbstrahl die Strecke S Q = p ( 8 )  aiifgetragen und in Q die 
Senkrechte auf S& errichtet. Die Einhüllende der f ü r  alie 8 so ge- 
zogenen Senkrechten sei die Begrenzungslinie. 

1) Diese Voraussetzung besagt, daB der Krümmungeradius der Begrenzungs- 
h ie  der Scheibe, der sich zu Q, = p  +peo ergibt, in keinem Punkte der Regren- 
zungslinie den Wert Nul1 hxt; sie hat übrigens mit den vorhergehenden Vuranu- 
setzungen iiber p(0) mir Folge, d&B stet8 p + ~ Q Q  > 0 kt. 
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Wahlen wir als positive Richtung der Tangente an die Begenzungs- 
h i e  diejenige, welche wachsenden Werten von 9 entspricht, und orien- 
tieren di<: positive Tangenten- und Normalenrichtung in derselben Weise 
gegeneinander wie bei der festen Kurve, so liegt der Krümmungsniittel. 
punkt für jeden Punkt der Begrenzungsiinie auf der positiven Normalen 
im betreffenden Punkt. Der bereits bei der Definition der festen Kurve 
eingeführte Buchstabe R bezeichne das Maximum der Lange des Krüm- 
mungsradius Q, = p + p,, der Begrenzungslinie. 

Definition der Bewegung de r  Scheibe auf d e r  festen Kurve. 

7. Wir sagen, die unter dem Einflup kontinuierlicher au/3erer Krafk 
stehende Scheibe beriihse die feste Ezwve, wenn ein Punkt der Begrenzungs- 
h i e  der Scheibe mit einom Punkt der festen Kurve zusammenfiillt, die 
positive11 Richtungen der Tangente an die Begrenzungslinie der Scheibe 
und der Tangente an die feste Kurve in diesem Punkt übereinstimmen 
und die Kormalreaktion N der festen Kurve auf die Scheibe einen be- 
stimmten positiven Wert  hat. N werde positiv gezahlt, wenn seine 
Richtung mit der Richtung der positiven Normalen im Berührpunkt 
übereinstimmt. (Wir beschranken uns damit von vornherein auf eine 
Berührung unter Druck zwischen Scheibe und fester Kurve.) Berühren 
sich die feste Kurve und die Regrenzungslinie der Scheibe in der an- 
gegebenen Weise, so gehort dieser gegenseitigen Lage ein bestimmter 
Wert  von G und ein bis auf Vielfache von 2 n  bestiinmter Wert von 
8 zu, und andererseits entspricht der Forderung, daB sich die feste 
Kurve und die Begrenzungslinie der Scheibe bei einem vorgegebenen 
Wertepaar ri, 0 beriihren snllen, eine ganz hestimmte T,age zwischen 
fester Kurve und Scheibe. 

Wir  sagen, die Sclzeibe, deren Begrenzungalinie wir kurz als die be- 
wegliche Kurve bezeichnen wollen, b ewege sich enter de~n Einfluj lion- 
tinuierlicher au/b-er Rrafte in einem Zeitintervall altf der festen Rzlrtie, 
wenn ihre Begrenzungslinie in jedem Zeitmoment t des IntervaLls die 
feste Kurve berührt, und wenn ferner die dieser gegenscitigen Lage zu- 
gehorigen Lagekoordinaten 6, û in dern Intervall für t zweirnal diffe- 
rentiierbare, den mechanischen Differentialgleichungen genügende Funk- 
tionen von t sind, ohne daB die ersten Ableitungen 6' und O'  jernals 
beide gleich Null sind. 

Seien nun x und y die Koordinaten des Scheibenschwerpunkka 8 
in einem mit dem System (&, q )  zusammenfallenden rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystem (x, y), (S. Fig. 2, S. 120), sei ferner a! der Winkel der 
positiven Richtung der Tangente im Berührpunkt mit der positiven x- 
Achse, m die Masse der Scheibe, k ihr Tragheitsradius für den Schwer- 
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pnnkt, so gelten zunachst für jeden Moment einer solchen Bewegung 
die geometrischen, bzw. kinematischen Relationen 

' 

x = E +    CO SU-psina 
(14) y =  77 -+ psincr + p c o s a ,  

(15) 
0' t g a : = % .  f ; + 7 7 ; 1 ;  - - = C L r  

60 ' P 

(16) P = - P a  

und die aus ihnen durch Differentiation nach t folgenden 

Derjenige Punkt des Scheibenrandes, der mit dem momentanen Berühr- 
punkt zwischen fester und beweglicher Kurve zusammenfallt, hat, wie 
man leicht an Hand der Pig. 2, S. 120 erkennt, gegen die feste Kurve 
die relative Geschwiridigkeit 

(1P) v - z'cos a,+ y'sin a: - p ( 8 '  - a'), 

vorausgesetzt, da6 wir v positiv zahlen in Richtung der positiven Tan- 
gente d e r  festen Kurve. Nit  Eilfe der ersten der Gleichungen (18) 1aBt 
sich die Gleichung (19") umformen in 

(lgb) v  = 6' - ( P  f p o o ) ~ ' ,  
oder 

P9=) 
O' 

v - ( ~ - p - p , ~ ) e ~ - ~ ( e ~ - - ) .  c 

Wir nemen die Bewegung der Scheibe auf der festen Kurve eine Gleit- 
belzegung, wenn für sie v  $= O id, wir nennen aie eine Rollbewegung, 
wenn für sie v = O ist. 

Um auch das Verhalteil der Scheihe in einem einzelnen Zeitnzommt 
bequem charakterisieren zu konnen, fügen wir noch folgene Definition bei: 

Gehoren irgendeinem Zeitmoment t ,  in dem die Scheibe die feste 
Purve berührt, auf Grund der mechanischen Uifferentialglcichungen be- 
stimmte Werte von G, 0, G', û', 6", O "  zii, B O  sagen wir, die Scheibe be- 
finde sich in diesem Moment unter der Wirkung der LuBeren Kriafte 
in Gleit bzw. Rollbewegung auf der festm Kwrve, wenn G' und 8' nicht 
beide Null sind. Sind 6' und 8'  beide Null, so befindet sich die Scheibe 
in diesem Moment auf der f'esten. Kurve in Ruhe. 
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An SuBeren Kraften wirke an der Scheibe auBer der NormalreaktionN 

1. eine der Gr6Be nach konstante Kraft P, welche stets senkrecht 
zu der gemeinsamen Tangente der festen und der beweglichen Iiurve 
im jeweiligen Rerührpunkt von der beweglichen gegen die feste K u m  
gerichtet ist und ihrer Grole nach nicht kleiner ist als eine stets an- 
gebbare positive Konstante 32, 'deren Bedeutung @ter erortert werden 
wird. P sei positiv gezahlt in Richtung der negativen Normalen der 
beiden Kurven im Berührpunkt. 

2. eine Reibungskraft, welche dem Eintrctcn oder Statthaben des 
Gleitens zwischen fester und beweglicher Kurve entgegenwirkt, welche 
in Richtung der Tangente im Berührpunkt zwischen beiden Kurven 
wirkt, und welche im Falle statthabender Gleitbewegung der relativen 
Gleitgeschwindigkeit u entgegengesetzt gerichtet und ihrer absoluten 
GrGBe nach gleich f N ist, wo f eine positive Konstunte, der Behag 
des Reibungskoeffizienten für Gleitbewegung, ist. Einem Rollen dei be 
weglichen auf der festen Kurve dagegen soil kein Iieibungswiderstand 
entgegenwirkenl), oder mit anderen Worten: Uer Koeffizient der roilen- 
den Reibung soll Null sein. 

6. Wir nehmen an, 6, d, 6', O' haben für t - O Anfangswerte 6,, 
O,, B ; ,  di, die so gewPhlt sind, daB u, = v(t=o) > O is t .7  Dann befindet 
sich die Scheibe im Moment t - O in Glei'tbewePng auf der festen 
Kurve, wenn die mechmischen Differentialgleichungen 

i 
m X r r  = - ( N  - P) sin a - N ( f )  cos <r 

(20) my" = (N- P) cos oc - N ( f ) s i n a  

mk"Of' - cc") = N ( f ) p  + (AT - P)p , 
in denen ( f )  = f so xu wahlen ist, daB 

(21) ( f ) $ v  > 0 

ist, und die wegen der Gleichungen (14) bis (17) iiquivalent sind mit 
drei Gleichungen für 6'; 8" und ilT, fur t = O bestimmte Werte für 6" 
und O" und einen positiven Wert  für il.' geben. In diesem Falle leiten die 
gegebenen Anfangswerte der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten eine 
Gleitbewegung ein, deren Differentialgleichungen die Gleichungen (20) 
sind, und die solange andauert, als die bei der Definition der Gleitbe- 
wegung der Scheibe auf der fehen Kurve aufgestellten Bedingunp 
erfüiit sind. 
-- ~ p~ 

1) Der bei der Rollbewegung vorhandene Reibungsmiderstand wirkt dem Ein- 
treten des Gleitens, nicbt dem Rollen entgegen. 

2) Für  71, < O  würden su den folgenden ganz aneloge Auaführungen gelten. 
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Um die Gleichungen (20) in diei Gleichungen für d', 8" und N 
urnzusetzen, führen wir xuniichst die durch Differentiation der Gleichungen 
(17) erhaltenen Werte von z" und y" in die beiden ersten der Gleichungen 
(20) ein und losen das nacli Heranziehen der Gleichungen (15) und (16) 
erhaltene System der drei Gleichungen (20) nach den GrCBen 6'; 8" 
und N suf. Die Aufl6sung ist prinzipieil einfach, erfordert aber eine 
etwas umstandliche Rechnung und m6ge aus diesem Brunde hier nicht 
durchgeführt werden. Sie liefert die Gleichungen 

in denen die Koeffizienten Aj(6, O) ,  B,(6, O) (i - 1,. . .4) die folgende 
Bedeutung haben; es ist 
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Beachten wir znniichst, daB in diesen Koeffizienten der Nenner 

stets positiv ist. Denn wegen p +r)ee  > O (Anm. 1, S. 121) ist bei ne- 
P +pee gativem Q der Ausdruck 1 - - - stets gr6Ber als Null. Bei positi. 

Q 
vem g ist nach Voraussetzung (S. 120) R = Max ( p  + p,,) < Q ,  daher 

P + ~ e e  auch 1 - - - > 0. 
e 

ErGrterung eventuell eintretender Sperrungsvorgiinge. 

9. Wir  wollen nun zuniichst an Hand eines einfachen Beispieh, 
das einen Spexialfall unseres Problems darstellt, Vorgiinge erortern, die 

1 
-+Y bei diesem eintreten konnen, die wir aber im folgenden durch 
fl eine Voraussetzung über den absoluten Betrag des Reibungskoeffi- 

zienten f ausschliei3en werden. 
Wiihlen wir die Bunktionen 

Fig S. 
p ( 0 )  = a s i n û  + R ,  

wo O <  

und die 

> 

a < R ist, 
g ( 6 ) = 6  ' 

44 = 0 
absolute Gr6Be von P beliebig, so ent- 

sprechen diese Annahmen dem Pall, 
+a: daB sich eine von einer Kreislinie he- 
+E grenzte Scheibe, deren Schwerpunkt in 

der Entfernung a vom Mittelpunkt 
der Kreislinie liegt, aiif einer rauhen Geraden unter der Wirkung der 
Kraft P bewegen sou. 

Für  diese spezieilen Annahmen gehen die Gleichungen (22) bis (24) 
über in 

6"= - P cn (kZ + a? 
k a  + a P  coseO - ( n ( a  sin O + R) a  cos û m 

(229 aPsinPB[acosO-( f l (us ine+R)] - ( f ik 'aa ine  + (-acose- - -- - .- - k 2 + a P c o s P O - ( B ( a s i n O + R ) a c o s û  
J elf 

0" = 
P (f )(asin e + R) 

k x + a % o s 4 û - ( f l ( a s i n t I +  R ) a c o s û  m 

P3") [a cos 0 - ( f ) ( a  sin O + R)] a  sin 0  
+ k z +  a % o s s O - i ( a ~ n 8 f ~ ) a a  

0 '=  

(24") 
P(ka + a' cosPB) - mk'a sin 0 0" N - 

k' + a' cose 8 - (f) ( a  sin O + R) a cos O ' 

W i r  nehmen nun an, 8 habe fur t - O einen Anfangswert 8, 
372 
- 2 < 0, < 2 ~ ,  
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und ( f )  h b e  einen absoluten Betrag 

Ferner Sei 6, beliebig, 6' und 0' mGgen für t = O beliebige Werte 6; > 0, 
8; 5 1) haben, soda5 also 

v0 = d i - R e ; > O  

ist. Der einzige Bewegungszustand, in dem sich auf Grund unserer De- 
finitionen in Nummer 7 die Scheibe bei diesen Anfa~lgswerten auf der 
Geraden allenfalls befinden kann, ist der der Gleitbewegung, und die 
Werte G, ,  O,, 60, 0; für.  t = O leiten tatsachlich eine solche ein, wenn 
das Torzeichen von ( f )  so gewahlt werden kann, daB die Ungleichung 

No( f )vo  > 0 

erfullt ist und bei dieser Wahl von (f) die Gleichungen (22&) bis (24%) 
den GroBen 6': O" und N bestimmte Werte G:, 0; und einen bestimm- 
ten positiven Wert zuordnen. 

Es zeigt sich aber, da0 in unserem Falle eine solche Bestimmung 
von (f) nicht moglich ist. Die letzte Ungleichung verlan@ bei posi- 
tivem 3 ynd  v, für ( f )  den Wert  +f zu wahlen; damit ergibt sich 
aber nach der aus Gleichung (24%) folgenden Gleichung 

wegen der Voraussetzung über die Gr6Be von f, ein negativer Wert No. 
Die für das Eintreten einer Gleitbewegung notigcn Bedingungen lassen 
sich daher im Momente t = O  nicht erfüllen, auch nicht durch irgend- 
welche Vorausseteungen über den absoluten Wert der positiven Gr6Be 
P. Es kann daher von einer mit t = O beginnenden Rewegung der 
Scheibe auf der festen Kurve irn Sinne unserer Definitionen überhaupt 
nicht die Rede sein. 

Ware bei Anfangswerten, die denselben Ungleichungen wie vorhin 
unterliegen, der absolute Betrag von (f) 

ks + a' cos'O, 
= 1 sin%, 1) a cos 0; ' 

ao lieBe sich zwar - wenn man diese Gleichung als Grenzfall der Un- 
gleichnng ks + a' cosaO, 

f < ( R- alsin- ~8 

auffaBt - durch die Wahl ( f )  = +f die Ungleichung 

f l o ( f ) v ,  > 0 
befiiedigen, aber oo', 8; und 3 würden unendlich groBe Werte erhalten; 
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als einen Moment einer Bewegung der Scheibe auf der Geraden würden 
- - 

wir auch dann den Moment t - O nicht bezeichnen. 
Selbst wenn für 

die gewahlten Anfangswerte tatsachlich eine Gleitbewegung der Scheibe 
auf der Geraden einleiten, erscheint es nicht ausgeschlossen, da0 im 
Laufe der Bewegung B einen Wer t  erhiilt, für den 

ka + ae cosrO f = -  -- 1 , (a sin O +R) a cos O 

wird, und daB dann für den zugehorigen Zeitmoment 'das soeben er. 
orterte Verhalten eintritt. 

Derartige singulire Fiiiie treten nun auch bei anderen meohanischen 
Systemen beim Vorhandensein von Gleitreibung auf; die genaue Ba 
handlung eines besonders einfachen Systems dieser Art1) zeigt, daB es 
sich bei diesem mechanischen System in solchen FBllen um ,,Sprungs- 
vorgünge(' handelt. Zu dieser Deutung führt dabei folgende fierlegung: 

- .  

Ersetzt man d m  starre System durch ein etwas elastisch nachgiebiges, 
so leiten die da8 singuliire Verhalten des starren Systems bedingenden - 
Anfangswerte beim elastischen System eine Gleitbewegung ein, bei der 
das System sehr bald zur Ruhe kommt, und die Zeit zwischen dem 
Beginn und dem Aufhoren der Gleitbewegung konvergiert gegen NuU, 
wenn man die elastische Nachgiebigkeit des Systems unbegrenzt ver- 
ringert. Dadurch, dai3 man dann die Vorgiinge beim starren S y s t e m  
identifiziert mit den Grenzvorgangen beim elastischen System bei un- 
begrenzt abnehrnender elastiucl-ier Nachgiebigkeit, kommt man dazu, 
beiin starren System von Sperrunq zu sprechen und zwar von instan- 
t awr  Sperrung, wenn die Sperrung bei von Null verschiedenem Wert 
einer der Geschwindigkeitükoordinaten des Systems eint'ritt. 

Es scheint berechtigt, auch in  unserem Fall der nicht-bomogen mit 
Masee belegten Kreisscheibe in den angeführten Fiillen von einer in 
dem betreffenden Moment einsetzenden S'errung zu s p r e ~ h e n . ~ )  

1) Vgl. die Arbeiten von F. K l e i n ,  R. v. M i s e s ,  G. H a m e l ,  LPrand t l ,  
Zeitschrift f. Math. u. Phys. 58 (1910), S. 186-197 und F. P f e i f f e r ,  ebendaselbst 
S. 273-311 u. Zeitschrift f. d. phys. u. chem. Untemcht,  24 (1911), S. 101-109. 

2) Auf dermrtige ,, siugulare Fi l le"  ha t  P. P a i n l e v é  zuerst hingewiesen, 
L. L e c o r n u  und L. P r a n  d t l  haben sie als Sperrungsvorgange erkannt. Eine Zn- 
sammenstellung der Arbeiten von P a i  n l  e v 6 und der anschlieBenden Publikationen 
findet aich in  der letzten der i n  vo r ige~  Anmerkung aitierten Arbeiten. Wahrend 
der Drucklegung dieses Aufsatzea sind zwei weitere Arbeiten erschieuen, die sich 
mit dem Gegenstand befaseen: P. F i e l d ,  Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 61 (1912), 
S. 68-74 und J. W e l l s t e i n ,  ebenda S. 338-367. 
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Solche Vorkonimnisse, die also, solange f beliebige Werte annehmen 
hm, bei unserm allgemeinen Problem - zu dem wir jetzt wieder zu- 
rückkehren - eintreten konnen, wenn nicht p, = O istl), schlieBen wir 
weiterhin aus durch eine in der nachsten Nummer zu besprechende 
Festsetxung über die absolute GroBe von f.') 

Festseteungen über  die Gr558 von f und P. 

10. Wir verlangen nun, daB für das Folgende der in den Koeffi- 
zienten A,, Bi der Gleichungen (22) und (23) und in Gleich.mg (24) 
suftretende Ausdruck 

~ P P S  1--- 
k' + P; 

für positives und negatives p, und unabhingig von dem Vorzeichen von 
( f )  dauernd dasselbe Vorzeichen habe und erfüllen diese Forderung sicher 
dadurch, daB wir 

voraussetzen, wo fo durch die Gleichung 

dehiert ist. Ein solcher Wert fo liBt sich stets angeben, solange p, 8 O 
ist; in dem Falle, daB p, = O ist, kann f irgendeinen positiven Wert  
haben. Wir werden finden, daB bei der Voraussetzung f <f, irgendwelchen 
Anfangswerten der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten der beweg- 
lichen Scheibe stets Bewegungsvorgiinge im Sinne unserer Definitionen 
entsprechen. Den Fall, da8 G; und 8; beide Nul1 sind, werden wir nicht 
erortern. 

Gana andere Gründe führen uns zu den Voraussetzungen über die 
absolute Grole von P, die wir nach einigen Vorbemerkungen in Num- 
mer 11 in der iibernichsten Nummer formulieren werden. Die Fest- 
setzungen iiber P sollen nur bewirken, daB einerseits wiihrend des gsnzen 
Verlaufes irgendeiner Gleit- oder Rollbewegung der Normaldruck iV 
positiv ist, d. h. kein Abheben der Scheibe von der festen Kurve ein- 
tritt, und da1 andererseits wahrend der ganzen Dauer einer Gleitbewe- 
gung die relative Geschwindigkeit des mit dern Berührpunkt zwischen 
fester und beweglicher Kurve zusammenfallenden Scheibenpunktes gegen 
die fente Eurve ihrem absoluten Betrag nach abnimmt. 

11. Aus dem Umstande, daB für eine eventuell auf t - O folgende 
Gleitbemegung die Differentialgleichungen (20) oder (22) und (23) gelten 

1) Vgl. die S. 119  zitierte Arbeit von A.  Mayer, S. 274. 
2) Es ware eine Aufgebe für sich, gerade die hierdnrch susgesohlossenen 

FBlle eingehender zu behandeln. 
Znitachrifi f. Mathamatik n. Physik 62. Band. 1913. II& 2. 9 
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müssen und wegen der Definition der Gleitbewegung die GroBen 6 und 
0 zweimal differentiisrbare Funktionen von t sein müsuen, folgt, da6 
auch die lebendige Kraft T der Scheibe eine differentiierbare Funktion 
von t sein muB, und zwar ist vermoge der Gleichungen (20), (18) und 
(19") wihrend der ganzen Dauer einer Gleitbewegung 

(26) 
dT m d 
d t  e d t  

[xf2 + y- + Jc2(e' - 01' ) ] = - AT(f)u. 

Wegen der Relation (21) und uo > O bedeutet dies aber, daB solange 
v > O u$ N =+= O ist, die lebendige Kraft ï' abnimmt. Wenn man a130 

den Wert von ï' für t = O mit To bezeichnet und den Ausdruck 

mit Hilfe der Gleichungen (18) und (15) umformt, so erhiilt man damit 
die fiir die ganze Dauer der eventuellen Gleitbewegung geltende Relation 

m 6' 

(28)T = y ( [ ( P  - P  - ~ d  ; - ~ ~ ~ ( 8 ' -  $)y+ ( k 2 + d )  (8'- f ) 2 ] ~  P T,. 

Diese Beziehung gestattet nun, eine obere Grenae für  die Werte der 
6' ' 

Gr6Ben - ûfZ und wahrend der Gleitbewegung aufzustellen. 
Q = '  

Bus Ungleichung (28) folgt namlich: 

das heiBt aber, wiihrend der ganzen Dauer einer Gleitbewegung ist 

Durch Umsetzen der Ungleichung (28) in die Formen 

bzw. P,, (e - P) 1- (k2+ pi) 9 

(P - ~ J I ' +  ( ~ ' + P B )  
1 

0'1 

9 (2 [(P -Pl" (ka +Pi)]- ( A - P ~ )  (Q -P - P ~ ~ ) ' o ' ~  1 7 K P - P ) ' f  (k'+P&l 

ergibt sich ferner, daB für die ganze Dauer einer Gleitbewegung 

bzw. 

(31) 
ist. 
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12. Nach diesen Vorbemerkungen l23t sich nun zu dem vor- 
gegebenen System von Anfangswerten Go, O,, <, 8; eine untere Grenze 
Ml für P bestimrnen, so daB für jedes P 7 Ml das N für t - O und 
für jeden Moment einer eventuell auf t - O  folgenden Gleitbewegung 
nicht kleiner ist als eine vorgegebene positive Konstante v. 

Denn dam ist nach Glcichung (24) nur notig, daB wiihrend der 
ganzen Dauer dieser eventueiien Gleitbewegung 

ist, oder daB 

ist. Das ist sicher der Fall, wenn 

oder wenn (wegen der Relationen (29) und (30)) 

(f ) P P ~  .ln k' Max - 
2 T" (ka+ P; + p s s )  

~ ~ ~ a x ( l - n ~ ~ ) v + x i j ~ ~ ~  m ( ~ z + p ; > l i ( l Q ~ + p + p i $  

oder wenn wegen Uagleichung (25) 

oder wenn 
227, MaxW++pB+ P&J 

(32) -- Pz2v+ns(  Min(p+p..) + Max 1 PO, 1 1. 
Für jede vorgegebene Funktion p(8) von der Art, wie wir sie ge- 

r n i B  unseni V~r~usse tzungen  in Retracht ziehen, hat die rechte Seite 
dieser Ungleichung bei jedem vorgegebenen System von Bnfangswertan 
a,, O,, 60, 0; einen bestimmten Zahlenwert M.. 

Zu dieser ersten Einschriinkung der Gr6Be von P soii nun noch 
eine zweite hinzutreten. Wihrend der ganzen Dauer einer eventueii 
auf t - O folgenden Gleitbewegung muB wegen der zweimaligen 
DifTerentiierbarkeit von 6 und O und der Voraussetzungen über die 
Funktion p(ej auch v - d- Cp +p,,)Br differentiierbar sein, und zwar 
fol@ aus Gleichung (19 "), namlich 
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mit Verwendung der Gleichungen (20) 

(33) 
dv N - P  
d t 

oder mit Benützung der Gleichung (24) 

( f ) (k1+  p 3  - P P ~  - G' = O' 2 

k2+& - (f )PP, [(Q - p - POO) P i  t 1700 (B. - ) ] - (8. - c)'. 
e P 

d v 
blan kann nun P so groB wihlen, daB - lucht groi3er ist als d t  

- p, wo p eine vorgegebene (heliebig kleine) positive Konstante ist, 
6' 

sobald ( f )  = f < fo  ist und die Grd3eo . und (O' - f)' den Uo e 
gleichungen (29) und (30) unterworfen sind. 

Dazu ist nur notig, daB 

Das ist sicher der Pall, wenn 

oder, wegen der Relationen (29) und (30) und weil 

Max [ks + pi - fpp,] < 2Max (k2  + pi)  
und 

Min (16' + ps + pi)  > ke 
ist, wenn 

Das ist bestimmt der Fall, wenn für p > 0 
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und wenn fur g < O 

ist. Für jedee System von Werten 60, O,, d,, 0; l i B t  sich nach Glei- 
chung (28) T,, bcrechnen und wegen unserer V~rausse tzun~en  über die 
Fnnktion p(0)  haben dann die rechten Seiten der Ungleichungen (35) 
und ($5') positive Zahlenwerte JI' bzw. M .  Sei Mg weder kleiner 

d u  . 
als M' noch kleiner a h  M ,  so erfüllt die aufgestellte Forderung, 

falls nur 

gewahlt wird. 

so machcn wir mit Rüoksicht auf spatere Entwicklungen über P noch 
die dritte Annahme, daB auch P 2 M3 sci. Sie bezweckt, daB auch 
miihrend der ganzen Dauer einer allenfalis auf die Gleitbewegung 
folgcnden Rollbewegung N > O bleibt. Sei nun M nicht kleiner als 
irgend eine der Groflen Ml, M,, als, NO wollen wir festsetzen, daB die 
an der Scheibe wirkende auBere Kraft P für jedes System von Werten 
60, en, 0; so gewahlt sei, daB Y nicht kleiner ist als das diesem 
Wertsystem zugehorige M. 

In dem speziellen Fall, da8 die Scheibe von einem Kreis vom 
Kadius R begrenzt ist, dessen Mittelpunkt der Scheibenschwerpunkt 
ist, ist die zweite Voraussetzung über die GroBe von P von selbst er- 
füllt, sobald die erste erliillt ist. Denn hier ist, d a  $1 = R und p, G O 

dv ist = ' dt  - 3fl (Ra + lis) (nach Gleichung (33)). Sobald also N 2 v mk" - 
dv 

kt, ist auch -dT bei ( f )  = f  nicht gr6Ber als eine negative Konstante. 

Diekussion der Gleitbewegung. 

13. Wir nehmen nan  an, es sei der Reibungskoeffizient ( f )  f ü r  
Gleitbewegung seinem Absolutwert nach < f,, es geh6re ferner dem 
Zeitmoment t = 0 ein System von werten 6,, O,, 4, 80 zu, für das 
v, > O ist, und es sei die auBere Kraft P nicht kleiner als die diesem 
miertsystem entspechende Konstante M. D a m  gehoren auf Grund der 

Gleichungen (22) bis (24), nach erfolgter Wahl von (f) ents~rechend 
der Gleichiing (21), deru Moment t = 0 auch ein w e r t  & > O und 
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bestimmte Werte t$ und zu. Die Scheibe befindet sich also im 
Moment t = O sicher in  Gleitbewegung auf der festen Kurve. 

W i r  behaupten, die Werte 6,, O,, 4, 8; leitela eine Gieitbewegufig 
ein, die wahrend eines gewissen Zeitintervalls O =< t < t,, wo t, eiwpositive 
Konstante ist, andaumt. 

Dam müssen vor aliem in diesem Intervall 6 und O zweimal 
differentiierbare Funktionen von t sein, die den Differentialgleichungen 
(22) und (23) geniigen, in denen das Vorzeichen von ( f )  so zu w a h h  
ist, daB ( f ) N v  > O ist. Da aber dann wegen (24) und ( l g b j  auch iY 
und v stetige Funktionen von t sind und IVo > O, vo > O sind, so mu0 
( f )  - f gewahlt werden. 

E s  wird sich also in erster Linie darum handeln, zu zeigen, da1 
die Gleichungen (22) und (23) mit (f) = f in einem Iiitervall O 5 t < t, 
zweimal differentiierbare Losungen G und 8 haben, die für t = O die 
Werte G ~ ,  8, annehmen und deren erste Ableitungen für t = O 60 und 
80 eind. Die Differentialgleichungen (22) und (23) sind aber gleich- 
bedeutend mit dem System von Differentialgleichungen erster Ordnung 

in dem jetzt - nach unseren Voraussetzungen über (0 - die Ko- 
effizienten A,, Bi(i = 1, . . .4) für aile Werte von CI und 0 sicher ein- 
mal stetig differentiierbare Funktionen von 6 und 8 sind, und in denen 
daher die Funktionen fi(i - 1, . . .4)  für alle Werte von t, 6, 0 ,  Z ,  z i  
eindeutige und stetige Funktionen der Variabeln t, a, O, B, ts mit 
stetigen ersten partiellen Ableitungen nach 6, 0 ,  z, .u sind. Der Punkt 
t - 0, 6 - B,, 6 - O,, B = no, u == uo ist ein iunerer Punkt des ,,Stetig- 
keitsbereiches')" dieser Funktionen, und es gibt daher ein Funktionen- 
spstem 6(t), B(t), e(t), u(t),  welches in einem Intervall O 2 t < 2, ein- 
deutig definiert, stetig und stetig differentiierbar ist, den Differential- 
gleichungen (37) genügt und für t - O bzw. die Werte 6,, O,, z,, u, 
annimmt. Dabei ist entweder die obere Grenze 2, des ,,Stctigkeits- 
intervalis<' der Funktionen 6, 8, z ,  u eine positive Konstante, oder aie 
ist groBer als jede positive Konstante. 

1) Vgl. etwa Bolza, Vorlesungen über Varil~tionsrechnnn~, 5 23, S. 168ff. 
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Gleitbewegung besteht n u  in demjenigen Teil O < t < t, d' ieses 
Intervalls, in dem v > O bleibt. (N bleibt in diesem ~ T i l  sicher > O 
wegen unserer Voraussetzungen über P.) 

14. Wir seigelz nun, dab es s k t s  eim SteZle t = t,(O < t, < t,) gibt, 
fiir die v = O wird. Beachten wir dabei die folgenden Eigenschaften 
von er: 

1. u ist wegen Gleichung ( lgb)  im IntervaU O < - t < t, stetig und 
differentiierbar ; 

d v 2. di ist negativ und 1 1 > p, solange v > O ist; 
d t  l 

denn solange gelten die Relationen (29) und (30), die wir bei der 
GrcBenbestimrnung von P auf Seite 132 verwendet haben. 

1st nun die ohere Grenze t, des Stetigkcitsintervalles der Funk- 
tionen G, 0, 8, u groBer als jede positive Konstante, so wird wegen 1. 
und 2. sicher auch v = O f ü ï  einen positiven Wert t = t,. 1st dagegen 
diese obere Grenze t, eine positive Zahl, so gibt es wegen 1. und 2. 
für v hochstens die beiden Moglichkeiten: 

entweder es wird O für einen Wert O < t,< t , ,  d a m  ist unsere 
Behauptung richtig, 

oder es nahert sich für lim t = t, einem nicht negativen Grenz- 
wert. Diese eweite hloglichkeit würde aber - wie wir gleich zeigen 
werden - zur Folge haben, daB das Stetigkeitsintervall der Funktionen 
a, O ,  B ,  u über t = t, hinausreicht, was der Voraussetzung widerspricht. 
Daher ist sie ausgeschlossen und unsere xu Beginn dieser Nummer auf- 
gesteiite Behau$mg in jedem Faile richtig. 

Um den noch eu erbringenden Beweis zu führen, zeigen wir vor- 
erst: Strebt v fur lim t - t, stets abnehmend ,einem. nicht negativen 
Grenzwert zu, d a m  streben auch 6, 6', 8, 13' für lim t - t, Grenzwerten 

61, 4, 91, ei ZU. 
Zuniichst konnen G und 8 bei unbegrenzter Anniiherung an t - t, 

weder mit endlich bleibenden Schwankungen oszillieren, noch unendlich 
werden, denn sonst niüBten 18 ( und 0' 1 über alle Grenzen wachsen, 
was aber wegen des Bestehens der Relationen (29) bis (31) nicht mog- 
lich kt. Also streben 6 und 8 Grenzwerten 6, und O, zu, und ins- 
besondere bleibt daher 6 iin Inncrn dos Intervailee O < - t 5 - t, unter- 
halb eiiier Konstanten. Weder 6' noch 8' kann Semer bei Bnnaherung 
an t = t, unendlich viele Oszillationen von nicht gegen NuU kon- 
vergierender Amplitude haben, da sonst le" 1 bzw. 8" 1 über alle 
Grenzen wachsen müBten. Dies ist wegen des Bestehens der Glei- 
&nngen (22) und (23) nicht moglich; denn die in denselben auf- 
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tretenden Koeffizienten Ai(ci, O )  und B,(G, 8) bleiben absolut genommen 
kleiner als eine positive Konstante, ehen weil auch : 6 im Innern des 
Intervalls O < - t < - tl unterhalb einer positiven Konstanten bleibt. Altlo 
niihern sich aiich 6' und O' Grenzwerten 6; = s, und 8; = u,. 

Aus der Tatsache, daB G, 8 ,  z,  .u für lim t = t, Grenzwerten 6,) O,, 
q, u, zustreben, folgt aber nun weit'er, daB ihr Stetigkeitsintervall über 
t - t, hinausreicht. Die Grenzwerte t,, o,, O,, z,, u, gehoren eu einem 
Punkt im Innern des Stetigkeitsbereiches der Funktionen fi(i = 1,. . -4)  
in Gleichung (37). Infolgedessen gibt es (vgl. Seite 134) eine positive 
Konstante h,  für die folgendes gilt: 1st z irgend eine die Forderung 
O ( - t < - t, erfüllende Zahl, so sind die Funktionen 6 ( t )  und O ( t )  durch 
die Anfangswerte, welche aie und ihre Ableitungen für t - t annehmen 
sollen und durch die Differentialgleichungen (37) in dem Intervaii 
(z . t + h) als stetige und differentiierbnre Funktionen von t eindeutig 

h 
dehie r t .  Man braucht jetzt nur z = tl - - zu wahlen, um zu erkeiinen, 

2 

da4 das Stetigkeitsintervall der Funktiouen d(t) und O ( t )  über die 
Stelle t = t, hinausreicht. 

15. Hier ist nun folgendes zu beachten: Die LDsungen der Dif- 
ferentialgleichungen (22) und (23) liefern uns für t = t, bestimmte 
Werte B,,  O,, d,, O;, für die v = O ist. Den mechanischen Vorgang 
unseres Problems schildern diese Differentialgleichungen solange, als 
v > O ist. Wir erhalten also zuniichst nur dus Ergeb~is, dab den Aiz- 
fangswerten G ~ ,  O,, oh, 8; bei unseren Voraussetzungen über f und P 
eine Gleitbewegung wührend eines bestimmten Zeitintervalies O 5 t < t, 
entspricht, in derm Verlauf v bestandig abnahmelzd gqen Nu21 lconvergiert. 

Um für den Zeitmoment t = t, selbst eine Aussage über den Be- 
wegungsvorgang machen zu konnen, müssen wir die Annahme hinzu- 
nehmen, da1 im Moment t = f, die GroBen 6, 8, d, 8' die Werte 6,, 
O,, d,, 0; haben sollen, die ihnen auf Grund der Losungen der Diffe- 
rentialgleichungen (22) und (23) Bir diesen Moment eugewiesen werden. 
Dann ist für t = f, 2; = 0. Sind gleichzeitig GP und 8; gleich Null, so 

ist mechanisch unmittelbar klar, daB die Scheibe sich im Moment t - t, 
auf der Kurve in Ruhe befindet und auch weiterhin in Ruhe bleibt; 
doch soll hier die Frage der Reibung der Ruhe nicht eingehnder er- 
6rtert werden. Der Pall, daB G; und 88 nicht beide gleich Null sind, 
soll in Nurnrner 17 weiter behandelt werden. 

16. Wir  fügen hier noch ein Resultat an, das für die Gleitbewe- 
p n g  gilt, und das dem in Kummer 3 des Abschnittes 1 gewonnenen 
Ergebnis entspricht. 

Da die Funktionen 6 und 0 in dern ganzen Intervall O 2 t < t, 
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zweimal stetig differentiierbar sind, so definiert auch der Ausdruck f ü r  
T (Gleichung (28)) eine in dem ganzen Intervall O 5 t < t, differentiier- 
bare Punktion von t, und zwar jst (Gleichung (26)) 

also speziell an der Stelle t - t, 

dT 
Nun ist àt selbst wieder eine im Intervall O t < t, differentiier- 

d a  2' 
bare Punktion von t, und zwar ist ,- an der Stelle t = t, 

d t  

Also ist 

dv weil für jedes O < - t < t, N gr6Ber als eine positive und dl kleiner als 
d v eine negative Konstante ist und bei t = t, N und dt stetig sind. 

Dahm hat die Lranktion T(t ) ,  die fur jeden W e r t  0 2 t 4 t2 die 
lebendige Kraft der Scheibe gibt, an der Ste l le  t = t, ein Jfinimum. 

Diskussion der  Rollbewegung. 

17. Wir kehren nun zurück zu den Resultaten von Nummer 15. 
Es seien also 62 und 8: nicht beide gleich Null. Dann kann mit dem 
Moment t - t, eine Rollbewegung der Scheibe auf der festen Kurve 
beginïicn, die wghrcnd eines von Null verschiedenen Jntervallu tz 5 t < t, 
andauert, wenn die Differentialglei~hun~en 

mx" - - (N- Pjs ina!  - Fcoscr 

my" = ( N -  P )  cosa: - Fsincr 

m ka (O" - a" ) = -FP f ( N -  P)p, 

in denen F eine unbekannte Reibungskraft ist, zusammen mit der Re- 
lation 

(40) v - O 
und den Relationen (14) bis (19) Funktionen ~ ( t ) ,  0 ( t ) ,  N(t) bestim- 
men, die wahrend dieses Intervalls t, 2 t < t, den B e d i n p g e n  fü r  
Rollbewegung genügen, und für die o(t,) = G , ,  O (t,) = ai,, 6' (ta) = 6: , 
el(t,) = O: ist. 

Setzt man jetxt die durch Differentiation der Gleichungen (17) ent- 
stehenden Werte von x" und y" in die Gleichungen (39) ein und be- 
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rücksichtigt noch die Gleichungen (15) und (16)) so bilden die so um- 
geformten Gleichungen (39) zusammen mit der durch Differentiation der 
Gleichung (40) erhaltenen Gleichung 

6"- (P + pm)O" - (ps + ~ e e o ) e ' ~  = 0 

ein Systeri; von vier Gleichungen für die vier Gr6Ben G", O", .AT und F, 
Die Auflosung desselben nach diesen Unbekannten, deren Durchführung 
- aus dem such bei Aufstellung der Gleichungen (22) bis (24) maB- 
gebenden Grunde - hier unterlassen sei, liefert das System der Diffe- 
rentialgleichungcn 

für 6 und 8 und der Gleichungen 

für N und F, unter Aufrechterhaltung der Anfangsbedingungen für 6 

und 8. 
Wir  fieigen nun, da/3 tatsüc~zlzlich eine mit t = t, beginnende Bolfie- 

wegung wahrelzd eines Zeitintervalles t, 5 t < t, moylich ist, und daa da- 
bei t, groper als jede positive Konstante ist, d. h. dalJ die Rollbewegung 
utzbegrenzt lange andauern k a m .  

18. Bezeiehnen wir die Koeffizienten von G ' ~  bzw. 8'' in den Glei- 
chungen (41) und (42) mit A (4 O )  und B (6, O), so sind A (q 0) und 
B (6, 8)  stetige Funktionen von 6 und 8  mit stetigen ersten partiellm 
Ableitungen nach 6 und 8 für alle Werte 6 und 8, und dss Gleichungs- 
system (41), (42) ist identisch mit dem System 
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Darin sind die Funktionen auf der rechten Seite stetige Funktioiien 
von t, 6, 0) 8) u mit stetigen ersten partieuen Ableitiingen nach G, 8, z,  u 

flur alle Werte t, 6, O, s, u und der Punkt t = t,, G = G,, O = O,, z - z,, 
u = u, ist ein innerer Punkt des Stetigkeitsbereiches dieser Funktionen. 
Daher gibt es ein System von Funktionen ~ ( t ) ,  8 (t), z (t), u (t), welche 
in einem Intervall t, 5 t < ts eindeutig definiert, stetig und differentiier- 
bar sind, den Diflerentialgleichungen (45) geniigen und für t = t, bzm. 
die Werte 62, 4, z2, u, annehmen. 

Es bleibt nun zu zeigen, erstens da6 in diesem Intervall auch die 
gemiB unserer Definition der Roiibewegung notwendige Forderung N >  0 
erfidt ist, und zweitens, daB t, groBer ist als jede positive Zahl, d. h. 
dan da8 Stetigkeitsintervall der Funktionen 6, 8, a, u von t jeden Wert 
t > t, im Innern enthalt. 

Zuniichst folgt aus der Stetigkeit und Differentiierharkeit der Funk- 
tionen 6 (t), 8 ( t ) ,  B' ( t ) ,  8' (t) im Intervall t, 5 t < t,, dafi auch (Glei- 
chung (28)) 

eine in demselben Intervall stetige und differentiierbare Funktion von t 
ist; und zwar ist - wie sich leicht aus den Gleichungen (27), (39), (40) 
und (18) ergibt - 
(46) 

dT 
.- -- 

d t  
- 0 ;  

d. h. 

4 7  [ - ~ - ~ e e ) : - p e o ( ~ ~ -  f)lY+ (k' t p ; ) ( e r -  f)') = T ~ ,  

wenn die Konstante T8 den Wert  von T für t = i, bedeutet: Wührmd 
der RolBewe~uwg bleibt die lebendige Kraft kolzstafit. Die Gleichung (40), 
namlich 

6'- ( p  f pse) 8' = 0 ,  

und die Gleichung (47) gestatten nun Gia und 8'= für das ganze In- 
terrall t, < - t < t3 als Punktionen von G und 8 zu berechnen. Es  er- 
eibt sich 

Damit folgt nun nach Gleiühung (43) 

(P + pedZ (k" pz) pt, (P + P Q ~ )  
- - - - - - - Pes a=l'+2T2[ _ +iil)- 

( e  -P -  se) (kP +P' +p@'  ( k a  + pi f pi)' k + P + P@ 
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Die Forderung N >  - v ini ganzeu Intervall t, < t < t, liefert 

und diese Forderung ist sicher erfüllt, wenn - wie eine kurze Rech- 
nung zeigt - 

(50) P 2 Y + :T1 (Max ( p  + pool + Max 1 poe i ] 
ist. Das ist aber wegen unserer dritten Voraussetzung über die Gr6Be 
von P (S. Gleichung (36)) der Pail. 

Lum Kachweis der zweiten der auf der vorigen Seite aufgestelltei: 
Behauptungen beweisen wir nun, daB die Funktionen 6 (t), O (t), ~ ' ( t ) ,  
O' (t), 6" (t), O" ( t )  für keinen Wei-t t, (t, > t,) aufhoren, stetig zu ~ e i n :  
6 und O k6nnen bei t = t, nicht in der Weise unstetig werden, daB sie 

absolut genommen unendlich groB werden, denn sonst müBten auch d 
und O' unendlich werden, mas aber wegen der Relationen (48) und (49 
nicht moglich ist; aus demselben Grunde konnen 6 und û nicht in der 
Weise unstetig werden, daB sie bei unbegrenzter Annaherung an t=t,  
unendlich oft um Betriige oszillieren, die nicht gegen Null konvergie- 
ren. E s  bliebe noch die Moglichkeit, da8 sich 6 und O bei unbegrenzter 
Anniiherung von t an t, Grenzwerten niihern, aber an der Stelle t, selbst 
diese Grenzwerte nicht annehmen. Mit a und O konvergieren dann aber 
auch G' und O' wegen der Gleichungen (48) und (49) gegen bevtimmte 
Grenzwerte, und eine ganz ahnliche Cberlegung zu der auf Seite 136 
du~chgeführten zeigt, dafi dann 6 uud 8 ,  6' und O' an der Stelle t, 
auch stetig sind. Damit ist die Stetigkeit Ton (i und 0 an der Stelle t, 
dargetan, daraus folgt aber wegen der Gleichungen (481, (49) und (41), 
(42) auch die von G' und O' und 6" und 8". 

Daher gehoren jedem Wert t 2 t, bestimmte Werte von G, 8, o', 
O', 6", O" und ein positiver Wert von N zn, und zwaï Sind wegeu der 

Gleichungen (48) und (49) a' und O' niemals gleich Null. Uaher kann 
Euhe nicht eintreten, und Rollbewegung ist wiihrend des ganzen un- 
endlichen Zeitintervalls t 7 t, moglich. 

19. E s  bleibt noch zu zeigen, daB in keineni Moment t J t, eine 
Gleitbewegung beginnen kann. Angenommen, es gabe ein mit t = h  
(t, > t,) beginnendes Lntervall, in dem Gleitbewegung bestande, daun 
müBte im Innern dieses Intervalls v von Null verschieden sein. Nehxuen 
wir etwa an v >  O; für z; < 0 ware die Durchführung ganz analog 
GemiiB unserer Dcfinition der Gleitbewegung müBte sich, dann 1;) von 
v = O für t = t, ausgehend, stetig andern; es müBte also für jede PO- 
sitive Ztthl E eiu positives At geben, so dan O < v < s wiire für t = & $ At. 
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Im Moment t = t5 + At hatten wir d a m  aber Anfangsbedingungen, die 
denen in Nummer 13, Seite 133 ganz analog sind. Also würde o - O  

acrden in einern Leitrnoment t - t, + A t  + dl t ,  wo 4 t  wsgen 1 '? ' > p 
d t  l 

gleichzeitig mit At und E gegen ~ u l l  konvergiert. Da dies für jedes 
noch BO kleine E gelten müBte, so kann eine Gleitbewegung überhaupt 
nicht eintreten. Damit ist gezeigt, daB die alu moglich erkannte Roll- 
bewegung Tom Moment t = t, ab auch die einzig mogliche Bewegung 
der Scheibe auf der festen Kurve i d .  

mir  erhalten so zusammenfassend das Resultat: Bei unserlz spe- 
zzellen Poraussetaungen über die att der Scheibe wirkenden Erafk und 
über die Grope des Reibungs7coeffi~ienten der Gleitbewepng und bei unsern 
sehr allgemeinen Annahmen über die feste und die bewegliche Kurve ent- 
spriel~t eimm System von Anfaugsujerten o,, O,, do, 6, fur die O, =+ O ist, 
eine Bewegung der Scheibe auf der festen Kurve, die wahrend eines end- 
lichen Zeitintervalls eine Gleitbewegung und, fa& im Moment des Auf- 
liirens der Gleitbewegung nicht gerade Ruhe einttitt, nachhw &ne Rdlhewe- 
gung von unbegrenster Dauer ist. 

Die lebendige Kraft als Funktion der Geschwindigkeitskoordinaten. 

20. Der Ausdruck (Gleichung (28)) 

oder 

ist eine Bunktion der Veranderlichen G, O, 6', û', die fiir jeden Moment 
der Gleit- und Rollbewegung für das diesem Moment zugehorige Werte- 
sgstem G, 8, a', 0' die zugehorige lebendige Kraft der Scheibe gibt. 

Bexeichnen wir mit J das gesamte Impulsmoment der Scheibe in 
bezug auf den momentanen Berührpunkt, so ist 

(52) J=m{-x ' (pçosa!+psina!)  +y'(qcoua!-psina)-kP(O'-a')}, 
oder 

(53) J = ~ L  { - ( k 2 + p : - p ~ . . ) O ' - [ p ( p - ~ ) - ( k ' + t p l ) l f } .  

Für irgendein festes Wertepaar 6, 8 sind die Ausdrücke für  T und J 
rationale ganze Funktionen von d und 8: und wir konnen die Forde- 
rung steiien, ein eventuelles Minimum von T(d, û') zu bestimmen mit 
der Gleichung 

(54) J(6', û') - i, 
wo i eine von Nul1 verschiedene Konstante ist, als Nebenbedingung. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 Pber ebene Gleit- nnd Rollbewegung starrer Korper. 

~ o t w e n d i ~ e  Bedingungen, denen a' und O' zum Zwecke der Exi- 
stenz eines solchen Minimums genügen müssen, sind bei Einführq 
einer z u n a ~ h ~ t  unbekannten Konstanten A die Gleichungen 

(Q - P ) ' + ~ ' - ~ P ~ ~ -  -- k 2 - k p :  + P O ~ ( Q - P )  P (Q -2i) - (k '+p2)  !-=O 
Q e 

und 

aus denen sich durch Elimination von A nach einfacher Umrechnung 
die Gleichung 

ergibt. Da die beiden ersten Faktoren der linken Seite dieser Gleichung 
nicht Null sind, so müssen a' und 8' notwendig auBer der Bedingung 
(54) noch die Gleichung 

(55) 6' - (P + PO,) 8' - 0, 

oder 

befriedigen. 

Da die Nebenbedingung (54) linear in a' und O' ist, so ist dae 
Hinzutreten der Relationen 

und 

auch hinreichend dafür, daB die Werte 6' und Of, die v = O 
und Gleichung (54) genügen, T(G', 0') zum Minimum machen 
Nebenbedingung (54). 

machen 
mit der 

Damit bekommen mir aber nun folgendes Ergebnis: 

Die Scheibe befinde sich in einem Zeitmomcnt in einer Lage 6, B 
auf der festen Kurve, und es gelten für die an ihr wirkenden auBeni 
Krafte die auf Seite 124 getroffenen Festsetzungen. Die iiuBere Kraft P 
sei ihrem Betrage nach nicht kleiner als die auf Seite 133 de- 
finierte Konstante M, diese berechnet für den Fall, da6 in den sie 
definierenden Belationen (32), (33), (35a), (36) die Gr6Be ï',, ddurch 
i' 

2mka  
-- ersetzt wird, wo i eine von Null verschiedene vorgegebene Kon- 

stante ist. 
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Es soilen der Scheibe nun solche Geschwindigkeitskoordinaten 6' und 
û' ertedt widen, daf3 

1. dus gesamte Irnplsmoment der Scheibe in bezug auf den momen- 
tmn Berührpunkt gleich der corgegelienen Konstante?~ i wird und 

2. die ldendige Kraft der Scheibe in dem betrachteten Zeitmoment 
kleiner ist als fur irgendeifi anderes Wertepaar 6', O' dus auch die Be- 
dinpng l. erfüllt. 

Dam erfüllen. die gesuchten Gescizwindigkettskoordinaten 6', 8' auch 
die fur dus vorgegebene Wwtepuar 6, O gebildete Gleichung v = O und 
l h  eilze Rollbewegurlg ein, die sich unbegrenzt fortsetzt, und deren le- 

ist, wo (k3 f p2 + pl)  für dus dem Ausgangsmornmt szcyehijrige û au 
bilden ist. 

Den Beweis dafür, daB die den Bedingungen 1. und 2. entsprechend 
bestimmten Werte 6' und 8' das v zu Null machen, enthalten die Aus- 
fuhrungeii dieser Nummer; daB die gefundenen Werte O' und O' dann 
nirklich eine unbegrenzt dauernde lioilbewepng einleiten, folgt - 
wegen der Voraussetzungen über P - aus den Auseinandersetzungen 
in den Nurnmern 17 bis 19, und daB T den angegebenen Wert hat, 
ergibt sich durch Einsetzen der ails den Gleichungen (64) und (55) 
für 6' und O' zu gewinnenden werte in Gleichung (51). 

Für die ganze Dauer der Rollbewegung gilt folgendes: 
Für irgendeinen bestimmten Moment der Rolibewegung der Scheibe 

hat das gesamte Impulsmoment der Scheibe in bezug auf den momen- 
tanen Berührpunkt einen bestimmtcn Zahlenwert i ,  der sich im ailge- 
meinen von Moment zu Moment andert. Setzt man die dem betreffen- 
den Moment zugehorigen Werte von 6 und 8 in die Gleichungen (513 
und (53) ein, so werden T und J Funktionen T(G',  8') und J(G', 8') 
Ton d und O' aliein. Das dem betrachteten Moment der Rollbewegung su- 
gehbige T17erlepaar d, O' hat nun die Eigenschaft, dup es der Funktim 
J(b, 6') - dem gesamten Impu7smoment - den Zahlenwert i und der 
Funktian T (6; 0')  - der lebendigen Kraft - einen kleinern Wert ver- 
b h t  uls jedes undere Werteyaar d ,  O', dus auch J (6: 8') = i macht. 

21. Die eben aufgestellten Satze bleiben dem Sinne nach unver- - 
indert bestehen, wenn man an Stelle von 6, O, 6', 8' neue, allgemeinere 
Lagen- und Geechwindigkeitskoordinaten 1, p ,  A', p' der Scheibe ein- 
führt durch die Transformationsformeln 
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144 ber ebene Gleit- und Rollbewegung staner Korper. 

Dabei sollen rp und folgende Bedingungen erfüilen: 

1. q und qb solien für alle Wertepaare der unbeschriinkt Verinder- 
lichen A, p eindeutige und stetige Funktionen von A und p mit fitetigen 
ersten partiellen Ableitungen nach A und y sein; 

2. Die Punktionaldeterminante 

soll für kein Wertepaar A, p gleich Nul1 sein; 

3. Sei mit w ,  das Minimum der Werte 

m =i/z 
auf dem Kreise 

A4 + pz - a2 

bezeiühnet, so soll das Integral 

unendlich aerden. 

Unter diesen V o r a ~ s s e t z u n ~ e n  ist nicht nur jedem Wertepaar A, p 

ein einzigee Wertepaar 6, 0 zugeordnet, sondern auch umgekehrt jedem 
Wertepaar 6, 0 ein und nur ein Wertepaar A, p.') 

Sei T(A, y, A', P') die in den neuen Koordinaten geschriebene lebendige 
Kraft l' (Gleichung (51)) und J(1, p, A', p') das ebenfalls in den neuen 
Koordinaten geschriebene gesamte lmpulsmoment J (Gleichung (53)) der 
Scheibe, so ist wegen 

G'= q,af+ 9,~' 

or=  q b ~  + *,P' 
nach den Gleichungen (51) und (53) 

1) Vgl. Hadamard ,  Sur les transformations ponctuelles, Bull. de Ir m i é t é  
math. de France, 34, (1906). 
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Von F. PFEIFFEE. 145 

wo die überstrichenen Gr6Ben die in die neuen Koordinaten umgerech- 
neten gleichbezeichneten unüberstrichenen Gr6Ben bedeuten. 

Wir werden die Formeln (51") und (Ma) spiiter noch zu ver- 
wenden haben. 

III. Bewegnng einer homogenen Kreisscheibe auf einer beliebigen 
festen Kurve. 

22.  In Abschnitt II ist gezeigt, inwieweit die beim einfachen Bei- 
spiel in Abschnitt 1 gewonneuen Resultate sich auf den in II behan- 
delten allgemeiuen Fall. ausdehnen lassen. Aber vor allem gilt ein 
wesentliches Resultat des ersten Abschnittes im allgemeineren Palle 
nicht, n&lich der Satz, da1 das gesamte Irnpulsmornent der Scheibe 
in bezug auf den momentanen Berührpunkt wahrend der ganzen Gleit- 
und Rollbewegung konstant bleibt (vgl. S. 115). E s  liegt die Frage 
nahe: Welche einschriinkenden Voraussetzungon über die feste und die 
bewegliche Kurve müssen zu den bei II getroffenen Pestsetzungen über 
diese beiden Kurven noch hinzutreten, damit dieser Satz auch beim 
ailgemeinen Problem noch gilt? Diese Frage soll hier zunachst heant- 
aortet werden. 

Damit wiihrend der ganzen Qleit- und Eollbewcgiing das gesamte 
Imp$smoment der Scheibe in  bezug auf den momentanen Berührpunkt 
konstant ist, a190 wegen Gleichung (52) die Gleichung 

n~{-x 'bcosa :+  qsina) + yl(qcoscw.-psina) - k"6'- a')] =con&. 

gilt, muB auch wahrend der ganzen Dauer dieser Bewegungen die hier- 
aus durch Differentiation nach t folgende Gleichung 

- x"(p cosa + q sinai) + y"(p cosa -ps ina)  - k Y ( B ' -  a" ) 
- (xrs ina-  y'cosa) ( -par+p ' ) -  (x'cosrr + y'sina) ( p . +  qat) = = O  

bestehen. Wegen der Gleichungen (20) und (39) ist für jeden Moment 
dieser Bewegungen die erste Zeile der linken Seite der letzten Glei- 
chung gleich Null; also folgt nach kurzer Umformung mit Hilfe der 
Gleichungen (15), (16), (18) die Bedingung 

p e p d ( 8 ' -  a') = 0, 
oder 

Der Fall a' r O ,  der einer Bewegung eritsprechen würde, bei der 
die Berülirung ewischen Scheibe und fester Kurve stets in demselben 
Punkt der festen Kurve statt hat, und der Fall 

0' 8 ' - r O  oder 0 ' - a ' = 0 ,  
P 

Zeitsîhrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band 1913. Heft 2. 1 0 
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146 Über ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper. 

der einer reinen Parallelverschiebung der Scheibe langs der festen 
Kurve zugehoren würde, erfordern, daB schon die Anfangswerte von a' 
und. 8' den durch diese Identitaten ausgesprochenen Bedingungen unter- 
liegen. Wir  verlangen aber, daB der in lZed0 stehende Satz bei Bn- 

fangsmerten von G' und 8' gelten soll, die - abgesehen von der für 
den B e g i u  der Gleitbewegung geltenden Einschrankung V ,  9 0 - be- 
liebig sein konnen. Dann ist die Gleichung 

D. h.: Dann unù nur dann, welzn die bewegliche Scheibe @on einer Kreis- 
linie begrenzt ist, deren Ililttelpunkt mit detn Scheibensckwerpunkt EU- 
samnzenfallt, ist bei den übrigen in Abschnitl II beniitzten Festsetzungen 
dus gcsamie Impulsmommt der Scheihr: i n  besug auf den momentanen 
Beriihrpunkt wahrend der ganaen Daum irgendeeiner Gleit- und Rollbe- 
wegung konstant.') 

Der knnstante Wert JO des Impulsmomentes bercchnet sich aus 
dem System der Anfangswerte B, ,  O,, di, O:, wenn man diese Werte 

an Stelle von 6, 8, d, 8' in Gleichung (53) einsetzt. . 
Es ist zu beachten, da6 in dem eben charakterisierten Fa11 der am 

Schlusse der Nummer 20 angegebene Satz, in dem nun die für jeden 

Moment der Rollbewegung einen anderen wert annehmende Konstante i 
durch die festbleibende Konstante JO zu ersetzen ist, eine für die B e  
schreibung des Bewegungsvorganges wesentlich wertvollere Aussage ent- 

halt als im Fa11 einer beliebigen Eollkurve. Das zeigt deutlich fol- 
gende Passung: 

E s  seien 6,, O,, ci;, 8; Anfangsaerte der Lage- und Geschwindig- 
keitskoordinaten der Kreisscheibe, für die JO =+ O sei und die eine Gleit- 
bewegurig einleiten, und es seien CI und 8 die Lagekoordinaten, die 
einem Moment der auf die Gleitbewegung folgenden Rollbewegung zu- 
kommen. Dann lassen sich die diaçem Moment sugehorigen Gesclauiin- 
digkeitskoordinaten G' und W der ScAeiOe allein uus d m  Anfanyswerten 
B,, O,, di, 8; berechnen auf Grund der Eigenschuft, daB sie die lebendige 
Xraft der Scheibe für dus alzgenommeize Wertepaar 6, 0 m m  Hinimum 
macherz nzit der Nebenbedingung, dafi d m  gesamte Imipuls~nome~zt für 

- - 

1) Ahnliche, dem Fliichensatz verwandte Theoreme finden sich bei C. Neu-  
m a n n ,  Math. Annalen, 27 (1886), p. 407 und S. T s c h a p l y g i n ,  Moskau. M ~ t h .  
Sarnmlg. 20 ,  p. 1-32 (russi@, 1897); vgl. über die letztere Arbeit Fortachritte 
d .  Math. 27 (1896), p. 625. 
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dieses Wertepaar 6 ,  O den Anfangswert JO haben SOU. Dieee Fassung 
ist im Falle der belicbigen Rollkurve nicht moglich. 

%rigens IiBt sich im Spezialfall der Kreisscheibe auch aus den 
die Gleitbewegung einleitenden Anfangswerten G,, O,, 4, 0; allein die 
lebendige Kraft der auf die Gleitbemegung folgenden Rollbewegung be- 
rechnen. Wegen der Gleichungen (51), (53) und ( lgb)  gilt allgemein 
die Beziehung 

m2va(72 + p i )  + J a  - 2 Tm(k2 + pP + p i ) ,  

und für den Spezialfall der Kreisscheibe wird daraus, weil J = JO, 
y = R (wo R der Radius der Kreisscheibe ist), p, = O ist, 

mzv2ka + JB, = 2 Tm(ka  + R3; 
also ist für die Rollbewegung, aegen v = 0, 

Da die Differem To - 2m(kP + R3 die whhrend der Gleitbemegung 

durch die Reibung verzehrte Energie darstellt, so ergibt sich hiermit 
weiter, daB für den hier betrachteten E'all der Kreisscheibe auch das 
im Abschnitt 1, Nr. 2 erhaltene Rcsult'at gilt, da/3 die gesamte Enwgie- 
menge, die wahrmd der Gleitbeweyung der Kreisscheibe auf der r a u h  
festen Kwve verzehrt wird, ilzrem Betrage nach unabhüngig von der Gr$e 
b s  Reihunp7coeffisienten ist. 

IV. Rollbewegung einer beliebigen Scheibe anf einer beliebigen festen 

K u v e  nnter Wirknng auBerer Krafte. 

23. Wir knüpfen noch einmal an die Ausführungen des Ab- 
schnittes II an. Es  ist zu beachten, da4 der am Sclilusse der Nr. 20 
aufgestellte Satz, der für die Rollbewegung gültig war, noch gilt, falls 
bei irgendeiner Anordnung auBerer Krafte die Scheibe sich unter der 
Wirkung derselben m f  der festen Kurve in Rollbewegung befindet.') 
Berücksichtigen wir auBerdem, da0 eine Koordinatentransformation, wie 
aie in Nummer 2 1  angegeben wurde, die Richtigkeit des Satzes nicht 
beeintrachtigt, so erhalten wir den folgenden allgerneinen Minimalsata, 

1) Da0 es auBer der besproçlienen noch andere solche Anordnungen gibt, 
wLre für unsere allgemeinen Festeetzungen über Scheibe und feste Kurve erst zu 
beweisen. Aber für jede solche Anordnong, die es gibt, gilt der Satz, ebenso wie 
f13 jedes Beispiel. das sich unperrn allgemeinen Problem unterordnet. 

10. 
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148 Über ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper. Von F. PFPIFFF~. 

dessen Guitig7ceit niclzt an das Bestehen der bisher Oenutzten spezieilen Fest- 
setzungen iibm die an der Scheibe wirkende aupere Kraft gehlzden ist: 

Befindet sich die ebene Scheibe unter der Wirkung auBerer Krafte 
in Rollbewegung auf der festen Kurve in ihrer Ebene, und beuutzt 
man den zwei Freiheitsgraden der Scheibe entsprechend niIr Festleguq 
der Lage der Scheibe auf der festen Kurve Koordinaten A, p, wie aie 
in Nr. 2 1  eingeführt wurden, und werden die ihnen entsprechenden 
Geschwindigkeit~koordinaten mit il', y' bezeichnet, so werden für jeden 

Moment einer solchen Rollbewegung das gesamte Impulsmoment J ( L ,  p, 
il', y') der Scheibe in bezug auf den momentanen Beriihrpunkt durch 

Gleichung (53&) und die lebendige Kraft p(A, p, A.', p') der Scheibe 
durch Gleichung (51") gegeben. Pür  irgendeinen bestimmten Moment 
der Rollbewegung hat das gesamte Impulsmoment in bezug auf den 
momentanen Berührpunkt einen bestimmten Zahlenwert i. Setzt man 
die dem betreffenden Zeitmoment zugehorigen Werte von A. und p ir: 

die Ausdrücke für die lebendige Kraft und ,F für das gesamte Im- 

pulsmoment ein, so werden diese Ausdrücke Funktionen T ( L ' ,  und 

J(A', von A' und p' allein. Das dem betrachteten &ment der Roll- 
bezueyzcng zuyehbriye Wertepaar A', p' der Geschwirzdiykitskomdir,aten hat 

inur, die Eigenschaft, da13 es dem gesamtm Impulsmoment J ( A ;  p.) den 

Zahlenwert i und der lebendigm Kraft T(A-', p') einen k2eineren Wert ver- 
leiht, a b  jedes undwe Werlepaar A', y', das auch dccs gesamte Impuls- 

moment J(ar, pl) gleich i macht. 

E s  scheint - und auch das Beispiel der Rollbewegung einer ho- 
mogenen Kugel auf einer schiefen Ebene iinter der Wirkung der  Schwere 
spricht dafür -, daB sich diesem Satz ein analoger für die Rollbeme- 
gung eines stanen Korpers auf einer festen rauhen Fliiche unter der 
Wirkung aui3erer Krafte an die Seite stellen lZBt. Ich hoffe, spater 
darauf zurückzukommen. 

D a n z i g - L a n g f u h r ,  Ende Marz 1912. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Würfelversuche. Von OTTO MEIGSNER. 

Würfelversuche. 
Von OTTO MEISSNER in Potsdam. 

In der Zeit vom 17. Oktober 1905 bis zum 27. Februar 1906 habe 
ich mit 4 Würfeln 4320 Würfe ausgeführt, und zmar stets gleichzeitig mit 
aiien 4. E s  waren ein weiBer und ein mit roter Tinte gefiirbter HomwürfeI 
von etwa 1 cm Kantenlange, ein etwas kleinerer schwarzer Holz- und ein 
kleilier weiBer Marmorwürfel, die in del. oben angegebelien Reihenfolge 
im folgenden stets kurz mit W, R, S und M bezeichnet werden sollen. 

Die Würfe, zeitlich geordnet und in Abteilungen von je 180 zu- 
sammengefaBt, haben die in Tabelle 1 vorliegenden Resultate ergeben; die 
romischen Ziffern bedeuten die Gruppennummer, die Spaltenüberschriften 
sind die Zahlen der Würfelseiten, das Argument der Tabelle ist die Haufig- 
keit, mie oft die Zahl in den 180 Würfen vorkam, theoretisch 30 im Mittel. 

- -- 

- - 

1. 
II. 

III. 
IV. 
V. 

VI. 
VII. 

VIII. 
IX. 
X. 

XI. 
XLI. 

XIU. 
XIV. 
XV. 

XVI. 
XVII. 

XVIII. 
XIX. 

W ü r f e l  W. 

Xx. 25 1 25 
XXI. 30 28  

=II. 37 1 9 :  
m u .  26 25 
XXIV. 28 28  
Mittel 30.1 26.! 

T a b e l l e  l a .  
Würfe l  R. 

1. 
II. 
III. 
IV. 
v. 

VI. 
m. 

VIII. 
IX. 
X. 

XI. 
XII. 
xm. 
m. 
xv. 

XVI. 
XVII. 
xm1. 
XE. 
XX. 

XXI. 
XXII. 

XXTII. 
XXIV. 

-- 
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150 Würfelversuche. 

I .VT 
I I .  28 29 

III. 25 36 
IV. 32 31 
V. 33 31 

VI. 34 36 
VII. 28 33 
Tm., 32 29 
E. 33 28 
x. 36 34  
H. 33 86 
m .  40 27 
m. ! 31 32 
XIV. 35 34 
XV. 31 25 

XVI. 39 33 
X W .  31 33 

XVUI. 30 30 
X E .  ' 39 28 
XX. 33 30 

XXI. 36 29 
XXII. 26 31 

XXIII. 21* 18* 
XXIV. 46 25 
Mittel 32.6 30.8 

-- - 

T a b e l l e  l b .  
Würfel S. 

- - 

35 
33 
42 
22 
42 
27 
29 
31 
26 
26 
3 6 
36 
36 
25 
29 
2 1 
32 
34 
25 
3 1 
39 

30 
34 
20 
O.! 
- 

Würfe l  M. 

31 II. 
31 nr. 
33 m. 
33 V. 
31 m. 
35 FII. 
28 VUI. 
35 1 IX. 
92* x. 
22*/ XI. 
29 m. 

35 XIO. 
30 Xv. 
37 1 xn. 
29 XFii. 
29 xvm. 
34 XIX. 
32 j xx. 
39 ' XXI. 
28 Xm. 
30 : XXII. 
39 XXIV. 
1.21 

Auf Grund dieser Tabelle ist nun für  jede Zahl jedes Würfels die 
durchschnittliche (D. A.) und mittlere Abwcichung (M. A.) von ihrem 
Mittelwerte berechnet. Theoretisch müBten diese Werte sein ') : 

M. A. = i/m = 5, 

D. A. = p. M. A. - 0.8 5 - 4. 
I 

Das Vsrhiiltnis M. A. : D. A. v:: ist fast genau = t. In Tab. 2 

sind die wirklich beobachteten Werte gegeben, dabei sind natürlich dia 
Abweichungen der einzelnen Serien nicht von 30, sondern von dem der 
betr. Zahl des Würfels zukommenden Mittel, also z. B. für die Zahl 2 
des weiBen Würfels von 27, ab gerechnet. Ferner ist für jeden Würfel 
das Mittel dieser Abweichungen und dessen mittlerer Peliler angegeben. 

1) Vgl. Czuber ,  Wahrscheinlichkeitsrechnung usw. Ie, S. 126 und 128. 

Leipzig 1908. Teubner. 
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Von OTTO MEISSNER. 15 1 

Schon die einzelnen FiTiirfel geben eine gro B e Anniiherung an die thcore- 
tischen Werte, ihr Mittel entspricht der Theorie fast ganz genau. Gleiches 
gilt für das Verhiltnis der mittleren zur durchschnittlichen Abweichung. 
Die mittleren Fehler f 0.04 und $- 0.08 fur Il. A. und M. A. erhalt man 
aus den Abweichungen der Einzelwerte für  die 4 Würfel vom Mittel, die 
in Klammem gesetzten, merklich gr6Beren (* 0.14 und t 0.16) dagegen 
ans den mittleren Fehlein der Ergebnisse fiir die einzelnen Würfel. 

T a b e l l e  2. 

K A . :  D.A.  

Die fiinfte Spalte der Tabelle gibt die D i s p e r s i o n  für die Zahlen 
der Würfel. Diese ist nach den üblichen Forraelnl) berechnet; aie ist 
bekarintlich gleich dem Quotienten der beobachteten und der theoretisch 

1) Czuber,  a. a. O. IIe, S. 37-39 sowie 19, S. 162. 
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zu erwartenden mittleren (oder auch durchschnittlichen, der ~ a h t o r l / ;  

hebt sich ja im Bruch weg) Abweichung. Auch aie ist vollkommen 
, ,normala ,  aile Werte sind sehr nahe an 1. 

Die letzten Spalten (C und P) der Tab. 2 endlich beziehen sich 
auf das A b  b c - H e l m  e r  t sche Zufallskriteriu~n.~) Nennt man A die 
Summe der Fehlerquadrate, B die Summe der Quadrate der Differenzen 

B 
von je zwei aufeinanderfolgenden Fehlern, so muB A - (nach Abbe) = O  
sein, mit dem mittleren Fehler _f .F (nach H e l m e r t ) .  F ist gleich 
A : is, wenn n die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet. Aus der 
Tab. 2 sieht man, daB nur in 6 (in der Tabelle durch * gekennzeichneten) 
von 24 Failen C um cin weniges gr6Ber ist als P, man wird slso annehmen 
dürfen, daB die Würfel wahrend der Beobachtungszeit keine Veranderung 
erlitten haben; die Abnutzung infolge der 4320 Würfe ist also gleichmiiLg 
und wohl auch nur sehr gering gewesen. E s  ist vielleicht nicht ohne 
Interesse, auch dies einmal genauer zahlenm&g festgestelit zu haben. 

Kehren wir noch einmal zu der Verteilung der Haufigkeitszahlen 
zurück. In jeder der 144 Abteilungen von je 180 Würfen sollte durch- 
schnittlich jede Zahl 30 mal erscheinen. Tatsachlich schwanken die 
Haufigkeitszahlen von 15 bis 45, wic aus Tab. 3 hervorgeht, in welcher 
die Ergebnisse füi die einzelnen Würfel getremt und zusammengefaBt 
aufgeführt sind. 

Hiufig- 
keit 

15 
16  
17  
18 
1 9  
2 O 
2 1 
2 2 
2 3 
2 4 
25 
2 6 
27 
2 8 
2 9  
30 

T a b e l l e  3. 

zus. 
- -~ 

1 

6 
10  

2 
11 
16 
18 
18 
34  
3 2 
39 
39 
45 
60 

Hiufig- 
keit 
- 

45 
44  
4 3  
42 
41  
40  
3 9 
38 
37 
36 
3 6 
34  
33 
32 
31 
30 

zus. 
- 
- 

3 

1 
2 
4 
4 

I l  
12 
11 
17 
22 
28 
34 
26 
3 8 
43 
60 
- - 

1) Helrnert,  Ausgleichungsrechnung usw. 2. Aufl. (Leipzig 1907, Teubner). S. 341f. 
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Man erkennt aus der symmetrisch angeordneten Tabelle eine etwas 
@dere Haufigkeit der zu kleinen Werte; die Zahlen Eu sind durch- 
meg gr6Ber als die entsprechenden ,Y,, aber nur um 5-10 Yrozent; 
man braucht dieser Verschiedenheit also keine groBe Bedeutung beizu- 
legen; übrigens ist noch dabei zu beaühten, daB jedesmal 6 Werte der 
Bedingung geniigen mufiten, als Summe 180 zu geben. Doch kann 
dieser Zwang fiir die hier angestellten Betrachtungen auBer Acht ge- 
lassen werden. 

T a b c l l e  4. 
-- 

Mittel 
Anzahl Summe 

Theoretisch 
Anzahl Summe 

Die aus Tab. 3 durch Zusammenfassung der gleichgroBen positiven 
und negativen Abweichungen Tom Mittelwerte 30 (wie gesagt, ohne Be- 
rücksichtigung der geringen Asymm etrie) entstandene Tabeile 4 gibt fiir 
jeden Würfel unter A die Anzahl der Werte mit einer gewissen Abw. 
von 30 (nur in der e r s t e n  Zeile die Z der Abw. O und f 1) unter Z' 
die Summe aller Werte mit h o  c h s t e n s  dieser Abw. Ferner ist des Mittel 
nebst mittlerem Fehler gebildet und sind auch die nach der Theor ie l )  
zu erwarteriden Zehlenwerte hinzugefügt. Letztere stimmen von 4 ab 
mit den Beobachtungswerten nahezu voilstandig überein; dagegen ist 
festzustellen, daB die Hiinfigkeiten 29 bis 31 (Abw. < $- 1) etwa 50°/o 
hidiger sind, als nach der Theorie zu erwarten wiire(dafür die Abw. 
f 2, + 3, f 4 etwas zu selten). 

1) Czube r  a. a. O. It, S. 133. Die Zahlen sind mit Hilfe der Tab. für @ 

am Schlusae des Werkes berechnet. 
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Ais ,,wahrscheinliche Abweichung(d1) erhalt man 
für W R S 1 statt theoretisch 

die Werte 3.2 3.1 2.9 3.3 3.4, 

also auch eine ganz gute Überein~t immun~.  Da6 diese Resultate, die 
man durch einfache A b z a h l u n g  auf Grund der Tab. 4 (man hat bis 
4 144 = 72 zn zghlen, die Interpolation kann linear geschehen) leicht 
erhalt, durchweg etwas kleiner als der theoretische Wert sind, lie@ an 
der ÜbergroBen Kiufigkeit dcr  geringen Ahweichiingen. Als VerhSltnis 
zur ,,mittleren Abweichung" erh'ilt man 

für W R S M theoretisch: 
die Quotienten 0.66 0.58 0.58 0.65 0.67 ; 

da die wahrscheinliche Abweichung vorn E'ohlergesetz abhingt, kann 
man also auch aus diesen Zahlen schlieBen, da6 die Hiufigkeitsvertei- 
lung sich sehr nahe dem bekannten Exponentialgesetz anschlieflt. 

Ferner sind die ,,Sequenzonlt gezahlt, d. h. also die Fi'alle, in denen 

dieselbe Zahl (eines bestimmten Würfels) zweimal (S,), dreimal (S,) . . . 
hintereinander fiel. Tabelle 5 gibt die Resultate, Tabelie 6 enthilt die 
Anzahl der geworfenen ,,PascheC(. W R bedeutet einen Pasch der Würfel 
W und R usw. 

T a b e l l e  5. 

T a b e l l e  6. 

l 712 1 135 27 l liv -- 
R 
S 
M 

Auch aus dieseii Tabeilen erhellt wiederum die groBe Ubereinstim- 
mung zvischen Beobachtung und Theorie. Auch die aus den 24 Gruppen 
zu je 180 Würfen abgeleitete Dispersion der Pasche ist so normal, wie 

TF Theoret. 720 720 720 
Dispersion 1.12 0.84 1.08 
---- 

man sie sich nur wünschen kann. 

1) Von der B r u n s  freilich nichts wissen will; vgl. seine ,,KollektiimaB- 
lehre" (Leipzig 1906, Teubner), S. 123. 

706 
686 
700 

Theoret. 720 120 20 

113 
121 
127 

T I ~ ~ I  1~~~ 1 124 
720 720 730 120 

3 1 11, O 

l 

163 1 115 
120 120 
0.84 1.13 0.99 1.08 

14 
18 

21 

O 

1.16 1.02 

112 

120 
103 

3 
4 - - 

21 
20 

1.02 
-- - 

- 
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Vergleichung m i t  W o l f s  R e s u l t a t e n  au8  20000 Würfen. ')  
Da die umfangreichen, aber mit der Thenrie schlccht stimmeuden Er- 
gebnisse der sehr ausgedehnten Versuchsreihe von R. W o l f  mit 2 Wür- 
feln in der Literatur sehr hiiufig angeführt werden, hielt ich es fiir 
vieiieicht nicht ganz unangebracht, auch die Resultate m e i n e r  Beoh- 
achtungsreihe mitzuteilen, die mit der Theorie, man kann sagen, i n  
volliger Ü h e r e i n s t i n ~ r n u n ~  steht. Hierbei sei gleich auf einen 
kleinen - an sich ziemlich belanglosen - Irrtum C z u b e r s  betr. die 
Berleitung der Wahrsçheinlichkeiten für die Zahlen bzw. Seiten der 
Wolfschen Würfel aufmerksam gemacht. W o l f  hat die Wahrschein- 
lichkeiten nicht auf Grund irgendeiner Annahme über den Schwerpunkt 
der Würfel gemacht, sondern, wie auch ganz richtig, die Hiiufigkeit 
der betr. Zahl: 20000, also die einfache ,,Wahrscheinlichkeit a pos te  
riori" angesetz t. 

T a b e l l e  7. 

Beob. 

r- 
, MeiBner , W o l f  

! 

I XeiBner 

1 Wolf 

Augen. 
eehl 

I 
-- 

1 Zahl der 

Mittlere Abweichung vom theoret. Wert in 0.001 ; AbW. 

Trotz der etwa 5mal so umfangreichen Wolfschen Reihe sind be- 
sonders die Abweichungen seines ,,weiBenLL Würfels erheblich groBer 
als tei der hier vorliegenden; auf gleichen Umfang reduziertq, sind 
Wolfs Werte v i e r m a l  u n g e n a u e r  als die meinigen. 

Wahrend ferner bei meiner Beobachtungsreihe mittlere, durch- 
schnittliçhe und wahrscheinliche Abweichung b i s  a u f  w eni g e  P r  o- 
zente ihres Betrages mit den Werten, wie die Theorie sie fordert, 

1) Czuber ,  a. a. O. Il, S. 118 = 18, S. 149. 
2) In  Tab. 7 sind die in ( )  gesetzten Zahlen durch Multiplikation mit  1 : 1/6 

anf eine Reihe vom Umfang von (etwa) 20000 znrückgeführt. 
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156 Zur Planckschen Strahlungsformel. 

iibereinstimmten, weichen sie bei W o l f  in schroffer Weise nach oben 
hin ab (also enorme übernormale Dispersion!); 

von Wolf beobachtet theorethch 
mittlere Abweichung 60 13 
durchschnittliche ~2 76.8 23.2 
wahrscheinliche 2, 66.0 18.5 

Gegenüber einer Dispersion von 3, die sich hieraus ergibt, liegen 
die verschiedcnen von mir berechneten Dispersionen im Extrem zwischen 
0.8 und 1.3. Bei W o l f s  Würfeln sind eben offenbar starke Unregel. 
miBigkeiten vorhanden gewesen, die meinigen zeigen, daB dies als 
auBergew6hnlich anzusehen ist, denn die von mir heniitzten mriirfel 
sind gewohnliche Durchschnittsmare, keineswegs etma besonders aus- 

gewahlt. Auch hatten sie schon fast 2 Jahrzehnte hindurch zeitweise 
haufig in Benutzung gestanden (Lei harrnlosen Kinderspielen niimlich), 
ohne daB die Beobachtungen etwas von uiiregeliu',iBiger Abriutzung 
spüren lieBen. 

P o t s d a m ,  27. Mai 1912. 

Zur Planckschen Strahlnngsformel. 
Von P. J. HELWIG in Amsterdam. 

1. m i r  denken uns einige Horper, deren Freiheitsgrade die Energie- 
betrage U,, U, bis un liefern, und sich in einern Baume befinden, der- 
art, daB die totale Energie konstant oder stationar bleibt. Dann i ~ t  

(1) U, + U, + m . -  + U,,=fiU=const.  

U stellt die mittlere Energie vor. 

E s  ist also auch 

(2) d U , + d C T 2 + + . - + d d ; = , z d U = O .  

Weiter denken mir uns, daB zu jedem Preiheitsgrade eine Grole 
W, = f(U,) gehort und daB die w so beschaffen sind, da5 in dem ge- 
nannten Raume der geometrische Mittelwert ailer w ein Extremum, elso 
eiri Maximum oder Minimum wird oder stationar bleibt. Dann i d  

-- 

WL = K. w2 . . . . . tu, = Extremum, 
und deshalb 
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Benutzen wir den unbestimmt'en Multiplikator - b ,  dann konnen wir 
schreiben: 

(dlogw,- bdUl) f ( d l o g w , -  bdU,) +...+ (dlogzu,- bdU,) 
= n(dlog m - bd  U )  = 0. 

Wenn wir nun die Beziehungen (2) und (3) wollen gelten lassen 
mabhingig von der Zahl n, dann muB sein: 

d log w p  d log nz 
(4) und ( 5 )  --- - - b und auch - = 

d LT 
b. 

d UP 
1 Setzt man h = kT, dann ist die Glcichung (5) analog mit der En- 

d u  tropie-Definition, dq = - wcnn 7 = k log m = Entropie, ï'= absol. Seinp. T 
und k = konstant ist. Wir  müssen aber sofort die wichtige Bemerkung 
machen, daB die Gleichunigen (4) und (5) nicht dieselbe sind, nicht 
auseinander folgen konnen. Denn wohl ist zu, = f(U,), nicht aber 
m = f(U) erfüllt. E s  ist nicht erlaubt in einer funktionellen Beziehung 
die Teranderlichen durch willkürliche Mittelwerte zu ersetzen. 

Die Glcichung (5) kann also nur  als einc Beziehiing zwischen dcn 
totalen Differentialen d log m und d U aufgefaBt werden. Wir müssen 
daher w'= f (U) setzen, wobei w' ungleich m ist. Ebenso hat man 
1)1 = f(0"). 

Für zwei Freiheitsgrade z. B. x und y mit Masseneinheiten oder 
Triigheitsmomenten gleich Eins haben wir dann 

+xa + + ya = conkl) 23 = mB = extremum. 

Also k 2 +  y i  = O und !f + ;- +- = O. " 
1st die Anzahl der Preiheiten ohne EinfluB, dann mnB sein: 

Uas heiBt für die x ist x = O oder 1 - h a a -  0, welche Gleichungen 
1 kT inhaltugleich sind und deshalb ist +x" - - - - - = 

2 b  2 
U, und w, = 2 .  

Es bedeuten uiisere Gleichungen (2) und (3) also, da1 die Energie 
pro Freiheitsgrad zur Geltung kommt und daB man die w a h  Ge- 
schwindigkeit ode'r als Winkelge~chwindigkeit auffassen kann (Prinzip 
der iquipartition der Energie). 

2 ,  Zu jedem Atome in unserem Raume gehoren einige Werte von 
Up und wp; es werden schon einige Atome die Werte U und w' haben 

d x d Y x  
1) 5 bedoutet - und 5 entsprochend -. 

d t  d t4  
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158 Zur Planckschen Strahlungsformel. 

und auf die Dauer wird im ganzen Raume U herrschrn. Durch StOBe 
konnen die Energiebetrage abwechseln; es wird aber für jedes Atom 
etwas Besonderes sein, wenn gerade der Wert  w, = w' erreiclit wird 
für jeden Freiheitsgrad. Bei Zunahme von w' wird auf die Dauer 
wenigstens das Atom Energie abgeben müssen, wahrend es, falls w' ab 
nimmt, noch Energie aufnehmen kann. 

Im stationaren Znstande ist die Abgabe von Energie, also wenn 
w' steigt, als Strahkng aufzufassen. 

E s  ist aber nicht notwendig, daB das Atom plotzlich seine Energie 
abgibt, sobald w = w' geworden ist. Bei der atomistischen Vorstellung 
der Materie, wonach ein Atom ein mechanisches Gebilde für sich dar- 
stellt, ist das sogar ausgeschlossen. W i r  miissen vielmehr denken, daB 
w von w'- y bis w' + p  zunehmen kann, bevor die Strahlung anfingt. 
Es ist klar: w kann nienials bis ins Uriendliche zunehmen; es mu1 
also einen oberen Grenzwert w = w' + p  geben, solange O, = U noch 
besteht, gleich wie ein unterer Grenzwert w = w' - q bestehen muB. 
Wie konnen wir nun diese Grenze bestimmen? 

Wir  müssen dabei wohl in Betracht ziehen, daB ein Atom wieder 
ein System darstellt, wofür die Gleichungen (1) bis (5) gelten, d m  
von w = w' - q bis w = w' + p sollto die Energie U des Atomsysterns 
konstant bleiben. Das Atomsystem wird zwischen diesen Grenzen also 
als konservatives mechanisches Systern betrachtet. Im Unterschied aber 
von dem mit diskreten Partikeln gefüllten Ilaume, haben wir beim 
Atomsystem zu beachten, daB w von w' - q bis w' + p stetig zunehmen 
muB. 

Wir kommen also zu dem Schlusse, da6 w' abhangt von dem aritb- 
metischen Mittelwert der Energie U der Umgebung, da5 diese U im 
Atome konstant bleibt, wiihrend w' von w' - y bis w' + y  stetig wach- 
send den geometrischen Mittelwert annimmt und dieser extrema1 wird. 

3. Im Atome haben wir also diese Gesetze bei der Strahlung zu 

erwarten: 

@) Mittlere Energie = U = stationar; 

10gm = -------- w d w = Extremum 
ws - w1, 

WL 

(8) Wi = wD - q 

(9) 
d l o g m  d l o g m  

- - - - -- 
d u  d w' 

Nun ist 

WP - w1 
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4. Die Anwendnng der Formeln ist nur moglich, sobald wir uns 
naher ausgesprochen haben über die Beziehung w' = f(u'). 

Irn ursprünglichen Raume, wd die Atome sich befinden, müssen 
wir U = H(w')~ nehmen. M ist die Masse einer Molckel, u;' ihre 

1 
Geschwindigkeit. Es folgt d a m  sofort aus (4), wenn b = k ~ g  - esetzt wird: 

(1 1) u= $kT. 
Es ist (11) die mittlere Energie pro Freiheitsgrad einer Molekel. Gibt 
man der Molekel drei Freiheitsgrade, so folgt für die rnittlere Energie 
einer Xolekel $AT, ein bekanntes Resultnt. 

Im Atome selbst betrachten wir w als Winkelgeschwindigkeit 
setzen 

(1 2) U = hw' h = const. 

Es bedeutet diese Annahme, daB mir irn Atome einen konstanten 
pulsvektor voraussetzen. 

Weiter haben wir zwei Grenzen tu, = f'(T4) und W, = f ( u 2 )  

und 

Im- 

und 

Damit nun (12) im Atome gelte, müssen wir p = q nehmen und setzen 

5. Das Formelgerüst ist nun aufgestellt, um die Energieformel der 
Strahlung zu bilden. Aus (9 )  folgt in Verbindung mit  (12) und (10): 
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E s  liefert (15) die bekannte mittlere Energie in der Planckschen 
Strahlungsformel. Wir  schreiben nun ausführlicher 

Nimmt man in (16) n. = 0, so kommt, wie eine leichte Rechnung zeigt, 
0 = kT, die R a  y leighsche Formel, wo bei offenbar die innere Kinetik 
des Atoms nicht in Betracht gezogen ist. 

6. Die N e r n s t  -Lindema'nnsche Atomwiirmeformel') fol@ aauch 
ganz einfach aus der Bemerkung, daB, mo U =  $(U,  + UJ, auch eben. 
sogut nach (13) 

gesetzt werden kann. Differenziert man (17) nach Y', d a m  koni~nt die - . . 
Atomw~rmeformel hervor pro Freiheitsgrad. Die ganze Atomwiirrne id 
das Dreifache, wenn wir nach E i n s t e i n  ') dem Atome wieder drei Frei- 
hciten zuschreiben und jedcs Atom also eine Energie hmt gleich 

E s  bleibt freilich dann noch in (17) unaufgeklart, weshalb neben 
12 zweitens -- genommen werden muB. Die N e r n  s t -L indemann  sche An- 
4 

nahme ist aber nach dieser Theorie vollkommen zulissig und nach der 
Qnmtentheorie wenigstens hefremdend. 

7. SchlieBlich werden wir noch einige Beziehiingen ableit,en. Der 
Ui = ,,,'A$, 

Kürze halber setzen wir statt U das Symbol (p, - g) 
w = w f - q  

Dann ist 

h und - = m 
k T 

und dcshalb 

1) W. Nerne  t und F'. A. L i n d e m a n n .  Spez. Warme und Q?iantentheone 
Zeitschr. f. Elektrochem. Bd. 17,  1911. 

2) A. E i n s t e i n ,  Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Theoric 
der spez. Wirnie. Ann. Phye. 22, 1907. 
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Von P. J. HELWIG. 

Es folgt also 

(19) (21, -4) - (P + Q; 0) = qh, 
ebenso für p = 0: 

(20) (0, - 9)  - (!A 0) = !?ha 
AuBerdem ist 

und 

Da aber 

8. Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, dann kommen wir zu 
dem Schlusse, dsB die P lancksche  Energieformel der Strahlung, die 
AtomwLrmeformel vori N e r n s t - L i n d e m a n n  gleichwie die E i n s t e i n -  
ache Atomenergieformeli) für drei Preiheitsgrade aus unseren Annahmen 
folgen. 

Diese Annahmen machen die Quantenliypothese überflüssig, sie 
setzen aber im Atome innere ~reiheits&de voraus. W o  unsere Gr6Be - 
w von der Form einer Winkelgeschwindigkeit oder einer Schwingungs- 
zahl ist, müssen im Atome einige Rotationen oder Schwingungen statt- 
finden, deren mittlere Energie ausgestrahlt wird und netürlich im Atome 
auch vorher aufgenommen ist, ao daB die mittlere Atomenergie kon- 
stant bleibt. 

Ob es moglich ist, auf diesen Grundlagen eine Atomkinetik auf- 
zubauen, muB vorderhand noch dahingestellt bleiben. 

Jsdenfalls i d  ein kinetischer Atomaufbau im Sinne von Ri tz2)  
mit unseren Auffassungen in Übereinst i rnm~n~.  

9. SchlieBlich mochte ich noch eine Remerkung mschen. Unsere - 
Annahmen führen zu der Betiachtung von Drehungen im Atomsysteme. 
Wenden wir deshalb unsere Hypothese, daB im Atome die Gleichung 

1) A. E i n s t e i n :  Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Thoone der 
spezifischen Warme. Ann. der I'hys. Bd. 22, 1907. . 

2) W. R i t z ,  Magnetische Atamfelder und Serienspektren. Annalen der Phyeik 
Bd. 25, 1908. Auch.in seinen Gesammelten Werken, Paris 1911, p. 98. 

Zeitichrift f. Mathematik o. Fhysik. 62. Band. 1913. Heft S. 11 
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(12) gilt, an auf den kriiftefreien Kreisel. Die Bewegungsgleichungenl) 
sind bekanntlich 

Nach (12) setzen wir also 

(27) Ap = Bq = C r  - 2h = const. 

Es kommt d a m  

d log (P qr) oder -- - - 0. 
d t  

Also pqr = const. 

Es ist das Produkt der Winkelgeschwindigkeiten dann eine Kon- 
stante: unsere ursprüngliühe Annahme. 

Eiii zweites Integral erhalt man, wenn man die Gleichungen (28) 
der Reihe nach mit p, q und r multipliziert und dann addiert. Es  kommt 

p + q $ r - const., 
also auch 

5 Ape + %; Bqa + f Cr2 = const. 

Es  ist diese Gleichung unsere G1. (1). 

Diese Andeutung m6ge genügen, um klar zu machen, daB (27) 
oder (12) mit den Gnindgleichungeri (2) und (3) logisch zusammen- 

Drehungsstützflachen. 
Von Baurat ADOLF E'RAKCKE in Alfeld a. d. Leine. 

Wir betrachten lotrecht wirkende Belastung p und setzen im Um- 
kreis der lotrechten Ursprungsachse 0 0, Symmetrie voraus. 

Die Stützfliiche werde erzeugt durch Drehung der Leitlinie y = <p(x);  
die LasthChe sei gegeben durch p = f (x ) .  

Wird also p von einer wagerechten Ebene ab gerechnet, so ~ i r d  
auch die Lasthohenfiche erzeugt durch Drehung ihrer Leitlinie p = f ( x )  
um die Ursprungs- oder Polachse 0 0,. 

Geometrisch betrachtet ist die Beziehung zwischen Belastungsart 
p und StützfiLchenform y eindentig wilikürlich. 

1) K l e i n  und S o m m e r f e l d .  Theorie des Kreisels 1 S. 140. 
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Dieses wird anschaulich, wenn wir das als Stützfliiche tragende 
Sphiroid durch lotrechte Polebenen in Einzelflachen vom dreieckigen 
GrundriB 088, Pig. 1, zerlegen. 

Bezeichnen wir die im Sphiroid wirkende Ringkraft auf die Langen- 
einheit mit R, so erscheint jede Einzelflache OAA als Trager, Stütz- 
Bache, der auf sie fallenden lotrechten Last p und ~ i g .  1. 

der auBeren wagerechten Seitenbelastung K. 
1st p gegeben, so ist die Stützform nur dann 

mitbestirnmt, sofern auch R gegeben ist. 
Rei der festgeschlossenen vollwandigen Stütz- 

schale ist die Entwickelung der inneren Krafte R 
abhàngig vom elastischen Verhalten. Insbesondere 
wird R beeinflult durch die Entwickelung der Stirke 

@ 
der Wandung. A R  

Zur niimlichcn Sph%roidschalenform gehoren 
ganz verschiedene Stützbelastungsarten, je nachdem die Wandstarke f 
der Spliaroidschale unverinderlich oder veranderlich id. 

Wir unterscheiden daher ausdrücklich die vollwandige Stiitzschale 
und die geometrische Stützflache. 

Bei der ersteren verschwindet, wie wir weiter unten genauer sehen 
werden, jede Unbestimmtheit durch den Zwang einer bestehenden Elasti- 
zitatsgleichung. 

Zunkhst aber betrachten wir als allgemeineren Fall rein geome- 
trisch den Inbegriff der ein Spharoid nmhüllenden Stützkrafte. 

Spannt man - alles gleichartig in bezug auf die Polachse gedacht 
- ein System je für sich lotrechtbelasteter EinzelFiden über einc feste 
kreisformige Offnung, so schaut man eine gezogene bangende Sphiroid- 
stutztlache. Die Formgestaltung dieser Flache fallt verschieden aus, je 
nachdem man starke, schwache oder keine Ringbanderkriifte einfügt. 

1. Das Spharoid als geometrische Stiitzfiache lotrechter Belastung. 

Sei also y = rp (x) dic Gleichung der erzeugenden ~ e i t l i n i e  s, sei 

die innere, in Richtung der Leitlinie s wirkende Stützkraft t g 1 3 r z ;  
H V 

auf die Langeneinheit sei S = --- = - R bezeichne die Ringkraft. 
COS w 8ln ril 

Alsdann gelten die Gleichungen : 
a II 
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Diese letztere Gleichung folgt aus der Betrachtung des Gleichgewichtes 
der wagerechten Erafte: 

c u d { z ~ } =  2 sin: . ,Rds  

für ein Element ds des Dreieckstrigers OAA bei beliebig kleinem 
Winkel a. 

Anderweitiger aus diesen beiden Gleichungen nicht ableitbarer sta- 
tischer Zwang ist nicht vorhanden. 

Z 

Bus Gleichung 1 x H t g  w = p x d x  folgt durch Ableitung: 

d s 
oder, da dx = cosûi ds - = p, d [ s q  = R d s  ist, ' dm 

S R sin w 
pcos"=--+- 

P x 
sin w 1 _ -. oder für -- - . 
x el 

S R pcos"=- f  - .  
e Pl 

Diese letztere Gleichung (Ha)  ist ein Sonderfall der allgemeinen Be- 
S ziehung la = - + 5 ,  in welcher die senkrechte Druckhohe n. zu den 
P Pt 

Spannungen S, SI und den Krümmnngshalbmessern p, g, zmeier Flachen- 

hauptschnitte steht, indem & als Seitenliinge des fieiskegels der Senk- 

rechten nicht verschieden ist vom Krümmungshalbmesser g, 

Pür R ergibt sich der allgemeine Ausdruck: 

I)em Wert R = U gehart hiernach augemein die Beziehung zwischen 
Last und Stützform zu 

C 
P = x m  

Will mari eirie bestimmte Sphiroidfliichenform zur Stützflache einer 
bestimmten Belastungsart p machen, so hat man technisch vorzusorgen, 
daB eine der mafigebenden inneren Kriifte, z. B. R - etwa durch Re- 
geln von Schrauhenverbindung zwischen den h z e l n e n  TriigerflLichen 
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OAA - dem au8 der gemachten bestimmten Annahme folgenden Bil- 
dungsgesetze tatsichlich entspricht. 

Wir geben einige Anwendungen. 

Die KugeMiiche. 

Die Bedingungen des Tragens der Belestungp ohne innere Biegungs- 
momente lauten: 

j P z d X  p coso sinmdw 

(1) H t g a  = S sinm = V =  O 
1 

= r x sin o 

d [sin o BI 
(II) TA = R ; (Ha) pr cos2 cû - S + R; 

Daraus ergibt sich beispielaweise: 
x= 

1) Unter der ~ e d i n g u n g  R = 8 cos 2 w - p,r (+ - ist die Kugel- 

fliche die Stützfliche gleichformiger Belastung p = p,. 

2'07 Hierbei ist S = - = unveriindert. 
2 

Es ist gleichgültig, ob hierbei etwa die Bedingung S = unverSn- 
p, r cos ro 

dert, oder etwa die Bedingung H =  -2- , oder die Bedingung 
p,r c o s 2 m  R =  

2 
technisch erzwungen wird. Die Erfüllung der einen Be- 

dingung bedingt zwangsweise die Erfüllung der andern. 

2) Çnter der Bedingung S =: ist die Kugelfiche die Stützflhche 

kegelf6rmiger Delastong p = yx. Hierbei nechselt R = yrz (+ - $) 
sein Zeichen für  tg IÙ - v2. 

3) Ffir - Y r2<z ($ - 5) ; S = - gilt paraboliache Belastung 
4 

p = yxa. 
R 1 4) Für p = -&L gilt - = cos w - 

CO8 W P o r  1 + COS w 

P 5) Für R + S - unveranderlich gilt p = GB:G. 
P 6) Bür R = H gilt p - -"J - 

CO8 W 
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9) Der wagerecht begrenzten Belastung, Fig. 2, p = h - r cos0 

hr c 0 ~ 2 o  entspricht der Zwang für die Entwickeliing der Ringkraft R = -,-- 
Big. Z. r 1  

--(3coso'- 3 
1 $. cos w 

- l O ) D e m W e r t e R = ~ - u n -  r veriinderlich entspricht die Be- 
(01 + sin w cos CO) 1 lastung p = po l ?t 

cosP (O . sin 2 w 
mit 

11) Dem Werte B = 0 ent- 
C spricht p = - - - 

s i n w .  coswJ'  
- -- a 

WirdfürdieRingkraft l? zwangs- 
weise eine Entwickelung gewahlt, welche nicht im Einklang steht mit  
dem natürlichen Krafteverlauf 

Ho = Bo - 8, - p z  
2 

im Pol homogencr geschlossener Stützschalen, so erhalt man für die zu- 
gehorige Polbelastung keinen endliehen, von Null verschiedenen Wert, 
vielmehr edweder p, = O oder = W. 

Beispielsweise geh6rt zu R - - C sin w die hyperbolische Belastung 
C C C cos O p = - mit den Werten V =  C, S - -;- H=-. 
5 B l t l  W ' 81n 

Dem Werte R = - S entspricht nach G1. (IIa) der unbelastete Zu- 
s tmd der Kugelflache, jedoch mit Einzellast Y im Pol. Man hat hier- 

bei die willkürliohe Grtifle in JPxdx zu beaohten und kann allgemein 
schreiben 

Z 

(1) z ~ t ~ m = z s i n w ~ = z ~ = ~ + / p s d x .  O 

E'ür p = O, C nicht - 0, hat man mithin 

Die Paraboloidfiache. 

Wir  schreiben die Gleichung der Leitlinie: 
xe z = y=-=F , - .  ar , t g  13 = --. x cos" = v s  - -. siriz 63 = 

xa 
2 T r ' r 2  + ze 1 r' + xz 
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Die Bedinpngen für das Trageh der Belastung p als Stützfliche lauten: 

=- & mJp s i n  a GO\ cr d a .  

R d m  d [Gin or H] (g d [ ~ a  = Rds; d {  t g  o H )  = cGmi oder ----- - R &of a', 
d cc 

Wir #chlieBen daraus beiupielsweise: 

1) Für H = unveriinderlich gilt p =p, = unveranderlich; R = HCOS m. 

R ex 2) Für H - - 
2 c o s o  gilt kegelftrmige Belastung p = 7 

3) Für R = 3H cos rn ist das Paraboloid die Stützfliiche paraboli- 
x2 

scher Belastung p = c - = y, mit den Werten 8 = S = 
ra - 4' 4~013 m ' 

3yrcoso  a----. 
4 

 PO 4) ~ i i r  p=o-po COB m (&lu gilt ~ ~ ~ ( 2  - &O! a(1 l + ~ o i q  1. 
5) Für p = -Po gelten die Werte: 

COS m2 

y@,  + P I  a=-. ~ ( P , + P ) .  n =  @P-P,) cos 
4 > '= 4 c o s m  4 

6) Pür R = O ist das Paraboloid die Stützflache hyperbolischer 
C Belastung p = - 
x 

7)  Für R - - S cose ru wird p = 0. 

Die Stützflacho tragt eine Einzellast P - 2nQ im Scheitel mit 
Q den Werten V - z ;  R=- Q .  

x Gin or &or or 

Man kann, indem mathematische Punkteinzellasten in natura nicht 
vorkommen, die belastete Scheitelhaube durch einen entsprechenden 
Beruhrungskegel sich ersetzt denken. 
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Des Spharoid der kubischen Parabel. 

E s  gelten die Bedingungen der StützKache 

Jbd. 
(1) H t g m  = S s i n m =  V -  -- x 

(11) 
pas  cos w d r X g = q  (na) 

d s  3 h x  2  AS cos2 m. 

Wir schlieflen daraus beispielsweise: 

Po33 1) Für R = O  gilt p = p o ,  S =  %%; 7- -. 
2 sin o 2 

c x  CU'COBO) 3) Für p = p 0 i -  a gilt R a  
4) Für die durch eine wagerechte Ebene abgegrenzte Bellastung 

x g c o s  m a%in w p = p o + y  gilt Ra-------. - 
6 1bh 

5) Pür p - - -% , gilt R = 2p0 y cos m. 
GO8 y, 

T Des Sphëroid der Gleichung 4 = --- 
COB oz 

liegt zwischen Kugel und Paraboloid. Pür  %of or cos rn = 1 haben 
die Gleichungen x = r u ;  y = r(&nf cr - 1 ) ;  s = r Gin a. 

Für p = ynveriinderlich gilt beispielsweiee R = ?O" - - - -- 
6 i n u  I l  Eoj, 2 6 i n o : '  

wghrend der Beding~ng R = O die Belastung p - -- O 1 I  

entspricht bai 
a r c  den Werten S = rp, H = - - 

El 

Der Unveranderlichkeit von H entspricht die Belastung 

5 in  a = (GO(. t ) .  a 

9. Da8 Spharoid der  Gleichung = - . 
CO8 O 
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C 
Beispiebweise entspricht dem Werte R - O die Belastung p = rn -- cos2w y 

H O  C c o s w  
dem Werte p = O die Ringkraft R = - = .- - -  - 

E 1 n  W 01Il1 w 

Das gleichseitige Hyperboloid. 

Gina rp 
Setzt man COS 2 GJ 60f 293 = 1 ; COS' w = e " " ~  ain' = -- , BO 

(SoT2<g ' w 2 cp 

kann man die Gleichung der gleichseitigen ITyperbel schreiben: 

e 0 i 3  rp x - r G i n q ,  y = r G o f q ;  p=r-- .  
cos W B  

Man erhilt für  das Stützgleichgewicht des Hyperboloids: 

(114 
H cos o 

pr coe m Go[q = + II. 
P X .  f l = P A ;  R=+. 1) Für p =% gilt P= A, 
2 2 COB W 

17d1 + Q ~ l * < p ) ,  Für H = unverandert, also für R = Ho cos CD gilt p = 
2 Eo\<p5 

S 
Für R = - m, p = O, gilt Einzeliast im Scheitel. 

Das Cykloidsphiiroid 

r (O $- sin w cos ai) , p = r  cosw; z - .- 
2 ' 

hat als Stützfiache die Kriifteverteilung 

(II a) 
2R 

pr cos os = S + - 2 W  -. 

l+ëLG 

Dem Werte R = O entspricht daher die Belastung 

C 
P = a '  x COB O 

1 r sin w Dem Werte H = unveriindert entspicht die Belastung p = a + =;. 

Wir betrachten im Polgenden Sphiiroide mit verschwindendein 
Kriimmungshalbmesser im Scheitel. 

Das semikubische Peraboloid. 

Für COS (Sofa = 1 schreiben wir die Gleichungen der Leitlinie 

(Ha) pr Gina = H + 2R &ofa. 
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3 H  Für H = unverkdert  gilt die Stützbelastung p = --_ . 
7 Gin a 

3p0 r sin m 
E'ür p - p, = unveriindert gilt R = 

3yrsinm 
Für  p = y  gilt R = - - -  

7 

Daher entspricht der Belastung p = p, + ?/ die Ringspannung 

R = 3 r s i n w  $+YI .  i 7 ,  

Das Sphiiroid der Leitlinie 9 = r sin w 

liBt sich leicht aus einzelnen Kreisbogen zeichnen, indem (Fig. 3) 
p = 2g, ist. 

z .  Für den SchluBwinkel w = 1st dasselbe im Vergleich zur Halb- 
P kugel über dem namlichen Grundkreis im Verhiiltnis überhoht. Der 

4 
Umfang 2s = 2 r  = 4 a  ist im Verhiiltnis ; gr6Ber als der Halbkreis. 

Eg. S. 2nr1 8za1 
-- Die Oberflkhe - - 

Y ist %mal so groB 
als die Halbkugelfiache, wahrend der Inhalt des 

5rtea3 
Spharoids betrigt, mithin die Halbkugel 
15 x 
f a c h  übertrifft. 
32  

, F ü r  diese Sphiroidfliiche gilt die Stütz- 
, e' krafteentwicklung : 

- - - J  --,- + - - - -  ( I I a )  r p c o s 2 w s i n m = S + 2 R .  

p,rsinw(4cosem-1) c 
Bür p = p, gilt daher R = 

8 
; für p = - ;  

8111 W 

C r  S B $ ;  II=-( cosam - $ } .  
S Einer Einzellavt im Scheitel entspricht R = - 

Das Sphiroid Q = 3 Q,  

r sin on r [ 2  - cos m (2 + sin m 3 ]  hat die Werte x = -; y = - -- ~ 

3 3 . Die H6he hat 

den zweifachen, der Meridienunifang den -:-fachen, die Oherfliiche den 
+fachen, der Inhalt den fachen Wert der Halbkugel über dem nim- 
lichen Grundkreis. Es gilt die Verteilung der Stützkrafte 

rp cosa û3 sina û3 = S + 3 R. 
Für  H - unveriindert gilt daher beispielsweise die Stützbelastung 

H ( i + 3 c o s z w )  H ( i + 3 c o s ' w )  p z -  - 
Q coswS - sina m cos m s  
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Das Spharoid q = r tg o 

x w r ( 1 - c o s m )  hat den Wert g, = - Y tg - = --- 
sin w 2 B I ~  O 

und daher als Stützflache 

die Kriifteverteilung : 

(II 4 p r  cos2 w sin w = H +  R(l + cos m). 

Weil, wie wir hier nochmals betonen, die Gestaltung des Ring- 
druckes R in der geometrischen Stützfliiche des Sphiiroids an und für 
sich betrachtet statisch unbestimmt ist, so steht es in Wiilen und Macht 
des Erbauers von Spharoidtragewerken, durch zweckdienliche MaB- 
nahmen zweckentsprechenden Verlauf der inneren Stützkrafte zu er- 
zwingen. 

In diesem Sinne pflegt man Bau und Ausbildung der Kuppel hiiufig 
auf die einfache Borderune; 

H = unnverindert 

zu gründen. Bei Erfüilung dieser Forderung steht die Stützlinien- 
gestaltung der spharoidischen FlLche-in einfacher Analogie zur Stiitz- 
liniengestaltung des Tonnengewolbes, also zum Stützgleichgewicht in der 
Ebene. 

Wir betrachten daher als Sonderfall im folgenden allgemein 

Die sphiiroidische Stütznache mit unveranderlichem Schub H auf 
die Lingeneinheit. 

Mit der Erfüllung der Porderung II= unveriinderlich ist gleich- 
R 

wertig die Erfüilung der Gleichung H coe m = R oder cosm = unver- 

anderlich. Die eine Erscheinung bedingt wechselseitig die andere. 

Für unverinderlichen Wert H folgt sus Hz 
Ableitung und nach Teilung durch z: 

wihrerid Gleichung (Ha) die Form annimmt 

(114 p o o s ~ 3 = ~ ( - + - - -  e 8inmc""ml x 

O der 

Gleichungen (1) und (IIa) sind gleichwertig, die eiric entsteht durch 
Vervielfaltigung mit cos as aus der andern. 
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In der Ebene haben wir die eritsprechenclen Gleichungen 
1 p -  - 

H- - , COB us ' 

Hiernacli entspricht in beiden Piillen, also sownhl i n  der Ebene 
wie im Spharoid jeder besonderen einfachen Belastungsform p = zn-' 

xn 
die namliche Stützlinienform y s zn. Weil aber y = --- 

n(n - 1) das Inte- 
xn 

gral der Gleichung -5 = xn-: dagegen y = , dasjenige der Gleichurg 
d x n 

d4y  1 d y  
-- + - - = xn-a  ist, so ist die Bewertung der Bestimmungsgr6Ben dx' x d x  
zu unterscheiden. 

. Es entspricht beispielsmeise der naiiilichen Belastungslinie 

die Stützlinie in der Ebene: 
5 

z' x3 x4 2 6  4x$ 
~===$g ,+ea+ , ,+KG+, ) ,  

die Leitlinie s der sphiroidischen Stützfliiche: 

Betrschtet man H als ~ i n h e i t  oder schreibt z = s V 8 ,  so hat man 
die Schreibweise: 

ciP y 
( lb )  - , = p. 

d z  

In der Ebene ist unter den entsprechenden Werten der Last- und 
Stützlinie p = y = coi B das sich - selbst entsprechende Elemcnt. 

Im Spharoidstüt~zgleichgewicht entspricht sich selbst der Funktions- 
wert: z9 z L  z0 9" 

P = Y = 1 + jp + n s  + T p s . ~ n  + 
Gin 8 

wihrerid zur Sphiroidforrn y r 60f 8 die Belastung 21 = GO\ 2 $ - I 

zugehort, die Belastung p = Qof s aber die Sphàroidform 

Für  H =  unveriindert hat die KugelKiche die Belastung 

das Paraboloid p = unver%ndert. 
H 1 + 2 cos' <O 

Zum Sphboid der Leitlinie p = r sin w gehGiZ p = ; 1 
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Betrachtet man den allgemeinsten 
F d  der durch Drehung einer be- 
liebigen Leitkurve s entstehenden 
Fl'ache, so kann man in eine Spitze 
auslaufende oder auch oben über- 
haupt nicht geschlossene Sphàroid- 
flachen behandeln. 

Für alle gelten sinngemaB die 
oben gegebenen statischen Gleichge- 
wichtsgleichungen auch für den Pall 
entgegengesetzter,alsonegativerKriim- 

Fig. 4. 

8 
der Verlauf irgendwelcher Leit- niung. Wird in Pig. 4 durch AB, - 

kurve dargestellt, so gelten mithin die allgemeinen Gleichungen: 

Als einfaches Beispiel nicht geschlossener Pormen betrachten wir: 

Des Spharoid Q = - Q, als StützKaohe ringformiger Belaetung. 

Diese Spharoidfliiche beginnt, Fig. 5, am Kopfe in einem wage- 
rechten Kreise vom Halbmesser a mit dem Winkelwert 

Die Leitlinie s làBt 
sich sehr einfach aus eini- 
gen Kreisbogen zeichnen, 
indem p, stets unmittelbar 
in der vorhandenen oder 
entstehenden Zeichnung 
gegeben ist. 

Bei der Kugdflache 
mit der Kreisleitlinie ist 

x 
stets Q = + Q - 7, wahrend hier das geometrische Formbildungs- 

1 - 81Ilrn 

gesetz besteht - x  
e = - Q l = , ; , w -  

dx da c o s o d w  Weil Q = - ist, so folgt aus - f si,; - - - O der Zwang 
c o s w d o  x 
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- n 
x ~ ù ~ ~ = k o n s t ~ t = a n n d d a h e r x = ~ ~ ,  g = x ;  y = - a l o g  tg- ; 

Bogenlinge s = a ctg m. 
( 3 

Diese Leitlinie ist nicht verschieden von der in bezug auf die lot- 
SZ rechte Kraftrichtung uni gedrehten Kettenlinie. 

Pür die Wirkung dieser Flache als Stützflache gilt die Bedingung (IIa) 

g,p cos2<ii = - S + R. 
1st p = O und lediglich ringforniig verteilte Kopflast P = 2zuQ 

vorhanden, so jst 
R = S =  &. 

Diese Stützflache hat mithin die bemerkenswerte Eigenschaft, mit un- 
verinderlichen Druckwerten R - S = Q die lotrechte Ringlast auf sich 
stets erweiternde Kreise 2zx zu übertragen. 

W i h l t  man Sphiroidformen g = - 2g,, g = - 3g,, augemein 
p = - ne,, deren Leitlinien sich siimtlich in einfacher analoger Weise 
leicht zeichnen lassen, so erhalt man für das Tragen der ringformigen 

S S S Belastung die Krifteverteilung 1Z = , 12 - 
Eür n = 2 erhaltea wir beispielsweise die bestimmte Leitlinie: 

a &  Hierbei hat S den statisch bestimmten Wert S -. -, welcher für x Mn rn 

die Beispiele die abnehmenden Werte S = Q sin a, S = Q sin w9 zeigt, 

wahrend w mit zunehmender Tiefe vom Anfangswerte w =: m nb- 

nimmt. 

II. Die elastische Stützschale. 

Wir  verstehen ~ m t e r  der elastischen Stützschale einen homogenen, 
vor Aufbringen oder Wirken der Stützbelastung spannungslosen Spliiroid- 
triger, des~en  Mittelfliiche in der oben heschricbenen Weise dnrch nrehung 
einer Leitlinie s um eine Polachse 00, beschrieben wurde. 

Wir  setzen hier zunachst die Erxeuguug durch eine geschlossene, 
im Scheitel wagerechte Leitlinie voraus, betrachten also eine geschlossene 
Schale von voller Wandstiirke f. Diese Wandstarke f wird senkrecht 
zur Mittelflache geinesscn. 
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Für die inneren Kriifte einer solchen als Stützflache tagenden 
Schale gelten die namlichen oben angegebenen Bedingungen des Gleich- 

(n) d [ x H ]  = R d s ;  
S R sin o (IIa) p c o ~ ~ r n = - + ~ .  
e 

Die Ringkraft R eines ~lolchen geschlossenen Tragers ist nicht 
aillkürlich gestaltbar, vielmehr gebunden und bestimmt durch die 
elastischen Eigenschaften der voilwandigen Schale. Daher verschwindet 
jede Unbestimmtheit und Willkürlichkeit in der Gestaltung der inneren 
Stützkrafte und die einzolne bestimmt gegebene Schale k a m  lediglich 
einer einzigen bestimmt gegebenen Belastungsform p als Stützflache 
dienen. 

Wir aber bedürfen, um dieses klarzustellen - abgesehen von den 
ggebenen statischen Beziehungen - noch einer neuen Gleichung für 
die zwangsweise Entwickelung der inneren Stützkrafte. 

Diese ist aus dem elastischen Verhalten der tragenden Stützschale 
herzuleiten. 

Im Stützgleichgewicht findet keinerlei Verbiepng,  sondern ledig- 
lich elastische Zug- oder Druckerregung der einzelnen Flàchenelemente 
der Schalenwandung statt. 

In jedem Meridian, a lw in jeder Leitlinie s Iiiuft die Spannung auf 
s - - die E'licheneinheit G = - in jedem wagerechten Ringe, also in jedem 
f 7  

Breitenkreise wirkt auf die Flacheneinheit die Spannung 

Die Spannungen G und p stehen senkrecht zueinander und sind für 
jeden Stützschalenpunkt die IIauptspannungen der in der Flache wir- 
kenden inneren Kriifte. Die Richtung, Tangente, des Meridians und 
des Breitenkreises bilden die Achsen der Spannungsellipse für jeden 
Punkt. 

Die Wandstiirke f wird hierbei im allgemeincn als veriinderlich ge- 
dacht, natürlieh stets gleichartig im Umkreise der Polachse 0 0,. 

Vorausgesetzt wird, da6 f stets klein sei gegenüber dem Krüm- 
mungshalbmesser oder der Liingenausdehnung der Spannweite oder 
Pfeilhtihe der Schale. 

Alsdann wird angenommen, da6 jede der beiden Hauptspannungen 
6, p je im geraden Verhiiltnis steht zu der in ihrer Wirkungsrichtung 
bestehenden elastischen Dehnung. 
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Diese Annahme ergibt sich als Analogie des Satzes, daB ein homo 
genes ebenes Verzerrungssystem gleichwertig ist mit zwei einfaclien 
Dehnnngen 

A ) ;  A , - 1 ( $ ) .  

Weil bei der elastischen Erregung und Bewegung der Schale jeder be- 
liebige Ring 2nx stets der Grundkreis der über ihn gespannten Spha- 
roidhaube ist und bleibt, jeder Durchmesser 22  als Spannweite seines 
Meridianbogens erscheint, so besteht die Elastizitatsgleichung: 

u 

oder da cos CO d s  = dx ist: 

Daraus folgt dnrch Ableitung 

(III b) 

oder anders geschrieben 
xdp = (6 - p)dx 

Gleichung (IIIb) gilt sinngem43 allgemein für jedes, auch das otien 
nicht geschlossene Drehungsschalengebilde. Die Gültigkeit dieser Glei- 
chung ist  gebunden an die Richtigkeit der Anschauung, da5 Spannung 
und Dehnung als gleichzeitige und gleichwertige Erscheinungen aufzu- 
fassen sind. Daher hat gemiiB Gleichung (IIIb) die &derring der 
Dehnung jedes Ringhalbmessers der Meridiandehnung zu entsprechen. 

Weil fids = 6s - f i d a  ist, so findet für eine oben goschlosseoe 

Schale auch die Beziehung statt 

z(s - p) -Jzda. 

W i r  erkennen zuniichst die allgemeine Wahrheit des Satzes: 
S R Für S = R, also - = -, 6 = p sind slle Spannungsellipsen der 
f f 

Stützlliiche Kreise und die Stützschale ist ein Trager vom gleichen 
Widemtande mit der zugehorigen Entwickelung der Wandung f = R = S. 

Im übrigen sind für jede gegebene Schalenform, die als Stützschale 
für eine bestimmte Belastung p dienen soll, gemZB Gleichungen 0, 
(LI), (na) die zugehorigen Punktionswerte der inneren Spannungen S 
und R bekannt. 
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hlithin kann in jedem solchen Einzelfalle die notwendig zugehorige 
bestimmte Entwicbelung der Wandung f nach MaBgabe dcr Elastizitats- 
gleichung (IIIa), (IIIb) festgestellt werden. 

R f d R -  R d f  
Weil d p  = d - = -- 

f f' 
ist, so erhalten wir aus 

die allgemeine Reziehung ewischen der Wandstirke f einer Stützschale - 

md den, statisch bei gegebenem p bekannten, Spannnngen S und R ' i n  
der Gleichung 

(IV) 
f R-S d l :  log nat ( E  G )  =J(-R) 

oder 
J(% B) dx 

f z R . e  x 

Nicht immer und insbesondere nicht für alle beliebig angenom- 
menen Belastungsarten p sind solche Stützschalen moglich. Ihre Lebens- 
fàhigkeit ist vielmehr beschrankt und gegeben durch die Bedingung, 
da6 nach Gleiehung (IV) reale positive Werte f erscheinen. 

Wir betrachten zuniichst einige einfache Beispiele. 

Die Kugelschale. 

B Jp ainm c m m  a m  
Für dieselbe ist - = p  cosa cû - aine a 

, wihrend die Ent- 

wickclung der Wandung gegcben ist durch die Gleichung: 

f rp coa8ca log nat [z C] = l ( 2  - T) c~tg oda. 

Daraus folgt beispielsweise: 

fo 1) Für f = coBeW iut die Eugelschale der Stützschalentriiger vom 

gleichen Widerstande für die Belastung p = Ai - 
C O 8  0 

3 

2) Für f = f, cos 2 mr ist die ~uge lscha le  die Stützschale konstanter 
Be lashg  p = p,. 

3) Bei konstanter Wandung f = fo ist die Kugelschale die Stütz- 

schale der Belastung p = P o -  beim Werte R = H = +GD - 
COB mg 

Y 

4) Pür f = f, cosa m (2 cos 2 w - 1): ist die Kugelschale die Sttitz- 
schale der Belastung p = p ,  cos 2 o. 

Zoitachrift f. Mathernatik n. l'hyaik. 62. Band. 1913. Hoft 2. 12 
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p u 2  w  

5) F ü r  f  = 6 - - ist die Kugelschale die Stützschale der Be- coe 2 W' 
P lastung p  = -0 

cos 2 we 

6) Für  f = f, cosB w iist die Kugelschale bei konstantem Schub 
PO (1 -k cosZm) . H die Stützschale der Belastung p  = 

Die Parabelschale. 

Die Wandung der Parabelschale als Stützschale ist gegeben diirch - 
die Gleichung: 

R - S  d a  
log nat [B '1 -J ( T l S i n  m coa r 

Wir erfahren daraus beispielsweise folgendes: 
tg" w -- 

1) Für f = fo cos m e  "ist die Parabelschale die Stützschale 
konstanter Belastung p = p, . 

tgz w  
8 -- 4 _-Y 
6 2) Für f - cos m tg  wS e r cos m y5e 3' ist die Parabelschale 

T tge, 
die Stützschale parabolischer Belastung p = y = --, - 

tg2 w  - 
2 

3) Rei der Entvickelaog der Wimdunuog f = fk ist die Parn- 

belschale als Triiger vom gleichen Widerstande die Stützschale der Be- 
tg1 w tgZ w  -- 

p o ( l + c o s e w ) e  rPoe 
lastung p = -- , bei dem Werte IC - S = --- 

2 cose w 2 cos w 

P r CO8 O (1 + COB' W) 4) Pür S = unveriindert - ", p -- p, 
2 2 

gilt 

5) Für f = unverandert gilt diejcnige Stützbelastung, welche der 
Gleichung entspricht : 

sin w cos op1' - (1 + sin%wjpl - tg  m5p = 0, 

und das ist die Belastung: 
I - ~ ~ S W  --- - 
COU W 

P =Po.C 

Entwickelt man e als Reihe, so erhiilt man: 
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Ila bei gleichbleibender Wandstiirke für genügend flache Schalen 

das Eigengewicht gegeben ist durch p - A so ist die flache Parabel- 
COS W ' 

schale von gleichbleibender Wandstirke die Stützschale ihres Eigen- 
gewichtes. 

Stützschalen von unveranderlicher Wandst i rke 

haben allgemein die Verteilung der inneren Stützkriifte: 

Durch diese Gleichung wird im Verein mit den allgemeinen Glei- 
chungen 

sx  sin m -Jpxdz 

S R a i n m  
p c 0 s w L  =-  

e +Y 

die Reziehung der Schale von gleichbleibender Wandstarke zu ihrer 
Stützbelastung festgestellt. 

Stützschslen mit nnveranderlichem wagerechten Schub. 

Für Schalen mit unveriindertem Schub H= C ist  die Stützbelastung 
gegeben durch die Gleichung: 

wahrend die Wandung die Entwickelung hat: 

oder 

log nat [fi] coi4 w - - j "3s~  . 
Beispielsweise ist die Schale der Gleichungen 

p = , k ;  x = 2 v 1 / G r ;  y = r J 1 / 8 ; n ; d m  

9 

bei einer Wandstarke f = fo cosm" die Stützschale der Belastnng 

i a i n ( 2  + cos 03 p z  
COB nJS 

Der Meridianbogen s einer solchen Schale kann stets ohne jede 

Rechnung einfach gezeichnet werden, indem p = 5 stets zeichnerisch 
2 

vorliegt. 
12. 
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r sin'w 
Die Schale Q = 2g,, Q = T  sinw; z  =- 2 ist für f = f, cos a3 

(1 + 2 C O B U ?  
die Stiitzschale der Belastung p = sin w cos wS bei konstantem Schube. 

Die Sch& des Meridianbogens der Parabelevolute p = e * i ~ t  
. . cos m "  

bei konstantem Schub, bei der Schalenstarke f = f, cos we-tgzm die 
Stützschale der Belastung p - ctg o. 

Stützschalen von gle$hem Widerstande. 

E s  gelten die Werte: 

Daraus ergibt sich die allgemeine Beziehung zwischen der Stützlest 
und der Formgestaltung der Schale: 

- Jpzdz  =Jppp, sin w cos o d o .  
e + el 

e e f  sin% cos2rn 
Setzen wir - -- - = F, sa erhalten wir durch Ableitung und e + e, . - -  

Teilung durch p F: 
d F  e e , s i n o c o s w d w  " + p = - - p  

P E' 
und daraus: 

p p e f  sinwecosw2 - j =J-WE. 
lognat[  c ( e + p 1 )  pi sin w cos o 

Für Kugel- und Parabelschale erhalten wir daraus die bereits oben 
tg1 w 

(1 + cos") -- angefiihrten Werte p = p~ p =-- e 2 . 
COB w 4  ' 2 COS' w 

Für p = rng, - r sin mm-' erhalten wir beispielsweise: 

Stützschalen von unveranderlicher Ringspannung. 

1st R = C, so gilt die Gleichung 

d [ x q  = cas. 
1st d ie  Schale nur mit Fl~chenlast  p bclastet, so fol& daraus durch 
Integration: 

xH= Cs;  s = s- . Cl, x COS 0 

und es ergeben sich die Werte: 

s d x  
l o g n s t f = / j l - -  C x Co6 0 ) -. x 
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Von ADOLF FUNCICE. 181 

Beispielsweise ergcben sich fiir die Parabelschale die Werte: 

Stüteschalen von unveranderlicher Meridianspannung 8 auf die 
Langeneinheit 

haben die Stützbelastung: 

und die Entwickelung der Wandung: 

Daher is t  beispielsweise die Parahelschale der Wandstarke 
-tg., - t e  

4 f = f O ~ ~ ~ ~ 4 e  

die Stützschale der Belastung 
COS w (1 + cos3 W) 

P = P o - -  2  

Po f .  bei den Spannungen S = p ~ r  ; R = - - cos CD*. 
2  2 

Stützschalen, deren Hauptspannungen s, B sich verhslten wie die 

Krümmungshalbmesser Q,' Q, . 
S Q 1st = - d a m  gelten die Gleichungen el 

P, d x p = p Q i C z  ; log nat ÿ p  cos2 a)  =J(l- c) 5 
Pl 

3- pore . S =  par' . 
2 ~ ~ 0 8 %  O' 2  el cos'w 

Pür Kugel- und Parabelschale erhalten wir daraus die bereits oben be- 
trachteten Wertc. 

Pür Q = erhalten wir beispielsweise die im Scheitel ver- i/slnm 
ain m & schwindenden Werte p - -  - f = --. 

COS m 4 )  cose ül 

Offene Spharoidschalen als Stützschalen ringformiger AuBenbelastung 
a m  Kopfe. 

Die Sphiiroidschale der Leitlinie Q = - p, (Kg. 5 )  ist bei gleich- 
bleibender Wandung f = f, = konstant die Stützschale der Einglast 
.P = 2aaS mit gleichbleibenden Werten iS = R - konstant. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



182 Trager kleinster Durchbiegung und Stabe groBter Knickfestigkeit usw. 

Allgemein erfordert eine solche Stützschale der Leitlinie der Glei- 
chung e = - ng,, n > 0, die Entwickelung der VIrandung 

Für  .n = 1 bleibt die Wandiing konstant, für n 5 1 nimrnt f zu 
oder ab. Pür n = 2 haben wir beispielsweise die parabolische Schale, 
welche die abnehmende Wandstarke 

erfordert. 

Trhger Bleinst er 
festigkeit 

Dnrchbiegnng und Stabe grolter  Knick- 
bei gegebenem Materialverbranch. ' 

Von H. B L A S I ~ S  in Hamburg. 

1. Trager gleichen Widerstandes. Die übliche Berechnung der 
Triger, welche das Moment im gefahrlichen Querschnitt für die Wahl 
der Qiierschnittsabmessungen benutzt, arbeitet bekanntlich nicht mit der 
gr6Btm6glichen Materialerspamis, da sie im Interesse der Einfachheit 
der Herstellung einen über die ganze Lange gleichmaBigeri Querschnitt 
annimmt. Die Formeln fiir ,,Tr%ger gleichen widerstandes" (Hütte 
XX. Aufl. Bd. 1, S. 463ff.) geben die Tragerform für grdite Material- 
ersparnis an, wenn Relastungen senkrecht mir Triigerachse gegehen sind. 
Die Gleichung entsteht hier einfach aus der Forderung, daB das Wider- 
standsrnoment in jedem Querschnitt den kleinsten zulassigen Wert er- 

Big. 1. 

-- 

hi l t ,  der aus dem Moment der ge- 
gebenen Lasten unmittelbar zu be- 
rechnen ist. 

In der Auflosung schwieriger, aber 
doch noçh mit derselben Gleichung zu 

losen sind die Faiie, wo auch das Eigengewicht des Tragers berück- 
siühtigt wird: Ein Trager von rechteckigem Querschnitt konstanter 
Breite b und veranderlicher H6he h (Fig. 1) hat das Widerstands- 
moment W= '6 bh2. E r  sei links eingespannt und rechts mit P belastet, 
dann lautet die Glcichurig wie sonst: 

k,. w= il1 
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Von H. BI.ASIUS. 183 

Die Atdflo.sung dieser Integralgleichung für h(x )  erfordert zuniichst 
zweimalige Differentiation nach x, um das Iutegi-al fortzuschaffen. Man 
e ~ h i l t  eine Differentialgleichung für h: 

d z ( h s )  
6y d x "  h 

oder aiigemeiner: 

k~ - d.7 = y b h  = Geuicht pro Ljingeneinheit. 

Die weitere Auflosung geschieht, indem man h2 als unabhiingige, 
x als abhkgige Veranderliche einführt. Man erhalt dann die Losung 
durch Quadraturen. Für P = O erhilt man 

als Form des Tragers, der so dünn ist, daB er nur  sein Eigen- 
gewicht triigt. 

2. Trager kleinster Durchbiegung. Eine andere Aufgabe iiber 
Tfager veranderlichen Querschnittes ist von G. Ku11 gelost worden 
(Hüttc XX Aufl. Bd. I, S. 467 - D i n g l e r s  Polytechn. Journal 1906 
S. 481), namlich die Berechnung von Tragern kleinster Durchbiegung 
bei gegebener Materialmenge. Die Durchbiegung ergibt sich aus der 
Differentialgleichung der Biegungslinie: 

nobei das Moment M als Funktion von x bekannt, das Trigheita- 
moment J dagegen noch zu bestimmen ist. 

In der genannten Arbeit setzt der Verfasser z. B. bei rechteckigem 
Querschnitt die Hohe proportional zu einer Potenz en und intepiert  
d a m  die Durchbiegung f bei zunachst noch unbestimmtem n. Die 
Ausrechnung des Wertes n für kleinstes f ist dann eine einfache Mini- - 

mumaufgabe. 
Dieses Verfahren ist ~ i c h t  einwandfrei, da man ja von vornherein 

garnicht weiB, ob die Querschnittsabmessungen ale Funktion von x 
gerade eine Potenzfunktion werden. Man-muB auch die Funktions- 
form unbestimmt lassen, und hat also nicht eine Grole rz a u  der 
Minimumbedingung zu bestimmen, sondem unendlich viele, namlich 
den Wert der Querschnittsabmessung an jedem Punkte der Lange. Da 
die Ergebnisse der Arbeit trotzdem richtig geworden sind, so wiire 
kein Grund, die Einschrankung auf eine Unbekannte anzugreifen; aber 
es erscheint mir zur Erlauterung der nachher bei der Knickformel an- 
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184 Trager kleinster Durchbiegung und StBbe groBter Knickfestigkeit usw. 

Fig. e. zuwendenden Methoden vorteilhaft, die 
vorliegende Aufgabe genauer durch- 
zuführen für den Triiger von kreis- 
f h n i g e m  Querschnitt mit Einzellast P 
(Fig. 2). 

3. Berechnung von Durchbiegung und Materialverbrauch. Die 
Differentialgleichnng der Biegungslinie y(%) ist hier: 

Die Integration muB durcbgeführt werden bei giinzlich unbestimmtem 
Durchmesser a(x)  (a Bunktion von x) 

z 

2? . b ~ = J k g .  
64P d e  

I 

Die untere Grenze 1 steht da mit Rücksicht auf die Einspannung 
bei x = 1. Nochmalige Integration liefert : 

g; . y  =j'dxJ; dx. 
2 1 

Die Durchbiegung am Ende f ist also: 
O x * 64 P - =J~xJ~ d ~ .  

1 

Durch partielle Integration kann das doppelte Integral beseitigt werden: 

Der integrierte Teil verschwindet gerade an beiden Grenzen und es bleibt: 

wahrend der Materidverbrauch den Wert hat: 
7 

Hierdurch s h d  die Durchbiegung f und der Materialverbrauch M 
ausgedrückt als bestimmte Integrale über die noch unbekannte Funktion 
a von x; und dieses a($) ist so au bestimmen, daB f einen kleinsten 
Wert erhalt, wenn JI konstant gehalten a i rd:  
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4. Minimumregel. Eine Funktion Y von einer ei~nzeinert Gro/3e X 
hat nun einen gr6Bten oder kleinsten Wert, wenn der Differontialquotient 
Null id,  d. h. wenn bei einer kleinen Andermg von X sich Y lzickt 
iindert. Genau so werden wir hier eine ~ i i d e r u n ~  der F'unktion a vor- 
nehmen, und verlangen, daB die daraus auszurechnende Andenmg von f 
Xull id. Ein Cnterschied gegen die einfache Minimumaufgabe besteht 
aber darin, daB mail hier die Abhangigkeit des f von der Wahl der 
Fulzktimz a(x) und nicht mehr von einer einzelnen GroBe untersucht: 
Die ~ n d e r u n ~  (Variation) ba  von a ist als eine Gr6Be eu betrachten, 
die en jedem P u n k t e  x willkürlich vorgenommen werden liann, nur 
die Materialmenge soll dabei ungeandert bleiben. Wir  bezeichnen die 
dnderung mit 8 ,  weil der Buchstabe d bereits für das Bortschreiten 
langs der Koordinate x gilt, Tas natürlich scharf unterschieden werden 
niuB. Um dies hervorzuheben, nennt man die Punktion Sa von x bzw. 
6f die ,Variation1( von a(x) bzw. von f. Wenn nun a sich an jedem 
Punkte um cîa iindert, so ist der Zuwachs des Materials: 

I 

6 M  ist Null zu setzen: 

~ ~ - 6 ~ . d ~ ~ =  O . Nebe+zbedingzmg. 
O 

Dies ist die einzige Bedingung, der die sonst v6ilig wilikürlichen 
Werte von iîa unterliegen. E s  sind immer noch unendlzch vide Mog- 
lichkeiten, die Funktion a(x) zu ,,variierenl6, darin besteht der Enter- 
schied gegen die einfache Minimumaufgabe. 

Die Variation 6f ist nun: 
1 

nach der Minimumregel ist 6f Null zu setzen: 
I 

dabei kann an jedem Punkte x ein ganz beliebiger Wert von 6u ange- 
nommen werden, wenn nur obige Nebenbedingung erfüilt ist. 

5.  Aufiosung der  Minimumbedingung. Um die Tragweite der so 

aufgestellten Bedingung zu iibersehen, denken wir uns die Integrale als 
Summen, und nehmen z. B. 4 Punkte x an - dx sei konstant - d a m  
mufi sein: x % xe x4 5 Sa, + f d'a, + -5 Sa, + 2 iîu, = O Miaimumregd 

a: a, as a4 
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186 Trager kleinster Dnrchbiegung und Stabe groBter Knickfestigkeit nsw. 

für ganz beliebig gewiihlte Werte von Su,, Sa,, ba, und Sa,, wenn 
nur diese 6 a  der einen Bedingung genügen: 

a, Sa, f a, Sa, + a, Su, + a,Sa, = O Nebenbeding~n~. 

Würden die @ a  aiie wiilkürlich sein, so müBte in der Minimumregel 
x 

jedes einzelne Glied f Null werden. Diese $ spielen ja die Roue 

B f  der Differentialquotienten z. Sie bringen den EinfluB jedes Punktions- 

wertes a(x )  auf f zum Ausdrnck. Da nun aber nach der Neben- 
bedingung Sa, nicht mehr willkürlich ist, wenn Sa, Su, Sa, gemkhlt 
sind, so ist zunachst d'a, aus der R'ebenbedingung auszurechnen und 
in die Minimumregel einzusetzen, worauf dann die so entstehenden drei 
Paktoren von bal 6% und d'a, Null zu setzcn sind. Führt man diese 
einfache Rechnung durch, so erhalt man die drei Gleichungen: 

oder allgemein: 

in Ü b e r e i n s t i m m q  mit der von H u l l  erhaltenen Formel. Der Unter- 
schied besteht nur darin, daB dort der Nachweis des Minimums nur 
für eine ~ n d e r u n g  der Potenz n. von x geführt ist, wiihrend hier die 
Variation 6 a  von a an jedem Punkte x vollig freigestellt war. 

6. Andere Darsteliung für die Aufl6sung der Minimumbedingung. 
Die Richtigkeit der Auflosung der Minimumbedingung, die wir soebeii 
an den Summen von vier Gliedern klar gemacht haben, kann man nach- 
traglich auch in folgender Weise einsehen: E s  soll die aus Sf = O l e r -  
vorgegangene Sumrne 

Null sein für  alle da, für die die Gleichung 6 M = 0: 

. [ a . b a . d r - O  ATebenbedz~gung 
O 

erfüllt ist. Wenn niin: 
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ist, so ist das Integral der Minimumbedingung glcich dem mit C multi- 
plizierten Integral der Nebenbedingung: 

Es ist also in der Tat &as erste Integral inzmer dunn Null, wenn 
x 2  

auch das zweite Null ist. - Wenn - = C. a ist, so ist 6f'= O für alle 
a6 

diejenigen Variationen 6a der Funktion a (x), für die BM= O ist. - 
Die Durchbiegung ist ein Minimum bei allen Veranderungen des Durch- 
messers a (x), bei denen das Matcrialgewicht nicht geindert, sondern 
nur anders verteilt a i rd .  

Knickfestigkeit. 

7. Euiersche Formel. Bei der Aufgabe, eine Stütze gr5Bter K c k -  
festigkeit zu konstruieren, ist das Querschnittsgesetz so zu wahlen, da5 
bei gegebener Belastung P die Knickliinge ein Maximum erreicht, ohne 
da8 der Materialverbrauch geiindert wird. Die Differentialgleichung der 
Riegungslinie ist hier 

E J : > + P ~ = O .  

Bei konstunteuz Tragheitsmoment J ist das Integral diever Gleichung, 
die Gestalt der Knicklinie: 

Sind x = 0 und x = 1 die Grenzen des Stabes, BO tritt der Gïenzfall 
der ~n.ickung d a m  ein, wenn dieses Integral y,, welches bei x = 0 
Nul1 wird, bei z = 1 seine nlchste Nullstelle erreicht. Die Redinpng  
hierfür ist die Eulersche Formel: 

Das andere Integral der Differentialgleichung 

kommt fiir den Fall der Enickung ohno Einspannung nicht in Betracht. 

8. Verfahren bei veranderlichem Querschqitt. Hat der Stab 
veranderlichen Querschnitt, so ist das Triigheitsmoment J Punktion der 
Querschnittsdimensionen und .damit von x, t3so daB die Differentialglei- 
chung allgemeiii nicht zu integrieren ist. Wir k6nnen also nicht, wie 
~orhin die Durchbiegung, so jetzt die Knickliinge als Integral über J ( x )  
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darstelien und dieses Integral variieren; sondern es rnuB ohne vorfierip 
Lntegration der Differentialgleichung die Redingung dafür gesucht werdeq 
daB die Variation der Knicklinge Null ist. 

Die Variation 6 J  des Tragheitsmomentes an jedem Punkte z ver- 
anlaBt eine Variation 6 y der Knicklinie (Pig. 3). F'ür 6y steUt man die 
Gleichung durch Variation der Gleichung für  y auf. Die Integraiion 
dieser Gleichung für d'y wird sich als moglich erweisen. Xun dl 
durch die Variation der Querschnitte die Knicklange nicht geiindert 

Big. S. werderi. Diese Bedingung 
bringen wir dadurch zum Aus- ' druck, daB 6 y bei s = O und 

P x = 1 Null wird, denn mit, 
Sy@) wird zugleich d l  = 0 

(Fig. 31). DaB 6y bei s = O Null wird, ist durch Integrationskon~tante 
zu erreichen, daB es auch bei x = 1 SuI l  mird, ist die gesuchte Mini- 
mumbedingung. 

Als Nebenbedingung erscheint, mie vorhin, die Forderung, da1 die 
Variation des Materialinhaltes Null ist. 

9. Variation der  Biegungslinic. Die Differentialgleichung . 

und indem wir die einzolnen Glieder dicser Gleichung variieren, erhalten 
wir eine Differentialgleichung für  die Variation Sy der Biegungslinie: 

d P  s y 
7 + F(x) - 6 y = - y. c î  Fjx) Gleichung für dy. d x 

Die Integrale der Gleichung für  y, deren Ausdruck in x wir freilich 
noch nicht kennen, schreiben wir: 

Y =CiYi + C,Y,, 

wohei yl die Gestalt der Knicklinie sein sou, so daB also für z = 0 
und z = 1: y, = 0, y, =+ O ist. 

Das Integral Sy der inhomogenen Differentialgleichung wird durch 
die Losungen y, und y, der homogenen Gleichung in folgender Formel, 
die u. a. durch die Methode der Variation der Konstanten zu gewinnen 
ist, ausgedrückt: 

Z 

SY = ~ I Y I  + c2y2 -J'~(xE) .Y,@). d*'(t). C ~ E .  
O 
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Der ,,EinfluBkoeffizieiltu z(xk)  gibt an, welchen Anteil der Wert  - y I a F  
der ,,Storungsfunktion" an der Stelle an dem Wert von by an der 
SteUe x hat; er ist hier: 

wobei übrigens der Nenner eine Konstante ist. 

10. Minimumbedingung. Nun soll 6y = O sein für x = O und 
x = 1. y, verschwindet an beiden Stcllcn; darin liegt eben die Be- 
sonderheit des Knickproblems, daB die Integrationskonetante c, unver- 
wcndbar mird. c, muB Null sein, daniit Sy für x = 0 Null wird. Und 
nun gibt Sy = O für x = 1 die Bedingiing: 

Wenn diese Gleichung besteht, ist auch (Fig. 3) die Variation der 
Enicklange Null. Setzt man in ~($5) für x den Wert 1 ein, so wird 

also proportional zu y,(&), und wenn man konstante Faktoren als un- 
nesentlich fortliiBt, so erhiilt die Minimumbedingung die Form: 

Kreisformiger Qnerschnitt. 

11. Auf losung der  Minimum- u n d  N ebenbedingung. m i r  niüseen 
nun die Querschnittsform des Knickstabes festsetzen und haben hier 
verschiedene Fille zu unterscheiden : 

a. ~ h n l i c h e  (z. B. kreisformigc) Querschnitte. 
b. Rechteck: Breite konstant, H6he veranderlich. 
c. Rechteck: Hohe konstant, Breite veranderlich. 

Im erstcn Palle sei der Durchmesser des Stabes a(x), dann ist also 

J = a4 und in der Differentialgleichung y" + F(z) . Y = O ist 
64 

In die Xinimumbedingung: 
1 
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is t 6 4 P  46a ( J F : - - . - -  
3 a5  

einzusetzen, wohei konstante Faktoren keine Bolle spielen. Es ist also: 

Der Materialverbrauch sol1 konstant gehalten werden, es ist also 
wie in Absatz 3 und 4: 

1 

Aus den Überlegungen von Absatz 5 und 6 fol@ daher: 

Dies schreiben wir am besten: 

Den Gr6Ben cl und a, werden wir im weiteren Verlauf der Rechnung 
die Bedeutung von y bzw. a i n  der Mitte des Knickstahes beilegen. 

12. Differentialgleiohung für a(x). Wir haben damit, noch ohne 
die Differentialgleichung integriert zu haben, für die Biegungslinie y, 
und den Durchmesser a zwei Gleichungen erhalten. Erstens die Diffe- 
rentialgleichung: 

64 P dlyl + - - i y l = ~  Diffwmtialgleiehung der 
d x P  ? r B a  Efikieklitzie 

nebst den Grenzbedingungen: 

y, = O für x = 0 und x - 1 

und zweitens die Minimumbedingung: 
a 

31 inimu,mbedingung. 
Cl 

Es gelingt nun, nachdem a(x) - wenn auch nur in Beziehung zu 
y,(x) - festgelegt ist, die Differentialgleichung zu integrieren. Zu- 

niichst wird eine Unbekannte, y,, eliminiert, dann bleibt: 
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6iP P 
-- ist = -, wenn J ,  das Triigheitsmoment in der Mitte des E i c k -  
iEag EJ, 

stabes ist. Das Verhdtnis 5 bezeichnen wir mit 7 ,  dann ist: 
a0 

P 1 
+ . - (, 

d x e  EJo 7 niff'(:rentialgleichung 
für 7 

nebst den Grenzbedingungen: 

7 = 0 für z = O und x = 1. 

13. L6sung der  Differentialgleichung. Für solche Gleichunaen: 

in denen x selbst nicht mehr vorkommt, betrachtet man besser x als 
Funktion von 7. Wir bezeichnen vorübergehend vY = S als unabhiingige, 

d x 
z ale abhingige Veriinderliche, ;zT = x' ale Differentialquotient, dann ist: 

und hiermit kann man die DiEerentialgleichiirig einrnal integrieren. 

Diè zweite Integration führt ebenfalls auf bekannte Integrale: 

Die Int~epationskonstante C der ersten Integration ist = 1 zu setzen, 
weil q schon als Verhaltnis von a zum gr6Bten Wert  a, eingeführt 
worden war. Das Integral ist nach bekannten Formeln auszuführen: 

n 
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Diese Formel, deren Auflosung nicht notig ist, liefert mit Rücksic!it 
anf die Bedeutung von q: 

sowohl das Querschnittsgesetz, als auch die Biegungslinie. 

14. Knicgliinge. 7 wird xilerst Null für x = O. Wiichst dam 7 

bis + 1 und nimmt wieder auf Null ab, so erreicht r]  i l  -q%ieder 
den Wert Null, arc s in7 den Wert  z. Wir  haben also für die Iinick- 

oder die ,,Eu l e r sche Formel": 

wobei JO das Tragheitsmoment des mittleren starkaten Querschnittes ist. 

Big. 4. 

Mit dem so 
Querschnittsform: 

berechneten Werte von 1 heiBt die Gloichung der 

Diese Kurve ist in  Fig. 4 dargesteilt. Zahlwerte sind: 
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15. Vergleich mit gleichmaBigen Staben. Die Knicklast P ist  
nach unecrer Formel Ple  37zP - 

EtIo 4 

nur + der Last, die dem gleichmiiBig durchgeführten JO entspricht; aber 
natürlich darf unser Knickstab nicht hiermit, sondern mit dem gleich- 
maEigen Stab von gleichem Materialverbrauch verglichen werden. 

Es ist: 7 

Der gleichmaBige Trager von gleichem M hat den Durchmesser a': 
n 3 n - a'Z1- - 
4 1s 41 

Seine Kuicklast P' folgt aus: 

ist. Durch die geiinderte Materialverteilung ist also die Knickfestigkeit 
um $ erhoht. Mehr kann man mit demselben Material überhaupt nicht 
erreichen. Dieselben Verhiiltni~ise gelten nicht nur für kreisformige, 
sondern für beliebigo ahniiche Querschnitte. 

Rechteckiger Qnerschnitt von gleicher Breite und veranderlicher Hohe. 

16. Minimumbedingung. ~ é i m  rechteckigen Querschnitt sei die 
Breite b bonstant, die Rohe h Funktion von z, dann ist in der DiEe- 
rentialgleichunç y" + P(x) y - O 

6 h bF proportional zu p. 
I 

Die Minimumbedingung y; BE'rlx = O ergibt: S 
O 

1 

Zeitsclirift f. Mathernetik u. Phpsik. 62. Sand. 1913. Hoft 2. 
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1 

Als Nebenbedingung folgt aus DI = bJh d r  
O 

J!dh. dz  = O 
O 

und daher gilt: 
y4 proportional zu h4 

als zweite Gleichung für die 2 Unbekannten y, und h neben: 

17. Integration. Einführung von 7: 
- 

h .=-=p2 ho 

liefert die Differentialgleichung: 

Zur Durcliführung der Integration wird vorübergehend x abhiingige, 
d x qZ- [ unabhangige Veranderliche, x' = - Dann wird wie in Absatz 13: 
de ' 

1 4Y 
- -- 2Pyyn - E'Jo (1 - r i ) ,  

wobei die Integrationskonstante mit Rücksicht auf die Bedeutung des 
Verhaltnisses 77 bestimmt ist. Die zweite Integration ergibt: 

18. Knicklange. Es ist x = O für 71 = 0 und positives Vorzeichen 
der Wurzcln. Geht man mit q von Null über 1 nach Null zurück, BO 

andern die Wurzeln ihre Vorzeichen, und wir erhalten für den Ort 
x = 1 der zweiten Nullstelle: 

oder die Eulersche Formel: 
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Durch Einfiihrilng von 1 erhiilt die Gleichung dee Stabes die Form: 

Zahlwerte eind (vgl. Fig. 4): 

Zum Vergleich ist in Fig. 4 gestrichelt der Kreis eingetragen, der 
in nicht-reduzierten Koordinaten z und h einen elliptischen Langsschnitt 
ergeben würde. Man sieht, daB die beiden bisher gewonnenen Kurven 
erheblich volliger sind. 

19. Vergleich. Die Materialmenge i d :  

Der Stab von gleichruaBigem Querschnitt und gleichern M hat dao 
die Hoho: h'-  o h  

5 01 

das Triigheitsmomen t : 
~ = 6 4  J 125 0 

und die Knicklast: P'lS 
- --- - J' - 2. 

Es i d  also: P 64 125 
~p = . -- = 
P' 9%' 64 

1,37. 

Rechteckiger Querschnitt von gleicher Hohe und veranderlicher Breite. 

20. Differentialgleichung für die Breite b. Irn Fallo des recht- 
eckigen Querschnittes ist in der Gleichung für y (Absatz 9): 

- 

a b  BF proportional zu 
Ir 

Minimumbedingung : z 
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Neb en b edingung : 

jas aZ  = o. 
O 

Hieraus fol&, dafi die Biegungslinie y, proportional zur Breite b wird: 

Dadurch wird aus der Differentialgleichung: 

21. Integretion und Knickformol. Umformung ist diesmal nicht 
ntitig, weil das zweite Glied konstant geworden ist. Das Integral mird 
eine einfache Parabel, deren Konstanten so zu normieren sind, da5 der 
Hochstwert für q gleich 1, und daB 71 = 0 für x = 0 wird. Am ein- 
fachsten ist es, den hierdurch gegebenen Ansatz (Fig. 4): 

in die Differentialgleichuog einzusetzen, dann folgt: 

oder die E ulersche Gleichung: 

22. Vergleich. Der Materialverbrauch des parabolischen Quer- 
schnittes ist: 

1v= +hb,l ,  

der Vergleich~stab von gleichmiBigem Querschnitt und gleichem Jf hat 
daher die Breite: 

b' - 9 bo, 
das Tragheitsmoment ., 

S-  + JO 
und die Knickformel: 

P' 1% -- Er - n?. 

Durch die bessere Materialverteilung ist die Knicklast im Verhaltnia 
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Andere Knickfalle. 

23. Minimumbedingung. Dieselben Querschnittsgesetze gelten 
auch für andere Einspannungsbedingungen. Im Falle der pis. 5, 

Fig. 5 i d  die Differentialgleichung dieselbe wie früher: 

-- d ' y '  + F ( z )  a yl - O 
d z X  

Y 
P(z) = --- h'J(x)  

mit den Grenzbedingungen: 

fü r  x = 0 y, = O 
für x=Z y:-0. 

Die Gleichung fiir die Variation: 
dPcîy 
-- 

a x e  + F - 6 y = - ? / , d F  

wird auch hier gelEst durch den EinfluBkoeffizienten z (xk) (Absatz 9) 

wobei auch hier das c,y, Regen dér ersten Grenzbedingung fehlt. So- 
dann m u 6  zum Ausdruck gebrecht werden, dafi 

für x = l  6 y 1 = 0  

wird. Es ist dam der Diffcrentialquotient von Sy zu bilden, wobei dor 
Differentiadquotient nach der oberen Grenze des Integrals Null wird: 

1: 

Für x = 1 verschwindet y;@), der Nenner ist konstant, es bleibt: 

.Jyg. 6 F .  d f  6 y f ( l ) =  -p  
Nenner 

O 

und daher dieselbe R!Iinimumbedingung: 
Z 

Der Ijnterschied gegen früher bestand nur darin, daB wegen der ge- 
anderten Grenzbedingung y',@) als Paktor vor das Lntegral tritt, was 
auf das Nullwerden keinen EinfluB hat. 

Es folgen daher dieselben Integrale für y, und für die Querschnittsform, 
nur ist, den geiinderten Grenzbedingungen entsprechend, die E ick lange  
halb so groB als vorhin; ebenso wie im F d e  des gleichmiiligen Triigers. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



198 Znr Frage nach der Wirkung eines StoBee au€ einen Balken. 

Znr Frage nach der Wirknng eines StoBes auf einen Balken. 
Von ST. TIMOSCHEBKO in St. Petersburg. 

5 1. Annaherungsformeln. 

Bei der Berechnung von Bau- und Xaschinenkonstruktionen kommt 
man manchmal in die Lage, die bruchfesten Dimensionen von Stiben 
bestimmen zu müssen, auf welche SttiBe ausgeübt werden. In der 
Praxis 16st man diese Aufgabe niiherungsweise auf Grund iiderst ele- 
mentarer Erwagungen. Gewohnlich vernachlassigt man das Tragheits- 
verhalten der einzelnen Volumenelemente des gestoBenen Korperu und 
macht die Annahme, da5 zwischen der am StoBort entstehenden Kraft 
und den dadurch hervorgerufenen Deformationen dieselbe Abhangigkeit 
wie bei statischer Belastung besteht: innerhalb der Elastizit'àtsgrenzen 
wird die Kraft am StoBort von einer Deformation begleitet sein, die 
mit ihr proportional wiichst, und das Anwachsen der Deformation dauert 
solange, bis die ganze lebendige Kraft des stoBendcn Korpers in poten- 
tielle Energie der Deformation verwandelt ist. 

Sei il die Verrückung desjenigen Punktes, auf den der stolende 
K6rper unmittelbar wirkt, dann erhalten wir auf Grund der oben ge- 
machten Annahmen f ü r  die potentielle Energie der Deformation den 

a Â' Ausdruck . Hier ist cc ein Koeffizient, der von den elastischen Eigen- 

schaften und den Dimensionen des gestoBenen Systems abhangt; a ist 
gleich der Jhaft, die angreifen muB, um die Verrückung A. = 1 zu er- 
zeugen. Die maximale Verriickung A, beim StoB erhiilt inan durch 
Gleichsetzen der potentieUen Energie mit der anfanglichen kinetischen 
Energie des stoBenden Korpers: 

Diese elementare Losung (wir wollen sie im Folgcndon ,,erste Niherung" 
nennen) die J o u n g q  gegeben hat, zieht gar nicht die Triigheit des sto- 
Benden Systems in Betrclcht und gibt deshalb für 1, einen zu groBen 
Wert. Spater schlug H o d g k i n s o n s )  bei der Verarbeitung seiner Ver- 

1) Zur Vereinfachung wollen wir im Folgenden aunehmen, daO die Geschwindig- 
keit v horizontal ist und somit die Arbeit der Schwerkraft bei der Verrückung 
wegfiillt. 

2) A course of Lectures on natural Philosophy and mechanical Arta, 1807. 
3) E ation Hodgkinson, Report of the Commissionere appointed to iuquire 

into the Application of Iron to Railway-Structure, 1849, Appendix A page 4. 
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suche, die er an Balken mit unterstützten Enden machte, Tor, bei der 
~ e r e c h n u n ~  der verlorenen kinetischen Energie von der Annehme aus- 
zugehen, da5 die stolende Last am StoBort (in der Mitte des Balkens) 
eine Masse trifft, die gleich der halben Masse des Balkens ist. Eine 
theoretische Begründung für dieses Verfahren gab H o m e r  s h a m  C ox. ') 
Die Aufgabe der Bestimmung der dynamischen Durchbiegung eines 
Balkens zerlegt Cox in zwei Teile: 1. Bestimmung der Geschwindig- 
keitsiinderung des stoBenden Korpers unmittelbar nach dem Zu- 
sammenstoB und 2. Bestimmung der dynamischen Durchbiegung des 
Balkens durch Gleichsetzen der kinetischen Energie des Systems nn- 
mittelbar nach dem StoB mit der potentiellen Energie der Durchbie- 
gung. Zur Losung des ersten Teils der Aufgabe macht C O X  die An- 
nahme, da5 bei dem ZusammenstoB die Balkenachse sich in dieselbe 
Kurve durchbiegt, wie bei einer statischen Belastung, die im StoBpunkt 
angreift. Dann ist die Geschwindigkeit v, des stoBenden Korpers un- 
mittelbar nach dem ZusammenstoB gegeben durch 

Hier ist kM die ,,reduzierte Masse'' des Balkens. Der Koeffizient k hingt 
ab von der Art, wie die Balkenenden befestigt sind, und von der Lage 
des StoBpunktes. Im speziellen Fall eines an den Enden gestützten 

17 Balkens und eines StoBes auf die Mitte des Balkens ist k = z. Diese 

GroBe ist ganz nahe gleich der, die H o  d g k i n s  O n seinen Berechnungen 
zugrunde legte. Nachdem man so die Geschwindigkeitsiinderung des 
stoBendeii Korpers hestimmt hat, finden wir für die kinetische Energie 
unmittelbar nach dern S to l  den Ausdruck. 

Durch Gleichsetzen mit der potentiellen Energie der Deformation er- 
halten wir für A, die Gleichung: 

welche eine zweite Anniherung für die Losung der StoBaufgabe dar- 
stellt. Sie weicht desto starker von (1) ab, je betrachtlicher die Balken- 
masse im Vergleich zur Masse des sto-Eenden Korpers ist. Die Niiherungs- 
losungen (1) und (2) beruhen ttuf der Amahme, daB die Verrückung 

1) Cambr. Phil. Tram. vol. I X  Part 1 pp. 73-78. History of the Elaeticity 
. . . val. 1. S 771. 
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der einzelnen Punkte des gestoBenen Systems beim StoB dieselben shd 
wie bei statischer Belastung. In  Wirklichkeit ist der StoB iinmer von 
Schwingungen begleitet, dic stark die Verrückungcn des gestdenen 
Systems beeinfluusen und unter gewissen Bedingungen einen betracht- 
lichen Teil der kinetischen Energie verzehren. Deshalti wendeten sich 
naturgem5B die weiteren Untersuchungen über den StoB hauptsiichlich 
der Erforschung der Schwingungeii zu, die beim ZnsammenstoB ent- 
stehen. Dav Problem der longitudinalen Schwingungen, die beirn StoB 
in  prismatischen Staben entstehen, wnrde schon von Navie r  gelost. 
Die Schwingungen der Stabe beim t.ianscersalm ZusammenstoB wurde 
naher von St. V e n a n t  betrachtet.') Bcide Borscher gingen von der An- 
nahnie aus, daB im Moment der Berührung der stoBende Korper seine 
Geschwindigkeit nur demjenigen Querschnitt des Stabes mitteilt, in 
welchem der Stol3 stattfindet, so wie daB, weil die StoBwirkung sich 
im ersten Moment nur auf eine kleine Masse susbreitet, keine merk- 
liche Geschwindigkeitsinderung stattfindet, die Geschwindigkeit erst 
nach MaBgabe der Ausbreitung der StoBwirkung abnimmt. Indem 
St. Venant2)  weiter noch die Annahme macht, daB die Berühruug 
zwischen der stoBendcn Last und dem Balken wenigstens wiihrend der 
halben Periode der Giundschwingungen andauert, reduziert er die Auf- 
gabe über die Wirkung eines StoBes auf einen Balken auf das Problem 
der Transversalschwingungen eines prismatischen Balkens, an dem eine 
Last befestigt ist. Die L6sung dieser Aufgabe erhàlt man in Geutalt 
einer unendlichen Reihe. Beschrankt man sich auf die ersten Glieder, 
so erhalt man die oben auf elementarem Weg gewonnene zweite An- 
niiherung (2). Zahlreiche Versuche über den longitudinalen StoB pris- 
matischer Stabe haben die Ergebnisse von N a v i e r  und St. Tenant 
nicht bestiitigt, und eine genauere Untersuchung3) der Defortnation am 
StoBpunkt zeigte, daB die lokalen Deformationen einen sehr wesentlichen 
EinfluE auf die StoBdauer besitzen. 

5 2. Genauere Untersuchung des transversalen StoBes. 

Das Problem des transversalen StoBes auf einen prismatischen 
Balken wurde trotz seiner groBen praktischen Bedeutung nicht naher 
untersucht, und wir bringen im PoIgenden einen Versuch einer niihemngs- 
-- - 

1) Théorie de l'élasticité des corps solides de Clebsch, trad. p. St. Venant, 
Note finale dn 8 61. 

2) Navier, Résumé des leçons . . . LIistorique pp. CCXXSII. 
3) Sears, On the longitudinal impakt, Tram. Cambr. Phil. SOC. 1908 C. 

Ramsauer, Annalen d. Physik Bd. 30, 1909. 
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meisen Losung dieser Aufgabe in  Verbindung mit der Untersuchung 
des Einflusses der lokalen Deformation. Diese L6sung beruht auf einer 
ilberlepmg, die schon H e r t z  gelegentlich seiner Untersuchung über 
den ZusammenstoB von Kugelu aussprach. H e r t z  riahm an, daB wir 
wahrscheinlich das Gesetz des ZusammenstoBes für beliebige Korper 
erhalten konnten, wenn wir die statische Deformation in denjenigen 
Teilen des Korpers, die in unmittelbarer Nahe der StoBstelle liegen, 
mit den allgemeinen Gleichungen für die Bewegung der übrigen Teile 
des Ktirpers verbinden. 

Wir wollen diese allgemeinen Erwiigungen anwenden auf das Stu- 
dium der Wirkung eines StoBes auf einen Balken mit gestützten Enden. 
Um die lokale Deformation finden xu konnen, mu8 man vorweg cine 
Annahme machen über die Gestalt der Oberfliiche des stoBenden Kor- 
pers und des Balkens an der StoBstelle: die stofiende Last m6ge Kugel- 
gestalt haben, der Balken sei von einer Ebene begrenzt normal zur 
Geschwindigkeitsrichtung der stoBenden Last. Nach der Formel von 
Hertz ist dann die Anniiherung a: der stoBenden Korper, infolge der 
lokalen Deformation gleich 

a - 

(3) 
3 a : - k P .  . . 

Z 
9 1 -  

Hier ist E - (% 1)3 p der Schubelastizititsmodul, r der Radius der 
P r= 

Oberfiche des stoBenden Korpers und P der Druck an der StoBstelle. 
Die inneren Schwinpngen, die beim StoB in der fallenden Last ent- 
stehen, woilcn wir vernachlLssigcnl); die erzwungenen Schwingungen 
des Balkens hingegen, die er unter der Wirkung des variabeln Druckes 
P ausführt, konnen auf Grund der bekannten Losungen für das Pro- 
blem der erzmungenen Schwingungen prismatischer Stabe betrachtet 
werden. Wenn wir zur Vereinfachung annehmen, daB der StoB in  der 
Mitte des Balkens erfolgt, so kann die Durchbiegung an der StoBtiteile 
durch folgende Formel dargestellt werden": 

Hier bedeutet 1 die Spannweite des Balkers, q sein Gewicht für die Langen- 

1) Diese Schwingungen haben, wie die Rechnnngen R a  y l e i g  ha zeigten, keinen 
merklichen EinfluB auf die StoBdauer und auf die GroBe der beim 8toB entstehenden 
Spannungen. 

2) St. T i m o  s c h  e n k o ,  ErzwungeueSchwiu yngenprismatischer St-- 
fiir Mathem. u. Phys. Bd. 59, 1911, S. 163. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 Zur Frage nach der Wirkung eines StoBes auf einen Balken. 

bne einheit, - die Frequenz der Grundschwingung des Balkens, P den 
1' 

variabeln Druck an der StoBstelle, der eine Funktion der Zeit ist. 
Zur Bestimmurig des Druckes P und der Durchbiegung y drs 

Balkens muB man die Schwingung des Balkens zusammen mit der Be- 
wegung des stoBenden Korpers betrachten. Seine anfangliche Geschwindig- 
keit v wird dank der Gegenwirknng von P allmiihlich verkleinert und 
der seit dem Moment der ersten Berührung vom Korper zurückgelegte 
Weg kann dargesteilt werden durch: 

I t  

Andererseits ist dieser Weg aiicli gleich or + y, und wir erhalten also 
folgende Gleichung zur Bestimmung von P 

Zur naherungsweisen Losung dieser Gleichung teilen wir das Zeitinter- 
t 

vaii O - t in gleiche Intervalle von der Lange z - ; und nehmen an, 

daB innerhalb eines solchen Interralles der Druck P sich nicht andert, 
sondern die jeweils konstanten Werte Pl, Pz, P3 , .  . . besitzt. Dann ist: 

t 

b z'i' 1' b s2i' J'P sin li (t - t,) d l ,  r mil {pl [cos -i, ( t  - r )  - cos 
O 

Die Einsetzung in  den Ausdruck für die Durchbiegung (4) ergibt: 

b neie hnPi' 
C O 8  - (t - z) - cos ----- 

1 = t 
y = l4 - -ql " (1. 

i4 
(7) i = l , 3 , 5 ,  ... 

Um die Berechnung der DurchDiegrmg zu erleichtern, schicken wir - - 
eine Tabeiie (A) voraus für die Werte von 
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fih verschiedene nz sowie fü r  ihre ersten Differenzen, berechnet unter 
der Voraussetzung, daB 

T n 1' . , -=- - - . -  
360 180 b d  ' 

d. h. daB das einzelne Intervall & der Periode T der Grundschwingung 
de0 Balkens bildet. 

T a b e l l e  A. 

Wir merken noch an, daB die Werte  der in  der Tabelle arigefiihrten 
Differenzen proportional sind den Balkendurchbiegungen in den entspre- 
chenden Zeitmomenten, welche vom Druck Pl herrühren, der wah- 
rend des ersten Intervalls wirkte. Die Veriinderung dieser Durch- 
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biegung wahrend eines Viertels der Periode der Grundschwingung ist 
in Fig. 1 dargestellt. 

Die ~ e s & n r n u n ~  der Werte von P geschieht suf folgende Weise. 
Unter Vernachl'issigung der andenmgen, welche die Geschwindigkeit 
des stoBenden Korpers wihrend des ersten Intervalls erfàhrt, erhalten 

 FI^. 1. wir für die A nnaherung der 
stoBenden K6rper den Wert 
a - v z  und berechnen mit 
Hilfe von G1. (3) leicht den 
entsprechenden Wert P'von 
P. Zur ErzielungeinergroBe- 
ren Genauigkeit nehmen wir 
nun an, daB wihrend des 
ersten Intervalls der Druck 

P' den kon~tanten'CVertY,=~ 

hat und finden mit Hilfe der 
G1. (5) und (7) einen ge- 
naueren Wert für die An- 
niherung a = y,- y und also 

0-1 3O-"= auch für den Druck P' 
am Ende des ersten Intervalles. Zur Bestimmuiig des Druckes P" am Ende 
des zweiten Intervalles nehmen wir zunachst an, da5 der Druck wiihrend 
des ersten und zweiten Intervalles konstant und gleich P' ist, dann 
finden wir leiüht für die Verrückung der Last y, und die Durchbiegung 
des Balkens y die entsprechenden Werte und bestiiumen daraus leicht 
a und P". Einen genaueren Wert von P" erhalten wir, indem mir an- 

P' 
nehmen, daB wiihrend des ersten Intervalles ein Druck herrscht und 

im sweiten lntervall ein nruck p ' ~ p ' ' -  Nachdein wir mit Hilfe von 

(5)  und (7) die zweite Niiherung für  den Druck P" am Ende des 
zweiten Intervalles erhalten haben, gehen wir zum ngchsten 111tervall 
über und wiederhnlen die Rechnungen in derselben Ordnung. 

5 3. Beispiele. 

Als Reispiel bringen wir die Berechnung für einen kl~inen Ralken, 
deasen Grundschwingung die Periode 1 . 10p3 Sekunden besitzt. Bei enb 
sprechender Wahl des Querschnittes kann ein solcher Balken ~erschie- 
dene Langen besitzen. Wenn wir einen Stahlbalken nehmen (etma mit 

kl E = 2,2 . IO6, und dem spezifischem Gewicht 7,96) vom Querschnitt 
cm 
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1 x 1 cm, so bestimmt aich die entsprechende Lange aus der Formel 
für die Periode der Grundschwingung. 

Wir erhalten so 1 - 15,35 cm und dementsprechend für die Masse 
des Ralkens 

15,35 . 0,00796 M = - - - .  
981 

Diesen Ralken soli nun in seiner Mitte eine Stahlkugel mit dem Radins 
r = 1 cm und der Masse 

stoben, die mit der Geschwindigkeit v '= 1 cm/sec auftrifft. Die erste 
Anniiherung (1) gibt in diesem Faile fü r  die dynamische Durchbiegung 
f d  den Wert 1,18. IO-* cm. Die zweite Annahme gibt f d  = 0,702. IO- '  cm. 

T 
Teilen wir die StoBdauer in Intervalle von der Linge t - lso - 

= 0,05556. sec., so schreibt sich die G1. (7) folgenderrnaBcn: 

(71 - l)? z m i P a  
COB 

90 
-COB-  - 

y - O,4O5.lO-s 90 
i4 + 

(4 i = l , 3 , 6 ,  ... 

(n  - 2) i s7c  (n - 1) iPn  - CO8 -- -- 
90 9 0  

I 4  cm. 

Nehmen wir ferner fü r  Stahl an y = 9 .  IO5 kg/cma und geben (3) die 
Gestalt: 

(b) 
16 ' 3 - 3 

P=-yrecr" l6.1O5a2 kl. 
9 

Die Geschwindigkeitsabnahme der Kugel wahrend des n- ten Intervalles 
bestimmt sich aus der Formel: 

Unter Benützung von (a) (b) (c) und allrniihlich von jedem Intervali 
zum folgenden übergehend, erhalten wir für die den StoBverlauf kenn- 
zeichnenden Gr6Ben die in der folgenden Tabelle znsammengesteilten 
Werte. 
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Zur Frage nach der Wirknng eines StoEes auf einen Balken 

Tabe l l e  B. 

Wahrend des 29. Intervalles 

P klg 
- - 

O 

0,0209 klg 
0,0582 ,, 
0,1055 ,, 
0,1590 ,, 
0,216 ,, 
0,268 ,, 
0,328 ,, 
0,379 ,, 
0,423 ,, 
0,468 ,, 
0,494 !, 

0,501 ,, 
0,507 ,, 
0,504 ,, 
0,492 ,, 
0,471 ,, 
0,444 ,, 
0,411 ,, 
0,372 ,, 
0,330 ,, 
0,205 ,, 
0,239 ,, 
0,195 ,, 
0,145 ,, 
0,100 ,, 
0,060 ,, 
0,025 ,, 
0,003 ,, 

h6rt die Berührung zmischen Kugel und 
Balken auf. Die Kugel springt mit der Geschwindigkejt von 0.303 cmlsec. 
ab, die Balkendurchbiegung fiihrt fort zu wachsen. Zur Bestimmung 

mit Hilfe der Formel (a) noch die der maximalen Durchbiegung sind 
folgenden Werte von y berechnet. 

t Y l Y 
- - - 

0,788. cm 

54 r 1,096 ,, 
55 t 1 1,107 ,, 

Die Ergebnisse der Rechnung 

56 r 

57 z 
58 z 
59 z 

1,115. cm 
1.121 ,, 
1,124 ,, 
1,123 ,, 

sind jn Fig. 2 dargesteilt. 
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Von ST. TIMOSCHENKO. 207 

Die Kurve (1) gibt uns das Gesetz, nach deni der.Druck P wiichst. 
Zum Vergleich i d  punktiert dieselbe Kurvc für den StoB der Rugel 
sn einer feeten Ebene dargestellt. Wir  sehen, infolge der Durchbiegung 
des Balkens vermindert sich der Uruck P und die Druckkurve wird 
nnsymmetrisch bezüglich der mittleren Ordinate. Auch die StoBdauer 
vermindert sich im vorliegenden Fall und ist anniihernd gleich 0,155 T. 
Die Kurre II gibt den Verlauf von y,, III den Verlauf der Durch- 
biegung des Balkens. Ihr  Maximum liegt bei t = 58z und betragt 
1,124.!0-4 cm. Der Vergleich dieses Ergebnisses mit den früher an- 
geführten Naherungswerten f i  und f d  zeigt, da5 die Durchbiegung 

wirklich um kleiner ist als diejenige, welche die erste Anniiherung 
liefert. Die zmeite ist im vorliegenden Palle weniger befriedigend, 
Wenn man bemerkt, da0 die kinetische Energie der wegspringenden 
Kiigel nur 9,2% ihres anfanglichen Wertes betragt, so kann man 
aclilieBen, daB fast die ganze übrige kinetische Energie sich in die 
Riegungsenergie des Ralkens umgesetzt hat. Auf die kinetische Energie 
der Schwingungèn des Balkens kommt im Moment des Maximums der 
Durchbiegung riur ein verschwindend kleiner Betrag. 

Als zweitcs Bcispiel wurde ein leichter biegsames Stgbchen be- 
trachtet mit der Grundschwingungsperiode T = 4 - 10p3 Sekunden, nam- 
lich ein Stahlstàbclien Ton demselben Querschnitt wie früher aber zwei- 
nia1 so lang. Hier wurdcn die Rechnungen fiir Kugeln mit dem Radius 
r,= 1 cm bzw. P', = 2 cm durchgeführt mit v = 1 cm/sec. E s  ergab sich, 
daB der StoBverlauf wesentlich verschieden ist je nach dem Verhiltnis 
zwischen der Masse der Kugel und der des Balkens. Im F a l k  der 
lileineren Kugel war m :  171 = 0,136. Das Anmachsen des Druckes ver- 
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208 Zur Frage nach d. Wirkung eines StoBes auf einen Balken. Von ST. TIMOSCHEWO. 

lauft hier ganz so wie iin fi-üher betrachteten ersten Beispiel. In Fig. 3 
ist die Art dieses Verlaufes durcli die Kurve 1 dargestellt. Für die 
Kugel mit gr6Berem Radius m : M = 1,091 ist der Druckverlauf ver- 
wickelter; siehe Kurve II in Fig. 3 E s  zeigt. sich, da8 bei diesem 
Verhiiltnis der Massen m und 31 der Vorgang in zwei wieder- 
holte StoBe zerfalit: Die Berührung dauert von t - O bis t = 19,5t 

T ' 2  
(. = 

= 0 1 ~ - 4  sec. und ist wieder vorhanden von t = 60z bis t=80z. 1 
Wahrend des ersten ZusammenstoBes verliert die ICugel rund 0,8 ihrer 
lebendigen Kraft und setzt ihre Bewegung - nachdem der Ralken sich 

Fig. 3. 

Mas. f. P 1 cm = 0,l klg 
Mas. f. y 1 cm = 0,5. 10- cm 

1 
U 5 z 10% 16% 19zBOz SO r 

von ihr abgelost hat - mit einer Geschwindigkeit von rund 0,43 cm/sec 
fort. Nachdem die Durchbiegung des Balkens durch ein Maximum von 
rund 8 .  I O - *  cm hinrlurchgegangen ist und zurückliuft, beginnt der 
zweite ZusammenstoB, mahrend dessen die Kugel und der mittlere 
Querschnitt des Balkens das Vorzeichen ihrer Geschwindigkeit Zndeiu, 
die Kugel abspringt und die Durchbiegung des Balkens eine Zeit lang 
noch wiichst. Die ~ n d e r u n ~  der Durchbiegung im 'lntervall der Be- 
rührung von Balken und Kugel ist in Fig. 3 durch Kurve III dar- 
gestelit. 

Vorlkufig beschranken wir uns auf die obigen Zahlenbeispiele. 
Sie genügen natürlich noch nicht, um auf ihnen irgendeine Formel zur 
Berechnung von Ralkenfestigkeit gegen StoB aufzubauen; immerhin er- 
hellen sia sinigcrrnaBsn die physikalische Seite der Erscheinung des 
StoBes und gestatten einige allgemeine Schlüsse. 

Durch Berüçksichtigung der lokalen Deforrntttionen bei der Be- 
rührung von stoBender Last und Balken kann man mit Hilfe des obigen 
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Naherungsverfahrens: 1. in jedem einzelnen Ball den Verlauf der Balken- 
dnrchbiegung und des Druckes feststellen; 2. die Zeit berechnen, wahrend 
welcher sich der Balken und die Laat Serühren. Sie hiingt von der 
Gestalt der Oberfliichen der stolenden Korper an der Berührungsstelle 
ab und von ihrem Massenverh%ltnis. Falls die Masse des stoBenden 
Korpers gegen die des Balkens nicht klein ist, findet wiederholter Zu- 
sammensto5 statt. 3. Faiis die lokalen Deformationen an der StoBsteile 
nicht elastisch sind, konnen alle GroBen, die den StoBvorgang kenn- 
zeichnen, durch dieeelbe Niiherungsrechriung gefunden werden, nur  miiB 

vorweg durch statiuche Kompression die Abhiingigkeit des a: von P 
jenseits der Elastizitatsgrenze festgestellt werden. 

Die Genauigkeit der Ergebnisse hangt von der Zahl der Intervalle 
ab, in welche man die StoBzeit zerlegt, und von der Genauigkeit, mit 
der man die Zwischenrechnung vohieht .  Für das 1. Beispiel liefert eine 
Wiederholung der Rechnung mit geringerer Intervallzahl (z = & 
einen Druckverlauf, der von dem friiher berechneten nicht stirker als 
orn 1% abweicht. Ü b e r h a q t :  sobald nicht wiederholte Zusarnmenet6We 
stattfinden, gibt schon eine kleine Zahl von Intervallen eine für die 
Praxis genügende (feuauigkeit, und die Berechntmg der maximalen 
Durchbiegiing bietet keinerlei Schwierigkeiten. Rei wiederholten Zn- 
sammenstoBen muB man eine groBere Zahl von Intervallen nehmen, 
der Rechnungsaufwand wachst stark und die Genauigkeit ist  geringer. 

Graphische Berechnnng von Determinanten beliebiger 
Ordnnng, 

Von B. METTMKE in Stuttgart. 

Es kommt vor, daB man von einer Determinante, deren Glieder 
als Zahlen gegeben sind, den wert mit keiner gr6Beren Scharfe zu 
kennen braucht, als er durch Zeichnung sich finden lLBt, daB also etwa 
die Genauigkeit, die den .Konstruktionen der darstellenden Geometrie 
iunewohnt, genügt. I n  einem solchen Fall kann man einen Weg ein- 
~chlagen, der im folgenden für Detcrminanten 2ter, 3ter und 4 te r  Ord- 
nung, und dann allgemein beschrieben werden soll.') Wie gezeigt werden 

1) Ich bin durchaus nicht der Meinung, da0 ee zweckmX3ig w k e ,  bei der 
graphischen Auflosiing eines Systems linearer Gleichungen die enalytiache Liiaung 
mittels Determinanten zugrunde zu legen, aleo die Determinauteu, durch welche 
sich die Unbekannten ausdriicken lessen, graphisch zn berechnen. Über die nach 
meinem Dafiirhalten zweckmii8igste Art, lineare Gleichuugen graphisch aufzulCieen, 
dcnke ich mich demnachst in dieser Zeitschrift zu SLuBom. 

Zeit~chrif~ t Nathematik u. Phyaik. 68. Band 1919. Hsft 2. 14 
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210 Graphische Berechnnng von Determinanten beliebiger Ordnung 

wird, kann man eine beliebige Determinante n-ter Ordnung aiif man+ 
fache Weise als Produkt von .n Langen Z,, 1, . . ., Zn darstellen, die sich 
durch einfaühe Konstruktionen ergeben. . Auf Zeichenpapier, das mit 
einem quadratischen Linienneta bedruckt ist, sogenanntem Millimeter- 
papier, macht sich die A u s f ü h n g  besonders bequem. Das Produkt 
der gefundenen Ligenzahlen kann man mit dem Rechenschieber aus- 
rechnenl); soll aber der Wert der Determinante als LBnge dargestellt 
werden, so ist eine der bekannten Konstruktionen der elementaren Geo- 
mctrie anzuwendon, die darauf hinauskommen, wiederholt ein Rechteck 
mit gegebenen Seiten in ein solches zu verwandeln, von dem eine Seite 
die Lange eins hat. 

a) Determinante zweiter Ordnung 

Wir  betrachten a,, 6, und a,, b, als die Koordinaten zweier Punkte 
p, und p, in einem rechtwinkligen Cartesischen System in der Ebene 
mit den Achsen A und B und dem Ursprung o. D a m  ist bekanntlich 

Pig. 1. Fig. 2. 

d gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks op,p,, und zwar mit dem 
Vorzeichen plus odeï minus, je nachdem die Halbstrahlen op, und op, 
zu einander liegen, wie die positiven R i f t e n  der Achsen A und B, oder 
nicht. (In Pig. 1 und 2 ist das Zeichen plus.) Ein Dreieck andert weder 
lnhalt noch Sinn, wenn man irgend eine seiner Ecken parallel xur 
gegenüberliegenden Seite um einen beliebigen Betrag verschiebt. Wir 
verschieben zuerst p, parallel zu op, bis zur A c h e  A nach q, und hier- 
auf in dem neuen Dreieck op,ps die Ecke p, parallel zu oq, bis zur 
Achse B nach q,. Dadurch ist das ursprüngliche Dreieck in das bei O 

1) Man kann auch nach J. S c h n 6 c k e 1 s Verfahren die Langen mit einem 
antilogarithmischen MaBstab messen, wodurch die Multiplikation in Addition ver- 
wandelt wird, s. Zeitschrift f. Vermessungswesen Bd. 29 (1900), S. 413. 
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rechtwinklige Dreieck oq, q2 verwandelt worden, dessen doppelter Flàchen- 
inhalt soviel Einheiten betragt, wie das Produkt ,der Liingen Gj, = ll 
und i& = l2 angibt. Eine solche L h g e  ist positiv oder negativ zu 
nehmen, je nachdem sie auf die positive oder negative Halfte der bc- 
treffenden Achse fallt. Man bemerkt, da1 oY, gleich dem parallel zu A 
gemesscnen, im allgemeinen ,,schirfen" Abstand des Punktes pl von der 
Geraden op, ist - mit dem Vorzeichen plus oder minus, je nachdem 
die Richtung von der Geraden op, riach dem Punkt pi hin mit der 
positiven Richtung von A übereinstimmt oder nicht - sowie 1, = b,, 
d. h. gleich der Projektion der Strecke ÏQ7, auf die Achse 13, positiv 
oder negativ genommen, je nachdem sie auf die positive odcr negative 
Glfte von B fallt. Wir k h n e n  sagen: 

Die Determinante d ist gleich dem Produkt aus dern parallel sur 
erslen Achse genzessenen Absland des Punktes pl von der Geraden op, 
und der Proje7dion der Strec7g op, auf die sweite Achse. 

Wahrend Fig. 1 zur Erliuterung diente, sind in Pig. 2 alle bei 
der Ausführung entbehrlichen Linien fortgelassen worden. 

Man dürfte auch die Achsen oder irgend zwei der Punkte O, pl und 
p, vertauschen, oder beides zugleich, so da1 d eich im ganzen auf 
sechs Arten ausdrücken M t ;  jedoch id, dm Vorzeichen zu andern, wenn 
nur die Achsen oder nur zwei Punkte vertauscht aerden. 

b) Determinante bitter Ordnung 

In bezug auf ein raumliclies Koordinatensystem, dessen vom Ur- 
sprung O ausgehende Achsen A, B, C paar~e jSe  scnkrecht sind, mogen 
a,, b,, ci sowie a,, 'b,, c, und a,, b , ,  c, als die Koordinaten dreier 
Punktc p,, p,, p, aufgefaBt werden. Wie man wei8, ist alsdam A 
gleich denr 6 fachen Rauminhalt des Tetraeders op,p,p3, mit dem Vor- 
zeichen plus oder minus, je nachdem die Halbstrahlen op1, op,, op, zu- 
einander liegeil wie die positivcn Hiilftcn der Achsen A,B,C oder nicht. 
Der Inhalt und der Sinn eines Tetraeders bleiben unverandert, wenn 
eine beliebige seiner Ecken in der Ebene durch diese Ecke parallel 
znr gcgenüberliegenden Seitenflache des Tetraeders irgendwie verschoben 
wird. Wir denken uns pl in  der Ebene durch diesen Punkt p a r d e l  
zur Ebene op,p, bis z~ ersten Achse nach y, verschoben, hieranf in 
dem neuen Tetraeder op,p2p, die Ecke p, parallel zur Kanto op,, mit- 
hin parauel zur Seitenfàche oq1p3, bis zu der auf A senkrechten 

14' 
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Boordinatenebene BC nach q, , und endlich in  dem neuen Tetraeder 04,  p,p, 
die Ecke p, parallel zur Kante op ,  gleichfalls bis zur Ebene BC nach q,. 
Das zuletzt entstandene Tetraeder oq,q;q; ist bei O drei-rechtwinklig, 
weshalb sein Gfacher lnhalt soviel Einheiten betragt, wie das Produkt 
aus der Hohe 5ijf und dem doppelten Inhalt der Grundgiche op,q, angibt. 
Da offenbar ïEj, gleich dem in der Richtung der Achse A gemessenen 
Abstand des Pnnktes pl von der Nbene op,p3 ist, 80 hat man den Satz: 

Die Determinante A ist gleich dem Produkt aus dem parallel zur 
ersten Achse gemessenen Abshnd des Punktes p, von der Ehe~e op,p, 
und dem doppelten Inhalt der red~twinkligen. Projektion des Dreiecks op2p, 
auf die zur ersten Achse senkrechte Emrdinatenebene. 

E s  ist klar, da5 man statt der emten Koordinatenachse auch die 
zweite oder dritte nehmen und anBerdem die Reihenfolge der Punkte 
O, pl, p,,p, beliebig andern darf; dadurch wird hochstens das Vorzeichen 
von A geindert, und zwar bleibt, wie aus bekannten Satzen der Lehre 
von den' Determinanten hervorgeht, das Vorzeichen erhalten, wenn man 
die Aühsen in der Reihenfolge B A C  oder CAB statt A B C  nimmt, 
wahrend bei jeder Vertauschung zweier Achsen oder zweier Punkte ein 
Zeichenwechsel eintritt. 

Durch den aufgestellten Satz ist der Fall b) teilweise auf den 
Fa11 a) zurückgeführt worden. Um die Strecken zu bestimmen, al8 

Fig. S. 
deren Produkt nach jenem Satz d sich dar- 

C stellen laBt, benutzen wir Projektianen auf 
die h i d e n  Koordinatenebenen A B  und BC, 
die wir als GrundriB und AufriB oder erste 
und zweite Projektion ansehen konnen. Die 

, Parallele x i  A durch pl m6ge die Ebene 
op,% in s schneiden. Dann &Ut s im AufriB 

! B mitp, zusammen, wiihrend man den GrundnB 
von s in  bekannter Weise dadurch findet, 
daB m a n  durch den AufriB vonp,, also durch 
pu,, irgendeine Gerade zieht - in Fig. 3 ist 
die Gerade nach p, genommen worden - 
sie als AufriB einer Geraden in der Ebene 
op, p3 betrachtet, den zugehorigen GrundriB 
bestirnmt (was in Fig. 3 mit Hilfe des 

Schnittpunkts m der Geraden mit op, geschehen ist) und ihn mit dem 
Lot, durch den AufriB von s oder$, schneidet. Der in der Richtung von A 
gemessene Abstand 1, des Punktes pl von der Ebene op,p, ist jetzt gleich 
dem GrundriB der Strecke sp,: - 

I I 

11 =SP1, 
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mit dem Vorzeichen plus oder minus, je nachdem diese Stracke die 
Richtung von A kat, oder die umgekehrte. (Man hatte auch von vorn- 
herein aagen konnen, daB 1, gleich dem in der Richtung von A ge- 
messenen Abstand des Punktes pl von der Schnittlinie k m  der Ebene 
oprp3 mit irgendeiner durch p, gelegten zweiten ~rojizierenden Ebene 
id. In Fig. 3 fillt k mit p, zusammen.) 

Der doppelte h h d t  der zweiten Projektion des Dreieclis op,p, ist  
nach a )  gleich Z,13, wo 1, den in der Richtung von B gemessenen Ab- 
fitand des Aufrisses von pz v o n  AufriB der Geraden op,, und 1, .- % 
die Projektion der Strecke Ws auf die Achse C bedeutet. Man hat 
schlieBlich: 

LI = zlz~13.1) 

Wenn d gleich Null ware, also die Punkte pl, pz, p3 mit o in 
einer Ebene lagen, so zeigte sich das schon daran, daB der GrundriB 
der benützten Hilfslinie den GrundriB von pl enthielte, also s anch im 
GrnndriB mit p, zusammenfiele. 

c) Determinante vierter Ordnnng 

Bezeichnet é einen beliebigen der Indizes 1, 2, 3 und 4, so betrachte 
man ai, b,, ci, di als die Koordinaten eines Punktes pi im Raum von 
vier Dimensionen in bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem A, B, 
C, D mit dem Ursprung o. Eine Figur, die aus fünf beliebigen Punkten 
einm Raumes von vier Dimensionen, die jedoch in keinem Raum von 
drei Diinensionen liegen, zusammen mit ihren siimtlichen Verbindungs- - 

geraden, Verbindungsebenen und dreidimensionalen Verbindungsriiurnen 
gebildet wird, allgerneiner aus (a + 1) Punkten eines Raumes von 
n Dimensionen, die sich in  keinem Raume von (n - 1) Dimensionen 
befinden, zusammen mit d e n  ihren Verbindungsraumen von weniger 
ala R Dimensionen, heiBt ein S i m p l e x .  2, Man spricht von dem n-dimen- 

1) Es liegt hier ein Weg vor, den Inhalt eines beliebigen durch Gmnûri6 
und AufriB gegebenen Tetraeders zu bestimmen, denn da6 eine Ecke des Tetra- 
eders sich im Ursprung befindet, ist unwesentlich. Dieser Weg ist vie1 kiiner 
als der, den Herr C. V e i  t h e n  im A ~ c h i v  der Mathematik und Physik (3) 19 (1912), 
S. 286-287 mitgeteilt hat. 

2 )  P. H. S c h  o u t  e , Jdehrdirnensionale Geometrie, 1. Teil, Leipzig 1902, S. 10. 
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sionalen Inhalt oder kurz Inhalt eines Simplex im Raum von n Dimen- 
sionen ahnlich wie von dern Rauminhalt eines Tetraeders oder dem 
Flacheninhalt eines Dreiecks.l) E s  kammt jedem Simplex ein bestimm- 
ter Sinn oder seinem Iahalt ein bcstimmtes Vorzeichen zu. Als bekannt 
werde vorausgesetzt, da5 im Fall la = 4 obige Determinante A, anch 
dem Zeichen nach, gleich dern 24fachen Inhalt des Simplex mit den 
Ecken O, pl, p,, p,, p, ist '), ferner daB ein Simplex im Baume von 
vier Dimensionen in ein solches von gleichem Inhalt und Sinn über- 
geht, wenn man irgendeine seiner Ecken in einer beliebigen Parallelen 
zu dern dreidimensionalen Verbindungsraum seiner ührigen vier Ecken 
~erschiebt .~)  Auf ahnliche WTeise wie das Entsprechende unter a) und b) 
liiBt sich mit Hilfe des vorhergehenden zeigen: 

Die Determinante d ist gieich dern Produkt aus dem parallei aur 

ersten Achse gemessenen Abstand 1, des Punktes p, von dem dreidimen- 
sionalen Verbindungsraurn [op2p, y$ der Punkle o,p,, p,,p, und dem sechs- 
fachen Inhalt A, des Tetraeders op,q3 q,, das die rechtwinklt'qe Projektion 
des Tetraeders op,p3p, azlf den sur erstela Achse senkrechten dreidimen- 
sionalen Komdinatelûraum (d. h. den Perbindmgsraum der aweiten, d r i h  
und vierten Achse) biidet. 

Auf die Durchführung des Beweises kann hier verzichtet werden. 

Bei der Anwendmg des vorstehenden Satzes bestimmen wir jeden 
Punkt durch seine Projektionen auf die drei Koordinatenebenen AB, 
B C  und CD, die wir als erste, zweite und dritte Projektion unter- 
scheiden. Wie man leicht einsieht, ist der in  der Richtung von A ge 
messene Abstand 1, des Punktes pl von dern Raum [op,p,p,] auch 
gleich dern in derselben Richtung gemessenen Abstand jeries Punktes 
von dern Schnitt des freglichen Raumes mit irgendeinem durch pl ge- 

legten und zu A parailelen Raum, z. B. mit einem zweiten oder dritten 
projizierenden Raum durch pl (d. h. einem Raum von drei Dimen- 
sionen durch p,, der auf der zweiten oder dritten Projektionsebene 
senkrecht steht). Legen wir zuerst einen beliebigen dritten projizieren- 
den Raum Z3 durch p,. E r  hat als dritte Spur eine beliebige Gerade 
durch pi", und seine Schnittebene mit [op,p,pJ laBt sich z. B. dnrch 

1) P. H. S c h  o n t  e ,  Mehrdimenvionale Geometrie, 2. Teil, Leipzig 1905, 
S. 94, 113. 

2) Ea folgt dies aus d~,r  allgemeinen Formel für den Inhalt einea Simplex 
bei S c h  o n t  e '), S. 119, Formel (41), wenn man darin n = 4 und die Koordinaten 
eines der Eckpunkte des Simplex alle gleich Kull setzt. 

3) Es folgt dies aus dern Satz über den Inhalt einer n-dimenaionalen Pyramide 
bei Schou te1 ) ,  S. 112. 
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die Schnittpunkte f ,  9, h mit den Geraden op,, o%,op, bestimmen, deren 
dritte Projektion sich unmittelbar ergibt, wahrend man die zweite Pro- 
jektion aus der dritten jedesmal durch ein Lot zur Achse C ,  und die 
erste Projektion aus der aweiten durch ein Lot zu B erhalt. (In Fig. 4 
ist jener projizierende Raum zugleich durch p2 golegt worden, so daB 
f mit p, zusammenfXit.) Jetat ist 1, gleich dem in der Richtung von 
A gemessenen Abstand des Punktes pl von der Ebene [ fghl ,  oder auch 
von der Schnittlinie dieser Ebene mit irgendeinem durchpl @%ten zweiten 

pojizierenden Raum z2. Ein solcher hat als zweite Spur eine beliebige 
Gerade durch pi'; seine Schnittgerade mit [fgh] kann etwa durch seine 
Schnittpunkte k und m mit den Geraden h f  und hg bestimmt werden, 
die in der zweiten Projektion schon vorliegen und aus ihr auf bekannte 
Weise in die erste Projektion zu bringen sind. (In Fig. 4 hat man 
den zweiten projizierenden Raum Z2 ebenfalls durch p, gelegt, so da1 
auch k mit p, zusammenfallt.) Nun kann man Z, der ersten Projektion 
entnehmen, als den in der Richtung von A gemessenen Abstand des 
Punktes pi von der Geraden k'm'. 

Rach dem unter b) entmickelten Verfahren wird 1, aus der zweiten 
Projektion, 1, und 1, aus der dritten Projektion der Punkte pe,  ps,  p4 
erhalten. (Weil in Fig. 4 der dritte projizierende Raum Z,, der durch 
Pl gelegt wurde, auch p, enthalt, so ist 1, gleich dem in der Richtung 

gemessenen Abstand des Punktes pi von der Geraden gf'y.) 
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d) Determinante n-ter Ordnung 

E s  ist  nicht schwer, das unter c) angewandte Verfahren zu ver- 
allgemeinern. W i r  betrachten die Glieder der i-ten senkrechten Reihe 
in  A, also die GroBen a,,, a,, . . ., a,, als die Koordinaten eines Punktes 
pi in einem Baum von n Dimensionen in bezug auf ein System von 
n paarweise senkrechten Achsen A,, A,. . . ., A,, die durch einen gô 
meinsamen Ursprung o gehen. Dann ist d gleich dem %!-fachen Inhalt 
des Simplex mit den Ecken O, pl,  pa, . . ., pn, welcher Inhalt sich nicht 
andert, wenn man irgendeine Ecke des Simplex in dem durch diese 
Ecke gehenden Raum von ( n  - 1) Dimensionen, der zum Verbindungs- 
raum der übrigen Ecken parallcl ist, bcliebig verschi~bt.~) Tler fïir 
n = 2, 3, 4 bereits angegebene Satz lautet allgemein: 

Die Dekrminante d ist gleich dem Produ7ct nus dem paralle1 au 

irgendeiner Achse gemessenen Abstand einer Ecke des Simplex op,p, . . . p, 
van dem (n - 1)-dimensimalew Verbindungsrazm der Cbrigen L ' c h  wnd 
dem (n - l)!- fachen Inhalt der recl~tzuinlcZigen Proje7îtion des von den 
letzterm E c k n  yebildeten Simplex auf den zur fraglicl~en Achse senkrecken 
Komdinatenrazcm. 

Wir stcllcn die Punkte pl ,  p,, . . ., pn durch ihre (n  - 1) Projek- 
tionen auf die Ebenen A,A,, &A3, . . ., A,-,A, dar. Nimmt man 
els ersten Faktor von A den in der Eichtilng von A, gemeasenen 
Abstand 1, der Ecke pl von dem Raum op,p, . .pn, d a m  stimmen die 
Projektionen q,, q,, . . ., ql der Ecken PZ, P,, . . ., p,, auf den zu 8, 
~enkrechtcn Koordiliatenraum in den (% - 2) Projektionen auf die 
Ebenen A,A,, ASA,, . . ,, A,-IA, mit jenen Ecken selbst überein. 
Man kann deshalb nach dem allgemeinen Satz den ( n  - l)!-fachen 
Inhalt des Simplex oq,q, . . . p,, der mit A, bezeichnet sei, in .A, = 12d, 
zerlegen, wo l2 den in der Richtung der Achse A, gemessenen Abstand 
des Punktes q2 von dem Raum oq, . . . q,, A, den ( n  - 2) l-fachen Inlialt 
der rechtwinkligen Projektion des Simplez og . . . qn auf den z u  $ 
senkrechten Koordinatenraum bedeutet. Bus den genannten (12 - 2) 

1) S. die vorige Anmerkung. 
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Projektionen der Punkte p2, p3, . , . p, laBt sich 1, ermitteln; über- 
flüssig ist es dabei, den Buchstaben p in p zu iindern. Für A, gilt 
wieder das Entsprechende wie für A,, d. h. man kann A, auf die Form 
l,d, bringen, wo 1, sich aus den ( n  - 3) Projektionen der Punkte p,, 
p,, . . ., p, auf die Ebenen ASA,, A,A,, . . ., A,t-, A, finden IaBt, usw. 
SchlieBlich wird man erhalten: 

An-, = 'n-117z7 

wo Z n - ,  den in der Richtung der Achse A,-, gemessenen Abstand der 
letzten Projektion des Punktes p,-, von der letzten Projektion der 
Geraden op,, die man auch durch [op,] bezeichnen konnte, und ln( = a,,) 
die Projektion der Strecke Zj5, auf die Achse A,, vorstellt. Das Er- 
gebnis ist 

A = Z 1 Z 2 . .  . 1,. 

Über die wirkliche Bestimmung der Strecken l,, l,, . . ., 1, werde 
Folgendes bemerkt. Der Raum [op,p, . . . pn] liefert . mit jedem zu A, 
parallelen Raum von (n - 1)  Dimensionen, der pl enthiilt, wie auch 
mit einer Schar von m solchen Raumen ein Schnittgebilde - es besteht 
in einem Raum von (n - m - 1) Dimensionen Rn -, -, - von dem, 
in der Richtung der Achso A, gemessen, die Ecke p, wieder denselben 
Abstand 1, besitzt. Schneidet man deshalb den Raum [op,p, . . .pJ zu- 
erst mit einem durch y, gelegten projizierenden Raum Zn-,, der auf 
der (12 - 1)-sten Projektionsebene senkrecht steht, also von selbit parallel 
zu A, ist, hierauf den durch (n - 2 )  Punkte zu bestimmenden Schnitt- 
raum Rn-, in derselben Wcise mit eincm projizicrenden Raum Zn-s 
durch p,, der senkrecht zur (n. - 2)-ten Projektionsebene ist, usw., dann 
wird man schlieBlich in der ersten Projektion eine Gerade erhalten, die 
1, ergibt, wenn man den Abstand der ersten Projektion des Pu'nktes pl 
von ihr in der Richtung von A, milt .  Auf ahnliche Weise lassen sich. 
l , ,  l,, . . . ermitteln, nur da5 man bei jeder f'olgenden Strecke eine Pro- 
jektion und einen projizierenden Raum weniger n6tig hat. Durch 
passende Wahl der Hilfsraume 1aBt sich die Arbeit noch abkürzen, wie 
wir es unter c) schon gesehen haben. Wer in den Geist der auf be- 
liebig viele Dimensionen ausgedehnten darstellenden Geometrie ein wenig 
eingedrungen ist, dem wird die Durchführung keine Schwierigkeiten 
machen. 

Anm. M. P a r i d  B o u l a d ,  Ingenieur bei den Zgyptischen Staats- 
bahnen, hat 1909 auf der Versammlung der ,,Association française pour 
l'avancement des sciences" in Lille ein anderes Verfahren zur graphi- 
schen Berechnung von Determinanten angegeben. Das oben mitgeteilte 
Verfahren erfordert aber von TZ = 3 an bedeutend weniger Linien und 
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218 Graph. Berechnnng v. Determinanten beliebiger Ordnnng. Von R. N m m .  

ist meines Erachtens übersichtlicher und weriiger ermüdend. Zum Ver- 
gleich folgt hier au0 den Comptes Rendus de l'Association française 
pour l'avancement des sciences, Congrès de Lille, 1909, die Pigur, an 
der M. Bou lud  sein Verfahren im Falle n = 3 erlautert hat, die also 
der obigen Figur 3, S. 212, gegenüber zu stellen ist. 
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Bücherschau. 

Bücherschau. 

H. Poinesrk. L e ç o n s  sur l e s  h y p o t h h s e s  cosmogoniques  professdes ii 
la Sorbonne. Rédigées par  II. V e r g n e .  XXV u. 294 S. 8. Paris  1911 ,  
A. Hermann et fils. 1 2  Francs. 
Unter den zahlreichen kosmogonischen Theorien ha t  der Verf. sich einige 

zur eingehcnderen Darstellung ausgewkhlt, die ihn ihrer Eigenart halber oder 
wegen der NGglichkeit mathematischer Behandlung dazu besonders reizten. 
In den Vorlesungen folgt auf die Weltentstehung nach K a n t  die Hypothese 
von L a p  1 a c e und deren ausführliche mathematische Diskussion, die sich über 
61Seiten erstreckt. E s  ist  augenscheinlich, daB P o i n c a r é  von L a  p l a c e s  Hypo- 
these, ihrer Durchbildung und Ausbesserung sich noch am ehesten eine be- 
fiodigende Vorstellung vom Verden  der Welten verspricht. Das sagt er un- 
zweideutig hier und im Vorwort. Einen nicht vie1 geringeren Raum (59 Seiten) 
beansprucht die Theorie G. H. D a r  w i n  s ,  der dern EinfluB der Gezeitcn bei der 
Entstehung der Himmelskorper eine entscheidende Rolle zuweist. D a r w i n s  
Resultate über Fragen der Rotation, über Tag und Monat, ihre Wechselwir- 
h g  und ihre Veranderungen, über Abplattung und Ablosung von 'nonden 
findon eine recht iiusführliche und klare Analyse, die vielen willkommen sein, 
manche erst in das Verstananis der Untersuchungen Darwins einführen wird. 
Von den Grundgedanken in der Hypothese von L i n o n d è s  scheint der Verf. 
vie1 zu halten; d e n n  er rechnet diemathematisch formulierbaren Annahmen 
durch und zeigt nebenher, da0 L i g o n d è s '  Voraussetzung siüh mit der kine- 
tischen Gastheorie nicht ganz vertragt. Die Kachprüfung der Annahmen über 
den Ursprung der Sonnenwarme nirnmt ein langeres Kapitel ein, in  dem die 
chemische, meteorische und Kontraktionshypothese besprochen wird. Eine 
kritische Wiirdigung ei-fahrt die Theorie von Arrhenius, mit dessen SchluB- 
folgemgen der Verf. durchaus nicht allerwegen übereinstimmt. Der Ab- 
schnitt ,,MilchstraBe und Gastheorie" führt Lord K e l v i n s  Gedanken durch, 
da8 das Eystem der Fixsterne als ein Gas betrachtet werden konne, dessen 
Molekel die Sterne sind; es müssen d a m  auch die Gesetze der kinetischen 
Gastheorie gelten. ?Sur knrz referierend werden die kosmogonischen Ideen von 
See, L o c k y e r ,  S c h u s t e r  wiedergegeben; den SchluB macht B e l o t s  neu- 
kartevische Wirbeltheorie, der der Verf. recht anerkennend gegenüher steht. 

Gehen die eigentlichen Vorlesungen in der IIauptsache darauf aus, aus 
den Grundgedanken der behandelten Welthildungstheorien ihren mechanisch- 
mathematischen Inhalt zu entwickeln. so hat  P o i n c a r  6 im Vorwort seine 
eigene Stellung zu kosmogonischen Pragen gekennzeichnet; im Fluge f a r t  er 
die verschiedenen Kosmogonien am Leser vorüber. Und soweit der Verf. üher- 
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haupt eine Entscheidung treffen karm und will, neigt er, wie gesagt, noch am 
ehesten der Laplaceschep  Hypothese zu. Aber ,,plus on étudie cette question 
de l'origine des astres, moirs on est pressé de conclure. Chacune des théoriee 

est séduisante par certains côtés." ,,Nous ne pouvons donc terminer 
que par  un point d'interrogation." 

Die von P o i n c a r é  getroffene Auswahl der kosmogonischen Huqothesen 
b e r ü ~ k s i c h t i ~ t  Tor allem und am ausführlichsten diejenigen franzosischen Ur- 
sprnngs; z.B. kommt die Planetesimaltheoiie nach M o u l t o n  und Chamberlin 
nicht vor. Ebenso wollte er die mechanische Seite der Weltbildungshypothesen 
in den V o r d e r p n d  gorückt wissen; durch B e r ~ c k s i c h t i g u n ~  physikalischer 
Vorgange der Vorstellung vom Entstehen der Welt  Lichter aufzusetzen, verinied 
der Verf. Damit wird es auch vcrstiindlich, daB er nicht naher auf die modernen 
Anschauingen von den Stromen im System der Fixsterne und der Verteilung 
nach Spektraltypus und BewcgungsgroEe einging. 

Strailburg i. E. - - WIRTZ. 

C. Schilling. Wilhelm Olbcrs, s o i n  Leben und se ine  Werke .  2. Band: 
Briefwechsel zwischen O l b e r s  und G a u B ,  2. Abteilung. Zum Druck ga- 
geben von C. S c h i l l i n g  und J .  K r a m e r .  V u. 758  S. 8. Berlin 1909, 
J .  Springer. J$ 16.-. 

Keun Jahre nach der'Veroffentlichung des 1. T e i l e ~  erscheint jetzt der II. 
und SchluBteil des Rriefwechsels G a u B  - O 1 b e r S. E r  erstreckt sich über die 
Zeit vom 24. Januar 18 20 bis 30. Mai 183 9 und umfaBt 354 Briefe (Nr. 381 
bis 734). Am Schlusse des letzten Briefes von O l b e r s  an GauB steht von 
G a u B  Hand ,,+ 2.  Jlam 1840.L' Nach dom Gefühl des Ref. bildet diesor Brief- 
wechsel das Schonste und Sympathischste, was wir an Briefsammlungen von 
Astronomen besitzen. Alles was die astronomische Wissenschaft damals be- 
wegte, spiegelt sich hier wieder. O l b e r s  regt meistens durch eine Frage an, 
G a u B  antwortet dem Freunde in der einmhondston Weise und erziihlt ihm " 
von dem Fortgange seiner wissenschaftlichen Untersuchungen. Dazwischen 
tauchen Werturteile über Zeitgenosscn auf; von G a u B '  Seite immer vorsichtig, 
maBvoll, milde, und O l b e r s  schlieBt gich GauB'  Meinung stets an. Vie1 Inter- 
essantes erfahrt man von der Hannoverschen Gradmcssung und den inneren 
und aufieren Schwierigkeiten, die sich ihrer Vollendung in den Weg stellen. 
Wie G a u B  allmahlich die systematischen Einstellungsfohler auf Heliotrop- 
signale, die ihn tief beunruhigeu, erkennt und belrimpft, das liest sich nicht 
ohno Spnnnung. Auch für seine geometrischen und arithmetischen Forschungen 
findet G a u B  bei dem alteren Freunde Interesse und Verstiindnis. Natürlich 
fehlon bai der engcn und horzlichen Preundschaft der bciden Manncr die person- 
lichen Mitteilungen nicht und der Briefwechsel laBt daher eiien Blick tun in 
die privaten Bchicksale der Familien G a u  B und O 1 b e r S. Fatersorgen blieben 
G a u B  nicht erspart. 

Zwei Anhange sind dem Buche bcigegobcn. Ein erster enthalt 2 9  Briefe 
von v. B u c h ,  D i r k s e n ,  GauB,  Y. I i u m b o l d t ,  v. L i n d e n a u ,  v. Müffling, 
O l b e r s  und S c h u m a c h e r  aus den Jahren 1821 bis 1837;  nie beziehen sich 
auf die merkwürdige Angelegenheit der Berufung G a u B 1  an die Akademie nach 
Berlin. Der zweite Anhang bringt drei nachtriiglich aufgefundone Briefe von 
B e s s e l  an O l b e r s  aus dem Jahre 1812. 
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Im ganzen enthalt der Band wichtiges und wertvollcs Material fiir die 
wissenschaftliche G auB b i o g r a p h i e .  Um die Herausgabe und Redaktion machte 
sich insbcsondore J. K r a m e r  verdient, dem mir die groBe Anza,hI orien- 
tierender Amerkungen und Verweise und das Kamen- und Sachregister ver- 
danken. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

Dr. E. MülI~r, o. o. Professor an der K. K. technischen Hnchschule in  Wien. 
Der Unterr icht  in d e r  d a r s t e l l e n d e n  Geornetrie a n  den t ec lmischen  
Hochschulen. Berichte iiber den mathernatischen Unterricht i n  Ost,erreich. 
VeranlaBt durch die internationale mathematische Unterrichtskommission. 
1 2 4  S. Wien 1911, K. R. Bof- irnd Staatsdruckerei. Preis: 2.40. 

Derselbe: Technische Übungsaufgaben für d a r s t e i i e n d e  Geomet r ie .  4 Defte. 
Leipzig und Wien 1910,  191 1, Franz Deutike. Preis: Das Heft A 1.25. 

Theodor Schmid, o. 6 .  Professor an der K. K. technischen Hochschule in  
Wien. Maschinenbaul iche  Beispiele  für K o n s t r u k t i o n s ü b u n g e n  xur 
daratelienden Geometr ie .  Leipzig 191 1, G. J. Goschen. Preis: Ganze 
Sammlung in Nappe 4 .  -=: 4Kr. BOR., einzelnes Blatt A - -. 15 = 18 H. 
(bei 10 Stücken A -.12 = 15 El.), Doppelblatt Ji! - . 2 5  = 36 II. (bei 
10 Stücken - . 2 0  - 24 K.). 
In dem erstgenannten Buche wird der Unterricht i n  der darstellenden 

Geornetrie a n  den tecbnischen Rochsçbulen Osterreichs besprochen. Eiae kurze 
geschicht~licheEntwicklung geht voran, und es werden dieLehrkriifte an den Hoch- 
schulen Osterrcichs aufgezahlt, welche seit Einführung dieses Eaches tatig 
waren und noch tatig sind. Weiter wird der Unterri.chtsbetrieb, Vorlesnngen 
und i;'bungen, beçprochen. Der Verfasser ha t  sich mittels Pragebogen a n  die 
andern Hochschulen gewendet, im wesentlichen wird a.ber d m  Betrieb, wie er 
in Wien eingeführt ist, geschildert. An den technischen Hochschulen in Wien, 
Prag und Tlernberg existieren je zwei Lehrkanzeln für dieses Fach. I n  Wien 
ist die Teilung in der Weise diirchgeführt, da0 die Horer der Bauingenieur- 
Architektur und allgemeinen iîbteilung (Lehramtskandidaten und Geod~ten)  
der 1. Lehrkanzel (Professer Nüller), die Horer der JIaschinenbauabteilurig 
der 2. Lehrlranzcl (Professor Schmid) zugcwicsen sind. Bernerkungen über 
Sondervorle~un~en, üher Seminare und die IIeranbildung des Lehramtskan- 
didaten bilden den SchIuB. 

Gleiclizeitig haben die beiden in Wien tiikigen Herren technische Auf- 
gaben am der darstellenden Geornetrie exsüheinen lsssen. Wir nennen aus der 
ersten Sammlung folgende Themen: KristallgestaIten, Gerüstbocke, Stichkappen, 
Dachausniittlung, kotierte Projektiori, Turmulir, Bahnwiirterhaus. 

Aus der Samnilung für hlaschineningenieure: Ankerplaihe, wandkasten, 
Kesselniete, Kugelventil, Exzenterstange, Flauschenhrrnstücke, Gewindearten 
filr Befestigungssehraiiben. Schon a n  den Mittelschulen wird in Osterreich die 
dantellende Geometl-ie in  weiterem Umf'ange getrieben als in Deutschland. 
Dadurch wird es rnoglich, dem Studiorenden bereits itu crsten Jahre Aufgabon 
vorzulegen, in denen das m a t h  e m  a t  i s  c h  e Element zu gunsten des t e  c h n i s  c h e n 
stark wrücktritt. 

München, Suli 1 9 1  2. FLRL DOHLEYANN. 
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Nene Bücher, 

Astronomie. 

1. H A ~ E N ,  JOH. GEO,  S. J., Die veriinderlichen Sterne. 1. Rd. Geschichtlich-tech- 
nischer Teil. 1. Lfg. Die Ausrüstung des Beobachters. Freiburg i. B. 1913, 
Herder. R IO.-. 

2. J a h r e s b e r i c h t ,  A s t r o n o m i s c h e r ,  begründet von WALT. F. WISLICE~TJ. 
Mit Unterstützung der astronom. Gesellschaft bearb. im kgl. astronom. Kechen- 
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versity Press. 

S. auch 26. 
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studium für Ingenieure, Techniker und Studierende. 2. Bd.: Berechnung von 
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S. auch 13, 20. 
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10. BOYS, C. V., Seifenblasen, ihre Xntstehung m d  i h e  Farben. Vorlesungen über 
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Entwurf einer verallgemeinerten Relativitatstheorie 
und einer Theorie der Gravitation. 

Von ALBERT EIHSTEIN und MARCEL GROSSMAAT in Zürich. 

1. Physikalischer Teil. 

Die im folgenden dargelegte Theorie ist aus der Überzeugung her- 
vorgegangen, daB die Proportionalitlit zwischen der tragen und der 
schweren Masse der Eorper ein exakt gültiges Katurgesetz sei, das be- 
reits in dern Fundamente der theoretischen Physik einen Ausdruck fin- 
den müsse. Schon in  einigen früheren Arbeitenl) suchte ich dieser 
Ülicrzeugung dadurch Ausdruck zu verleihen, daB ich die s c h w c r e  aiif 
die t rage Masse zurückzuführen suchte; dieses Bestreben führte mich 
zu der Hypothese, daB ein (unendlich wenig ausgedelintes homogenes) 
Schwerefeld sich durch einen Beschleunigungszustand des Bezugssystems 
phyikalisch voilkommen ersetzen lasse. Anschaulich IaBt sich diese 
Hypothese 80 aussprechen: Ein in einein Kasten eingeschlossener Be- 
obachter kanïi auf keine Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend 
in einem statischen Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten 
in einem von Gravitationsfeldern freien R'aume in beschleunigter Bewe- 
gung befindet, die durch an dem Kasten angreifende Kriifte aufrecht 
erhalten wird ( ~ ~ u i v a l e n z - ~ ~ ~ o t h e s e ) .  

DaB das Gesetz der Proportionalitit der trigen und der schweren 
Blasse jedenfalls mit auBerordentlicher Genauigkeit erfüllt ist, wissen 
wir ans einer fundamental wichtigen Untersuchung von E 6 t vos  '), die 
auf folgender Uberlegung beruht. Auf einen an der Erdoberfliiche ruhen- 
den Korper wirkt sowohl die Schwere als auch die von der Drehung 
der Erde herrührende Lentrifugalkraft. Die erste dieser Krafte ist pro- 
portional der schweren, die zweite der trigen Masse. Die Richtung der 
Resultierenden dieser beiden Kriifte, d. h. die Richtung der scheinbaren 
Schmerkraft (Lotrichtung) müBte also von der physikalischen Natur 
des ins Auge gefaBten Korpers abhiingen, falls die Proportionalitat der 
trigen und schweren Masse nicht erfüllt wiire. E s  lieBen sich dann die 
scheinbaren Schwerkriifte, welche auf Teile eines heterogenen starren 

1) A. Einstein, Ann.  d. Physik 4. 35. S. 898; 4. 38. S. 355; 4. 38. S. 443. 
2) B. E O t v O s , Mathematische und naturwissenschaftliclie Berichte aus Un- 

garn VI11 1890. Wiedemann, Beiblitter XV. S. 688 (1891). 
Zeitachrift f .  Jlathsmatik n. Physik. 68.  Band. 1913. Heft 3. 15 
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8-@ems wirken, im allgemeinen nicht zu einer Resultierenden vereinigen; 
es bliebe vielmehr im ailgemeinen ein Drehmoment der acheinbaren 
Schwerkrafte übrig, das sich beim Aufhangen des Systems an cinem 
torsionsfreien Fade11 hiitte bemerkbar machen müssen. Indem Eotvos 
die Abweaenheit solcher Drehmomente mit groBer Sorgfalt feststellte, 
bewies er, daB das Verhiiltnis beider Massen für die von ihm untersuchten 
Korper mit solcher Genauigkeit von der Natur des Korpers unabhangig 
war, da8 die relativen Unterschiedc dic dies VerhBltnis von Stoffzu Stoff 
noch besitzen konnte, kleiner als ein Zwanzigmilliontel sein i-iiüBte. 

Beim Zerfall radioaktiver Stoffe werden so bedeutende Energie- 
mengen abpegeben, daB die Andermg der triigen Masse des Systems, 
welche nach der Relativitatstheorie jener Xnergieabnahme entspricht, 
gegenüber der Gesamtmasse nicht sehr klein ist.') Beim Lerfall von 
Radium betragt z. B. jene Abnahme miq der Gesamtmasse. Würden jenen 
h d e r u n g e n  der tragen Masse nicht Anderungen der schwereri Slasse 
entsprechen, so müBten Abweichungen der tragen von der schweren 
Masse bestehen, die weit groBer sind, als es die E O t v  O s schen Versuche 
zulassen. E s  muB also als sehr wahrscheinlich betrachtet werden, da0 
die Identitat der tragen und der schweren Masse exakt erfüllt ist. Bus 
diesen Gründen scheint mir auch die &quivalenzhypothese, welche die 
physikalische MTesengleicheit der schweren mi t  der triigen Nasse aus- 
spricht, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit zu besitzen2) 

9 

frei 

(1) 

1. Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes im statischen 
Schwerefeld. 

GemiiB der gewohnlichen Relativitatstheorie ') bewegt sich ein krafte- 
bewegter Punkt nach der Gleichung 

- - -p. 

8 { J d s }  = s (Jv - dr' - dy" drP  + c2@} - O. 

Denn es besagt diese Gleichung nichts anderes, als da0 sich der 
materielle Punkt geradlinig und gleichftirrnig bewegt. Es  ist dies die 
Bewegungsgleiühung in Dorrn des Hamiltonschen Prinzipes; denn mir 
konnen auch setzen 

(1 a) ~ { [ a d t }  - O, 
wobei 

1) Die Abnahme der tragan Masse, die der abgegebenen Energie E entspricht, 

ist bekanntlich , , wenn mit c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet wird. 
C 

2) Vgl. auch 5 7 dieser Arbeit. 
3) Vgl. M. Planck, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 1906. S. 136. 
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gesetzt ist, falls m die Ruhemasse des materiellen Punktes bedeutet. 
Hieraus ergeben sich in bekannter Weise Impuls J,, J, ,  JZ und Ener- 
gie E des bewegten Punktes: 

Diese Darstellungsweise unterscheidet sich von der üblichen nur 
dadurch, daB in letzterer J,, J,, J, und E noch einen Faktor c auf- 
weieen. Da aber c in der gewohnlichen Relativitiitstheorie konstant ist, 
so id das hier gcgebene System dem gewohnlich gegebenen iquivalent. 
Der einzige Unterschied ist der, da0 J und E andere Dimensionen be- 
sitzen als in der üblichen Darstellungsweise. 

In früheren Arbeiten habe ich gezeigt,, da0 die $quivalenzhypothese 
zu der Folgerung führt, dafi in einem statischen Gravitationsfelde die 
Lichtgeschwindigkeit c vom Gravitationspotential abhiingt. Ich gelangte 
so zu der Meinung, daB die gewohnliche Relativitiitstheorie nur eine hn-  
niheruug an die Wirklichkeit gebe; sie sollte in dem Grenzfdle gelten, 
daB in dem betrachtctcn Raum-Zeitgebiete keine zu groBe Verschieden- 
heiten des Gravitationspotentials auftreten. AuBerdem fand ich als Glei- 
chungen der Bewegung eines Massenpunktes in einem statischen Gravi- 
tationsfelde wieder die Gleichungen (1) bzw. ( la);  es ist aber dabei e 
nicht ais eine Konstante, sondern als eine E'unktion der Ilaumkoordi- 
naten aufzufassen, die ein MaB für das Gravitationspotential darstellt. 
Bus ( l a )  folgen in bekannter Weise die Bewegungsgleichungen 

Man sieht, daB die Bewegungsgr6Be durch den nimlichen Ausdruck 
dargestellt wird wie oben. Uberhaupt gelten für den im statischen 
Schwerefelde bewegten materiellen Punkt die Gleichungen (2). Die 
rechte Seite von (3) stellt die vom Gravitationsfelde auf den Massen- 
punkt ausgeübte Kraft Q, dar. Für  den Spezialfall der Ruhe ( q  = 0) ist 

Hieraiis erkennt man, daB c die Roile des Gravitationspotentials spielt- 
Aus (2) folgt für einen langsam bewegten Punkt 
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Bei gegebener Geschwindigkeit sind also Impnls und kinetisclie 
Energie der Grole c umgekehrt proportional; anders aufigedrückt: Die 

ni 
trage Masse, so wie sie in  Impuls und Energie eingeht, ist - wobei 

c '  
nc eine für den Massenpunkt charakteristische, vom Gravitationspotential 
unabhingige Konstante bedeutet. Es paBt dies zu Machs kühnem Ge- 
danken, dafl die Tragheit in einer Wechselwirkung des betrachteten 
Massenpunktes mit ailen übrigen ihren Ursprung habe; denn haufen 
wir Massen in der KBhe des betrachteten Massenpunktes an, 80 ver- 
kleinern wir damit das Gravitationspotential c, erhohen also die fiir die 

Tiagheit mafigebende Gr6Be f . 

5 2. Gleichungen für die Bewegung des materiellen Punktes im 
beliebigen Schwerefeld. Charakterisierung des letzteren. 

Mit der Einführung einer raumlichen Veranderlichkeit der Gr6Be c 
hsben wir den Rahrnen der gegenwLrtig als ,,!3elativitatstheorie[' be- 
zeichneten Theorie durchbrochen; denn es verhalt sich nun der mit ds 
bezeichnete Ausdruck orthogonalen liiiearen Transformationen der Koor- - 

dinaten gegeniiber nicht mehr als Invariante. Soll also - worsn nicht 
zu zweifeln ist - das Relativitatsprinzip aufrecht erhalten werden, so 
müssen wir die Relatiritiitstheorie deïart verallgemeinern, daB sie die 
im vorigen in ihren Elementen angedeutete Theorie des statischen 
Schwerefeldes als Spezialfall enthalt. 

Führen wir ein neues liaum-Zeitsystern K' (x', y',s:t') ein durch irgend 
eine Substitution 

x' = x' (x, y, a, t )  

Y' = Y' (x7 Y7 87 t )  
8' = 8' (2 ,  y, 2, t )  
t' = t' (x, y, 2, t), 

und war das Schwerefdd im ursprüugliclien System K ein statisches, so geht 
bei dieser Substitution die Gleichung (1) in eine Gleichung von der Porm 

~ { s d s ' )  = O 
über, wobei 

d ~ ' ' = g ~ ~ d ~ ' ~  + g n a d y f 2  + a . .  + 2 g i z d x ' d y t  +.  .. 
gesetzt iat, und die GroBen gyv  Punktionen von x', y', 8, t' sind. Setzen 
wir xl, x2 ,  x3, x4 statt x', y', e ,  t' und schreiben wir wieder ds statt as', 
so erhalten die Bewegungsgleiühungen des materiellen Punktes in bezag 
auf K' die Gestalt 

d { J d s }  = O, wobei 

(1") 
dsZ = 2 g  /(,, d ~ ~ ~ d x , .  

!( * 
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Wir gelangen so zu der Auffassung, daB i m  a l l g e m e i n e n  P a l l e  
d a s  Grav i ta t ions fe ld  d u r c h  zehn K a u m - Z e i t - P u n k t i o n e n  

9 1 1  giz gis 9 1 4  

gai gaz 9 2 3  9 8 4  
( q p v =  g v p )  

h i  9 3 2  9 3 3  9 3 4  

941 S r a  94s 5'44 

char a k t e r i s i e r t  i s  t,  welche sich im Faile der gewohnlichen Relativi- 
tatstheorie auf 

- 1 0 0 0  

0 - 1  O O 
O 0 - 1  O 

O O 0 + c P  

reduzieren, wobei e eine Konstante bedeutet. Dieselbe Art der Dege- 
neration zeigt sich bei dem statischen Schwerefelde der vorhin betrach- 
teten Art, nur daB bei diesem g, - c%ine Punktion von x,, x,, x3 ist. 

Die Hamiltonsche Funktion H hat daher irn allgemeinen Fall 
den Wert 

d s -- - - - -. - 

( 5 )  II=-m- d t  = - m ~ g , , 2 ~ + ~ + - + 2 g , , ~ k , + ~ + ~ + 2 g , 4 ~ l + - + $ - + g , , .  

Die zugehorigen Lagrangeschen Gleichungen 

ergeben sofort den Ausdruck für den Impuls J des Punktes und für 
die vom Schwerefelde au1 ihn ausgeübte Kraft R: 

P " 
Ferner ergibt sich für die Energie E des Punktes 

Im Falle der gewohnlichen Relativitatstheorie sind nur lineare or- 
thogonale Substitutionen zulissig. E s  wird sich zeigen, daB wir für die 
Einwirkung des Schwerefeldes auf die materiellen Vorgiinge Gleichun- 
gen aufiustellen vermogen, die beliebigen Substitutionen gegenüber sich 
kovariant verhalten. 
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Zuniichst kihnen wir aus der Bedeutung, welche d s  iizi Bewegungs- 
gesetz des materiellen Punktes spielt, den SchluB ziehen, daB d s  eine 
absolute Invariante (Skalar) sein muB; hicraus ergibt sich, daB die 
Gr6Ben g, , einen kovarianten Tensor zweiten Ranges bildenl), den 
wir als den kovaritmten Fundamentaltensor bezeichnen. Dieser bestimmt 
das Schwerefeld. E s  ergibt sich ferner aus (7) und (9), daià Impuls und 
Energie des materiellen Punktes zusammen einen kovarianten Tensor 
ersten Ranges, d. li. einen kovarianten Vektor bilden.2) 

$j 3. Bedeutung des Fundamentaltensors der g,, für die Messung von 
Raum und Zeit. 

Aus dem Früheren kann man schon entnehmen, da13 zwischen den 
Raum-Zeit-Koordinaten x,, x,, x,, x4 und den mittelst MaBataben und 
[Jhren zu erbalteriden MeBergebnissen keine so einfachen Beziehungen 
bestehen konnen, wie in der alten Relatiritiitstheorie. E s  ergab sich 
dies bezüglich der Zeit schon beim statischen Schwerefelde.') Es erhebt 
sich deshalb die Frage nach der physikalischen Redcutiing (prin~i~iellen 
MeBbarkeit) der Hoordinaten x,, x,, x3, x,. 

Hierzu bemerken wir, daB ds als invariantes MaB für den Abstand 
zweier unendlich benachbarter Raumzeitpunkte aufzufassen id .  Es mu0 
daher ds auch eine vorn gewahlten Bezugssystem unabhiingige physi- 
kalische Rcdeutung zukommen. Wir  nehmen an, d s  sei der ,,natürlich 
gemessene" Abstand beider Raumzeitpunkte und moilen darunter fol- 
geiides verstehen. 

Die unmittelbare Nachbarschaft des Punktes (x,, x,, x,, x4) wird be- 
züglich des Koordinatensysteiris durch die infinitesimalen Variabeln dx,, 
dx,, dx3, dx4 bestimmt. Wir  denken uns statt dieser durch einc lineue 
Transformation neue Variable dt,, d&, dE,, d i 4  eingeführt, derart, da0 

d s 2 =  dt: + d58 + df: - dEi 

wird. Bei dieser Transformation sioù die y,, als ~ o n s t a n t e n  zu be- 
trachten; der reeile Kegel ds2= O erscheint auf seine Hauptachsen be- 
zogen. In diesem elementaren dt-System gilt d a m  die gewohnliche 
Rclativititstheorie, und es sei in diesem System die physikalische Re- 
deutung von Langen und Zeiten dieselbe wie in der gewohnlichen Re- 
lativitiitstheorie, d. h. ds2 ist das Quadrltt des vierdimensionalen Abstan- 
des bejder unendlicli benachbarter Raumzeitpunkte, gemessen mittelst 
eines im dk-System nicht beschleunigten starren Horpers und mittelst 
relativ zu diesem ruhend angeordneter Einhoitsmaiàstabe und Uhren. 

1) 1 . T e  1. 2) Vgl. 11. Teil, 5 1. 
3) Vgl. z .  B. A. Einstein, Ann. d. Phys. 4. 35. S. 903ff. 
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Man sieht hieraus, daB bei gegebenen dx,, d ~ ,  dx3, dx, der zu 
dieaen Differeritialen gehorige natürliche Abstand nur dann ermittelt 
nerden kann, menn die das Gravitationsfeld bestimmenden GroBen gtL, 
bekannt siiid. Man kann dies auch so ausdrücken: Das Gravitationsfeld 
beeinfluflt die MeBk6rper und Uhren in bestimmter Weise. 

,4us der Fuudamentalgleichung 

sieht man, daB es zur Pestlegung der physikalischen Dimension der 
GrfiBen g,, und zv noch einer Festsetzung bedarf. Der GroBe d s  kommt 
die Dimensiou einer Lange zu. Wir  wollen die x, ebenfalls als Liingen 
ansehen (auch x,), den GroBen g,,, also keine physikalische Dimension 
zuschreiben. 

Q 4. Bewegung kontinuierlich verteilter inkoharenter Massen i m  
beliebigen Schwerefeld. 

Zur Ableitung des Bewegungsgesetzes kontinuierlich verteilter in- 
koharenter Msssen berechnen wir Impuls und ponderomotorische Kraft 
pro Volumeneinheit und wenden hierauf den Impulssatz an. 

Dazu haben wir eunachst das dreidimensionde Volumen V unseres 
Massenpunktes zu berechnen Wir betrachten ein unendlich kleines (vier- 
dimensionales) Stück des Raumzeitfadens uriseres materiellen Punktes. 
Sein Volumen ist 

Pühren wir statt der dx die natürlichen Differentiale di, ein, wo- 
bei der 3IeEkGrper als gegen den materieilen Punkt ruhend angcnom- 
men wird, so haben wir 

zu setzen, d. h. gleich dem ,,Ruhvolumen" des materieilen Punktes. 
Ferner haben wir 

Jk4= d s ,  

mo ds dieselbe Bedeutung hat wie obcn. 
Sind die dx mit den dk verbunden durch die Substitution 

d r p  = 2 a r  .dia, 
0 

so hat man 

Vdt = POds - 1 ue, . 
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Da aber 

ist, so besteht zwirichen der Determinante 

d. h. der Uiskriminante der quadratischen Differentialform dss und der 
Substitutionsdeterminante 1 ag, 1 die Beziehung 

Man erhalt also für P die Beziehung 

Tn 
Hieraus ergibt sich mit E l f e  von (Y), (8) und (9), wenn man -- 

Po 
durch go ersetzt, 

d x v  dx4 
Jz - - 7 ~ O F & 2 > 9 1 ~  d8.. d s  7 

v 

ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges bezüglich beliebiger Sub- 
stitutionen ist. Man vermutet aus dem Vorhergehenden, daB der Impuls- 
Energiesatz die Form haben wird: 

Die ersten drei dieser Gleichungen (G = 1,2 ,  3) drücken den Im- 
pulssatz, die letzte (6 = 4) den Energiesatz aus. Es erwcist sich in der 
Tat, daB diese Gleichungen beliebigen Substitutionen gegenüber ko- 
variant sind.') Ferner lassen sich die Bewegungsgleichungen des mate- 
rieilen PuAtes,  von denen wir ausgegangen sind, aus diesen Gleichungen 
durch Integration über den Stromfaden wieder ableiten. 

1) Vgl. II. Teil, 5 4, Nr. 1. 
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Den Tensor Op, nennen mir den (kontravarianten) S p a n n u n g s -  
Energietensor d e r  m a t e r i e l l e n  S t r o m u n g .  Der Gleichung (10) 
schreiben wir einen Gültigkeitsbereich zu, der über den speziellen Pal1 
der Striimung inkohirenter Massen weit hinaiisgeht. Die Gleichung 
stellt allgemein die Energiebilanz zwischen dem Gravitationsfelde und 
einem beliebigen materiellen Vorgai:g dar; nur ist für @!,, der dein je- 
weilen betrachteten materiellen System entspreclîende Spannungs-Energie- 
tensor einzusetzen. Die erste Summe in der Gleichung enth'ilt die ort- 
lichen Ableitungen der Spannungm bzw. Energiestromdichte und dic 
zeitlichen Ableitungen der Impuls- bzw. Energiedichte; die zweite Summe 
ist ein Ausdruck für die Wirkurigen, welche vom Schwerefelde auf den 
materiellen Vorgang übertragen werden. 

5 5. Die Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes. 

Nachdem wir die Impuls-E~iergiegleichung für die materiellen Vor- 
giinge (mechanische, elektrische und andere Vorgange) mit bozug auf 
das Gravitationsfeld aufgestellt haben, bleibt uns iioch folgende Auf- 
gabe. Es sci der Tensor O!,,, für d m  materiellen Vorgang gcgeben. 
Welches sind die Differentialgleichungen, welche die GroBen g,,, d. h. 
das Schwerefeld zu  bestimmen gestatten? Wir  suchen mit anderen 
Worten die Verallgemeinerung der Poissonschen Gleichung 

dy = 4 n k ~ .  

Zur Losung dieier Aufgabe haben wir keine so vollkommen zwang- 
laufige Methode gefunden, wie für die Losung des ~ o r h i n  behandelten 
Problems. Es  war notig, einige Annahmen einzuführen, deren Richtig- 
keit zwar plausibel erscheint, aber doch nicht evident ist, 

Die gesnchte Verallgenieinerurig wird wohl von der Forin sein 

(111 x . @ @ "  = q,, 
vo x eine Konstante, rtt, ein kontravarianter Tensor zweiten Rangea 
ist, der durch Differentialoperationen aus dem Fundamentaltensor gpw 
hervorgeht. Derri N e w  t O n - P  oi s son  schen Gesetz entsprechend wird 
man geiieigt sein zu fordern, da1 diese Gleichungen (113 zwei  t e r  Ord- 
nung sein sollen. Es muE aber hervorgehoben werden,, daB es sich als 
unm6glich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck 
ï,, xu finden, der eine Verallgemeinerung von Arp ist, und sich be-  
li eb igen Transformationen gegenüber als T e n s  o r  erweist.') A priori 
kam allerdings nicht in Abrede gestellt werden, daB die endgültigcn, 
genauen Gleichurigen der Gravitation von hoherer als zweiter Ordnung 
sein konnten. Es besteht daher immer noch die Moglichkeit, da1 die 

l j  Vgl. II. Teil, 1 4, Nr. 2. 
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vollkommen exakten Differentialgleichungen der Gravitation beliebigen 
Substitutionen gegenübc~ kovariant sein konnten. Der Versuch einer 
Diskussion derartiger Moglichkeiten ware aber bei dem gegenwartigen 
Stande unserer Kenntnis der physikalischen Eigenschaften des Gravi- 
tationsfeldes verfrüht. ncshalb ist für uns die Beschriinlrung auf die - 

zweite Ordnung geboten und wir müssen daher darauf verzichteu, Gravi- 
tationsgleichungen aufiustellen, die sich beliebigen Trarisformationen 
gegeniiber als kovariant erweisen. E s  ist iibrigens hervorzuheben, da0 
wir keinerlei Anhaltspunkte für eine allgemeine Kovarianz der Gra~i- 
tationsgleichungen haben.l) 

Der Laplacesche Skalar Arp ergibt sich aus dem Skalar rp, indem 
man von diesem die Erweiterurig (den Gradienten), und dam von 
diesem den inneren Operator (die Divergcnz) bildet. Beide Operationen 
kann man derart verallgemeiner& daB sie an jedem Tensor von beliebig 
hohein Rang ausgefühi.t werden konnen, und zwar unter Zulassung 
beliebiger Substitutionen der gr und varia bel^.^) Aber es degenerieren 

. diese Operationen, wenn sie an dem Fundamentaltensor gpY ausgeführt 
~ e r d e n . ~ )  E s  scheint daraus hervorzugehen, daB die gesuchten Glei- 
chungen nur bezüglich einer gewissen Gruppe von Transfomationen 
kovariant sein werden, welche Gruppe uns aber vorlautig unbekannt ist. 

Bei dieser Sachlage erscheint es 
tivitiitsthecfrie natürlich, anzunehrneri, 
f o r m a t i o n s g r u p p e  d i e  l i n e a r e n  
seien.  Wir  fordern also, daB I',, 
linearer Transformationen sein soll. 

Man beweist riun leicht (durch 
die folgenden Siitze : 

mit Rücksicht auf die alte Rela- 
daB i n  d e r  g e s u c h t e n  Trans- 
T r a n s f o r m a t i o n e n  enthalten 
ein Tensor bezüglich beliehiger 

Ausführung der Transformation) 

1. 1st @,p.,. ,  ein kontravarianter Tensor vom Range n. bezüglich 
linearer Transformationen, so ist 

ein kontravarianter Tensor vom Range f i  + 1 bezüglich linearer Trans- 
formationen (Erweiterung). 3 

2. 1st @,p. , , ,  ein kontravarianter Tensor vom Range n hezüglich 
lineaïer Transformationen, so ist 

1) Vgl. hierzu noch die am Anfange de8 8 6 gegcbenen überlegungen. 
2) II. Teil, 5 2. 3) Ygl. die Anm. auf S. 28 im II. Teil, 5 2 

4) y!, Y i e t  der zu gk, Y reziproke kontravariante Tensor (II. Teil, 5 1). 
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ein kontravarianter Tensor vom Range n - 1 bezüglich linearer Trans- 
formationen (Divergenz). 

Pührt man an einem Tensor der Reihe nach diese beiden Opera- 
tionen aus, so erhiilt man einen Tensor, der wiederum vom gleichen 
Range id, wie der ursprüngliche (Operation A, an cinem Tensor vor- 
genonixnen). Für den Fundamental-Tensor yllv erhalt man 

DaB dieser Operator mit dem L a p l a c e  schen Operator verwandt 
ist, erkennt man ferner durch folgende Betrachtung. In der Relativi- 
tatstheorie (Fehlen des Gravitationsfeldes), ware zu setzen 

, ~ ~ ~ = g ~ ~ = g ~ ~ = -  1, g k a = c q  g p y = O ,  f ü r y i v ;  

also 
1 

yi i=yzz=  ys3 = -  1, y 4 4 = 7 ,  y p v = O ,  für E L + V  

1st ein Gravitationsfeld vorhanden, welches genügend schwach ist, 
d. h. unterscheiden sich die y,,. und y,, von den soeben angogebenen 
Werten nur unendlich wenig, so erhiilt man an Stelle des Ausdruckes 
(a) unter Vernachlksigung der Glieder vom zweiten Grade 

1st das Feld ein statisches und nur y, variabel, so kommen wir 
rilso auf den Pal1 der Newtonschen Gravitationstheorie, falls wir den 
gebildeten Ausdruck bis auf eine Konstante für die Grole rpv seteen. 

Nan konnte demnaüh denken, es müsse der Ausdruck (a) bis auf 
eineu konstanten Paktor bereits die gesuchte Verallgemeinerung von 
dg, sein. Dies ware aber ein Irrtum; denn es konnten neben jenern 
Ausdruck noch solche Terme in einer derartigen Verallgemeinerung 
auftreten, die selbst Tensoren sind und bei Durchführung der eben an- 
geführten Vernachlassigungen verschwinden. E s  tritt dies immer dann 
ein, wenn ewei orste Ableitungen der g,ly bzw. y/ ,v  miteinander multi- 
pliziert erscheinen. So ist z. B. 

ein kovarianter Tensor zweiten Ranges (gegenüber linearen Transfor- 
mationen); derselbe wird unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die 
GrGBen ga:, und yap von Konstanten nur um Unendlich-Kleine erster 
Ordnung abweichen. Wir  müssen daher zulassen, daB in rPv neben (a) 
noch andere Terme auftreten, die vorl'iufig nur die Bedingung erfüllen 
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müssen, da8 sie zusammen linearen Transformationen gegenüber Tensoi- 
charakter hesitzen müssen. 

Zur Auffindung dieser Terme dient uns der Impulsenergiesatz. 
Damit die benutzte Methode klar hervortrete, wili ich sie zunachst an 
einem allgomein bekannten Beispiel anwendcn. 

In der E l e k t r o s t a t i k  ist - lzve die vie Kornponeiite des pro 

Volumeneinheit auf die Materie übertragenen Impulses, falls rp das elek- 
trostatische Potential, Q die elektrische Dichte bedeutet. E s  ist eine 
Differentialgleichung für rp gesucht, derart, da0 der Impulssatz stets 
erfüllt ist. Es ist 

die Aufgabe l6st. 
Identitnt 

wohlbekannt, daB die Gleichung 

D d  der Impulssatz erfüllt ist, geht hervor aus der 

a a e  a a"' "' --(+-J("))= ".z-Y(=-;;.d 2 q ( z , , a x )  P axV P  a 5, 0% axP 

Wenn also der lmpulssatz erfüllt ist, muB für jedes v eine iden- 
tische Gleichung von folgendem Bau existiaren: Auf der rechten Seite 

steht - 3'- multiplieiert mit der linkcn Seite der Differentialgleichung, auf 
axV 

der linken Seite der ldentitiit steht eine Summe von Differentialquotienten. 
n ' i re  die Differentialgleichung für rp noch nicht bekannt, so lieBe 

sich das Problem von dcrcn Auffindiing euf dasjenige der Auffind~ing jcncr 
identischen Gleichung zurückführen. E s  ist nun für uns die Erkenntnis 
wesentlich, daB jene Identitat sich ableiten IiiBt, w e n n  einer  der in 
i h r  a u f t r e t e n d e n  T e r m e  b e k a n n t  i s t .  Man hat nichts weiteres zu 
tun, als die Regel von der Differentiation eines Produktes in den Pormen 

und 

wiederholt anzuweriden und schliefilich die Glieder, welche Differential- 
quotienten sind, auf die linke Seite, die übrigen auf die rechte Seite 
zu stellen. Geht man z. B. von dem ersten Glied der obigen Identitit 
&US, so erhiilt man der Reihe nach 

a a-?? a<p .~ a~ a P 9  2- l' (asv a XJ =Za;;, !‘ a Z; +Eq ,“ Ti- 

woraus durch Anordnen die obige Identitit hervorgeht. 
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Wir wenden uns nun unserem Problem wieder zu. 

der pro Volnmeneinheit auf die Materie vom Gravitationsfeld über- 
tragene Inipuls (bzw. Energie) kt. Damit der Enargio-lmpulssatz er- 
füllt sei, müssen die Differentialausdrücke I',, der FundamentalgroBen 
y,>*, welche in die Gravitatiorisgleichungen 

eingehen, so gewahlt 

sich derart umformen 

. @tLv=  r L L v  

werden, daB 

GBt, daB er als Summe von Differentialquotienten 
erscheint. Es ist andererseits bekannt, daB in dem fur r,(" zu suchen- 
den Ausdruck der Term (a)  erscheint. Die gesuchte identische Gleichung 
ist also von folgender Gestalt: 

Summo von Diffcrentialquotientcn 

f weitere Glieder, die bei Bildung der ersten Annaherung wegfallen. 

Hicrdiirch ist die gesuchte Identitat eindeutig bestimmt; bildet man 
sie nach dem angedeuteten Verfahrenl), so erhiilt man: 

Der in der geachweiften Klammer der rechten Seite stehende Aus- 
h c k  r,, ist demnach der von uns gesuchte Tensor, der in die Gravi- 
tatiorisgleichungeri 

x q , v  = rpy 
eintritt. Um diese Gleichungen besser überblicken zu konnen, führen 
wir folgendt! Abkürzungen ein: 

1) Vgl. II. Teil, 5 4, Kr. 3. 
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ap, sei als , , k o n t r a v a r i a n t e r  S p a n n u n g s - E n e r g i e t e n s o r  d e s  
Grav i ta t ions fe ldes"  bezeichet. Deri eu ihm reziproken kovarianten 
r 1 lensor bezeichnen wir mit  t,,,; es ist a180 

Ebenfallu zur Abkürzung führen wir folgende Bezeichnungen ein 
für Differentialoperationen, ausgeführt an den Fundamentaltensoren 
y bzw. g: 

1 a 

bzw. 
i a a!&, OgpZ 

(16) D,U*@i =CI1/=<'&: ( Y a n l / q m  $) - z ~ ~ ~ ~ z ~ ~ ~  a., 
a lf =Pt<' 

Jeder dieser Operatoren liefert wieder einen Tensor der gleichen 
Art (bezügl. lioearer Transformationen). 

Bei Verwendung dieser Abkürzungen ninimt die Identitiit (12) die 
Form an: 

oder auch 

Schreibcn mir die Erhaltungsgleichung (10) 'der Materie und die 
Erhaltungsgleichung (12a) für das Gravitationsfeld in der Form 

so erkennt man, daB der Spannungs-Energie-Tensnr aP,, des Gravitations- 
feldes in den Erhaltungssatz für das Gravitationsfeld genau ebenso ein- 
tritt, wie der Tensor @IPY des materiellen Vorganges in den Erhaltungs- 
satz für diesen Vorgang, ein bemerkenswerter Umstand bei der Ver- 
schiedenheit der Ableitungen beider Siitze. 
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Bus der Gleichung (12a) folgt als Ausdruck für den Differential- 
tensor, der in die Gravitat~ionsgleichungen eingeht 

Diese Gleichungen erfüllen eine E'orderung, die uuseres Erachtens 
an eine Relat,ivitatstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden 
mu0; sie zeigen namlich, daB der Tensor 4," des Gravitationsfeldes in 
gleicher Weise felderregend auftritt, v i e  der Tensor a,,, der materiellen 
Vorginge. Eine Aumahmestellung der Gravitationsenergie gegenüber 
allen anderen Energiearten würde ja zu unhaltbaren Konsequenzen führen. 

Durch Addition der Gleichungen (10) und (12a) findet mail mit 
Rücksicht auf die Gleichung (18) 

P Y 

Rieraus  e r s i e h t  m a n ,  d a 8  f ü r  M a t e r i e  u n d  G r a v i t a t i o n s -  
feld zusarnrnen d ie  E r h a l t u n g s s a t z e  g e l t e n .  

Bei der bisher gegebenen Daistelliing hahen wir die kontravarianten 
Tensoren bevorzugt, weil sich der kontravariante Spannungsenergie- 
tensor der Stromung inkohiirenter Xassen in besonders einfacher Weisc - 

ausdrücken Mt .  Indessen konnen wir die gewonnenen Fundamental- 
beziehungen ebenso einfach unter Benutzung kovarianter Tensoren aus- 

drücken. Statt O,, haben wir d a m  T,, = >gp,gYpO alu Spaniiungs- 
a f a? 

Energietensor des rnateriellen Vorganges 'zugrunde zu legen. Statt 
Gleichiing (10) erhalten wir durch gliedweise Umformung 

Bus dieser Gleichung und (16) folgt, daB die Gleichungen des Gravi- 
tationsfeldes auch in der Form 

(21) -D,,@) = x@,, + T,,) 
geschriehen werden konnen, welche Gleichungen auch direkt aus (18) 
abgeleitet werden kihnen. Analog (19) besteht die Beziehung 

$ 6. EinfluB des Gravitationsfeldes auf physikalische Vorgange, speziell 
auf die elektromagnetischen Vorgange. 

Weil bei jeglichem physikalischen Vorgang Impnls und Energie 
eine Rolle spielen, diese letzteren aber ihrerseits das Gravitationsfeld 
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bestimmen und von ihm becinfluBt werden, müssen die des Schwcrefeld 
bestimilienden Gr6Ben ghLV in  allen physikalischen Gleichungssystemen 
auftreten. So haben wir gesehen, daB die Bewegung des nlaterieiien 
Punktes diircli die Gleicbiing 

S { ~ ~ S J  = O  
bestinlmt ist, wobei 

ds2 = zgpv dxE,dxv.  
P Y 

d s  ist eine Invariante beliebigen Substitutionen gegenüber. Die go- 
suchten Gleichungen, welche den Ablauf irgend eines physikalischen 
Vorganges bestimmen, müssen nun so gebaut sein, da8 die Invarianz 
von d s  die Kovarianz des betreffenden Gleichungssystems zur Folge hat. 

Bei der Verfolgung dieser allgemeinen Aufgaben stoBen wir aber 
zunkichst auf eine prinzipiello Schwierigkeit. Wir  wisscn nicht, bcziig- 
lich welcher Gruppe von Transformationen die gesuchten Gleichungen kova- 
riant sein müssen. Am natürlichsten erscheint es zuriiichst, zu verlangen, da0 
die Gleichungssysteme be l ie  bi g en  Transformationen gegeniiber kova- 
riant sein soilen. Dem steht aber entgegen, daB die von uns aufgestellten 
Gleichungen des Gravitationsfcldcs diese Eigenschaft nicht besitzen. Wir 
haben f ü r  die Gravitationsgleichungen nur beweisen konnen, da0 aie 
beliebigen l i n e a r e n  Transformationen gegenüber kovariant sind; wir 
wissen aber nicht, ob es eine allgemeine Transformationsgruppe gibt, 
der gegenüber die Gleichungen kovarinnt sind. Die Frage nach der 

Existenz einer derartigen Gruppe für das Gleichungssystem (18) bzw. (21) 
ist die wichtigste, welche sich an die hier gegebenen A.usführungen an- 
knüpft. Jedenfalls siiid wir bei dem gegenwartigen Stande der Theorie 
nicht berechtigt, die Kovariaiiz physikalischer Gleichungen beliebigen 
Substitutionen gegenüber zu fordern. 

Anderseits aber haben wir gesehen, daB sich eine Energie-Impuls- 
Bilanzgleichung für materielle Vorgange hat aufstellen lassen (5  4, Glei- 
chung IO), welche beliebige Transformationen gestattet. E s  scheint des- 
halb doch natiirlich, wenn wir voraussctzen, daB aiie physikalischen 
Gleichungssysteme mit AusschluB der Gravitationsgleichungen so zu for- 
mulieren sind, daB sie beliebigen Substitutionen gegenüber kovariant sind. 
Die diesbezügliche Ausnahmestellung der Gravitationsgleichungen ge- 
genüber allen anderen Systemen hangt nach meinei- Meinung damit zu- 
sammen, daB nilr erstcre zweite Ahleitungen der Komponenten des Fiin- 
damentalkensors enthalten dürften. 

Die Aufstellung derartiger Gleichungssysteme erfordert die Hilfs- 
mittel der verallgemeinerten Vektoranalysis, wie sie im II. Teil dargc- 
stellt ist. 
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Wir beschranken uns hier darauf, anzugeben, wie man auf diesem 
Wege die elektromagnetischen b'eldgleioliungen für das Vakuum ge- 
winnt.') Wir gehen davon aus, da5 die elektrische Ladung al8 etwas 
onverinderliches anzusehen ist. Ein unendlich kleiner, beliehig bewegter 
h'6rper habe die Ladung e und für einen mitbewegten Korper das Vo- 

lumeu d V, (Ruhvolumen). Wir  definieren 2- = po als die wahre 
VO 

Dichte der Elektrizitat; diese ist ihrer Defiiiitiun nach ein ~ k a l a r .  E s  
ist daher arcv 

Q0 ds ( v  = 1, 2, 3, 4) 

ein kontiavarianter Vierervektor, den wir umformen, indem wir die 
Dichte Q der Elektrizitat, aufs Koordinatensystem bezogen, durch die 
Gleichung padPo= Q ~ V  

defiuieren. Unter Benutzung der Gleichung 

des $ 4 erhalt man 

d. h. den kontravarianten Vektor der elektrischeii Stromung. 
Das elektromagnetische Feld führen wir zuriick auf einen speziellen, 

kontravarianten Tensor zweiten Ranges <p,; (einen Sechservektor) und 
bilden den ,,dualen" kontravarianten Tensor zweiten Ranges cp;, nach 

der Methode, die im II. Teil, 5 3, auseinandergesetzt ist (Formel 42). 
Die Divergenz eines speziellen kontravarianten Tensors zweiten Ranges 
ist nach Formel 40 des II. Teiles, 5 3 

Als Verallgemeinerung der Maxwel l -  L O r en  t z scheii Feldgleichun- 
gen setzen wir die Gleichungen an 

deren Kovarianz demnach evident ist. Setzen wir 

' %3 i i g  ' Y31 = @y,  1/-g VIS = 

G. rp , ,= -E , ,  1/-g.cp2,=-Gy, ~-g-v,,--G,, 
- - 

1) Vgl. hierxu aiich die aiif S. 23 zitierte Abhandlung von KO t t l  e r ,  5 3. 
Zeitsohrift f. Mathernatik o. Physik. 62. Rand. 1913. Hoft  S. 1 6 
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so nimmt das Gleichungssystem (23) in ausführlicher Schreibweise die 
Form an 

welche Gleichungen bis auf die Wahl  der Einheitcn mit dem erston 
Maxwellschen System übereinstimmen. Für  die Bildung des zweiten 
Systems ist zuniichst zu beachten, daB zu den Kornponmten 

J3rj @ y >  Qz> - g2> - gy> - fiz 
von i - 9 .  < p P I ,  

der Ergiinzung f F V  gehoren (II. Teil, 5 3, Formeln 41a). Für den 
Fall des Fehlens des Gravitationsfeldes ergibt sich hieraus das zweite 
System, d. h. Gleichung (24) in der Form 

Damit ist erwiesen, daB die aufgestellten Gleichungen wirklich eine 
Verallgemeinerung derjenigen der gewohnlichen Relativitatstheorie bilden. 

g 7. Kann das Gravitationsfeld auf einen Skalar znrückgeführt werden? 
- Bei der unleugbaren Kompliziertheit der hier vertretenen Theorie 

der Gravitation müssen wir uns ernstlich fragen, ob nicht die bisher 
ausschlieBlich vertretene Auffassung, nach welcher das Gravitationsfeld 
auf einen Skalar @ zuriickgeführt wird, die einzig naheliegende und be- 
rechtigte sei. Ich will kurz darlegen, warnm wir diese F r ~ g e  verneinen 
zu müssen glauben. 

E s  bietet sich bei Charekterisierung des Gravitationsfeldes durch 
einen Skalar ein Weg dar, welcher dem im Vorhergehenden eingeschla- 
genen ganz analog ist. Man setzt als Bewegungsgleichung des mate- 
riellen Punktes i n  Hami l tonscher  Form an 
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mobei ds das vierdimensionale Linienelemcnt der gewohnlichen Rela- 
tivitatstheorie und @ ein Skalar ist, und geht dann ganz analog vor 
mie im Vorhergehenden, ohne die gewohnliche Relativitatstheorie ver- 
lassen zu müssen. 

Auch hier ist der materielle Vorgang beliobiger Art  durch einen 
Spannungs-Energie-Tensor Tp, charakterisiert. Aber es ist bei dieser 
Buffassung ein S k a l a r  maBgebend für die Wechselwirkung zwischen 
Gravitationsfeld und materiellem Vorgang. Dieser Skalar kann, worauf 
mich Herr L a u e  aufmerksam machte, nur 

sein, den ich als den ,,Laueschen Skalar" bezeichnen willl). Dann 
kann man dem Satz von der ~ c p i v a l e n z  der tragen und der schweren 
Masse auch hier bis zu einem gewissen Grade gerecht werden. Herr 
Laue wies rnich niimlich darauf hin, daB für ein abgeschlossenes System 

ist. Hieraus ersieht man, das fiir die Schwere eines abgeschlossenen - 

Systems auch nach dieser Auffassung seine Gesamtenergie maBgebend ist. 
Die Schmere nicht abgeschlossener Systeme würde aber von den 

orthogonalen Spannungen Tl, usw. abhiingen, denen das System unter- 
worfen ist. Daraus entstehen Konsequenzen, die mir unannehmbar er- 
scheinen, mie an dem Beispicl der Hohlraurnstrahlung gezeigt werden soll. 

Für die Strahlung im Vakuum verschwindet bekanntlich der Skalar 
P. 1st die Strahlung in einem masselosen spiegelnden Kasten einge- 
schlossen, so erfahren deren Wande Zugspannungen, die bewirken, da0 
dem System, - als Ganaes geriommen - eine schwere Masse J ~ d z  
zukommt, die der Knergie E der Strahlung entspricht. 

Statt nun aber die Strahlung in einen Hohlkasten einzuschlieBen, 
denke ich mir dieselbe begrenzt , 8 1. durch die spiegelnden Wande eines festangeordueten 1 Sehachtes 8, 

2. durch zwei vertikal verschiebbare spiegelnde Wande 
W, und W,, welche durch cinen Stab fest mitein- 
ander verbrinden sind. 

1 In  diesem Falle betragt die schwere ~ a s s e J ~ d a  

W4 1 des beweglichen Systerns nur den dritten Teil des 

( Wertes, der bei einem als Ganzes beweglichen Kasten 
i auftritt. Man würde also m m  Emporheben der Strah- 

1) Vgl. II. Tail, 5 1, let,zto Formel. 
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lung entgegen einern Schwerefelde nur den dritten Teil der Arbeit auf- 
wenden müssen als in dem vorhin betrachteten Falle, da5 die Strahlung 
in einem Kasten eingeschlossen ist. Dies erscheint mir unannehiilbar. 

Ich muB freilich zugeben, daB für mich das wirksamste Argument 
dafür, da5 eine derartige Theorie zu verwerfen sei, auf der Ü~>erzeu~uq 
beruht, dao die Relativitiit nicht nur orthogonalen linearen Substitutio- 
ncn gegenüber besteht, sondern einer vie1 weiteren Substitutionsgiuppe 
gegenüber. Aber wir sind schon deshalb nicht berechtigt, dieses A r p  
ment geltend zu machen, weil wir nicht imstande waren, die (allge- 
meinste) Substitutionsgruppe ausfindig zu machen, welche zu unseren 
Gravitationsgleichungen gehort. 

II. Mathematischer Teil. 
Von MARCEL GROSBMANN. 

Die mathematischen Hilfsmittel für die Entwicklung der Vektor- 
analysis eines Gravitationsfeldes, das durch die lnvarianz des Linien- 
elementes 

charakterisiert ist, gehen 7urück auf die fundamentale Abhandlung von 
Ch  r i s  t offe l  l) über die Transformation der quadratischen Differential- 
formen. R i c c i u n d L e r i - C i v i t à a )  habcn, ansgehend von den Christoffel- 
schen Resultaten, ihre Methoden der absoluten, d. h. vom Koordinaten- 
system unabhangigen Differentialrechnung entwickelt, die gestatten, deri 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik eine invariante Form 
zu geben. Da aber die Vektoranalg~is des auf beliebige krummlinige 
Koordinaten bezogenen cuklidischen Etaumes forma1 idcntisch ist mit 

- 

der Vektoranalysis einer beliebigen, durch ihr Linienelement gegebenen 
Mamigfaltigkeit, so bietet es keine Sühwierigkeiten, die vektoranalyti- 
schen Begriffsbildungen, wie sie in den letzteii Jahren von Minkowski, 
S o m m e r f e l d ,  Laue  u. a. für die Relativititstheorie entmickelt wordeu 
sind, aiiszudehnon auf die vorstchende ailgcmeine Thcorie von Einstein. 

Die r t l lgemeine V e k t o r a n a l y s i s ,  die man so erhalt, ermeist sich 
bei einiger Übung als ebenso eidach zu handliaben, wie die spezieile 
des drei- oder vierdimensionalen euklidischen Raumes; ja die groBere 
Ugemeinheit  ihrer Begriffsbildungen verleiht ihr eine Ubersjchtlichkeit, 
die dem Spezialfall hiiiifig genug abgeht. 

1) Christ o ff'el, fiber die Transformation der liomogeneu Differentialaus- 
driicke zweiten Grade%, J. f. Math. 70 (1Y69), S. 46. 

2) Ricci et  Levi-Cività, Méthodes de calcul diffErentie1 absolu et leurs 
:tpplications, Math. Ann. 54 ( I V O I ) ,  S. 125. 
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Die Theorie der spezieilen Tensoren (6 3) ist in einer wahrend 
des Entstehens dieser Arbeit erschienenen Abhandlung von K o  t t l e r  ') 
voilstiindig behandelt worden und zwar, was im allgemeinen Faile nicht 
m6glich ist, auf Grund der Theorie der Integralformen. 

Da sich an die Gravitationstheorie von E i n s t e i n ,  insbesondere 
aber an das Problem der Diffcrentialgleichungen des Gravitationsfeldes, 
eingehendere mathematische Untersuchungen werden knüpfen müssen, 
msg eine systematische Darstelliing der allgemeinen Vektoranalgsis am 
Platze Lin. Dabei hahe ich mit Absicht geometrische Hilfsmittel hei- 
seite gelassen, da sie meines Erachtens wenig zur Veranschaulichung 
der Begriff'sbildungen der Vektoranalysis beitragen. 

5 1. Allgemeine Tensoren. 
Es sei 

(1, ds "xgb t  y dxj, dx, 
P v 

da6 Quadrat des Linienelementes, welches als invariantes MaB des Abstandes 
zweier iinendlich-benaühbarter Raum-Zeitpnnkte betrachtet wird. Die fol- 
genden Entwicklungen sind, so weit keine andere Bemerkung gemacht wird, 
von der Anzahl der Variabeln unabhiingig; diese moge mit n. bezeichnet sein. 

Bci einer Transformation 

(2) 
r ,  

Xi = Xi (X,, xi, . . . xi) ( i  == 1, 8, . . . n) 

der Variabeln, oder eiiier Transformation 

ihrer Differentiale, transformieren sich die Koeffizienten des Linien- 
elementes gerniiB der Formeln 

(4) !7ia = Z&P%,~ Y,,. 
P*  

Es sei y die D i s k r i m i n a n t e  der Differentialforin (l), d. h. die 
Determinante 

9 = IY,,, 1 .  
1st y,, die durch die Diskriminante dividierte (,,normierte6'), dem 

Element gp,, adjungierts Unterdeterminante von g, so transformieren 
sich diese GrtiBen yPy  nach den Formeln 

( 5 )  Yi '  = ~ ~ , , . % * Y U V .  
-- - - P U  

1) K o t t l e r ,  Über die Raumzeitlinien der Minkowakischen Welt, Wieo. Ber. 
121 (1912). 
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Wir  definieren nun: 

1. D e r  I n b e g r i f f  e i n e s  S y s t e m s  v o n  F u n k t i o n e n  T,lc..., der 
i 

V a r i a b e l n  x heiBe e i n  kovarianter Tensor vorn Range 1, wenn 
diese  GroBen s ich  t r a n s f o r m i e r e n  gemiiB d e n  F o r m e l n  

II. D e r  I n b e g r i f f  e inev S y s t e m s  von  F u n k t i o n e n  
1 

d e r  V a r i a b e l n  x heiB e e in  kontravarianter Tensor vom Range A! 
w e n n  diese  GrtiBen s i c h  t r a n s f o r m i e r e n  gemaB den Formeln 

III. DerInbegriffeinesSystemsvonFiinkti~nenS~~ *... iP,klkr ..,ky 

d e r  V a r i a b e l n  x heiBe e i n  gemischter Tensor, kovar ian t  vom 
R a n g e  p, k o n t r a v a r i a n t  vom R a n g e  v ,  w e n n  diese  Gr6Ben sich 
t r a n s f o r m i e r e n  n a c h  d e n  F o r m e l n  

Bus diesen Definitionen und den Gleichungen (4) und (5) folgt: 

Die Gr6Ben g,, bilden einen kovarianten, die GroBen y,, einen 

kontravarianten Tensor zweiten Ranges, die F u n d  amentrtltensoren 
des  G r a v i t a t i o n s f e l d e s  im Falle n - 4. 

Die GrüBen dx, bilden nach Gleichung (3) einen kontravarianten 
Tensor ersten Ranges. Tensoren ersten Ranges nennt man auch Vek- 
t o r e n  e r s t e r  A r t  oder  Y i e r e r v e k t o r e n  b e i  ri = 4. 

Unmittelbar ails der Definition der Tensoren ergeben sich die fol- 
genden a l g e b r a i s c h e n  T e n s o r o p e r a t i o n e n :  

1. Die S u m m e  zweie r  g l e i c h a r t i g e r  T e n s o r e n  Tom fiange 1 
ist wieder ein gleichartiger Tensor vom Range 1, dessen Komponenten 
durch Addition der entsprechenden Komponenten beider Tensoren ent- 
stehen. 
- 

- 1) Unsere kovarianten (kontravsi-ianten) Sensoren vom Range 2 sind also iden- 
tisch mit dcn ,,kovarianten (kontravarianten) Systemen l t er  Ordnung" von Ricci  
und L e v i - C i v i t à  und werden von diesen Auturen bezeichnet mit XTlr2. bzw. 
~ r 2 " ' r 1  So viele Vorteile diese letztere Bezeichnung rtuch hietct, 0 0  hebon uns 
doch.Komplikationen in zuiiamniengesetzteren Gleichungen gezwungen, die obigen 
Bezcichnungcn zu wahlen, also kovariante Tensoren mit lateinischen, kontravar- 
ante mit griechischeu, gemischte mit deutachen Buchatabeu zn bezeichnen. Kovari- 
ante und kontravariante Tensoren sind besondere Falle der gemischtcn Tensoren. 
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2. Das i i u B c r e P r o d u k t  zweie r  k o v a r i a n t e r  ( k o n t r a v a r i a n t e r )  
Tensoren vom Range A bzw. p ist ein kovarianter (kontravarianter) 
Tensor vorn Range R + p mit den Komponenten 

3. Als i n n e r e s  P r o d u k t  zweie r  T e n s o r e n  bezeichnen wir 
a) den kovarianten Tensor 

b) den 'kontravarianten Tensor 

c) den gemischten Tensor 

oder ganz allgemein, die drei Fiiie a) bis c) mit enthaltend 

Die der gewohnlichen Vektoraualysis entnommenen Bezeichnungen 
,,aufieres und inneres Produkt" rechtfertigeu sich, weil jene Operationen 
sich letzten Endes als besondere Falle der hier betrachteten ergeben. 

1st in den Failen a) oder b) der Eang d gleich Null, so ist das 
innere Produkt ein Skalar. 

4. R e z i p r o z i t a t  e i n e s  k o v a r i a n t e n  u n d  e ines  k o n t r a v a r i -  
anten Tensors .  Bus einem kovarianten Tensor vom Range rZ bildet 
man den reziproken kontravarianten Tensor vorn Range d durch A-fache 
innere Multiplikation mit dem kontravarianten Fundamentaltensor: 

Man findet daher aus einem Tensor einen Skalar, in dem man ihn mit 
seiiiem reziproken Tensor mnltipIiziert nach der Formel 
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E in  kovarianter (kontravarianter) Tensor ersten Ranges (Vierer- 
vektor bei n = 4) hat die Invariante 

beziehungsweise 

In  der gewohnlichen Relativitatstheorie ist die Kontravarianz 
identisch der Kovariariz und obige Invariante wird zum auadrat des 
Betrages des Vierervektors 

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor zweiten Ranges hat die 

beziehungsweise 
2% @ i k >  

die im Falie der bisherigen Relativitatstheorie zu 

5 2. Differentialoperationen an  Tensoren. 

Wir führen folgende allgemeine Definitionen e h :  

1. A i s  Erweiterung e i n e s  k o v a r i a u t e n  (kontravar ianten)  
T e n s o r s  v o m  R a n g e  A. b e z e i c h n e n  w i r  d e n  kovar ian ten  (kon- 
t r a v a r i a n t e n )  T e n s o r  Yom R a n g e  A. + 1, d e r  d u r c h  ,,kovariante 
( k o n t r a v a r i a n t e )  D i f f e r e n t i a t i o n "  a u s  j e n e m  hervorgeht .  

Nach C h r i s t o f f e l  (1. c.) ist ' 

- -- 
1) Wir verzichten im folgenden derauf, jeweilen die besondere Fom anni- 

geben, welche unsere Formeln im  Falle der gew6hulichen Relativititutheorie an- 
nehmen, hegniigen iiiis vielmehr damit, hinznweisen auf die nachstehenden Dar- 
stellungen : 

1. Min  k O ws k i ,  Die Grundgleichungen für  die elektromagnetischen Vorgange 
in bewegten Koi-pern, Gottinger Nachrichten 1908. O 

2. S o m m e r f e l d ,  Bur R,elativit%tstheorie I und II, Ann. d. Physik, vierte 
Folge, 32 (1910) und 33 (1910). 

3. L a u e ,  Das Relativilitsprinzip. Die Wissenschaft, Heft 38, 2. A. (1913). 
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ein kovarianter Tensor vom Range Â + 1, der aus dem kovarianten 
Tensor vom Range A hervorgeht. l l i c c i  und Levi -Civ i  t à  nenqen die 
Differentialoperation der rechten Seite dieser Gleichung die ,,kovariante 
Differentiation" des Tensors Trlrz.. , ,... Hierbei bedeutet 

['A und (v  1 sind die C h r i s t  offelsïhen Drei-hdizes-Symbole erster 

bzw. zweiter Art; durch Auflkwng der Gleichuiigen (17) findet man 

Führt man in die Gleichung (16) an Steile der kovarianten Ten- 
soren die zu ihnen reziproken kontrararirtnten Tensoren ein, so erhalt 
man a h  ,,kontravariante Erweiterung" 

II. A l s  Divergenz e i n e s  k o v a r i a n t e n  ( k o n t r a v a r i a n t e n )  
Tensors vom R a n g e  A b e z e i c h n e n  w i r  d e n  k o v a r i a n t e n  ( k o n t r a -  
varianten) T e n s o r  v o m  R a n g e  A- - 1, d e r  d u r c h  i n n c r e  N u l t i -  
p l ika t ion  d e r  E r w e i t e r u n g  m i t  dem k o n t r a v a r i a n t e n  ( k o v a -  
r ianten)  F u n d a m e n t a l t e n s o r  e n t s t e h t .  

Somit ist die nivergenz des kovarianten Tensors Tr,,. . der Tensor 

(21) Tr,r= . . . r l  - 2 ~ a r ~ ' r ~ . - . r j s ,  
I r1 

und die Divergenz des k~ntravariant~en Tensors ,, ist der Tensor 
1 

Die Divergenz eines Tensors geht nicht eindeutig aus diesem hervor; 
das Resultat iindert sich im allgemeinen, wenn man in den Gleichungen 
(21) ur,d (22) r, durch einen der Indizcs -, r,.  . . r ,  ersetzt. 

m. A 1 s veraiigemeinerte Laplacesche Operation a n  e i  n e m Te n - 
sor beze ichnen  w i r  d i e  A u f e i n a n d e r f o l g e  d e r  E r w e i t e r u n g  u n d  
der Divergenz. D i e  v e r a l l g e m e i n e r t e  L a p l a c e s c h e  O p e r a t i o n  
laBt daher  a u s  einern T e n s o r  e i n e n  g l e i c h a r t i g e n  g le ichen  
Ranges h e r r o r g e h e n .  

Von besonderem Interesse sind die Fiille I, = 0, 1, 2. 

1) Auf Grund dieser Formeln beweist man leicht, daB die Erweiterung des 
Fundamentaltensors identisch verschwindet. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



250 E n t d  einer versllgem. Relativitatstheorie u. einer Theorie d. Gravitation. 

Der Ausgangstensor ist ein S k a l a r  T, den wir als ko- oder kontra- 
varianten Tensor vom Range O betrachten konnen. 

ist die kovariante Erweiterung des Skalars T, d. i. ein kovarianter Ten- 
sor ersten Ranges (kovarianter Vierervektor für .n = 4), den man den 
G r a d i e n t  en  des Skalars nennt. Die Invariante 

ÔT ÔT 2 r J  y" ai, a ~ ;  

ist der erste Bel t r amische Differentialparameter des Skalars T. 
Um die D i v e r g e n z  d e s  G r a d i e n t e n  zu bilden, hat man aus seiner 

Erweiterung 

den Skalar 
Z l y r Z L  r B 

zu bilden, dem man die Porm 

geben kann.') Die Divergenz des Gradienten ist das Resultat der ver- 
ailgemeinerten L a p l a c  eschen Operation ausgeführt aui Skelar T und 
ist identisch mit dem zweiten B e l t r a m i  schen Differentialparameter des 
Skalars T. 

b) Â = 1. 
Der Ausgangstensor sei ein kovarianter Vierervektor, konnte aber 

ebensogut ein kontravarianter Vierervektor sein. 
Die kovariante Erweiterung ist nach (16) 

Die Divergenz ist 

der wir nach (17) die E'orm geben: 

-- -- 

1) Siehe z. B. Bianc h i -  L u  k a t ,  Vorleeungen über Differentialgeometrie, 
e r ~ t e  Adage, S. 47; oder auch die Umrechnung der Divergenz eines Vierervek- 
tors im nachstohenden Frtlle b). 
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Eliminiert man a -  verrntige der Formel1)' 
a % 

so heben sich in Gleiehung (28) die drei mittleren Glieder unter dem 
Sumnienzeichen auf und es bleibt neben dem ersten Gliede 

so daB man für die U i v e r g e n z  d e s  k o v a r i a n t e n  V i e r e r v e k t o r s z )  
findet 

(30) 

Der Ausgangstensor sei ein kontravarianter Teneor eweiten Ranges 
O,,, dessen Erweiterung nach Formel (20) lautet 

Hieraus ergibt sich als Divergenz des kontravirianten Tensors O,, 
entweder die Z e i l e n d i v e r g e n z  

oder die K o l o n n e n d i v e r g e n z  

-- -- 

1) Dieae Formel, die wir auch in 5 4 bei der Aufstellung der Differential- 
gleiçhungen des Gravitation~feldes verwenden, beweisen wir  folgendermaBen: 

Es ist 

also 

wo t irgend eine der Zahlen 1, 2, . . . N ist. 
Fiir ein bestimmtes k erhiilt man so N Gleichungen (i = 1,2 ,  . . . n) mit den n 

Cnbekrtnnten -'ai-, ( 1  = 1, 2 , .  . . N) ,  deren Aufliking die Formel des Textes liefert. a 
2) Zu dom nsmlichen Ergebnis gelangt K o t t l e r  (1. c. pag. 21) ausgehend von 

einem speziellen Tensor dritten Ranges (vgl. 5 3 dieser Abhandlung) mit Rilfe der 
Theorie der Integralformen. 
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zwei Differentialoperationen, die für symmetrische Tensoren zusammen- 
fallen. Weil 

ist, so IàBt sich die Formel (33) auch zusammenfassen in 

5 3. Spezielle Tensoren (Vektoren). 

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor heiBe s p  ez i ell, weun 
seine Komponenten ein System von a l t e r n i e r e n d e n  P u n k t i o n e n  der 
Grundvariabeln bilden. 

Die Komponenten eines speziellen Tensors sind demnach den fol- 
genden Bedingungen unterworfen: 

1. E s  ist T = O, wenn zwei der Indizes r,, r,,  . . . r, ein- 

ander gleich sind. 

2. Uriterscheiden sich r,,  r,, . . . r, und s,, s,, . . . sz nur durch die 
- Reihenfolge der Indizes, so ist Tr lr2.. .rA - + T 8 , 4 . . . 6 A ,  je nachdem r,, r,, 

. . . rA und s,, s,, . . . . s, Permutationen derselben Klasse sind oder nicht. 
Zwei Permutationen gchoren bekünntlich zu der gleichen Klasse, wenn 
beide durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von bloBen Vertau- 
schungen zweier Indiaes aus der Grundpermutation 1, 2,. . . rz hervor- 
gehen. 

Die Anzahl der linear unabhangigen Komponenten eines speziellen 

Tensors vom Range A. ist demnach . (3 
Die Theorie der spezielien Tensoren gestaltet sich ~ermoge  dieser 

Eigenschaften einfacher, aber auch reichhaltiger als die der ailgenieinen 
Tensoren; sie ist von besonderer Redeutung für die mathematische 
Physik, weil die Theorie der V e k t o r e n  Âbr A r t  (Vierer-, Sechservek- 
toren bei .n = 4) sich zurückführen IZBt auf die spez ie l l en  Tensoren 
v o m  R a n g e  R. Vom Standpunkte der ailgemeinen Theorie aus ist es 
zweckmaBiger von den Tensoren auszugehen und die Vektoren ledig 
lich als spezielle Tensoren xu behandeln. 

Wichtig für die Vektoranalysis der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 

ist ein spczieller Tensor m''" Ranges, der mit der Dishiminante 9 des 
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Linienelementes verknüpft ist. ') Diese Diskriminaute transformiert sich 
ja gemiB der Gleichung 

(361 9' = p z .  g7 

die E'unktionaldeteriniiiante der Substitution ist. Gibt man vg- für das 
ursprüngliche Bezugssystem ein bestimmtes Vorzeichen, und setzt man 
fest, daB sich dieses Vorzeichen bei einer Transformation andern soli 
oder nicht, je nachdem die Substitutionsdeterminante p negativ oder 
positiv ist, so hat die Gleichung 

exalrte Bedeutung mit EinschluB der Vorzeichen. 
Es soi nun S5,. . .,% gleich Nuii, wenn zwei der Indizes einander 

gleich sind, dagegen f 1, wenn dies nicht der Fali ist und die Permu- 
tation r , ,  r,, . . . r, durch eine geracle bezw. ungerade Anzahl von Ver- 
tauschungen zweier lndizes au5 der Grundpermutation l,2,. . .n hervorgeht. 

D a m  Sind 

(38) erl 7% . . rn = 8 r1,.*...r * I'g 

die Kornponenten eines spezielien kovarianten Tensors lz ten Ranges, den 
wir den k o v a r i a n t e n  D i s l c r i m i n a i l t e n t e n s a r  nennen wollen. Denn 
eine Transformation liefert zunachst 

P=Z'i,i , . . . i , . l î i , i ~ < , . . . ~ ~ . =  8 , l , , . . .  ,., Z'<i,. .~,,.P<,P,,,... P ,,., 
ilix..,i,, ali %...in 

ist, so folgt 

, 
' r , r  ,... r,, =Ze&&...i,. Pi,rlPi,,-2- ' ' Pinr, - 

i l i  =...in 

Pür den reziproken k o n t r a v a r i a n t e n  T e n s o r  findet man nach (13) 
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Da aber die Determinante der normierten Unterdeterminanten yi, 

ist, so folgt 

Die Bedcutung des kovarianten (kontravarianten) Diskriminanten- 
tensors Liegt darin, da1 seine innere Multiplikation mit einem kontra- 
varianten (kovarianten) Tensor vom Range 1 einen gleichartigen Ten- 
sor vom Range A. - fi liefert, wobei der Tensor von entgegengesetzter 
Art wird, wenn Â - n negativ ist. ( E r g a n z u n g  des Tensors.) 

Wenn 
? & = 4  

ist, so gibt es spezielle Tensoren bis zuin pierten Rang, da alle spe- 
ziellen Tensoren hoheren Ranges identisch verschwinden. 

Die nichtverschwindenden Komponenten eines speziellen kovarian- 
ten Tensors vierten Ranges sind alle einander gleich oder entgegenge- 
setzt gleich. Die Erganzung (innere Multiplikation mit dem kontra- 
varianten Diskrirninantentensor) ergibt einen Skalar, so da1 die Uiffe- 
rentialoperationen, die an einem speziellen Tensor vierten Ranges aus- 
geführt werden konnen, damit zurückgeführt sind auf die Differential- 
operationen an einem Skalar. 

Die Erganzung eines speziellen kovarianten Tensors dritten Ranges 
ist ein kontravarianter Vektor erster Art. 

Die Ergiinaiing eines speziellen kovarianten Tensore zweiten Ranges 
ist ein kontravarianter, spezieller Tensor zweiten Ranges. 

Endlich führt die Erganzung eines speziellen kovarianten Vektors 
erster Art auf einen kontravarianten Tensor dritten Ranges. 

Die Untersuchung des Einfiusses des Gravitationsfeldes auf die 
physikalischen Vorgange (1. Teil, 5 6) erfordert die eingehcndere Be- 
handlung der speziellen Tensoren zweiten Ranges (Sechservektoren). 

1st 0,, ein spezieller Tensor zweiten Ranges, so reduziert sich 
seine Divergenz (Formel 35) 

wegen 

auf 

(40) 
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Wir leiten ferner aua einem kontravarianten Tensor zweiten Ranges 
@,, folgendermaBen den d u a l e n  kontravarianten Tensor zweiten Ranges 

@:, ab. 
Wir bilden zucrst die Erganzung ') 

Der gesuchte duale Tensor ist nun reziprok zu dieser Erganzung, 
lautet daher 

(42) @ : . = ~ r l , r k :  i k T ~ =  + z r i , n , e i + ;  gv, 
i k p v  

Die Reihenfolge der beiden Operationen - Erginzung und Bildung 
des reziproken Tensors - ist wegen der Reziprozitit der beideu Dis- 
kriminantentensoren vertauschbar. - 

5 4. Mathematische Erganznngen zum physikalischen Teil. 

1. Beweis  d e r  K o v a r i a n z  d e r  Impuls -Energ ieg le ichungen.  

Es ist eu bemeisen, daB sich die Gleichungen (10) des 1. Teiles, 
S. 10, die vom Faktor r-7 abgesehen lauten 

beliebigen Transformationen gegenüber kovariant verhalten. 
Nach Formel (35) ist die Divergenz des kontravarianten Ten- 

BOTE 

1 a zy-, ( i /y  eP$ + z ( ~ ~ ~ J  @Yi. 

Y v k  

Der zu diesem kontravarianten Vektor Op reziproke kovariante 
Vektor T, ist also 

Das letzte Glied dieser Summe ist aber gleich 

1) Der Faktar 4 dient znr Vereinfachung dea Reaultates, ohne invarianten- 
theoretisch von Belang eu sein. 
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Also bleibt 

1 
d. h. bis auf den Faktor die linke Seite der untersuchten Gleichung. 

lG 
Dividiert man also jene Gle ichuq  durch vg, so steilt ihre linke Seite 
die o-Komponente eines kovarianten Vektors dar, ist also in der Tat 
kovariant. Man kann daher den Inhalt jener vier Gleichungen auch BO 

aussprechen: 

D i e  D i v e r g e n z  d e s  ( k o n t r a v a r i a n t e n )  Spanni ings-Energie-  
t e n s o r s  d e r  m a t e r i e l l e n  S t r o m u n g  bzw. des  physikalischen 
V o r g a n g e s  v e r s c h w i n d e t .  

2. D i f f e r e n t i a l t e n s o r e n  e i n e r  d u r c h  i h r  L in iene lement  
g e g e b e n e n  M a n n i g f a l t i g k e i t .  

Das Problem der Aufstellung der Differentialgloichiingen eines 
Gravitationsfeldes (1. Teil, E, 5) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Dif- 
f e r e n t i a l i n v a r i a n t e n  und D i f f e r e n t i a l k o v a r i a n t e n  der quadrati- 
schen Differentialform 

Die Theorie dieser Differentialkovarianten führt im Sinne unserer 
aligemeinen Vektoranalysis auf die D i f f e r e n t i a l t e n s o r  en, die mit 
einem Gravitationsfeld gegeben sind. Das vollstindige System dieser 
Differentialtensoren (beliebigen Transformationen gegenüber) geht zurück 
auf eine von Riemann1)  und uriabhingig von diesem von Christoffel') 
gefundenm kovarianten Ditt'erentialtensor vierten Ranges, den wir den 
Xiemannschen D i f f e r e n t i a l t e n s o r  nennen wollen und der folgender- 
maBen l ~ u t e t  

Durch kovariante algebraische und differentielle Operationen erhàlt 
man aus dem Riemannschen Differeutialtensor und dem Diskriminanteii- 
tensor ( 5  3, Formel 38) das voilstandige Sÿstem der Differentialtensoren 
(alse auch der Differentialinvarianten) der Mannigfaltigkeit. 

1) R i e m a n n ,  ües. Werke, S. 270. 
2) C h r i a t o f f e l ,  1 c., S. 54. 
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(ik, lm) heiBen auch die C h r i s t o f f e l s c h e n  V i e r - I n d i z e s - S y m -  
bole e r s t e r  A r t .  Von Bedeutung Sind neben diesen die V i e r - I n d i z e s -  
Symbole z w e i t e r  A r t  

r 
die mit jenen in der Beziehung stehen 

{ i p ,  l m )  =>:Y?, (ik, lm), oder aufgelost 
k 

(i$ l m )  =xgkF { i p ,  Z n " ] .  

P 

Den Vier-Indizes-Symbolen zmeiter Art kornmt in der allgemeinen 
Vektoranalysis die ~edeu t i ing  der Komponenten eines gern i sch ten  
Tens ors,  korariant vom dritten, kontravariant vom ersten Range zu.') 

Die hervorragende Bedeutung dieser Begriffsbildungen für die 
Differentialgeome t r i  e2) einer durch ihr Linienelement gegebenen 
Mannigfaltigkeit macht es a priori wahrscheinlich, daB diese allge- 
meinen Diflerentidtensoren auch für das Problem der Uifferentialtlglei- - 

chungen eines Gravitationsfeldes von Bedeutung sein dürften. Es ge- 
lingt in der Tat zunachst, einen kovarianten DifYerentialtensor zweiten 
Ranges und eweiter Ordnung Gim anzugeben, der in jcne Gleichungen 
eintreten konnte, namlich 

Allein es zeigt sich, daB sich dieser Tensor im Spezialfall des un- 
endlich schwachcri statischen Schwercfeldes n i  c h t auf den Ausdruck 
d rp reduziert. Wir  rnüssen daher die Frage offen lassen, inwiefern die 
dlgemeine Theorie der mit einem Gravitationsfeld verknüpften DiEe- 
rentialtensoren mit dcni Problem der Gravitationsgleichungen zusammen- 
hing-t. Ein solcher Zusammenhang rnüBte vorhanden sein, sofern die 
Gravitationsgleichungen b e l i e b i g e  Substitutionen zuzulassen hatten; 
allein in diesem Falle scheint es ausgeschlossen zu sein, Differential- 
gleichungen zw e i  t e r  Ordnung aufzufinden. VCTürde dagegen feststehen, 
&HE die Gravitationsgleichungen nur eine gewisse Gruppe von Trans- 
formationen gestatten, so wiire es verstandlich, wenn man mit den von 
der allgemeinen Theorie gelieferten Differentialtensoren niüht auskomrnt. 
Wie im physikalischcn Teilc ausgcführt ist, Sind wir nicht imstande, 
zu diesen Pragen Stellung zu nehmen. - 

1) Es fol$ dies aus der ersten der Glcichungen 45. 
2) Das identische Yer~chwinden des Tensors Rihi , ,  steiit die notwendige und 

hinreichende Bedingung defür dar, daB die Differentialform auf die Form 2 d x i e  
tansfomiert werden kann. s 

Zeitschrift f, Mathematik n. Phpsik. 62. Band. 1913. Heft 3. 17 
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3. Z u r  A b l e i t u n g  d e r  G r a v i t a t i o n s g l e i c h u n g e n .  

Die von E i n s t e i n  beschriebene Herleitung der Gravitationsglei- 
chungen (1. Teil, 5 5), wird irn Einzelnen folgendermaBen durchgefühii. 

Wir gehen aus von dem in der Energiebilanz mit GewiBheit zu 
erwartenden Gliede 

(47) 
a s p v  a a ~ r v  

u-2 a ? P V  ax; o / g ~  =) 
und formen durch partielle Integretion iim.') E s  wird so 

Die erste der auf der reehten Seite stehenden Summen hat die 
gewünschte Borm einer Summe von Differentialquotienten und sei be- 
zeichnet mit A, so daB 

In der zweiten der rechtsstehenden Summen führen wir wieder 
partielle Integration aus. Dann lautet die Identitat 

a aîJpv esl iy  as,,. a 
A ( a  ) +zaxa . ~ ~ ( V ~ Y ~ ~ Z J ) .  

a g r v  
6 8% 

a P p l .  
P 

Die erste der rechts entstandenen S u m e n  k a m  als eine Sumnie 
von Differentialen geschrieben werden und m6ge mit 

bezeichnet sein. In der zweiten Summe differentiieren wir aus. Dam 
wird 

-i as,. ar  ,. ai/g -- 8 ~ ~ : .  ~ = A - B + Z  7xz (Y,p-a2;aG+l/g  
QPPV 

oder wenn man im zweiten Summanden die Formel (29) des 8 2 an- 
wendet und im dritten Summanden partiel1 integriert 

1) Uie Herleituq der gesuchten Identitiit vereirifacht sich, wenn wir den 
Faktor vj  unter das Differentiationszeichen setzen, ohne daB d ~ e  Reeultat hiervon 
abhingig ware. 
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Die beiden ersten Siimmen haben die Form von Gliedern, wie wir 
auf die li&e Seite unserer Identitiit setzen. Wir  bezeichnen aie mit 

Die dritte der rechts stehenden Summen hat die Form einer Summe 

Formel (29), 8" erweist sich ale die echon eingeführte Grole ,4. 
In der letzten Summe endich ersetzen wir nach der gleichen Formel 

oder 

Die erste dieser Suinmen wird wegen (29), d. h. wegen 

asp a y i t  - = -  - -  

z ~ a r ~ v k  a., a x, 
P" 

Die zweite konnen wir, wegen der Vertauechbarkeit von i und k, ,u und v, 

schreiben a b  

a p p u i k  

Die gesuchte Identitiit lautet also 

2 U -  J 7 +  W + 2 X = 2 A - R ,  

ist also identisch der im 1. LeIl, 5 5 gegebenen. 
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B e m e r k u n g e n .  

Zu g 5 und 6. Bei'ni Niederschreiben der Arbeit haben wir es 
als einen Mange1 der Theorie empfunden, da8 es nicht gelungen id, 
Gleichungen für sas Gravitationsfeld aufiustellen, welche allgemein, d. h. 
beliebigen Substitutionen gegenüber, kovariant sind. Nachtriiglich fand 
ich aber, da8 Gleichungen, welche die y,, eindeutig aus den 0," be- 
stimmen, und welche a l  l g e  m e i n  kovariant sind, überhaupt nicht exi- 
stieren konnen; der Bemeis hiefür ergibt sich wie folgt. 

E s  gebe in unserer vierdiwensionalen Mannigfaltigkeit einen Sei1 
L, in welcheni ein ,,materieller Vorgang" nicht stattfinde, in welchem 
also die @,, verschwinden. Durch die auBerhalb L gegebenen O,,, sind 
gemiil3 unserer Annahme überall, also nixch im Inncrn von 1, die yp, 

vollkommen bestimmt. Wir  denken uns nun statt der ureprünglichen 
Koordinaten x, neue Koordinaten xi eingefuhrt von folgender Art. 
AuBerhalb L sei überall x, = xi; innerhalb L aber sei weriigstens für 
einen Teil von L und wenigstens für eirien Iridex v x, + xi. Es ist 
klar, daB durch eine derartige Substitution erreicht werden kann, d a 1  
wenigstens für eineli Teil von L, y;, + y p v  ist. Andererseits ist überall 
0;, = Ol<lv, niimlich auBerhalb L, weil für dieses Gebiet xi = x,, ist, 
innerhalb L aber, weil für dies Gebiet O,, = O = 0;, ist. Hieraus folgt, 
da5 in dem betrachteten Falle, wenu alie Subutitutiorien als berechtigte 
zugelassen werden, zu dem namlichen System der @,, mehr als eh 
System der ypv gehort. 

Wenn also - wie dies in der Arbeit geschehen ist - an der For- 
derung festgebalten wird, daB durch die @,,, die y,,(* vollstiindig be- 
stimmt sein sollen, B O  ist man genotigt, die Wahl des Bezugssystems 
einzuschriinken. Diese Einschriinkung wird in unserer Arbeit dadurch 
erzielt, daB für den materiellen Vorgang und das Gravitationsfeld zu- 
sammen die Gültigkeit der Erhaltungssatze, d. h. die Gültigkeit von 
vier Gleichungen von der Gestalt der Gleichungen (19) postuliert wird. 
Bus diesem Postulat sind ja in S 5 die Gleichungen (18) des Gravita- 
tionsfeldes abgeleitet. 

Die Gleichungen (19) sind nur l i  ne  a r  e n Transformationen gegen- 
über kovariant, so daB also in der entwickelten Theorie nur lineare 
Transformationen als berechtigte Transformationen anzusehen sind. Wir 
konnen-also die Achsen solcher Systeme als ,,gerade Linienl(, die Koor- 
dinatenfliichen als ,,Ebenen" bezeichnen. E s  ist sehr bemerkenswert, 
daB die Erhaltungssiitze uns in  den Stand setzen, die geïade Linie 
physikalisch zu definieren, trotzdem es nach unserer Theorie keineii 
Gegenstand oder Vorgang gibt, der unmittelbar als Mode11 der geraden 
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Linie dienen konnte, wie etwa der Lichtstrahl in der gewijhnlichen 
Ilelatirititstheorie. 

Zu § 4 u n d  1 5. Die Grundgleichungen der Theorie riehmen eine 
besonders übersichtliche Gestalt an, wenn man gemischte Tensoren ein- 
führt. Setzt man 

5,, = Z G g  g u p p y ,  t"" =m-T ~ ~ ~ 4 / ' , . ,  
t' P 

so erhalt man ansteiie von (10) 

Anstelle von (19) hat man 

anstelle der Gleichungen (18) für das Gravitationsfeld 

zu § 7. Der in 8 7 gegen die Skalartheorie der Gravitation (Kord- 
stromsche Theorie) erhobene Einwand hat sich nicht als stiçhhttltig 

- 

erwiesen. Man entgeht ihrn, indem man die Ausdehnung der Korper 
in passender Weise vom Gravitationspotential abhiingen Mt .  Genaueres 
hierübcr findct man in einem Vortrage des Verfassers übcr den Gegen- 
stand (Naturforscherversainmlung zu Wien), der in der Phys. Zeitschrift 
Ende 1913 erscheint. A. E. 

Über das Analogon der Savaryschen Formel und ' 

Konstruktion in der  kinematischen Geometrie des Raumes. 
Von MARTIN DISTKLI in Karlsruhe. 

In der kinematischen Geometrie der Ebene und der Kugel dienen 
die unter dem N a m n  der Savaryschen Gleichung bekannte Formel 
und die verschiedenen da,raus abgeleiteten Konstruktionen dam, den 
augenblicklichen Krümmungskreis der Bahnkurve irgend eines Punktes 
des bewegten S y ~ t e m s  zu hcstimmen, fails die augenblicklichen Krüm- 
mungskreise der beiden Polbahnen bekannt sind. 

In der kinematischen Geometrie des Raumes existiert nun eine 
analoge Formel und Konstruktion, welche in den folgenden Ausführungen 
abgeleitet werden SOU und welche die bereits bekannten der Ebene und 
Hugel als S p e ~ i a l ~ l l e  umfaBt. 
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An Stelle der Krümmungskreise der Polbahnen treten jetzt gewis~e 
Regelschraubenflachen der abschrotenden Axoide, welche, infolge der 
geometrischen Beziehung zu diesen, deren Striktionsschraubenflachen ge- 
nannt werden konnen. Damit ist schon ausgesprochen, da1 im Raume 
an Stelle dcr Punktbahn die von einer beliebigen Geraden beschriebene 
Regelflache zu t'reten hat und daB die Aufgabe daher sein wird, die 
augenblickliche Striktiorisschraubenflache dieser Regelfiache zu bestimmen, 
fails die augenblicklichen Striktionsschraubenfliichen der Axoide be- 

k m n t  sind. 
Die Frage wurde bei früherer Gelegenheit bereits g e h t  für den 

Fall, daB die Axoide Rotationshyperboloide Sind.') Diese Beschrankung 
soll jetzt fallen gelassen und das S a v a r y  sche Analogon sowie die da- 
mit zusammenhiingenden Satze von Bo b i l l i  e r  und A r o n h  old im Raume 
bei volliger Allgemeinheit der Voraussetzungen abgeleitet werden. 

5 1. Das begleitende Dreikant einer Regelflache. 

E s  sei die Bewegung eines Systemes ~(xyz) in bezug das feste System 
E(XYZ) bestimmt durch die Bewegungsgleichungen 

wobei sowohl die Koordinaten a, O, c des Anfangspunktes O als auch 
die 9 Richtungskosinus der Achsen bekannte Funktionen der Zeit sind. 
Bei dieser Bewegung beschreibt die Achse z von 6 die Regelflache A 
mit den Gleichungen 

X = a + u a ,  

Z = c + ua,. 

1st der Richtungskegel dieser FEche gegeben, sind also a,, a,, a, 
bestimmte Funktionen der Zeit, so sollen nun die a, b, c sowie die 
6 übrigen Richtungskosinus derart bestimmt werden, daB das System 
6 bestkdig begleitendes Dreikant der Regelflache bleibt, d. h. dad der 
Anfangspunkt O die Striktionslinie durchwandert, wahrend etwa die Achse y 
bestandig mit der Flachennormale im Zentfalpunkt koinzidiert. Die 
Ebene xy ist d a m  wie in Fig. 1 die asymptotische Xbene, die Eliene 
xa die Zentralebene des windschiefen Flichenelementes lkngs x. 

1) Vgl. M. D i s t e l i ,  Über die Verzahnung der Hyperboloidrader mit grad- 
linigem Eingriff. Dieee Zeitechrift, 59. Band (1911) Heft 3. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von MARTIN DISTELI. 263 

gung um die instantme 
seien nun p, q, r die Kom- 
ponenten der Winkelge- 
schwindigkeit, u, v, u: die- 
jenigen der Schiebungsge- 
schwindigkeit bezüglicli 6. 

Für jede Rewegiing 

Konstruiert man also das spharische Bild der Regelfliiche auf der 
Einheitskugel, so müssen die Geschwindigkeitskomponenten des beweg- 
lichen Rildes (a,, a,, a,) auf der Kugel die Richtungen hl, b,, b, haben. 
Nun ist durch eine Quadratur stets 

Fig. 1. 

AC/ ic ,,,, * Y 

,/'a 
1 ,  1 I 

/ 

z 

bestehen niin die Gleichungen 

zu erreiühen, da1 die Gleiühung 
(3 )  . a;% + ai8 + a;" 1 

erfuiit ist, daB also dt das Bogen- 
element des spharischen Bildes ist 
und daher die Gleichungen bestehen 
(4) ai = b,, a4 = b,, a; = 6, 

ci = n,a', - asai ,  
cg = a3 a; - a, ai, 

I I cg = a,a, - a,a,, 

wodurch also zuniichst die Richtungs- 
kosinus bestimmt sind. 

Die Bcwegung von 6 ist aber 
augenblicklich eine Schraubenbewe- 

( 5 )  a: = bir - eiq,  6: = cip - air, ci = a,p - b,p 

Die Gleichungen (4) lassen daher erkennen, daB 

k 
Z 

Y 

ist, so da1 die Gleichungen (5) sich schreiben lassen 

P I  U: = hi, b: = cg - a,, c/i = - b ip ,  

durch welche Gleichungen nun auch die Komponentep nach GroBe und 
Vorzeichen mitbestimmt ist. lhre geometrische Redeutung ist leicht zu 
erkennen. Da auf der Kugel der Punkt (cl, c,, c,) der Pol der Tangente 
des sphirischeri Bildes der RegelIlache ist, so ist ' 

-- 
ddc :  + dc; + dca = d e  

der geodatische Kontingenzwinkel desselben und daher 
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die geodiitische Krümmung des ~pharischen Bildes. Bedeutet also A 
den spharischen Krümmungsradius, so ist  

(8) cotg I = p. 
Geht nun die positive Riçhtung der sphiirischen Normalen durch Dre- 
hung um einen rechten W i n k d  im Sinne des Uhreeigers ails der Rich- 
tung der Geschwindigkeit cles Punktes (a,, n,, a,) hervor, so ist I nach 
der positiven Seite der Normalen aufzutragen, falls p positiv ist. EB 
erscheint dann von der negativen Seite der Achse y aus gesehen ale 
positiver Winkel, und da andererseits Â auch der Winkel der instantanen 
Schraubenachse gegen x ist, so folgt: 

Die instalztalze Achse is t  bestandig nmh dem Krümmungsnzittelpunkt 
des unendlich fernen Quersclmitles der Regelflache A gericlztet. 

Um jetzt im weiteren die Komponenten u, v, u j  zu bestimmen, hat 
m a n  zu beachten, da8 diese nichts anderes sind, als die Komponenten 
der Geschwindigkeit des Punktes (a, b, c). Sie haberi daher in 6 die 
Werte 

u = a,uf+ a,O'+ a,c' 

Nun hat aber der Zentralpunkt von s vom Punkte (a, 6, c) den Ab- 
stand 

a;a'+ a h b ' t  aie' 
u~ = - 4 2  + 4 2  + 4 2  =-@,a'+ b,b'+ b,c') - - o .  

Soll also der Anfangspunkt von 6 bestiindig auf der Striktionslinie von 
A bleiben, so muB v verschwinden. Die beiden andern Komponenten 
u und w woilen wir mit J und K bezeichnen. Alsdann eigibt die 
Auflosung der Gleichungen (9) 

a'= a, J +  c l K  

(10) b'= a,J+ c,K 
c ' =  a,J+ c,K, 

und daher werden die Gleichungen der Regelflache A l )  

(11> Y = J ( ~ , J +  c , K ) d t  + ua, 

Z = J ( ~ , J +  c,K) d t  + ua,. 

1) Vgl. X. An tom a r i :  Application de la méthode cinématique à Y étude des 
propriétes des surfaces réglées. Thèse Paris 1894, und die dort mgegebenen 
Literaturnachweise. 
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In diesen Gleichungen treten also zmei willkürliche Funktionen J 
und K von t auf, von welchen leicht nachzuweisen ist, daB sie zwei 
Biegungsinvarianten der Fliiche A darstellen. Bezeichnet namlich Q 
den Verteilungsparameter der E'lache, so ist 

- 
(12) Q = -  - -- a ' ,  a,  4 = -  a? + aie + as2 (ci a' + c, b'+ c, cf) = - K .  

Da aber K die Geschwindigkeit des Zentralpunktes senkrecht zur Er- 
zeugenden und d t  den Kontingenzwinkel derselben darstellen, so ist der 
nnendlich kleine Abstand zwischen x und der folgenden Erzeugenden 

d n  
drn = K d t  oder K = ;it . 

Bei einer Verbiegung der Flache mit Erhaltung ihrer geraden 
Erzeugenden, iindern sich aber Zahler und Nenner des obigen Quo- 
tienten, also auch K selbst nicht. 

Bezeichnet ferrier z den ebenfalls von der negativen Seite der 
y-Achse aus gesehenen Winkel der Striktionslinie g-egen die Erzeugende 
x, so ist 

.J 
cotg z = 

und da dieser Winkel bei einer Verbiegung sich ebenfalls nicht andert, 
so ist auch J eine Biegungsinrariante?) 

~ n d e r t  man dahcr in den Gleichungen (11) nur die Xichtungs- 
kosinus a,, a,, a,, nicht aber J und E, so erhalt man ein System von 
aufeinander abaickelbaren oder Biegungsregelfliichen. 

Mit Bilfe der Invarianten J und K l a i t  sich nun auch die Lage 
der instantanen Achse O gegen das System G leicht bestimmen. 

Da q und v gleichzeitig verschwinden, so schneidet O die Achse 
y reehtwinkjig und zwar in einem nach der positiven Seite von y nuf- 
zutragenden Abstand . 

Anderseits ist der Windungsparameter der instantanen Schraube 

1:) In Fig. 1 ist die Kumponente w = K der Deutlichkeit halber als eine 
negative Strecke gewahlt worden. 
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Die instantane Achse beschreibt daher im Laufe der Bewegung in e 
das bewegliche Axoid B mit den Gleichungen 

z = v cos î. 

(1 6) y - s = J sin" - K sin A. cos d 
B = v sin Â. 

und der sogenannten Parameterverteilung 

(17) h = J sin I cos 1 + K sinZ A .  

Im  festen Raume Z dagegen beschreibt die instantane Achse das 
ruhende Axoid F, dessen Gleichungen lauten 

Z = J ( l s ~ + c 3 K ) d t + s b 3  + v (a3 cos A +cg  sina). 

Die Bewegung des begleitenden Dreikants G findet also durch Ab- 
schroten von B auf F statt. Um dics noch genaiier eu begründen, 
beachten wir, daB nach (16) offenbar d1 das Bogenelement des spharischen 
Bildes von B und 

d s s=o, p z - -  
d l  

die beiden Invarianten von B sind. 
Um auch die Invarianten der Fliiche F zu finden, führen mir das 

begleitende Dreikant 6 dieser Friche ein. Sind A,, Bi, Ci, seine 
Richtungskosinus, so ist 

A, = $ a, cos 1 + cl sin 1 

und wegen der letzten der Gleichungen (7) 

Al = (- a, sin i + cl cos A.) Ir7 

also Ai" AT + A: = P .  

Betrachten wir daher für den Augenblick h als unabhangige Ver- 
iriderliche, und bedeutet der Strich den nach 1 genommenen Differential- 
quotienten, so bestehen nun die Gleichongen 

AI= BI, Bl= Clp - A,, C i = - -  B 1 P 
Aus / a, c, 1 1  cos i sin î. 

Cl = A, Bs - B2 A, = 
a, c, - sin 1 cos 1 

fol@ aber 
BI d t  

d l  siri l d l  s in l  dA' 
also 

d t - 
d l = --. P B  s in1 
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Sind andemeits II, D, KI die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Koordinatenanfangspunktes (A, B, C) von B in bezug auf dieses System, 
so ist 

d t ds A f = A , u +  R,n+ Clio = ( a , J + c , E ) d a + s B , p - - C l  d l  

moraus folgt 
d t  h d t  u = (J COSA + Ksinil) - = .--- -- = 3, 
d l  s u i l  dl. 

Da II verschwindet, 80 ist der Anfangspunkt (A, B, C) such der 
Zentralpunkt von F, und die Ebene (O,  y) die Zentralebene. Da 
überdies 

R = RI 

ist, so berühren sich in der Tat B und F bestandig Mit h verschwindet 
die Gleitung langs der Achse O, es verschwindet dann aber auch SI, d. h. 
es haben d a m  die Axoide B und F die niimlichen Invarianten; die eine 
ist also eine Biegungsflache der andern. Da jetzt auch die Striktions- 
linien ohne Gleitung abrollen, so ist auch diejenige des Axoids F eine 
Orthogonaltrajektorie und geodatische Linie von F, a190 umgekehrt F 
der geomctrische Ort ihrer Binormalen, d. h. 

Wenn bei der Bewegung des begleitmde~ Dreilcants der Wzndungs- 
parameter h verschwindet, so ist das Axoid 1" eine Biegungsflache des 
h o i d E s  R und zugleich Fliiche der Hinormalm seiner StriUionslinie. 

5 2. Die Striktionsschranbedache. 

Denkt man sich t augenblicklich als konstant, so nehmen 3; K, p und 
damit auch s und h konstante Werte an. Erteilt man jetzt der Erzeu- 
genden x eine Schraubenbewegung um die festliegende Achsa O mit dem 
konstanten Windungsparameter h, so entsteht eine Schraubenregelflache 
S, welche mit der Regelfiche A langs x in Berührung ist, wobei die 
unendlich fernen Querschnitte sich oskulieren und die Striktionslinien 
sich berühren. Durch diese beiden Eigenschaften ist die Schrauben- 
fliiche S umgekehrt eindeutig bestimmt und unter dem zweifach unend- 
lich vielen berührenden Schraubenfliichen diejenige, welche sich der 
Flkhe A am innigsten anschmiegt; sie ist als das riiumliche Analogon 
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zum Krürnmungskreis der ebonen Bewegung zu bctrachten, und da sie 
im allgemeinen mit A nicht drei konsekutive Erzeugende gerneinsam 
haben kann, m6ge sie die Striktiolzsschraztbenflüche von A Iangs x ge- 
nannt werden. 

Um ihre Beziehungen zur Flache genauer zu b,estimmen, betrachkn 
wir auf dieser die beliebige Kurve 

(20) u = U(t) 
Alsdann ergeben sich wegen den Beziehungen 

a; - 01, b; = clp - al, ci.= - b,p 

für die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung des 
Punktes u die Werte 

v, = J + u', v = u ,  
Y 

v, = K 
(21) p g = S - u + t c l ' ,  p y = J - p K + 2 u f ,  p a = K ' + u p .  

Da die Fliichennorrriale lz in u auf z und v zugleich senkrecht steht, 
sind ihre Richtungskosinus 

wobei der Wurzel das positive Zeichen zu geben i d ,  damit die Normale 
- 

im Anfangspunkt mit der Achse y zusammenfillt. 
Legt man nun durch die Normale in und die Geschwindigkeit v eine 

Ebene, so hat der Krüinmiingsradins dieses Schnittes die Gr6Be 

wo p,, die in die Plachennormale fallende Komponente von p bedeutet. 
E s  ist aber 

v B =  ( J + U ' ) ~ +  K a + u a ,  daher 

Hierin sind u und u' zwei unabhangige Variable. Für  konstantes u 
und veranderliches u' e rhd t  man daher die I<rümmungsradien samtlicher 
Norinalschnitte im Punkte U. 

1st jetzt eine zweite Regelfliiche A gepeben, mit den Invarianten 
J,hl und der geodiitischen Krümmung p, so stinimen die Krümmungs- 
radien aller Normalschnitte, und damit nach dem X e u  sn i  erschen Satz 
auch diejenigen aller schiefen Schnitte in  allen Punkten der Erzeugenden 
x überein, sobald die Gleichungen 

J-J, p = F ,  R=Z, K'=K'  
erfüllt sind. 
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Es ist bemerkenswert, daB hierbei der Zentralpunkt u = O die Aus- 
nahme macht, daB schon Oskulation aller durch ihn gchcnden Schnitte 
beider Flachen A und A stattfindet, auch wenn die letzte obiger Gleich- 
ungen nicht erfüllt ist. 

Führt man noch die sogensnnten l'xrameterlinien u = * R  der 
Flachen ein, so lZBt sich demnach folgendes Resultat aussprechen: 

Zzoei bdiebiye Rey$liichen A wzd A haben liings z drei konsekutive 
Erfieugende gemein, o d m  berührm sich in der zweiten Ordmmg7 wenlz ihre 
unendlich fernen Qzcerschnitte sich oskulieren und die Strilctions- und  Para-  
metdinien sich beriihren. 

1st jetzt die Regelflache A identisch mit der Striktionsschrauben- 
ilache S, so ist für diese konstant. Eine Oskulation beider Flachen 
ist alsn ausgeschlossen, falls nicht auch K selbst konstant ist, d. h. 

Die Strilctionss~:h~aubenflacIze oskdiert  die RegelflGclle A nzcr dann ,  
man diese elne Ihxpdflücl~e konslwntelz ~erl~~7~c.lizcngs~aramctc~s isl. 

Im allgemeinen werden sich die Striktionslinien heider Flacheu 
nicht oskulieren. E s  fragt sich nun, ob dies doch eintreten Irann. Mit 
u = O erhalten aber die Ges~hwindigkeit~s- und Beschleunigungskompo- 
nenten des Zentralpunktes die Werte 

(24) 
u,=J u , -O  U, = K 

p z = J '  p 2 / = J - p K  p z = K ' .  
Die llichtungskosinus der Binormalen der Striktionslinie sind daher 

bestininit durch die Proportion 

(2.5) rl:p:v--K(J-pK):KJ'JK':J(J-pK). 
Setzt man hierin für den Augenblick J' und K' gleich Null, so 

erhalt man für die Binormale der Sühraubediriie 

l ~ , , : p o : w 0 = -  K : O : J  

Da beide Scllmiegungsebenen durch die namliche Tangente çehen, 
su ist der Winkel E, der beiden Rinormalen auch zugleich Winkel der 
beiden Hauptnormalea 1st daher p, der Krümmungsradius der Schrauben- 
h i e ,  p derjenige der Striktionslinie, so ist infolge der Oskulation aller 
Sclinitte im Zentralpunkt 

@ = Po COS E o .  

Nun ergibt sich aber p, aus der Glcichung (23) f ü r  u. = u' = 0 ,  
nimlich 

J ' $ K P  1 J 1 + E '  
- - PO = J - ~ K  i + j ~  7 

waraus folgt, daB 9, und s nach derselben Seite der Achse y gerichtet 
sind. Ferner ist nach (25) 

( J - p K )  V J ' + I ~ ?  cos - - ---- - 

-I/( j%fK (J -pK: 8- (Kp:jK')e ' 
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wobei der Wurzel irn Nenner clas positive Zeichen zu gebèn ist. Daher 
wird nun -2 

Eine Oskulation $eider Striktionslinien kann also nur dann eintreten, 
falls die Bedingung 

K J ' -  JE'= O 

erfüilt ist, d. h .  wenn J und K in konstantem Verhiltnis stehen. Auf 
der Regelflache A ist in diescm Falle die Strikionslinie wegen (12) 
eine isogonale Trajektorie und weil wegen E, gleich Null die Schmiegungs- 
ebene d u c h  die Flachennormale geht, auch geodatische Linie. Wir 
erhalten daher das Rcsultat : 

W e n n  die Invnrialzten J und K in konstantem Ve-rhaltnis stehen, 
wenn also die Striktionslinie von A isogonale Trajektorie und geodatzsche 
finie ist, so os7culiert ilzre Stri7ctz'onslinie diejenige der Striktionsschraubera- 
flüche. Eine  Oskulatwn dcr Flachen selbst kann aber erst dann statt- 
fimden, wenn beide Invariauten J und K konstunte Werte ha6m. 

I n  diesem letzteren Palle ist also airch geometrisch die Striktions- 
schraubenflaclie das vollkommene riiumliche Analogon zum Krümmungs- 
kreis der ebenen Geometrie. 

5 3. Einige Anwendungen der Bewegung des begleitenden Dreikants. 

Bevor wir in der allgemeinen Betrachtung weitergehen, m6ge das 
Vorstehende zuniichst auf einige unmittelbar sich darbietende Fragen 
angewendet werden. 

a) n i e  erste Frage sei diejenige nach den Bedingungen, unter 
welchen zwei ailgemeine Regelflachen eine Berührung n-ter Ordnung 
eingehen, also (n f 1) konsekutive Erzeugende gemeinsam haben. 

Geht man aus von den Gleichungen der Striktionslinie der Friche A, 
namlich 

X -  a ,  Y =  b ,  Z = c ,  

so ergibt die fortgesetzte ~ifferentiation unter Berücksichtigung der Glei- 
chungen (7) 
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so da1 die erste Klammer die hochste Ableitung von J ,  die zweite die 
liochste Ableitung von p, die letzte die hochste Ableitung von K enthilt. 

Multipliziert man diese Glcichungen dcr Reihe nach mit 1, At,  
At' d t n  - . . . .  - und addiert man, indem man t einen bestimmten konstanten 
2 !  IZ! 

Wert beilegt denkt, die Gleichungen, so folgt: 

X ( t + d t ) = a + a l F + b , G + c l H  

Y ( t + d t )  = b + a , F +  b,G+c,H 
Z ( t + A t )  = c - t a , F f  b , G + c , H .  

Bus den Transformationsgleichungen (1) geht aber hervor, daB F, G, LZ 
nichts anderes sind, als die Koordinaten x( t  + At), y(t f A t ) ,  ~ ( t  + A t )  
des Zentralpunktes X (t  + A t ) ,  Y ( t  + A t ) ,  Z ( t  + At) bezüglich des 
augenblicklich ruhenden Systems G, so daB man hat 

Retrachtet man andererseits den Richtungskegel der Flache A mit den 
Gleichungen 

% = a , ,  y = a , ,  3 = a Q ,  
so ergibt die fortgesetate Differentitation in gleicher Weise 

X' =bl 
2'' =- ai + ClP 

X"' = - 6, (1  + pP) + c,pr 

X"" = a l ( l  +p" + 6 s p ' +  c , ( p W - p ( l  +pz ) )  

Verfihrt man daher wie oben, so erhiilt man nach Addition die Glei- 
chungen 

X(t+ A t )  = a,f + b1.9 f c,h 

9 ( t  + A t )  = a,f + b,g + c,h 

S ( t  + At)' = a,f + h,g + c,h, 
also 

f B + g 2  + h 3 =  1 

so daB f ,  g, h  die Koordinaten ,r(f + At ) ,  tj(t + At) a(t + At) von 
X (t -!r At), sj (t + d t), 8 (t f At) bezüglich 6 sind. 
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Für  diese Koordinaten bestehen daher die Eritwickelungen 

A t S  At" 
(28) t ~ ( t + ~ t ) = A t ( l + p ~ ) - ~ !  +-. .  + ( p ~ ~ n - 3 ) + . - ~ ) 1 1 1 + . . .  

1st jetzt eine zweite R'egelfliiche A mit den Invarianten J und kr 
und der geodiitischen Krümmung p gegeben und bestehen die Glei- 
chungen 

J = J ,  J g  - J ' ,  . . . J @ - V  J(n-21 

(29) -p, =y', . . . P(n-2) = p ( n - z )  

, . . . Kin-%) = x ( n - 9 )  K(n-1) = ~ ( n - l ) ,  

so gehen nach (28) ihre Iiichtungskegel eine Berührung n-ter Ordnung 
ein und ebenso nach (27) die orthogonalen Projektionen ihrer Striktions- 
linien auf die Ebene yz. Es haben die projizierenden Zylinder der 
Striktionslinien in der Richtung der Erzeugenden x also (rz + 1) auf 
einander folgende Geraden gemeinsam. Auf den Zylindern haben die 
Striktionslinien selbst PZ konsekutive Punkte gemein; die (n + 1)-ten 
Piinkte haben dagegen einen in der Bichtung x verlaufenden Abstand 
von der GroBe 

A x  = (J (n-1) -  ~ ( n - 1 )  > i + ' ' '  
Durch diese beiden Punkte gehen nun die (n + 1)-ten Erzeugenden beider 
Pliichen, parailel der getneinsamen (n + 1)-ten Erzeugenden beider Bicht- 
ungskegel. Beide Erzeugenden sind also einander selbst parallel und 
fails 9. ihren Winkel gegen x bedeutet, so ist ihr Abstand 

A PZ - dx sin 4. 
Nun i d  aber 

Ate d t" 
c o s 4 = 1 -  + ( l + ~ ~ ) ~ ~ + - . ' ,  

2 ! 
also 

4 + p Z d t B  . ,  s i n 4 = d t - -  
4 TT+ 

Daher wird 

Da aber für Berühruiig n-ter Ordnung unendlich kleine GroBen (n + 1)-ter 
Ordnung nicht in Betracht kommen, so dürfcn wir sagen, daB auch die 
(12 + 1)-ten Erzeugenden beider Flichen koinzidieren. 
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Es laBt sich daher d a s  Besultat aussprechen: 

Zwei Regelf2iichen berührelz sich ilz der n-ten Ordnung, oder haben ( n  f 1) 
tonsekutive Erzeugende gemeinsam, fulls die Invarianten J und die 3eo- 
datische Kriimmung p nebst i h e n  ( n  - 2) ersten Abkitungen, eOmso die 
lrzvarianten K nebst ilzren (n - 1) erstetz AbZeitzcwgen übereiwstimmen, oder 
gwnzetrisch gesprochen: fails ilwe unendlich femen Quersclznitte sich in der 
n-ter5 Onlnung, ihre Striktions- und Parameterlinien in dev (n  - 1)-Zen Ord- 
mung beruhrcn.') 

Weitere Aufgaben lassen sich anknüpfen an den Ausdruck für den 
liriiuimungsradius des Normalschnittes im Punkte u von X, namlich 

Bit man zc fest, so kann man u' derart bestimmen, daB der Radius I: ein 
Extremum wird, also mit einem der beiden Hauptkrümmungsradien r,  

oder r, zusammenfallt. 
Offenbar muB danu neben obiger Gleichung noch die Bedingung 

F' G F 1 - F G -  O also G, = R 

bestehen. Daraus folgt 
( J + u') f ~ ~ - ~  R - --- ---. 

K 
Es ist also 

J f u ' = -  K R  _-- und 
V K =  + ux  

Setzt man diese Werte in  dio obige Gleichung für h? ein und ordnet 
nach Potenzen von R, so erhalt man die quadratische Gleichung 

deren Wurzeln die beiden Hauptkrümmungsradien sind. 
Die Richtungen der Krümmungslinien selbst sind anderseits bestimmt 

durch die Gleichung 
G r -  FG'= O, 

aus welcher durch Einsetzen des Wertes Ton R für u' die quadratische 
Gleichung entsteht 

(31) U'~K+U'{(J-phf)K-zc(K'+up)}-(K2+u"(Jp+K)-K'Ju=O, 

deren Integrale die Gleichungen der Krümmungslinien der Regelflache 
A ergeben. 

1) Vgl. X. A n t o m a r i ,  a. a. O., wo diesea Resultat durch andere Detrach- 
tangen abgeleitet wurde. 

Eeitschrift f. Mathematik u. Phyeik. 62 .  Bend. 1913. Heft 3. 18 
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b) Zunachst erhebt sich etwa die Prsge nach der Bedingung, unter 
der die Gleichung (30) zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln hat. Wenn 
aber die Gleichung 

r ,  + r, = O 

bestehen sou, so mu6 die Gleichung 

K ( J + p Q + u ( K - - t -  up)=O 

f ü r  alle Werte von u,  also identiscl-i bestehen. Dies gibt 

J+pK=O, K1=O, p =  O ,  also auch J = O .  

Es ist daher 
J - p K  z K= const., s = - l + p s  O ,  - k=- K f J p - K ,  A = -  

l + p '  - 2 

Die F'lache A entsteht also durch Verscliraubung einer die Schrauben- 
a c h e  rechtwinklig schneidenden Geradeu x unter Voraussetzung eines 
konstanten Windungsparameters. Die gésuchte Plàche ist also die sag. 
Wendelflache, und wir finden daher kinernatisch das bekannte geome- 
trische Eesultat wieder: 

Die einzige reelie geradlinige Mi~zimaifliiche ist die Wendelflache. 

c) E s  mogen weiterhin diejenigen RegelKachen bestimmt werden, 
für welche die Linie u = const. mit den Haupttangentenkurven der 
Fliche zusaxnmenfalien. Die Differentialgleichung der letztern lautet nun 

G = ( J - p K + + u u ' ) K - . u ( X + u p ) = ~ .  

Soll diese Gleichung für 
24': O 

befriedigt sein, so muB die Gleichung 

( J - p K ) K - u ( K ' + u p ) = O  

für aile Werte von zc identioch bestehen. Es ist also 

J - p K = O ,  p = O ,  K ' = O  also auch J = O .  

Wir kommen also gerade auf die vorigen Bedingungen zurück und 
konnen sagen: 

D i e  einzige reelle Regelflüche, Oei der die durck die L3eu;qung cles te- 
gleitenden Dreifiants erzeugten Bahnkurven. der Flache mit ihven Hayt- 
tangentenkurvm zzcsammenfallen, ist die Wendelj'lixhe. 

d) E s  m6ge endlich noch nach denjenigen Regelflachcn gefragt 
werden, für  welche die Linien u = const. die eine Schar der Krümmungs- 
liriien der Fliiche bildeu. 

In diesem Falle muB die quadratische Gleichung (31) die eine 
Wurzel TA'- O besitzen. 
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Dies erfordert, da0 die Gleichung 

(us + K2) (Jp  $ K )  f u J K f  = O 

für alle Werte von u identisch erfüllt ist. Es ist also 

J p + E = O ,  E f = 0  
oder 

K+ JP J- K p  K-const. ,  h=-=O, s=----=- K 
1 + p e  1 + P' P 

d. h. die Striktionsschraubenflache oskuliert und i d  zugleich ein Rota- 
tionshyperboloid. 

V e n n  also bei der Bewegung des begleitenden Dreikants einer Regel- 
@the die von den P u n k t m  der Erzeugmden x Oeschriebenen Bahnkurccn 
die eine Schar der Krümmufigslinien der Flache sein sollen, so ntup 

d m  Schmiegungshyperbo2Oid langs jeder Eweugenden ein Rotationshyper- 
boloid sein. 

Es lauten aber jetzt nach (16) die Gleichungen des beweglichen 
Axoids B x = v cosl  

Y = - K t g d  

Es ist also B dasjenige gleichseitige hyperbolische Paraboloid, 
welches x und y zu geradlinigen Striktionslinien und langs diesen den 
Verteilungsparameter 

d s  p = ( - )  = K  
besitzt. d i  O 

Anderseits hat man für die Koordinaten des Zentralpunktes der 
Flache A 

d. h. die Flache A hat die Gleichubgen 

X =Jb,ds - sb, + u a ,  

(32) Y = j b , d s  - sh, + uo, 

ucd daher is t  das feste Axoid P durch die Gleichungen 

X = /'b,ds + v (a,cosl. + c,siiiA) 

(33) Y =Sb ,  d s  + v (n, cos n + E ,  sin 1 )  

z -Sb ,ds  + v (a,  cosl. + c3sinI) 

dargestellt. Da, h verschaindet, so ergibt sich der Satz: 
18* 
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Sol1 eine Regel/lache lungs je& Ermugendelz von einem Rotations 
hyperboloid os7cuZiert werden, so mua sic craeugba~ sein durch die eine 
der beiden Striktionsgeraden eines gleichseitigen hyperboiischen Paraboloids, 
welches auf irgend &ner seiner B i e g ~ n ~ s f l a c h e n  ohne Gleilen abrollt. 

Setzt nian im weitern in die Gleichung (30) 

ein, so erhilt  man für den TIauptkrümmungsradius r,  des Punktes u 
den Wert  -- 

1st ferner v der Winkel der Plachennormalen n gegen die Achse y, 
so ist nach (22) 

K C1 cosv = -5, sinv = - -- 
K + WqGr 

woraus folgt u = - K t g v .  

Diese Gleichung sagt aber aus, daB n auf dem Paraboloid B liegt, 
daB dieses also das Normalenparaboloid langs x ist, dcssen zweitc Regel- 
schar von den Normalen lz gebildet wird. 

Im Systern 3 sind nun die Richtungskosinus der Normalen n 
b . K - c  u 

vi = b, cos v + ci sinv = ' - - - - - - L m  V F +  2 

Triigt man also auf der Normalen den Krümmungsradius r, auf, 
so erhalt man fiir die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 

also mit Einsetzung des Wertes von r ,  und weil 

s + K t g Â . = O  

ist, als Gleichungen der Evolutenfliiohe von A 
21 x - j, ds + (a, cos + cl sin 

(34) S u Y =  b , d s +  - (a,cosl + c,sinÂ) 
cos l 

Setzt man aber u 
-- 
C O S ~  - v> 

so ist der Punkt v anf der Erzeugenden o dcr Krümrnungsmittelpunkt 
des Punktes u auf der Erzeugenden x, anderseits gehen die Gleichungen 
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der Evolutenflache (34) in diejenigen der Flache F über. naraus folgt 
also das Resultat: 

Bas Axoid F ist die Evolute~fliiche der Schar von Krümmungslinien 
u = const. der Flache A, welche umge7cehrt ihre Bolventenfliiche ist. Beim 
Abrollen des Pwaboloids B auf F besckreiben dul~er die Erzeugenden der 
Regelschur n des Pciraboloids die deoeloppahlen Normulmflüchen der 
Limien u. = const. und wic7îel~ sich derwt auf'die Fiache F au6 dab sie 
auf dieser die Evoiuten der Eriimmungslinien und damit ein System geo- 
datisrher Linien der &ho~utenfliche F bilden. 

Denkt man sieh ferner auf der EvolutenDZche F eine orthogouale 
Trajektorie zum System der geodatischen Linien v = const. gezogen, so 
wickelt aie sich auch als orthogonale Trajektorie auf das Paraboloid auf. 
Eine solche wird aber aus diesem herausgeschnitten durch irgend einen 
Kreiszylinder von der Achse x. Sie enthalt also diejenigen Punkte des 
Paraboloids, für welche der Wert von r, konstant bleibt. E s  ergibt daher 
dieses Beispiel eine besonders anschauliche Illustration zu dem Satze 
von R i b a u c o u r :  

Auf' der Evo2utenfliiL.lte 6ddm die Or2huyomltrajektorie.n der yeo- 
datisehm Linien. den Ort derjenigen Punlcte v, welchen auf der Evolcmten- 
flache Punkte zc von kowtantem Hauptkrümmzlngsradi2cs entsprechen. * 

4. Die allgemeine raumliche Bewegung erzeugt durch Abschroten 
der Axoide. 

Im festen System 22 ( X Y Z )  bewege sich ein System 6 (xyz)  in 
der eben beschriebenen Weise, d. h. gemaB den Rewepngsgleichungen 

X =  a +a,x + 6,y +cl.# 

(33) Y =  6 + a,x 3. b,y+ c,# 
X= c +  a,x+ h , y + c , f i  

und derart, da1 es stets begleitendes Dreikant der RegelRache A bleibt, 
deren Gleichungen lauten 

X = j ( a ,  J + c,K) dt + ua, 

Z = j ( a , ~ +  c,K) dt + ua,. 
-- - 

In analoger Weise bemege sich in einem System 2 (XYZ) ein 
Sjstem 3 (Z y B) gemiiB den Bewegungsgleichungen 

- 
~ = a + ~ , z + b , y + ë , z  

(36) Y = ~ + Ü , x + ~ ~ ~ $  Ce" 

Z =  c + #,a + b,g + c , ~  
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und derart, daB es stets begleitendes Dreikant einer Regelflache A bleibt, 
mit den Gleichungen 

wobei t wieder die unabhangige Veriinderliche ist, so daB die Erzeu- 
genden beider RegelKachen denselben Werten von t entsprechend 
einander eindeutig zugeordnet sind. 

Wir  wollen nun die Bewegung von in A' betrachten, die durch 
die Bedingung bestimmt sein mage, da6 die begleitenden Dreikante, 
die demselben Werte von t entsprechen, im Laufe der Rewegung koin- 
zidieren sollen. l) 

Sind aber 
x= I, + A,X + U,F+ C,Z 

(37) Y = M + A,X + B,Y + C , Z  
z = x + ~ , x + ~ , Y  +cSZ 

die Bewegungsgleichungen von 5 in 2 , d o  folgeu aus diesen Gleichun- 
gen die Auflosungen 

X ; ( X -  L) A, + (Y-31) A, + ( Z - N )  A, 
P = ( X -  L) BI + ( Y -  Jf) B2 + ( z - N )  B, 
Z = ( X - L )  Cl$ ( Y  - 31) C, + ( Z - N )  C,. 

- -  - 
Setzt man hierin für X, Y, 8 und X, Y, Z die aus (35) und (36) 

folgenden Werte ein unter der Voraussetzung, daB 

x - a ,  y = q 7  a = z  
ist, BO wird 

1) Yergl. F. S c h u r :  Über die Bewegung eines starren Korpers durch Ab- 
sühroten. Diese Zeitschrift Bd. 5 5  (1907). S. 408ff. Ferner: Encyklopüdie der Muth. 
Wiss. Bd. IV, 1. S. 232ff. 
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Bedeuten jetzt P, Q, R, 77, P, W die Koniponenten der instantanen 
Schraubengeschwindigkeit des Systems 5 in Z, so bestehen zuniichst 
die Gleichungen 

iind 6 andere andoge, die durch cyklische Vertrtuscliung der Indizes 
entstehen. 

Indem man aber in die Gleichung 

die Werte 
ai=bl ,  b ; -c lp-a , ,  c i = - b , p  

einsetzt, erhalt man 

und daraus durch zyklische Vertauschung und Vergleichiing mit den 
obenstehenden Werten 

P = a , @ - a )  

(41) Q=a207-1) )  
R = a , ( p - p ) .  

Da ferner 77, V, W nichts anderes sind, als die Komponenten der 
Geschwindigkeit, die der Anfangspunkt von E selbst erhslt, so ist ail- 
gemein U = L' + R-41- QX. 

Nun ist L' = a' - (A, a' + Ill b' + Cl ër) - A; à + 13; b + Ci ë). 

Aber durch Einsetzen der obigen Werte folgt 

(AIa + B;b + Cië) = a, ( M  - b)  Cp - p) - a, ( N -  c) ( p  - p) 
- ( M - b ) R - ( N - c ) & .  

Da ferner 
a' = al J + cl K 

- a f = a l J + ;  C ~ K  
id, BO ergibt sich 

a'-  (A,Ü' + B,br + Cl&) = a , ( ~ -  J )  + cl ( K  - K).  

Machen wir also jetzt noch die Voraussetzung 

(42) K = K  
und setzen wir zur Abkürzung 
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HO erhalt man 
U = h , P + R b - Q C  

V = h , Q +  PC - B a  

W = ho R -1- &a - Ph. 

Diese Gleichungen sagen aber aus, daB die instantane Achse von 1 
bestandig mit der Erzeugenden x zusamrnenfàllt, dnB (p - p) die in- 
stantane Winkelgeschwindigkeit und J- J die instantane Gleitgeschwin- 
digkeit k n g s  x ist. Es beschreibt also im Laufe der Bewegung die 
instantane Achse in 2 die Regelfiache A, und da 6 und 3 koinzidieren, 
in 2 die Regelfliiche A. Da aber die begleitenden Dreikante zusammen- 
fallen und wegen (42) die beiden Verteilungsparameter von A und A 
gleich sind, so berührcn sich A und /I hestandig, sind also die der Be 
wegung von in E zugunde liegenden Axoide. Mau kann daher sagen: 

Dus Abschroten zweier Axoide findet derart statt, dap die unendlich 
fernen Querschnitte ohne Gieiten aufeinnnder abrollen und dab die dadurch 
einander zugeordneten begieitenden Dreikante beider Azoide nacheinander 
zur Declcung yelangen. 

Dabei Sind 
o o = p -  

die relative Winkel- und Gleitgeschwindigkeit, mit welchen i$ auf ,4 
abschrotet. 

Das Gleiten veruchwindet, wenn 

J - J = O  
ist, d. h. wenn beide Invarianten gleich sind, also A eine Biegungs- 
flache von A ist. Dies ist insbesondere der Fall, wenn 

- 

J J 
= = const. oder 

ist, woraus folgt: 

Sind beide Axoide auf eilzunder abulickelbar, o d w  siwd ilzre Strilt' 6 ums- 
linien isogonale Trajelitorie~z von gleichem Schnittzuinkel, oder bestehen beide 
Axoide a m  den Binormaien ihre-r Striktionslinien, so findel reines Roiien statt. 

Wenn insbesondere die Achsen o und O zusammenfallen, so sind die 
Striktionsschraubenflachen s und S identisch. Es bestehen dam die 
Gleichungen 

p = p ,  J -  J ,  K = E ,  K ' = E :  
d. h. die Axoide oskulieren sich. Kinematisch leistet also die Striktions- 
schraubenflache vollkommen, was der Krümmungskreis in  der Ebene, 
indem der Satz besteht: 

Zwei Axoide oskulieren sich, zcenn sie augenblicklich die namliclie 
Striktionsschraubenflache besitzen. 
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Die Striktionsschraubenfiache selbst wird aber von beiden Axoiden nur 
dann oskuliert, wenn diese Flachen konstanten Verteilungsparameters Sind. 

5 5. Das Analogon der Savaryschen Formel im  Ranme. 

- 
Bei der Bewegung des Systems X in 2 beschreibt jede Gerade von 

in 2 eine RegelKiche fi. Da gegen eine vollig allgemeine 
Lage hat, so genügt es vollstandig, Fig. 2. 

die von der Achse X beschriebene x ~ x *  

Regelfliiche zu betrachten, deren 
Gleichungen in X lauten: 

X = L + u A ,  
Y=ICiT+ U A ,  
Z = N + z l A , .  

FVir führen nun (Figur 2) ein neues 
System 6 (X, 9, 3) ein, welches 
bestihdig mit dem begleitenden 
Dreikant der Blache R zusammen- 
faiien soll und bestimmen jetzt die 
Lage sciner instantanen Achse f 
gegen das Systern L: 

Sind *Y 

X=13 + $ f + B , C ) + Q , 8  
(45) ~ = r n + a , x - m , ~ + ~ , ~  

Z =  Yl+%,~+B,rC)+Q,~ 
die Übergangsgleichungen beider 
Syteme, so sollen 
(46) 2 - L + u , A , ,  ~ 5 1 i I + u , A , ,  % = N = u , A ,  
die Koordinaten des Zentral~unktes der Erzeugenden S2 bedeuten. 

Da die Systerne und G3 bestiindig die dchse I gemeinsam haben, 
besteht zunachst die Gleichung 

~ ; a + n ~ ~ + m ; z = ~ i " + ~ ' , ~ + ~ ; ~ = ( i - a ; ) ( p - ~ ) ~ .  
Setxt man also 

-- 

(47) A =  i l  - a ~ @ - p ) ,  
die Wurzel positiv genonimen, BO bestehen für die Richtungskosi~ius 
von 

(-18) 

die Beziehungen: 
A, a, - de, %,=A, ,  -d;=- 

l - d  V I - q  ' 
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Sind nun p,  Q, 53 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit an der 
instantanen Achse 1 ,  so ergibt die DiEerentation der Gleichnng 

B , v 1 - n : = A , a , - A s a ,  . 

Nun ergibt sich durch Eiiisetzen der Werte nach einfacher Reduktion: 

a, 6, - 

T=B,+ A,b, - A2b3- G , I / l  -a: , 
1-a ;  1 

und daher - 
9- (a,&- 23,4)@-jT)+ (244- 82d3)i&, 

a1 

also 

nebst den entsprechenden Gleichungen für a', und 23;. Da aber nach 
(39) anderseits Bi= 23,a - 23,n 
kt ,  nebst den entsprechenden zwei andern Gleichungen, so ergiht die 
Vergleichung dieser drei Gleichungspaare für die gesuchten Komponenten 

Cl 8 =%(%)-y) +A3-- 
Setzt man demnach 

ao ist 

(51) 

Bedeuteii nun im weitern U, 8,  '$33 die Komponenten der Schiebungs- 
geschwindigkcit von 6 in E ,  so ist ganz allgemeih 

U =  2'+ Fn9x - Qasn 
oder da 

B'= L'+ u,Ai + U ~ A ,  
und 

A ; + A , R - A , & = O  

ist, so erhalt man durch Einsetzen der Werte für % und D 
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Setzt man daher 

Diese Gleichungen sagen aber aus: 

Die absolute Schraubengeschwilzdigkeit des Systems G in Z ist die 
Summe aus der ~chraubenführungsgesc7~windigkeit 1) - jï von in Z' an 
der Sciwaulre (s, ho) und der Reiativschraubengesci~windig7ceit i5 des Systems 
6 in alz der ScPwaube ( X ,  9). 

Es ergibt sich hieraus das Resultat: 

Die Achse 9 &t die gemeinsame ATormale der drei Achsen X, x und f. 
1st jetzt - vergleiche Pigur 2 - 1 der Abstand des FuBpunktes O* 

der Achse S) in x vom Punkte O, so machen wir O* zum Anfangspunkt 
eines neuen Koordinatensystems O* (x*, y*, a*) dessen Achse x* mit x 
und dessen Achse y* mit 9 ideiitisch ist. Die Hichtungskosinus der 
dritten Achse fi* sind dann 

Beziehen wir nun die absolute Schraubengeschwindigkeit von 6 auf 
dieees neue System G*, so wird 

Im Weitern ist die Komponente der Geschwindigkeit des Punktes X, Y, Z 
nach der Achse X von 22 
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Setzt man hierin die Koordinaten 

des Punktes O* ein, so erhiilt man spczi~l l  als Komponenten seiner 
Geschwindigkeit in E 

- - -- 

U,=h,P+ zchAl+ W('JJt- b) -a(9 - c) - 02B1v1  -à: 

(57) U y = h o Q + u ~ ~ , + ~ ( ' 3 2 - c ) - > J i ( ~ - a ) - ~ l b , l / i - ~  
U, = ho R + ui A, + a (2 - a )  - (22 - b )  - w 1 >r),l/'l-3. 

Transformiert man demnach diese Kom~onenten auf das Xystem G*, so 

erhalt man 
u* = alUz+ a, U,+ a,UZa ho@ -5) + u ~ a 1 - i G 1 / ~ ~ ~ ( l !  - a)%$ 

v* = 23,U,+ %,Uy+ B3LTz' ,=E(~i13 - a)O. , - iv l  -a : )  

*-  *U +c;U,+ C + , U ~ = - - ~ / ~ - ~ : U ~ - G ~ , Z ( ~ - ~ ) B ~ .  W - C l  r 

Projiziert mari aber die Strecke OD im Sinne des Pfeiles vom Anfangs- 
punkt O ( a ,  b ,  c) auf x nach dem Endpunkt D (2, m, !JI) auf C) auf 
die Achsen von 6*, so ist 

wobei é den kürzesten Abstand der Achse Z von x im Sinne der posi- 
tiven Richtung der Achse C) bedeutet. Durch Projektion derselben 
Strecke auf die Achsen von 6 fol$ weiter 

(59)  Z ( C - a ) A l = l ü l ,  ~ i ( l ! - a ) C ? , = l ~ ~ .  

Demnach nehmen uun die Schiebungskomponenten die Werte an 

Um endlich noch den Wert von ui zu ermitteln, gehen wir aus von der 
letzten Bedingungsgleichung (58) für uo, namlich 

Z(2- a)cI= 0 .  

Differenziert man diese Gleichung und beachtet, da6 

2 - a = L - a + u , A l  
ist, so folgt 

, a, ai - A, 
(60) E (2 - a) c;' + 2 (L' - a  ) - 

i /  
u;l/1 -a; = 0. 

Nun ist aber nach (55)  
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Somit - 

(61) 
bl ~ ( ~ - a ) c ~ ' = - ~ - p + a l w ) ~ + -  Y1 -a; 1 .  

Ferner ist nach (38) 
E ( L - a ) A , = - a ,  Z ( L - a ) B l = - 6 ,  Z ( L - a ) C , = - c ,  

also 
E ( L  - a ) A ;  + Z(Lf- a') A, = - (a,  J + E I K )  

Z (L  - a) Hi + Z(L' - a') BI = = (a, f c, K )  
E ( L  - n ) q  + Z(Lf- a')C, = - (a ,J  + ë , K ) .  

Daraus folgt 
Z(L' - a') al = - J ,  

und daher ist nach der ersten obiger drei Gleichiingen 
- 

d Z ( 2  - a)8,  + Z(L' - a') A, = - a, J - El K ,  
also 

- z ( L ' - a ' ) A , = a , J  +G,K+ de 
und daher 

- 

(62) Z(L'- a') c: = V ï -  L~-K ü; + ( p  - BQ. 

Setzt man daher die Werte aus (61) und (62) in (60) ein, so folgt 
- 
b 

(63) = G { K +  21 cl - ~7 - - Ü; 

und daher schlieBlich 

Damit sind die Komponenteri der absoluten Schraubengeschwindigkeit 
von G in B bezüglich G* bestimmt. 

Cm nun die Lage ihrer instantanen Achse f gegen G* zu ermitteln, 
führen wir in die Richtungskosinus der Achse X die Eulerschen Win- 
kel q und 6 ein, indem wir setzen 

Alvdann ergibt sich f ü r  den Winkel 6 der positiven Ac,hse 9 gegen y 

b 
sin6 = c,B,+ c,&+ c,B,= +-LT= + cosy. Vl - a1 

Die positive Richtuna von YJ schlieBt also gegen y den Winkel 

(66) 
7r 

d=rp+ ,  
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ein. Bezeichnet daher 8 jetzt den Winkel der Achse f gegen x, d. h. den 
Winkel, um welchcn von der positiven Achse y) aus gesehen x im po- 
sitiven Ginne zu drehen ist, bis x parallel f wird, so ist 

d. h. 8 ist bestimmt durch die Gleichung 

(68) (cotg8 - c o t g ~ )  siny = p  - p .  

Bexeichnet nun im weitern Q den i n  der ~os i t iven  Richtung der Achse 
9 gemessenen Abstand der Achse f von x, so ist 

woraus durch Einsetzung der Werte folgt 

Diese Gleichung stellt in Verbindung mit (68) das Aiialogon der 
Savaryschen Formel fiir den 12au1n dar. 

Man kann die Formel aber geometrisch übersichtlicher gestalten. 

LaBt man den Winkel y bis: wachsen, so wird die positive Richtung 

von CI) parallel der negativen Achse y. E s  bedeuteten aber A. und i 
die Winkel der Achsen O und 6 von  der negativen Achse y aus ge- 
sehen. W i r  setzen daher wie früher 

- 

(711 = c o t g ~ ,  p = C O ~ ~ I . .  

Bedeuten daher G und 5 dio Abstànde dieser Achsen von x gemessen 
im Sinne der positiven Richtung 9, so i d  zu setzen 

Demnach ist 

und es nehmen daher die S a v a r y  schen Formeln nunmehr die Oorm an 

(cotg8 - cotg8) sin cp = cotg A. - cotg A und 
(74) p 

- 
e .  6 - + 1 cotgy (cotg A. - cotgl).  - sin y - - - 

sinal. 

I n  diesen beiden Formeln, von welchen die erste die Savarysche 
Formel für die Kugel ist, sind aiie Winkel und Strecken einhoitlich 
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bestirnmt. Es  ist rp der zwischen O und z liegende Winkel, den die 
Projektionen der Erzeugenden X und der Achse t auf die Ebene y z  von 

6 geegen die positive Achsc y einschlieBen; 6 = (p + -: ist der Winkel 

ihrer gemeinsamen positiven Normalen C) gegen y. Von ihr aus ge- 

sehen sind die Neigungswinkel 9. und 8 als positive zwischen O und 
z liegende Winkel von X und £ gegen x, ihre Abstiinde g und Q von 
x aber je nach dem Vorzeichen als positive oder negative Strecken auf 
9 aufzutragen. 

Für die Achsen ïï iind o iat insbesondere der Winkel <p = ; der 

Kinkel ihrer gemeinsamen positiven Normalen gegen y ist daher 6 = n. 

Von dieser aus gesehen sind . hnd Â. als positive zwischen O und z 

liegende Winkel von O und O gegen z, 3 und G aber als deren Abstiinde 
Fan x je nach dem Vorzeichen als positive oder negative Strecken auf 
der Normalen auhutragen. Die Formel (74) ist dadurch derart erklart, 
da6 sie fiir alle Lagen der hchsen und O ,  d. h .  für Rerührung der 
Axoide von innen und auBen und für jede Lage des Erzeugenden I im 
Rame gültig bleibt. 

S 6. Die geometrische Konstruktion der Striktionsachse und das 
Analogon des Enlerschen Satzes im Ranme. 

Wir schicken zilniichst eine Betrachtung aus der  analytischen Geo- 
metrie des liaurnes voraus. E s  seien bezüglich des Systems 6(xyz) drei 
nindsçhiefe Geraden gi gegeben; von welchen keine der Achse x paraLiel 
sein soll. Sie seien bestimmt durch die Richtungskosinus 

und durch die FuBpunkte Gi ihrer gemeinsamen Normalen mit der 
s-Achse, mit den Koordinaten 

Lie@ 4, zwischen O und a, so ist damit auch der positive Sinn jeder 
Geraden gi festgelegt. E s  mogen nun die Bedingungen aufgesteilt wer- 
den, unter welchen die drei Geraden gi eine gemeinschaftliche Normde 
v besitzen. 

Sind (a, 6, c) die Bichtungskosinus von v, so sind diese bestimmt 
durch die Gleichungen 

au, + bB, + C Y I  = 0 
au,  $ b p ,  + cy, = 0 

aa, + b S 3  + C Y S  = 0, 
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(78) _ A r J - r B B s  b = Y * ! = ~ ¶ Y ~  = 0 ( ¶ 8 3 - B 2 ~ 8  -- - 
sin@,, ' sin B,, ' sin B,, ' 

und es muB daher zuniichst dio Bedingung 

wo @,, den von der positiven Seitc von v ails gesehenen Winkel von 
g, gegen g, bedeutet. 

Durch zyklische Vertausühung der Indizes erhiilt man zwei weitere 
Darstellungen fur a, b, c. Sind jetzt im weiteren (ai, bi, c,) die Rich- 
tungskosinus der Normalen lz, der drei Ebenen, welche die Richtung 
v mit den Geradcn g, bestimmt, so gcnügen diese den Gleichungen 

a a , +  bb,  + c c l =  O 

(79) au,+ bb, + cc, = O 
a a , +  b b 3 +  cc,= 0. 

Es verschwindet daher auch die Determinante 

d ' - a 2  b2 c2 , ' ai b1 1, , a3 b3 c3 , 
und man hnt daher Tir die a, b, auch die Auflosungen 

A = 

(80) 
a = b: Cs - c, b, b _ Cl a3 - a* CE a2 bl - b2 as 

sin @, , C = -~ - 
sin @,, ' sin @,, 

nebst zwei weitern Darstellungen, weil die Normalen f i ,  unter sich die- 
selben Winkel einschlieBen wie die Geraden gi. 

Sollen nun die Geraden g, eine gemeinschaftliche Normale v haben, 
so rnüssen die drei Ebenen (v, gi) einem Büschel angehoren. Die Glei- 
chungen dieser Ebencn lauten aber 

ai(x  - x,) f bi (y - y i )  + ci ( B  - z,) = 0 
oder in expliziter Form 

n , x + b , y + c , z + d , = ~  . 
(81) a,x + b,y + c,a + d2 - O 

a,x + b ,y  + c,s + ci3==(). 

oder ausgeschrieben die Gleichung 

(77) c0 tg4 , s in ( rp , -~~)  + ~ o t g 4 ~ s i n ( y ~ - ~ ~ ) + c o t g 8 ~ s i n ( ~ ~ -  qJ=O 

erfüilt sein. 
Bus den] Verschminden der Determinante d folgt, daB von den 

obigen drei Bestimmuligsgleichungen die eine, z. B. die erste, weggelassen 
werden kann. Die Auflosung der beiden andern ergibt dann 

Pl ri 
a2 & ys = O 

0"3 8 3  Y 9 1  
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Sie gehen danu durch dieselbe Gerade, falls neben der Determinante A' 
noch irgend eine der drei Determinanten dritten Grades der Matrix der 
Koeffizienten verschwindet. Die gesuchte zweite Redingung làBt sich 
daher in der Form schreiben 

1 a, C l  dl : 
(82) , a,  C ,  d, = O .  

I 
b, c, 4 I 

In Rücksicht auf (80) nimmt aber diese Gleichung die Form an 

ds sin@,, + d, sin@,,- 0, 
oder da 

d, = - (a ,xi  + +,yi + 
ist 

Ds nun die drei Geraden g,, v, n, solbst eine trirektangulàre Eckc bilden, 
BO enthalt die Determinante 

die Elemcnte einer orthogonalen Substitution. Es ist daher 

a , - b y , - c p l  und a = - b , y , + ~ ~ ~ ~ .  

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt aber durch Einsetzen der Werte 
für b und c aus (78) 

Ferner ist 
y1 = - . Pl Ql 

g l u  4,- Y 1 > 81 = t $1. 

Daraus folgt 

Wir kihnen daher die zweite Bedingung in der Qorm schreiben 

Xun ist aber 
u,coe el, - ci, cos @,, 

sini?, sini?, aini?, 
= - (cot'g4, cos(q3 - ql) - cotg4,cos (rp, - y,) ) 

Zeikhr i f t  f. Mathematil n. Phyiik. 62. Band. 1913. Heft 3. 19 
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1st also keine der Geraden g, der Achse x parallel, so wird die zweite 
Bedingung für eine geineiiisame Normale ailer drei Geraden gi dar- 

gestellt durch die Gleichung: 

(84) 2 ( (cotg q cos (y, - rp,) - cotg 9, cos (rpl - pJ) 1, + -- sin(ip2 - y,  1 =O, sinPY, 

Wenden wir jetzt die beiden Bedingungen (77) und (84) ail auf den 
Fali der Savaryschen Formeln, so wolien wir g, mit ,%, y, mit 6 und 
g, mit einer Geraden p identisch machen, deren gemeinsame Normale n' 
mit x durch Drehung um einen rechten Winkel aus der gemeinsanieri 
Normalen rz von X und x hervorgeht. Im übrigen sei z die Neigung 
und t der kürzeste Abstand von p gegen x. 

Wir haben daller iu obigen Gleichungen zu setzen 

Unter diesen Voraussetzungeri nimrrit nun die Gleichung (77) die 
Form an 

- - 

(85) cotg@sincp + cotg z cos rp = cotg 1, 

wahrend (84) übergeht in die Gleichiing 
- - 

t e 
(86) sincp + --- cosy = Liz + 1 cotg y (cotgi - ;;fi 9 

sinz O sin' z ain9 I 

Unter diesen Bedingungen haben also X, O und p eine gemeinsame 
Normale ü. 

Ersetzen wir jetzt 3 durch die Bchse f, d. h. 9. und durch 8 
und p ;  ebenso die Axe O durch O, d. h. A. und 5 durch A. und 6, wiihrend 
die Axe p bleibt, so haben die Geraden f ,  O und p eine gemeinschaft- 
liche Normale v, falls die Gleichungen bestehen 

t (88) g& s iny + -  cosy =A + lcotgy cotgl  . 
~lln + sin '1 ( COtgz) cosq 

Subtrahiert man aber die Gleichungen (83) und (87) und ebenso (86) 
und (88) voneinander, so erhiilt man 
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d. h. die S a v a r y s c h e n  Gleichuligen (74). Wir erhalten daher den 
schematisch diirch die Fig. 3 veranschaulichten Satz zur Konstruktion 
der Achse f :  

Sind ü und o die Achselz der Striktionsschruubenfl~hen r7er Axoide 
2 und A, welche sich Zatzgs x berühren, zlnd ist X 
reugelzde, welche, kit A azcf A abschrotet, so  sei n 
die gerneinsnme Xormale von X und n;, n' die g e  
meinsame Xorn2ale von x und  m. Kmzstruiert mnn 
jetzt die gemeinsarne Normale ü von X und 6, die 
gemeinsame A70rmale p von G und n', die gemein- 
same Normale v 'von p und O, so ist die gemein- 
same Iformale £ 
con v und n die ver- 
langte Stditions- 
mhse. 

Dcnkt mari 
sich im Weitern 
im Schnittpunkt 
X der Achse x mit 
der Einheitsbugel 
an diese die Tan- 
gentenehene ge- 
le$ und in dieaer 
durch X Paralielen 
zu den Achsen y 
und z gezogen, so 
sind 

- 

tgn  = r ,  

irgend eine Er- 

die Entfernung en 
der Schnittpunkte 
der parallel an den Kugelmittelpunkt vcrschobenen Achsen 6, O, und 1 
mit der Tangentenebene Yom Pol X. Zwischen diesen Strecken besteht 
also nach (74) die Gleichung 

 elc ch es die von E u l e r  zuerst aufgestellte und voii S a v a r y  wieder- 
19' 
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gefundene Formel zur Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes der 
Bahnkurve eines Punktes in der kinematischen Geometrie der Ebene ist. l) 

Bezeichnen nun, wie in Fig. 4 die Buchstaben F, r, R, R, gleieh- 
zeitig aueh die Schnittpunkte der zugehorigen Achsen mit der Tangenten- 

x ne. 4. ebene, so folgt aus den Gleichiingen 
*Y (85) und (87), daB die drei Punkte 

R, ?, und R, r, je in einer ge- 
raden Linie liegen und daB Xp auf R R  senk- 
recht steht. 

Dreht man nun die Achsen y und um den 
Pol X, so schneidet die Achse a, welche gegen 

v X den Winkel (- cp) einschlieBt, aus den 
d 

Schenkeln des festen Winkels (R y R) jedesmal 
das Punktepaar F, r derart heraus, daB die Gleichung 

1 1 

( - 4 p sin cp - const. 

besteht, mit Hilfe welcher Formel E u l e r  umgekehrt die Gleichung (91) 
kon struiert hat. 

Wird, wie in Pig. 5 die gauze Figur in der Tangentenebene nus dem 
Kugelmittelpunkt auf die Einheitskugel projiziert, BO erhiilt man den 

1~ Fig. 5. ganz analogen Satzfür die 
Kugel, indem für jedes 
Punktepaar A, d auf den 
Schenkeln des festen 
Winkels (6, z, 9.) die Be- 

b dingung 1 
(cotg A - cotg?.) -;- 

sincp 
= const. 

erfüllt ist. 
y Im Raume bilden nun 

die Normalen ü und v 
zusammen mit ihren ge- 
meinsamen Pl'ormalen 
einen riumlichenWinke1. 

d Halten mir diesen fest, 
so bleiben auch die R'ormalen n' und n und damjt die Achsen X und f 
fest, und es ist daher die Differenz 

- 
e e - -- 

sinP 3 s i n ~ $  

1) Vergl. L. B u r m e s t e r :  Lehrbuch der Kinematik. S. 1 2 5  ff. D a m :  EIUY- 
klopadie der Math. Wks. a. a. 0. S. 213ff. 
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eine Konstante. Anderseits ist die Achse y beweglich; sie hat von n' den Ab- 
stand (- l ) ,  schlieBt gegen n' den Winkel (- q) ein und bestimmt mit u und v 

in jedcr Lage die Achsen 3 und O derart, daB die Gleichungen (74) bestehen. 
Wir erhalten daher das folgende Analogon des E u l e r  s ch  en  Satzes 

im Raume: 
Ist ein raumlicher Winkel, dessen Schen7fel ü und v auf der Scl~eitd- 

gsaden p senkrecht stehen, gegen die Achse x fixiert; ist n' die gemeinsame 
h.onnale v o n  x und p und y irgmd eine andwe die Achse x rechtwinklig 
schneidmde Gerade, die gegen n' durch den Abstand (- 2) und den Winkel ( - Y )  
botinad ist, so BaçteRt fiir jedes Geradenpaar 3, O, welches auf den Schenkeln 
ü und v und der Geraden y zugleich smliredlt steht, allemal die Gleichung 

- 

I L - "  - + 1 cotg <p (cotg i - CO$ i )  
\ s i n a ? .  8 i n z l  

ztidche Achse y man auch wahlen mag. 
Geht man von diesem Satze aus, 00  ergibt sich umgekehrt die 

X 
Bestimmung der Konstanten für = -, und damit die Savarysche 

2 
Formel und deren Eonstruktion im Raume. 

5 7, Die kinematische Konstrnktion der Striktionsachse und das Analogon 
des Aron holdschen Satzes im Raume. 

Die eben beeprochene geornetrische Konstruktion der Striktionsachse 
kann leicht auch kinematisch gedeutet wcrdcn. Die absolute Schrauben- 
geschwindigkeit ri, an der Achse f ist ja die Summe der Biihrungsschrauben- 
geschwindigkeit an der Achse x und der Relativschraubengeschwindig- 
keit E an der Achse X. Da aber die Schraubengeschwindiglreit CD, die 
Differenz der beiden Schraubengeschwindigkeiten an den Achsen O und 5 
ist, so kann man zunachst die Differenz der Schraubengeschwindig- 
keiten an den Achsen X und O bilden, wodurch man die Schraubenge- 
schwindigkeit an der Achse $I erhalt; addiert man dann zu dieser die 
Schraubengeschwindigkeit an der Achse O,  so ergiht sich die absolute 
Schraubengeschwindigkeit an der Achse f. 

In der Tat lassen siüh die Komponenten der Differenz der Schrauben- 
geschwindigkeiten an den Achsen 3E und fi bezüglich des Systems t3* 
leicht in der Form schreiben 

p * = - p +  cotgSsinrp 
q*=-coscp 
r* = O 

(92) - 

U* - - J + c0tg9. ( K  + 1 cotgcp) - sinrp 
sin2 4 

b* = 1 sin 9 - K c o s  y 
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E s  geht daraus zunachst hervor, da% die Achse der gesucht,en Diffe- 
renz die Normale lz' rechtwinklig 'schneidet. Bedeuten also z und t 
ihre Neigung und ihren kürzesten Ahstand gegen x und beachtet 
man, da% - - - - 

j i = c o t g d ,  J = K c o t g A - -  
sin" 

ist, so erhilt man durch Einsetzen obiger Werte in die Gleichungen 

cotg z = 
q* ' 

die Beziehungen 
cotg5 sinrp + cotgz cosrp = cotgd 

also gerade die heiden Gleichungen, durch welche die Achse bestimmt 
wird. Es fol* daraus, daB die drei Achsen I ,  8 und +I eine gemeinsame 
Normale G besitzen; ebenso müssen p, o und f eine gemeinsame Nor- 
male v hahen, sodaB die geometrische Konstruktion von £ auch kine- 
matisch erklart ist. 

%ur Restimmung der Striktionsschrauhenflliche selhst ist nun noch 
der Windungsparameter an der Achse £ notwendig. 

Gehoren aber zu den 6 Achsen 

"7 0, 0 7  , f, !' 
die Windungsparameter 

- 

ho, h, h, 7 8, Q ,  
so ergibt die Gleichung (73) ohne weiteres 

- 

G G 
-- - -- 
sin21. Siu:j 

h o =  K -  - , 

cotgl. - cotgL 

Da ferner mit p = O und v = O zwischen Windungsparameter 
und Achsenahstand R allgemein die Gleichung besteht 

60 folgt hieraus für die Achsen O und O :  
- 

(95) 
h = K -  3 c o t g n  

h = K- 6cotgd  

und für die Achsen X und f 
- 

(96) 
@ = K +  Z C O ~ ~ ~ ~ C O ~ ~ ~  
@ = K f Z cotg rp - Q cotg 4. 
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Endlich ergiht sich für die Achse p 

Im ganzen treten also 6 Schrauben auf, und da die Achsen der Siimme 
und Differenz zweier Schraubengeschwindigkeiten allemal dem duich die 
beiden Schrauben bestimmten Zylindroid angehoreil müssen, so liegen 
von den obiken 6 Schrauben 4 Mal je drei auf (lem namlichen Zylindroid. 

Es sind dies, entsprechend den 4 gemeinsarnen Normalen y, ü, v, n 
die 4 Zylindioide der je drci Schmiihen 

Da die 6 Windungsparameter nur von der Konstanten K und von 
der Lage der betreffenden Achse abhangen, so ist  durch die Angabe 
eines einzigen Windiingsparamcters die Gr6Be K und damit der Win- 
dungsparameter jeder Achse bestimmt. 

2 Fig. a 
Zur Konstruktion der Achse f selbst sind 
die Windungsparameter nicht ntitig. 

Da nuu die drei Schrauben 

(3C', $1 , b o l  (£7 43) 
demselbcn Zylindroid ailgehoron, so kann 
mit Hilfe deaselben die Schraube (1, @) 
kinematisch bestimmt werden. 

1st in Fig. G O der Anfangs~unk t  
des Systems G, so denke man sich von 
der negativen Seite der Achfie y aus die 
Achsen O und O auf die Ebenen (xz) pro- 
jiziert. Auf den Projektionen a' und O' 
k e n  alsdann zmei Punkte G' und O' derart angenommen, daB ihre Ent-  
femungen von der Achse x nach GroBe und Sinn übereinstimmen mit 
6 und G.  Alsdenn leae man durch die drei Punkte O, O ,  0' dep so- 
genann'ten Bildkreis, so schneidet dieser auf der Achse x den Abschnitt 

-- - -- 
sin41 s inzL 

OA, = - =  K - h o  
' c o t g l  - cotgl. 

ab. Naüht man also 
OH,= K =  O A , +  ho 
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und zieht man durch Ho die horizontale Parameterachse h:, so sind die 
Entfernungen der Bildpunkte 0' und 0' von h,' nach Grole und Sinn 
die Windungsparameter h und h der Achsen ü und o. 

LaBt man 1, variieren, so erhalt man die Abstande 6 aller Schrauben 
des Zylindroids, das durch die beiden Schrauben ( O ,  und ( O ,  h) be 
stimmt ist, nebst ihren Windungsparainetern. Insbesondere erhalt man 

X Fig. 7. 
s 

fiir A = den Abstand OB, und 

den Windungsparameter K der zur 
Achse x normalen Schraube des 
Zylindroids. 

Sol1 jetzt wie in P ipr  7 da8 

Zplindroid der Schrauben (x, ho) 
und (X, 5) dargestellt werden, BO 

lege man durch x und 8* die 
Bildebene und projiziere die Er- 
zeugende Z von der positiven 
Achse y* au8 auf diese. 

Wird jetzt von O* aus in der 
Achse x die Strecke 

O*A= K - h o +  Zcotgg, 
- 0 A , +  Icotgcp 

aufgetragen und auf der Projektion I' ein Punkt X BO bestimmt, daB 
seine Entfernung von x nach GroBe und Vorzeichen mit @ überein- 
stimmt, also nach rechts f ü r  positive Werte von Q, so geht durch die 
drei Punkte O*, A, X der Rildkreis des neuen Zylindroids. 

Macht man nun noch die Strecke 

O*H = K + 1 cotg g, - O*A + ho, 

so ist durch H nun auch die Parameterachse h* bestimmt, und dadurch 
die Parameterverteilung des Zylindroids bekannt. Es ist deiunach die 
Entfernung des Punktes X von h.* nach Gr6Be und Sinn der Windungs- 
parameter 5 der Achse X. 

1st nun wie in Figur 5 der Winkel 8 der Achse f gegen z be- 
stimmt, so kann die Projektion £ '  derselben eingetragen werden. Sie 
schneidet dann den Bildkreis in einem Punkte Q derart, dail seine 
Entfernung von x nach GroBe und Sinn den Abstand Q und seine 
Entfernung von h* nach GroBe und Siun den Windungsparameter $ 
von £ darsteilt. Durch die Lage der Achse f und ihren Windungs- 
parameter ist aber jetzt die Striktionsschraubenflache langs X vollstandig 
bestimmt. 
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Im weitern hat nun S. Ar onhold l )  zuerst darauf hingewiesen, 
da0 in der Ebene in jeder durch den Pol X - vgl. Fig. 4 - gezogenen 
Geraden Gmtliche Punktepaare R, R wegen der Gleichung 

zwei projektive Punktreihen bilden, für welche der Punkt X das ver- 
einigte Paar der Doppelpunkte darstcllt. Ebenso bilden die samtlichen 
Paare F, r eine derartige Projektivitiit. Jede derselben ist durch ein 
einziges Paar bestimmt, und da die Doppelelemente in X koinzidieren, 
so sind die beiden Projektivitaten jedesmal für einen Punkt perspektiv, 
der auf dem zu senkrechten Strahl durch X liegt, von welchen 
Paaren RR und Fr der Projektivititen man auch ausgehen mag. 

An Stelle der Punktepaare n, R des Strahles durch X treten nun 
im Raume die zweifach unendlich vielen Geradenpaare a, f ,  welche die 
feste Gerade n rechtwinklig treffen. 

Setzt man nun 

(98) A = E - h o +  Zcotgcp, 
BO ordnet die Gleichung 

(g9) = ~ s i n $ c o s $  + Zlsin24,  

in welcher B eine variable Konstante bedeutet, alle Geraden S in ein 
Bii~chel (AB) von Zylindroiden Cm, welche sich alle Iiings x berühren, 
da A ihr gemeinsamer Verteilungsparameter ist. 

Diesem Zylindroidbüschel a m  Achsen Z entspricht nun das Zylin- 
droidbüschel 

(lOo) p = A s i n a c o s 8  + B s i n 2 8  

aus Achsen f ; denn beide Gleichungen genügen der S avaryschen Be- 

Jedes Zylindroid Cn des Büschels entspricht sich also selbst, und es wird 
durch die Gleichung 

- - 

(cotg 6 - cotg 6) sin rp = const. 

jeder Erzeugenden 3E einc Erzeugende f zugeorduet, wobci die durch die 
Normale n gehenden projizierenden Ebenen der Geraden einander der- 
art projektiv entsprechen, daB die Ebene (2, f i )  die vereinigten Doppel- 
elemente der Projektivitiit darstellt. Die Projektivitàt der projizierenden 
Ebenen ist für alle Zylindroide des ganzen Büschels die namliche. 

1) S. A r  o n h  0 1  d : Grondxiige der kinematischen Geometrie. Yerh. d. Ver. zur 
Beford. des Gewerbefl. 51. Bd. 1871. 
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In  analoger Weise lassen sich alle Achsen auf die Zylindi.oide Cy 
eines l3üschels (A,,  Bo) bringen. 1st 

(101) K -  ho= A,, 
so entspricht dem Zylindroid 

(102) <i = A. sin I cos i + Bo sin" . 
aus Achsen O das Zylindroid 

(10 i) G = A, sin A. cos 1 + Bo sin" 

aus Achsen O, weil die S a v a r y  sche Gleichung 
- 

O ' 
- ( K  - ho) (JI - p )  - const. 

sin2 It sin'a 

erfüllt ist. Jedes Zylindroid cntspricht sich selbst, und entsprechende 
Geraden bestimmen wieder an der Achse y eine Ebenenprojektivitit 
mit der Gleichung - 

cotg A. - cotg A. = const. 

1st jetzt (X, f) ein Geradenpaar des bestimmten Zylindroids (A, Bj, 
(6, O )  ein Geradenpaar des Zylindroids (A,, Bo), so gehort zu beiden 
eine Achse p ,  welche n' normal schneidet und deren Neigung z und 
Abstand t gegen x durch (85) und (86) bestimmt werden. 

Setzt man in dieser Gleichurig (86) 

so folgt 
t - cotg c 
- cos y = A(cotg 1 - ~ o t , ~  4 sin cp) + 3, - B sin gp - 1- - - 

sin' z cos rp 

oder da - - 

cotg 1. - cotg 4 sin cp = cotg z cos rp ist 

t 
cos Ip 

Setzt man daher zur Abkürzung 

A -  7 1 
= A, - 

810 <p COR Cp 

Bo - B sin <p 

cos lp - - 4 
so wird 

( 105) t = A, sin z cos z + BI sin". 

Für  konstante Werte von Bo und B ist dies die Gleichung eines dritten 
Zylindroids ( A , ,  RI), fiir variable Werte von 73, und 3 diejenige eines 
Zylindroidbüschels. Da A, eine Konstante ist, so berühren sich wieder 
aiie Zylindroide Iiings x. Daraus folgt also zunLic2ist der geometrische Satz: 
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Die gemeinsa~nen Nurntaleiz aller Erzeugendeiz irgénd sweier Zylindroide 
der drei Büschel sind jedesmal aicch Nomnalen dcr R m e u g e n d m  einas be- 
stinlmten Zylzndroids des dritten Biischcls. Die  drei Parameter der zusammen- 
gehorigen Zylitzdroide s h d  allewml durelz die Gleichuwg 

B,cosgp+Bs in rp -Bo-O 

verbuwle~z, welche aussagt, dafi  die drei zzb x taormalen Erzeugenden der 
Zyliid~oitie selbst eine zu z pal-allele gemeiîzsa,me ~ N o r ~ n a l e  besitzen. 

Nennen wir nun alle Geradenpaare, deren gemeinsame Normalen 
samtlich eine Achse 4 rechtwinklig treffen, persplïtiv für diese Achse, 
so erscheint dieser Satz als Analogon des A r o n h o l d s c h e n  Satzes im 
Raum in folgender Form:  

Ist nuf dem Zylindroid ( A ,  B )  die Projektzvitat der Achsenpaare 
(5, E) und auf dent Zylilzdroid (A,,  Ho) die Projelctiuitat der Achscnpntzre 
(O ,  O) bestinzmt, so lieger~ samtliche Paare  der einen Projektivitat unend- 
licli. o f t  mi t  delz Paaren der a.ndern f;ür je eine A c h e  perspektiv, deren 
Gesnmtheit das dritte Zyl indroid (A,, BI) erfiillt. 

Durch diesen Satz gelangen wir nun zu einer allgemeineren Auf- 
fassung der Geradenpaare (X, fj. Sind auf dem Zylindroid ( A , ,  Bo) die 
Achsen 6, O, auf dem Zylindroid (A,, SI) die Achse p gegeben, so be- 
stimmen aie auf dem, Zylindroid ( r i ,  B) ein Achsenpaar (X, f), welches 
wir fortan mit (i, f )  beeeichnen vrollen. Jedes Zylindroid besitzt aber 
auch eine bestimmte Parameterverteilurig, welche durch den Windungs- 
parameter h, der ailen Zylindroiden gemeirisanien Erzeugenden x be- 
stimmt kt .  

1st nun O' eine dritte -4chse des Zylindroids (A,, Bo), so entspricht 
ihr ànf dem Zylindroid ( A ,  B) eine dritte Achse A'. E s  bestimmen 
aber die drei Schrauben (O, h), ( O ,  h ) ,  (o', h') mit  x drei Schrauben- 
flichen #, S, S', die sich l k g s  x lerühren und es beschreibt dalier a' 
durch Abschroten mit S' auf S eine Regelfliiche R und durch Abschroten 
m i t  S' auf S eine Regelflache R, welche die beiden Schraubenflachen 

und 6,  welche die Sclirauben (f, 6) und (f, @) mit X' bestimmen, 
zu Striktionsschraubenfliichen haben. 

Fillt x' mit f zusaniiuen, so  koinzidiert Sr mit und es ist daher 
f die Striktionsachse der von E beschriebenen Flache beim Abschroten 
von S auf S. Pallt urngekehrt X' mit f zusammen, so deckt sich S r  
mit rS und es ist daher f die Striktionsnchsc der von f beschriebenen 
Friche beim Abschroteu von S auf s Wird also im ersten FaUe 
die Flache g, im zweiten Falle die Flache 6 in die Bewegung einbe- 
zogen, so ist G die augenblickliche geradlinige HiillflBche van und 
die augenblickliche geradlinige Hüilflache von G. Da aber die Achsen 
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- 
f und f von der Lage der Erzeugenden X' ganz unabhangig sind, so 
erhalten wir das Resultat: 

Zwei durch die S a v a r y s c h e  Konstruktion nerknüpfte Achsen f upzd f 
s ind  augenblicklich jedesmal die Striktiolzsachsen szceier Re,qelflarhen, von 
delzen jede die RGilfl&che der anderfi  ist, je inacl~dem dus Asoid  A auf A, 
odm dus  A x o i d  A uuf A ahchrotet. Die genze i~snme Berührungskath 
I' der Büilflaehm is t  eine beliebige Erzeugende des Zylindroids der drei 
Geraden f, E und x. 

Lassen wir speziell die Achse X' mit x zusammenfallen, so entsteht; 
ein Striktionsschraubenfliichenpaar G, G das den Punkt O* zum Zentral- 
punkt auf x hat. Legen wir jetzt durch O* die zu x normale Ebene 
y*zX, so gibt die Savarysche Gleichuiig im Raum nun den Zusammeu- 

Fig. S. hang der Schnittknrven der 
Ebene mit den beiden Flachen- 
paaren S ,  S und F ,  E. 

y *  Nach (21) hat der Punkt 
O* die Geschwindigkeitskom- 

u Y = Z ,  u , = K  

bezüglich des paralle1 an den 
Punkt ~ ~ v e r s c h o h e n e n ~ ~ s t e m s  
e, und eu sind daher 

und 

Winkel- und Wechselgeschwin- 
digkeit des Punktes O* in der Ebene y*z*. Nehmen wir niin die Richtung 
von U, xur positiven Richtung einer Achse y, wie in Fig. 8, so ist die- 
 chs se' z,, die Flachennormale des Paares S, S. und falls v den Winkel 
derselben gegen y bedeutet, so ist 

COBV = - 

Bexeichnen niin T, und rn die Krümmungsradien der Schnitte mit den 
Flichen s und S, so ergiht sich wegen 

aus der Gleichung (23) 

oder 
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und F, G inz Zentralpunkt des btztern Paares die Savarysche Gleichung 
der l3bene besleht. 

- 

LiiBt man endlich noch den Zentralpunkt O* von G, 6 mit dem 

Zeutralpunkt O von S, S zusammenfallen, so wird 

Da die Gleicliung (109) die Winkel der auftretenden Achsen nicht mehr 
enthalt, so gilt die Formel auch für den Fall, da6 ~amtliche Achsen 
der Erzeugenden x parallel sind, d. h. im Falle der ebenen Beaegung 
E s  fallen dann alle auftretenden Krümmungsmittelpunkte mit den Spiir- 
punkten der Achsen ziisammen und die S a v a r y  scho Formel des Ilaimes 
geht über in diejenige der Ebene, namlich in  die Gleichung 

wodurch der Grenzübergang vom Raume zur Ebene vollzogen id. 

8 8. Zusammenhang von zwei und drei Aohsenpaaren und die 
Analogien der Satze von Bobillier im Raume. 

Denkt man sich mittels des Achsenpaaws O, O zu einer Achse f, 
die entsprechende f, und ebenso zu einer A c h s e x  die entsprechende f, 
konstïuiert, so wird es nach dem von B o  b i l l i e r ' )  in der Ebene be- 
folgten Vorgang darauf ankommen, ohne Zuhilfenahme des Achsen- 
paares 6, O eirien direkten obergang von einem Achenpaar  xum mdern 
zu finden. 

E s  seien y, und 1, Neigurig und Abstand der gemeinsamen Nor- 

malen n, oder des Normalstrahles des ersten Paares <,£,, rp, und 1, 
ebenso Neigung und Abstand des Normalstrahles n, des zaeiten Paares 
- 

£,, 7, gegen die AcLise a von 6. 1st ü die gemeirisarne Normale von \ und f,, 
v die gelneinsame Normale von f, und f,, die gemeinsame Normale 
von v und Y, B O  w-erden jetzt Neigung q und Abstand 1 der gemein- 
satuen Normalen von x iind p, also des Kormalstrahles f i  von p gegen B 

zu ermitteln sei. 

1st z die Neigung von p gegen x, so haben y, fi, p eine gemein- 
same Normale, falls die erste der beiden Bedingungsgleichungen, niimlich 

(110) cotgs l  sin(y, - rp) + cotgs,  sin(rp - F ~ )  + cotnz sin(<pl - q2) = O 

erfüllt ist. 

1) Vergl. L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, S. 978 .  Ebenso Enzyklo- 
padie  der Math. Wiss. a. a. O. S. 214ff. 
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Desgleichen besteht für eine gemeinsame Normale der Achsen il, f2, P 
die Gleichung 

(111) cotg4, sin(vs - cp) + cotg6, sin (y - v,) + cotgz sin(vl - y,) = 0. 

Bus beiden Rediagungen folgt durch Subtraktion 

(c0tg4~ - cotg&+,) sin(y,- y )  f (cotg&+, - cotg%,) sin(cp - rp,) = 0. 

Da aber t, BI der Bedingung 
- - v2) (cotg+?, - cotga,) sinrp, = cotga - cotgi  

und 6, f,  der Bedingung 
- - 

(113) (cotga'), - cotg8,) sinrp, = cotg1 - cotg i 

genügen, so ergibt sich nach Weglassung des E'aktors 

c o t g ~ .  - cotgA 

sin (y, - cp) sin y, + sin (rp - y,) sin cp, = 0, 
woraus folgt 

(114) T = % + < F ~  

Gehen wir nun über z u r  zweiten Bedingung der Existenz der Nor- 
malen v, so ist diese nach (84) 

- 

1, {cet@, cosrp, - cotgt  cos(p, - ye)} 

(1 1 5 )  + 1, {cotgz cos(Y', - - y,) - cotg4, cos<p,) 
+ z { cotgal cosp, - cotga2 cos y, } 

Ersetzt man in dieser Gleichung die überstrichenen GroBed durch die 
nicht überstrichenen, so crhalt man die zweite Bedingung für die Exi- 
~tenz der Normalen v, und es folgt durch Subtraktion beider Gleichungen 

(El - 1) (cotg4,-cotg5,) cosrp, - (1, - Z) (cotga, - cotg&) coscp, 

Kilo genügen aber E l ,  LI der zweiten S a v a r y  sçhen Bedingung 

Ehenso c, Y, der Gleichung 

Sach Unterdrückung des Faktors 
- 

cotga - cotgl. 
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reduziert sich daher die Gleichung (116) auf die folgende 

(1 - 1, - 1,) (cotg y,  - cotgq,) = 0. 

Sehen wir also zunachst von dem speziellen Falle ab, da1 die Normal- 
strahlen n, und n, parallel sind, so ergibt sich als die gesuchte zweite 
Bedingung für den Normalstrahl n von p die Gleichung 

(119) 1 = ll + lx: 

Durch den Normalstrahl n ist aber p und damit $ bestimmt, sobald - 
f, gegeben ist. 

Die Formel (114) enthalt das von B o  b i l l i  e r  zuerst ausgesprochene 
Theorem über den Zusammenhang zweier entsprechender Punktepaare 
in der Ebene und auf der Eugel; in Verbindung mit (119) enthalt sie 
das B obi l l iersche Anologon für den Raum, welches sich somit durch 
folgenden Satz aussprechen IZBt: 

Sind (f;, fl) und (f,, 1,) owei entsprechende Achsen~aare, die su .den 
NwmalstrahZen n, und n, .mit den Amplitzidelz 9, und rp, und den Ab- 
standen 1, uwd l2 yegen die Achse s gehüren, und sind ü und v die gernein- * 

samelz Nor~nalen vofi f,, f, und f1, Y,, so trifft ilzre gemwinsame Normale p 
delzjenigelz dritten Nornzalstrald n oovz x rechtwinklig, dessen Amplitude 
and Abstand pgen die Achse s durch die Gleichungm 

v = F i + F 2 ,  E = z i + &  
bestimmt sind. 

Dieser Satz kann aber nun auch umgekehrt dazu bcnutzt wcrden, 
urn aus irgend zwei entsprechenden Achsenpaaren @,, 1,) und (f,, f,) das 
System 6 (x, y, s) d. h. die Berührungskente x der zwei Axoide A und A, 
ihren Zcntralpunkt O und ihre Zcntralebene ( x s )  zu bestimmen. 

Sind T I ,  uud n2 die gemeinsarnen Normelen von f , ,  f, und f,, t, 
so ist ihre gemeiusame Normale die Achse x. Konstruiert man jetzt 
die Achse P und ihre gemeinsame Normale n mit x und sind NI, AT,, N 
die E'ubpunkte von 1 4 ,  n,, n in x, so trage man von aus die 
Strecke N, N in entgegengesetztem Sinne auf x auf, so ist der End- 
punkt der gesuchte Anfangspunkt O von 6. 

Projiziert man im weiteren die Norrnalstrahlen n,, n2, n auf die 
durch O gelegte Normalebene zu x nach ni, n i ,  TL' und tri@ man von 
ni aus den Winkel des Slrahles na gegen den Strahï n' im entgegen- 
gesetzten Sinne auf, so erhilt man die Achse 2) damit auch die Achse y 
Durch 6 und (Tl, 5)  sind dann alle andern Paare bestimmt, d. h.: 

Zwei enfsprechelzde Achsenpaare bestimlnen alle weibn Paare. 
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Dem direkten Übergang von f ,  zu f ,  entspricht auf der Kugel die 
durch Subtraktion von (112) und (1 13) erhiiltliche B o b i l l i e r  whe Glei- 
chung 

(120) (cotg8, - cotgs2) singp, = (cotg8, - cotgsl) sinq,.  

F'ür den Raum tritt noch die durch Subtraktion von (117) und (118) 
entstehende neue Gleichung hinzu: 

welche das riiiirnliche Analogon der R o b  i l l i  e r  schen Gleichung ist. Sie 
7% geht für gp, = in die Savarysche Formel über. 
2 

Da im Weiteren bei zwei gegebenen Achsenpaaren jedes dritte Paar 
bestimmt ist, so müssen zwischen drei entsprechenden Achsenpaaren 
Beziehungen bestehen, welche gestatten, das dritte Paar direkt zu be- 
stimmen. E'ür die Ebene sind die entsprechenden Konstruktionen von 
Bobillie r angegeben worden. 

Um sie auch für  den Raum aussprechen zu konnen, nehmen wir 
an, es seien (FI f,), (f, G), 6, f,) drei entsprechende Achsenpaare, die 
zu den Normalstrahlen ni, m,, n, gehoren. 

Die beiden ersten Paare ergeben jetzt eine Achse pl,, deren Nor- 
malstrahl nls durch die Gleichunpn 

Y i 3  = TPi + 'Ps, 112 = 1, + 4 
bestimmt ist. 

1st ebenso pz, die Achse, die zum zmeiten und dritten Paar gehort, 
30 gelten für ihren Normalstrahl n,, die Gleichungen 

d. h. man erhalt n,, dadurch, daB man n,, um den Winkel von nl gegen 
n, dreht und um den Abstand von n,  gegen n, langs x verschiebt. 1st 
aber fi,, bekannt, so kennt man auch p,, und f 3 .  Die Bobi l l iersche 
Konstruktion EBt sich daher für  den Raum durch folgenden Satz sus- 
spreclien : 

Sind (c , S), (< , £,) zwei gegebeuze Acl~senyaare und ist fi,, der iVorrnal- 
strald der Ache Pl,, so ziehe man delz Normubtrahl n,, derart, dafi er 
gegen n,, gerade so liegt, wie n, gegen n,. Ist jetzt v,,, die gemeinsami 
h'ornde volz f,, c, ferner p,, die gemeinsame Normale von T,,, fi2,, endlich 
v,, die gemeinsame ATwmule vos p,,, fz, so ist die gemeirzsame ATorlnale 
bon Y,, und n3 die verlangte Achse f,. 

Zsitechrift f Mathematik n Phyeik 64. Band. 1913 Heft 3. 20 
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Sind aber ('fi, fi) drei entsprechende Achsenpaare, so bilden ihre 
spharischen Bilder auf der Kugel zwei für den Pol X perspektive Drci- 
ecke und es müssen sich daher entsprechende Seiten in drei Punkten 
einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden Ebene schneiden. Nach 
dem Bobi l l icrschen Satze sind aber diese drei Schnittpunkte - rergl. 

Fig. 9, wo die Darsteilung in der Ebene gewahlt ist - die 
Bilder der drei Achsen Pi,. 

E s  folgt diraus, da1 die drei Achsen pi ,  zunkhst der 
namlichen Ebene parallel sind. Dies ergibt auch eine ein- 

fache 12echnung. 
Bezeichnen 

<Pik a 5Pi + [Pk 

+ die Amplituden der Normal- 
strahlen ni, der Achsen P,, 
und bedeuten zik die Neigunge- 
winkel derselben gegen die 
Achse z, so ergibt die Gleichung 
(77) für die Achsc pl, wegen 

rps a SPI + 'PB, 8 3  $in 

- cotg$., sin rp, + cotg 4, sin F, 

i. cotg cl, sin (y, - 97,) = 0. 
12% Vertausclit man in dieser 

Gleichung die Indices zyklisch und beachtet, daB man hat 

so ergibt die Addition die Gleichung 

Bezeichnen im weitern 

Zik = 1' + lk 
die Abstande der Normalstrahlen ni, von 0, ferner t,, die Abstiinde der 
Achsen pi, von x, so ergibt die Glcichung (84) mit 

1, cotg6, üoscp, - 1, cotg4, cosrp, - (1 ,  - 1,) cotgz,, cos (y, - ~ 2 )  
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Vertanscht man aber in dieser Gleichung die Indices zyklisch und 
beachtet, da8 

1, - 1, = z31 - 123, i$ - S = Z12 - 131, 4 - 1, = zz3 - ZI2 

ist, so fol@ durch Addition der drei Gleichungen 

welche aber nach (84) aussagt, dd3 die drei Achsen p i ,  eine gemeinsame 
Pi'ormale p besitzen. 

Es herrscht also auch hinsichtlich dreier Achsenpaare (f,, fi) mit der 
Bien, und der Kugel vollstiudige~ Analogie, indem der Satz beuteht: 

Die drei Achsepz pi, dreier Achsenpaare (c, Fi) haben selbst eine gemein- 
same Normale p, d. h.: Zwei entsprechende Achsentrieder liegen. perqektiv. 

Lur vollstandigen Bedeutung dieses Satzes gelangen wir aber erst, 
wenn wir die Gesamtheit aller Achsenpaare 6, fi) betrachten, die zu den 
drei Normalstrahlen nl n,, tz, gehoren. 

Setzen wir 

Al = E - ho + Il cotg(pl - A, + il cotgrpl, 

BO betrachten wir aile Actisen fl auf dern Zylindroid (A,,  BI) mit der 
Gleichung 

- 
(125) pl = A, siniil cos%, + BI s i U 2 9 ; .  

Ebenso bedeute 

A, - K - h,, $. 1, cotg~p, - A, + 1, cotgrp,, 

und es m6gen die Achsen f, auf dem Zylindroid (A , ,  13,) liegen, mit der 
Gleichung 

(1 26) Q, = A ,  sin 5, cos 5, + 23, sin8 &. 
Die Achsenpaare (f,, f,) und (c, F,) führen dann zu einer Achse pisi 

deren Lage gegen x durch die Gleichung 
- - 
e P .  

- 

- 5~  in , (pl - p,) = - 2 -  sinp, -- 4 F smpB - c 0 t g 8 ~  çouq, sin2r,, si ne^, tnne8, 

bsstimrnt ist. 
Setzt man aber die Werte von g, und e, aus obigeu Gleichungen 

ein, so folgt 

sin (pl - rp,) - A, (cotg%, sing?, - cotg;, sinp>,) 
81n 71P 
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Da aber 

(127) cotgSl sinrp, - cotgS2 siny, = cotgz,, sin (9, - cp,) 

ist, so ergibt sich 

Setzt man demnach 

(129)  t,, = A,, sinz,, cosz,, + BI, sin9 z,,. 

Die Achsen Pi, ei-füilen also selbst ein Zylindroid (A,,, Bn),  dessen 
Parameter BI, durch die Gleichung (128) mit BI und B, verknüpft id.  

I n  analoger Weise erfüllen die Achsen p,, ein Zylindroid (A,,, B2J 
und die Achsen p,, ein drittes Zylindroid (A,,, Il,,). 

Die Parameter Bz3,, und B,, dieser Zylindroide ergeben sich durch 
zyklische Vertauschung der Indizes der zweiten Gleichung (128). Addiert 
man aber die so erhaltenen drei Gleichungen und beachtet man die 
Beziehungen (122), so ergibt ~ i c h  die Gleichung 

welche die drei Zylindroide (A,,,  B,,) mitciriander verbindet. 

Diese drei Zylindroide haben also wieder die Eigenschaft, da6 jede 
Gerade p, welche einc Erzeugende zweier der drei Zylindroide recht- 
winklig schneidet, auch eine Erzeugende des dritten Zylindroids recht- 
winklig trifft. Es ergibt sich daher das Resultat: 

Den drei Zylindroidm (A,, B,) dcr Achsmpaare (f7, fi) entsprechn als 
Ort der Achsen p,, drei neue Zyli~idroide (A,,, Ilg,), deren Paranieter B,, 
durch die Gleichung 

4, sin ( ~ 3 ,  - ~ 2 s )  + % sin ( 9 1 2  - ~ 3 1 )  + 4 1  sin (Y, ,  - vin) = O 

uerhunden sind. Jede Gerade p, welche awei der Achsen pik recl~twinkiig 
trifft, schneidet allental noch eine clriritte solche Achse rechtwinklig, welche mit 
dm Oeiden andern durclz die Gleichung 

cotgt,, sin (YS, - S P ~  + cotgz,,sin ( p l z  - (p31):+ cotgz,, sin (Yz3 -<pl,) = O 

verknipft ist. 

Nun werden aber durch die Gleichuq (127) die auf den Z~lindroiden 
(A,,  BI) und (Az ,  Ba) liegenden Achsenpaare einandcr derart zugeordnet, 
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daB sie simtlich für je eine Achse Pl, perspektiv liegen. Analoges gilt 
für die Achsen P z ,  und P, , ,  so daB wir sagen konnen: 

Die Projeh-tivitaten der Achsenyaare je sweier der gegebenên drei Zy- 
lilzdroide (Ai, B8) liegen auf zcnendlich vieifache Weise meinander per- 
spektio, für je eine von drei Achsen pik der Zylindroide (A,, Bid, die sich 
selbst wieder in perspektiver Luge hefinden. 

Damit Sind diejenigen Siitze zum Ausdruck gebracht, welche der 
geornetrischen Verwandtschaft entsprechender Achsenpaare im Strahlen- 
raume zugrunde liegen. 

Kar l s ruhe ,  im September 1912. 

On Constrained Motion. 
By PETER FIELD, Ann Arbor, Mich., U.S.A. 

Introduction. 

M. M. A. d e  S a i n t - G e r m a i n  and L. L e c o r n u  have given in 
Vol. CSIV of the Comptes Rendus the following example to illustrate 
that s mntion which may be possible goometrically may be impossible 
dpamically. Three equal beads are attached to a weightless rod, one 
at each end and the third a t  the mid point. The beads n g .  1. 

and rod are constrained to remain on the surface of a Z 

smooth right circular cone. The problem is to determine 
the motion for any given initial conditions when no 
external forces act on the particles. 

Call r ,  a, rp the polar coordinates of P, (Big. 1)) 
P,P, = 2a, and indicate derivatives with respect to t 
by dots.:) The kinetic energy of the three particles 
and also the angular momentum about O Z  are con- 
;tant, so we have 

31." ( 3 r Z  + 2 a2) sin2 a$ = A, 
( 3 r 2  f 2a2)rj = B. 

Prom the principle of the motion of the centroid 

3 i . q  3 3rs s i n % $ =  C, 3 r 2 +  = D. 
Reaolving dong the radius vector 

+ - r 9? sin2a - 0. 

These equations can only be satisfied by @ = O, i. = a constant if r =+ 0. 
If then the centroid is nnt at  the vertex of the conc, the rod rnoves 

1) R o u t h ,  Advanced Rigid Dynamics, sixth edition, p. 206. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 10 On Constrained Motion. 

uniformly along the same generator no matter what the initial con- 
ditions even though there is no geometrical reason a h y  it should not 
move from one generator to another. , As stated by R o u t h  Ioc. cit., if 
the motion is not initially along a given generator an impulsive couple 
acts with the result that the rod moves d o n g  a generator. 

This resiilt can also he explained as follows. The projections of 
the velocities of Pl, P,, P3 dong  the tangents to the circular sections 
of the cone at  Pl ,  P,, P3 are in the sarne ratio as the distances of 
Pl, P,, P, from the vertex of the cone. As the reaction of the cone 
is not normal to its axie, it folloms that the ratios of these distances 
O P , :  O P , :  OP, will change. Rut the projections of the velocities of 
Pl, P,, P3 along the tangents to the circular sections at the given 
points cannot change as both the reaction of the cone and the stress 
in the rod are at  right angles to this direction. This is where the 

difficulty cornes; Our geometrical conditions require 
Eig. e. 

D an acceleration a t  right angles to the direction in 
which the forces act. 

Simple illustrations of problems of the same 
nature as the  preceding. 

In Fig. 2 two particles of rnass nt and m, are 
connected by a weightless rod of length a and also 
constrained to move along the parallel curves c and cl 
which are at the distance a. The curves are com- 
posed of straight lines with arcs of circles at one 
extremity. If the curves are smooth, the stress in the 
rod is immaterial; if no external forces act on the 
system, the particles may be started at  A and Al with 
any cornmon relocity but when they reach E and El a 
difficulty is encountered, as the moment the particles 

m, l-+ move along the circular arcs their velocitiei are no 
longer equal but must be in the ratio a + b :  b. Tbe 

A reactions of the curves and the stress in the rod are 
Al 

at right angles to the direction of motion and there- - - 

fore cannot produce the required change in the velocities. We could 
also start the particles at D and Dl with velocities in  the ratio a + b :  b 
arid when they corne to E: und El there would be the sanie difficulty. 

If the curves are rough and the coefficients of friction are y and 
y,, the stress in the connecting rod while the particles are supposed 

to pass over the rectilinear part of the path is zero if -+h and 
na1 

may assume any value when In = ''. This latter aould be an iilu- 
rn.1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



stration of a friction problem which has, not one or two'), but an in- 
finite number of solutions. When the curvilinear part of the path is 
encountered there xnust be a sudden change in the ratio of the velo- 
cities due to impulsive frictiona'l forces a t  E and El. 

To determine the conditions under ahich this is possible we shali 
cal1 T the tension in the connecting rod, B the common velocity b e  
fore the impulse and V' and Plf the velocities after the impulse. The 
followirig relations are then evident: 

t ~ d t  

But' 

hence 

As T is essentially positive, it follo\& that the problem is im- 

Our equations do not hold the moment either of the particles is brought 
to rest. Hençe ml V - pl 71 and m V - ,UT arc both positive 

and whea this last condition is satisfied both 

wV- ,UT  and % ( : + l ) - G  

are positive. 

mpi - pm, > O is therefore the condition that a n  implsire stress 
can be ddmmined suclz that t7ze ratio V :  VI is changed fronz u ~ i t y  ù~ a + b : b 
and this stress mny Oe either a tension or n compression. 

1) A p p e l l ,  Mécanique Vol. II, p. 123. 
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For motion along the curvilinear part of the paths we have, calhg 
s and sl the length of the arcs measured from E and El, and GJ the 

angular velocity of the particles about O, 
b S = b .. 

1 a + b s '  S l a ~ + 3 S >  

T 
= - m ' b + K ~ h ,  3 - -  - m2(b + a )  + 2' 1 P. 

The tension in the rod is consequently determined from the relation 

The problem has two solutions as 

and these values differ according as we take the upper or lower sign, 
y, being by supposition different from zero. One of tlie values of T 

becornes infinite in case 2 " - - -- but a possible solution in al1 
m, m a + b 7  

such cases as the one above is of course to assume an impulsive stress 
in the connecting rod so as to bring both the particles instantaneously 
to rest. This solution will not be considered. 

Anot,her illustration along the same line1) which may be worth 
examining because of its simplicity is obtained by considering the mo- 

l!'ig. S. 
tion of two unit masses m and 

4 
ml d o n g  parallel horizontal tubes 

I (Fig. 3). The distance between the 
' a  tubes and the length of the weight- 
4 less connecting rod being a. If the 
ml coefficients of friction are p and u, 

and the force of gravity is the only external force acting on the particles, 
we at once get for the tension in the rod, if motion is to take place 

Suppose for definiteness p > y,; then both values of T are negative, 
one is numerically less than g, the other greater. In the former case 

1) P a i n l e v é ,  Leçons sur le Frottemeut, p. 36. 
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m presses against the lower surface of the tube, in the latter against 
the upper. 

As a third simple illustration consider the two parallel curves 
(Fig. 4) c, composed of a straight line and a tangent circle of radius a, 
and cl a straight lino parallcl to the first and ~ i g .  4. 

passing through the centre of the circle. The par- 
ticles have masses m and rn, and the coefficients 
of friction are p and pl. If the particles are con- 
nected by a weightless rod of length a and are 
st~rted from 3 and Rl with a common velocity, 
it is easy to see that when no external forces 
act it is impossible for m to describe the path 
EADBAH while rn, describes the rectilinear 
segment El KI Hl. 

Statement of the problem. 

The illustratioris have brought out the fact 
that conditions which are incompatible when there 
is no friction may not necessarily be so when the 
surfaces are rongh. This is an interesting thing 
as we ordinarily think of the force of friction as a 
force which prevents, or tends to prevent, motion. ml i --!?-- J 

3 1  E Here it plays the opposite roll. The illustrations 
also suggest the general question as to what conditions must be satis- 
fied in order that motion may be possible whan the velocity is normal 
to the constraining force, or perhaps 
it would be better to Say: under what 
circumstances does the supposition 
that motion takes place lead to con- 
ditions which are compatible? 1 pro- 
pose to treat a fairly general type 
of problem of this kind, viz.: gicm 
two parallel plane curves c and cl, 
the distance Oetwem the two being a 
(Fig. 5); two particles of mass m 
and m,, connected by a we@/htles rod 
of  length a, are constrained to moue 

Fig. K. 

along c and cl. .?a extemal forces act A X 
ola the particles. Under xhat circum- 
stmms does the supposition that ?notion takes place lead to conditions which 
are wmnpatible: (a) when c and cl are smooth, (b) when c and cl are rough? 
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Derivation of t h e  relat ion between j a n d  j,, t h e  tangential com- 

ponents  of t h e  acceleration of m and m,. 
d Y - 
at  

Let (3 y) be the coordinates of In (Big. 5) and d; = = tan a.  

a t 
The coordinates of ml at the givcn moinent are thcn 

X, - x - a sin a, y, = y + a cos a. 

We get by differentiation with respect to t 

Also &=y beiiig the radius of curvature of c at the given 
e 2  

point, V the velocitST of m. Hence 

V 
where GJ = , and s is the arc of the curve c measured in the direction 

e 
of the motion of m. The relation j, = j - a& can therefore be written 
in the form a de j - (1 - )  j =  osa-. 

e d s 

Case (a): c a n d  C, are  smooth. 

In this case j, = j = O and :. -- a@ = O, g = a constant. The eurves 
d s  

c and cl are concentric üirüleu and the velocities 7 and Vl are in the 
ratio g : g - a. 

Case (b): c a n d  c, a r e  rough, t h e  coefficients of friction being y 
and pl. 

As before, cal1 T the tension in the rod, V and VI the velocities 
of m and ml;  the equations of motion of the two particles are then 

as the velocities of 
The relation 

the upper or lower sign being taken accoiding as p 2 a; i. e. according 
the two particles have the same or opposite sense. 

becomes 

Pl  1 - 
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If our conditions are conipatible it inust be possible to  determinc T 
so as to satisfy this equation. 

To study the meaning of this condition put 

and suppose first that g > a. Fig. 6. 

The first equstion is  satisfied 5 y Cl 
l by the points on the broken 

liile A,B,Cl and the second 
by the points on A2B2C2 A~ 
(Fig. 6) and the equatiori 
which T niust satisfy cm be 
written 

I 

e - - y i  f y, =, d u - .  
a s  B, L 

E'igs. 6, 7, 8 correspond to 

In 6 we have t a o  solutions, 
one, or none according as 

In 7 there are one, an iiifinite 
nurnber,orno solutions accor- A, 

Fig. 7. 

in 8 there are two, one, or 
none according as 

d e  > d a  ds < - d 

m 
= - m 2 r ,  (, P + Q - a) . 

Suppose next that p< a: BI 

the equation in T becomes 

2 . d ~  y l - y 2 = ~  a - .  
d s 

The different possibilities are 
showninPigs. 9,10,11,12,13. 
The results are as follows: Pig. 9, two solutions, one, or none according 

d e  2 as w2a - - - d'; Fig. 10, two solutions, one, or none according as 
a s  < 
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Pig. 8. Y Fig. 9 

Y Fig. 10. Fig. 11. 
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On Constrained Motion. By PETEE FIELD. 317 

5 d (The case where the dope of the two broken lines is the 
d s  2 ,,,,, gives the same result as for Pig. 7); Fïg. 11 gives one solution 

d Q if m P i i  * > O, otherwise none ; Fig. 12 gives one solution if d a  di < O 
d s 

d e  and none if m2a - > O .  The case shown in Fie. 13 is possible only as 
LI e mhen d s  = O, i. e. t h  curvcs must be circles and when this condition 

is satisfied there are an infinite number of solutions. In  Figs. 9 and 10 
BI may of course be either on the right or left of B,. 

An illustration where the rod connecting the particles is not 

normal to  the  direction of motion. 

We have seen iu the preceding pages illustrations of friction pro- 
blems which have O, 1; 2, or an infinite number of solutions. There 
is no difficulty in constructing a problem which permits of a finite 
number of d u t i o n s  greater than two and this property is not restrict- 

- ~ 

ed t o  problems in which the direction pig. 14. vn 
of motion is normal to the con- + 
siraint. As an enample of this we 
consider the following problem. \ 

Givela two unit masses, connected A ml 4 
by a weightless rod as in l izg .  14, ,XI 

and eonstrailzed to mooe alor,g hmizolatul tubes huving coe f ' jmt s  of fric- 
t im p alzd &: there are no external fwces excepting gravity. Inoestigate 
the motiolz when the particies are given a common initial velon'ty Vo. 

If we call ï' the tension in the rod the equations of motion of 
the two particles can be written 

mhere e and el are +. 1: the sign being determined by the fact that 
the product of e or e, and the quantity in the parenthesis must be 

The last two expressions must be positive. Let us write down their 
values for the different cases. 
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On Constrained Motion. By PETER FIELD. 

Case 1: e = 1, el = 1. 

Case II: e = - 1, el = - 1. 

Case III: e - - 1, el = 1. 

Case IV: e = 1, el = - 1. 

An examination of these different cases shows that II is impos- 
sible but that it is possible to choose the coefficients of friction so as 
to admit the others: e. g. p - 3, p, = 4 gives the following possibilities 

The conditions of the probleg are also satisfied (being y and y, 

are both greater than by assuming that lnoth the particlcs are in- ") 
stantaneously brought to rest by an impulsive stress in the rod. The 
impulse of this impulsive stress which is required in order to bnng m 

 FI^. 15 to rest is in general different from 6; X ,  that required to bring ml to rest, 
but the point is that the rnonicnt 

x2 one of the particles is brought to 
rest any additional impulsive stress 

x1 in  the rod has no effect on the 
particle which is already at rest. 

The iesults of the illustration may be summarized briefly by saying 
that there are four solutions which satisfy the conditions of the problem, 
and there are three distinct motions which satisfy the conditions of 
the problern. 

A problem with a stiil larger number of solutions may be obtained 
by considering the motion of three o r  more particles dong  rough hori- 
zontal tubes as in Fig. 15. 
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Über Flüssigkeitsstrahlen, deren Formen Drehungskorper sind. Von R. FORSTER. 319 

It may be worth while to cal1 especial attention to the fact that 
tliroughout this discussüion we have assumed that we were dealing 
with a rigid system and the problem has simply been to see what the 
equations of motion led us to in case the constraints were normal to 
the velocity. Should we take into account the elasticity of the material, 
we would have a different problem and we would no longer be dealing 
with a problem in the mechanics of a rigid system.') 

U n i v e r s i t y  o f  M i c h i g a n ,  June 1912. 

Über Fliissigkeitsstrahlen, deren Formen 
Drehungskorper sind. 

Von R. FORSTER in Marienwerder (Wpr.). 

# 1 .  Wenn das Strtimungspotent,ial in bezug auf die x-Achse Ro- 
tationssymmetrie besitzt, genügen Potential U und Stromungsfunktion V 
den Differentialgleichungen: 

OV 
--  

ô u  av au al - - y 7  z = + y a ; '  
d y '  

Wir nehmen an, daB die x-Achse eine Strtimungslinie ist. Weil in  
der xy-Ebene der ganze Vorgang zur x-Achse symnietrisch ist, ktinnen 
in den Entwicklungcn nur geradc Potcnzen von y auftreten. Wir  gehon 
unter Benutzung einer unendlichen Reihe noch uubestimmter Puiiktio- 
nen in die Gleichungen (1) hinein mit dem Ansatz: 

Es ergibt sich sofort das einfache Resultat, daB samtliche fi den 
sukzesaiven Ableitungen einer einzigen Funktion proportional sind, und 
such die Zahlenkocffizienten bestirnmcn sich hochst einfach, so daB 
man hat : 

OD 

wozu aus den Rekursionsformeln 

1) A p  p e l l ,  Mécanique, 3d editiou, Vol. LI, p. 127. 
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320 Über Flüsaigkeitastrahlen, deren Tormen Drehungsk~rper sind. 

unter der Annahme a, = 1 folgt: 

a,-1, a,=-- 1, a ,=+& usw. 

Dieses Ergebnis kann man auch aus dern allgemeirien Integral 
J l  

~ = J f ( z  + iycasrp)drp 
O 

herleiten, wenn man f nach dem T aylorschen Satz in eine Reihe nach 
y entwickelt. 

Symbolisch kann man schrciben: 

wo in dem allgemeinen Gliede der Potenzreihe für J,, bzw. JI statt 
f h  f(h) zu setzen ist. 

§ 2. Jetzt verlangen wir, daB die bewegte Flüssigkeit eine freie 
Grenze besitze. Es sind dann zwei unbekannte Funktionen zu bestim- 
men: 1. die Ordinate y ( x )  der freien Grenze, 2. die Funktion f(x). 

Das Potential der auBeren f i à f t e  sei CD, die Geschwindigkeit eines 
Teilchens v.  Dann müssen lgngs der freien Grenze Gleichungen von 
der Form 

V =  Po und $v" @ =  :ce 

bestehen, wo c und V, Konstante sind. Niin ist v gleich dem Gradien- 
ten von U, die Gleichungen lauten duo: 

P = V,    und (V U)a  = CL 2 2. 

Setxt man hicr die Werte ( 2 )  ein, so werden die Gleichungen: 

Wir  haben für unsere zwei Unbekannten eine gewohnliche und eine 
Differentialgleichung, beide von unendlich hoher Ordnung. Man kann 
sich die Aufgabe stellen, die Integrale dieser Gleichungen an folgenden 
zwei Stellen nzher zu betrachten: 

1. in der Umgebung der Mündung des Rohres, aus dem der Strahl 
austritt. Hieriiber k6nnen wir eurxeit nur so vie1 positiv aussagen, daB 
hier U und P einen einfachen Verzweigungspunkt haben, doch so, da0 
die Glieder +. Ordnung verschwinden. 
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Von R. FORSTER. 321 

2. in der Umgebung des unendlich fernen Punktes der x-Achse. 
Hieruber handeln die $5 3-9. Im 1 0  wird dann der EinfluB der 
Oberflachenspannung in Betracht gezogen. 

§ 3. E s  wirke eine konstante Kraft in der Richtung der x-Achse. 
Dann ist @ = - gx. Bleichung (Il) lautet: 

:yZ. [a,f" + . - .]y [[nof' f . . .IB = cX + 2gx. 

Durch Verschiebung des Anfangspunktes kann man erreichen, da5 ca 
verschwindet. Wir setzen also sofort c = O. Betreffs der Entwicklung 
machen wii die einfachste Annahnie, iiamlich, daB sich y2 und f iu 
der Umgebung von x = w in  Potenzreihen entwickeln lassen. Die noch 
unbekannten Exponenten der hochsten Glieder dicser Heihen bezeichnen 
wir mit u und v, was wir kurz so ausdriicken: 

Ya N nfL, f' - xY. 

Dann ist f"  xv-l, und das hochste Glied der linken Seite in (1) ist 
N x1 l fV .  Rechts aber ist  das hochste Glied N xO, also p + v - O. In 
Gleichung (II) kann man ungewiB sein, ob das Anfangsglied des ereten 
Teils, welches - x ~ ~ + ~ ( ~ - l ]  = xv-8 ist, oder das des zweiten Teils, mel- 
ches - x Z V  ist, das hochste Glied ist. Jedenfalls mu5 das hohere beider 
Glieder x1 sein. Ware nun v - 2 2 2v, so ware v - 2 = 1, v = 3, 
3 - 2  ist aber < 2 - 3 ,  q. e. abs. Also v -2<2v ,  2 v = 1 ,  v- i - ,p=-S.  

Nachdem so die GroBenordnung der Anfangsglieder festgesteiit ist, 
bestimmt sich ohne Mühe eine Entwicklung von der Form: 

wo die Potenzreihcn sind, deren konstante Glieder nicht verschwinden. 

§ 4. Die naheliegende Verallgemeinerung d, = - gxa(a: > O) bietet 
nichts wesentlich Neues. Die Entaickluugsgr6Be ist 

-2-a - a  
z der vortretende Faktor x+". 

§ 5. @ sei gleich dem New tonsühen Potential von Masson, die 
irgendwo im Endlichen liegen, und deren Gesamtbetrag von O verschie- 
den sei. Die Gleichungen lauten: 

(1) ye f ' i - .  . .  =2vo, 
2 nt (II) +y8[a,f" + . . .la + [ ~ , ~ f '  + . - .Ig = cs + + kleinere Glieder. 

Wir setzen voraus, da1 sich der Strahl i m  Unendlichen asyinpto- 
tisch einem Strahl vorn konstanten Radius R nahert, bei dem alle Teil- 
chen mit der Geschwindigkeit c parallele Gerade beschreiben. Dann wird 

Lim f ' (x)  = c. 
2=00 

ZaitachriB f. Msthemetik u. Physik. 68. Rand. 181.7. Heft 3. 2 1 
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322 Über Flüssigkeitsstrahlen, deren Formen Drehungsk6i-per sind. 

Gleichung 1 ergibt: 
2 V B" =o. 

c 

Um tiun die nachsten Glieder der Entwicklung zu bestimmen, setzen wir: 

f 1 = c + & ,  y 2 = R 2 + [ ,  

wo E und im Unendlichen verschwinden. Aus 1 sieht man sofort, da0 
E N 9. In Gleichung (II) sind nach Weglassung von c v i e  hochsten 
Glieder der beiden Teile der linken Seite $R2~ '2 ,  bzw. 2 c ~  [wem man 
zunachst voraussetzt, was sich sofort bestatigt, daB E" < E ist]. Das 
hochste Glied rechts ist aber s-'. Ware nun links > 6, so ware 

Setzt man nun Potenzreihen mit unbestimmten Koeffizienten an, su er- 
halt man ohne Schwierigkeit: 

3 6. Es seien keine %uBeren Krafte vorhanden, CD = O. Dann ist 
ersichtlich, daB die Gleichungen die triviale LGsung 

~ = c x ,  y = n  
besitzen. Doch gibt es auBerdern noch eine unendliche Reihe anderer 
Losungen, die sich im Unendlichen dieser asymptotisch nahern, und 
dies sind gerade die interessanten Losungeli, weil sie der in der Wirk- 
lichkeit auftretenden Strahlform am meisten entuprechen. 

E s  zeigt sich jedoch bei der Aufstellung der Entwicklung eine 
eigentümliche Schwierigkeit, denn auBer der trivialen Losung gibt es 
keine, die sich bei x = a, reguliir verhslt. E s  ergibt sich niimlich nach 
der Methode der unbestimmten Koeffizienten der Koeffizient des ersten 
wirklich auftretenden Gliedes gleich Null! q. e. abs. 

Um über das Verhalten der Integrale AufschluB zu erhalten, wen- 
den wir die in der angewandten Mathematik beliebte Methode der Ver- 
stümmelung der Differentialgleichung an, indem wir voraussetzen, daB 
in den Gleichungen (1) und (II) die hohcren Glieder vernachlissigt 
werden dürfen. Wir  integrieren deshalb folgendes System: 

(1 '1 y2f' = 27 ,  

(11 '1 1 4 Y 2 f t r 2  + f J 2  + 2 f ' .  a,y2f 'u - c2. 

Durch Elimination von y2 folgt hieraus: 

V,(ff'" 2f'f"') + 2f'" 2 7 2 .  
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Von B. F ~ ~ B B T E R .  

Diese Gleichung integrieren wir folgeridermaBen: 

Setze f" = g: v,(gfe - 2 9 9 " )  +- 2g4 - 2.gc" O. 
ah 

jetze g r  = h: r 0 ( h 2  - 2971 ) + 29' - 2c2g = 0. 
9 

d k  
Setze h2 = /c: ~ , ( k  -g-) + 2g3- 2 c ' ~  = O .  

d g  

Diese Gleichung besitzt das aligemeine Integral: 

F0k - g . const + gS - 2 c a g l o g g .  

Die Integrationskonstante bestimmt sich folgendermaBen: 

Im  Unendlichen soii f cx sein, also lim g = c ;  lim g' = O, lim h 
= lim k = O. Hieraus: 

v, h2 = g (g2 - è? - 2 g c 2  log 

Setzt man in der Umgebung von x = m: g = c 
klein ist, und entwickelt nach E ,  so hebt sich die 
Potenz von heraus, und die Quadratwurzcl Mt  

f E ,  wo e unendlich 
nullte und die erste 
sich ziehen: 

Hieraus folgt durch Lntegration: 

+ 4;. g - c -  conste- 

Ximmt man an, daB der Strahl nach rechts gehen soii, BO ist der 
Quadratwurzel das iiegative Zeichen z:i geben. 

iliirch Diff'erentiation erhiilt man nun aber 

Hierriach sind g" und alle hoheren Ableitungen gegen g - c und y 
keineswegs zu vemachl%ssigen, denn der Quotient zweier aufeinander- 
folgenden Glieder der Reihen in (1) und (II) ist selbst für x - oo eine 
endliche Gr6Be. E'olglich trifft die der angewendeten Methode zugrunde 
liegende Voraussetzung nicht zu, vielinehr müssen wir schlieBen, dei3 
dit aufeinanderfolgendem Glieder der Heihen von gleicher (hi$enordlzzcng sind. 

5 7. Bevor wir zur Integration schreiten, woilen wir die indivi- 
duellen Konstanten des einzelnen Strahls aus den Gleichungen rntiglichst 
herausschaffen. Wir  setzen lim y = R und führen m u e  Koordinaten eiii 

z=m 

dureh die Gleichungen s = RE, y = Bq, ferner setsen wir c = 2, so 

2 1  * 
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324 Über Flüssigkeitsstrahlen, deren Formen Drehungskorper sind. 

d f daE lim - - c, wird, und bezeichnen die Ableitungen nach E; sofort wie- 
,=,dE 

1 
der mit Strichen. Endlich führen wir statt f' die Funktion g = -f 

Cl 

ein, BO da4 im Unendlichen 71 = 1, g - 1 ist. D a m  haben wir als aii- 
gemeine Strahlgleichungen 

(III) 1 = a 0 ? 1 2 g + a 1 1 1 4 , q f r + . . .  4 

Pür die praktische Rechnung gibt man der letzteren noch die Form 

(IV') ~ q z [ a o g ' + . . . ] a = [ l  +aOg+alr lag"+.-a]-[ l -a ,g-a l>i""-  a.]. 

Nun wissen wir, daB im Unendlichen y' - gr" .  IIieraus ist die Foim 
dos gr6Bten ~ l i e j c s  von g zu bestimmen. Setze zu diesem Zwecke g l =  h: 
h" - hi Setze h = e"(c), so ergibt sich nach Division durch h: a" $ ale 
endlich, =+ O. Dann ist eritweder af%endlich, etwa - mP, also a N mg, 
oder es ist alB unendlich; dann muB aber auch a" unendlich sein, und 

b' 
zwar a" N - al2. Setzt man hier a' = b, so wird b' - - be; b3 N - 1, 

wobei b unendlich ist. Durch Inkgration von b 2  * - - 1 ergibt sich 
1 aber - - - -- 1 
b f ,  b - -  6) also unendlich klein, q. e. abu. Es  bleibt a h  

bloB a - f mg, g' = h - eim'. E s  ist wieder da8 untere Zeichen zu 
wiihlen, also g' - c m 5 ,  g - 1 - - e c m E .  Der Wert  von- m wird sich 
sofort ergeben. Jedenfalls k6nnte man jetzt eine Reihe forma1 ansetzen: 

g = 1 - a . emE f kleinere Glieder. 

Man kann aber noch den Koeffizienten a als additive Konstante 
in den Ex~onenten  werfen und durch eine Verschiebung des Anfangs- 
pinktes bewirken, da6 diese wegfillt In der Entwicklung von g liefert 
(III) eine analoge von Ii! Die Form der nachsten Glieder bestimmt sich 
von selbst. Wir  setzen also an: 

g =  1 + g , e - " t + g a e -  " € + 9 3 e - 3 m t + .  . .; 1;12= 1 + q l e - m € +  9ze-amE+ ... 

mit y, = - 1 

§ 8. Nun ist die Bestimmung der Koeffizienten p-inzipiell einfach, 
wenn wir erst noch m kenrien. Wir  setzen die Eeihen in (IV') ein. 
Dann bleibt links als hijchstes Glied ein Glied mit e-"ç, rechts aber: 

L1 + a, + Glieder mit e-"E] . [l - a, (1 + g , e - m t  + - . .) 
- a, . (1 + ? 7 i e - m ~ ) ( g , m % e - m E  + . . -) - - . .], 

oder 
[2+~~~]~[,(a,+u,m2+a,m4+-..)g,e-mc+-..], 

oder 
- 2 g i e - " ~ ( a o  + a,m2 + a,m4 + . . .) + . . . 
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Von R. Fossmn. 323  

Soll dies der linken Seite gleich sein, so muB das angeschriebene Glied 
verschwinden, weil g, = - 1 =+ O sein SOU. Folglich bestimmt sich m 
aus der Gleichung: 

a, + u,m8+ a,m4 + + . .  = O oder Jo(m) = O. 

Für m kann irgendeine Nuilsteile der nullten Bcsselschon Funktion 
genommen werden, z. B. die erste: m = 2,404825. 

Bei der Berechnung der Koeffizienten treten einige interessante 
numeriliche Reihen aiif, die die allgemeinc Form haben: 

Für m - 2,404825 habe ich berechnet: 

R(') = 0,431 755, Pt) = 0,000000, 

Bg)=-0 ,12478 ,  Pf)-- 0,237 536, 

HS) = + 0,01620, Ph') = + 0,2 942. 

Die Bestimmung der Koeffizienten führt zu folgenden Gleichungen: 

(1) g = - 1. 

(2) Aus (IV): P,') = O, hieraus m = 2,404823. 

(3) Bus (111): 7 ,  + g,R(') = O, hieraus 7 ,  = + 0,431 753. 

(4) Aus (IV): 89, Pr) + 8g17, Pp),+g: m 2R(1)2= 0, hierauli g, = + 1,7 019. 
( 5 )  Aus (III): 7 ,  + gpR(') = O, hie~aus  7 ,  = + 0,21237. 

(6) Aus (IV): 89, @) C 8g271fl:) + 8glri~PI') + 8gI'V;q) 
+ 4g,gzmZR(')R<" -giliiLmBK(1)2 = O, hieraus g3= - 2,76. 

(i) Aus (III): Zqs + 2g,ql P t )  + gl$P(i) + 2gsR") - 0, 

hieraus 7 ,  = f 0,1610 usw. 

In den Gleichungen mit ungeraden Nurnmern sind die Koeffizien- 
ten der neu auftretenden Unbekannten 17, immer von O verschiedene 
Zahlen, in den Gleichungen mit geraden Niimmern, die zur Bestimmung 
der gi dienen, treten hier noch die Pb2 als Faktoren auf. 'Da  aber die 
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326 tfber Fliissigkeitsstrahlen, deren Formen Drehiingskorper sind. 

Konvergenz der aufgestellten Reihen physikalisch evident ist, kann kein 
Koeffizient unendlich sein, .es kann also nie 8) = U sein. Es scheint 
mir folglich folgender Satz über B es s elsche Punktionen physikalisch 
evident zu sein: 

,,Zwei verschiedelie Nu,llsteZlen vo?z JO) (s) stehen nie i.n einem kommen- 
surablen Perhaltnis". 

Diesen Satz habe ich in dem Handbuch von N i e l s e n  nicht gefunden. 

f3 9. AUS den gefundenen Reihen für g und va ergeben sich Roi- 
h m  von der Form: 

Um die ,,Contractio venae" zu beurteilen, bilden wir y - R und 
d - y = - "rdg-.  Aus den Formeln ergibt sich sofort: d x 

Also ist für unendlich kleines cp die Kontraktion der ersten Potenz des 
Konvergenzwinkela proportional, und zwar ist angeniihert: 

genauer: 

Aus der ersten Anniiherung kann man sich leicht graphisch ein 
Bild des Strahles machen. 

10. Berücksichtigung der OberiXactienspannung. 1st die mittlere 
Krümmung H, so herrscht, wahrend an der AuBenseite der Obediiche 
der Druck Null bleibt, an der Innenseite ein Druck GH Die Strahl- 
gleichungen werden: 

P =  Vo,  (VU)'- C-  2IP - GH.  

1st die Gleichung der Grenzkurve y = y(x) und IP = O, so hat man: 
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Frage 1. 1st ein Parallelstrahl moglich? Ja. Denn für y = R, 

f = cx liefern die Glcichungen R 2 c  = 2 Vo, cB = C - 5 - R 
Setzt man, um andere Integrale zu finden, x = R f ,  ?/ = Rr] und 

bezeichnet die Ableitungen nach 5 wieder mit Strichen, setzt ferner 

- CR . g; i,$ = k, [wobei betont werde, da8 k wesent- R7 di - 
lich positiv ist], so werden die Gleiçhungen: 

Frage 2. I d  eine Losung moglich, bei der g', g" usw. gegen 1 -g 
~erschwinden? Nein. Denn wiire g = 1 + cc, 7" 1 -a, a' und or" gegen 
a unendlich klein, so lieferte (IV): . 1  a" + . . = ( l + l + a + . - . )  
( 1  - 1 - a  + .  . .) + k ( -  $a + .--),  hieraus k - - 4 q. e. abs. 

Frage 3. 1st eine L6sung moglich in der Forrn 

g = 1 + gIe-"( + . . .; q2 = 1  + qle-m[  + . . .? 

Ja. Die Gleichungen (III), (IV) ergelien für g,, 7ii, m die Gleichungen 

g l ( a o + ~ m 2 + ~ m 4 + ~ . ~ )  +?,=O, 

- 2 (a, f al 9n2 + a,7n4 + . . -)yi + k.il (n? + $1 = 0. 

Hieraus für In: 
a 

4 . ( a ,  + a , m 2 f  a,m4 + . - -) + 7i(2m2 + l ) ( a o  + a m 2 +  i m 4 + . . . )  =O. 

Die kleinste Wuriel dieser Gleichung ist @Ber als die erste NuUsteUe von 
Jo(x),  aber kleiner a h  die erste Nuiistelle von JI (x), liegt also zwischen 
2,4 und 4. Die Kontraktion ist wegen des grEBcren m stürlcer als ohne 
die Einwirkung der Oberflii~hens~annung aber selbst für sehr goBe 
Oberfliichenspannung (1; = oc) ist der Untcrschied nicht sehr groB, weil 
m nicht über 4 wachsen kann. 
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Bücherschau. 

Dr. F. 7. Dalwigk, Privatdozent in Marburg. Vorlesungen ü b e r  dar- 
stellende Geometr ie .  I n  zwei Banden. Erstcr Band. Die Nethoden der 
Parallelprojektion. Mit 184 Figuren im Text und auf  1 2  Tafeln. XVI und 
363  S. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. Bo. In Leinwand geb. A 13.-. 

Von dem auf zwei Banden berechneten Werke liegt der erste Band vor, 
.der im ersten Teil die Mongesche Grund- und AufriB-Methode, im zweiten 
die schiefe ~ a r a l l e l ~ e r s ~ e k t i v é  und Axonometrie und auBerdem in einern Bn- 
hang noch eine Reihe einxelner Yrobleme behandelt. Schicken wir gleich vor- 
aus, da0 der mafigebende Eindruck der ist, daB der Verfasser den Stoff nach 
allen Richtungen sorgfiltig und kritisch durchgearbeitet hat, da0 er nach &fi$- 
lichkeit überall die verschiedenen Methoden und Losungswege angibt und über- 
haupt mtiglichste Vollstindigkeit erstrebt, wie er e r  j a  z. B. auch über die 
GroBe des ReiBbrettes und über die anzuwendenden Bleistifte Bemerkungen 
macht. Was die angewandte Methode betrifft, so vertritt  der Verfasser den 
durchaus richtigen Grundsats, moglichst bald a n  Korpern zu arbeiten, um 
au ~nschaul ichkei t  zu gewinnen. yielleicht t u t  er aber-in dieser Hinsicht des 
Guten zu vie1 und trennt dadurch manches, was doch besser im Zusammenhange 
behandelt wurde. So erkliiren sich die vielen Verweisungen auf das Spiitere und 
Frühere, welche den Leser ermüden, sowie die Anweisung (Einleitung S. VI), 
wie man das Buch lesen soll. Die neuere Geometrie wird n i r  in  bescheideneh 
MaBe herangceogen, ihre Grundprinzipien werden aber gelegentlich (S. 99) 
vorausgesetzt, ebenso einige Satxe aus der Krümmungstheorie der Flachen. 
Die gutgezeichncten Figuren sind zum Tcil im Tcxt, zum Teil suf 12 Safeln 
angeordnet. 

I m  Einzelnen 1aEt sich der Inhalt dos Buches kurz i n  folgender Weise 
zusammenfassen. Kachdem in den drei ersten Abschnitten die notwendigsten 
Beziehungen von Punkten, Ebenen und Geraden erledigt und im vierten Ab- 

- schnitt das Hilfsmittel der perspektivischen Affinitat, im fünften die zusammen- 
fallende und symmetrische Lage der Risse besprochen wurde, behandeln die 
beiden nachsten Abschnitte ebenflichige und krummflachige Korper in  einfacher 
und i n  allgemeiner Stellung, wobei auch Schattenkonstruktionen zur Sprache 
kommen. Der Ellipse und den andern Kegelschnitten ist dann der nichste achte 
Abschnitt gewidmet. Kun wird nochmals der Rotations-Xegel und der Rotations- 
Zylinder in  allgemeiner Stellung nebst Schattenkonstruktionen erortert. Der 
nachste Abschnitt greift wieder zurück auf die Fundamentalaufgaben, in deru 
er diese u n t ~ r  Vermeidmg der Ebenenspuren erledigt. E s  f o l g ~ n  sodann ehene 
Schnitte der Korper, insbesondere der Polyeder, des Rotations-Kegels und der 
Kugel, sowie die Durchdringungen zweier ebenflachiger und krummflichiger 
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Korper. Vermischte stereomotrische Aufgabcn und solche über das Dreikant 
bnngen nun zum SchluB noch der sechzehnte und siebzehnte Abschnitt. Be- 
trachtungen über Rotationsfliichen, dia Flachen 2. Ordnung, die Schraubcnlinie 
und die wichtigsten Schraubenfliichen, sowie ein Abschnitt über zentralperspek- 
tivische Kartenprojektionen (~tereogra~hische,  gnomonische Projektion) be- 
schlieBen den ersten Teil. 

Der zweite Teil behandelt die Parallelperspektive und die orthogonale 
Axonometrie. Die schiefwinklige Axonometrie und der Pohlkesche  Satz werden 
ermtihnt. 

In einem letzten Teil, der als Anhang bezeichnet wird, finden wir zunachst 
praktische Vorschriften über die Technik des Zeichnens, d a m  einiges über die 
Kreisrektifikation, sodann eine astronomische Anwendung der Orthogonal- 
projektion. Die Beleuchtungslehre wird unter Erwahnung der verschiedenen 
Yethoden besprochen und zum SchluB die kotierte Projektion. 

Gerade dieser Anhang verleiht dem Ruche eine gewïsse Reichhaltigkeit. 
1st es schon an und für  sich gut, daB bei den Dreikantsaufgaben auch die wich- 
tigsten Formeln der sphiirischen Trigometrie abgeleitet &den, wobei auch ein 
mechanischer Apparat, der Sonnenstandsniesser von W il1 i ch ,  besprochen wird, 
so gibt der Anhang drei weitere Untcrsuühungen über den ~ i s a m m e n h a n ~  
znischen Stundenwinkel, Deklination, Hohe und Azimut bei gegebener Pol- 
bohe, zum Teil in Tabellenform. lm  vierten Anhang wird auch das i n  Lehr- 
büchern noch nicht behandelte R O d e n b e r gsche Verfahren zur Konstruktion 
der Helligkeitsstufen erih-tert. i;'tier Kamrn- und Tallinien fügt der Verfasser 
(S. 358) bei der kotierten Projektion gute Bemerkungen bei und endlich ware 
noch der Beweis des Henr ic i schen  Satzes für das Rotationshyperboloid (S. 239) 
hervorzuheben. 

Einiges scheint dem Xeferenten auch verbesserungsbedürftig. So ware der 
Vorgang der Abwicklung einer al-iwickelbaren Flache, auch wenn er i n  die 
Theorie der E'lachen gehort, prinzipiell zu erortern und dürfte nicht gewisser- 
maBen ohne Sang und Klang eingeführt werden. Die schiefe Parallelperspektive 
(S. 265) scheint mir auch nicht allgemein und prinzipiell genug dargestellt 
zii sein. Sich von allem Anfang an schon aiif die Verkiirzung und den 
xinkel von 30' zu beschrbken, is t  nicht empfehlenswert. Der  P o  h l k e  sche 
Satz endlich müBte in einem Lehrbuche der darstellenden Geornetrie, das i n  
erster Linie doch für Mathematiker bestimmt ist, unter allen Umstanden be- 
niesen werden. Weiter sind noch folgondc Irrtümer su beseitigen. Der Aus- 
dmck ,,ElliptischeriL Kegel (S. 161)  ist  als sinnlos durch ,,Allgemeiner Kegel 
2.0rdnungU zu ersetzcn; ein Wendepunkt ist in der orthogonalen Projektion einer 
Raumkurve schon gegebeu, wenn die ~chmiegungsebene-des betreffenden Raum- 
punktes auf der Bildebene senkrecht steht. Es ist also nicht notig, daB die 
Iiauptnormale auf der Bildfliiche senkrecht steht (S. 179). Die auf S. 318 
gegebene Rektskat ion des Kreises stammt nicht von S c h l o m i l c h ,  sondern 
von dem polnischen Jesuiten K o  c h a n s k  y (1685). 

München, Jiili 1 9  1 2. KAKL D~HLEMAXN. 
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Nene Bücher, 

MAENNCHEN, Pa., Geheimnisse der Rechenkünstler. (Mathem. Bibliothek, 13.) 
Berlin und Leipzig 1913, Seubner. Kart. -.80. 

S. auch 42, 47. 

Astronomie, mathemat ische Geogrnphie. 

C ~ P B E L L ,  W. W., Stellar motions. London 1913, Milford. 17 S. 

E n c y  c l o p  é d i e  des sciences mathématiques pures e t  appliquées. T. VIL 
(1. vol.), astronomie sphérique. Fasc. 1. Paris, Leipzig 1913, Seubner. 

X 8.40. 
L ~ K A ,  W., Lehrbuch der Astronomie und der mathematischen Geographie. 
II. Teil: Praktisühe und theoretische Astronomie nebst der mathematisclien 
Geographie. Für das Selbststudium und zum Gebrauch an Lehranstalten. 
Bremerhaven u. Leipzig 1913, v. Vangerow. Ji 5.-; geb. iil 6.-. 

Darstellende Geonietrie. 

MITZBCHEI~LIXG, ARTHCR, Daa Problem der Kreisteilung, ein Beitrag zu seiner 
Entwicklung. Mit einem Vorwort v. Heinrich Liebmann. Leipzig u. Berlin 
19 13, Senbner. JL 7 .-; geb-. i n  Leinw. X 8.40. 
NICOMEDI, R., Piani quotati. Napoli 1913, Pironti. L. 5 . 5 0 .  

Geschichte. 

BENSAUDE, JOA~UIX,  L'astronomie nautique au  Portugal à l'époque dea grandes 
découvertes. Beni 1913, Drechsel. R IO.-. 
BESSEL und STEI~\HEIL, Briefwechsel. Hrsg. im Auftrage der Konigl. Aka- 
derniexi der Wissenschaften zu Berlin u. Miinchen. Leipzig 1913, Engelmann. 

1 a.-. 
HEATII, Srir Tnoxas L., Archimedes' Werke, mit  moderuen Bezeichnuugen 
herausgegeben und mit eirier Einleitung versehen. Deutsch von Fritz Kliem. 
Berliu 1914, Haring. -44 16.-. 
L~WENHEIM, Louis, Die Wissenschaft Demokrits und ihr Ein5uB auf die 
moderne Naturwissenschaft. Hrsg. von Leopold Lowenheim. Berlin 1914, 
Simion. X 6.-. 
MEYER, K., Die Entwickelung des Temperaturbegriffs im Laufe der Zeiten. 
(,,Die Wisseu~chaft" Bd. 48.) Braunschweig 1913, Qieweg & Sohn. 

olC 4 .-; geb. in Leinw. X 4.80.  
VERNERI, JOANNIS, De triangulis sphaericis libri quatuor, de meteoroscopiie 
libri sex, cum proœmio Georgii Joaçhimi Rhetici. II, de meteoroscopiis, hrsg. 
v. Joseph Würschmidt, unter Benutzung der Vorarbeiten v. A .  Bjombo. Mit 
einem Vorwort Y. Eilhard Wiedemann. (Abhandlungen zur Geschichte der 
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mathem. Wissensch. m. EinschluB ihrer Anwendungen, Heft XXIV, 2.) Leipzig 
und Berlin 1913, Teubner. X 12.-. 

13, WITTIXQ, ALEXANDER, U. GEUHARDT, MARTIN, Beispiele zur Geschichte der Mathe- 
matik, ein mathematisch-historisches Lesebuch. II. Teil. Mit einem Titel- 
bild. (Mathem. Bibliothek, 15.) Leipzig und Berlin 1913, Teubner. 

Kart. Ji --.go. 
S. aueh 1, 5. 

- 
14. DENIZOT, ALFRED, Das Foucaultsche Pende1 und die Theorie der relativen Re- 

wegung. Leipzig und Berlin 1913, Seubner. A 3.-. 
15. HARTYIWN, FRDR., Die statisch unbestimmten Systeme des Eisen- u. Eisen- 

betonbaues, berechnet aus der Formanderungsarbeit und aus den Formiinde- 
ruugen selbst. Berlin 1913, Ernst & Sohn. A 8. -; geb. A 8.80. 

16. HENCKY, H., Der Spannungszustand in rechteckigen Platten. München u. 
Berlin 1913, Oldenbourg. X 4.-. 

17 .  HENKEL, OTTO, Graphische Statik, mit besonderer Berücksichtigung der EinfluB- 
liuien. II. Teil: Durchgehende Gelenktrager. Dreigelenkbogen. Formiinde- 
rungen gerader Triger. Durchgehende (kontinuierliche) Triger.  Formande- 
rungen gebogener Triger.  Zweigelenkbogen. Eingespannter Bogen. Erddmck 
und Wasserdmck. (Sammlung Gdschen NI. 695). Berlin u.  Leipzig 1913, 
Güschen. Geb. in Leinw. ,l -.go. 

18, HERRMANN, EUSST, fSber die einformige Bewegung des ehenen kreisverwendt- 
veranderlichen Systems. Dise. Dresden. Weida i. Th. 1913, Druck von Thomas 
& Hubert. 

19. MOIIE, OTTO, Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. 2., neu 
bearbeitete u. erweiterte Aufl. Berlin 1914, Ernst & Sohn. 

X M.-; geb. X 19.50. 
20. M~LLEB, Rrr~. ,  Theorie der zeitlich veriinderlichen Strijmung des Wassers in  

Tiirbinenleitungen m. Reriicksichtigung graphischer Verfahren. Borna 1913 
(Dresden, Dressel). X 2.80. 

21. ~ ~ I L ~ R R S T E M ,  I,., Vectonal Mechanics. London 1913, Macmillan & Co. 7 a. 6 d. 

Physik, physikaliscbe Chemie. 

2%. BLONDLOT, II., Einführung in die Thermodynamik. Mit Zusiitzen und Ver- 
besserungen des Autors versehene autoris. deutsche Ausg. der 2. franz. Aufl. 
besorgt von Car1 Schorr und E'rdr. Platschek. Lhesden 1913, Steinkopff. 

X 4.-. 
23. BRAGG, W. H., Durchgang der or-, p-, y- und Rontgen-Strahlen durch Materie. 

Deutsch von Max Iklé. Leipzig 1913, Barth. 
A 6.80; geb. in Leinw. A 7.80. 

24. COHN, EMII., Physikalisches über Raum und Zeit. (Naturwissenschaftl. Vor- 
trage u. Schriften, hrsg. von der Berliner Urania, Heft 6.) 2., verb. Aufl. 
Leipzig u. Berlin 1913, Seubner. X -.80. 

25. C o n s t i t u t i o n  d e  l a  m a t i è r e ,  Les idees modernes sur la. Conférences 
faites en 1912 par  E. Bauer, A. Blanc, E. Bloch, Mme P. Curie, A. Dcbierne, 
L. Dunoyer, P. Langevin, J. Perrin, H. Poincaré, P. ReiB. (Société française 
de Physique, collectinn de mémoires relatifa à la  Physique, deuxième s6rie.) 
Paris 1913, Gauthier-Villars. Fr. 12.-. 

26. EKRENFEST, PAUL, Zur Krise der Lichtather-Hypothese. Rede, gehalten beim 
dntritt des Lehramts an  der Reichauniversitat zu TAden. Berlin 1913, Springer. 

X -.60. 
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27. HERZ, NOHB., Lehrbuch d. Physik. Wien 1913, Deuticke. X S.-. 
28. KALXHNE,.ALFRUD, Grundzüge der mathematisch-physikalischen Akustik. II.Tei1. 

(Sammlung mathem.-physikal. Schriften Il,?!.) Leipzig u.  Berlin 1913, Seubner. 
1 5 . 4 0 ;  geb. in Leinw. X 8.-. 

29. Kncrraranix, HUGO, Allgemeine u. physikalische Chemie. 2 Teile (Sammlung 
Goachen Kr. 71 u .  NI. 698.) Berlin und Leipzig 1913, Goschen. 

Geb. in Leinw. X -. 90. 
30. LANU, I~OBERT, Experimentalphysik. II. Wellenlehre und Akustik. (Sammlung 

Goschen Nr. 612.) Berlin und Leipzig 1913, Goschen. 
Geb. in Leinw. X -. 90. 

31. LOMMEL, Z. v., Lehrbuch der Experimentalphysik. 20.-22. neubearb. Aufl. 
hrsg. von Walt. Konig. Leipzig 1913, Barth. 

A 6 . 6 0 ;  geb. in Leinw. X 7.50. 
38. LORENZ, H m s ,  Lehrbuch der technischen Physik. IV. Band: Technische 

Elastizitiitslehre. Miincheu n. Berlin 1913,  Oldenbourg. 
A 1 8 . - ;  geb. A 2 0 . - .  

83. MORITZ, F., l e s  moteurs thermiques dans leurs rapports avec la thermo- 
dynamique. Moteurs à explosion et combustion. Machines alternatives 
à vapeur. Turbines à vapeur. Paria 1913, Gaiithier-Villars. Fr. 13.  -. 

34. 'JIMFUAR, RAIM., Grundlagen der  Physik des Flugea. Wien 1913, v. Waldheim. 
Y 4.-. 

35. OSTERTAG, P., Berechnung der Kaltemaschinen auf Grnnd der Entropie-Dia- 
gramme. Berlin 1913, Springer. A Al4. - .  

36. POYSTING, J. H., and T a o ~ ~ s o r r ,  SIE J. J., A textbook of Physics: Properties 
of matter. Wedi t ion ,  carefully revised. London 1913, G r i f h .  10 B .  6 d. 

37. ZART, A., Bausteine des Weltalls, Atome und Moleküle. Stuttgart 1913, Frankh. 
X 1 . - ;  geb, A 1.FO. 

38. ZEEYAN, P., Reaearches in Nagneto-Optics. London 1913, Macmillan & Co. 
6 S. 

S. auch 11, 14, 42, 44, 48. 

Eechenhilfsmittel .  Tefeln. 

39. CAEY, E. R.: The solution of railroad problems by the slide rnle. New York 
1913, Van Nostrand. $1.- .  

40. NELL, A. M., Fiinfstellige Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen 
Funktionen. Vollige Neubearbcitung von Ludwig Balser. 14. Aufl. GieBen 
1913, Both. Geb. X 2.-. 

Yerschiedenes. 

41. BON, FRXD, 1st es wahr, da8 2 x 2 = 4 i s t ?  Eine experimentelle Untersuchmg. 
Leipzig 1913, Reiuicke. 1 12.-. 

42. BORTKIEWICZ, L. Y., Die radioaktive Strahlung ala Gegenstand wahracheinlich- 
keitstheoretischer Untersuchungen. Berlin 1918, Springer. 1 4 . - .  

48. BRAKFORD , B.,  Betrachtungen über mathematische Erziehung vom Kinder- 
garten bis zur Universifat. Deutsch von R. Schimmack u. B. Weinreich. 
Leipzig u .  Berlin 1913, Teubner. A 6 .  -, geb. in Leinw. X 7.  -. 

44. BURALI-FORTI, C., et MARCOLONGO, R., Analyse vectorielle générale. II. Appli- 
cations à l a  mécanique e t  à l a  physique. Pavie 1913, Kattei  & C. L. 6.-. 

45. J a h r b u c h  über die Fortschritte der  Mathematik. Band 42, Jahrgang 1911, 
Heft 1. Berlin 1913, lleimer. 1 19.-. 

46. KATZ, D., Psychologie und mathematischer Unterricht. (Abbandlungen üb. 
den mathem. Unterricht in L)eutschland, veranlaUL durch die internationale 
mathematische Unterrichtskommissiou, Band III Heft 8.) Leipzig u. Berlin 
1913, Seubner. X 3.20. 
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LECAT, MAGKICB, Bibliographie du calcul des variations 1860-1913. Gand 1913, 
Hoste. Fr. 4.- 
LORENTZ, H. A., EINSTEW, A., MINKOWSKI, B., Das Reativitatsprinzip. Eine 
Sammlung von Abhandlongen. Mit Anmerkungen v. A. Sommerfeld u. Vor- 
wort Y. O. Blunienthal. (Fortschritte der mathematischen Wissenschaften, 
Heft 2.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. A S.-; geb. X 3 . 6 0 .  
Scrmm~a,  K., Ilervonagende Leistungen der Technik. Erster Teil. Fiir reife 
Schüler. (Bastian Schmids naturwissenschaftl. Schülerhibliothek, 20.) Leipzig 
u. Berlin 1913, Teubner. Geb. in Leinw. X 3 .-. 
THOMPSON, G., Geometry of building construction. London 1913, Routledge. 

1 s .  6 d .  
ZORETTI, L., Leçons de mathématiques générales avec une préface de P. Appell. 
Paris 1914, Gauthier-Villars. Fr. 20.-. 

Eingelaufene Schriften. 
[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regehGBig aufgeführt. 
Die Beaprechung geeigneter Schriften bleibt vorbchalten. Rücksendung findet 

nicht atatt.] 

A s t r o n o m i c a l  r e s e a r c h ,  theoretical, A plan for an institute for. Lund 1913, 
printed by HBkan Ohlsson. 

BEBGYANN, HUGO, Das Unendliche und die Zahl. Halle a. S. 1913, Niemeyer. 
A 2.60. 

BOLYAI, W O L P Q A ~  und JOEANN, Geometrische Untersuchungen. Mit Unters tü tz~in~ 
der ungarischen Akademie der Wissenschaften hrsg. v. P. Stickel. 1.  Teil: 
Leben u. Schriften der beiden Bolyai. 2. Teil: Stücke aus den Schriften der 
beiden Bolyai. (Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie, 
11 1 u. II 2.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. 

Zusammen X 28.-; geb. in Leinw. 4 32.-. 
BOHTKIEWIÜI, L. Y., Die radioaktive Strahlüng . . ., S. N. B. (,,Nelie Bücher") Nr. 42. 
BUNFORD-SCHIM~CK-WBINHEIÜH, Betrachtungen über mathematische Erziehung, 

)I. N. B.  43. 
BUUI-FORTI, C., M A K G ~ L O N ~ V ,  R., Analyse vectorielle g h k a l e ,  II, B. N .  f3. 44. 
CRÂTELET, A., Leçons sur la  théorie des nombreri. (Modules. Entiers algébriques. 

Réduction continuelle.) ProfesriCes au Collège de France. Paris 1913, Gauthier- 
Villars. Fr. 5.60.  

COHX, E., Physikalisches über Raum u. Zeit, s. N. B. 24. 
C o n t r i b u t i o n s  from the Jefferson physical laboratory of Harvard Univerriity for 

the year 1912. Vol. X. Cambridge, Mass., U. S. A. 
Cons t i tu t ion  d e  l a  m a t i è r e ,  L e s  i d é e s  m o d e r n e s  s u r  l a ,  s. N. B. 25. 
DARBOUX, GASTON, Leçons sur la théorie généra10 des  surface^ et  les applications 

géométriques du calcul infinitdaimal. Premibre partio. Généralit&. Coordonnées 
curvilignes. Surfaces minima. Dcuxième édition, revue et augmentée. Paris 
1914. Gauthier-Villars. Fr. 20.-. 

D E ~ O T ,  A., Da8 Foucaultache Pendel, B. N. B. 14. 
E H B ~ F E S T ,  P., Zur Krise der Lichtiather-Hypothese, a. N. R. 26. 
FILLUNGER, PAUL, Der Auftrieb in Tahperren (Sanderabdmck ans der ,,Osterreichi- 

schen Wochensclirift f. den iiffentlichen Raudienst", Heft 31, 32, 33  u. 34, 
Jahrg. 1913.) Wien 1913. Selbstverlag. 

HAAB, J., Coum complet de Mathématiques spéciales. 1. Algèbre et  Analyse. Paris 
1914, Gauthier-Villors. Fr. 9 .  - 
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HAAG, J., Exercices d u  cours de Mathematiques specialer! 1. Algèbre et  Analyse. 
Paris 1914, Gauthier-Villars. Fr. 7 . 5 0 .  

HEATE-KLIEM, Archimedes' Werke, S. N. B. 9. 
HENCRS, H., Der Spannungszustand in rechteckigen I'latten, s. N. B. 16. 
TIENHEL, O., Graphische Statik, II, S. K. B. 17.  
HEERXUN, E . ,  Einformige Bewegung des ebenen kreisverwandt-veranderlichen 

Systems, B. N. B. 18. 
K ~ L ~ N E ,  A., Mathematisch-physikalische Akustik, a. N. B. 28. 
KAUFP-N, H.,  Allgemeine u. physikalische Chemie, S. N. B. 29. 
KATZ, il., Psychologie und mathernatischer Unterricht, S. N. B. 46. 
KOMMERELL, V., und KOMPEXELL, K., Analgtische Geornehie, fiir den Schulgebrauch 

bearbeitet. 1. Seil. P., verb. Aufi. Tübingeu 1913, Laupp. 
A 2 . 4 0 ;  geb. in Leinw. X 3.-. 

K n ~ n s ,  ~ N R A ~ ,  Grundrifl der Arithmetik für  Lehrer- und Lehrerinnen-Bildungs- 
anstalten. G . ,  umgearbeitete Aufl. m i e n  1913 ,  Pichleru Witwe & Sohn. 

K. 3.50. 
LANG, B., Expenmentalphysik, II., S.  N. B. 30. 
Lis-, W., Lehrbuch der Astronomie u. der mathematischen Geographie, II., 

8. N. B. 4. 
LECAT, M., Bibliographie d u  calcul des variations, 8. N. B. 47. 
LORENTZ-KINSTIIN-MINKOW~KI~ Uaa Relativitatsprinzip, S. N. B. 48 .  
LORENZ, H., Lehrbuch der technischen Physik, S. N. B. 32. 
L ~ ~ E N S T E I X ,  L., Die Wissenachaft Demokrits, S. N. B. 10. 
LOTS, ALFRED, xn + y" = zn? Beweis des groBen Fermatschen Satzes. Altenburg 

S. A. 1913, Selbstverlag. 
MABNNCHEN, P., Geheimnisse der Rechenkünstler, s. K. B. 1. 
MEYER, K., Entwickelung des Temperaturbegriffs, a. N. B. 11. 
MITZ~CUEHLIN~, A., Das Problem der Kreisteilung, S. N. B. 5. 
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Berichtigungen zn dem Aufsats von Max Sergelius: Untersuchungen Binetv- 
graphischer Korrespondenzen 12, 21 In der Ebene und ini Ranme. 

(Diese Zeitsçhrift Band 61, Heft 4 (1913).) 

S. 367, Z. 8 Y. u. lies: Untersnchung statt: Untersuchungen. 
,, 368, Z. 8 v. u. lies: Regelflacheu statt: neue Typen von E'lichen. 
,, 373, Z. 16  v. o. lies: Zb stcttt: Sb.  
,, 573, Z. 16 v. u. ist nach: Drehpunkt einzuschalten: z. B. 

d S Q ' W 7 ,  ,, 375, auf der Mitto der Beite, lies: 1, = - ------ 
ai/."+Y'+ c 

,, 375, GI. (8) lies im Nenner des Ausdrucks für x: E x  statt: kg. 
,, 376, G1. (9) und (10) müsscn lantcn: 

E = x  x = E  
und 

7 = - Y  Y = - ? 1  

,, 379, Z. 6 v. u. lies: unendlich fernen statt: fraglichen imaginaren. 
,, 379, Z. 2 v. u. itit zu streichen: durch den Drehpunkt. 
,, 350, G1. (13) lies: c statt: e. 
,, 382, Z. 1 v. u. ist  nach gibt einzuschalten: wenn b und (2 negativ genommen 

werden. 
,. 383 ist G1. (18) abzuandern in: 

(TV f2)[nkaP(E" 7') - ( C E  - nb)']. 
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S. 385, Z .  8 v. o. lies: or statt: rp. 

,, 385, 2. 11 v. u. lies: k,. statt: h,. 
,, 387, Z. 1 v. o. in der Tabelle zu Fig. 8 lies:  c%tatt: be.  
,, 389, Z.  13 v. u. lies: X statt  H. 
,, 390 soli die Tabelle zu Fig. 9 lauten: 

s < l  oder ca-n4a"0 

,, 390, Z I l  v. o. sind und 7 zu vertauschen. 
,, 391, Z .  12 v. o. lies: dg  statt: d. 
,, 391, Z. 7 v. II. lies: h, statt: h,. 
,, 391, Z. 1 v. n. lies: (18) s ta t t :  (28), ferner: einen Doppelpunkt und einen 

Kegelschnitt s ta t t :  zwei Kreise, sowie: (19) statt: (29). 
,, 392, Z. 19 v. o. lies: einen Doppelpunkt und einen Kegelschnitt s t a t t r  zwei 

Kreise. 
,, 395, Z. 16 v. o. ist Tor: affinen einzuschalten: kollinearen. 
,, 401, Z. 8 P. u. lies : F,. statt :  Pb. 
,, 402, Z. 11 v. u. ist nach der zweiten Klammer der Exponent zu streichen. 
,, 403, Z. 18 v. o. lies: Bei alleu Zuordnungen ergeben sich Regelfiichen. 

Anrn. Um MiBverstbdnisae zu vermeiden, will ich in benug auf die § Q  6 und 13 

folgendes hervorheben: Infolgo der Entstehung der Korrespondenzen entsprechen 
im allgemeinen eiuem Kreis bzw. einer Kegelflhhe des einen Bystems zwei Kreise 
bzw. Kegelfiehen des andern. AuBer diesen Kurven bzw. Fliichen kann es noch 
in  beiden Systemen Bahn-Kumen bzw. -Flicheu gebeu, welche den obeu erwahnten 
Bedingungen (im ganzen oder teilweise) nicht genügen. Z. B. die Kurve f," S. 380. 
Die Minimalgeraden dieser Kurve bilden sich auf die Kreispunkte ab. Dasselbe 
is t  der Fa11 mit der Flachc Fr und F," in g 13. Solehe Kilrven bzw. Flachen, die 
eine Ausnahme von der allgemeinen Zuordnuug machen, nenne ich flbergangs- 
Knrven bzw. -Flacheu. 
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Tangenten an Hellegleichen. Von EMIL WAELSCK. 

Tangenten an Hellegleichen. 
Von ENIL WAELSCH in Brünn. 

Zur Darstellung der HeUigkeitsverhLltnisse einer parallel beleuchteten 
Piache nimmt man in der darstellenden Geometrie unter gewissen Voraus- 
setzungen an, daB die Helligkeit in einem Plichenpunkte gleich gesetzt 
werden kann dcm Kosinus des Einfaliswinkcls des Lichtes. Mit dieser, 
wie bekannt, erheblich von der Wirklichkeit abweichenden Annahme er- 
zielt man doch hinreicliend plastische Bilder. Es  ist dann von Interesse, 
für einen Schrag- oder LotriB eine einfache Konstruktion der Tangente 
an die ï'rennungsliniel) oder eine andere lsophote zu kennen. Hierzu muB 
bekanntlich iin Bisse die K~n~jugier te  EU ciner Tangente dor Flicho kon- 
struiert werden, wenn im Risse die Krümmungsverh%ltnisse der Plache 
irn Berührurigspunkt hinreicherid bestimmt sind. 

Nach Losung dieser Aufgabe wird sie im folgenden spezia.lisiert für 
den LotriB einer Drehflache auf eine Projektionsebene, die senkrecht oder 
parallel znr Achse oder paiallel zur Lichtmeridianebenea) ist. 

Hierauf mird die analoge Aufgabe behandelt3) für Hellegleichen 
uriter Zugruridelegung eines allgemeineren Helligkeitsgesetzes und d a m  
spezialisiert für das L a m b e r t  sche Gesetz bei Parailelbeleuchtuag (Iso- 
phengen) sowie für die Beleuchtung aus einem Zentrum4) und schlieBlich, 
urn auch ein kompliziei.teres Bcispiel zu gcben, fiir das L O m m e l -  S e e l ige r -  
sche Gesetz.=) 
--- 

1) Vgl. die Konstruktioncn der Tangente a n  die Trennungslinie für Dreh- 
tiiichen bei A. Y a n n h e i m ,  ,,Cours de géom. descr." S. 335ff., und R o h n  und 
P a p p e r i t z ,  Lchrb. d. darst. Geom. Bd. 1, 3. Aufl., S. 338 u. S. 342 auch für Zentral- 
Iieleuchtung. 

2) Vgl. A. Suc  h a r  d a ,  ,,Über die Lichtgleichen derIlotations5iLchen beiparallel- 
beleuchtungiL, Bull. intem. de  l'Ac. des Sc. de Uoh. 1903, S. 237, wo auf kinematisch- 
geometrischem Wege die Aufgabe fiir den LotriE auf die Lichtuieridianebene in 
komplizierterer Weise gel6st wird. 

3) Hierbei w u d  zur Rechnung die kinematische Blethode von G. D a r b o u x :  
,,Lecous sur l a  théor. g6n. des surfaces'' verwendet. 

4) Vgl. E. W a e l s  ch :  ,,Über die Isophoten einer Yliiche bei Zentralbeleuchtung", 
Sitzgber. d. k. Ak. z. Wien, Bd. 101, Abt. I I a  (1892), S. 79. 

6) S. von geometri~cher Seite: H. B u r m e s t e  r ,  Untcrs. d. wahren Hellegleichen 
auf d. Kugel nach d. Lommel-Seeligerschen GesetzLL, Zeitschr. f. Math. n. Phys. 
Bd. 68, S. 129,  wo auch die zugehoripe Literatur angegeben ist. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyeik. 62. Band. 1914. Heft 4. 2 2 
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1. Konstrukt ion des  Risses d e r  Boqjugierten Tangente. Pür den 
Punk t  X der Fliiche F bezeichnen: Tx die Tangentialebene, n, die Normale, 
t, ( x  = 1,2) die Hauptkriimmungstangenten, IL den Hauptkrümniungs- 
mittelpunkt für  den durch t, gehenden Normalschnitt, R, den Haupt- 
krümrnungsradius = xT,, g, die durch Cz zu t, parallele Gerade. 

1st der Punk t  X' zu X unendliehnahe auf der Tangente t von F, 
so bestimmen die Normalen n,, n,, ein windschiefes Element, dessen Nor- 

malenparaboloid Pt bekanntlich die zu t senkrechte 
Pig. 1. 

Tangente t, und die Geraden n,, g,, g, enthiilt. Die kon- 
jugierte Tangente z von t ist die Schnittlinie von T, 

,%' und Tx, und daher paralid zur kürzesten Transversalen h 
. ,ï 

.,/' von fi, und n,,. Da nun h die. Achse von Pt ist, folgt: L? c: P.... , ,,z ist parallel zur Achse von Pt1), geht somit nach 
dem P>erührungspuilkt von Pt mit  der unendlichfernen 
Ebene". y Der UmriB von P, bei Perallelprojektion auf eine 
Ebene II ist eine Parabel Pt', deren Achse parallel ist 

1 X' zur Projektion h' der A c h e  h von Pt. Diese Parabel 
besitzt die Tangenten n i ,  t i ,  g;, gi, so daB folgt: .z' ist parallel zur 
Achse der Parabel Pi, welche die Geraden .ni, t i ,  g; , gS berührt". Mit 
Hilfe des B r i a n c h o n s c h e n  Satzes erhLlt man d a m  aus dcm Fünf~eit  

plg. 2. dieser und der unendlichfernen Geraden die Gerade z' als -yf! Verbindungslinie von X' mit  dem unendlichfernen Punkt 
der Parabel P:; es ergiht sich nach Fig. 1: z'= X'Q, 
wobei C; Q 1 1  gl, P Q II ga ist. 

2. Anwendung auf DrehflLichen. Die Flache F sei 
? jetzt eine Drehfliiche mit der Achse %; p ,  m seien der 

:\, 
durch X gehende Parallelkreis bzw. Meridian derselben. 

C, I Dann sei Cl der Schnittpunkt von n, mit %, C, der Mittel- Y. 8 

'--.-! punkt des Krümmungskreises 7; von m fur X ,  so daB g,, g, C L - . ,  %.. . --.... 
bzw. parallel sind zu den Tangenten von p  bzw. m. 

Wird auf eine zu % senkrechte Ebene II orthogonal projiziert, BO 

fallen ni und gS zusammen, und die Parabel P,' berührt lz; in q. 
Daher ergibt sich nach Ohigem fiir z' die Konstruktion H g .  2, in welcher 
gi und Ci Q senkrecht 92; und P Q parallel n i  sind. ti kann gefunden werden 
als konjugierte Polare von t' bezüglich des Kreises mit dem Zentrum C; 
und dem Radius A,. 

1) Vgl. hienn A. Mannheim, a. a. O. S. 300, wo dieser Satz die Form hat: 
,,Die Tangente in einem Piinlrte a an die Diïektrix einer Normalie der Flache F 
und die Spur der Zentralebene für a dieser Normalie auf der Tangentialebene der 
Flache in a sind konjugierte Tangenten". 
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Bei Orthogonalprojektion auf eine Ebene, die SI enthalt, ergibt sich 
die Konstruktion der Fig. 3, wobei (X) ein Punkt von p in 17 ist. t: ist 
die konjugierte Polare von t" bezüglich des Kreises mit dem Zentrum Cl, 

der durch (X) geht. 
3. Konstruktion des Risses der  Tangente an dio 

Trennungslinie u n d  an Isophoten. Bei Parallelbeieuch- 
tung ist bekanntlich die Tangente z für  eirien Punkt X 
der Trennungslinie T auf der Plache F konjugiert zum 
Lichtstrahle t ,  der P in X berührt, und allgemeiner 
ist die Tangente ri des Punktes X an die durch diesen 
Punkt gehende Isophote konjugiert zur Orthogonal- 
projektion t des durch X gehenden Lichtstrahls Z auf 
die Tangentidebene T', (Dupin). Demnach gelten die 
bisherigen Konstruktionen auch für die Tangente der 
Trennungslinie bzw. einer Isophote. 

Liegt speziell eine Drehflache vor, und ist insbesondere fl iden- 
tisch mit der Lichtmeridianebene, demnach parallel Z, so ist t: für alle 
Funkte X des Parallelkreises p senkrecht zu 1. Aus den iihnlichen Drei- 

ecken mit  parallelen Seiten P Q X ,  S X " 4  (Fig. 3) 
ergeben sich die ahnlichen Tripel 5 UJ,, Y VX", 
wo U der Schnittpunkt der Geraden SJ, mit p" kt, 

41 so daB folgtl): ,,Die Risse z" der Isophotentangenten 
der Punkte des Parallelkreises p gehen alle durch 
denselben Punkt J ,  auf der dnrch S zu 1 senkrechten 

welchen die Tripe1 J,  US, (X)(C,)  Cl 

kann daher etwa nach Fig. 4 kon- 

4. Bestimmung der  Heiiegleichentangente TH 
bei H (g, g'. y, y'). E s  sei IJ der leuchtende Punkt und L' das Auge; 
y, y '  seien der E i n f d s -  bzw. der Ausfallswinkel für den Punkt X der 

1) Vgl. A. S n c h a r d a ,  a. a. O. S. 240. 

2) W5re die Drehflache vom zweilen Grade, mit dem Kegelschnitt E a h  
Lichtmeridian, BO ist  der LotriB T" der Trcnnungslinie der znm Lichtstrahl konju- 
gierte Dnrchmesser von E. Die obige Konstruktion (Fig. 3) des Lotrisses z" (= T") 
der Tangente eines Punktes X der Trennungslinie ergibt dann eine Beziehung, die 
benützt werden kann,  um den K~mmungsmit te lpunkt  (C2) des Punktes (X) des 
Kegelschnittes R zu konstruieren. Verlegt man d a m  den Punkt (X) in den Schnitt- 
p u n h  A von 2"" mit X, so ergibt sich die bekannte einfache Konstruktion des 
Krümmungsmittelpunktes CA von K fiir A :  1st P der Schnittpunkt der Normale 
.nA mit a, liegt ferner Q auf M A ,  wo ,W der Mittelpunkt von K is t ,  und is t  
P& 1 % A ,  80 iet &CA 1 a. 

2'2* 
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Plache P; Q, Q' scien die Entfernungen des Punktes X von L, L', und es 
mage das Gesetz gelten: ,,Die Helligkeit H im Punkte X i d  die Funktion: 
H ( Q ,  Q', y, y')." Man kann dann, wenn n = cos y ,  n'= cos y' ist, setzen: 

H = H(Q" ,la, n,  n'). 

Fiir die HelZegleZche H = const auf F, welche durch X gelzt, soll die 
Tangzgmtc TE in X bestimmt werden. 

Hierzu seienl) die Koordinaten der Verschiebung eines Punktes L 
mit den Koordinaten x, y, z  bezüglich des Trieders der Hauptkrümmungs- 
tangenten und der NoimaIe n,: 

dx + A d u  + q z d u  - ( r d u  + r l d v ) y ,  

(1) d y  + C d v  + ( rdu + r l d v )  - p , z d v ,  

d z  + p , y d v  - q x d u .  

Diese Verschiebung muB verschwinden, falls L fest im Raume ist; es müssen 
also die Gleichungen gelten: 

dx =- Adu - y z d u  + ( r d u  + r , dv )y  

PI d y  = - C d v  - ( r d u  + r , dv )x  + p,zdv  

d s  = - p i y d v  + q x d u .  

Sol1 X unendlich wenig auf der Hellegleiche fortschreiten, so muB 
d H  - O sein, also muB, wenn: 

aH -- âH aH a ZI 
- H l  - = Hz, 2-Q, = H;) - - 

a p S  a a,s - Hi 
gesetzt wird, die Gleichung gelten: 

B l d g e +  Il,dn + H ; d g f B +  Radn'= O .  
Nun ist: 

d g s  = 2  ( x d x  + y d y  + ~ d z )  = nsch (2)  = - 2 ( A x d u  + Cydv),  
da 1 z d n L -  - d 9 a .  

Q 2 P =  

Ebenso hat man für den festbleibenden Punkt L' mit den Koordinaten 
x', y', s': 

a d  1 2' 
(4') = - 2(Azrd.u + C y r d v ) ,  n '  - - - d g i a .  

Q' 2 q ' S  

Demnach ergibt sich aus (3): 
(5)  2H, (Axdu+  C y d v )  - I l , d r a + S U ~ ( A x ' d u +  Cy 'dv)  - H,'dn'=O. 

Da nun, wenn w der Winkel ist, den die Tangente zn mit der x-Achse 

1) S. Darboux ,  a. 8. O. t. II. p. 373, Formel (B"'). 
2) S. D  arboux ,  a. a. O .  p. 386. 
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Die Tangente za ist daher konjugiert zur Tangente mit der Steigung 

n 5. Hellegleichen bei dem Lambertschen Gesete: II = - , . Hier ist 
P  

n H ~ = - -  4 n - P  I z n l  H - Wird -, = - = - -  gesetzt, wo h die dritte Koordi- 
e e h  

nate de8 Schnittpunktes Q der Normalen w, mit der in L auf LX senk- 

rechten Ebene E ist, und wenn ferner = t die Steigung dcr Tangente t 
.x 

der Flache in X gegen die x-Achse ist, welche Tangente den Punkt X 
mit der Orthogonalprojektion des Punktes L auf TX verbindet, so ergibt 
sich aus (6): 

(8) 
h (+l) t t+51i ; -1=0.  

Verindert sieh nun der leuchtende Punkt auf der Geraden XL, so 
bleibt hiernach die Tangente t erhalten, es andert sich h, also auch der 

h 
Punkt P auf n, mit z = z, und zwar nach (8) projektiv m m  Strahlen- 

büschel, welches die Tangente z, der Hellegleiche beschreibt. Nun ent- 
h 

sprechen den Punkten mit den Werten: = RI, R,, O in dieser Projek- 

tivitit die 2-, y-Aehse und die zu t senkrechte Tangente s, so da1 sich 
ergibt: ,,Um hier die Tangente an die Hellegleiche zu konstruieren, 

bestimme man den Schnittpmkt Q der in L auf L X  senkrechten Ebene 

E mit der Wormalen n, und den Punkt P so, da6 X P  - -3~ X Q  ist; dam 

ents~richt r, dieser Punkt P in der Projektivitiit, in welcher den IEaupt- 

krümmungstangenten der Fliiche die Krümmungsmittelpunkte der Nor- 
malschnitte, und der auf L X  senkrechten Tangente s des Punktes X der 
Punkt X entsprechen".') 

Die Tangente z, ist bestimmt, wenn h und t gegeben sind, iindert 

sich also nicht, wenn L auf dem Kreise mit dem Durchmesser X Q variiert. 

Der SchriigriB der Geraden, welche den Punkt P von n, enthiilt, und 
die parallel ist zu der diesem Punkt P entsprechenden Tangente z,, um- 

1) Vgl. E. W a e l s c h ,  a a. O. 
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hüllt die Parabel, welche die Schragrisse n l ,  g;, y,', s '  berührt. Dies ist 

aber die Parabel Pi für den Punkt X bei einer Beleuchtung parallel zu t. 
ia ist d a m  parallel zu der Tangente dieser Parabel, welche durch dm Punkt 

P t  geht, fur den XfP'  - -, wmri Q der Sch*ütpunIît der in L auf L X  
3 

senkrechten m e n e  mit n, ist. 

Fallt L auf der Geraden L X  ins Unendliche, so hat man Parallel- 
beleuchtung; ea fallt dann auch P ins Unendliche, und es ergibt sich die 
schon in Art. 3 angegebene Konstruktion des Schragrisses der Tangente 
an die Isophote. 

6.  Parailelbeleuchtung. Eas  Zentrum L falle ins Unendliche in der 
Richtung mit den Richtungskosinus: 1, m, f i  und ehenso das Zentrum L' 
mit den Itichtungskosinus l', m', n'. I n  dem Ausdruck für H kommt jetzt 
Q', Q'= niüht vor, so da0 sich hier aus d B =  O die Gleichung ergibt, die 
man erhiilt, indem man in (3) Hl = O, = O setet, und als Gleichung 
für f diejenige, die man aus (6) für g = cri, @ ' =  oo erhalt, namlich 

so daB die Tangente z, konjugiert ist zur Tangente mit der Steigung: 

TI2 m + H; na' 
- 

Hz Z + R; z'~' 

7. spezielle Falle. 1. Isophotm. Das Helligkeitsgesetz kann ange- 
nommen werden als: II= 12. Dann id  nach (10) die Tangente zi der Iso- 

phote konjugiert zur Tangente mit der Steigung y!, also konjugiert zur  z 
Orthogonalprojektion des Lichtstrahls auf Tx 

II. Isophet~gen: R- nn', das Auge unendlich fern in L'. Nach (10) . . 
ist die Tangente z, an die Isophenge konjugiert zur Tangente t, mit der 
Steigung : 

mm'+ nm' 
ln'+ n1' 

Diese Tangente t, liegt aber in der Ebene, welche den Lichtstrahl 1 
mit dem bezüglich T', zu Z '  symmetrischen Strahl verbindet; sie ist da- 

her harmonisch zur Spur der Ebene durch 1, Z'auf Tx bezüglich der Ortho- 
gonrtlprojektionen t ,  t' von 1,E' auf ï',, so daB folgt: ,,Nennt man 'Mittel- 
atiahl lm von 1, 1" die Verbindungslinie von X mit dem Mittelpunkte 
einer Strecke, deren Endpunkte auf 1, 1' liegcn, und die parallel ist zu T, 
(vierter harmonischer Strahl von bezüglich 1, 13, BO ist die Tangente 
an die Isqhenge in X identisch mit der Tangente an die Isophote bei einer 
Beleuchtung parallel zu diesem Mittelstrahl lm." 
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n n' 111. Hellegleiehen für das Lommel-Seeligersche Geseta: LI= r+n'. 

fich (10) ist die Tangente z, an diese Hellegleiche konjugiert zur Tan- 
gente t, mit  der Steigung: 

n' 'm + k n ' n ~ '  
n ' z l + k n l ~ '  ' 

H z  n' n' Wire in (10): , = w, 0 ,  %, k7, so ergiile sich z, ale konjugiert 
aé 

bzw. zur Tangente t, t', t,, t,. Die Tangente t, kann daher in folgender 
Weise gefunden werden: Man beziehe das Tangentenbüschel eineindeutig 

TL' 
auf die Zahlenreihe so, daB den Tangenten t ,  t', t, die Zahlen oo, O, 

entsprechcn und bestimme die Tangente t,, welche hierauf der Zahl k 

entspricht; die Tangente i, gibt 

gleich ist mit t, ein Paar der "' 12 - ) 
strahl und t, t' ein Strahlenpaar 

B r ü n n ,  Oktober 1912. 
- 

daun da das Produkt ihrer Zahl mit k ( 
Strahleninvolution, in der t, ein Doppel- 

ist. 

Über asymptotische Integration von Differentialgleichungen 
mit Anwendung anf die Berechnnng von Spannungen 

in Kugelschalen.') 
Von OTTO BLUMENTHAL in Aachen. 

Das mechanische Problem, das ich behandeln wiil, ist die Bestim- 
mung des elastischen Spaunungszustandes einer Kugelschale unter der 
~avierschen Annahme, daB bei der elastischen Verzerrung Normalen - 

zur Kugelfliiche wieder in Normaleu der verzerrten Flache übergehen. 
Der Nachweis der Zulassigkeit dieser Annahme bei kleinen M'andstarken 
und der Ansatz des ~ r o b l e m s  ist in den allgerneinen Formeln enthalten, 
die L o v e  für die elastischen Deformationen dünner Schalen gegeben 
h : ~ t . ~ )  ReiB n e  r hat kürzlich gezeigt 3), daB die vollstandige L6eung 

1) Erweiterte Fassnng eines auf dem 5. Mathemotiker-KongreB in  Cambridge 
gehitltenen Vortrags. 

2) L o v e ,  Sreatise ou Elasticity, (2. Aufl.), S. 488-510; b e ~ s e t z u q  von 
Timpe, S. 586-613. 

3) Yestschrift Müller-Breslau (Leipzig, Kroner, 1912), S. 181-193. R e i B n e r  
hat unter anderem gezcigt, daB der EinfluB der  Belastung einer Kugelschale durch 
Olier/Zachenkriifle sich am einfachsten und raschesten durch ein Verfahren sukzes- 
siver Approximationen, ausgehend von dem Fa11 der ,,Kugclmembran", berechnen 
Mt .  Es handelt sich alsdann zur vollstiindigen L6sung dee Problems der belasteten 
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dieses Problems des Gleichgewichtes dümer  Kugelschalen irn Falle ro- 
tationssymmetrischer Belastung auf die Integration einer gewohnlichen 
linearen Differentialgleichung vierter Ordnung fuhrt. Ich werde mich 
hier mit der Diskussion dieser Gleichung beschiiftigen, denn aie ist nach 
den gewohnlichen Integrationsmethoden durch Reihenentwicklung prak- 
tisch nicht durchführbar; man muB vielmehr andere Methoden heran- 
ziehen, die man als asymptotisclze Inteyation bezeichnen kann. 

1. Es handelt sich um folgende Aufgnbe iind folgende zu herech- 
nende GrGaen: Eine Kugelkrtlotte von dem Radius a und der Dicke 2 k 

mit dem Offnungsminkel 8, erfahre keine 
ZuBeren Krafte, nur an dem freien Rande 4, 
niogen über deri ganzen Rand gleichmiBig 
verteilte Spannungen und Biegungsmo- 
mente angreifen, unter deren EinfluB die 
Schale im Gleichgewicht i d .  Es  sol1 der 
Spannungs- und Dehnimgszustand in der 

I ganeen Kalotte berechnet werden. Die in 
I 
I Betracht koinmenden Komponenten der 
1 

Spanriungen und Morueilte sind folgender 

Norrnalspannungen 11, Ta, eine Schub- 
spannung z, Ri~giingsmomente G,, G,; 
auBerdem Verschiebungen u, W. 

Die L6sung des Problems wird zurückgeführt auf die Integration 
einer Differentialgleichung für AT'): 

sin4 4 N"' -t Z sins 4 cos 4 N"' - siil' 8. (:3 - sing 8) N" 

(A) + sin 4 cos 4 (3 + 2 sin24: N' + (L4 sin4 4 - 3) N = 0, 

Kugelschale nur noch um die Ermittelung des Spannungszustandm in oiner nur 
am Rande durch Krafte und Momente bcanspmchten Scbale. Hicrdurch erklart sich 
die von mir gewahlte Problemstellurig. In einer Dissertation, die zurxeit unter 
meiner Leitung verfaBt wird, wird gezeigt, daB i m  Falle der Belastung der Kugel- 
schale durch Eigengewicht das IleiBnersche Verfahren der Trennung der Ober- 
08chenkrafte und Kandspannungen besonders einfach min  Ziele führt. Fiir eine 
bestimmte Beanspriichung des Randes lassen sich namlich die Spannungen in ge- 
schlossener Form angeben. - Ein anderes, sehr ainnreiches Verfahren zur Losung des 
Spaunungsproblems in Kugelschalen h a t  kürelich E. M e i B n e r  (Phye. Zeitschr. 14 
(1913), S. 343-300) entwickelt. E r  führt die Differcntialglcichung 4. Ordnung auf 
hypergeometrische zuriick. 

1) Die Gleichung folgt au8 den bei R e i B n e r  abgeleiteten Gleichungen (1Za) 

und ( l3a )  (S. 192) durch Elimination der mi t  deu Kriimmungsauderungen zu- 
aammenhangenden Grofle K. 
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bus 3 berechnen sich dann die übrigen Gr6Ben mie folgt: 

Tl = N c o t 4 ,  ï , = N f ,  

cot 4Rf'- (-üots9. + A z G )  3' 
l + G  l + G  

h ' N"' 1-26 A) C , = - ~ [ ~ ~ + C O ~ ~ B ~ ~ + ( - C O ~ ~ D - G -  1  + a  
i+6 '-")NI 

l a l + a  u 5 - - --- 
2 h  4 

sin 6 ( B  + J )  , B = millkürliche Konstante, 
E = Elastizititsmodul, 

Dic Abeahlung der Integrationskonstanten ergibt in einfacher Weise 
die geometrischen und dynamischen Ilandbedingungen, unt.er denen 
Gleiühgewicht moglich ist. Durch die Festsetzung, daB Sparinungen 
und Biegungsmomente im Punkte 4 - 0 der Eupel endlich bleiben 
sollen, die ,,EndlichkeitsbedingungenC', werden zwei Integrationskonstanten 
absorbiert, wie die Reihenentwicklung der Integrale der Gleichung (A). 
in der Umgebung von 4 = O zeigt. Es sind d a m  noch drei Konstanten 
iibrig, von denen eine nur in die Verschiebungen, nicht in die Kriifte 
eingeht. Dies entspricht der Tatsache, daB der ganzen Schale noch 
eine willkürliche Translation erteilt werden kann. Abgesehen von dieser 
Willkürlichkeit sind noch zwei Bedingungen am Rande vorgebbar, die 
sich entweder auf die angreifenden Kriifte und Momente, oder auf die 
geometrische Gestalt des Randes beziehen konnen. Der ReiBnersche 
Gedankengang (S. 343, FuBnote 3)) verlangt z.  B. die Vorgabe von N und 
G, am Rande. Ein anderes einfaches Bedingungssystem ware, daB der 
Rand etwas auseinander gedehnt kt, und kein Moment an ihm herrschen 
sou. Es soil aber hier auf spezielle Probleme nicht eingegangen werden. 

2. Die Schwierigkeit besteht nun darin,. daB die Gleichung (A) für 
N einen nach Voraussetzung sehr groBen Parameter Ei4 enthalt. Da 
nimlich bei der ganzen Theorie die Kugelschale als sehr dünn voraus- 

geaetzt werden muB, ist notwendig eine groBe Zahl und demgemhB 

b groB. Dies hat zur Folge, daB die üblichen Reiheilentwicklungen 
nach Potenzen von 4 (oder sin 8) nur in der naclisten Umgebung des 
xullpunktes mit praktisch brauchbarer Schnelligkeit konvergieren wer- 

1 
den, nïhrend in einigermaiien gr80erer Entfernung (a. B. 8 - -) in- 

fi 
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346 f i e r  asymptotische Integration von Differentialgleichungen usw. 

folge des groflen Koeffizienten b4 die Glieder der Reihe zuniichst sonar 
stark anwachsen werden, um erst nach einer mit wachsendem b gegen 
Unendlich gehenden Zahl von Gliedern abzunehmen. Diese Reihen sind 
also zur Übersicht über den Verlauf der Erscheinung ganzlich unge- 
eignet. Hier greift die asymptotische Integration e h .  

Die asymptotische Integration setzt sich zur Aufgabe, gerade diese 
groBen Werte des Parameters zu berücksichtigen, indem sie die Inte- 
grale nach absteigenden Potenzen des Parameters entwickelt. Das Ver- 
fahren wird wohl am übersichtlichsten und für die Rechnung am be- 
quemsten so darge~tel l t .~)  

1 
Durch die Substitution N = -= M wird zuerst das Glied mit 

v a i n 9  

dem 3. Differentialquotienten weggeschafft und für M folgende Glei- 
chung erhalten: 

Pl JI"" + a, 31" + a, 3f' + (b4 f a,) Jf = 0 ,  

1st nun 4 von Null verschieden, so werden a,, a,, a, mit wachsendem 
b gegen b4 verschwinden. Man kann daraus schlieBen, daB die Integrale 
JW bei genügend groBein b naherungsweise übereinstimmen mit den 
Losmgen der vereinfachten Gleichung 

Die Theorie der asymptotischen Integratiori hat die Aufgabe, diesen 
SchluB genau zu begründen und den Fehler der Niiherung abzuschitzen. 

3. Ich will die Fehlerabschatzung ausführlich geben, weil ich sie 
in hohem MaBe werde benutzen m ü ~ s e n . ~ )  Seien 

die vier Wurzeln der Gleichung A4 + O4 = 0, und 31 ein Integral von 
(B). Wir  hetrachten den Ausdruck 

1) Siehe auch meine Darstellung des Verfahrcns im Arch. Math. Phys. (3) 
19 [1912), S. 137f. 

2) Ich habe diese Methode der Restabschatzung im Arch. Math. Phys. (3) 
19 (1912), S. 141 ff. veroffentlicht und damals für neu gehalten. Seitdem bin ich 
durch Herrn Bôcher in freundlicher Weisc darauf aufmerksam gemacht worden, da6 
dieaelbe Methode bereits 1908 von B i r k h o f f ,  Tram. Am. Math. Soc. 9, angegeben 
worden ist. 
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wo mit 4, > O die untere Grenze des Integrationsintervalls bezeichnet 
sei, das sich von dort nach 8, erstreckt. Er genügt der Gleichung 

y"" f b4y = 0, 

und also laBt sich M = Ml BO bestimmen, daB 

(1'3 y ( M ~ )  = e2i ". 
mir setzen 

il) T~ = Ml - e 4 3  

und schatzen 7 ,  ab. Es ist 

PI a, Mlr' + a, Mlr + aoMl = (A:n, + I,a, + a,) e313 

Aus dieser Gleichung finden wir nach einem auf L i o  u v i l l e  zurückgehenden 
Verfahren zuniichst eine obere Grenzo für  1 a, Mlf' + a, Ml' + a, Ml 1. Dazu 
gebrauchen wir eine Abschatzung der Integrale der rechten Seite, die 
ich sofort in einer für die praktisühen Zwecke besoriders geeigneten all- 
gemeinen Form geben wiil. Sei q(8) eine im Intervall (a,, a,) nirgends 
verschwindende, positive, stetige Funktion. Dann ist 

P .? 

und daher, da e("-Q3 nirgends in dem Intervall grGBeren absoluten 
Betrag hat als am Punkte 8, 

Daraus folgt aber, bei Einsatz in (2), 

a2 Ml"+a'Jf> a0 Ml max - -  - - 

(31,3J 1 rp (4) 

1) In dem Abdruck meines Vortrags in Pioceedings of the Fifth International 
Congresa of Mathematicians (Bd. II, S. 319-327) findet sich iu dieaer Formel und 
den aus ihr folgenden ein belangloser Rechenfehler. 
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und dieselbe Ungleichung gilt auch für die den Punktionen eh" usw. 
zugeordneten Integrale M,, X3, M4. Setzen wir die gefundene obere 
Grenze nochmals in (l), (1'1, (1") ein, so erhalten wir für  die Reste 7 
folgende Abschatzung: 

max b 2 " i  l + b ! a i l + l a o I .  

(3) 'l-e"! (>l& <P (9.) . 
b s 7  4, 

l b= l I + ! ai I + ldJv/0(9)db 
1 - -  max 

bJ (3,, 3") T (3) 3, 

Im Falle der Gleichung (B) erhiilt man eine günstige Abschatzung von 
1 

77, i d e m  man q - setzt. Es ergibt sich so mit unmesentlichen @inS 4 

; ,+3 
Die Ungleichung (3) besagt, daB 11 von der Orduurig , - I ist. b 

der Unglcichung (3') schlieBt rnan speziciler, daB der Rcst mit wach- 
sendem b gegen das Hauptglied verschwindet, wenn man innerhalb 
solcher Intervalle (8,,9.,) bleibt, f ü r  die mit O auch h s ina ,  uneridlich 
mird. Dasselbe gilt für die Differentialquotienten aller Ordnungen. Da- 

neben betone ich auch das negative Ergebnis: anz Punkte 4 = O gilt 
die asyn~ptotische Durs te l l z l y  ~ziclzt. 

4. E s  lassen sich also in den gekennzeichneten Intervallen (a,, a0) 
mi t  relativ verschwindendem Fehler vier Integrale der Gleichung (A) 
in folgender reelier Form ansetzen: 

0 3 
1 b  1 b 

D a  

Nl - ?fa efi COS - 8, X, -- e* sin -= 3 ,  ' /? isGa vz 

Jetzt  aber kommt der schwierigste Punkt. E s  handelt sich darum, wie 
sich das den Endlichkeitsbedingungen für 4 = O und Randbedingungen 
für  4 = 9, genügende Integral von (A) aus dieseri partikularen Inte- 
gralen zusammensetzt. Die Randbedingungen machen keine Schwierig- 
keit, da j a  für 4 = 8, die asymptotische Darstellung gültig ist. Ich 
komme darauf zurück (Nr. 7). Dagegen ist es unmoglich, auf direktem 
Wege zu entscheiden, welche der Integrale (4) die .Efidlichkeitsbedin- 
gungcn am Punkte 4 = 0 befriedigen: denn an diesem Punkte versagt, 
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ja die asymptotische Darstellung. Man kann aber die Entscheidung zu- 
nachst auf unstrengem Wege aus der physikalischen Anschauung ab- 
leiten, indem man als Tatsache annimmt, daB die Spamungen N von 
dem Rande nach dem Pole 9. = 0 stark ' abklingen. Die einzigen 
Funktionen (4), die diese Eigenschaft haben, sind die Funktionen A; 
und A?,'), wahrend N3 und N, mit wachsender Entfernung von dem 
freien Rande gr6Ber werden. Unser Integral der Gleichung (A) wird 
also asymptotisch als 

(5) ..W= AIN, + A,N, 
anzusetzen sein, und die Konstanten A, und A2 werden d a m  zur Er-  
füilung zweier Bedingungen am freien Rande gerade ausreiclien. 

Die Krafte, und ebenso, nach den Gleichungen (A'), die Biegungs- 
rnomente und Verrückungen, stelien sich daher als Schwinguagen dar, 
die von dem freien Rande nach dem Pol exponentiell sehr rasch ab- 
klingen. Das logarithmische Dekrement auf die Bogeneinheit ist n h -  

b 
lich -. Dieses übersichtliche Resultat hatte mit Hilfe der gewohn- 

fi 
lichen Integrationsmethoden durch Potenzreihen nicht gewonnen werden 
k" onnen. 

5. Es bleibt übrig, streng nacheuweisen, daB der Ansatz (5) richtig 
kt, d. h. daB die beiden asymptotischen Integrale N, und N, in die am 
Punkte 4 = O die Endlichkeitsbedingungen befriedigenden Integrale 
nicht eingehen. Eine Aufgabe dieser Art findet sich wohl in den meisten 
praktisch wichtigen Problemen asymptotischer Integration. Sie l iBt  
sich allgemein so formulieren: ein e x a k t i  lntegral eincr Differential- 
gleichung ist festgelegt durch Bedingungen an einem Punkte, an dem 
die asyrnptotische Darstellung versagt: trotzdem sollen auf einem Um- 
weg die Integrationskonstanten der asymptotischen Darstellung bestiplmt 
werden. Ein in manchen Fallen anwendbares spezielles Verfahren zur 
Losung dieser Aufgabe habe ich an deui Beispiel der L e g e n d r e  schen 
Polynome in meiner zitierten Arbeit durchgeführt." Dieses Verfahren 
ist aber bei unserem jetzigen Beispiele nicht anwendbar. Wolrl aber 
kann ich dic l'rage auch hier exakt entscheiden, wenn auch auf einem 
nicht eleganten Wege. Dafür hat die hier befolgte Methode den Vor- 
teil groBer Allgemeinheit und dürfte wohl bei den meisten Randwert- 
aufgaben, wo die asymptotische Darstellung am Rande versagt, im Innern 

1) Wir sprechen dabei nur von ~ulchen IntervaIlen (a,, a,), die in genügen- 
der Entfernung von 9. = O bleiben, sodaB die langamne Abmhme des Nennera 
I/s= nicht in Betracht komint. 

2) Siehe S. 160-165. 
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des Intervalis aber überall gültig ist, die Bestimmung der asymptoti- 
schen Integrationskonstanten erm5glichen.l) 

Ich gehe aus von der Darstellung (3') des Restes. Man sieht leicht, 
9 1 

daB, bei geniigend groBem b, fiir 9. > der Rest kleiner als des 
' = 1 / 2 b  

Hauptgliedes ist. Andererseits lassen sich die den Endlichkeiksbedin- 
gurigen genügenden Integrale f ü r  Werte 4, die etwa kleiner sind als 
15 
- ohne erhebliche Schwierigkeiten numerisch berechnrn. Ich werde 
0 

seigen, dafi m a n  dzwch Bmechnung eeines den Eizdlich7ceitsOedingungen ge- 
nèigenden Integra7s für die vier festen W w t e  

, 3 n : 7 / i  5 %  1/: ,, (67 8 =-- a1<=2n Y?- 4' = L - 
1 2 b '  ' I'z 

O 7 B 2 b ,  a z = 3 a - ,  t~ 

die samtlich den Ungleichungen 

genügen, den voitstandigen 
in der Forrn ( 5 )  darsteilt. 

LYac7zweis liefern k a m ,  dah  das Integral sich 

Ich bemerke z~nachst ,  da8 man diesen Nachweis nur für  genügend 
grole Werte von b zu liefern hat. Aus den Entwicklungen des 5 3 
meiner (S. 346, E'uBn. ')) zitierten Arbeit folgt niimlich, daB die Koeffi- 
zienten der Darstellung eines Integrals durch die asymptotischen Funda- 
mentalintegrale immer d a m  amalzjtische Funktiolzen des Parumeters b 
sind, wenn dies fiir das lntegrnl sclbst der FaIl ist. Sind also die 
Koeffizienten von N, und AT, in dieser Darstellung für alle genügend 
groBen Werte von b Null, so sind sie es auch fü r  alle Werte überhaupt. 
E s  ist aber unmittelbar ersichtlich, daB diejenigen den Endlichkeits- 
bedingungen geiiügenden Integrale, die wir im folgenden benutzen wer- 
den, analytische Funktionen von b sind. 

Ich will zuerst über die Auswahl dieser Integrale und ihre Be- 
rechnung für die vier Werte (Ci') sprechen. 

Die einfachsten Entmicklungen der den Endlichkeilsbedingungen 
genügenden Integrale N schreiten riach ungeraden Potenzen von p in 8 
forL8) Schreiben wir N = c,,,, s inh+14,  so sintl die beiden eiiifach- 
d e n  Fundamentalintegrale definiert durch cl = 1, c, = O und c, = 0, 

1) Noch schwicrigcro Probleme ergeben sich, wenn die asymptotische Dar- 
stellung in einem Punkte des Intervallinne~en versagt. Siehe meine demniichst 
in den Sitzber. Bk. München erscheincnde Arbeit ,,Zum Turbulenzproblem". 

2) Man erhalt sie, indem man in die Differentialgleichung (A) s = sin4 als 
unabhiingige Variable einführt und um den Punkt s = O herum entwickelt. 
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c, = 1. Die Rekursion für die Koeffizienten setzen wir am zweckrniiBig- 

sten N O  an, daB mir c, sinn 9. = d, und sin 6 = fi einführen. Dann wird 
b 

N =>d,,+,, und die Rekursion lautet: 

Bus dieser Formel schlie6t man, da1 bei genügend groflem b für 
alie a < 14 von = 12 ab die Reihe für N rascher als eine geome- 
trische Reihe vom Quotienten +6 konvergiert, weil jedes Glied kleiner 
als 6 des gr6Beren der beiden vorausgehenden wird. T i r  denken uns b 
so groB gewiihlt, da6 diese Bcdingung erfüilt ist, und daB fernor bei Ein- 
haltung fünfstelliger Genauigkeit in der Berechnung der 15 ersten Glie- 

der für dasselbe Intervall a < 14 der sin % durch und die Rekur- 

sionsformel durch 

ersetzt werden kann. D a m  zeigt die Ausführung der Rechnung, da6 
man für die vier Punkte (6') die Werte der beiden oben erwahnten . . 
einfachstcn Fundamentalintegrale durch Summierung von h6chstcns 10 
Gliedem mit der für unsere Zwecke genügenden (dreistelligen) Genauig- 
keit erhalt. E s  ergeben sich z. B. für das durch c, - 1, c, = O charakte- 
risierte Integral bzw. für die daraus hervorgehende Punktion M für alle 
genügend groBen b die Werte 

(wobei die dritte Stelle auf wenige Einheiten unsicher ist).') 

Nach dieser Vorbereitung komme ich zu dem angekündigten Nach- 
weis, da6 die 
asymptotische 
drei Schritte. 
.- - p ~ - ~  - 

1) Fiir da8 

den Endlichkeitsbedingungen genügenden Integrale die 
Darstellung (5) besitzen. Ich zerlege diesen Beweis in 

durch cl = O ,  c, = 1 beetimmte Integral ergibt sich 
1 1 M (4;) = - - 289,2, . M (8.;) = - - 3023 ,  
~- - - 

b" b 
1 M (4;) = - 6523, 1 M(43 = 70940. 
-- 

a = b 

Für die Ausführnng der Zahlenrechnung sage ich H e m  Karl  T o p f e r  in Neuwied 
besten Dank. 
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A. Ich betrachte zuerst die asymptotische Darstellung eines (reellen) 

solchen 1nteg-rals in dem Intervall a,,). Sie sei, allgemein an- 
gesetzt, 

(5 a) = BI (a, + 5, fl,) + 3, (a,  % + b, AT,) , 
R, > O ,  R, > O ,  a:+  b:=a'i + bp = 1. 

Ich werde auf Grund der erhaltenen numeriachen Resultate be- 
R 

weisen, dafi dev Quotient - " fiir alle genügend gropen b unterhalb eimr 
RI 

endlichen Grense bleibt. 

Zu diesem Zweckc setze ich zunachst an Stelle der asymptotischen 
Darstellung (5a) durch Beifügung der Reste eine exakte, wobei ich 
gleichzeitig der Einfachheit halber zu den Funktionen 17.1 zurückliehre. 
Die exakte Darstellung hatte folgende Form: 

.:(a) f p p )  = 4 4 )  + & ( a )  = 1. 

Die Tatsache, daB in dem betrachteten Intervall die Reste kleiner als 
$ des Hauptgliedes sind, drückt sich darin aus, daB für alle Werte 4 
dieses Intervalles 

Nunmehr bilden wir die fnlgende Gr6Be: 

Setzt man in den Ziihler den Wert (5b) von M ein, so ergibt sich 

M 8 ( Q  f e*M2(a;) 
R ' 

= n:e-3fl[{(a2 + + (',+ Ps(7 ' ï )~a(8~))2}  f $ f R ;  $1, 
wo a,, @, von RI und Ii, unabhiingige Ausdrücke bedeuten, die für 
aile Werte von b unterhalb einer endlichen Schranke bleiben. Die 

R, beiden letzten Glieder gehen also mit wachsendem -- gegen Null. 
R, 

Daa erste Glied wird folgendermaBen abgeschatzt: 
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Berücksichtigt man, daB die letzte Klammer dem absoluten Betrag nach 

wo t, den gr6Beren der beiden Werte @,(a;), ~ ~ ( 4 ; )  bezeichnet. E s  
fol@ also: 

R Re 
x 2 ( a ; ) + e * d . i ' ( 8 ; ) = q c - 3 f i [ ( 1  +$1/ili)2+-ml R, +'a8]. R; 

Machen wir die gleiche Rechnung f ü r  den Nenner M ~ ( 4 ~ ) + e n M s ( 4 ~ )  
und bilden den Quotienten Q, so kommt 

Da z, und z,, wie erwiihnt, < + sind, gibt es eine Zahl C derart, 
3, R dafi für > C der Zshler > !s, der Nenner < !$ ist. &'ür 2 > C ware 
31 RI 

Nun aber seigt unsere numerische Reclznung, dalJ diese Ungleichung 
nicht erfüllt ist. Setzt man namlich die errechneten Werte von M ( 4 ; ) ,  
Z(4';), M(a;), M ( 4 3  in (G) ein, so ergeben sich f ü r  beide den End- 
lichkeitsbedingungen genügenden Fundamentalintegrale Werte, die sehr 

nahe bei e-'= liegen, nïmlich (&Y 
Daraus folgt, da/3 3 fïir alle Werte b kleiner als die eninic7te Zakl C 

RI 

bleiben rnzclj, was zu bewoisen war.') 

1) Man kann weitergehen und aus dem berechneten Werte von Q genauere 

obere ond untere Grenzen fiir Rc folgern. Es ergibt sich die untere Greuze Nnll. 
RI 

- Die numerische Rechnung l%Bt sich erheblicli abkürïen, indem man nur mit  
den 3 Punkten 41, a;', Sj operiert und den Quotienten 

en 
betrachtet. Dieser müBte für  geniigend groses 3 Werte > - annehien,  i a t  aber 

4 3 6 
i n  Wahrheit < 1. Ich habe den syrnmotrischen ~ u o t i e n t e n  Q in Hinblick anf die 
Anwendung unter C. bevorzugt. 

Zeibohrih f. MathernatiL n. Phpaik. 62. Buid. 1914. Heft 4. 23 
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B. mir suchen jetzt die asymptotische Darstellung der den End- 
lichkeitsbedingungen genügenden Integrale in einem Teilintervall des 

in A. bebachteten, nimlich in dern IntenaI l  a,,). Hier Sind die 

Ns N, > e-l/"og'b Quotienten - und - = e 
N I  N, 

von geringerer GrElen- 

1 ordnung als jede Potenz F 7  und da nach dem eben Bewiesenen 

3 für alle h unter einer endlichen Grenze bleibt, konnen wir in der 
4 
Darsteilung (5a) die beiden letzten Glieder asymptotisch gegen die 
beiden ersten weglassen.') Der hierdurch begangene Fehler ist sogar so 
Mein, da5 wir ihn in der Restabschiitzung nicht besonders mm Aus- 

logZ b 
druok eu bringen haben. Dernnach gilt in dem IfitervaEl (-6, ao) die 

au beweismde Darstellung (5), mit einem Fehier, der 4 des ATüherulzgsuwtes 
nicht Übwsteigtm2) 

C. Hiermit ist der gewünschte Nachweis in der Hauptsache ge- 
liefert. Es  fehlt aber doch noch ein wichtiger Punkt. Wenn wir be- 
haupten, da8 die den Endlichkeitsbedingungen genügenden Integrale in 
jedem Interoall (4,4,) (4 > 0) die aeymptotische Darstellung (5) ge- 
statten, so wollen a i r  damit sagen, daB der Fehler in diesem Intervall 
mit wachsendem b prozmtual unler jede Grenze sinkt. Dies htlben wir 
aber bis jetzt noch nicht bewiesen; wir wissen vielmehr nur, daB der 
Fehler in diesem Intervall, als einem Teilintervall des unter B. be- 
trachtet'en, kleiner als 50 ist. 

Die angezeigte Lücke M t  sich auf Grund unserer bisherigen Er- 
gebnisse durch eine sinngemaBe Wiederholung des unter A. ange- 
wandten Verfahrens ausfüllen. E s  sei 6, ein fester oder auch von b 

abhiingiger Wert  des Intervalles (T, a,,). mTir betrachten die a q m p -  

totische Darsteliung der den Endlichkeitsbedingungen genügenden In- 
tegrale in dem Intervall (a,, 4,) und nehmen sie wieder in der ailge- 
meinen Form (5a), oder mit Beifügung der Reste in der Form (5b), 
an. Die in dieser Form auftretenden Gr6Ben @,(a) sind dann 
kleiner als der in (a,, 4,) bestehende, durch (3') gegebene Maximalrest, 

log2 b log b .. 
b 

wahlen konuen. Un- 1) An Stelle von -- hat te  man auch einfacher - 

sere Wahl erfolgte im Fiinhlick auf die entsprechende Bedingung unter C. und 
die Vervollstandigung der asymptotivchen Darstellung in NI. 6. 

1 .  
2) Diea sol1 heiBen, daB die Gr6Be e ,  (6) (Gleichung (5 b)) kleiner als - 1st. 

2 
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1 gehen a h  mit gegen Nuil. Andererseits aber i d ,  nach B., in dem 

ganzen Intervall (a,, 8,) 

Wir wenden nun erstens die unter A. gebrauchte SchluBweiae an. 
W u  bezeichnen mit 19.1 den kleinsten Wert 2 a,, für den 

setzen weiter, wie früher, 

and bilden den Quotienten Q((9.i). Die aus der Darstellung (5a) folgen- 
den Ergebnisse über diesen Quotienten sind die namlichen wie unter 

R, A. Es ware also für genügend grofles - 
RI 

Zwez'tens berechnen wir & ( a ; )  mit Bilfe der Darstellung (5'). Der 
Zahler wird 

M2(41) + @ n f 2 ( 8 ; )  
- - R~ [$ (*9;) (b  a (4;) - q 9  (8;))' + e Z Z ( l  -l- Q (8;) ( a u  183 + b ~ ( 9 : ) ) ) ' ]  

Die gleiche Rechnung gilt für denNenner, und es ergibt sich daher: 

@(a;) < 16e-2Z.  

Aus dem Widerspmch dieser Ungleichung mit der oben aua dem 

Ansatz (5.) hergeleiteten folgt wieder, daB 3 unterhulb einer v m  b un- 
RI 

abhangigelz Grenze  bleibt. 

Von dem Intervail (a,, 8,) gehen wir scMieBlich, so wie in B. 
logY b païhehen, zu sinem InterraIl (8, 9,) (9 = q + T )  über und findsn, 

daB in ihm die Darstellung ( 5 a )  sich auf die Borm (5) reduziert. Daa 
genaue Ergebnis formuliere ich folgendermaBen: 

logX b In j e d e n  l lz tmval l  (q a,,) @ > a) werden die d e n  Endlichkeits- 

bediqungen gelzügendm Integrale asymptotisch in der Form 
N =  AIN, + A,N, 

23 * 
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dargestellt, die Reste der Darstellung genügen der Ungleichung (33, in der 
log' b 

6, = 4 + - zu setzen ist. 

Bleibt 9. oberhalb einer von b unabhangigen Grenze, so fiiilt 
übrigens 4, praktisch mit 9. zusammen.') 

6. Die asymptotische Darstellung ist nicht, wie wir bisher getan 
haben, auf das erste Glied beschriinkt, sondern l%Bt sich zu beliebiger 
Gliederzahl ausdehnen. Wir  kommen allgemein für die Integrale M 
der Gleichung (B) zu folgender asymptotischen Niherung: 

Die Funktionen f werden gefunden, indem man den Ausdruck (7) 
in (B) einsetzt und die Koeffizienten ailer Potenzen bis einschlieBlich 

1 
bn- Y Nuil eetzt. Dies ergibt die folgenden n Gleichungen, wobei zur 

Abkürzung r, - 2 eingefiihrt ist: 

4~Zsfi,;+~ + &:('A,:+% + a ~ f i , ~ + a )  Jy 'i('fi,'Y+l f 2%6:,+1 + a~fi, ,+l) 

+ C f s , t ~ + a 2 ~ , n ~ + a , f i , , + a , f i , k ) = 0  (k=-2,- l , - - - . ,n-3) .  

Aue diesen berechnen sich die Funlitionen f der Reihe nach durch Qua- 
draturen. Für unsere Gleichung ergibt sich z. B.: 

und auch alle weiteren Funktionen fin lassen sich in geschiosaener Form 
auswerten. 

Die Reste g,, der Auadrücke (7) befriedigen die inhomogene 
Differentialgleichung 

,% 3 
7; + as v:(, + ai riin f (b4 + 'O) 7i a - -- b.n-e Ftn, 

1) Geht aber 3 mit wachsendem b gegen Nii11, ao 1aBt sich an Stelle von 

-- log* eine kleinere Funktion eetzen, BO daB unter alEen Umstanden die Reste fTir 
b 

4, und 4 sich bei der von una verwandten Genauigkeit der Abschatzung nicht 
von einender nnterscheiden. 
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Nach der Methode der Variation der Konstanten folgt hieraus z. B. für 

w o  pi bekannte Determinantenquotienten sind, in die die H, nebst 
ihren drei ersten Ableiturigen eingehen. Die Gleichurig (3) oder die 
aquivalente 

(3 a) Hi = di3(1 + 2) 
zeigt, daB die pi von der Porm - sein müssen. Zu 

4 b 

ihrer wirklichen Berechnung - mit genauer Abschatzung der Pehler- 
glieder oi - aber sind die Determinantenausdrücke wenig geeignet. 
Man geht dazu vielmehr besscr direkt von den Bestimmungsgleichungen 

sus und behandelt sie nach dem in der nachstehenden Note ,,Über die 
Genauigkeit der Wurzcln linearer Gleichungen" angegebenen Verfahren.') 
Man beachte dazu, da5 bei dem (3a) entsprechenden Ansatz 

die siimtlichen GrEBen O f )  die gleiche 
So ergiebt sich 

(101 pc = - L e - 1 . 3  ( 1 +;$ 4b' 

obere Grenze O (Gl. (3')) haben. 

Damit aber wird augenscheinlich, 
Methoden der Integralabs~hiitzun~ 

nach den in  Nr. 3. gebranchten 

Um guter asymptotischer Naherung sicher zu sein, kann man für 
jeden Wert von b dasjenige n bestimmen, das die ldeinsten oberen 
Grenxen für die Reete vin liefert. 

Bezüglich der Darsteliung der den Endlichkeitsbedingungen ge- 
nügenden Integrale und ihrer Reste gilt der SchluBsatz von Nr. 6.  

1) Diese Zeitschr. Math. Phys. Bd. 62, S. 359-362. - Ein Verfahren, dan ich 
zur Abschatzuug der p, in Proceedings of the Fifth International Congress of Mathe- 
maticians vorgeschlagen habe, führt, wie ich unterdeseen bemerkte, nicht mm Ziei. 
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7. Ich schlieBe mit einigeu Andeutungen über den Gang der Rech- 
nung zur vollstandigen Bestimmung dcs Spannungs-Dehnungs-Zustandes 
in einer Kugelschale.') Ich nehme dabei an, daB wir mit n-gliedrigen 
asymptotischen Ausclrücken der Integrale arbeiten. D a m  wird, wie be- 
wiesen, die Schubspannung in der Form angesetzt: 

N =  AIN,  + A,N,. 

E s  ist zu bernerken, da1 die Integrationskonstanten A,, A, im ali- 
gemeinen noch volz b abhanqig sein werden. Zu ihrer Bestimmung ist 
folgendermaBen zu verfahren. Zunachst berechnen sich die Normal- 
spannungen, Biegungsmomente und Verrückungen aus der Schubspannung 
nach  den Gleichungen (A') und stellen aich, da ja gliedweise Integra- 
tion und Differentiation asymptotischer Ansdrücke gestattet ist, als lz- 

gliedrige asymptotische Ausdrücke derselben Porm dar. Die Beibehal- 
tung von mehr als n Gliedern - wenn sich solche im Laufe der Rech- 
nung einstellen solltcn - ist natürlich als überschüssige Genauigkeit 
unstatthaft. 

Die am Rande 4 = 8, gegebenen Gr6Ben werden im allgemeinen 
noch Funktionen von b sein, z. B. werden bei der R eiBnerschen 
Methode der Vorwegnahme der Oberflachenkriifte (S. 343, FuBnote 3)) 

die sich ergebenden Randspannnngen und Momente von der Dicke der 
Schale, d. h. von b, abhangig sein. Diese Funktionen von b denken wir 
uns ebmfalie in der Gestalt n-gliedriger asymptotischer Ausdrücke der 
Gestalt 

Um dann die Randbedingungen zu befriedigen, haben wir auch für 
die Integrationskonstanten A einen Ansatz ' dieser Borm zu machen: 

~ = - e ~ ~ ( a , + ~ + ~ + . . . + $ ) -  

Die Konstanten a, a,, . . ., a, bestimmen sich eindeutig aus den beiden 
Randbodingungsgleichungen, indcm man in ihnen die Koeffizienten der 
einzelnen Potenzen von b einander gleichsetzt. 

Das Problem der Kugelschale mit 2 freien RZndern, der Kugel- 
zone, ist theoretisch einfacher sls das hier behandelte, weil die bei den 
Eudlichkeitsbedingungen vom Pole 4 = O herrührenden Schwierigkeiten 
wegfallen, praktisch wird es etwas grEBere Rechenarbeit machen, weil 
alle 4 asymptotischen Integrale in die L6sung eingehen und daher 4 
Integrationskonstanten zu berechnen sind, für die 2 Bedingungen am 
oberen, 2 am unteren Rand zur Verfügung stehen. 

1) In der am Eingang der Arbeit (S. 313, FuBnote a)) erwiihnten Dis~ertatioo 
,wird die Rechnung an verschiedenen praktiachen Reispielen diirchgeführt. 
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Über die Clenanigkeit der Wurzeln linearer Gleichnngen. 

Von OTTO BLUMENTHAL in Aachen. 

MTir steiien uns folgende Aufgabe: I n  den n Zinearen Gleichungen 

(1) bijxi f hi222 + + binx,= pi ( a =  1,8, ..., n) 
seien die Koeffisicnten b und p nicht genazc bekannt, sondern mit nt6g- 
2ichela Fehlern behufiet, von denen nur obere Grenzen feststehen. Gefragt 
wird nach einer oberelz Grenze der hierdurch bedingten Ungenauigkeit der 
Wurzeln. 

Von der Ungenauigkeit der Koeffizienten wird dabei angenommen, 
daB aie klein sei. Eine hinreichende Bedingung für die zulissige Gr6Be 
werden wir im Lauf der Betrachtung aufatellen. Die Koeffizienten konnen 
beliebige komplexe Zahlen sein. Dagegen bedürfen air einer Annahme 
über die GriiBe der Wurxeln unseres Gleichungssystemes. Diese wird 
folgendermaBen formuliert: Es  werde gesetzt 

(al b , , - a i k f g i k ,  p i = l i + A i ,  

wo a,,, Z, die Xherungswerte, cri,, Ai die moglichen Abweichungen der 
b,,, P, bezeichnen. Wir betrachten dann das genaherte Gleichungssystem 

(3) ai, y, + ai2?h + - . . + ai,?/, = 4 ( i= l ,8 , . , , ,n)  

und setzen voraus, da/3 dessen Deferminunte A von A7ztil verschieden ist, 
und dut3 au cl^ keine der Wurzeln y, verschwindet. Dann sei die positive 

Zalil q so bestimrnt, daB die samtlichen Quotienten zweier Wurzeln 3 
Yk 

den Betrag nach hochstens gleich q sind: 

Die gestellte Aufgabe wird dadurch gelost, daB man das System (1) 
duïch ein iiquivalentes von einfacher Form ersetzt. Wir  schreiben 

a .  .I x 1 + aisxn f + ainxn= Zi- (ailxi + a i 9 x g +  - - .  + (rilx,,- A,) 

werde noch 
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gesetzt, d a m  erhalten wir folgendes Gleichuiigssystew, aus drm sich die 
gesuchte Genauigkeitsgrenze ohne Schwierigkeit ableseii liBt: 

Es sei jetzt H eine obcre Grenee der Pkj, N eine obere Grenze 

der Gr6Ben -, sodaB 
Y k  

W i r  erhalten dann aus (5) zunachst eine obere Grenze für  die q. 1st 
namlich z ,  die gr6Bte von ihnen, so ergibt (5) fü r  k = m jedenfalls 

I f  N > ( l - B ) l z , I - p B ( I ~ ~ l t - - . + f ~ ~ - ~ \ +  I z m + ~ I + . . . + / % I )  

2 (1 - B[1 + (12 - ')pl) IGm 1 ,  
und also, wenn 

(KI 

Die Ungleichung (K) ist eine Aussage über die Kleinheit der Cn- 
genauigkeiten q,. Weitere Voraussetzungen werden wir darüber nicht 
zu machen haben. Unsere Abschatzunpn fiir -die Wurzeln werden um 
so genrtuer, je kleiner die linke Scite von (K) gegen 1 ist. 

Es ist jetzt leicht, die Entwicklung eu Ende zu führen. Man schreibe 
niindich die Gleichungen (5) in der Gestalt 

(die Summe über alle Indices j mit Ausnahme von j = k zu erstrecken), 
und erhalt durch Einsetzen der Ungleichung (7) die Endformel: 

E s  ist also unter der einzigen K7einheitshedingung (K) 

(81 xk = ~ k ( 1  + %) 2 

wo alle 6k dm Ung7eichung (8) genügen. Dies ist unser Resultat.. 
B e m e r k u n g e n .  1. Dei der Ableitung hat die unbequeme Voraus- 

setzung gemacht werden müssen, daB keines der y, verschwindet. Die 
Formel wird sogar schon dann praktisch unbrauchbar, wenn die yk in 
der GrGBenordnung stark verschieden sind, da dann nur für  sehr kleines 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von 0.1~0 BLUMENTU. 361 

B die Ungleichung (K) erfüllt id .  Man kann diesem Mange1 unserer 
Abschiitzung in  folgender Weise abhelfen. Man setze 

Zi = 1,: + 1,: ( I = I , s ,  ... n) 

und bestimme die beiden Summanden so, daB die Gleichungen 

lauter von Null verschiedene Wurzeln haben, wom6glich solche, die in  
der Gr6Be ihrer Betrage nicht stark voneinander abweichen. Dies laBt 
sich leicht erreichen. Man führe dann die entsprechende Zerlegung 
fur die Gleichungen (1) durch, indem man etma 

p,: = 1,: + A,, pl'= 1," 
eetzt. Man erhalt dann 

xk - X: + X: (k = lys, ... n), 

worin die beiden Summanden x' und x" nach der Formel (8') abge- 
schatzt werden konnen. 

2. In  der Voraussetzung, daB B klein ist, ist nicht enthalten, daB 
die a,, absoiut klein sein müssen. E s  genügt, wenn sie prozewtual zu 
den entsprechenden a,, klein sind. Dies geht aus der Form (4) der fi,, 
hervor. 

Ich will die Methode schlieBlich an einem Beispiel erlautem, in 
dem noch ein anderer einfacher Kunstgriff benutzt wird. Das Beispiel 
i d  meiner voranstehenden Arbeit ,,Über asymptotische Integration UBW.<~ 
entnommen. 

Es seien: 4 ein Parameter, b eine (grole) positive Lahl, A,, A,, A,, Â, 

in irgendwelcher Reihenfolge die Wurzeln der Gleichung li4 + b4 - O. 
Es seien die Unbekannten pl, p,, p,, p, zu bestimmen aus dem Glei- 
chungssystem 

wo a,, E ~ ,  S;, vt ungenau bekannte Zahlen sind; bekannt ist nur, daB 

1) Ohne d i e ~ e  Einführung konnte sich ein 8ehr groBes q ergeben, das Schwierig- 
keiten macht. 
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Das zu den Gleichungen in xk zugeh6rige genkherte System lautet daun 

1 
sie haben aile gleichen Betrag 469, es ist also q = 1. 

4uBerdem ist 

Daraus folgt: 
IPjkI i $ ( S  + E + S + 7 )  = B .  

I 

Da schliefllich die rechten Seiten exakt gegeben sind, also N = O ist, 

und ents~rechend 

Über die Einführung der Gaui3ischen- ~unk t ion  in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 

Von H. E. TIMEKDING in Braunschweig. 

Bei der üblichen Art, wie die GauBische Funktion in die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung eingeführt wird, bleibt gewohnlich die Bestim- 
mung der Genauigkeit, die man durch diese Anniiherung an die wirk- 
lichen Werte der Wahrscheinlichkeit erreicht, uberücksichtigt. Dies 
scheint mir aber ein wichtiger Punkt. E s  ist deshalb vielleicht nicht 
unangebracht, so oft der Gegenstand auch bereits behandelt ist, im fol- 
genden eine moglichst einfaçhe und einheitliche Darstellung zu versuchen, 
die auch die Frage der Genauigkeitsbestimmung erledigt und die auBer- 
dem nicht bereits die Kenntnis besonderer Formeln (wie insbesondere 
der Stiriingschen Formel) voraussetzt, sondern mit ein paar elementaren 
Regeln der Integralrechnung auskommt. 
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ZunPchst ist bekannt, wie die Formcl 

in der von P o i s s o n  angegebencn Weise durch Verwandlung des ein- 
fachen Integrals in ein Doppelintegral bewiesen wird. Perner ergibt 
sich durch einfqche partielle Integration mit Rücksicht auf diese 
Formel (1) 

+ % + m + m 

Ebenso folgt durch wiederholte partielle Integration 

Diese Formeln reichen, abgcsehen von allbekannten Regeln, für das 
Polgende aus. 

Zum Auvgangspunkt haben wir den Ausdruck zu nehmen: 

der die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, da5 ein Ereignis, dessen mathe- 
matische Wahrscheinlichkeit zc ist, bei n Versuchen pmal eintritt und 
qmal ausbleibt. Nach dern Bayesschen Theorem fol@ aus diesem Aus- 
druck fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der wir dem Ereignis, nachdem 
es bei n Versuchen p m a l  eingetreten und pmal ausgeblieben ist, eine 
zwischen den Werten cr und /3 liegende Wahrscheinlichkeit zuschreiben 
konnen, der Wert 

P 1 

J ~ t a u  : J ~ : d u  
a O 

oder nach (3) R 

Nun wird insbesoildere angenommen, n sei eine sehr g ro le  Zahl, 
und in dem vorstehenden Integral ein angenaherter Wert der Funktion 
PU von u gesucht. Zu dern Zweck gehen wir von dem Maximalwert 
P: - der Funktion aus, den wir kurz mit M bezeichnen wolien, und 

n 

schreiben, indem wir noch 
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setzen, die Punktion P,P in der Form 

Um d a m  hieriür einen Naherungswert zu finden, bilden wir 

wo log den natürlichen Logarithmus bezeichnen soil. Entwickeln wir 
die beiden letzten Logarithmen in eine Potenzreihe, so erhalten wir 

m r 4  n ( a  - b) r s  n(1 - 8 a b ) r 4  
log Pf = log M - -- - -~ --P - . m .  

2 a b  3 a 2 b y  4a8b3  

Soil nun die Funktion P': überhaupt einen der Rechnung zuganglichen 
Wert  haben, so gilt dm Gleiche von log Pr und damit auch von dem 
ersten GLied der Reihenentwicklung auf der rechten Seite. Wir  werden 
daher die Gr6Be 

(6) 
n r 2  t a = - -  - 
Zab 

als im allgemeinen weder besoriders klein noch besonders groB anzu- 
sehen haben; r muB also, wenn 21. sshr groB ist, derart klein sein, daB 
nrs  einen der Rechnung zuganglichen Wert  behalt, vorausgesetzt, da1 
weder a noch b sehr klein wird. Mit Hilfe der neuen Gr6Be t IiBt 
sich die obenstehende Gleichung aber schreiben 

(7) 
(a - b ) t S  (1 - 3 a b ) t 4  log P; = l o g N -  t2 - - - -  - -. . . 
1/8abn a b n  

Man sieht so, da5 schon das zweite Glied gegen das erste sehr klein 
ist, denn ist sehr groB. Es ist deshalb angebracht, nicht un- - - 

mittelbar, um den Logarithmus zu entfernen, zu exponenzieren, sondera, 
1 indem wir uns mit einer Anniiherung bis auf Glieder mit n_ begnügen 

und deshalb auch alie auf die angeschriebenen Glieder folgenden Terme 
fortlassen, zunachst 

( 1  - S a  b)t4 
a b n  

zu setzen. Bei dem vorhergehenden Glied haben wir, um den gleichen 
Grad der Annaherung zu erhalten, 

4 ( a - b ) t a  4 ( a - b ) ' t e  ( a  - O)tS log 1 - --A + for ( ' i / 2 a b n  i 8 a b n  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von H. E. TIMEBDXNG. 365 

zu setzen (entsprechend der N i h e r ~ n ~ s f o r m e l  1 + a + + z8 = es) und 
erhalten eo, imrner mit dem gleichen Grnd der Auriiherung, 

log Pr = log M - te + log (1 - 6) 
und daraus 

(al P,P = MecP (l - a> 
für 

- b ) t 8  ( 1  - 3 a b ) t 4  1 - 4 a b ) t s  (y = *(a- +___--O(___. 
"ab;l a b n  9 abw 

Dieser Wert  8 muB also genügend klein sein, damit wir ohne 
merkb~ren Fehler 

P,P = Me-F 

setzen und so die GauBische Fuuktion einfiihren konnen. Wir haben 
nun noch einen Naherungswert für  das Maximalglied M zu suchen, 
das bei groBen Werten von p und p direkt nicht zu berechnen ist. 
Wir müssen zu dem Zweck beachten, da5 zufolge (3) 

+ b 

wird. Führen wir in dem Integral statt r die Veranderliche t ein, so 

aerden die Grenzen -K. l/E und +l/j l/o a ' und diese Grearen 

konnen wir ohne weiteres durch - oo und + cwi ersetzen. So gelangen 
wir zu der Gleichung 

- + m  +m + m  
Zabm d l  1 - 3 a b  e - ~ @ -  d t  $-' 1-4ab e-r.ts- d t 

n & - ' v ~ ~ { ~ e - p y , - ~ n - ~  - <D 1/n a b n , f  vg)i  
- m - m 

+ 
drno es wird sofort P ' ~ d t  = O. Die Formeln (2) ergeben also 

oder, immer mit dem gleichen Grad der Annaherung, 

Darans folgt aber, wieder mit demselben Grade der Annkhernng, 
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oder auch, wenn wir wir p = na, q = n b  einführen, 

(was auch aus der Stirlingschen Foimel, wenn man ihr die Gestalt gibt 

hkitte gefolgert werden konnen). Was mir an der hier gegebenen Ab- 
leitung, abgesehen von der engen Verknüpfung mit dem eigentlichen 
Gegenstande der Untersuchung, bemerkeuswert erscheint, ist, daB 
sie die Einführung der GrtiBe z auf die Formel (1), für welche die 
Poissonsche Überlegung eine eilifache und anschauliche Begründung 
liefert, zurückführt. 

Man kann fragen, ob man sich nicht auch auf das erste Glied in 
dem Ausdruck (9) für d beschranken kann. Man erkennt aber sofort, 
daB für a = b dieses erste Glied verschwindet, so dai3 es zweckmal3ig 

1 
ist, gleich die Glieder mit hinzuzunehmen. 

Die zweite Art, wie die GauBische Funktion eingeführt wird, be- 
steht darin, daB der Ausdruck (4) ah Funktion des ganzzahligen Argu- 
mentes p betrachtet und lz wieder als sehr groB angenommen wird. 
Denn ist der Ausdruck wieder sehr sühwer direkt zu berechnen, und 
man muB eine hrauchbare Naherungsforrnel suchen. Dies geschieht am 
besten, indem wir die bereits gewonnenen Resultate verwerten. Es 
ist nkimlich das Maximalglied 1L1 seiner ursprünglichen sedeutmg nach 

n '  g!zq J f = -  -'-- 

p !  P.! nP+4 

und damit wird iiach (4), wenn wir noch 'L' = 1 - u. setzen, 

oder 

wenn wir N = (.;y - (y)' eieinführen. 

Wir  woilen jetzt die Naherungswerte von M und N einzeln be- 
rechnen. In dem Ausdruck (10a) für M, den wir kürzer schreiben wollen 

setzen wir 

(12) p = n u + z ,  mithin q = n v - . z  
und erhalten 
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Die Ausdrücke 2- und solleo nun echte und zwar sehr kleine 
rr u 

Brüche sein. Wir  k6nnen die Potenz mit dem Exponenten - + also 
nach dem binomiachen (oder dem Taylorschen) Lehrsatz entwickeln und 
finden, indern wir nur die Glieder bis zur zweiten Potenz berücksich- 
tigen, nach einer leichten Reduktion 

Wir führen nunmehr die GrGBe 

(13) 
z 

-- = x 
1 h n u v  

ein, von der wir voraussetzen, daB sie der Rechnung zuganglich bleibt, 
1 

ferner konnen wir bis auf Glieder mit genau 

  et zen und finden 

oder, immer mit demselben Grad der Anniiherung, 
1 1 - U V  u-v 

(14) M = - -- [1 - & - ~ + s+-- i/- n u 9  v5G.G 41221~ 

Um nun auch den xweiten Faktor N naherungsweise au berechnen, 
bilden wir P 9 log N =  - p  log- - qlog-  

n u  11 v 

oder dit Rücksicht auf (12) 

logAr= - (NU f 2 )  hg(1 +A) - (%V - ? l o g  

Hierin entwickeln wir die Logarithmen nach Potenzen von 2 und 
erhalten weiter 

Z z' z S  
l o g N = -  ( ~ u + E ) ( - -  n u  2 n ~ i 4  + 3  n ~ i 3  - 4 ~ 4 % 4  " ...) 

z = z z4 
+(nv- f i ) (n f ;+mi+m+4n 'v . - . )  

oder ausgerechnet, wenn wir immer die Beziehung u + v = 1 irn Auge 
behalten, 

za  ( u - v ) z 3  ( 1 - 3 u v ) z 4  log N = - - - ---- - 
1 2 n ~ u 8 v r  ' ' ' -  2 n u v  6 n e u e v e  

Wir homen uns auf die angeschriebenen Glieder beschranken, 
1 wenn wir nur eine Anniiherung bis auf Glieder mit - beabsichtigen, 
n  

denn durch Einführung der GroBe x aus (13) folgt 
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Hierfür dürfen wir, imrner mit dem gleichen Grad der Anniiherung, 
schreiben 

u-v 1 - 4uv log N = - %' + log (1 - ' -- z' + ' - - - Ic6) 
3 p G i ü  2"U" 

und erhalten daraus, wieder mit demselben Grad der Anniherung, 

Multiplizieren wir endlich die Ausdrücke (14) und (lû), indern wir 
1 

anfs neue nur bis zu Gliedern mit m- gchen, so erhaltcn wir das End- 

reaultat, in dem wir jetzt die Wahrscheinlichkeit als Funktion von x 
oder s anzusehen haben und deshalb P,(B) schreiben: 

DaB dieser Ausdruck ziemlich lang wird, hat nichts zu sagen; er 
soll nicht als Grundlage der weiteren Rechnung, sondern nur zur Kon- 
troiie dienen und ist der Bauart nach durchaus übersichtlich. Die 
Glieder, die 1 : fi enthalten, sind die Glieder mit nngeraden Potenzen 
von x und goraten in Wegfall, wenn u = v iet. Fiir den Full eilter 
von vornherein symmetrischen Wahrscheinlichkeit ist die Annahevung durch 

z= 
1 -- 

die GaulJische Fuizktion --- 2 n u o  a l ~ ~  bedeutend besser als für den i/znuvxe 
unsymmetrischen Fail. 

Integrieren wir den Ausdruck zwischen den Grenzen - w und 
+ ao, so folgt aue den Formeln (1) und (2) mit Leichtigkeit 

wenn wir an die Stelle des ganzzahligen Argumentes p die kontinuier- 
liche ~ e r a n d e h h e  a treten lassen. 
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nber den Rechenschieber, insbesondere den von Pozzi.') 
Von Dr. CHRISTIAN BEYEL in Zürich. 

Der Gedanke, melcher dem Nechenschieber zugrunde liegt, ist be- 
kanntliçh euglischen Ursprungs. E d m u n d  G u n t  er,  Professor der 
Astronomie am College von Gresham in London konstruiorte zuerst 
(1620) RlaBstibe, bei welchen die Logarithmen der Zahlen graphisch 
aufgetragen wurden. Solche MaBstabe wurdcn in der englischcn Marine 
gebraucht, und die Erfindung erlebte im Laufe der Zeit vielfache Ver- 
anderungen und Verbesserungen. Aber der Gebrauch des Instrumentes 
blieb bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts auf kleine Kreise be- 
schriinkt, .und erst mit dem Emporblülien der modernen Technik wurde 
der Rechenschieber ein unentbehrliches Hilfsmittel für jeden in der 
Praxis arbeitenden Ingenieur. Seitdem wurde nicht nur die Fabrikation 
des logaritlimischen MaBstabes auf eine hohere Stufe gebracht, sondern 
es versuchten auch zahlreiche Frfinder, das kleine Instriment imrner 
mehr zu  vervollkommnen und den Bedürfnissen der Technik anzupassen. 
Jedes Jahr bringt neue ,,Systeme". Oft kehren dabei urülte Gedanken 
- wie z. B. der des kreisfirmigen Rechenschiebers - wieder und 
suchen sich durchzusetzen. Kicht immer gelingt dies, denn manche 
,,ldeei: welche theoretisch sehr schon aussieht, entspricht entwcder 
keinein praktischen Bedürfnis, oder sie ist zu kompliziert für den ail- 
gemeinen Gebraucb und bedingt eine Überladung des Stabes mit 
Zahlen und Zeichen. Das Bild des Schiebers muB klar und ruhig 
sein, und wer zu vie1 will, wird wenig erreichen. Wir sind daher 
gegen manche dieser Neuerungen skcptisch geworden, und langjahrige 
Erfahrung hat uns oft Recht gegeben. Wir freuten uns zuweilen 
über einen schvnen Gedanken, welcher in einem neuen Schieber zutage 
trat und muBten dann bernerken, da% die Praxis die Verbesserungen 
ablehnte. Wir  glauben daher, da6 der gewohnliche Rechenschieber 
mit Liiufer oder der Schieber ,,Ritzl', welçher noch die Kubikzahlen 
enthiilt, vollkommen dem genügen, was der PraktiEer verlangt. Wjy 
pflegen daher diese Schieber unseren Vorlesungen zugrunde zu legen. 
E'ür besondere Zwecke mag sich der Spezialist den Schieber kon- 
struieren lassen, welcher die besonderen Aufpben  lost. 

Wenn wir nun heute einen neuen Schieber in empfehlendem Sinne 
beurteilen, so rnochtcn wir nuch hier das entscheidendc Wort dem in 

1) C. Pozzi: Il reg010 calcolatore. Sorino, Tipograiia Olivero & Co., 1911. 
Zeitsclirift f. Mathematik u. Phyaik. 68. Band. 1914. Eef t  4. 2 4 
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der Praxis arbeitenden Ingenieur lassen. Immerhin scheint uns, dsB 
der Schieber des italienischen Professors C. P oz z i in seiner Anordnung 
eine Reihe von Vorzügen hat, an welche sich der Praktiker schnell 
und mit Vorteil gewtihnen wird. W i r  wollen die wesentlichen Giund- 
lagen des Schiebers kurz erklaren und d a m  auf die grole Anzahl der 
Kombinationen hinweisen, welche sich mit dern Schieber ausführen 
lassen. Wir  nennen bei dieser Erklarung den beweglichen MaEstab, 
melcher zwischen dem festen Stabe gleitet, die ,,ZungeC' dea Rechen- 
schiebers. Über den festen Stab gcht dcr ,,LZuferfC, in welchen eine 
oder mehrere ,,Marken" eingeritzt siud. 

Fig. 1. 

200 .5 2 10 5 2 1 

A r  1 I 1 I 
I 1 

Der Rechenschieber P o z z i  enthalt, wie der gew6hdiche Schieber, 
die vier je 23 cm langen logarithmischen MaBstàbe, von dcnen je zwei 
einander gleich sind. Auf dem oberen festen, mit B bezeichneten 
NaBstabo (Fig. 1) sind von links nach rechts zweimal die Logaritlimen 
von 1-10 aufgetragen. Der untere feste mit C bezeichnete MaBstab 
triigt einmal die Logarithmen von 1 bis 10. Mit M und N sind resp. 
der obere und der untere MaBstab der Zuilge bezeichnet, welche mit 
dem anschlielenden MaBstabe des festen Stabes übereinstimmen. Es 
ist also U = 31 und N - C. 

Zu diesen vier MaBstaben kommt noch ein am oberen Bande des 
festen MaEstabes angebrachter MaBstab A. Auf demselben sind, wie 
bei B, zweimal die Logarithmcn der Zahlen 1 bis 10 aufgetragen, aber 
in umgekehrter Reihenfolge, d. h. von rechts nach links. Es stehen 
also von der Mitte aus die Zahlen 2, 3, 4 nach links und 9, 8, 7 nach 
rechts. Aus dieser Anordnung erkennt man sofort, dai3 bei geschlos- 
senem Schieber den Zahlen von B im Malstabe A die reziproken 
Werte gegenüber stehen, z. B. der 2 in B der Wert 0,6; der 4 der 
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\F7ert 0,25 usw. Der untere Rand des festen Stabes tragt in einem 
mit D bezeichneten MaBstahe dreimal die Logarithmen der Zahlen 
Ton 1 bis 10. Daher steht der MaBstah C, melcher nur einmal die 
Logarithmen der %Alen von 1 bis 10 triigt, zum MaBstsbe D im Ver- 
haltnis von 1 : 3. Folglich stehen den Zahlen des MaBstabes C im 
MnBstabe D die dïitten Potenxen gegenüber, z. B. der 2 die 8. Um- 
gekehrt finclen wir im STaBstabc C die Kubikwurzeln aus den Zahlen 
1-1000 des untersten MaEstabes D. 

Der MaBstab B tragt die Logarithmen von 1 bis 10 zweimal. E r  
steht also zu dem MaBstabe D im Verhaltiiis von 2 : 3. Daher inuB 

Big. a. 
2 10 5 2 1 

dern Quadrate einer Zahl von B im MaBstabc, D die dritte Potenz 
gegenüberstehen. Wir  finden z. B. unter 2' oder 4 von B im MaB- 
stabe fj die dïitte Potenz 8 von 2. SOU dalier die dritte Wurzel aus 
dem Quadrate einer Zahl, also VkT gefunden werden, so suchen wir z 
in D. D a m  steht dem s im MaBstabe B das Resultat $'z gegen- 
über. E s  ist z. B. VgP = 4 oder v27" 9. Kornbinieren wir diese 
Ablesung mit dern MaBstabe A, so k6nnen wir direkt den reziproken 

1 t. vi? 
Weït, d. h. -- = - , ablesen, z. B. - = 0,25 $5~ x B 

Diese Resultate ergeben sich bei geschlossenem Schieber. Bewegen 
wir noch Zurige und Laufer, so fiuden wir für alle iu B gemachten 
Ablesungen die reziproken Werte auf A. Lesen mir in C ab, so gibt 
der MaBstab D direkt die dritten Potenzen. Es würde uns zu weit 
fiihren, hier auf aile mogliclien Kombinationcn einzugehen. 

Wir wenden uns der Rückseite der Zunge zu und betrachten die 
mit P und Q bezeichneten MaBstabe (Fig. 2). Dieselben sind so ein- 
gerichtet, da5 auf 60 cm die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 

24 * 
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aufgetragen sind. Wir  lesen von links nach rechts auf dem oberen 

MaBstabc genau die Zahlcn 1 ;  1, 005 . . . ab bis 3,01, 3 ,02 . .  .  CO.. 
und 3, 3 ab. Daran schlieBen sich auf dem unteren MaBstabe Q von 

links nach rechts die Zahlen von 2, 9 . . 3, 1/10.. . . bis 10. Setzen 
wir diesen MaBstnb P - Q mit den anschliclSendcn MaBstiibcn B und C 
in Verbindung, so fol@: Auf dem MaBstabe U sind auf je 12,5 cm 
die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aufgetragen. Die MaBstabe 
P - Q tragen auf 50 cm die Logarithmen derselben Zahlen. Also ver- 
halten sich die MaBstabe wie 1 : 4 und den Zahlen von P - Q stehen 
in  B die vierten Potenzen. gegenüber, z.  B. 2 der Zahl 16 und 5 der 
Zahl 623. Umgekehrt stehen den Zahlen von B in P - Q die vierten 
Wurzeln gegenüber. 

Au£ dern MaBstabe C Sind die Logarithmen der Zahlen von 1-10 
auf 23 cm aufgetragen. E r  verhalt aich also zum MaBstabe P - Q 
wie 1 : 2 .  Daher niüssen den Zahlen von P - Q in C die Quadrate 
gegmüberstehen. Den Zahlen von C sfehen in P - & die Wurzeln 
gegenüber. 

W i r  haben also hier dasselbe Verhaltnis zwischen den MaEstaben 
P - Q und C, welches zwischen C nnd B besteht. Weil aber die 
Teilung von P - Q vie1 genauer ist, als diejenige von C uud B, so 
werden wir mit Vorteil bei Quadrierungen und beim Aiisziehen der 
zweiten' Wurzel die MaBstabe P - Q und C benutzen, wenn a i r  eine 
gr6Bere Genauigkeit als bei C und B erreichen wollen. 

Vergleichen wir die Skala P - & mit der Skala D, so sind auf 
D die Logarithmen der Zahlen von 1-10 dreimal aufgetragen Daher 
ist die Strecke, welche diese Logarithmen einmal triigt, 9 cm lang. 
Auf dem MaBstabe P - Q verteilen sich die Lognrithmen der Zahlen 
von 1-10 auf 50 cm. Daher verlialt sich die Skala D zu der Skala 
P - Q wie 1 : 6. Folglich stehen den Zahlen von 1'- Q in D die 
sechsten Potenzen gegenüber, z. B. der %ah1 2 die Zahl 64. Umgekehrt 
entsprechen den Zahlen von D die sechsten Wurzeln in P- Q. 

Nehmen wir nun die Zunge und den Schieber zu Bilfe, so k6nnen 
wir den Anfang der Zung-e oder das Ende unter eine beliebige Zahl 
x von B etelien, z. B. unter 3. Wir schieben die Marke auf eine 
Zahl y, z.  B. 2,  von P - Q. Dann lesen wir in B unter der Marke 

x. y4 (3.24=48) ab. In C finden wir unter der Marke y2ix(4.1/3= 6,928). 

In U steht unter der Marke y" fl (64. v27 = 332,5). 
Setzen wir x = y,  90 finden wir in B die Zahl x5, Z. B. fiir x = 3 

die Zahl 32. In C steht unter der Marke $via: (4. i 2  = 5,63) und 

in D: x7. 1/x (Z1 J@ - 180,9). 
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Stellen wir den Anfang oder das Ende der Zunge iiber x von (4 
z. B. über 2 und schieben wir die Marke des Liiufers auf y von 
P - Q, z. B. auf 3, so lesen wir unter der Marke in R die GroBe 
$ 2 .  y4 ( 4 .  8 1  = 324) und in C: xy"2. 9 = 18) und in 7) die GroBc 
~3~~ (8 . 729 = 5832) ab. 

Setzen wir hier x = y, z. B. = 2, so iiriden wir x6 (64) z3 (8) und 
29 (512). Stellen wir endlich den Anfang oder das Entle der Zunge 
über eine Zahl x, z. B. 2, von D und schieben wir die Marke auf y, 
z. B. 3, von Y - Q, so lesen wir untcr der Marke in B die GroBe 
i / l ç z .  e/4 (y4 . 8 1  = 128,5) und in C die GroBe v;. y' ($'2 - 9 = 11,33) 
nb. Gleichzeitig finden wir unter der Marke in  D die GroBe 
x . y6 (2 . 729 = 1458). Setzen wir x = y, z. B. = 2, so finden wir 
z4$'2 (25,39) x" F/T(5,04) und x7 (128). Diese wenigen Beispiele mogen 
genügen, urn die Vorziige des MaBstabes P - Q zu zeigen. 

Die meisten Rechenschieber tragen eine Skala, auf welcher die 
Lange von 25 cm in eine Anzahl, gewohnlich 500, gleiche Teile ge- 
teilt ist. Wird diese Skala mit dem logarithmischen MaBstab C ver- 
glichen, welcher die Zahlen 1-10 tragt, so konnen wir die Logarithmen 
von zwei- bis dreistelligen Zahlen niiherungsweise auf drei Stellen ab- 
lesen. Diese Einrichtung gestaltet sich beim Schieber P o z z i  besonders 
vorteilhaft. Zwischen den MaEstaben P - Q finden wir einen Mal- 
stab L (Fig. 2), welcher in 1000 gleiche Teile geteilt ist. Von diesen 
1000 Teilen korrespondieren 500 mit dem über L liegenden MaB- 
stabe P und 500 mit dem unter L liegenden MaBstdJe Q. Stellen 
mir nun die Xarke auf eine Zahl des MaBstabes P, z. B. auf 253, so 
konnen wir in L die Mantisse, 403, des Logarithmus der dreistelligen 
Zahl genaa ablesen. Suchen wir auf & cine Zahl, z. B. 732, so finden 
mir auf der unteren Skala von L die Mantisse 864. Die Genauigkeit, 
mit welcher also die Logarithmen von dreistelligen Zahlen bestimmt 
werden konnen, ist beim Schieber P o z z i  bei weitem groBer als bei 
den gewohnlichen Eechenschiebern. Sie ist  für viele Falle der Praxis 
genügend, so da6 wir e. B. Xxponentialgleichiingen wenigstens ebenso 
genau und schnell rechnen konnen, wie bei einigen Schiebem (z. B. 
System ,,PeterC'), welche für diese Berechnurigen bevondere Skalen haben. 

Mit den Rechenschiebern, welche numerische Aufgaben losen, wird 
meistens auf demselben Stabe ein trigonometrischer Schieber ver- 
bunden. Wir  haben den Eindruck, daB im allgemeinen diese trigono- 
metrischen Schieber wenig gebraucht werden. Theoretisch lassen sich 
damit freilich viele Aufgaben losen, und die ganze Dreiecksrechnung 
kann niiherungsweise cingestcllt werden. In Wirklichkeit liegt aber 
die Sache so, daB die ganze Dreiecksrechnung in den Mittelschulen 
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einen breiten, oft ailzu breiten, Raum einnimmt und dort vie1 Gelegen- 
heit zu schonen Aufgaben bietet. Der praktische Ingenieur dagegen 
hat es gewohnlich nur mit den einfachsten Fallen der Trigonometrie 
z i ~  tun. Mehr Wert hat diese für den Geometer und Qeodiiten. Aber 
diese Techniker verlangen für ihre Resultate eine Genanigkeit, welche 
der Bechenschieber in den wenigsten Fallen bieten k a m .  Für diese 
Zwecke müssen daher besondere Schieber gebraucht werden. Dieses 
mogen die Gründe sein, warum der trigonometrische Schieber nur 
selten henutzt wird. 

Zahlreich sind die Anordnungen auf den Reclienschiebern, welche 
zur Be~timinung der Funlitionswerte von sinus und tangens dienen. 
Meistens erhalt man sofort die Logarithmen dieser Werte iind 

kann sie mit den Logarithinen der Zahlen kombinieren.' Die Art, 
in welcher P o  z x i den trigonometrischen Schieber anordnet, ist 
eine originelle und geistreiche. Wir  finden auf der Vorderseite der 
Zurige awischen den MaBstaben sir und N eine mit T bezeichnete 
Skala (Fig. 1). Sie zerfallt in sieben verschiedene Teile. Die ersten 
drei gestatten für hundertteilige TVinkel auf dem MaBstabe voii B die 

sin a cos a 
Werte von 6': (1) y (II) und - -  - (P) abzulesen. Setzen a i r  

cf 

diese Werte unter a von A, so konnen wir in A über dem Nnllpunktc 
der Zunge diese Werte von sin c r ,  tg a und sin a cos a finden. In B 
stehen über dern Nullpunkte die reziproken Werte von cosec a ,  ctg a 
und sec lu. - cosec a. Der MaBstab T tragt noch die Wert.e von 
a 

tg " (III) von (IV). Am Ende des îvIniJstabes stehen nochmals 

diese Weite. Sie sind auf eine Lange von 23 cm aufgetragen, so daB 
sie mit dem MaBstabe C in Beziehung gesotzt werdon konnen. Sie 
gestatten dann, die Werte von sin2 cc und tg2 a: zu bestimmen. Diese 
kurze Übersicht über den trigonometrischen Schieber P o z z i  zeigt uns, 
c1aB wir eine groBe Anzahl von Einstellungen machen kolinen. Aber 
wir glauben, daB auch für diese Anordnurigen das gilt, was wir oben 
sagten. So lange es sich nur um die theoretische Lusammensteiliing 
von Aufgnben handelt, welche man für einen allgemeinen Winkel a 

mit Hilfe des Schieberv losen kann, ivt man überrascht über die Tiel- 
gestaltigkeit der mogliehen Probleme. Pür die praktischen Bedürfnisse 
mochte aber vor allem die Strecke von 23 cm doch zu kurz bemessen 
sein, um sieben Skalen in brauchbarer Forrn zu tragen. Wenn doch 
ein trigonometrischer Schieber angebracht werden soll, so würden wir 
eine Skala von sin a: und tg  a îür 90teilige Winkel in Verbindung mit 
dem 1IaBst:ibe C vorziehen. 

Der Laufer, welcheil P o z z i  benutzt, triigt drei Marken. Die Ent- 
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4 
fernnng zmischen der ersten und zaeiten gibt den log --. Der Ab- 

7c 

stand zwischen der zweiten und der dritten ist gleich log fi. Die 
erste Entfernung 1ZBt sich bequem gebrauchen, wenn der Kreisinhalt J 
aus dem Durchmesser d berechnet werden soll. E s  ist 

\al 

Stellen wir also die mittlere Marke über d im MaBstabe C, so lesen 
wir iiber der ersten Marke in B den Krejsinhalt ab. i 3  kommt bei 
rielen Bcrechnungen vor. Das Anbringen solcher Konstanten auf dem 
taufer scheint also seine Vorteile zu haben. Aber es hat auch seine 
R'achteile, auf welche wir aufrrierksam machen mochten. E s  bedingt 
eine gr6Eere Ausdehnung der Glasfliiche, dies wieder, abgesehen von 
den Kosten der groBeren Umrahmung, eine vermehrte Gefihrdung des 
Glases. Dazu kommt die Moglichkeit der Verwechslung der Xarken, 
welche um so leichter vorkommen kann, als die Aufinerksamkeit beim 
Rechnen sich in erster Linie auf das z ~ i  losende Problem konzentriert. 
Ferner ist eu bcmerken, daB die eine oder andere Marke über den 
Schieber hinausfallen kann, und daB dann die Ablesung unter der 
Marke unmoglich ist. Überdies tragt jeder Schieber die Grole z, und 
wer 1/3 nicht ausmendig weiB, kann diesen Wert  bei geschlossenem 
Schieber sofort auffinden. Wir ziehen daher einen maBig breiten 
Llufer mit der Marke in der Mitta vor und mijchten wünschen, daB 
die Umrahmung links und rechts so schmal wie moglich gehalten 
werde, damit sie nu r  wenig Flichenrauni des Schiebers verdeckt. 

Auf der Bückseite des Rechenschiebers befindet sich gewohnlich 
eine kleine Zusammenstellung von Konstanten und Formeln. Dieselbe 
id nlehr oder wcniger individuell, denn der eine braucht dies und der 
andere jenes besonders haufig. Wir  konnten uns daher auch denken, 
daB vieleu Praktikern mit einem unbeschriebenen Streifen ebensogut 
gedient ware, auf welchen er sich selbst die Gr6Ben notieren kann, 
welche er f ü r  seine Zwecke besonders haufig braucht. 

Ing. G i o v a n n i  Pozz i ,  Professor an der Gewerbeschule Omar in 
Novara, hat auBer der oben erwahnten kurzen Instruktion für seinen 
Rechenschieber noch eine Theorie1) und ein Handbuchz) verfaBt. Der 
Hcchenachieber selbst liegt in vorzüglicher Ausstattung vor, welc6e 
A l b e r t  K e s t  l e r  i n  Lahr hergestellt hat (D. B.-Patent Nr. 173660). 
In dieser Form darf er dern Praktiker angelegentlich empfohlcn werden. 

- 

1) Il regolo calcolatore P o z z i .  Torino, F. 13ardelli u. Co. 1911. 
2) 11 regolo ertlcolatore e le sue applicazioni. Manuele Hoepli. 2 ed. 1910. 

Applicazioni del Regolo calcolatore Pozzi. Torino 1913. 
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The Design and Theory of a Mechanism for Illustrating 
Certain Systems of Lines of Force and Stream Lines.') 

By Wm H. ROEVER, St. Louis, U. S. A. 

With 2 tables and 4 figures in the text. 

9 1. Description of Mechanism. The mechanism, which is shown 
i n  photographs 1 and 2, consists essentially of tmo mheels, about eight 
inches in diameter, which are capable of rotating arnund parallel axes 
in planes, p hi ch are not more than one half inch apart. These mheels 
are provided either with spokes as shown in photograph 1, or mit11 
slotted webs as shown in  photograph 2. The rest of the mechanisni 
consists of a hand motor and a series of belt-driven cone piillegs by 
means of which the whcels jiist describcd may be given various augulsr 
velocity ratios. 

When the motor is put into operation, the oboerver wiil see a 
system of curves, the n a h r e  of which depends on the velocity ratio 
and the forms of the spokes, or slots, of the wheels. 

These curves are the loci of the  points of intersection of the 
spokes, or slots, of one wheel a i t h  those of the other. It is the ob- 
ject of this paper to show that, when the spokes, or slots, are radiating 
straight lines (as shown in photograph 1) or CO-polar congruent loga- 
rithmic spirals of any form (as for instance those shown in photo- 
graph 2), the system of curves obsorved representv the liiieu of force 
or the stream lines, which correspond to a problem in each of several 

FI% 1. 
branches of mathematical physics. The accompanying 
photographs show a few of the systems mhich the 

1 11 machine can produce. 
5 2. Two Special Fields of Force. In order to 

have a starting point let us consider the following 
two fields of force. 

Field I. The electrostatic force at  a point P 
(Pig. i.), at  distanco r from an infinite straight line 
mhich carries a uniform charge n per unit length, 

2 1 is represented in magnitude by the expression (c. g. S. units). The 

vector representing this force has its origin a t  P and lies along the 
- - -- - - - 

1) Preuented to  the American iitlzernatical Society, Apiil and Kovember 1912. 

See BulZetin of this society, Vol. X VIIX, No. 9, p. 435 and Vol. X I X ,  No. 5! p. 220- 
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*erpendicular from P to the electrified line. Since the particle a t  P is 
supposed to be positive, the vector is directed away from ur towards 
the line according as A- is positive or negative. 

Field II. The electro-magnetic force at a point P (Fig. 2.), at 
distance r from an infinite straight wire which carries a constant cm- 
rent of electricity j ,  is represented in in tens i t~  

Fig. a. 
2 j 

by the expression - (c. g. S. units). The vector re- 

prcsenting this force has its origin at  Y and lics 
along the straight line which passes through P and 
is perpendicular both to the wire and the perpen- 
dicular from P to the wire. The direction of this 
vector is such that the ai-row head is towards the $ 
left hand of a person faciilgr P and swimming in 
the current which flows from his feet to his head. 

§ 3. Fields 1 and II in terms of complex variable. The fields 1 
and II, just described, can be very simply represented in terms of the 
complex variable. 

Field I in terms o f  the cornpiex variable. Let the plane z which 
passes through P and is pcrpendicular to the elcctrified linc be that 
of the conlplex variable, the zero of which is at the point in which 
the electrified line pierces z. The point P is theri a general point 
B = z + iy of thjs plane. If we now think of the point 8 = 0 as the 
abode of a particle of mass m = 21., the law of the intensity of the 
force being that of the inverse dist-ce, Fip.. 3. - -  
then the vector represented in Pig. 1 

z = x + i y  
and described in 5 2, is completely 
represented by the cornplex quantity 

(1) m .  qf), 
2 

in which the sgrnbol ~ ( f )  stands 

1 
for the conjugate of (see Fig. 3). 

Field II in terms of the compl~s  variable. Now let the plane n 
which passes through P (Fig. 2.) and is perpendicular to the wire 
carrying the current be regarded as that of the complex variable, the 
zero of which is at the point in which the wire pierces n. If now we 
put n = 2 j ,  i t  is easy to see that the vector represented iii Fig. 2 
and described in 5 2 is completely represented by the complex qnantity 

(2) n i ~ ( 3 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



378 Mechanism for Illustrating Certain Systems of Lines of Force and Stream Lines. 

6 4. Imaginary and Cornplex Masses. It appears from this method 
of representation that we may regard the force of Field 1 as due to a 
real mass wî, and that of Field II as due to a piire imaginary mass ni. 

Field III. Let us now imagine - for the moment disregarding 
the possibility of physical interpretation - that the point z = O is the 
abode of a complex mass 

p = rn + ni, 

where nz and n are real numbers, and that the force at  a general 
point z is the resultant of the two forces just formulated in 9 3, namely 

Field IV. Furthermore, let us assume that the force at a general 
point z of the complex plane mhich is due to  the t a o  complex masses 

y ,=m,  + % , i ,  ,uz=m, +fi , i ,  

situated respectively at the points s, and s,, is represented by the com- 
plex expression 

(4) 

5 5. Equations of Linos of Force of Field III. Tiet us now ohtain 
the lines of force of the field III due to the complex mass p - m f ni  
at the origin. I n  order to do this let us put  

z =r(coscp + i s i n y )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



K(;) = ( c o s v +  i sinT),  

and since 
p = m + n i ,  

,K(?,) = x +  Yi ,  
where 

Now 

where 
U =  wz logr  + rnpo. 

Hence the function u' may be regarded as the potential function of 
Field III. 

But U is the real part of t'he analytic function 

( m - n i )  l o g z =  U +  Vi. 

Therefore the pure imaginary part, 

niay be regarded as the strcani fuuction. 
Hence the equation 

(3,) v = const. 
iri that of the lines of force of Field III. 

The curves (3,) are the CO-polar logarithmic spirals which cut the 
? I L  

straight lines through the origin a t  the constant angle a - arc cot - 0  

It 

When p. = ln is real, equation (3,) takes the forin 

(3,) gp = const., 

and when p = n,i is a pure imaginary, equation (3,) becomes 

(38) log r = const. 

Thwe are the liiies of force of fields 1 and LI rcspectively. 

5 6. Equations of Lines of Force of Field IV. Let us now 
obtain the lines of force of field I V  due to the complex masses 
pi = ml $ n,i and pz = rnB f nsi  which are situated at the points z, 
and z, respectively. For the problem in hand no generality wiil be 
lost in assuming (see Pig. 4) 2, = 1 and z, = - 1. Then let us put 
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380 Mechanism for Ulustrating Certain Systems of Lines of Force and Stream Linee. 

Since y, = ml + n1i and u, = ma f rz,i, 

1 1 
E ( ) X + ~  and P ~ K ( ~ ~ ~ ~ ) = = ~ ~ + Y , ~ ,  

where 

1 1 
X, = - ( m l  cos<p-nl s inq) ,  X - - (m, cos $J - 11, sin q!), 

P 
and 

" - 4  

1 
Y , = $ ( n i l s i n g i + n l  eoscp), Y,  = - (m, sin . i ~ ,  + n, cos q!). 

P 

Now 

U =  m, l o g p  + ~ 1 ,  logq + n l ~  3- n , i .  

This is the potential funetion of the Field IV, and is the real part 
of the analytic function 

(m, - n,i) log ( B  - s,) + ( n ~ ,  - j z , i )  log (ü - s,) - U +  Pi. 
Therefore, the pure imagiiiary part 

y = - ~ z , l o g p - n , l o g p  + ~ ? z , c p  $-na,@ 

is the Stream function. 
Therefore the equation 

(40) - ni logp - n, log y + ml rp + rn,+ = conut. 

is that of the lines of force of Field IV. 
When y, = ml and p, = m, are mal ,  equation (4,) becomes 

(4,) , rn, cp + ma Q = const., 

and when ,u, = n1i and p, - 7 z , i  are pure imaginaries equation (4,) as- 
sumes the form 

(42) n, logp  + f i ,  log  y = const. 

9 7. The Theory of the Mechanism. We are now in a positiofl 
to prove that the systems of curves which are produced by the 
mechanism described in 5 1 are represented by equations (&) 5 6. 
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The lines of force due to the maas pl = ml + nl i = I J L ~  (1 + i tan a) 
situated a t  the point Pl, (z,) are tlie logarithmic spirals 

and those due to p, = ma 4- n2i = m, ( 1  + i tan@ a t  P,, (5) are 

(6) - t a n / 3 . 1 0 g q + i = v .  

Let us now put 

( 7 )  A-=nt+ b and v = c t f  d ,  

where a,  b ,  c, d are real constants and t i s  a parawzeter wl~ic7~ we will 
Lake to represent t h  tzme. 

By tliis assumption the spirals (5) and (6) (which are repïesented 
by the curves Pli> and P 2 P  respectively in  Fig. 4.) are made to rotate 
around their poles with constant arigular velocities. 

ln  order to diminate t betwecn equations (5) and (6)) in which 
i1 and v have the values given by equations (7), i t  is only necessary 
to multiply (5) by c, (6) by - u and add. The eliminant thus ob- 
tained is 

(8) - c t a n a  - l o g p  + a t a n p .  logq + crp - a@ = bc - ad .  

A cornparison of this equation with the equation 

wliich is identical with equation (4,)) enables us to state the 

Theorem 1. The hies of force due 20 the two cornplex masses 
y, = m, (1 + i tan or) and p, = m2 ( 1  + i tan p), which are situated at 
the points Y, and P, respect%vely, are the loci of the points of intersectiolz 
o f  the logaritiirnic spirals which are the Zines of force due to p, abne 
~ ~ 7 t h  those ulhich are tlie lines of force due to p, alone, provided tkat 
lhese fzcio rigid systems of spirals rotate aroulzd their respective poles with 
angdar velocities, the ratio of whicl~ is the neyative recipocal of the ratio 

o f  the real parts of pl und pz, that is, prooided a = - ma-. 
ml 

Lf, for instance, p, = 2 + i and pz - - 1 + i as shown in Fig. 4, 
the spirals of pole P, must rotate twiçe as fast as those of Pl,  and 
the rotations must be in the saine sense. 

We have before us also €he proof of 

Theorem II. If Iwo systems of co-polar logarilhmic spirals of angles 
a and p rotate around tlteir respective poles Pl and P2 with angular 
velocities which are proportional to a and c ,  tltm the loci o f  the points 
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382 Mechankm for Illustreting Certain Systems of Lines of Force and Stream Lines. 

of intersection of the curves of one system with those of  Ihe other are 
the lines of force due to the two cornplex musses p, - ml (1 + i tanct), 
pa = m, (1 + i tan p ) ,  wlzich are situated ut Pl a d  P, respectiveèy, the 
ratio of' the wu1 parts of wI~icJt is Ihe negative veczjx-ocal p f  the ratio of 

Theorcm I fails a h e n  both of the masses pl, p2 are pwe inzayi?zaries, 
and also when only one of these is a püre imaginary. For, the lines 
of force corresponding to a pure imaginary mass are concentric circles 
[see eq. (3,))) and such circles on rotation around the common centre 
would merely move d o n g  therriselves. La these cases the mecliariisrn 
also fails. 

In al1 other cases, the Theorem (and also the mecbanisrn) does 
not fail. A special case of interest is that in which both mal wes are 
real. In  this case the systems of spirals become systems of radiating 
right lines of radiants P, and P,, and the corresponding loci are re- 
presented by the equations (4,)') 

5 8. Applications. In 5 4 we introduced the notion of complex 
masses without regard to the possibility of physical interpretation. 
Since then we have seeh that the functions U and V of $5 5 ,  6 are 
the real and pure imaginary parts of analytic functions and hence 

a4v a2v 
satisfy Laplace's equation - + - -  = 0. 

axa a y a  
For lhis reason the systems of Cumes (4,)) mhich the mechanism 

described in 5 1 is capable of representing2), may be given the folioming 
physical interpretations.') 

1. Stream lines in the steady flow of heat, 

2- ,, 7, 1) 79 , ,, ,, electricity, 
3. ,, ,, ,, ,, motion of an incompressible fluid, 
4. Lines of force in gravitational or electrostatic fields, 

5. Sections of eqnipotential cylinders in electroniagnetic fields. 

1) For this special case Theorems 1 and II were provcd by the author in 

1896. See Trunscrctirn~s of the Academy o f  Science of St. Louis,  Vol. TTII, A7u. 9. 
These curveu (41) are called by Johnson (who derived their Cartesian equations 
out did uot point out their conuection with mathematical pliysics) Generalized 
Strophoids. 8ee American Jm-na1  of iVuthenaatics, Vol. III, p. 320. For other 
references concerning curves (4,), see abshaCt of the author's paper on this 
subject in the Bulletin of the An~erican L!fathcrnatical Society, Vol. XVIII, 3-0. 9, 
p.  435. 

2) 8ee the exception noted in § 7 
3) See W. B. O s g o o  d ,  Lehrbz~ch der E'u~zktionentheorie (1907) p. 634. 
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For example 

the curves shown may be regarded as the stream lines of heat, electri- 
city or an incompressible fluid from a source at one hub to a source 
(a sink is a negative source) a t  the other, the intensities of these 
sources being as ntl is to m,. These curves may also be regarded as 
the lines of force due to a pair of infinite electrified lines of coustant 
charges per unit length, the lines being perpendicular to the plans of 
the photographs at the hubs, and the charges being as ml is to  m,. 

Finally, these curves may also be regarded as the right sections of the 
~quipotential cylinders corresponding to a pair of infinitely long wires 
which carry constant currents proportional to rn, and m,, the wires 
being perpendiculur to the plans of the photograph at the pictures of 
the hubs. 

The photographs 8, 9, 10 for which p, =-y,, y, =y,, 2 ~ ,  =-pl 
reppectively, where pl = 2 f i, also represent problems in these variou6 
branches of mathematical physics in which, however, the boundary 
conditions are more complex than in the cases iilustrated by photo- 
graphs 3 to 7. 

Tt should be noted that the slots in  the wheels shown in photo- 
p p h  2 do not roughly represent logarithmic spirals, but that the two 
boundarles of each d o t  are accuratelÿ constructed CO-polar logarithmic 
spirals, and therefore the broad white bands in photographs 8, 9 and 10 
are not merely rough approximations to the curves represented by 
eq. (4,), but the two boundaries of each band are very accurate re- 
presentations of these curves. 

The following applications are also of interest. 

If pl - pg = m ( l  + i tan a), equation (4,) may be written 

nhere C is a constant. These curves are called Bicircular Spirals.$) 
Shey are shown in photograph 8 for co ta  = 2, and are the stereo- 
graphic projections of the spherical loxodrornes when neither pole is pro- 
jected to infinity. 
- --- - - 

1) The mechaniam is so built that the distance between centers is adjustable. 
2) See t f o l z r n ü l l e r ,  Stereometrie, vol .  ILI, p. 300. 
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It is also interesthg to note that just as the radiating straight 
lines q = const., the concentric circles log r = constant, and the loga- 

nz 
rithmic spirale r = Cev [equation (3,) where coi a! = and C is 

a constant] are the lines of flow of the continuoua hyperbolic, elliptic 
and loxodromic linear transformations of the complex plane for which 
the invariant points are O and oo, so the system of circles gp - @ = const., 

P the ortlzogonai system of circles log - = const., and the Ricircuhw Spirals 
4 

= C ~ ( Y - W ' I ~ ~  are the lines of flow of tlze continuous hyperbolic, ell@tie 
4 
and ioxodrornic iinear transformations for whlch the invariants poinfs 
are z, ami B,?) 

Über einige Eigenschaften des ebenen Problems der 
Elastizitatstheorie. 

Von G. K o r ~ o s s o ~ ~  in DorpatrJuricw. 

5 1. Die Differentialgleichungen des ebenen Problems 

wo X,, Yy, X ,  die drei Spannungskoinponenteii sind und 

Die Beziehungen zwischen Spannung und Formiinderung lauten'): 

a v a u  
i - i  (E - + - ) + 2 p -  a y  a x 

(2) 

1) See Osgood,  L e k b w h  der E'unktionentheorie (1907) pp. 223-7. 
2) Unter AusschluB von Massenkraften. In der Bezeichnungsweise schlieBe 

i ch  mich dem ,,Lehrbuch der Elastiaitiit" von A. E. II. L o v e  1907 S 242 an. Vgl. 
anch ,,Probleme der Spannungsverteilung in ebenen Systemen" von A. T impe im 
52. Bande der Zeitschnft f. Math. u.  Physik S. 548-983 und Enzyklop. d. math, 
Wissensch. IV 23, Nr. 36; I V  26 Nr. l i a .  

3) Love S. 148. 
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Von G. KOLOSBOPF. 

F'ührt man nunmehr die Abkürzungen e h :  

- - 

so ergeben sich folgende Eigenschaften der Operationen D,, und IlzY: 

1. D,,EF = ED,,F I I .  D,,(kF) = kD,,F 

D;ZF = ZD;F D , , ( ~ F )  =.~D;F 
(L = const.) 

I I I .  D,, (Pl P',) = FI B, , F, + F2 DzYFl 

n,, ( F I  ~~j = Fl;;D,, F, + GD,, FI 

IV. 1st F = P +  & i = F ( z ) ,  ( z = x + i y )  
und - 

P = P -  &i=F(z.J, ( q = x - i y ) ,  
dam ist - -- n , , ~ =  O ,  n , p =  O .  

Hieraus folgt : 
D * Y  F - 2 ~  = Y  P-2F'(a1)  

und a~ a p  
j'J Y = - + i-- = Fr(z1) ist. 

z Y a~ a y  
V. Aus 

Bei 
a - i p  y f(z) und a + ip = f ( z d  

ist 
y + iS = ~ ~ f ( ~ ~ ) d ~ ~ .  

VI. Aus 

Wo $ (2 , )  eine beliebige Funktion' von z, = x - iy id.  
Zeitschnft f. Mathemitik n. Physik. 62. Rand. 1014. Ikft  4. 25 
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Die Differentialgleichungen (1) lassen sich in der Porm schreiben: 

a=, - -+--- ~ Z - Y Y )  gx+m 
a Y a~ - a~ 

(1 bis) a=, acxz-y,i,,- -- - - a m ,  i- Y,) 
a x 2 Y ay 

Vf(X, + Y,) = o .  
Daraus folgt: 

(4) n,, [a X,  + i(XZ - Yy)] = - i @' (2) , 
wo X,  + Y,, der reelle Teil von @(z) ist. 

Volglich (V) ist 

(5) 2 X, + i (X ,  - Y,) = (y + i 8) CD' (2) + F(s) 
wo 

(5*)  D,,(y + i6) = - i. 
W i r  setzen: 

i 

(6) 
x - i y  2 4  + i(X, - Y,) = - i ----- CD'(#) 4- F(z). 

2 

Nehrnen wir für F(z) und @(z) zwei ganze Funktionen von der Form 

a , + a , z + a , ~ ~ ~ . ~ + a , s ~ f  -.., 
so erhalten wir die Losung von A. Me6nager.l)  

Bus (2) und (6) folgt: 
1 x - i y  (7) D~(V+~~)=~~(~X,+~(X,-YJ)=-[-~--@(~)+F(~)]. 2 P 2 

Aus (1) und (2): 

(8) ( 1 - ~ p ) D z y ( v + i u ) - ( 1 + 3 y ) ~ I V ( u - i u ) = i L ~ 8 ( z ) .  

Setzen wir in (8) - i  statit i, so erhalten wir: 

(9) 
i i ( l +  3 CL) 

D,,(u + i v )  = - - @(a) + - @(a,). 4 P ~ ( 1 .  + u) 
Aus (7) und (9) folgt ') : 

& (  "I S A +  3~ 
(10) u + iu = - - i 2 a (2) + ~ ( e )  dz  + i --Sa (z,) dr , )  - 

Z ( L +  P )  

@ ( B )  ist bis auf eine Konstnnte Ci volistiindig bestimmt (sein reeiler 
Teil ist X,+ Y,), und die entsprechende Verschiebung ist bestimmt bis 
auf eine wiilküiliche in einem starreri K6rper mogliche Verrückung. 

1) Sur l'application de  la théorie de l'élasticité C. R. 137, Nr. 24, p. 1475; 
Enzyklop. d. math. Wissensch. TV 25, Nr. 12 a. 

2) Vgl. L o v e  5 144, S. 244 (9). 
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5 2. Fa11 einer geradlinigen Begrenznng. 

In dem Palle, wo die x-Achse die Begrenzung bildet, erhalt man 
leicht die Auflosung des Probleins durch Quadraturen. 

E s  sei an  der Grenze, d. h. bei y = 0 

Aus (1) und (3) folgt: 

Die Funktionen yp und A2 - #J genügen den Gleichungen: 

und man kann 
.& rn 

und 

- OL1 

setzen. (4) ist der reelle Teil der Bunktion von a: 

deren imaginiirer Teil (welcher von $J nur um eine Konstante ver- 
schieden ist) sich durch das Integral 

1) Die Bedingung 6' is t  befriedigt. 
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ergibt. Folglich ist + -  

(5) s - x)" yYP + C 

und C m  

- m 

Die Grole der Konstariten C hingt von der Grole der Spannungs- 
komponenten in den unendlich entfernten Punkten ab. 

Somit erhalt nian aus (2): 

Setzen wir z. B. 

&(x) = O, &(x) = const. = p ( v o n  x = - a b i s  X =  f a ) ,  

d. h. hat; man die Wirkung einer Druoklast, die über eine endliche 
Strecke 2 a einer geradlinigen Begrenzung gleichrniiBig verteilt ist, so ist: 

fi (s) = O, f,(s) = O (für x < - a und für x > a) 
+ a  + a  

2 q = O ,  6 - x 

-a -a 
Y 

n-x a + x  
- 2 (arctg - - + arotg -) + c 

a Y Y 

a - x  x, + Y, = n = 3 2z [arctg - a + x  
Y + arctg -1 Y + c 
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Daraus folgt: 

a - x  2 y a ( x z - y ' - a ' ) p  x = P [arctg - + arctg - + * 1 
+ G  

Y  Y .[(y+ x 2 - a T e + 4 a 2 y x ]  
a - x  2 y a ( x 2 - y s - a s ) p  Y, = [&'"tg - + arctg - - -- 

Y  a + X ]  Y n ~ ( y 2 + x L ~ y +  r a 2 y 7 -  

Verschwinden die Spannungen in  den unendlich entfemten Punkten. 
so ist C = O und 

2 p y a ( x e -  ye-a ' )  X, = - b r c t g  + arctg - + - - -- 

n Y  a + x ]  Y  n ~ ( y z + x z - a ~ z +  4 a 2 f i  

P  a - x  a + x  Bp ya(xa  - ye - a3- Y = - - + arctg - - 1  - - - - -- 
Y 'n Y Y  n[jye+ xP-a?'+ 4 a z y 2 ]  

X = 4 a s y e x p  
y n [ ( y 2 + x ~ - a ~ l x + 4 n ~ y > l . 1 )  

Die Richtung der Hauptspanniingen ergibt sich aus der Gleichung: 

(8) 
2 1 ,  - t g  2 - 

2 a x y  
X z -  Yy z 2 - y 2 - a g  

(wo 7P der Winkel einer der Hauptspannungen mit oz id). 

Wir  setzen weiter: 

f,(s) = k ( f ü r x >  - a undf i i rz  < a )  

Verschwinden die Spannungen im Unendlichen, so het man C=O und 

an kY 2 ( a f  x )  2 ( a - X )  2 k  a-x  2x =-y-+(P=-T -- a x  [(a+z)2+y2t (&x)~+Yz  + (arctg - Y + arctg- "'ZN Y 

- 

1) Dieses Resultat ~ h r t  von Michel1 .[London Math. Soc. Proc. vol. 34 (1902, 
p. 134)] her, ist  aber auf ganz anderem Wege mit Hilfe der Spannungsfnnktion 
j n- ' p  - [(riBa - r:e,)] gefunden worden, wo r,, 8, und r, , 0, Polarkoordinaten 
sind, die anf die X-Achse els Achse nnd die Endpunkte der den Druck erleiden- 
deu Strecke als Pole bezogen siud. Love S. 250. . 
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oder 
4 k y a  a P - x a + y P  x = - - - -- - -- - 

k a - x  
Y 

, , + a (arctg - + arctg 
a ( a a +  ye+x')4-4a x Y Y 

Die Richtungen der Hauptspannungen erhalten wir durch die 
Gleichung (8). 

5 3. Das Reziprozitatstheorem und die Transformation ebener 
Vewerrungszustande. Anwendung der Theorie der Integralgleichnngen. 

1. Wir  haben die Gleichung 

x, + Y, - 4 (4 + @ ( 4 1 ;  
aus ihr und ( 6 )  5 1 ergibt sich: 

Somit erhalten wir 

Setzen wir statt 
1 " 3% q z j  @(s) und F(Z) + -- 

4 o. + PI 

l-J@(e)dz und ;lLJk'(z) d e  
2 P 

und vergleichen wir diese Ausdrücke mit (10) 5 1, so gelangen wir zu 
folgendem Reziprozitiitstheorem. 

Jedem ebenen Spannungszust'ande (X,, X,, Y,) entspricht ein an- 
derer; dessen Verschiebungen u, v erhalten wir mittels der Formeln: 
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II. Mit Hilfe der Gleichung (6) 5 1 gelangeri wir auch zur Trans- 
formation ebener Verzerr~ingszust%nde. 

E'ühren wir neue Veriinderliche 8 = X + i Y ein, und setzen wir 
zmischen den Variabeln z und Z  die funktionale Beziehung 

fest, wo 
Z , = X - i Y  

ist, so gelangen wir zu eiiiem neuen ebencii Verzcrrungszustand 

X,' Yy' XYf 

2 xYr + i (Xx l  - yYr) - - i $  rnlf(z) + F, (2) 

und x, - Y, = ICf (X,' - Y,') 

De,raus folgt, daB 
in einen durch normale 
transformiert. 

ein spannungsfreier Rand im z, y System sich 
Spannung beanspruühten Rand im X, Y System 

Diese Spannung hat in allen Punkten des transformierten Randes 
den gleichen Wert. 

Die Spannungstrajektorien gehen in Spannungstrajektorien über. 

Der einfachste Fall ist die Inversion von Spannungsverteilungen. 
Wir setzen: 

zZ= 1 

III. Führen wir ein mues Achsensystem x', y' ein. 

Die auf die (xfy')-Achsen bezogenen Spannnngskomponenten seien 
mit X,' Y,'Xy' bezeichnet. Die Formeln für die Transformation von 
Spann~ngskom~onenten lauten : 

(4) { 2 Xyf + i (X,' - Y,') = [2 X, + i ( X ,  - Y,)] e m i  

xzr + Yy' = X ,  + Y,; 

8 ist der Winkel zwischen den x- und x'-Achsen. , 
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Es seien die Koinponenten der am Rande angreifenden Kriifte U 
(S~hubs~annung) ,  P (N~rmals~annung)  gegeben und bilde die Richtiiug 
der Normale in einem Punkte des Bandes mit der x-Achse den Winkel 8. 

Dann haben wir am Rande gernLB (4): 

[- ? a f ( e )  + ~ ( e ) ]  e s e i  + [a(#) + @(el)] = 2 ( U  + i P) = 

= gegebene Funktion der Bogenlinge S des Randes. 

Das ebene Problem der Elastizitatstheorie reduziert sich auf fol- 
gende Fragestellung : 

Innerhalb ciner geschlossenen Randku:-vt! 6 2 regulare analytische 
Funktionen @(e)  und F(z) der komplexen Veranderlichen z = x + iy 
xu finden, deren Werte auf G der Relation (5) genügen. 

Die Theorie der Integralgleichungen gibt die Nittel zur Losung 
dieser Fragestellung, z. B. ist die Methode von D. Hilbert anwendbar.') 
Freilich ist die Aufgabe wegen ihrer bes~nderen Einfachheit auch ohne 
dieses Hilfsmittel losbar und zwar in den rneisten Fallen, indem man 
zweimal die gewohnliche Randwertaufgabe aus der Theorie des loga- 
rithmischen Potentials suwendet. 

5 4. Krummlinige Koordinaten. 

Bei vielen Problemen ist es angezeigt, Systeme kruinmliniger Ko- 
ordinaten statt gewohnlicher Cartesischer zu gebrauchen. 

Wir setzen 

5 = f + i q  = F(x + iy), z + i y  = f '(f + i ~ )  = f ( g )  

und führen statt Cartesischer Koordinaten x, y die krummlinigen Ko- 
ordinaten 5, 77 ein (f = f + i v l ) .  

E s  seien Y, Q, U die drei Spanuurigskornponenten in krumm- 
linigen Koordinaten. Wir  haben die Transformationsformeln 

(1) 2 U +  i(P - Q) = e Z e i [ 2 X y  + i ( X ,  - Yy)] 

(2) P +  Q = X , +  Yy, 

wo 8 der Winkel ist, welchen die neue Achse & mit der Achse x bildet. 

1) Vgl. seine berühmte Abhandlung Gott. Nachr. 1906. Die Ergebnisse von 
D. Hilbert habe ich in meiner russischen Arbeit 1910: Über einige Anwendungen 
uaw. rn diesem Zweck angewandt, und das ebene Problem in eine Integral- 

2 7 

gleichung y (s) = <P (5)  -P(~,s) 9 (a) d u zusammengefaBt. 
O 
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Nach Formel (6 )  5 1 erhalt man: 

(3) 
d @  e-$ei[2 U + i(P - Q)] = - +(z - iy)= + F(z) 

z1 = x - iy = f ( c l )  
a~ a y  

a + i a *  
f ' ( g ) = ( x + i y )  

d  l p'(E)'F (3' 
- 1 1 
---[cos 8 + i sin O] - 

h 

Multiplixiert man beide Teile von (3) mit 
1 

[ f ' ( g ) I 2  = eZei, 
bemerkt man ferner, daB 

d @ d z  d @  
= - - < - 

d a  d a d i  d t  
id, und setzt man: 

F(z)[f t (C 1" =(a 
so ergibt sich 

(5 )  
2 Or+ i ( P -  Q) - -- i d  sfi 

hZ - -3 f ( f ; l ) f ' ( f )  22 + F ( 0  

Es seien zc; und v q  die Projektionen der Verschiebung irgend eines 
Teilchens auf die Kormalen zii den Knrven t ,  q, die durch den Ort 
desselben im verzerrten Zustand hindurchgehen, dann ist 

(6 )  v + izc = e-ie(v, ,  + ;ut-) 

Dg,,F = D,,F.D;,x 

F = D;F.DGx 
DE,,x = f " ( g l ) ,  D;X - f'(0 

Daraus folgt 
1 l ( 2  O+ i [ P  - QI) = - ePe i (X ,  - Yy+ 2iXy) = ee"<~,((v + iu) 

2 P 2 P 

- 
= f ' ( g ) z h ( v ,  + iuJ = JI ,L(vq + i?). 

Andererseits habeq wir aus (5) und (4): 
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Folglich : 

~ , h ( v ,  + i u o  )- r- "'1;' o T ( 5 )  + 7 1  
2 -  2 / ' (5,b / (df (b) 

und 

wo $(cl) eine Funktiori von El = x - i y ist. Ferner 

F(S) d z  
(9) h <v, + ~ u J  = e ' f G i ) f f ( 5 )  @ ( b )  + & fr(6) Jf«> + f'(t)+(il) 

u,, + iuc 
DSy(v + iu)  = h4Dt,j i .  

Somit ergibt sich aus (9) 9 1: 

VZ $ iuE i 1 
h a D t q - - ~ -  - - - 4 P @(a) + @'(Ci) f (F ) .  

Folglich 
q (a) = --Sf([) @(c)di  

4~ L + P  
und 

1 
(10) n ( v , , + i u ~ ) - - ~ f ( ~ ~ ) f r ( ~ ) ~ ( ~ ) + & ~ ( ~ > [ ~ ) $  

5 5. Spannungssystem in Polarkoordinaten. 

Beispielweise setzen wir  

(1) S =  5 + iv = l g ( x + i y )  = lgr + i û  
-- 

r = 1/x2 + yB, 0 = arctg Y x 
L 1 

f(<) = e3,  Re = rB 

f ( [ , ) f f ( Q  = e 2 i  = P. 

Aus ( 5 )  5 4 haben wir 

(2) r212 u + i ( p  - Q)] = - f TTd:? + ~ ( g .  
Daraus folgt ') 

(3) 1 L a  2Ur" 2 ~ ' a , S L + q  

(4) 
a (P- & ) r 2 = - + r a - - L A + @  a 6 

wo SL = Y + Q, cp + iqb = E([) ist. 

1) Vgl. G. H o l o s  s o f f ,  Sur les problèmes de l'elasticité à deux dimensions. 
1908. C. R. CXLVI. NO. IO. 
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Setzt man 

(5) P + Q = 2 ( ~ n , r m  + Amr-m) cos m0 

0 0  ergibt sich die L6sung von Ribière1);  führt m m  in (5) noch ein 
Glied C, lgr  + C, e h ,  so erhilt  man die Losung von Be lzeck ia )  und 
A. Timpe.') 

Der Fail m = 1 war schon im Jahre 1881 von H. Golowin  ge- 
funden worden. Seine Losmgen lauten: 

Durch Kombination dieser Losungen erhiilt Golowin die Losung: 

und er macht eine Anwendung dieser Formeln auf die Untersuchung 
des Spannungsproblems in einem kreisformigen G e ~ o l b e . ~ )  

1) K i b i è r e ,  Sur l'équilibre de l'élasticité des voûtes en arc de  cercle C. lL 
CVIII. No. 11. 1889. p. 561-563. Ribièro ,  Sur les voûtes en arc de cercle 
encosterées aux naissances C. IL, CXXII. NO. 6. 1901. p. 315-317. 

2) B e l z  e c k  i ,  Sur l'équilibre de 1'Blasticité des voûtes en arc de  cercle C. R. 
1906. CXI. No. 15. 

3) A. T i m p e ,  1. c. p. 1. 
4) G o l o w i n ,  Ein Problem aus der Statik des elastischen Korpers. N a c b  

richten den Praktischen Technologischen Instituts in Petersburg 1882 (russisch). 
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E s  seien am Rande eines Kreises P und U gegeben, und es sei 
der Kreis irn Gleichgewicht unter der Wirkung dieser Spannungen. Die 
letzteren sollen den Gleichungen dcs Gleichgewichts h i - re r  Eorper 
genügen: , - DSin(i)in = 

Wir erhalten wegen (3) 

genügt der Differentialgleichung 

(14 V4F = 0, 

und wir kiinnen setzen : 

a 
Die Funktion - ; R2 fi f @ wird konjugiert mit (15), und wir 

kfinnen setzen: 

2R21,Lq)2rR sin(0 - q) (16) - i R2-5,2 + $ = 
36 z a -  2 R r  cos (O -.iI>) + r S  alCl+ C- 

Bus der Gleichung (4) erhalten wir: 
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Die Funktion a -+RZFSLf  SLR"* 

genügt der Differentialgleichung (13), und wir konnen setzen: 

i a 1 2 f ,  (v) R ' W  - r 7 d v  - - R e - J L f  JAR2+$ == -- 

2 a 5  Zn* R L  2 B r  cos (O - .iCi) + r2 
O 

Daraus folgt wegen (16): 

Nimmt man an, daB die auf den Umfang wirkende Spanniing sich 
znsammensetxt aus: 

1. einer Drucklast p fü r  die Langeneinheit, die am Rande von 8 - O  

bis O = u < * gleichniaflig verteilt ist; 
2 

2. einer Drucklast 

so ergibt sich 

p f ü r  die Langeneinheit 

8 = n  bis O = z + a ,  

s n 

von 

( R - r  
u - e  

+ amtg zt; tg ) 2 + artg ("2 tg  i)] - R + r  
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Bus (18) erhal ten wir: 

R - r  ci-0 R - r  + arc tg  tg + arctg ( B  + r tg g)] 

Setzt man n u :  

f i (8)  : O am Bande des Kreises  und f,(B) = k für 0 > O und < a, und 
f, ( O )  = - k für 8 > n und < n + a, und f ,  ( 8 )  = O für alle anderen 
Werte von O, so erg ib t  sich: 

f f , (q )2rRs in  (8 - 74) - 
ILe-2Rrcos(e-*)$rP a@ 

O 

a 

= - R 1 lg (RP - 2 RT cos [ O  - 91 + r y  
O 

a 

+ k 1 Ig ltl' + 2 R r  cos ( O  - +) + r2] 
O 

Pz- 44n%r'cosUcos(0-n)$- 4RrP,,sin-sin O - -  "3 3 2 - k lg 
P P - 4 1 2 P r a ~ o ~ O ~ o s ( O - ~ ) -  4 X r P O s i n - s i n  O - -  i -  ( :) 

wo Po - R2 + r2 
ist; 

Ee - 4 Rer2  cos O cos (13 - ci) - 4 R r P ,  sin 
S L - P +  ~- 

Ra-$-' P2 - 4 R'r9  cos 8 cos (9 - a)  + 4 R r P s i n  ci iin (0 - ;) 
2 t --- k Ig - ---. 

P e - 4 R 2 + ~ c o ~ ~ c o ~ ( 8 -  c i -  4 R r P s i n  
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Nimmt man nuil an, daB der Druck : p f ü r  O < @ < cr, 

R < @ < Z + ( Z ,  
und für 

L % O < ; +  a ;  - 2  3" < O < z R z + ct ist, 

80 ergibt sich : 

r- a 
. f,(*)(R$- r 3 d *  -- d* 

Re - 2 Rr coa (0 -y) + r 
O 7c p ( ' 2 - ' ~ ~ $ ~ - 2 R r e o s ( B - ~ U i ) + r '  

d lii 
R2-'LrBcos(0-?)Sr8 

n .- . n  

usw. 

g 6. Weitere Resnltate. 

1. Werden die E n d e r  von Eurven der Schar 6 = const. gebildot, 
und ist 6 der r e e h  Teil einer Funktion der komplexen Variabeln 

= x f iy, so führen wir krummlinige Koordinaten 6, q ein: 

E t i r ] - F ( x + i y ) ,  
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Wir beuierken, daB für = u :  

- +f(L)f'(d = [- +fW - Gf' 
Wenn f (2 a - [ ) f  ( S )  innerhalb der Kurve 

(1) E - u  

eine endliche, stetige und eindeutige Funktion von ist, so konnen 
mir in ihnlicher Weise für (1) eine L6sung des Prob lem~ erlialtenl), 
indem wir zweimal die gewohnliche Randwertaufgabe aus der Theorie 
des logarithmischen Potentials anwenden. 

II. Als Anwendung krummliniger Koordinaten betrachten wir die 
Spannungsverteilung in durchlochten Zugstiiben. 

Setzen wir in (5) 5 1 

so erhalten wir die L%uiig: 

xz = p, YY = Xy = o .  (4 
In diesem Faile haben wir einen einfachen Zug; p ist der Betrag 

des Zugs, die z-Achse seine Richtung. 

E s  ergibt sich aus den Bormeln (l), (2) 9 4: 
2 U + i ( P  - Q) = ipeS"' 

P +  Q = X , +  Y , = p .  

Folglich aus (3") und (5) 8 4: 

Das Problem der Spannungsverteilung in einem durchlochten Zug- 
stabe formulieren wir folgendermafien: eine Spannungsverteilung zu 
finden, so daB am Rande des Loches die Normal-Ünd Schubspannungen 
verschwinden und in urieridlicher Entfernung diese Spannungsverteilung 
mit (A) übereinstimnit.') 

E s  sei 6 = cr die Gleichung des Loches; die Losung des Problems 
ist gleichbedeutend mit der Losung des folgenden Problems: eine 

1) G. Kolossoff. Sur les problèmes de l'élasticité i dcux dimensions. 
C. EL. 1909 CXLVIII. Nr. 17. 

2) Der Spannungszustand ist, wie sich leicht aeigen lLBt,  durch diese Bedin- 
gungen nicht eindeutig bestimmt und hangt von dem Charokter des Übergangs 
in den Zustand (A) ab. 
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Spannungsverteilung (B) zu finden, so daB die Spannungen in der Un- 
endlichkeit verschwinden und 

Setzen-wir jetzt die Spannungsverteilungen (A) und (B) zusammen, 
so erhalten wir die Losung des Problems des durchlochten Zugstabes. 

Beispiele: 

a) Kreisformiges Loch1) 
1 

f(t;)=ec, [ = E ; + i r , ~ = l g ~ + i O ,  f ' ( : ) - e z ,  h = -  E=a:=lur 
1.' O 

Wir beginnen mit dem Fall der Spaunungsverteilung (B). 

(4) +zpR"l  + cos 28) .  

Wegen (2) 5 5 ist: 

Sein ïeeller Teil ist für $ = a derselbe, wie bei (4), d. h. - p RQin 28, 
und wir konnen setzen: 

W i r  setzen C = p Re 

@(f) = - 2pR2e-5: 
und 

Die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe erhalten wir 
durch Zusammensetzung mit dem Spannungsznstand (A). W i r  haben 
danu mit (1)' (2) 

@(t) = p  - 2 ~ R ~ e - ~ c  

F(f) = i p ( 3  R4eë2c  + eB: + RP) 

1) Dieses Ergcbnis wurde zuerst von Prof. Kirsch abgeleitet. Siehe Zeitschrift 
des V. 1). J. 1898, S. 797-803. S. auch Foppl, Technische Mechanik. 

Zsitsohrjft f. Mathomatik n. Physik. 68. Band. 1914. Heft 4 2 6 
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und 
3 R4 2 ~ r ' = ~ s i n 2 U ( - , - - r ' - 2 ~ ' )  

3 R4 ( P - - Q ) ~ ~ = ~ [ - ~ R ~ C O ~ ~ U  + r 2 e o s 2 B  +;. c o s 2 0 - ~ ~ ]  

2 P r " ( P - & ) r a + ( P + Q ) r B  
re-3x2 

=p(ra- R ~ )  ( I + ~ ~ -  cos 2 O) 

Racos20 (5R'-2re)R2 
2 r 8  2 r4  cos 401 

3B'- Zre 
2 ~ , = 2 ~ [ ~ ~ - -  R2sin4U - , sin 2 8  

2 "' r 1 
Somit erhalten wir die von K i r s c h  gegebenen Ausdrücke 

b) Elliptisches Loch. 

Wir setzen: 

z = z + i Y = c ( e c + e - ç ) = f ( Q ,  2 

80 daB die Kurven f = const. konfokale Ellipsen sind und 2~ der Ab- 
stand beider Brennpunkte ist; 

1 i c t  e ' 5 - , - 2 t  
F [ 2 ~ + i ( ~ - ( 1 ) ] = - o ( - p  + i sin 27ï) d 6 + F(i) 

F(i)=cpf i@. 

Für die Spannungsverteilung (R) haben wir: 
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wo C eine willkürliche Konstante ist. Mso  kommt 

P ce P ce P c= -T(l-eh)coos217 + - - C - - - ( e 2 a + e - 2 ~ ) .  2 4 

Wir setzen: 
c =  ~ ? ( ~ - z a -  

4 eaa)7 
alsdann wird 

(e"- 1) (e- " - COB 27) . 
{P+ Q J I = ~ E P  e z a + e - z a  

2 
- cos 27 

Somit konnen wir seben: 

Für f = a  hat man: 

Bemerkt man nun, daB 

für = cc gleich ist 

so konnen mir  setzen: 
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Die Spannungen X,, Y,, X, finden wir durch die Bormeln (l), (2) F, 4: 

X , + Y y = P + Q  

ZX, + i(X,- Y,) = e-8"(2U+i(P- Q ) )  = h 2 ~ ( g , ) ] 2 ( 2 U + i ( P -  Q)). 

Für die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe haben wirl): 

Am Rande des Loches k t  

5-a, P=O 
und 

( e a a  - ~ ) ( e - ~ ~ - c o a . ~ ~ )  
[P+ &IE=cz=pf 2~p-  eau + e - a u  - 2 cos 2q 

Die Minimalwerte (- p) sind bei vj = O, n, die Maximalwerte 
3n (3:l",-2p) bei 4 - 

c) Lernn ieka t i sches  Loch. 

Wir setmn: 

- c2  . e25 + e5 COB q + i e E  sin 7 d @(O - - 2  
- -  

~ 1 + e g i + 2 e ~ c o s g  d i  
+ 

1) Die vollst%ndigere Cntersuchung siehe i n  meiner russischen Arbeit: , , b e r  
eine Anwendnng der Theorie der komplexen Veranderlichen auf da,s ebene Problem 
der Elastizititstheorie 1910." 
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Die Kurven = const. sind Lemniskaten, die Kurven q 5 const. sind 
Hyperbeln. 

Am Rande des Loches =a: hahen wir (Problem B): 

Wir konnen setzen (Problem B): 

und wir k6nnen setzen: 

Für die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe haben wir: 

di@) = = p  - 2 ~ 1 e - C i ( l +  e q ( l +  e - 5 + 7  

Am Rande des Loches ist: 

Die Minimalwerte (-p - 2pe-") sind bei 17 = 0, 2a,  die Maximal- 
werte (3p  - 2pe-") bei 7 = n, 322. 
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3 7. Beziehung zwischen dem behandelten Problem und der Integration 
der biharmonivchen Differentialgleichung. 

Alle mogliçhen reellen L6sungen der Differentialgleichung 
-- - -- 

(1) V:Vs 7- D,,D,,U,yD,y P= O 
erhalten wir in der Form1): 

Durch Vergleich mit (6) 5 1 gelangen wir zu folgenden Resultaten: 
1. Es sei eine ebene Verzerrung gegeben und 

ax, a2v 
-- 

a =  v 
= - und X, =Jw dx. a x  a y 2  

II. Setzen wir jetzt: 
'P (4 = 8 ~ ' ( 2 )  

F(z) = - 4 iX1(z). 
mir eïhalten durch (5) 

a=v . anv ap  2 X y - i ( X Z -  Y,,)=--4izlprf(z)- 4iXT'(z) = - 2 -- a . a y + e ( d ~ . - J  

und durch (4) 
I aev ôxv x, + y,= $w"l + @[.ai]) =rxe + <  - a Y 

1) Vgl. E. Goursat, Surl'équation A A U= O. S.M.F.Bull.26.1898. p.206- 207. 
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und V ist die Spannungsfunktion von C. A. Airy.') Eine analytische 
Verailgemeinerung dieser Beziehung erhalten wir durch (6). 

av III. Die Werte von V und a n  (der Normalableitung) sind gewohn- 

lich am Rande einer geschlossenen Kurve C vorgeschrieben, und das 
Problem der Integration der Gleichung (1) besteht darjn, zwei inner- 
halb der Kurve C regilliire Funktionen zu finden, mit der Rand- 
bedingung: 

\ i 1 = gegebene Funlition der Bogenliinge s des Randes. 

Des Problem ist danu von derselben Art wie das Problem ebener 
Verzerrung, und die L6sung ergibt sich nach dem bcim ebenen Elasti- 
zititsproblem benutzten Verfahren. 

IV. Im Fnlle einer geradlinigen Begrenzung riehmen wir aie ale 
x-Achse, und die beiden Probleme sind nach 1 identisch, d. h. die Nor- 

mal- und S c h ~ b s ~ a n n u n g e n  liàngs des Randes drücken sich als und 

- av ,- aus. Im FaU der krummlinigen Begrenzung E; = a! haben wir aus 
0 76 

(9) nach dem Verführen Tom 5 4: 

~0 IP!Q = v(f[EI), x ( E )  = ~(f[Cl) ist. 
Vergleichen wir jetzt (10) mit ~ l e r  Gleichung (5) 8 4, welche sich 

in folgender Form ausdrücken la&: 

so finden wir am Rande = a 
av P av -=-- - U 
a s  h an--- h 

Diese Funlition V konnen wir A i r y  s Funktion zweiter Art nennen. 
-- - 

i j  Vgl. A. Timpe a. a. O. 
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g 8. Losungen in  drei Dimensionen. 

Um Losungen in drei Dimensionen der Gleichungen des Gleich- 
gewichts eines isotropen festen Korpers, der von der Wirkung von 
Massenkraften frei ist ,  abzuleiten, kombinieren wir die drei Grund- 
gleichungen : 

(1) 
ax, axy + - - = O  a x z  USW. 

a x  a y  a z  

und die sechs R e l t r  am i schen Kompatibilit%tsbedingungenl): 

USW. 

Wir  erhalten für  einen von a unabhangigen Spannnngszustaiid 

ax, arY + - - = O  
a x  a y  

X,, Y,, X, entsprechen dem ebenen Spannungszustand und 

Somit erhalten wir aus (5): 

1) Encyklop. d. math. Wissensüh. IV 24, Sr. 7 a. . 
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wo 6 = -  ' die Poissonsche Konstante und a, b, c willkürliche Kon- 
~ L + P  

stanten bedeuten,' 

&,Dzy(Xz+ iYz) - V;(X, + iY, )  = O 
und 

(11) DZy(X, + i Yz) = Bunktion von z1 = ~ ( 4 ) .  

Der imaginare Teil von z(s,) verschwindet nach (4) und ~(2,) = eonst = k. 
Dann folgt aus (11) 

k z k z 
X z + i Y s = F u n k t i o n  von z + - ' = c p + i $ + + .  

2 2 

Beispielsweise nehmen wir in (3), (4) 5 5: 
1 

JL - P + Q = ( A  sin O + B cos 8 )  + ra(C sin ct O  + D cos or O); 

(a + I ) r  (a+ 1 ) ~  
gi = - - i  ( A  cos O - B sin O), = - -i- ( A  sin O + B cos O). 

Wi r  finden 

'Y (P-Q)~Z---~"=--T'(P+ Q). 
0 2 

Folglich : 
P(. + 2) = Q (2 -a) 

a a+ 1 1  U= - - ru  (C cos 2 û - D sin 2 O )  - -r - ( A  cos û - B sin O ) ,  
4 

2, ist gegeben durch (IO), wo X ,  + Y, = P + Q ist. 

Die Theorie konnen mir verallgemeinern fiir den Fall, dsB die 
i = n  

SPannungen sich durch Polynome von der Form z a , d  ausdrücken 
i = l  

lassen. l) 

1) S. meine ruasische Arbeit. Als besondere Fille erhalten wir hier den von 
z linear und quadratisch abhgngigen Spannungszustand und die Losungen von 
S a i n t - V e n a n t ,  C l e b s c h ,  M a u r i c e  L é v y ,  S t e k l o f f ,  A l m a n s i  usw. 
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Die Gesetze des StoBes in der Lorentz-Einsteinschen 
Relativtheorie,') 

Von BERENCZ JÜTTXER in Breslau. 

I n  der Geschichte der G a l i l e i - N e w t o n s c h e n  Mechanik war die 
Aufstellung der StoWgesetze, die 1668 und 166'3 durch W a l l i s ,  W r e n  
und H u y g h e n s  erfolgte, eine wichtige Stufe der Entwicklung. Die Be- 
deutung dieser Gesetze wuchs aber spiiter noch über den Bereich der 
Mechanik im engeren Sinne hinaus, als die kinetische Gastheorie auf 
ihnen ihren groBen Bau errichtete. So dürfte es denn wohl von Inter- 
esse sein, die neuen Gesetze des StoBes zu entwickela, die gelten müssen, 
f& die ganze Physik der Relativitatstheorie, wie aie von H. A. L o  rentz2)  
und A. E i n s t e i n s )  begründet wurde, eingeordnet wird. 

Ziir Rcarbeitung dieser Aufgabe regte mich Hcrr Geheimrat P l a n c k  
an. Ich erlaube mir, ihm hierfür, sowie für das fordernde Interesse, das 
e r  mir wiihrend meines Berliner Stiidienaufenthaltes im  Wintersemester 
1910~1911 zuteil werden lieB, meinen herzlichen Dank auszusprechen. 

Im folgenden sou nun  der elastische StoB behandelt werden, d. h .  
ein solcher, bei dem keine lebendige Kraft verloren geht. Im  übrigen 
werden die elastischen Formanderungen der sich stoBenden Korper wie 
in  der gewGhnlichen ,,elernentareiil' Theorie unberücksichtigt bleiben, 
ebenso dementsprechend auch der Umstand, daB die Lorentz-Kontraktion 
der Korper infolge der ~ n d e r u n ~  ihrer Geschwindigkeit bei dem Zu- 
sammcnstoBe auch cine h d e r u n g  erfahrt. Als sich stoBendc Korper 
werderi zwei frei .bewegliche homogene Kugein4) angenommen. Da bei 
solchen exzentrische StoBe nicht vorkommen konnen, sondern allein 
zentrale, so  bleibt nur  noch zwischen dem geraden Stop, der im ersten 
Abschnitt besprochen werden SOU, und dem schiefen iSto/3, dem der zweite 
Abschnitt gewidmet kt, zu unterscheiden. Bemerkt sei noch, daB die 
Kugeln eine Drehbewegung vor dern StoBe nicht besitzen sollen, sowie 
eridlich, daB das Auftreten von Eeibung ausgeschlosaen wird. 

1) Der erste Teil dieses Aufsatzes wiirde im  Auszuge bereits am 20. Dezernher 
1911 in der Naturwissenschaftlichen Sektion der Schlesischen Gesellsühaft für vater- 
landische Kultur in Breslau vorgetragen. 

2) H. A. Lorentz,  Verslag. Kon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, 12, S. 936 
bis 1009. 1904. (Sitzung vom 23. April 1904). 

3) A. Einste in ,  Ann. d. Phys. (4) 17, S. 891 bis 921. 1905. 
4) Die ICugelgestalt moge diesen Korpern in ihrem gleichf6rmigen Zaufe vor 

dem Zusammenstoale zukommen, demgemiiB also nicht im Ruhezustande. 
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E r s t e r  A b s c h n i t t .  

Der gerade (elastische) StoB. 

1. Analytische Behandlung. 

Die Mittelpunkte beider homogenen Kugeln m6gen sich auf der 
x-Achse eines als ruhend angesehenen dynamisch berechtigten Koordi- 
natensystems bewegen. Die (Ruh-)Masse einer solchen Kugel werde m, 
ihre Geschwindigkeit u, ihr Impuls n z ~  und ihre lebendige Kraft I, ge- 
nannt. Dann ist auf Grund der neuen Mechanikl): 

wobei c die Lichtgeschwindigkeit bedeutek2) 

Die Massen der beiden cinander stoflenden Kugeln seien nunmehr 
durch die Bezeichnungen nt, und m, unterschieden; bei den übrigen 
mechanischen Punktionen u, E, Tl sei ebenso durch eine hdexziffer an- 
gegeben, welchem Korper sie zukommen, aber auBerdem noch in dem 
Falle, daB sie sich auf den Zustand nach dem StoBe beziehen, ein Strich 
oben zugefügt (z. B. u;, u;), miihrend demgemiiB die ungestrichenen 
GroBen für den Zustand vor dem StoBe gelten (z. B. u,, u,). 

Die Werte von zc; und u', sind hier wie in der gewohnlichen Me- 
Ehanik bereits durch die Prinzipe von der Erhaltung der Bewegungs- 
groBe sowie der lebendigen Kraft vollig bestimmt: 

Zur Ableitung der beideii Gleichungen (2) genügt nun in der re- 
lativtheoretischen wie in  der gewohnlichen Mechanik die Annahme, da6 
m, und m, die Masuen zmeicr materiellen Punkte sind, die durchans 
nicht die Grenzfille von homogenen Kugeln darzustellen brauchen. Das 
in Eede stehende Problem des geraden StoBes zweier homogenen Ku- 
geln i d  also mit  demjenigen des geraden StoBes zweier beliebigen 
Massenpunkte mathematisch gleichwertig. Da die letztere Auffassung 
aber die ailgemeinere ist, insofern sie von der Voraussetzung einer be- 

l) M. Planck,  Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 8, S. 136 bis 141. 1906. (Sitzung 
vom 23. Marz 1906.) - 

2) E'ür u = O folgt au8 dem oben für die lebendige Kraft gegebenen Aus- 
druck der Wert me'; diese Konatante ist hier absichtlich nicht von L abgezogen 
worden, zumal aie i n  der 'dechanik bedeutungslos ist. Vgl. M. P lanck ,  Berliner 
Ber. 1907, S. 54.2 bis 570 (Sitzung vom 13. Juni 1907), insbesondere 5 18 (auch ab- 
gedruckt in Ann. d Phys (4) 26, S 1 bis 34, 1908). 
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stimrnten Gestalt und 3Iassenverteilung der Korper- frei ist, so soli aie 
im meiteren Verlaufe dieses Abschnittes vorgezogen aerden. 

Um jetzt die Gleichungen (2) aufzulosen, sollen an Stelle der Ge- 
schwindigkciten u zweckmiiBigcr gcwiihlte GroBen eingeführt werden. 
Man beachte, daB stets 

- I 

ist, da in  der Relativtheorie materielie Punkte niemals Überlichtge- 
schwindigkeit annehrnen konnen. Daher darf man setzen: 

Durch diese Substitution nehmen die Yunktiorien (1) die folgende Ge- 
stalt an: 

(3b) g = c . Si i t  ri, L = mca %of 7 . 
Falls die Geschwindigkcit u von - c bis + c wachst, wachst der zu- 
gehorige hyperbolische ,,Geschwindigkeitswinkel" q (d. h. doppelte Hy- 
perbelsektor) von - w bis + w; ebenso wichst auch, wie notwendig, 
der auf die Masseneinheit reduzierte Impuls von - m bis + m, wah- 
rend die lebendige Kraft L von m c q i s  + cro variiert. 

Berücksichtigt man die für kleine q gültigcn Bcziehungen 

so erhiilt man sofort die ausgearteten Ausdrücke der gewohnlichen M e  
chanik, welche für  gegen c kleine Geschwindigkeiten u gelten: 

Wenn man in der angegebenen Weise siimtliche vier Geschmindig- 
keiten al, u,, u;, ul, diirch die zugehorigen Geschwindigkeitswinkel qi, 
T,, (, lili ersetzt, verwandelt sich (2) in folgendes symmetrische Glei- 
chungssy stem: 

m, Qitt 1, + m, Gin 7, = ml Gin $ m, Gin 
nz, 601 .il + m, Eof 7, = n z ,  Q D ~  7; + m, E o ~  7;. 

Bringt man in beiden Gleichungen die ml enthaltenden Gliedcr 
nach links und die m, enthaltenden nach rechts und dividiert sodann 
die zweite Gleichung durch die erste, so erhalt man: 

&of q, - Eoi q? - Qoi 7% - 6 o i  q6 
- -- 

Gin qi - Ein Ti Ein 7% - E n z  a 

Verwandelt man nun die hier auftretenden Differenzen in Produkte, so 
bekommt man durch Heben 

Eg L+& = 7 2  -t d 
2 2 
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und hieraus: 

(5) T l  + 7 ;  = 72 -t v;. 
Für kleine Geschwindigkeiten artet diese Gleichung gerniif.3 (3") in fol- 
gende aus der gewijhnlichen Theorie des StoBes bekannte Beziehung aus: 

(5 *) zc, f u;=u ,+u ; .  

In dieser Gleichung wird links auf den ersten Mnssenpunkt und 
rechts auf den zweiten das Additionsgesetz der Gesühwindigkeiten an- 
gewandt. Das Entsprechende findet auch in Gleichung (5) statt; jedoch 
ist eben die einfache Addition in der Relativtheorie nur für die Ge- 
~chwindigkeitswinkel selbst zulassig, riicht mehr für ihre hyperholischen 
Tangenten, die Geschwindigkeitenl); für die letzteren gilt vielmehr ein 
anderes Additionsgesetz. In  der Tat geht (5) durch Anwendung der 
Operation 513, wenn man das Additionstheorem dieser Punktion berück- 
sichtigt, in die Beziehung über: 

Ea 41 +EST; -- x0 17% + %l ri; 
l+%J7jl.Q4: l - t Q % . ~ a d  

oder: 

Hier erkerint; man auf beiden Seiten der Gleichung nun wirklich das 
relativtheoretische Additionsgesetz der Geschwindigkeiten, wie es von 
E i n s  t e ina) und H. P O i n  c a r  6 ') fast gleichzeitig aufgestellt wurde. 

Uni jetzt die L6sung des Systems (4) zu beenden, dividiere man 
die erste Gleichung desselben 

nz, (Gin q, - Gin si) - - nî, . (Gin 7, - Gin qé) 

durçh die aus (5) hervorgehende: 

Nun bezeichne man in (5) den vorlaufig unbekannten gemeinsamen 
wert von 7 ,  f 7; und 7, + q; mit 2 f und setze die sich so ergeben- 
d ~ n  Werte 

(7 a) + 2 e ? i 1 ,  71; = S g - ? h  

1) Vgl. A. S o m m e r f e l d ,  Phys. Ztschr. 10, S. 826 bis 829. 1909. 
2) A. E i n s t e i n ,  a. a. O., $ 5 ,  S .  'JO5f. 
3) H. P o i n c a r é ,  Rendiconti del Cire. Nat. di Palermo, 21, S. 1 2 9  bia 176, 

1906 (Sitzung vom 23. Juli 1905); vgl. 5 1, S. 133f. n. 5 4, S. 144f. ' 
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in (6) ein; es folgt dam: 

ml Gin (g - vl)  + mp Gin (f - 7jy) = 0. 

Durch diese Gleichung ist der Wert  von bestimmt; man erhalt aus ihr: 

Die gesuchte Losung von (4) wird a180 durch (?a) und (7b) gebildet; 
durch (3a) sind d a m  auch die und entsprechenden Geschwindig- 
keiten u; und u,' selbst bestimmt. 

Jetzt sollen die geciuchten GriiBen u,' sowie u,' durch die bciden 
gegebenen u, und u, in entwickelter Form dargestellt werden, und zwar 
zuerst u,'. Aus (7e) folgt 

Q 7,'. = 2 9  (2 S - 71) 

oder durch zweirnalige Benützung des Additionstheorems der Funktion 
5 g  und Berücksichtigung von (3a): 

Die Gleichung (7 b) nimmt durch Anwendung von (3b) die Gestalt an: 

oder in Rücksicht auf (1): 

Setzt man den durch (9) gegebenen Wert von Xg 5 in (8) ein, so er- 
hait man den gewünschten Ausdruck fiir ulf ,  den man nur noch zu ver- 
einfachen hat. Aus ihm erhalt man d a m  diirch Vertauschung der In- 
dizes 1 und 2 sofort denjenigen für u,'. 

In  entwickelter Gestalt lautet somit die Losung der Aufgabe des 
geraden StoBes: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von FF.RENCZ JÜTTNEB. 415 

Hierzu tritt noch 
z. B. gestattet, u', 

(5 b) 

als verbindende Beziehung die Gleichiing (5a), die 
aus ui linear gebrochen zu berechnen: 

u,-u l - ? L u q  

u's = ( 2 )  
ui Ui u'1 .(ut - u,) - ' + 

et 

Sind u, und u, klein gegen c,  so lassen sich die rechten Seiten 
von (10) durch mi + m, heben, und die G h l e r  und Nenner gehen aus 
quadratischen Funktionen der Massen in lineare über. Die BO ausge- 
artete Losulzg lautet: 

diese Gleichungen sind, wie notwendig, die in der gewohnlichen Me- 
chanik geltenden Gesetze des geraden StoBes. 

Auf vollig durchsichtige Weise gewinnt man die StoBgesetze (10") 
aus den Gleichungen (7 b) und (7a); die dort auftretenden transeen- 
denten Funktionen arten n h l i c h  im Grenzfalle in lineare aus, so daB 
man einfach erliiilt: 

(7 b*) [ = "1'1'Lme' 
ml + ni., ' 

Die Gleichungen (7a*) führen nun offenbar sofort auf das gesuchte 
System (IO*). 

Von beso?zderen Failen der allgemeinen Gesetze (10) seien folgende 
hervorgehoben: 

a) K i r  ml = m, folgt a m  (10) oder leichter unmittelbar aus (4) 
oder auch (2): 

ui= U2, us= ul; 

beim geraden StoB von materiellen Punkten gleicher Masse vertauschen 
sich also einfach die Geschwindigkeiten, wie in der gewohnlichen 
Mechanik. 

a,) 1st ml = m, und auBerdem zc, = O, so erhalt man 

u; = u,,  u; = O; 
in diesem Falle gibt also der bewegte Massenpunkt seine ganze Ge- 
sühwindigkeit an den ruhenden ab. 
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p)  Fur -%- = ao ergeben sich aus (10) sofort die ~ o & e l n :  
"'1 

die für kleine Geschwindigkeiten in die aus der gewohnlichen Mechanik 
bekannten 

.u;= 2% - ul, ?A;= up 
ausarten. 

m 
pl) 1st 2 = co und 24, = O,  so erhalt man 

m. 

Dieses Ergebnis la& sich am einfachsten für Kugeln aussprechen, 
z. B. folgendermaBen: st6Bt eine homogene Kugel senkrecht auf eine 
ebene Wand, die einen ruhenden IGrper von unendlicher Masse be- 
grenzt, so wird die Kugel in entgegengesetzter Richtung reflektiert, 
wobei sich der Betrag ihrer Gesühwindigkeit nicht andert. Wie man 
sieht, ist diese Folgerung der neuen und der alten StoBtheorie ge- 

gewinnt man aus (10) oder erheblich einfacher aus (7b1) und (7a) die 
Beziehungen 

?A;=-ul, u;=-ZC 2 ;  

die Geschwindigkeiten beider Massenpunkte behalten also ihre &%Be, 
nehmen aber die entgegengesetzte Richtung an. Im Balle kleiner Ge- 
schwindigkeiten geht jene Bedingung ersichtlich in  die eidachere 

über (Ruhe des Schwerpunktu des Systems beider M a s s e ~ ~ u n k t e ) ,  die 
i n  der gewohnlichen Mechanik gilt. 

Cbrigens laBt sich P,) auch als besonderer Pall von ansehen, 
da die Bedingungen von a,) der Voraussetzung von y) genügen. 

y,) 1st ul = u, u, = - u und ml = m,, so ist die relativtheore- 
tische Bedingung für den Pall y) ebenfalls erfüiit, also 

eine Losung, die auch in der gewtihnlichen Theorie gilt. Diese Tat- 
sache ist mit dem Umstande im Einklang, da6 sich der F'all yl) auch 
als besonderer Fall von cc) ansehen 1iiBt. 
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8 2. Geometrische Behandlung. 

Nunmehr m6ge die Aufgabe des geraden StoBes rauf eine geo- 
metrische Weise behandelt werden, die die Richtigkeit der L6snng 
( 7 a ,  b) und ihrer besonderen Balle anschaulich fast ohne Rechnung 
erkennen laBt. Hierbei wird die von P o  i n  c a r  él) herrührende Deutung 
der relativtheoretischen Physik als einer Invariantentheone eines ge- 
wissen vierdimensionalen Raumes zugrunde gelegt werden. Die Koor- 
dinaten dieses Raumes sind die vier reelien Gr6Ben x, y ,  5 und 1 = e t .  
Sein Charakter ist hyperbolisch; insbesondere ist sein stets reelles 
Linienelement de durch die Beziehung bestimmt: 

(11> dtî9 - dl"dx2 - d y s  - de2. 

In  diesem Paragraphen wird nur die hyperbolische xl-Ebene ver- 
wendet, für deren Linienelement dA aus (11) diese Gleichung folgt: 

( I l a )  dA2 = dla  - d x s .  

Bemerkt sei noch, daB die Ausdrucksweise und zugleich die Aus- 
führung der Biguren der Einfachheit wegen nicht reeil hyperbolisch, 
sondern reell euklidisch gestaltet werden soll. 

Der Bewegungszustand eines mit der konstanten Geschwindigkeit 
u auf der x-Achse fortschreitenden Punktes von der Masse m kann 
nun durch einen Vektor U in der xl-Ebene dargestellt werden, der mit 
der 1-Achse den u entsprechenden Winkel 7 bildet (gem33 (3a)) und 
dessen Lange gleich m k t .  Die Komponenten des ,,Bewegungsvektors" 
U nach den Koordinatenachsen sind dann 

d. h. bis auf universelle Konstanten gleich dem Impuls und der leben- 
digen Kraft des Punktes.') 

Der Betrag rn von U setzt sich aus den Komponenten unter Be- 
rücksichtipng der Identitiit 

aoyq - t5uta7 - 1 

hyperbolisch gemaB ( l l a )  zusammen: 
- 

(13) lU l=  - UZ = m. 
Führt man in der sngegebenen Weise die Bewegungsvektoren U,, 

U,, Ui,  U', der zwei sich stoBenden Massenpunkte ein, so lassen sich 
die beiden zu losenden Gleichungen (4), welche die Erhaltung von Im- 

1) H. P o i n c a r é ,  a. a. O., 5 9, S. 168f. 
2) Vgl. H. Poincaré ,  a. a. O., S. 169. 
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puls und Energio ausdrückcn, in die zwcidimensionale Vektorgleichung 
zusammenziehen : 

(14) U ,  + u, = u: + u ; ,  
zu der die beiden Bedingungen für die Nassen 

(14a) I l  = I l  l u 2 1  = IU,l 
hinzutreten. 

Das Problem des geraden Stofies bekommt danri, wie man durch 
unmittelbare Anschauiiiig erkennt, folgende Losung: 

~ i e '  Bewegzcngscektorm Ui und U $  werden aus 12, und U, durch 
Spiegelung an dey geometrischen Sumnze U ,  + U, erhalten. 

In der Tat sind sodann die Gleichungen (14) und (14a) erfüilt 
und auch nur dann, faus man die identische Losui~g,  fie notig, aus- 
schlieBt. Zur Erliuterung diene Figur 1 ; in ihr ist OA = U,, AB = U,, 
OB=Ul +&, OA'=Ui ,  ArB=U',. 

Setzt man R O C  = f, so ergibt sich aus der Figur sofort: 

s = ~ i t r i i  = k+?G 
2 2 ' 

d. i. die vorhin auf rein rechnerischem Wege- gcfundene Losung (i'a, b). 

Sehr leicht lassen sich nun auch die oben besprochenen beson- 

deren Fiille a ) ,  q), b), BI), y) ,  durch die betreffenden geonietri- 
schen Konstruktionen losen. 

a )  Für  ml = ni, - m wird gem5B Figur 2 das Deltoid OABA' 
ein Rhombus und somit 

r i ; = ~ e ,  * i i = ~ ~ ,  

u.; = u2, u; = u . ~ ,  wie früher. 

a,) In  bezug auf diesen Soriderfall ( S .  o.) von a) sei nur bemerkt, 
daB bei ihm die Seite OA des Rhombus auf die 1-Achse zu liegen kornmt. 

@ )  P ü r  3 = cio fallt entsprechend Pigur 3 die Ecke B des Del- 
ml 

toids in unendliche Ferne, und daher wird 

7 ;  = 2'12  - TL, - 727 

was wegen (3a) auf die oben gegebene Losung fiihrt. 

BI) 1st insbesondere auEer :2 = m noch u, = O, so liest inan 

aus Figur 4 unmittelbar die Beziehungen ab: 

T ; = - T , ,  î 1 ; , = r / 4 = O ,  a. h. 
u,, = - u,, ui = 0, wie oben. 
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Gesucht werden nun bei der in  Rede stehenden Aufgabe die 6 
Werte u;, vi l  wi, u;, v;, w;. Die Prinzipe von der Erlialtung der Be- 
wcgungsgroBe sowie der lebcndigen Kraft liefern für sie sogleich fol- 
gende Beziehungen: 

(1%) ml FI + m, ?in z ml Ei + m, ri, 
(162) ml91 + m,tln = mlg; + m,g;, 

( l6,)  81 + m, 82 = % 8; m2 82, 

(164) L,+ L, = L; + Il;. 
Diese 4 Gleichungen gelten offenbar auch für zwei Massenpunkte 

ml und m, von beliebiger Gestalt; jedoch genügen sie nicht zur Be- 
rechnung der geauchten 6 Unbekannten. Da sich nun für den Fa11 
von Massenpunkten weitere Beziehungen nicht aufstellen lassen, i d e m  
z. B. die Angabe des zwischen den Punkten hei der Berührung wirken- 
den KraItgesetzes die Bewegung ihres eigentlichen Charakters als eines 
StoBes beraiibt, so bleibt das Problem des schiefen Stofies zweier be- 
liebigen Massenpunkte unbestimmt, im Unterschiede von dem im ersten 
Abschnitt behandelten geraden StoBe derselben. Bei dem schiefen StoB 
zweier homogenen Kugeln ist es dagegen leicht, eine zweite Gruppe 
von dem Wesen dieser Bewegung eigentümlichen Beziehungen anzu- 
geben, sodaB die Aufgabe eindeutig lijsbar wird. 

Betrachtet man nimlich die beiden homogenen Kugeln im Augen- 
blicke ihres ZusammenstoBes, so werden Kraftwirkungen in Rücksicht 
auf die Symmetrie und Homogenitat der Korper nur in Richtung der 
Zentraleri stattfinden und nicht serikrecht zu ihr, da Reibung ausdrück- 
lich ausgeschlossen wurde. Weil aber das Wesen einer Kraftwirkung 
dem rerallgemeinerten zweiten Bewegungsgesetze der Mechanik ent- 
sprechend in einer ~ n d e r u n g  des Impulses besteht, so werden die 
Komponenten des Impulses in der Richtung der Zentralen (der ,,StoB- 
richtung") geandert werden; die transversalen Komponenten werden 
aber für jede Kugel einzeln konstant bleiben und ehenso folglich die 
betreffenden auf die Masseneinheit reduzierten Komponenten. Da in der 
gewohnlichen Mechanik der rrcduzierte Impuls mit der Geschwindigkeit 
zusammenfàllt, bleiben dort bekanntlich weit einfacher die transversalen 
Geschwindigkeitskomponenten beim S t o l  ungeiindert. 

Wie man erkennt, IaBt sich dieser soeben gegebene Ansatz in der 
Tat nicht auf Masscnpiinkte unbestimmter Gestalt übcrtragen, im Ein- 
klange mit den früheren Ausführungen. 

Denkt man sich jetzt das Koordinatensystem so gelegt, daB seine 
x - A c h e  im AuyenbZicke des Stopes mit der Zentralen beider Eugeln su- 
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sammenfallt, so fiihrt die oben durchgeführte Dber lepng  zu folgenden 
weiteren 4 Gleichungen : 

Nunmehr werden die beiden Gleichungen (16,) und (16,) durch 
(17) identisch erfüllt und konnen daher fernerhin unbeachtet bleiben. 
Also hat man jctzt gonau 6 Gleichungen, niimlich (16,), (16,) und 
(17), für die 6 zu bestimmenden GroBen. 

In Rücksicht anf (15) ist das System - (17) den folgenden beiden 
Doppelgleichungen gleichwertig: 

Denkt man sich nun für jede Kugel v und w zu einer trans- 
versalen Gesamtkomponente zusainmengesetzt, so erkenut man aus 

(17a) folgende wichtige Eigentümlichkeit des schiefen StoBes in der 
Relativtheorie : 

Die Richtuvîg der transoersulen Gesamtkomponente der Geschwindig- 
keit bleibt für jede der deiden honzogenen h7u.qe2n Iieim Stofie erl~aiten, 
aber ihre C h ü ~ e  a~zdert sich. (Vgl. hicrzu untcn G1. (29) und (30;). 

In  der gewohnlichen Mechanik hleibt dagegen bekanntlich auch 
die Gr6Be derselben erhalten. 

Jetet moge die L6sung der 6 Gleiçhungeri unseres Problems auf 
analytischem Wcge erbracht werden. Indem man beachtet, daB die 

u 2) 2ü 
absoluten BetrZge der Quotienten und 1 nur von û bis 1 

variieren konnen, führe man die (hyperbolischen) Winkel cp,  X ,  @, p 
durch folgende Gleichungen ein: 

die letzte derselben kann auch durch die gleichwertige einfachere 
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ersetzt werden, die zu (sa) im ersten Abschnitt analog ist. Zwisçhen 
den in (18 a) auftïetenden Winkelfunktionen besteht ersichtlich diese 
Identitat: 

( 1 8 ~ )  Q ~ \ ~ g - - G i n ~ r p  - G i n 2 ~ - G i n a + = l .  

Die mechani~chen Griindfunktionen nehmen jetzt folgende Gestalt an: 

In der angegebenen Weise führe man die 16 Winkel 

an Stelle der 12 Geschwindigkeiten 

ein, wobei die Gleichmertigkeit beider Variabelnsysteme wegen der 
(18c) entsprechenden 4 Identitiiten einleuchtend kt.  Dann gelim die 
zu losenden 6 Gleichungen (16,), (163 und (17) in die folgenden über : 

E s  ist nun moglich, die Gleichungen (20,) bei Berücksichtigung von 
(20,) auf eine Form zu bringen,. die derjenigen der irn ersten Abschnitt 
bereits geliisten Gleichungen (4) gana analog ist, indem nur die. Masuen 
dureh verwiekeltere Ausd~ücke zu ersetzen sind. Diese letzteren sollen 
uun zuerst aufgestellt werden. 

Man gewinnt aus (18c) und (20,) folgende Gleichungen: 
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die in den ursprünglichen Variabeln BO lauten: 

Jetzt definiere man eine Funktion' Jf folgendcrmaBen: 

Führt man so die 4 Gr6Ben Ml, M,, M;, M,' e h ,  so gilt wegen (21): 

(23) JIl = M;, M 2  = M A  
die Funktionen Ml und M, verhalten sich also ahnlich wie die 
Massen m, und m, selbst, indem sie beim StoBe ihren Zahlenwert 
nicht iindern. Ferner verwende man wieder den im ersten hbschnitt 
(vgl. (3a)) benutzten Winkel 7 .  Man setze also: 

(24) 
oder 

(24 a) 

und bestimme in dieser Weise die Winkel vi, T ~ ,  r i:, 7; Die Glei- 
chungen (21) und (22) gehen dann in folgende über: 

Auf Grund von (24), (22b) und (21 b) (oder (23)) erkennt man 
nun sofort die Richtigkeit der folgenden auf ml bezüglichen Identitaten: 

(25) 
m, Gin <pl = Ml Gin q1, ml g i n  cpj = Ml Qin T,(, 

- Ml &oi ql, ml Qof & = Ml Go! 7;. 

Da für m, die cntsprechenden Reziehungen bestehen, so nehmcn die 
Gleichungen (20,) die gewünschte Gestalt an, die zu (4) analog ist: 

Ml Gin 7, + M , 6 n  7% = M , G n  7; + M, Gin 1712, 

Ml &of 7, + % Qof 7, = Ml 0.01 + M2 Qo! 7;. 
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Die Losung dieses Systems ist gemiiB (7a, b) diese: 

M Gin 7 + N2 G i t t ~ ,  50 3 = - - 1 2 -  

bIl go! 7, + Jf, W 7 1 ~  

Die gesuchten zmtrabn Geschwilzdzgkeitskowqolzmten zc; ulzd ui 
selbst erhalt man dann aus  7;  und qa mittels (24a); sie hangm aiso 
ira der Relativtheorie, wegeri (22a) auch von dm Wwten der transver- 
salm Komponmtefi  v,, w,, v,, w, ab. 

Mit Rücksicht auf (25) kann man die erhaltene L6sung auch fol- 
gendermaBen schreiben : 

Um die LGsurng der Aiifgabe xi1 beenden, sind noch gewisse Um- 
gestaltungen einiger früherer Gleichungen zweckmaBig. Wegen (18a) 
kann man (17a) in die Form bringeu: 

= 5i 6 - w1 - = - 3 ,  - - -- 
v;  'Soi  e, w; ' V ;  %O! e, w9 

Rieraus ergibt sich wegen (21b) 

oder in den ursprünglicheii Gr6Ben: 

wëlch letztere Form man auch unmittelbar aus (17a) und (21a) er- 
halten kann. 

Die gesuchten transversalen Komporaente.n vi, w;, v',, wa werden 
nun durch (28 a) bestimmt oder auch in trigonometrischer Form durch 
(28); auf ihre Abhalzgigkeit von den aentralen Kornpanmtan u, und u, 
sei noch besonders hingewiesen. Damit sind d e  6 Unbekannten erd 
mittelt und unser Yroblem gelost., Doch mogen noch einige weitere 
GroBen berechnet werden. 

Die Gesamtgeschwindigkeiten pi  und p i  sind durch (21a) un- 
mittelbar zu erhalten, oder auch auf trigonometrischem Wege, i d e m  
man aus (21 b) Q; und Q; findet und hieraus mittels (18 b) & und pi. 
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Pür  die Andenmg der transversalen Gesamtkornponcnten der G e  
schwindigkeit 1/- durch den StoB gewinnt man aua (28) die 
Gleichung: 

(29) m-twi - Foy 7jl W:oi ?1; .- - - - 

i/;OGc;"0T.)1i7 i/m E o i ~ l n  

Die Richtung dieser transversalen Gesatntkomponenten bleibt da- 
gegen, wie schon bemerkt, beim StoB auch in der Relativtheorie unge- 
andert; maBgebend ist hierfür die schon in (1 ï a )  enthaltene Beziehung: 

Versteht man ferner unter or den Winkel der Bewegungsrichtung 
einer Kugel mit der in der ,,StoBrichtung" gelegenen x-Achse, so ist 
offenbar 

Ilie Gleichungen fiir die ~ n d c r u n ~  dieser Winkel durch den StoB 
bekommt man aus (29) und ( 2 4 a ) ,  namlich: 

Besitzen die sich stoBenden Kugeln ursprünglich keine transve~sale 
Geschwindzgkeit, i s t  also 

somit q, = u, und g, = u,, bewegen ihre Mittelpunkte sich also anfangs 
auf der bereits in der Berührungszentralen Liegenden x-hchse, so ist 
gema6 (22a) 

Ml = nz, und 31, = 712,. 

E s  wird also (26) mit (4) identisch, und aus (28) fol@ auBerdem 

d. h. die Kugelmittelpiinkte bewegeri sich auch nach dem Zusammen- 
stoBe auf der x-Achse weiter. So ergibt sich hier das im ersten Ab- 
schnitt behandelte Prohlem als besonderer Fail des im zweiten gelosten. 

Uni die Ausdrücke für u; und ui in uiAlig ent.~cickeEter Form zu 
erhalten, hat man nur in (10) entsprechend (22a)  ml und mS durch 
die mit 
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multiplizierteri Werte zu ersetzen: 

r 2 4 ,  = 

Die analogen Forrneln für v;, tu;, v;, wi lieBen sich nun durch 
Verbindung von (28a) mit (33) leicht erhalten; sie würden freilich ein 
recht verwickeltes Aussehen zeigen. 

Jetzt m6ge die Ausa~turcg unserer Losung des schiefen StoBes fiir 
lcleirie Geschwindiglîeiten ermittelt werden. Sind im Vergleich mit c die 
Werte pl und q, klein und demeritsprecherid auch ihre Komponeriten, 
so fol@ aus (22a) 

M 1 = m l ,  H , = m , ;  

da (26) liierdurch in (4) übergeht, so ist die schon gefundene Aus- 
artung der Losung von (4), d. h. (IO*), mit der gesuchten Ausartung 
von (33) identisch; hierzu hat man dann die Ausartung von (17), die 
man z. B. auch aus (28a) erhalten kann, hinznzufiigen. So gewinnt 
man in  der Tat die aus der gew6hnliclien Mechanik bekannte Losung 
fü r  den schiefen StoB: 

(17 *) v ; = v l ,  W ; = U ' ~ ,  v ; = v 2 ,  w;= W e .  

Die riiumliche Loaimg entsteht also hier durch einfache Super- 
position der linenren LZsung (33*) (gleich (10 ?) und der Transce~-sal- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



428 Die Gesetze des StoBes in der Lorentz-Einsteinschen Relativtheorie. 

bedilzgung (17*), wiihrend in der Reia l iv thmie  eine solche Superposition 
nicht sulassig ist. Hinzugefügt seien noch folgende ausgeartete Bormeln, 
die in der gewohnlichen Mechanik gelten: 

-- 

(29*) ~ v ~ + ~ i ~ = I / U ; ~ + w ~ ~ ,  1/v2=1/w; 

Am Schlusse dieses Paragraphen sollen noch einige besondere FaZZe der 
allgemeinen L6sung untersucht werden, die den irn ersten Abschnitte 
bei dem linearen Fall behandelten entsprechen. Die betreffenden Formeln 
für die zentralen Komponenten der Geschwindigkeit lassen sich aus 
den in 5 1 gewonnenen sofort entnehmen; man hat wicder nur zu be- 
rücksichtigen, daB die Massen ml und m, hier durch die Funktionen 
Ml und M, vertreten werden. In entsprechender Weise konnen auch 
die in 5 2 gegebenen geometrischen Losungen hier ohne weiteres an- 
gewandt werden, um eine Veranschaulichung der Aufgabe zu bieten 
und die Kechnungen zu einem groBen Teil enthehrlich zu machen. 
Die Beziehungen für die transversalen Komponenten liefert jedesmal 
Gleichung (28a), diejenigen für die Winkel a! Gleichung (32). 

Die Bezeichnung der besonderen Fiille ist, soweit moglich, die- 
selbe wie im ersten Absclinitt. 

m 
CC) Für 31, = dl,, d. h. = 

m2 

Sind dagegen die wirklichen Massen gleich, d. h. ml = m,, so tritt 
beim raumlichen StoB irn Unterschiede von dem linearen die Vertauschung 
der zentralen Geschwindigkeitskomponenten im allgemeinen nicht ein, 
im Gegensstz zur gewohnlichen Nechariik. (Doch vgl. unten y,)!). 

a,) 1st Ml = M2 und auBerdem p, = O, also zc, - v, = w, = O, so 
ergibt sich aus den Formeln von a) sofort: 

somit cti = 0°, ai - 90'. 

Die gestoBene (erste) Kugel geht hier also in der StoBrichtung 
weiter und die stoBende (zweite) in der Berührungsebene, somit senk- 
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recht zur StoBrichtung, da aie ihre Zentralgeschwindigkeit ganz ab- 
gegeben hat. 

In der gewohnlichen Mechanik tritt diese Bewegungswoise, indem 
freilich v; = v, und wa = w, ist, unter den folgenden ausgearteten Be- 
dingungen gin: 

m,=m, ,  ¶,==O, 

d. h. unter den Voraussetzungen, die im Falle a,) beim relativtheore- 
tischen linearen 8toB gelten. 

nz 8) Für 2 = m i a t  auch M' = m, a h :  
nzl 311 

somit auch qa = q,, a; = a,. 

In der gewohnlichen Mechanik arten unter der Bedingung 3 - o, 
"1 

folgende Teile dieser L6sung aus: 

J-C Bi) 19t '3 = m und q2 = 0, so ist auch - - m und u, = v, 
ml Ml 

= tu, - O, also 

";=-al) u ; = o ;  v;=v, ,  w;=wl, v ;=o ,  w',=O; 

somit q: = pl, p i  = 0, a; = - a,. 

Pür die Reflexian. einer schief auf eine ruhende ebem Wand auf- 
prallenden homogenen Kugel gelten also in der neuen Theorie vollig 
diesclben Gesetze wie in der alten: 

Der Refiexionswinkel der Kugel ist gleich ihrern Einfallswinkel, 
und der absolute Betrag ihrer Geschwindigkeit bleibt ungeandert. 

y) E'ür Ml Gin 7, + 312 Gin 7 ,  = ml Gin rpl f m, Gin g>, = O, d. h. 

ergibt sich 
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Hier fiiidet also nach zwei Seiten hin dieselbe Rcflexion statt, 
die soehen beschrieben wurde; in der Tat laBt sich pl) auch als be- 
aonderer Fall von y )  auffassen. Bemerkenswert ist, daB die Voraus- 
setzung für das Eintreten dieser Reflexion beim schiefen StoB wieder- 
um rerwickelter ist als beim geraden. In  der gewohnlichen Mechanik 
dagegen artet die Bedingung beiui raumlichen StoB in die schon vom 
linearen StoB bekannte aus, daB der Schwerpunkt des Systems beider 
homogenen Kugeln ruhen muB: 

y,) 1st ul = u,  us = - u und 

so ist die Voraussetzung von y )  erfüllt; also tritt doppelte Reflexion 
ein gemiiB den Gleichungen: 

In  der gewohnlichen Mechanik artet die zugehorige Bedingung 
80 aus: 

ZCl=u, u p = - u  7 ml=!"'% 

also entsprechend dem linearen Fall von y,) in der Relativtheorie. 

Da aus den allgemeinen Voraussetzungen von y,) die Gleichung 

JIl = 171, folgt, so ktrnii man y,)  auch unter die besonderen Palle 
von u) rechnen. 

y,) 1st u, = u,  ug = - U, v1 = vg, w1 = ws und ml - m,, so ist 
auch q, = q, und al = - a, = a, und man erkennt, daB die Voraus- 
setzungen von y,) erfüllt sind. Daher ist: 

q = q  = q  - 
1 2  l-qB, a;=-ai=--a. 

~ a t ü r l i c h  1aBt sich y,), da es einen besonderen Fail von y,) bildet 
und somit n-I, = M2 ist, auch unter a) unterorduen. EFJ werden jedoch 
hier durch den StoB nicht nur die zentralen Komponenten der Ge- 
schwindigkeit vertauscht, sondern die ganzen Geschwindigkeitsvektoren 
beider Kugeln, und zwar gilt dies in der gewohnlichen Mechanik in 
gleicher Weiae. 
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4. Geometrische Behandlung. 

Wie gegen Ende des vorigen Paragaphen benierkt, liBt sich die 
geometrische Losung des 5 2 sofort verwenden, sobald man die Glei- 
chungen (26) gewonnen hat. Diese wurden aber in 8 3 rechnerisch ab- 
geleitet. E s  soii nuri jetzt gezeigt werden, daB man u s e r  Problem des 
schiefen StoBes auch allein durch geometrische Überlegungen vollstandig 
losen kann. 

Zu diesem Zwecke werde wieder der vierdimensionale hyperbolische 
Raum mit den Koordinaten z, y, z und Z = ct  eingeführt, dessen reelles 
Linienelement da  durch die Beziehung 

(li> d6" =d l2  - dz2  - dy2  - dz2 

bestimmt ist. Auch hier soll übrigcns die Ausdrucksweise reeli eukli- 
disch gehalten werden. 

Der dynamische Zustand einer homogenen Kugel von der Masse m, 
-- 

deren Mittelpunkt mi t  der konstanten Geschmindigkeit q = v u a  + v 2  + w" 
geradlinig fortschreitet, kann jetzt durch einen vierdimensionalen Vektor 
U von der Lange na dargestellt werden, dessen Richtung durch die vier 
Winkel v, X, +, Q gemaB (18a, b) bestimmt wird. Die Komponenten 
dieses ,,Bewegungsvektors" U nach den Koordinatenachsen Sind dann 
folgende Ausdrücke (vgl. (1 9)): 

1 'u, = nz Gin rp - , më, I 
1 1 %  = ,n s i n  r = , mg, 
1 U, - m Gin $ = , ma, 

sie sind also wieder bis auf universelle Koeffizienten mit den Impuls- 
komponenten und der lebendigen Kraft von ?n gleichbedeutend. Den 
Betrag rn von U gewinnt man aus den Komponenten (34) entsprechend 
der Gleichung (1 l), wobei noch die Identitat (18 c) zu berücksichtigen istr 

-- 

(35) ~uI-I/up-ug-uy-Ug=m. 
In  dieser Weise hat man nun fiir die beiden Kugeln die Bewe- 

gungsvektoren U, , 'U,, Xi, rg einzuführen. 

D a m  lassen sich die vier Gleichungen (16) für Impuls und Energie 
in' die vierdimensionale Vektorgleichung zusammenziehen: 

(36) u , + u , = u ; + & ,  
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zu der noch die Transversalbedingungen (17) in der Gestalt 

und die Bedingungen für die Massen 

(38) Iu,I=lu;I, lu,I=iu;I 
hinzuzufügen sind. 

Um nun das System (36)) (37) und (38) rein geometrisch zu losen, 
projiziere man U im vierdimensionalen Raume zuerst auf die xl-Ebene 
und nenne den so gewonnenen Vektor %JI; sodann projiziere man U auf 
die yz-Ebene und bezeichne den so erhaltenen Vektor mit 3. Ln eukli- 
discher Ausdrucksweise kann man dann U als geometrische Summe 
von %Jl und % betrachten. Pür die ahsoluten Betrage Jf und N von 
%JI und !JI gelten dabei entsprechend (11) die folgenden (nichteuklidi- 
achen) Beziehungen: 

hier ist, wie man erkennt, M dieselbe GrEBe, die schon oben in 8 3 
durch (22) eingeführt wurde. 

Die vier Transversalbedingungen (37) lassen sieh nun in folgende 
zwei Vektorgleichungen vereinigen: 

Zieht man jetzt die beiden Gleichungen (40) von (36) geometrisch 
ab, so erhàlt man in anschaulicher Weise folgende Vektorgleichung: 

(41) ml + = m; + mi. 
I n  ganz entsprechender Weise ergeben sich, wenn man die dritte 

Gleichung von (39) beachtet, aus den Bedingungen (38) auf Grund von 
(40) die neuen Bedingungen: 

Die Reclinungeri des 5 3 von (21) bis (23) über die merkwürdige 
Unveranderlichkeit der Funktionen JI1 und beim StoBe, die sie den 
Massen na, und m, analog erscheinen IiiBt, bekommen somit hier ihre 
,geometrische Aufklàrung. 

'Die soeben erlangten Gleichungen (41) und (41a) haben genau 
dieselbe Form wie (14) und (14a) in <i 2 und beziehen sich ebenso wie 
diese Gleichungen auf Vektoren i n  der xl-Ebene. In geometrischer Form 
laBt sich daher die Losung für das Problem des sehiefen StoBes zweier 
homogener Kugeln folgendermaBen aussprechen, wobci noch einmal daran 
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erinnert sei, da8 die x-Achse des Komdinatensyslems ntit der Zenhabn 
irn AugenbiiciCe der Berührung secsammmfalh  sou: 

M a n  projisiere die Bewegungsvektmen U, und  U, auf die x l - B e n e  
und spiegele die beiden so erhaltenen Vekloren Dl rcnd Dl2 in dieser Ebene 
a n  der geometrisclzen S u ~ n m e  !IR, + %R,. Die hierdurch gewonmen Vek- 
toren und !IR; addiere man geolnetrisch je zu dem entsprechenden 
der beim Stofie wnveriindmlichen Vektoren %, und %, die dzcrch Pro- 
jelition von U, und l& auf die y z -Ebme  gebildet werden. Die so h r g e -  - 
stellten Vektoren sind Ui und Ué. 

Auch die Gleichungen (26), die den Gleichungen (4) entsprechen, 
lassen sich jetzt leicht gewinnen. Man verstehe in  der xi-Ebene unter 
q den Winkel zwischen D und der Z-Achse. Dann tritt die Darsteilung 

(42) U, = M Gin 17 = EVZ, U, = 171 Qof 77 = Er 
a m  Stelle der früheren durch (34) gegebenen: 

U , - m - G n r p ,  U , = m - G o ~ Q ,  

und zugleich ist jetzt die Richtigkeit der Identitaten (25) anschaulich 
Mar. Dabei ist 7  wegen der aus (42) folgenden Gleichung: 

offenbar derselbe %nkel wie der oben durüh (24) bestirnmte. 

Wegen (42) erhalt m m  nun aus (41) und (41a) sofort die ge- 
suchten ~ l e i c h u n ~ e n  (26) : 

Ml g i n  qi + Mz Gin va = Ml Gin ?l; + JI2 Gin 7;, 

Jfl Q o j  7, + JI, Q D ~  7, = Ml Qof 7; + M2 64 7;. 

Aus ihnon kann man nun weit'er auf geometrischem Wege entsprechend 
der Figur 1 die rechneriache Losung (27) leicht bekommen und sodann 
die L6sung durch (28) vollenden. 

Hiermit moge die Behandlung der StoBgesetze der Relativtheorie 
abgeschlossen werden. 

B r e s l a u ,  den 1. Januar 1913. 

Zeitsohrift f. Mnthematik u. Physik. 68. Band 1914. Hoit 4. 
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Biicherschan. 

Dr. Gnido Ranck, weiland Geheimer Regierungsrat, Professor der darstelIen- 
den Geometrie und der graphischen Statik an der Kgl. technischen noch- 
schule zu Berlin, V o r l e s u n g e n  ü b e r  d a r s t e l l e n d e  G e o m e t r i e  u n t e r  
b e a o n d e r e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  der B e d ü r f n i s s e  d e r  T e c h n i k ,  heraus- 
gegeben von A l f r e d  H a u c k ,  Direktor der Kgl. Realschule in  Schonlanke. 
In  zwei Banden. Erster Band mit 650 Textfiguren. XII  und 339  S. Leipzig 
und Berlin 1912 ,  B. G. Teubner. Geh. A IO.-, geb. A 12.-. 

Das Buch behandelt zunachst die Grund- und AufriB-Methode und ihre 
Anwendung auf ebenPichige Gebilde und sodann in 2 kurzen Kapiteln die axo- 
nometrische Methode. Nach einigen Remerknngen iiher geom~trische Verwnndt- 
schaften (Affinitit, Kollineation) wird zur Betrachtung der ebenen Kurven dber- 
gegangen. Die Kurven 2. Ordnung werden als Erzeiignisse projektiver Strahlen- 
büschel abgeleitet. Daran schlieBen sich dann die Raurnkunen,  speziell die 
Schraubenlinie. Nun wendet sich der Verfasser den Flachen zu und zwar zu- 
nachst den entwickelbaren Flachen. Die darauf folgende Flachenfamilie sind 
die Rückungsfliichen. Als solche werden die Rotntionsflikhen, die Flachen 2. Ord- 
nung und die topographischen Flachen behandelt. Die windschiefen Regelflachen 
2. und hoherer Ordnung und die windschiefen Schraubenfliichen bilden SchluB. 

Die Darstellung benutzt die rein geometrische Form und zeichnet sich 
durch Klarheit und Eigenart am. Beispiele aus der Technik verraten die Viel- 
seitigkeit des Butors. Die Figuren sind ausgezeichnet schon und übersichtlich- 
Allerdings h a t  der Herausgeber auf die Buchstaben im Text und i n  den Figuren 
fast vollstandig verzichtet. Als Grund dafür gibt der Herausgeber i n  der Vor- 
rede a n ,  daB der Anfanger, besonders der Techniker, der nicht Fachmathe- 
matiker ist, erfahrungsgemab von dem Studium eines Buches abgeschreckt wird, 
wenn er sich an der Band des Textes durch eine mit  Buchstaben durchsetzte 
Figur hindurcharbeiten soll; abgesehen davon gehen auch die Schonheit und 
Eleganz der deskriptiren Methoden in solchen Figuren leicht verloren. Auber- 
dem ergibt sich noch der groBe Vorteil für  den Studierenden, da5 er durch 
die Unmoglichkeit, sich mit  Hilfe der Buchstaben mechanisch an der Figur  
zurecht zu tasten, zum riiumlichen Denken in hervorragender Weise gezwungen 
wird. ilas ist sicher alles ganz richtig. Will man aber irgend eine Konstruktion 
prazia darstellen, so ist daa ohne Buchstaben eben nicht mtiglich. Sonst ent- 
stehen Schwerfalligkeiten und Unklarheiten, wie etwa nuf S. 7, wo viele Zeilen 
notig sind, um eine Konstruktion zu heschreiben, die durch Hinzunahme von 
ein paar Buchstaben in wenig Worten zu geben ware. Nan wird also nicht 
das Kind mit dem Bade ausschüttcn und iiberhaupt keine Buchstaben benutzen. 
Deswegen brauchen die Figuren uoch nicht a n  Klarheit einzubüBen. 
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Ein s t o r e d e r  Irr tum ist auf S. 247 zu beseitigen. Dort heiBt es, daB 
eine Fliche von der Tangentialebene im allgenieinsten Falle i n  einer Kurve 
geschnitten wird, welche im Berührungspunkt einen Doppelpunkt ha t  und da0  
weiter dieser noppelpunkt fiir beide ~ s t e  der Kurve ein Wendepunkt ist. Das 
i s t  natürlich nicht richtig. I m  allgemeinen is t  der Doppelpunkt kein Wende- 
punkt. Trotzdem sind aber die Doppelpunkt,tangenten ~ a u ~ t t a n ~ e n t e n  der 
Flache. Der auf S. 271 gegebene Beweis für  die Existenz der 3 Hauptachsen 
einer Flache 2. Ordnung krankt  a n  der Voraussetzung, da0 einer der Durch- 
messer der kleinste ist. Das mu0 wenigstens erwahnt werden. Auch der SchluB 
auf S. 273,  aus dem sich die 3 Gattungen der Fliichen 2. Ordnung ergeben, 
i s t  etwas unsicher. Zum SchluB mag noch erwahnt werden, da% es dem deut- 
schen Sprachgefühl zuwiderlauft, ,,zentralprojiziereniL (S. 158) oder ,,parallel- 
projiziereniL (S. 209) als e i n  Wort zu bilden nach Analogie der entsprechen- 
den Substantive. 

München, 15.  Dez. 1912 .  KARI, DOEHLEMANN. 

J. Schlotke, weilaud Direktor a. D. der Gewerbeschule in  Hamburg, L e h r -  
b u c h  d e r  d a r s t e i i e n d e n  Geomet r ie .  1. Teil: S p e  z i e l l e  d a r s t e l l e n d e  
G e o m e t r i e .  Mit 2 6 0  Figuren. 7. durchgesehene und ergiinzte Auflage, 
herausgegeben von Dr. C a r 1  R o d e n b e r g ,  Geh. Reg. R a t ,  Professor der  
darstellenden Geometric a n  der technisctien Hochschule zu Hannover. 169 S. 
Leipzig, H. A. Tludwig Degener. Geh. 4 3.60, geb. ,A! 3.80. 

Die neue Auflage dieses guten und weitverbreiteten Schulbuches hat  nach 
dem Tode des Verfassers R o d e n b  e r g  besorgt; wesentliche Andorungen waren 
nicht notig. Neu hinzugekommen ist die Aufgabe, den in einer Archimedischen 
Wasserschraube gehobenen Wasserkorper darzustellen. 

München, 15. Dez. 1912. KARL DOEHLEYANN. 

p. Harzer. Über d i e  geomet r i sche  M e t h o d e  z u r  B e s t i m m u n g  der 
B a h n e n  v o n  H i m m e l s k o r p e r n  n a c h  fünf Beobachtungen .  95  S. 4. 
Publik. d. Sternw. Kiel. XII. Leipzig 1910.  

Die direkten Methoden der Bahnbestimmung von Planeten und Kometen 
setzen voraus, einmal da0 deren Bewegung nach den Keple rschen  Gesetzen 
erfolge und daun daB die zu grunde gelegten Beobachtungen eine hinreichend 
kleine Zwischenzeit überdecken, u m  für  gewisse Ausdriicke, die bei den ver- 
schiedenen Methoden verschieden sind, rasch konvergierende Formeln ableiten 
z u  konnen. Reide Rinschriinkungen will der Verf. dadurch vermeiden, da% e r  
die mechanischen Beziehungen des Problems ganz ausschaltet, d. h. auf die Be- 
nutzung der Zeiten überhaupt verzichtet. E r  kommt so auf eine rein geome- 
trische Methode, die den Beobachtungen eines Himmelskoipers zweierlei Be- 
dingungen vorschreibt: l) je drei Orter des Himmelskorpers liegen in einer 
durch den Sonnenmittelpunkt gehenden Ebene, der Bahnebene 2) je vier Or te r  
befinden sich auf demselben i n  der Bahnebene liegenden Kegelschnitt, in dessen 
einem Brennpunkt die Sonne steht. F ü r  die geometrische Methode sind dem- 
nach fünf Beobachtungen erforderlich. Und das Problcm der Bahnbestimmung 
besteht jetzt in  der Hauptsache darin, au3 fünf algebraischen Gleichungen die 
fiinf Unbekannten, i. e. die fünf geozentrischen Abstande des Himmelskorpers 

28 * 
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zu den. fünf Beobachtungszeiten zu ermitteln. I n  der Entwickelung seiner 
Methode, die der Verf. in aller Ausführlichkeit wiedergibt, bevorzugt er d ie  
algebraische Formulierung gegenüber der sonst hei Bahnbestimmungen ühlichen 
trigonometrischen. 

Der ,,theoretische Teil" diskuiicrt der Reihe nach die geometrischen Be- 
ziehungen zwischen zwei, drei, vier und fünf Punkten i n  der Ellipse und be- 
handelt dann in sehr eingehender Weise die wichtigen Verbesserungsgleichungen, 
dieunter Benutzung der Zwischenzeiten die Hypothesen- und Naherungsrechnun- 
ges  abzukürzen bestimmt sind. Der ,,praktische TeilIL wendet die dargelegte geo- 
metrische Methode auf zwei dem Planeten Eros entlehnte schwierige Beispiele 
an, die zur rechnerischen Erliuterung der zum Teil recht komplizierten Formeln 
dienen. Die kritische Vergleichung mit der mechanischen Methode der Bahn- 
bestimmung aus drei Beobachtungen fallt nach H a r z e r s  Anvicht jedenfalls 
nicht zu Ungunsten der geometrischen Methode aus. Das zweite Beispiel mit  
1 1 6  Tagen Zwischenzeit und 63' heliozentrischem Bogeu aber 1aBt sich schon 
nicht befriedigend nach der geometrischen Methode Iosen und mu5 nach der  
mechanischen zu Ende gerechnet werden. Hier zeigt sich die untere Grenze 
der Anwendbarkeit der Methode, die bei kleinen Zwischenzeiten versagt und 
ihre Leistungsfihigkeit erst von einem sechstel bis zu einem halben ~ m l & f  des 
Himmelskorpers bewahrt,. Pür  parabolische Bahnen, Kometenhahnen, führt die 
geometiische Methode übûrhaupt nicht zum Ziel. 

Der in der Entdeckungspraxis der kleinen Planeten gewohnliche Fa11 i s t  
der, da8 drei, vielleicht auch mehr Beobachtungen eines kleinen Planeten ror- 
liegen, die auf einige Wochen zusammengedringt sind, im allgemeinen also 
nicht die untere Grenze der Anwendbarkeit der geometrischen Xethode erreichen. 
E n d  auch dio Meinung des Verf. über Durehsichtigkeit und Einfachheit seiner 
rein geometrischen Methode bei gro5en Zwischenzeiten werden erfahrene Rechner 
nicht unbedingt teilen. Das Studium der schonen und originalen theoretischen 
Betrachtungen und mathematischen Entwickelungen i n  dieser Arbeit wird durch 
das ~ e u a r t i ~ e  der Bezeichnungsweise etwas erschwert. 

Kach der Veroffentlichung seiner Schrift wurde der Verf. darauf aufmerk- 
snm (Astr. Nachr. 185 (1910), 9), daB eine geometrische Methode der Bahn- 
bestimmung schon ror  70 Juhren (1842) von J. A. G r u n e r t  versucht worden 
ist, allerdings ohnc praktischen Erfolg. Perner ha t  H. S e e l i g e r  bei der Be- 
handlung des wesentlich einfacheren Problems der Bestimmung von Doppel- 
sternbahnen, gleichfalls bei Benutzung von fünf Ortern, cine rein geometrische 
hlethode angewendet (TI. S e e l i g e r ,  Zur Theorie der Doppelsternbewegungen. 
Leipzig 18  7 2). 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

Annuaire p o u r  l'an 1913 publié par  le b u r e a u  d e s  l o n g i t u d e s .  Avec 
des notices scientifiques. V I  u. 707 u. 28 u .  52 u. 1 6  u. 25 u. 55 S. 9 x 14 cm. 
Paris, Gauthier-Villars. ,& 1.20. 

Seit 1 9 0 2  erscheint das Annuaire in der Art, daB es erst in  zwei auf- 
einanderfolgenden Jahren den rcichcn Stoff bringt, den es i n  sein Programm 
aufgenommen hat. I n  Übereinstimmung mit diesen Dispositionen enthiilt der 
vorliegende Jahrgang die gcnauen Tafeln und Angaben aus Geographie, Statistik, 
3letrologie, Münzwesen und Meteorologie, aber nicht die physikalischen und 
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chemischen Daten. I m  astronomischen Teil fallen diesmal die Rnpitel über 
Physik der Sonne, kleine Planeten, Sonnenuhren und Seismologie fort;  sie 
erscheinen wieder im Jahrgang 1 9 1 4  Die astronomischen Wert,e wurden von 
A n d o y e r  von Grund aus rcvidiert; ferner findet man Text und Tabellen nber 
die  Zeitrechnungen der verschiedenen Kulturvolker von R O c q  u e  s D e s  v al1 é e a 
und ausgedehnte und bequeme Tafeln zur barometrischen Hohenberechnung 
von A n g o t .  Alle Zeitangaben werden in Greenwicher Zeit ausgedrückt oder, 
im Wortlaut des Gesetzes vom 9. Mai 1911 ,  i n  gesetzlicher Zeit, ,,d. h. i n  
mittlerer Zeit von Paris vermindert um grn 2lS." Unter den kleinen wissen- 
schaftlichen Aufsiit~en sei der Artikel von F e r r i é  über ,,die Anwendung der 
drahtlosen Telegraphie für Zeitsi,maleLL hervorgehoben. 

Das Annuaire und seine Unentbehrlichkeit für  den Astronomen und Geo- 
praphen is t  xu bekannt, als daB hier noch ein Wort  über den reichen und wohl- 
disponierten Inhalt zu sagen ware. Man kann nue bedauern, daB die Redaktion 
noch immer an dem klehen und für den Gebrauch unbequemen Format fest- 
halt, über das die Fülle des hineingezwangten Materials langst hinausgewachseu 
ist. Ginge man zu einem handlichen Oktav über, so würde der jetzt 9 0 0  Seiten 
starke Band sich auf etwa 3 0 0  Seiten reduzieren und damit unvereleichlicli 

u 

angenehmer zu handhaben sein. I m  Deutschen Sprachgebiet haben wir leider 
ein dem Annuaire vergleichbares Jahrbuch nicht. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

J. Franz, D e r  Mond. 2. Aufl. Mit 34 Abbild. im Text und auf 2 Doppel- 
tafeln. I V  u. 1 2 0  S. kl. Bo. (ANulf. 90). Leipzig 1912,  B. G. Teuhner. 
Geb. ,,& 1.25. 

I n  diesem Büchlein gibt der Vcrf., der selbst in der ersten Reihe der Mond- 
forscher steht, eine knappe Übersicht alles dessen, was wir vom Monde wissen. 
E r  beginnt mit  den Kraften, die die Mondbahn beherrschen und bedingen, 
und setzt ihre Wirkungsweise soweit auseinander, als es dia Schwierigkeit des 
Stoffes i n  gemeinverstandlicher Schreibart zulaHt. Der Vorgang der Rotation 
und die Frage der Libration'werden besonders liebevoll behandelt; es ist dies 
auch das engere drbeitsgebiet des Verf., dessen Tatigkeit wir den heutigen 
Stand unserer Kenntnis von Mondrotation und -Libration verdanken. Die all- 
gemeinen physikalischen Verhaltnisse der Mondoberflache (Temperatur, At-  
mosphire) schlieBcn sich an und dann folgt eine nach der Art der Gebilde 
an&ordn&i susgezeichnete Beschreibung der chnrakteristischen Mondforma- 
tionen. Ein Katalog der Orter von 9 6  Nondkratern nach Ausmessungon 
photographischer Platten durch den Verf. bildet einen wertvollen Anhang. 

Vergleicht man diese 2. Aufl. mit der 1 9 0 6  erschienenen ersten, so fallt 
zunachst eine Kürzung um 1 2  Seiten au€. Die rührt daher, daB einmal im 

. ersten Teil alle mathematischen Formeln fortfielen, die die mechanischen Vor- 
gange der Mondbewegung dern Kundigen kurz erlauterten, und dann wurdu 
das Verzeichnis von Mondkratern, das in  der ersten Auflage 1 5 0  in Breslau 
geinessene Objekte umfaBt, jetzt auf 9 6  Kratcr zusammengestrichen. Der wisscn- 
schaftlich arbeitende Liebhaber der Astronomie, deren es auch in Deutschland 
heute-immer mehr gibt, wird mit diesen Kürzungen wohl nicht ganz einverstan- 
den sein. 

StraBburg i. E. 
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A. Marcuse, Ast ronomie  in i h r e r  B e d e u t u n g  f ü r  das p r a k t i s c h e  Leben.  
Mit 26 Abbild. im Text. II u. 99 S. kl. 8". (ANuG. 378). Leipzig 1912,  
B. G. Teubner. Geb. A 1.25. 

Der Verf.behandelt in diesern Büchlein die Beziehungen der astronomischen 
Wissenschaft zum taglichen Leben. E r  versteht darunter den Nutzen und die 
Unterstützung, die die der Himmelskunde entlehnten Methoden den Anforde- 
rungen des praktischen Lebens gewahren. Natürlich ware es aber grundfalsch, 
nun zu glauben, daE auf diese Weise eine Daseinsbegründung oder Recht- , 

fertigung der Astronomie gegeben werden konne; denn jede Wissenschaft ist, 
gleich der Kunst, zwecklos. 

I n  den sechs Aufsiitzen nimmt den breitesten Raum die wiehtige Frage 
der geogrqhischen Ortsbestim~nung ein, sei es zu Lande, auf See oder in der 
Iluft. Mit manchen Remerkiingen und Urteilen des in  diesen Dingen sehr er- 
fahrenen Verf. m6chte sich Ref. indes doch nicht einverstanden erklaren. Zeit- 
dienst und Kalenderwesen, Reziehungen der Astronomie zur Meteorologie, zur 
Medizin sind weitere Kapitel des an Material überreichen Schriftchens. Eben 
deshalb ist aber auch eino gründliche Behandlung einer der angeschnittenen 
Fragen gar  nicht moglich und der Verf. hebt das auch selbst hervor, wenn 
e r  im Vorwort bemerkt, dafi die ,,Darlegungen daher in  erster Linie nur An- 
regungen für  ein eingehenderes Studium aller einschligigen Gebiete" sind. 
Manche der eingestreuten Abbildungen haben mit  dem Text wenig zu tun, und 
ein paar mathematische Figuren lassen an Exaktheit zu wünschen übrig. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

S. Oppenheim, Das a s t r o n o m i s c h e  W e l t b i l d  im W a n d e l  d e r  Zeit. 2 . h f l .  
Mit 19  Abbild. im Text. IV u. 134 S. kl. 8'. (ANuG. 110.) Leipzig 1912,  
B. G. Teubner. Geb. 1.25. 

Die sechs schtinen Vortrage des Verf. bilden einen AbriB der Geschichte 
astronomischer Erkenntnis. Ni t  besonderer Liebe wird die Blütezeit der grieehi- 
schen Astronomie behandelt,. Die Theorien von Hipparch und Ptolemiius er- 
fahren durch einfache mathematische Formeln und durch exakt eezeichnete 
geometrische Figuren eine eingehende Darstellung, i n  der die numerischen 
Resultate der a l k n  Autoren nicht fehlen. In  das astronomische Mittelalter 
ziebt der Verf. noch Kopernicus hinein, um dann die Neuzeit mit dem Auftreteu 
Tycho Brahes beginnen zu lassen, der fü r  Keplers Wirken die Fundamente der 
Beobachtungen schuf. Dann gelangen Keplers Methoden und Ergebnisse zur 
Darstellung, bis durch Newton die Einheit der Keplerschen Gesctze im Gravi- 
tationsgesetz erkannt wird. Nur  kurz berübrt das letzte Kapitel (,,die neueste 
ZeitLL) die Probleme, die nach Newton die astronomischcn Forschungen be- 
herrschen. I n  erster Linie wendet sich der Verf. den Resultaten zu, die aus 
der Betrachtung der Bewegungen und der Verteilung der Sterne flieBen; die 
astrophysikalischen Ergebnisse und ihre Bedeutung für unser Bild vom Kos- 
mos muBte er aus dem engen Rahmen des Büchleins ausschlieBen. Nur so ist 
es ihm aber auch moglich geworden, allen behandelten Frngen eine angemessene 
Gründlichkeit zuzuwenden. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 
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. P. Mûth, T h e o r i e  d e r  P l a n e t e n b e w e g u n g .  Mit 1 7  Pig. im Text  und einer 
Tafel. IV u. 60 S. kl. 8'. (Math. Bibl. VIII). Leipzig 1912, B. G. Teubner. 
Kart. 0.80. 

In dem engcn Rahmen dieses Heftchens behandelt der Verf. einige Fragen 
aus der Theorie der P l a n e t e n b c ~ e ~ n g  i n  elementarer Form. E r  lehnt sich 
hierbei a n  die ,,Elemcnte der Mechanik des HimmelsLL von A. P. M 6 b i u s  
(Leipzig 1843) an, ha t  aber den Korn von Mobius' schoner Darsteliung nicht 
benutzt. Die einleitenden S a t ~ e  aus der Mechanik werden gut  entwickelt. 
Der  zweite Abschnitt bringt die Beschreibung der Bahnen im Sonnensystem 
auf Grund der Keplerschen Gesetze. Naçhdem aus ihnen das Newtonsche 
Gravitationsgesetz abgeleitet ist, beschaftigt sich der dritte Abschnitt mi t  
dessen Anwendungen. Natürlich nur  i n  einigen lose zusarnmenhtingenden 
Kapiteln, die für  den reifen Schiiler und angehenden Studierenden recht zweck- 
niiiflig ausgewihlt sind (z. B. Anziehung einer Kugel, Berechnung der Plaueten- 
massen, Doppelsterne, Erhaltung der Energie bei der Planetenbewegung). I n  
den zweiten Abschnitt ha t  sich ein Kapitel über Zeitrechnung, Definition der 
Zeiteinheiten, Zeitglcichung verirrt, dus nicht schlecht ist, aber doch in einer 
so eng gespannten ,,Theorie der PlanetenbewegungLL durch einen dern weit- 
schichtigen Thema niiherliegenden Gegenstand h'itte ersetzt werden sollen. 

StraBburg i. E. WIUTZ. 

F. Ebner, Technieche  Inf ln i tes imal rechnung  (Differeutial- und Integral- 
rechnung) mit besonderer B e ~ c k s i c h t i g u n g  der Anwendungen. VI1 u. 1 7 2  S. 
Bo. Mit 45 Textîîguren. Berlin 1912,  0. Salle. Geh. 2.40. 

Der Verfasser, der schon durch seinen Leitfaden der technisch widtigen 
Kztl-vm (Leipzig, Teubner, 1906) sich bekannt gemacht hat, legt hier einen 
sehr brauchbaren AbriB der Infinitesimalrechnung Tor, der, was LJmfang und 
Ziel anlangt, etwa mit  den Buchern von K. D ü s i n g  und H. G r i i n b  a u m  i n  
Parallele gestellt werden kann. Der Standpunkt, den E b n e r  einnimmt, dürfte 
jedem, der au€ die Bedürfnisse des Technikers billige Rücksicht nimmt, un- 
nnfechtbar erscheinen. Die Ableitung der Grundbegriffe ist, solange sich eben 
die Darstellung nur  auf die elementaren Fiinktionen beschrankt, selbst für  
den Mathernatiker hinreichend streng und es ist dem Verfasser durch geeignete 
Anordnung gelungen, alles unter den geringst mfiglichen Voraussetzungen ab- 
zuleiten. So wird die Logarithmusfunktion, wie bei F. K l e i n  und J. T a n n e r y  
aus der Plache der gleichseitigen Hyperbel entwickelt, nachdem der Integral- 
begriff bekannt ist. Die Differentiale werden, wie dies i n  neuester Zeit ins- 
besondere A. S c h ü l k e  konscquent durchgefiihrt hat,  als ,,hinreichend kleine 
GroBen" eingeführt, wobei das ,.hinreiehendLL eben durch die Forderungen der 
Praxis bedingt ist. Der 5 7, der diese Einführung crlgutern soll, ist aber doch 
zu kurz und es sei in dieser Hinsicht auf die neuen Werke von H. v. M a n  go1 d t 
und L. S c h r u t k a  verwiesen, die das Differential in  aller Strenge behandeln. 
Einen Hanptteil des Ebnerschen Buches machen die ganz vorzüglich ausge- 
wtihlten und durchgeführten technischen Anwendungen aus. 

Pirmasens. H. WIELEITNEII. 
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Italo Ghersi, M s t e m a t i c a  dilettevole e curioaa.  Problemi bizzarri - . 
Paradossi algebrici, geometrici e meccanici - Moto perpetuo - Grandi 
numen - Curve e loro tracciamento moccanico - Sistemi articolnti 
- Quadratura del circolo - Trisezione dell' angolo - Duplicazione diil 
cubo - Geometria della riga, e del compasso - Rompicapo gcometrici 

- - -  

- Iperspazio - Probabilità - Giochi - Quadrati, poligoni e poliedri 
magici. VIII u. 7 3 0  S. kl. 89  Con 693  figure originali doll' Autore. 
Milano 1913,  U. Hoepli. Geb. L 9.50. 

Das vorliegende Buch gehort der Sammlung der schmucken ,,Manuali 
Hoepli:' an, die etwa ,,Webers Illustrierten lIandbücherni' (früher ,,Katechis- 
men") entsprechen. Die Reichhaltigkeit, besser gesagt Buntheit, desselben i s t  
durch den abgedruckten Untertitel noch lange nicht genügend zum Ausdruck 
gebracht. Von geistreichen Fragen an, wie dieser: ,,Eine Schnur ist  28 m lang; 
jeden T a g  werden 2 m abgeschnitten; in wieviel Tagen ist man mit dem Ab- 
schneiden fertig?" bis zu einem ,,Beweiseii für 2 = 1 mittels der Reihe für log 2 
(unter Benutzung von deren bedingter Konvergenz) und bis zur S c h  war tzschen  
Flache, die nicht als Greuze der OberUZche eines ein~eschriebenen Polyeders 
betrachtet werden darf, ist  i n  diesem Buche eine Fülle der heterogensten Dingo 
zusammengestaut, die mehr oder weniger zur Mathematik I3ez$hung haben. 
Da die italienische Literatur bisher ein ahnliches Werk, wie es süheint, nicht 
besafi, so wird dort G h e r s i s  Zusammenstellung eine Lücke füllen und in ihrer  
gefilligen Form vielen, insbesondere jiigendlichen Xathematikern oder Mathe- 
matikliebhabern, groBe Freude machen. 

I n  Deutschland besitzen wir - um nur die gr6Beren Werke zu nennen - 
H. S c h u  b e r t s  Xathematische Jfipestunden (GroBe Ausgabe, 3. Aufl., Leipzig 
1907J09)') und W. A h r  eus '  Mathematische Unterhallzcngen und Spiele (Leipzig 
1 9 0 1  ; 2. Aufl. 1. Bd., Leipzig 1 9 1 0 ) ~  die nicht so vielerlei bringen, dafür 
aber die Probleme nesentlich eingehender bchandeln. Wer wird auch die Kon- 
struktion von Kurven zur ,,unterhaltenden Mathematik" rechnen? A h r e n s  
gibt auBerdcm eine mit der gr6Btcn Sorgfalt goarbeiteto Geschichte jedos 
Spiels oder Scherzes, wahrend G h e r s i  nur ganz gelegentlich historische Notizen 
bringt, deren Zuverlassigkeit nicht verbürgt ist. Gibt er doch in der sohr 
problematischen ,,Bibliographie", die dem Buche vorgesetzt ist ,  als einzige 
historische Quelle die franzosische Ausgabe (wahrend es doch auch eine ita- 
lienische nibt) von W. W. R. B a l l s  A short account o f  the historv o f  mathe- " ,  - .  
matics an. Auch viele Druckfehler, besonders i n  ~ i ~ e i n a m e n ,  bemerkt man 
bei G h e r s i .  Beispielsweise stehen auf S. 1 7 5  in einer Zeile drei: Dirichiet 
(statt  Dirichlet) und Lanée (statt Lamé). - F ü r  die internationale mathe- 
matische Literatur dürfte das Buch des fruchtbaren Ingenieurs demnach keinen 
besonderen Gewinn darstellen. 

Pirmasens. H. WIELEITNER. 

1) Diese BuFlage, herausgegeben, da der Verfilseer schon nicht mehr arbeits- 
mhig war, etimmt freilich mit der 2. Aufl. von 1900 vollig iiberein und steht daher 
nioht genz auf der Hohe der Zeit. 
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Nene Bücher. 

Astronomie, Beodiisie, Nantik. 

1. H i m m e l  o. E r d e ,  Unser Wissen v. der Sternenwelt u. dem Erdball. Volka- 
ausg. in 40 Lfgn. München 1913, Allgemeine Verlags-Ges. X -.GO. 

8. Mc K R X A ~ Y ,  KELVIX, Sternbuch f. Anfanger. Eine Anleitg. zum Auffinden der 
Sterne n. zum astronom. Gebrauch des Opernglases, des Feldetechers und des 
Teleskops. Übers. v. Max Ikl6. Leipzig 1913, Barth. Geb. in Leinw. Jl 12.- 

3. NEWCOMB U. ENGELMASNE populiire Astronomie. 5. Aufl. In Gemeinachaft mit  
Eberhard, Ludendorff, Schwarzschild hrsg. v. P. Kempf. Leipzig 1914, Engel- 
mann. A 14.-; geb. in Leinw. JI! 15.60. 

4. SCHWEYDAR, M u n ~ z ~ ,  Harnonische Analyse der Lotst6mngen durch Sonne u. 
Mond. (Ver8ffentlichungen des konigl. preuBischen geodatischen Institutes, 
neue Folge Nr. 69.) Potsdam 1914. Leipzig, Teubner. X 6.  -. 

6. THOMPBON, P., Navigation; a method of finding a ship's position a t  sea by one 
observation only. New York 1913, Longmans. Cloth 1.20. 

S. snch 27. 

Darstellende Beometrie, graphische Methoden. 

6. M ~ i ç s m q  ERNST, Über graphische Integration v. totalen Differentialgleichungen, 
Z ü r i ~ h  1913, Rascher & Co. X -.BO, 

7. ROTHE, R., Darstellende Geometrie des Gelandes. (Mathem. Bibliothek, 14. 
Bandchen.) Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. Kart. X -. 80. 

8. RRYAN, G.  H., Die Stabilitiit der Flugzeuge. Einfiihriing in die dynam. Sta- 
bilitat der Flugzeuge. Aus dem Engl. übertr. v. H. G. Bader. Berlin 1914, 
ZI~ringer. X 6.-; geb. in Leinw. X 7.-. 

9. E n c g c l  o p  é d i e  des sciences pures et appliquées. Tome IV, 6. vol. Balistique. 
Hydraulique. Fasc. 1. Paris, Leipzig 1913, l'eubner. Y 9.20. 

10. F~PPI. ,  AUGUET, Vorlesnng über technische Mechanik. In 6 Banden. Vierter 
Band: Dynamik. 4. Aufl. Leipzig u. Berlin 1914, Te~bner .  

Geb. in Leinw. X 12. -. 
11. FOBCHHEIPER, PHILIPP, lI jdraulik. Leipzig n. Berlin 1914, Teubner. 

X la.-; X 19.-. 
12. L ~ c o ~ i r u ,  Lioa, Cours de mécanique, professé à l'*cale Polytechnique. Tome 1. 

. Paria 1914, Ganthier-Villars. Fr. la.-. 
13. M I B E ~ ,  RICH. v., Elemente der techn. Uydromechanik. (Sammlung mathem.- 

~ h p i k a l .  Schriften Bd. 17.) 1. Tl. Leipzig 1914, Teubner. 
X 6.40; geb. in Leinw. X 6.-. 

1 4 .  P s n s c o ~ ~ ,  J., Mechanics of particles and -rigid bodies. London 1913, Long- 
mana. 12 s. 6 d. 

S. auch 28, 29, 31, 34, 36, 39, 41. 
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Physik. 
16. F o r t a c h r i t t e ,  Die, der Physik im J. 1912. L)argestellt von der deutschen 

physikal. Gesellschaft. 68. Jahrg. 3. Abtg. Kosmisçhe Physik. Braunschweig 
1913, Vieweg & Sohn. X 38.-. 

16. Hus-LOBENTZ, G. L. de, Die Brownsche Bewegung und einige verwandte Er- 
scheinungen. (,,Die Wissenschaft", Bd. 52.) Braunschweig 1913, Vieweg & 
Sohn. X 3.50; geb. in Leinw. A 4.20. 

17. HANN, JuL., Lehrbuch der Meteorologie. S.,  unter Mitwirkg. v. R. Süring um- 
gearb. Aufl. (In etwa 10 Lfg.) 1. Lfg. Leipzig 1913, Tauchnitz. U(t 3.60. 

18. PERRIN, JEAN, Die Atome. Mit Autorisation des Verfassers deutsch hrsg. v. A. 
Lottermoser. Dresden 1914, Steinkopff. X 5.-; geb. in Leinw. X 6.-. 

19. SIEYEKING, H., Moderne Probleme der Physik. Vortrage. Braunschweig 1914, 
Vieweg & Sohn. A 4.60; geb. in Leinw. di 6.50. 

20. S t r a h l u n g ,  Die Theorie der, und der Quanten. Verhandlungen auf e. v. E. 
Solvay einberufenen Zusammenkunft (30. 10.-3. 11. 1911). Mit e. Anhang 
üb. die Entwicklung der Quentcntheorie vom Herbst 1911 bis zum Sommer 
1913. In deutscher Sprache hrsg. v. A. Eucken. (Abhandlgn. der deutschen 
Bunsen-Gesellschaft, Nr. 7.) Halle 1914, Knapp. X 15.60. 

21. WIEN, W., Vorlesungen iiber neucre Probleme der theoretischen Physik, ge- 
halten an der Columbia-Universifit in New York im April 1913. Leipzig 11. 

Berlin 1913, Teubner. X 2.40. 

S. auch 9, 11, 13, 14, 27, 28, 29, 30, 31, 33, 36, 38, 39, 41. 

Tafeln. 
22. BREUBING, Logarithmen des Semiversua. Sonderabdruck der Taf. 7 in Bren- 

sings nautischen Tateln. Im Verein m. O. Fulst n. H. Meldau neu zusammen- 
gestellt u. hrsg. v. C. Schilling. Leipzig 1913, Heinsius Nachf. X 1.50. 

23. I~IETERICH, GUET., Tabellen zur Ermittelung der stündlichen Warmeverluate. 
München 1913, Oldenbourg. Geb. in Leinw. Jt 20 .-. 

24. L o g a r i t h m e n t a f e l ,  7- u. Il-stellige. (Nach Ferrol.) Für die Westentasche. 
2. Aufl. Bonn 1913, Huthmacher. W -.26.  

26, MOORE, C. J., Logarithrnic reduction tables. For students of analytical chemis- 
try. fioston 1913, Ginn. Cloth 41 1 .-. 

26. WESTHICH, F. A., Fiinfstellige Logarithmen, für den Schulgebrauch zusammen- 
gestellt. 4. Aufl. Münster i. W. 1913, Aschendorff. Geb. X 1.-. 

Verschiedenes. 

27. Annun , i re  pour l'an 1914, publié par l e  Bureau des Longitudes. Avec des 
noticcs scientifiques. Paris, Gauthier-Villars. Fr. 1.60. 

28. BERNAYR, PATIL, Über die Bedenklichkeiten der neueren Relativitatstheorie. 
(Umarbeitg. e. innerhalb der Friesschen Schule im Juui 1911 geh. Vortrags.) 
[Aue: ,,Abhandlgn. der Friesschen SchuleY.] Gottingen 1913, Vandenhoeck & 
Ruprecht. A -.50. 

28. BOREL, EXILE, Introduction géométrique à quelques théories phfsiques. Paris, 
Gauthier-Villars. Fr. 6.-. 

30. Buca, A., Die Theorie modemer Hochspannungsanlagen. München 1913, 01- 
denbourg. Geb. in Leinw. X 14.- 

31. DUDDE, E., Tensoren und Dyaden im àreidimeusionalen 12aum. Ein Lehrbuch. 
Braunschweig 1914, Vieweg & Sohn. A 6.- ;  geb. in Leinw. X 6.80. 

32. F u a ~ w h o ~ ~ a ,  PH. und Runx, Ci , Die mathematische Ausbildung der deut- 
schen Landrnesser. (Abhandlungen üb. den niathem. Uuterricht in Deutsch- 
land, veranlaBt durch die internationale matheru. Unterrichtskornmission, 
Bd. IV Heft 8.) Leipzig u .  Berlin 1914, Teubner. A 1.60. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Eingelnufene Schriften. 443 

GWLDNER, HUGO, Das Entwerfen und Berechnen der Verbrennungskraftmaschinen 
n. Kraftgasdagen. 3., neubearb. u. bedeutent erweit. Aufl. Berlin 1914, 
Springer. Geb. in Leinw. 32.-. 
HAIKO~ICI, EMAN., Querschnitts-Dimensionienmg u. Spannungsvermittlung f ï i  
Eisenbetonkonstruktionen. 2. verm. u. verb. Aufl. Leipzig 1913, Degener. 

Geb. in Halbleinw. 1 3 
K~NIG,  JULIU~, Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Yengenlehre. Mit 
dem Bildnis des Verfassers. Leipzig 1914, Veit k Co. X a.-; geb. X 9.-. 
KRIEQBAUU, ALJG., Turbinen mit Dampfentnahme. Ein Beitrag zur Berechnung 
der Anzapfturbiue. Müncheu 1913, Oldenbourg. Y 4.50. 
R e c h n u n g s v e r f a h r e n ,  Das Ferrol'sche neue. 5. verm. u. verb. Aufl. Bonn 
1913, Huthmacher. Geb. in Leinw. ,K 12.50. 
SCREFFEB, W., Das Mikroskop. (,AUE Katur u. Geisteswelt", 36. Bandchen.) 
Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. A nt.-; geb. in Leinw. X 1 . 2 5 .  

STUDY, E., Die realistiache Weltanaicht und die Lehre vom Baume. (,Die 
Wissenschaftu, Bd. 64). Braunschweig 1914, Vieweg & Sohn. 

14.60; geb. in Leinw. X 6.20. 
TROBT, W., Die mathematisühen Facher an den niederen gewerblichen Lehr- 
anstalten in Deutschland. Mit einem Vorwort von H. E. Timerding. (Ab- 
handlungen iib. den mathem. Unterricht in  Deutschland, veranlafit durch die 
internationale mathem. Unterriühtskommiesion, Bd. IV Heft b). Leipzig u. 
Berlin, 1914, Teubner. X 4.-. 
WAQNEB, PAUL, Str6mungsenergie u. mechanische Arbeit. Beitrage znr ab- 
strakten Dynamik u. ihrer Anwendung auf Schiffspropeller, sehnelllauf. Pum- 
peu u. Turbinen, Schiffswideretand usw. Berlin 1914, Springer. 

Geb. in Leinw. A IO.-. 

Eingelaufene Schriftan. 
dieser Abteilung werdcn alle eingelaufenen Schriften regelm55ig aufgeführt. 

Die Bcsprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rücksendung findet 
nicht statt.] 

A n n u a i r e  pour l'an 1914, s. N. B. (,Nene Bücheru) Nr. 27. 
BARDEY, E., Aufgabensammlung für Arithmetik, Algebrs u. Aulysis. Reformaus- 

gabe B., für Realanstalten. 1. Teil: Unterstufe, hrsg. v. W. Lietzmann. 2., 
durchgesehene Aufl. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. Geb. in Leinw. X 2 .  -. 

-- Dasselbe, Reformausgrtbe A: für Gymnasien. II. Teil: Oberstufe, hrag. v. W. 
Lietzmann u. Paul Zühlke. Ebenda. Geb. in Leinw. Y 2.20. 

-L Dasselbe, Refonuausgabe B: für Realanstalten. II. Teil: Oberstufe, hrsg. v. 
W. Lietzmaun u. Paul Zühlke. Ebenda. Geb. in Leinw. X 2.40. 

BENDT, FBANZ, Gnuidzüge der DifYerential- und Integralrechnng. 5. Aufl., durch- 
geseheu u. verbessert v. G. Ehrig. Leipzig 1914, Weber. Geb. Jl 3. -. 

B e r e c h n u n g ,  Die, der Zahl z rtuf Grundlage zyklischer und parabolischer Ge- 
setze. Aussig 1913, Selbstverlag. 

BOBEL, f i . ,  Introduction géométrique à quelques théories physiques, s. N. B. 29. 
BIIDDE, K., Tensoreu und Dyaden, s. N. B. 31. 
CRANTZ, PAUL, Ebene Trigonometrie zum Selbstunterricht. (Ans Natur u. üeistea- 

welt, 431. Bandchen.) Leipzig u. Berlin. A A l . - . ;  Geb. in Leinw. & 1.25. 
D~ENE,  AUGUBT, Bausteine zur Flugbahn- und Kreisel-Theorie. Berlin 1914, Eisen- 

schmidt. ,ft 1.50. 
E ' ~ ~ P , L ,  A., Vorlesungen über technische Mechanik, s. K. B. 10. 
F ~ R ~ H H E I H E R ,  PH., Hydraulik, s. N. B. 11. 
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FORT und SCHL~MILCH, Lehrbnch der analytischen Geometrie. 2. Teil. Analytische 
Geometrie des R,aumes. 7. Aufl., bearb. v. R.. Heger. Leipzig u. Berlin 1813, 
Teubner. X 6 .-; geb. in Leinw. X 6.80. 

FURTW&~~LER, PH. n. KWM, G. ,  Die kathernatische Ausbildung der dentschen Land- 
messer, a. N. B. .32. 

HAM-LORENTZ, G- L. de, Die Biownsche Bewegung, s. N. B. 16. 
KEKYCHENIITEINER, G., Wesen und Wert des naturwissenschaftlichen Unterrichtes. 

(Die Schule der Naturwisaenschaften in der Erziehung, hrsg. v. K. T. Fischer). 
Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. P 3.-;  geb. in Leinw. R 3.60. 

KONIG, BEBTHOLD U. MATUSCREK, JOMN, Organische Chernie 1: die Oberstufe der Eeal- 
gymnasien. Wien 1914, Pichlers Witwe & Sohn. Geb.' K 2.20. 

KLEIN, F., Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. Teil II: Geome- 
trie. Vorlesung, gehalten im Sommersemester 1908. Ausgearbeitet v. E. Hel- 
linger. 2.  Aufl. Leipzig 1913, Teubner. 7.50. 

Korna, J., Neue G m d l a g e n  der Logik, Arithmetik und Uengenlehre, 8. N. B. 36. 
KNOPP, Hohiun, Funktionenthcorie. II. Anwendungen der Theorie zur Unter- 

suchung spozieller analytischcr Funktionen. (Sammlung GBschen Nr. 703). 
Berlin u. Leipzig 1913, Goschen. Geb. X -.go. 

KE~IWUEK, KAEL, Analytische Darstellung der Ungleichheiten in der Bewegnng 
des Mondes. Wien, Teschen, Leipzig 1913, Prochaske. K. 1.20, 

LECCRNU, L., Conrs de mécanique, s. N. R. 12. 
M i t t e i l u n g e n  des deutsch-südamerikanischen Instituts. 1913 Heft 1, 1914 Heft 1. 

Stuttgart u. Berlin, Deutsche Verlagsanstalt. 
PASCH, MORITZ, Verknderliche und Bunktion. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. 

JI! 6 .  - ; geb. in Leinw. X 7 .-. 
ROTHE, R., Darstellende Geometrie des Gelandes, s. N. B. 7. 
SCEEFFER, W., Da8 Mikroskop, a. N. B. 38. 
S m v z u a ,  H., Moderne Probleme der Physik, B. N. B. 19. 
STUDY, E., Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume, B. N. B. 39. 
T B O ~ T ,  W., Die mathemativchen Facher an den niederen gewerblichen Lehranstalten, 

s. K. B. 40. 
WESTRICK, F. A., Fünfstellige Logarithmen, B.  N. B. 26. 
WIEN, W., Vo:lesungen über neuere Probleme der theoretischen Physik, B. N. B. 21.  
WBODEL, E., Ubungsbuch zur Arimethik und Algebra, enthaltend die Formeln, 

Lehrsatze und Anflosungsmcthoden in systernatischer Anordnnng und einc 
groBe Anzahl von Fragen und Aufgaben. Znm Gebrauche a n  Gymnasien, 
Realgymnasien und andern hoheren Lehranstalten. 1. Teil: Pensum der Ter- 
tia und Untersekmda. 22. Aufl. (1. Aufl. der neuen Ansgabe). Rostock 1913, 
Koch. Geb. A 3.76. 

ZIEQLER, J. H., Die IJmwalznng in den Gmndanschauungen der Naturwissenschaft. 
Acht kritische Retrachtungen. Rem 1914, Semmingk  Fr. 3. 
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