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Uber d. Giiltigkeitsbereich d. Stokesschen Widerstandsformel. Von Frrrz Nogreer. 1

Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen
Widerstandsformel.

Von Fritz NoeTHER in Karlsruhe i B.

Einleitung.

Der Widerstand, den ein in einer Fliissigkeit bewegter Ko&rper
findet, oder der Gesamtdruck, den strémende Flissigkeit auf einen
ruhenden Korper ausiibt, hingt von der Spannungsverteilung in der
Fliissigkeit lings der Korperoberfliche ab. Von der hydrodynamischen
Potentialtheorie wird gerade diese Spannungsverteilung nicht richtig
dargeatellt’," im Zusammenhang damit, daB die Theorie der Bedingung
des Haftens der Fliissigkeit an der K&rperoberfliiche, die den beobach-
teten Stromungserscheinungen annihernd Ausdruck gibt, nicht geniigen
kann. Sie versagt daher bei der Berechnung des gesuchten Wider-
standes, wihrend die von Navier und Stokes begriindete Theorie der
Flissigkeiten mit innerer Reibung auch der Haftbedingung gerecht
wird. Die wesentliche Schwierigkeit aber fiir die strenge Behandlung
des Problems mit Hilfe der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen
ist der quadratische Charakter dieser Gleichungen, der ihre vollstindige
Auswertung vorliufig kaum erwarten l}i8t. Nur von zwel extremen
Seiten her wurde bisher der Versuch gemacht, sie zur Behandlung der
vorliegenden Fragen anzugreifen. (Die Untersuchungen von Helmholtz
iiber Wirbelbewegungen kommen in diesem Zusammenhang picht in
Betracht, da seine Voraussetzung von Unstetigkeitsflichen in der
Strémung nicht den Bedingungen reibender Flissigkeiten entspricht
und auch bei verschwindender Reibung zu instabilen Strémungs-
formen fithrt.'))

Stokes?) behandelt den ¥all einer Kliissigkeit von sehr. grofler
Zihigkeit oder geringer Dichte, fiir die die inneren Widerstinde so
groB gegeniiber den Trigheitskriften sind, daB letztere vernachldssigt

1) Helmholtz: {"ber diskontinuierliche Flissigkeitsbewegungen, Ges. Werke,
Bd. 1, 8. 152. Vgl auch Th. v. Karman: Uber den Mechanismus des Fliissig-
keitswiderstands, G6tt Nachr., 1911, S. 509 u. 1912, 8. 547,
2) Stokes: On the Effect of the Internal Friction .., Camb. Trans. S. [8] @
{1851); Papers, vol. 1II, p. 1. .
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 1
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2 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

werden kinnen; oder, was auf das Gleiche hinauskommt, den Fall, daB
die Trigheit wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit, oder der Klein- -
heit der eingetauchten Korper und der dadurch bedingten geringen Ge-
schwindigkeitsunterschiede vernachlissigt werden kann. In dicsen Fiillen
werden die erwihnten Differentialgleichungen linear; das Stokessche
Resultat fiir den Fall der Bewegung einer Kugel ist die bekannte Formel
fiir den Widerstand:
W=6xnyuUa,

wo U die Geschwindigkeit der Kugel, @ ihren Radius und g den Koeffi-
zienten der inneren Reibung bedeuntet.

Von der entgegengesetzten Richtung her, dem Falle kleiner Reibung,
wo die Trigheit ein ausschlaggebender Faktor ist, hat zuerst L. Prandtl
die Aufgabe angegriffent), durch Untersuchung der Grenzschichten d. h.
der Schichten in der niichsten Nihe der Oberfliche, in denen die an der
Oberfliche haftende Strémung sehr rasch zu der duBleren Geschwindig-
keit ansteigt. Diese Untersuchungen fiihren zwar zur Erklirung der
yAblisung® der Strémung uund der Wirbelbildung hinter dem Kéorper,
sie vermdgen aber nicht die Stromung auf der Riickseite hinreichend
zu berechnen, um zu einem Widerstandsgesetz zu fithren. Die wesent-
liche Schwierigkeit liegt hier darin, daB die Flissigkeitsbewegung auch
bei beliebig verkleinerter Reibung nieht in die reibungsfreie Potential-
bewegung iibergeht, eben wegen der oben erwihnten Unterschiede in
den Randbedingungen der Potentialstrémung und der wirklichen wirbeln-
den Stromungen. Dadurch wird es erforderlich, entweder als erste An-
niherung eine von der wirklichen Bewegung wesentlich abweichende
Strémung zugrunde zu legen, oder aber die nur experimentell ermittelte
Stromung in einiger Entfernung von der Oberfliche zu beniitzen.

Wollte man diese Untersuchungen zu einem mathematisch exakten
Niherungsverfahren ausbilden so miifite man, ausgehend von einer
Potentialbewegung, die die Differentialgleichungen streng befriedigt,
aber nicht die Randbedingungen, eine Lésung suchen, die die richtigen
Randbedingungen sukzessive annidhert. Leichter scheint aber der ent-
gegengesetzte Weg zu sein: Ausgehend von der Stokesschen Bewegung,
die zwar die Randbedingungen streng befriedigt, aber nicht die Differential-
gleichungen, eine Annsherung an die Differentialgleichungen zu suchen.
Dazu soll die folgende Untersuchung einen Beitrag liefern.

1) Uber Flissigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung, Verh. d. int. Math.
Kongresses, Heidelberg 1904; 8. a. die Gottinger Dissertationen: H. Blasins: Grenz-
schichten in Flissigkeiten ..., 1904 (Ztschr. f. Math. u. Physik, Bd. 55); E.
Boltze: Grenzschichten an Rotationskorpern . .., 1908; K. Hiemenz: Die Grenz-
schicht an einem ... Kreiszylinder, 1911 (Dinglers Polytechn. Journal, Bd. 326).
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Yon Fritz NoETHER. 3

7u dieser Problemstellung hat noch ein anderer Gesichtspunkt
geftihrt, die Frage nach dem Gliltigkeitsbereich der geuannten Stokesschen
Formel, die fiir grundlegende Untersuchungen der modernen Physik
eine wesentliche Rolle spielt, niimlich fiir die Bestimmungen des hypo-
thetischen Elementarquantums der Elektrizitit, der Elektronenladung,
bezw. die Priifung, ob ein solches KElementarquantum iberhaupt existiert.!)
Wihrend fiir die Untersuchung des Giiltigkeitsbereichs der Stokesschen
Formel nach der Seite kleiner Dimensionen der bewegten Korper hin
die kinetische Gastheorie in Frage kommt, bezieht sich die vorliegende
hydrodynamische Untersuchung, die auch bereits experimentell in An-
griff genommen worden ist?), auf den Giiltigkeitsbereich nach der
Seite wachsender Dimensionen hin. Wie schon Rayleigh?) auf Grund
einer einfachen Dimensionsbetrachtung bemerkt hat, hiingt die Giiltig-
keit der Stokesschen Formel wesentlich nur von der Kleinheit der
unbensnnten ,Heynoldsschen” Zahl ab:

§_ 52 U

w

wo ¢ die Dichte der Fliissigkeit bezeichnet. Daher wird eine An-
niherung an die Stokessche Bewegung eine Entwicklung der Integrale
der hydrodynamischen Differentialgleichungen nach Potenzen dieser
GroBe sein miissen. Zu dieser Entwicklung ist das Folgende nur ein
erster Schritt, indem wir das erste zur Stokesschen Bewegung hinzu-
tretende Glied explizit aufstellen.

Diese Aufgabe wurde frither.schon von Whitehead in Angriff
genommen?), doch scheiterte sein Versuch an Schwierigkeiten, die in
der Natur der Stokesschen Vernachlissigungen liegen, wie B. W.
Oseen in Verbindung mit einer neuen Begriindung der Stokesschen
Widerstandsformel hervorgehoben hat.?) Obwohl im allgemeinen unter
der Voraussetzung kleiner Werte der Reynoldsschen Zahl die Stokessche
Vernachlissigung der Trigheitsglieder berechtigt ist, so trifft dies nicht

H

mehr zu in sehr groBer Entfernung von der Kugel, wo immer einzelne
dieser Glieder groB werden gegen die beriicksichtigten. Diese hat
Oseen von vornherein mit beachtet und gelangt so zu einer Strimung,
die in groBen Entfernungen zwar wesentlich von der Stokesschen ab-

1) Zusammenstellung bei F. Ehrenhaft: Phys. Ztschr. 11 (1910), S. 940f.

2) Allen: Phil. Mag. 5, 50 (1900), p. 323, 519. Zeleny u. Mc. Keehan:
Phys. Ztschr. 11 (1910), 8. 78.

3) Phil. Mag. (4) 46 (1893) p. 354 f. (Papers VI, p. 78 f).

4) Quarterly Journal of Mathematics 28 (1889) p. 78, 143.

5) Uber die Stokesache Formel . . ., Arkiv for Matematik, Astronomi och
Fysik, Bd. 6 (1910), Nr. 29. (Beim Erscheinen dieser Abhandlung war das Manu-
skript der vorliegenden Arbeit im Wesentlichen fertiggestellt.)

1‘

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 {iber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

weicht, in der Nihe der Kugel aber durch diese bei kleiner Reynolds-
scher Zahl appoximiert wird und daher auch zur selben Widerstands-
formel fithrt. Der von Stokes begangene Fehler erweist sich also fiir
seineri Zweck als belanglos, dagegen macht er sich geltend bei dem
von Whitehead eingeschlagenen Wege der weiteren Entwickelung,
indem es sich als unmiglich erweist, diese eindeutig zu bestimmen.

Doch 14Bt sich die Stokessche Ableitung auch auf einem anderen
als dem von Oseen eingeschlagenen Wege rechtfertigen, und dieses
Verfahren scheint leichter zu der geforderten weiteren Annéherung zu
fiilhren. Wir betrachten nicht wie Stokes eine Parallelstromung, in
der die Kugel ruht, sondern eine Stréomung, die durch eine in grofer
Entfernung von der Kugel befindliche Quelle und eine auf der ent-
gegengesetzten Seite in gleicher Entfernung befindliche Senke hervor-
gerufen wird, eine Stromung, die sich ja in der Nihe der Kugel nicht
wesentlich von einer Parallelstromung unterscheidet, wenn die Ent-
fernung der Quelle hinreichend groB ist gegeniiber dem Kugelradius.
In unendlicher Entfernung aber ist diese Stromung wesentlich von der
Parallelstromung verschieden, und dadurch wird es ermd&glicht, daB die
bei der Stokesschen Bewegung gekennzeichneten Schwierigkeiten hier
nicht auftreten. Es gelingt so in der Tat, eine eindeutigo L&-
sung fiir die Differentialgleichungen und Randbedingungen
der ersten Nibgrung zu finden.

Mit der Frage nach dem Giiltigkeitsbereich der Stokesschen
Formel hingt die andere zusammen, bei welcher unteren Geschwindig-
keitsgrenze die bel groBen Geschwindigkeiten stets beobachtete Riick-
stromung und Wirbelbildung auf der Riickseite des Korpers eintritt.
Unsere erste Niherung gibt allerdings auch hier eine vorliufige Ant-
wort, doch bleibt, da diese Grenze schon aus dem Gebiete sehr kleiner
Reynoldsscher Zahl herausfillt, noch abzuwarten, wie durch die wei-
tere Entwicklung diese Grenze beeinfluBt wird.

Die folgende Untersuchung griindet sich auf die Annahme stationiirer
Bewegung einer inkompressiblen Flissigkeit. Hs miiBte allerdings von
vorpherein in Zweifel gezogen werden, ob eine solche iiber den ganzen
unendlichen Raum ausgedehnte Bewegung mit den hydrodynamischen
Differentialgleichungen und Randbedingungen iiberhaupt vertriglich ist,
ob nicht etwa jede Bewegung von periodisch wechselnden Wirbelungen
begleitet ist. In der Tat wiirden die genannten Schwierigkeiten auch
dann fortfallen, wenn wir die zugruonde gelegte stutionire Bewegung
durch eine periodische Bewegung, #quivalent einem Pendeln der Kugel,
ersetzten, aber die mathematischen Komplikationen wiirden sich dann
schon wesentlich erhéhen. Doch hat C. W. Oseen in der genannten
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Von Frrrz Noeruer. - 5

und einer weiteren Arbeit') den Ixistenzbeweis fiir die stationire
Losung eines verwandten Problems durchgefiibhrt und sein Ansatz diirfte
wohl auch zu dem hier geforderten Existenzbeweis fiihren. Die im
Folgenden untersuchte Bewegung stellt aber nur eine Niherungs-
bewegung in dem Sinne dar, daB in ihren Bedingungsgleichungen die
vernachlissigten Glieder sicher klein sind neben den beriicksichtigten.

& 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehungen nund die
Stokessche Strémung.

Es bezeichne u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten einer Stro-
mung, an der Stelle z, y, # nach den Achsen der z, y, z gemessen.
¢ sel die Dichte, g die Viskosititskonstante, p der Druck der Flissigkeit.
Dann launten die Navier-Stokesschen Differentialgleichungen fiir in-
kompressible stationire Stromung:

o% Pu ou op o

o’(uax +1J.6“y' —}—wa;) +,, —udu=0

dv  ,0v gvy | 2p -

(1) 60%x+mag+uwﬁ-%w——ydv—0

ow ow ow cp

ou | v cw

@) oz T oy T a0
o* ot a*
be T Ton—4

gesetzt ist.

Dazu treten noch die Randbedingungen, die fiir den zu unter-
suchenden Kall einer ruhenden Kugel in Parallelstromung so lauten:
An der Kugeloberfliche soll 4 = » = w = 0 sein, wihrend im Unend-
lichen in jeder Richtung u = U, » =0, w = 0 verlangt wird.

Die Inkompressibilititsbedingung (2) pflegt man in allen Fillen,
in denen eine ausgezeichnete Richtung, hier die z-Richtung, vorhanden
ist, in die keine Wirbelkomponente der Stromung fallt, identisch zu
erfiillen durch den Ansata:

_ e g _ d'¢ _ e
(3) =750 T et YT gxayt W Gzaz

Wenn die Stromung auflerdem Achéensymmetrie um die X-Achse hat,
ferner angenommen wird, daB die Stromlinien {iberall in den durch die

1) Uber die Stokessche Formel . .., II; Arkiv for Matematik, Astronomi
och Fysik, Bd. 7, Nr. 1 (1911).
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6 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

X-Achse hindurchgehenden Ebenen liegen, so kann die Funktion ¢
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als Funktion von z und

Vit
angesetzt werden. Bezeichnet nun ¢ die in die Richtung des Radius »

fallende Geschwindigkeitskomponente, so gehen die Gleichungen (3)
iiber in:

to

w—— (2 Law)__ia(r_a_ﬁ
- ort r or) r or

. do
oy 4 (- ’97)_

1= Gzor = T T ox

Die Funktion
do.
(4) "a%_= L4

gewinnt also durch die genannten Einschrinkungen der Strémungsform
die Bedeutung der Stokesschen Stromfunktior?'), durch die sich die
Geschwindigkeitskomponenten bekanntlich so ausdriicken:
_ 1w, — L%,
(5) u= r or’ T r oz
Aus dieser Ableitung folgen zwischen den Funktionen ¢ und v
sogleich die weiteren Beziehungen:
0 ou 04 o’ o* 170
(6) 7‘(* q ) _ P P v P D("p)-

dx o, or T gz Ve T 1 or

Der so definierte Differentialprozel D spielt in mancher Hinsicht fiir
die Funktion ¢ die gleiche Rolle, wie der Differentialproze8 4 fiir die
Funktion ¢, sein Verschwinden wiirde die Wirbelfreiheit der Strémung
zum Ausdruck bringen. Genau in der gleichen Weise, wie die Gl (6)
aus der Gl (4) gewonnen wurde, liBt sich nun auch noch weiter
schlieBen:

tddg
0 499 _ DDy,

wo nun 44 und DD die Wiederholung des Prozesses o bzw. [ be-
deutet. Wir werden uns im folgenden nicht auf die Beniitzung einer
der Funktionen @ oder 3 beschriinken, sondern je nach dem vorliegenden
Zweck die geeigneters Wahl treffen. Der Ubergang von der einen zur
anderen Funktion ist stets mittels der Gl. (4), (6),(7) leicht auszufiihren.

Aus den Gl (1) haben wir zuniichst-den Druck p zu eliminieren,
da er in die Randbedingungen nicht eingeht, sondern erst nachtriglich

1) Stokes: Camb. Trans. 7. 1842 (Papers, vol. I, p. 1). 8. a. Lamb, Hydro-
dynamik, § 94.
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Von Frrrz NoeTHER. T

mittels der Gl (1) aus den gefundenen Geschwindigkeitswerten berechnet
wird. Aus (1) entstehen zunichst die folgenden Gleichungen:
0 u ou op _
e o (uge + 15,) + 75— dn =0
9q 8q\ , ép Yy 2 —
o(ups +25;) + g7 —u(F v+ [Aw) =0
oder mittels der Gl (3)

' a(ug—f; + q%’:—) + a—ax(p — u?;}’) +uddp =0

6(ug—i + 42—3) + 2 (p— 222y =o0.

Die Elimination von p ergibt somit:
9 (u_dg), 0 (0w og
ol uys(r = 5%) + 103 (5 — 55)
du , d0q\(0u dq dddyp
+ (57!’: + 51‘)(81’ o 'am)] + b= = 0.
Hier ist nun die Kinfithrung der Stromfunktion y mittels der Gl. (4),
(5), (6), (7) am zweckmiBigsten, wir erhalten so aus der vorangehenden
Gleichung durch Multiplikation mit # und mittels geringer Verein-
fachungen die folgende fiir die Funktion :
1 6D ov oD 20

® DD = (R - - 1y D).

g ri\dx or or oz r oz

Zur GL (8) treten noch die Randbedingungen, welche ausdriicken, daB
im Unendlichen (im Falle der Parallelstromung) iiberall

1 0y 10

(8a) —72_1-:0 und ;H=O
sel, daB ferner fiir die Kugel R =7Vz* + 7' = a:

o . o _

px —ar =0
sel. Da die Funktion @ nur bis auf eine additive Konstante bestimm-
bar ist, so kann diese so gewihlt werden, daB die letzteren Bedingungen
iibergehen in

(8b) ¥ =

>

mle

a=O

fiir R =a, wobei 3 als Funktion des Radius B und des Polarwinkels
& =arc tgé gedacht ist.

Unter den in der Einleitung genannten Voraussetzungen fiir die
Stokessche Bewegung kann nun in (8) die rechte Seite, deren Glieder
quadratisch in ¢ sind, neben den linearen (ljedern der linken Seite
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8 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

vernachlissigt werden, und es ergibt sich die Grundgleichung fiir die
Stokessche Bewegung:

) DD (4,) = 0,
wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unveriindert hinzu-
treten. Die Erfiillung dieser Bedingungen lautet

(10) vy = ri(—2+ 85 — ) —— Fenta(k — T EE,

wo der Definition nach
z = Rcosd
r = REsin &
gesetzt wurde.

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Ausdriicken fiir die
Spannungskomponenten?) in einer strémenden zihen Fliissigkeit, fiihren
zu der in der Kinleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel
fiir die Kugel.

§ 2. Beriicksichtigung der quadratischen Glieder der
Differentialgleichung (8) in erster Niherung.
Um die quadratischen Glieder der Gl. (8) in erster Anniherung
zu beriicksichtigen, setzen wir
P = % + 1/’1 )

wo ¥, der in Gl (10) angegebene Ausdruck sei und #; von der Ord-
sal

nung Sy, vorausgesetzt wird, unter S die Reynoldssche Zahl
verstanden. Die Vernachlissigung aller Glieder der Differentialgleichung
(9), die den Faktor S% bzw. %S enthalten, fiithrt dann, unter Beriick-
sichtigung, daB D D(y,) =0, zu der folgenden:

o 179w, dDvw, 3y, 3Dw, 2 91,
AN PDe =y, (5 "o = G Taat v 2a D%}

die auf der rechten Seite nur bekannte GroBen enthilt. Dazu kommen
die Randbedingungen, daB fiir B =a

7]
Y= %ﬁl =0
und im Unendlichen
1 a‘fh 109y _ :
s — o oar — 0 sei.

1) Saint-Venant: Comptes Rendus 17 (1843) p. 1240. Stokes: Camb.
Trans. 8 (18456) p. 287 (Papers, vol. I, p. 75). S. a. Lamb: Hydrodynamik, § 314.
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Von Frrrz Norrneg, 9

Die Gleichung (11) ist durch FEinsetzen aus (10) und der hieraus fol-
genden Gleichung:
3 Ein?d 3

(12) Dyg=—al™" = -2

al ;{:,
auszufiihren. Es ergibt sich (vgl. die Ausrechnung im Anhang 1)
9 2a  3at a‘) .

(13) DD () = ZE U2 sin® & cos (F — oot Re

>

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen, sind einige
Vorbemerkungen notig iiber die Losungen der Gleichungen

D¢ =0 und Dy =F,

auf die wesentlich die sukzessiven Anniherungen der exakten Diffe-
rentialgleichungen zuriickzufiihren sind.!) ‘

Aus den im § 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk-
tionen ¢ und ¢ folgt, dal man aus jeder Lésung ¢ der Gleichung

Adop = 0 durch den ProzeB ¢ = rgg eine Losung der Gleichung Dy = 0
erhilt, und ebenso aus der Losung der Gleichung A = f die Losung

der Gleichung Dw=r27{=F. Nun 1iB8t sich bekanntlich die Glei-
chung #¢ =0 durch eine Summe von homogenen Funktionen des
Ortes z, y, # (bzw. z, v), die rdumlichen Kugelfunktionen, allgemein
integrieren, die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie um die
X-Achse in die zonalen?) Kugelfunktionen iibergehen. Es folgt also,
daB sich in gleicher Weise die (leichung D = 0 durch eine Summe
von homogenen Funktionen der Koordinaten z, r integrieren liBt, die
sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten.

Weiter liBt sich die allgemeine Losung der Gleichung J¢ = f
durch Entwicklung von f in eine Reihe von homogenen Funktionen
finden, deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer
Potenz des Radius R ist, und zwar einer zonalen Kugelfunktion, wenn
f Achsensymmetrie in bezug auf die X-Achse hat. Die Lésung ¢ kann
dann in gleicher Weise entwickelt werden, wobei jedem homogenen
Bestandteil von f ein gleicher in ¢, und zwar von einem um 2 héheren
Grade, entspricht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen

9 und o folgt, da die Losung der Gleichung Dy =72/ — F sich in
analoger Weise darstellen 1iBt, wobei an Stelle der Kugelfunktionen
die homogenen Losungen der Gleichung Dy = O treten.

1) Ausfiibrliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson: London Phil
Trans. Bd. 182 (1891), S. 4491,
2) Bezeichnung nach Thomson uwud Tait, Nat. Phil.
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10 Uber den Giltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

Fiir diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen

@ die folgende Reihe:

P
P, (9 =1
RP,(9) ==

BEP,(9) = 3 (32° — BY)
R3P,(9) = 1 (52® — 3z R?)
usw,
R-1P,(9) — R~*
R-*P,(9) = zR-?

usw.

v=r
0
0
—r*— __ R¥sgin® 9
— 3zrt — — 3R¥sin? & cos &
usw.
—rR-3—= _ R-'sin’ ¥
—Bzr*R=° = — 3 R~ *sin” # cos #
usw.

Um die Differentialgleichungen fiir die so definierten homogenen

Funktionen 3 aufzustellen, setzen wir allgemein
¥ = B(D) - !l"(R)
und erhalten zunichst:
2 2

TP I SRS T )

Durch den speziellen Ansatz

o RBm

folgt dann aus Dy — O die Differentialgleichung fiir B:’

d*B dB
(15) Jgr—Ctg® o +mim —1)B=0.

Hiernach besteht, wie auch schon aus der obigen Reihe ersichtlich ist,
die Beziehung: B —B
Ferner zeigt die Reihe, daB es zu jedem Grade m eine Losung B, von
(13) gibt, die eine ganze rationale Funktion von cos & ist. Eine ganz
analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen iibliche wiirde
zeigen, daB (ausgenommen im Falle m =1 bzw. m = 01)) je nur diese
einzige rationale Funktion B, zu jedem Index m existiert. Die Reihe
dieser Funktionen lautet, unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen
Faktoren, die noch spiter erfolgen wird:

—m+41"

B, =B, =1 (und cos &)

B,=B_,=—%sin?®

B,=B_, = —sin’{ cos &

B,=B g=— 38?9 (Beos? & —1)

B, = B_, = — 3 sin®& cos & (T cos* & — 3)
usw.

1) Fiir diese Fille werden die Losungen aus der Gl. (15) leicht direkt erhalten.
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Von Frirz Noerneg. 11

Um nun die Gleichung .
Dy = F(z, r%

zu integrieren, denken wir uns F in eine Reihe von homogenen Funk-
tionen
n
Frn 2" B, (8)

entwickelt. Fiir die im Folgenden in Betracht kommenden Fille ist
das immer méglich. Die Losung selbst wird dann eine Reihe
v =Z¢,,, "
deren einzelnes Glied der Differentialgleichung
D (@ pa) = bon I B, (%)

gentigen muB. Fiir v, selzen wir hier

und erhalten mittels (14) und (1) die Gleichung:
azw, .

—m(m—1)Tp =k, B,

“d R®

deren vollstindige Losung im allgemeinen lautet:

kmﬂR"+2 m -m
un Von = tn—mtamymyn Tl T GRETTEL

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die Fille
n=m—2und n=—m—1,

fiir die die entsprechende Formel lautet:

n+ 2
(17) Ton = @";{nqt ;°§§ +o Bm + e B

unter ¢;, ¢; wie oben willkiirliche Konstanten verstanden.

Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik, die fiir eine achsen-
symmetrische Strdmung nach Elimination des Druckes in der nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung (8) zusammengefaBt sind, lassen
sich allgemein durch sukzessive Lisung von linearen Niherungsglei-
chungen auf Grund der vorhergehenden [ormeln integrieren. Denn
jede der sukzessiven Nihcrungsgleichungen erhiilt ganz analog wie
die oben abgeleitete Gl (13) fir die erste Niherung die Form

DD(’(JJI) = Fi<x7 72);
ist also #quivalent mit. dem System von linearen Gleichungen zweiter
D(E) = F,(z,r")
D(v) = Bz, 1.

Ordnung:
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12 Tber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

Wihrend diese formale Integration keine prinzipielle Schwierigkeit hat,
zeigen sich aber, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,
wesentliche Hindernisse, die Randbedingungen zu erfiillen, wenn das
Strémungsgebiet unendliche Ausdebnung hat, und zwar tritt diese
Schwierigkeit schon bei der nun folgenden Integration der ersten Nihe-
rupgsgleichung (13) aunf.

Wenden wir auf diese die obigen Bezeichnungen an, 80 lautet sie:

] 4
(13a) DE)——7 L U B®) (5 + 55)
(13b) PR
Ein Integral von (134a) ist auf Grund der Gleichungen (16) und (17):
, 96 3 a? a*
Elz_IIUzB (ﬂ)( sty m +6R”)

Sodann ein partikulires Iutegra.l von (13b), das mit ¢,” bezeich-
net sei:

/ 9 *R ¢
(18) W=t UBE) (N — R

Das allgemeive Integral der Gleichungen (8a) und (8b) setzt sich.
zusammen aus diesem partikuliren Integral (18) und dem allgemeinen
Integral der Gleichung DDy = 0, das sich auf Grund obiger Vorbe-
merkungen ergibt zu

(19) — 20 DnB(9) (g B ™' 4 0,y R0 4o B
! + cmL‘Rm+2)'

Die upendlich vielen Konstanten ¢ des Ausdruckes (19) sind nun
geeignet zu bestimmen, damit die Randbedingungen

1o%: _12% _ fir B = oo

r or r Jx
und ¢1—%12~0fﬁr12=a

durch die Kombination der Ausdriicke (18) und (19) erfiilit werden.
Da pun die Funktionen B, je Funktionen m-ter Ordnung von cos &
sind, wie aus ihrer Ableitung allgemein hervorgeht, da also keine li-
nearen Beziehungen in dem System der Funktionen B, bestehen
kOnnen, da andererseits die aufgestellien Rundbedingungen unabhingig
vom Winkel & sind, so miissen die Randbedingungen in der Kombi-
nation der Ausdlucke (18) und (19) identisch _]e durch die Faktoren
der Funktionen B, erfillt werden.

Zur Erfullung der fir R = oo giiltigen Bedingungen ist es er-
forderlich, daf siamtliche Glieder der Funktion ¢, von niedrigerer Ord-
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Von Frirz NoeTHER. 13

nung in R als der zweiten sind. Dieser Forderung widerspricht aber
das erste Glied des Ausdrucks ¢’ in (18):

3
E%U"Ba(&)am

und dieses (lied kann, weil der Faktor von I, aus (18) und (19) zu-
sammengenommen, fiir sich die Bedingungen befriedigen muB, auch
nicht durch irgend welche anderen Glieder der Summe (19) kompen-
slert werden.

Dies ist der Widerspruch, auf den bereits Whitehead auf anderem
Wege gefithrt wurde- Seine Vermutung, daB deshalb das allgemeine
hydrodynamische Problem iiberhaupt keine stetigen Losungen zulasse,
sondern daB Diskontinuititsflichen im Sinne der Helmholtzschen
Wirbeltheorie vorhanden seien, ist aber nicht begriindet. Die Schwierig-
keit erklirt sich daraus, daB die Stokcssche Bewegung im Unendlichen
keine Anniherung an die wirkliche Bewegung mehr darstellt, sondern
Glieder vernuachlissigt, die groBer als die beriicksichtigten sind. Eine
unmittelbare Folge davon ist es, daB unser Ausdruck ¥, = D, von
hoherer Ordnung in 1! und daher im Unendlichen gréfer als Dy, wird.

Da ohne die Beriicksichtigung der im Unendlichen geltenden Grenz-
bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion 1 nicht
ausfilhrbar ist, so bleibt auch die Stromverteilung in der Nihe der
Kugel, von der inshesondere der Widerstand abhiingt, noch véllig un-
bestimmt. Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen
Wege gelingen, eine andere bewegung eindeutig su bestimmen, fir die die
oben gesuchte Bewegung als eine in der Ndhe der Kugel und in endlicher
Entfernung von ihr giliige Anndherung angesehen werden kann. So ist
es dann mdiglich, die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion
4, ebenfalls zu bestimmen, unabhingig davon, daB die gewonnene
Formel fiir ¢, im Unendlichen aufhért, Giiltigkeit zu haben.

Da diese Untersuchung (§ 5 und 6) groBeren Raum einnimmt, so
geben wir hier zunichst nur ihr Resultat an. Dieses ist, daB in dem
Ausdruck (19) die siimtlichen Faktoren der Funktionen B , mit Aus-
nahme desjenigen von B, verschwinden, und daB in dem Faktor von B,
die Konstanten ¢g; und ¢y, ebenfalls verschwinden. Zur Bestimmung
der iibrig bleibenden Konstanten ¢y, und ¢;, reichen die Randbeding-
ungen an der Kugeloberfliche B — a aus.

Aus g, = 2% — 0 fir B = a folgt:
t 507+ 633 =0

aS
12
a? _s
13— 26070 =0.
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14 tber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandeformel.

& 8
a a
Also Cy1 = 575 Coa — — o5

9 ¢ - aR* o®’R df a* a®
20) wd = P BE® (G — 5 s urtum)
= 33 S U sin® & cos & (R—a)2(2R2+ alki+a?),
2 R
Nehmen wir das Glied 3, nus Gl (10) hinzu, so erhalten wir end-
lich als erste Anniherung:

[ __a\%
(21) Yo + ¢1=_Zsm2‘9%z&) I:R(2R+a)

3 :
—ESGOS{) 2R*+aR +a2)]-

Aus Gleichung (21) ist ohne weiteres ersichtlich, daB der EinfluB
des ersten Niherungsgliedes ¢, nur von dem numerischen Wert der

Reynoldsschen Zahl § = E? abhingen kann.

§ 3. Diskussion der ersten Annéherung.

Die Gleichung (21) laBt vorliufige Schliisse auf die Stromungs-
form ziehen, die unter dem EinfluB der Triigheit eintreten wird. Die
tangentielle Geschwindigkeitskomponente,

vy — u sin 4 — g cos &
199 r 1oy x

r ¢r R rox R

1
r

verschwindet den Randbedingungen entsprechend fiir die Kugelober-
fliche It = a. Ihr Anstieg senkrecht zur Oberfliche

809)
(ﬁ R=a
dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild flir die Stro-

mungsverteilung in der Nahe der Kugel Man erhilt mit Riicksicht

auf das Verschwinden von % fir R=a:

sy 1t 1(1@2) SR S )
2R/r=a  sind OR\R 0R/gr=q  Esin® JR® £=9
U R(2R+a)—%Scos{)(2R’+ aR + a?
=§sin ) 7 (R —a)
(22) =g gsmm‘) (1 — . cos {))-

Hiernach ist der Geschwindigkeitsanstieg, der bei der Stokesschen
Bewegung auf der Vorder- und Riickseite der gleiche war (da sin & =
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Von Fritz NoeTHER. 15

sin (w — 9)), durch das Hinzutreten des ersten Niherungsgliedes g cos &
unsymmetrisch geworden. Auf der der Strémung entgegenstehenden
Vorderseite der Kugel (;—S ¥ <z, cos & < 0) ist der zusitzliche Ge-
schwindigkeitsanstieg gleichgerichtet mit dem.urspriinglichen fir S=0,
die Geschwindigkeit ist daher auf der Vorderscite erhsht gegen die der
Stokesschen Bewegung. Auf der Riickseite der Kugel dagegen
(O é-&<§, cos & > 0) ist der zusitzliche Geschwindigkeitsanstieg dem
urspriinglichen entgegengerichtet und der Gesamtanstieg ist daher hier
verzigert gegen den der Stokesschen Bewegung (s. Fig. 1). Dieses Ge-
schwindigkeitsbild erinnert offenbar schon an die wirklich unter dem Ein-

Fig. 1. Stromlinie ffir §=1.

fluB der Trigheit stattfindende Stromung: Wenig beeinfluBte Strémung
bis nahe an die Vorderseite der Kugel heran; , Totwasser”, bezw. ein Ge-
biet wirbelnder Bewegung hinter der Kugel. Gehen wir einen Schritt
weiter und lassen S in der Formel (22), ohne Riicksicht auf die noch
unerledigte Konvergenzfrage, geniigend groB werden. Sobald §>2 ge-
worden ist, iiberwiegt fiir kleine Werte von & (wenn also cos & nahe
an 1 liegt) die riickstrémende Zusatzbewegung tiber die urspriingliche
Vorwirtsbewegung, es tritt im Ganzen Riickwdrtsstrimung auf der Riick-
seite der Kugel ein, eine Bewegungsform, die der unter gewdhnlichen
Verhéltnissen (d. h. bei grofien Werten der Reynoldsschen Zahl S)
beobachteten qualitativ dhnlich ist.

Der vollstindige Ausdruck der Stromfunktion (Gl 21) gibt piheren
AufschluB iiber die Strémung in der Nihe der Kugel. Die Rotations-
flichen ¢ = const, die ,Stromflichen® enthalten bekanntlich vollstindig
die Stromlinien, ihr Verlauf ergibt sich qualitativ aus dem Verlauf der
Fliche ¢» = 0. Letztere zerfillt in drei Bestandteile:

(1) sin? 9 =0, d. i. die X-Achse, die wegen der Rotationssym-
metrie selbst Stromlinie sein muB.
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16 Uber den Giltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

(2) (R—a)* =0, die Kugeloberfliiche selbst, die nach den Be-
dingungen der Aufgabe Stromfliche ist. ’
(3) Die Fliche: ’
R(2R+a)— 3 Scos® (2R +aR +a?) =0,
3 S eog &

oder REZR+a)=20a? 3 .
1— §Scosﬁ

Die letztere Gleichung bestimmt, als quadratische Gleichung fir B
aufgefaBt, einen positiven Wert von R, solange die Bedingung

0<cos'f}<;

erfiillt ist, also fiir alle Werte des Winkels & zwischen O und ’; einen
positiven Wert von B, solange

0<S<g-

Fir & = % ergibt sich stets der Wert B =0 und fiir # =0 der maxi-
male Wert von B bei vorgegebenem S. Dagegen ergibt sich fiir die
Lagen des Winkels & zwischen % und =z kein positiver Wert von E.

Wenn S die obige Bedingung erfiillt, so hat die Fliche (8) daher einen
geschlossenen reellen Teil, der ganz im Halbraum positiver «, d. h. in

Fig. 2. Stromlinie 1 =0 fir §=9, 2. dem Halbraum ver-
Iduft, der, im Sinne
der Stromung aufge-
faBt, die riickwirtige
Kugelhilfte enthilt
(s. Fig. 1 u. 2). Ibr
Radiusvektor nimmt

von dem Werte R=0

" T
fir & = ausgehend

stetig zu bis zu dem Maximalwerte bei & =0, der B = a wird, wenn §=2
angenommen ist. Solange also S<C2, so verliuft die Fliche (3) durchaus
im Innern der Kugel vom Radius @ und kommt als Stromfliiche nicht in
Betracht. Wenn aber 8 > 2 ist, so tritt ein Teil von ihr iiber die Kugel auf
deren Riickseite hinaus und bildet eine reale Stromfliche. Sie trennt von
der #uBeren Stromung ein Gebiet auf der Riickseite der Kugel ab, in dem
wirbelnde Stromung stattfinden mu8, der AuBeren Stromung gleichgerich-
tete Bewegung lings der Innenseite der Fliche (3), Riickstromung lings
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Von Frirz NoETHER. 17

der Kugeloberfliche, wie wir oben schon fiir S>> 2 aus dem Geschwindig-
keitsanstieg schlossen. Man erhilt also das Bild des bei groBeren Ge-
schwindigkeiten beobachteten Wirbelringes auf der Riickseite der Kugel.

Als untere Grenze fir den Iintritt der Wirbelbildung ergibt sich der
Wert der Reynoldsscher Zahi S = 2. Da allerdings diese Grenze iiber
das Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahl, der Voraussetzung unserer
Niherung, hinausfillt, so bleibt abzuwarten, wie weit die Greuze durch
die weitere Entwicklung noch verschoben wird. Es ist noch zu bemerken,
daB mit wachsendem S der Wirbelring sich sehr rasch, besonders fiir
kleine Werte von &, vergriBert, doch handelt es sich hier wohl um eine
Wirkung der Vernachlissigung héherer Glieder, wie die Fortsetzung
der Entwicklung zeigen wiirde.

§ 4, Widerstand nach der ersten Anndherung.

Der Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hingt
von dem Widerstand ab, den die aus der Stokesschen und der Annihe-
rungshewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt. HEs ist indes leicht
einzusehen, daf die bisher aufgestellte Ndherungsbewegung noch keinen
Beitrag zum "Widerstand liefert; wir beweisen das an den expliziten
Yormeln fir den Widerstand.

Bezeichnet » die Normale eines Fliachenelements an der Grenze
einer inkompressiblen reibenden Fliissigkeit, s eine beliebige Richtung
in diesem Flichenelement, so ist der Ansatz fiir die Spannungen in
diesem Flichenelement, der den Differentialgleichungen (1) zu grunde
liegt, der folgende®):

Die Normalspannung (positiv, wenn vom Flichenelement nach der
Seite der Flissigkeit hin gerichtet) ist

0Vn
(23) pnn=—p+2y’7§;‘7
die Tangentialspannung in Richtung s:
o, dv,
(24) Py, =8 (F)si+ ’3,"):

wo v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden
Richtungen bedeuteén. Die GréBen v, und o, sind hier aus den gefun-
denen Formeln fiir die Stromfunktion ¥ = %, + %, zu entnehmen, wihrend
p bis auf eine belanglose additive Konstante aus den Grundgleichungen
(1) bestimmt ist. Wir erhalten aus diesen fiir die Kugeloberfliche, mit
Riicksicht darauf, daB nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits-

1) S. FuBnote auf 8. 8.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 63. Band. 1813. Heft 1. 2
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18 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.
komponenten u, v, w verschwinden und nach der GL (22) der normal
gerichtete Geschwindigkeitsgradient endlich ist:

1P _ _ sind ?g-i-cos«‘)aa—f_

=u [sinm‘)(%%p + - e A(p)—}—cosq‘) %51
~hPE A () £ L)

— L 2B (4. die 61 3 u. (6)

ol
®»
3l

oder endlich die einfache Formel:

(25) ép _ _w_ 0D(W) .

cd sind oR
Der zweite Bestandteil der Normalspannung p,..., 2u ?’:‘, verschwin-

det an jeder korperlichen Begrenzurigsﬂ'éche der Fliissigkeit wegen der
Randbedingungen und der Inkompressibilititsbedingung (2), die hier lautet

ou 0q q
ﬁ+ﬂ+?

7)

und wegen des Verschwindens der Geschwindigkeitskomponenten v,
und ¢ lings der ganzen Oberfliche sofort ergibt:

v,

on =0

Von der Tangentialspannung p,, (24) verschwindet wegen der Randbe-
dingungen an der Oberfliche das erste Glied, es bleibt also:

02,
p,‘,=y—a%= 57(—1t51n8+gcosﬂ)
2 (1 0y .
=“37R(>1'W ’3'+ COS'&)
. o (1 oy
= w57 (3 55)

Mit Riicksicht auf die Randbedingung o = 2% = 0 wird endlich:

a°
(26) Do, = L: 51%

Die Kraftkomponente, die in der Shomungsrlchtung (z-Richtung) auf
die Zone der Kugeloberfliche

de — 2x R?sin d o
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wirkt, ist 7 )

aK = (p,,cos¥—p,  sind)dg,
wihrend die entsprechenden Kraftkomponenten in der y- und #-Richtung
wegen der Rotationssymmetrie verschwinden, und die Gesamtkraft wird
sowit:

Z
(27) K=2xRf(p,,cos®—p, sind)sinHd.
0

Aus dieser Ableitung der Widerstandformel ist ersichtlich, daB die
von der urspriinglichen Stokesschen Bewegung und die von den suk-
zessiven Anniiherungen herrihrenden Anteile am Widerstand sich einfach
iiberlagern, da die schlieBlich in Betracht kommenden Ausdriicke fiir
den Druck und die Spannungen durch lineare Prozesse aus den Geschwin-
digkeitskomponenten, bzw. den zugehdrigen Stromfunktionen, entstehen.
Die auns den Gleichungen (1) resultierenden quadratischen Glieder ver-
schwinden wegen der Randbedingungen an der Kugeloberfliche in der
Druckgleichung und daher auch in der Widerstandsformel.

Nun ist ersichtlich, daB der Widerstandsanteil der ersten Nihe-
rung (1/;1) verschwindet, und zwar wegen der Symmetrie der Kugel zu
ihrer Aquatorfliche z = 0. Die Geschwindigkeitskomponenten dieser
Stromung sind ja

LA
Yis "R o8 _
l —_ 2 2 2
— 35 SU (2 cos® & — sin® §) E—a (21;4_*_’23 )
_ Loy
YT T T 4R

8 (R—a)? (2R’+aR—}—a’))
oR R¥

=— SUsmq‘) cos &

Hiernach ist auch die Strémung spiegelbildlich symmetrisch zur
Aquatorebene z = 0, sie ist vorwirts gerichtet auf der Vorderseite

(7; <8< 7t), riickwiirts gerichtet auf der Riickseite, und die auf die

Hilften der Kugel von der Fliissigkeit ausgeiibten Kriifte heben sich
gegenseitic auf. Anders verhiilt sich in dieser Hinsicht die zweite
Niherung, bei ihr ist, wie bei der Stokesschen Stromung selbst, die
Bewegung auf der Vorder- und Riickseite symmetrisch und gleich-
gerichtet, und daher ist im ganzen ein Beitrag zum Widerstand zu er-
warten. Die Stokessche Formel wird somit Gultigkeit haben bis auf Zu-
satzglieder, deren Verhilinis zum urspriinglichen quadratisch in der Rey-

noldsschen Zohl S = ea U [u ist.
2‘
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In der Tat gibt die Gl (25) fiir den Druck an der Kugeloberfliche:

op, 3 wSU . ' at al a?
5&——rﬁva—smﬂcosﬂ(—6F+6ﬁ—9F)R=B
=—-E”SUsina‘) cos &
16
27 uSU
p1=P1+ ﬁfaj— 0052’8,

wo P, den Druck in der Aquatorebene bedeutet. Ferner wird wegen
Gl. (26)

_u3 : 2R*+ aR 4 o
Pra= 4 1 SUsind cos & (T)R:a
_ 3eSU

1 sin & cos &

und endlich

kA
K, = 27zyaSU‘/‘(~ z—g cos® & — i sin® & cosﬂ) a9 =0,
1]

wie oben behauptet wurde.

Mit diesem Resultat scheinen Bsobachtungen von Zeleny und Mec.
Keehant') im Einklang zu stehen, dag sich ndmlich der Giiltigheitsbereich
der Stokesschen Formel bel genaw kugelformigen Korpern wesentlich grifer
erwies als bet anndhernd kugelformigen Korpern (Sporen). Wihrend
sich bei letzteren schon bel sehr kleinen Werten der Reynoldsschen
Zahl (S8 =10-8%) Abweichungen von der Stokesschen Formel zeigten,
die bei Vernachldssigung der Trigheitsglieder nicht aus den Abweich-
ungen von der Kugelgestalt zu erkliren waren, fanden die Verfasser
die Stokessche Formel bei Kugeln streng bestiitigh bis zu Werten der
Reynoldsschen Zahl, die die Grenze S = 0,1 noch wesentlich iiberstiegen.
In der Tat war ja das Verschwinden des in der Reynoldsschen Zahl
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie
beziiglich ihrer Aquatorebene. Auch bei geringer Unsymmetrie wiirde
aber ein linearer Bestandteil auftreten, und dieser miiBte sich in h&he-
rem MaBe HufBlern, als der quadratische Bestandteil bei Kugeln.

§ 5. Ersatz der Parallelstrimung durch eine inhomogene Stromung
(mit Quelle und Senke.)

Es bleibt uns noch iibrig, die in § 2, S.13 angegebene Konstanten-
bestimmung zu rechtfertigen, die mit den bisherigen Mitteln nicht be-
griindet war, da unsere Niherungsldsung im Unendlichen versagte. Zu

1) Phys. Ztschr. 11, 1910, 8. 78f.
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dem Zwecke betrachten wir folgenden Stréomungsvorgang, der im Un-
endlichen iiberall verschwindende Geschwindigkeitskomponenten in jeder
Richtung hat und sich in der Nihe der Kugel nicht wesentlich von
dem friiher behandelten unterscheidet:

Die Kugel sei als ruhend angenommen (s. Fig. 3), ihr Mittelpunkt
O befinde sich im Punkte x =y —2=0. Der Punkt z = — 4, y =0,
2z =10 sei der Mittelpunkt eines endlich ausgedehnten, kugclférmigen
Quellengebiets, der Punkt =4 4, y = 0, 2 = 0 der Mittelpunkt eines
ebensolchen Senkengebietes. Im tibrigen sei die Stromung {iberall quellen-
frei und daher die Gesamtergiebigkeit der Quelle entgegengesetat gleich der

Fig. 8. Ing

der Senke. Ferner sei der Radius des Quellengebietes wie des Senken-
gebiets von vornherein klein gedacht gegen die Entfernung A4 und
ebenso der Kugelradius a klein gegen A.

Um nun zunichst die der Stokesschen Strémung analoge zu er-
halten, setzen wir die Bewegung zusammen aus einer Potentialstrémung
und einer iiberlagerten, die den EinfluB der Randbedingungen an der
Kugel und der Reibung enthélt. Auch die Potentialbewegung geniigt
ja, well fiir sie Dy = 0, der Grundgleichung (8). Bezeichnet e, — e die
Gesamtergiebigkeit des Quellengebiets, bzw. Senkengebietes, ferner ¢, o,
die Abstinde von ihren Mittelpunkten, so daB

o = (2 + A+ 7
o= (z— A+ 7,

so wird das Geschwindigkeitspotential der zugehbrigen Potentialstrémung

o—°_°

[ €
_ e ge 28 o
o oz T oy! =T G 1T T

_ Hierbei ist noch vorausgesetzt, daBl die Ergiebigkeit der Quelle auf
konzentrischen Schichten konstant sei, ebenso der Senke. Um Stetig-
keitsbetrachtungen vermeiden zu konnen, nehmen wir ferner an, daf
die Ergiebigkeit im Inneren des Quellgebiets stetig sei und am Rande
mit dem ersten und zweiten Differentialquotienten verschwinde.
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29 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

Fiir den Kugelmittelpunkt z =y =2 =0 wird

u_ex A x—A __ 2e
o ( et 91’)—A"

Um mbglichste Anniherung und, wenn A sehr groB wird, Uber-
einstimmung mit dem friiheren Bewegungszustand in der Nahe der’
Kugel zu erhalten, miissen wir also

2e

U

wihlen, und erhalten somit auferhalb der Quellgebiete die Potential-
darstellung:

@=A’U(1 1)_

2 \e e

Die zugehorige Stromfunktion #, bis auf eine willkiirliche additive
Konstante definiert durch die Gleichungen:

o0 _ 10w i®____ 19w
. a?_—u—rﬁ’ or T r ox’
autet:
ATV Atz | A—axy
(28) vy ( e + o, )

Wir entwickeln diese Formeln fiir das Gebiet B << A. In der be-
kannten Bezeichnung der Kugelfunktionen wird:

1 1N 1\ LR
;=220,7’FP,.(”—3)=220}'(—1) i Pn (9)

o
1 1 R

3P (9
o, 'A() A n()

und daher

o
A—:_q;' =14 211" (—1)r PG (P, @ —cos® P,_, (#)

A—=zx
[}

14 nii:(Pn(m —cos & P,_, ().
1

Da diese beiden Summen, als Stromfunktionen je einer Potential-
strémung, der homogenen Gleichung D = 0 gentigen'), so mub jedes
einzelne (lied dieser Summen ebenfalls dieser Gleichung geniigen, es
folgt daher durch Vergleich mit den Entwickelungen des § 2 iiber die
Gleichung D = 0, daB, unter x einen Zahlenfaktor verstanden,

P.(®) — cos #P,_1(8) =xB (9

1) 8. z. B. Lamb, Hydrodynamik, § 94.
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sein muB. Wir haben die Funktionen B, frither (S. 10) eben so nor-
miert, daB » =1 wird fiir alle positiven n (ausgenommen den hier
belanglosen Fall » = 1). Also erhalten wir fir v (Gl 28) den Aus-
druck : ’

> 2 m
(28") » — U(A2+Z,,A_1;":2B2m(0)>.
1

Dies die ungestorte Potentialstromung. Um die der Stokesschen
Stromung analoge zu erhalten, haben wir diesen Ansatz durch Glieder,
die der Gleichung D D= Q geniigen und deren zugehérige Geschwindig-
keiten im Unendlichen verschwinden, so zu erginzen, duB an der Kugel-
oberfliche vom Radius R = a die Bedingung

d
v =510
erfiillt wird. Nach der Gleichung (19) wird dies erreicht durch den
Ansatz:

(29) ¥

R2m+km1a4m—3R—!m+3+km2a4m—l R—Rm+l
UZ‘ Aﬂfﬂ B2m (’3')
4dm — 1 dm — 3

wo km1=_T;km2: B

Betrachten wir nun den Fall, daf die Entfernung A sehr groB ist gegen
den Radius a und beschriinken uns auf die Strémung in der Nihe der
Kugel, so kénnen wir in 9, (Gl 29) alle Glieder, die negative Potenzen
von A enthalten, vernachlassigen, und es bleibt daher nur das zum Index
m =1 gehorige Glied:

(29" ¥y = ( ~3am 4 ﬂ) B, (%)

U
— ZU(ZBF —3aR + ) sin? &,

also die zur Stokesschen Bewegung gehorige Stromfunktion (10). Wir
haben somit eine neue Ableitung dieser Gleichung gewonnen und haben
nun nachzuweisen, daB in der Tat in der Grundgleichung (8) die ver-
nachldssigten quadratischen Glieder bei kleiner Reynoldsscher Zahl
@iberall klein sind gegen die beriicksichtigten. Dazu miissen wir ¥,
(GL 29) auch in beliebiger Entfernung von der Kugel mittels (28) und

“ . a . .
(28’) summieren, unter der Annahme, daB - zu vernachlissigen sei und

erhalten:

@) p= LI 4

[3]

) + g (3aR — ,’) sin® 9.
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24 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

Die fiir :) und gi gliltige Entwicklung im Gebict B > 4:
1

F RZ(—I)"—fP ?)
- D ne

gibt in groBer Entfernung den Niherungsausdruck:

UA”gm:ﬁ_*_ (3 R_f) sin® @

o

wo =
und ferner ist

(12) Dipy=—1 U% sin®s.

Hieraus folgt, daB die rechte Seite der Gleichung (8) in groBer Ent-
fernung sich verhdlt wie der Ausdruck

2: ; U;ZL sin®& cosd = — ?‘; S %? sin? & cos &,
withrend die einzelnen Bestandteile des (in der Summe verschwindenden)
Ausdrueks DD (1) auf der linken Seite sich wie

Ua

RS
verhalten, also in gleicher Weise verschwinden. Daher ist bel kleiner
Reynoldsscher Zahl die gemachte Vernachlissigung im Unendlichen
unbedenklich.

Im ganzen endlichen Raum aber ist die Stromung, die zu v, ge-
hort, reguliir und die vernachlissigten Glieder sind daher endlich und bei
kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den beriicksichtigten Gliedern.
Das Gleiche ist auch noch fiir die Quellgebiete der Fall; hier gilt aller-
dings nicht der Ausdruck (28) fiir die Stromfunktion der ungestdrten
Potentialbewegung, die in diesen Gebieten ja nicht mehr existiert, es
gelten auch nicht die Grundgleichungen (1), die ebenfalls die Voraus-
setzung der Quellenfreiheit enthielten. Es ertibrigt sich aber, fiir diese
Gebiete die Grundgleichungen eigens aufzustellen, da aus den Stetig-
keitsannahmen fiir die Ergiebigkeit der Quelle bzw. Senke folgt, daB
die Geschwindigkeiten in diesen Gebieten endlich und stetig bleiben und
daher ebenfalls die vernachliissigten quadratischen Glieder in den Grund-
gleichungen bei kleiner Reynoldsscher Zahl klein gegen die beriick-
sichtigten werden. Uberdies zeigt die folgende Entwicklung, daB selbst
bei Annahme punktformiger Quelle und Senke die vernachliissigten Glie-
der von (8) und ebenfalls die daraus resultierenden Geschwindigkeiten der

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Frrrz NoETHER. 25

ersten Niherung endlich bleiben, obgleich dann die Geschwindigkeiten
der zugrunde gelegten Potentialbewegung unendlich sind. Um so mehr
sind bei kleinem § jene Vernachldssigungen berechtigt. Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr fiir die Grundgleichungen (1), die nach der Be-
rechnung der Stromung die Druckverteilung bestimmen, vielmehr werden
hier in der Nihe der Quellpunkte die quadratischen Glieder wesentlich,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird.

§ 6. Erste Niherung und Konstantenbestimmung.

Als weitere Anniherung zur Erginzung der zugrunde gelegten Be-
wegung fordern wir eine iiberall, auch im Quellgebiete der Grundbe-
wegung, quellenfreie Stromung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten, die die Randbedingungen an der Kugeloberfliche er-
fiillt und der aus (8) resultierenden Differcntialgleichung (11) der ersten
Niherung geniigt.

Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdriicke fiir ¢, und Dy, aus den
Gleichungen (29a) und (12) zu verwenden. Xs folgt (s. die Ausrechnung
in Anhang 2):

(80) DD, = ;% U2 [singm‘) cosd (- 3 ;;3 + 1%:)
o (1= ) a4 ]

Dieser Ausdruck der rechten Seile gilt zunichst nur fiir den Raum
auflerhalb der Quellgebiete, da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte ¢ =0 bzw. g, =0 hin'), so kdnnen wir hier die Vor-
stellung punktfdrmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Giiltig-
keit daher iiber den ganzen unendlichen Raum auBerhalb der festen
Kugel erstrecken.

Dic eindeutige Losung unserer Randwertaufgabe erfordert die An-
gabe eines Integrals der Gleichung (30), das im Unendlichen die ver-
laﬁgte Eigenschaft hat, daB die zugehérigen Geschwindigkeiten ver-
schwinden und dessen Wert in der Nihe der festen Kugel sich angeben
1iBt, so daB es durch Zufiigung geeigneter Losungen der GL. DD(y) =0
miglich wird, die Randbedingungen an der Kugel zu erfiilllen. Ein
solches Integral in geschlossener Form anzugeben, scheint schwer még-

lich zu sein, doch folgt aus dem in § 1 erwilhnten Zusammenhang der
Gleichungen
DD(y) = ¥ und A4A{p)=f

- . r? A
1) Die Ausdriicke Py und \j\x sind endlich,
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206 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

eine geeignete Integraldarstellung. Mittols dieses Zusammenhanges ge.
winnen wir aus der Losung ¢ der zweiten dieser beiden Gleichungeyn
eine Lisung ¢ der ersten, als

op
Yp=r or?
wenn f aus der Gleichung
of
(31) F=r i

bestimmt worden ist.
Wir trennen zunichst ¥, in 2 Bestandteile, der erste, %", soll der
Gleichung genfigen:

DD('P')—‘—%&U?Sinzﬁ cos (——-31%: _{_%;).

Als partikulires Integral dieser Gleichung wihlen wir mittels (16)

und (17):
, 9 . s
(32) . Y=~ g U? sin® & cos & (a’R + ;—R),
das auch als Summand in GL (18) auftritt. Der zweite Bestandteil von
¥, ¥, soll der Gleichung:
m__9c g (L 1y A+=z A—x

(33) DD(‘!’)_ZEU%A R‘[(g 91) A( e’ e? )]
geniigen, s0 daB die Summe ¢’ 4 ¢” der Gleichung (30) geniigt.

Bezeichnen wir die rechte Seite der Gl (33) mit F, und setzen

.29
VT

so erhalten wir fiir @” die folgende Gleichung.

A4A(g") =T,
die mit (33) Hquivalent ist, wenn wir f durch Integration der Gl (31)
ermitteln. Es ergibt sich

39 f=g5Uadl.
Taatrar G =)= wula G553
e ER R Y
T e B 3]

(Die GL (34) wird aus der rechten Seite von (33) durch elemen-
tare Integration der Gl. (31) gewonnen, wenn man heachtet, daf bei
festem x: rdr = gdo zu setzen ist, oder es wird durch direkte Differen-
tiation von (34) nach r das Bestehen der Gl (81) bestitigt, mit Riick-
sicht darauf, daB

o' — R*= A(A + 21); ¢ — R = A(A — 22).
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Als Integrationskonstante ist in (34) eine Funktion von z so zugefiigt,
daB f im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie F. DaB auch
f im ganzen Auflenraume der Kugel endlich bleibt, ebenso wie F, wird
durch eine Umformung von (34) deutlicher. Es ist:

e 1" 2 1ve tle
rosm s~ —sx—1) (g +2)
e _1e¢ R 8 I (o 30
25w te 5~ sl 1) (r+3)
und analoge Gleichungen gelten fiir g,. Daher wird:
_ B4 s[— @+ 2K (o +2RK)
(342) f=is Vel [ ar + Bt B

+_A_(_A+x) (e +3R) A(4—2) (e +38E)
Eele + B)* Ee (e, + B)?
ein Ausdruck, der auBer im Punkte B — 0 nirgends unendlich wird;
vgl. FuBnote 8. 25).
In einem beliebigen Raumstiick I ist nun ein Integral der Glei-
chung (33a) die Funktion:

(35) (P* (xyy:z)= %?1./ f(E, Y 3) T dt;

wo dt das Raumelement im Integrationspunkt, r den Abstand vom Auf-
punkt zum Integrationspunkt
t=V@—+ -9+~
bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes: z, y, z;
R, #; o, 9, entsprechenden im Integrationspunkt
LY 4 RGP E

seien (s. Fig. 3). Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus
der Gleichung

2
Adr =~
T

in Verbindung mit der bekannteren innerhalb 7 giltigen Gleichung:

Aff(@:’);%)%f=—4”f(af';y,z)

Aus einem spiiter ersichtlichen Grunde gehem wir von dem Inte-
gral (35) moch zu dem folgenden iiber

{35a) J=—§—1;ff(g,t),3) r—ER—(m g; <R=0)+yg§w=o)
T ot
+za7 (R:o)):ldr
—— & e (- R+ Beos (2 W)ar,

T
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das sich von (35) nur um eine Konstante und ein in den Koordinaten
des Aufpunktes, x, y, #, lineares Glied unterscheidet, wihrend seine
zweiten Differentialquotienten von denen von (35) tiberhaupt nicht ver-
schieden sind. Daher geniigt auch J der Gleichung A 4J = f (z, y, 2).

Als untere Grenze des Integrals (35a) betrachten wir zuniichst eine
um O als Mittelpunkt gelegte Kugel vom Radius b < a3 bevor wir als
obere Grenze R = oo wihlen, miissen wir f(x, 1, 3) fiir sehr groBe Werte
des Radius f (d. h. R groB gegen A, entwickeln, mittels der Formeln:

P—YR T A 124N cosd =R (L + 55 cosd +...

P1=f2+A2—2Amcosa=%(l—%—cos&+...

So ist sofort ersichtlich, daB in f (Gl 34a, in den Koordinaten des
Integrationspunktes geschrieben) die Glieder der hichsten Ordnung (9t -%)
sich gegenseitig aufheben und f(x, Y, 3 bis auf einen Zahlenfaktor sich
verhilt wie

cos ¢
" U‘Z 4? |5

daf also das Integral (35&) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze
ins Unendliche fiir endliche Aufpunkie endlich bleibt.

Ferner haben wir dus Verhalten der Funktion J (x, y, ) fiir Werte
von R zu untersuchen, die wesentlich gréBer als 4 sind. Das Inte-
grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete:

DRZ=R
2)E>R=C
3) O>%
Hier bedeutet C einen Radius, der so groB gegen A ist, daB £ (z, v, 3)

mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Zahlenfaktor K durch den oben
angegebenen Nﬁherungsausdruck

g
hd (]2 43 C;;

ersetzt werden kann, wenn ER = C.
Dem ersten Teil des Integrationsgebiets entspricht daher der Anteil:

=
Jl=—£U2aAs£ ( §R+Rcoq(R§R))cow

R=R

-2 U2 A2 Kf fda.] r_,ER+RCOS(R§R))cos dsin 8dd.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Frirz Noernez. 29

Dieses Integral hat hochstens die Ordnung 112 Dem zweiten Teil des
Integrationsgebiets entspricht der Anteil:

R 2 k4

Jy = — % Uta A? EK;' %fds!f(r — R+ R cos (RER)) cosd sin § dd.
¢ L
Setzen wir hier R = kR, so ergibt sich

pE1

,=—%U2 SnR fdaf\ — & + cos (R?R))cosd sin 8d 4,

wobel noch zu setzen 1st.
o VEEWIRRe R _ Ly g gon (RI)

Wegen seines Verhaltens an der unteren Grenze ky — B ird das 3-

C
fache Integral in J; von der Ordnung %;* — " und daher J, von der
Ordoung E.

Ci
Der dritte Bestandteil von J wird endlich:

c 2z 7
.T_,,=—§1;f§}i2déﬁfda/‘(r — R + Rcos (R?R))f(z, Y, 3)sind dd
; v 0
und fiir v gilt hier die Entwicklung:
= YR+ 9 2 R Roos (BR) = R(1— cos (BRI + Ty - )-

Da f im dritten Teil des Integrationsgebicts tiberall endlich, und C von
R unabhingig ist, wird also:

4 27 n
J, = endliche Glieder -+ wadmfde (1+ cos (RR)) sin 8 do.
b 0 0

Die drei Bestandteile zusammenfassend finden wir also, daB J =J, +J, + J,
sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung I? zusammen-
getzt. Seine zweiten Ableitungen niihern sich daher fiir grofies R ver-
schwindenden Werten, d. h. die Funktion J erfiillt im Unendlichen die
an die Funktion ¢ gestellten Bedingungen.

Ferner folgt aus der Endlichkeit von f im ganzen Integrations-
gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J. Diese besteht auch dann
noch, wenn wir die Quelle und Senke punktférmig in den Punkten ¢ =0
bzw. g, = 0 annehmen und dementsprechend den Ausdruck (34a) von f
big an diese Punkte hin ausdehnen. Also ergeben sich aus J durch die
in den Formeln (3) angegebenen Differentiationen endliche und im Un-
endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten. Somit kann

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



30 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

die gesuchte Funktion ¢” angegeben werden als die Summe von J und
so gewihlten Lésungen der Gleichung A4 A4 =0, daB den Randbedingun-
gen an der Kugel geniigt wird.

Zu ihrer Bestimmung muB das Verhalten von J an der Oberfliche
der Kugel bekannt sein, und daher J entwickelt werden fiir Aufpunkte
in der Nihe der Kugel, unter der Voraussetzung, daB a sehr klein gegen
A sei. Wir beweisen zuniichst, daB dann nur Integrationsgebiete in Be-
tracht kommen, fiir die auch 9 klein gegen A4 ist. Deshalb kénnen wir
fiir diese Entwicklung von J den Abstand A beliebig groB werden lassen
und kommen so zu der sehr einfachen, in der Umgebung der Kugel
geltenden Darstellung (38) fiir J.

Beweis: In den Gebieten, in denen R mit A vergleichbar oder
groB gegen A ist, wird die eckige Klammer in (34a) (in den Koordi-
naten des Integrationspunktes geschrieben) iiherall von der GriBenord-

nung %;. Denn P und P, sind dann mit R vergleichbar oder von

kleinerer Ordnung, die Faktoren & + und & ; A aber bleiben iber-

all endlich (von der Ordnung R°). berner aber wechselt 7, 9,3 sein
Vorzeichen, wenn ¢ mit — ¢ (und demnach auch P mit P,) vertauscht
wird, wihrend 3 unverindert bleibt, so daB cosd in — cos ¢ iibergeht.
Trennen wir daher von dem ganzen Integrationsgebiet unseres Integrals .J
(35a) ein Gebiet zwischen den Kreisen # — b und R =214 ab, wo 1
einen mnicht verschwindenden echten Bruch bedeuten soll, so konnen
wir f fir den Rest (R > 14) in der Form ansetzen:

f= 7aU2 cos@f"‘,

wo f* eine eindeutige Bunktwn von N und cos®’d bedeutet, die in be-
zug auf M und in bezug auf A von nullter Ordnung und iiberall end-
lich ist. Dieser Bestandteil des Integrals wird dann

f=e

J——cet Aif“‘?”f*(m cos?0)(r — R -+ R cos (RR)) d.

8w
R=14
Wir setzen hier den Winkel (RR) = o und entwickeln fiir Integrations-
gebiete H > R:
(B36) t — R+ Reose =

3 4

1 R? 1R 2 B
R sinf e + 3 i €08 sin®e —|——m; ----- .

Diese Entwicklung pach fallenden Potenzen von R hatten wir im
Auge, als wir von dem Integral (35) zum Integral (3Ha) tibergingen.
Wir erhalten: R

(B7) J;——"2 vr Aﬂj";;‘ff*(m cos?d) <~rsm u+ cos:xsm - )dr.

R=214
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Das erste Entwicklungsglied dieses Integrals:
M=o

S e [ o, o) sinte
R=24

verschwindet identisch, da in je zwei Punkten, die sich in bezug auf
den O-Punkt (R = 0) diametral gegeniiberliegen, der Integrand gleiche
Absolutwerte, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Dies gilt aber nicht fiir das zweite und tiberhaupt alle geraden
Entwicklungsglieder, fiir die der Integrand in diametral gegeniiberliegenden
Punkten gleiche Werte aunimmt. Das zweite Glied lautet ausgefiihrt:

n
csaU* ”
_TWA fm‘fde‘/cosa sind cosa sinfaf*dg.
14

Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung
1

40

und daher der ganze Ausdruck von der Ordoung
¢ ' Bba

pd 7’
er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlissigen, weil A groB
gegen ¢ vorausgesetzt worden ist. Das gilt dann in noch htherem MaBe
fir die hoheren Entwicklungsglieder des Integrals (37), da die Entwick-

lung des Integranden nach steigenden Potenzen von & 2u ciner Ent-

wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von i fiihrt.

Es bleibt uns daher, wie oben behauptet wurde, von dem Integral
(36a) nur noch der Bestandteil iibrig, der von dem Integrationsgebiet
zwischen den Kugeln 8 = b und R = 14 herriihrt, und daher L:iBt es
sich nun wesentlich vereinfachen. In diesem Gebiet entwickeln wir

f(x; 9,3 nach Potenzen von % und erhalten (s. die Ausrechnung in
Anhang 3): '

¢ 3 cosd 9 (9 cosd — 5 cos®d
f(z;t)!s)=“a’U2[: 2cmz 4'(_—A:—c\)+Al "]'
Unser Integral wird daher -
R=14
—oa U? 3 cos d

1 ’ ERE
(35D) Jl:ﬁsﬂ;f [ 3 R —|~4A2(9 cos6—50053§)+,f...]-
" ft—R 4+ Rcosa]dr.
In der Entwicklung dieses Integrals kommt fiir das Integrationsgebiet

b< R < R nur dus erste Glied des Iutegranden, 2;;5 6, in Betracht
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wegen der Annahme, daB % und g klein seien. Fir das Teilgebiet it > R

entwickeln wir (v — R -+ B cos«) nach (36), und beachten, daf die von
den ungeraden Gliedern dieser Entwicklung herrithrenden Bestandteile
wie oben in J,, so auch hier in J, verschwinden, da der Integrand fiir
sie in diametral gegeniiberliegenden Punkten entgegengesetzt gleiche
Werte annimmt,. Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert

das erste, cos« sin®«; E}i” den grofiten Beitrag, ndmlich:

2
— U
1(‘::}1 / / f[— 0055+4A,(9c056—5cos35)+ J

. cose sin%q sin 8 d4.

Auch in diesem Integral kommt, wenn A4 groB gegen a und folglich
auch groB gegen R ist, nur das erste Entwicklungsglied in Betracht,

wihrend alle iibrigen von der Ordnung fj klein werden. Von noch

hgherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein, die von den
htheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung (36) (nach fallenden

Potenzen von ) herriihren. Also kommt auch fiir diese alle nur das

erste Glied des Integranden von ./}, nimlich das Glied — g c;:,—a in Betracht.

Gehen wir also endlich zur Grenze 4 — oo iiber, so folgt aus dem
Obigen zuniichst, daB wir J durch J; (35b) ersetzen kdnnen, und dab
im Integranden von .J, iiberhaupt nur das erste Glied su beriicksichtigen
ist. Die obere Grenze von J, geht ebenfalls in co iiber, und wir er-
halten fiir J an Stelle von (35a) die Gleichung

R=o
(38) Jo =200 cosa(r—iﬁ%—ﬂcosa)dﬂr

167”1,
=b

Dieses Integral ist in der Tat eine Losung der Gleichung

" 836al? x
AA( )_ 2 u R¥

die aqulvalent 18t mit der Gleichung:

DD(‘(I)") —gfiay’U .a;;:_

Deren Integral "= a—r geniigt, in Verbindung mit dem Integral ¢’

(Gl. 32), unserer fritheren Gleichung (13). Der Unterschied unserer
jetzigen gegen die frithere Losung (18) und (19) ist aber, daB jene un-
endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt, wihrend das Integral (38)
keine Unbestimmtheit enthiilt.
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Die im Integral J noch willkiirlich gelassene untere Grenze R =b
konnen wir, wie aus der Form (38) ersichtlich ist, unbedenklich zu b =10
annehmen. Zur genauen Berechnung von ./, fiihren wir jetzt Polarkoordi-

natenein: a bedeutet den < (R%);

g8 (s. Fig. 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und R enthaltenden
Ebene mit der durch R und die X-Achse (Rotationsachse) gelegten
Ebene. Aus dem sphirischen Dreieck, das die Rotationsachse und die
bexden Radlen R R bilden, folgt dann

cos6—cos«‘)cosa—smm‘)smawsﬁ

ferner folgt: v — R2ANAB sin ade.
Nuch Ausfiihrung der Inteo‘ration nach g wird daher das Integral (38):
7
(38a) Jo = ‘mU cos & d?R coux(t—‘ﬁ—{—Rcosa)smada
wo -R2+8%2—2R§Rcoso¢
Fir die Bcrechnuno' des lnneren Integrals bilden wir hieraus:
- _ R + ReE
cos B
und bei festgehalienem R: :
o ad o d c6 ~rdry
sinede = —dcose = 3.

Wir miissen nun das Integrationsgebiet wieder in zwei Gebiete trennen:
Q)RR (2) "> R
(1) Es wird: '

R 7
(a) Rfdﬁﬁfcos“’ocsinadoc=§]{3
0 0

R n
(b) j?ﬁd?}ijcosasintxdoc=0
0 0

R 7
{(c) dR [coscc sinatde =

R R4+ R

;%mfwf(zawsﬁz %) tde

0

1 (an, 4 4
= 22— Z RS x RS
2R2,[ER*( 3R‘S‘R+15§R)
. o N . R ..R
1 2 1 i\l - 8
_ _ o _(_Z 2012 el 4y . % 2
2R’( 5R§R+15§R)\ IOR'
0
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 3
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Zusammen erhalten wir also fiir den ersten Teil des Integrals J,, der
dem Integrationsgebiet It << N entspricht:

J__luab Rgcos'ﬂ'——idamRz cos & — 1lo6al?

2
0 0 B2 cos &.

@ Yon dem Integral
L n
fdéﬁfcosasina(r-—‘ﬁ + Rcosa) de
b3 b

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt
endlich, Wir filhren daher zuerst nur die Integration nach « aus:
Es ist:

7

(a) R fcostasinade =§ R,

0

z

(b) R | cose sineda =0,

0

7 R+E
2 2 _ Byl
©) fcos o sinetde = (B +5§RR’§RE Yetde
0 fR-R

(gegentiber dem entsprechenden Bestandteil von oJ; sind hier die Grenzen
verindert). Also

7 ‘R+R
. 1 R4R , e 2 Rt
'/‘cosasmarda—m(—?,—r g)@ _.__5124.15,5@-
0 R—R
Daher im ganzen:
n
cosasinrx(r—ER-*—Rcosa)du:EF:
- 15 9
0
Daher
3 ca U? _16al® ,,
J, = cos 3f15 %3 =% R?cos .
Zusammen endlich:
J 4 J, = Jw=16“U R? cos 9.

Dies ist die gesuchte Niherungsformel fiir das Integral J, fiir Werte
von I, die klein gegen die als sehr groB vorausgesetzte Entfernung 4
sind. Setzen wir nach 8.30 ¢” =, so gewinnen wir (nach 8. 26)
fiir ¥” die Niherungsformel: :

” 3 call?*rz
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und in Verbindung mit (32) die Gleichung:

lp'+w"=%67msin2rﬁcos& (aR’——;aﬂR—%{).
Wir sind hiermit zu dem partikuliiren Integral (18) der GL (13) zu-
riickgefithrt, das wir so als einen in der Umgebung der Kugel giiltigen
Niherungsausdruck fiir ein partikuliires Integral der Gl. (30) erkennen,
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfiillt, Die
Zufiigung des Gliedes

3¢ < g g, @°
ﬁEU’sm ﬂcosﬁ(—a +IT’)’

das der Gleichung DD(¥) = O geniigt, fiihrt also wie auf S. 14 zu dem
Niherungsausdruck fiir die Stromfunktion:

(20) ¢1=%SU sin? 9 cosq‘}(Rﬁa)'@Rl;j_aR—l—a!),
der auch die Randbedingungen an der Kugel erfiillt. Er ist eine in der
Umgebung der Kugel giiltige Niherungsform fiir die bei groBem Werte

von % auch in beliebiger Entfernung bestehende Losung:
40) v, =33—2 SUa® sin? & cos & (—- :R—— 1-— ; + ;{:,) +r3—‘:,

in der J durch (35a) (mit b = O0) und (34a) definiert ist und die alle
an die Funktion 9, zu stellenden Bedingungen befriedigt. Die weiteren
Folgerungen aus der Gl (20) sind bereits frither gezogen worden.

Auf 8. 29 hatten wir gesehen, dafl die Funktion J im Unendlichen
von der Ordnung R unendlich wird, folglich wird nach (40) ¢, von
gleicher Ordnung unendlich. Daraus folgt, dal Dy, von der Ordnung

%verschwindet. Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24

¥, bzw. Dy, Hieraus folgt, daB die bei der Aufstellung der GL (30)
vernachlissigten Glieder von Gl. (8) im Unendlichen von gleicher Ordnung
in R wie die beriicksichtigten sind und daf daher bei Kleiner Ileynolds-
scher Zahl die Vernachldssigung unbedenklich ist. Wegen der Stetigkeits-
annahmen, die wir flir die Verteilung der Ergiebigkeit in den Quell-
gebieten machten, folgt ferner, daf nicht nur alle Geschwindigkeiten der
iiberlagerten Niherungsbewegung, sondern auch die der Grundbewegung in
den Quellgebieten endlich bleiben, daf daher die vernachldssigten Glieder
der Gl. (8) endlich und bei Kleiner Reynoldsscher Zuhl klein neben den be-
riicksichtigten sind. Dagegen bedarf die Frage, wie groB die Vernach-
ldssigungen sind, wenn die Quellgebiete punktformig angenommen werden,
noch einer eigenem Untersuchung.
3'
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Anhang 1.
Berechnung der Gleichung (13) in § 2.
Nach (11) ist:

_elréy, 0Dy, 8'11) oDy 20
(1) DD%“H['@?T» “ar 8z 1 a;D’/’OJ

" Da z— R cos &y r = R sin &, so folgt hieraus:
1 0w, 0D, 0%, 8D 2 0,

Risind \oR 29 68 GR /) rox
wobei _
| U ea(_ 2 o _ U 4 3a a’\ .
¢o_4sma( 2R+ 34k R)_“(_2+7]{_F)_
3 . : 3 2
Dwu=—§U%sm2 =—§Ua—%,
Also _
L (a“’ongq__?% 02‘&)
Risin'd \0 R 0% ¢t R
U ., a ‘ g [
. S Bin ﬂ(—4R—+—3a—}——R—2) +3 U _sin? @
= Piain ; - s
Rsin’d gsina‘} cosﬁ'(—2R2+3aR—%) —3Lrjcsin1‘)cos,ﬂ-
-=—U23111 ﬂcosﬂ(sf—%‘g’).
Ferner: )
2 0y, 8Ua LJ s 8ax | 3a’x
—rD% .= g5 4 (_ me T Rﬁ)
2 < g . 3at 3a
= U'sin »f)cps«‘)( R3+R5)'
Daher : '
2a - 3a? at\ . ‘
DD(y,) = U’z (R’ & + Rf‘) s%nzq‘} cos &.

Anhang 2.

Berechnung der Gleichung (30) in § 6.
‘Wir haben hier:

" =é;,’£(é-:”£ A;x) 42 (sa R _f) sin® &

und wie oben:

3.4 ., 3 .ar?
_D’I/)o—'-éUESIH ﬂ=_§Uf;"
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Gegen die Formeln im Anhang (1) ist hier nur das Glied — UR’;inE

von ¥, in das obige erste Glied von 7y, abgeindert, wihrend Dy,
unverindert Ueblieben ist. "Wir haben daher hier nur noch neu zu be-

rechnen: Yon dem Glied (6% aDw—" _ % 6Dw,,) den Anteil:

dx Cr or oz
1_ 1 (At (A—“’) _-L”i
_ 3aA4'U? [e o ( et ]
¢+ 7 r(d -+ x) r(4d—x) 373 2r
=TT %+ %)
(-1 L
3 3 R5
=-——:i—cut”U”r2 ¢ A—L})-lm d—x 9zt — g1
(— P ) TR

~_Saaper (—m'—rjg+w)
[4 Q1

3 2 t_2A4Ax—A%*}34 14 24Ax— A*—3Ax
=_Z‘”12U2;gﬁ(_97 @ xv+_”_+"l+ . )
Q 01

€1 e® e}

_ 8 o2 77 1 A—A.z: A* Az
— (o T (- AN

Ferner erhalten wir zu dem Glied —%%%Dil’o den Anteil:

27% \p* g3

2A’U(r" r’)
e* e}

3 r?
LA 5 P
sUap

= Saarper (% —2x:x—A’ el+2z:x—A’)
1

3.4 zfz[i 1 _A't2da ,Aj—ﬁ}“?:\_
= a4V 4 9] o® ef

Die beiden Anteile ergeben zusammen :

Sedrprp[3(L — 1) - B e 2,

Dieser Teil entspricht dem Glied - U2 2 _sin?9 cos & in der Schlub-

gleichung von Anhang 1. Wir erha.lten also hier im ganzen:

(80) DDy, = Lall {A;%’[l — L A(A/*;i — 425
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Anhang 3.

Entwicklung der Gl (34) fir kleine Werte von -

Zur Entwicklung von f(z, y, #) nach Potenzen von IZE ist die
Form (34) geeigneter als (34a): Wir haben:

0 =VR* 4+ AT+ 2RAcos#=A}/ 1+ (ii)g-{— 2%0031‘}

=VR*+ A* —2RAcos ¥ = AVI + (g—)ﬂ — 2% cosd.

Daher fiir kloine Werte von B

I
%=%(1 + %cosa +%’,—(§— %cos’ﬂ)
%(—%cos«‘) +% cos31‘)) +
A= o s B(i S0
+—RA—:(+ ; cos-&—%cosgﬂ) +
=21+ S oosd 4 a5 + 4 co’ D)
3

§§=£(1_.ﬁcosﬂ+1€!(d fcosz»ﬁ)

8 1
—}-%(—«%cosﬂ—{—ficossﬂ) 4o

1] 1 ¢ 2
Also (k=55 —3)
3 2 1
=—-%%_Fcosﬁ-+§ 1 —cosﬂﬁ)+(—§+§cosa —{——cos”«?)-f—

)
_—— ;§’+R’ cosq‘}+R(%—%cos 'ﬂ)-*_(_i‘_‘;005‘3'—%00838)—{----

Ferner ist noch:

,,?_ (1,.%30088—{—‘4,( —;+%coszﬂ)+---
£:§(1+%cosﬁ-{—}(g(—%—{-%cosz‘ﬂ)'{““
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Also AT 3B
R® 33_+8_T_
L] A 9 3 9
— %;+3,1‘§, cos«‘)+§(—§+§cos’fﬂ)+ (8—§cosﬂ—%cossﬁ) + .-
' ol _ 6g, 3R '

Rs T'*‘S—g_:

1

A 34! Af 943 9 1 g8
=:R,§._7RTcos8+R( 2+2cosﬁ)+(8+2cosa+icosa‘))+---
Ferner 1st " L

ATA + 207 T

A“(l +2—Rcos B)I

4 R 2 Rs
(1—-—Icosﬁ+‘—c stg — 3 T cos’«‘)...)

mi_ﬁ;)‘:=zz(l+A 1‘)»{—11{{ $9 . )
3,1*‘544:52@’ 3A4(1+7 cow) (1*—00 ’3+24R Sgﬂ—%fjcossﬂ---)
8A4(1—"7R00 1‘7—{— A, " os GARS )
Ebenso:
371%1——%2@ 3A4(1 + 4 [ cos 9 + 1%};2‘ cos® & + —641,1 cos®d .. )

Also wird:

1 e 1 2) —~ ;71,*(& 1et _E)
_A’\A—{—2a:)"(7 aR> 3 A*Ad—2x)*\R~ 3 R® 3
z;;,sj,—i—m( 3cosﬂ+§cos*’1‘})+---
4+z e _l1e 8, F 4 e _let 8, F
34%4 4 22)° (2*—5’?,—3‘*' )+3A’(A 2@8(2 3 R? 3'*'91)
4 cos & .
=—§£§+A‘(12c058—?cos’q‘})ﬁ----

Aus diesen beiden Gleichungen folgt zusammen nach (34):
f(x: y:z) 9aL ° —%91:',,2-{-%(9008«‘}—5(:053@)+-’--]

U?a 3 cos & 9
=a——y’ l:_i%— +m(9 0083—5003’9) + : "]-
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Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten
Bogentrigers.

.Von Dr. Ing. KArL FEDERHOFER in Graz.

I Allgemeines.

Das Problem des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Kreisbogens
wurde hinsichtlich des Sonderfalles einer vollkommenen Einspannung
der beiden Bogenenden bereits mehrfach behandelt.') Abgesehen von
einer kinematisch-statischen Untersuchung von Ramisch beruhen die
ibrigen Arbeiten auf der Anwendung des Satzes vom Kleinstwerte der

. Fig: 1. - Form#nderungsarbeit. Stutz hat hierbei die
von den iibrigen Verfassern gemachte An-
nahme: Symmetrie von Belastung und Anlage
(Fig. 1) fallen gelassen und die Berechnung
fiir beliebigen senkrechten Lastangriff durch-
gefithrt, welche auf die Untersuchung eines
dreifach statisch unbestimmten Systems hinaus-
Liuft. Das Ziel der genannten Arbeiten liegt
in der Ermittlung der statisch unbestimmten
GréBen; auf die Berechnung der Formanderung
und auf die Untersuchung ihres Zusammen-
hanges mit den #uBeren Kriften wird hierbei
nicht eingegangen.

Love hat in seinem Lehrbuche?) die ‘allgemeine Theorie der Bie-
gung und Drillung diinner, von Hause aus krummer Stibe — nach
welcher das vorliegende Problem geldst werden kann — {ibersichtlich
dargestellt, .und in den Anwendungen u. a. auf die Biegung eines unvoll-

1) Dieser Sonderfall enthilt die Berechnung des in der Hochbaupraxis hiu-
fig verwendeten halbringformigen Balkontrigers, mit welcher sich nachstehende
Werke' und Abhandlungen beschiiftigen: Koenen, Deutsche Bauzeitung 1885,
S. 607. Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 3. Aufl,
1904, 8.232. Zschetzsche, Osterr. Wochenschritt f. d. 6ffentl. Baudienst, 1901, S.512.
Pteffer, Usterr. Wochenschrift f. d. offentl, Baudienst, 1904, 8. 801. Ramisch,
Zeitschrift d. osterr. Ing. u. Arch. Vereins 1904, S. 635. Stutz, Zeitschrift d. dster.
Ing. u. Arch. Verreins 1904, S.682. Kannenberg, Zschetzsche, Osterr. Wochen-
schrift f. d. 6ffent]l. Baudienst, 1912, Heft 7.

2) A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitit, deutsch von A. Timpe, Leipzig
und Berlin 1907. '
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stiindigen Kreisringes auns seiner Ebene heraus hingewiesen, ohne diesen
praktisech wichtigen Sonderfall eingehender zu behandeln. Die vorlie-
gende Arbeit beschiiftigh sich nun mit der Lésung des oben umschrie-
benen Problems unter Zugrundelegung der eben erwihnten Theorie.
Wir setzen geringe Form- Fig. 2.

inderung voraus, so daB fiir die
Aufstellung der Gleichungen des
Gleichgewichtes ein Bogenelement
mitdenangreifenden Kréiften imur-
spriinglichen Zustande betrachtet
werden kann. Die &uBeren Kriifte
mbgen in Punkten der Bogen-
achse angreifen; die Schwerpunkte
der als konstant vorausgesetzten
Querschnitte sollen auf ~ einem

Kreise vom Halbmesser » liegen.
Es bezeichne (Fig. 2):

¢ den Winkel, den der zum Schwerpunkt P eines beliebigen Quer-
schnitts gezogene Halbmesser mit einer festen Halbmesserrichtung OF
emschlieft, '

Y die auf die Lingeneinheit des Kreisbogens, senkrecht zu seiner

Ebene wirkende duBlere Kraft, die beliebig veriinderlich sein kann.

Wird nun ans dem Bogen ein Element vom Zentriwinkel dgp = d;

heransgeschnitten, so konnen die an den beiden Schnittfiichen wirken-
den, das Gleichgewicht mit der am Elemente angreifenden duberen Kraft
herstellenden Spannungen in statischer Beziehung ersetzt werden:

durch die im Schwerpunkte -angreifenden Krifte N, N', 7 bzw.
N+ dN, N +dN, T+ 4T, sowie durch die Biegungsmomente G,
&, baw. G + dG, G'+ d G und endlich durch das Drillungsmoment H,
bzw, H + dH; diese Groflen mogen in dem in Fig. 2 eingetragenen
Sinne wirken. '

Das Gleichgewicht dieses riumlichen Kraftsystems bedingt folgende
Gleichungen:

iN | T d
as Ty o0 gyt N=0
arT N dG H ,
Q) s 7% gy b N=0
dN’ dIl G
A P Y=0 - =0
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Nun gelten fiir die Biegungsmomente G und G, und fiir das Drillungs.
moment H folgende Beziehungen:

G =Adx
@) &= B(x— )
- H = Cr,

worin % und x die Komponenten der Kriimmung der deformierten
Bogenachse in hezug auf die Biegungshauptachsen und 7 den Drall der
Bogenachse an der gleichen Stelle bedeuten. A und B bezeichnen die
Biegungssteifigkeit fiir die genannten Hauptachsen, C die Drillungs-
steifigkeit.

Die Gleichungen (1) und (2) bestimmen zusammen den Forminde-
rungs- und Spannungszustand des Kreisbogens fiir die angenominene
Belastung. Ersterer ist mit der Kenntnis von x,x und z gegeben; es
empfiehlt sich jedoch, ihn durch die Verschiehungskomponenten eines
Bogenelementes nach drei zueinander senkrechten Richtungen zu kenn-
zeichnen, wobei bekanntlich vorteilhaft die drei, in Fig. 2 eingetragenen
Richtungen (Kreistangente und -Normale, sowie Belastungsrichtung)
gewiihlt werden. Bezeichnet dann «# die radiale, zum Kreismittelpunkt
gerichtete positive Verschiebung, v die in der Kraftrichtung ¥ positive
Verschiebung und w die in der Kreistangente im Sinne des wachsen-
den Winkels ¢ positive Verschiebung eines Bogenelementes an der
Stelle @, bedeutet schlieBlich 8 den kleinen Winkel, den jene Haupt-
ebene, die der Kreisebene nach der Deformation an der Stelle ¢ ent-
spricht, mit der Kreisebene einschlieBt, so sind %, " und = in den ge-
nannten kleinen Werten durch nachstehende Gleichungen ausgedriickt!):

_ 8 d*v
= T sy
, 1 d*u  "u
(3) W=+ ga T
g . 1dv
T s T v as

Hierbel ist vorausgesetzt, dal eine der Hauptachsen des durch
einen Punkt der unverzerrten Bogenachse gelegten Querschnittes zu-
sammenfillt mit der Normalen des Kreisbogens in jenem Punkte. Fir
das Bogenelement ds ist bei Vernachlissigung der geringen Dehnung
der Bogenachse rdgp zn setzen.

1) Hineichtlich der Abteilung der Formelgruppen (1)—(8) verweise ich suf
Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizitat, 8. 456, 457 u. 513.
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Die Betrachtung der Gleichungen (1) und (3) lehrt, daB bei Vor-
aussetzung geringer Forminderung die Spannungs- und Forminderungs-
zustinde in der Kreisebene und in Ebenen senkrecht zu ihr vonein-
ander unabhingig sind und daB demgemiB bei Vorhandensein nur lot-
rechter BuBerer Krifte diese Formeln nor zur Kenntnis der Verschie-
bungen v, also der Biegung des Bogens aus seiner Ilbene heraus fiihren,
wihrend die notwendigerweise eintretende Forminderung in der Kbene
des Kreisbogens bei diesem (rade der Niherung unberiicksichtigt bleibt.)

Hiernach werden fiir die weitere Untersuchung von den Gleichungs-
gruppen (1) und (2) nur folgende Gleichungen beibehalten:

{4 W y=o.
- adH G
(O) TS‘——T=O'
ad H ’
®) & L I _N—o.
@ G = Ax.
®) H=Cx.

Wir wollen nun jene Differentialgleichung fiir die Verschiebungs-
komponente v aufstellen, welche ihren direkten Zusammenhang mit der
HuBeren Kraft Y angibt.

Zunichst liefert die einmalige Ableitung der Gleichung (6) nach s
unter gleichzeitiger Bedachtnahme auf (5) und (4):

d: @ 1
& tp G+ Y=0,

wofiir wegen:

ds=rdyp,
auch:
a*G
9 =— Y
o) re+¢6 v
gesetzt werden kann,
Weil nach (3):
dl
g = 7‘; + %,

so ergibt sich fiir den Drall:

1 d» dsv dx
t=ra Tt a)
und daraus wegen:
dx 1 dG

nd =4

I

Qi

T

=]

1) Die Werte % und w sind klein von der Ordnung v” (siehe Love, 8. 517)-
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die Beziehung:
H 1dv atv

L raG
¢ rds . r'ass"' A ds

Hieraus folgt unter Berticksichtigung .von (D) zunichst:

a*v div - r? r? aG
(10) [P + 2 6G_A : dep?
oder in Verbindung mit Gleichung (9) fir das Biegungsmoment G:
AC 11 jd*w a*y rY
(11) G=r g ol (Gt ag) — 5

Wird dieser Wert in (10) eingesetzt, so erhilt man die gesuchte Be-
ziehung zwischen v und der duBeren Kraft Y. Sie lautet?)

AL dzv_ 4 1davy 1 )
(12) dc‘*‘ 4+dlp2—““<;1'd—q)2—r'—y'

Da sich nun simtliche iibrigen GroBen durch die Verschiebung o
und deren Ableitungen nach ¢ ausdriicken lassen, so ist mit der Inte
gration der Differentialgleichung (12) unsere Aufgabe als geldst zu be-
trachten. Zunichst seien noch die Werte g, H, N’ — ausgedriickt

durch » — berechnet.
Es war: B d?v

r o ds‘+”’

woraus unter Bedachtnahme auf (7) und (11) fir g die Beziehung folgt:
(13)  p=-— A+C)Y+ r(A+C [C *+(A+2C) ]

Das Biegungsmoment G ist bereits in Gleichung (11) durch v ausge-
driickt. Die Schubkraft N' betriigt nach (6):

aG H
Y A
N rdo + r?

welcher Ausdruck mit Benutzung der bereits crhaltenen Beziehungen
leicht umgeformt wird in:

. C /d*v
(1‘&) 7 -N'_?( ¢P5+2

C'rdY
*%) Adg’

1) Wird der Kreisbogen in seiner Ebene durch Krifte gebogen, deren Kom-
ponenten fiir die Lingeneinheit in Richtung des Radius und der Tangente durch
X, Z gegeben sind, so geniligt die tangentiale Verschiebung w der Gleichung:

dsw diw | d*w  r3dX

dgh %4+d'¢§=§(%—z)a
(Love, S.515; Federhofer, Zeitschrift f. Arch. u. Ing.-Wesen 1910, S. 466,
hieraus folgt das interessante Ergebnis, daB die Gleichungen fiir w und o in ihrer
homogenen Form vollkommen iibereinstimmen.
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SchlieBlich erhilt man gemif:

H=Ct

fiir das Drehmoment H die Gleichung:
dasv C diy C C - ,dY
0)_H— &¢+d¢+A+c@w+d¢ﬂ_EA+cﬂd¢

IL. Belastung durch Einzellasten.

Wird der Bogen lediglich durch Einzelkriifte belastet, die senkrecht
zur Bogenebene wirken, so verschwindet der Wert ¥ samt seinen Ab-
leitungen nach g, so daB sich die Grundgleichung (12) vereinfacht zu

(16) 0+2 *+d,=0.

Fir die Momente G und H die Schubkraft N’ und den kael B
gelten dann die Werte:

AC  rdtw dv
G=r'(A+(‘>(qu*+d¢=)’

[(dtp”+ d(p) +A+0(drp‘ + g; )]
N'= C (dgcs + 277 + dtp)

b= i o [Cd L+ (4420055

Das allgemeine Integral der Grundgleichung, einer linearen homo-
genen Differentialgleichung: 6. Ordnung, lautet:

(18) v=0C, + Cyp + Cycosp + C,sing + Cyp cosq; + C,psing,
worin Cj, Cy, ... C; sechs aus der Natur der Aufgabe (gewGhnlich aus
gewissen Auflagerungsbedmouncen) zu ermittelnde Integrationskon-
stante sind.

Der Vollstiindigkeit wegen seien die sechs Ableltungen von v nach
@ angefuhrt

f=C,+\ Cs — Cy) sin (p‘—*—v( .05 + CQ_coqu — Cypsing + Cypcosp,

amn

dg

j ’ (20— C,) cosp — (20, + C) sin g — Cypcosgp — Cyp sin @,
dﬂ —(3C,— O sing — (3G, + € cosp + Cspsing — Cy cosy,
j (40, — O))cosg + (4C; + C)sing + C;pcosp + Cypsing,
jq} (5Cs— Cp)sin g + (5G; + C,) cosgp — Cypsing + Cspeosy,
= (BCi— G cosp — (6, + O)sing — G,p cosp — Gy psing.
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46 Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogentrigers.

Gesetzt, es gelte fiir die Senkung der Elemente des Bogenteiles
A — B (Fig. 3), innerhalb dessen keine #uflere Kraft angreift, die Glei-
chung:

v, =C, + Cyp + Cyeosp + C,sinp 4+ Cypcosp + Cypsing,

Fig. 3. so wird, wenn in B eine HuBere

Kraft I, hinzutritt, die Senkung

v, der Elemente des Bogenteiles

BC offenbar gemiB (16) durch:
' vy = v, + AV

gegeben sein, worin die Funk-
tion o2v genau die allgemeine
Form von v mit sechs will-
kiirlichen Konstanten aufweisen
muB. Wir setzen demnach bel
deren Ermittlung:

(19) dv=a,+a,9 + ascosp + a,sing + a;p cosp + a; @ sing.
Die Konstanten a erhilt man aus der Erwiigung, daB an der ge-

meinsamen Stelle @ = « beider Bogenteile die Werte G, H, v, § und

dv

e dem Vorzeichen und der GrioBe nach iibereinstimmen miissen und

daB dort lediglich die Schubkraft N’ eine Unstetigkeit besitzt, indem
sie sich sprungweise um — P &ndert, so daf dort die Beziehung gilt:
Ny—N,=—P.

Diese Bedingungen sind dunrch nachstehende Gleichungen ausge-
driickt:

0=a, +ag¢ + agcosat-a.8in a+a, « cose + gza sine,

0= ay —agsine+4-a,cose-ta; (cose—asine)+dg(ecose+ sine),
0= — agcose —a,8in e —a; (¢ cosa+ 2sin ) + ¢ (2cosa — wsin a),
0= + agcose 4 a,8in e+ a; (ecosa+ 4sin )+ (sine—4 acosa),
0= aysin ¢ —a, cose—ta, cose — ta, sine.
P, rt
— = a,.
¢
C ) 4 14 3n
Hierin ist der Abkiirzung wegen: T =™ ifn =1t geselzt wor

den (¢ ist hiernach stets > 1).
Obiges Gleichungssystem gibt aufgeldst:
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a, cosc .
[=S — 0 COB
a3 A= cosa(t Sin & )s
: a, sine . ¢
= — cos o
% +(1—t) cosu(amna_{_ )s
ag COBW
=" 14>
a, sine
aﬁ = 1—3 ?

womit sich die Funktion Av nach einiger Umformung darstellen 1iBt
durch:

(20) — v - -

P = (@ — ) — 7 [sin(e — ) — (e —g)cos(z—g)].
Ist also die Senkung #, im ersten Bogenteile bekannt, so kennt
man aunch jene in einem beliebigen #** Bogenfelde. Sie berechnet

sich aus:
=v, -+ > Adv,

worin 4Jv jeweils aus Gleichung (20) zu entnehmen ist und sich die
Summe tiber simtliche, zwischen dem ersten und »*" Bogenfelde wir-
kenden Krifte erstreckt. Aus den Gleichungen (17) erhilt man dann
unmittelbar auch die Werte von G, H, N’ und 8 fiir jedes einzelne
Feld, und zwar im ersten Felde:

¢, — ;,(%‘44‘_’—0) (C, sing — Gy cos ),
H, = ,TC: [C, -;2_:—1 (Cysing + Gy cosq;):\,
1) 4N e,
B, = 7 [— Cscosp — O, sing + C;(tcosp — cosp — @ sing)

+ Ci(sing — peosp — tsiu(p)];
im nts Felde:
2AC
G = ;54 1 0y Cooing — Cicosp— C(l ca—p> Dasin(e— w)],
c
. | I= F[(Og —ﬁZP1) + i (O’ sing 4 C; coqu)
22) + (,(1 ZP . €08 (&, — ],
‘N;l:% 02 - EPU .

ﬂ Bi— ¢ EP [sin(e, — @) — (¢, — @) cos (e, — @)].

Im folgenden kommt es daher lediglich noch auf die Bestimmung
der sechs Inmtegrationskonstanten C, ...y an.
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IILI. Der halbringférmige Balkontriger.

Wird der nach einem Kreisbogen geformte Triger an seinen Enden
vollkommen eingespannt und senkrecht zur Kreisebene belastet, so ent-
steht der Balkontriiger mit beliebigem Offnungswinkel.

Wir wollen nun die unter 1I entwickelte Theorie beim halbkreis-
formigen Balkontriger (welcher Form man in der Regel begegnet), an-
wenden. .

Da die beiden Bogenenden vollkommen eingespannt sind, so miissen
dort die Werte v, %} und 8 verschwinden; der mathematische Ausdruck
fiir diese Bedingungen liefert sechs Gleichungen,-welche die Berechnung
der sechs unbekannten Konstanten C, . .. C; ermdglichen. Die genannten
Bedingungen sind, wenn der Winkel ¢ von dem die Einspannstellen
verbindenden Durchmesser an gezihlt wird, ausgedriickt durch: ’

0=C+G;

0=0+ C,+ C

0=—0C,+(—1)C

A=C, + O — C;— Csn

B=0C—C,—C,—Cym |

C=C+ CGa -0 — 1,
wobei U, B, €& nachstehende, von der Grofe und dem Orte der Be-
lastung abhiingige Werte besitzen:

%=Za2[¢x—-z+1it

B = Za, [—1 +ﬁ{—(l—t}cosa%—(a—x)sinu}]

{—tsine + (a—m)cos_cx}]

€ =21—i’7 [sine — (e — =) cos ].

In die Summe sind sémtliche, auf den Triger wirkenden HuBeren
Krifte einzubeziehen. '
Die Auflésung obigen Gleichungssystems liefert:
. 2x T, ‘ :
Cﬁ=;,f+f4—(—1_—t) a, [fx —% +sine 4 72' COS ot — Q'(ln__ 9 (¢ —m) sma:l
C=—C=(1t—1)C

(23) C;:ﬁi—t) [; (¢ — =) + (tx —%) sing — (1 —¢) (1 + cos tx):[

C,= Xay[sine — (¢ — ) cos ]
Ci=— (G + G).
*GemiB (18, 21 w. 22) sind hiermit sowohl Biegungs- und Dreb-
moment, als auch die Form#nderungsgrofien § und v bestimmt.

1
z(l—1
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1. Besteht die Belastung lediglich aus einer, im Bogenscheitel wir-

kenden Last P, so vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die Konstanten in:
Cs=+ﬁi C=— Cs=%’—=—02; Cszri’tﬁr

und man erhilt hiermit als allgemeinen Wert fiir das Biegungsmoment:

sin g cos
G = Pr ( —— —2—)
und fiir das Drehmoment:

_ .. (co8 @ sinq)_l
- Pr(” + 2 2)’

wobeil: ; > @ > 0; aus Symmetriegriinden kann die Ermittlung der For-

meln im Teile = > ¢ > ; entfallen.

Die Senkung des Bogenscheitels betrigt:
Pre x - 0.2335  0.0189
T TRy {(”_1)+t”(f—1)} =PTE(*A~+’ C )
2. Herrseht hinsichtlich der Belastungsanordnung Symmelrie um die
Halbkreishalbierende (vgl. Fig. 1), so vereinfachen sich die in (23) ver-
einigten Ergehnisse fiir die Konstanten C in:
Co= X%

2 .
‘115 c—Oﬂtﬁ; Cy=—Zay; Cy= (1 —1t) Zay(cosp + f sinf)

Cy=— Q1'=‘(t—1)os;

wabei: § = ; — .

Besteht z. B. die Belastung nur aus zwei symmetrisch gelegenen,
gleichen. Lasten P, so liefern die Gleichungen (21) und (22) fiir das
Biegungsmoment im ersten Felde, wo a> ¢ > 0:

G, = Pr[%(cosﬂ + B sin ) sin g — cos 3 cos (p], )
fiir das Biegungsmoment im zweiten Felde, wo # — ¢« > ¢ > a:
Gy= Pr [%(cosﬂ + B sinf) — sinﬁ] sin @.
Fiir die Drehungsmomente gilt:
n=— Pr[— 14 cosfsing + % cosp (cos B + sinﬂ)]
Hy= —Pr[% (cos B + B sin g) — sinﬁ] Cos @ .

Eine Probe fiir die Richtigkeit der Rechnung besteht darin, da man
die Schubkraft an den Stellen ¢ = 0 und g = = berechnet; sie betrigt

dort offenbar: N, = 4 P; N, = — P; die Beziehungen (21) und (22):
N,=52C—=+P uwd N;=N,—2P=—P
bestitigen die Richtigkeit der Rechnung. )

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 62 Baod. 1913. Heft 1. 4
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Die Formeln fiir die ForminderungsgréBen » und 8 (GL 18 u. 21)
erfahren in allgemeiner Form keine wesentliche Vereinfachung, wenn
die vorhin bestimmten Komnstanten eingefiihrt werden; diese GriBen
werden daher fiir einen gegebenen Fall unmittelbar aus (18) und (21)
bestimmt. Erwihnt sei, daB die im Abschnitte 2. und 1. gewonnenen
Ergebnisse iibereinstimmen, falls § = 0 ist und der Wert 2P in den
Formeln von 2. durch P ersetzt wird.

3. Besonders einfach gestaltet sich die Untersuchung fiir den halb-
kreisformigen Balkontriiger, wenn er eine gleichmiiflig verteilte Vollast p
(fiir die Langeneinheit der Stabachse) trigt.

Dann lautet die Grundgleichung (12) fiir die Senkung eines Bogen-

elementes:
i“v diy

dv prt
i tag Tagp T=""¢ ="

c

und ihr allgemeines Integral: _

v=C+ Cop +v5’;+ Cycosp + Cysing + C;p cos @ + C, ¢ sing.
Es rechnet sich:

% =G+ vo+(C;— Cy)sing + (G + C,) cosp — Cyp sing + Cyp cosp
und aus (13) der Winkel f§:
r"—;t;l g=w (n—_:l)—’ +[20C;— (n + 1)C;] cosp —
—[2nC;+ (»n + 1)C] sing — (n + 1) Cyp cosp — (n + 1) Cyp sing.
Hierin ist wieder das Verhiiltnis 4 : C = n gesetzt.

Messen wir den Winkel ¢ von der Halbkreissymmetralen aus, so
lauten die Bedingungen der festen Kinspannung an den Trigerenden:

d
,,:o,%::o; f=0 fir p—*7,
wonach folgende Gleichungen bestehen miissen:

- -6+

0=0=;+04
0=02—‘2”*05
_%”=CG_CS
+v(n;j-1)=%06

0=2nC, + (n + 1)C,.
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Die Lgsung ergibt:
C,=0C,=C,=0;
o= 2 (n 4 1);
C’s—f (1+ 4 n+1)
Ol———(l L) n—{—l)
Damit erhélt man gem#dB (11) fiir das Biegungsmoment an der
elle 9 G=— pr2(1 — % cos (p)
urd nach (15) fiir das Drehmoment an der gleichen Stelle:

H=—pr? ((p—é—sinqn).

Fir ¢ =0 ist:
vy = C; -+ G,

so daB sich die Trigermitte um das MaB:
t w4 (=m A+ C 0,0263 0,3634
nm T ) AT T e [ o
genkt.

4. Denkt man sich, daB eine Einzellast P =1 iiber den Triger
wandert. und triigt die an den Einspannstellen aufiretenden Biegungs-
und Drehmomente am Orte der Lastwirkung auf, so erhilt man die
EinfluBlinien fiir diese GréBen. Um ihren Verlauf zu veranschaulichen,
werde der Berechnung ein aus einem I-Profil Nr. 20 gebildeter Balkon-
triger zugrunde gelegt.

Hierfiir ist!):

I, = 2402 cm?*
L= 178 cm*
daher: I = 2580 cm*.
Die Querschnittsfliche betrigt: F = 37,12 cm®
Man erhiilt gemiB (26) fir die Konstante » — 104 = = Ip = 339,464.
Nach den Gleichungen (21) und (22) ist das Blegungsmoment:

in A: (8 =—% C,
in B: 65 =+ 500 (G- 92),

1) Mit den Bezeichnungen auf Seite 62.
4.
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ferner das Drehmoment:

: . Ce, 2 4A(

in A: HY = e e C,

- c 24C L CoRw
in B: Hy— r? (Cy+ay) + ri(4A +C) (05 glc_ost)_

Hiernach wurde mit Benutzung der in (23) gemachten Ansrech-
nungen folgende Tabelle berechnet, in der die Werte des Biegungs-
und Drehmomentes an den Einspanostellen A und B filr verschiedene
Lastlagen angegeben sind. Xrwiibnt sei, daB zur Probe sein muB:

G+ G} = — Prsine
HY+ HY — % [2C, 4+ a1 4 cosa)].

o G Gp | m HE

0° 0 | 0 ‘ 0 0
30 045915 004085 | 0,08582 0,01 884
60 0,63390 023213 | 0,18567 0,09640
90 0,5 05 . 0,18170 0,18170
120 0,23213 083390 | 0,09640 0,18567
150 0,04085 045915 0,01 884 0,08582

180 0 0 ‘ 0 0
. — Pr | -— Pr i -4 Pr -— Pr

Der Verlauf der Einfluflinien fiir die Einspannmomente ist aus
den Fig. 4 u. 5 zu entnehmen. Die EinfluBlinie fiir G7 bzw. HZ ist das
Spiegelbild jener von G bzw. H? in bezug auf die Symmetrale OC.

Fig. 4.

-

Fig. b

GO

Fir die Darstellung der Kurve der Biegungs- und Drehmomente
bei bestimmter Stellung der Kinzellast wurde ¢ = 60° apgenommen.

Dann ist im ersten Felde, wo also %> ¢ > 0:
G, = Pr[0,60899 sin @ — 0,6339 cos ¢]
H, = Pr[0,79466 — (0,60899 cos p + 0,6339 sin ¢}],
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wihrend im zweiten Felde, wo « > ¢ > ;:
Gy= Pr[0,10899 singp + 0,23213 cos ¢
H,= Pr[— 0,20534 — (0,10899 cos ¢ — 0,23213 sin ¢)].

In der folgenden Tabelle sind einige Werte dieser Momente vereinigt.

¢° G : Pr Gy: Pr H : Pr H,: Pr
0 — 0,6339 + 0,1857
20 — 03874 + 0,0056
40 — 0,0941 — 0,0902
60 + 0,2105 — 0,0588
80 40,1476 10,0043
100 + 0,0670 + 0,0422
120 — 0,0217 + 0,0502
140 — 0,1078 + 0,0274
160 —0,1911 ' . —0,0253
180 —0,2321 — 0,0964
Das Biegungsmoment wird im ersten Felde gleich Null, wenn:
9@, = %1
woraus sich berechnet: @p — 460 9?

Es erreicht einen extremen Wert, wenn: C,cosg - C sing =0,
oder: tgp, — — —g,—s, womit G = -}- 0,879 Pr.
A .

Die Richtungen ¢, und g, stehen sonach aufeinander senkrecht.
Im zweiten Felde ist der Momentennullpunkt bestimmt durch:

@, sin o
c. %
t — i 1—t Cs
9= “mycosee . Cpl
G- 1%

woraus folgt: = — g, ==64°51".
Bedingung fiir einen extremen Wert ist:
C{cosp, — Cgsing,= 0,
woraus folgt: c
tg Py = a?, und @, = + 0,2584 Pr.
8
Die Richtungen @, und ¢, stehen demnach auch aufeinander senkrecht.
Die Beziehung: _ a4
=4 -
zeigt, daB das Drehmoment an den Nullstellen des Biegungsmomentes extreme
Werte besitzt, und zwar fiir
@ —4609, H,=— — 10,0844 Pr
n—q=164°51", H,= 40,0511 Pr.

G

und
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Fig. 6.
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Zur Komstruktion der Momentenlinien soll folgendes bemerkt wer-
den: Besteht die Belastung aus einer Hinzellast, deren Angriffspunkt
am Balkontriger durch den Winkel @ — & festgelegt ist, so sind im
ersten Bogenfelde die Momente allgemein gemiill (21) darstellbar durch:

G, = Pr(0;sin p — d;cos p)
H, = Pr[— 8, — (&5 cos ¢ + d; sin )]
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und im zweiten Felde durch:

Gy= Pr(d;sinp — &, cos )

Hy= Pr[— (L +8,) — (8 cos  + 8 sin @],
1—1t 1—1 g! .

§.=-""'0C. ¢ =1"1
5 a, 5 Us a gy

wobei:
C; 0y =
0, =0, —cose; 0, —d,—sine.

Wir tragen die positiven (negativen) Momente radial nach innen
(auBen) auf.

Dann driicken obige Gleichungen offenbar folgendes aus: Wird
der zur Darstellung des Balkontrigers verwendete Kreis vom Halb-
messer 7 verschoben, und zwar in Richtung ¢ =0 um &(d,), in der
hierzu senkrechten Richtung um 0;(d,), zerlegt man hierauf die Be-
wegung jedes Punktes des Kreises in eine radiale und tangentiale Kom-
ponente und vervielfiltigt jede mit Pr, so ergibt erstere das Biegungs-
moment G, letztere nach Hinzufiigung des Wertes d,, (1 + d;), das Dreh-
moment. (Die in Klammern gemachten Angaben beziehen sich auf das
zweite Feld, wo 27> ¢ > «). Die EinfluBlinien fiir das Biegungs- und
Drehmoment bei der Laststellung o — 60° sind in Fig. 6 dargestellt,
worin auch die eben beschriebene Konstruktion angedeutet ist.

IV. Kreisring konstanten Querschnittes.

Ein Kreisring konstanten Querschnittes wird bei 4 (Fig. 7) durch-
geschnitten und zu beiden Sciten der Schnittstelle von zwel entgegen-
gesetzt gleichen, zur Ringebene senkrechten Kriften P beansprucht; um
wieviel verschiebt sich hierbei
ein beliebiges Bogenelement aus
der Ringebene?

Offenbar gilt fiir ¢ = O:

G=0,H=0, N'=P.

Damit erhilt man aus den
Gl (21):
Pre

G—05 G =17

1 A+ C
Co="e C=% 45 - PP,
80 daB allgemein an der Stelle P: g .

. . 24 . :
ein Biegungsmoment G = ;,(—A?O@ C, sin p = Pr sin g,

Fig. 1.

2 —
und ein Drehmoment H = % [02 — ;j:—l G cos m] = Pr(1—cos ¢)
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b6 Berechnung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Bogentrigers
wirkt, was auch unmittelbar der Fig. T entnommen werden kann, D)

J
bei der angegebenen Belastung an der Stelle B (wo ¢ = x)
dv .
v=0, d‘p=0 und =10 1st,'

s0 erhilt man aus (18) bzw. (21) die drei weiteren Bedingungsgleichungen

C+Cr—C—Cra=0
C,—(C‘+O'5)=O
Cs + Cym =0,

C,=—=a0C,; C, = :”0 C, = — nC, ist.

Nun erh%ilt man aus (18) die gesuchte Verschiebung v; sie betrigt
C—4 .
[((p—-n’) (1 + = coscp) + i smqn:l.

wonach:

Der Ring 6ffnet sich daher bei A um den Betrag:
A+ C Prd 34
2p, = a1+ +)_n4(1+7).

A
Ist der Ringquerschnitt ein Kreis, so ergibt sich wegen:
% = GEip m;}n—l ) (wo m die Ziffer der Querkontraktion),
1
2”""”'@7 (1+3%_)_2)

Die Verschiebung im Ringviertel (q) = g) betrigt, absolut genommen
Pr® A
=5y [(L+m)5—1]

Bei kreisrundem Querschnitte liefert diese Formel

1+4m
Yz = 2EI [(1 ) 1:['
Wird m = % gesetzt, so ist demmach:
= 7,683 El
!

V. Der beliebig gestiitzte Kreishogen.

Die folgende allgemeine Untersuchung bezieht sich auf die Berech-
nung des senkrecht zu seiner Ebene belasteten Kreisbogens, der auf

beliebig vielen Stiitzen aufruht.

1) Man vgl. die Ausfihrungen auf S. 62.
2) Ubereinstimmend mit Miiller-Breslau: Neuere Methoden der Festigkeite-

lelre.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Karr Feperaorer. hT

Hierbei ist zunichst zu beachten, daB fiir die senkrecht zur Kreis-
ebene gemessene Kinsenkung v gemiB Gl (12) ein allgemeines Integral
mit sechs gewissen Konstanten besteht, und daB dasselbe solange un-
verindert gilt, als die elastischen GroBen (Schubkraft, Biegungs- und
Drehmoment) keine plotzlichen Anderungen erfahren, wie sie etwa durch
Hinzutreten einer #iuBeren Kraft von endlicher GriBe oder durch eine
Stiitzenwirkung hervorgebracht werden kinnen.

Die Stiitzpunkte und Angriffspunkte duBerer Kriifte stellen sonach
fiir die genannten elastischen Werte Unstetigkeitsstellen vor, und es ist
klar, daB im allgemeinen die Forminderung jedes zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Unstetigkeitsstellen liegenden Bogenteiles (eines Fel-
deg) durch ein Integral v mit sechs Konstanten gegeben ist, so da —
wenn g die Anzahl der Felder — 64 Konstante zu ermitteln sind.
Wir werden zeigen, daB stets die hierzu erforderliche Anzahl von Be-
dingungsgleichungen vorhanden ist.

Betrachten wir die k' Stiitze, so ist das Gleichgewicht der Krifte,
die an dem dort befindlichen Bogenelemente angreifen, ausgedriickt durch:

Nk,l - l\rk-m + Pk =0
(23) Gt — Gigg + 9 =0
I{k,x - Hk-:,s + hk = 07

wobei die Indices 1 und 2 den Ursprung, bzw. das Ende eines Feldes
kennzeichnen, wihrend P;, g, #,, die lotrechte Stitzenkraft, das Bie-
gungs- und Drehmoment an der A% Stiitze darstellen. Diese Glei-
chungen gelten fiir jede Unstetigkeitsstelle; ist diese der Angriffspunkt
einer iufleren Kraft P,, dann ist g, und A, gleich Null zu setzen?);
handelt es sich hingegen um eine Stiitze, so stellen P, g, h die allge-
mein von der Elastizitiit der Stiitze abhingigen Stiitzenreaktionen vor,
die als lineare Funktionen der Forminderung des entsprechenden Bogen-
elementes angenommen werden konnen.

Die Bedingung, dab die ¢ Felder zusammen ein Ganzes bilden,
liefert an jeder Unstetigkeitsstelle die drei Gleichungen:

Y1 — V1,3 = 0

= (), (),
ﬂk,l - 131:—1,2 =0.

Hiermit sind, ohne daB neue Unbekannte in die Untersuchung einge-
fiihrt wurden, sechs lineare Gleichungen aufgestellt, die fiir jede Un-

1) Dieser Fall wurde im Abschnitte II ausfiihrlich behandelt.
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15%:] Berechnung des senkrechf zu seiner Ebene belasteten Bogentriigers.

stetigkeitsstelle gelten; bei ¢ Feldern stehen demnach 6 g Gleichungen
zur Berechnung von ebensovielen Unbekannten zur Verfiigung.

Bei Weiterfiihrung der Betrachtung werde angenommen, daB die
Stiitze unelastisch sei und keine Verschiebung erleide. Dann sind die
beiden Fille freier Auflagerung und vollkommener Einspannung des
Kreisbogens an der Stiitze zu unterscheiden.

a) Bei freier Auflagerung gilt offenbar:

U1 = Vi_1,2 = 03 Ney— Nega + Py =0;
dvk dvk_1

(i)~ (im0 G Gis=0;

ﬂk,1_ﬂk_1,a=0; H;:,1_ITI¢_1,2 =05

Hierin ist P, der unbekannte, von der Formiinderung unabhingige Auf-
lagerdruck; es entstehen also anstatt sechs Unbekannter deren sieben,
dafiir hat sich auch die Zahl der Gleichungen auf sieben erhdht.

b) Im Falle vollkommener Einspannung ist zu setzen:

Vet = Uk_y,2 = 05 Nk,1 - 'ZVI:—I,Z + P, = 0;

dvk dvk_:l
(791_>1 = (W)53 = 0; Gii— Gr1p 1+ 9 = 0; -
ﬁk,1 = ﬂkd,s = 0; Hl;,l - 111:-1,2 + k= 0.

Bei dieser Lagerung entstehen an der Stiitze drei von der Form-
iinderung unabhingige Stiitzenwiderstiinde, nimlich eine Auflagerkraft
Fig. 8. und zwei Momente, so daB also zu-
sammen neun Unbekannte zu bestimmen
sind; ebensoviele Bedingungsgleichungen
haben wir aber auch aufgestellt. Bei An-
wendung dieser Theorie in praktischen
Fillen wird die Konstantenbestimmung
mit Riicksicht auf die stets vorhandene
Symmetrie in der Verteilung der Be-
lastung und der Stiitzpunkte eine erheb-
liche Vereinfachung erfahren.
Beispiel: Einigem Interesse diirfte z. B.

die Berechnung eines vollen Kreisringes
begegnen, der in einigen Punkten seines
[ BT Umfanges gestiitat ist und eine dariiber
gleichmiBig verteilte, zur Ringebene senkrechte Belastung p triigt (Fig. 8).

Angenommen werde, daB die ¢ Stiitzpunkte gleichweit voneinander
entfernt seien und daB je zwel aufeinanderfolgenden Stiitzpunkten ein

P

3
1

Zentriwinkel 2 o — 2= entspreche, wobei g eine gerade Zahl sei.
q
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Von Karn Fepermorgk, 59

Die Senkung v der Elemente des ersten Feldes 4B betrigt nach
111, (3):
2b) v =0C + C’,q)-{—v +C’ cos g+ C, smcp—}—O' g cos @ + C;p sin g,

worin: pr‘
V= — C

und C; G, ... Gy die sechs Integrationskonstanten bedeuten.

Zu deren Ermittelung dient die Erwigung, daB zufolge der Sym-
metrie der Stiitzung und Belastung um den fiir die Messung des Win-
kels @ gewihlten Fahrstrahl O C folgende Bedingungen erfiillt sein

miissen:

N, = 0; H, = 0; d”t —0 fir p = 0;
vl=0;%v—-0 fir ¢ = .

Als sechste Bedingung konnen wir hinzufiigen, daf das Drehmoment
in der Mitte des zweiten Feldes (H,,) verschwinden muB.

Unter Bedachtnahme auf die Lésung (25) findet man:
u‘—v(p—}—C +(O’ —C)singp—+ (G, + C)cosgp — Cypsing + Cypeos
N =—pro+ 7-

d

H=_Z’r’tp+g )(0 sin g 1 C; cos @),

r’(n+

G=—pr?— 1) (Cs cosp — C; sing).

(n

Die Berechnung des Drehmomentes H im zweiten Felde geschieht
nach der zweiten der Gleichungen (22), da die dort gemachte Annahme:
an der gemeinsamen Stelle zweier aufeinanderfolgender Felder wirke
eine znm Bogen senkrechte Einzellast, hier erfiillt ist. Der Wert P
dieser Einzellast — d. 1. des Stiitzendrucks — folgt sofort aus der
Gleichsetzung der in den Mitten zweier Felder entstehenden Schubkriifte;
(wo p =0 und ¢ =2m).

92__1, 2m+—~—P;

r

daher: Pe— 2pro.
Die drei ersten der vorhin genannten Bedingungen sind nun ausge- |

driickt durch: ce,

G0

CC, 24

T Trmeyn G=0
C, + C, =0,
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60 Berechnung des senkrecht zn seiner Ebene belasteten Bogentriigers.

woraus folgt:

C,=C,=C,=0,

was mit Riicksicht auf die Symmetrie des Forménderungszustandes um
die Achse OC zu erwarten war. Daher vereinfachen sich die dre
iibrigen Bedingungen zu:

0=v2 40+ G coso + Cyosina
O=vm+(06—0,,)sinm+0mcosm

0=—pri2p — C sin 2o + pr?- 2@ 4 Prcosa.

rt (n
Daraus ergibt sich:
n+1 o
C AT 9n sine’
Co=v___+0C (1 + o cos m)
Cl:h”%’-”si:ai cos v — O (cos o+ Smm).

Da die Konstanten ermittelt sind, so ist die Aufgabe allgemein geldst.
Fiur die Zwecke der Anwendung werden die folgenden Angaben von
‘Wert sein.

Da das Biegungsmoment an heliebiger Stelle des ersten Keldes
ausgedriickt war durch:

G=—pri— (n+ )(O cosp — O sin @),
80 liefert die Substitution von Cs und C; nunmehr den Wert:
G=—prt (1 — oo COS (p) B

Demnach wirken an den Auflagerstellen Biegungsmomente vom Betrage:

G,=—pr’ (1 — o cotg ),

1) Der allgemeine Ausdruck fiir das Biegungsmoment im Mittenquerschnitte
des kten Feldes lautet nach (22):

G, =—pri— Prmcos?km—Pr[sin(2k—1)m+ain(2k—3)w+ ..... +-sinal;

2k

die Symmetrie der Anordnung verlangt, daB dieser Wert gleich G, sei, woraus
man wegen:

Pr
e 2 ___
Go=—pr 2sinw
sofort den Summenwert nachstehender Reihe erhilt:
02k —1 in (2% — 3 R _1—cos2km
gin (2% — 1) @ -} 8in (2% — )m—}—....,—{—smm_—gm

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Kaer FrnsrrOFgg. 61

wihrend im Querschnitte C ein solches vom Betrage:
Go =—pr (1 - smw)

l Gw l > I GO l *

@G, stellt tibrigens auch zugleich das absolut griBte Biegungsmoment dar.
Das Drehmoment H im ersten Felde hatten wir berechnet zu:
H=——pr”¢p-{—% (C sin ¢ + C; cos ),
woraus mit Riicksicht auf die Werte der Konstenten C,, C; und C; folgt:

H=—pr ((p —

Hiernach verschwinden die Drehmomente ehenso an den Stiitzen wie
in den Symmetrieebenen. Extreme Werte des Drehmoments sind be-

stimmt durch: dH

Gy — G =0,

herrscht, wobei stets:

T+ (n

8in (p) )

sinw

80 daB sich deren Ort berechnet aus:
sinw
o8 p; = — —.

GemiB (25) senkt sich das Bogenelement an der Stelle ¢ um:
o n+41
9) — "

sin®

vm—{(oo Ii(wcoswcosqo—}—tpsinwsin(p—w)

+ 3:_:"11 sin @ (cos p — cos (p)}}

Hiernach betrigt die Senkung in der Mitte der Felder:
zfi‘{ma_:'k_cf’_@ (ﬁﬁf:i sinﬁ,_nTlem)};

% =90 sin? o
dieser Wert stellt auch die groBte Senkung dar, weil fiir ¢ = O:
d

v atv
Tq;=0 und dq),<0.

1) Der allgemeine Ausdruck fiir das Drehmoment im Mittenquezschuitte des
kten Feldes lautet nach (22):

H =Pr[—w"‘l"+coa(2k—1)m+cos(2k—3\m+ ..... +com:|.

2kw 2 sinew

Da dieser Wert der Symmetrie zufolge verschwinden muB, so erhidlt man sofort
den Summenwert nachstehender Reihe:
) gin 2kw cos

cos(2k— 1w -+cos(@k—3)o4..... +cosm_——é—sm

Abnliche Uberlegungen kénnen auch hinsichtlich der Werte v und § angestellt

werden.
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62 Berechnung d. senkrecht zu s. Ebene belasteten Bogentr. Von K. Feperumores,

In nachstehender Tabelle sind die Sonderwerte der gewonnenen
Ergebnisse angefiihrt, die sich bei Auflagerung des Kreisringes an zwei,
vier und sechs Stellen ergeben.!)

® 4( —G:prt 1 — H:pr® |Go:pr’| Gw:‘pr"'liqa1 }Hmax:prj_—fo:pr‘h
5 L— 5 coso l‘p—i;' sing | 0-5708 “—1-00 49°21° | 02579 OJZ§+ECI1.2
—1' 1 — ZV§GOB¢‘¢~ZV§ sing | 0-1107 F0-214.6250455’ 0+0331 g_o;g_f_o-iocogg
% 1_7.‘300892 !P——%’sinq: 00472 | — 0-0931|17°16’|  0-0095 o;(g)?_s+@gﬂl

Die in diesem Abschnitte entwickelten Formeln ermiglichen u. a.
die Berechnung der Auflagerringe von Hochbehdltern, bei denen das Trag-
gestelle in einzelne Pfeiler aufgelst ist und die Belastung des Behilters
durch den, die Pfeilerkdpfe verbindenden Auflagerring auf die Pfeiler und
Fundamente iibertragen wird.

(Man vgl. hiezu: Handbuch fiir Bisenbetonbau v. Dr. Ing. Emperger,
Band V, ,Fliissigkeitsbehiilter®, 1910, S. 3821F)

Der Vollstiindigkeit wegen seien noch einige Bemerkungen iiber
die Werte 4 und C angefiigt.

Bezeichnet £ den Elastizititskoeffizienten des Bogenmaterials und
1, das Trigheitsmoment des Bogenquerschnittes beziiglich der zur Be-
lastungsrichtung senkrechten Schwerachse, so ist die Biegungsteifigkeit
A gegeben durch: A=EI.

Bezeichnet weiter G den Koeffizienten der Schubelastizitit, der
sich aus der Formel:

G

m

=g D E, (m = Ziffer der Querkontraktion)

ermittelt, und I, das polarc Triighcitsmoment des Querschnittes beziig-
lich der in seinem Schwerpunkte errichteten Senkrechten, dann gilt
beim kreisrunden Querschnitte fiir die Drillungssteifigkeit:

C=G-1,

Saint—Vénantz) hat das Drillungsmoment und die Drillungssteifig-
keit fir eine Reihe anderer Querschnitte berechnet und hierbei gefun-
den, daf sich eine gute N#herungsformel fir die Torsionsfestigkeit eines

1) Der Sonderfall: m=; wurde hinsichtlich der Bestimmung der &uferen

Angriffsmomente behandelt in der ,,Wochenschrift f. den &ff, Bandienst*, 1905, 8. 11.
2) Comptes rendus 1879, Band 88, 8. 143.
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Uber ein Problem d. Wirmoleitung u. d. Anwendung usw. Von M. Mizaxxovizcr. 63

Prismas ergibt, wenn dessen Querschnitt durch eine Ellipse von glei-
chem Inhalte ' und gleichem polaren Triigheitsmomente I, ersetzt wird.
Hiernach ist also fiir beliebigen Querschnitt I, durch I, zu ersetzen,
wobei: ) I s

I, = 1xtl, 401,

Die Konstante » = 7, geht mit Beachtung dieser Werte iiber in:

EI, EI,

Ol b

e 40,

"=G1," 6. F

Fiir Eisen gilt, wegen m — —1%9:

(26) n—=104. 07

S

In seiner beachtenswerten Abhandlung: ,,Das Torsionsproblem und

die Berechnung elastischer Erkertriger“!) warnt Zschetzsche vor der

Anwendung der Formel von Saint-Vénant fiir die mit Ecken begabten

Profile und empfiehlt, fiir.J; in seiner Bedeutung als Trigheitsmoment
zum Torsionsfalle zu setzen:

r__Ip

;==L

%
und erklirt hinsichtlich des Beiwertes % ,daB derselbe bei den in der
Praxis zu berticksichtigenden Torsionsfiillen zwischen 1 und 2 schwanken
dirfte’. Fiir Querschnitte mit wenig verschiedenen Haupttrigheits-
momenten wird fiir » der Wert FKins als zureichend richtig angegeben.

Uber ein Problem der Wirmeleitung und dessen Anwendung
auf die Theorie des solaren Klimas.

Von M. MiLaNkovITCH in Belgrad.

Inhaltsangabe.

In der vorliegenden Abhandlung wird zuerst das folgende Problem
der Wiirmeleitung behandelt:

Eine der beiden Begrenzungsebenen einer unendlich ausgebreiteten
Platte endlicher Dicke wird auf einer konstanten Temperatur gehalten,
wihrend die andere periodischen Temperaturinderungen unterworfen ist,
welche sich als Superposition zweier harmonischer Anderungen von
verschiedener Periode darstellen lassen. Man soll die Temperaturschwan-
kungen im Innern der Platte bestimmen.

1) Vgl. die FuBnote auf S. 40 dieser Arbeit.
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64 {'ber ein Problem der Warmeleitung und dessen Anwendung usw.

Nach Erledigung dieses Problems werden die gewonnenen Ergeb-
nisse auf die Theorie des solaren Klimas angewendet, unter welchem
bekanntlich jenes hypothetische Klima verstanden wird, welches sich
auf der iiberall fest gedachten Erdoberfliche einstellen wiirde, wenn
diese von keiner Atmosphire umgeben wire.

Der zweite Teil der Abhandlung befaft sich mit der Bestimmung
der Temperaturinderungen, welche sich unter den vorher angegebenen
Voraussetzungen auf einer beliebig gewihlten Stelle der Erdoberfliche
einstellen wiirden.

Trabert!) hat eine diesbeziigliche Berechnung angestellt unter der
Annahme, daB die Temperatur der Erdoberfliche das Ergebnis folgen-
der zweier Wirmebewegungen ist: der Wiarmezufuhr durch die Sonnen-
strahlung und der Wirmeabfuhr infolge der Ausstrahlung in den inter-
planetarischen Raum. Die Bedingung, daB sich die Einstrahlung und
die Ausstrahlung das Gleichgewicht halten miissen, ergibt die mittlere
Temperatur des in Betracht gezogenen Zeitraumes.?) Die Bewegung der
Wiirmemengen von der Oberfliche der Erde gegen das Innere und um-
gekehrt als eine Folge der Wirmeleitung hat Trabert bei seinen Be-
rechnungen nicht in Betracht gezogen. Indessen ist der EinfluB der
Wirmeleitung nicht zu vernachlissigen, und es ist leicht zu ersehen, in
welchem Sinne sich dieser geltend machen wird,

Es ist eine bekannte Tatsache, und sie folgt auch aus der Fourier-
schen Theorie der Wirmeleitung, daB die Temperaturschwankungen der
Erdoberfliche in einer ziemlich geringen Tiefe nicht mehr wahrnehm-
bar sind. So kann man nach Trabert?) annehmen, da sie im festen
Lande in einer Tiefe von 10 m verschwindend klein werden. Es braucht
demnach bei der Untersuchung der Bewegung der Wirmemengen in-
folge der Leitung nur die oberste Schichte der Erdkruste mit einer
Dicke von 10 m in Betracht gezogen zu werden. Die untere Fliche
dieser Schichte hat auf einer beliebig gewihlten Stelle der Erde eine
konstante Temperatur, welche sich wenig von der mittleren Jahres-
temperatur der Oberfliiche unterscheidet. Die Temperaturinderungen
der Oberfliche haben einen doppelt oszillatorischen Charakter, indem
sie die Superposition der tiglichen und der jihrlichen Anderungen dar-
gtellen. Im Sommer wird dic mittlere téigliche Temperator der Ober-
fliche hoher sein als die Temperatur, auf welcher die untere Begren-
zungsfliche der betrachteten Schichte konstant gehalten wird, und es

1) Trabert, Das ,eolare* Klima. Meteor. Zeitechr. 1894, S. 425.

2) Siehe auch: Trabert, Lehrbuch der kosmischen Physik, Leipzig 1911,
S. 487.

3) Ebenda S. 502.
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wird sich demnach in dieser Jahreszeit ein WiarmefluB von der Ober-
fliche gegen das Innere der Erde einstellen, was zur Folge haben wird,
dab die Temperatur der Erdoberfliche niedriger sein wird als sie ohne
Beriicksichtigung der Wirmeleitung wire. Das Umgekehrte wird im
Winter eintreten.

Die Wirmeleitung vermindert demnach die Amplitude der Tempe-
raturschwankungen und ihr EinfluB kann unter Umstiinden sehr bedeu-
tend sein. Trabert, der diesen KinfluBl nicht berticksichtigte, gibt z. B.
in der vorher erwihnten Abhandlung die mittleren Temperaturen des
killtesten bzw. des wirmsten Monats am Pole mit —273°C, bzw. 4 82°C
an. Wird die Wirmeleitung beriicksichtigt, so ergeben sich bedeutend
kleinere Temperaturschwankungen und es erwéist sich die Notwendig-
keit, bei der Bestimmung der Temperaturen des solaren Klimas auch
den FinfluB der Warmeleitung in Betracht zn ziehen. Das Endziel
dieser Abhandlung ist die quantitative Bestimmung dieses Einflusses
und der Entwurf einer Theorie des solaren Klimas, welche diesen EinfluB
berticksichtigt.

Das Problem der Wéirmeleitung.

Um das eingangs formulierte Problem der Wirmeleitung zu l6sen,

wird vor allem die Fouriersche Gleichung
ou o*u

M 7~ Ko
heranzuziehen sein. In derselben bedeutet x die Entfernung eines be-
liebigen Punktes im Innern der Platte von jemer Begrenzungsebene,
welche periodischen Temperaturinderungen unterworfen ist, » die Tem-
peratur dieses Punktes zur Zeit ¢ und K? den Temperatur-Leistungs-
koeffizienten der Platte. Bezeichnen wir mit %2 die Wirmeleitfahigkeit,
mit ¢ die spezifische Wirme und mit ¢ die Dichtigkeit der Substanz
der Platte, so besteht die Beziehung:

) P
ceo
Die Begrenzungsebene z = 0 der Platte sei periodischen Tempe-
raturinderungen unterworfen, welche durch den Ausdruck:

u = uy + Acos%(t — &) + acos?t

darstellbar sind, worin u,, A, T, v und ¢, Konstanten bezeichnen Diese
Temperaturverinderungen sind also eine Superposition zweler harmoni-

scher Oszillationen, und wir nehmen an, daB die Periode 7' der lang-
Zcitsehrift f Mathematik n. Physik. 62, Band. 1918. Heft 1. 5
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66 Uber ein Problem der Warmeleitung und dessen Anwendung usw.

sameren Oszillation bedeutend groBer ist als die Periode 7 der schnel-
leren Oszillation, so zwar, daB der Quotient

T
T
eine sehr kleine Zahl ist.

Die Amplitude 4 der langsamen Oszillation ist konstant, die Am-
plitude a der schnelleren Oszillation kann sich mit der Zeit langsam
indern, doch so, daB der Differentialquotient

da
at

immer eine sehr kleine Zahl bleibt.

Die Dicke der Platte sei k. Diese Grofe soll der Bedingung ge-
niigen, daB der Ausdruck
h
e ¥ 3
ebenfalls eine sehr kleine Zahl ist.

Die aundere Begrenzungsebene z =k der Platte soll auf der kon-
stanten Temperatur v, gehalten werden. Unsere Aufgabe ist demnach
die folgende:

Man finde das Integral der Gleichung (1), welches folgenden Grenz-
bedingungen Geniige leistet:

fir x=20

2) u=u0+Aeos27,”—(t—t0) +acosgr”t
[ fir z =5
N w=r,

Dabei sind die GréBen: B
T du _];(Vg
T ar ¢
gegeniiber den iibrigen sehr klein.

Setzen wir:
(4) w=u,+ Acosz}z t—t)+ —;[vo —y— Acos?, —(t 0)] + aettie,

Diese Funktion geniigt bei entsprechender Wahl der Konstanten ¢
und f# der Gleichung (1), denn es ist:

] 2
%%;—77‘11(%—]) sm—(t—t)—‘—e‘”“"’ —{—aow‘““”
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Da jedoch sowohl —% als auch %C:— sehr klein sind, so kdnnen die

ersten zwel Glieder der rechten Seite vernachlissigt werden, so daB:

(5) %%:-aae“”ﬁ’.
Es ist weiter:

2
(6) %:2 — aﬁ‘z eat—}—ﬁz_

Setzen wir die Ausdriicke (5) und (6) in die Gleichung (1) ein,
so sehen wir, daB diese befriedigt sein wird, wenn die Beziehung besteht:

o« = K3p%
Nehmen wir an, f§ sei komplex, d. h. setzen wir statt 8 die Aus-
driicke: . ,
p+if, p—if
und statt «:

K*(p +if)* = K*(p* — B°) + 2ipp K*
K*(p — if)* — K*(p* — %) — 2ifpK°.
Dann kénnen wir die GrofBle:
etz
durch eine der folgenden zwei ersetzen: _
pH2 (P2 — B+ 2P K2+ +ifz
g} B2~ )= Bipp K thpa—ife
oder, noch allgemeiner, durch deren Summe, nachdem wir die erste mit
einer willkiirlichen Konstanten C’, die zweite mit ¢’ multipliziert haben.

Infolgedessen kann dem letzten Gliede der Gleichung (4) folgende Form
gegeben werden:

aek* @ =)tz [ (glfE+2pKty | (V- if@rapan))
oder mit Riicksicht auf die Eulerschen Formeln:
aek* @ =Mtrez {(Q'+ O eos Bz + 2p K2 +i(C'— C") sinf(x + 2 K1) }

Setzen wir

O+ C"=C, i(C'—C") =0,

wo demnach C, und C, wieder zwei willkiirliche Konstanten bedeuten,

und aufBerdem:
=24,

80 kann der durch die Gleichung (4) dargestellten Funktion folgende

Form gegeben werden:
U=, + Acos—g;(t — )+ Tf[vo — w4y — AcosE; (t— to):l
+ aer*{Ccos(pz + 2p* K*t) + C,sin(px + 2p* K*t}.
5.

(7)
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Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und hat
eine solche Form, daB sie bei entsprechender Wahl der Konstanten auch
den Grenzbedingungen (2) und (3) Geniige leistet; denn setzen wir:

Y 1 £
Ci=1, =0, p::—jl/%;
so erhalten wir:
U = 1, + AcosE—TE(t — ) + %[vo — Uy — Acos‘%(t — to)]
(8) e

tar ¥ Teos (P - 2)/7).
Setzen wir in dieser Gleichung z = 0, so erhalten wir:
U=ty + Acos?—}r (¢ —t) + acosi—nt,

d. h. die Funktion (8) befriedigt die Grenzbedingung (2). Setzen wir
in (8) z =k, so erhalten wir:

h I3 —
_EV7 2 h x
U="1, + ae cos | —t— 2}/ ).
ry/
YT
e

sehr klein ist, so ist mit groBer Anniherung:

Da aber

% = v,,
und die Grenzbedingung (3) ist somit auch befriedigt.

Es stellt demnach die Gleichung (8) das gesuchte Integral der
partiellen Differentialgleichung (1) dar und gibt das Gesetz an, nach
welchem die Temperaturen in der Platte mit der Tiefe z und der Zeit ¢
variieren. .

Zichen wir die Temperaturinderungen in Betracht, welche wihrend
des kurzen Zeitintervalles z in der Tiefe x statifinden, so kOnnen wih-
rend dieses Intervalles die GroBen:

(9) deos T (t—t) =m

und ¢ als konstant -angenommen werden, da sich m und @ mit der

Zeit Jangsam #ndern. Die mittlere Temperatur %, des Intervalles 7 ist

dann: z

[—

u,:%fudt

t— —
L]
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oder mit Riicksicht auf die Gleichung (8) und die vorstehenden RBe-
zeichnungen: :

1+
_zy=
u,=u°+m+%[vo—uo—m]+%e T cos(—t———]/)
-3
Da aber »
T
2m )/ 7®
‘/‘cos(-;t— KVT)dt:
T
- —

2

ist, s0 ist die mittlere Temperatur des Intervalles ¢ in der Tiefe z ge-
gehen durch die Gleichung:

(10) U, = Uy + m —{——U"—y—x,
welche besagt, duBl sich die mittleren Temperaturen u, mit der Tiefe z
linear #indern. _

Tragen wir demnach in einem orthogonalen Koordinatensystem als
Abszissen die Tiefen z und als Ordinaten die entsprechenden mittleren
Temperaturen u, auf, so stellt uns die Gerade ML dig Abhiingigkeit
der mittleren Temperaturen von der Tiefe 2
wiihrend eines gewihlten Intervalles v dar.
Die Ordinate des Punktes M ist (u, +m),
die Abszisse des Punktes L ist & und seine
Ordinate v,

Der Gleichung (8) kann mit Riicksicht
auf die Gleichungen (9) und (10) folgende
Form gegeben werden:

(11) u=u,+ae f “ cos (71:_7 : )

Wihrend des betrachteten Intervalles =
oszillieren demnach die Temperaturen % um ihre Mittelwerte u,, welche
durch die Ordinaten der Geraden ML dargestellt sind. Die Amplituden
dieser Oszillationen sind:

sie nehmen also mit der Tiefe x# ab. Auf der oberen Begrenzungsebene
der Platte ist der Wert der Amplitude gleich a, auf der unteren ist
diese Amplitude verschwindend klein.
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70 Uber ein Problem der Wirmeleitung und dessen Anwendung usw.

Die Kurven S, L und S, L, deren Entfernungen in der Richtung ¥
von der Geraden ML gleich N
2z
ae

_iﬁ
K L4
e

sind und welche sich dem Punkte L unendlich niihern, geben die Grenzen
an, zwischen welchen die Temperaturen wihrend des Intervalles z
schwanken. Wihrend des grofen Zeitintervalles 7' oszilliert der Punkt
M langsam zwischen den Lagen M, und 3, welche den mittleren
Temperaturen des kiltesten, bzw. des wirmsten Zeitintervalles t ent-
spricht. Der Punkt L ist unbeweglich.

+

—a

Zur Theorie des solaren Klimas.

Denken wir uns die Atmosphiire der Erde weggeschafft und die
Oberfliche der Erde iiberall erstarrt, so wird die Temperatur eines be-
liebigen Punktes der Oberfliche die Funktion folgender dreier Ein-
fliigse sein: 1. der Sonnenstrahlung, die wir kurz Insclation nennen
werden, und durch welche tiglich gewisse Wirmemengen der in Be-
tracht gezogenen Stelle zugefiihrt werden, 2. der Ausstrahlung in den
interplanetarisc'hen Raum, welche wir kurz Radiation nennen werder,
und durch welche fortwiihrend eine Abfuhr der Wirmemengen von der
Erdoberfliche gegen den interplanetarischen Raum bewirkt wird, 3. der
Wirmeleitung, welche wir kurz Konduktion nennen werden, und durch
welche nach dem Vorhergehenden eine Wirmeabfuhr von der Erdober-
fliche gegen das Erdinnere oder auch umgekehrt hervorgerufen wird.

Untersuchen wir diese Einfliisse gesondert und bestimmen wir jene
Wirmemengen, welche infolge dicser Einfltisse innerhalb eines Zeit-
intervalles z von 24 Stunden der Erdoberfliche zu-, bzw. abgefiihrt werden.

Durch die Insolation wird in der Zeiteinheit der Einheit der Erd-

oberfliche eine Warmemenge zugefiihrt, welche — wenn die Exzentri-
zitit der Erdbahn picht beriicksichtigt wird — durch den Ausdruck:
(12) U _ 4,0 cose

dargestellt ist.

Dabei bedeutet 2z die Zenitdistanz der Sonne, A, das Absorptions-
vermoOgen der Krdoberfliche und J die Solarkonstante.

A, hingt von der Beschaffenheit der Erdoberfliche an der in Be-
tracht gezogenen Stelle ab. Weun die Erdkruste ein vollkommen
schwarzer Korper wire, so wiirde 4, — 1 betragen. In Wirklichkeit
ist 4, kleiner als Eins.
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I ist eine Wirmemenge, welche der Einheit der vollkommen schwar-
zen Oberfliche in der Zeiteinheit zugefiihrt wird, wenn die Sonnen-
strahlen auf diese Fliche senkrecht auffallen und wenn sich die Sonne
in der mittleren Eutfernung befindet. Diese Konstante betriigt mach
den neuesten Untersuchungen?) 2 Grammkalorien fiir em? und Minute.

Die Zenitdistanz z der Somne ist gegeben durch die Gleichung:
(13) cosz = sin @ sind 4 cos @ cosd cos w,

wo @ die geographische Breite der in DBetracht gezogenen Stelle der
Erdoberfliche, 8 die Deklination der Sonne und @ deren Stundenwinkel
bedeutet.

Bezeichnen wir mit ¢ die Sonnenzeit — gezihlt von Mittag bis
Mittag — und mit = das Zeitintervall des Sonnentages, so ist:
2w
und
(15) cosz=rging sind + cos @ cosd coszT"t.

In der obigen Gleichung ist = streng genommen nicht konstant, weil
die Sonnentage nicht vollkommen gleiche Linge haben, doch ist diese
Abweichung geringfiigig und kann vernachlissigt werden. Auch kann
7 = 24" der mittleren Zeit gesetzt werden.

Die Gleichung (12) gilt nur fiir jene Zeitinterwalle, wo sich die
Sonne obethalb des Horizontes befindet, d. h. nur fir

T
1< 5

Sobald die Sonne untergeht, hort die Insolation vollkommen auf.
Infolgedessen wird die Wirmemenge Ag,, welche wiihrend des Zeit-
intervalles v der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche zuge-
fithrt wird, gleich sein:

(0]
o
{16) Aql=qu1,
@
-~

wo @ dre Linge des Tagbogens der Sonne oder die Linge des Tages
bedeutet. Diese GréBe wird aus der Gleichung (15) bestimmt, wenn
man in dieselbe einsetzt:

2]

t—-,

2 =

I

1) Siehe Trabert, Lehrbuch der kosmischen Physik, Leipzig 1911, S. 444
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Auf diese Weise erhalten wir

sin ¢ sind 4+ cos g cosd cosg 0 =0,

woraus
(17) Cosg@: — tang @ tang d.
Aus den Gleichungen (12), (15) und (16) folgt dann:.
)
+ 2
3

dq, = AoIl/@(sin(p sin d 4 cos @ cos d cosQTnt)dt.
T2

Die GroBe @ ist, da wir eine bestimmte Stelle der Erdoberfliche
ins Auge fassen, konstant; auch kann die Deklination d der Sonne
wihrend des Intervalles 7 als konstant angesehen werden, da ihre maxi-
male Anderung wihrend dieses Intervalles nur 0-0064 betriigt. Es ist
deshalb:

(18) AgleﬂI{@sinzp sina-%%cosq; cos sin%’(ﬁ)}-

Die GroBe Agq, ist also als Funktion der Deklination der Sonne
und der Tageslinge somit auch als Funktion des Datums dargestellt.

Wenden wir uns nun der Bestimmung der Wirmemenge Ag, zu,
welche innerhalb des Zeitintervalles ¢ infolge der Radiation von der
Erdoberfliche abgcfiithrt wird.

Nach den Untersuchungen von Paschen') ist die in der Zeitein-
heit ausgestrahlte Wirmemenge gegeben durch den Ausdruck:
wo T die absolute Temperatur des ausstrahlenden Korpers, ¢ und ¢
zwel Konstanten bezeichnen, welche von der Natur dieses Korpers und
dessen Oberfliiche abhiingen. Wenn dieser Kérper vollkommen schwarz
wirc und wir die Zeit in Minuten, die Flichen in ¢m? messen wiirden,
so hitte man fiiz ¢ =4 und fir ¢ =0-768 > 10~ d. h. die Aus-
strahlung wiire durch das Stefansche Gesetz geregelt. Fiir einen nicht
vollkommmen schwarzen Korper ist ¢ stets kleiner als der oben ange-
gebene Wert, wihrend sich & um so mehr der Zahl 5 nihert, je mehr
sich der strahlende Korper von dem absolut schwarzen unterscheidet.

Siegl®) hat sowohl fiir eine Rethe von Gesteinen, als auch fiir
Wasser und Eis die Konstanten ¢ und & bestimmt, so daB gerade fiir

1) Paschen, Uber die Gesamtemission glihenden Platins, Wied. Ann. 49.
Cber die GesetzmiiBigkeiten in den Spektren fester Korper, ebenda 58 und 60.

2) Siegl, Uber das Emissionsvermdgen von Gesteinen, Wasser und Eis;
Wiener Sitzungsber. Math.-naturw. Klasse Bd. CXVL
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den behandelten Fall ausreichendes Beobachtungsmaterial zur Verfiigung
steht.

Um die Wérmemenge 4g, zu bestimmen, nehmen wir — dem DBei-
spiel Traberts folgend — die Temperatur der in Betracht gezogenen
Stelle der Erdoberfliche wihrend des Zeitintervalles t als konstant
und gleich der mittleren téglichen Temperatur «, des betreffenden Tages
an. Daun ist:

(19) Agy=¢ (213 + u )z,

wo u, in Celsiusgraden zu nehmen ist:

Es ertibrigt uns noch jene Wirmemenge ¢, zu bestimmen, welche
withrend des Zeitintervalles v der Erdoberfliche durch Kouduktion aus
der Erdkruste zugefiihrt wird. Wie wir Dbereits in der Einleitung dar-
getan haben, braucht bei dieser Untersuchung nur eine Schichte der
Erdkruste von der Dicke % glecich rund 10 m in Betracht gezogen zu
werden, da deren untere Begrenzungsfliche eine von der Zeit unab-
hingige Temperatur v, aufweist, welche sich wenig von der mittleren
Jahrestemperatur der’ Oberfliche unterscheidet. Die Oberfliche dieser
Schichte ist periodischen Temperaturinderungen unterworfen, welche
einen doppelt oszillatorischen Charakter haben, indem sie durch Super-
position der tiglichen und jihrlichen Anderungen entstehen. Die Periode
T der jihrlichen Anderungen, das Jahr, ist viel groBer als die Periode

t der tiglichen Anderungen, so daB der Quotient %= 0-0027 eine

kleine Zahl ist. Es kann — wie dies &fters geschehen ist — ange-
nommen werden, daB diese Anderungen harmonisch sind, d. h. es kann
die Temperatur % der Erdoberfiiiche an einer gegebenen Stelle als eine
Funktion der Zeit ¢ von folgender Form dargestellt werden:

2
T

20 % =u, + A cos t— 1t —{—acos%t.
(20] . . -

A ist die Amplitude der jihrlichen, a die Amplitude der tig-
lichen Schwankungen. A ist konstant, weil nach einem Jahre dieselben
die Temperatur der Oberfliche bestimmenden Verhiiltnisse wiederkehren;
o dndert sich im allgemeinen von Tag zu Tag, doch erfolgen diese

Anderungen so laﬁgsam, daB der Quotient % eine kleine Zahl ist.

Hinsichtlich der GroBe u, ist folgendes zu bemerken: Die mittlere
Jahrestemperatur u, der Oberfliche ist gleich

T

7 T
Af 2 a 2
u, = %,fudt — Uy + chos%(t— L) dt + T cos— - tdt.
0 0 . v

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Uber ein Problem der Wirmeleitung und dessen Anwendung usw.

Da aber T

2
fcosT”(t — t)dé =0

[}
T

und r=",

n

wo n eine ganze Zahl (3605 oder 366) ist, so ist auch
7’ T

fcosg:—ttdt—fcosgnjtdt =0,
i

v
und demnach
Uy = Uy,
u, bedeutet also die mittlere Jahrestemperatur der Erdoberfliche an der
in Betracht -gezogenen Stelle.

Der betrachtete Teil der sphiroidischen Schichte der Erdkruste hat
einen sehr groBen Radius und kann deshalb durch eine Platte ersetat
werden, so daB die Wirmebewegung in diesem Teile der Fourierschen
Gleichung:

(1) 0% _ g7

gehorchen wird. Die Dicke £ der betrachteten Schicht ist so gewihlt,
daB in der Tiefe £ = h die Temperaturiinderungen der Oberfliche nicht

h b4

fiilhlbar sind, und es ist deshalb ¢ *  * eine kleine Zahl. Diec
Temperaturinderungen in der betrachteten Schicht werden durch das
partikulire Integral der Gleichung (21) dargestellt sein, welches fol-
genden Grenzbedingungen Geniige leistet.
Fir =10
u=uo+Acos?13(t—t0)+acos2T”t

und fiir z =h
Dabei sind die GroBen

T
. T’ dt?
sehr klein. .

Das zu lgsende Problem ist identisch mit dem eingangs behandelten
Problem der Wirmeleitung, und es wird demnach die Temperatur  in
der Tiefe # und zur Zeit ¢ durch die Gleichung (8) dargestellt sein
welche wir hier wiedergeben:

u—u0+Acos2 0)+h|:@0 o—Acos?(t—to)}
(22) _Vrz

+ ae” ——t—f—rV

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von M. Mivangovircsn. 75

Die Wirmemenge —dq; , welche in der Zeiteinheit der Flichenein-
heit der Oberfliche durch Konduktion zugefihrt wird, ist nach den
Grundannahmen der Fourierschen Theorie proportional dem Tempe-

raturgefille und gleich:

dq, ou
(23) @ En)..

Aus der Gleichung (22) folgt:

S—Z L;ﬂ—;j cos o T (t—to) '
z l
R L R e ek
Es ist also
(24) a“} A»Ui%-% — ;;cos El,r—t(t—to) + —I%Vg{sm—t— cos 2—”t}
z =0

Im Zeitintervalle ¢ bis ¢ 4 ¢ wird der Oberfliche die Wirmemenge
A4q, zugefiihrt, welche gleich ist:
t+

(25) g, =fd73

12
und mit Riicksicht auf die Gleichungen (23) und (24):
t+7z

— A 9
Agy— K- q — KWJA 8 o (t—1ty)dt

t+7 K 4
+a1/fsm~tdt—‘/‘cos—tdt

Die letzten zwei Integrale der vorstehenden Gleichung verschwinden

und es ist
t+

(26) .dq3=K”°—_— — K fc0s (t—f)dt

Bezeichnen wir wie frither mit %, die mittlere Temperatur an der
Oberfliche wihrend des in Betracht gezogenen Tages, so ist:

i+T
u, T = Judl
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und mit Ricksicht auf die Gleichung (20)

t+7z it

u,T =uor+Afcos?TE(t——t0)dt+a‘/'cong”(t—to)dt.
? t

Das letzte Integral der vorstehenden Gleichung verschwindet, und
es kann demnach der Gleichung (26) folgende Form gegeben werden:

27 Ag— K"

Nachdem nun die Wirmemengep Ag,, Aq, und g, berechnet
worden sind, kann zur Bestimmung der mittleren Temperatur des Zeit-
intervalles 7, d. h. der mittleren Temperatur eines beliebigen Tages, ge-
schritten werden. Auf der Oberfliche der Erde wird sich jene Tempe-
ratur einstellen, fiir welche die zugefiihrten Wirmemengen gleich den
abgefiihrten sind. Zugefilhrt wurden die Wirmemengen g, und Ag,
abgefiihrt die Wirmemenge Aq, Die Temperatur «, wird man dem-
nach aus der folgenden Gleichung bestimmen:

(28) . dg, + Agqy = g,
Setzen wir in die obige Gleichung die Werte fiir Agq,, g, und
Agq, aus den Gleichungen (18), (19) und (27) ein, so erhalten wir:

AOI{@ sing sind + % cos @ cos 0 sing@} —¢ (273 4+ u,)v

yie
+ 5 (0 — u)v = 0.
Bezeichnen wir
®

(29) = 17

T

wo demnach 4 das Verhiltnis des Tagbogens der Sonne zum Bogen
von 360° bedeutet, so bekommt die vorstehende Gleichung die Form

(30)  e@TB4u) 4+ (u,— )
=AOI} Asing sind + i cos @ cos g sinlaz} -

In dieser Gleichung sind fiir einen gegebenen Tag alle GroDen bis
auf die Gr6Ben », und v, bekannt. Hinsichtlich der GriiBe v, kann fol-
gendes bemerkt werden. Diese kann mit grofler Anniherung der mitt:
leren Juhrestemperatur u, gleichgesetat werden.

Die Temperatur u, wird auf folgende Art berechnet: Der wirmste
Tag der Oberfliche ist nach Gleichung (20) der Tag, fiir welchen:

27
cos o (E—14) =1

t=ly=mn7.
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Wihrend dieses Tuges kann die Temperatur der Oberfliche durch
die Gleichung dargestellt werden:

u1=u0+A+acos2T”t.

und es ist die mittlere Temperatur des wirmsten Tages

n1+1
* F)

1
maxu1=7fu1=uo—|— A.

mi— g
Auf dieselbe Art bekommt man die mittlere Temperatur des kil-
testen Tages: min u, — uy— A,
und es ist demmnach in erster Anniherung:

Uy = % (max w, -+ min u,).

Mit einem angenommenen Werte fiir v, = %, werden mit Hilfe der
Gleichung (30) die mittleren Temperaturen des wirmsten und des
killtesten Tages an der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche
bestimmt. Diese Tage treten an der nordlichen Hemisphire fiir Orte,
wo @ > 23°30" ein, wenn & — 23°30” bzw. 0 — — 23°30” betrigt. Das
arithmetische Mittel der berechneten Temperaturen gibt cinen besseren
Wert fiir w, mit welchem die Rechnung wiederholt werden kann.
Dann kann man mit Hilfe der Gleichung (30) die mittleren Tempera-
turen fiir eine gréBere Anzahl der iiber das Jahr gleichmiBig ver-
teilten Tage berechnen, um daraus mit einer noch groBeren Genauig-
keit die mittlere Jahrestemperatur %, su bestimmen.

Nachdem diese Berechnung durchgefiihrt worden ist, sind in der
Gleichung (30) alle GréBen bis auf die GroBe w, bekannt. Diese
Gleichung gestattet uns demnach die mittlere Temparatur u, eines be-
liebigen Tages im Jahre zu bestimmen, 16st somit die Aufgabe, welche
wir uns gestellt haben. ‘

Belgrad, 20. Mirz 1912.
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Uber ungleichformige Bewegungen eines Fadens, bei
denen er seine Gestalt nicht &dndert.

Von E. LigB in Maulbronn.

Das relative Gleichgewicht eines unausdehnbaren, nicht schweren
Fadens, der an einer sich mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit
drebenden Achse befestigt ist, wurde zuerst eingehend untersucht von
Clebsch.?) Da die Winkelgeschwindigkeit eine gleichférmige ist,
80 wird der Faden die Gestalt, welche er unter dem EinfluB der Zen-
trifugalkraft angenommen hat, dauernd behalten. Wenn jedoch di
Winkelgeschwindigkeit mit der Zeit veriinderlich ist, so wird im all-
gemeinen der Faden seine Gestalt #indern. Immerhin fragt es sich, ob
es mnicht auch hier Fille gibt, in welchen der Faden seine Gestalt
behiilt.

Wir werden im nachstehenden untersuchen, unter welchen Um-
stinden bei ungleichférmiger Rotation der Achse ein mit ihr ver
bundener, unausdehnbarer, vollstindig biegsamer Faden wihrend der
ganzen Dauer der Drehung seine Gestalt behilt, wenn er, wie wir der
Einfachheit halber annehmen, ganz in einer zur Drehachse senkrechten
Ebene liegt.

Die Anregung zu dieser Arbeit hat mir mein hochverehrter Lehrer,
Herr Professor Dr. v. Brill gegeben, hiefiir, sowie fiir den mannig-
fachen Rat wihrend der Ausarbeitung spreche ich ihm meinen hers-
lichsten Dank aus.

1. Wir werden im folgenden mehrfach auf Relationen von der Form
1) AT+ 4T+ 4,T,=0
gefiibrt, wo die A, reine Funktionen einer Variablen a und die 7 reine
Funktionen einer von @ unabhingigen Variablen ¢ sind. Fir den Fall
n = 4 hat Appell?) die Losungen der Relation (1) angegeben mit Hilfe
einer Methode, die sich auch auf den allgemeinen Fall ausdehnen lift’)

1) Crelles Journal Bd. 57, 1860. Weitere Literatur s. Encyklopiidie der
math. Wiss. Bd. 1V 1 8. 534. Neuerdings ist auch der Fall des schweren Fadens
behandelt worden: Wilson, The equilibrium of a heavy homogeneous chain ina
uniformly rotating plane, Annals of Math. (2) 9, 1908.

2) Sur le mouvement d’un fil dans un plan fixe, Acta mathematica Bd. 12

8) Vgl. hierzu meine Dissertation, Tiibingen 1912; ferner die mir erst nack-
triglich bekannt gewordene Arbeit von P. Stickel: Die kinematische Erzeugung
der Minimalflichen, Americau Traus. 7, 1906.
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Sind P, ... P, irgend n der Funktionen 4, @, ... @, % der Funktionen
T derart, daB, wenn z. B. P, — A4, gesetzt wird, € = T, zu setzen ist,
und bedeuten «, f,...x Koustanten, so ergibt sich die allgemeine Losung
der Relation (1) in der Form:

P“k+x+Pﬂk+1 k”k+1+PIc+1?

Puk+ﬂ+Pﬂk+2+ P“k+2+PH2 0 n—k
Relationen

ch +P26n 4. Px +Pu -0

@, = Qk+1°‘k+x + Qk+s“k+z + - Qn“n
@, = Qk+1ﬂk+1+ Qk+°ﬂk va - Qﬁ k

Relationen

@ = Qk+1“k+1 + Qk+27‘k+2 + -

k kann jeden Wert annehmen von 1-.-n— 1. Dazu kommen noch
zwei weitere Fille; entweder es verschwinden alle 4 identisch oder alle 7.

Fiir » =3 erhilt man unter der Annahme, daB keine der Funk-
tionen 4, 7 identisch verschwindet, die beiden Fille:

1. A, =k 4, BT+ T+ T,=0
Ay =Tk, A

2. kA +kA4A+A4,=0 T, =T,

T, =k,1T,.

2. Ist @ die Bogenlinge des Fadens, gemessen von einem bestimm-
ten Punkte des Fadens bis zu einem beliebigen Punkt, %(a) die in
Funktion des Bogens gegebene Dichte, 2 die Spannung und sind ¥X,
¥'Y die Komponenten der Kraft fiir die Lingeneinheit, so lauten die
Bewegungsgleichungen:

i’z ¢

'aﬁ:%('lﬁ)jL TX o

qray 2 ( _) LY (c_a) (8a) L
da\"

'y

Wenn nun der Faden bei der Drehung seine Gestalt nicht &ndert,
so sind seine Koordinaten in einem System, das sich mit dem Faden
dreht, Funktionen bloB des Bogens a. Die Koordinaten in diesem
System seien z,, y,; der Winkel &, den die z;-Achse mit der z-Achse
bildet, ist dann eine reine Funktion von £ Seine Ableitungen nach #
miégen durch Punkte bezeichnet werden. Man hat dann, wenn beide
Systeme den Drebpunkt zum Ursprung haben:

z =z, cos & — ¥, sin &
y =z, sin & + ¥y, cos 9.
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80 Ungleichformige Bewegungen eines Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht findert,

Damit folgt aus den Bewegungsgleichungen:

Wy b — 0, 8%) = L (1 93) + W(X cos & + Vsin 9)

- . s dl
2) {w (xlq‘}—ylﬁ*):a—a(l y)—l—YP'( Xsm«‘)-}—Ycos«?)

d
dx,\2, (dy,\?
(El?l) * (dé’) — L
Dabei mége angenommen werden, daB der Faden mit seinen Enden
in zwel Punkten der sich mit ihm drehenden reibungslosen Ebene he-
festigt sei. Integriert man nach a zwischen den Grenzen a, und a und setzt:

1
Yo
) 2]

U= ‘?P’xlda, v:f‘l"ylda, U=|®wXda, V=|W¥Yda

(3) ap dq o ay
du dv oU ov
=6 P y1:0%) X—@a?: Y Uda
[l] = 4y %f] = COS &, gflj‘ = sin e,
a a=a,

wo dann %, » den Schwerpunktskoordinaten des Fadensticks aya pro-
portional, und U, V die Komponenten der Resultante der auf das

Fadenstiick aya wirkenden #uBeren Kriifte sind, so erhilt man aus (2):

X cosao——zv—uq‘%—Ucos«f}—an{)fl—( %}

B 9 d dv
Ly smrzo-f—uf} 92+ Usin & — V cos & }‘E—(Oda) )

® BEACEAIEIFACE DI

Mit Hilfe der letzten Gleichung gewinnt man aus den beiden ersten:

l—-—(@du)[l cosao—vq‘}—-uq‘}g Ucos & — Vsin #]

(5) L
» +;—a(®ﬁ)[losm%+uﬂ—vm‘)2+ Usin & — V cos ¥}

Die Elimination von i ergibt:

© B (08 4o (0 2]+ 0k (059~ A(05]

+ 4, [smoc 0 7a (@g—a)——cos %, dd (OZZH
-{—sm»ﬂ[UEda (QS_Z + Vdiu (@%ﬂ
+ cos«‘}[UjdE (@ d*Z) - Vdia (@ d—g)];()
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In dieser Relation sind w, v, ® Funktionen von a allein, &, i,
Funktionen von £ allein und U, V Funktionen von ¢ und £

3. Wenn #uflere Krifte nicht vorhanden sind und die Dichte des
Fadens konstant, ebtwa = 1 ist, hat man zu setzen

U=V-=0, =1,
und es folgt aus (6)

OIS Y% RO S Y O SR Y

a? da?
2

. d?u d*v
+ 4, (sm Uy g5 — CO8 o —dd—,) =0.

Diese Gleichung hat die Form (1) (#=3). Man hat also nach
Art. 1 zwei Fille zu unterscheiden:
1. Fall. Die Relation (7) wird befriedigt durch das System:

Fu @ gl d
uda’+vda2_1(51n“°da= cs““du’)

8) do U b (sine B cos a7
Udat  Vigar =" (Sln % ga %o daz)

k& + k82 4+ 4, = 0.

Dab die beiden ersten Gleichungen und die Bedingung der Unaus-
dehnbarkeit

(DN (o) (G =1

nicht miteinander vertriiglich sind, wird spiter (Art. 9) gezeigt werden.
2. Fall. Die Relation (7) wird ferner befriedigt durch das System:
a’ d? d? a? . dt a?
k, (uﬁ + UdT:;) + (ud—a% —v dai:) + k2(sm %%ui_ CO8 o, dT:i) =0
g — ko
fy = k02

Aus der ersten Gleichung folgt:
Z:a% (—ku+v—%, siney) = 3—2:,— (u + kv —Fy cos &)

und hieraus mit Hilfe von (4a)

du u 4k v —F, cos e,
da’ 4 [(u+ kv —k, c0s0,)? - (— kyu - v — k, sin )7
@) d*v — kw4 v—k sin g
da* T G [(w by v — Ky 008 @)t 4 (— k- 0 — Ky singy)?]®
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 6
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Durch diese Gleichungen ist die Gestalt des Fadens bestimmt. Di'a
Gleichung

(10) ' &= &, o
ergibt, wenn B, C Integrationskonstanten sind:
. 1 1 .

Fir die Spannung findet man aus (5)
A= TF O (u + ko — Fy cos &)+ (— kyu + v — ky sin ag)?%

Hieraus ist ersichtlich, daf das obere Wurzelzeichen in (9) einer negs
tiven, das untere einer positiven Spannung entspricht.

Wird ein ebener, homogener, biegsamer Faden, welcher anfing
lich die durch (9) definierte Gestalt besitzt, in die durch (10a) de
finierte Drehbewegung versetzt, so behilt er diese Gestalt obgleich
die Drehbewegung ungleichformig ist.

Notwendig ist dabel nur, daB die nitigen Endspannungen ange
bracht werden. Das aber wird erreicht, indem man sich die Enden
.des Fadens in Punkten einer Ebene befestigt denkt, die mit ihm nach
Gleichung (10a) rotiert.

Wenn in der Relation (7) Produkte verschwinden, so erhiilt man
wie leicht einzusehen, nichts, was nicht schon im Bisherigen enthalten
ware. Ist z B. .

. d2u div 0
Sin oy Ea,’— Cco8 ty da = U,
so folgt iy P
d?' = ¢OB ‘xo, ﬁz' = Sin (xo,

damit aber ergibt sich aus (7)
§(u cos &, 4 v sin ;) + 82(u sin ¢y — v cos ) = 0,

und die zweimalige Differentiation dieser Gleichung nach a liefert & =0,
einen trivialen FKall, denn der Faden hat die (estalt einer Gerades,
welche durch den Ursprung geht und gleichformig rotiert.

4. Die Gleichungen (9) lassen sich auf eine andere Form bringe
durch die Substitution:
u+kov—k cosay=—p+ky
—hutov—tlkysine,=—£Fkptg
woraus sich, wenn k, — tg ¢ gesetzt wird, ergibt:
a1) u —=p -+ ky cos £-cos (e + ¢)
. v =q - k; cos -sin (¢, + &).

€
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Man erhilt daher die Kurve (u, v) aus der Kurve (2 @) durch eine
Parallelverschiebung, welche jedoch auf die Kurve (2, ¥;) keinen Ein-

fluB hat, da du .

da " da~ "™ daTda” U
Die Gleichungen (9) lauten in p, ¢:

d’p _ pcose+-gsine

dat e
(9a) d’q __ —psinefqgcoss

e T iy
und fiir die Spannung ergibt sich

Durch die Einfithrung des Winkels ¢ wird das doppelte Vorzeichen
d¥p dq
da®’ da?
Zeichen, wenn man & um =z #ndert. Inshesondere wird i positiv, wenn

der Gleichungen (9) iiberfliissig, denn erhalten das negative

. ™ 3w v -,
¢ zwischen o und 5 gewihlt wird.

Denkt man sich in (9a) a durch ¢ ersetzt, so definieren diese
(leichungen die Bahn, welche ein Punkt von der Masse 1 unter dem
Einflub einer Kraft 1 beschreibt, welche mit seinem Radiusvektor den
konstanten Winkel ¢ bildet.

5. In einem speziellen Fall lassen sich die Gleichungen (9a) auf
Quadraturen zuriickfiihren. Ist & — x, so wird %, = 0 und damit folgt
aus (10), daB die Drehung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit er-
folgt, wir erhalten daher das Problem von Clebsch.

Die aus der Gleichgewichtskurve eines ebenen, homogenen Ka-

dens, der sich mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit um eine zu
seiner Xbene senkrechte Achse dreht, durch die Substitution

a@ a
cl c
- s
L/xlda v—= |y, da
Qo (2]

hervorgehende Kurve (v, v) hat dieselbe Gestalt wie die Bahn eines
Punktes von der Masse 1, auf den die Zenfralkraft 1 wirkt.

Setzt man in (9a) ¢ =, so wird

d’p _ —pP
dat T ) .
(12) d:zq ﬁjq_q A=8"Vp 4 .

dat "yt qt

68
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84 Ungleichférmige Bewegungen eines Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht dndert,

Es gelten nun die dem Prinzip der lebendigen Kraft und dem
Prinzip der Erhaltung der Flichenridume entsprechenden Sitze:

G G-y o
dq dp

da~ Zaa =
(C, D sind Konstanten).

(12a)

Hieraus folgen einige Bezichungen zwischen der Kurve (p, g) und
der Kurve (z,, y,). Sind R, @ Polarkoordinaten der Kurve (p, g) und
r, @ Polarkoordinaten der Kurve (z, y,), so ist

dp\? | rdg\?
(ﬁ) + <d a) =7
Damit folgt aus (12a), daB der Fahrstrahl der Kurve (p, ) mit
demjenigen der Kurve (z,, %,) durch die Beziehung

ri
(13) R=C—
verbunden ist. Ferner folgt aus (12&):
dd
(14) . R* - =D.

Durchwandert ein Punkt auf der Kurve (#;, %) gleiche Sfrecken,
so liberstreicht der Radiusvektor nach dem Puukte (p, g) gleiche
Flichen.

Bedeuten £, F' Konstanten, so werden die Integrale der Glei-
chungen (12)

RAR
“= E+f[2R=<C—R>—D*J‘/=
(12b) o—F [ DE

R[2R*(C—R) — DY
xy = E% (1 cos @), y,— ada (R sin ).
Fiir die Spannung ergibt sich:
A=R=d(0-1%),
wo C'>%E zu nehmen ist.

Die Einfiihrung der Koordinaten (p, ) fithrt zu einer einfachen
Beziehung zwischen dem Krimmungsradius ¢ der Kurve (2, y,) und
ihrem vom Drehpunkt aus genommenen Radiusvektor ». Ist « der Win-
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kel, den die Tangente an die Kurve (z,, y,) mit der z, Achse bildet, so
hat man )

daip dx d? dy, .
Jaf = da —C0s g Ed% — -jqf; = Bil w,
und damit folgt aus (12)
D=+ a.
Die Gleichung (14) geht dadurch iber in
pde
B, =D,
und weil de 1
da " o
ist, so wird Rt
= 5

oder mit Hilfe von (13) . i
S} (O o '2) '

Der Kriimmungsradius der Gleichgewichtskurve eines ebenen,
homogenen, unausdehnbaren Fadeus, welcher sich mit gleichférmiger
Winkelgeschwindigkeit um einen Punkt der KEhene dreht, ist eine
ganze rationale Funktion des vom Drehpunkt aus gemessenen Fahr-
strahls dieser Kurve.?)

6. Kehren wir nun wieder zuriick zu den Gleichungen (9a). Sie
konnen geschrieben werden
cos ¢ — cos (@ — &)
sin & = sin (P — &),
D=+ &
Der Polarwinkel der Kurve (p, ¢) unterscheidet sich von dem

Neigungswinkel der Tangente der Kurve (z,, »,) gegen die z,-Achse
nur um den Winkel &

d. h. es ist

Daraus folgt wieder 1 dd

p da

Fithrt man in den Gleichungen (9a) die Polarkoordinaten R, @
ein, so findet man

d*R ad\2

- — R —) = COB & .
(9% da® (da ) R
(30) AR d® d*o A= — e

- da da T ger = TS E

1) Dieses Ergebnis, welches sich durch einige Rechnung auch aus den Resul-
taten von Clebsch herleiten l:iBt, bleibt nicht so einfach, wenn der Faden eine
Raumkurve bildet. Versteht man unter ¢ den Kriimmungsradius der Kurve, welche
durch Projektion dieser Raumkurve auf eine zur Drehachse senkrechte Ebene ent-

steht, so ergibt sich ¢ als algebraische Funktion des Fahrstrahls der Projektion.
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Aus der zweiten Gleichung folgt:

d ao . ‘
E—a(}p?l;) = —sine R,
oder wenn gesetst wird:
(15) f Rda+ A=q¢, R= j% (A = const.)
do\id® . )
(d__a) dT——SmE'G.

Die Elimination von @ aus dieser und der ersten Gleichung in (9b) ergibt
(16) (Z—Z)s- :%z — CO8 & (Z_(;)a_ a?sin®s = 0.
Diese Gleichung, in welcher nur noch ¢ vorkommt, ist homogen und
liiBt ein partikulires Integral zu von der Form
g =m-a"

Durch Substitution dieses Wertes erhélt man:

mint(n — 1)(n — 2)a*"~%— cos & m3 n® a3~ — sin? emfa®™ = 0.
Diese Gleichung wird erfiillt allein durch die Zahl % = 3, wobel dann

m der Gleichung

2.3*. 2 —cose-m-3%—sin?eg =0

m
geuniigen muB, also den Wert

8 cos s+ 9 cos?s 4 8sin’s
m = ——- 36, ——— —

besitzt, welcher stets reell ist. Ein partikulires Integral der Differen-
tialgleichung (16) ist daher

6§ = ma’,
somit nach (15) R = 3ma®
und a¢ __ sins

da 9ma’
also o= oma
/ Bln &

Der Kriimmungsradius ist daher der Bogenlinge proportional, eine Eigen-
schaft, welche nur der logarithmischen Spirale zukommt. Ferner wird
52

Ly
A= — - 3mat,
COR &

d. h. die Spannung verschwindet im Pol der Spirale. Bildet man p, ¢
und sodann @, ¥, so sieht man, daB fir ¢ =0 2, =y, = 0 wird, der
Pol der Spirale ist somit Drehpunkt.
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Wenn ein biegsamer, unausdehnbarer Faden von der Gestalt
einer logarithmischen Spirale sich um den Pol der Spirale mit der
durch (10a) gegebenen Winkelgeschwindigkeit dreht, so behilt er
wihrend der Bewegung diese Gestalt bei, vorausgesetzt, daB am freien
Ende die nétige Endspannung angreift.

Die Differentialgleichung (16) kann durch einige Umformungen
zuriickgefithrt werden auf Quadraturen und eine Differentialgleichung
erster Ordnung vom Typus

d
Y 7o +y=T@),
wo F(z) eine rationale Funktion von Yz ist.

7. Wir wollen nun die Gleichungen (9a) noch auf eine andere
Form bringen. Sie lassen sich als simultanes System von vier Differen-
tialgleichungen erster Ordnung zunichst in folgender Weise schreiben:

ap dx, pcosz-gsins
-t = 4 LI i
da— " de Ty

dq dy, —psine-}qcose
da— % da Vor+ ¢ ‘

Die Einfiihrung der Polarkoordinaten R, @ fiir p, ¢ und 7, ¢ fiir
2, 4, liefert:

dR

e =7 C0os(2—9)

add r

= = 58 (P —
(9¢) da R ( P)

ar

'd—d=COS(q)—(p——§)

d

(—Z—%= —sin (P —gp—e¢)

Dieses System ist zu integrieren unter der Voraussetzung, daB fiir

a=4da
’ R=0n, 0=9, r=1, ¢=q¢

werde. Hieri)ei sind nun aber R, und @, nicht beliebig; denn da nach
(3) fiir @ = @, u =v =0 sein muB, so folgt aus (11) fiir ¢ = a:
Py = — ky cos & - cos (o + )
q, = — Fy cos & - sin (&, + &).
Es muB daher sein
By=—1lkycose, D =g¢;} ¢
Da nun aber nach 8. 81.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 Ungleichformige Bewegungen einos Fadens, bei d. er seine Gestalt nicht andert,

so ist B, bestimmt, wenn der Faktor %,, durch welchen sich die End-
spannung vom Quadrat der kaelueqchwmd1gke1t unterscheidet,
wihlt ist.

Die Gleichungen (9¢) bilden ‘ein Beispiel fiir ein System von
Differentialgleichungen mit einem Parameter.) Die Entwicklungen
welche nach Potenzen des Parameters & fortschreiten, stellen dann die-
jenige ungleichformig rotierende Fadenkurve dar, welche der zu den-
selben Anfangswerten gehérigen gleichférmig rotierenden entspricht.

8. Bisher wurden die duferen Kriifte Null gesetzt. Nun soll unter-
sucht werden, ob unter dem EinfluB von Kriften, deren Komponenten
beziiglich des festen Systems reine Funktionen des Bogens sind, eine
Drehbewegung des Fadens moglich ist, bei welcher er seine Gestalt
nicht #ndert.

Wir setzen

U= 4,(0), V=4,(a)

Damit geht (6) tiber in:

2 dil.

(0 B{eEe ) e ) -
—f—sinq‘)( {4 5+A“’d )—{—cos:‘}(A]%:—;—Azgz):O

Diese Relation wird nach Art. 1 beispielsweise durch folgendes

System befriedigt:

v dw a p
U g5 d=+a,( d2+ da)+ﬂ1(s1na0d, cosaoc—z(g):()

d?u ty . %
Ald‘a,-}—A, Ez—{—lx, ( da,—{—vda) + 6, (sm “Oa‘az— cos aod—a?,)=0
(17a) dzv d*u © v . ds a2
Alw—A2ﬁ5+“5 (uaﬁ —{—fu{raﬂ) + f, (sm o d\;:— cos aOd;:)
§ — a9 —a,sin & — ey c08 & = 0
{1, — B, 92 — B, sin & — f cos & = 0.

0

Die erste Gleichung ergibt die durch (9) definierte Kurve, die beiden
nichsten liefern 4, und A4, Setzt man:

o, — —acos Py, o= gsind,,
g0 erhilt man aus der vierten Gleichung:
9 — ala‘.ﬁ ~+ asin (8 — 8,) = 0.

Wenn e, eine negative und o eine positive Konstante ist, so sagt diese
Gleichung aus, daB die Bewegung des Fadens erfolgt wie die eines

1) 8. Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen (Sammlung Schubert Bd. 50),
Leipzig 1905, 8. 298 ff,
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Pendels von der Linge g/e in einem Mittel, dessen Widerstand dem
Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist. Setzt man & — &, = &,
so lautet das Integral:

t+ 6 = 9 2o, 3 dal A
[B—{— %82/_*—1 (2 @, 8in &, 4 cos ﬂl):I

Wird ein ebener, unausdehnbarer, homogener Faden dem Ein-

flub von bestimmten nur vom Bogen abhingigen Kriften ausgesetzt,
so kann er sich, ohne seine Gestalt zu &#ndern, wie ein Pendel be-
wegen, welches in einem Mittel schwingt, dessen Widerstand dem
Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist. Die Gestalt des Fadens
ist dieselbe, wie wenn Krifte wirken. (Uber die Endspannung
vgl. 8. 82)

Da X, ¥ reine Kunktionen von o sind, so hingt die Richtung
der duBeren Kraft beziiglich des festen Systems von der Zeit nicht ab;
wihrend also der Faden rotiert, bleibt sich die an demselben Faden-
punkt angreifende Kraft stets parallel.

9. Wir haben bisher nur einen Faden von konstanter Dichte be-
trachtet. Im folgenden wollen wir nun die Dichle als Funktion des
Bogens annehmen. Von HuBeren Kriiften mdge wieder abgesehen
werden. )

Setzt man in (6): U=V =0, so folgt:
19 Bfego(0m) +oda (0] 9 [x (o) o aa(0)]
+ lo[sin aOd—da(@) Z—Z) — cos aOdia(@ ZZ)] =0.

Wir haben wiederum nur zwel Fille zu unterscheiden:

1. Fall:
% Eldzi (@ gZ) “+ v dd (@— 7;) = l:sin ao%(@

(19)1 4 (@ 32) v ddE (@ Z) =k, I:sin «, -d% (@

2y
xy
3

|

a)— €oS & o (@ )]

a) — €05 ¢ dda (@Z;ﬂ

K
&

IS
5

&
=

By ® + k824 4, = 0.

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt:
d d . d d
Ed(@ ﬁ) (w — ky sin o) + %(@ ﬁ) (v + K, cosag) =0

di( )(—v—12s1na0)-{—da( )(u+k cos o) = 0.
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Nun setzt man:
P=u+ ky cos e m = — kg cos wy — %, sin «,
g =10+ ky sin e n= k cosa, — Ik sin ¢,
Damit wird:
P ' d dgy
a)+ (q + ")%(@%)— 0
d d d d
0 G AR PACHIRS
(2 > b a Oda qda @da 0
d dp\7? d 03\
[ﬁ(Qda)] + [dﬂ(oda)] =1

Da die Differentialquotienten nicht beide gleichzeitig verschwinden
konnen, so kann man sie eliminieren und erhiilt:

p(p+m)+q(g+n) =0

Bedeutet B eine Konstante, so folgt aus der zweiten Gleichung
in (20) durch Integration:

dyg dpy
@(I)E_Qa—a) = B,
also B
pda_ dp

Paa Yda

6 —

Es sind nun noch die Gleichungen

p(p+m)+alqg+n)=0
PG REACHIE

zu erfilllen. Die erstere stellt im (p, g)-System einen Kreis dar; um
sie zu befriedigen, setzen wir:

" . m .
p—{-E:Gsmtp g = 0B8N g
n
q—{—é-:—o‘cosq) g = O CO8 Py,

wo ¢ und ¢, Konstanten sind, somit:

. . dp dp

p = 6(sin @ + sin @) dq =0cosp —
dg . do

g——a(cosp+cosg,) g, =6sing -,

also B

092 [1+coslp — gy))
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Ferner ist d 0%\ _ B (sin g 4-sing,) do
37,( ,Ta) T e[t +cos(p— )] da
d @dq . B(cosg4-cosq,) do
7al938) = o1t ensty g du
Aus der dritten Gleichung von (20) erhilt man damit
2 B2 (dg\2
= (%) =[1+4 cos{p — g1’

also, wenn C eine Konstante bedeutet:

a+0=[‘ V2 Bdg

J o[+ cos (9 — g7

Setzt man

d [ dp a (pdqy _
%(0?”):005 ¢, %(()da)—smrx

und gibt man Z—(Z das positive Zeichen, so ist « mit ¢ durch die Glei-

chung ¢ = (¢ + @, + x) verbunden, woraus ersichtlich ist, daB die
Konstante C so bestimmt werden kann, dab fiir a=a, « = &, wird.
Damit folgt aber aus (19), daB die Bedingung, welcher die Variablen
u, v unterliegen, nidmlich fiir @ — a, zu verschwinden, erfiillt ist.
Weil
d d
x1=@d§; y1=@;l%’

so wird

T — Beosg _ Bsing
LT e[l Feoslp—o0] 7 1T G cos(p—gy)]
oder, wenn .
Z, =7 cos g, Yy, =rsing
gesetzt wird B

"= 6T+ cos (p — )]

Dies aber ist die Gleichung einer Parabel in Polarkoordinaten,
deren Pol der Brennpunkt ist. Mit Hilfe von (21) erhdlt man
_r
dg’
‘da

G —

woraus ersichtlich ist, dall, wenn ¢ positiv gewihlt wird, auch fTZ posi-
tiv zu nehmen ist. Fiir die Dichte ergibt sich

) g _VBo

T Ve

‘d. h. die Dichte erreicht ihren groBten Wert im Scheitel der Parabel,

von da an nimmt sie mehr und mchr ab und verschwindet im Unend-
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92 Ungleichférmige Bewegungen eines Fadens usw. Von K. Ligs.

lichen. Aus der dritten Gleichung in (19) folgt, daB die Winkelgeschwin-
digkeit in Funktion von ¢ beliebig gewdhlt werden kann, ist dies ge
schehen, so ist die Endspannung 2, bestimmt.

Wird ein unausdehnbarer biegsamer Faden, welcher das unter
(22) angegebene Dichtegesetz besitzt, in Gestalt einer Parabel auf
eine horizontale Ebene gelegt und werden ferner die Enden des Fa
dens mit der Ebene fest verbunden, so kann die Ebene um eins
durch den Brennpunkt der Parabel gehende, zur Ebene senkrechte
Achse mit beliebig variierender Winkelgeschwindigkeit in Umdrehung
versetzt werden, ohne daB der Faden seine Gestalt verindert. Dies
ist, sofern von Kriiften abgeschen wird, der einzige Fall, bei welchen
die Winkelgeschwindigkeit in Funktion der Zeit beliebig gewihlt
werden kann')

Fiir die Spannung gewinnt man

i= 26(5 sin q)—;& + &2 cos w_&)-

2

Ist hierin & in Funktion von ¢ gewiihlt, so wird es im allgeme-
nen einen Punkt auf dem Faden geben, fiir welchen 4 verschwindet;

dag ithm zugehirige @ ergibt sich aus der Gleichung

L

P—@
otg T =

Hierdurch ist ¢ in Funktion von ¢ bestimmt, d. h. der Punkt, fir
welchen 1 verschwindet, wandert langs des Fadenms. Ks ist daher fir
ein bestimmtes Fadenstiick die Spannung im allgemeinen nur in einem
gewissen Zeitintervall positiv.

Fiir ® =1 erhiilt man die Gleichungen (8). Setzt man nun in
(22) ¥ =1, so folgt » = const. und damit aus (21) ¢ = const, d. b
die Gleichungen (8) sind nicht vertréiglich miteinander.

10. Die Relation (18) wird auch erfiillt durch das System

i [wie (070) + v da (0] + [ ia(070) —* 2a (0]

+ K, [sin ot(,% (@%D — cos ao(% (@ g%)] =0
8=k o2
I X

1) Wegen einer Herleitung dieses Falles aus den natiirlichen Gleichunges
fiir das Gleichgewicht eines Fadens vgl. meine Diss, Tiibingen 1912,
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Aus der ersten Gleichung ergibt sich, wenn man wieder durch (11)
die p, ¢ einfithrt und %, = tg & setzt:

d (@ dl) _ pceosegsine

da da Ver+ gt
d ~£9)_,—Psin€iqgojé
wlOu) =T

und durch Einfihrung der Polarkoordinaten E, @ folgen auch hieraus
wieder die Beziehungen

ad 1
®=«+¢e und da o

Rechenschieber zur Berechnung von Funktionen mit
drei, vier und fiinf Verédnderlichen,

Yon P. WERKMEISTER in StraBburg i. E.

1. Einleitung.

Die fiir die Ausrechnung mit dem Rechenschieber in Betracht
kommenden Funktionsformen sind?)

(1) @) =9:(a) £ 9,(8) - ps(e) -+ -
@) f(z) =@, (a,b) + p,(c,d) + - - -
(3) f(x)——_q)l(a: b} c)i%(d, e}f)i"'

Auf die Form (1) kdnnen auch Funktionen von der Form

F(x) _ fi (a)/;;(bZ;' -

P (f)---
durch Logarithmieren gebracht werden.

Die Berechnung einer Funktion mit Hilfe eines Rechenschiebers
wird im al]lgemeinen nur dann einen Vorteil bieten, wenn es moglich
ist, den Rechenschieber so einzurichten, daB keine Zwischenablesungen
ausgefiihrt werden miissen.

Die mechanische Addition bzw. Subtraktion der einzelnen Glieder
der Gleichungen (1), (2) und (3) kann mit Hilfe von entsprechend an-
geordneten Teilungen auf dem Stab, der Zunge oder dem Liufer aus-
gefihrt werden. Zur Berechnung der Glieder der Gleichungen (2)
und (3), die selbst Funktionen von mehr als einer Veriinderlichen vor-
stellen, sind bindre Skalen erforderlich, deren Hauptbestandteil — be-

1) Bei den Formen (2) und (3) konnen @, b, ¢ --- selbst Funktionen von je
einer Veriinderlichen sein.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 Rechenschieber zur Berechnung v. Funkt. m. drei, vier u. fiinf Veriinderlichen.

stehend in einer Kurvenschar — entweder auf dem Stab oder der Zunge
oder der durchsichtigen Platte eines Liufers angebracht werden kam,
Sind fir eine Funktion verschiedene Rechenschieberformen moglich, so
wird man im allgemeinen — abgesehen von der technischen Aus-
fihrung — derjenigen Form den Vorzug geben, welche fir die Be
rechnung des Funktionswertes die geringste Anzahl von Kinstellungen
der Zunge und des Ldufers erfordert.

2. Funktionen mit drei Verdnderlichen.

a) Die zu berechnende Funktion sei von der Form*)
(1) (@) = g (a) + @ (b) + ps(¢)-

Die Berechnung einer Funktion von dieser Form mit Hilfe eines
Rechenschiebers besteht im einfachsten Fall in der Addition der drei
Glieder ¢, (a), @,(b) und @4(c). Zwei hierfiir in Betracht kommende
Schiebereinrichtungen sind im folgenden angedentet.

Fig. 1.

gla) 3
L

1 T
1A ~ Ay
? A %o

<l

" K ]
Die von Ch. A. Vogler angegebenc?), in der Figur 1 dargestellte
Einrichtung besteht darin, daB auf dem Stab die Skalen fiir ¢, (a) und
f(z), und auf der Zunge diejenigen fiir g,(b) und g,(c) in entsprechen-
dem Sinn angebracht sind, und zwar derart, daB die Anfangsstriche
A, und A, bzw. 4, und A, tibereinander liegen.

Y
|

5O |

T

Bei der anderen, in der Figur 2 gezeichneten Einrichtung, sind
ebenfalls die Skalen fiir ¢ () und f(z) auf dem Stab, mit den An-
1) Es wird hier und im folgenden der Einfachheit halber angenommen, daf
gimtliche Glieder der Funktion durch das Zeichen Plus verbunden sind; der Ein-

fluB des Zeichens Minug ist in jedem Fall leicht ersichtlich.
2) Zeitschrift fiir Yermessungswesen 1881, 8. 257.
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Von P. WerkMEISTER. 95

fangspunkten iibereinander angeordnet; die Skala fiir @,(c) befindet sich
an der unteren Zungenkante, und diejenige fiir @y(b) auf der Glas-
platte des Liiufers. Diese Einrichtung des Schicbers kommt mit Riick-
sicht auf die GroBe des Glasliufers, die — wenn auch iiber das tb-
liche MaB hinausgehend — doch immerhin eine beschrinkte sein wird,
nur fir solche Funktionen in Betracht, bei denen der Umfang einer
der Skalen — z B. @4(b) — gering ist.

Die zuletzt angegebenc Einrichtung wurde von E. Hammer bel
einem zum Berechnen von barometrisch gemessenen Hohenunterschieden
bestimmten Rechenschieber beniitzt.')

Die beiden angedeuteten Anordnungen unterscheiden sich u. a. da-
durch, daB bei der ersten der Stab und die Zunge voll susgeniitzt sind,
wihrend dies bei der zweiten nicht der Fall ist, indem die eine Zungen-
kante keine Teilung trigt. Dieser Umstand bedeutet fiir die zweite
Anordnung einen Vorteil fiir den Fall, daff man die noch freie Zungen-
kante zur Unterbringung einer zur Ausfiihrung von anderen Rech-
nungen beniitzbaren Teilung verwerten kann; im anderen Fall bedeutet
die nicht volle Ausntitzung der Zunge einen Nachteil.

Die Addition der Glieder der Funktion (1) kann auch zum Teil
mit Hilfe einer biniiren Skals vorgemommen werden. Schreibt man die
Gleichung (1) in der Form '

f@) =0, b) + g5(c) wo v (ab) = g (a) + g, (b),
so entspricht der Funktion ¢ (g, b) eine durch eine Geradenschar be-
stimmte binfire Skala, die man entweder auf dem Stab oder der Zunge
oder der Glasplatte eines Liufers anbringen kann. Mit Riicksicht auf
die Weiterrechnung — bestehend in der Addition von @g(c) und
¥(a,b) — muB die biniire Skala so gebaut sein, daB die Abszissen
in entsprechender Richtung nach ¢(a, b) beziffert sind.
) Bringt man die biniire Skala auf dem Stab an, so kann man dem
Schieber die in der Figur 3% angedeutete Einrichtung geben. Die nach
¢, (a) bezifferte Ordinatenskala ist auf der seitlichen Fassung eines
Glaslinfers angebracht, dessen Glasplatte sich quer zur Stabrichtung
verschieben 1iBt. Der Stab triigt von der biniiren Skala die nach ¢,(b)
bezifferte Geradenschar. An der oberen Stabkante ist Platz fiir die
— nicht unbedingt erforderliche, in der Figur deshalb nicht ange-
gebene — Teilung fiir ¥(a, b); an der anderen Stabkante ist die nach
f(z) bezifferte Teilung aufgetragen. Anliegend an der letzteren Teilung

1) Zeitschrift fir Instrumentenkunde 1896, S. 161,

2) Die binire Skala ist bei dieser Figur und den folgenden Figuren nur
schematisch angegeben. )
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06 Rechensehieber zur Berechnung v. Funkt. m. drei, vier u. fiinf Verfinderlichen,

trigt die eine Zungenkante die Teilung fiir ps(c). Die Glasplatte des
Liufers triigt drei Einstellstriche, von denen der Strich B zum Ein

(. &o
. — e

stellen der Glasplatte auf @,(a), der Strich C zum Einstellen des Liu-
fers auf @g(b) und der Strich D zum Einstellen des Anfangsstriches 4,
der Zungenskala ¢,(c) dient.

Beniitzt man die Zunge als Triger fiir die bindre Skala, so kam
man die weitere Einrichtung des Schiebers auf zwei verschiedene Arten
treffen, wobel eine in beiden Fillen quer zur Schieberrichtung ver-

Fig. 4.
Ay A,
l — % 3 et
5
Py / %’ $
A - frols

schiebbare Platte aus durchsichtigem Stoff (Glas oder Zelluloid) vorhan-
den ist, die in der Lingsrichtung das eine Mal ebenfalls verschiebbar,
das andere Mal fest ist.

Die Einrichtung mit in beiden Richtungen verschiebbarer Platte
ist in der Figur 4 dargestellt. Die nach ¢,(b) und f(z) bezifferten
Skalen sind an den beiden Stabkanten angetragen; auf der Zunge be-
findet sich rmar die Geradenschar ¢,(¢) der biniiren Skala. Die Liufer
platte besitzt drei Einstellmarken, von demen der Strich B zum Ein-
stellen der Liuferplatte auf ¢@,(a) an der auf der seitlichen Liufer-
fassung angegebenen Skala, der Strich ' zum Einstellen des Laufers
auf @,(d) und der Strich D zum Einstellen der Zunge mit Hilfe von
®;(c) dient; die Ablesung von /() geschieht mittels der Zungenmarke E.
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Von P. WerkMEISTER. 97

Bringt man die quer verschiebbare Platte in der Lingsrichtung
fest anf dem Schieber an, so erhilt man die in Figur 5 gezeichnete
Einrichtung. Die Teilung fiir ¢,(a) ist hier an der einen Fiihrungs-

e 411‘ e 5 I
e f) .
€/ s 7 o
/f E W A g
| | (

leiste der Platte angebracht; auf der Zunge befindet sich die nach gy(b)
bezifferte Geradenschar der biniren Skala und die Teilung fiir @5(c);
anliegend an der lotzteren trigt der Stab die Teilung fiir f(z). Die
Platte ist hier nur mit zwei Marken versehen, von denen die eine
— B — zum Einstellen der Platte auf ¢,(a) und die andere — C —
zum Einstellen der Zunge auf ¢,(b) dient. Die Einstellung von gy(c)
und damit die Ablesung von f(z) wird am besten mit Hilfe eines ge-

Fig. 6.

/
*/ R Y
L e

x

woholichen — nicht unbedingt erforderlichen — Glasliufers vorge-
nommen. Zur Unterscheidung werden im folgenden die beiden Liufer
— entsprechend der Richtung ihrer Verschiebbarkeit — als Quer- und
Lingsliufer bezeichnet.

Wird als Triger fiir die Geradenschar der biniren Skala die durch-
sichtige Platte eines Liufers benutzt, die dann quer zum Schieber ver-
schiebbar sein muB, so kann man ebenfalls — entsprechend der Tren-
nung bzw. Vereinigung von Quer- und Lingslanfer — zwel Einrichtungen
unterscheiden.

Die Einrichtung mit besonderem Querliufer zeigt die Figur 6.
Die Platte des Querliufers trigt die ¢,(a)-Skala und die nach @,(b)

bezifferte Geradenschar; die Teilungen fiir @y(¢) und f(z) sind auf an-
Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 6€2. Band. 1913. Heft 1. 4
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liegenden Kanten von Zunge und Stab angebracht. Die Einstellung
des Liufers geschieht mit Hilfe der an der Fiihrungsleiste angebrach
ten Marke B und der Skala @,(a); die Zunge wird mittels der Marke (
auf die betreffende g,(b)-Gerade eingestellt. Fir die Einstellung von
@3(¢) und die Ablesung von f(x) wird zweckmiBigerweise ein gewthn
licher Lingsliufer benutzt.

Die Einrichtung, bei der Quer- und Lingsliufer vereinigt sind, er
gibt sich aus den in den Figuren 4 und 6 dargestellten Einrichtungen.

Die angegebenen Einrichtungen des Rechenschiebers, bei denen
eine biniire Skala zur Anwendung gelangt, kommen mit Ricksicht auf
die Breite des Schiebers, und fiir den Fall, daB die Zunge die binire
Skala trigt, insbesondere mit Riicksicht auf die Breite der Zunge w-
niichst fiir solche Funktionen f(x) in Frage, bei denen eine der Skalen
— z. B. diejenige fiir ¢,(a) — eine geringe Ausdehnung erfordert.

Die beiden, in den Figuren 3 und 4 angegebenen Anordnungen,
bei denen der Querliufer mit dem Lé#ngsliufer vereinigt ist, sind mit
Riicksicht auf die bei der technischen Ausfithrung sich bietenden
Schwierigkeiten und insbesondere die erforderliche Unveriinderlichkeit
der Lage der Querskala ¢;(a¢) im Nachteil gegeniiber derjenigen An
ordnung, bei der Quer- und Lingsliufer getrennt sind.

Auf die Verwendung von bindren Skalen bei rechenschieberartigen
Rechenhilfsmitteln haben M. d’Ocagne?) und R. Soreau?) aufmerk
sam gemacht. Ein mit Quer- und Lingsliufer verschener Rechenschieber
wurde fir die Zwecke der barometrischen Hohenmessung nach den An-
gaben von P. Werkmeister®), von der Firma A. Nestler in LahriB.
gefertigt.

Die Verwendung einer bindren Skala zur Berechnung einer Funk
tion von der Form (1) ist — wie aus den in den Figuren 1 und 2
angedeuteten Einrichtungen hervorgeht — nicht erforderlich; sie be
dingt — abgesehen von der etwas geringeren Ubersichtlichkeit bei der
Rechnung — unter Umstdnden insofern einen Nachteil, als der Stsh
und die Zunge nicht vollstindig ausgenutzt werdem. Dieser letatere
Umstand bildet einen Vorteil, sobald es moglich ist, an den freien Stab:
und Zungenkanten Teilungen fiir andere Zwecke anzubringen, oder der
ganzen Einrichtung einen gewhnlichen Rechenschieber zugrunde m
legen, wie dies bei dem zuletzt angefiihrten Schieber fiir die Zwecke
der barometrischen Hhenmessung geschehen ist.

1) Traité de Nomographie, Paris 1899, S. 362.
2) Contribution 3 la théorie et aux applications de la Nomographie, Paris 1901
3) Vgl. Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1911, S. 972.
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Bei den angefiihrten Rechenschieberkonstruktionen ist bei keiner
die Ausfiihrung einer Zwischenablesung erforderlich. Bei allen Ein-
richtungen ist je eine Zungeneinstellung auszufiihren; auBerdem drei
Einstellungen des Liufers bei der Einrichtung der Figur 3 und zwei
bei denen der fiinf ibrigen Figuren. Mit Riicksicht auf die Anzahl
der Einstellungen zeigt also nur diejenige Einrichtung einen kleinen
Nachteil, bei der die Geradenschar der biniren Skala auf dem Stab an-
gebracht ist.

Fiir den Fall, daB der Wert von z und die Werte von zwel der
drei Yerinderlichen gegeben sind, und der zugehdrige Wert der dritten
Veriinderlichen gesucht ist, lassen sich alle Einrichtungen gleich bequem
verwenden; es ist bei keiner die Ausfihrung einer Zwischenablesung
erforderlich.

Die im vorstehenden angefiihrten Einrichtungen lassen sich bei
mehr als drei Veréinderlichen je nach Form der Funktior} iI} passender
Weise verbinden.

Ist die zu berechnende Funktion von der Form

f(z) =&+ o,(a) + 9:(b) + @5(0),

wo k eine konstante GriBe bedeutet, so lift sich die mechanische Ad-
dition von % in einfacher Weise dadurch ausfithren, daB man die An-
fangsstriche der betreffenden Skalen um®das Stiick % entsprechend ver-
schiebt.

b} Die zu berechnende Funktion sei von der Form
@) (@) = p.(a, b) + 94(0)-
Eine Funktion von dieser Form erfordert die Einftihrung einer biniren
Skala, wozu eine der in den Figuren 3, 4, 5 und 6 dargestellten Ein-
richtungen benutzt werden kann; der einzige Unterschied dabei besteht
darin, daB an Stelle der Geradenschar vielfach eine Schar von Kurven
tritt, deren Geradmachung jedoch im allgemeinen ohne Schwierigkeiten
durchgefithrt werden kann.

3. Funktionen mit vier Verinderlichen.

a) Die Funktion sel von der Form

1) (@) = @,(a) + 9:(b) + 93 (0) + ().

Die Hinrichtung eines Rechenschiebers zur Berechnung einer Funktion
von der angegebenen Form kann ohne oder mit Benutzung einer bi-
niren Skala ausgefibrt werden. Findet keine solche Verwendung, so
kann man die fiinf erforderlichen Teilungen auf dem Stab und der

Zunge allein oder auch noch auf dem Liufer anordnen.
R -
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Soll der L#ufer nicht als Skalentriger verwendet werden, so kamn
man z. B. die in der Figur 7 gezeichnete Einrichtung treffen.?)

Der Stab trigt die nach ¢, (@) und f(z) bezifferten Teilungen; die-
jenigen fir @z(b), @,(¢) und @,(d) konnen in der in der Figur ange
gebenen Weise?) an den Zungenkanten angebracht werden. Die Addition

¥ig. 7.

f = }

-+
%0

1 @
T — T
| A fm_)

der drei ersten Glieder der Gleichung (1) kann mit einer Zungeneinstellung
ausgefiithrt werden; zur Addition des vierten Gliedes ist das Festhalten
— nicht Ablesen — eines Zwischenresultates mit Hilfe des Léufers
und eine Neueinstellung der Zunge fiir die nach ¢,(d) bezifferte Skala
erforderlich. Im ganzen sind drei Laufereinstellungen und zwei Zungen-
einstellungen auszufiihren.

Eine Einrichtung, bei der auch der Glasliufer als Triger fiir eius
Skala verwendet wird, zeigt die Figur 8. Als Liuferskala ist diejenige

Fig. 8.

Aq gl
R 1

]
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G
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fiir g,(c) angenommen. An Einstellungen sind ebenfalls drei des Liufers
und zwei der Zunge nétig. Die Linge der auf dem Liufer angebrachten
Skala darf auch hier mit Riicksicht auf die Gribe des Liufers eine
gewisse Grenze nicht Ubersteigen.

1) Eine dhnliche Einrichtung, bei der auch nur die Stab- und Zungenkanten
als Skalentriger verwendet werden, wirde man bei Verwendung von mehr als
einer Zunge erhalten (vgl. Ch. A. Vogler a. a. O.).

2) Je nach den erforderlichen Lingen der einzelnen Zungenskalen kann man
an einer Kante zwei, aneinander anstoBende Skalen anbringen, oder kann maa
auch — was aber eine weitere Liufereinstellung erfordert — die eine der drei
Skalen in der Mitte der Zunge zwischen den beiden andern anbringen.
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Verwendet man — z. B. zur Addition von ¢,(a) und ¢,(3) —
eine biniire Skala, so kann man dem Schieber z B. die in der Figur 9
angedeutete " Einrichtung geben. Die Teilung fir ¢,(a) ist auf einer
Fithrungsleiste des Querliufers angcgeben; die nach ¢y(b) bezifferte
Geradenschar ist auf der Zunge angebracht. Die beiden Teilungen fiir

Fig. 9.

///y// @ ’/fg‘l

e
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@3(c) und g@,(d) sind an derselben Zungenkante nebeneinander an-
getragen; die anliegende Stabkante trigi die Teilung fiir f{z). Die
Finstellung des Querliufers wird mittels der Marke B und der o, (a)-
Skala vorgenommen; die Marke C dient zum Einstellen der Zunge auf
,(b). Die durch ¢, (a) und ¢;(b) bestimmte Stellung der Zunge hilt
man mit Hilfe der Marke D und des — in der Figur nicht angege-
benen — Lingsliufers fest, um sodann die durch @g(c) bestimmte
Zungeneinstellung vornehmen zu komnen. Zusammen sind auch hier
zwei Einstellungen der Zunge und drei der beiden Liufer vorzunehmen,

Ebenso wie die Addition von g¢,(a) und ¢,(b) kann auch diejenige
von ¢,(c) und ¢,(d) mit Hilfe einer bindren Skala vorgenommen
werden. Damit die Addition von {g,(a) + @,(b)} und {gs(c) + p,(d)}
ebenfalls mechanisch mit Hilfe des Schiebers ausgefiihrt werden kann,
miissen die beiden auftretenden binfiren Skalen so konstruiert sein, daB
bei thnen die Abszissen nach {g, (@) + ¢4(b)} bzw. nach {g;(c) + @, (d)}
beziffert sind; dabei ist die Richtung der Bezifferung der Abszissen bei
beiden Skalen der gegebenen Funktionsform entsprechend zu wéhlen.

Eine fiir zwei binire Skalen in Betracht kommende Einrichtung
ist in der Figur 10 gezeichnet. Die beiden Fithrungsleisten des Quer-
schiebers tragen die beiden Teilungen fiir ¢, (a) und @,(c); die beiden
nach @,(b) und ¢,(d) bezifferten Geradenscharen sind auf der Zunge
angebracht, die auBerdem an einer Kante die Teilung fiir f(z) trigt.
Bei Benutzung des Schiebers sind der Querliufer und die Zunge je
zweimal einzustellen. Die erste Einstellung des Querliufers geschieht
mit Hilfe der Marke B an der Skala fiir ¢,(a); hierauf erfolgt die
erste Einstellung der Zunge mittels der Marke C auf g,4(b). Die durch
¢,(a) und @,(b) bestinmte Stellung der Zunge wird mit Hilfe des
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Anfangsstriches A der Teilung fiir f(x) durch den Lingsliufer fest-
gehalten. Die zweite Einstellung des Querliufers wird mittels der
Marke D an der nach qg(c) bezifferten Skala vorgenommen; die zweite
Zungeneinstellung erfolgt dann mit der Marke C auf ¢,(d). Die Ab-
lesung erfolgt unter dem Strich des durch die erste Zungeneinstellung

I'—I Fig. 10.

— @ ()
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festgelegten Lingsliufers. Zusammen sind auch hier zwei Ei.nstellungen
der Zunge und drei der Liufer vorzunehmen; in bezug auf die Anzahl
der auszufithrenden Einstellungen der Zunge und der Liufer sind dem-
nach die vier angefiihrten Einrichtungen gleichwertig.

Uber die Verwendung von bindiren Skalen, insbesondere hinsicht-
lich der Ausnutzung der Stab- und Zungenkanten gilt das schon oben
bei den Einrichtungen fiir Funktionen mit drei Veriinderlichen Gesagte,
Unumgiinglich ist auch hier die Anwendung von bindren Skalen nicht,
wie die Einrichtungen der Figuren 7 und 8 zeigen. Die durch die
Einfiihrung von biniiren Skalen bedingte geringere Ubersichtlichkeit
bei der Benutzung eines Schiebers tritt natiirlich bei Verwendung von
zwel solchen Skalen noch mehr in Erscheinung.

Fiir den Fall, daB gelegentlich # gegeben und eine der vier andern
Verinderlichen gesucht ist, konnen alle vier Einrichtungen benutst
werden.

Eine Zwischenablesung ist bei keiner der angegebenen Einrich-
tungen erforderlich.

b) Die Funktion sei von der Form

(2a) (@) =@, (a, b) + g5 (c) + p5(d)

Zur Berechnung einer Funktion von dieser Form ist die Einfilhrung
einer bindren BSkala erforderlich; hierzu kann die in der Figur 9 an-
gegebene Einrichtung gewihlt werden, wobei jedoch im allgemeinen
an Stelle der Geraden der binfiren Skala zuniichst Kurven treten. Die
Einfiihrung einer zweiten bindren Skala ist nicht notwendig.

¢) Hat die zu berechnende Funktion die Form
(2b) ' f(#) = p.(a, 8) + 9:(c, d),
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so ist man gezwungen, zwel binire Skalen zu verwenden; diese miissen
derart konstruiert sein, daB ihre Abszissen nach ,(a, b) bzw. g,(c, d)
beziffert sind, so daB die Addition der beiden Glieder mechanisch mit
Hilfe des Schiebers ausgefiihrt werden kann.

Die Einrichtung eines zur Berechnung der angegebenen Funktions-
form benutzbaren Schiebers ist diejenige der Figur 10, wobei auch hier
hipsichtlich der beiden Geradenscharen die oben gemachte DBemer-
kung gilt.

d) Die Funktion habe die Form
® £@) = £, (0,1, 0) + fo(d)

Setzt man in dieser Gleichung z. B.

f1 (a’r b, 6) = fl((p(a} b), c),

s0 siecht man, daB zur Berechnung von f(z) zwei bindre Skalen — die
eine fir p(a,b) und die andere fiir f; — erforderlich sind. Um die
Addition von f; und f; mechanisch mittels des Schiebers vornehmen
zu kénnen, muB bei der bindren Skala fiir f, die Abszisse nach f; be-
ziffert sein; ferner miissen bei beiden biniren Skalen die Ordinaten die
Bezifferung nach ¢(e, b) haben. Dann tragen die Kurven bei der bi-
niren Skala fiir f, die Bezifferung nach ¢ und bei derjenigen fiir
¢(a,b) z. B. nach &

Die Anordnung der einzelnen Skalen auf dem Schieber ist in der
Figur 11 in schematischer Weise dargestellt, Die beiden Stabkanten

Fig. 11.
A,
S, AN\
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tragen die Teilungen fiir ¢ und f(z); die beiden nach b und ¢ bezif-
ferten Kurvenscharen sind auf der Zunge untergebracht, die auBerdem
— der Stabskala f(z) zugewandt — die nach f;(d) bezifferte Skala
trigt. Die Angabe einer Teilung fiir ¢(a, b) auf der Fihrungsleiste des
Querliufers ist nicht erforderlieh.

Die Berechnung eines Funktionswertes f(x) beginnt mit der Ein-
stellung der Zunge auf @ mit Hilfe der Marke Bj; stellt man sodann
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Fig. 12.
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die Marke C des Querliufers auf die betreffende
b-Kurve, so ist die — nicht erforderliche — Marke D
auf p(a,b) eingestellt. Die zweite Zungeneinstellung
erfolgt mit Hilfe der ¢-Kurven auf die Liufermarke (;
die Ablesung wvon f(x) geschieht bei fy(d) mittels
des Liingsliunfers. Im ganzen sind zwei Kinstel-
lungen der Léufer und zwei der Zunge erforderlich.
Die Ausfithrung einer Zwischenablesung ist nicht
nitig.

Die Einrichtung kann auch benutzt werden fiir
den Fall, daB ausnahmsweise eine der vier Verinder-
lichen gesucht ist.

4, Funktionen mit fiinf Verdnderlichen.

a) Die zu berechnende Funktion habe die Form

(1) (@) = ¢1(a) + ¢3(8) + ps(0) + g4(d) + p5(¢.

Wie schon bei der Betrachtung von Funktionen mit
nur drei Veréinderlichen angedeutet wurde, konnen
die dort angegebenen Einrichtungen verschieden kom-
biniert werden, wenn es sich um die Berechnung
von Funktionen mit mehr-als drei Verdnderlichen
handelt. Von den verschiedenen dadurch sich er-
gebenden Kinrichtungen soll hier nur eine solche
ohne bindre Skala angegeben werden. Die Kin-
richtung ist in der Figur 12 angedeutet; der Stab
trigt die Teilungen fiir ¢, (a) und f(x), diejenigen
fiir die vier andern Verfinderlichen sind an den
beiden Zungenkanten je paarweise nebeneinander
— mit gemeinsamem Anfangspunkt — angetragen.
Die leicht tibersehbare Berechnung von f(z) erforders
zwel HEinstellungen der Zunge und drei des Liufers.

Andere Finrichtungen — mit Benntzung des
Liufers als Skalentriger und mit Verwendung von
bindren Skalen — ergeben sich zum Teil aus den
fiir drei und vier Veriinderliche angegebenen Ein-
richtungen, zum Teil aus den im folgenden noch
zu besprechenden.

b) Fiir eine Funktion von der Form

(2a) £(=) — w1 (2, b) + @y(e) + ¢s(@) + p4(6)
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kann im Grundgedanken die in der Figur 9 angedeutete Einrichtung
verwendet werden; sie erfordert nur die Hinzufiigung einer weiteren,
nach g, (¢) bezifferten Teilung, die z B. an der noch freien Zungen-
kante Platz finden kann. Die Einrichtung fiir die weitere Veréinderliche
erfordert eine Zungen- und eine Liufereinstellung mehr.
¢) Die Funktionsform

(2b) f(2) = 91(a,b) + 9,y (c, d) + s (e)

erfordert zweil biniire Skalen. Die Einrichtung eines hierfiir in Betracht
kommenden Schiebers ist im Grundgedanken die in der Figur 10 an-

gegebene, der noch eine Vorrichtung zur Addition von g,(e) beizufigen
ist. Eine solche ist in der Figur 13 angedeutet; sie besteht aus einem

Fig. 13.
A /)
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sweiten Lingsliufer I,, der die Teilung fiir ¢g(e) trigt. Die erste
Zungeneinstellung (vgl. das zur Figur 10 Gesagte) ergibt die Stellung
des gewbhnlichen L#ufers, der nach Ausfilhrung der zweiten Zungen-
einstellung die Ablesung o, (a, b) + ¢,(c, d) ergeben wiirde. Die Addi-
tion von ¢,(e) geschieht dadurch, daB man den zweiten Liufer mit
Hilfe des Anfangsstriches 4, der gg(e)-Teilung auf den Anfangsstrich
A, der f(z)-Skala und sodann die Zunge mit dem Strich A, auf gg(€)
einstellt, Die Ablesung wird mittels des durch die erste Zungeneinstel-
lung festgelegten Liufers I, vorgenommen.

Zwischenablesungen sind bei der angedeuteten Einrichtung mnicht
auszufiihren.

d) Die Funktion habe die Form
(3a) (@) =fi(a, b, ¢) + (D) + fi(e)
Ein fiir diese Form eingerichteter Schieber ist in der Figur 11 ge-

zeichnet; man hat nur noch auf der Zunge eine Teilung fir fs(¢) —
am besten anstoBend an diejenige fiir f;(d) — anzubringen.

e) Die zu berechnende Funktion sei von der Form

(3b) f(m) =f (a) b: 6) + f2(d) e)'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 Rechenschieber zur Berechnung von Fupl{tioneu us§w. Von P, WurxuersTzz.

Eine Schiebereinrichtung fiir diese Funktionsform ist in der Figur 14
schematisch angegeben; sie stellt eine Verbindung der in den Fi
guren 11 und 10 angedeuteten Einrichtungen vor. Der Stab trigt die
Teilung fir a; diejenige fiir d ist an einer Fithrungsleiste des Quer
liufers und diejenige fiir f(2) an einer Zungenkante angebracht. Die
Zunge trigt ferner die drei nach b, ¢ und e bezifferten Kurvenscharen
Die erste Einstellung der Zunge geschieht mit Hilfe der Marke B an

[——‘ Fig. 14.
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der a-Teilung; hierauf folgt die Einstellung des Querliufers mit der
Marke 0 auf die betreffende b-Kurve. Die jetzt folgende zweite Zungen-
einstellung wird mit Hilfe der nach ¢ bezifferten Kurvenschar auf die
Marke C vorgenommen; die so erhaltene Stellung des Anfangsstriches
A, der f(z)Skala — bestimmt durch die Werte von a, b und ¢ —
wird mit dem Lingsliufer festgehalten. Die letate Zungenstellung er-
gibt sich durch Einstellen der Liufermarke D auf d und Einstellen
der betreffenden e-Kurve unter der Marke C. Die Ablesung von f(z)
wird an dem vorher eingestellten Lingsliufer ausgefiihrt.

Zusammen sind drei Einstellungen der Zunge und drei der Laufer
vorzunehmen. Zwischenablesungen sind keine erforderlich.

Auch die fiir Funktionen mit fiinf Verénderlichen angefiihrten
Schiebereinrichiungen eignen sich fiir den Fall, daf der Wert von z
gegeben und derjenige einer der andern Verinderlichen gesucht ist
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Unterrichtskommission, IX.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M-
Fortschritte der Mathematik, Jahrbuch tber die, 41. Bd., Juhrg 1310,
3. (SchluB-)Heft. Berlin 1913, Reimer. 17,50,

Hixert, Ltopwie, Angewandte Mechanik. Zum Gebrauch als Leitfaden fiir den
Unterricht in Naturlehre an der Kaiserl. Marineschule und als Hilfsbuch fir
die Praxis. Hierzu als Anhang: Kurze Einfiilhrung in die Chemie unter bes.
Beriicksichtigung der Explosivstoffe. Berlin 1913, Mittler u. Sohn.

M 6.25; geb. M T.—.
Kunring, W., und Hovestapr, H., Handbuch des mathematischen Unterrichis.
2. Bd. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner.  .# 10 —, geb. in Leinw. 4 11.—.
Knrser, Apr., Mathematik und Natur. Rektoratsrede. 2. Abdr. Breslau 1913,
Trewendt & Granier. A — .50,
Kunrze, Frieorice, Denkmittel der Mathematik im Dienst der exakten Dar-
stellung erkenntniskritischer Probleme. (Philosophische Vortrige, veroffent-
licht von der Kantgesellschaft, Nr. 3.) Berlin, Reuther & Reichard. 4 1.—.
Lierzmasy, W., Bericht iiber die Tatigkeit des deutschen Ausschusses fiir den
mathema.tischen und naturwissenschaftlichen Unterricht i. J. 1912, (Schriften
des deutschen Ausschusses fiir den mathem. u. naturwmsenschaftl Unterricht,
Heft 16.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M1 —
Umravr, K., Mathematik und Naturwmsenschaften an den deutschen Lehrer-
bildungsanstalten. (Bund fiir Schulreform, Arbeiten 3.) Leipzig u. Berlin 1912,
Teubner. 4 3.60.
Vorschlige fir den mathematischen, naturwissenschaftlichen und erdkund-
lichen Unterricht an Lehrerseminaren. Unter Mitwirkung von Fachminnern
ausgearbeitet vom Deutschen AusschuB fiir den mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht. (Schriften des Deutschen Ausschusses fiir den
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. Heft 14.) Leipzig u.
Berlin 1912, Teubner. H 1.80.
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[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmiiBig aufgefiihri.
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt.]

Abhandlungen iiber den mathem. Unterricht in Deutschland, s. N. B. (,,Neue
Biicher'*) Nr. 53.

Annales de 1'Institut Polytechnique du Don du Césarévitch Alexis a Novotcher-
kassk, vol. I, 1912, Massberia Asercbesckaro lomcroro IMozmrexwmgeckaro Hmcra-
1y1a 3% Horovepraccrh. 1912 roin. Tomw I. Hosoucpracers 1912.

Birory, E., Aufgabensammlung fiir bayerische Mittelschulen, bearbeitet von Jos.
Lengauer. 4., umgearb. Aufl. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. Geb. 4 2.20.

Berichte und Mitteilungen, veranlaBt durch die internationale mathematische
Unterrichtskommission. 8. N. B. 54.

Beorsn, E., Die Quadratur des Kreises. (Mathem. Bibliothek, XII.) Leipzig und
Berlin 1913, Teubner. Kart. # — . 80.

Carrrig, Hans, Die mathematische Geographie und ihre Nutzanwendung, s. N. B. 1.

Cranz, C., Lehrbuch der Ballistik, III, 5. N. B, 186.

Deesskr, Lupwre, Elementares Lehrbuch der Physik, I, II, s. N. B. 29. 4

DressLer, ., Mathematische Lehrmittelsammlungen, s. N. B. 55.

Evstrix-Grossmany, Entwurf einer verallgemeinerten Relativititstheorie und einer
Theorie der Gravitation, s. N. B. 30.

Gaspeczka, Joser, Auflosungen von arithmetischen und geometrischen Textaufgaben
fiir die Mittel- und Oberstafe der Gymnasien, Realgymnasien, Realschulen und

fir Handelsakademien. Wien und Leipzig 1912, Deuticke. H 2.50.
Geisteeck, Micaaer, Physische Erdkunde fir hohere Lehranstalten. Freiburg i. B.
1913, Herder. Geb, in Leinw. .£ 1.80.

Gexten, H., Die Bestitigung der Atomlehre durch die Radioaktivitit, s. N. B, 32.

Grmsenr, E., Lehrbuch der Physik, s. N. B. 33.

Guicmarp, C., Probléme de mécanique et cours de cinématique, 8. N. B. 18.

Hinerr, L., Angewandte Mechanik, s. N. B. 57.

Hipert, D., Grundlagen der Geometrie. (,,Wissenschaft und Hypothese* VIL), 4.,
durch Zusiitze und Literaturhinweise von neuem vermehrte und mit sieben
Anhingen versehene Auflage. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner.

' Geb. in Leinw. 4 6.—.

Jixosr, SiecFrikp, Sammlung arithmetischer Aufgaben, ncbst Lehrbuch der Arith-
metik fiir héhere Maschinenbauschulen und verwandte technische Lehranstalten.
Zugleich Erginzungsband zu den arithmetischen Aufgaben fiir Metallind astrie-
schulen von Bardey-Jakobi-Schlie. (Teubners Unterrichtsbiicher fiir maschinexn-
technische Lehranstalten, 7.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. Kart. £ 1.60.

Jamoscu, J., Methodik des Unterrichts in der darstellenden Geometrie, s. N. B. 9.

Kempe, A, Der groBe Fermatsche Satz. Versuch einer Beweisfithrung. 2., verb.
Anfl. Amsterdam 1913, Versluys.

Kicuwwe-Hovestanr, Handbuch des mathematischen Unterrichts, II, s. N. B. 58.

Kuntze, Fr., Denkmittel der Mathematik im Dienst der exakten Darstellung er-
kenntnistheoretircher Probleme, s. N. B. 60.

Leceer, E., Lehrbuch der Physik fiir Mediziner und Biologen, s. N. B. 36.

Lierzuanxn, W., Bericht iiher die Titigkeit des deutschen Ausschusses fiir den ma-
thematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht im J. 1912, s. N. B 61.

—— und Trixr, V., Wo steckt der Fehler? Trugschliisse und Schiilerfehler. (Mathe-
matische Bibliothek, 10) Leipzig und Berlin 1918, Teubner. Kart. 4 —.80.

Liuestrar, R. v., Vorlesungen iber Differentialgeometrie. II. Bd. Flichentheorie.
Erster Teil. (Teubners Sammlung Bd. XXVIIL 2, 1) Leipzig nu. Berlin 1913,
Teubner. M 12.—; geb. S 13.—.
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Loria, G., Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, I, 5. N. B, 11.

Mioskeueyer, K., Vierstellige Logarithmentafel, s. N. B. 49.

Opus palatinum, s. N. B. 60.

Perry-WarzeL, Drehkreisel, s. N. B. 20.

RiwrFLr, J., Kleines Lehrbuch der ebenen Geometrie, nebst einer Sammlung von
tbungsaufgaben. Zum Gebrauche an Mittelschulen. 7., vollstindig umgearb.
Aufl. Bern 1913, Francke. Geb. 4 1.15.

Ruvar, C. und Espx, F., Rechnungsformular zur Zerlegung einer empirisch gege-
benen periodischen Funkfion in Sinuswellen, s. N. B. 51.

Scuov, Carr, Vermischte Aufgaben der mathematischen Geographie und sphérischen
Astronomie, s. N. B. 8.

Scrroper, J., Die neuzeitliche Entwicklung des mathematischen Unterrichts an den
hoberen Midchenschulen Deutschlands, insbhesondere Norddeutschlands. (Abh.
tiber den mathem. Unterricht in Deutschland, Bd. I, Heft 5.) Mit einem
SchluBwort zu Bd. I von F. Klein. Leipzig und Berlin 1913, Teubner.

M 6.~

Scawas, Kare, Lehr- und Ubungsbuch der Geometrie. Erster Teil. Ausgabe A:
Fiir die mittleren Klussen der Realanstalten. 3. Aufl, Leipzig 1918, Freytag

Geb. in Leinw. 4 3.60,

Sumi, A., A, Sul vizio d'origine delle geometrie non euclidee. Dissertazione geo-
metrico-filosofica. Piacenza 1913, Tipografia Porta.

Svepeera, The, Die Existenz der Molekiile. Experimentelle Studien. Leipzig 1912,
Akadem. Verlagsgesellschaft. M 12.—; geb. A 13.90.

Verwaltungs-Bericht tiber das neunte Geschiftsjahr 1911--1912 und Bericht
iiber die neunta AusschuBsitzung des unter dem Protektorate Seiner Kgl. Hoheit
des Prinzregenten Ludwig von Bayern stehonden Deutschen Museums.
Miinchen 1913, Druck von R. Oldenbourg.

Vorrmasn, P., Einfithrung in das Studinum der theoretischen Physik, s. N. B. 42.

, Fragen des physikalischen Schulunterrichts, s. N. B. 43.

Vorschlige fiir den mathematischen, naturwissenschaftlichen und erdkundlichen
Unterricht an Lehrerseminaren, s. N. B. 63.

Werrzrr, C. G., Unterrichtsbriefe zur Einfiihrung in die hthers Mathematik, ent-
haltend: Stereometrie, Trigonometrie, Analysis, analytische Geometrie der
Ebene, Differential und Integral, in Gespréchsform zum Selbstunterrichte nnd
fiir solche, die beim Krlernen der Mathematik Schwierigkeiten haben (alle
Beispiele und Aufgaben sind mit Erklirungen und vollsténdiger Ausrechnung
versehen). 1. Lfg. (Vollstindig in 30 Lfgn.) Wien u. Leipzig 1913, Hartleben.

‘WeyL, Hermaxy, Die Idee der Riemannschen Fliche. (Mathem. Vorlesungen an der
Universitit Gottingen: V.) Leipzig u. Berlin, 1913, Teubner.

M 1.—; geb. in Leinw., 4 8.—.

Wousper, L., Physikalische Plaudereien, s. N, B. 44.

Zyniee, P., Konstruktionen in begrenzter Ebene, s. N. B. 13.
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Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper.

Von F. PreIrrER in Halle a. S.

Die folgenden Ausfithrungen schlieBen sich an Resultate an, die
gich bei einem ganz einfachen Beispiel zur Theorie der gleitenden Rei-
bung starrer Korper ergeben; wir werden daher zuniichst dieses Bei-
spiel behandeln und erst nach Besprechung desselben auf Seite 118
die den ferneren Ausfiihrungen zugrunde liegende Fragestellung angeben.

I. Bewegung einer homogenen Kreisscheibe auf einer festen Geraden.

1. Eine vertikal stehende, unendlich diinne, homogen mit Masse
belegte Kreisscheibe vom Radius R werde auf eine in ihrer Ebene
liegende, horizontale, rauhe Gerade aufgesetzt und bewege sich, nach-
dem man ihr eine belisbige Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes
parallel der Geraden und Anfangsrotation um den Schwerpunkt erteilt
hat, unter der Wirkung der Schwere auf der Geraden. Der Reibungs-
koeffizient der gleitenden Reibung habe den ahso-

luten Betrag f, der der rollenden Reibung sei Null. +y‘r Fie 1

Es seien (Iig. 1) # und y die Koordinaten des b
Scheibenschwerpunktes in einem in der Ebene der
Scheibe liegenden rechtwinkligen zy-System, dessen zy
z-Achse die Fiithrungsgerade ist; ferner sei 6 der &Yy
im positiven Sinne gezihlte Winkel von einem mit N ~
der Scheibe festverbundemen Radius bis zu dem r] 3‘7+

Radius nach dem Bertihrpunkt, m die Masse der
Scheibe, % ihr Trigheitsradius fiir den Schwerpunkt, N der Normaldruck
der Fihrung auf die Scheibe und g die Schwerebeschleunigling. Die
Geschwindigkeit des mit dem Berlihrpunkt zusammenfallenden Punktes
des Scheibenrandes sei relativ zur Fiithrungsgeraden v, dann ist, wenn
wir v positiv zahlen in Richtung der positiven z-Achse,
oy v=21a — RE, _
{(wo — wie auch im folgenden — die Striche in der gebriuchlichen
Weise die Ableitungen nach der Zeit f bedeuten).

Wir nehmen an, " und 6 haben fiir { = 0 Werte z, und 6;, die

g0 gewihlt sind, daB vy, — v,_qy+ O ist. Dann leiten diese Werte eine

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band, 1913. Heft 2, 8
.
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114 Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Kérper.

Gleitbewegung®) ein, die dadurch charakferisiert ist, daB wihrend der
ganzen Dauer derselben v =0 und N > O ist, und deren Differential-
gleichungen lauten:

mz” = — N(f)
2) my’ = N—mg
mk8" = N()R.

Dazu tritt die geometrische Relation

y= R,
und die Bedingung fiir Gleitreibung, daB (f) = + f so zu wihlen ist, dab
3) N()v>0

ist, solange v 4= 0 ist. Aus der Relation y = R ergibt sich y” = 0, und
daher ist wegen der mittleren der Gleichungen (2)

N = myg.
Die deshalb aus der ersten und letzten der Gleichungen (2) folgenden

Gleichungen " :
@ ° { ma" = — mg(f)
mk?@” = mg(f)R
ergeben durch Kombination und einmalige Integration
4) —m (R2' + k*6") = J, = — m(Ray, + K*0;).

‘Wir kénnen den Inbalt dieser Gleichung so ausdriicken: Das ge-
samite Impulsmoment der sich bewegenden Scheibe in bezug auf den je-
weidigen DBeriihrpunlt ist widhrend der ganzen Gleitbewegung konstant.

Ubrigens lassen sich die Gleichungen (2%) auch vollstindig inte-

grieren und liefern:

g — g+ 1y w=—g()y + Tt + 2,
0= Ro)t+0: 6=Ta(NG + 0+ 06,

wenn z, und 6, die Werte von z und 6 fiir £= 0 sind. Fiir

|

i=t1=gf(1+3’,;—,)

wird v = 0;

1) Das Wort ,,Gleitbewegung* soll hier nicht etwa eine reine Parallelver-
schiebung der Scheibe lings der festen Geraden beszeichnen, sondern die Ubersin-
anderlagerung einer solchen mit gleichzeitig stattfindendem Rollen der Scheike
auf der festen Geraden. Dagegen soll das Wort ,Rollbewegung' reines Rollen
ohne gleichzeitige Parallelverschiebung bezeichnen.
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VYon F. Prrrrrez. 115

fiir diesen Zeitmoment ist

P v k* , — J,

T=—frmt % =E(f:t§z')
(5) , .

U= pimth=awinry

Die Differentialgleichungen (2) gelten indessen nur, solange v =0

ist; sie sagen also nur aus, daB bei unbegrenzter Annéherung von ¢ an den
Zeitmoment f, die Geschwindigkeit des an der Beriihrungsstelle befind-
lichen Randpunktes der Scheibe gegen Null abnimmt. Setzt man aber
die Stetigkeit der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten der Scheibe
im Momente ¢, voraus, so ergibt sich, daB im Momente ¢ = ¢, fiir die
gich bewegende Scheibe v = 0 ist und 2" und 6 die Werte (5) haben.

Waren z, und 6, speziell so gewihlt, daB J, = O ist, so kommt
im Moment ¢ =¢, die Scheibe zur Ruhe. Andernfalls tritt eine durch
die Eigenschaft » = 0, ¥ > 0 charakterisierte Rollbewegung ein. Diese
Rollbewegung setzt sich unbegrenzt lange fort, da weder Gleitbewegung
noch Ruhe fiir einen Zeitmoment 4 > ¢, eintreten kann, sobald man v
vom Momente ¢= £, ab stetig voraussetzt. Denn wiirde v fiir ein >,
einen von Null verschiedenen Wert annehmen, so befinde sich fiir jeden
noch so kleinen Absolutwert £ >0 von v die Scheibe in einem An.
fangszustand, der dem auf Seite 113 besprochenen analog ist; also
wiirde v wieder gleich Null werden nach Verlauf einer Zeit, die mit &
selbst gegen Null konvergiert. Es muB daher von ¢==4% ab v =0
bleiben, und die Scheibe kann nur dauernd rollen oder schlieBlich
stechen bleiben. DaB das letztere nicht eintritt, ergibt sich sofort.

Die Differentialgleichungen der Rollbewegung gehen aus den Glei-
chungen (2*) hervor, wenn man dort mg(f) durch eine unbekannte
Reibungskraft ¥ ersetzt und die Rollbedingung '

6) v—a — RO =0

hinzunimmt. Es gilt also auch fiir die Rollbewegung die Gleichung (4):

Das gesamte Impulsmoment der sich bewegenden Scheibe tn becug
auf den momentanen Deriihrpunkt ist also wédhrend der ganzen Gleit-
und Bollbewegung konstant.

Aus dem Bestehen der Gleichungen (4) und (6) folgt die Giltig-
keit der Gleichungen () withrend der Rollbewegung; die Scheibe kommt
also picht zur Ruhe. o ‘

Soweit ist das Beispiel u. a. bei Appell, Traité de mécanique ra-
tionelle, T. II, 2. Aufl.,, S. 111—114 behandelt; wir wollen noch einige

Ergebnisse betreffend den Energieumsatz -bei der Bewegung anfiihren.
8‘
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116 Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper.

2. Die gesamte Arbeit, welche die Reibungskraft N(f) wihrend
der Dauer der Gleitbewegung leistet, ist

Pa

e 9(/)(1+{;3

@) A=—[Nyvat=—mar) [ (o)t +2—2 g ()t — 20;)a

t=0
2
m v

2 R
1+—k?

“Die gesamte Energiemenge, die wihrend der Gleitbewegung der Scheibe
auf der rauhen Filrungsgeraden (f -+ O) durch die Reibung verzehwt wird,
ist ihrem DBetrage nach unabhdngig von der Grifle des Reibungshoeffi-
eienten.’)

3. Aus

T =7 (% + F06%

ergibt sich durch Einsetzen der Werte
= —g(f)t +
, R ,
0 = k:g(f)t + 00:

@B T="ler(L+5)e — 200 (& — ROt + (&7 + R0y}

Diese Funktion 7'(#) gibt bei Beschrinkung der unabhingig Ver-
inderlichen ¢ auf das Infervall 0 < <4, zu jedem Wert von ¢ den
entsprechenden Wert der lebendigen Kraft der Scheibe wihrend der
Gleitbewegung. Wir fassen nun 7'(f) auf als Funktion der unbeschrinkt
Veriinderlichen £ und bestimmen den Wert von ¢, fiir welchen eventuell
ein Extremwert von 7'(¢) existiert. Dafiir muB

e=me() [s) (1 +75)t — (@ — RO} =0

Yo

a1+ %)

oder
$ =

sein. Da ferner
arT R*
o mg"’f”(l + _k’) >0

ist, so hat die Funktion T(t) der unbeschrinkt Veriinderlichen t bei dem-

1) Darauf hat ibrigens schon Painlevé, Legons sar le frottement, Paris 1895,
p- 79 hingewiesen,
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jenigen Werte t = t,, welcher dem Fintrelen der Rollbewegung entspricht,
ein Mintmum. Der Wert dieses Minimums

m ’ 9 1)2
9) Toin =3 (x(,’ + K0 — TLR)
T
ist — wie auch aus 2. folgt — wunabhingig von dem von Null ver-

schiedenen Werte f des Reibungskoeffizienten.

4. Fassen wir nun die Funktion
T, 0) =" (@ + W0,

welche fiir jedes der Gleit- und Rollbewegung entsprechende Werte-
paar &, 6° den diesem Wertepaur zugehtrigen Wert der lebendigen
Kraft der Scheibe gibt, als Funktion der unbeschrinkt Verinderlichen
# und 6 auf und bestimmen einen eventuellen Extremwert von 7'(z, 6)
wit der Nebenbedingung, daB 2’ und 6’ stets der Gleichung (4)

@ _ —m (Rz’ 4 120" = J,
geniigen sollen. Fiir die Existenz eines solchen Extremwertes ist not-
wendig, daB z’ und 6 auBer der Gleichung (4) noch die Relation
2 — R6=0
erfilllen, und hieraus und aus (4) berechnen sich die Werte

, —RJ,

i aTCES
(' ) H'—— ':Ju
T mk*+ RY)
Ferner ist
gxz; =m>0
(10) und 2T 5° GT \?
b 2 b .
oa’t 97 (ax'ae’) = m*h >0,

und da die Nebenbedingung (4) in z" und 6’ linear ist, so sind diese
letzteren Relationen hinreichende Bedingung dafiir, daf die der Roll-
bewegung zugehirigen Werte (5) von z” und 0’ die I'unktion T (z', 6")
aum Mivimum machen mit (4) als .Nebenbedingung.

Dieses Resultat mit dem Kndergebnis in 1, zusammenfassend, er-
halten wir:

1. Die Scheibe befinde sich in einer beliebigen Anfangslage z, @,
auf der Fithrungsgeraden und habe Geschwindigkeitskoordinaten z und
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118 Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrer Korper.

6o; dadurch erhiilt das gesamte Impulsmoment — m (Rxg+ k*6;) der
Scheibe in bezug auf den momentanen Beriihrpunkt einen bestimmten
Zahlenwert J,. (Wir setzen voraus, z, und 6, seien so gewiihlt, daf sowohl
Jo=+ 0, als auch z;— RO, <+ 0 sei) Dieser Wert J; wird wihrend der
ganzen folgenden Bewegung beibehalten, und die lebendige Kraft T
der Scheibe ist in jedem Moment gegeben durch

T =" (2% + 16’

Die erste Phase der DBewegung ist cine Gleithbewegung; 2u einem be-
stimmten Zeitmoment iritt Rollbewequng ein. Das Wertepaar «, 8, das
diesem Moment entspricht und wihrend der darauf folgenden Rollbeweguny
beibehalten wird, macht T zum Minimum unter denjenigen Werten I,
welche man fir alle Wertepaare &', 8" erhdlt, die auch das gesamie Im-
pulsmoment gleich J, machen.

2. Die Kreisscheibe werde in irgendeine Anfangslage z, 6 gebracht,
und es sollen ihr Geschwindigkeitskoordinaten z', 6" so evteilt werden, dab

a) das aus diesen Werten sich berechnende gesamte Impulsmoment
— m (R + E*0") in bezug auf den momentanen Beriihrpunkt gleich
einer vorgeschriebenen Konstanten Jy (Jy =+ 0) sei und daf

b) die anfangliche lebendige Kraft T ='0(z'®+ k0% fir die ein-

tretende Bewegung kleiner sei als fiir irgendein anderes Wertepaor
z', 8, das auch der Bedingung a) geniigt.

Dann erfiillen die gesuchien Werte &', @' auch die Relation v =10,
letten also eine Rollbewegung ein, deren lebendige Kraft konstant gleich

It y
2w LR

(Wir formulierten den Satz 2 besonders wegen einer spiter zu
besprechenden Verallgemeinerung.)

5. Die im folgenden zu behandelnde Aufgabe besteht nun darin,
zu untersuchen, wie weit die bei dem einfachen Beispiel gewonnenen
— in den Nummern 1. bis 4. durch Kursivdruck hervorgehobenen —
Resultate sich sinngemiB auf das allgemeine Problem der Gleit- und
Rollbewegung einer beliebigen mit Masse belegten ebenen Scheibe auf
einer beliebigen in ihrer Ebene liegenden, rauhen festen Kurve!) aus
dehnen lassen.

Wesentlich war bei dem betrachteten Beispiel, daB die an der

1) Genauvere Festsetzungen iiber die in Betracht zu ziehenden Kurven und
Begrenzungslinien der Scheiben werden wir spiiter treffen.
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Scheibe angreifenden #uBeren Krifte mit Ausnahme der Reibungskraft
bei keiner Bewegung Arbeit leisteten; wir wollen auch bei der Verall-
gemcinerung zundchst voraussetzen, daB auBer der Normalreaktion zwi-
schen Scheibe und Fithrung und der Reibungskraft nur eine der GrioBe
nach konstante Kraft P auf die Scheibe wirke, welche im jeweiligen
Beriihrpunkt zwischen beweglicher und fester Kurve normal zur gemein-
samen Tangente der beiden Kurven von der beweglichen gegen die feste
Kurve gerichtet ist, und iiber deren absolute Gr6Be noch zweckentsprechend
verfiigt werden soll.

Das somit dewm folgenden zunichst zugrunde liegende mechanische
Problem der Gleit- und Rollbewegung einer belichbigen mit Masse be-
legten ebenen Scheibe auf einer rauhen in ihrer Ebene liegenden be-
liebigen festen Kurve — allerdings unter sehr einschrinkenden Voraus-
setzungen iiber die an der Scheibe wirkenden #uBeren Krifte — scheint
unter so allgemeinen Festsetzungen iiber die feste und bewegliche Kurve,
wie sie hier benlitzt werden, in der vorliegenden Weise bisher nicht
durchgefithrt zu sein. Allerdings hat A. Mayer in den Berichten iiber
die Verhandlungen der K. Sichs. Ges. d. Wiss. (Math.-phys. Cl.) Bd. 53,
(1901), 8. 266—280 die ebcne Bewegung einer Scheibe auf einer festen
rauhen Kurve behandelt, doch ist die Durchfiihrung in der Arbeit von
A. Mayer und in der vorliegenden ganz verschieden. In engerem Zu-
sammenhang stehen unsere Ausfiilhrungen mit Herrn Painlevés ein-
gehender Diskussion der Gleit- und Rollbewegung einer elliptischen
Scheibe, deren Schwerpunkt im Mittelpunkt der Begrenzungsellipse liegt,
auf einer in ihrer Ebene liegenden Geraden unter der Wirkung der
Schwere (Painlevé, Legous sur le frottement, Paris 1895, p. 82ff),
und der kurzen Eriirterung der Bewegung eines beliebig gestalteten
Zylinders eine rauhe geneigte Ebene hinab, deren Horizontalspur der
Achse des Zylinders parallel ist, unter der Wirkung der Schwere in der
sTheorie der. Reibung® von Jellett (deutsch von Liiroth und Schepp),
5. 146 1. .

Es wird sich ergeben, daB sich nur ein Teil der im Abschnitt I
gewonnenen Resultate sinngem#B auf das eben skizzierte allgemeinere
Problem ausdehnen 14Bt, daB diese Resultate aber durchweg eine Erwei-
terung auf den Spezialfall zulassen, in dem die rollende Scheibe von
einer Kreislinie begrenzt ist; deren Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt
der auf der Scheibe verteilten Massen zusammenfillt.

Am Schlusse soll dann noch ein auf die lebendige Kraft der Roll-
bewegung beziiglicher Minimalsate angegeben werden, der gilt, falls sich
die Scheibe auf der festen Kurve unter der Wirkung beliebiger duferer
Krifte in Rollbewegung befindet.
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120 Uber ebene Gleit- und Rollbewegung starrcr Korper.

II. Bewegung einer beliebigen Scheibe auf einer beliebigen
festen Kurve.

Festsetzungen iiber die feste und die bewegliche Kurve.

6. Die Funktionen
(1) £ = £
=1 (7) "
sollen mindestens viermal stetig differentilerbare reellwertige Funktionen
der in jedem endlichen Intervall unbeschriinkt veriinderlichen reellen
Hilfsvariablen 7 (— co < 7 < + o0) sein. Ferner soll fiir jeden Wert®) vont
VE+ni>g

sein, wo &, eine (heliebig kleine) positive Konstante ist. Die Funktionen
E(), n(r) sollen weiter so beschaffen sein, daB in jedem Punkf der
+y durch sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem (£, ) dar-
+1  gestellten Kurve, der nicht Wendepunkt ist, fiir den Kriimmungs-
radius o die folgende
Festsetzung gilt: Als
positive Richtung der
+Tangente Tangente werde die-
jenige gewihlt, de-

+Normale Fig. 2.

ren Richtungskosinus
bzw. die Vorzeichen
von £, und %, haben,
als positive Normale
derjenige Halbstrahl
der Normalen,welcher
> +Z gegen die positive

I
|
£ = .
Tangentenrichtungso
gelegen 1st, wie die positive %-Achse gegen die positive £-Achse. Dem
Krimmungsradius g, dessen absolute Linge durch die Gleichung

|

O e — it
gegeben ist, legen wir das positive oder negative Vorzeichen bei, je
nachdem der Kriimmungsmittelpunkt auf der positiven oder negativen
Normalen liegt. Dann soll, solange ¢ positiv ist, p > B + &, sein, Wo
R und & positive Konstante sind, und solange ¢ < 0 ist, |g] > ¢, sein,
wo & eine positive Konstante ist. )

1) Unter dem ,,Wert"® einer GroBe schlechthin ist im folgenden immer ein
endlicher Wert verstanden, '
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Vermoge der zu Anfang gemachten Voraussetzungen konnen wir
die Bogenlinge ¢ der Kurve als neuen Parameter einfiihren durch die
Substitution

¢ — oy =[VE + fdx,

worin 6, und 7, zusammengehirige Anfangswerte von ¢ und 7 bedeuten
gollen. Dann werden £ und % mindestens viermal stetig differentiierbare
Funktionen £(6) und %(¢) von ¢ im Intervall — oo < ¢ < + oo und
insbesondere wird

E+ni=1

1
P I

(12) el | £s 1150 — g baa|
Wegen des hiiufigen Auftretens des Faktors 'in den folgenden

Ausfiihrungen moge hier noch besonders erwihnt werden, daB somit

1 s
o egen der oben gemachten Voraussetzungen fiir jeden Wert von o

(insbesondere also auch in den Wendepunkten der Kurve) eine minde-
stens zweimal stetig differentiierbare Funktion von & ist.

In der Ebene dieser (festen) Kurve nehmen wir dann eine mit Masse
belegte ebene Scheibe an, das sei ein zweifach ausgedehnter mit Masse
belegter ebener Bereich, fiir dessen Begrenzungslinie folgende Konstruk-
tion mdglich sei: Es werde durch den Schwerpunkt S der Massenver-
teilung irgendeine gegen die Mussen beliebig liegende Gerade SG ge-
zogen und der im positiven Sinne geziihlte Winkel, den irgendein Halb-
strahl durch § mit SG bildet, mit 6 bezeichnet. Ferner sei

p=p(6)
eine fiir jeden Wert von 8(— oo < 8 < 4+ o0) eindeutig definierte, stets

positive, mindestens viermal stetig differentiierbare, periodische Funktion
von § mit der Periode 2z, und es sei stets

(13) P+ Pes+0.7

(Die aufeinander folgenden Ableitungen von p(6) nach # sind durch an-
gefigte Indizes bezeichnet.) Es sei nun auf dem zum Winkel 8 ge-
korigen Halbstrahl die Strecke S@Q — p(6) aufgetragen und in @ die
Senkrechte auf S¢ errichtet. Die Kinhiillende der fiir alle 8 so ge-
zogenen Senkrechten sei die Begrenzungslinie.

1) Diese Voraussetzung besagt, dab der Krimmungsradius der Begrenzungs-
linie der Scheibe, der sich zu ¢, = p -} pgs ergibt, in keinem Punkte der Begren-
zungslinie den Wert Null hat; sie hat tibrigens mit den vorhergehenden Vorauns-
setzungen iiber p(6) zur Folge, dabB stets p 4 pgs>> 0 ist.
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122 Uber ebene Glelt- und Rollbewegung starrer Korper.

Wiihlen wir als positive Richtung der Tangente an die Begrenzungs-
linie diejenige, welche wachsenden Werten von # entspricht, und orien
tieren dic positive Tangenten- und Normalenrichtung in derselben Weise
gegeneinander wie bei der festen Kurve, so liegt der Krimmungsmitsel-
punkt fiir jeden Punkt der Begrenzungslinie auf der positiven Normalen
im betreffenden Punkt. Der bereits bei der Definition der festen Kurve
eingefiihrte Buchstabe R bezeichne das Maximum der Linge des Kriim-
mungsradius @, = p + P, der Begrenzungslinie.

Definition der Bewegung der Scheibe auf der festen Kurve.

7. Wir sagen, die unter dem Einfluf3 kontinuierlicher duferer Krifte
stehende Scheibe beriihre die feste Kurve, wenn ein Punkt der Begrenzungs-
linie der Scheibe mit einom Punkt der festen Kurve zusammenfillt, die
positiven Richtungen der Tangente an die Begrenzungslinie der Scheibs
und der Tangente an die feste Kurve in diesemn Punkt iibereinstimmen
und die Normalreaktion N der festen Kurve auf die Scheibe einen be-
stimmten positiven Wert hat. N werde positiv gezihlt, wenn seins
Richtung mit der Richtung der positiven Normalen im Beriithrpunkt
iibereinstimmt. (Wir beschriinken' uns damit von vornherein auf eine
Beriihrung unter Druck zwischen Scheibe und fester Kurve.) Beriihren
sich die feste Kurve und die Begrenzungslinie der Scheibe in der an-
gegebenen Weise, so gehort dieser gegenseitigen Lage ein bestimmter
Wert von ¢ und ein bis auf Vielfache von 2z bestiinmter Wert von
0 zu, und andererseits entspricht der Forderung, daB sich die feste
Kurve und die Begrenzungslinie der Scheibe bei einem vorgegebenen
Wertepaar @, 6 beriihren sollen, eine ganz bestimmte Lage zwischen
fester Kurve und Scheibe.

Wir sagen, die Scheibe, deren Begrenzungslinie wir kurz als die he-
wegliche Kurve bezeichnen wollen, bewege sich @nter dem Einflufi kon-
tinuzerlicher duflerer Krifte in einem Zeitintervall auf der festen Kurte,
wenn ihre Begrenzungslinie in jedem Zeitmoment ¢ des Intervalls die
feste Kurve bertihrt, und wenn ferner die dieser gegenseitigen Lage zu-
gehirigen Lagekoordinaten ¢, @ in dem Intervall fir ¢ zweimal diffe
rentiierbare, den mechanischen Differentialgleichungen geniigende Funk
tionen von ¢ sind, ohne daB die ersten Ableitungen ¢’ und 6’ jemals
beide gleich Null sind.

Selen nun z und y die Koordinaten des Scheibenschwerpunktes §
in einem mit dem System (§,7) zusammenfallenden rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem (z, y), (s. Fig. 2, 8.120), sei ferner « dor Winkel der
positiven Richtung der Tangente im Beriihrpunkt mit der positiven #
Achse, m die Masse der Scheibe, k ihr Trigheitsradius fiir den Schwer-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von F. Prerrrez. 123

punkt, so gelten zunichst fiir jeden Moment einer solchen Bewegung
die geometrischen, bzw. kinematischen Relationen
(14) {x=§+qcoso¢——psin¢x

¥y=1n+¢gsineg | pcosc,
%) ga={ Bh=1
(16) 7 qd=—Ds

und die aus 1hnen durch Differentiation nach ¢ folgenden

6 ,
=

’
(3

2 =§,6" — peat 0’ +pa/g — pa7,0 —pE{,%
(17

’ r ’ ’ 0"
Y = 1,8 — Pggn 0 —pgﬁ,,;—kpei(,@ ATy
und

(18)

, . 6

{x'cosa—}—y s1na:6'_—pg,,6'—p;
. , ¢ ’
z'sine —y cosa=p9?—p99 .

Derjenige Punkt des Scheibenrandes, der mit dem momentanen Beriihr-
punkt zwischen fester und beweglicher Kurve zusammenféllt, hat, wie
man leicht an Hand der Fig. 2, S. 120 erkennt, gegen dis feste Kurve
die relative Geschwindigkeit

(199 v=2zcose+ y'sine —p(0 — ),
vorausgesetzt, daB wir v positiv zihlen in Richtung der positiven Tan-

gente der festen Kurve. Mit Hilfe der ersten der Gleichungen (18) 1iBt
sich die Gleichung (19*) umformen in

(19%) v=206"—(p+ peb,

oder

. il m Y P OCAY
(19°) v=(0 — P — Pse)0 9(9 9)

Wir nennen die Bewegung der Scheibe auf der festen Kurve eine Glei-
bewegung, wenn fiir sie v 4= 0 ist, wir nennen sie eine Rollbewegung,
wenn fiir sie v = 0 ist.

Um auch das Verhalten der Scheibe in einem einzelnen Zeitmoment
bequem charakterisieren zu konnen, fiigen wir noch folgene Definition bei:

Gehdren irgendeinem Zeitmoment £, in dem die Scheibe die feste
Kurve bertihrt, auf Grund der mechanischen Differentialgleichungen be-
stimmte Werte von 6, 6,6°,8",6”,0" zu, so sagen wir, die Scheibe be-
finde sich in diesem Moment unter der Wirkung der #uBeren Krifte
w Gleit- baw. Rollbewegung auf der festen Kwrve, wenn ¢" und 6 nicht
beide Null sind. Sind ¢’ und 0’ beide Null, so befindet sich die Scheibe
in diesem Moment auf der festen Kurve in Luhe.
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An #uBeren Kriiften wirke an der Scheibe aubBer der Normalreaktion ¥
1. eine der GrdBe nach konstante Kraft P, welche stets senkrecht

H
zu der gemeinsamen Tangente der festen und der beweglichen Kurve
im jeweiligen Beriihrpunkt von der beweglichen gegen die feste Kurve
gerichtet ist und ihrer GroBe nach nicht kleiner ist als eine stets an-
gebbare positive Konstante 3, deren Bedeutung spiiter erSrtert werden
wird. P sei positiv gezihlt in Richtung der negativen Normalen der

beiden Kurven im Beriihrpunkt.

2. eine Reibungskraft, welche dem Eintreten oder Statthaben des
Gleitens zwischen fester und beweglicher Kurve entgegenwirkt, welche
in Richtung der Tangente im Bertihrpunkt zwischen beiden Kurven
wirkt, und welche im Falle statthabender Gleitbewegung der relativen
Gleitgeschwindigkeit » entgegengesetzt gerichtet und ihrer absoluten
GréBe nach gleich f N ist, wo f eine positive Konstunte, der Betrag
des Reibungskoeffizienten fir Gleitbewegung, ist. Kinem Rollen der be
weglichen auf der festen Kurve dagegen soll kein Reibungswiderstand
entgegenwirken!), oder mit anderen Worten: Der Koeffizient der rollen-
den Reibung soll Null sein,

8. Wir nehmen an, 6,6, 6", 0" haben fiir { =0 Anfangswerte g,
8, 6, 0y, die so gewihlt sind, daB v, = »,_; > 0 ist.?) Dann befindet
sich die Scheibe im Moment =0 in Gleitbewegung auf der festen
Kurve, wenn die mechanischen Differentialgleichungen

mz”" = — (N — P)sine — N(f)cosa
(20) my” = (N — P)cosa — N(f)sine
(0" — a") = N(/)p + (¥ — Pq
in denen (f) = + fso zu wihlen ist, daB
(21) (1)N0 >0

ist, und die wegen der Gleichungen (14) bis (17) Hquivalent sind mit
drei Gleichungen fiir ¢”, 8” und N, fir ¢ = O bestimmte Werte fiir "
und 67 und einen positiven Wert fiir IV geben. In diesem Falle leiten die
gegebenen Anfangswerte der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten eine
Gleitbewegung ein, deren Differentialgleichungen die Gleichungen (20)
sind, und die solange andauert, als die bei der Definition der Gleitbe
wegung der Scheibe auf der festen Kurve aufgestellten Bedingungen
erftillt sind.

1) Der bei der Rollbewegung vorhandene Reibungswiderstand wirkt dem Ein-
treten des Gleitens, nicht dem Rollen entgegen.
2) Fiir »,<C 0 wiirden zu den folgenden ganz analoge Ausfiihrungen gelteo.
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Um die Gleichungen (20) in drei Gleichungen fiir ¢”, 6” und N
umzusetzen, fiihren wir zunfichst die durch Differentiation der Gleichungen
(17) erhaltenen Werte von " und y” in die beiden ersten der Gleichungen-
(20) ein und 15sen das nacli Heranziehen der Gleichungen (15) und (16)
erhaltene System der drei Gleichungen (20) nach den GrdBen ¢”, 8”
und N suf. Die Auflosung ist prinzipiell einfach, erfordert aber eine
etwas umstindliche Rechnung und mdge aus diesem Grunde hicr nicht
durchgefiihrt werden. Sie liefert die Gleichungen

(22) ¢" = A4,(6, 6) + 4,(¢, 0)6"® + A4;(s,0)6' 0" + A, (5, 6)6?

(23) 6" =B, (06, 0) + By(e, 6)6"® + By(6, 6)6’6" + B,(a, 6)67
1 mk? , ¢

(24) N='1_ﬁf£,p (p Ty [(9 —p— pgs) +paa(0 —5).]}’,
K+ 25

in denen die Koeffizienten A,(e, 6), B,(e, 6)(i —=1,...4) die folgende
Bedeutung haben; es ist

_‘(f) (L!+pg +p50) P

A,(6, 6) =
0+ 73— (Ppp (1— pﬂ”"")
4,(6,6) — -1 i[’ﬂ’(()(o—p)—kpg(k”rpg Nppe)+ (e —Dp)en®o— (P
B ptpes @* k*+ p:—(f)ppe
d
+(P ‘{‘Pas)Es’:I
44(s, 6) 21k (F pos + pa (k' 4+ 2§ — (Npwa) + pig (re — (N P)]
s\ = T 1 A -
o(t — 22 a2 5y — (0w)
46, 0) Paos (% + pg — (NBPe) — oo (Lo — (F)D) — E*(f) poes
4\ = ‘ T T
(1= Po2) G+ gy — () p0)
(Fille —pp — (p} + &) P
Bl(d’ f) = I’+Puo o m
e (1 )(/» + p5 — (Nppe)
177 e— DN —ple—n () +pele —p) | 1de
Bz((i, 8) - 1_ -+ Pos a(kz+po (HpPe) + ”ds]
4
Bls 0} — 1 3(/')k’pae+pe(k’+z’§—(f)pps)+paa(9—p)(pa-f-(f)z))
(0, ST ptpe ¢ k* +p5 — (Fppe
e
B,(g, 6) = .
o, 0) 1 [£*() + (e —2)(ps — (NP 1Pee + (* + 25 — (F)pDe)Poss
- i p/ﬂgé e(&* 4+ p} — (Nppe) )
e
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Beachten wir zunichst, dab in diesen Koeffizienten der Nenner
{ .. P+Pee
¥ e
stets positiv ist. Denn wegen p + pgs >0 (Anm. 1, S. 121) ist bei ne-

P+ Pos.

gativern @ der Ausdruck 1 — stets griiBer als Null. Bei positi-

vem g ist nach Voraussetzung (S. 120) R = Max (p + pee) < 0, daher
auch 1 — I%fﬁ > 0.

Erdrterung eventuell eintretender Sperrungsvorginge.

9. Wir wollen nun zunichst an Hand eines einfachen Beispiels
das einen Spezialfall unseres Problems darstellt, Vorginge erdrtern, die
+y bei diesem eintreten konnen, die wir aber im folgenden durch
A2 eine Yoraussetzung {iber den absoluten Betrag des Reibungskoeff-

zienten f ausschlieBen werden.

Wihlen wir die Funktionen
p(f) =asinb + R,

wo 0 < a <R ist,

Fig. 3.

El@)=0o
n(6) =0
und die absolute GréBe von P beliebig, so ent-
sprechen diese Anmahmen dem Fll,
>+ daB sich eine von einer Kreislinie be-

*$ grenzte Scheibe, deren Schwerpunktin
der Entfernung a vom Mittelpunkt
der Kreiglinie liegt, auf einer rauhen Geraden unter der Wirkung der
Kraft P bewegen soll.
Fiir diese spezicllen Annahmen gehen die Gleichungen (22) bis (24)

Wher in -, (G + a? 2
k*+ a?cos?d — (f(asin® + R)acos@ m
(22*) a?sin*6[acosf— (f) (asin8 4 R)]— () asinf} ,,
+ | —aeos 60— e asin | Bacoss |
0 — (f)(a sin 6 + R) P
T k*+a®cos?’® —(f)(asin® | R)acosf m
(23+) [a 008 0 — (f)(asin 0+ B)]asind g
k*f-a*cos®® —(f)(asin @ + R)a cosd
s Pk?'+4 a*cos?6) — mk®asin@ 6°2
(24) Nz?c’+a’cos’B-—(f)(asin()—{—R)acosﬂl-

Wir nehmen nun an, 6 habe fiir ¢ = O einen Anfangswert §,

3z
—2—<90<27ﬂ,
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und (f) habe einen absoluten Betrag
k% -} a®cos?f,
f> (R— a\mu@\)acosf;;'
Ferner sei 6, beliebig, ¢’ und 6’ mdgen fiir =0 beliebige Werte &, > 0,
6, £0 haben, sodaB also

vy = 6, — Rb6; >0

ist. Der einzige Bewegungszustand, in dem sich auf Grund unserer De-
finitionen in Nummer 7 die Scheibe bel diesen Anfangswerten auf der
(eraden allenfalls befinden kann, ist der der Gleitbewegung, und die
Werte @, 8,, 6¢, 0, fiir.£ = 0 leiten tatsichlich eine solche ein, wenn
das Vorzeichen von (f) so gewihlt werden kann, dabB die Ungleichung

Ny(f)v, >0

erfillt ist und bei dieser Wahl von (f) die Gleichungen (22*) bis (24%)
den GréBen 6", 0 und N bestimmte Werte o, 6, und einen bestimm-
ten positiven Wert N, zuordnen.

Es zeigt sich aber, daB in unserem Falle eine solche Bestimmung
von (f) micht mbglich ist. Die letzte Ungleichung verlangt bei posi-
tivem N, ynd v, fir (f) den Wert +f zu wihlen; damit ergibt sich
sber nach der aus Gleichung (24*) folgenden Gleichung

Pk*+ a*cos’ 8,) - mk*a |sin 6, 65*

%* 4 a? cos? 0, — (f)(R — a|sin6, Jacosd,’

N, =

wegen der Vorausselzung tiber die GroBe von f, ein negativer Wert N,
Die fir das Fintreten einer Gleitbewegung nétigen Bedingungen lassen
sich daher im Momente ¢ = 0 nicht erfiillen, auch nicht durch irgend-
welche Voraussetzungen iiber den absoluten Wert der positiven GroBe
P. ¥s kann daher von einer mit #= O beginnenden Bewegung der
Scheibe auf der festen Kurve im Sinne unserer Definitionen iberhaupt
nicht die Rede sein.
Wire bei Anfangswerten, die denselben Ungleichungen wie vorhin
wterliegen, der absolute Betrag von (f)
f— i fzicos’Oo ]
(B —a|sin6;|)acos b’

w0 lieBe sich zwar — wenn man diese Gleichung als Grenzfall der Un-
gleichung B a®costs,
f< (R— a|sin 6,))acos @,

suffat — durch die Wahl (f) = +f dic Ungleichﬁng
' No(f)v, > 0
befriedigen, aber 6, 6, und N, wiirden unendlich groBe Werte erhalten;
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als einen Moment einer Bewegung der Scheibe auf der Geraden wiirden
wir auch dann den Moment { — O nicht bezeichnen.

Selbst wenn fiir
E*+ a®cos?f,

—a|sin6,)acosb,

< (B
die gewihlten Anfangswerte tatsiichlich eine Gleitbewegung der Scheibe
auf der Geraden einleiten, erscheint es nicht ausgeschlossen, daB im
Laufe der Bewegung 6 einen Wert erhilt, fiir den

o k* 4 a® cos*6
f , (@sinf -} R)acos@ |

wird, und daB dann fiir den zugehdrigen Zeitmoment ‘das sochen er-
Orterte Verhalten eintritt.

Derartige singuléire Fille treten nun auch bei anderen mechanischen
Systemen beim Vorhandensein von Gleitreibung auf; die genaue Be
handlung eines besonders einfachen Systems dieser Art') zeigt, dab e
sich bei diesem mechanischen System in solchen Fillen um ,,Spermngs
vorgiinge“ handelt. Zu dieser Deutung fiihrt dabei folgende Uberlegung:
Ersetzt man das starre System durch ein etwas elastisch nachgiebiges
so leiten die das singulére Verhalten des starren Systems bedingender
Anfangswerte beim elastischen System eine Gleitbewegung Ein, bei der
das System sehr bald zur Ruhe kommt, und die Zeit zwischen dem
Beginn und dem Aufhéren der Gleitbewegung konvergiert gegen Null
wenn man die elastische Nachgiebigkeit des Systems unbegremzt ver
ringert. Dadurch, daB man dann die Vorginge beim starren System
identifiziert mit den Grenzvorgingen beim elastischen System bel ur-
begrenzt abnehmender elastischer Nuachgiebigkeit, kommt man dea,
beim starren System von Sperrumg zu sprechen und zwar von inston
taner Sperrung, wenn die Sperrung bei von Null verschiedenem Wer
einer der Geschwindigkeitskoordinaten des Systems eintritt.

Es scheint berechtigt, auch in unserem Fall der nicht-homogen mi
Masse belegten Kreisscheibe in den angefiihrten Féllen von einer in
dem betreffenden Moment einsetzenden Sperrung zu sprechen.®)

1) Vgl. die Arbeiten von F. Klein, R.v. Mises, G. Hamel, L.Prandt],
Zeitschrift f, Math. u. Phys, 38 (1910), §.186—197 und ¥.Pfeiffer, ebendaselbst
S. 273—311 u. Zeitschrift f. d. phys. u. chem. Unterricht, 24 (1911), 8. 101—104.

2) Auf derartige ,singuliire Fille® hat P. Painlevé zuerst hingewiesen,
L. Lecornu und L. Prandtl haben sie als Sperrungsvorginge erkannt. Eine Iv
sammenstellung der Arbeiten von Painlevé und der anschlieBenden Publikationen
findet sich in der letzten der in voriger Anmerkung zitierten Arbeiten. Wihrend
der Drucklegung dieses Aufsatzes sind zwei weitere Arbeiten erschienen, die sich
mit dem Gegenstand befassen: P. Field, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 61 (1912),
5. 68—74 und J. Wellstein, ebenda 8. 838—367.
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Solche Vorkommnisse, die also, solange f beliebige Werte annehmen
kann, bei unserm allgemeinen Problem — zu dem wir jetzt wieder zu-
rickkehren — eintreten kidnnen, wenn nicht p, = O ist?), schlieBen wir
weiterhin aus durch eine in der n#chsten Nummer zu besprechende
Festsetzung {iber die absolute GriBe von f.%)

Festsetzungen iiber die Grofe von f und P.

10. Wir verlangen nun, dab fiir das Folgende der in den Koeffi-
zienten 4, B; der Gleichungen (22) und (23) und in Gleichyng (24)

auftretende Awusdruck
1— (f)]’Par

k' + pg
fiir positives und negatives p, und unabhingig von dem Vorzeichen von
(f) dauernd dasselbe Vorzeichen habe und erfiillen diese Forderung sicher
dadurch, daB wir

f<f
voraussetzen, wo f, durch die Gleichung
kl
(25) fo= Maxp po|

definiert ist. Kin solcher Wert f; 148t sich stets angeben, solange p, % 0
ist; in dem Falle, daB p, =0 ist, kann f irgendeinen positiven Wert
haben. Wir werden finden, daB bei der Voraussetzung f<f, irgendwelchen
Anfangswerten der Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten der beweg-
lichen Scheibe stets Bewegungsvorgiinge im Sinne unserer Definitionen
entsprechen. Den Fall, daB ¢, und 6, beide Null sind, werden wir nicht
erortern.

Ganz andere Griinde fihren uns zu den Voraussetzungen iiber die
absolute GréBe von P, die wir nach einigen Vorbemerkungen in Num-
mer 11 in der tibernichsten Nummer formulieren werden. Die Fest-
setzungen iiber P sollen nur bewirken, daB einerseits wilhrend des ganzen
Verlaufes irgendeiner Gleit- oder Rollbewegung der Normaldruck N
positiv ist, d. h. kein Abheben der Scheibe von der festen Kurve ein-
tritt, und daB andererseits wihrend der ganzen Dauer einer Gleitbewe-
gung die relative Geschwindigkeit des mit dem Beriihrpunkt zwischen
fester und beweglicher Kurve zusammenfallenden Scheibenpunktes gegen
die feste Kurve ihrem absoluten Betrag nach abnimmt.

11, Aus dem Umstande, daB fiir eine eventuell auf ¢ = O folgende
Gleitbewegung die Differentialgleichungen (20) oder (22) und (23) gelten

1) Vgl. die 8. 119 zitierte Arbeit von A. Mayer, 8. 274,
2) Es wiire eine Aufgabe fiir sich, gerade die hierdurch ausgeschlossenen
Fille eingehender zu behandeln.
Zeitschrift £ Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 2. 9
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miissen und wegen der Definition der Gleitbewegung die GréBen 6 und
6 zweimal differentiierbare Funktionen von ¢ sein miissen, folgt, dab
auch die lebendige Kraft T der Scheibe eine differentiierbare Funktion
von ¢ sein muB, und zwar ist vermdge der Gleichungen (20), (18) und
(19%) wihrend der ganzen Dauer einer Gleitbewegung

dT d ’ 7 4 r 4
(26) =y Y RO @)= — N ().
Wegen der Relation (21) und v, > 0 bedeutet dies aber, daB solange

v >0 und N+ 0 ist, die lebendige Kraft 7' abnimmt. Wenn man also
den Wert von 7' fiir £ =0 mit 7, bezeichnet und den Ausdruck

(27) T =75 [+ g+ &0 — o)

mit Hilfe der Gleichungen (18) und (15) umformt, so erhélt man damit
die fiir die ganze Dauer der eventuellen Gleitbewegung geltende Relation

T Tl — p—pgg) & — AN I LRy A
(28) T = B {[(9 P — Pos) ° paz;(B 9)] + (K + pi) (0 g) }< T,.
Diese Beziehung gestattet nun, eine obere Grenze fiir die Werte der
Grofen 2, 6’2 und (6 — = * wihrend der Gleitbewegung aufzustellen.
e*’ e
Aus Ungleichung (28) folgt niimlich:

o pee (o O\ 1 (21, e _s
[9 € —P—Poo (8 ﬂ <(9-p poa)’( (B + ps) (6 >2>’
das heibt aber, wihrend der ganzen Dauer einer Gleitbewegung ist
o'\2 27T,
’ 7 < —0-
(29) (= %) Smera
Durch Umsetzen der Ungleichung (28) in die Formen
[0,_ pgg(? —P _paaj+(k’+p§ +P§g) o’]ﬂ

'+ p;+ Pl e.
— 1 27, '
L o pp gt L 78+ 7h) — (k) (e — P —pa) i)
bzw. : [.i _ Pygle— )+ K+ 1)) 0]
e (e—p+@®&+py

2T, ,
Z[—W{ [lo—P)*+(K+p3)]— (43 (e —p—pss)*0'")
ergibt sich ferner, daf fiir die ganze Dauer einer (leitbewegung

1 2 T, (k* + pg + Pge)

¢
(30) _‘gm(k’+pg)(e—p — Pgo)?
b 27, (e w2+ W+ 53]
31 y,<>—0 Qe D Py
'(t) ° = mE +pg)(e — 1 —Py)
18%.
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12, Nach diesen Vorbemerkungen liBt sich nun zu dem vor-
gegebenen System von Anfangswerten 6, ), 6;, 6, eine untere Grenze
M, fir P bestimmen, so daB fiir jedes P~ M, das N fiir £ =0 und
fir jeden Moment einer eventuell auf ¢ = 0 folgenden Gleithewegung
nicht kleiner ist als eine vorgegebeume positive Konstante v.

Denn dazu ist nach Gleichung (24) nur ndtig, daB wihrend der
ganzen Dauer dieser eventyellen Gleitbewegung

P mk? o't ,
1_Lflﬂp; + Kt p— (pp, [(9 — P — Peo) rd + Deo (0 - ;)D] =
k' pg

ist, oder daB

P2 ( _kg%gg) v— k"’if:T; [(9 — P — Pes) g + Pos (0'— :)?

ist. Das ist sicher der Fall, wenn

- ,,
PZMHX( —;sz%g)” +mMax{(lﬂ + P + Deo) 2_2}

mk*® A
. + Min(kipg) Ma,x[|p89[(0 - 9) })
oder wenn (wegen der Relationen (29) und (30))
(Flppy ' mk? 2T, (k*+ 5+ Dae)
P2 Max (1 - 5 753) v + gt g Y ot 50 o+ pe)

mk?

__mE 5 __ 2T,
st 7 0 (1700 i)
oder wenn wegen Ungleichung (25)

Max (k24 p3 + p24) Max |p,,!
P2 2v+ 270 Mg F i ol ot ppp T 220 Mmoot pi)?
oder wenn Max (' g2 )
a7, [Max(k*4 p} + 7
(39) P22v+ 2 g + Max |26}

Fiir jede vorgegebene Funktion p(f) von der Art, wie wir sie ge-
miB unsern Voraussetzungen in Betracht ziehen, hat die rechte Seite
dieser Ungleichung bei jedem vorgegebenen System von Anfangswerten
6o, Oy, 6y, 0) einen bestimmten Zahlenwert 2, .

Zu dieser ersten Einschrinkung der GréBe von P soll nun noch
eine zweite hinzutreten. Wihrend der ganzen Dauer einer eventuell
auf =0 folgenden Gleitbewegung muB wegen der zweimaligen
Differentiierbarkeit von ¢ und 6 und der Voraussetzungen iiber die
Funktion p(#) auch v = ¢’ — (p + Pge) 6’ differentiierbar sein, und zwar
folgt aus Gleichung (19%), nimlich

v=1cosu+ ¥y sina — p(6 — )
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mit Verwendung der Gleichungen (20)

dv N 4. 5 N-—-P LAY
33) = s B+ S5 mre— e (0 =2,
oder mit Beniitzung der Gleichung (24)
dv )&+ p*+ pj)
@4 dt T m@E+ gy — (Nppy)

&+ p%) —pp ‘2 . o\2 4
- 7’747—7([)17: [(9 — D — Do) iz' + Doo (0 - ,_,7) ] . (0 - %)2

Man kann nun P so gro8 wihlen, daf —v nicht griBer ist afs
— @, wo g eine vorgegebene (heliebig kleine) positive Konstante is,
sobald (f) =< f, ist und die GroBen - und (9 — %) den Us.
gleichungen (29) und (30) unterworfen sind.

Dazu ist nur notig, daB
m{*+py— fppy)  m[f(F*+vp) —PPel _ o
P2uw iyt — ety PTG
m [f(k* 4+ p5) — PP,) , e\ mE w5 — fppy) .\l
— ety P (0= T e pe(0—5)
Das ist sicher der Fall, wenn
Max(k*4 pj — fp Py mM&X[f(k’+p’)+P\Pa[] /t
pm o m _ ¢t
R e = > el h
m Max[f#&* + p*) + 1! pe| ] Max | pgo| Max (0' . E)2

f Min®*+p*+p)
o Maxli*4-2, — 70,

f Min(*+ p*+ p3)

oder, wegen der Relationen (29) und (30) und weil
Max [#* + 7 — fppe] < 2Max (¥* 4 p5)

‘Max | p, | Max (0' — %)2,

d
o Min (i + p* + p2) > &*
ist, wenn
P> 2" Max (5 + p) | T Max | p, ||
= s Do) {& + mk’ Ps | §
27, Max (k*+ pj + pjg)

+ s Max {f(k* + p*) +P|p9l} Min ¢ —p —pes| + Max | pos }
Das ist bestimmt der Fall, wenn fiir g > 0
(35) P>2n 5 Max(kz+p9){y+ s Max | p |}

Max (k*+ p} + 2 ‘
Mt | e )

+ fkf Max {f(k? + p?) +p]ps|}{
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und wenn fiir @ << 0
2m
(3% P2 g Max(8+ p}) [ + 273 Max|p, ]

27, \ Max (k2 p2 + p2,)
+ Ft Max {f(k*+ p®) + p|po|} { Min@‘;{?ﬁg)oe + Max !poa\}

ist. Fiir jedes System von Werten 6,, 6, &, 0, liBt sich nach Glei-
chung (28) 7, berechnen und wegen unserer Voraussetzungen iiber die
Funktion p(0) haben dann die rechten Seiten der Ungleichungen (35)
und (3D*) poeitive Zahlenwerte M’ bzw. M"”. Sei M, weder kleiner

als M’ noch kleiner als M”, so erfiillt % die aufgestellte Forderung,

falls nur P>
gewidhlt wird.
Ist ferner
T i
(36) My=v ?Eg‘l (Max (p + Poo) + Max{pgg 4);

g0 machen wir mit Riicksicht auf spitere Entwicklungen tber P noch
die dritte Annahme, daB auch P > M, sei. Sie bezweckt, daB auch
wihrend der ganzen Dauer einer allenfalls auf die Gleitbewegung
folgenden Rollbewegung N > 0 bleibt. Sei nun M nicht kleiner als
irgend eine der GroBen M,, M;, M,, so wollen wir festsetzen, daB die
an der Scheibe wirkende duBere Kraft P fiir jedes System von Werten
6y, 0y, 65, 05 so gewihlt sei, daB P nicht kleiner ist als das diesem
Wertsystem zugehorige M.

In dem speziellen Fall, daB die Scheibe von einem Kreis vom
Radius B begrenzt ist, dessen Mittelpunkt der Scheibenschwerpunkt
ist, ist die zweite Voraussetzung iiber die GroBe von P von selbst er-

fiillt, sobald die erste erfiillt ist. Denn hicr ist, da p = R und p, =0

ist, 4% — — 20D (B3 1 1%) (nach Gleichung (33)). Sobald also N v

-, d . . . .
1st, ist auch »dit) bei (f) =f nicht griBer als eme'negatlve Konstante.

Diskussion der Gleitbewegung.

13. Wir nehmen nun an, es sei der Reibungskoeffizient (f) fiir
Gleitbewegung seinem Absolutwert nach < f;, es gehore ferner dem
Zeitmoment { = 0 ein System von Werten 6,, 8,, 65, 6, zu, fiir das
v, > 0 ist, und es sei die HuBere Kraft P nicht kleiner als die diesem
Wertsystem entsprechende Konstante M. Dann gehoren auf Grund der
Gleichungen (22) bis (24), nach erfolgter Wahl von (f) entsprechend
der Gleichung (21), dem Moment ¢ = 0 auch ein Wert N, > 0 und
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bestimmte Werte o] und 6 zu. Die Scheibe befindet sich also im
Moment ¢ = O sicher in Gleitbewegung auf der festen Kurve.

Wir behaupten, die Werte 6,, 8,, 6y, 0, leiten eine Gleitbewegung
ein, die wihrend eines gewissen Zeitintervalls 0 < t << t,, wo t, eine positive
Konstante ist, andauert.

Dazu miissen vor allem in diesem Intervall ¢ und # zweimal
differentiierbare Funktionen von ¢ sein, die den Differentialgleichungen
(22) und (23) geniigen, in denen das Vorzeichen von (f) so zu wihlen
ist, daB (f)Nv >0 ist. Da aber dann wegen (24) und (19%) auch N
und » stetige Funktionen von ¢ sind und N, > 0, v, > 0 sind, so mub
(f) =1 gewihlt werden.

Es wird sich also in erster Linie darum handeln, zu zeigen, daB
die Gleichungen (22) und (23) mit () = f in einem Intervall 0 <t <t
zweimal differentiierbare Losungen ¢ und 6 haben, die fiir £ =0 die
Werte 6,, 6, annehmen und deren erste Ableitungen fiir { =0 6; und
8, sind. Die Differentialgleichungen (22) und (23) sind aber gleich-
bedeutend mit dem System von Differentialgleichungen erster Ordnung

92 — 4,(6, 8) + 4,(5, 0)2* + Ay(o, )eu + A,(0, O)u? =T,
de

' a7 . = f
BT 14,
a3 = Bi(0, 6) + By(0, 0)2 + By (0, 0) 2u + By(o, )u’ =
as
ai Y =,
in dem jetzt — nach unseren Voraussetzungen iiber (f) — die Ko-

effizienten A4, B,(i=1,...4) fiir alle Werte von 6 und @ sicher ein-
mal stetig differentiierbare Funktionen von ¢ und # sind, und in denen
daher die Funktionen f,(i =1,...4) fir alle Werte von ¢, 6, 0, 2, u
eindeutige und stetige Funktionen der Variabeln ¢, g, 8, 2, u mit
stetigen ersten partiellen Ableitungen nach ¢, 0, 2z, # sind. Der Punkt
t=0, 6 =0, 6 =20, z2=24g, 4 =1y, ist ein innerer Punkt des ,Stetig-
keitsbereiches')* dieser Funktionen, und es gibt daher ein Funktionen-
system (), 0(¢), #(¢), (), welches in einem Intervall O <¢ <4 ein-
deutig definiert, stetig und stetig differentiierbar ist, den Differential-
gleichungen (37) geniigt und fiir £ =0 bzw. die Werte ¢, 0,, 2, 4
annimmt. Dabei ist entweder die obere Grenze {, des ,Stetigkeits-
intervalls“ der Funktionen ¢, 8, 2, 4 eine positive Konstante, oder sie
ist griBer als jede positive Konstante.

1) Vgl. etwa Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, § 23, S. 1681
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(leitbewegung besteht nun in demjenigen Teil 0 <t < ¢, dieses
Intervalls, in dem » > O bleibt. (X bleibt in diesem Teil sicher > 0
wegen unserer Voraussetzungen iiber P.)

14. Wir eeigen nun, daf3 es stets eine Stelle t = 1,(0 < #; < t,) gibt,
fiir die v =0 wird. Beachten wir dabei die folgenden Eigenschaften
von v:

1. v ist wegen Gleichung (19°) im Intervall 0 < ¢ <C ¢, stetig und
differentiierbar;

2. Z—: ist negativ und ’%I‘ > p, solange v >0 ist;

denn solange gelten die Relationen (29) und (30), die wir bei der
GroBenbestimmung von P auf Seite 132 verwendet haben.

Ist nun die obere Grenze # des Stetigkeitsintervalles der Funk-
tionen o, 8, 2, 4 groBer als jede positive Konstante, so wird wegen 1.
und 2. sicher auch » — O fiir einen positiven Wert £ = #,. Ist dagegen
diese obere Grenze f, eine positive Zahl, so gibt es wegen 1. und 2.
fir v hochstens die beiden Moglichkeiten:

entweder es wird O fiir einen Wert O < £, < ¢,, dann ist unsere
Behauptung richtig,

oder es nihert sich fiir lim{=1¢ einem nicht negativen Grenz-
wert. Diese zweite Moglichkeit wiirde aber — wie wir gleich zeigen
werden — zur Folge haben, daB das Stetigkeitsintervall der Funktionen
6,0, 2, w iiber ¢ = ¢, hinausreicht, was der Voraussetzung widerspricht.
Daher ist sie ausgeschlossen und unsere wu Beginn dieser Nummer auf-
gestellte Behauptung in jedem Falle richtig.

Um den noch zu erbringenden Beweis zu fiihren, zeigen wir vor-
erst: Strebt v fiir lim¢ = ¢, stets abnehmend einem nicht negativen
Grenzwert zu, dann streben auch o, ¢/, 0, 6’ fiir lim# = ¢, Grenzwerten
61} 6’1’ 61) 0’1 zu.

Zuniichst konnen ¢ und 6 bei unbegrenzter Anniherung an ¢ =14,
weder mit endlich bleibenden Schwankungen oszillieren, noch unendlich
werden, denn sonst wiiBten | 6’| und | 6| iiber alle Grenzen wachsen,
was aber wegen des Bestehens der Relationen (29) bis (31) nicht mog-
lich ist. Also streben ¢ und @ Grenzwerten ¢, und 6, zu, und ins-
besondere bleibt daher ¢ im Innern des Intervalles O < ¢<{# unter-
halb einer Konstanten. Weder ¢" noch 6" kann ferner bei Anniherung
an ¢=1, upendlich viele Oszillationen von nicht gegen Null kon-
vergierender Amplitude haben, da sonst |6”| bzw. | 7| iiber alle
Grenzen wachsen miibten. Dies ist wegen des Bestehens der Glei-
chungen (22) und (23) nicht moglich; denn die in denselben auf-
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tretenden Koeffizienten 4,(s, ) und B;(e, 6) bleiben absolut gencmmen
kleiner als eine positive Konstante, ehen weil auch '¢| im Innern des
Intervalls 0 < ¢ < ¢, unterhalb einer positiven Konstanten bleibt. Also
nihern sich auch ¢ und 6 Grenzwerten ¢, = 2, und 6, = u,.

Aus der Tatsache, daB ¢, 8, 2z, u fir im¢ = ¢, Grenzwerten ¢, §,,
2z, u, zustreben, folgt aber nun weiter, daBl ihr Stetigkeitsintervall iiber
t = ¢, hinausreicht. Die Grenzwerte ¢, 6., 0,, 2,, u, gehGren zu einem
Punkt im Innern des Stetigkeitsbereiches der Funktionen f;(s=1,...4)
in Gleichung (37). Infolgedessen gibt es (vgl. Seite 134) eine positive
Konstante %, fiir die folgendes gilt: Ist ¢ irgend eine die Forderung
0 <z <4, erfiilllende Zahl, so sind die Funktionen &(¢) und 6(f) durch
die Anfangswerte, welche sie und ihre Ableitungen fiir £ == ¢ annehmen
sollen und durch die Differentialgleichungen (37) in dem Intervall
(v --- v + h) als stetige und differentiierbare Funktionen von ¢ eindeutig

definiert. Man braucht jetzt nur v =4, ——% zu wihlen, um zu erkennen,

daB das Stetigkeitsintervall der Funktionen ¢(f) und 6(f) tber die
Stelle # = ¢, hinausreicht.

15. Hier ist nun folgendes zu beachten: Die Losungen der Dif-
ferentialgleichungen (22) und (23) liefern wuns fiir ¢ =1¢, bestimmte
Werte a,, 0,, &,, 0,, fir die ¥ =0 ist. Den mechanischen Vorgang
unseres Problems schildern diese Differentialgleichungen solange, als
v >0 ist. Wir erhalten also zuniichst nur das Ergebnis, daf3 den An-
fangswerten 6, 0,, 65, Oy bei unseren Voraussetzungen iber  und P
eine Glettbewegung wdhrend eines bestimmien Zeitintervalles 0 <t <4
entspricht, tn deren Verlauf v bestindig abnehmend gegen Null Lonvergiert.

Um fiir den Zeitmoment ¢ ==1{, selbst eine Aussage iiber den Be
wegungsvorgang machen zu konnen, miissen wir die Annahme hinzu-
nehmen, daB im Moment ¢ =1{, die GriBen ¢, 8, o', 6 die Werte ¢,
6, @,, 0, haben sollen, die ihnen auf Grund der Losungen der Diffe-
rentialgleichungen (22) und (23) fiir diesen Moment zugewiesen werden.
Dann ist fir ¢ =7, v = 0. Sind gleichzeitig ¢ und @, gleich Null, so
ist mechanisch unmittelbar klar, daB die Scheibe sich im Moment =1,
auf der Kurve in Ruhe befindet und auch weiterhin in Ruhe bleibt;
doch soll hier die Frage der Reibung der Ruhe nicht eingehender er-
ortert werden. Der Fall, daB 6; und 8; nicht beide gleich Null sind,
soll in Nummer 17 weiter behandelt werden.

16. Wir fiigen hier noch ein Resultat an, das fiir die Gleitbewe-
gung gilt, und das dem in Nummer 3 des Abschnittes I gewonnenen
Ergebnis entspricht,

Da die Funktionen ¢ und # in dem ganzen Intervall 0 <{¢ <4
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aweimal stetig differentiierbar sind, so definiert auch der Ausdruck fiir
T (Gleichung (28)) eine in dem ganzen Intervall 0 < ¢ < ¢, differentiier-
bare Funktion von ¢, und zwar jst (Gleichung (26))

arT
ar = — N,
also speziell an der Stelle ¢ =4,
arT
(38) (H)t=t1= O

Nun ist %":— selbst wieder eine im Intervall 0 ¢ < ¢ differentiier-

LN/l

bare Funktion von #, und zwar ist dd—tl, an der Stelle { =1,

(387

Also 1st

aT v
(dt’)t:t,z - AfTi_t )

(%’tg)m t,> 0,

well fir jedes 0 < ¢<Ct, N groBer als eine positive und %% kleiner als
eine negative Konstante ist und bei ¢ =+¢, N und ‘2—2 stetig sind.

Daker hat die Funktion T(t), die fiir jeden Wert 0 <t <%, die
lebendige Kraft der Scheibe gibt, an der Slelle t =ty ein Minimum.

Diskussion der Rollbewegung.

17. Wir kebhren nun zuriick zu den Resaltaten von Nummer 15,
Es seien also ¢, und 6, nicht beide gleich Null. Daon kann mit dem
Moment ¢={; eine Rollbewegung der Scheibe auf der festen Kurve
beginnen, die wihrend eines von Null verschiedenen Intervalls £, <# <{,
andauert, wenn die Differentialgleichungen

mx’ = — (N — P)sine — Feosa
(39) my” = (N — P) cosa — Fsine
mk?(0” — ") = I'p + (N — P)q,

in denen ¥ eine unbekannte Reibungskraft ist, zusammen mit der Re-
lation
40 v=0
und den Relationen (14) bis (19) Funktionen 6(f), (), N(f) bestim-
men, die wihrend dieses Intervalls 4, <¢<#; den Bedingungen fiir
Rollbewegung gentigen, und fiir die 6(4;) = 64, 0(f) = 0;, 6 ({3) = 6,
6(8) = 6, ist.

Setzt man jetst die durch Differentiation der Gleichungen (17) ent-
stehenden Werte von z” und y” in die Gleichungen (89) ein und be-
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riicksichtigt noch die Gleichungen (15) und (16), so bilden die 80 um-
geformten Gleichungen (39) zusammen mit der durch Differentiation der
Gleichung (40) erhaltenen Gleichung

6’ — (P +Pes)9"— (Pa + Poso)elg =0
ein System von vier Gleichungen fiir die vier GroBen ¢”, 87, N und F.

Die Auflosung desselben nach diesen Unbekannten, deren Durchfiihrung
— aus dem auch bei Aufstellung der Gleichungen (22) bis (24) mab-

gebenden Grunde — hier unterlassen sei, liefert das System der Diffe-
rentialgleichungen
at
(41) ¢ = (g(gi@ei e e Do + Pege __ Ps )6'2
e —DP—DPes d6 ' o —p—pes (P+pse)® K+ p* 1}

1
d=
r_ {elp+pee)® e Po + Pooo 1’5(1’-*‘119,&) ’2
(42) 6 4(9—1)—1799 dc T o~ p—pes k* + p* + p? b

fir 6 und 8 und der (leichungen

(43) =P | O AN 1] (p4-90s) (427 —ph (0= 1)

- — 2
+ e—p 2 p92 1399)*]799}0’2

(44) F=m {ppe(pe—afi)ég_{_ﬁzg) Peo) —f:_:(g —p _Pao)i_Paeg}ﬁ'i
fir N und F, unter Aufrechterhaltung der Anfangsbedingungen fiir ¢
und 6. ‘

Wir zeigen nun, daf3 tatsichlich eine mit t = t, beginnende Rollbe-
wegung wdhrend eines Zeitintervalles &y <t < ¥, mdglich ist, wnd dof de-
bei t, grofer als jede positive Konstante ist, d. h. daf3 die Rollbewequng
unbegrenst lange andauern kann.

18. Bezeichnen wir die Koeffizienten von 6'% bzw. 6’2 in den Glei-
chungen (41) und (42) mit A4 (g, #) und B (e, #), so sind A (g, 6) und
B (6, §) stetige Funktionen von ¢ und 0 mit stetigen ersten particllen
Ableitungen nach ¢ und 8 fiir alle Werte ¢ und 6, und das Gleichungs
system (41), (42) ist identisch mit dem System

% =A(0,0)7" )
do _

(45) dt ~—?
% = B (¢, )u’
an
gp =
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Darin sind die Funkticnen auf der rechten Seite stetige Funktionen
von t, 6, 0, z, u mit stetigen ersten partiellen Ableitungen nach ¢, 6, 2, «
fir alle Werte ¢, 6, 0, 2, u und der Punkt ¢ =4,, 6 = 0,, 0 = 0,, 2 = 2,,
% =ty ist ein innerer Punkt des Stetigkeitsbereiches dieser Funktionen.
Daher gibt es ein System von Funktionen e¢(£), 6 (f), 7 (%), u (¢), welche
in einem Intervall 4 < ¢ <C 4, eindeutig definiert, stetig und differentiier-
bar sind, den Differentialgleichungen (45) geniigen und fiir ¢ = ¢, baw.
die Werte 6y, 0,, #,, u, annehmen.

Es bleibt nun zu zeigen, erstens daB in diesem Intervall auch die
gemiB unserer Definition der Rollbewegung uotwendige Forderung ¥ >0
erfiillt ist, und zweitens, daB #; groBer ist als jede positive Zahl, d. h.
daB das Stetigkeitsintervall der Funktionen ¢, 0, 2, 4 von ¢ jeden Wert
t >4, im Innern enthiilt.

Zuniichst folgt aus der Stetigkeit und Differentiierbarkeit der Funk-
tionen @ (t), 0(f), ¢’ (f), 6" (f) im Intervall {;, <t < ¢, daB auch (Glei-
chung (28))

. 2

T:% {[(9 "P_pas)%’_'pea (6’— %):I + (K* + p}) (0,— %)2}

eine in demselben Intervall stetige und differentiierbare Funktion von ¢
ist; und zwar ist — wie sich leicht aus den Gleichungen (27), (39), (40)
und (18) ergibt —
(46)
d b

@) 1=5{{e—p— o), —poo(0— %) [+ & + 2 (9 =)'} = T,

wenn die Konstante Ty den Wert von I fiir £ = {; bedeutet: Wahrend
der Rollbewegung bleibt die lebendige Kraft konstant. Die Gleichung (40),

nimlich , : ,
G — (19 +P99)0 =0,

und die Gleichung (47) gestatten nun ¢'% und 6'? fiir das ganze In-
tervall £, <t <4, als Funktionen von ¢ und @ zu berechunen. Es er-
gibt sich

s 27, e® (p + po0)*
48 t =t
(4%) T T (e p—ped) & 40" 1)

aT

ar =0

e 2T, e?
49 O Rp— LTI
(#9) i m (e —p—poo)**+p*+p;)

Damit folgt nun nach Gleichung (43)

NepPayop| @+pe’®+p)  05(p+pe) 2Ry
* 2{<e—p—paa><k*+p=+p;>' (k’+p’+p;>’+k=+p’+p;}
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Die Forderung N > v im ganzen Intervall ¢, <t < {¢; liefert

_og, . PEPOE4R) g B B
Pav—21, (e — P — posg) (&*+ p* | p2)° +2 T”(k’ +pr et B
und diese Forderung ist sicher erfillt, wenn — wie eine kurze Rech-
nung zeigt —

27,
(50) P>wv+ T {Max (p + Pes) + Max | pg, | }

ist. Das ist aber wegen unserer dritten Voraussetzung iiber die Grife
von P (s. Gleichung (36)) der TFall.

Zum Nachweis der zweiten der auf der vorigen Seite aufgestellter
Behauptungen beweisen wir nun, daB die Funktionen ¢ (f), 6(f), ¢'(f)
0" (f), 6 (), 67 (¢) fir keinen Wert ¢, ({, > ¢,) aufhéren, stetig zu sein:
6 und 6 konnen bei £ =7, nicht in der Weise unstetig werden, daB sie
absolut genommen unendlich groB werden, denn sonst miiBten anch ¢
und 6 unendlich werden, was aber wegen der Relationen (48) und (49
nicht moglich ist; aus demselben Grunde konnen ¢ und 6 nicht in der
Weise unstetig werden, dall sie bel unbegrenzter Anniherung an ¢=f
unendlich oft um Betriige oszillieren, die nicht gegen Null konvergie
ren. Es bliebe noch die Moglichkeit, daB sich ¢ und ¢ bei unbegrenzter
Anndherung von ¢ an £, Grenzwerten nithern, aber an der Stelle ¢, selbst
diese Grenzwerte nicht annehmen. Mit ¢ und 6 konvergieren dann aber
auch ¢’ und 6 wegen der Gleichungen (48) und (49) gegen bestimmte
Grenzwerte, und eine ganz ihnliche Uberlegung zu der auf Seite 136
durchgefiihrten zeigt, daf dann ¢ und 6, ¢ und 0° an der Stelle /
auch stetig sind. Damit ist die Stetigkeit von ¢ und 8 an der Stelle
dargetan, daraus folgt aber wegen der Gleichungen (48), (49) und (41),
(42) auch die von ¢" und 6" und ¢” und 6".

Daher gehtren jedem Wert £>> ¢, bestimmte Werte von ¢, 6, 0,
g, 6", 07 und ein positiver Wert von N zu, und zwar sind wegen der
Gleichungen (48) und (49) ¢ und 6" niemals gleich Null. Daher kann
Ruhe nicht eintreten, und Rollbewegung ist wihrend des ganzen un-
endlichen Zeitintervalls ¢ >~ ¢, moglich.

19. Es bleibt noch zu zeigen, daB in keinem Moment ¢ > 1, eine
Gleitbewegung beginnen kann. Angenommen, es gibe ein mit f=¢
(t; = t,) beginnendes Intervall, in dem Gleithewegung bestéinde, dan
miiBte im Innern dieses Intervalls » von Null verschieden sein. Nehmen
wir etwa an v>0; fir v+ < 0 wire die Durchfithrung ganz analog
(emdB unserer Decfinition der Gleitbewegung miilite sich, dann ¢, von
v = 0 fiir = 1¢, ausgehend, stetig indern; es miiBte also fiir jede po-
sitive Zahl ¢ ein positives 4¢ geben, so dab 0 < v <C & wiire fiir =14+ 4t
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Im Moment ¢ = ¢, + ¢ hitten wir dann aber Anfangsbedinguﬁgen, die
denen in Nummer 13, Seite 133 ganz analog sind. Also wiirde v =0

.o . [
werden in einem Zeitmoment ¢ = ¢, 4+ At + 4,¢, wo 4,¢ wegen %’; i >

gleichzeitig mit 4% und & gegen “Null konvergiert. Da dies fiir jedes
noch so kleine & gelten mtiBte, so kann eine Gleitbewegung iiberhaupt
nicht eintreten. Damit ist gereigt, daB die als méglich erkannte Roll-
bewegung vom Moment £ =1, ab auch die einzig mogliche Bewegung
der Scheibe auf der festen Kurve ist.

Wir erhalten so zusammenfassend das Resultat: Bei unsern spe-
ziellen Vorausseteungen iiber die an der Scheibe wirkenden Kriifte und
iber die Grofle des Reihungskoefficienten der Gleitbewequng und bet unsern
sehr allgemeinen Annahmen wber die feste und die bewegliche Kurve ent-
spricht einem System von Anfangswerten 6, 0y, @, Oy, fiir die vy == 0 st
eine Bewegung der Scheibe auf der festen Kurve, die wdhrend eines end-
lichen Zeitintervalls eine Gleitbewegung und, falls im Moment des Auf-
hirens der Gleitbewegung nicht gerade Ruhe eintritt, nachher eine Rollbewe-
gung von unbegrenster Dauer ist.

Die lebendige Kraft als Funktion der Geschwindigkeitskoordinaten.
20. Der Ausdruck (Gleichung (28))

T= %{[(9 — P— Pes) % — Poo (0'-— %)T_*_ (K + p2) (6'— %’)’}
oder

m { le—p)*+k

2 * It 2 )
(1) T=3 —Q.imﬁ"Jr(k“%—pH—ng) g'z_gilﬁf"i(ﬁlﬁ'g'}

ist eine Funktion der Veriinderlichen 6, 8, ¢, &, die fiir jeden Moment

der Gleit- und Rollbewegung fiir das diesem Moment zugehdrige Werte-

gystem o, 0, ¢, 6’ die zugehbrige lebendige Kraft der Scheibe gibt.
Bezeichnen wir mit J das gesamte Impulsmoment der Scheibe in

bezug auf den momentanen Beriihrpunkt, so ist

(52) J=m {—a'(pcose + gsine) + y'(g cosa — psina)— k(0 —a)},

oder

(53) J=m {— (K + 25— pPer)0 — [p(0 — 1) — (B + D] %} -

Fir irgendein festes Wertepaar ¢, 6 sind die Ausdriicke fiir 7 und J
rationale ganze Funktionen von ¢ und €, und wir konnen die Forde-
rung stellen, ein eventuelles Minimum von 7'(6’, §) zu bestimmen mit
der Gleichung

(54) J(GI: 0’) =1,

wo i eine von Null verschiedene Konstante ist, als Nebenbedingung.
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Nofwendige Bedingungen, denen 6" und 6 zum Zwecks der Ex:
stenz eines solchen Minimums geniigen miissen, sind bei Einfihrung
einer zuniichst unbekannten Konstanten 4 die Gleichungen

— ) k? 2 %2 2 _ — ) — (k2
m{(e JORES +pgo,_ -+ pj +posle p)g,} ple p)i(f;i@r

3 —Am-—--=- -0
e e e

und

k3 2 —_
m {4 g2+ ) — 8 +f“ ©TP g ) —Am(B + 91— ppo) =,

aus denen sich durch Elimination von 4 nach einfacher Umrechnung
die Gleichung
(=252 (2 + 5[0 — (p + Poe) 01~ O

ergibt. Da die beiden ersten Faktoren der linken Seite dieser Gleichung
nicht Null sind, so miissen ¢’ und 6 notwendig auBer der Bedingung
(54) noch die Gleichung

(55) o' — (P + peg) 0’ = 0,
oder

v=>0
befriedigen. .

Da die Nebenbedingung (54) linear in ¢’ und @' ist, so ist das
Hinzutreten der Relationaen

0T
06’? = m(k2+293 +p93) >0

g*;:‘: g;r’ - (5%1;7)2: m? (1 —p—t@e)’(k’ +p3>0

und

auch hinreichend dafiir, daB die Werte ¢" und 0, die v = 0 machen
und Gleichung (64) gentigen, 7'(¢’, ) zum Minimum machen mit der
Nebenbedingung (54).

Damit bekommen wir aber nun folgendes Ergebnis:

Die Scheibe befinde sieh in einem Zeitmoment in einer Lage 6,
auf der festen Kurve, und es gelten fiir die an ihr wirkenden HuBem
Krifte die auf Seite 124 getroffenen Festsetzungen. Die #uBere Kraft P
sel ihrem Betrage nach nicht kleiner als die auf Seite 133 de
finierte Konstante 3, diese berechnet fiir den Fall, daB in den sie
definierenden Relationen (32), (35), (35%), (36) die Grofie T, durch

"I
2mk®

stante 1st.

ersetzt wird, wo ¢ eine von Null verschiedene vorgegebene Kon-
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Es sollen der Scheibe nun solche Geschwindigkeitskoordinaten ¢ wnd
§ erteilt werden, daf

1 das gesamte Impulsmoment der Scheibe in bezug auf den momen-
tunen Beriihrpunkt gleich der vorgegebenen Konstanten © wird und

2. die lebendige Kraft der Scheibe in dem belrachicten Zeitmoment
Kemer ist als fiir irgendein anderes Wertepaar o, 0 das auch die De-
dingung 1. erfiullt.

Dann erfiillen die gesuchien Geschwindigkeitskoordinaten 6', 0' auch
die fiir das wvorgegebene Wertepaar 6, 0 gebildete Gleichung v = 0 und
leiten eine Rollbewegung ein, die sich umbegrenzt fortsetst, und deren le-
bendige Kraft .

" 1
%) = ampstpreay
ist, wo (K* 4+ p* + p3) fiir das dem Ausgangsmoment zugehirige 6 2u
bilden ist.

Den Beweis dafiir, daBl die den Bedingungen 1. und 2. entsprechend
bestimmten Werte ¢" und 6" das v zu Null machen, enthalten die Aus-
fihrungen dieser Nummer; daf die gefundenen Werte ¢ und 6 dann
wirklich eine unbegrenzt dauernde Rollbewegung einleiten, folgt —
wegen der Voraussetzungen iiber P — aus den Auseinandersetzungen
in den Nummern 17 bis 19, und daf 7 den angegebenen Wert hat,
ergibt sich durch Finsetzen der aus den Gleichungen (H4) und (55)
fir ¢/ und 6" zu gewinnenden Werte in Gleichung (51).

Fir die ganze Dauer der Rollbewegung gilt folgendes:

Fir irgendeinen bestimmten Moment der Rollbewegung der Scheibe
hat das gesamte Impulsmoment der Scheibe in bezug auf den momen-
tanen Beriihrpunkt einen bestimmten Zahlenwert 4, der sich im allge-
meinen von Moment zu Moment dndert. Setzt man die dem betreffen-
den Moment zugehorigen Werte von ¢ und 8 in die Gleichungen (51)
und (53) ein, so werden 7' und J Funktionen 7'(¢’, 8") und J(d, 6)
von ¢ und 6 allein, Das dem betrachteten Moment der Rollbewegung zu-
gehiorige Weriepaar &, 0" hat nun die FEigenschaft, daf3 es der Funkiion
J(d, 07 — dem gesamien Impulsmoment — den Zahlenwert i und der
Funktion T (¢', 6") — der lebendigen Kraft — einen kleinern Wert ver-
leibé als jedes andere Wertepaar &, &, das auch J (&, 0) =1 macht.

21. Die eben aufgestellten Sitze bleiben dem Sinne nach unver-
indert bestehen, wenn man an Stelle von g, 6, ¢, 6’ neue, allgemeinere
Lagen- und Geschwindigkeitskoordinaten 4, w, 4', w’ der Scheibe ein-
fihrt durch die Transformationsformeln

= (1’:)
(57) 5=3@$-
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Dabei sollen ¢ und v folgende Bedingungen erfiillen:

1. @ und 3 sollen fiir alle Wertepaare der unbeschriinkt Veriinder-
lichen 1, u eindentige und stetige Funktionen von 4 und g mit stetigen
ersten partiellen Ableitungen nach 1 und u sein;

2. Die Funktionaldeterminante

P2 ‘p[ul
¥, 1/’,,)

soll fiir kein Wertepaar 4, u gleich Null sein;

3. Sei mit wy, das Minimum der Werte
do® 4+ dg*
@ =L dait dp?

LI QY

auf dem Kreise

bezeichnet, so soll das Integral
[y
5

Unter diesen Voraussetzungen ist nicht nur jedem Wertepaar i, g
ein einziges Wertepaar o, 0 zugeordnet, sondern auch umgekehrt jedon
Wertepaar &, # ein und nur ein Wertepaar 4, u.1)

unendlich werden.

Sei T'(2,u,4’, ') die in den neuen Koordinaten geschriebene lebendige
Kraft T (Gleichung (51)) und J(4, u, ', u) das ebenfalls in den neuer
Koordinaten geschriebene gesamte Impulsmoment J (Gleichung (53)) der
Scheibe, so ist wegen

=g+ o.u

0=y, + v,
nach den Gleichungen (51) und (53)
519 T 2 )
— @R AR (1 gt (57 Fur?) (03 4 0,0

kz Dg (o —p ’ ’ ’
— AP L0 R=D (g 1 4 g, ) (b + W)

und
(639 T(hu,¥,w) = m{— (B + 55" — DPag) (W2l + w,¥)
— (B — 5)— (# + N5 (@ + 9,0}

1) Vgl. Hadamard, Sur les transformations ponctuelles, Bull. de la société
math. de France, 34, (1906).
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wo die tiberstrichenen GroBen die in die neuen Koordinaten umgerech-
neten gleichbezeichneten uniiberstrichenen Gréfen bedeuten.

Wir werden die Formeln (51%) und (H3*) spiiter noch zu ver-
wenden haben.

IIL Bewegung einer homogenen Kreisscheibe auf einer beliebigen
festen Kurve.

22, In Abschnitt II ist gezeigt, inwieweit die beim einfachen Bei-
gpiel n Abschnitt I gewonnenen Resultate sich auf den in IT behan-
delten allgemeinen Fall. ausdehnen lassen. Aber vor allem gilt ein
wesentliches Resultat des ersten Abschnittes im allgemeineren Falle
nicht, nimlich der Satz, daB das gesamte Impulsmoment der Scheibe
in bezug auf den momentanen Berithrpunkt wihrend der ganzen Gleit-
und Rollbewegung konstant bleibt (vgl. S.115). Es liegt die Frage
nahe: Welche einschrinkenden Voraussetzungen iiber die feste und die
bewegliche Kurve miissen zu den bei II getroffenen Festsetzungen iiber
diese beiden Kurven noch hinzutreten, damit dieser Satz auch beim
allgemeinen Problem mnoch gilt? Diese Frage soll hier zun#chst beant-
wortet werden.

Damit wihrend der ganzen Gleif- und Rollbewcgung das gesamte
Impulsmoment der Scheibe in bezug auf den momentanen Bertihrpunkt

konstant ist, also wegen Gleichung (H2) die Gleichung

m|{— 2 (peose + ¢sine) + y' (g cose — psine) — k*(6 — &)} = const.
gilt, mub auch wihrend der ganzen Dauer dieser Bewegungen die hier-
aus durch Differentiation nach ¢ folgende Gleichung

— z"(pcose + gsina) + y” (g cosx — psing) — k(67— ")

— (#"sine — 4 cosa) (— pa'+ ¢") — (@' cose + ¥ sine) (p'+ qe’) =0
bestehen. Wegen der Gleichungen (20) und (39) ist fir jeden Moment
dieser Bewegungen die erste Zeile der linken Seite der letzten (lei-

chung gleich Null; also folgt nach kurzer Umformung mit Hilfe der
Gleichungen (15), (16), (18) die Bedingung

peoe’ (' — ) =10,
’ '
oo (6 —2) = 0.
Der Fall ¢'-=0, der einer Bewegung entsprechen wiirde, bei der

die Bertihrung zwischen Scheibe und fester Kurve stets in demselben
Punkt der festen Kurve statt hat, und der Fall

oder

8’—%50 oder & — o' =0,

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 2. 10
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der einer reinen Parallelverschiebung der Scheibe liings der festen
Kurve zugehtren wiirde, erfordern, daB schon die Anfangswerte von o'
und, " den durch diese Identititen ausgesprochenen Bedingungen unter-
liegen. Wir verlangen aber, daB der in Rede stehende Satz bei An-
fangswerten von ¢ und 6° gelten soll, die — abgesehen von der fir
den Beginn der Gleitbewegung geltenden Einschréinkung o, 4= 0 — be-
liebig sein konnen. Dann ist die Gleichung

(o) o
gleichbedeutend mit
(68) Py = 0.

D. h.: Dann und nur dann, wenn die bewegliche Scheibe von einer Kreis-
linie begremzt ist, deren Mittelpunkt mit dem Scheibenschwerpunkt zu-
sammenfGllt, ist bei den wbrigen in Abschwitt 11 beniitzten Festsetzungen
das gesamie Impulsmoment der Scheibe in besug auf den momentonen
DBeriihrpunkt wiahrend der ganzen Dauer irgendeiner Gleit- und Rollbe-
wegung konstant.!)

Der konstante Wert o/, des Impulsmomentes bercchnet sich aus
dem System der Anfangswerte 6,, 6,, 6,, 8,, wenn man diese Werte
an Stelle von 6, 8, ¢/, 6 in Gleichung (53) einsetat.

Es ist zu beachten, daB in dem eben charakterisierten Fall der am
Schlusse der Nummer 20 angegebene Satz, in dem nun die fiir jeden
Moment der Rollbewegung einen anderen Wert annehmende Konstante ¢
durch die festbleibende Konstante J, zu ersetzen ist, eine fiir die Be-
schreibung des Bewegungsvorganges wesentlich wertvollere Aussage ent-
hilt als im Fall einer beliebigen Rollkurve. Das zeigt deutlich fol-
gende Fassung:

Es seien 6,, 8,, 6y, 6, Anfangswerte der Lage- und Geschwindig-
keitskoordinaten der Kreisscheibe, fiir die J; == O sei und die eine (eit-
bewegung einleiten, und es seien ¢ und 6 die Lagekoordinaten, die
einem Moment der auf die Gleitbewegung folgenden Rollbewegung zu-
kommen. Dann lassen sich die diesem Moment zugehirigen Geschwin-
digheitskoordinaten ¢ wund ¢ der Scheibe allein aus den Anfungswerten
6y, by, 6,, 0, berechnen auf Grund der Figenschaft, daf3 sie die lebendige
Kraft der Scheibe fiir das angenommene Wertepaar 6, 0 zum Minimum
machen mit der Nebembedingung, dafi das gesamte Impulsmoment fir

1) Abnliche, dem Flichensatz verwandie Theoreme finden sich bei C. Neu-
mann, Math. Annalen, 27 (1886), p. 497 und S. Tschaplygin, Moskau. Math
Sammlg. 20, p. 1—32 (russisch, 1897); vgl. iiber die letztere Arbeit Fortschntte
d. Math. 27 (1896), p. 625.
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dieses Wertepaar &, 0 den Anfangswert J, haben soll. Diese Fassung
ist im Falle der belicbigen Rollkurve nicht moglich.

Ubrigens liBt sich im Spezialfall der Kreisscheibe auch aus den
die Gleithewegung einleitenden Anfangswerten g,, 0,, ¢y, 0, allein die
lebendige Kraft der auf die Gleitbewegung folgenden Rollbewegung he-
rechnen. Wegen der Gleichungen (51), (53) und (19°) gilt allgemein
die Beziehung )

mioA (R 4 pg) + I = 2Tm(i | p* + p}),

und fir den Spezialfall der Kreisscheibe wird daraus, weil J =Jj,
p=R (wo R der Radius der Kreisscheibe ist), p; — O ist,

m2?k? + J§ = 2 Tm(k® + RY);

also ist fiir die Rollbewegung, wegen » = 0,

5
= em{k* + RY
. J2
Da die Differenz T, — WR’S die wihrend der Gleitbewegung

durch die Reibung verzehrte Energie darstellt, so ergibt sich hiermit
weiter, daB fir den hier betrachteten Fall der Kreisscheibe auch das
im Abschnitt I, Nr. 2 erhaltene Resultat gilt, daf dic gesamte Energie-
menge, die wdhrend der Gleitbewegung der Kreisscheibe auf der rauhen
festen Kurve verzehrt wird, threm Detrage nach unabhingig von der Grifle
des Reshungskoeffizienten ist.

IV. Rollbewegung einer beliebigen Scheibe auf einer beliebigen festen
Kurve unter Wirkung duBlerer Krifte.

23. Wir knipfen noch einmal an die Ausfithrungen des Ab-
schnittes II an. Es ist zu beachten, daB der am Schlusse der Nr. 20
aufgestellte Satz, der fiir die Rollbewegung giiltig war, noch gilt, falls
bei irgendeiner Anordnung &#uBerer Krifte die Scheibe sich unter der
Wirkung derselben auf der festen Kurve in Rollbewegung befindet.?)
Berticksichtigen wir anBerdem, daB eine Koordinatentransformation, wie
sie in Nummer 21 angegeben wurde, die Richtigkeit des Satzes nicht
beeintrichtigt, so erhalten wir den folgenden allgemeinen Minimalsatz,

1) DaB es aufler der besprochenen noch andere solche Anordnungen gibt,
wire fir unsere allgemeinen Festeetzungen tiber Scheibe und feste Kurve erst zu
beweisen. Aber fiir jede solche Anordnung, die es gibt, gilt der Satz, ebenso wie
fir jedes Beispiel, das sich unserm allgemeinen Problem wunterordnet.

10*
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dessen Gultigheit nicht an das Bestehen der bisher benutzten spezicllen Fest-
setzungen iber die am der Scheibe wirkende duflere Kraft gebunden ist:

Befindet sich die ebene Scheibe unter der Wirkung duBerer Krifte
in Rollbewegung auf der festen Kurve in ihrer Ebene, und benutst
man den zwei Freiheitsgraden der Scheibe entsprechend zur Festlegung
der Lage der Scheibe auf der festen Kurve Koordinaten 4, g, wie sie
in Nr. 21 eingefithrt wurden, und werden die ihnen entsprechenden
Geschwindigkeitskoordinaten mit ', u’ bezeichnet, so werden fiir jeden

Moment einer solehen Rollbewegung das gesamte Impulsmoment J (4, u,
A, @) der Scheibe in bezug auf den momentanen Berithrpunkt durch
Gleichung (53®%) und die lebendige Kraft 7(4, u, ', ') der Scheibe
durch Gleichung (51*) gegeben. Fiir irgendeinen bestimmten Moment
der Rollbewegung hat das gesamte Impulsmoment in bezug auf den
momentanen Beriihrpunkt einen bestimmten Zahlenwert 7. Setzt man
die dem betreffenden Zeitmoment zugehdrigen Werte von 4 und u it
die Ausdriicke T fiir die lebendige Kraft und J fiir das gesamte Im-
pulsmoment ein, so werden diese Ausdriicke Funktionen 7 (4, ¢') und
J (2, u") von A’ und ¢ allein. Das dem betrachteten Moment der Roll-
bewegung sugehirige Wertepaar X', w' der Geschwindigkeitskoordinaten hat
nun die Figenschaft, daf es dem gesamten Impulsmoment J (X, w) den
Zahlenwert i und der lebendigen Kraft T(4, u') einen kleineren Wert ver-
lesht, als jedes andere Werlepaor A, w, das auch das gesamie Impuls-
moment J (A, u') gleich i macht.

Es scheint — und auch das Beispiel der Rollbewegung einer ho-
mogenen Kugel auf einer schiefen Ebene unter der Wirkung der Schwers
spricht dafiir —, daB sich diesem Satz ein analoger fiir die Rollbewe-
gung eines starren Korpers auf einer festen rauben Fliche unter der
Wirkung HuBerer Krifte an die Seite stellen 1:H8t. Ich hoffe, spiter

darauf zuriickzukommen.

Danzig-Langfubr, Ende Mirz 1912.
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~ Wiirfelversuche,.
Von OrTo MEISSNER in Potsdam.

In der Zeit vom 17. Oktober 1905 bis zum 27. Februar 1906 habe
ich mit 4 Wiirfeln 4320 Wiirfe ausgefiihrt, und zwar stets gleichzeitig mit
allen 4. Es waren ein weiler und ein mit roter Tinte gefirbter Hornwiirfel
von etwa 1 cm Kantenlinge, ein etwas kleinerer schwarzer Holz- und ein
kleiner weier Marmorwiirfel, die in del oben angegebenen Reihenfolge
im folgenden stets kurz mit W, R, S und M bezeichnet werden sollen.

Die Wiirfe, zeitlich geordnet und in Abteilungen von je 180 zu-
sammengefaBt, haben die in Tabelle 1 vorliegenden Resultate ergeben; die
rémischen Ziffern bedeuten die Gruppennummer, die Spalteniiberschriften
sind die Zahlen der Wiirfelseiten, das Argument der Tabelle ist die Héufig-
keit, wie oft die Zahl in den 180 Wiirfen vorkam, theoretisch 30 im Mittel.

Tabelle 1a.
Wiirfel W. Wiirfel R.

1] 2| 3|4 5|6 1 } 2 } 3 ‘ 4|5 ) 6 /
1143 | 28 | 34 ‘ 28 | 28 | 19 26 | 30 | 22 | 27 | 40 | 85 L
.| 32|29 | 81|85 | 32| 21 29 | 22 | 89| 29 ; 30 | 31 1L
1IL1 37 | 26 | 24 ‘ 237 32 | 38 27 | 30 | 33 | 33 | 27 | 80 .
IV 24 |31 2936|2931 30 | 80 | 25 | 25 | 88 | 82 1v.
\ V.| 26 |30 |87, 30| 28|29 34 | 29 | 19* 36 | 26 | 36 V.
VI.| 28 | 30|32 | 31! 321} 27 38 | 27 | 23 | 29 | 33 | 30 VL
VIO.| 26 | 85| 24 | 34 | 23 | 38 31 | 26 |46 | 28 | 25 | 25 VIL
VIII.! 28 | 29 20*‘ 34 | 38 | 31 26 | 26 | 32 | 32 | 30 | 34 | VIIL
IX.| 27 {25 | 401 29 | 23 | 36 25 | 32 | 40 | 27 | 38 | 18" IX.
X.| 28 | 32|32 |27 24} 37 80 | 85 | 32| 34 | 19% 30 X.
XI.| 27 |26 | 26 | 31 | 36 | 34 36 | 26 | 30 | 29 | 29 | 30 XI.
XII.| 34 | 20 | 32 | 32 | 34 | 28 86 | 31 | 24 | 31 | 26 | 32 XII.
} XIII.| 30 | 21 | 39 | 29 | 356 | 26 34 | 29 | 35 | 21% 256 | 836 | XII.
| XIV.| 40 | 24 | 35 | 28 | 19% 34 35 | 86 | 27| 25 | 27 | 30 | XIV.
XV.| 30 | 85|28 | 29 | 31| 27 29 | 18% 32 | 29 | 37 | 85 XV.
. XVL| 21% 27 | 34 | 31 | 40 | 27 30 | 38 | 27 | 27 | 28 | 30 | XVL
| XVII.| 36 |23 | 28 | 24 32 | 87 19* 81 | 35 | 37 | 28 | 30 | XVIL
| XVIIL. | 30 {25 | 30 | 81 , 27 | 87 28 | 22 | 42 | 28 | 35 | 25 | XVIIL
. XIX. |29 | 24 | 23 ‘ 35 \ 34 | 85 25 | 39 | 30 | 80 | 34 | 22 | XIX.
; XX.‘ 25 | 25 | 38 | 84 | 25 | 33 40 | 28 | 30 | 25 | 25 | 32 XX.
XXL. 80 | 28 | 34 - 39 81 | 18* 26 | 30 | 27 | 30 { 24 |43 | XXIL
| XXIL |37 | 19% 37 - 28 | 33 | 26 34 | 26 | 28 | 33 | 32 | 27 | XXIL
| XXIIL | 26 | 25 | 31 1 39 ! 25 | 84 23 | 30| 23 | 41 | 33 | 30 | XXIIL
XXIV.' 28 | 28 | 32 ' 33 | 27 | 32 34 |42 | 25 | 26 | 24 | 29 | XXIV.

Mittel 30.1,26.9 31.2 31.2 29.,9,30.6 30.2 29.7‘30.2 29.7 29.7’30.5
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Tabelle 1b.

Wiirfel S. Wiirfel M.
1’2[3}4‘56 1‘[2 3‘4’5!6
L| 29|29 |20 3 |31(27 50 | 80 | a1l 25| 19* 35 I
IL' 28 | 29 |32 | 33 | 25 | 33 83 | 27 | 26 | 27 | 86 | 81 I
IIL 25| 36|22 42|24 | 31 31 | 23 | 28| 37|30 |31 L
IV. 32|31 |87| 22|29 29 37 | 28 {19 | 85 | 28 | 33 | IV.
V.| 33|31 |31 |42 19% 24 31|26 | 30 | 27 | 33 | 33 v
VL| 34|36 |26 |27, 27| 30 27 | 81 ;22 41|28 |31 | VL
VII| 28 | 33 | 380 | 29 | 26 | 34 29 | 26 | 34| 31|25 )38 | VIL
VIL: 32 [ 29 | 29 | 31 | 28 | 31 38 | 21* 26 | 26 | 41 | 28 | VIL
IX. 33|28 |37 253027 29 | 24 80 | 24 | 38 |35 IX
X. 36| 34|28 |2 | 26|30 33 | 22 | 86|40 | 27 (392¢ X
XL | 33| 86|32 |35 |25 21 31| 26 | 35 | 27|39 | 22% XL
XIL' 40 (27 | 24 | 36 | 24 | 29 40 | 25 | 28 | 81| 27 |29 | XI |
XOL, 31 | 32 | 19°* 36 | 22 | 40 33 | 26 ' 32 | 37 | 31 | 22% XIIL
XIV.' 35 | 84 82 25|29 | 25 35 | 21* 25 | 32|82 |35 | XIV.
XV. 31 |2 |35)|29 |32 |28 46 | 32 | 32 | 15% 26 | 30 | XV.
XVL 39 | 33 | 30 | 21% 34 | 23 33 | 36 | 18% 29 | 27 | 37 | XVL
XVIL 31|33 |30 |32 |22 32 28 | 27 | 384 | 29 | 83 | 29 | XVI
XVIL: 30 | 80 | 27 | 84 | 41 | 18* 30 | 28 | 28 | 34 | 86 | 20 | XVIL
XIX. 39 | 28 | 34 | 25 | 81 23 29 | 27 | 32 | 35 | 23 | 34 | XIX.
XX. 33|30 |29 |31 |2 28 85 | 28 | 81|23 |31 |32, XX
XXL| 36 | 20 | 22 | 39 | 29 25 24* 26 | 23 | 38 | 30 | 89| XXL
XXIL| 26 | 31 | 34 | 30 | 27 | 32 29 | 87 34 |31 21|98 | XX
XX 21% 18* 30 | 34 | 44 | 33 37 | 26 ‘ 36 | 23 | 29 | 30 | XXIIL
XXIV. 45| 26 | 25 | 20 | 39 | 24 36 | 3¢ | 25 | 21 | 27 | B9 | XXIV.
Mittel '32.5(30.3 29.3 30.9]28.8@8.2 33.0 27.3‘28.6 29.9‘29.9‘31.2

Auf Grund dieser Tabelle ist nun fiir jede Zahl jedes Wiirfels die
durchsehnittliche (D. A)) und mittlere Abweichung (M. A.) von ihrem
Mittelwerte berechnet. Theoretisch miiften diese Werte sein'):

M. A —VI80 1.5 —5,
D.A.:]/?M.A.=o.8-5=-4.

Das Verhdltnis M. A. : D. A. VZ— ist fast genau = 5. In Tab.?2
sind die wirklich beobachteten Werte gegeben, dabei sind natiirlich die
Abweichungen der einzelnen Serien nicht von 30, sondern von dem der
betr. Zahl des Wiirfels zukommenden Mittel, also z. B. fiir die Zahl 2
des weillen Wiirfels von 27, ab gerechnet. Ferner ist fiir jeden Wiirfel
das Mittel dieser Abweichungen und dessen mittlerer Fehler angegeben

1) Vgl. Czuber, Wahrscheinlichkeitsrechnung usw. I?, 8. 126 und 128
Leipzig 1908. Teubner.
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Schon die einzelnen Wiirfel geben eine groBe Anniherung an die theore-
tischen Werte, ihr Mittel entspricht der Theorie fast ganz genau. Gleiches
gilt fir das Verhiiltnis der mittleren zur durchschnittlichen Abweichung.
Die mittleren Fehler + 0.04 und + 0.08 fiir D. A. und M. A. erhilt man
aus den Abweichungen der Einzelwerte fiir die 4 Wiirfel vom Mittel, die
in Klammern gesetzten, merklich groBeren (+0.14 und + 0.16) dagegen
aus den mittleren Fehlern der Ergebnisse fiir die einzelnen Wiirfel.

Tabelle 2.
D. A M. A. ] M.A:D.A. Lmsp. Lc \ ¥
W1 | 40 5.19 1.30 1.04 | 4 70| -+ 132
2 | 3.3 4.10 1.24 0.82 | 4113 | 4 83*
3 |42 5.18 1.23 104 | — 7| + 131
4 | 3.2 4.01 1.25 0.80 | — 58, 4 179
5 | 4.25 5.08 1.19 1.02 | —150 -+ 126*
6 | 48 5.79 1.21 1.16 | 4218 + 164°
W [ 3.95 + 025 4.89 + 0.28 1.24 0.98 ‘
R1 |41 4.98 1.24 1.00 | + 12 4 122
2 | 40 5.92 1.48 118 | — 44 4 173
3 |52 6.52 1.25 1.30 | 4-125 | &+ 209
4 | 34 4.36 1.28 087 | — 53| - 107
5 | 45 5.27 1.18 1.05 | — 88| + 136
6 |33 4.95 1.50 099 | — 17| =4 120
R | 4.08 + 0.29| 5.33 4+ 0.82 131 1.07
S1 | 39 5.19 1.38 1.04 |+ 7] 4132
2 |30 4.03 1.34 081 |4 59| + 80
3 |34 4.58 1.34 092 | — 89! 4 105
4 |49 5.83 1.19 117 | —167 | + 166*
5 | 44 5.90 1.34 118 | 4-206 | + 171*
6 | 38 4.76 1.25 095 | — 31| 4 111
S 3.90 4 0.28) 5.05 -+ 0.30 1.29 1.01
M1 |39 475 1.25 095 | 4+ 52| =+ 111
2 |29 3.97 1.37 079 | + 49| + 717
3 |43 5.20 1.21 1.04 | — 166 | + 132*
4 |52 643 1.23 1.29 | 4 83 | -+ 202
5 | 4.3 5.40 1.25 1.08 | — 63| -+ 143
6 | 3.6 4.68 1.30 0.93 | 4- 29 | -f- 107
M 4.02 4- 0.32] 5.07 4 0.33 1.26 1.01
Mittel| 3.99 4 0.04| 5.08 4+ 0.09 1.28 1.02
(+ 0.14) (- 0.16) 4002 | 4002

Die fiinfte Spalte der Tabelle gibt die Dispersion fiir die Zahlen
der Wiirfel. Diese ist nach den iiblichen Formeln?!) berechnet; sie ist
bekanntlich gleich dem Quotienten der beobachteten und der theoretisch

1) Czuber, a. a. 0. 112, 8. 37—389 sowie 12, 8. 162.
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zu erwartenden mittleren (oder auch durchschnittlichen, der FaktorV%

hebt sich ja im Bruch weg) Abweichung. Auch sie ist vollkommen
snormal® alle Werte sind sehr nahe an 1.

Die letzten Spalten (C und F') der Tab. 2 endlich beziehen sich
auf das Abbe-Helmertsche Zufallskriterium.') Nennt man 4 die
Summe der Fehlerquadrate, B die Summe der Quadrate der Differenzen

von je zwei aufeinanderfolgenden Fehlern, so mufl 4 — —f (nach Abbe)=0

gein, mit dem mittleren Fehler 4- F (nach Helmert). F ist gleich
A:Yn—1, wenn n die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet. Aus der
Tab. 2 sieht man, daB nur in 6 (in der Tabelle durch * gekennzeichneten)
von 24 Fillen C um ein weniges grisBer ist als F; man wird also annchmen
diirfen, daB die Wiirfel wihrend der Beobachtungszeit keine Veréinderung
erlitten haben; die Abnutzung infolge der 4320 Wiirfe ist also gleichmiBig
und wohl auch nur sehr gering gewesen. s ist vielleicht nicht ohne
Interesse, auch dies einmal genauer zahlenmiBig festgestellt zu haben.

Kehren wir noch einmal zu der Verteilung der Hiufigkeitszahlen
zuriick. In jeder der 144 Abteilungen von je 180 Wiirfen sollte durch-
schnittlich jede Zahl 30mal erscheinen. Tatsichlich schwanken die
Hiufigkeitszahlen von 15 bis 45, wie aus Tab. 3 hervorgeht, in welcher
die Ergebnisse fiir die einzelnen Wiirfel getrennt und zusammengefat
aufgefiihrt sind.

Tabelle 3.

Hi‘;ﬁg‘ W|R| S| M|Zuw |XZ Hi‘;ﬂg' W R| S |M|Zus | z,
15 . .- 1 1 |3820 45 . 1 1) 1 3 | 306

18 e ] . 819 44 -1 1 | 303

17 . P . . 319 43 1, 1| 2 | 302

18 1 2‘ 2! 1| 6 |319 42 .2l 2] . 4 | 300

19 3 3 2| 2| 10 |313 41 \ 1] 1 2] 4 {208

20 2 ... 2 |303 40 8 3| 2] 8| 11 | 292

21 3 1‘ 3| 4| 11 |801 39 3 2 4| 3| 12 |21

922 .| 4 6] 5| 158 |290 58 4] 4 3| 11 | 269

23 5| 3 3| 7| 18 |27 37 7\ 2| 2| 6| 17 |28

! 24 71 3 5| 3| 18 |257 36 4! 8 7| 5] 92 |24
‘ 25 7|12 10| 5| 34 |239 35 7| 7| 4|10 28 | 219
‘ 28 810 5! 9 32 |205 34 |12 7! 9| 6| 34 |19
| 27 | o1z 7|11| 38 |113 88 | 3| 5:10| 8| 26 | 187
98 (15| 6] 8|10| 89 |184 32 |12 9 10| 7| 38 |131

29 9/10|16|10] 45 | 95 31 [11] 5,183 |14] 435 | 93

30 8|23 |11| 8| 60 | 50 30 82311 8| 50 | 60

1) Helmert, Ausgleichungsrechnung usw. 2. Aufl. (Leipzig 1907, Teubner). 8. 3411,
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Man erkennt aus der symmetrisch angeordneten Tabelle eine etwas
groBere Hiufigkeit der zu kleinen Werte; die Zahlen X, sind durch-
weg grofer als die entsprechenden i, aber nmur um 5—10 Prozent;
man braucht dieser Verschiedenheit also keine groBe Bedeutung beizu-
legen; tibrigens ist noch dabei zu beachten, dab jedesmal 6 Werte der
Bedingung geniigen muBten, als Summe 180 zu geben. Doch kann
dieser Zwang fiir die hier angestellten Betrachtungen aufler Acht ge-
lassen werden.

Tabelle 4.

A R S M Mittel Theorgtisch

Abw. Alz A’ >|A| | 4] = | Anzahl |Summe| Anzahl Summe
<+ 1]28] 28|38! 38|40| 40|s2| 32054 . 4-48] 31 [234+4.3 23
2|27| 85|16 53]18) 58| 17| 49|19 46 53 [22 4.4 45
sl12| 67|17 70|17| 76{19] 68|16 2.5 69 [20 4.2 65
af20| 87|17 87|14 89|15 83|17 24| 86 (18 4.0, 83
5|14 1011910614 {105 (15| 9816 21| 102 |15 8.7, 98
6l11|112] 9|115]12|116] 8|106 |10 16/ 112 |14 3.6 112
7]12|124| 5|120] 5|120]|13 119] 9 38 121 |8 2.8 120
g| 4|128] 8 128] 6|126| 8|127| 6 17 127 |8 2.8 128
9| 6/184| 8| 181 7|133| 7|134| 6 1.7 133 | 5 2.2/ 133
10| 5/139] 8l134| 2 (185 8 |137| 8 1.1 136 |4 2.0 187
11] 31142 4|138| 3|138| 41418y, 97 1389 |3 1.7 140
12| 1,143 4|142| 4142 1|242[ 2%, 1.6 142 |2 1.4 142
15| 1|144| 1|148] -|142| - (142 1 0.7 143 |1 1.0 143
14| -|144| -|143| 1]143| -|142] 0 06 143 |. 1.0/ 143
15 B 144 | 1]144) 11144 2)144) 1 0.7, 144 |1 1.0\ 144

Die aus Tab. 3 durch Zusammenfassung der gleichgrofen positiven
wnd negativen Abweichungen vom Mittelwerte 30 (wie gesagt, ohne Be-
riicksichtigung der geringen Asymmetrie) entstandene Tabelle 4 gibt fiir
jeden Wiirfel unter 4 die Anzahl der Werte mit einer gewissen Abw.
von 30 (nur in der ersten Zeile die X der Abw. 0 und & 1) unter X
die Summe aller Werte mit hischstens dieser Abw. Ferner ist das Mittel
nebst mittlerem Fehler gebildet und sind auch die nach der Theorie?)
zu erwartenden Zahlenwerte hinzugefiigt. Letztere stimmen von 4 4 ab
mit den Beobachtungswerten nahezu vollstiindig iiberein; dagegen ist
festzustellen, daB die Hiufigkeiten 29 bis 31 (Abw. < 4- 1) etwa 509,
hiufiger sind, als nach der Theorie zu erwarten wire (dafiir die Abw.
+2, + 3, +- 4 etwas zu selten).

1) Czuber a. a O. 1%, 8. 133. Die Zahlen sind mit Hilfe der Tab. fiir @
am Schlusse des Werkes berechnet.
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Als ,wahrscheinliche Abweichung#!) erhilt man
fir W R S M statt theoretisch
die Werte 32 31 29 33 34,
also auch eine ganz gute Ubereinstimmung. DaB diese Resultate, die
man durch einfache Abzihlung auf Grund der Tab. 4 (man hat bis
1 144 = 72 zu zihlen, die Interpolation kann linear geschehen) leicht
erhilt, durchweg etwas kleiner als der theoretische Wert sind, liegt an
der tibergroBen Hiufigkeit der geringen Abweichungen. Als Verhilinis
zur ,mittleren Abweichung® erhilt man
fiir W R 8 M theoretisch:
die Quotienten 0.66 0.58 0.58 0.6 0.67;
da die wahrscheinliche Abweichung vom Fehlergesetz abhiingt, kamn
man also auch aus diesen Zahlen schliefen, daB die Hiufigkeitsvertei-
lung sich sehr nahe dem bekannten Exponentialgesetz anschliebt.
Ferner sind die ,Sequenzen® gezihlt, d. h. also die Kille, in denen
dieselbe Zahl (eines bestimmten Wiirfels) zweimal (S,), dreimal (S,)...
hintereinander fiel. Tabelle 5 gibt die Resultate, Tabelle 6 enthilt die
Anzahl der geworfenen ,Pasche?. W R bedeutet einen Pasch der Wiirfel
W und R usw.

Tabelle 5.
. [ R
{ *Ss l Ss ‘ A SE ‘ Ss Sv Ss
‘ —
w 1 712 | 135 | 27 | 11 2 1
R 706 | 113 | 14 2 ‘ 1 -
S 686 | 121 | 18 3 1 -
M T00 | 127 | 21 4 ‘ - -
‘ Theoret. | 720 | 120 ‘ 20 3 | Yy | 0 I 0

Tabelle 6.

' —
| WR WS WM‘J RS lRM‘\SM‘WRS WRM“WSM RSM! WRSM

| Beob. 7541702 | 712 | 719 | 1731 ‘ 691 124 153 115 | 112 29
Theoret. 720|720 720 |720 720 720| 120 | 120 | 120 | 120 20
Dispersion |1.12 (0.84 | 1,08 [0.99 1.08 ‘1.16 1.02 | 084 | 113 {103 1.02

Auch aus diesen Tabellen erhellt wiederum die groBe Ubereinstim-
mung zwischen Beobachtung und Theorie. Auch die aus den 24 Gruppen
zu je 180 Wiirfen abgeleitete Dispersion der Pasche ist so normal, wie
man sie sich nur wiinschen kann.

1) Von der Bruns freilich nichts wissen will; vgl. seine ,KollektivmaB-
lehre* (Leipzig 1906, Teubner), S. 123.
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]

Vergleichung mit Wolfs Resultaten aus 20000 Wiirfen!
Da die umfangreichen, aber mit der Theoric schlecht stimmenden Er-
gebnisse der sehr ausgedehnten Versuchsreihe von R. Wolf mit 2 Wiir-
feln in der Literatur sehr h#ufig angefithrt werden, hielt ich es fiir
vielleicht nicht ganz unangebracht, auch die Resultate meiner Beob-
achtungsreihe mitzuteilen, die mit der Theorie, man kann sagen, in
villiger Ubereinstimmung steht. Hierbei sci gleich auf einen
kleinen — an sich ziemlich belanglosen — Irrtum Czubers betr. die
Herleitung der Wahrscheinlichkeiten fiir die Zahlen bzw. Seiten der
Wolfschen Wiirfel aufmerksam gemacht. Wolf hat die Wahrschein-
lichkeiten nicht auf Grund irgendeiner Annahme tiber den Schwerpunkt
der Wiirfel gemacht, sondern, wie auch ganz richtig, die Hiufigkeit
der betr. Zahl: 20000, also die einfache ,Wahrscheinlichkeit a poste-
riori* angesetzt.

~—

Tabelle 7.
Augen- ' Zahl der
Beob. zahl 1 2 3 \ 4 ‘ b 6 Wiirfe
J W 0.168 | 0,149 | 0.173 | 0.173 } 0.166 | 0.170
R 0.168 | 0.165 | 0.168 | 0.165 | 0.165 | 0.169 .
MeiB 43
erbner l S |o0.81|0.1680.163 | 0.171 | 0.160 | 0.157 | [© 4320
M 0.183 | 0.152 | 0.159 | 0.166 ’, 0.166 | 0.173 ‘
W 0.162 | 0.172 | 0.149 | 0.142 ; 0.182 | 0.197 .
Wolf { 0.170 | 0.182 | 0.169 | 0.146 | 0.172 | 0.171 ‘ }Je 20000
Abweichung vom theoret. Wert in 0.001 | M&i{)t::re
‘ .
[ W |4+ 1|—18|+ 6|+ 8] —1 +3\i9(4)
. R |4 1|— 2|4+ 1/—2|l— 2|+ 2| £ 2()
Meibner l S 4144+ 1| — 4|4 4| — 7 —10] + 9@
M |416|—16]— 8| — 1t|— 1|4 6| £11()
Wolt { W | — 6{4 b|—16|—25|+4+16| +30| 420
R |4 8 +15|— 6l—21 |+ 6/4 4| f12

Trotz der etwa Smal so umfangreichen Wolfschen Reihe sind be-
gonders die Abweichungen seines ,weilen“ Wiirfels erheblich griSer
als bel der hier vorliegenden; auf gleichen Umfang reduziert®), sind
Wolfs Werte viermal ungenauer als die meinigen,

Wihrend ferner bei meiner Beobachtungsreihe mittlere, durch-
schnittliche und wahrscheinliche Abweichung bis auf wenige Pro-
zente ihres Betrages mit den Werten, wie die Theorie sie fordert,

1) Czuber, a. a. 0. I, 8. 118 = I S. 149. B
2) In Tab. 7 sind die in () gesetzten Zahlen durch Multiplikation mit 1:}/5
auf eine Reihe vom Umfang von (etwa) 20000 zuriickgefiihrt.
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iibereinstimmten, weichen sie bei Wolf in schroffer Weise nach oben
hin ab (also enorme -iibernormale Dispersion!);

von Wolf beobachtet theoretisch

mittlere Abweichung 60 13
durchschnittliche » 76.8 23.2
wahrscheinliche » 66.0 185

Gegeniiber einer Dispersion von 3, die sich hieraus ergibt, liegen
die verschiedenen von mir berechneten Dispersionen im Extrem zwische
0.8 und 1.3. Bei Wolfs Wiirfeln sind eben offenbar starke Unregel
miBigkeiten vorhanden gewesen, die meinigen zeigen, dal dies als
auBergewthnlich anzusehen ist, denn die von mir benutzten Wiirfel
sind gewohnliche Durchschnittsware, keineswegs etwa besonders aw-
gewihlt. Auch hatten sie schon fast 2 Jahrzehnte hindurch zeitweise
hiufig in Benutzung gestanden (Lei harmlosen Kinderspielen némlich),
chne daB die Beobachtungen etwas von unregelmiiBiger Abnutaung
spiiren lieBen.

Potsdam, 27. Mal 1912.

Zur Planckschen Strahlungsformel.

Von P. J. HELwic in Amsterdam.

1. Wir denken uns einjge Korper, deren Freiheitsgrade die Energie-
betrige U,, U, bis U, liefern, und sich in einem Raume befinden, der-
art, daB die totale Energie konstant oder stationir bleibt. Dann ist
(1) U+ U;+ -+ U,=nU = const.

U stellt die mittlere Energie vor.

Es ist also auch

(2) AU, +dU, + -+ dU, =ndU=0.

Weiter denken wir uns, daB zu jedem Freiheitsgrade eine Groke
w, = f(U,) gehort und daB die w so beschaffen sind, daB in dem ge
nannten Raume der geometrische Mittelwert aller w ein Extremum, also
ein Maximum oder Minimum wird oder stationir bleibt. Dann ist

=Vw w v = Extremum,
und deshalb

(3) dlogw, +dlogw, + -- -+ dlogw, —ndlogm = 0.
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Benutzen wir den unbestimmten Multiplikator — b, dann kdnnen wir
schreiben:

(dlogw, — bd U,) + (dlogw, — bd Uy) + -+ + (d logw, — bd U,)
=n(dlogm — bdU) = 0.
Wenn wir nun die Beziehungen (2) und (3) wollen gelten lassen

unabhiingig von der Zahl n, dann mufl sein:

\ - dl ) dlogm
(4) und (5) 7;’7%}:’41‘ =b und auch —ar — b

k}”’ dann ist die Gleichung (5) analog mit der En-
tropie-Definition, dy — %] wenn 5 = k log m = Entropie, 7'= absol. Temp.

Setzt man b —

und k& = konstant ist. 'Wir miissen aber sofort die wichtige Bemerkung
machen, daB die Gleichungen (4) und (B) nicht dieselbe sind, nicht
auseinander folgen komnen. Denn wohl ist w,=f(U,), nicht aber
m=f(U) erfilllt. Es ist nicht erlaubt in einer funktionellen Beziehung
die Veriinderlichen durch willkiirliche Mittelwerte zu ersetzen.

Die Gleichung (5) kann also nur als eine Beziehung zwischen den
totalen Differentialen dlogm und d U aufgefaBt werden. Wir miissen
deher w' = f(U) setzen, wobei «’ ungleich m ist. Ebenso hat man
m=f(U). '

Fir zwei Freiheitsgrade z. B. £ und y mit Masseneinheiten oder
Trigheitsmomenten gleich Eins haben wir dann

22 + 1 9% = const.?) 1y = m? = extremum.
Also 44 §j=0  und §+g=0.
Ist die Anzahl der Freiheiten ohne Einflull, dann muB sein:
B . § g
S —bzz =0 und ebenso g byy = 0.
Das heiBt fiir die z ist # =0 oder 1 — b22=0, welche Gleichungen
inhaltsgleich sind und deshalb ist 1 &% = 515 = Ef =U, und w, = 2z.

Es bedenten unsere Gleichungen (2) und (3) also, daB die Energie
pro Freiheitsgrad zur Geltung kommt und daB man die w als Ge-
schwindigkeit oder als Winkelgeschwindigkeit auffassen kann (Prinzip
der Aquipartition der Energie).

2, Zu jedem Atome in unserom Raume gehoren einige Werte von
U, und w,; es werden schon einige Atome die Werte U/ und ' haben

dz und & entsprechend %

1) z bedeutet iz
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und auf die Dauer wird im ganzen Raume U herrschen. Durch Stife
konnen die Emnergiebetrige abwechseln; es wird aber fiir jedes Atom
etwas Besonderes sein, wenn gerade der Wert w, = o« erreicht wird
fiir jeden Freiheitsgrad. Bei Zunahme von w’ wird auf die Dauer
wenigstens das Atom Energie abgeben miissen, wihrend es, falls o’ ab-
nimmt, noch Energie aufnehmen kann.

Im stationiiren Zustande ist die Abgabe von Energie, also wem
w’ steigt, als Strahlung aufzufassen.

Es ist aber nicht notwendig, daB das Atom plotzlich seine Energie
abgibt, sobald w = w" geworden ist. Bei der atomistischen Vorstellung
der Materie, wonach ein Atom ein mechanisches Gebilde fiir sich dar-
stellt, ist das sogar ausgeschlossen. Wir miissen vielmehr denken, daf
w von w' — g bis w' + p zunehmen kann, bevor die Strahlung anfingt.
Es ist klar: w kann niemals bis ins Unendliche zunehmen; es mub
also einen oberen Grenzwert w — w’ + p geben, solange U, — U noch
besteht, gleich wie ein unterer Grenzwert w = w" — ¢ bestehen muf.
Wie kiénnen wir nun diese Grenze bestimmen?

Wir miissen dabei wohl in Betracht ziehen, daB ein Atom wieder
ein System darstellt, wofiir die Gleichungen (1) bis (5) gelten, demn
von w = — q bis w = ' 4 p sollte dic Energie U des Atomsystems
konstant bleiben. Das Atomsystem wird zwischen diesen Grenzen also
als konservatives mechanisches System betrachtet. Im Unterschied aber
von dem mit diskreten Partikeln gefiillten Raume, haben wir beim
Atomsystem zu beachten, da w von w” — ¢ bis w’ + p stetig zunehmen
muB.

Wir kommen also zu dem Schlusse, daf «’ abhingt von dem arith-
metischen Mittelwert der Energie U der Umgebung, daB diese U im
Atome konstant bleibt, wihrend w’ von %’ — g bis @’ + p stetig wach-
send den geometrischen Mittelwert annimmt und dieser extremal wird.

3. Im Atome haben wir also diese Gesetze bei der Strahlung zu
erwarten:

(6) Mittlere Energie = U = stationir;
(M logm = s i log wdw = Extremum
(8) wy—w —g ws=W'+p
dlogm _ dlogm dw’ _ 1
©) 4T T T aw dU =b kT
Nun ist 1
logm—ﬁ——[wlogw—w] ~10g{%[' ]wrwx},
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also 1
10) n o L,

4. Die Anwendung der Formeln ist nur mdglich, sobald wir uns
niher ausgesprochen haben iiber die Beziehung w' = f(U).

Im urspriinglichen Raume, wo die Atome sich befinden, miissen
wir U=} M(w')? nehmen. M ist die Masse einer Molekel, " ihre
Geschwindigkeit. Es folgt dann sofort aus (4), wenn b = }%, gesetzt wird:
(11) U=1ikT.

Es ist (11) die mittlere Energie pro Freiheitsgrad einer Molekel. Gibt
man der Molekel drei Freiheitsgrade, so folgt fiir die mittlere Energie
einer Molekel 2%7, ein bekanntes Resultat.

Im Atome selbst betrachten wir w als Winkelgeschwindigkeit und
setzen

(12) U=hw' h = const.

Es bedeutet diese Annahme, daB wir im Atome einen konstanten Im-
pulsvektor voraussetzen.
Weiter haben wir zwei Grenzen w, = f({/;) und w, = f(U,;) und

nach (6)
(13) U= fUdU’_ Uy + Uy _ stationir.

U—U

Nach (8) und (12) st U, =hw,=hw' —hq und U, =hwy=hw’+ hp,
also U_ hw-}—lh(p—q)
Damit nun (12) im Atome gelte, miissen wir p—g nehmen und setzen

(14) p=q=-

5. Das Formelgertist ist nun aufgestellt, um die Energieformel der
Strahlung zu bilden. Aus (9) folgt in Verbindung mit (12) und (10):

1 1dl 1 d (w n —
kT B dogm hdw{ +% log (w'+ § ’”)— % ~log (o’ —-—n)—l}

w +ﬁ

Iog

“’—’z‘
oder n
- ; U nek_T—{—I n n
15) e e T T

&1 AT 4
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KEs liefert (15) die bekannte mittlere Kinergie in der Plauckschen
Strahlungsformel. Wir schreiben nun ausfiihrlicher

w=w'+2ﬁ '
hn hn
(16) U =5+ —
w:w’—-i TT——I

Nimmt man in (16) » = 0, so kommt, wie eine leichte Rechnung zeigt,
U=FET, die Rayleighsche Formel, wobei offenbar die innere Kinetik
des Atoms micht in Betracht gezogen ist.

6. Die Nernst-Lindemannsche Atomwirmeformel?) folgt auch
ganz einfach aus der Bemerkung, daB, wo U = 1(U, + U,), auch ehen-
sogut nach (13)

n
w' -+ - W't
2 4 hn 1hn
1 __1}]3 7
(17 U:i( U, + Un)— el ahnt 5+ —
) iy AT q AFT 4

gesetzt werden kann. Differenziert man (17) nach 7} dann kommt die
Atomwirmeformel hervor pro Freiheitsgrad. Die ganze Atomwiirme ist
das Dreifache, wenn wir nach Einstein?) dem Atome wieder drei Fre-
heiten zuschreiben und jedes Atom also eine Knergie hat gleich

3h 3h
(18) E=:74 2
eﬁ 1

Es bleibt freilich dann noch in (17) unaufgeklirt, weshalb neben%
zweitens % genommen werden muB. Die Nernst-Lindemannsche An-

nahme ist aber nach dieser Theorie vollkommen zulissig und nach der
Quantentheorie wenigstens hefremdend.

7. SchlieBlich werden wir noch einige Beziehungen ableiten. Der

w=w'+p
Kiirze halber setzen wir statt U das Symbol (p, —¢) und =
Dann ist e

(5 — ) =122 h+(p+qh i b
fetplm __
und deshalb
(p4q0)——@F0h (b 770741

2 2 Jpram __

1) W. Nernst nnd F. A. Lindemann. Spez. Wirme und Quantentheorie
Zeitschr. f. Elektrochem. Bd. 17, 1911,

2) A. Einstein, Die Plancksche Theorie der Strahhmg und die Theorie
der spez. Wirme. Ann Phys. 22, 1907,
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Es folgt also
19) (B —q)—(p+40) ~gh,
ebenso fiir p = O: _
(20) (0; - q) - (Q: O) = gh'
AuvBerdem ist )
__ Pk
(21) (p) 0) - M1
und
(22) (0, — p) = e™(p, 0).
Es ist also
. 2ph P41
(23) (p!_p)—ph+ eipm_l_ epm+1 (-p’o)'
Da aber : :
_ 2ph _ 2
(24) (2p7 0) - eme__ 1 epm+ 1 (p7 0)7
so folgt _

8. Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, dann kommen wir zu
dem Schlusse, daB die Plancksche Energieformel der Strahlung, die
Atomwirmeformel von Nernst-Lindemann gleichwie die Einstein-
sche Atomenergieformel?) fiir drei Freiheitsgrade aus unseren Annahmen
folgen.

Diese Annahmen machen die Quantenhypothese tiberfliissig, sie
setzen aber im Atome innere Freiheitsgrade voraus. Wo unsere Grofie
w von der Form einer Winkelgeschwindigkeit oder einer Schwingungs-
zabl ist, miissen im Atome einige Rotationen oder Schwingungen statt-
finden, deren mittlere Energie ausgestrahlt wird und natiirlich im Atome
auch vorher aufgenommen ist, so daB die mittlere Atomenergie kon-
stant bleibt.

Ob es mdoglich ist, auf diesen Grundlagen eine Atomkinetik auf-
zubauen, muf vorderhand noch dahingestellt bleiben.

Jedenfalls ist ein kinetischer Atomaufbau im Sinne von Ritz?)
mit unseren Auffassungen in Ubereinstimmung.

9. SchlieBlich méchte ich noeh eine Bemerkung machen. Unsere
Annahmen fithren zu der Betrachtung von Drehungen im Atomsysteme.
Wenden wir deshalb unsere Hypothese, daB im Atome die Gleichung

1) A. Einstein: Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Theorie der
gpezifischen Wirme. Ann. der Fhys. Bd. 22, 1907.
2) W. Ritz, Magnetische Atomfelder und Serienspektiren. Annalen der Physik
Bd. 25, 1908. Auch in seinen Gesammelten Werken, Paris 1911, p. 98.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62, Band. 1913. Heft 2. 11

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



162 Drehungsstiitzflichen.

(12) gilt, an auf den kriftefreien Kreisel. Die Bewegungsgleichungen?)
sind bekanntlich

d d d
26) AL~ (B—0gr Bl —(C—A)yrp O =(4—Bypg
Nach (12) setzen wir also
27 Ap = Bq = Cr = 2h = coust.

Es kommt dann

dlogp dlogg dlogr
(28) ar T4 g —Pr g =P
dlog (pgr)
OdEI' —dt‘ L =0,
Also pqr = const.

Es ist das Produkt der Winkelgeschwindigkeiten dann eine Kon-
stante: unsere urspriingliche Annahme.
Ein zweites Integral erhdlt man, wenn man die Gleichungen (28)
der Reihe nach mit p, ¢ und » multipliziert und dann addiert. Es kommt
P+ 9 + r = const,

also auch
3 Ap* + £ Bg® + 1 Cr? = const.

Es ist diese Gleichung unsere Gl (1).

Diese Andeutung moge geniigen, um klar zu machen, daB (27)
oder (12) mit den Grundgleichungen (2) und (3) logisch zusammen-
hiingen.

Drehungsstiitzflichen.

Von Baurat ApoLr KFraxcke in Alfeld a. d. Leine.

Wir betrachten lotrecht wirkende Belastung p und setzen im Um-
kreis der lotrechten Ursprungsachse O 0, Symmetrie voraus.

Die Stiitzfliche werde erzeugt durch Drehung der Leitlinie y = ¢{z);
die LasthChe sei gegeben durch p = f(z).

Wird also p von einer wagerechten Ebene ab gerechnet, so wird
auch die LasthShenflache erzeugt durch Drehung ihrer Leitlinie p —f(z)
um die Ursprungs- oder Polachse 00,.

Geometriseh betrachtet ist die Beziehung zwischen Belastungsart
p und Stiitzflichenform y eindeutig willkiirlich.

1) Klein und Sommerfeld, Theorie des Kreisels I S. 140.
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Dieses wird anschaulich, wenn wir das als Stiitzfliche tragende
Sphiroid durch lotrechte Polebenen in Einzelflichen vom dreieckigen
Grundri8 0A A4, Fig. 1, zerlegen.

Bezeichnen wir die im Sphiroid wirkende Ringkraft auf die Léngen-
einheit mit R, so erscheint jede Einzelfliche O0A A als Triger, Stiitz
fliche, der auf sie fallenden lotrechten Last p und
der dulleren wagerechten Seitenbelastung K.

Ist p gegeben, so ist die Stiitzform nur dann
mitbestimmt, sofern auch E gegeben ist.

Bei der festgeschlossenen vollwandigen Stiitz-
schale ist die Entwickelung der inneren Krifte R
abhingig vom elastischen Verhalten. Insbesondere
wird B beeinflufit durch die Entwickelung der Stirke
der Wandung.

Zur némlichen Sphiroidschalenform gehéren
ganz verschiedene Stiitzbelastungsarten, je nachdem die Wandstirke f
der Sphiroidschale unverinderlich oder veriinderlich ist.

Wir unterscheiden daher ausdriicklich die vollwandige Stiitzschale
und die geometrische Stiitzfliche.

Bei der ersteren verschwindet, wie wir weiter unten genauer sehen
werden, jede Unbestimmtheit durch den Zwang einer bestehenden Elasti-
ztétsgleichung.

Zuniichst aber betrachten wir als allgemeineren Fall rein geome-
trisch den Inbegriff der ein Sphiroid umhiillenden Stiitzkrifte.

Spannt man — alles gleichartig in bezug auf die Polachse gedacht
— ein System je fiir sich lotrechtbelasteter Einzelfiden iiber eine feste
kreisformige Offnung, so schaut man eine gezogene hingende Sphiroid-
stitzfliche. Die Formgestaltung dieser Fliche fillt verschieden aus, je
nachdem man starke, schwache oder keine Ringbidnderkriifte einfiigt.

Fig. 1.

L. Das Sphéiroid als geometrische Stiitzfliche lotrechter Belastung.

Sei also y — @(z) die Gleichung der erzeugenden Leitlinie s, sei

tgo = %; die innere, in Richtung der Leitlinie s wirkende Stiitzkraft
auf die Lingeneinheit sei S — —g—=.—v, R bezeichne die Ringkraft.
CO8w 811 w
Alsdann gelten die Gleichungen:
15/] pxdzx
0 Htgm=Ssinm=V=—m
d(x H)

11*
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Diese letztere Gleichung folgt aus der Betrachtung des Gleichgewichtes
der wagerechten Kriifte:

ad{zH}=2sin | - Rds

fiir ein Element ds des Dreieckstriigers OA4A.A bei belicbig kleinem

Winkel e. :
Anderweitiger aus diesen beiden Gleichungen nicht ableitbarer sta-

tischer Zwang ist nicht vorhanden.

Aus Gleichung I 2Htgw =fpxdx folgt durch Ableitung:
0

da + v

cos?a =P do

tg @

oder, da dz = cosow ds, j—: =, d[x H] = Rds ist,

(ITa) pcosfo = —f— + el s:m
oder fiir sino 1.
e ’ g R
== 4 =
p cost® p -+ o

Diese letztere Gleichung (IIa) ist ein Sonderfall der allgemeinen Be-
ziehung % = % + %’ in welcher die senkrechte Druckhéhe n zu den
Spannungen S, S; und den Kriimmungshalbmessern g, @, zweier Fléchen-
hauptschnitte steht, indem si‘:«—: als Seitenlinge des Kreiskegels der Senk-

rechten nicht verschieden ist vom Krimmungshalbmesser g,.
Fiir B ergibt sich der allgemeine Ausdruck:
‘pxda:
R =P cos®w b

810 ® gsin®m
Dem Wert I — U gehort hiernach allgemein die Beziehung zwischen
Last und Stiitzform zu
c
p= Zo cosw®

Will man eine bestimmte Sphiroidflichenform zur Stiitzfliche einer
bestimmten Belastungsart p machen, so hat man technisch vorzusorgen,
daB eine der maBgebenden inneren Krifte, z. B. I! — etwa durch Re
geln von Schraubenverbindung zwischen den ‘einzelnen Trégerflichen
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044 — dem aus der gemachten bestimmten Annahme folgenden Bil-
dungsgesetze tatsichlich entspricht.

Wir geben einige Anwendungen.

Die Kugelfliiche.

Die Bedingungen des Tragens der Belastung p ohne innere Biegungs-
momente lauten:

z w

1 bt — Ssi ﬂ_ v b[.pxdm prOSmsinmdm
@ go=S8amo =} = . _, B
an d[si;lz:g] = R; (Ila) prcos?o =S + E;
3 rfpsinocose do
R“_pr COS“ 0 — ; o

Daraus ergibt sich beispielsweise:

1) Unter der Be’dingung R==8cos2w ===p°'r{} — a;_:} ist die Kugel-
fliche die Stiitzfliche gleichf’drmiger Belastung p = p,.

Hierbei ist S = =2~ = unverindert.

Es ist glelehgultlg, ob h1erbe1 etwa die Bedingung S = unverin-

dert, oder etwa die Bedingung H = ﬁofcosw

Dy c082w
R="———
dingung bedingt zwangsweise die Erfiillung der andern.

, oder die Bedingung

technisch erzwungen wird. Dle Erfiillung der einen Be-

2) Unter der Bedingung 8 =%‘ igt die Kugelfliche die Stiitzfliche
o . . x*
kegelformiger Belastung p7= yz. Hierbei wechselt IR = yraz (% — F)
sein Zeichen fiir tg o = J/2.

3) Fir R = pra? (% _a:_:) 3 S = pTT' gilt parabolische Belastung
=yt
" . R 1
4) Fiir p=—p—°l5 gilt por = cos® —m-
5) Fir R 4+ S = unverinderlich gilt p = &)EE'

6) Fiir B=H gilt p — -0 _.

CO8 0
O Fir R=8 gilt p= écﬁn .

Po(1 + cos®a)
2 cosw®

8) Fiir H = unverindert = J’é— gilt p =
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9) Der wagerecht begrenzten Belastung, Fig. 2, p =k —rcoss

entspricht der Zwang fiir die Entwickelung der Ringkraft

Fig. 2.

l.‘—m 1/
Lo 2,

|

o

A
|
I
!
[
|

Y

hrcosn

1
3 Tm)

10) Dem Werte R = T = -

(3 cos@®— cos @ —

verinderlich entspricht die Be-
(w + sin @ cos o)

lastung p = p, P e mif
den Werten H= pnrg ;8= DT
sln @ gin2a
11) Dem Werte B =0 ent
C

spricht p = —

sinew . cosw® "

Wird fiirdie Ringkraft R zwangs-

weise eine Entwickelung gewihlt, welche nicht im Einklang steht mit

dem natiirlichen Krifteverlauf

H =R,= S, =F"

2

im Pol homogener geschlossener Stiitzschalen, so erhiilt man fiir die zu-
gehorige Polbelastung keinen endlichen, von Null verschiedenen Wert,
vielmehr eutweder p, = 0 oder p, = oo.

Beispielsweise gehort zu B—=—C sin o die hyperbolische Belastung

p» =— mit den Werten V =
x

C 8=

Bln w?

Ccosa
sin @

Dem Werte R = —§ entspricht nach Gl. (Ila) der unbelastete Zu-

stand der Kugelfliche, jedoch mit Einzellast P im Pol.

Man hat hier-

bei die willkiirliche GriBe in ﬁxdm zu beachten und kann allgemsin

schreiben

@

zHigo =zsinaS =2V = C'-{—!/‘pa;dx.
0

Fiir p =0, C nicht = 0, hat man mithin

sinoH = —271:; cotg w; =%§Iﬂ=~&
Die Paraboloidfliche.
Wir schraiben die Gleichung der Leitlinie:
y= g hZ; i tgo = —‘;; cos?m = —r,:-z—,; sin® o :Ff{—lﬁ
0= w—:;ﬁ; dx = cosmds = g:,%
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Fiir Coje cosw — 1; sinw = Tang e, tg— = iang— kénnen wir auch

die Schreibweise Wahlen

z=rGine; y — =coswdo.

r@in*e s 2¢4 Gin2a do — de
2 1y 1 P00 = B

Die Bedingungen fiir das Tragen der Belastung p als Stiitafliiche lauten:

psinodn
co8 @3
=6;mfp Gine Cof e de.
Bdo

() d[ell]~ Rds; ditgoH) = oo oder “ENZH] _ 1 Gofas,

x

ﬁxdm

() Higo =Ssne -

(a) rpcosw = S cos’w + R oder rp=w'sila + B Gofe.
Wir schlicBen daraus beispielsweise: .
1) Fiir H—=unverinderlich gilt p—p,—unveriinderlich; R = Hcos 0.
2) Fir H =
3) Fir R=3H cosm ist das Paraboloid die Stutzﬂache paraboli—

6.’5

gilt kegelférmige Belastung p — —

205

scher Belastung p —c¢ 2 = *y, mit den Werten H="-, § =
R

Eo_sE ’
3yrcos o
4 .

. 7} : oo 1 N
4\ Flll'p Cos @ == 1o @DTOL gllt R=?{2—mu)}
b) Fir p= _-° , gelten die Werte:
g-1®tp. o_1@+p. p_rBr—=p) .
4 4 '

4dcosm ’
6) Fiir B =0 ist das Paraboloid die Stiitzfliche hyperbolischer

Belastung p = c.
T
1) Fir BE= — Scos?w wird p = 0.
Die Stiitzfliche tréigt eine Einzellast P = 2x @ im Scheitel mit
Q. p_ Q i
den Werten V=-';’ R——m
Man kann, indem mathematische Punkteinzellasten in natura nicht

vorkommen, die belastete Scheitelhaube durch einen entsprechenden
Beriihrungskegel sich ersetzt denken.
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Das Sphidroid der kubischen Parabel,

x® dy 3hx® d'y 6hx 1 6hxcosw® sinw  3hzcosa

L R e R
Es gelten die Bedingungen der Stiitzfliche
ﬁxdw
D Htgo =Ssino =V = .
d[zH) co

(n ~4; — & (la) R= P“ahf~2scos o.
Wir schlieBen daraus beispielsweise:

1) Fir E=0 gilt p =p,, S= 2‘%’_01; Vz_pon_

2) Fir H— unverinderlich gilt p = (’;m

i
)

. cxr . cu®
3) Fir p=mp,+ - gilt R==—“;’:w-
4) Fir die durch eine wagerechte Ebene abgegrenste Belastung

z?ecos a®sin @

p=p0+yglltR== 5 T = 1h

b) Fiir p =" gilt R = 2p,y cos o.

cos8 m'

DaS Sphiroid der Gleichung 0= cos &F

liegt zwischen Kugel und Paraboloid. Fiir Goj & cosm — 1 haben wir
die Gleichungen # =7a; y =r(€ofa — 1); s = » Gina.

ada

@ Htgm:H@ina=S§£angu=ff2’vv
dla .
) -[_‘h?lzR@ofa, -~ (lla) pr=S +1L@;‘22

Fiir p — unveréinderlich gilt beispielsweise It — é{;m{qéa e

wihrend der Bedingung B = 0 die Belastung p = - CCofa
[+4
den Werten S —rp, H— %.

Der Unverinderlichkeit von H entspricht die Belastung
p= (@Df o - @ﬁ)

entapricht bei

Das Sphéroid der Gleichung @ =

COo8S w

d(mH) B

Hs ist = ro; y = — r lognat (cosm); cos e — ¢ =
Tdo cosa’

pr cos w—H—{—Rsmm.
@
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Beispielsweise entspricht dem Werte I = 0 die Belastung p =

dem Werte p = 0 die Ringkraft B = — Ho  Ceoso

sine  smn'e

© Coslm ’

Das gleichseitige Hyperboloid.

Coi’gp .,  Ginlg
@UT2_(}J, 8ln“ o = mﬁ
kann man die Gleichung der gleichseitigen ITyperbel schreiben:
Cof’y

co8 w?®

Setzt man cos 20 €oj2¢ = 1; cos’e = , 80

z=rGing, y=rCofp; g=1r

Man erhilt fiir das Stiitzgleichgewicht des Hyperboloids:

Hcosm

oty + L.

(IIa) preosw Cofp —

1) Fir p—p, gilt 7=2% gDt p_ Bt

2 cos @

Fir H = unverandert also fiir R = H, cos gilt p = p°(1 1 Cof*q)

2 Cofg®
Fir B = — m, p =0, gilt Einzellast im Scheitel.
Das Cykloidsphéroid
0=7C0S0; T =T’(m+8igmc9“_ﬂ); ___L“i;j
hat als Stiitzfdche die Krifteverteilung
(ITa) pr cos @d = S+-—2—R% —-
1+ §in 2 oo
Dem Werte B —= O entspricht daher die Belastung
P= Zeosat
Dem Werte /{ = unverindert entspricht die Belastung p=—— s T ;1‘;:}1 .

Wir betrachten im Folgenden Sphiroide mit verschwindendem
Kriimmungshalbmesser im Scheitel.

Das semikubische Paraboloid.

Fiir cos@ Cojee =1 gchreiben wir die Gleichungen der Leitlinie

Sin? 3 .
=z ;ni§ y_ge%; o =r Sine Cof o glsr&r“;
(a) prGine = H+ 2R Cofe.
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170 Drehungsstiitzfidchen.

Fiir H = unveriindert gilt die Stiitzbelastung p — r\—;H a"
A 1318

Fiir p = p, = unverindert gilt B = W%'

Fir p=y gilt B = 3yr7813m7_

Daher entspricht der Belastung p = p, + y die Ringspannung

R =3r sinm{%—{—*gf}-

Das Sphiiroid der Leitlinie ¢ = 7 sin w
laBt sich leicht aus einzelnen KreisbGgen zeichnen, indem (Fig. 3
o = 2p, ist.
Fiir den SchluBwinkel o = % ist dasselbe im Vergleich zur Halb-

kugel iiber dem ni#mlichen Grundkreis im Verhiltnis : iiberhtht. Der

Umfang 25 =27 — 40 ist im Verhiiltnis % groBer als der Halbkreis

g Die Oberfliche 7" — %%
als die Halbkugelfliche, wihrend der Inhalt des
Sphiiroids °™-* betrigt, mithin die Halbkug

16
1,a,5—v_;rfa.ch iibertrifft.
Fiir diese Sphiroidfliche gilt die Stitx
krifteentwicklung

ist 3mal so grob

<TTITIICZZTS (La) rpceos’wsinw =S + 21
. . N 4 cos?m —1 " ¢
_Fur p=p, gilt daher B—72 ”mm(scosm ); fir p=—;
S = c‘,’—r; R=—621{cos’m——§}.
Einer Kinzellast im Scheifel entspricht R = — s—

Das Sphiroid ¢ = 3¢,
hat die Werte z —= ”i;ma; Y= T[H‘Eq?w. Die Hche hat
den zweifachen, der Meridianumfang den 3 fachen, die Oherfliche den
 fachen, der Inhalt den £ fachen Wert der Halbkugel iiber dem nin-
lichen Grundkreis. Es gilt die Verteilung der Stiitzkrifte

rpcos’osin®*eo =S+ 3R

Fir H = unverfindert gilt daher beispielsweise die Stiitzbelastung
=£ (1+3cos*w) H(1+438cos’a)

e cos w3 8in? w cos 0®

p
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Das Sphiroid ¢ =7 tg w

r(1 —ecos m)

~— und daher als Stiitzfliche

hat den Wert o, éﬁl{c—w :ytggz

sin w
die Krifteverteilung:
(ITa) preos?wsino = H 4 R(1 + cos m).

Weil, wie wir hier nochmals betonen, die Gestaltung des Ring-
druckes R in der geometrischen Stiitzfliche des Sphiroids an und fiir
sich betrachtet statisch unbestimmt ist, so steht es in Willen und Macht
des Erbauers von Sphiroidtragewerken, durch zweckdienliche MaB-
nahmen zweckentsprechenden Verlauf der inneren Stitzkrifte zu er-
zwingen.

In diesem Sinne pfiegt man Bau und Ausbildung der Kuppel hiufig
auf die einfache Forderung

H — unveriindert

zu griinden. Bei Erfiillung dieser Forderung steht die Stiitzlinien-
gestaltung der sphiroidischen Fliche in einfacher Analogie zur Stiitz-
liniengestaltung des Tonnengewdlbes, also zum Stiitzgleichgewicht in der
Ebene.

Wir betrachten daher als Sonderfall im folgenden allgemein

Dis sphiiroidische Stiitzfliche mit unverinderlichem Schub H auf
die Lingenecinheit.

Mit der Erfiilllung der Forderung H = unverinderlich ist gleich-

wertig die Erfillung der Gleichung H cosw = R oder

== unver-
COB ®

dnderlich. Die eine Erscheinung bedingt wechselseitig die andere.

Fir unverinderlichen Wert H folgt aus Hx%= f prdz durch
Ableitung und nach Teilung durch z:

(1) {d:z:’ ;: ZZ} =

wihrend Gleichung (IIa) die Form annimmt

1 i z
Ia) pcosw5=H{§+an:’s m}
oder p
H™ gcosm5 Y 0, COB@

Gleichungen (1) und (Ila) sind gleichwertig, die eine entsteht durch
Vervielfaltigung mit cos @3 aus der andern.
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172 ' Drehungsstiitzfiichen.
In der Ebene haben wir die entsprechenden Gleichungen

— : p_ 1
W HEE—p; (Ua) 5 = ¢ cosar
Hiernach entspricht in beiden Fiillen, also sowohl in der Ebene
wie im Sphiroid jeder bhesonderen einfachen Belastungsform p=ar!

die nimliche Stiitzlinienform y = 27. Weil aber y = w1 das Inte-

2
gral der Gleichung %xy’ = 2"~%, dagegen y — ;, dasjenige der Glemhung
.. )
g;‘l{, ;} Zi z"~? ist, so ist die Bewertung der Bestimmungsgriben

zu unterscheiden.
. Es entspricht beispielsweise der ndmlichen Belastungslinie
p=p{1 +z+ 2+ 2* + Vx|
die Stiitzlinie in der Ebene:

5
Do EA x* x8 4t }

mg
y= Tt st aates T as)
die Leitlinie s der sphﬁroidischen Stiitzfliiche:

y——{ +5 +16+36+ 25}'
Betrachtet man H als Einheit oder schreibt z — 2V H, so hat man
die Schreibweise:
d? 1dy d?
1 ayi Zdz P (1b) ;i;i:P-
In der Ebene ist unter den entsprechenden Werten der Last- und
Stiitzlinie p = y = Co{# das sich-selbst entsprechende Element.

Im Sphiroidstiitzgleichgewicht entspricht sich selbst der Funktions
wert: '

2* z* 28 22n
P=y=ltetiet tue T ey
withrend zur Sphiroidform y = Cojz die Belastung p = Coiz + Gis
zugehort, die Belastung p = €ofz aber die Sph#roidform

Cofz—1).dz

y= Cojz—
erfordert. )
Fiir H = unverindert hat die Kugelfliche die Belastung

P+ Cos’w)
p= 2coswd
das Paraboloid p = unverindert.

Zum Sphiroid der Leitlinie ¢ = r sin o gehirt p = 7{1 + 2 oo w]

81N @ C(}S (0]
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Betrachtet man den allgemeinsten
Fall der durch Drehung einer be-
liebigen Leitkurve s entstehenden
Fliche, so kann man in eine Spitze
auslaufende oder auch oben iiber-
haupt nicht geschlossene Sphiroid-
flichen behandeln.

Fiir alle gelten sinngemiB die
oben gegebenen statischen Gleichge-
wichtsgleichungen auch fiir den Fall
entgegengesetzter, alsonegativerKriim-
mung. Wird in Fig. 4 durch 44, der Verlauf irgendwelcher Leit-
kurve dargestellt, so gelten mithin die allgemeinen Gleichungen:

Vo = C'+fpzdx= Via -{—l/fpxdx

Htgo=Ssinwo=7V

dlzH] 5.
ds = I

1y — 2 4 B
pcos’m o + P
Als einfaches Beispiel nicht geschlossener Formen betrachten wir:

Das Sphiroid @ = — @, als Stiitzfliche ringfdrmiger Belastung.

Diese Sphiroidfliche beginnt, Fig. b, am Kopfe in einem wage-
rechten Kreise vom Halbmesser @ mit dem Winkelwert

m=%, j%=tgm=oo.

Die Leitlinie s IiBt ls
sich sehr einfach aus eini- -—a — —)0(— -a—
gen Kreisbgen zeichnen, 'l
indem g, stets unmittelbar e~ e
in der vorhandenen oder ——z— — > §/’
entstechenden Zeichnung | e
gegeben ist. ®

Bei der Kugelfliche ’ (!
mit der Kreisleitlinie ist -
stets o =+ ¢, = —5%6’ withrend hier das geometrische Formbildungs-
gesetz besteht e

= "0 gnw
Weil o = %J%ﬂ ist, so folgt aus d?x + 9:5503 =0 der Zwang
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174 Drehungsstiitzlichen.

Z 8in @ = konstant = @ und daher x=, 9=siT,am—:, y=—alog(tga—;);
Bogenlinge s — a ctg w.
Diese Leitlinie ist nicht verschieden von der in bezug auf die lot-
rechte Kraftrichtung um % gedrehten Kettenlinie.
Fir die Wirkung dieser Fliche als Stiitzfliche gilt die Bedingung (IIa)
. op cosfw = — S+ It
Ist p = 0 und lediglich ringférmig verteilte Kopflust P = 2249

vorhanden, so ist

R=8=0¢.

Diese Stiitzfliche bat mithin die bemerkenswerte Eigenschaft, mit un-
verinderlichen Druckwerten B = S = ) die lotrechte Ringlast auf sich
stets erweiternde Kreise 2xx zu iibertragen.

Wihlt man Sphiroidformen ¢ = — 2¢p,, o = — 39, allgemein
@ = — ng,, deren Leitlinien sich simtlich in einfacher analoger Weise
leicht zeichnen lassen, so erhilt man fiir das Tragen der ringférmigen
Belastung die Kriifteverteilung R — A—:, g, %

Eiir n = 2 erhalten wir beispielsweise die bestimmte Leitlinie:

a 2a
= smigi Y=2actge; o=— 5 =—2¢
und fiir » = 10
a 10a
~ sne©i T 100, =— sinm'’

Hierbei hat S den statisch bestimmten Wert S — ;:;?E, welcher fiir

die Beispiele die abnehmenden Werte S = @ sinw, S = ¢ sino® zeigt,

wihrend ® mit zunehmender Tiefe vom Anfangswerte =% an ab-

nimmt.

II. Die elastische Stiitzschale.

Wir verstehen unter der elastischen Stiitzschale einen homogenen,
vor Aufbringen oder Wirken der Stiitzbelastung spannungslosen Sphiiroid-
triiger, dessen Mittelfliche in der oben bheschriehenen Weise durch Drehung
einer Leitlinie s um eine Polachse OO, beschrieben wurde.

Wir setzen hier zuniichst die Erzeugung durch eine geschlossene,
im Scheitel wagerechte Leitlinie voraus, betrachten also eine geschlossene
Schale von voller Wandstirke f. Diese Wandstirke f wird senkrecht
zur Mittelfliche gemessen.
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Fir die inneren Kriifte einer solchen als Stiitzfliche tragenden
Schale gelten die nimlichen oben angegebenen Bedingungen des Gleich-
gewichtes:

) pxdx
oy Htgm=SSinco—V—fx )
() d[zH] = Rds; (Ta) pcossm=§+1es;nm_

Die Ringkraft R eines solchen geschlossenen Trigers ist nicht
willkiirlich gestaltbar, vielmehr gebunden und bestimmt durch die
elastischen Eigenschaften der vollwandigen Schale. Daher verschwindet
jede Unbestimmtheit und Willkiirlichkeit in der Gestaltung der inneren
Stitzkrifte und die einzelne bestimmt gegebene Schale kann lediglich
einer einzigen bestimmt gegebenen Belastungsform p als Stiitzfliche
dienen. '

Wir aber bediirfen, um dieses klarzustellen — abgesehen von den
gegebenen statischen Beziehungen — mnoch einer neuen Gleichung fiir
die zwangsweise Entwickelung der inneren Stiitzkrifte.

Diese ist aus dem elastischen Verhalten der tragenden Stiitzschale
herzuleiten.

Im Stiitzgleichgewicht findet keinerlei Verbiegung, sondern ledig-
lich elastische Zug- oder Druckerregung der einzelnen Flichenelemente
der Schalenwandung statt.

In jedem Meridian, also in jeder Leitlinie s liuft die Spannung auf

die Flicheneinheit 6 = ,*;,’ in jedem wagerechten Ringe, also in jedem
Breitenkreise wirkt auf die Fldcheneinheit die Spannung

R

Tl

Die Spannungen ¢ und p stehen senkrecht zueinander und sind fiir
jeden Stiitzschalenpunkt die Iauptspannungen der in der Fliche wir-
kenden inneren Kriifte. Die Richtung, Tangente, des Meridians und
des Breitenkreises bilden die Achsen der Spannungsellipse fiir jeden
Punkt,

Die Wandstirke f wird hierbei im allgemeinen als veréinderlich ge-
dacht, natiirlich stets gleichartig im Umkreise der Polachse O 0.

Yorausgesetzt wird, daB f stets klein sei gegeniiber dem Kriim-
mungshalbmesser oder der Lingenausdehnung der Spannweite oder
Pieilhghe der Schale.

Alsdann wird angenommen, daB jede der beiden Hauptspannungen
6, u je im geraden Verhiltnis steht zu der in ihrer Wirkungsrichtung
bestehenden elastischen Dehnung.
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Diese Annahme ergibt sich als Analogie des Satzes, daf ein homo-
genes ebenes Verzerrungssystem gleichwertig ist mit zwel einfachen

Dehnungen 4= (%) ;A =14 (%)

Weil bei der elastischen Erregung und Bewegung der Schale jeder be-
liebige Ring 2mx stets der Grundkreis der iiber ihn gespannten Sphi-
roidhaube ist und bleibt, jeder Durchmesser 22 als Spannweite seines
Meridianbogens erscheint, so besteht die Elastizititsgleichung:

(1) ' wx = [lcosm.ﬁds
0

oder da coswds =dz ist:

(Ila) QLxr = f 6dx.
0

Daraus folgt durch Ableitung

(MIb) '%#mﬂ —s,

oder anders geschrieben
xdp = (6 — p)dz

dp _o—p
dx =z

Gleichung (IIIb) gilt sinngemif allgemein fiir jedes, auch das oben
nicht geschlossene Drehungsschalengebilde. Die Giiltigkeit dieser Glei-
chung ist gebunden an die Richtigkeit der Anschauung, daB Spannung
und Dehnung als gleichzeitige und gleichwertige Erscheinungen aufau-
fassen sind. Daher hat gem#B Gleichung (IIIb) die Anderung der
Dehnung jedes Ringhalbmessers der Meridiandehnung zu entsprechen.

Weil ./io‘dx = 6% — | zdo ist, so findet fiir eine oben geschlossene
Schale auch die Bezichung statt

z(6 — u) ==fxdo'.
Wir erkennen zunichst die allgemeine Wahrheit des Satzes:

Fir §=1i, also §= %, 6 =g sind alle Spannungsellipsen der

Stitafliche Kreise und die Stiitzschale ist ein Triger vom gleichen
Widerstande mit der zugehtrigen Entwickelung der Wandung f=R=_.

Im ibrigen sind fiir jede gegebene Schalenform, die als Stiitzschale
fiir eine bestimmte Belastung p dienen soll, gemiB Gleichungen (I),

(I), (ITa) die zugehorigen Funktionswerte der inneren Spannungen §
und B bekannt.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Avorr FRrRANCKE. 177

Mithin kann in jedem solechen Einzelfalle die notwendig zugehérige -
bestimmte Entwickelung der Wandung f nach MaBgabe der Elastizitiits-
gleichung (IIIa), (IIIb) festgestellt werden.

R fdR—Rdf

Weil du =d = ist, so erhalten wir aus
aR—2 — (5 — Rt
af dR _IR—S
f R (T) )

die allgemeine Beziehung zwischen der Wandstéirke f einer Stiitzschale
und den, statisch bei gegebenem p bekannten, Spannungen S und R'in
der Gleichung

(IV) log nat = f

oder
f:R.ef( E )E;.

Nicht immer und insbesondere nicht fiir alle beliebig angenom-
menen Belastungsarten p sind solche Stiitzschalen méglich. IThre Lebens-
fihigkeit ist vielmehr beschrinkt und gegeben durch die Bedingung,
daf nach Gleichung (IV) reale positive Werte f erscheinen.

Wir betrachten zunichst einige einfache Beispiele.

Die Kugelschale.

ﬁ sinw cosm dam
Y wihrend die Ent-

Fiir dieselbe ist =~ —=p cos?w — s
r sin?m

wickelung der Wandung gegcben ist durch die Gleichung:

log nat [R O] —f —peote GOSE ctg odo.

Daraus folgt belsplelswelse:

1) Fir f=- é"gg ist die Kugelschale der Stiitzschalentriger vom
Do

cos w*

gleichen Widerstande fur die Belastung p =

2) Fiar f=f, cos 2w” ist die Kugelschale die Stiitzschale konstanter
Belastung p = p,.

3) Bei konstanter VVandunn' f=1{, ist die Kugelschale die Stiitz-
schale der Belastung p — —'°—; beim Werte R = H— P

cos 8 1 + cosm
4) Fiir f={f, cos’w (2 cos 2m — 1)5 ist die Kugelschale die Sttitz-
schale der Belastung p — p, cos 2 m.

Zoitachrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 2. 12

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



178 *  Drehungsstiitzflichen.

5) Fir =i°€m—m ist die Kugelschale die Stiitzschale der Be-

cos 202
b
coB 2w?

6) Fir f={,cos? w ist die Kugelschale bei konstantem Schub
H die Stiitzschale der Belastung p = Pod + cos%a)

2 ¢cos o®

lastung p =

Die Parabelschale.

Die Wandung der Parabelschale als Stiitzschale ist gegeben durch

die Gleichung:
log nat | 7,C] =f T

Wir erfahren daraus beispielsweise folgendes:
_ww
1) Fir f = f, coswe ? ist die Parabelschale die Stiitzschale
konstanter Belastung p = p,.

2
_tg w i _¥

2) Fir f=cosotga®e ° =coswy’e *” ist die Parabelschale
die Stiitzschale parabolischer Belastung p =y = rt g; 2.

tg2w

3
3) Bei der Entwickelung der Wandung f =f"(:)? st die Para-
belschale als Triger vom gleichen Widerstande die Stiitzschale der Be

tg?w

g2 w

2 N, 2 2

lastung p ik co8 w)e , bel dem Werte B =8 = Thet .
2 cos® 2 cosw

. o 1 -} cos® .

4) Fiir S — unverindert — I%r—, D=7, M(_:ﬂ gilt
(14 3 cos® m)sin? w

= 4008w

=1, coswe

5) Fiir = unveriindert gilt diejenige Stiitzbelastung, welche der
Gleichung entspricht:

sinw cos @p™ — (1 + sin®w)p! —tgwdp =0,

und das ist die Belastung:

1—ocosw
1o
b=Dp,-¢
. - . _ pr ] _ — ¥p’7'ﬂsrﬁi‘
Hierbei ist S = 11 cose’ R=H 14 cosw
1—cosm

Entwickelt man ¢ ““” als Reihe, so erhilt man:

+}

p=p0{

Co8 @
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Da bei gleichbleibender Wandstiirke fiir geniigend flache Schalen
das Eigengewicht gegeben ist durch p — -£°—, so ist die flache Parabel-

cosm’

schale von gleichbleibender Wandstiirke die Stiitzschale ihres FEigen-
gewichtes,

Stiitzschalen von unveridnderlicher Wandstiirke

haben allgemein die Verteilung der inneren Stiitzkriifte:

xR=dex; %=S;R-

Durch diese Gleichung wird im Verein mit den allgemeinen Glei-
chungen

Sz sinw ==J‘pxd1:

Rieino
x

pcosco2=—§+

die Beziehung der Schale von gleichbleibender Wandstiirke zu ihrer
Stitzbelastung festgestellt.

Stlitzschalen mit nnverinderlichem wagerechten Schub.

Fiir Schalen mit unveriindertem Schub H — (Cist die Stiitzbelastung
gegeben durch die Gleichung:
p 1 1 dty

ya 1 Yy, 1dy
C  gcorm® | g cosm dx? ' x dz’

wihrend die Wandung die Entwickelung hat:

tg?wdx

f=/f,cosme “

f tglodx
log nat [fo cosm:|=_f7:c )

Beispielsweise ist die Schale der (leichungen

oder

r R
0= Venai T= 2Ysinwr; y=rfysinmdco
3
bei einer Wandstdrke f = £, cos@?® die Stiitzschale der Belastung
sinw(2 -} cos w
p = Yoine® -+ cosud)

cos w®
Der Meridianbogen s einer solchen Schale kann stets ohne jede
Rechnung einfach gezeichnet werden, indem g =% stets zeichnerisch
vorliegt.
12*
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Die Schale ¢ = 20,, 0 =7 sin w; x=”1;1 “ ist fiir =1/, coso?
1+ 2cosw?

die Stiitzschale der Belastung p = (sinmm’ bel konstantem Schube,
gineg .

. . cosm? 18t
bei konstantem Schub, bei der Schalenstirke f — f, coswe "> die

Stiitzschale der Belastung p = ctg w.

Die Schale des Meridianbogens der Parabelevolute ¢ —e

Stiitzschalen von gleichem Widerstande.
Es gelten die Werte:

S=R=-=g%_%.zl—m-p; f=S.

Daraus ergibt sich die allgemeine Beziehung zwischen der Stiitzlast
und der Formgestaltung der Schale:

oolsin®w cos’w .
‘—g_%g = | pxdx = | pop, sin w cos w dw.
1
. . pelsin®mcosa . .
Setzen wir 2 elo = F, so erhalten wir durch Ableitung und
1

Teilung durch p 7™
ap + dF e sinwcoswdo
P F bl

und daraus:

poelsinwd corn? o o+ 0,)da
log nat [‘c-@ Fey J =J e sinwcese
Fiir Kugel- und Parabelschale erhalten wir daraus die bereits oben
P _ (14 costa) B
p= 2 costm

erhalten wir beispielsweise:

angefiihrten Werte p — —

cos w*?
. - PR
Fir g = np, =rsinw

¢ sinel™? f
— — 0
b= s =

COs @

cos o™ 1

Stiitzschalen von unverdnderlicher Ringspannung.
Ist R = C, so gilt die Gleichung
d[zH] = Cds.

Ist die Schale nur mit Fldchenlast p belastet, so fofgt daraus durch
Integration:

ctH=Cs; S=- " _.(,

Z COB @
und es ergeben sich die Werte:

DU 2 LA SR

p—291 coszm{gsinwcmm_{— 1}’
s dx

lognat}"=l (1 xcos{;)?-
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Beispielsweise ergeben sich fiir die Parabelschale die Werte:

+ . € T n@nia_(a’+$in‘a)
% it o Go 2 &1 4
p=p{ T )y = fod S

Stiiteschalen von wunveridnderlicher Meridianspannung S auf die
_ Liéngeneinheit
haben die Stiitzbelastung:
ol A _pr gt 1
p_0{9+91} 2{9+91}
und die Entwickelung der Wandung:

log nat (Efm) Ef o ;dm
4

(2%
sin?a) - tg o
)@ 2

Daher ist belsplelswelse die Parabelschale der Wandstirke
g O
f=/f,cosm'e
die Sttitzschale der Belastung

cos o (1 -} cos? )
2

=D

- r
bei den Spannungen S=pi2 ;s BR= 1—0‘; cos o,

Btiitzschalen, deren Hauptspannungen S8, R sich verhalten wie die

Kriimmungshalbmesser @, Q.

Ist % =5—1 dann gelten die Gleichungen

o d
=t gOSw" log nat (¢ cos’ w) f(l __) az

e/

R_—T— B

2pcos’w? © 2g coslw

Fir Kugel- und Parabelschale erhalten wir daraus die bereits oben be-
trachteten Werte.

Fir ¢ = -~ erhalten wir beispiclsweise die im Scheitel ver-
Vsinw

Sll’l w %

schwindenden Werte p= ~"%. f=

CoS @ cos®aw

Offene Sphiroidschalen als Stiitzachalen ringformiger AuBenbelastung
am Kopfe.

Die Sphiiroidschale der Leitlinie ¢ = — g, (Fig. 5) ist bei gleich-
bleibender Wandung f—= f, — konstant die Stiitzschale der Ringlast
P =2xa8 mit gleichbleibenden Werten S = R = konstant.
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Allgemein erfordert eine solche Stiitzschale der Leitlinie der Glei-

chung ¢ = — ng,, » > 0, die Entwickelung der Wandung
. 1—n?
f _ a n—l_ . 1 E'T
ﬁ = (?1) = .Sln [c] = ( a ) .

Fiir » =1 bleibt die Wandung konstant, fiir # S 1 nimmt £ zu
oder ab. Fiir » = 2 haben wir beispielsweise die parabolische Schale,
welche die ahnehmende Wandstirke

f=fay

erfordert.

Triger kleinster Durchbiegung und Stibe grofter Knick-
festigkeit bei gegebenem Materialverbrauch.

Von H. Brasits in Hamburg.

1. Triger gleichen Widerstandes. Die iibliche Berechnung der
Trager, welche das Moment im gefdhrlichen Querschnitt fir die Wahl
der Querschnittsabmessungen benutzf, arbeitet bekanntlich nicht mit der
groBtmoglichen Materialersparnis, da sie im Interesse der Einfachheit
der Herstellung eineun tiber die ganze Linge gleichmifigen Querschnitt
annimmt. Die Formeln fiir ,Triger gleichen Widerstandes® (Hiitte
XX. Aufl. Bd. I, 8. 4631f) geben die Trigerform fir groBte Material-
ersparnis an, wenn Belastungen senkrecht zur Trigerachse gegehen sind.
Die Gleichung entsteht hier einfach aus der Forderung, daB das Wider-
standsmoment in jedem Querschnitt den kleinsten zulissigen Wert er-

Fig. 1. hilt, der aus dem Moment der ge-

A x gebenen Lasten unmittelbar zu be-
e rechnen ist.
JP In der Auflgsung schwieriger, aber

doch noch mit derselben Gleichung zu
l6sen sind die Fille, wo auch das Eigengewicht des Trigers beriick-
sichtigh wird: Ein Triger von rechteckigem Querschnitt konstanter
Breite b und vervinderlicher Hghe 2 (Fig. 1) hat das Widerstands-
moment W= § bh® Er sei links eingespannt und rechts mit P belastet,
dann lautet die Gleichung wie sonst:

by W=M

Lkpbht = Pz + [ ybh(E)(z — E)dE.
0
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Die Auflisung dieser Integralgleichung fiir A(x) erfordert zuniichst
zweimalige Differentiation nach z, um das Integral fortzuschaffen. Man
erhillt eine Differentialgleichung fir A:

kg arhr)
6y dz*

oder allgemeiner:
aw . v . .
kp- g = ybh = Gewicht pro Liingeneinheit.
Die weitere Auflosung geschieht, indem man %* als unabhingige,
z als abhingige Verinderliche einfiihrt. Man erhilt dann die Losung
durch Quadraturen. Fiir P = 0 erhiilt man

als Form des Trigers, der so diinn ist, daB er nur sein Eigen-
gewicht trigt.

2. Triger kleinster Durchbiegung. Eine andere Aufgabe iiber
Triger verinderlichen Querschnittes ist von G. Kull gelést worden
(Hitte XX Aufl. Bd. I, S. 467 — Dinglers Polytechn. Journal 1906
§. 481), nimlich die Berechnung von Trigern kleinster Durchbiegung
bei gegebener Materialmenge. Die Durchbiegung ergibt sich ans der
Differentialgleichung der Biegungslinie:

1YY — m,

wobel das Moment M als Funktion von z bekannt, das Trigheits-
moment J dagegen noch zu bestimmen ist.

In der genannten Arbeit setzt der Verfasser z. B. bei rechteckigem
Querschnitt die Hdhe proportional zu einer Potenz 2* und integriert
dann die Durchbiegung f bei zundchst noch unbestimmtem n. Die
Ausrechnung des Wertes n fiir kleinstes f ist dann eine einfache Mini-
mumaufgabe.

Dieses Verfahren ist nicht einwandfrei, da man ja von vornherein
garnicht weiB, ob die Querschnittsabmessungen als Fuoktion von z
gerade eine Potenzfunktion werden. Man-muB auch die Funktions-
form unbestimmt lassen, und hat also nicht eine GriBe n aus der
Minimumbedingung zu bestimmen, sondern wunendlich wiele, nimlich
den Wert der Querschnittsabmessung an jedem Punkte der Linge. Da
die Ergebnisse der Arbeit trotzdem richtig geworden sind, so wire
kein Grund, die Kinschrinkung auf eine Unbekannte anzugreifen; aber
es erscheint mir zur Erliuterung der nachher bei der Knickformel an-
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Fig. 2. zuwendenden Methoden vorteilhaft, die
L vorliegende Aufgabe genauer durch-
zufithren fiir den Triiger von kreis-
F formigem Querschnitt mit Einzellast P
(Fig. 2).
3. Berechnung von Durchbiegung und Materialverbrauch. Die
D]ﬁ'erentlalglelchung der Biegungslinie y(x) ist hier:

ﬂd‘dg
E- 61 dat = Pz.

Die Integration muB durchgefithrt werden bei ghnzlich unbestimmtem
Durchmesser a(z) (a Funktion von z)

x

Ex dy zdx
64P dx at
2

Die untere Grenze ! steht da mit Riicksicht auf die Emhpdnnung
bei z —l Nochmalige Integration liefert:

64P K4 _,/ dz

Die Durchbiegung am Ende £ ist also-

641’ f fdx

Durch partielle Integration kann das doppelte Integral beseitigt werden:

z 0
=[zf§,dw}f—fx-§dw.
i ]

Der integrierte Teil verschwindet gerade an beiden Grenzen und es bleibt:

au)f f - 4z,

wihrend der Materialverbrauch den Wert hat:

1

ﬂ[=%ja2dx.

0

Hierdurch sind die Durchbiegung f und der Materialverbrauch M
ausgedriickt als bestimmte Integrale tiber die moch unbekannte Funktion
a von z; und dieses a(z) ist so zu bestimmen, daB f einen kleinsten
Wert erhiilt, wenn M konstant gehalten wird:
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4, Minimumregel. Eine Funktion ¥ von einer einzelnen Grifie X
hat nun einen grifiten oder kleinsten Wert, wenn der Differentialquotient
Null ist, d. h. wenn bei einer kleinen Anderung von X sich Y nicht
indert. Genau so werden wir hier eine Anderung der Fumklion a vor-
nehmen, und verlangen, daB die daraus auszurechnende Anderung von f
Null ist. Ein Unterschied gegen die einfache Minimumaufgabe besteht
aber darin, da man hier die Abhingigkeit des f von der Wahl der
Funktion o (z) und nicht mehr von einer einzelnen GriBe untersucht:
Die Anderung (Variation) da von a ist als eine Grife zu betrachten,
die au jedem Punkte z willkiirlich vorgenommen werden kann, nur
die Materialmenge soll dabei ungeindert bleiben. Wir bezeichnen die
Anderung mit &, weil der Buchstabe d bereits fiir das Kortschreiten
lings der Koordinate z gilt, was natiirlich scharf unterschieden werden
muB. Um dies hervorzuheben, nennt man die Funktion da von z bzw.
df die ,Variation von a(x) bzw. von /+ Wenn nun a sich an jedem
Punkte um da #ndert, so ist der Zuwachs des Materials:

:
aM=§/2a-aa-dx
:

8 M ist Null zu setzen:

i -

fa -da-dz=20 . Nebenbedingung.

0
Dies ist die einzige Bedingung, der die sonst vGllig willkiirlichen
Werte von da unterliegen. Ks sind immer noch unendlich viele Mog-
lichkeiten, die Kunktion a(z) zu ,variieren”, darin besteht der Unter-
schied gegen die einfache Minimumaufgabe.
Die Variation 0f ist nun:

4 )
64P 6f ‘f a x}

nach der Minimumregel ist df Null zu setzen:
1

! f ?::a de =0 Minimumeregel,
0

dabei kann an jedem Punkte # ein génz beliebiger Wert von da ange-
nommen werden, wenn nur obige Nebenbedingung erfiillt ist.

5. Aufldsung der Minimumbedingung. Um die Tragweite der so
aufgestellten Bedingung zu iibersehen, denken wir uns die Integrale als
Summen, und nehmen z. B. 4 Punkte z an — dz sei konstant — dann
muB sein: o

T} i H x} L.
o 00+ op d0ay + day + : da, =0 Minimumregel
1 2 8 4
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fiir ganz beliebig gewihlte Werte von da,, day, da; und da,, wem
nur diese da der einen Bedingung gentigen:

a,00, + a,0a, + a;0a, + a,da, =0 Nebenbedinguny.

Wiirden die 9a alle willkiirlich sein, so miiBte in der Minimumregel
jedes einzelne Glied %: Null werden. Diese Z—: spielen ja die Rolle
der Differentialquotienten gg Sie bringen den EinfluB jedes Funktions-
wertes a(z) auf £ zum Ausdruck. Da nun aber nach der Neben-
bedingung da, nicht mehr willkiirlich ist, wenn da, da, das gewihlt
sind, so ist zunichst da, aus der Nebenbedingung auszurechnen und
in die Minimumregel einzusetzen, worauf dann die so entstehenden drei
Faktoren von da, da, und da;, Null zu setzen sind. Fiihrt man diese

einfache Rechnung durch, so erhilt man die drei Gleichungen:

@ _&m o # om x
) al a8 al a$ af at
oder allgemein: .
xi
w =
s —
a=c¢c-yZ

in Ubereinstimmung mit der von Kull erhaltenen Formel. Der Unter-
schied besteht nur darin, daB dort der Nachweis des Minimums nur
fiir eine Anderung der Potenz % von z gefiihrt ist, wihrend hier die
Variation da von a an jedem Punkte 2 vollig freigestellt war.

6. Andere Darstellung fiir die Aufldsung der Minimumbedingung.

Die Richtigkeit der Auflgsung der Minimumbedingung, die wir soeben

an den Summen von vier Gliedern klar gemacht haben, kann man nach-

triglich auch in folgender Weise einsehen: Es soll die aus §f = O hLer-
vorgegangene Sumine

1

et
J %{ da-dz=0 Minimumbedingung
0

Null sein fiir alle da, fiir die die Gleichung 6 M = 0:
!

. f a-da-de=20 Nebenbedingung
°

erfiillt ist. Wenn nun:
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ist, so ist das Integral der Minimumbedingung gleich dem mit C multi-
plizierten Integral der Nebenbedingung:
lz’ i
fﬁ dadx=C |adadz.
a
0

[1]

Es ist also in der Tat das erste Integral immer dawn Null, wenn
auch das zweite Null ist. — Wenn i—: = (-a ist, so ist §f=0 fiir alle
diejenigen Variationen da der Funktion a(z), fiir die 0 M =0 ist. —
Die Durchbiegung ist ein Minimum bei allen Verinderungen des Durch-
messers @ (%), bei denen das Materialgewicht nicht gefindert, sondern
nur anders verteilt wird.

Knickfestigkeit.

7. Eulersche Formel Bei der Aufgabe, eine Stiitze gr5Bter Knick-
festigkeit zu konstruieren, ist das Querschnittsgesetz so zu wihlen, dab
bei gegebener Belastung P die Knicklinge ein Maximum erreicht, ohne
daB der Materialverbrauch geéindert wird. Die Differentialgleichung der
Biegungslinie 1st hier

diy |
EJ S5+ Py—0.

Bei konstanten Trigheitsmoment J ist das Integral dieser Gleichung,
die Gestalt der Knicklinie:

. P
Yyp=¢ s /=

Sind =0 und z =1 die Grenzen des Stabes, so tritt der Grenzfall
der Knickung dann ein, wenn dieses Integral y,, welches bei z =0
Null wird, bei # =7 seine niichste Nullstelle erreicht. Die Bedingung
hierfiir ist die Eulersche Formel:

rer

BT
Das andere Integral der Differentialgleichung

P
Yq = €3 COS E:Ix

kommt fiir den Fall der Knickung ohne Einspannung nicht in Betracht.

8. Verfahren bei verénderlichem Querschnitt. Hat der Stab
verinderlichen Querschnitt, so ist das Trigheitsmoment J Funktion der
Querschnittsdimensionen und damit von @, so duB die Differentialglei-
chung allgemein nicht zu integrieren ist. Wir konnen also nicht, wie

vorhin die Durchbiegung, so jetzt die Knicklinge als Integral iiber J(x)

Y
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188 Triiger kleinster Durchbiegung und Stibe groBter Knickfestigkeit usw.

darstellen und dieses Integral varileren; sondern es mub ohne vorherige
Integration der Differentialgleichung die Bedingung daftir gesucht werden,
daB die Variation der Knicklinge Null ist.

Die Variation 0J des Trigheitsmomentes an jedem Punkte z ver
anlaBt eine Variation 6y der Knicklinie (Fig. 3). Fiir dy stellt man die
Gleichung durch Variation der Gleichung fiir y auf. Die Integration
dieser Gleichung fiir dy wird sich als moglich erweisen. Nun soll
durch die Variation der Querschnitte die Knicklinge nicht geindert

Fig. 3. werden.  Diese Bedingung

b0 bringen wir dadurch zum Aus-
\////:ﬁj%%_ druck, daB 8y bei z=0 und
P i 2z =1 Null wird, denn mit
© dy(l) wird zugleich d1=0
(Fig. 81). DaB dy bei x = 0 Null wird, ist durch Integrationskonstante
zu erreichen, daB es auch bel z =1 Null wird, ist die gesuchte Mini-

mumbedingung.
Als Nebenbedingung erscheint, wie vorhin, die Forderung, daf die

Variation des Materialinhaltes Null ist.
9. Variation der Biegungslinic. Die Differentialgleichung
d®y P .
dzt T EJw Y T

Yalls]
ya=tig

schreiben wir kiirzer:

2
g—xy, + F(x)-y =0 Gleichung fiir die Biegungslinie y(z),
und indem wir die einzelnen Glicder dieser Gleichung wvariieren, erhalten
wir eine Differentialgleichung fiir die Variation dy der Biegungslinie:

d*dy
dx®

+ F(z)-0y =—y-0F(z) Gleichung fiir dy.

Die Integrale der Gleichung fiir y, deren Ausdruck in z wir freilich
noch nicht kennen, schreiben wir:

Y =clY + Y
wobei y, die Gestalt der Knicklinie sein soll, so daB also fir z=10
und x=1: y, =0, y, & 0 ist.

Das Integral oy der inhomogenen Differentialgleichung wird durch
die Lisungen y, und y, der homogenen Gleichung in folgender Formel,
die u. a. durch die Methode der Variation der Konstanten zu gewinnen
ist, ausgedriickt:

0y = ¢, Y + CYs _L/'z(xg)'?/l(‘g) O F(E) - dE.
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Der ,EinfluBkoeffizient* z(x£) gibt an, welchen Anteil der Wert — ¢, 0 F
der ,Storungsfunktion an der Stelle £ an dem Wert von dy an der
Stelle z hat; er ist hier:
_ ll ("El/z (E) — Y (.’E) yl@
‘@)= On e = ©n®

wobel iibrigens der Nenner eine Konstante ist.

10. Minimumbedingung. Nun soll dy =0 sein fiir # =0 und
z=1 9, verschwindet an beiden Stellen; darin liegt eben die Be-
gonderheit des Knickproblems, daB die Integrationskonstante ¢, unver-
wendbar wird. ¢, muB Null sein, damit dy fir # = 0 Null wird. Und
nun gibt 0y -= O fiir z —1{ die Bedingung:

208) - 9.(8)- 0F (8- dE = 0.

Wenn diese Gleichung besteht, ist auch (Fig. 3) die Variation der
Knicklinge Null. Setzt man in z(z£) fiir  den Wert [ ein, so wird
wegen g, ([} = O:

_ Aﬂﬂ_‘
ats) = Bu® 4l

also proportional zu ¥, (), und wenn man konstante Faktoren als un-
wesentlich fortliBt, so erhiilt die Minimumbedingung die Korm:

H
S 0F ag=0.  Minimumbedingung.
1]

Kreisformiger Querschnitt.

11. Auflssung der Minimum- und Nebenbedingung. Wir miissen
nun die Querschnittsform des Kmnickstabes festsetzen und haben hier
verschiedene Fille zu unterscheiden:

a. Ahnliche (z. B. kreisfrmige) Querschnitte.
b. Rechteck: Breite konstant, Hhe verinderlich.
¢. Rechteck: Hhe konstant, Breite veréinderlich.

Im ersten Falle sei der Durchmesser des Stabes a(2), dann ist also
J =§; a* und in der Differentialgleichung 4”4 F(z)-y = 0 ist

P 64 P

F= %1~ aka*

In die Minimumbedingung:

/_«,2 0F-dz =0
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ist 647 4da

OF =— 7 45

einzusetzen, wobei konstante Faktoren keine Rolle spielen. Es ist also:
Jy’ “ 4z —0 Minimumbedingung.

Der Materialverbrauch soll konstant gehalten werden, es ist also

wie in Absatz 3 und 4:
H
i
M = z‘fﬂ?dﬂ
0

J a-da-dz — 0. Nebenbedingung.

0

Aus den Uberlegungen von Absatz 5 und 6 folgt daher:
Z—z proportional zu a.

Dies schreiben wir am besten:

Y=2¢6 (%)3'

Den GréBen ¢ und g, werden wir im weiteren Verlauf der Rechnung
die Bedeutung von y bzw. o in der Mitte des Knickstabes beilegen.

12. Differentialgleichung fiir a(x). Wir haben damit, noch ohne
die Differentialgleichung integriert zu haben, fir die Biegungslinie y,
und den Durchmesser a zwei Gleichungen erhalten Erstens die Diffe-
rentialgleichung:
dy, | 64P Di/]'eremialgleichung der
da* T aEat Enicklinie

nebst den Grenzbedingungen:
=0 firx=0 und z=1

und zweitens die Minimumbedingung:

Ly (1)5 Minimumbedingung.
Uo

¢

Es gelingt nun, nachdem a(z) — wenn auch nur in Bezichung =
y, (#) — festgelegt ist, die Differentialgleichung zu integrieren. Zu-
nichst wird eine Unbekannte, ¥,, eliminiert, dann bleibt:

a 8
a* (70) 64P a,

“dz? + xEal a 0.
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P P 1 . . -
Ea st = F venn J, das Trigheitsmoment in der Mitte des Knick
Das Verhiltnis ai bezeichnen wir mit %, dann ist:

stabes 1st.
0
dg(ﬂs) P i l =0
de* © EJ, 7 Differentialgleichung
_a _‘sVy-l fur 7
=u=Ve

nebst den Grenzbedingungen:
=0 firz=0 und z=1,

13. Losung der Diﬁ'erentialgleichung Fiir solche Gleichungen:
d’(n’) P —0,
daxt EJ
in denen z selbst nicht mehr vorkommt, betrachtet man besser z als
Funktion von 5. Wir bezeichnen vorﬁbergehend %% =¢ als unabhiingige,

z als abhiingige Veranderhche, Tr C =z’ als Differentialquotient, dann ist:
a1
dz &
1 1 1
e w1 4w 1)

b

RO b

dz*  dx ~ x d¢ g2 dt

und hiermit kann man die Differentialgleichung einmal integrieren.
1 :
1 4 (x—’) P 1
2 df Eff{ 5
1 ’ "
zi E J = f -dn = J (G 7).
Dié zweite Integration fuhrt ebenfalls auf bekannte Integrale:
8P ds 1
EJ, df  y0— g

3P o f 3q9%dn
E5" T Jyo—mp
J VO—n
Die Integrationskonstante C der ersten Integration ist = 1 zu setzen,

weil 1 schon als Verhiltnis von a zum groBten Wert g, eingefiihrt
Das Integral ist nach bekannten Formeln auszufiithren:

sd‘n
VEJ z=V3

V3. (% are sing — L)/ 1—qf). Integral.

worden war.
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Diese Formel, deren Aufldsung nicht notig ist, liefert mit Riicksicht
auf die Bedeutung von 7:
o,
=% _7/%
= a, c:
sowohl das Querschnittsgesetz, als auch die Biegungslinie.

14. Enicklinge. 7 wird zuerst Null fiir z = (0. Wichst damn 5

bis 4 1 und nimmt wieder auf Null ab, so erreicht n /1 —n? wieder
den Wert Null, arc siny den Wert z. Wir haben also fiir die Knick

linge I: P
T
Vart=v3%,
oder die ,Eulersche Formel“:

PI* 3wt
EJ, 4

Knickformed,

wobei oJ, das Trigheitsmoment des mittleren stiirksten Querschnittes ist

Fig. 4.
4 22
— S .
L= RS
. > 7l 7 T ~< f‘M -
I A ARV alg \\ ML
>~ A‘v, ‘."'.r
| L RN
7 A & ¥ - Z
/4 » 0,6 s%( \%“41‘/\
[/ o5 % [
4 G,
4 / g 1 (“':ﬂ\ |
i G il
A i3 X
r/ q o
/ als \
'
o—97% 9% g3 6% G5 46 Q7 08 49 1r

Mit dem so berechneten Werte von I heiBt die Gleichung der

Querschnittsform:
z arcsing — 71— n?
T 7

7 a
a()

Diese Kurve ist in Fig. 4 dargestellt. Zahlwerte sind:
2 _{os 0,4 0,3 0,2 0,1 0
T 0 01 08 09 10
. 2 H H H ?
7=1,000 0,987 0,947 0870 0,725 O
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15, Vergleich mit gleichmiBigen Stiben. Die Knicklast P ist
nach unserer Formel P 3a
BJ, ¢
nur 3 der Last, die dem gleichmiBig durchgefiihrten J; entspricht; aber
natiirlich darf unser Knickstab nicht hiermit, sondern mit dem gleich-
miBigen Stab von gleichem Materialverbrauch verglichen werden.
Es ist: ;

T * k17
MZT,/ o’ dz = aj ndn dn

— 2 ntdn_ o= s.
alfl/l—n 16 aol.

Der gleichmiiBige Triiger von gleichem 3 hat den Durchmesser a':

LACT L
4al 16al

a’ = V% Ay,

das Trigheitsmoment: .
J =g 0"t =%

64
Seine Knicklast P’ folgt aus:
e,
Er ="
so daB
P _3d_ a4
T 4T s

ist. Durch die gefinderte Materialverteilung ist also die Knickfestigkeit
um i erhht. Mehr kann man mit demselben Material tiberhaupt nicht
erreichen. Dieselben Verhiltnisse gelten nicht nur fir kreisfrmige,
sondern fiir beliebige dhnliche Querschnitte.

Rechteckiger Querschnitt von gleicher Breite und verénderlicher Hohe.

16. Minimumbedingung, Beim rechteckigen Querschnitt sei die
Breite b konstant, die Hohe » Funktion von z, dann ist in der Diffe-
rentialgleichung y” + F(z)-y=0

F=r _ 12pP
EJ  EbR®
0 I" proportional zu%
i
Die Minimumbedingungfy’l’ dFdz =0 ergibt:
0
]

y1 = d z =0,
0
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 2. 13
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l
Als Nebenbedingung folgt aus M = ?Jhdx
0

fah-dx=o
0

und deher gilt: y? proportional zu At

als zweite Gleichung fiir die 2 Unbekannten y, und % neben:
dy, 12P .

et T Eops 1 =0
17. Integration. Kinfiihrung von x:

_ ke
==V
liefert die Differentialgleichung:
a*(n’) A
“da? Ed, 1

Zur Durchfiihrung der Integration wird voriibergehend z abbhiingige,
7% =¢ unabhiingige Verinderliche, 2" = 4% Dann wird wie in Absatz 13:

ag
1
d(ﬁ) __ 2P 1
¢~ EJ, 7
i 2r Endn
Cx't T T EJ, 7 J (1 )

wobei die Integrationskonstante mit Riicksicht auf die Bedeutung des
Verhiltnisses 5 bestimmt ist. Die zweite Integration ergibt:

*Vin "oﬁgi

V ndn
Bl = S Y1
VI YT g
18. Knickliinge. Es ist £ =0 fiir y =0 und positives Vorzeichen
der Wurzeln. Geht man mit 4 von Null iiber 1 nach Null zuriick, so

indern die Wurzeln ihre Vorzeichen, und wir erhalten fir den Ort
& =1 der zweiten Nullstelle:

P
R PR
oder die Eulersche Formel:
Pr
‘EJ, 9
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Durch Einfiihrung ven 7 erhiilt die Gleichung des Stahes die Form:

1=tVi=n’—iVI—q+3
h
T= %

Zahlwerte sind (vgl. Fig. 4):
z { . 04 0,3 0,2 0,1 0
T = 0,0

0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
7= 1,000 0,982 0927 0,818 0,630 0

Zum Vergleich ist in Fig. 4 gestrichelt der Kreis eingetragen, der
in nicht-reduzierten Koordinaten z und % einen elliptischen Léingsschnitt

ergeben wiirde. Man sieht, daB die beiden bisher gewonnenen Kurven
erheblich volliger sind.

19. Vergleich. Die Materialmenge ist:

14 H
M:b-fhdx=bkofqg2dn
0 0
1

—3bhyl [T _ tpp L

g Vi B
Der Stab von gleichméBigem Querschnitt und gleichem M hat also
die Héhe: ,
B — %koa
das Trigheitsmoment: ,
T =
ud die Knicklast: e,
B T
Es ist also: P et 125 137
P 9a% e 0T

Rechteckiger Querschnitt von gleicher Hohe und verdnderlicher Breite.

20. Differentialgleichung fiir die Breite . Im Falle des recht
eckigen Querschnittes ist in der Gleichung fiir y (Absatz 9):

12 P
F= g
J0F proportional zu %’,1

Minimumbedingung: ,
v %I:— dx=0.
0

18%
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196 Triger kleinster Durchbiegung und Stiibe groBter Knickfestigkeit usw.

fdbdx=0.
0

Hieraus folgt, daB die Biegungslinie y, proportional zur Breite b wird:

Nebenbedingung:

Yo i _
65T
Dadurch wird aus der Differentialgleichung:

d?y, 12P o
E.’ET + EhD Y=

0
die Gleichung fiir %:
dn P

21. Integration und Knickformel. Umformung ist diesmal nicht
nétig, weil das zweite Glied konstant geworden ist. Das Integral wird
eine einfache Parabel, deren Konstanten so zu normieren sind, daf der
Hochstwert fiir 4 gleich 1, und daB =0 fiir £ =0 wird. Am ein-
fachsten ist es, den hierdurch gegebenen Ansatz (Fig. 4):

=t (i)

in die Differentialgleichung einzusetzen, dann folgt:
P

8
et EL = 0
oder die Eulersche Gleichung:
Pt
B, 8

22, Vergleich. Der Materialverbrauch des parabolischen Quer-

schnittes ist:
M = 2 hbyl,

der Vergleichsstab von gleichmiiBigem Querschnitt und gleichem J{ hat
daher die Breite:

4 2
b= 3 bor
das Trigheitsmoment
-, 2
=5y
und die Knickformel:
PV _
EJ 7

Durch die bessere Materialverteilung ist die Knicklast im Verhiltnis
P 8 3

erhoht.
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Andere Knickfille,.

23. Minimumbedingung. Dieselben Querschnittsgesetze gelten
asuch fiir andere Einspannungsbedingungen. Im Falle der  pig. s
Fig. 5 ist die Differentialgleichung dieselbe wie friiher:

o+ F(@) -y, =0 T
| F(@) = 5755
mit den Grenzbedingungen:
fir =0 y = ‘0 ¢
fir z=1 4 =0. Ll
Die Gleichung fiir die Variation: ‘
(Jf;izy—+F-6y=—ylaF .

wird auch hier gelgst durch den EinfluBkoeffizienten z(x§) (Absatz 9)

1 ] § s 1
= f e AR AOREIORS

wobei auch hier das ¢;¥; wegen der ersten Grenzbedingung fehlt. So-
dann muB zum Ausdruek gebracht werden, daf

fir x=1 dy’'=0
wird. Hs ist dazu der Differentialquotient von 8y zu bilden, wobei der
Differentialquotient nach der oberen Grenze des Integrals Null wird:

’ 1 2 g - 2 1 g
8y’ =y, — J?%)‘Z*Eéi gg)‘j'é)) h(§)-0F(E)- db.
0

Fiir 2 =1 verschwindet y,(7), der Nenner ist konstant, es bleibt:

Nenner

sy = O [fyroF-a
1]
und daher dieselbe Minimumbedingung:

[y 6F . ag=o.
Q

Der Unterschied gegen frither bestand nur darin, daB wegen der ge-
dnderten Grenzbedingung y,(!) als Faktor vor das Integral tritt, was
auf das Nullwerden keinen EinfluB hat.

Es folgen daher dieselben Integrale fiir , und fiir die Querschnittsform,
nur ist, den geinderten Grenzbedingungen entsprechend, die Knicklinge
halb so groB als vorhin; ebenso wie im Falle des gleichmiBigen Triigers.
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198 Zur Frage nach der Wirkung eines StoBes auf einen Balken,

Zur Frage nach der Wirkung eines Stofies auf einen Balken.

Von St. TiMOSCEENKO in St. Petersburg.

§ 1. ‘Anndherungsformeln.

Bei der Berechnung von Bau- und Muschinenkonstruktionen kommt
man manchmal in die Lage, die bruchfesten Dimensionen von Stiben
bestimmen zu miissen, auf welche Stile ausgelibt werden. In der
Praxis lost man diese Aufgabe niherungsweise auf Grund &uBerst ele-
mentarer Erwiigungen. Gewohnlich vernachlissigt man das Trigheits-
verhalten der einzelnen Volumenelemente des gestoBenen Korpers und
macht die Annahme, daB zwischen der am StoBort entstehenden Kraft
und den dadurch hervorgerufenen Deformationen dieselbe Abhingigkeit
wie bei statischer Belastung besteht: innerhalb der Klastizitdtsgrerzen
wird die Kraft am StoBort von einer Deformation begleitet sein, die
mit ihr proportional wichst, und das Anwachsen der Deformation dauert
solange, bis die ganze lebendige Kraft des stoBenden K&rpers in poten-
tielle Energie der Deformation verwandelt ist.

Sei 4 die Verrlickung desjenigen Punktes, auf den der stoBende
Korper unmittelbar wirkt, dann erhalten wir auf Grund der oben ge-
machten Annahmen fiir die potentielle Energie der Deformation den

Ausdruck %"’ . Hier ist e ein Koeffizient, der von den elastischen Kigen-

schaften und den Dimensionen des gestoBenen Systems abhingt; « ist
gleich der Kraft, die angreifen muBl, um die Verriickung 4 =1 zu er-
zeugen. Die maximale Verritckung 1, beim StoB erhilt man durch
Gleichsetzen der potentiellen Energie mit der anfinglichen kinetischen
Energie des stoBenden Korpers:

iy  mo?
(1" A
Diese elementare Lissung (wir wollen sie im Folgenden ,erste Niherung®
nennen) die Joung?®) gegeben hat, zieht gar nicht die Trigheit des sto-
Benden Systems in Betracht und gibt deshalb fiir 1, einen zu grofien

Wert. Spiter schlug Hodgkinson?®) bei der Verarbeitung seiner Ver-

1) Zur Vereinfachung wollen wir im Folgenden annehmen, dafl die Geschwindig-
keit ¢ horizontal ist und somit die Arbeit der Schwerkraft bei der Verriickung
wegfillt.

2) A course of Lectures on natural Philosophy and mechanical Arts, 1807.

3) Eation Hodgkinson, Report of the Commissioners appointed to inquire
into the Application of Iron to Railway-Structure, 1849, Appendix A page 4.
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suche, die er an Balken mit unterstiitzten Enden machte, vor, bei der
Berechnung der verlorenen kinetischen Knergie von der Annahme aus-
zugehen, daB die stoBende Last am StoBort (in der Mitte des Balkens)
eine Masse trifft, die gleich der halben Masse des Balkens ist. KEine
theoretische Begriindung fiir dieses Verfahren gab Homersham Cox.}
Die Aufgabe der Bestimmung der dypamischen Durchbiegung eines
Balkens zerlegt Cox in zwel Teile: 1. Bestimmung der Geschwindig-
keitsinderung des stoBenden Korpers unmittelbar nach dem Zu-
sammenstoB und 2. Bestimmung der dynamischen Durchbiegung des
Balkens durch Gleichsetzen der kinetischen Energie des Systems un-
mittelbar nach dem StoB mit der potentiellen Energie der Durchbie-
gung. Zur Lisung des ersten Teils der Aufgabe macht Cox die An-
nahme, daB bei dem ZusammenstoB die Balkenachse sich in dieselbe
Kurve durchbiegt, wie bei einer statischen Belastung, die im StoBpunkt
angreift. Dann ist die Geschwindigkeit v, des stoBenden Korpers un-
mittelbar nach dem Zusammenstol gegeben durch
m
M= TERR Y

Hier ist kM die ,reduzierte Masse® des Balkens. Der Koeffizient £ héngt
ab von der Art, wie die Balkenenden befestigt sind, und von der Lage
des StoBpunktes. Im speziellen Fall eines an den Enden gestiitzten

Balkens und eines StoBes auf die Mitte des Balkens ist L=—i% Diese

GroBe ist ganz nahe gleich der, die Hodgkinson seinen Berechnungen
zugronde legte. Nachdem man so die Geschwindigkeitsiinderung des
stoBenden Korpers bestimmt hat, finden wir fiir die kinetische Energie
unmittelbar nach dem StoB den Ausdruck.
mv? m )
Durch Gleichsetzen mit der potentiellen Energie der Deformation er-
halten wir fiir 4, die Gleichung:

«dd me? m
() ‘2 T 2 ‘mtkM’
welche eine zweite Anniherung fiir die Losung der StoBaufgabe dar-
stellt. Sie weicht desto stirker von (1) ab, je befriichtlicher die Balken-
magse im Vergleich zur Masse des stoBenden Korpers ist. Die Naherungs-
lésungen (1) und (2) beruhen auf der Annahme, duB die Verriickung

1) Cambr. Phil. Trans, vol. 1IX Part I pp. 73—78. History of the Elasticity
.vwl. T § 771,
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200 Zur Frage nach der Wirkung eines StoBes auf einen Balken.

der einzelnen Punkte des gestoBenen Systems beim StoB dieselben sind
wie bei statischer Belastung. In Wirklichkeit ist der StoB nmmer von
Schwingungen begleitet, dic stark die Verriickungen des gestoBenen
Systems beeinflussen und unter gewissen Bedingungen einen betricht-
lichen Teil der kinetischen Energie verzehren. Deshalb wendeten sich
naturgemif die weiteren Untersuchungen iiber den Stol hauptsichlich
der Erforschung der Schwingungen zu, die beim Zusammenstof ent-
stehen. Das Problem der longitudinalen Schwingungen, die beim Stod
in prismatischen Stiben entstehen, wurde schon von Navier gelost.
Die Schwingungen der Stibe beim transversalen Zusammenstofl wurde
niher von St. Venant betrachtet.!) Beide Korscher gingen von der An-
nahme aus, daB im Moment der Beriihrung der stoBende Korper seine
Geschwindigkeit nur demjenigen Querschnitt des Stabes mitteilt, in
welchem der StoB stattfindet, so wie daB, weil die StoBwirkung sich
im ersten Moment nur auf eine kleine Masse ausbreitet, keine merk-
liche Gesechwindigkeitsinderung stattfindet, die Gesehwindigkeit erst
nach MaBgabe der Ausbreitung der StoBwirkung abnimmt. Indem
St. Venant?) weiter noch die Annahme macht, daB die Berithrung
zwischen der stoBenden Last und dem Balken wenigstens wihrend der
halben Periode der Grundschwingungen andauert, reduziert er die Auf-
gabe iiber die Wirkung eines StoBes anf einen Balken auf das Problem
der Transversalschwingungen eines prismatischen Balkens, an dem eine
Last befestigt ist. Die Losung dieser Aunfgabe erhilt man in Gestalt
einer unendlichen Reihe. Beschréinkt man sich auf die ersten Glieder,
so erhilt man die oben auf elementarem Weg gewonnene zweite An-
niherung (2). Zahlreiche Versuche iiber den longitudinalen Stob pris-
matischer Stdbe haben die Ergebnisse von Navier und St Venant
nicht bestiitigt, und eine genauere Untersuchung?®) der Deformation am
StoBpunkt zeigte, daB die lokalen Deformationen einen sehr wesentlichen
EinfluB auf die StoBdauer besitzen.

§ 2. Genaunere Untersuchung des transversalen StoBes.

Das Problem des ftransversalen StoBes auf einen prismatischen
Balken wurde trotz seiner groBen praktischen Bedeutung nicht niher
untersucht, und wir bringen im Folgenden einen Versuch einer niherungs-

1) Théorie de I’élasticité des corps solides de Clebsch, trad. p. St. Venant,
Note finale du § 61.

2) Navier, Résumé des legons ... Historique pp. CCXXXII.

3) Sears, On the longitudinal impakt, Trans. Cambr. Phil. Soc. 1908 C.
Ramsauer, Annalen d. Physik Bd. 30, 1909.
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weisen Losung dieser Aufgabe in Verbindung mit der Untersuchung
des Kinflusses der lokalen Deformation. Diese Losung beruht auf einer
Uberlegung, die schon Hertz gelegentlich seiner Untersuchung tiber
den ZusammenstoB von Kugeln aussprach. Hertz nabm an, dal wir
wahrscheinlich das Gesetz des ZusammenstoBes fiir beliebige Korper
erhalten konnten, wenn wir die statische Deformation in denjenigen
Tellen des Kérpers, die in unmittelbarer Nihe der StoBstelle liegen,
mit den allgemeinen Gleichungen fiir die Bewegung der iibrigen Teile
des Korpers verbinden.

Wir wollen diese allgemeinen Erwigungen anwenden auf das Stu-
dium der Wirkung eines Stofes auf einen Balken mit gestitaten Enden.
Um die lokale Deformation finden zu konnen, mul man vorweg ecine
Annahme machen iiber die Gestalt der Oberfliche des stoBenden Kir-
pers und des Balkens an der Stolstelle: die stoBende Last moge Kugel-
gestalt haben, der Balken sei von einer Ebene begrenzt normal zur
Geschwindigkeitsrichtung der stoBenden Last. Nach der Formel von
Hertz ist dann die Anniiherung e der stofienden Kérper, infolge der

lokalen Deformation gleich
2

(3) «=kD°.

9 1

Hier ist k = (ﬁ 1)“, u der Schubelastizititsmodul, » der Radius der
urt

Oberfliche des stoBenden Kéorpers und P der Druck an der StoBstelle.
Die inneren Schwingungen, die beim StoB in der fallenden Last ent-
stehen, wollen wir vernachliissigen'); die erzwungenen Schwingungen
des Balkens hingegen, die er unter der Wirkung des variabeln Druckes
P ausfiihrt, konnen auf Grund der bekannten Losungen fiir das Pro-
blem der erzwungenen Schwingungen prismatischer Stibe betrachtet
werden. Wenn wir zur Vereinfachung annehmen, daB der StoB in der
Mitte des Balkens erfolgt, so kann die Durchbiegung an der StoBstelle
durch folgende Kormel dargeste]lt werden?):

4) y=

i=1,3,5,.

112 . 7: /-P sin —;— (¢ — ¢,) d¢,.
Hier bedeutet ! die Spannweite des Balkens, ¢ sein Gewicht fiir die Liingen-

1) Diese Schwingungen haben, wie die Rechnungen Rayleighs zeigten, keinen
merklichen Einflu auf die StoBdauer und auf die GréBe der beim Stof entstehenden
Spannungen.

2) 8t.Timoschenko, Erzwungene Schwingungen prismatischer Stibe, Zeitschr.
fir Mathem. u. Phys. Bd. 59, 1911, 8. 163.
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einheit;, bTaz’ die Frequenz der Grundschwingung des Balkens, P den

variabeln Druck an der StoBstelle, der eine Funktion der Zeit ist.

Zur Bestimmung des Druckes P und der Durchbiegung y des
Balkens muB man die Schwingung des Balkens zusammen mit der Be-
wegung des stoBenden Korpers betrachten. Seine anfingliche Geschwindig-
keit » wird dank der Gegenwirkung von P allmihlich verkleinert und
der seit dem Moment der ersten Beriihrung vom Kirper zuriickgelegte
Weg kann dargestellt werden durch:

¢ I3
. ,
(5) y, — vi — Efdtjpdt.
0 0

Andererseits ist dieser Weg auch gleich o 4 y, und wir erhalten also
folgende Gleichung zur Bestimmung von P

(6) vt——fdtf?dt—k P +2,b” 29fP b’;; (t—t,)dt,

i=1,3,8,...

Zur niherungsweisen Losung dieser Gleichung teilen wir das Zeitinter-
vall O — ¢ in gleiche Intervalle von der Linge © -==-ﬂ1 und nehmen an,

daB innerhalb eines solchen Intervalles der Druck P sich nicht dndert,
sondern die jeweils konstanten Werte Py, Py, P, . .. besitzt. Dann ist:

t

SR S ¥ b
JPSln 7;21 L)dt = s ,{.P [COS (t ‘L')—COS 7;27. t}
0

+ P, [cos ba'd — (£t —27) — cos — (t—r)] + -

Die Einsetzung in den Ausdruck fiir die Durchbiegung (4) ergibt:

b=t bn?s®

co8 (t —t)—cos t
4 D] l 2
Y=g SR . :
bt gl 1 -, b3
(7) i=1,835...
2,2 2,2 1,2
cmib7;I (t—2r)—cosb7:t t—r1) le—cosh;zir
+-P22 - +"'+Pn T

i=1,86 ...

Um die Berechnung der Durchbiegung zu erleichtern, schicken wir
eine Tabelle (A) voraus fiir die Werte von
bm?e?
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fir verschiedene m sowie fur ihre ersten Differenzen, belechnet unter
der Voraussetzung, daB
T w1

T =360 " 180 bx*’

d. h. daB das einzelne Intervall ;%; der Periode T’ der Grundschwingung
des Bulkens bildet.

Tabelle A.

vl x| 4 Je=| 2 | a2 [m=] 5 | 4 _

0 [1,01465 | 91-107%| 31 ‘!0,86019 826.107° | 61 | 0,47264 | 1556-107%
1 11,01374 182 ,, | 32 '0,85193| 857 , | 62 0,45698 | 1538 ,,
2 |1,01192 [223 ,, | 33 . 084336 ! 853 , | 63 | o0,44160 | 1501
3 11,00969 274 ,, | 34 '0,83483 | s24 ,, | 64 | 0,42659 | 1413
4 |1,00605 1305 ,, | 35 ;082650 | 866 , | 65 | 041246 | 1384
5 (100390 '3a7 | 36 | 081793 | 946 , | 66 ] 0,39862 | 1404
§ |1,00053 |376 ,, | 37 080847 970 , | 67 0,38458 | 1408
7 |0,99677 (382 ,, | 38 |o79877 | 992 ,, | 68 | 0,87060 | 1410
8 10,99205 |417 , | 39 '0,78885 | 1048 ,, | 69 L 035640 | 1383
g 008878 [483 ,, | 40 |0,77837 | 1088 , | 70 | 0,34257 | 1364 |,
10 098395 470 ,, | 41 076749 | 1140 ,, | 71 0,32893 | 1430
it 097925 (482 , | 42 | 0,75609 | 1203 , | 72 0,31463 | 1503
12 10,97493 [471 ,, | 43 | 0.74406 | 1267 . | 73 0,29960 | 1634
15 |0o7022 | 618 . | 44 | 073130 | 1307 . | 74 0,28426 | 1606 .,
14 096504 | 594 , | 45 }0,71742 1514 ,, | 6 0,26820 | 1676
15 095910 | 659 ,, | 46 ‘0,70228 1527 ,, | 76 0,25145 | 1685
16 |0,95251 | 664 , | 47 | 088701 | 1618 , | 77 0,23460 | 1680
17 10,9487 | 673 , | 48 | 0,67183 | 1527 ,, | 78 0,21780 | 1643 ,,
18 | 003914 691 , | 49 . 065656 | 1519 , | 79 0,20137 | 1635
19 1093223 | 6356 » | 50 '0,64137 | 1524 ,, | 80 0,18502 | 1709
20 |0,92588 | 573 . | 51 ' 062618 | 1526 ,, | 81 0,16793 | 1756 .,
21 0,92015 (577 . | 52 ' 0,61087 | 1607 , | 82 0,15087 | 1750
92 |0,91438 | 585 , | 53 | 0,59580 | 1538 ,, | 83 0,13287 | 1780 ,,
23 |0,00853 | 587 ,, | b4 [0,58042 1549 ,, | 84 0,11507 | 1820 .,
24 10,90266 | 578 ,, | 55 | 0,56493 | 1489 , | 85 0,09687 | 1841
95 |0,89693 | 516 ,, | 56 \003004 1473 ., | 86 0,07846 | 1890 |,
2 |089177 |522 ., | 57 . 0,58531 | 1514 ,, | 87 0,06956 | 1922
97 |0,88655 | 586 , | 58 |0,52017 | 1659 , | 88 0,04034 | 1976
28 |0,88069 | 616 ,, | B89 | 0,50458 | 1604 ,, | 89 0,02058 | 2068 |,
29 {0,87453 668 ,, | 60 | 0,48854 1600 ,, | 90 0 2058
30 10,86785 |766 , | 61 |0,47254 91 | —0,02058

31 lo,ssom |

Wir merken noch an, daB die Werte der in der Tabelle angefiihrien
Differenzen proportional sind den Balkendurchbiegungen in den entspre-
chenden Zeitmomenten, welche vom Druck P, herriihren, der wih-
rend des ersten Intervalls wirkte. Die Verinderung dieser Durch-
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204 Zur Frage nach der Wirkung eines StoBes auf einen Balken.

biegung wihrend eines Viertels der Periode der Grundschwingung ist
in Fig. 1 dargestellt.

Die Bestimmung der Werte von P geschxeht auf folgende Weise,
Unter Vernachliissigung der Anderungen, welche die Geschwindigkeit
des stoBenden Kirpers wihrend des ersten Intervalls erfihrt, echalten

Fig. 1. wir fiir die Anpdherung der
1 1 stoBenden Korper den Wert
= ¢ = vt und berechnen mit
7 Hilfe von Gl (3) leicht den
7 v entsprechenden Wert P’ von
P. Zur Erzielung einer grofe-

ren Genauigkeit nehmen wir

N

44| nun an, daB wihrend des
ersten Intervalls der Druck

ari denkonstanten Wert 7, = 1;

AramYs hat and finden mit Hilfe der
r} i S I e e Gl. (5) und (7) einen ge
1A A ] | naueren Wert fiir die An-
~ ] niherung a=y, —y und also
0t ' 90-917 guch fiir den Druck P’
am Ende des ersten Intervalles. Zur Bestimmung des Druckes P” am Ende
des zweiten Intervalles nehmen wir zunfichst an, daBl der Druck wihrend

des ersten und zweiten Intervalles konstant und gleich P’ ist, damn

finden wir leicht fiir die Verriickung der Last y, und die Durchbiegung
des Balkens y die entsprechenden Werte und bestimmen daraus leicht
o und P”. Einen genaueren Wert von P erhalten wir, indem wir an-

nehmen, daB wihrend des ersten Intervalles ein Druck % herrscht und

P

im zweiten Intervall ein Druck - Nachdem wir mit Hilfe von

(5) und (7) die zweite Niherung fur den Druck P” am Ende des
zweiten Intervalles erhalten haben, gehen wir zum nichsten Interval
tiber und wiederholen die Rechnungen in derselben Ordnung.

§ 3. Beispiele.

Als Beispiel bringen wir die Berechnung fiir einen kleinen Balken,
dessen Grundschwingung die Periode 1103 Sekunden besitzt. Bei ent
sprechender Wahl des Querschnittes kann ein solcher Balken verschie-

dene Lingen besitzen. Wenn wir einen Stahlbalken nehmen (etwa mit

E =22.10¢ Cli, und dem spezifischem Gewicht 7,96) vom Querschnitt
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1>1cm, so bestimmt sich die entsprechende Linge aus der Formel
fir die Periode der Grundschwingung.

. 27*
) T="1 Vg

Wir erhalten so I == 15,35 cm und dementsprechend fiir die Masse
des Balkens

15,35 -0 007‘)6

M= 981

Diesen Balken soll nun in seiner Mitte eine Stahlkugel mit dem Radius
r=1cm und der Masse

4 0,00796

M=7FT 981

stofen, die mit der Geschwindigkeit » = 1 cm/sec auftrifft. Die erste
Anndherung (1) gibt in diesem Falle fiir die dynamische Durchbiegung
fden Wert 1,18-10~% cm. Die zweite Annahme gibt f2—0,702- 104 em.

T
5=
=0,055656 - 10— % sce., so schreibt sich die GL (7) folgendermaBen:

Teilen wir die StoBdauer in Intervalle von der Linge t =

cog B L _ mitm
90 90
y =0405.10~3{ P, E’A _ +
(a) 1=1,3,6,... l
n—2)ifx (m— )7z 'z
co§—— - F—— — CO8 - —— 1—cos—-
§i=1,3,5,...

Nehmen wir ferner fiir Stahl an p =9-10°kg/em? und geben (3) die
Gestalt:

1
(b) P _‘,m _16.10°a? KL

Die Geschwindigkeitsabnahme der Kugel wiihrend des n-ten Intervalles
bestimmt sich aus der Formel:

. . P,
() (yl)n— (yl),,_l—“*mf — — P,-0,1634 cm/sec.
Unter Beniitzung von (a) (b) (¢) und allmihlich von jedem Intervall
zum folgenden iibergehend, erhalten wir fiir die den StoBverlauf kenn-

zeichnenden GrofBen die in der folgenden Tabelle zusammengestellten
Werte.
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Tabelle B.

t |y, cm/sec I 7, cm y cm 1 « cm } PXlg
0 1 cm/gec 0 0 0 0

T 0,9983 | 0,0555-10"*cm { 0,00012 - 10™* cm | 0,0554 - 10 *cm | 0,0209 klg
2z 0,9918 | 0,1107 ,, 0,00079 0,1099 0,0582 ,,
3z 0,9784 | 0,1654 0,00197 " 0,1634 | 0,108 ,
4z 0,9568 | 0,2192 0,004456 02147 ,, 101590
5¢ 09262 | 0,216 ,, 0,00844 0,261 0216
6t 0,8867 | 0,3218 0,017656 0,3041 0,268
71 0,8380 | 0,3697 0,0219 " 0,3478 0,328
8 ¢ 0,7803 | 0,4146 0,0518 " 0,3828 0,379
9z 0,7149 | 04561 0,0442 " 0,4119 0423
10 z 0,6430 | 0,4938 0,05691 " 04347 0458
11 ¢ 0,6660 | 0,5273 0,0763 " 045610 |, 0,434
12 0,4856 | 0,5566 0,0956 " 0,4609 0,501
13 © 0,4032 | 0,812 0,1166 " 0,4648 0,507
14 ¢ 0,3207 | 0,6013 0,1385 " 04628 0,504
15 0,2393 | 0,6169 0,1613 " 04555 0,492
16 © 0,1607 | 0,6273 ,, 0,1847 " 0,4426 0471
17 1 0,0860 | 0,6841 0,2087 " 04254 0,444
18 ¢ 0,0161 | 0,6369 0,2327 " 0,4041 0411
19 ¢ | —0,0480 | 0,6360 ,, 0,2576 N 0,3784 0,372
20 ¢ | —0,1055 | 06817 0,2822 " 0,3493 0,330
21 ¢ | —0,1558 | 0,6244 0,8076 N 0,3168 0,285
22 ¢ | —0,1986 | 0,6146 0,3332 e 02814 0,239
23 ¢ | —0,2341 | 0,6026 0,3573 . 02458 , lo95
24 ¢ | —0,2619 | 0,6888 0,3872 " 0,2016 ,, 0,145
25 ¢ | —0,2820 | 0,5787 0,4160 " 01577 0,100
26 r | —0,2951 | 0,5577 0,4461 " 01114 0,080
97 ¢ | —0,3020 | 05411 0,4780 ” 0,0831 0,025
28 ¢ | —0,3043 | 0.562438 0,5107 " 0,017 0,003

Wiahrend des 29. Intervalles hort die Beriihrung zwischen Kugel und
Bulken auf. Die Kugel springt mit der Geschwindigkeit von 0.305 cm/sec.
ab, die Balkendurchbiegung fihrt fort zu wachsen. Zur Bestimmung
der maximalen Durchbiegung sind mit Hilfe der Formel (a) noch die
folgenden Werte von y berechnet.

| v I P
36 = \ 0,788.10~*ecm | 56 ¢ | 1,115.10~4em
45 | 0973 57¢ | 1121
54 7 \ 1,096 ‘ 587 | 1124
55+¢ | 1107 59 ¢ | 1,123

Die Ergebnisse der Rechnung sind in Fig. 2 dargestellt.
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Die Kurve (1) gibt uns das Gesetz, nach dem der Druck P wiichst.
Zum Vergleich ist punktiert dieselbe Kurve fiir den StoB der Kugel
an einer festen Ebene dargestellt. Wir sehen, infolge der Durchbiegung
des Balkens vermindert sich der Druck P und die Druckkurve wird
unsymmetrisch beziiglich der mittleren Ordinate. Auch die StoBdauer
vermindert sich im vorliegenden Fall und ist anndhernd gleich 0,165 7
Die Kurve II gibt den Verlauf von y,, III den Verlauf der Durch-
biegung des Balkens. Ihr Maximum liegt bei {= 587 und betrigt
1,124-10-*em. Der Vergleich diescs Ergebnisses mit den frither an-
gefihrten Niaherungswerten f% und fI zeigt, daB die Durchbiegung

Fig. 2.
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wirklich um 59, kleiner ist als diejenige, welche die erste Anndherung
liefert. Die zweite ist im vorliegenden Falle weniger befriedigend.
Wenn man bemerkt, daB dic kinetische Knergie der wegspringenden
Kugel nur 9,29 ihres anfinglichen Wertes betriigt, so kann man
schliefen, daB fast die ganze iibrige kinetische Energie sich in die
Biegungsenergie des Balkens umgesetzt hat. Auf die kinetische Energie
der Schwingungén des Balkens kommt im Moment des Maximums der
Durchbiegung nur ein verschwindend kleiner Betrag.

Als zweites Beispiel wurde ein leichter biegsames Stiibchen be-
trachtet mit der Grundschwingungsperiode 7' = 4. 10— % Sekunden, nim-
lich ein Stahlstibchen von demselben Querschnitt wie frither aber zwei-
mal so lang. Hier wurden die Rechnungen fiir Kugeln mit dem Radius
r,=lem bzw. v = 2 cm durchgefithrt mit » = 1 ecm/sec. Es ergab sich,
daf der StoBverlauf wesenilich verschieden ist je nach dem Verhiiltnis
zwischen der Masse der Kugel und der des Balkens. Im Falle der
kleineren Kugel war m:M = 0,136. Das Anwachsen des Druckes ver-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



208 Zur Frage nach d. Wirkung eines StoBes auf einen Balken. Von Sr. Troscrrxxo.

lauft bier ganz so wie im friiher betrachteten ersten Beispiel. In Fig 3
ist die Art dieses Verlaufes durch die Kurve I dargestellt. Fir die
Kugel mit groBerem Radius m: M = 1,091 ist der Druckverlauf ver-
wickelter; siehe Kurve II in TFig. 3 Es zeigt- sich, daB bei diesem
Verhéltnis der Massen m und M der Vorgang in ‘zwei wieder-
holte StiBe zerfiillt: Die Berithrung dauert von £ =0 bis = 1957

(1: = 1%10 = %10'4 sec.) und ist wieder vorhanden von ¢ = 607 bis {=80r.

Wibrend des ersten ZusammenstoBes verliert die Kugel rund 0,8 ihrer
lebendigen Kraft und setzt ihre Bewegung — nachdem der Balken sich

Fig. 3.
| T LI
Mas. f. P 1em = 0,1 klg I N I B e e L N B
Mas.f.y 1cm = 0,5-10"%*em T |
T= g5 I'=2 10-*sec. \]
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_7’ \%ﬁ Y ] ST T \
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- | A,
v 5z 107 167 19760z e

von ihr abgelost hat — mit einer Geschwindigkeit von rund 0,45 cm/sec
fort. Nachdem die Durchbiegung des Balkens durch ein Maximum von
rund 8-10-* em hindurchgegangen ist und zuriicklduft, beginnt der
zweite ZusammenstoB, wihrend dessen die Kugel und der mittlere
Querschnitt des Balkens das Vorzeichen ihrer Geschwindigkeit andem,
die Kugel abspringt und die Durchbiegung des Balkens eine Zeit lang
noch wiichst. Die Anderung der Durchbiegung im Intervall der Be-
riihrung von Balken und Kugel ist in Fig. 3 durch Kurve III dar-
gestellt.

Vorliiutig beschrinken wir uns auf die obigen Zahlenbeispiele
Sie geniigen natiirlich noch nicht, um auf ihnen irgendeine Formel zur
Berechnung von Balkenfestigkeit gegen StoB aufzubauen; immerhin er-
hellen sie einigermafen die physikalische Seite der Erscheinung des
StoBes und gestatten einige allgemeine Schliisse.

Durch Beriicksichtigung der lokalen Deformationen bei der Be-
rilhrung von stoBender Last und Balken kann man mit Hilfe des obigen
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Niherungsverfahrens: 1. in jedem einzelnen Fall den Verlauf der Balken-
durchbiegung und des Druckes feststellens 2. die Zeit berechnen, wihrend
welcher sich der Balken und die Last beriihrem. Sie hiingt von der
Gestalt der Oberflichen der stofenden Korper an der Beriihrungsstelle
ab und von ihrem Massenverhiiltnis. Falls die Masse des stoBenden
Korpers gegen die des Balkens mnicht klein ist, findet wiederholter Zu-
sammensto statt. 3. Falls die lokalen Deformationen an der StoBstelle
nicht elastisch sind, konnen alle GroBen, die den StoBvorgang kenn-
zeichnen, durch dieselbe Niherungsrechnung gefunden werden, nur muf
vorweg durch statische Kompression die Abhingigkeit des a« von P
jenseits der Elastizititsgrenze festgestellt werden. -

Die Genauigkeit der Ergebnisse hiingt von der Zahl der Intervalle
ab, in welche man die StoBzeit zerlegt, und von der Genauigkeit, mit
der man die Zwischenrechnung vollzieht. Fiir das I. Beispiel liefert eine
Wiederholung der Rechnung mit geringerer Intervallzahl (z — L 10—%)
einen Druckverlauf, der von dem frither berechneten nicht stirker als
am 1%, abweicht. Uberhaupt: sobald nicht wiederholte ZusammenstiBe
stattfinden, gibt schon eine kleine Zahl von Intervallen eine fir die
Praxis gentigende Genauigkeit, und die Berechnung der maximalen
Durchbiegung hietet keinerlei Schwierigkeiten. Bei wiederholten Zu-
sammenstoBen muB man eine groBere Zahl von Intervallen nehmen,
der Rechnungsaufwand wiichst stark und die Genauigkeit ist geringer.

Graphische Berechnung von Determinanten beliebiger
Ordnung.

Von R. MENMKE in Stuttgart.

Es kommt vor, daB man von einer Determinante, deren (lieder
als Zahlen gegeben sind, den Wert mit keiner grioBeren Schiirfe zu
kennen braucht, als er durch Zeichnung sich finden liBt, daB also etwa
die Genauigkeit, die den .Konstruktionen der darstellenden Geometrie
ionewohnt, genfigt. In einem solchen Fall kann man einen Weg ein-
schlagen, der im folgenden fiir Determinanten 2ter, 3ter und 4ter Ord-
nung, und dann allgemein beschrieben werden soll.') Wie gezeigt werden

1) Ich bin durchaus nicht der Meinung, daB es zweckmiBig whre, bei der
graphischen Auflsung eines Systems linearer Gleichungen die analytische Losung
mittels Determinanten zugrunde zu legen, also die Determinanten, durch welche
sich die Unbekannten ausdriicken lassen, graphisch zu berechnen. ber die nach
meinem Dafiirhalten zweckmiiBigste Art, lineare Gleichungen graphisch aufzulisen,
denke ich mich demnéchst in dieser Zeitschrift zu fuBern.

Zeitschrifi £ Mathematik u. Physik. 62 Band 1915, Heft 2. 14
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210 Graphische Berechnung von Determinanten beliebiger Ordnung.

wird, kann man eine beliebige Determinante n-ter Ordnung auf mannig-
fache Weise als Produkt von »n Lingen ¢, [, ..., !, darstellen, die sich
durch einfache Konstruktionen ergeben. - Auf Zeichenpapier, das mit
einem quadratischen Liniennetz bedruckt ist, sogenanntem Millimeter-
papier, macht sich die Ausfiilhrung besonders bequem. Das Produkt
der gefundenen Lingenzahlen kann man mit dem Rechenschieber aus-
rechnen?); soll aber der Wert der Determinante als Linge dargestellt
werden, so ist eine der bekannten Konstruktionen der elementaren Geo-
metrie anzuwenden, die darauf hinsuskommen, wiederholt ein Rechteck
mit gegebenen Seiten in ein solches zu verwandeln, von dem eine Seite
die Linge eins hat.

a) Determinante zweiter Ordnung

a; ay

A=
bi b2

Wir betrachten a,, b, und a,, b, als die Koordinaten zweier Punkte
p, und p; in einem rechtwinkligen Cartesischen System in der Ebene
mit den Achsen 4 und I und dem Ursprung 0. Dann ist bekanntlich

Fig. 1. Fig. 2.
el | el e ————— —— lg-———~——- -
0 +—B
’ o T |
i } ! :
i ]
! e ) P2
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[ I
1 |
/ | I
B~ ; i
h p; pl
A A

A gleich dem doppelten Inhalt des Dreiecks op, p,, und zwar mit dem
Vorzeichen plus oder minus, je nachdem die Halbstrahlen op, und op,
zu einander liegen, wie die positiven Hiilften der Achsen A und B, oder
nicht. (In Fig. 1 und 2 ist das Zeichen plus.) Ein Dreieck indert weder
Inhalt noch Sinn, wenn man irgoend eine seiner FKcken parallel zur
gegeniiberliegenden Seite um einen beliebigen Betrag verschiebt. Wir
verschieben zuerst p, parallel zu op, bis zur Achse 4 nach g, und hier-
auf in dem neuen Dreieck og,p, die Ecke p, parallel zu og, bis zur
Achse B nach g, Dadurch ist das urspriingliche Dreieck in das bei o

1) Man kann auch nach J. Schnéckels Verfahren die Lingen mit einem

antilogarithmischen MaBstab messen, wodurch die Multiplikation in Addition ver-
wandelt wird, s. Zeitschrift f Vermessungswesen Bd. 29 (1900), S. 413.
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rechtwinklige Dreieck 0¢, ¢; verwandelt worden, dessen doppelter Flichen-
inhalt soviel Einheiten betriigt, wie das Produkt der Lingen og, =1,
und 0gy =, ungibt. Eine solche Linge ist positiv oder negativ zu
nehmen, je nachdem sie auf die positive oder negative Hilfte der be-
treffenden Achse fillt. Man bemerkt, daB og, gleich dem parallel zu 4
gemessenen, im allgemeinen ,schicfen® Abstand des Punktes p; von der
Geraden op, ist — mit dem Vorzeichen plus oder minus, je nachdem
die Richtung von der Geraden op, nach dem Punkt p, hin mit der
positiven Richtung von A {iibereinstimmt oder nicht — sowie {; = b,
d. h. gleich der Projektion der Strecke op, auf die Achse B, positiv
oder negativ genommen, je nachdem sie auf die positive oder negutive
Hilfte von B fillt. Wir konnen sagen:

Die Determinante A ist gleich dem Produkt aus dem parallel zur
ersten Achse gemessenen Abstand des Punktes p, von der Geraden opg
und der Projelition der Strecke op, auf die sweite Achse.

Wihrend Fig. 1 zur Erliuterung diente, sind in Fig. 2 alle bei
der Ausfiihrung entbehrlichen Linien fortgelassen worden.

Man diirfte auch die Achsen oder irgend zwei der Punkte o, p, und
p; vertauschen, oder beides zugleich, so daB 4 sich im ganzen auf
sechs Arten ausdriicken 14Bt; jedoch ist das Vorzeichen zu indern, wenn
mur die Achsen oder nur zwei Punkte vertauscht werden.

b) Determinante dritfer Ordnung
al a2 a’3
d=b b b

€L G G

In bezug auf ein riumliches Koordinatensystem, dessen vom Ur-
sprung o ausgehende Achsen A, B, C paarweise senkrecht sind, migen
a, b, ¢, sowie a,, by, ¢, und a,, b,, ¢, als die Koordinaten dreier
Punkte p,, ps, p; aufgefaBt werden. Wie man weiB, ist alsdann o
gleich dem 6 fachen Rauminhalt des Tetraeders op, p, ps, mit dem Vor-
zeichen plus oder minus, je nachdem die Halbstrablen op,, ops, opy zu-
einander liegen wie die positiven Hilften der Achsen A4,B,C oder uicht.
Der Inhalt und der Sinn eines Tetraeders bleiben unverindert, wenn
eine beliebige seiner Ecken in der Ebene durch diese Ecke parallel
zur gegeniiberliegenden Seitenfliiche des Tetraeders irgendwie verschoben
wird. Wir denken uns p, in der Ebene durch diesen Punkt parallel
zur Ebene op,p, bis zur ersten Achse nach g, verschoben, hierauf in
dem neuen Tetraeder og, p,ps die Hcke p, parallel zur Kante og,, mit-

hin auch parallel zur Seitenfliiche 0¢, 25, bis zu der auf A senkrechten
14°
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Koordinatenebens BC nach g,, und endlich in dem neuen Tetraeder 0g, 9,7,
die Ecke p, parallel zur Kante og, gleichfalls bis zur Ebene BC nach ¢,
Das zuletzt entstandene Tetraeder 0g,¢,¢q; ist bei o drei-rechtwinklig,
weshalb sein 6 facher Inhalt soviel Einheiten betriigt, wie das Produkt
aus der Hohe 0g; und dem doppelten Inhalt der Grundfliiche 0¢, g, angibt.
Da offenbar 0, gleich dem in der Richtung der Achse 4 gemessenen
Abstand des Punktes p, von der Ebene op,p, ist, 80 hat man den Sata:

Die Determinante A ist gleich dem Produkt aus dem parallel zur
ersten Achse gemessenen Abslund des Punkfes p, von der Ebene op,p,
und dem doppelten Inhalt der rechtwinkligen Projektion des Dreiecks op,p,
auf die zur ersten Achse senkrechte Koordinatenebene.

Es ist klar, daB man statt der ersten Koordinatenachse auch die
zweite oder dritte nehmen und auBerdem die Reihenfolge der Punkte
0, Py, Py, Py beliebig dndern darf; dadurch wird hiochstens das Yorzeichen
von A geiindert, und zwar bleibt, wie aus bekannten Sitzen der Lehre
von den Determinanten hervorgeht, das Vorzeichen erhalten, wenn man
die Achsen in der Reihenfolge BAC oder CARB statt A BC nimmt,
wihrend bei jeder Vertauschung zweier Achsen oder zweier Punkte ein
Zeichenwechsel eintritt.

Durch den aufgestellten Satz ist der Fall b) teilweise auf den
Fall a) zuriickgefiibrt worden. Um die Strecken zu bestimmen, als

deren Produkt nach jenem Satz A sich dar-

. stellen 14Bt, bentitzen wir Projektionen auf
die beiden Koordinatenebenen 4 5 und BC,
p,=8" die wir als GrundriB und Aufrifl oder erste
Ll ” und zweite Projektion ansehen komnen. Die
Parallele zu 4 durch p, mdge die Ebene
0P, p; in § schneiden. Dann fillt s im AufriB
o +—pR mitp, zusammen, wiihrend man den GrundriB
von s in bekannter Weise dadurch findet,

l l:kl
, /ﬂz daf man durch den AufriB} von p,, also durch

T
1
i
|
|
i
|
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1
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L
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Ks p"y, irgendeine Gerade zieht — in Fig. 3 ist
‘}, 'p; die Gerade nach p, genommen worden —
i sie als Aufrifl einer Geraden in der Ebens
4" op, p; betrachtet, den zugehsrigen Grundrid

bestimmt (was in Fig. 3 mit Hilfe des
Schuittpunkts 7 der Geraden mit op, geschehen ist) und ihn mit dem
Lot durch den AufriB von s oder p, schneidet. Der in der Richtung von 4
gemessene Abstand I, des Punktes p, von der Ebene op, p; ist jetzt gleich
dem Grundrif der Strecke sp,:
L= P>
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mit dem Vorzeichen plus oder minus, je nachdem diese Strecke die
Richtung von A4 hat, oder die umgekehrte. (Man hitte auch von vorn-
herein sagen kénnen, daB J, gleich dem in der Richtung von A4 ge-
messenen Abstand des Punktes p, von der Schnittlinie km der Ebene
op,p; mit irgendeiner durch p, gelegten zweiten projizierenden Ebene
ist. In Fig. 3 fillt £ mit p, zusammen.)

Der doppelte Inhalt der zweiten Projektion des Dreiecks op,py ist
nach a) gleich LI, wo l, den in der Richtung von B gemessenen Ab-
stand des Aufrisses von p, vom Aufrif der Geraden op;, und Iy = ¢
die Projektion der Strecke op, auf die Achse C bedeutet. Man hat
schlieflich:

A =1l 1Ll")

Wenn 4 gleich Null wire, also die Punkte p,, ps;, p; mit o in
einer Ebene liigen, so zeigte sich das schon daran, daB der GrundriB
der beniitzten Hilfslinie den GrundriB von p, enthielte, also s auch im
GrondriB mit p, zusammenfiele.

¢) Determinante vierter Ordnung

|
B bbb

ley €3 65 €4

\d, dydy d,

Bezeichnet ¢ einen beliebigen der Indizes 1, 2, 3 und 4, so betrachte
man @, b, ¢, d, als die Koordinaten eines Punktes p, im Raum von
vier Dimensionen in bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem 4, B,
C, D mit dem Ursprung o. Eine Figur, die aus fiinf beliebigen Punkten
eines Raumes von vier Dimensionen, die jedoch in keinem Raum von
drei Dimeunsionen liegen, zusammen mit ihren siimtlichen Verhindungs-
geraden, Verbindungsebenen und dreidimensionalen Verbindungsriumen
gebildet wird, allgemeiner aus (% + 1) Punkten eines Raumes von
n Dimensionen, die sich in keinem Raume von (» — 1) Dimensionen
befinden, zusammen mit allen ihren Verbindungsriumen von weniger
als » Dimensionen, heiBt ein Simplex.?) Man spricht von dem #-dimen-

‘al a, o, a,

1) Es liegt hier ein Weg vor, den Inhalt eines beliebigen durch GrundriB
und Aufri gegebenen Tetraeders zu bestimmen, denn daB eine Ecke des Tetra-
eders sich im Ursprung befindet, ist unwesentlich. Dieser Weg ist viel kiirzer
als der, den Herr C. Veithen im Archiv der Mathematik und Physik (3) 19 (1912),
8. 286—287 mitgeteilt hat.

2) P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, 1. Teil, Leipzig 1902, S. 10.
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gionalen Inhalt oder kurz Inhalt eines Simplex im Raum von # Dimen-
sionen #hnlich wie von dem Rauminhalt eines Tetraeders oder dem
Flicheninhalt eines Dreiecks.’) Es kommt jedem Simplex ein bestimm-
ter Sinn oder seinem Inhalf ein bestimmtes Vorzeichen zu. Als bekannt
werde vorausgesetzt, daB im Fall » — 4 obige Determinante 4, auch
dem Zeichen nach, gleich dem 24 fachen Inhalt des Simplex mit den
Ecken o, py, ps, 93, D, ist?), ferner daB ein Simplex im Haume von
vier Dimensionen in ein solches von gleichem Inhalt und Sinn iber-
geht, wenn man irgendeine sciner Ecken in einer beliebigen Parallelen
zu dem dreidimensionalen Verbindungsraum seiner iibrigen vier Ecken
verschiebt.®) Auf dhnliche Weise wie das Entsprechende unter a) und b)
1Bt sich mit Hilfe des vorhergehenden zeigen:

Die Determinante A ist gleich dem Produki aus dem parallel zur
ersten Achse gemessenen Abstand 1, des Punlkies p, von dem dreidimen-
sionalen Verbindungsraum [op, p, py] der Punkie 0, pg, ps, D, und dem sechs-
fachen Inhalt A, des Tetraeders 0q,q;q,, das die rechtwinklige Projektion
des Tetraeders op,p,p, auf den sur ersten Achse senkrechien dreidimen-
stonalen Koordinatenraum (d. h. den Verbindungsraum der zweiten, drifien
und vierten Achse) bildet.

Auf die Durchfiihrung des Beweises kann hier verzichtet werden.

Bei der Anwendung des vorstehenden Satzes bestimmen wir jeden
Punkt durch seine Projektionen auf die drei Koordinatenebenen A B,
BC und CD, die wir als erste, zweite und dritte Projektion unter-
scheiden. Wie man leicht einsieht, ist der in der Richtung von A4 ge-
messene Abstand [, des Punktes p; von dem Raum [op,p,p,] auch
gleich dem in derselben Richtung gemessenen Abstand jenes Punktes
von dem Schnitt des fraglichen Raumes mit irgendeinem durch p, ge-
legten und zu A parallelen Raum, z. B. mit einem zweiten oder dritten
projizierenden Raum durch p, (d- h. einem Raum von drei Dimen-
sionen durch p,, der auf der zweiten oder dritten Projektionsebene
senkrecht steht). Legen wir zuerst einen beliebigen dritten projizieren-
den Raum 2 durch p,. Er hat als dritte Spur eine beliebige Gerade
durch p;’, und seine Schnittebene mit [op, psp,] 1iBt sich z B. durch

1) P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie, 2. Teil, Leipzig 1905,
S. 94, 113.

2) Es folgt dies aus der allgemeinen Formel fiir den Inhalt eines Simplex
bei Schoute?), S. 119, Formel (41), wenn man darin =4 und die Koordinaten
eines der Eckpunkte des Simplex alle gleich Null setzt.

8) Es folgt dies aus dem Satz iiber den Inhalt einer n-dimensionalen Pyramide
bel Schoute?), 8. 112,
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die Schnittpunkte f, g, i mit den Geraden op,,0p,,0p, bestimmen, deren
dritte Projektion sich unmittelbar ergibt, wihrend man die zweite Pro-
jektion aus der dritten jedesmal durch ein Lot zur Achse C, und die
erste Projektion aus der zweiten durch ein Lot zu B erhiilt. (In Fig. 4
ist jener projizierende Raum zugleich durch p, gelegt worden, so daB
f mit p, zusammenfillt.) Jetat ist 7, gleich dem in der Richtung von
A gemessenen Abstand des Punktes p, von der Ebene [fgh], oder auch
von der Schnittlinie dieser Ebene mit irgendeinem dprch 1, gelegten zweiten

Fig- 4.

gu

projizierenden Raum X,. Ein solcher hat als zweite Spur eine beliebige
Gerade durch p7; seine Schnittgerade mit [fgh] kann etwa durch seine
Schnittpuukte & und m mit den Geraden hf und kg bestimmt werden,
die in der zweiten Projektion schon vorliegen und aus ihr auf bekannte
Weise in die erste Projektion zu bringen sind. (In Fig. 4 hat man
den zweiten projizierenden Raum X, ebenfalls durch p, gelegt, so daB
auch % mit p, zusammenfillt.) Nun kann man I, der ersten Projektion
entnehmen, als den in der Richtung von A4 gemessenen Abstand des
Punktes p; von der Geraden %'m'.

Nach dem unter b) entwickelten Verfahren wird I, aus der zweiten
Projektion, Iy und I, aus der dritten Projektion der Punkte p,, ps, P,
ethalten. (Weil in Fig. 4 der dritte projizierende Raum X, der durch
b, gelegt wurde, auch p, enthilt, so ist I, gleich dem in der Richtung
B gemessenen Abstand des Punktes p] von der Geraden g"k".)
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d) Determinante 7-ter Ordnung

Qyy G1g Tyg o - Oy

Ggy OQgg gy - .. Ug,
A=

a’nl a’n?- anﬂ e ann

Es ist micht schwer, das unter c¢) angewandte Verfahren zu ver-
allgemeinern. Wir betrachten die Glieder der 7-ten senkrechten Reihe
in 4, also die GroBen a,;, Gy, . - -, @, als die Koordinaten eines Punktes
p, in einem Raum von » Dimensionen in bezug auf ein System von
n paarweise senkrechten Achsen A,, 4,. ..., 4,, die durch einen ge-
meinsamen Ursprung o gehen. Dann ist 4 gleich dem x!-fachen Inhalt
des Simplex mit den Ecken 0, p,, D, ..., D,, welcher Inhult sich nicht
indert, wenn man irgendeine Ecke des Simplex in dem durch diese
Ecke gehenden Raum von (» — 1) Dimensionen, der zum Verbindungs-
raum der iibrigen Ecken parallel ist, beliebig verschicbt.)) Der fiir
n =2, 3, 4 bereits angegebene Satz Iautet allgemein:

Die Determinante A ist gleich dem Produkt ous dem parallel zu
wrgendeiner Achse gemessenen Abstand einer Ecke des Simplex op p, . ..p,
von dem (m — 1)-dimensionalen Verbindungsraum der dbrigen Ecken und
dem (n — 1)!-fachen Inhalt der rechtwinkligen Projeltion des von den
leteteren Ecken gebildeten Simplex auf den zur fraglichen Achse senkrechien
Koordinatenraum.

Wir stellen die Punkte p,, p,, ..., p, durch ihre (» — 1) Projek-
tionen auf die Ebenen A4, 4,, A, A4, ..., A,_; A, dar. Nimmt man
als ersten Faktor von 4 den in der Richtung von A4, gemessenen
Abstand I, der Ecke p; von dem Raum o0pyp; -.p,, dann stimmen die
Projektionen g,, g5, - - -, 4, der Ecken p,, ps, ..., p, auf den zu 4,
senkrechten Koordinatenraum in den (% — 2) Projektionen auf die
Ebenen A4,4,, A4;,4,, -.., 4,_4, mit jenen Ecken selbst fiberein.
Man kann deshalb nach dem allgemeinen Satz den (n — 1)!-fachen
Inhalt des Simplex 0¢;9; - - - ¢,y der mit 4, bezeichnet sei, in 4, =4,
zerlegen, wo I, den in der Richtung der Achse A, gemessenen Abstand
des Punktes ¢, von dem Raum og,...gq,, J, den (n — 2)|-fachen Inhalt
der rechtwinkligen Projektion des Simplex og,...q, auf den zu 4
senkrechten Koordinatenraum bedeutet. Aus den genannten (n—?)

1) 8. die vorige Anmerkung,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von R MguuMEE. 217

Projektionen der Punkte py, ps, - ..p, 188t sich I, ermitteln; iiber-
fliissig ist es dabei, den Buchstaben p in g zu #ndern. Fiur o, gilt
wieder das Entsprechende wie fiir ,, d. h. man kann 4, auf die Form
l, 45 bringen, wo I, sich aus den (n — 3) Projektionen der Punkte ps,
Pay - - -y Do auf die Ebenen 4, 4,, A, 4;, ..., 4,_, A, finden liBt, usw.
Schlieflich wird man erhalten:

A =11

n— n—~1%)

7—1

wo I,_, den in der Richtung der Achse A4, , gemessenen Abstand der
letzten Projektion des Punktes p,_; von der letzten Projektion der
Geraden op,,, die wan auch durch [op,] bezeichnen konnte, und I_{ = a,,)
die Projektion der Strecke op, auf dis Achse A, vorstellt. Das Er-
gebnis ist

A=1L...1,.

Uber die wirkliche Bestimmung der Strecken I,, I,, ..., [, werde
Folgendes bemerkt. Der Raum [op, py .. .p,] liefert.mit jedem zu A,
parallelen Raum von (#» — 1) Dimensionen, der p; enthilt, wie auch
mit einer Schar von m solehen Riumen ein Schnittgebilde — es besteht
in einem Raum von (# —m — 1) Dimensionen E,_,, , — von dem,
in der Richtung der Achso A, gemessen, die Ecke p, wieder denselben
Abstand /, besitzt. Schneidet man deshalb den Raum [op,p; . .. p,] zu-
erst mit einem durch p; gelegten projizierenden Raum X, ,, der auf
der (» — 1)-sten Projektionsebene genkrecht steht, also von selbst parallel
zu A, ist, hierauf den durch (z — 2) Punkte zu bestimmenden Schnitt-
raum E__, in derselben Weise mit einem projizierenden Raum X, _,
durch p,, der senkrecht zur (n — 2)-ten Projektionsebene ist, usw., dann
wird man schlieBlich in der ersten Projektion eine Gerade erhalten, die
l, ergibt, wenn man den Abstand der ersten Projektion des Puunktes p,
von ihr in der Richtung von 4, miBt. Auf dhnliche Weise lassen sich.
lgy 1y, ... ermitteln, nur daB man bei jeder folgenden Strecke eine Pro-
jektion und einen projizierenden Raum weniger ndtig hat. Durch
passende Wahl der Hilfsriume liBt sich die Arbeit noch abkiirzen, wie
wir es unter ¢) schon gesechen haben. Wer in den Geist der auf be-
liebig viele Dimensionen ausgedehnten darstellenden Geometrie ein wenig
eingedrungen ist, dem wird die Durchfiibrung keine Schwierigkeiten
machen.

Anm. M. Farid Boulad, Ingenieur bei den #gyptischen Staats-
bahnen, hat 1909 auf der Versammlung der , Association francaise pour
I'avancement des sciences” in Lille ein anderes Verfahren zur graphi-
schen Berechnung vor Determinanten angegeben. Das oben mitgeteilte
Verfahren erfordert aber von #n = 3 an bedeutend weniger Linien und
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ist meines Erachtens ibersichtlicher und weniger ermiidend. Zum Ver
gleich folgt hier ans den Comptes Rendus de I’Association francaise
pour V'avancement des sciences, Congrés de Lille, 1909, die Figur, an
der M. Boulud sein Verfahren im Falle » = 3 erliutert hat, die also
der obigen Figur 3, 8.212, gegeniiber zu stellen ist.
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Graphische Berechnung einer Determinante 8. Ordnung nach Farid Boulad.
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Biicherschau.

H. Poinearé. Legons sur les hypothéses cosmogoniques professdes &
la Sorbonne. Rédigées par II. Vergmne. XXV u. 294 S. 8. Paris 1911,
A. Hermann et fils. 12 Francs.

Unter den zahlreichen kosmogonischen Theorien hat der Verf. sich einige
gur eingehenderen Darstellung ausgewiihlt, die ihn ihrer Eigenart halber oder
wegen der Moglichkeit mathematischer Behandlung dazu besonders reizten.
In den Vorlesungen folgt auf die Weltentstehung nach Kant diec Hypothese
von Laplace und deren ausfiihrliche mathematische Diskussion, die sich iiber
618eiten erstreckt. Es ist augenscheinlich, daB Poincaré von Laplaces Hypo-
these, ihrer Durchbildung und Ausbesserung sich noch am ehesten eine be-
friedigende Vorstellung vom Werden der Welten verspricht. Das sagt er un-
weideutig hier und im Vorwort. Einen nicht viel geringeren Raum (59 Seiten)
beansprucht die Theorie G. H.Darwins, der dem EinfluB der Gezeiten bei der
Entstehung der Himmelskorper eine entscheidende Rolle zuweist. Darwins
Resultate iiber Fragen der Rotation, tiber Tag und Monat, ihre Wechselwir-
kung und ihre Vertinderungen, iiber Abplattung und Ablésung von Monden
finden eine recht ausfiihrliche und klare Analyse, die vislen willkommen sein,
manche erst in das Verstindnis der Untersuchungen Darwins einfithren wird.
Von den Grundgedanken in der Hypothese von Ligondés scheint der Verf.
viel zu halten; denn er rechnet die mathematisch formulierbaren Annahmen
durch und zeigt nebenher, daB Ligondés’ Voraussetzung sich mit der kine-
tischen Gastheorie nicht ganz vertrigt. Die Nachpriifung der Annahmen iiber
den Ursprung der Sonnenwirme nimmt ein lingeres Kapitel ein, in dem die
chemische, meteorische und Kontraktionshypothese besprochen wird. Eine
kritische Wiirdigung erfahrt die Theorie von Arrhenius, mit dessen SchluB-
folgerungen der Verf. durchaus nicht allerwegen iibereinstimmt. Der Ab-
schnitt ,MilchstraBe und Gastheorie® fithrt Lord Kelvins Gedanken durch,
daB das System der Fixsterne als ein Gas betrachtet werden konne, dessen
Molekel die Sterne sind; es miissen dann auch die Gesetze der kinetischen
Gastheorie gelten. Nur kurz referierend werden die kosmogonischen Ideen von
See, Lockyer, Schuster wiedergegeben; den SchluB macht Belots neu-
kartesische Wirbeltheorie, der der Verf recht anerkennend gegeniiber steht.

Geben die eigentlichen Vorlesungen in der Hauptsache darauf aus, aus
den Grundgedanken der behandelten Weltbildungstheorien ihren mechanisch-
mathematischen Inhalt zu entwickeln, so hat Poincaré im Vorwort seine
eigene Stellung zu kosmogonischen Fragen gekennzeichnet; im Fluge fiihrt er
die verschiedenen Kosmogonien am Leser voriiber. Und soweit der Verf. tiber-
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haupt eine Entscheidung treffen kann und will, neigt er, wie gesagt, noch am
ehesten der Laplaceschen Hypothese zn. Aber ,plus on étudie cette question
‘de l'origine des astres, moins on est pressé de conclure. Chacune des théories
proposées est séduisante par certains cdtés.* ,Nous ne pouvons done terminer
que par un point d'interrogation®

Die von Poincaré getroffens Auswahl der kosmogonischen Hypothesen
beriicksichtigt vor allem und am ausfiihrlichsten diejenigen franzisischen Ur-
sprungs; z B. kommt die Planetesimaltheorie nach Moulton und Chamberlin
nicht vor. Ebenso wollte er die mechanische Seite der Welthildungshypothesen
in den Vordergrund goriickt wissen; durch Beriicksichtigung physikalischer
Vorginge der Vorstellung vom Entstehen der Welt Lichter aufzusetzen, vermied
der Verf. Damit wird ¢s auch verstindlich, daB er nicht niher auf die modernen
Anschauungen von den Strdmen im System der Fixsterne und der Verteilung
nach Spektraltypus und Bewegungsgrofe einging.

StraBburg 1. E. ) Wirrz,

C, Schilling. Wilhelm Olbers, sein Leben und seine Werke. 2. Band:
Briefwechsel zwischen Olbers und Gauf, 2. Abteilung. Zum Druck ge-
geben von C. Schilling und J. Kramer. V u. 758 S. 8. Berlin 1909,
J. Springer. A 16.—. '

Keun Jahre nach der' Verdffentlichung des I. Teiles erscheint jetzt der IL
und SchluBteil des Briefwechsels Gaufi-Olbers. Er erstreckt sich tdber die
Zeit vom 24. Januar 1820 bis 30. Mai 1839 und umfaBt 354 Briefe (Nr. 381
bis 734). Am Bchlusse des letzten Briefes von Olbers an Gaub steht von
GaulBl Hand ,,;} 2. Marz 1840. Nach dem Gefithl des Ref. bildet dieser Brief-
wechsel das Schnste und Sympathischste, was wir an Briefsammlungen von
Astronomen besitzen. Alles was die astronomische Wissenschaft damals be-
wegte, spiegelt sich hier wieder. Olbers regt meistens durch eine Frage an,
Gauf antwortet dem Freunde in der eingehendsten Weise und erzihlt ihm
von dem Fortgange seiner wissenschaftlichen Untersuchungen. Dazwischen
tauchen Werturteile tiber Zeitgenossen auf; von GauB’ Seite immer vorsichtig,
mafvoll, milde, und Olbers schlieBt sich GauB’ Meinung stets an. Viel Inter-
essantes erfihrt man von der Hannoversehen Gradmessung und den inperen
und #uBeren Schwierigkeiten, die sich ihrer Vollendung in den Weg stellen.
Wie GauB allmiblich die systematischen Einstellungsfchler auf Heliotrop-
signale, die 1hn tief beunruhigen, erkennt und bekimpft, das liest sich nicht
ohne Spannung. Auch fiir seine geometrischen und arithmetischen Forschungen
findet Gaub bei dem &lteren Freunde Interesse und Verstiindnis. Natiirlich
fehlen bei der cngen und herzlichen Freundschaft der beiden Minner die persin-
lichen Mitteilungen nicht und der Briefwechsel 1iBt daher einen Blick tun in
die privaten Schicksale der Familien GauB und Olbers. Vatersorgen blieben
Gaub nicht erspart.

Zwei Anhinge sind dem Buche beigegeben. Ein erster enthiilt 29 Briefe
von v. Buch, Dirksen, GauB, v. Humboldt, v. Lindenau, v. Mitffling,
Olbers und Schumacher aus den Jahren 1821 bis 1837; sie bezichen sich
auf die merkwiirdige Angelegenheit der Berufung Gauf’ an die Akademie nach
Berlin. Der zweite Anhang bringt drei nachtriéiglich aufgefundene Briefe vop
Bessel an Olbers aus dem Jahre 1812.
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Im ganzen entbilt der Band wichtiges und wertvolles Material fiir die
wissenschaftliche GauBibiographie. Um die Herausgabe und Redaktion machte
gich insbesondere J. Kramer verdient, dem wir die grofie Anzahl orien-
tierender Anmerkungen und Verweise und das Namen- und Sachregister ver-
danken.

StraBburg 1. E. - —_ WIRTZ.

Dr. E. Miiller, o 6. Professor an der K. K. technischen Hochschule in Wien.
Der Unterricht in der darstellenden Geomsetrie an den technischen
Hochschulen. Berichte iiber den mathematischen Unterricht in Osterreich.

VeranlaBt durch die internationale mathematische Unterrichtskommission.
124 8. Wien 1911, K. K. Hof- und Staatsdruckereil. Preis: 4 2.40.

Derselbe: Technische [Tbungsaufgaben fiir darstellende Geometrie. 4 Hefte.
Leipzig und Wien 1910, 1911, Franz Deutike. Preis: Das Heft 4 1.25.

Theodor Schmid, o. 6. Professor an der K. K. technischen Hochschule in
Wien. Maschinenbauliche Beispiele fiir Konstruktionsiibungen zur
darstellenden Geometrie. Leipzig 1911, G. J. Goschen. Dreis: Ganze
Sammlung in Mappe A 4 .—=4Kr.80H,, einzelnes Blatt £ —.15=18H.
(bei 10 Stiicken A ~—.12 = 15 H.), Doppelblatt A& —.25 = 36 H. (bei
10 Sticken 4 —.20 =24 H.).

In dem erstgenannten Buche wird der Unterricht in der darstellenden
Geometrie an den technischen Hochschulen Osterreichs besprochen. Eine kurze
geschichtliche Entwicklung geht voran, und es werden die Lehrkrifte an den Hoch-
schulen Osterreichs aufgeziihlt, welche seit Einfilhrung dieses Faches titig
waren und noch titig sind. Weiter wird der Unterrichtsbetrieb, Vorlesangen
und Ubungen, besprochen. Der Verfasser hat sich mittels Fragebogen an die
andern Hochschulen gewendet, im wesentlichen wird aber der Betrieb, wie er
in Wien eingefiihrt ist, geschildert. An den technischen Hochschulen in Wien,
Prag und Lemberg existieren je zwei Lehrkanzeln fiir dieses Fach. In Wien
ist die Tellung in der Weise durchgefithrt, daB die Horer der Bauingenieur-
Architektur und allgemseinen Abteilung (Lehramtskandidaten und Geodaten)
der 1. Lehrkanzel (Professer Miiller), die Horer der Maschinenbauabteilung
der 2. Lehrkanzel (Professor Schmid) zugewiesen sind. Bemerkungen tiber
Sondervorlesungen, iiber Seminare und die Heranbildung des Lehramtskan-
didaten bilden den SchluB.

Gleichzeitig haben die beiden in Wien titigen Herren technische Auf-
gaben aus der darstellenden Geometrie erscheinen lassen. Wir nennen aus der
arsten Sammlung folgende Themen: Kristallgestalten, Gertistbocks, Stichkappen,
Dachausmittlung, kotierte Projektion, Turmuhr, Bahnwirterhaus.

Ans der Sammlung fiir Maschineningenieure: Ankerplatite, Wandkasten,
Kesseluniete, Kugelventil, Kxzenlerstange, Flauschenformstiicke, Gewindearten
filr Befestigungssehranben. Schon an den Mittelschulen wird in Osterrveich die
darstellende Geometrie in weiterem Umfange getrieben als in Deutschland.
Dadurch wird es mbdglich, dem Studierenden bereits im ersten Jahre Aufgaben
vorzulegen, in denen das mathematische Element zu gunsten destechnischen
stark zurlicktritt.

Miinchen, Juli 1912. KarL DOHLEMARN.
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Neue Biicher.

Astronomie,

Hagew, Jon. Geo, 8. J, Die veréinderlichen Sterne. 1. Bd. Geschichtlich-tech-
nischer Teil. 1. Lfg. Die Ausristung des Beobachters. Freiburg i B. 1913,
Herder. M10.—,
Jahresbericht, Astromomischer, begriindet von Warr. F. WisLicests.
Mit Unterstiitzung der astronom. Gesellschaft bearb. im kgl. astronom. Rechen-

Institut zu Berlin. 14. Bd. Die Literatur des J. 1912. Berlin 1913, Reimer.
M 19.—,

Darstellende Geometrie, graphische Methoden.

Frankr, H., Die Umrisse der Kristallfliichen und die Anfertigung von Kristall-
modellen. Stuttgart 1913, Enke. HoL—.
Lupwia, W., Sitze und Definitionen zu den Vorlesungen tiber darstellende
Geometrie an der technischen Hochschule Dresden, Dresden 1913, Dressel.
M —.60.
Ruxce, C., Graphical methods. A course of lectures delivered in Columbia
University, New York, October, 1909, to January, 1910. (Erncst Kempton Adams
fund for physical research, publication No. 4.) New York 1912, Columbia Uni-

versity Press.
S. auch 26.

Mechanik.

Fiscuer, Max, Statik und Festigkeitslehre. Vollstindiger Lehrgang zum Selbst-

studium fir Ingenieure, Techniker und Studierende. 2. Bd.: Berechnung von

statisch bestimmten Fachwerkkonstruktionen. 8.verm. Aufl. Berlin1913, MeuBuer,

M 16.50; geb. 4 18.—.

Marrienssen, Oscar, Die Gesetze des Wasser- und Luftwiderstandes und ihre
Anwendung in der Flugtechnik. Berlin 1913, Springer.

M 5.40; geb, KA 6.—.

Mirrer-Bresuau, Hemwe.,, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und der

Statik der Baukonstruktionen. 4., verm. u. verb. Aufl. Leipzig 1913, Kriner.

M 12.—; geb. in Leinw. 4 14.—.

ScawrxcrEr, Joms., Eisenbahn-Balkenbriicken. Thre Konstruktion und Berech-

nung, nebst 6 zahlenmiBig durchgefihrten Beispielen. Berlin 1913, Springer.
geb. A 4.—.
S. auch 13, 20.

Physik.

Bovws, C. V., Seifenblasen, ihre Entstehung und ihre Farben. Vorlesungen iber
Kapillaritit. Autoris. deutsche Ausg. v. G. Meyer. 2., verm. Aufl. Leipzig 1918.
Barth. M 5. —; geb. K 6.—.
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11. Breuer, Fr., Leitfaden der Physik, Mit besond. Beriicksichtigung von Aufgaben
und Laboratoriumsiibungen. 2. Tl. Fiir die oberen Klassen der Oberrealschulen
und Realgymnasien. 2. verm. Aufl. Leipzig 1918, Teubner.

: Geb. in Leinw. 4 3.20.

12, CawrsEiL, Norvan Roserr, Modern electrical theory. 2nd edition. Cambridge

1913, University Press. 9 8.
13. Ewrer, G., The resistance of the air and aviation. 2nd edition, revised and
enlarged. London 1913, Constable. 42 5.
14. Fieog, Orro, Erdrotation und Lichtfortpflanzung. (Progr.) Berlin 1913, Weid-
mann. M1 —.

156. Fortschritte, Die, der Physik im Jahre 1912. Dargestellt von der deutschen

physikal. Gesellschaft. 68. Jahrg. 2. Abtlg. Elektrizitait und Magnetismus, Op-

tik des gesamten Spektrums, Wirme. Braunschweig 1918, Vieweg & Sohn.
M40, —.

16. Krmmmer, Jon., u. Kansten, B., Lehrbuch der Physik. Zum besond. Gebrauch
fiir technische Lehranstalien, sowie zum Selbststudium. Mit durchgerechneten
Musterbeispielen und Ubungsaufgaben samt Losungen.

17, Scmuster, Arrm., Ergebnisse der Physik wihrend 83 Jahren (1875—1908),
4 Vorlesungen, gehalten an der Universitit Calcutta im Mirz 1908. Autoris.
dentsche Ausgabe von Guido Szivessy. Leipzig 1913, Barth.

M 3.20; geb. A 4.—.

18, Svexva, Heem., Einfiihrung in das physikalische Praktikum. 2. verm. Aufl.
Karlsruhe 1913, Gutsch. geb. in Leinw. 4 3.60.
19. Waars, J. D. vax per, Weiteres zur Zustandsgleichung, Leipzig 1913, Akadem.
Verlagsgesellschaft. M 2.40.
20. Wxemstery, Max B., Die Physik der bewegten Materie und die Relativitits-
theorie. Leipzig 1913, Barth. M 1T.—; geb. A 19.—.

21, Woon, R. W., Researches in physical Optics. With especial reference to the
radiation of electrons. (Frnest Kempton Adame fund for physical research,
publication No. 6.) New York 1913, Columbia University Press.

S. auch 7.

Bechenhilfsmittel. Tafeln.

. Ricnsrpsow, G. W., The slide-rule simplified. Chicago 1813, Clougher. g 1.—.

. Scuuserr, Hermasn, Vierstellige Tafeln und Gegentafeln f. logarithmisches und

trigonometrisches Rechnen, in zwei Farben zusammengestellt. Neue Ausgabe

von Robert HauBner. (Sammlung Goschen Nr. 81.) Berlin und Leipzig 1513,

Gaschen. ' Geb. 4 —.90.
Verschiedenes.

g 9
%]

=

24, DmgeLpry, Frmprice, S8ammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differen-
tial- und Integralrechnung. II. Teil. Aufgdben zur Anwendung der Integral-
rechnung. (Teubners Sammlung Bd. XXXII, 2.) Leipzig u. Berlin 1918, Teubner.
M 12, —; geb. in Leinw. 4 13.—.
Koniessererr, Lro, Die Mathematik eine Geistes- oder Naturwissenschaft?
Festrede. (Sitzungsber. der Heidelberger Akad. der Wiss,, Stiftung Heinrich
Lanz, Mathem.-naturw. Klasee, Abtlg. A. Jahrg. 1913, Nr. 8) Heidelberg 1913,
Winter,
Pyrroscr, Lehrbuch der Mathematik fir die Oberstufe héherer Lehranstalten.
Bielefeld und Leipzig 1913. Velhagen & Klasing.

]
o
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Eingelaufene Schriften.

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelm#fig aufgefiihrt.
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt.]

Bacrrs, Wnim., Ein Beweis des Fermatschen Satzes. Mainz 1913, Druckerei Lehr-
lingshaus. M2 —.

Birzrenern, F., Uber bizentrische Polygone, Steinersche Kreis- und Kugelreihen
und die Erfindung der Inversion. Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. £ 1.20.

Dixeeroey, Fr., Sammlung von Auafgaben zur Anwendung der Differential- und
Integralrechnung, II, 's. N. B. (,,Nene Diicher*) Nr. 24.

Dowau, J., Die Arbeitsmethoden der Mikrochemie, unter besonderer Beriicksich-
tigung der quantitativen Gewichisanalyse. (Handbuch der mikroskopischen
Technik, IX.) Stuttgart 1913, Franckh. M 2.—; geb. A 2.80.

Hexser, Kurr, Zahlentheorie. Berlin und Leipzig 1913, Goschen. M 10.—.

Knograucs, Jomaxnes, Grundlagen der Differentialgeometrie. Leipzig u. Berlin 1918,
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Entwurf einer verallgemeinerten Relativitétstheorie
und einer Theorie der Gravitation.

Von ALBERT EINSTEIN und MARCEL GROSSMANN in Ziirich.

I. Physikalischer Teil.

Von Auserr Eixstrin.

Die im folgenden dargelegte Theorie ist aus der Uberzeugung her-
vorgegangen, daB die Proportionalitit zwischen der trigen und der
schweren Masse der Korper ein exakt giiltiges Nuturgesets sei, das be-
reits in dem Fundamente der theoretischen Physik einen Ausdruck fin-
den miisse. Schon in einigen fritheren Arbeiten®) suchte ich dieser
Uberseugung dadurch Ausdruck zu verleihen, daB ich die schwere auf
die trige Masse zurtickzufithren suchte; dieses Bestreben fiithrte mich
zu der Hypothese, daB ein (unendlich wenig ausgedehntes homogenes)
Schwerefeld sich durch einen Beschleunigungszustand des Bezugssystems
physikalisch vollkommen ersetzen lasse. Anschaulich liBt sich diese
Hypothese so aussprechen: Ein in einem Kasten eingeschlossener Be-
obachter kann auf keine Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend
in einem statischen Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten
in einem von Gravitationsfeldern freien Raume in beschleunigter Bewe-
gung befindet, die durch an dem Kasten angreifende Kriifte aufrecht
erhalten wird (Aquivalenz Hypothese).

DaB das Gesetz der Proportionalitit der trigen und der schweren
Masse jedenfalls mit auBerordentlicher Genauigkeit erfiillt ist, wissen
wir aus einer fundamental wichtigen Untersuchung von E&tvis?), die
auf folgender Uberlegung beruht. Auf einen an der Erdoberfliche ruhen-
den Korper wirkt sowohl die Schwere als auch die von der Drehung
der Erde herrithrende Zentrifugalkraft. Die erste dieser Kriifte ist pro-
portional der schweren, die zweite der trigen Masse. Die Richtung der
Resultierenden dieser beiden Krifte, d. h. die Richtung der scheinbaren
Schwerkraft (Lotrichtung) miifite also von der physikalischen Natur
des ins Auge gefaiten Korpers abhingen, falls die Proportionalitiit der
trigen und schweren Masse nicht erfiillt wiire. Es lieBen sich dann die
scheinbaren Schwerkrifte, welche auf Teile eines heterogenen starren

1) A. Einstein, Ann. d. Physik 4. 35. S, 898; 4. 38.. S. 38553 4. 38. S. 443.

2) B. Eotvis, Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Un-

gam VIII 1880. Wiedemann, Beiblitter XV. S, 688 (1891).
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 6¢2. Band. 1913. Heft 3. 15
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Systems wirken, im allgemeinen nicht zu einer Resultierenden vereinigen;
es bliebe vielmehr im allgemeinen ein Drehmoment der scheinbaren
Schwerkriifte iibrig, das sich beim Aufhiingen des Systems an cinem
- torsionsfreien Faden hitte bemerkbar machen miissen. Indem E&tvés
die Abwesenbeit solcher Drehmomente mit groBer Sorgfalt feststellte,
bewies er, daB das Verhiltnis beider Massen fiir die von ihm untersuchten
Koérper mit solcher Genauigkeit von der Natur des Korpers unabhiingig
war, daB die reclativen Unterschiede die dies Verh#ltnis von Stoff zu Stoff
noch besitzen kénnte, kleiner als ein Zwanzigmilliontel sein mifite.
Beim Zerfall radioaktiver Stoffe werden so bedeutende Fnergie-
mengen abgegeben, daB die Anderung der triigen Masse des Systems,
welche nach der Relativititstheorie jener Energieabnahme entspricht,
gegeniiber der Gesamtmasse nicht sehr klein ist.) Beim Zerfall von
Radium betrigt z. B. jene Abnahme i der Gesamtmasse. Wiirden jenen
Anderungen der triigen Masse nicht Anderungen-der schweren Masse
entsprechen, so miiBten Abweichungen der trigen von der schweren
Masse bestchen, die weit groBer sind, als es die E6tvdsschen Versuche
zulassen. Es muB also als sehr wahrscheinlich betrachtet werden, daf
die Identitit der trigen und der schweren Masse exakt erfiillt ist. Aus
diesen Griinden scheint mir auch die Aquivalenzhypothese, welche die
physikalische Wesengleicheit der schweren mit der triigen Masse aus-
spricht, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit zu besitzen.?)

§ 1. Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes im statischen
Schwerefsld.

Gemif der gewohnlichen Relativititstheorie®) bewegt sich ein krifte-
frei bewegter Punkt nach der Gleichung

(1) 8 {fds} —o| [V~ da* — dy* — d* + *d*} =0

Denn es besagt diese Gleichung nichts anderes, als daB sich der
materielle Punkt geradlinig und gleichformig bewegt. Es ist dies die
Bewegungsgleichung in Form des Hamiltonschen Prinzipes; denn wir
konnen auch setzen
(1a) of [Hat} =0,

wobel

: ds

1) Die Abnahme der trigen Masse, die der abgegebenen Fnergie F entspricht,

~

ist bekanntlich ?

., wemn mit ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet wird.

2) Vgl auch § 7 dieser Arbeit.
8) Vgl. M. Planck, Verh. d. dentsch. phys. Ges. 1906. 8. 136.
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gesetzt ist, falls m die Ruhemasse des materiellen Punktes bedeutet,
Hieraus ergeben sich in bekannter Weise Impuls J,, J , /, und Ener-
gie £ des bewegten Punktes:

y

~

J, —mEH

-=m . ete
s o Yo —gqt'

) )

0H . oH . oH c?

B e 2 gg ¥t P Hemom—y
Diese Darstellungsweise unterscheidet sich von der iiblichen nur
dadurch, daB in letzterer dJ,, J,, J, und E mnoch einen Faktor ¢ auf-
welsen. Da aber ¢ in der gewohnlichen Relativititstheorie konstant ist,
so ist das hier gegebene System dem gewdhnlich gegebenen fiquivalent.
Der einzige Unterschied ist der, daB J und FE anderes Dimensionen be-
sitzen als in der {iblichen Darstellungsweise.

In friiheren Arbeiten habe ich gezeigt, daB die Aquivalenzhypothese
wu der Folgerung fiihrt, daff in einem statischen Gravitationsfelde die
Lichtgeschwindigkeit ¢ vom Gravitationspotential abhingt. Ich gelangte
80 zu der Meinung, daB die gewdhnliche Relativititstheorie nur eine An-
piherung an die Wirklichkeit gebe; sie sollte in dem Grenzfulle gelten,
daB in dem betrachteten Raum-Zeitgebiete keine zu groBe Verschieden-
heiten des Gravitationspotentials auftreten. AuBerdem fand ich als Glei-
chungen der Bewegung eines Massenpunktes in einem sfatischen Gravi-
tationsfelde wieder die Gleichungen (1) bzw. (la); es ist aber dabei ¢
nicht als eine Komnstante, sondern als eine Funktion der Raumkoordi-
naten aufzufassen, die ein MaB fiir das Gravitationspotential darstellt.
Aus (1a) folgen in bekannter Weise die Bewegungsgleichungen

de
3) af mi \__ "o
dt{vr—?} Ve —g*

Man sieht, daB die BewegungsgroBe durch den nimlichen Ausdruck
dargestellt wird wie oben. Uberhaupt gelten fiir den im statischen
Schwerefelde bewegten materiellen Punkt die Gleichungen (2). Die
rechte Seite von (3) stellt die vom Gravitationsfelde auf den Massen-
punkt ausgelibte Kraft &, dar. Fiir den Spezialfall der Ruhe (g =0) ist

dc
R,y=—m~—-
Hieraus erkennt man, daB ¢ die Rolle des Gravitationspotentials spielt.
Aus (2) folgt fiir einen langsam bewegten Punkt

J = 7%

(4) z lc 2
E—me—=12imT

[

15*
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Bei gegebener Geschwindigkeit sind also Impuls und kinetische
Energie der Gr6Be ¢ umgekehrt proportional; anders ausgedriickt: Die
trige Masse, so wie sie in Jmpuls und Energie eingeht, ist ZZ, wohel
m eine fiir den Massenpunkt charakteristische, vom Gravitationspotential
unabhiingige Konstunte bedeutet. Hs palt dies zu Machs kithnem Ge-
danken, daB die Trigheit in einer Wechselwirkung des betrachteten
Massenpunktes mit allen tibrigen ihren Ursprung habe; denn hiufen
wir Massen in der Niihe des betrachteten Massenpunktes an, so ver-

kleinern wir damit das Gravitationspotential ¢, erhdhen also die fiir die
m

Trigheit maBgebende Grifle — -
¢

§ 2. Gleichungen fiir die Bewegung des materiellen Punktes im
beliebigen Schwerefeld. Charakterisierung des letzteren.

Mit der Einfiihrung einer réumlichen Verinderlichkeit der Grife ¢
haben wir den Rahmen der gegenwiirtig als ,Relativititstheorie* be-
zeichneten Theorie durchbrochen; denn es verhilt sich nun der mit ds
bezeichnete Ausdruck orthogonalen linearen Transformationen der Koor-
dinaten gegeniiber nicht mehr als Invariante. Soll also — woran nicht
zu zweifeln ist — das Relativitdtsprinzip aufrecht erhalten werden, so
miissen wir die Relativititstheorie derart verallgemeinern, daB sie die
im vorigen in ihren Elementen angedeutete Theorie des statischen
Schwerefeldes als Spezialfall enthilt.

Fiihren wir ein neues Raum-Zeitsystem K'(2',4/,2,#) ein durch irgend

eine Substitution . ,
L = (x;yy £, t)

y, = :’/' (x; Y, 4, t)

Z=4d (9,2t

) =1 (29,41
und war das Schwerefold im urspriinglichen System K ein statisches, so geht
bei dieser Substitution die Gleichung (1) in eine Gleichung von der Form

01 [ds't =0
iiber, wobel {f S}

ds'® =g, da’® + gae dy* + ... + 2g,5da’dy + ...
gesetzt ist, und die GréBen g,, Funktionen von #, ¥/, 2, ¢’ sind. Setzen
wir z,, ,, &, 7, statt 2, ', ¢, und schreiben wir wieder ds statt ds,
so erhalten die Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes in bezug

auf K’ die Gestalt s {fd‘s} =0, wobei

1/’
") dsz———Zgﬂ,, dz,dz,.
v
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Wir gelangen so zu der Auffassung, daB im allgemeinen Falle
das Gravitationsfeld durch zehn Raum-Zeit-Funktionen

I Ji2 Tis G

921 o2 Jes  Juma

31 G2 Tss s

Gu Ja2 93 Gus

charakterisiert ist, welche sich im Falle der gewdhnlichen Relativi-
titstheorie auf :

(9uv =9y}

—1 0 0 O
0—-1 0 O
0 0-1 0
0 0 O0+4¢

reduzieren, wobel ¢ eine Konstante bedeutet. Dieselbe Art der Dege-
neration zeigh sich beil dem statischen Schwerefelde der vorhin betrach-
teten Art, nur daB bei diesem g,, = ¢? eine Funktion von z,, #,, z, ist.

Die Hamiltonsche Funktion /A hat daher im allgemeinen Fall
den Wert

- d T e = N .
) II:_m(T: = ml/gllx?+'+'+2gmx1x2+ 2018+ G

Die zugehirigen Lagrangeschen Gleichungen

(6) dit (%) - %z 0

ergeben sofort den Ausdruck fiir den Impuls J des Punktes und fiir
die vom Schwerefelde auf ihn ausgetibte Kraft &:

) Jzz_myuil+yu5cz+glss'cs+gu:_m9ud1x+gudﬂcz+ymdxs+gudx.

ds ds ’
dt
E ang“"dm#dx,,
§ = im iy 00 dn s,
z 2 ds.dt -1 22:1:1 ds dt

Ferner ergibt sich fiir die Energie E des Punktes

dx, dx,

hl -BH d A d X
) —E=_(xﬁ+'+')+ﬂ=_m(g41 sz+g4278*+943 7s T9u dt)'

Im Falle der gewdhnlichen Relativitiitstheorie sind nur lineare or-
thogonale Substitutionen zuliissig. Es wird sich zeigen, daB wir fiir die
Einwirkung des Schwerefeldes auf die materiellen Vorginge Gleichun-
gen aufzustellen vermégen, die beliebigen Substitutionen gegeniiber sich
kovariant verhalten.
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Zun#chst kinnen wir aus der Bedeutung, welche ds im Bewegungs-
gesetz des materiellen Punktes spielt, den Schlufl ziehen, daB ds eie
absolute Invariante (Skalar) sein muB; hicraus ergibt sich, daB die
GroBen g,, einen kovarianten Tensor zweiten Ranges bilden?), den
wir als den kovarianten Fundamentaltensor bezeichnen. Dieser bestimmt
das Schwerefeld. Es ergibt sich ferner aus (7) und (9), daB Impuls und
Energie des materiellen Punktes zusammen einen kovarianten Tensor
ersten Ranges, d. h. einen kovarianten Vektor bilden.?)

§ 3. Bedeutung des Fundamertaltensors der g, filr die Messung von
Raum und Zeit.

Aus dem Fritheren kann man schon entnehmen, daf zwischen den
Raum-Zeit-Koordinaten 2, #3, %, z, und den mittelst MaBstiben und
[Jhren zu erhaltenden MeBergebnissen keine so einfachen Beziehungen
bestehen kdnnen, wie in der alten Relativititstheorie. Es ergab sich
dies bezliglich der Zeit schon beim statischen Schwerefelde.”) Es erhebt
gich deshalb die Frage nach der physikalischen Bedeutung (prinzipiellen
MeBbarkeit) der Koordinaten z,, x,, 2, z,.

Hierzu bemerken wir, dufl ds als invariantes MaB fiir den Abstand
zweler unendlich benachbarter Raumzeitpunkte aufzufassen ist. Es muB
daher ds auch eine vom gewihlten Bezugssystem unabhiingige physi-
kalische Bedeutung zukommen. Wir nehmen an, ds sei der ,natiirlich
gemessene” Abstand beider Raumzeitpunkte und wollen darunter fol-
gendes verstehen.

Die unmittelbare Nachbarschaft des Punktes (z, #,, x;, ,) wird be-
ziiglich des Koordinatensysteins durch die infinitesimalen Variabeln dz,
dz,, dz;, dz, bestimmt. Wir denken uns statt dieser durch einc lineare
Transformation neue Variable d§,, d&,, d&, dE, eingefiihrt, derart, daB

ds'= dg + dE + 4 — 4

wird. Bei dieser Transformation sind die g,, als Konstanten zu be-
trachten; der reelle Kegel ds?= 0 erscheint auf seine Hauptachsen be-
zogen. In diesem elementaren d&-System gilt dann die gewdhnliche
Relativitidtstheorie, und es sei in diesem System die physikalische Be-
deutung von Lingen und Zeiten dieselbe wie in der gewohnlichen Re-
lativitiitstheorie, d. h. ds? ist das Quadrat des vierdimensionalen Abstan-
des beider unendlich benachharter Raumzeitpunkte, gemessen mittelst
eines im d&-System nicht beschleunigten starren Kérpers und mittelst
relativ zu diesem ruhend angeordneter HKinheitsmaBstibe und Uhren.

1) Vgl I Teil, § 1. 2) Vgl IL Teil, § 1.
3) Vgl 2. B. A, Einstein, Ann. d. Phys. 4. 85. S, 9031,
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Man sieht hieraus, daB bei gegebenen dxz,, dzy, dz,, dx, der zu
diesen Differentialen gehdrige natiirliche Abstand nur dann ermittelt
werden kann, wenn die das Gravitationsfeld bestimmenden Gréfen g, ,
bekannt sind. Man kann dies auch so ausdriicken: Das Gravitationsfeld
beeinfluft die MeBksrper und Uhren in bestimmter Weise.

Aus der Fundamentalgleichung

ds? =2y, ,dx, dz,
i
sicht man, daB es zur Festlegung der physikalischen Dimension der
GriBen g,, und z, noch einer Festsetzung bedarf. Der Gréfe ds kommt
die Dimension einer Linge zu. Wir wollen die z, ebenfalls als Liingen
ansehen (auch x,), den GroBen g,, also keine physikalische Dimension
zuschreiben.

§ 4 Bewegung kontinuierlich verteilter inkohéirenter Massen im
beliebigen Schwerefeld.

Zur Ableitung des Bewegungsgesetzes kontinuierlich verteilter in-
kohirenter Massen berechnen wir Impuls und ponderomotorische Kraft
pro Volumeneinheit und wenden hierauf den Impulssatz an.

Dazu haben wir zunichst das dreidimensionale Volumen ¥ unseres
Massenpunktes zu berechnen. Wir betrachten ein unendlich kleines (vier-
dimensionales) Stiick des Ruaumszeitfadens unseres materiellen Punktes.

Sein Volumen ist
ffffdxxdxzdxadx4= Vidt.

Fithren wir statt der dz die natiirlichen Differentiale d§ ein, wo-
bel der MeBkOrper als gegen den materiellen Punkt ruhend angenom-
men wird, so haben wir '

fffd§1d§2d;§3= v,

wu setzen, d. h, gleich dem ,Ruhvolumen“ des materiellen Punktes.

Ferner haben wir
Jag, = as,

wo ds dieselbe Bedeutung bat wie oben.
Sind die dz mit den d£ verbunden durch die Substitution

dr,= oZ’oeMdEg,

80 hat man

, dz,, dz,, dz,, dzx,
[[ [ [imninan= [ [ [ [ iz aanana
oder Vit — Vyds - | e
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Da aber
=gg”,dxﬂdx, i%ﬂgm%amds db, = did + dE + dEt — 48
ist, 8o besteht zwischen der Determinante
g = Ig‘uv , ?
d. h. der Diskriminante der quadratischen Differentialform ds® und der
Substitutionsdeterminante | ey, | die Beziehung
g (lego)'=—1,
1
Opg| —= —F/—=*
(o] V—y
Man erhilt also fiir ¥ die Beziehung

Vit = Vyds - - -
V—4g

Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (7), (8) und (9), wenn man 717"
4

durch g, ersetzt,
dz, dzx,

J, v

Tr%z_goi*gzglvﬂ ds ?

£ dz, dz,
- ?='_90V— Zg/iv ds  ds’

Yagﬂv d"‘v# i v
ds

8=z
TV Xy

uv

Wir bemerken, daf
dz, dz,

‘“
@ =@ g5 " ds
ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges beziiglich beliebiger Sub-
stitutionen ist. Man vermutet aus dem Vorhergehenden, daB der Impuls-
Energiesatz dic Form haben wird:
9,”

(10) Z aaw (" G- Gou @Hw) —2 V—— g- 3z, =0. (6=1%54

Die ersten drei dieser Gleichungen (¢ =1, 2, 3) driicken den Im-
pulssatz, die letzte (¢ — 4) den Energiesatz aus. Es erwecist sich in der
Tat, daB diese Gleichungen beliebigen Substitutionen gegeniiber ko-
variant sind.!) Ferner lassen sich die Bewegungsgleichungen des mate-
riellen Punktes, von denen wir ausgegangen sind, aus diesen (leichungen
durch Integration iiber den Stromfaden wieder ableiten.

1) Vgl. IL Teil, § 4, Nr. 1.
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Den Tensor ®,, nennen wir den (kontravarianten) Spannungs-
Energietensor der materiellen Strémung. Der Gleichung (10)
schreiben wir einen Giltigkeitsbereich zu, der iiber den speziellen Fall
der Stromung inkohirenter Massen weit hinausgeht. Die Gleichung
stellt allgemein die Emnergiebilanz zwischen dem Gravitationsfelde und
einem beliebigen materiellen Vorgang dar; nur ist fir ©,, der dem jJe-
weilen betrachteten materiellen System entsprechende Spannungs-Energie-
tensor einzusetzen. Die erste Summe in der Gleichung enthélt die ort-
lichen Ableitungen der Spannungen bzw. Energiestromdichte und die
zeitlichen Ableitungen der Impuls- bzw. Energiedichte; die zweite Summe
ist eln Ausdruck fiir die Wirkungen, welche vom Schwerefelde anf den
materiellen Vorgang iibertragen werden.

§ 5. Die Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes.

Nachdem wir die Impuls-Energiegleichung fiir die materiellen Vor-
ginge (mechanische, elektrische und andere Vorginge) mit bezug auf
das Gravitationsfeld aufgestellt haben, bleibt uns noch folgende Auf-
gabe. Es sei der Temsor ®,, fiir den materiellen Vorgang gegeben.
Welches sind die Differentialgleichungen, welche die GréBen g, d. h.
das Schwerefeld zu bestimmen gestatten? Wir suchen mit anderen
Worten die Verallgemeinerung der Poissonschen Gleichung

Ap = 4xnko.

Zur Lsung dieser Aufgabe haben wir keine so vollkommen zwang-
liufige Methode gefunden, wie fiir die Losung des vorhin behandelten
Problems. Fs war nitig, einige Annahmen einzufiihren, deren Richtig-
keit zwar plausibel erscheint, aber doch nicht evident ist.

Die gesuchte Verallgemeinerung wird wohl von der Form sein

(11) %0, =TI

uv

wo x eine Konstante, I',, ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
ist, der durch Differentialoperationen aus dem Fundamentaltensor g, ,
hervorgeht. Dem Newton-Poissonschen Gesetz entsprechend wird
man geneigt sein zu fordern, daB diese Gleichungen (11) zweiter Ord-
nung sein sollen. Xs muB aber hervorgehoben werden, dall es sich als
uumdglich erweist, unter dieser Voraussetzung einen Differentialausdruck
I',, 7u finden, der eine Verallgemeinerung von A¢ ist, und sich be-
liebigen Transformationen gegeniiber als Tensor erweist.!) A priori
kann allerdings nicht in Abrede gestellt werden, dab die endgiiltigen,
genauen Gleichungen der Gravitation von hoherer als zweiter Ordnung

sein konnten. Es besteht daher immer noch die Muoglichkeit, daB die

1) Vgl IL Teil, § 4, Nr. 2.
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vollkommen exakten Differentialgleichungen der Gravitation beliebigen
Substitutionen gegentiber kovariant sein konnten. Der Versuch einer
Diskussion derartiger Moglichkeiten wire aber bei dem gegenwirtigen
Stande unserer Kenntnis der physikalischen Eigenschaften des Gravi-
tationsfeldes verfritht. Deshalb ist fiir uns die Beschrinkung auf die
zweite Ordnung geboten und wir miissen daher darauf verzichten, Gravi-
tationsgleichungen aufzustellen, die sich beliebigen Transformationen
gegeniiber als kovariant erweisen. Es ist iibrigens hervorzuheben, daf
wir keinerlei Anhaltspunkte fiir eine allgemeine Kovarianz der Gravi-
tationsgleichungen haben.')

Der Laplacesche Skalar 4 ¢ ergibt sich aus dem Skalar ¢, indem
man von diesem die Erweilernng (den Gradienten), und dann von
diesem den inneren Operator (die Divergenz) bildet. Beide Operationen
kann man derart verallgemeinern, daB sie an jedem Tensor von beliebig
hohem Rang ausgefiihrt werden kOnnen, und zwar unter Zulassung
beliebiger Substitutionen der Grundvariabeln.?) Aber es degenerieren
diese Operationen, wenn sie an dem IFundamentaltensor g,, ausgefiihrt
werden.) s scheint darans hervorzugehen, daB die gesuchten Glei-
chungen nur beziiglich einer gewissen Gruppe von Transformationen
kovariant sein werden, welche Gruppe uns aber vorldvfig unbekannt ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es mit Riicksicht auf die alte Hela-
tivititstheorie natiirlich, anzunehmen, daB in der gesuchten Trans-
formationsgruppe die linearen Transformationen enthalten
seien. Wir fordern also, daB I',, ein Tensor beziiglich beliebiger
linearer Transformationen sein soll.

Man beweist nun leicht (durch Ausfithrung der Transformation)
die folgenden Sitze:

1. Ist @aﬁ_._,_ ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist

Ey i@“ﬁ'v“i
e w9,

ein kontravarianter Tensor vom Range n - 1 beziiglich linearer Trans-
formationen (Erweiterung).?)
2. Ist @,,..., ein kontravarianter Tensor vom Range n beziiglich
linearer Transformationen, so ist
POz

ox
) i

1) Vgl hierzu noch die am Anfinge des § 6 gegebenen Uberlegungen.
2) II. Teil, § 2. 3) Vgl. die Anm. auf 8. 28 im IL Teil, § .
4) y,, st derzu g, reziproke kontravariante Tensor (II. Teil, § 1),
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ein kontravarianter Tensor vom Range n — 1 beziiglich linearer Trans-
formationen (Divergenz).

Fihrt man an einem Tensor der Reihe nach diese beiden Opera-
tionen aus, so erhiilt man einen Tensor, der wiederum vom gleichen
Range ist, wie der urspriingliche (Operation , an cinem Tensor vor-
genommen), Fir den Fundamental-Tensor p,, erhilt man

b OF
® Dlaea (ver 30,
al
DaB dieser Operator mit dem Laplaceschen Operator verwandt

ist, erkennt man ferner durch folgende Betrachtung. In der Relativi-
titstheorie (Fehlen des Gravitationsfeldes), wire zu setzen

Ju=09u=9gs=—1, gu=r< gM:O, fiir w + v;
also )
Yu =7 ="V =—1, Vi = 2 Yy =0, flir p==v.

Ist ein Gravitationsfeld vorhanden, welches geniigend schwach ist,
d. h. unterscheiden sich die g,, und p,, von den soecben angegebenen
Werten nur unendlich wenig, so erhilt man an Stelle des Ausdruckes
(a) unter Vernachlissigung der Glieder vom zweiten Grade

— (827!11 + PPy | PV 1 827’4”)
oxi 0 x} 0 &3 ¢t o}

Ist das Feld ein statisches und nur g, variabel, so kommen wir
also auf den Fall der Newtonschen Gravitationstheorie, falls wir den
gebildeten Ausdruck bis auf eine Konstante fiir die GroBe I',, setzen.

Man kénnte demnach denken, es miisse der Ausdruck (a) bis auf
einen konstanten Faktor bereits die gesuchte Verallgemeinerung von
4yp sein. Dies wiire aber ein Irrtum; denn es kinnten neben jenem
Ausdruck noch solche Terme in einer derartigen Verallgemeinerung
auftreten, die selbst Tensoren sind und bei Durchfiihrung der eben an-
gefihrten Vernachlissigungen verschwinden. Hs tritt dies immer dann
ein, wenn zwei erste Ableitungen der g,, bzw. y,, miteinander multi-
pliziert erscheinen. So ist z. B.

09y 8 37&

= oz, Ox,
ein kovarianter Tensor zweiten Ranges (gegeniiber linearen Transfor-
mationen); derselbe wird unendlich klein zweiter Ordnung, wenn die
Groben gop und 7., von Konstanten nur um Unendlich-Kleine erster
Ordnung abweichen. Wir miissen daher zulassen, daB in I',, neben (a)
noch andere Terme auftreten, die vorliufig nur die Bedingung erfiillen
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miissen, daB sie zusammen linearen Transformationen gegeniiber Tensor-
charakter besitzen miissen.

Zur Auffindung dieser Terme dient uns der Impulsenergiesats.
Damit die benutzte Methode klar hervortrete, will ich sie zunichst an
einem allgemein bekannten Beispiel anwenden.

In der Elektrostatik ist —? 2,0 die »** Komponente des pro
Volumeneinheit auf die Materie ubertragenen Impulses, falls ¢ das elek-
trostatische Potential, ¢ die elektrische Dichte bedeutet. Hs ist eine
Differentialgleichung fiir ¢ gesucht, derart, daB der Impulssatz stets
erfilllt ist. Es ist wohlbekannt, daB die Gleichung

die Aufgabe 16st. DaB der Impulssatz erfiillt ist, geht hervor aus der
Identitit

o (op O 9 (1 397’)*990 e 09
2 o, (3:8,3.70 ) iz, (72(§a> Y ax;ff (_ ax,’"’)'
“ u L
Wenn also der Impulssatz erfiillt ist, muB fiir jedes » eine iden-
tische Gleichuno' von folgendem Bau existieren: Auf der rechten Seite

steht — bm_ multipliziert mit der linken Seite der Differentialgleichung, auf
der linken Seite der Identitit steht eine Summe von Differentialquotienten.

Wire die Differentialgleichung fiir ¢ noch nicht bekannt, so lieBe
sich das Problem von deren Auffindung auf dasjenige der Auffindung jener
identischen Gleichung zuriickfithren. Es ist nun fiir uns die Erkenntnis
weosentlich, dafl jene Identitit sich ableiten liBt, wenn einer der in
ihr auftretenden Terme bekannt ist. Man hat nichts weiteres zu
tun, als die Regel von der Differentiation eiues Produktes in den Formen

o, (u v) = U Rry Bx
und uﬁia(v)_aiv
oz, dx, ox
wiederholt anzuwenden und schlieBlich die Glieder, welche Differential-
quotienten sind, auf die linke Seite, die {ibrigen auf die rechte Seite
zu stellen. Geht man z. B. von dem ersten Glied der obigen Identitit

aus, 80 erhilt man der Reihe nach
2837 (2%55:;) - 82:; ax2 +2 8:1:,,8.7:
“
=2:, : axﬂ ot { 2(::) b

M
woraus durch Anordnen die obige Identlta,t hervorgeht.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(12)

1. Physikalischer Teil. Von Aiserr Einstmin. 237

Wir wenden uns nun unserem Problem wieder zu. Aus Gleichung

(10) geht hervor, dal
2 \ . ag Ly
2 V ‘l v’ (0=1,2,3,4)

der pro Volumeneinheit auf die Materie vom Gravitationsfeld iiber-
tragene Impuls (bzw. Energie) ist. Damit der Energio-Impulssatz er-
filllt sei, miissen die Differentialausdriicke I',, der FundamentalgréBen
7., Welche in die Gravitationsgleichungen

| ¥ 0,=1I,

ny

eingehen, so gewihlt werden, daB

O9uv
QuZV’ q glu fL‘V

sich derart umformen 148t, daB er als Summe von Differentialquotienten
erscheint. Es ist andererseits bekannt, daB in dem fir I, zu suchen-
den Ausdruck der Term (a) erscheint. Die gesuchte identische Gleichung
ist also von folgender Gestalt:

Summe von Differentialquotienten

- B )

+ weitere Glieder, die bei Bildung der ersten Anniherung Wegfallen.}

Hierdureh ist die gesuchte Identitit eindeutig bestimmt; bildet man
sie nach dem angedeuteten Verfahren?), so erhilt man:

b D1eq 90 07,4 99,
Eﬁ,(v §-Vas 3-’22 m,) 28&: (V g ?“ﬂixﬁ 0.71:9)

rxp‘f@ af zg
89,”{ ( %4y 0V7 0%y
=~ D>V—yg- yuﬂ-" g- ) — D Vasfrg gt
2 2]/ R awﬂ a; 0%, 0%,
¢4 0744 09,07
41 Dt Gt G D gt 5]
(zp"tg a[f'zg

Der in der geschweiften Klammer der rechten Seite stehende Aus-
druck I',, ist demnach der von uns gesuchte Tensor, der in die Gravi-
tationsgleichungen %@ . —T

eintritt. Um diese Gleichungen besser iiberblicken zu konnen, fithren
wir folgende Abkiirzungen ein:

Bg,g a}’ agt a)’
(13) —2% 0;17“‘2(7&;47‘31/ a‘;a - 12}’#17}&{? awg a;q>

afBto
1) Vgl. II. Teil, § 4, Nr. 3.
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¥4, sel alg ,kontravarianter Spannungs-Energietensor des
Gravitationsfeldes® bezeichnet. Den zu ihm reziproken kovarianten
Tensor bezeichnen wir mit #,,; es ist also

aaaay 0820 072g
(14:) —2% t#v—‘Z( ¢ ;q[uvya(s’a‘,ze a; )

epze

Ebenfalls zur Abkiirzung fithren wir folgende Bezeichnungen ein
fir Differentialoperationen, ausgefiihrt an den Fundamentaltensoren
p bzw. g:

1 a — ay[uv ay/‘tayyg
1) 4,) =2 = g, (PesV =0 522) = vustng i 00

‘ apzg
bzw.
ag“ Y 5_(}!” 0 ve
(46 D) 2 V= (VW 7 axg)— Vaplee G, G2,
i apgTE

Jeder dieser Operatoren liefert wieder einen Tensor der gleichen
Art (beziigl. linearer I'ransformationen).

Bei Verwendung dieser Abkiirzungen nimmt die Identitit (12) die
Form an:

(123)2;72:{1/*9'90#‘”0#7} -ZV g- g”{—d,”("/)ﬂﬂ,”},
<
oder auch
<12b)2 V=g et = 1 V0 P DG )
<

Schreiben wir die Erhaltungsgleichung (10) ‘der Materie und die
Erhaltungsgleichung (12a) fiir das Gravitationsfeld in der Form

(10) Z’a%(yfg.gm.@w)_fzv - ag,” -
2%(15_9'9”-&”)__21[51 9uv, o »

(12¢) “ 5
= 2."’ EV 75% 17x% (}J);

so erkennf man, daB der Spannungs-Energie-Tensor &, des Gravitations-
feldes in den Erhaltungssatz fiir das Gravitationsfeld genau ebenso ein-
tritt, wie der Tensor &, des materiellen Vorganges in den Erhaltungs-
satz fiir diesen Vorgang, ein bemerkenswerter Umstand bei der Ver-
schiedenheit der Ableitungen beider Sitze.
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Aus der Gleichung (12a) folgt als Ausdruck fiir den Differential-
tengor, der in die Gravitationsgleichungen eingeht

(17) Fuv = A/Lv(y) — %
Die Gravitationsgleichungen (11) lauten also
(18) A#v(y) = x(@luv + /ﬁ“uv)‘

Diese Gleichungen erfiillen eine Forderung, die unseres Erachtens
an eine Relativitiitstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden
mu; sie zeigen nimlich, daB der Tensor &#,, des Gravitationsfeldes in
gleicher Weise felderregend auftritt, wie der Tensor ®,, der materiellen
Vorgiinge. Kine Ausnahmestellung der Gravitationsenergic gegentiber
allen anderen Energiearten wiirde ja zu unhaltbaren Konsequenzen fiihren.

Durch Addition der Gleichungen (10) und (12a) findet man mit
Ricksicht auf die Gleichung (18)

(19) Ay [V g: ga,u<@luv_r 8/41)} (6=1234

PE;

Hieraus ersieht man, daf fir Materie und Gravitations-
feld zusammen die Erhaltungssitze gelten.

Bei der bisher gegebenen Darstellung haben wir die kontravarianten
Tensoren bevorzugt, weil sich der kontravariante Spannungsenergie-
tensor der Strémung inkohiirenter Massen in besonders einfacher Weise
ausdriicken 14Bt. Indessen kounnen wir die gewonnenen Fundamental-
beziehungen ebenso einfach unter Benutzung kovarianter Tensoren aus-
driicken. Statt @,, haben wir dann 7', —nggyﬂ, «p als Spannungs-

Energietensor des materiellen Vorganges Luurunde zu legen. Statt
Gleichung (10) erhalten wir durch gliedweise Umformung

(20) 23 V=92, Tuo) +1 ngjy. v = 0.

Aus dieser Gleichung und (16) folgt, daB die Gleichungen des Gravi-
tationsfeldes auch in der Form

(21) — D, (9) ==, +T,,)
geschriehen werden kinnen, welche Gleichungen auch direkt aus (18)
abgeleitet werden konnen. Analog (19) besteht die Beziehung

<22) 2 a%{“/:‘g 7p4v(Tov + tav)} =0.

§ 6. EinfluB des Gravitationsfeldes auf physikalische Vorginge, speziell
auf die elektromagnetischen Vorginge.

Weil bei jeglicheru physikalischen Vorgang Impuls und Energie
eine Rolle spielen, diese letzteren aber ihrerseits das Gravitationsfeld
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bestimmen und von ithm becinflut werden, miissen die das Schwerefeld
bestimmenden GroBen g,, in allen physikalischen Gleichungssystemen
auftreten. So haben wir gesehen, daB die Bewegung des materiellen
Punktes durch die Gleichung

o{ fds} =0

bestimmt ist, wobei
as’ = ng dz,2z,.
mv

ds ist eine Invariante beliebigen Substitutionen gegeniiber. Die ge-
suchten Gleichungen, welche den Ablauf irgend eines physikalischen
Vorganges bestimmen, miissen nun so gebaut sein, daB die Invarianz
von ds die Kovarianz des betreffenden Gleichungssystems zur Folge hat.

Bei der Verfolgung dieser allgemeinen Aufgaben stolen wir aber
zuniichst auf eine prinzipielle Schwierigkeit. Wir wissen nicht, beziig-
lich welcher Gruppe von Transformationen die gesuchten Gleichungen kova-
riant sein miissen. Am natiirlichsten erscheint es zuniichst, zu verlangen, daB
die Gleichungssysteme beliebigen Transformationen gegeniiber kova-
riant sein sollen. Dem steht aber entgegen, dafl die von uns aufgesteliten
Gleichungen des Gravitationsfeldes diese Eigenschaft nicht besitzen. Wir
haben fir die Gravitationsgleichungen nur beweisen konnen, daB sie
beliebigen linearen Transformationen gegeniiber kovariant sind; wir
wissen aber nicht, ob es eine allgemeine Transformationsgruppe gibt,
der gegeniiber die Gleichungen kovariant sind. Die Frage nach der
Hxistenz einer derartigen Gruppe fiir das Gleichungssystem (18) bzw. (21)
ist die wichtigste, welche sich an die hier gegebenen Ausfiihrungen an-
kniipft. Jedenfalls sind wir bei dem gegenwirtigen Stande der Theorie
nicht berechtigt, die Kovarianz physikalischer Gleichungen beliebigen
Substitutionen gegeniiber zu fordern.

Anderseits aber haben wir gesehen, daB sich eine Energie-Impuls-
Bilanzgleichung fiir materielle Vorginge hat aufstellen lassen (§ 4, Glei-
chung 10), welche beliebige Transformationen gestattet. Es scheint des-
halb doch natiirlich, wenn wir voraussetzen, dafl alle physikalischen
Gleichungssysteme mit AusschluB der Gravitationsgleichungen so zu for-
mulieren sind, daB sie beliebigen Substitutionen gegeniiber kovariant sind.
Die diesbeziigliche Ausnahmestellung der Gravitationsgleichungen ge-
geniiber allen anderen Systemen hingt nach meiner Meinung damit zu-
sammen, daB nur erstere zweite Ableitungen der Komponenten des Fun-
damentaltensors enthalten diirften.

Die Aufstellung derartiger Gleichungssysteme erfordert die Hilfs-
mittel der verallgemeinerten Vektoranalysis, wie sie im IL Teil darge-
stellt 1st.
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Wir beschrinken uns hier darauf, anzugeben, wie man auf diesem
Wege die elektromagnetischen Feldgleichungen fiir das Vakuum ge-
wimt.') Wir gehen davon aus, daB die elektrische Ladung als etwas
mverinderliches anzusehen ist. Kin unendlich kleiner, beliebig bewegter
Kérper habe die Ladung e und fiir einen mitbewegten Kérper das Vo-

lumen ¢ ¥, (Ruhvolumen). Wir definieren TCV_Z 9, als die wahre
0 R
Dichte der Elektrizitéit; diese ist ihrer Definition nach ein Skalar. Es
ist daher Az,
R (v=1,231

em kontravarianter Vierervektor, den wir umformen, indem wir die
Dichte ¢ der Elektrizitit, aufs Koordinatensystem bezogen, durch die
Gleichung 0,dV,— 0dV
definieren. Unter Benutzung der Gleichung

dVyds=V —g-dV-dt

des § 4 erhdlt man
dz, 1 dxy

’ Qo ds V:Tq 0 dt !
d. h. den kontravarianten Vektor der elektrischen Stromung.
Das elektromagnetische Feld fithren wir zuriick auf einen speziellen,

kontravarianten Tensor zweiten Ranges ¢,  (einen Sechservektor) und
bilden den ,dualen” kontravarianten Tensor zweiten Ranges (p:w nach

der Methode, die im II. Teil, § 3, auseinandergesetzt ist (Formel 42).
Die Divergenz eines speziellen kontravarianten Temsors zweiten Ranges
ist nach Formel 40 des II Teiles, § 3

71_; zaimy (V—“} - 'P,u)'

Als Verallgemeinerung der Maxwell-Lorentzschen Feldgleichun-
gen setzen wir die Gleichungen an

79 0 - dxu =
®) SO g =, o= any
(24) >oV=9-9.)-0,

deren Kovarianz demnach evident ist. Setzen wir

ﬁigr' Poz = Dys V—‘Tq 2 'by’ V—"—g c e =9,

ng‘ Pu=—C, V“vg Pu=—C, V_ g- pu——C,

1) Vgl 7hierzu auch die anf §. 23 zitierte Abhandlung von Kottler, § 3.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Hoft 8. 16
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und dm,ﬂ

L
so nimmt das Gleichungssystem (23) in ausfiibrlicher Schreibweise die
Form an

— Uy,

99, _ 0% _ G, _
oy 0z dt ~ U=

o€, acy
ax + + == ;
welche Gleichungen bis auf dle Wahl der Finheiten mit dem ersten

Maxwellschen System iibereinstimmen, Fiir die Bildung des zweiten
Systems ist zuniichst zu beachten, daB zu den Komponenten

@z; @yr '@z)‘— @z’ - (s;yi - @s

von V—9-9,
die Komponenten

- @z} - ®y7 - @n '@u @y! @z
der Erginzung f,, gehoren (IL Teil, § 3, Formeln 41a). Fiir den
Fall des Fehlens des Gravitationsfeldes ergibt sich hieraus das zweite
System, d. h. Gleichung (24) in der Form

56, 139,
ot e =0

109, 109 195 _
e 9z ¢ 9t ¢ e
Damit ist erwiesen, dabl die aufgestellten Gleichungen wirklich eine

Verallgemeinerung derjenigen der gewGhnlichen Relativititstheorie bilden.

§ 7. Kann das Gravitationsfeld anf einen Skalar zurickgefiihrt werden?

- Bei der unleugbaren Kompliziertheit der hier vertretenen Theorie
der Gravitation miissen wir uns ernstlich fragen, ob nicht die bisher
ausschlieBlich vertretene Auffassung, nach welcher das Gravitationsfeld
auf einen Skalar @ zuriickgefithrt wird, die einzig naheliegende und be
rechtigte sei. Ich will kura darlegen, warum wir diese Frage verneinen
zu miissen glauben.

Es bietet sich bei Charakterisierung des Gravitationsfeldes durch
einen Skalar ein Weg dar, welcher dem im Vorhergehenden eingeschla
genen ganz analog ist. Man setzt als Bewegungsgleichung des mate-
riellen Punktes in Hamiltonscher Form an

8 {[ods} =0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



I. Physikalischer Teil. Von Avserr Eivstriw. 943

wobei ds das vierdimensionale Linienelement der gewdhnlichen Rela-
tivititstheorie und @ ein Skalar ist, und geht dann ganz analog vor
wie im Vorhergehenden, ohne die gewihnliche Relativititstheorie ver-
Jassen zu miissen.

Auch hier ist der materielle Vorgang beliebiger Art durch einen
Spannungs-Energie-Tensor 7',, charakterisiert. Aber es 1st bei dieser
Auffassung ein Skalar maBgebend fiir die Wechselwirkung zwischen
Giravitationsfeld und materiellem Vorgang. Dieser Skalar kann, worauf
mich Herr Laue aufmerksam machte, nur

zmm=P
13

sein, den ich als den ,liaueschen Skalar bezeichnen will!). Daun
kann man dem Satz von der Aquivalenz der triigen und der schweren
Masse auch hier bis zu einem gewissen Grade gerecht werden. Herr
Laue wies mich nimlich darauf hin, daB fiir ein abgeschlossenes System

SPaV — [T,dx

ist. Hieraus ersieht man, das fiir die Schwere eines abgeschlossenen
Systems auch nach dieser Auffassung seine Gesamtenergie maBgebend ist.

Die Schwere nicht abgeschlossener Systeme wiirde aber von den
orthogonalen Spannungen 7, usw. abhingen, denen das System unter-
worfen ist. Daraus entstehen Konsequenzen, die mir unannehmbar er-
scheinen, wie an dem Beispicl der Hohlraumstrahlung gezeigt werden soll.

Fiir die Strahlung im Vakuum verschwindet bekanntlich der Skalar
P. Ist die Strahlung in einem masselosen spiegelnden Kasten einge-
schlossen, so erfahren deren Winde Zugspannungen, die bewirken, daB
dem System, — als Ganzes genommen — eine schwere Masse der
zukommt, die der Energie F der Strahlung entspricht.

Statt nun aber die Strahlung in einen Hohlkasten einzuschlieBen,
denke ich mir dieselbe begrenzt
1 5 1. durch die spiegelnden Winde eines festangeordneten

W, Schachtes 8,

‘ 2. durch zwei vertikal verschiebbare spiegelnde Winde
W, und W,, welche durch cinen Stab fest mitein-
ander verbunden sind.

In diesem Falle betrigt die schwere Masse| Pdz
Wy des beweglichen Systems nur den dritten Teil des

! Wertes, der bel einem als Ganzes beweglichen Kasten
| auftritt. Man wiirde also zum Emporheben der Strah-

1) Vgl IL. Teil, § 1, letate Formel.
16*
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lung entgegen einem Schwerefelde nur den dritten Teil der Arbeit auf-
wenden miissen als in dem vorhin betrachteten Falle, daB die Strahlung
in einem Kasten eingeschlossen ist. Dies erscheint mir unannehmbar.

Iech muB freilich zugeben, daB fiir mich das wirksamste Argument
dafiir, daB eine derartige Theorie zu verwerfen sei, auf der Uberzengung
beraht, daB die Relativitit nicht nur orthogonalen linearen Substitutio-
nen gegeniiber besteht, sondern einer viel weiteren Substitutionsgruppe
gegeniiber. Aber wir sind schon deshalb nicht berechtigt, dieses Argu-
ment geltend zu machen, weil wir nicht imstande waren, die (allge-
meinste) Substitutionsgruppe ausfindig zu machen, welche zu unseren
Gravitationsgleichungen gehort.

II. Mathematischer Teil.

Von Marcer GRossMANKN.

Die mathematischen Hilfsmittel fiir die Entwicklung der Vektor-
analysis eines (ravitationsfeldes, das durch die Invarianz des Linien-
elementes ds*— ¥y, dz,dz,

v
charakterisiert ist, gehen zurtick auf die fundamentale Abhandlung von
Christoffel?) tiber die Transformation der guadratischen Differential-
formen. Riceiund Levi-Civita®) haben, ausgehend von den Christoffel-
schen Resultaten, ihre Methoden der absoluten, d. h. vom Koordinaten-
gystem unabhiingigen Differentialrechnung entwickelt, die gestaiten, den
Differentialgleichungen der mathematischen Physik eine invariante Form
zu geben. Da aber die Vektoranalysis des auf beliebige krummlinige
Koordinaten bezogenen euklidischen Raumes formal identisch ist mit
der Vektoranalysis einer beliebigen, durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit, so bietet es keine Schwierigkeiten, die vektoranalyt:
schen Begriffsbildungen, wie sie in den letzten Jahren von Minkowski,
Sommerfeld, Laue u. a. fiir die Relativititstheorie entwickelt worden
sind, auszudehnen auf die vorstehende allgemeine Theoric von Einstein.

Die allgemeine Vektoranalysis, die man so erhilt, erweist sich
bei einiger Ubung als ebenso einfach zu handhaben, wie die spezielle
des drei- oder vierdimensionalen euklidischen Raumes; ja die groBere
Allgemeinheit ihrer Begriffsbildungen verleiht ihr eine Ubersichtlichkeit,
die dem Spezialfall hiufig genug abgeht.

1) Christoffel, Uber die Transformation der homogenen Differentialaus-
driicke zweiten Grades, J. f. Math. 70 (1869), S. 46.

2) Ricei et Levi-Civita, Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs
applications, Math. Ann. 54 (1901), 8. 125.
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Die Theorie der speziellen Tensoren (§ 3) ist in einer wihrend
des Entstehens dieser Arbeit erschienenen Abhandlung von Kottler?)
vollstiindig behandelt worden und zwar, was im allgemeinen Falle nicht
moglich ist, auf Grund der Theorie der Integralformen.

Da sich an die Gravitationstheorie von Einstein, insbesondere
aber an das Problem der Differentialgleichungen des Gravitationsfeldes,
eingehendere mathematische Untersuchungen werden kniipfen miissen,
mag elne systematische Darstellung der allgemeinen Vektoranalysis am
Platze sein. Dabei habe ich mit Absicht geometrische Hilfsmittel bei-
seite gelassen, da sie meines Erachtens wenig zur Veranschaulichung
der Begriffsbildungen der Vektoranalysis beitragen.

. § 1. Allgemeine Tensoren.
Es sel

(1) d82 :2-’7[“ v dx‘u dx'l’

o

das Quadrat des Linienelementes, welches als invariantes MaB des Abstandes

zweler unendlich-benachbarter Raum-Zeitpunkte betrachtet wird. Die fol-

genden Entwicklungen sind, so weit keine andere Bemerkung gemacht wird,

von der Anzahl der Varmbeln unabhingig; diese moge mit » bezeichnet sein.
Bei einer Transformation

) o=, &y 2y .. 7)) =nnen

der Variabeln, oder einer Transformation

dz, —2”‘ da, *Z’p.-kdx;
dz, —2 0% g, _Z’ 7, dz,

ihrer Differentiale, transformieren sich die Koeffizienten des Linien-
elementes gemiB der Formeln
(4) Irs = SPurPssur-
[xd
Es sei g die Diskriminante der Differentialform (1), d. h. die

Determinante

3)

g= I yuv l

Ist p,, die durch die Diskriminante dividierte (,normierte”), dem
Element g,, adjungierte Unterdeterminante von g, so transformieren
sich diese GréBen 7, nach den Formeln
(5) r4 = yﬂyr 1./117
N - uv

1) Kottler, Uber die Raumzeitlinien der Minkowskischen Welt, Wien. Ber.
121 {1912).
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Wir definieren nun:
I Der Inbegriff eines Systems von Funktionen T, ..., der

Variabeln z heiBe ein kovarianter Tensor vom Range A, wenn
diese GriéBen sich transformieren gemiB den Formeln

(6) rlr, —Z—pﬁﬁp’n’z .pl Y 'Tzll,

i1,

II. Der Inbegriff eines Systems von Funktionen @,;..,
. . 1
der Variabeln # heile ein kontravarianter Tensor vom Range i,
wenn diese GriBen sich transformieren gem&b den Formeln

(7) rlr, = E iy i.,r, "” ‘ @iﬂ',"'i '1)

2

‘1 i

III. DerInbegriffeines SystemsvonFunktioneniﬁm i bk

s B y
der Variabeln z heiBe ein gemischter Tensor, kovariant vom
Range u, kontravariant vom Range », wenn diese GréBen sich

transformieren nach den Formeln

(8) rlr, - [;4/,"1'1.' = E plxrlpl,rl - i rL ”klllnkll,"'”kv:v‘('Iili,"‘iﬂ/klk,"'ly‘
- 4 fg--

kyFan. Ic

Aus diesen Definitionen und den Gleichungen (4) und (5) folgt:

Die GroBen g,, bilden einen kovarianten, die GroBen p,, einen
kontravarianten Tensor zweiten Ranges, die Fundamentaltensoren
des Gravitationsfeldes im Falle n = 4.

Die GroBen dx; bilden nach Gleichung (3) einen kontravarianten
Tensor ersten Ranges. Tensoren ersten Ranges nennt man auch Vek-
toren erster Art oder Vierervektoren bei n —4.

Unmittelbar aus der Definition der Tensoren ergeben sich die fol-
genden algebraischen Tensoroperationen:

1. Die Summe zweier gleichartiger Tensoren vom Range i
ist wieder ein gleichartiger Tensor vom Range 1, dessen Komponenten
durch Addition der entsprechenden Komponenten beider Tensoren ent-
stehen.

1) Unsere kovarianten (kountravarianten) Tensoren vom Range 4 sind also iden-
tiseh mit den ,kovarianten (kontravarianten) Systemen iter Ordnung‘ von Ricei
und Lev1 Civitd und werden von diesen Autoren bezeichnet mit X, , ..., bzw.
X""2*""2 . Bo viele Vorteile diese letztere Bezeichnung auch bietet, so ha.ben uns
doch.Komplikationen in zusammengesetzteren Gleichungen gezwungen, die obigen
Bezcichnungen zu wihlen, also kovariante Tensoren mit lateinischen, kontravari-
ante mit griechischen, gemischte mit deutschen Buchstaben zu bezeichnen. Kovari-
ante und kontravariante Tensoren sind besondere Fille der gemischten Tensoren.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



II. Mathematischer Teil. Von Marcer Grossmans. 247

2. Das uBere Produkt zweier kovarianter (kontravarianter)
Tensoren vom Range 1 bzw. p ist ein kovarianter (kontravarianter)
Tensor vom Range 1 4+ p mit den Komponenten

) Tz‘u‘:-“umz---k,, = A-a-;----‘; ' Bklk,---k,n
bzw,
(9’) ®"1‘-1""1k1k‘1"'k'u = q-)';)‘-:t'“'-l . wklk,...k[“

3. Als inneres Produkt zweier Tensoren bezeichnen wir
a) den kovarianten Tensor
(10) z,1, —2 q’k b 4; . bRy Ry)
kky.-
b) den 'kontravarianten Tensor
(11) @,-‘4:...,-1=2 Akxh--'kﬂ : Qi,i,---ilk,k ceky?
Bidpeank
L
¢) den gemischten Tensor
(12> %rlr,---r‘u/s,;,---av =2 Aklk,---klr,r,---ry : mklk,---kzllx,---t,.,
kyky. .k
oder ganz allgemein, die drei Fille a) bis ¢) mit enthaltend

i g = .8

T ",L"'x“r U ln8y By Oy DR 9'L'Lr',,- . "',u/"l": LA o8
B YN )

kg s kg Uy Ug e U By Bye

Die der gewidhnlichen Vektoranalysis entnommenen Bezeichnungen
siuberes und inneres Produkt® rechtfertigen sich, weil jene Operationen
sich letzten Endes als besondere Fille der hier betrachteten ergeben.

Ist in den Fillen a) oder b) der Rang 4 gleich Null, so ist das
innere Produkt ein Skalar.

4. Reziprozitit eines kovarianten und eines kontra.va.ri-
anten Tensors. Aus einem kovarianten Tensor vom Range 4 bildet
man den reziproken kontravarianten Tensor vom Range i durch i-fache
innere Multiplikation mit dem kontravarianten Fundamentaltensor:

(13) _2?.,k 7’;,1:, - Vi, [hk,

klk’.
woraus durch Aufliisung

(14) - Zghklghk, - gi}."l - @h"a"'ka

h kg

Man findet daher aus einem Tensor einen Skalar, in dem man ihn mit
seinem reziproken Tensor multipliziert nach der Formel

(15) ZTHH i @ixir--i;'

iy
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Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor ersten Ranges (Vierer-
vektor bei m — 4) hat die Invariante

Zi’nTiTk
ik

beziehungsweise
8 D9:6,0,.
ik

In der gewdhnlichen Relativitéitstheorie ist die I{ontravarianz
identisch der Kovarianz und obige Invariante wird zum Quadrat des
Betrages des Vierervektors

T3+ )4 T8 4 T4,

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor zweiten Ranges hat die

Invariante
2 Vir Tix
ik
beziehungsweise
A
2 92 Ois
ik

die im Falle Aer bisherigen Relativititstheorie zu
‘sz + Tyy + Tzz + TH

wird.!)

§ 2. Differentialoperationen an Tensoren.

Wir fiihren folgende allgemeine Definitionen ein:

1. Als Erweiterung eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 4 bezeichnen wir den kovarianten (kon-
travarianten) Tensor vom Range 4 + 1, der durch ,kovariante
(kontravariante) Differentiation® aus jenem hervorgeht.

Nach Christoffel (L c.) ist
aT

(ST ]

(16) T — —

Ty rair RS ‘aés
_~2({r;cs}Tkrz_..ri+{T;cS}Thkmrﬁ,.._+{ris}Tr1,_z___h)

1) Wir verzichten im folgenden darauf, jeweilen die besondere Form anzu-
geben, welche unsere Formeln im Falle der gewdhnlichen Relativititstheorie ap-
nehmen, begniigen uns vielmehr damit, hinzoweisen auf die nachstehenden Dar-
stellungen:

1. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgénge
in bewegten Kiorpern, Gottinger Nachrichten 1908. .

2. Sommerfeld, Zur Relativititstheorie T und JI, Ann. d. Physik, vierte
Folge, 32 (1910) und 33 (1910).

3. Laue, Das Relativitiitsprinzip. - Die Wissenschaft, Heft 38, 2. A. (1913).
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ein kovarianter Tensor vom Range i1 + 1, der aus dem kovarianten
Tensor vom Range i hervorgeht. Ricci und Levi-Civita nennen die
Differentialoperation der rechten Secite dieser Gleichung die ,kovariante
Differentiation des Tensors T, , ... » Hierbei bedeutet

?

(1 V=2 [
a9 NGRS a9
[’s] und {’:} sind die Christoffelschen Drei-Indizes-Symbole erster

t
bzw. zweiter Art; durch Aufl§sung der Gleichungen (17) findet man

rs rs) 1
(19) [MJ=Z!IM{,,}' )
Fihrt man in die Gleichung (16) an Stelle der kovarianten Ten-

soren die zu ihnen reziproken kontravarianten Tensoren ein, so erhilt
man als , kontravariante Erweiterung®

@) o,, —27«”( e g S o LU g N P

. Als Divergenz eines kovarianten (kontravarianten)
Tensors vom Range 4 bezeichnen wir den kovarianten (kontra-
varianten) Tensor vom Range 1 — 1, der durch innere Multi-
plikation der Erweiterung mit dem kontravarianten (kova-
rianten) Fundamentaltensor entsteht.

Somit ist die Divergenz des kovarianten Tensors 7, rareery der Tensor

. oY
(21) Tr,r,---rl:AylrLTrl---r;_n
87
und die Divergenz des kontravarianten Tensors O, oy 188 der Tensor
(22) r,_r,---r;(:Asd‘g_”rl @7-1...,«).,-

Die Divergenz eines Tensors geht nicht eindeutig aus diesem hervor;
das Resultat indert sich im allgemeinen, wenn man in den Gleichungen
(21) und (22) #, durch einen der Indizes 7y, 7y...7, ersetzt.

III. Als verallgemeinerte Laplacesche Operation an einem Ten-
sor bezeichnen wir die Aufeinanderfolge der Erweiterung und
der Divergenz. Die verallgemeinerte Laplacesche Operation
lift daher aus einem Tensor einen gleichartigen gleichen
Ranges hervorgehen.

Von besonderem Interesse sind die Fille 1 =0, 1, 2.

1) Auf Grund dieser Formeln beweist man leicht, daB die Erweiterung des
Fundamentaltensors identisch versehwindet.
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a) A=0.

Der Ausgangstensor ist ein Skalar 7, den wir als ko- oder kontra-
varianten Tensor vom Range O betrachten konnen.
_eT "
ist die kovariante Erweiterung des Skalars T, d. i ein kovarianter Ten-
sor ersten Ranges (kovarianter Vierervektor fiir » = 4), den man den
Gradienten des Skalars nennt. Die Invariante
oT 8T
(24) 2 Vra Pz, o,

T

ist der erste Beltramische Differentialparameter des Skalars T.
Um die Divergenz des Gradienten zu bilden, hat man aus seiner

Erweiterung - T {” T
re Pz, oz, Z k } VEN

Zyi'lTrl

den Skalar

zu bilden, dem man die Form

(25) %Z’ e (Varbr)

geben kann!') Die Divergenz des Gradienten ist das Resultat der ver-
allgemeinerten Laplaceschen Operation ausgefiihrt am Skalar T und
ist identisch mit dem zweiten Beltramischen Differentialparameter des
Skalars 7.
b) a=1.

Der Ausgangstensor sei ein kovarianter Vierervektor, konnte aber
ebensogut ein kontravarianter Vierervektor sein.

Die kovariante Erweiterung ist nach (16)

eT, rs

(26) L= 0 = 2 () 7o
k

Die Divergenz ist

27) EV,ST,.,—ZWN( A EAR

rsk

der wir nach (17) die Form geben:

(28) D9, Tim > (2 0T = g T (Gt 4 S =) 1)

T8kl

1) Siehe z. B. Bianchi-Lukat, Vorlesungen fiber Differentialgeometrie,
erste Auflage, 8. 47; oder auch die Umrechnung der Dlvergenz eines Vierervek-
tors im nachstohendeu Falle D).
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Eliminiert man %yﬂ—r vermdége der Formel')
xn!‘

c a}'” _ 3990
(29) FEN 2; Yro¥io G,
00

0 heben sich in Gleichung (28) die drei mittleren Glieder unter dem
Summenzeichen auf und es bleibt neben dem ersten Gliede

8gr.l o log
22 Ves oz, Vi Ty Z Y Ty - ’*lfg;

rski

so daffl man fiir die Divergenz des kovarianten Vierervektors?)
findet

(30) 2%. - 2 ’ - (Vov,.T.).

c) A= 2,

Der Ausgangstensor sei ein kontravarianter Tensor zweiten Ranges
dessen Erwelterung nach Formel (20) lautet -

o e Sn (et (Fon+ [ 0)-

Hieraus ergibt sich als Divergenz des kontravarianten Tensors @,
entweder die Zeilendivergenz

(32) @r =29u @r:t =Z (?3;;.5 + {srk} @k. + {ssk} @rk)y

oder die Kolonnendivergenz

(33) .@s '=2 9r: O,y =ZL' (?;Zr
rt Tk

+{") e, +[")8.),

1) Diese Formel, die wir auch in § 4 bei der Aufstellung der Differential-
gleichungen des Gravitationsfeldes verwenden, beweisen wir folgendermaBen:
Es ist
29;‘;7’1:1 = 0y (0 oder 1),
- .

cg:
Sty - S,
!

wo t irgend eine der Zahlen 1, 2, ... n ist.
Fiir ein bestimmtes %k erhiilt man so » Gleichungen (§ =1,2,...n) mit den n

also

Unbekannten %yx“—, (1=1,2,...n), deren Auflosung die Formel des Textes liefert.
]

2) Zu dem nimlichen Ergebnis gelangt Kottler (1. c. pag. 21) ausgehend von
einem speziellen Tensor dritten Ranges (vgl. § 3 dlaser Abhandlung) mit Hilfe der
Theorie der Integralformen.
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zwel Differentialoperationen, die fiir symmetrische Tensoren zusammen-
fallen. Weil

o) D=2 [ ke -

rs

ist, so IiBt sich die Formel (33) auch zusammenfassen in

(3) 0,= =2 50 7 0.0+ 2 ({10

§ 3. Spezielle Tensoren (Vektoren).

Ein kovarianter (kontravarianter) Tensor heille speziell, weun
seine Komponenten ein System von alternierenden Funktionen der
Grundvariabeln bilden.

Die Komponenten eines speziellen Tensors sind demnach den fol-
genden Bedingungen unterworfen:

1. Es ist 7,,..,

ander gleich sind.

, =0, wenn zwei der Indizes 7, 7y, ... r; ein-

2. Unterscheiden sich 7, 7y, ...7; und s, S,,...s; nur durch die
Reihenfolge der Indizes, soist T, , ., =+ T,,...,,, je nachdem r, r,
...r,und s, §, ....5; Permutationen derselben Klasse sind oder nicht.
7wei Permutationen gchéren bekunntlich zu der gleichen Klasse, wenn
beide durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von bloBen Vertau-
schungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1, 2,...#n hervor-
gehen.

Die Anzahl der linear unabhingigen Komponenten eines speziellen

Tensors vom Range i ist demnach (;f) .

Die Theorie der speziellen Tensoren gestaltet sich vermoge dieser
Eigenschaften einfacher, aber auch reichhaltiger als die der allgemeinen
Tensoren; sie ist von besonderer Bedeutung fiir die mathematische
Physik, weil die Theorie der Vektoren Aitr Art (Vierer-, Sechservek-
toren bei » — 4) sich zuriickfithren 148t auf die spezicllen Tensoren
vom Range 1. Vom Standpunkte der allgemeinen Theorie aus ist es
zweckmiBiger von den Tensoren auszugehen und die Vektoren ledig:
lich als spezielle Tensoren zu behandeln.

Wichtig fiir die Vektoranalysis der #-dimensionalen Mannigfaltigkeit
as*=>'g,, dz, dz,

uv

ist ein spezieller Tensor n'*® Ranges, der mit der Diskriminante g des
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Linienelementes verkniipft ist.!) Diese Diskriminante transformiert sich

jao gemiB der Gleichung

(36) g=pry,
wOo [ l— ’?& |
P =Dy ool |

die Funktionaldeterminante der Substitution ist. Gibt man Vg fiir das
urspriingliche Bezugssystem ein bestimmtes Vorzeichen, und setzt man
fest, daB sich dieses Vorzeichen bei einer Transformation indern soll
oder nicht, je nachdem die Substitutionsdeterminante p negativ oder
positiv ist, so hat die Gleichung

7 Vi=pVs
exakte Bedeatung mit EinschluB der Vorzeichen.
Es sei nun 9, , ..., gleich Null, wenn zwel der Indizes einander

gleich sind, dagegen % 1, wenn dies nicht der Fall ist und die Permu-

tation 7,, 7y, ...7, durch eine gerade bezw. ungerade Anzahl von Ver-

tauschungen zweier Indizes aus der Grundpermutation 1,2,...n hervorgeht.
Dann sind

(38) €rrae v, = Orrar VG

die Komponenten eines speziellen kovarianten Tensors » ten Ranges, den
wir den kovarianten Diskriminantenfensor nennen wollen. Denn
eine Transformation liefert zumiichst

;

erxra"'l'n = 67'xrﬂ""' ’ W: afx"i"'T'n pV‘&;

n

da aber
p =2 d\ili,---i"'pillpi,l' VDT 67'17-,---7'n : 2651',- iy PorPor, Piyry
f1ige..in G igeenip .

ist, so folgt

5
ehr,_.‘,.nzlfg .261;11.1---i”.pi17'1pi.27'2. ’ .p"nrn’

$in..utp
also wegen der Definition (38)
Cryraeery ZZeiL;z...,-,,' PPy, Biy -

Fiir den reziproken kontravarianten Tensor findet man nach (13)

Eitye -5, 27’-'; wPiare” " Vi e s

TiTpe-itpy
Sntyeg, = Vo '257-“-,---1-,,' ViirVira " " gy
ryTge 'y
—
Eilil---inz aili,_---s'“'lfg b Zé\rlrz---r”. VirVer," ynr"‘

— TiTe-..Tp

1) Das ,System s von Riccl und Levi-Civita, 1. c., pag. 135.
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Da aber die Determinante der normierten Unterdeterminanten 4,

[7al=74
. Vil = g
ist, so folgt

(39) o bR

Die Bedcutung des kovarianten (kontravarianten) Diskriminanten-
tensors liegt darin, daB seine innere Multiplikation mit einem konra-
varianten (kovarianten) Tensor vom Range 1 einen gleichartigen Ten-
sor vom Range 1 — n liefert, wobei der Tensor von entgegengesetzter
Art wird, wenn 4 — » negativ ist. (Ergéanzung des Tensors.)

Wenn
n—4

ist, so gibt es spezielle Tensoren bis zum yierten Rang, da alle spe-
ziellen Tensoren héheren Ranges identisch verschwinden.

Die nichtverschwindenden Komponenten eines speziellen kovarian-
ten Tensors vierten Ranges sind alle einander gleich oder entgegenge-
setzt gleich. Die Ergiinzung (innere Multiplikation mit dem kontra-
varianten Diskriminantentensor) ergibt einen Skalar, so daB die Diffe-
rentialoperationen, die an einem speziellen Tensor vierten Ranges aus-
gefiihrt werden konnen, damit zuriickgefiihrt sind auf die Differential-
operationen an einem Skalar.

Die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Tensors dritten Ranges
ist ein kontravarianter Vektor erster Art.

Die Ergiinzung eines speziellen kovarianten Tensors zweiten Ranges
ist ein kontravarianter, spezieller Tensor zweiten Ranges.

Endlich fithrt die Erginzung eines speziellen kovarianten Vektors
erster Art auf einen kontravarianten Tensor dritten Ranges.

Die Untersuchung des Linflusses des Gravitationsfeldes auf die
physikalischen Vorginge (I Teil, § 6) erfordert die eingehendere Be-
handlung der speziellen Tensoren zweiten Ranges (Sechservektoren).

Ist ®,, ein spezieller Tensor zweiten Ranges, so reduziert sich
seine Divergenz (Formel 35)

0, = 7 Vs 6,)+ D6
wegen ' >

auf

(40) 0= o V51 0,.).
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Wir leiten ferner aus einem kontravarianten Tensor zweiten Ranges

0, folgendermaBen den dualen kontravarianten Tensor zweiten Ranges
!, ab.
Wir bilden zuerst die Erginzung?)

(41) Tik= %Zeik,ﬂv' O,un
uy
{Tm=V.‘}‘ @34; T13=V.5 . @427 14 V§ 237
Ty =V.(j’ - Oy, T24=V§ - By, 34=V9 1B,

Der gesuchte duale Tensor ist nun reziprok zu dieser Erginzung,
lautet daher

(42) r-‘“z'}’ir?k. ik Z VirPeslizur Qpur

fskuv

oder also

(412)

Die Reihenfolge der beiden Operationen — Erginzung und Bildung
des reziproken Tensors — ist wegen der Reziprozitit der beiden Dis-
kriminantentensoren vertauschbar., —

§ 4. Mathematische Erginzungen zum physikalischen Teil.

1. Beweis der Kovarianz der Impuls-Energiegleichungen.
Es ist zu beweisen, daB sich die Gleichungen (10) des I Teiles,
8.10, die vom Faktor /— 1 abgeschen lauten

glv
2(}%0@.%#. Op) — Vg ﬁ,, Ouy=0, (G=1,239
ny

beliebigen Transformationen gegeniiber kovariant verhalten.
Nach Formel (35) ist die Divergenz des kontravarianten Ten-

sors @, L . -
Ou= 2 jyas, Vo O+ 2716

Der zu diesem kontravarianten Vektor ®, reziproke kovariante
Vektor T, ist also

—2 Gou Oy =2(’ ;’5%(1/.5 Gou Oy v) _?895,1 OutGop {yk} @vk>'

uvk
Das letzte Glied dieser Summe ist aber gleich

S ea= 3 G+ 3 =52 0

vk

1) Der Faktor § dient zur Vereinfachung des Resultates, ohne invarianten-
theoretisch von Belang zu sein.
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Also bleibt
1 8 - s N3 990y
T"' = 2 7;5—’13: (Vg'ga.“@r‘”’) ] axo‘ @luv!

pmv nv

g
Dividiert man also jene Gleichung durch Vg, so stellt ihre linke Seite
die ¢-Komponente eines kovarianten Vektors dar, ist also in der Tat
kovariant. Man kann daher den Inbalt jener vier Gleichungen auch so

d. h. bis auf den Faktor 1}_ die linke Seite der untersuchten Gleichung.

aussprechen:

Die Divergenz des (kontravarianten) Spannungs-Energie-
tensors der materiellen Stromung bzw. des physikalischen
Vorganges verschwindet.

2. Differentialtensoren einer durch ihr Linienelement
gegebenen Mannigfaltigkeit.

Das Problem der Aufstellung der Differentialgleichungen eines
Gravitationsfeldes (I. Teil, § 5) lenkt die Aufmerksamkeit auf die Dif-
ferentialinvarianten und Differentialkovarianten der quadrati-
schen Differentialform

ds'= g, ,dz, dz,.
- uy

Die Theorie dieser Differentialkovarianten fiihrt im Sinne unserer
allgemeinen Vektoranalysis auf die Differentialtensoren, die mit
einem Gravitationsfeld gegeben sind. Das vollstéindige System dieser
Differentialtensoren (beliebigen Transformationen gegeniiber) geht zuriick
auf eine von Riemann') und unabhiingig von diesem von Christoffel?)
gefundenen kovarianten Differentialtensor vierten Ranges, den wir den
Riemannschen Differentialtensor nennen wollen und der folgender-
maBen lantet

- I R Bl
{)ﬂ'

Durch kovariante algebraische und differentielle Operationen erhilt
man aus dem Riemannschen Differentialtensor und dem Diskriminanten-
tensor (§ 3, Formel 38) das vollstiindige System der Differentialtensoren
(alse auch der Differentialinvarianten) der Mannigfaltigkeit.

1) Riemanun, Ges. Werke, S. 270.
2) Christoffel, 1. c, S. 54.
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(ik, Im) heiBen auch die Christoffelschen Vier-Indizes-Sym-
bole erster Art. Von Bedeutung sind neben diesen die Vier-Indizes-
Symbole zweiter Art

a|m ]
o 1o = LA S - ()
die mit jenen in der Beziehung stehen
{ig,Im} = Ny, ik, Im), oder aufgeldst
i

(45) (ik, ZW&) =2.9);9 {1’97 lm} -

Den Vier-Indizes-Symbolen iwelter Art kommt in der allgemeinen
Vektoranalysis die Bedeutung der Komponenten eines gemischten
Tensors, kovariant vom dritten, kontravariant vom ersten Range zu.?)

Die hervorragende Bedeutung dieser Begriffsbildungen fiir die
Differentialgeometrie?) einer durch ihr Linienelement gegebenen
Mannigfaltigkeit macht es a priori wahrscheinlich, daf diese allge-
meinen Differentialtensoren auch fiir das Problem der Differentialglei-
chungen eines Gravitationsfeldes von Bedeutung sein diirften. Es ge-
Ingt 1n der Tat zun&chst, einen kovarianten Differentialtensor zweiten
Ranges und zweiter Ordnung @, anzugeben, der in jene Gleichungen
eintreten kénnte, n%imlich

(46) —2?’7:1(7’7" Lm) = 3'{ik, km}.

Allein es zeigt sich, daf sich dieser Teusor im Spezialfall des un-
endlich schwachen statischen Schwerefeldes nicht auf den Ausdruck
A reduziert. Wir miissen daher die Frage offen lassen, inwiefern die
allgemeine Theorie der mit einem Gravitationsfeld verkniipften Ditfe-
rentialtensoren mit dem Problem der Gravitationsgleichungen zusammen-
hingt. Ein solcher Zusammenhang miite vorhanden sein, sofern die
Gravitationsgleichungen beliebige Substitutionen zuzulassen hiitten;
allein in diesem Falle scheint es ausgeschlossen zu sein, Differential-
gleichungen zweiter Ordnung aufzufinden. Wiirde dagegen feststehen,
daf die Gravitationsgleichungen nur eine gewisse Gruppe von Trans-
formationen gestatten, so wire es verstindlich, wenn man mit den von
der allgemeinen Theorie gelieferten Differentialtensoren nicht auskommt.
Wie im physikalischen Teile ausgefiihrt ist, sind wir nicht imstande,
0 diesen Fragen Stellung zu nehmen. —

1) Es folgt dies aus der ersten der Gleichungen 45.

2) Das identische Verschwinden des Tensors £;;,,,, stellt die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir dar, dab die Differentialform auf die Form de 2

transformiert werden kann.
Zeitschrift f Mathematik u. Physik. 62 Band. 1913. Heft 3. 17
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3. Zur Ableitung der Gravitationsgleichungen,

Die von Einstein beschriebene Herleitung der Gravitationsglei-
chungen (I. Teil, § 5), wird im Einzelnen folgendermaBen durchgefiihrt.

Wir gehen aus von dem in der Energiebilanz mit GewiBheit zu
erwartenden Gliede

O9uv 9 (/- ar,w>
47 U=2 dz, dx, ( y“ﬂ D,
affpur
und formen durch partielle Integration um.}} Es wird so
? — 67,‘,99,”) 070y 994y
0= (Vora g ot) = S Vare o a5
afuv afur

Die erste der auf der rechten Seite stehenden Summen hat die
gewiinschte Form einer Summe von Differentialquotienten und sei be-
zelchnet mit 4, so daB

_ ¢ Tuy 0 9 ,>
(48) 4= 2 (Varoo o s
apuv

In der zweiten der rechisstehenden Summen fiihren wir wieder

partielle Integration aus. Dann lautet die Identitit

0 5/,” zm 99.us Mv)
U=A—25E (V— Yes Ja, o, )+ oz, oz, (Vg Yep

affuy afur
Die erste der rechts entstandenen Summen kann als eine Summe
von Differentialen geschrieben werden und mdge mit

- ay,”ag,”
(49) B= 23&: ( Vap 2::: 61: )

aguv

bezeichnet sein. In der zweiten Summe differentiieren wir aus. Dann
wird
Wa-q[uv( ayluv BV§ ayy-v yad' y,uv
U=A4=B+ 2 7 ”arfax‘?).?TLV“’ T +Vs- Vap gz oz, )7
apuv
oder wenn man im zweiten Summanden die Formel (29) des § 2 an-
wendet und im dritten Summanden partiell integriert

B €9:v0%uy Vg %9 09y 7,” m
U_A‘_B_*_Eyaﬁéx—?x_ T 'kET_ZV aw }’at}’ik ax

aﬁyvik eguvik
agpv ayyv) ayyv 0gﬂv>
+2 Bx (ng"ﬁ D2z, 223: 3:1:5, (f?,,p
afuv apfur

1) Die Herleitung der gesuchten Identitit vereinfacht sich, wenn wir den
Faktor /g unter das Differentiationszeichen setzen, ohne daB das Resultat hiervon
abhingig wire.
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Die beiden ersten Summen haben die Form von Gliedern, wie wir
sie auf die linke Seite unserer Identitiit setzen. Wir bezeichnen sie mit

95 39 v 0%y
(50) V= 2 £ Vg Vapg Vix 3, e A

ax
affuvik
W we Sl
= - "Yai C Rk EV
aﬂﬂv-ikaxn : oz, 3mﬂ

Die dritte der rechts stehenden Summen hat die Form einer Summe
s I I
von Differentialquotienten; eliminiert man in ihr —5; vermdge jener
o
Formel (29), so erweist sie sich als die schon eingefithrte GroBe 4.
In der letzten Summe endlich ersetzen wir nach der gleichen Formel

d
"7’”—- Wir finden so
bz,
;% 99,”
U—V+W=24—B+ DVutug, am V9Vas 5,
afduvik
oder

7 og
“Jie . uy
UV W24 B+2k amﬂ(l/s} VasTuion 32
apuvi o
69:x 094, - ~ 0
7z, *gf* V9 vag a—%(r,“-?,k)-
afpvek

Die erste dieser Summen wird wegen (29), d. h. wegen

ag;tv ayik
2?”4 Vvk 8::: = 820;
v

agzk aylk
_2 oz, a:c <V 97ap7y ) —U

epik

Die zweite konnen wir, wegen der Vertauschbarkeit von ¢ und %, g und v,
schreiben als

m

29 89,y 97,
2X_22 kﬁ-yaﬁy’“_i. k

apuvik axa axﬂ

g:k a’y:p aykw

=—2- Z 1’.9?:1{99;‘1 aﬂ! a-’ﬂ
affuvik

Die gesuchte Identitit lautet also
20-V+W+2X=24—B,
ist also identisch der im I "Ceil, § 5 gegebenen.
17*
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Bemerkungen.

Zu § 5 und § 6. Beim Niederschreiben der Arbeit haben wir es
als einen Mangel der Theorie empfunden, dal es nicht gelungen ist,
Gleichungen fiir das Gravitationsfeld aufzustellen, welche allgemein, d.h.
beliebigen Substitutionen gegeniiber, kovariant sind. Nachtriglich fand
ich aber, daf Gleichungen, welche die p,, eindeutig aus den @,, be-
stimmen, und welche allgemein kovariant sind, tiberhaupt nicht exi-
stieren konuen; der Beweis hieftir ergibt sich wie folgt.

Es gebe in unserer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit einen Teil
L, in welchem ein ,materieller Vorgang” nicht stattfinde, in welchem
also die @,, verschwinden. Durch die aullerhalb L gegebenen 0, sind
gemi unserer Annahme fiberall, also auch im Innern von 1. die y,,
vollkommen bestimmt., Wir denken uns nun statt der urspriinglichen
Koordinaten z, neue Koordinaten w; eingefiibrt von folgender Art.
AuBerhalb L sei iiberall , = z,; innerhalb L aber sei wenigstens fiir
einen Teil von L und wenigstens fiir einen Index v z, 4 z,. s ist
klar, daB durch eine derartige Substitution erreicht werden kann, daB
wenigstens fiir einen Teil von L p.., 4y, ist. Andererseits ist iiberall
O, = @M, namlich auBerhalb Z, weil fiir dieses Gebiet z, =z, ist,
innerhalb L aber, weil fiir dies Gebiet @,,=0 = @,, ist. Hieraus folgt,
daB in dem betrachteten Falle, wenn alle Substitutionen als berechtigte
zugelassen werden, zu dem nimlichen System der ®,, mehr als ein
System der p,, gehirt.

Wenn also — wie dies in der Arbeit geschehen ist — an der For-
derung festgehalten wird, daB durch die ®,, die p,, vollstindig be-
stimmt sein sollen, so ist man gen&tigt, die Wahl des Bezugssystems
einzuschriinken. Diese Einschrinkung wird in unserer Arbeit dadurch
erzielt, daB fiir den materiellen Vorgang und das Gravitationsfeld zu-
sammen die Giiltigkeit der KErhaltungssitze, d. h. die Giilligkeit von
vier Gleichungen von der Gestalt der Gleichungen (19) postuliert wird.
Aus diesem Postulat sind ja in § 5 die Gleichungen (18) des Gravita-
tionsfeldes abgeleitet.

Die Gleichungen (19) sind nur linearen Transformationen gegen-
iiber kovariant, so dafl also in der entwickelten Theorie nur lineare
Transformationen als berechtigte Transformationen anzusehen sind. Wir
konnen also die Achsen solcher Systeme als ,gerade Linien, die Koor-
dinatenflichen als ,Kbenen® bezeichnen. Es ist sehr bemerkenswert,
daB die Erhaltungssitze uns in den Stand setzen, die gerade Linie
physikalisch zu definieren, trotzdem es mnach unserer Theorie keinen
Gegenstand oder Vorgang gibt, der unmittelbar als Modell der geraden
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Linie dienen konnte, wie etwa der Lichtstrahl in der gewithnlichen
Relativititstheorie.

Zu § 4 und § 5. Die Grundgleichungen der Theorie nehmen eing
besonders iibersichtliche Gestalt an, wenn man gemischte Tensoren ein-
fiibrt. Setzt man

SI(IV:Zng gﬂ#@ﬂvi tr]v=2V_g y(iya,uv)
Iz o
so erhilt man anstelle von (10)
0Ty 1 OGuy
Pz, 2 2 Tx, 7;:1i1v'

v uvz

Anstelle von (19) hat man
0
2% (iav + triv) - 07
anstelle der Gleichungen (18) fiir das Gravitationsfeld

> p (V=0 Pason ) = 2(Ty +1,0)
afu

Zu § 7. Der in § T gegen die Skalartheorie der Gravitation (Nord-
stromsche Theorie) erhobene Einwand hat sich nicht als stichhaltig
erwiesen. Man entgeht ihm, indem man die Ausdehnung der Korper
in passender Weise vom Gravitationspotential abhingen 1ifit. Genaueres
hieriiber findet man in einem Vortrage des Verfassers {iber den Gegen-
stand (Naturforscherversammlung zu Wien), der in der Phys. Zeitschrift
Ende 1913 erscheint. A E

Uber das Analogon der Savaryschen Formel und
Konstruktion in der kinematischen Geometrie des Raumes.

Von MarTIN DisTELI in Karlsruhe.

In der kinematischen Geometrie der Ebeve und der Kugel dienen
die unter dem Namen der Savaryschen Gleichung bekannte Formel
und die verschiedenen daraus abgeleiteten Xonstruktionen dazu, den
augenblicklichen Kriimmungskreis der Bahnkurve irgend eines Punktes
des bewegten Systems zu bestimmen, falls die augenblicklichen Kriim-
mungskreise der beiden Polbahnen bekannt sind.

In der kinematischen Geometrie des Raumes existiert nun eine
analoge Formel und Konstruktion, welche in den folgenden Ausfiithrungen
abgeleitet werden soll und welche die bereits bekannten der Ebene und
Kugel als Spezialfillle umfaBt.
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An Stelle der Kriimmungskreise der Polbahnen treten jetzt gewisse
Regelschraubenflichen der abschrotenden Axoide, welche, infolge der
geometrischen Beziehung zu diesen, deren Striktionsschraubenflichen ge-
nannt werden konnen. Damit ist schon ausgesprochen, daB im Raume
an Stelle der Punktbahn die von einer beliebigen Geraden beschriebene
Regelfliche zu treten hat und daB die Aufgabe daber sein wird, die
augenblickliche Striktionsschraubenfliche dieser Regelfliche zu bestimmen,
falls die augenblicklichen Striktionsschraubenflichen der Axoide be-
kanot sind,

Die Frage wurde bei friherer Gelegenheit bereits geldst fiir den
Fall, daB die Axoide Rotationshyperboloide sind.') Diese Beschrinkung
soll jetzt fallen gelassen und das Savarysche Analogon sowie die da-
mit zusammenhéingenden Sitze von Bobillier und Aronhold im Raume
bei villiger Allgemeinheit der Voraussetzungen abgeleitet werden.

§ 1. Das begleitende Dreikant einer Regelfliche.

Es sei die Bewegung eines Systemes 6(2y2) in bezug das feste System
Z(XYZ) bestimmt durch die Bewegungsgleichungen
X=a4azx+by+ez
(1) Y=b+a,2+ by + c,2
Z =c+ ayx -+ by + ¢2,
wobei sowohl die Koordinaten a,. b, ¢ des Anfangspunktes O als auch
die 9 Richtungskosinus der Achsen bekannte Funktionen der Zeit sind.

Bei dieser Bewegung beschreibt die Achse z von ¢ die Regelfliche 4
mit den Gleichungen

X=a+uqg
@) Y =10+ ua,
Z =c¢+ ua,.

Ist der Richtungskegel dieser Fliche gegeben, sind also a,, a,, g,
bestimmte Funktionen der Zeit, so sollen nun die a, b, ¢ sowie die
6 iibrigen Richtungskosinus derart bestimmt werden, daB das System
¢ bestéindig begleitendes Dreikant der Regelfliche bleibt, d. h. daB der
Anfangspunkt O die Striktionslinie durchwandert, wihrend etwa die Achsey
bestindig mit der Flichennormale im Zentralpunkt koinzidiert. Die
Ebene zy ist dann wie in Fig. 1 die asymptotische Ebene, die Ebene
zz die Zentralebene des windschiefen Flichenelementes liings z.

1) Vgl. M. Disteli, UUber die Verzahnung der Hyperboloidrider mit grad-
linigem Eingriff. Diese Zeitschrift, 59. Band (1911) Heft 3.
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Konstruiert man also das sphirische Bild der Regelfliche auf der
Einheitskugel, so miissen die Geschwindigkeitskomponenten des beweg-
lichen Bildes (a,, ay, @3) auf der Kugel die Richtungen &,, by, b, haben.
Nun ist durch eine Quadratur stets e 1
zu erreichen, daB die Gleichung A s
@) . ' ta’+ta’=1
erfillt ist, daB also d¢ das Bogen-
element des sphirischen Bildes ist
und daher die Gleichungen bcestehen
(4) a;="by ay="by dy=>b,

¢ = A0y — Qg ay,

Cy = a3a:1 - ala;:

Oy = @@y — G0,
wodurch also zunéchst die Richtungs-
kosinus bestimmt sind.

Die Bewegung von 6 ist aber
augenblicklich eine Schraubenbewe-
gung um die instantane Achse. Es
selen nun p, 9,7 die Kom-
ponenten der Winkelge-
schwindigkeit, », v, w die-
jenigen der Schiebungsge-
schwindigkeit beziiglich g.

Fiir jede Bewegung bestehen nun die Gleichungen

(5) a;=br—eq, b=cp—ar, ¢ =aq—>bp

Die Gleichungen (4) lassen daher erkennen, daB
(6) g=0, r=+1
ist, 0 daB die Gleichungen (5) sich schreiben lassen
M a=0, b;=cp—m, ¢=-—"bp,
durch welche Gleichungen nun auch die Komponente p nach GréBe und
Vorzeichen mitbestimmt ist. lhre geometrische Bedeutung ist leicht zu

erkenmen. Da auf der Kugel der Punkt (¢, ¢, ¢;) der Pol der Tangente
des sphirischen Bildes der Regelfliche ist, so ist

Vde 4 de +det =de
der geoditische Kontingenzwinkel desselben und daher

e 9y /2 d
p=V¥+ ¢+t = ’d:
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die geodifische Kriimmung des sphirischen Bildes. Bedeutet also 2
den sphirischen Krimmungsradius, so ist
(8 cotg 4 — p.
Geht nun die positive Richtung der sphiirischen Normalen durch Dre-
hung um einen rechten Winkel im Sinne des Uhrzeigers aus der Rich-
tung der Geschwindigkeit des Punktes (a,, a,, a,) hervor, so ist i nach
der positiven Seite der Normalen aufzutragen, falls p positiv ist. Es
erscheint dann von der negativen Seite der Achse y aus gesehen als
positiver Winkel, und da andererseits 4 auch der Winkel der instantanen
Schraubenachse gegen z ist, so folgt:

Die instantane Achse ist bestindig nach dem Krimmungsmittelpunkt
des unendlich fernen Querschnities der Regelfliche A gerichiet.

Un jetzt im weiteren die Komponenten u, », w zu bestimmen, hat
man zu beachten, daB diese nichts anderes sind, als die Komponenten
der Geschwindigkeit des Punktes (g, b, ¢). Sie haben daher in o die

Werte ; , ’
% = a0+ a,b" + a,c

©) v =ba’ + b + by
w=ca + c,b + c,c.
Nun hat aber der Zentralpunkt von z vom Punkte (a, b, c) den Ab-

stand
N U
0 ai? + ay? + ay?
Soll also der Anfangspunkt von 6 bestindig auf der Striktionslinie von
A4 bleiben, so muBl v verschwinden. Die beiden andern Komponenten
% und w wollen wir mit J und K bezeichnen. Alsdann ergibt die

Auflgsung der Gleichungen (9)
a=ad+eK

(10) V =ayd + g K
¢ =a,d + e, K,

=—(ba’ + bb + b,y = —w.

und daher werden die Gleichungen der Regelfliche A1)
X =f(alJ+ ¢, K)dt + ua,

(1) Y — [(agd + ¢, K)dt + ua,
z =f(a3J+ e, K)dt + uay.

1) Vgl. X. Antomari: Application de la méthode cinématique a I'étude des
propriétés des surfaces réglées. Thése Paris 1894, und die dort angegebenen
Literaturnachweise.
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In diesen Gleichungen treten also zwei willkiirliche Funktionen J
und K von ¢ auf, von welchen leicht nachzuweisen ist, daB sie zwei
Biegungsinvarianten der Fliche 4 darstellen. Bezeichnet nimlich @
den Verteilungsparameter der Fliche, so ist

"al a, ag
a, o, a, = — (@’ + b+ ¢y = — K.

14

a bV ¢

—1

02 @= g e ap

’

Da aber K die Geschwindigkeit des Zeutralpuiktes senkrecht zur Lr-
zengenden und d¢ den Kontingenzwinkel derselben darstellen, so ist der
unendlich kleine Abstand zwischen z und der folgenden Erzeugenden

dn — Kdi oder K — Z;‘

Bei ciner Verbiegung der Fliche mit Erhaltung ihrer geraden
Erzeugenden, #ndern sich aber Zihler und Nenner des obigen Quo-
tienten, also auch K selbst nicht.

Bezeichnet ferner z den ebenfalls von der negativen Seite der
y-Achse aus geschenen Winkel der Striktionslinie gegen die Frzeugende
z, so ist

(13) cotg T = -
und da dieser Winkel bei einer Verbiegung sich ebenfalls nicht &ndert,
8o ist auch J eine Biegungsinvariante.!)

Andert man daher in den Gleichungen (11) nur die Richtungs-
kosinus @,, a,, a;, nicht aber J und K so erhilt man ein System von
aufeinander abwickelbaren oder Biegungsregelflichen.

Mit Hilfe der Invarianten J und K ldBt sich nun auch die Lage
der instantanen Achse o gegen das System ¢ leicht bestimmen.

Da ¢ und v gleichzeitig verschwinden, so schneidet o die Achse
y rechtwinklig und zwar in einem nach der positiven Seite von y auf-
zutragenden Abstand

_re—pw _J—pK
(14) § = T’—{—pz_l—{—pz

Anderseits ist der Windungsparameter der instantanen Schraube

- _pu-}—rw_K—}—p;T
(10) h_ rz_+_pz 1+p2'

1) In Fig. 1 ist die Komponente w — K der Deutlichkeit halber als eine
negative Strecke gewihlt worden,
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Die instantane Achse beschreibt daher im Laufe der Bewegung in 6
das bewegliche Axoid B mit den Gleichungen
Z =wvcos i
16) y =8 =Jsin? A — Ksin 4 cos 4
Z = sin }
und der sogenannten Parameterverteilung
(17) h=Jsin 1lcos 2+ Ksin? 1.
Im festen Raume X dagegen beschreibt die instantane Achse das
ruhende Axoid F, dessen Gleichungen lauten

X=f(alJ—+— ¢, K)dt + sb, + v (a, cos 4 + ¢, sin 1)
(18) Y=f(a2J+ ¢, K)dt + sby + v (ag cos 2 + ¢, sin 1)
Z =f(a3J+ c; K)dt + sby + v (ay cos 2 + ¢4 sin 4).

Die Bewegung des begleitenden Dreikants ¢ findet also durch Ab-
schroten von B auf F statt. Um dies noch genaner zu begriinden,
beachten wir, daB nach (16) offenbar d1 das Bogenelement des sphirischen

Bildes von B und a
8§

I=0, f——1p
die beiden Invarianten von B sind.

Um auch die Invarianten der Flidche ¥ zu finden, fiilhren wir das
begleitende Dreikant & dieser Fliche ein. Sind 4,, B, C;, seine
Richtungskosinus, so ist

A =+ a,cosd | ¢ sind
und wegen der letzten der Gleichungen (7)
Al =(—a,sini+ ¢ cosl) i
also AR+ A7 + A7 = 22

Betrachten wir daher fiir den Augenblick 4 als unabhingige Ver-
inderliche, und bedeutet der Strich den nach A genommenen Differential-
quotienten, so bestehen nun die Gleichungen

A;=B17 B£= Clp_'Av C’1=— 1 P
Aus a, ¢y || cosl sinl
01=A2B3—B2A3= 2 . ' =E_'b1
Gg Cg ’ — sini cos i
folgt aber
¢ —— 7d13,7 _ (ﬂsinl 7570051) ﬂ - 7157 \df
1 di sin 1 di sinl da’
also dt
c; i
P=—53 = %ini"

1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Martin DisTerr. 267

Sind anderseits u, v, W die Komponenten der Geschwindigkeit des
Koordinatenanfangspunktes (4, B, C) von § in bezug auf dieses System,
so ist

) d
A = A+ Bo + Cw = (a,J + clK)GT:#-sBIP—% G
B=Aﬂby@n+@m=%%J+%K%%+ﬂ%P—§%@

¢ = Au+ Byo + G = (0,7 + 6, K) G+ sByp — 33 G,

woraus folgt

. dt h dt o
u = (Jeosd 4 Ksind) 1= s gn = S
(19) p = (—Jsini -+ Keosl) g; +sp=0

ds

Da v verschwindet, so ist der Anfangspunkt (4, B, C) auch der
Zentralpunkt von F, und die Ebene (o, y) die Zentralebene. Da
iiherdies ®— &,

ist, so beriihren sich in der Tat B und ¥ bestindig. Mit % verschwindet
die Gleitung lings der Achse o, es verschwindet dann aber anch S, d. h.
es haben dann die Axoide B und F die nimlichen Invarianten; die eine
ist also eine Biegungsfliche der andern. Da jetzt auch die Striktions-
linien ohne Gleitung abrollen, so ist auch diejenige des Axoids F eine
Orthogonaltrajektorie und geoditische Linie von F, also umgekehrt 7
der geometrische Ort ihrer Binormalen, d. h.

Wenn bei der Bewegung des begleitenden Dreikants der Windungs-
parameter h werschwindet, so ist das Axoid F' eine DBiegungsfliche des
Azoids B und zugleich Fliche der Binormalen seiner Stréiktionslinie.

§ 2. Die Striktionsschraubenfliche.

Denkt man sich ¢ augenblicklich als konstant, so nehmen o/, X, p und
damit auch s und % konstante Werte an. Erteilt man jetzt der Erzeu-
genden z eine Schraubenbewegung um die festliegende Achse o mit dem
konstanten Windungsparameter &, so entsteht eine Schraubenregelfliche
S, welche mit der Regelfliche A lings z in Berithrung ist, wobei die
unendlich fernen Querschnitte sich oskulieren und die Striktionslinien
sich berithren. Durch diese beiden Eigenschaften ist die Schrauben-
fliche S umgekehrt eindeutig bestimmt und unter dem zweifach unend-
lich vielen beriihrenden Schraubenflichen diejenige, welche sich der
Fliche A am innigsten anschmiegt; sie ist als das riumliche Analogon
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zum Kriimmungskreis der ebonen Bewegung zu betrachten, und da sie
im allgemeinen mit 4 nicht drei konsekutive Erzeugende gemeinsam
haben kann, moge sie die Striktionsschraubenfliche von A lings z ge-
nannt werden.

Um ihre Beziehungen zur Fliche genauer zu bestimmen, betrachten
wir auf dieser die beliebige Kurve
(20) w = u(t)

Alsdann ergeben sich wegen den Beziehungen

a="b, bi=c¢p—a, cr=—0bp

fiir die Komponenten der (eschwindigkeit und Beschleunigung des
Punktes » die Werte
v,=dJ + o, v, = u, v,=K
=J —u+u), p=J—pK+2«, p =K +up

Da die Flichennormaule # in « auf # und v zugleich senkrecht stehs,

(1)

x

sind ihre Richtungskosinus

@2) «=0, f= K —_

Y Ty G
wobel der Wurzel das positive Zeichen zu geben ist, damit die Normale
im Anfangspunkt mit der Achse y zusammenfallt.

Legt man nun durch die Normale % und die Geschwindigkeit v eine

Ebene, so hat der Kriimmungsradius dieses Schnittes die Gréfe

R
Pr
wo p_ die in die Flichennormale fallende Komponente von p bedeutet.
Hs ist aber
_ =(J—pK+2u') K —u (K 4 up)

P = op; + Bp, +vp, VE S ut

P =(J+u)¥ 4+ K* + ul daher
(23) R— LT+ + K ) VE o

' - J—pK+ 2u)K —uw (K 4 up)

Hierin sind % und »’ zwel unabhingige Variable. Fiir konstantes u
und verdnderliches «” erhilt man daher die Kritmmungsradien simtlicher
Normalschnitte im Punkte .

Ist jetzt eine zweite Regelfiiche A gegeben, mit den Invarianten
J, K und der geoditischen Kriimmung », so stimmen die Kriimmungs-
radien aller Normalschnitte, und damit nach dem Meusnierschen Satz
auch diejenigen aller schiefen Schnitte in allen Punkten der Erzeugenden
z liberein, sobald die Gleichungen

J=dJ, p=p K=K K=K

M

erfiillt sind.
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Es ist bemerkenswert, daB hierbei der Zentralpunkt u = O die Aus-
nahme macht, daB schon Oskulation aller durch ihn gechenden Schnitte
beider Fliichen A4 und A stattfindet, auch wenn die letzte obiger Gleich-
ungen nicht erfiillt ist.

Fihrt man noch die sogenanntem Parameterlinien w = -+ K der
Flichen ein, so liBt sich demnach folgendes Resultat aussprechen:

Zwei beliebige Regelflichen A und A haben lings x drei konsekutive
Erseugende gemein, oder beriihren sich in der zweiten Ordnung, wenn ihre
unendlich fernen Querschnitie sich oskulieren und die Striktions- und Para-
meterlinien Sich beriihren.

Ist jetzt die Regelfliche A identisch mit der Striktionsschrauben-
fidche S, o ist fiir diese K konstant. Fine Oskulation beider Flichen
ist also ausgeschlossen, falls nicht auch K selbst konstant ist, d. h.

Die Striktionsschraubenfliiche oskuliert die Regelfliche A nur dann,
wenn diese eine Ilegelfliche konstunten Veriedungsparameters ist.

Im allgemeinen werden sich die Striktionslinien beider Flichen
nicht oskulieren. KEs frigt sich nun, ob dies doch eintreten kann. Mit
# =0 erhalten aber die Geschwindigkeits- und Beschleunigungskompo-
nenten des Zentralpunktes die Werte
(24) usz" u, = 0 u5=K’

p,=d" p,=Jd—pK p =K.
Die Richtungskosinus der Binormalen der Striktionslinie sind daher
bestimmt durch die Proportion

(25) Arpiv=—K(J - pK): KJ —JK :J(J—pK).

Setzt man hierin fiir den Augenblick J’ und K’ gleich Null, so

erhilt man fiir die Binormale der Schraubenlinie
Aottrgivg=—K:0:4J.

Da beide Schmisgungsebenen durch die ndmliche Tangente gehen,
so 18t der Winkel g, der beiden Binormalen auch zugleich Winkel der
beiden Hauptnormalen. Ist daher g, der Kriimmungsradius der Schrauben-
linie, ¢ derjenige der Striktionslinie, so ist infolge der Oskulation aller
Schnitte im Zentralpunkt

0 = 0,008 &.

Nun ergibt sich aber g, aus der Gleichung (23) fiir 4 =« =0,

nimlich Jr LK L Ji1 K

O T s—pK T s 14pt
woraus folgt, daB o, und s nach derselben Seite der Achse y gerichtet
sind. Ferner ist nach (25)

O T YT BY —p Ky T (KT — K
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wobei der Wurzel im Nenner das positive Zeichen zu geben ist. Daher
wird nun 3
Ot L

Vi + K (J—pK)* -+ (K" — JK')*

Eine Oskulation beider Striktionslinien kann also nur dann eintreten,

falls die Bedingung

KJ —JK' =0
erfilllt ist, d. h. wenn J und K in konstantem Verhiltnis stehen. Auf
der Regelfliche 4 ist in diesem Falle die Strikionslinie wegen (12)
eine isogonale Trajektorie und weil wegen &, gleich Null die Schmiegungs-
ebene durch die Flichennormale geht, auch geoditische Linie. Wir
erhalten daher das Resultat:

Wenn die Invarionten J und K in konstantem Verhdlinis stehen,
wenn also die Striktionslinie von A isogonale Trajektorie und geoddtische
Livie ist, so oskuliert thre Striktionslinie diejenige der Strikitionsschrauben-
flicke. Eine Oskulation der Flichen selbst kann aber erst dawn stalt-
finden, wenn beide Invariouten J und K konstante Werte haben.

In diesem letzteren Falle ist also auch geometrisch die Striktions-
schraubenfliche das vollkommene riumliche Analogon zum Kriimmungs-
kreis der ebenen Geometrie.

§ 3. Einige Anwendungen der Bewegung des begleitenden Dreikants.

Bevor wir in der allgemeinen Betrachtung weitergehen, méige das
Vorstehende zunichst auf einige unmittelbar sich darbietende Fragen
angewendet werden.

a) Die erste Frage sei diejenige nach den Bedingungen, unter
welchen zwei allgemeine Regelflichen eine Berihrung n-ter Ordnung
eingehen, also (» + 1) konsekutive Erzeugende gemeinsam haben.

Geht man aus von den Gleichungen der Striktionslinie der Fliche 4,
namlich X—a, Y=b, Z—c,
so ergibt die fortgesetzte Differentiation unter Beriicksichtigung der Glei-
chungen (7)
X =adJ+¢K
X' =o'+ b (J—pK)+ ¢ K
X" =0, (J —=J +pE) + b, (2T — 20K~ p'K) + ¢, (K" —pJ + p' K

X0 — g (JO-D | ) + by (—Kp= 4. ) 4 e (K00 4 -+ ),
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50 daB die erste Klammer die hichste Ableitung von oJ, die zweite die

Ldchste Ableitung von p, die lelzte die hochste Ableitung von K enthilt.
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit 1, 4¢,
4t 4t

o Al und addiert man, indem man ¢ einen bestimmten konstanten

Wert beilegt denkt, die Gleichungen, so folgt:

Xt+da)=a+ a, F+bG+cH

Y+ 4)=b+ a,F +b,G + e,

ZG+ At) =c+ ay F+b,G + ¢, H.
Aus den Transformationsgleichungen (1) geht aber hervor, daB F, G, H
nichts anderes sind, als die Koordinaten z(¢ + %), y(t + 4t), 2(¢ + A%)

des Zentralpunktes X ( + A1), Y (¢ + AY), Z (I + At) beziiglich des
augenblicklich ruhenden Systems o, so daB man hat

1 At2 4t
s+ Ay = Jat+ I+ 4 eyl
- At A4t”
@)yt g)= (T—pK) o+ + (= Kp" P4 )n
,At? a8
s(t+ at) — KAt + K27 4o 4 (BeD £ 20
Betrachtet man andererseits den Richtungskegel der Fliche A mit den
Gleichungen
8 '¥=a17 Y = a,, 8=a57
so ergibt die fortgesetzte Differentitation in gleicher Weise
X =u
X" —=—a+op

x’” = bl(l +p2) —I_ clp,
" =a,(14+p% 4+ bpp + c(p” —pd + p¥)

E‘") =a, (2pp(“_4) + .- ) -+ bl (pp(’l—:’) + -- .) + ¢ (p("—z) +-- .)_
Verfihrt man daher wie oben, so erhiilt man nach Addition die Glei-

chungen X+ Ab) — a,f + b + eh
Dt + At) = ayf + byg + ¢
3@+ At)-z asf + byg -+ csh,
also

f2+ gE + h2=1
o daB f, g, h die Koordinaten r(¢ + At), y(t + 4%) 3t + 4¢) von
X+ 4t), Q@+ 4t), Bt 4 41t) beziiglich ¢ sind.
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Fiir diese Koordinaten bestehen daher die Entwickelungen

B A =1 =50 + (L5 Grt- + @op 04 ) 5+

(28) g(t+m)=4t—(1+p2)43—f_‘3+--- +(pp"‘“")+---fg+---
g,(t—}—dt) =p‘;j _*_p";it!_i_... +(p(n—ﬁ)+...)f’ﬁt!f+..._

Ist jetzt eine zweite Regelfliche A4 mit den Invarianten J und K
und der geoditischen Kriimmung p gegeben und bestehen die Glei-
chungen

J=d, J =, JoH — Jr-D

29) p=p, p =9, pr¥=pt?
K—K, K=K, - Ko9_ K03 RKo-D_ Ko

so gehen nach (28) ihre Richtungskegel eine Beriihrung #-ter Ordnung
ein und ebenso nach (27) die orthogonalen Projektionen ihrer Striktions-
linien auf die Ebene yz. Es haben die projizierenden Zylinder der
Striktionslinien in der Richtung der Erzeugenden z also (% + 1) auf
einander folgende Geraden gemeinsam. Auf den Zylindern haben die
Striktionslinien selbst » konsekutive Punkte gemein; die (n + 1)-ten
Punkte haben dagegen einen in der Richtung z verlaufenden Abstand
von der GriBe

Ar— (J(n~1)_j(n—1)) % 4 ...

Durch diese beiden Punkte gehen nun die (% + 1)-ten Erzeugenden beider
Flichen, parallel der gemeinsamen (% + 1)-ten Krzeugenden beider Richt-
ungskegel. Beide Erzeugenden sind also einander selbst parallel und
falls & ihren Winkel gegen x bedeutet, so ist ihr Abstand
Adn = Axsin 9.
Nun ist aber
At? At
cosd=1—"7 + (L +p)  +-,
also

4t prar
4 31 )

sin @ = A4t —
Daher wird
_ F e A" +1
An = (Jo-D — JO-0) T
Da aber fiir Beriihrung »-ter Ordnung unendlich kleine GriBen (n + 1)-ter

Ordnung nicht in Betracht kommen, so dirfen wir sagen, daB auch dis
(n + 1)-ten Krzeugenden beider Flichen koinzidieren.
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Es laBt sich daher das Resultat aussprechen:

Zwei Legelfléichen beriihren sich in der n-ten Ordnung, oder haben (n + 1)
Lonsekutive Frzeugende gemeinsam, falls die Invarianten J und die geo-
datische Kriimmung p nebst ihren (n — 2) ersten Ableitungen, ebenso die
Invarianten K nebst ihren (n— 1) ersten Ableitungen ibereinstimmen, oder
geometrisch gesprochen: falls ilwe unendlich fernen Querschnitte sich in der
n-ten Ordnung, ihre Striktions- und Parameterlinien in der (n — 1)-ten Ord-
nung beriihren.t)

Weitere Aufgaben lassen sich ankniipfen an den Ausdruck fiir den
Krimmungsradius des Normalschnittes im Punkte « von z, némlich

R F Ty L IO VR

G W -pEteu)K -uK Jup)’

Hilt man w fest, so kann man «’ derart bestimmen, daB der Radius I8 ein
Extremum wird, also mit einem der beiden Hauptkriimmungsradien r,
oder 7y zusammenfallt.

Offenbar muB dann neben obiger Gleichung noch die Bedingung

GF — FG =0 also o~ R
bestehen. Daraus folgt

R T HWVE +ut
K
Es ist also
, KR
7
, KR - ;
J— pK + 2u'— i/i”ﬁﬁ;_ (J + pK).

Setzt man diese Werte in die obige Gleichung fiir K ein und ordnet
nach Potenzen von E, so erhilt man die quadratische Gleichung

30) RE—R{(J+pE)K+u(K +up) ) VK +u* — (K +u?):=0,
deren Wurzeln die beiden Hauptkriimmungsradien sind.
Die Richtungen der Kriimmungslinien selbst sind anderseits bestimmt

durch die (leichung
GF'—FG =0,

aus welcher durch Einsetzen des Wertes von R fiir «’ die quadratische
Gleichung entsteht

Bl WK 4w {(J—pK) K—u(K +up)} — (K*+u?*)(Jp+ K)— K'Ju=0,
deren Integrale die Gleichungen der Kriimmungslinien der Regelfliche
4 ergeben.

1) Vgl. X. Antomari, a. a. 0., wo dieses Resultat durch andere Betrach-
tungen sbgeleitet wurde.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 3. 18
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b) Zunichst erhebt sich etwa die Frage nach der Bedingung, unter
der die Gleichung (30) zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln hat. Wenn

aber die Gleichung o 0
_ 1 | R

bestehen soll, so muf die Gleichung
K(J+ pE)+ u(X + up) =0
fiir alle Werte von d, also identisch bestehen. Dies gibt
J+pK=0, K'=0, p=0, alsoauch J=0,
Es ist daher

-0 T
Die Fliche A4 entsteht also durch Verschraubung einer die Schrauben-
achse rechtwinklig schneidenden Geraden a unter Voraussetzung eines
konstanten Windungsparameters. Die gesuchte Fliche ist also die sog.
Wendelfliche, und wir finden daher kinematisch das bekannte geome-
trische Resultat wieder:

T
K =const.,, s= 3

Die einzige reelle geradlinige Minimalfliche ist die Wendelfldche.

c) Es mogen weiterhin diejenigen Regelflichen hestimmt werden,
fir welche die Linie # — const. mit den Haupttangentenkurven der
Fliche zusammenfallen. Die Differentialgleichung der letztern lautet nun

G={J—pK+2u)K—u(K + up)=0.
Soll diese Gleichung fiir
w—0
befriedigt sein, so muB die Gleichung
(7 — pE)K — u (K + up) — 0
fir alle Werte von w identisch bestehen. Es ist also
J—pK=0, p=0, K=0 also auch J=0.

Wir kommen also gerade auf die vorigen Bedingungen zuriick und
kénnen sagen:

Die eineige reelle Regelficiche, bei der die durch die Bewegung des be-
gleitenden Dreilants erzeugten Bahnkurven der Fléiche mit thren Haupt-
tangentenkurven zusammenfallen, ist die Wendelfliiche.

d) Es mége endlich noch nach denjenigen Regelflichen gefragt
werden, fur welche die Linien u = const. die eine Schar der Krimmungs-
Linien der Flache bilden.

In diesem Falle muB die quadratische Gleichung (31) die ecine
Wurzel »" = 0 besitzen.
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Dies erfordert, daB die Gleichung

(w+ K5)(Jp+ K)+udK' =0

fir alle Werte von « identisch erfilllt ist. Ks ist also
Jp+ K=0, K' =0
K+ J J— K
K — const., h— 1ipf)=0’ 5 — 1+pr=_;f

d.h. die Striktionsschraubenfliche oskuliert und ist zugleich ein Rota-
tionshyperboloid.

Wenn also bei der Bewegung des begleitenden Dreikants einer Regel-
fliche die von den Punkten der Erzeugenden x beschriebenen Bahwkurven
die eine Schar der Kriimmungslinien der Fldche sein sollen, so muf
das Schmiegungshyperboloid lings jeder Erzeugenden ein Rotationshyper-
boloid sein.

Es lauten aber jetzt nach (16) die Gleichungen des beweglichen
Axoids B

oder

X =1vcoslk
y=—Kigi
2 =wvsmi.

Es ist also B dasjenige gleichseitige hyperbolische Paraboloid,
welches # und y zu geradlinigen Striktionslinien und lings diesen den

Verteillungsparameter p
besitzt.

Anderseits hat man fiir die Koordinaten des Zentralpunktes der
Fliche A

a =f(a1J+ oK) dt =_f(clp —a) K a = —fsdbl,
d. h. die Fliiche A hat die Gleichuhgen
X =_/‘b1ds — sb, +ua,
(32) Y=fb2ds — 8hy + una,
Z=fb5ds — 8by 4 uay,
urd daher ist das feste Axoid F durch die Gleichungen
X — [byds + v (a,co8) + ¢;sind)
(33) Y=fb2ds + v (ayco84 + £,8in 1)
szbsds + v (azco84 + ¢gsind)

dargestellt, Da & verschwindet, so ergibt sich der Satz:
18*
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Soll eine Regelfliche lings jeder Erceugenden von eimem Rotations-
hyperboloid oskuliert werden, so muf3 sic erseugbar sein durch dic eine
der beiden Striktionsgeraden eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloids,
welches auf irgend einer seiner DBiegungsflichen ohne Gleilen abrolll.

Setzt man im weitern in die Gleichung (30)

w=0, J=— K
P

ein, so erhdlt man fiir den auptkrimmungsradius r; des Punktes u
den Wert

y—— YE’;@ — VK fultga

Ist ferner v der Winkel der Flichennormalen » gegen die Achse y,
so ist pach (22)

K . “w
cosy = VRt Sy = — VE Tut’
woraus folgt uw=— Ktgu.

Diese Gleichung sagt aber aus, daB n auf dem Paraboloid B liegt,
daB dieses also das Normalenparaboloid lings z ist, dessen zweite Begel-
schar von den Normalen n gebildet wird.

Im System X sind nun die Richtungskosinus der Normalen n

b, K—c,u

v, = b,cosv 4 ¢;sinv Kip

Trigt man also auf der Normalen den Kriimmungsradius r, auf,
so erhidlt man fiir die Koordinaten des Krimmungsmittelpunktes

b K—e
* :fblds — sb +ua + 1y %ﬁi%i
also mit Einsetzung des Wertes von 7, und weil
s+ Ktgd =0

ist, als Gleichungen der Evolutenfliche von 4
X =fblds + c:_s}, (o cosd + ¢,sink)
(34) Y — f byds-t " (aycos1 + cysin )

Z=fb3ds+£a (agcosd + ¢ysind).

Setzt man aber ”
—— =
cosi ’

so ist der Punkt v auf der Erzeugenden o der Kriimmungsmittelpunks
des Punktes u auf der Erzeugenden x, anderseits gehen die Gleichungen
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der Evolutenfliche (34) in dleJenlden der Fliche ¥ tiber. Daraus folgt
also das Resultat:

Das Axvid F ist die Evolutenfliche der Schar von Kriimmungslinien
u = const. der Fliche A, welche wmgekehrt ihre Evolventenfliche ist. Beim
Abrollen des Paraboloids B auf F beschreiben daher die Irzeugenden der
Regelschar n des Paraboloids die  developpablen Normalenflichen der
Linien w = const. und wickeln sich derart auf die Fliche F auf, dof} sie
auf dieser die Fuvoluten der Kriimmungslinien und damit ein System geo-
diitischer Linien der Ewolutenfliche F bilden.

Denkt man sich ferner auf der Evolutenfliche F eine orthogouale
Trajektorie zum System der geodiitischen Linien ¢ = const. gezogen, so
wickelt sie sich auch als orthogonale Trajektorie auf das Paraboloid auf.
Eine solche wird aber aus diesem herausgeschnitten durch irgend einen
Kreiszylinder von der Achse z. Sie enthilt also diejenigen Punkte des
Paraboloids, fiir welche der Wert von #, konstant bleibt, Es ergibt daher
dieses Beispiel eine besonders anschauliche IHustration zu dem Satze
von Ribaucour:

Auf der Evolutenfliche bilden die Orthogonaltrajektorien der geo-
diitischen Linien den Ort derjenigen Punite v, welchen auf der Evolventen-
fliche Punkte w von konstawtem’Hauptkriimmungsmdius enisprechen.

§ 4. Die allgemeine riumliche Bewegimg erzeugt durch Abschroten
der Axoide.

Im festen System X (X YZ) bewege sich ein System ¢ (zy2) in
der eben beschriebenen Weise, d. h. gemiiB den Bewegungsgleichungen

X=a+az+by+ecz
(35) Y=>56 4 a,x + byy + cy2
Z=c¢+ a3 + by + 32
und derart, daB es stets begleitendes Dreikant der Regelfliche A bleibf,
deren (leichungen lauten

Xzf(alJ + ¢, K) dt + ua,
Y=f(a2J+ ey K) dt + ua,

Z=f(a3J+ e, K) dt + ua,.
In analoger Weise bewege sich in einem System X (XY Z) ein
System o (Z57) gemdB den Bewegungsgleichungen
a+ azx +b,7 + ¢,z
b4 d,@ + byy + €,7
€4 GT + by + €7

(36)

Ny~ X
|
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und derart, daB es stets begleitendes Dreikant einer Regelfliiche 4 bleibt,
mit den Gleichungen
' X;f@J+qdem@
Y = [(@&J + ¢, K) dt + ua
VA :f((i3j + ¢, K) dt + ua;,
wobei { wieder die unabhingige Verfinderliche ist, so daB die Erzeu-

genden beider Regelflichen denselben Werten von ¢ entsprechend
einander eindeutig zugeordnet sind.

Wir wollen nun die Bewegung von ¥ in X betrachten, die durch
die Bedingung bestimmt sein mdge, daB die begleitenden Dreikante,
die demselben Werte von ¢ entsprechen, im Laufe der Bewegung koin-
zidieren sollen.!)

Sind aber . o _
X=L+AX+BY+CZ
(37 Y=M+ 4,X + B,Y + 0, Z
Z =N+ A4,X+BY +0CZ
die Bewegungsgleichungen von X in 2, go folgen aus diesen Gleichun-
gen die Aufldsungen

X =(X—L)4, +(Y—M)4,+(Z— N) 4,
Y=(X—L)B +(Y—M)B,+(Z—N) B,
Z=(X—-L)C,+(Y—M)C,+ (Z—N) C,.

Setzt man hierin fiir X, ¥, Z und X,Y, Z die aus (35) und (36)

folgenden Werte ein unter der Voraussetzung, daB

. . , Y=Y, ==z
ist, 8o wird

Ay = 0,8 +bb +¢&, Bi=a,d;+bby+c &, C=ads+bbs+cr,
Ay =a,a, + bJH +68y, By=a,8,+ b27)2 1636y, Cp=aydy+ bQZ_!, + 5y
Ay =a;a, + 1)351 + 5y, By=asi;+ 6352 +eyCyy Cy=asiy+ bs—b—s + ¢
L—a=—(4,a+ Bb—+ Cc)
(38) M—b-—— (Azd + le_’ + (,’2(7')
N-—¢c=—(45a + Bsb + Ge).
1) Vergl. F. Schur: oer die Bewegung eines starren Korpers durch Ab-

schroten. Diese Zeitschrift Bd. 55 (1907). 8. 408ff. Ferner: Encyklopidie der Math.
Wiss. Bd. IV, 1. 8. 232ff,
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Bedeuten jetzt P, @, It, U, V, W die Komponenten der instantanen
Schraubengeschwindigkeit des Systems 3 in ¥, so bestehen zunichst
die Gleichungen
(‘9’9) Al = 4,0 — A, R, B{ — B, — B, R, 01’ = G,Q—GR
und 6 andere analoge, die durch cyklische Vertauschung der Indizes
entstehen.

Indem man aber in die Gleichung

A = a3, + bib + o) +aja + b b, + el
die Werte ,
&4 = ?1;

ﬁ; = by,
einsetzt, erhilt man

Al = (e,b — b,2,) (p — P) = (40, — Aya;) (p — D)
(40) Bi = (6,03 — b,8y) (p — P) = (Byry — Byay) (p — P)

Ci = (e,by — b, &) (p — ) = (Cya; — Cyag) (p — P)
und daraus durch zyklische Vertauschung und Vergleichung mit den
obenstehenden Werten

P=a (p—7)
{1 Q@=a,(p—Dp)
R =a;(p—P).

Da ferner U, V, W nichts anderes sind, als die Komponenten der
Geschwindigkeit, die der Anfangspunkt von X selbst erhilt, so ist all-

gemein U=1+RM—QN.
Nun ist L' = a" — (4,a" + B + Cy¢") — 4;a + Bb + C[¢).
Aber durch Einsefzen der obigen Werte folgt
(Aja+Bb+ Cle) —ay (M —1) (p—F)—a (N—¢) (p — P)
=(M—-bR—(N—¢c) Q.
a=a,J+c K -
a =ad + o, K

Da ferner

ist, so ergibt sich
o — (4,8 + B+ Cic)=a,(J—J)+¢ (K — K).

Machen wir also jetzt noch die Voraussetzung

(42) . K=K
und setzen wir zur Abkiirzung

J—d
43 : =
(1) I=T
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80 erhilt man U=hP -+ Rb— Qc
(44) V= th + Pc— Ea
W ="0n,R - Qa— Ph.

Diese Gleichungen sagen aber aus, daB die instantane Achse von X
bestindig mit der Erzeugenden  zusammenfdllt, dab (p — p) die in-
stantanc Winkelgeschwindigkeit und —J die instantane Gleitgeschwin-
digkeit lings « ist. Ks beschreibt also im Laufe der Bewegung die
instantane Achse in X die Begelfliiche 4, und da ¢ und @ koinzidieren,
in X die Regelfiiche 4. Da aber die begleitenden Dreikante zusammen-
fallen und wegen (42) die beiden Verteilungsparameter von A und 4
gleich sind, so beriihren sich 4 und A bestindig, sind also die der Be-
wegung von % in X zugrunde liegenden Axoide. Man kann daher sagen:

Das Abschroten zweier Azoide findel derart statt, daf3 die unendlich
fernen Querschnitte ohne Gleiten aufeinander abrollen und daf3 die dadurch
einander zugeordneten begleitenden Dreikante beider Azoide nacheinander
2ur Declkung gelangen.

Dabei sind g —p— p und hyoy — I — J
die relative Winkel- und Gleitgeschwindigkeit, mit welchen 4 auf 4
abschrotet.
Das Gleiten verschwindet, wenn
J—J =0
ist, d. h. wenn beide Invarianten gleich sind, also A eine Biegungs-
flaiche von A ist. Dies ist insbesondere der Fall, wenn

J

== const. oder J=J =0

=il &y

ist, woraus folgt:

Sind beide Axoide auf einander abwickelbar, oder sind ihre Striktions-
linien isogonale Trajektorien von gleichem Schnittwinkel, oder bestehen beide
Azoide aus den Binormalen ihrer Striktionslinien, so findet reines Rollen statl.

Wenn insbesondere die Achsen ¢ und ¢ zusammenfallen, so sind die
Striktionsschraubenflichen S und § identisch. Es bestehen dann die
Gleichungen 3 L ] _ _
p=p, J=J, K=K, K=K
d. h. die Axoide oskulieren sich. Kinematisch leistet also die Striktions-
schraubenfliche vollkommen, was der Kritmmungskreis in der Ebene,

indem der Satz besteht:
Zwei Axoide oskulieren sich, wenn sie augenblicklich die ndmliche

Striktionsschraubenfliche besitzen.
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Die Striktionsschraubenfliiche selbst wird aber von beiden Axoiden nur
dann oskuliert, wenn diese Fliichen konstanten Verteilungsparameters sind.

§ 5. Das Analogon der Savaryschen Formel im Ranme.

Bei der Bewegung des Systems X in X beschreibt jede Gerade von

Z in X eine Regelfliche £ Da X gegen X eine vollig allgemeine

Lage hat, so geniigt es vollstindig, Fig. 2.

die von der Achse X beschriebene T =x*

Regelfliche zu betrachten, deren

Gleichungen in X lauten: £
X=L+ud, /
Y=M+ ud,
Z=N+ud,.

Wir fithren nun (Figur 2) ein neues

System © (X, 9), B) ein, welches

bestindig mit dem begleitenden _ Qirl,__,
Dreikant der Fliiche R zusammen- “‘d/\ -
fallen soll und bestimmen jetzt die
Lage seiner instantanen Achse f
gegen das System X
Sind (abe) >y

X=2 +%AUx+ 58 I+E.3
(45) Y=M+ WX+ B,Y+6,3

Z=N4ULUX+B,9+G,8
die Ubergangsgleichungen beider
Systeme, so sollen z
(46) L= L+ugdy, M=M+ ud4,, N=N=ud,
die Koordinaten des Zentralpunktes der Erzeugenden X bedeuten.

Da die Systeme X und & bestiindig die Achse ¥ gemeinsam haben,
hesteht zunichst die Gleichung

U U U — AT AT A~ (1 D) — D)

Setzt man also
(47) A4=Y1—d(—p),
die Wurzel positiv genommen, so bestehen fiir die Richtungskosinus
von & die Beziehungen:

Aj A,a, — Asa 6 —4,a

—4, B BRTAb, g G4

s‘)11 19 1= 4 Vi—a ’ 1= 'Vl-a’

- Ay Aja;— 4,a —4,a

=4, B,—2_ABT54L, ¢ 1

o R S ima T ST .
Ay Ay —A4a a, — A, a

_ % Az __ Gath s 1% I By R O

U=y a7 yi—at D T s
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Sind nun P, O, R die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit an der
instantanen Achse f, so ergibt die Differentation der Gleichung

B, V1 —a = Aga, — 4,0,
- L \
%1]/1 — af = Vﬁf%l -+ (ag%s — asgbg) 4+ Azb, — A,bs.

Nun ergibt sich durch Einsetzen der Werte nach einfucher Reduktion:
_al 51
Vi—a

und daher

B = (3,8, — Bya5) (p — p) + (B 4, — B, 4y) YL

ad?
— aj

EB1‘+‘Asbz)"Aa‘b3=‘ @1V1 —a§ a

al
1 —at

also

B, =B, (az(p—?) + 4, 111,2) — %, (%(p —p)+ As’l_c_;a;),
nebst den entsprechenden Gleichungen fir B; und B;. Da aber nach
39) anderseits ,
(39) B — 8,0 — B,

ist, nebst den entsprechenden zwei andern Gleichungen, so ergibt die
Vergleichung dieser drei Gleichungspaare fiir die gesuchten Komponenten

P—a - D+A 2,
(49) D—ay(p—7) + 4y, 2

R=a(p—p)+ A316Tldf'
Setzt man demnach

(50) =6, P=A06, D=, R=A0,
g0 ist $=P+$
(61) Q=@Q+12

N =R+ %

Bedeuten nun im weitern 11, B, W die Komponenten der Schiebungs-
geschwindigkeit von & in X, so ist ganz allgemein

U=+ RM—ON

oder da

=L+ ug A + ug 4,

und
A+ AR — 4;,9=0

ist, so erhilt man durch Einsetzen der Werte fir f und 2

U=IL+RM— QN +u4, + RM - DN
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Setzt man daher

(52) Yo _
U=9F+aMm—ax
(53) B =90 + PR — R
_ W =9+ 08— PM,
g0 wird
N=U+Uu
(54) B=V493
W= Wi B.

Diese Gleichungen sagen aber aus:

Die absolute Schraubengeschwindigkeit des Systems © in X ist die
Summe aus der Schraubenfiihrungsgeschwindigheit p — p von = in X an
der Schraube (z, by) und der Relativschraubengeschwindigheit @ des Systems
& in X an der Schraube (X, D).

Es ergibt sich hieraus das Resulfat:

Die Achse ) &t die gemeinsame Normale der drei Achsen X, x und 1.

Ist jetzt — vergleiche Figur 2 — [ der Abstand des FuBpunktes 0%
der Achse § in z vom Punkte O, so machen wir O¥ zum Anfangspunkt
eines neuen Koordinatensystems O* (z% y* 2*) dessen Achse z* mit x
und dessen Achse y* mit 9) identisch ist. Die Richtungskosinus der
dritten Achse #* sind dann

* alc_tl——Al

€)= 0,8y — Byag =1 "

) Vl—a,

R a,a, — A
55 c; = 0,8, — Bya, = L1
(35) p s <1 30y Vi—a

. a,a, — A
¢ =a,B, —Ba,=->"1_"".
Vi—at

Bezishen wir nun die absolute Schraubengeschwindigkeit von & auf

dieses neue System o¥, so wird
F=aP+aQ+aR=p—p+aqo

%) = B,% + B0 + BR -0
=P+ R+ ghi=— Vl.—fif‘c&.

Im Weitern ist die Komponente der Geschwindigkeit des Punktes X, ¥, Z

nach der Achse X von X '

U,=U+U—RY +9QZ

=hP+ud —B(Y—0)+QZ~c) +RM—-Y)—- QN—-2).
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Setzt man hierin die Koordinaten
X=a+la, Y=0bb+1lay,, Z=c+la

des Punktes O% ein, so erhilt man speziell als Komponenten seiner
Geschwindigkeit in X

U,—hyP+ugdy+ RN —8) —~ 0N —¢) — 0lB, Y1 —a
(B7) U,=hQ+uwdy+ PN —c)—NE—a)—olB,)]—2a

U—=hyR+ujdg+ 0 (8 —a) — PN —b) — 0lB,)1 - 2.
Transformiert man demnach diese Komponenten auf das System ¢*, so
erhilt man

w* =a, U, 4 a, U, + aU,=hy(p — p) + %a, — oY1 —alZ(8 —a)B,
v* =B, U, +B,U,+B,U,=0(TC —-a)¢,—1V1—al)
w*= U, + 63 U, + iU, — —V1 —alug— @2, 2 (L — a)B,.
Projiziert man aber die Strecke 0L im Sinne des Pfeiles vom Anfangs-
punkt O (a, b, ¢) auf 2 nach dem Endpunkt ©(¢, M, N) auf § auf
die Achsen von %, so ist
58 Z(8—a)a, =1, ZE—a)B;=0, Z(R—a)g=0,
wobel ¢ den kiirzesten Abstand der Achse ¥ von z im Sinne der posi-
tiven Richtung der Achse %) bedeutet. Durch Projektion derselben
Strecke auf die Achsen von & folgt weiter
(59) 2R —a)d,=la;, T —0a)¢ =1)Y1—al.
Demnach nehmen nun die Schiebungskomponenten die Werte an

w* =h(p —p) +aqu—aYl—ale

v¥ =0

w¥ — —V1—a? u— wa,p.
Um endlich noch den Wert von ug zu ermitteln, gehen wir aus von der
letzten Bedingungsgleichung (58) fiir 4o, namlich

Z(®&—a)e;=0.
Differenziert man diese Gleichung und beachtet, daB
CQ—a=L—a+u 4,
18t, so folgt ~
60) (@ —a)e 4+ I(I — a’)‘iv‘;% — YT —@=0.
—al
Nun ist aber nach (55)
q'=—B(@P+ 0+ eR) + 5,8, - b,%,

o L b a,
= —(@—7+40)B + i/Tiag'
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Somit
(61) 2R —a)'=—(p—p+ave+
Ferner ist nach (38)
Z(L—-a)dj=—a, Z(L—a)B=—-b, X(L—a)l = —ec¢,
Z(L—a)A,+ Z(L'— )4, = — (4,J + ¢, K)
(L —a)B,+ 2(L' — a)B, = — (@ + ¢3K)
Z(L—a)0; + Z(L'— )0, = — (8,d + ¢; K).
Daraus folgt

b

y1—a}

{.

also

E(L —aYa,=—d,
und daher ist nach der ersten obiger drei Gleichungen
428 —a)B, + Z(L —a)4,=—a,J — ¢ K,
also
—3(L'— a4, =a,J + ¢, K+ g
und daher

(62) (L —a)d —

1/1 K+ (p— plo.

Setzt man daher die Werte aus (61) und (62) in (60) ein, so folgt
(63) “ -=m{K+ el el

(61 —
und daher schlieflich

* (0 —7) +a,5(K+21)—o =
(54) v =0 '

w* — I—ato(K+ *z)

Damit sind die Komponenten der absoluten Schraubengeschwindigkeit
von & in X beziiglich ¢* bestimmt.

Um nun die Lage ihrer instantanen Achse f gegen ¢* zu ermitteln,
fihren wir in die Richtungskosinus der Achse X die Eulerschen Win-
kel ¢ und 4 ein, indem wir setzen
(65) @, =cos#, b —sindcosy, ¢, = sind sing.

Alsdann ergibt sich fiir den Winkel & der positiven Achse ¥) gegen y

cosd =5, B, + b, B, + b, B, ———IT=—sin¢

sind = ¢, B, + ¢,B, + ¢, B, = + —— = + cosp.
Vl —a’
Die positive Richtung von ¢ schlieBt also gegen y den Winkel
6) bmg+ T
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ein. Bezeichnet daher ¥ jetzt den Winkel der Achse f gegen z, d. h. den
Winkel, um welchen von der positiven Achse ¥) aus gesehen z im po-
sitiven Sinne zu drehen ist, bis x parallel { wird, so ist

p* p—7 } cotgpdsing
(67) cotgd = — 5 = s
d. h. & ist bestimmt durch die Gleichung
(68) (cotg & — cotg®) sing —p — p.

Bezeichnet nun im weitern ¢ den in der positiven Richtung der Achse
9) gemessenen Abstand der Achse f von 2, so ist
Ey ok kg ®
(69) 0~ %IZ*: B
woraus durch Einsetzung der Werte folgt

R e O TR

1—a?

d. h.
1) (ghs—25 )smqo—(K ho+ Leotg 9) (0 — B).

gin?d

Diese Gleichung stellt in Verbindung mit (68) das Analogon der
Savaryschen Formel fiir den Raum dar.

Man kann die Formel aber geometrisch iibersichtlicher gestalten.
LBt man den Winkel g bisér wachsen, so wird die positive Richtung
von ¥ parallel der negativen Achse y. Es bedeuteten aber i und 4

die Winkel der Achsen 0 und & von der negativen Achse y aus ge-
sehen. Wir setzen daher wie frither

() p=—ocotgh, P —cotgi.

Bedeuten daher ¢ und @ die Abstiinde dieser Achsen von x gemessen
im Sinne der positiven Richtung ¥, so ist zu setzen

(72) §=—8§=""—"—3, O=—F=""""0

Demnach ist

(13) C———=p—DE—J+JT=(K—h)p—p),

sin*l  4in27
und es nehmen daher die Savaryschen Formeln nunmehbr die Form an

(cotg® — cotg#) sin @ = cotg A — cotg 1 und

S ¢ )si S — I cotg p (cotg 2 — cotg
(sin’ﬂ ;i,,?;.,)sm‘f)xs—iﬂ ;"—+ cotg g (cotgd — cotg 2).

In diesen beiden Formeln, von welchen die erste die Savarysche
Formel fiir die Kugel ist, sind alle Winkel und Strecken einheitlich
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bestimmt, Es ist ¢ der zwischen O und x liegende Winkel, den die
Projektionen der Krzcugenden X und der Achse t auf die Ebene yz von

¢ gegen die positive Achse y einschlieBen; & = o —{-3; ist der Winkel
ihrer gemeinsamen positiven Normalen 9) gegen y. Von ihr aus ge-
schen sind die Neigungswinkel & und & als positive zwischen O und
7 liegende Winkel von X und f gegen z, ihre Abstiinde ¢ und ¢ von

z aber je nach dem Vorzeichen als positive oder negative Strecken auf

¥) aufzutragen.
k3

2';
Winkel ihrer gemeinsamen positiven Normalen gegen y ist daher § = x.

Fiir die Achsen & und ¢ ist insbesondere der Winkel ¢ — der

Von dieser aus gesehen sind 1 und 4 als positive zwischen 0 und =
liegende Winkel von 6 und o gegen z, ¢ und ¢ aber als deren Abstinde
von # je nach dem Vorzeichen als positive oder negative Strecken auf
der Normalen aufzutragen. Die Formel (74) ist dadurch derart erklirt,
deB sie fiir alle Lagen der Achsen o und o, d. h. fiir Berithrung der
Axoide von innen und auBen und fiir jede Lage des Erzeugenden X im
Raume giiltig bleibt.

§ 6. Die geometrische Konstruktion der Striktionsachse und das
Analogon des Eulerschen Satzes im Raume.

Wir schicken zunfchst eine Betrachtung aus der analytischen Geo-
metrie des Raumes voraus. Es selen beziiglich des Systems ¢(zy2) drei
windschiefe Geraden g, gegeben, von welchen keine der Achse x parallel
sein soll. Sie seien bestimmt durch die Richtungskosinus

(15) o,=cosd, B,=sindcosp, p,=sind sing,

und durch die FuBpunkte @, ihrer gemeinsamen Normalen mit der
a-Achse, mit den Koordinaten

(76) =1, y,=—g;singp, 2z,=+ p,co80,.

Liegt @, zwischen 0 und =, so ist damit auch der positive Sinn jeder
Geraden g, festgelegt. Es mdgen nun die Bedingungen aufgestellt wer-
den, unter welchen die drei Geraden g, eine gemeinschaftliche Normale
v Dbesitzen. .
Sind (a, b, ¢) die Richtungskosinus von », so sind diese bestimmt

durch die Gleichungen

ae; +bp + ey =0

a“2'i: by +cy, =0

aey+ bB;+ cys =0,
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und es muB daher zunichst die Bedingung

e B ¥
Ad=lay fy 4 =0

“ By s
oder ausgeschrieben die Gleichung
(77) cotg®, sin(p, — @) + cotg &, sin (g;— ;) + cotg P, sin (p,— g,) =0
erfiillt sein.

Aus dem Verschwinden der Determinante 4 folgt, daB von den

obigen drei Bestimmungsgleichungen die eine, z. B. die erste, weggelassen
werden kann. Die Auflosung der beiden andern ergibt dann

(78) g=Pers—mbs  _mEm—wrn  ef—fe
8in @,, ’ sin@®,, 7 8in B,, ’
w0 @,, den von der positiven Seite von v aus gesehenen Winkel von

gs gegen g, bedeutet. :

Durch zyklische Vertauschung der Indizes erhiilt man zwel weitere
Darstellungen fiir a, b, c. Sind jetzt im weiteren (a;, b,, ¢) die Rich-
tungskosinus der Normalen %, der drei Ebenen, welche die Richtung
v mit den Geraden g, bestimmt, so geniigen diese den Gleichungen

aa, + bb, + ce, =0
(719 ady, + bby 4+ ¢cc; =0
aay+ bbs+ ce; = 0.
Es verschwindet daher auch die Determinante
la, b, b,
A’:!a, by |,

az by oy
und man hat daher fiir die @, b, , auch die Aufldsungen
_bscs_csbs Co Qg — Uy Cg _?,f,bi:_bﬁas
(80) 2= "4ng, b=" B, T sin 6,

nebst zwei weitern Darstellungen, weil die Normalen #, unter sich die-
selben Winkel einschlieBen wie die Geraden g;.

Sollen nun die Geraden g, eine gemeinschaftliche Normale » haben,
so miissen die drei Ebenen (v, g,) einem Biischel angehoren. Die Glei-
chungen dicser Ebenen lauten aber

a(x—z,) + b, (y — ) + c,.(z —2)=0
oder in expliziter Form
azr+ byt ez+d=0 .
(81) @, + byy + cyz + dy=0
a;z + by + ¢,z + dy = 0.
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Sie gehen dann durch dieselbe Gerade, falls neben der Determinante 4°
noch irgend eine der drei Determinanten dritten Grades der Matrix der
Koeffizienten verschwindet. Die gesuchte zweite Bedingung 1dBt sich
daber in der Form schreiben

}b1 ¢ dy,
(82) b6 dy =0.
by ¢y dy|
In Riicksicht auf (80) nimmt aber diese Gleichung die Form an
d, 8in @y - d; 8in @, + dg sin @3 = 0,

oder da

. di= - (atx; + biy:' + ("izi)

1st

(83) 2(“1 Z + by, + ¢,4) 8in @y = 0.

Da nun die drei Geraden g,, », #, selbst eine trirektangulire Ecke bilden,
go enthilt die Determinante

ag by o
@ b ¢
@ By 71|
die Elemente einer orthogonalen Subsfitution. Es ist daher
a,=by,—cf; und a=—>by+ ¢B.

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt aber durch Einsetzen der Werte
fir b und ¢ aus (78)
ay 8in Oy = 5 (et 0ty + 1y + 7172) — ap (&g + By By + 717s)
= 0zc08 @, — egc08 O,
Ferner ist

I 1 _ L
h= sin®, 71 A= 8in &, A

Daraus folgt
b+ 2= (— by + e By) G —q O

sin &, sin 4, !

d h.
(biy + ¢,21) 8N @yg = ety s — By y) m‘:lE; :

Wir konnen daher die zweite Bedingung in der Form sehreiben
2(“3 €08 @;; — ¢3€08 By,) [, + (03 B3 — By 15) E‘;:«Tl =0.

Nun ist aber

€y €08 O, — @, co8 Oy,

Snd, end, sind, { cotg &y cos(p; — @) — cotgBycos (9, — p,) )
_afy —fo gy
sin®, sind, sind, sind,

Zei.nchrift f, Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 3. 19
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Ist also keine der Geraden g, der Achse z parallel, so wird die zweite
Bedingung fiir eine gemeinsame Normale aller drei Geraden g, dar-
gestellt durch die Gleichung:

(B D' (cotg 9, cos(g5—g,) — cotyg D cos (9, — 9Nl + il sin(gy~ g51] =0,

Wenden wir jetzt die beiden Bedingungen (77) und (84) an auf den
Fall der Savaryschen Formeln, so wollen wir g, mit X, g, mit ¢ und
gy mit einer Geraden p identisch machen, deren gemeinsame Normale n’
mit # durch Drehung um einen rechten Winkel aus der gemeinsamen
Normalen # von X und z hervorgeht. Im iibrigen sei 7 die Neigung
und ¢ der kiirzeste Abstand von p gegen .

Wir haben daher in obigen Gleichungen zu setzen

'&125; =9, =1, 0=0
_ - _
Py=12, Pr= 5> l,=0, Qg=0

Py=1, (P3=(P+; l=1, 05 =t

Unter diesen Voraussetzungen nimmt nun die Gleichung (77) die

Form an
(85) cotg@sing + cotgw cos p = cotg 4,
wahrend (84) tibergeht in die Gleichung
. t G —  cotge
(86) si;: = sing + —5, cosp = T + I cotgp (cotgi — *C’dw).

Unter diesen Bedingungen haben also ¥, ¢ und p eine gemeinsame
Normale .

Ersetzen wir jetzt X durch die Achse ¥, d. h. @ und ¢ durch @
und g; ebenso die Axe o durch o, d. h. 2 und & durch i und g, wihrend
die Axe p bleibt, so haben die Geraden I, ¢ und p eine gemeinschaft-
liche Normale v, falls die Gleichungen bestehen

80 cotg & sing - cotgr cosgp = cotgl

e : 17 G cotgz
(88) sty SIMP T ey COSQ = e + lcotgy (cotg,l — cos‘;).
Subtrahiert man aber die Gleichungen (85) und (87) und ebenso (86)

und (88) voneinander, so erhélt man
(cotg® — cotg#) sing = cotgd — cotgd

89 [ [ . G G =
(89) (ﬁ’? — ¥> sing = 7 — Py + Leotgep (cotg 4 — cotg 4)

sin?y
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d. h. die Savaryschen Gleichungen (74). Wir erhalten daher den
schematisch durch die Fig. 3 veranschaulichten Satz zur Konstruktion
der Achse f:

Sind 6 und o die Achsen der Striktiomsschraubenflichen der Azoide
A und A, welche sich lings z beriihren, uwnd ist X irgend eine Er-
seugende, welche. mit A auf A abschrotel, so sei n
die gemeinsame Normale von X und z, n' die ge- s A t
meinsame Normale von x und n. Konstruiert man
jetet die gemeinsame Normale v von X und 6, die
gemeinsame Normale p von v und n', die gemein-
same Normale v won Y und o, so ist die gemein-
same Normale 1t
tonv und n diever-
langte  Striktions- N }
achse. IR

""I‘\\\\

Denkt man ;
sich im Weitern
m  Schoittpunkt
X der Achse z mit
der Einheitskugel
an diese die Tan-
gentenehene  ge-
legt und in dieser
durch X Parallelen
i den Achsen y
und £ gezogen, so
sind

tgiz 7,
(90) BE=T
tg® = R,
ted =R

die Entfernungen
der Schnittpunkte
der parallel an den Kugelmittelpunkt versehobenen Achsen g, 0, X und t
wit der Tangentenebene vom Pol X. Zwischen diesen Strecken besteht
also nach (74) die Gleichung

’ 1 1 . 1 1
(91) (—R- — 71;2) singp =— — —,

welches die von Kuler zuerst aufgestellte und von Savary wieder-
19*

-4
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292 Das Analogon d. Savaryschen Formel u. Konstr, in d. kinemat. Geom. d. Raumes.

gefundene Formel zur Bestimmung des Kriimmungsmittelpunktes der
Bahnkurve eines Punktes in der kinematischen Geometrie der Ebene ist.?)
Bezeichnen nun, wie in Fig. 4 die Buchstaben 7,7, R, R, § gleich-
zeitig auch die Schnittpunkte der zugehorigen Achsen mit der Tangenten-
X  Faga ebene, so folgt aus den Gleichungen
Ty >Y (§5) und (87), daB die drei Punkte
R : B,7,P und R, r, B je in einer ge-
z raden Linie liegen und daB X'B auf ER senk-
recht steht.
Drebt man nun die Achsen y und # um den
Pol X, so schneidet die Achse z, welche gegen
X den Winkel (— @) einschlieBt, aus den
Schenkeln des festen Winkels (RBE) jedesmal
das Punktepaar 7, r derart heraus, daB die Gleichung

1 1 1
( - —_—> ——— = const.
r r sin @
besteht, mit Hilfe welcher Formel Euler umgekehrt die Gleichung (91)
konstruiert hat.

Wird, wie in Fig. 5 die ganze Figur in der Tangentenebene aus dem
Kugelmittelpunkt auf die Einheitskugel projiziert, so erhilt man den

ganz analogen Satzfiirdie
Kugel, indem fiir jedes
Punktepaar 1, 4 auf den
Schenkeln des festen
Winkels (#,7,9) die Be-
dingung .

x Fig. 5.

1
sing

(cotg 2 — cotg )
= const.
erfillt 1st.

Im Raume bilden nun
die Normalen » und »
zusammen mit ihren ge-
meinsamen Normalen p
einen riumlichenWinkel.

: Halten wir diesen fest,
30 bleiben auch die Normalen %" und » und damit die Achsen X und {
fest, und es ist daher die Differenz
) e

sin? o gin? g

1) Vergl. L. Burmester: Lehrbuch der Kinematik. S. 125ff. Dazu: Enzy-
klopddie der Math. Wiss. a. a. O. 8, 2131,
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eine Konstante. Anderseits ist die Achse y beweglich; sie hat von #’ den Ab-
stand (— 1), schlieBt gegen #” den Winkel (— g) ein und bestimmt mit » und v
in jeder Lage die Achsen 6 und o derart, dal die Gleichungen (74) bestehen.

Wir erhalten daher das folgende Analogon des Eulerschen Satzes
im Raume:

Ist ein rdumlicher Winkel, dessen Schenkel v und v auf der Scheitel-
geraden P senkrecht stehen, gegen die Achse x fixiert; ist w' die gemeinsame
Normale von x und yp und y drgend eine andere die Achse x rechtwinklig
schneidende Gerade, die gegen w' durch den Abstand (— 1) und den Winkel (— @)
bestimant 1st, so besteht fiir jedes Geradenpaar o, 0, welches auf den Schenkeln
vund v und der Geraden y-zugleich senkrecht steht, allemal die Gleichung

1
§in @

{giTG'z_,_ s-azi + Leotg ¢ (cotg 2 — cotg 1) }

imn

= const.

welche Achse y man auch wdhlen mag.

(Gteht man von diesem Satze aus, so ergibt sich umgekehrt die

T

Bestimmung der Konstanten fiir ¢ — —-, und damit die Savarysche

Formel und deren Konstruktion im Raume.

§ 1. Die kinematische Konstruktion der Striktionsachseund das Analogon
des Aronholdschen Satzes im Raume.

Die eben besprochene geometrische Konsfruktion der Striktionsachse
kann leicht auch kinematisch gedeutet werden. Die absolute Schrauben-
geschwindigkeit o an der Achse f ist ja die Summe der Fiithrungsschrauben-
geschwindigkeit o, an der Achse z und der Relativschraubengeschwindig-
keit » an der Achse X. Da aber die Schraubengeschwindigkeit o, die
Differenz der beiden Schraubengeschwindigkeiten an den Achsen o und 3
ist, so kann man zuniichst die Differenz der Schraubengeschwindig-
keiten an den Achsen X und o bilden, wodurch man die Schraubenge-
schwindigkeit an der Achse p erhilt; addiert man dann zu dieser die
Schraubengeschwindigkeit an der Achse o, so ergibt sich die absolute
Schraubengeschwindigkeit an der Achse I

In der Tat lassen sich die Komponenten der Differenz der Schrauben-
geschwindigkeiten an den Achsen X und @ beziiglich des Systems ¢*
leicht in der Form schreiben

*— — P+ cotg @ sing
q*=—cosgp
¥=0
u* = — J + cotg & (K + I cotg ¢) — _—92: sin @
b¥ =Isingp — Keosgp st
w¥* = 0.

{82)
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294 Das Analogon d. Savaryschen Formel u. Konstr, in d. kinemat. Geom. d. Raumes,

Es geht daraus zunichst hervor, daB die Achse der gesuchten Diffe-
renz die Normale »n' rechtwinklig "schneidet. Bedeuten also 7 und ¢
ihre Neigung und ihren kiirzesten Abstand gegen 2z und beachtet
man, dafB

p—=cotgd, J — Kcotgd — .6,,
sin? 4
ist, so erhilt man durch Einsetzen obiger Werte in die Gleichungen
93 ¢ _ p* ‘e E. ”*,— g* u*
( ) co gr q* b p*l + q*!
die Berziehungen
cotg & sing + cotgr cosp = cotgl
0 . t [ - cot
E—:T; sing + _.-5 cosp == + leotg g (cotg ——&%>.
also gerade die beiden Gleichungen, durch welche die Achse p bestimmt
wird. Es folgt daraus, daf die drei Achsen X, 6 und p eine gemeinsame
Normale ¥ besitzen; ebenso miissen y, 0 und f eine gemeinsame Nor-
male v haben, sodaB die geometrische Konstruktion von { auch kine-
matisch erklart ist.
Zur Bestimmung der Striktionsschraubenfliche selbat ist nun noch
der Windungsparameter an der Achse f notwendig.
Gehdren aber zu den 6 Achsen

x’ 6} 07 "f’ f} p

die Windungsparameter

hO’ E h, ‘67 @) b)
so ergibt die Gleichung (73) ohne weiteres
e °_
(94) sin’h  gnt7

h—K— s
cotgl — cotgl

Da ferner mit g = 0 und v = O zwischen Windungsparameter H
und Achsenabstand R allgemein die Gleichung besteht

T O
- r + r R,
so folgt hieraus fiir die Achsen ¢ und o:
(95) h= K —dcotg 1
. h =K — ecotg i
und fiir die Achsen X und ¥

(96) H =K+ lcotgo — o cotg &
$ = K + leotgp — p cotg .
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Endlich ergibt sich fiir die Achse p

n* p* —
97) f)z—h*——?t=jx—ltgq)—tcotgr.

Im ganzen treten also 6 Schrauben auf,und da die Achsen der Summe
und Differenz zweier Schraubengeschwindigkeiten allemal dem durch die
beiden Sehrauben bestimmten Zylindroid angehéren miissen, so liegen
von den obigen 6 Schrauben 4 Mal je drei auf dem namlichen Zylindroid.

Es sind dies, entsprechend den 4 gemeinsamen Normalen y, #, v, »
die 4 Zylindroide der je drei Schrauben

(0, h) (k) (o k)
CRONNCRJRNCA)
5 @ 9
&9 (@h) &)

Da die 6 Windungsparameter nur von der Konstanten K und von
der Lage der betreffenden Achse abhingen, so ist durch die Angabe
elnes einzigen Windungsparameters die Grofe K und damit der Win-
dungsparameter jeder Achse bestimmdt.

X
Zur Konstruktion der Achse f selbst sind f
die Windungsparameter nicht nétig.

Fig. 6.

Da nun die drei Schrauben

&9 &k &9
demselben Zylindroid angehdren, so kann
mit Hilfe desselben die Schraube (£, 9)
kinematisch bestimmt werden.

Ist in Fig. 6 O der Anfangspunkt
des Systems ¢, so denke man sich von 3
der negativen Seite der Achse y aus die
Achsen 6 und o auf die Ebenen (z2) pro-
jiziert. Auf den Projektionen o' und o
seien alsdann zwei Punkte O’ und O’ derart angenommen, daB ihre Ent-
fernungen von der Achse z nach GréBe und Sinn iibereinstimmen mit
sund 6. Alsdann lege man durch die drei Punkte O, 0’, O’ den so-
genannten Bildkreis, so schueidet dieser auf der Achse x den Abschnitt

0

G [

-OA . sin®A  gin?p K
®  Jcotgd — cotgi e

ab. Macht man also
OH =K=0A4,+h,
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296 Das Analogon d. Savaryschen Formel u. Konstr. in d. kinemat. Geom. d. Raumes,

und zieht man durch H, die horizontale Parameterachse A}, so sind die
Entfernungen der Bildpunkte 0’ und O von A} nach GriBe und Sinn
die Windungsparameter h und % der Achsen & und o.

L#Bt man i variieren, so erhilt man die Abstinde o aller Schrauben
des Zylindroids, das durch die beiden Schrauben (o, k) und (o, 4) be
stimmt ist, nebst jhren Windungsparametern. Insbesondere erhilt man

x Fig. 7. fir 2 = % den Abstand O, und
HA 2% den Windungsparameter K der zur
. Achse z nermalen Schraube des

4 ° DI Zylindroids.
e Py 9 Soll jetzt wie in Figur 7 das

Zylindroid der Schrauben (z, k)

und (%, §) dargestellt werden, so

% lege man durch z und z* die
Bildebene und projiziere die Er-
zeugende X von der positiven
Achse y* aus auf diese.

Wird jetzt von OF aus in der

Achse x die Strecke

B —z* 0%4 = K — hy+ lcotggp

= 04,+ lcotg o

=l

aufgetragen und auf der Projektion X’ ein Punkt X so bestimmt, daB
seine Entfernung von z# nach GroBe und Vorzeichen mit g iiberein-
stimmt, also nach rechts fiir positive Werte von g, so geht durch die
drei Punkte O% A, ¥ der Bildkreis des neuen Zylindroids.

Macht man nun noch die Strecke
O*H = K + lcotgp = OFA + by,

8o ist durch H nun auch die Parameterachse h* bestimmt, und dadurch
die Parameterverteilung des Zylindroids bekannt. Es ist demmnach die
Entfernung des Punktes X von A* nach GriBe und Sinn der Windungs-
parameter  der Achse X.

Ist nun wie in Figur 5 der Winkel & der Achse f gegen z be-
stimmt, so kann die D'rojektion f’ derselben eingetragen werden. Sie
schneidet dann den Bildkreis in einem Punkte & derart, daB seine
Entfernung von # nach GroBe und Sinn den Abstand ¢ und seine
Entfernung von A* nach GroBe und Sinn den Windungsparameter §
von b darstellt. Durch die Lage der Achse f und ihren Windungs-
parameter ist aber jetzt die Striktionsschraubenfliche lings X vollstindig
bestimmt.
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Im weitern hat pun S. Aronhold!) zuerst darauf hingewiesen,
daB in der Ebene in jeder durch den Pol X — vgl. Fig. 4 — gezogenen
Geraden simtliche Punktepaare I, B wegen der Gleichung

<f—:>sin(p = ;—%= const.

zwei projektive Punktrethen bilden, fiir welche der Punkt X das ver-
einigte Paar der Doppelpunkte darstellt. Ebenso bilden die simtlichen
Paare 7, r eine derartige Projektivitat. Jede derselben ist durch ein
einziges Paar bestimmt, und da die Doppelelemente in X koinzidieren,
g0 sind die beiden Projektivitiiten jedesmal fiir einen Punkt P perspektiv,
der auf dem zu R IR senkrechten Strahl durch X liegt, von welchen
Pasren RR und 7r der Projektivititen man auch ausgehen mag.

An Stelle der Punktepaare I, R des Strahles durch X treten nun
im Raume die zweifach unendlich vielen Geradenpaare X, f, welche die
feste Gerade # rechtwinklig treffen.

Setzt man nun

(98) A=K —hy+ leotgp,
so ordnet die Gleichung '
(99) 0 — Asin & cos & + Bsin’ 9,

in welcher B eine variable Konstante bedeutet, alle Geraden X in ein
Biischel (A.B) von Zylindroiden €, welche sich alle lings z beriihren,
da A ihr gemeinsamer Verteilungsparameter ist.

Diesem Zylindroidbiischel aus Achsen X entspricht nun das Zylin-
droidbiischel
(100) o= Asin®cosd + Bsin®g

aus Achsen f; denn beide Gleichungen geniigen der Savaryschen Be-
. dingung

(L 2 )sinq; = A(p — p) = const.

sin?d  sin'd
Jedes Zylindroid C, des Biischels entspricht sich also selbst, und es wird
durch die Gleichung
(cotg & — cotg &) sin @ — const.

jeder Erzeugenden X einc Erzeugende I zugeordnet, wobei die durch die
Normale » gehenden projizierenden Ebenen der Geraden einander der-
art projektiv entsprechen, daB die Ebene (z, #) die vereinigten Doppel-
elemente der Projektivitit darstellt. Die Projektivitit der projizierenden
Ebenen ist fiir alle Zylindroide des ganzen Biischels die nimliche.

1) S. Aronhold: Grundziige der kinematiachen Geometrie. Verh. d. Ver. zur
Beford, des Gewerbefl. 51. Bd. 1871.
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In analoger Weise lassen sich alle Achsen o auf die Zylindroide C
eines Biischels (A4,, B,) bringen. Ist

(101) K — hy= 4,,
s0 entspricht dem Zylindroid
(102) 6 — A, sin1cos 1 + B,sin®l

aus Achsen ¢ das Zylindroid
(103) ¢ = Aysinicos i+ Bysin®i
aus Achsen o, weil die Savarysche Gleichung

[ o

T a (K — k) (p — p) = const.
erfillt ist. Jedes Zylindroid entspricht sich selbst, und entsprechende
Geraden bestimmen wieder an der Achse y eine Ebenenprojektivitit
mit der Gleichung N
cotg 1 — cotg 2 = const.

Ist jetzt (¥, f) ein Geradenpaar des bestimmten Zylindroids (4, B),
@, 0) ein Geradenpaar des Zylindroids (4,, B,), so gehort zu beiden
eine Achse p, welche n’ normal schneidet und deren Neigung z und
Abstand ¢ gegen z durch (85) und (86) bestimmt werden.

Setzt man in dieser Gleichung (806)

e G

vyt Acotg® + B, ti = A,cotgd + B,
so folgt
t - o s . cot,
sint; ©08 @ = A(cotg i — cotg & sin ¢) + B,— Bsing — E'oggE;
der d - = . .
oder & cotg 1 — cotg & sin @ — cotgzcos g 1st

¢ l B,— Bsing
sinfz (A— siuqo(:oSqS) cotgz + = cosp

Setzt man daher zur Abkiirzung
A

104 Aisﬁtpcos(p=A°*“g(p=Al
( ) Bo—Bsiw=
cos g 1
so wird
(105) t = 4,sinrcost + B, sin®z.

Fiir konstante Werte von B, und B ist dies die Gleichung eines dritten
Zylindroids (A4,, B)), fir variable Werte von B, und B diejenige eines
Zylindroidbiischels. Da A, eine Konstante ist, so beriihren sich wieder
alle Zylindroide lings =. Daraus folgt also zunichst der geometrische Sata:
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Die gemewnsamen Normalen aller Erzeugenden trgend zweier Zylindroide
der drei Biischel sind jedesmal auch Normalen der Frzeugenden eines be-
siimmien Zylindroids des dritten Diischels. Die drei Parameter der zusammen-
gehirigen Zylindroide sind allemal durch die Gleichung

B cosp - Bsingp — By—

verbunden, welche aussagt, dafi die drei zu x normalen Erzeugenden der
Zylindroide selbst eine eu x parallele gemeinsame Normale besitzen.

Nennen wir nun alle Geradenpaare, deren gemeinsame Normalen
simtlich eine Achse p rechtwinklig treffen, perspektiv fiir diese Achse,
g0 erscheint dieser Satz als Analogon des Aronholdschen Satzes im
Raum in folgender Form:

Ist auf dem Zylindroid (A, D) die Projektivitit der Achsempaare
(X, 1) una auf dem Zylindroid (4,, B,) die Projektivitit der Achsenpoare
(0, 0) bestimmt, so liegen sdmiliche Paare der einen Projektivitit unend-
lich oft mit den Puaaren der andern fir je eine Achse p perspekiiv, deren
Gesamtheit das dritte Zylindroid (A,, B,) erfiillt.

Durch diesen Satz gelangen wir nun zu einer allgemeineren Auf-
fassung der Geradenpaare (X, f). Sind auf dem Zylindroid (4,, B,) die
Achsen 3, 0, auf dem Zylindroid (4,, B,) die Achse p gegeben, so be-
stimmen sie auf dem. Zylindroid (4, B) ein Achsenpaar (X, f), welches
wir fortan mit (f, f) bezeichnen wollen. Jedes Zylindroid besitzt aber
auch eine bestimmte Parameterverteilung, welche durch den Windungs-
parameter h, der allen Zylindroiden gemeinsamen Erzeugenden z be-
stimmt ist.

Ist nun o’ eine dritte Achse des Zylindroids (4,, By), so entspricht
ihr auf dem Zylindroid (4, B) eine dritte Achse X'. Es bestimmen
aber die drei Schrauben (o, k), (0, k), (¢/, ') mit x drei Schrauben-
flichen S, 8, S8’, die sich lings & beriihren und es beschreibt daher X’
durch Abschroten mit S’ auf S eine Regelfiiiche B und durch Abschroten
wit S” auf § eine Regelfliche I, welche die beiden Schraubenflichen
© und &, welche die Schrauben (f, $) und (f, ) mit X bestimmen,
zu Striktionsschraubenflichen haben.

Fillt X* mit ¥ zusamuwen, so koinzidiert S’ mit S, und es ist daher
t die Striktionsachse der von f beschriebenen Fliche beim Abschroten
vou S auf S. Fiallt umgekehrt ¥’ mit ¥ zusammen, so deckt sich S’
mit § und es ist daher  die Striktionsachse der von f beschriebenen
Fliche beim Abschroten von S auf 8. Wird also im ersten Falle
die Fliche &, im zweiten Falle die Fliche © in die Bewegung einbe-
z0gen, so ist S die augenblickliche geradlinige Hiillfliche von © und &
die augenblickliche geradlinige Hiillfliche von ©. Da aber die Achsen
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¥ und f von der Lage der Erzeugenden ¥’ ganz unabhiingig sind, so
erhalten wir das Resultat:

Zwei durch die Savarysche Konstruktion verkwiipfte Achsen t und {
sind augenblicklich jedesmal die Striktionsachsen zweier Regelflichen, von
denen jede die Iiillfliiche der andern ist, je nachdem dus Axoid A auf A,
oder das Azxoid A auf A abschrotet. Die gemeinsame Bemhnm_qsﬂante
X’ der Hillflichen ist eine beliebige Erzeugende des Zylindroids der drei
Geraden t, t und .

Lassen wir speziell die Achse X’ mit £ zusammenfallen, so entsteht
ein Striktionsschraubenflichenpaar &, & das den Punkt 0% zum Zentral-
punkt auf x hat. Legen wir jetzt durch O* die zu z normale Ebene
y*z*, so gibt die Savarysche Gleichung im Raum nun den Zusammen-

Fig. 8. hang der Schnittkurven der
Lbene mit den beiden Flichen-
paaren S, S und S, €.
Nach (21) hat der Puonkt
0 die Geschwindigkeitskom-
ponenten

=1I, w=K

beziiglich des parallel an den
Punkt O% verschobenen Systems
6, und es sind daher

=P — D und
Uy — VK + 2
Winkel- und Wechselgeschwin-
digkeit des Punktes O* in der Ebene y*#*. Nehmen wir nun die Richtung
von #, mur positiven Richtung einer Achse y, wie in Fig. 8, so ist die

Achse 2, die Flichennormale des Paares S S, und falls » den Winkel
derselben gegen y bedeutet, so ist

(106)

K , i
COSY = — — , BNy = -
'“’0 uo

Bezeichnen nun 7, und 7, die Kriimmungsradien der Schnitte mit dem
Flichen § und S, so ergibt sich wegen

w,—=J+u'=0, K=0
aus der Gleichung (23)

1 JK - puj 1 JHE|pud
Ty uf ’or, w
oder :
i 1 K\ a, cos v\ o,
a—a=@+%wi=@*%m>w

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Marrixn DisTELL 301

Setzen wir anderseits
K = K + lcotgep,

50 ist nach der Savaryschen Gleichung im Raume

(ST::}; - 4) sing = (K, — k)0,

sin?4}
Da aber . )
= __ sing _ sing
(107) © = 5 =

die Winkelgeschwindigkeiten der Achsen f und f sind, so folgt
o0’ — g o?=sing (K, — hy)n,.
Nach (64) hat aber der Punkt O%* infolge der Schranbengeschwindig-
keit » eine in die Richtung der negativen Achse #* fallende Geschwin-
digkeit
wy=—w*=singp K, — Ksing 4 lcosgp = u,sin(v — p),

welche somit die Projektion der Wechselgeschwindigkeit u, ist.

Dividiert man nun die obige Gleichung durch «] und bezeichnet
man mit B, und B, die Kriimmungsradien der Schnitte mit dem
Flichenpaar & und &, so erhilt man nach (23)

L_L__gﬁm&=(1 _E)L.
R, Ba K, w, K,/ u,sin(y — @)

1

d. b )

1y . sing\ o
(7, = )i =0 = (1R, 7)
Zwischen den beiden Paaren von Kriimmungsradien besteht daher die
Gleichung
L1y . 1 1 sing cosv | w,
(108) (Rn P"> Sln('V ¢)—E—a+hu {wio-*——;o—}zz.
Nehmen wir jetzt an, 4, verschwinde, so rollen die Kreise #, und 7, ohne
Gleiten aufeinander. Bezeichnet anderseits @ den Winkel des Strahles
RR mit y, so ist
O =nx—v—op),

und die Savarysche Gleichung im Raume nimmt daher die Form an

1 1y . 1 1 o,
(109) (Fn—:}é;)SLIl@:H_E:?i.
Dies ist aber die von Aronhold aufgestellte sog. vollstindige Sa-

varysche Formel der Ebene. Wir kdnnen daher sagen:
Wenn die Axoide A und A ohne Gleitung aufeinander abrollen, so
driickt die Savarysche Formel im Raume aus, daf3 zwischen den Kriim-

mungsmittelpunkten des Normalschnitles der beiden Flichenpaare S, S
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und &, & im Zentralpunkt des letztern Paares die Savarysche Gleichung
der LEbene beslehdt.
LBt man endlich noch den Zentralpunkt O%* von €, © mit dem

Zentralpunkt O von S, S zusammenfallen, so wird
=0, v=mn @=nqp.

Da die Gleichung (109) die Winkel der auftretenden Achsen nicht mehr
enthilt, so gilt die Formel auch fiir den Ifall, daB sdmtliche Achsen
der Erzeugenden z parallel sind, d. h. im Falle der ebenen Bewegung.
Es fallen dann alle aufltretenden Krimmungsmittelpunkte mit den Spur-
punkten der Achsen zusammen und die Savarysche Formel des Raumes
geht Uber in diejenige der Ebene, némlich in die Gleichung
1 . 1 1 5]
(¢—5)sino =y —5 =
wodurch der Grenziibergang vom Raume zur Ebene vollzogen ist.

§ 8. Zusammenhang von zwei und drei Achsenpaaren und die
Analogien der Sitze von Bobillier im Raume,

Denkt man sich mittels des Achsenpaares g, 0 zu einer Achse f,

die entsprechende f, und ebenso zu einer Achse f, die entsprechende f,
konstruiert, so wird es nach dem von Bobillier') in der Ebene be-
folgten Vorgang darauf ankommen, ohne Zuhilfenahme des Achsen-
paares 6, o einen direkten Ubergang von einem Achsenpaar zum andern
zu finden.

Es seien ¢, und !/, Neigung und Abstand der gemeinsamen Nor-
malen #, oder des Normalstrahles des ersten Paares f, ¥, ¢, und [
ebenso Neigung und Abstand des Normalstrahles n, des zweiten Paares
1,1, gegen die Achse z von 6. Ist 7 die gemeinsame Normaule von f, und I,
v die gemeinsame Normale von f, und f;, p die gemeinsame Normale
von v und », so werden jetzt Neigung ¢ und Abstand ! der gemein-
samen Normalen von 2 und p, also des Normalstrahles #» von p gegen 2
zu ermitteln sei.

Ist = die Neigung von p gegen z, so haben t, ,, p eine gewmein-
same Normale, falls die erste der beiden Bedingungsgleichungen, nimlich

(110) co‘tgf&1 sin(@p, — @) + c()tg;‘}2 sin(p —g,) + cotgzsin(p, — ¢,) =0
erfiillt ist.

1) Vergl. L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, S. 97ff. Ebenso Enzyklo-
pidie der Math. Wiss. a. a. 0. S. 2141,
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Desgleichen besteht fiir eine gemeinsame Normale der Achsen £, £, p
die Gleichung
(111) cotgd, sin(py, — p) + cotgdy sin(p - @) +- cotgz sin(p; — ;) = 0.
Aus beiden Bedingungen folgt durch Subtraktion
(cotg &, — cotg ) sin(py— ) + (colgd, — cotgd,) sin(p — ¢,) = 0.
Da aber £, f, der Bedingung
(112) (cotg#, — cotg®,) sing, = cotgd — cotgld
md &, f; der Bedingung
(113) (cotg, — cotgD,) singp, = cotgd — cotgl
geniigen, so ergibt sich nach Weglassung des Faktors
cotgd — cotgi
sin (p, — @) sing, + sin(p — g, ) sing, = 0,
woraus folgt
(114) P =@+ ¢,

Gehen wir nun iiber zur zweiten Bedingung der Existenz der Nor-
malen », 8o ist diese nach (84)

I, { cotg 9, cos g, — cotgz cos(p, — p,) )

(1) + 1, { cotgr cos(p, — gy) — cotgd, cosgp, )
+ l{cotgq‘}l cosp, — cotgd cos g, |
. t
- 9!3 s, +-— sza sing, + - sin (g, — @) = 0.

Ergetat man in dieser Gleichung die tiberstrichenen Grofed durch die
nicht tiberstrichenen, so erhillt man die zweite Bedingung fir die Xxi-
stenz der Normalen v, und es folgt durch Subtraktion beider Gleichungen

(I, — 1) (cotg &, — cotg &) cos gy — (I, — ) (cotg #, — cotg 9,) cosg,

(116) :(sing;F# & )sm(p1 (sinQ;;rz_ & )ssmzp2

1 sm’ﬂ gin?de

Nun gentigen aber I, f, der zweiten Savaryschen Bedingung

(117) (gfg—ﬁ— s ' )sin g, — (K —Jiy 1, cotg ;) (cotg A —cotg 4).

sin 281
Ehenso E, ¥, der Gleichung

(118) (;i;gf?— & )sm @y — (K — hy + Iy cotgp,) (cotg 2 — cotg 1)

sin?d,
Nach Unterdriickung des Faktors
cotgd — cotgl
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reduziert sich daher die Gleichung (116) auf die folgende

(b — 1) cotgg, — (Iy — 1) cotgp, = I cotg p; — Iy cotg gy,
d. h.
(I — 1, — 1) (cotg g, — cotgg,) = 0.
Sehen wir also zundichst von dem speziellen Falle ab, dall die Normal-
strahlen #n, und #, parallel sind, so ergibt sich als die gesuchte zweite
Bedingung fiir den Normalstrahl #» von p die Gleichung

(119) =1+
Durch den Normalstrahl » ist aber p und damit f; bestimmt, sobald

f, gegeben ist.

Die Formel (114) enthiilt das von Bobillier zuerst ausgesprochene
Theorem iiber den Zusammenhang zweier entsprechender Punktepaare
in der Ebene und auf der Kugel; in Verbindurg mit (119) enthilt sie
das Bobilliersche Anologon fir den Raum, welches sich somit durch
folgenden Satz aussprechen laft:

Sind (8, t) und (t;, L) zwei entsprechende Achsenpaare, die su den
Normalstrahlen n, und ng mit den Amplituden @, und @, und den Ab-
stinden I, und ly gegen die Achse 2 gehiven, und sind v und v die gemein-
samen Normalen von ¥, T, und ¥, ¥,, so trifft ihre gemeinsame Normale p
denjenigen dritten Normalstrahl n von x rechtwinklig, dessen Amplitude
und Abstand gegen die Achse z durch die Gleichungen

. . =@+ g, l=L+1
bestimmt sind. _

Dieser Satz kann aber nun auch umgekehrt dazu benutzt werden,
um aus irgend zwei entsprechenden Achsenpaaren (%, ) und (%, f;) das
System 6 (z, y, #) d. h. die Beriihrungskante z der zwei Axoide 4 und 4,
ihren Zentralpunkt O und ihre Zentralcbene (z2) zu bestimmen.

Sind #, und #, die gemeinsamen Normalen von f,, f, und f,, &,
so ist ihre gemeinsame Normale die Achse z Konstruiert man jetzt
die Achse p und ihre gemeinsame Normale # mit z und sind N, N,, N
die FKuBpunkte von #,, n,, # in %, so trage man von N, aus die
Strecke N; N in entgegengesetztem Sinne auf x auf, so ist der End-
punkt der gesuchte Anfangspunkt O von .

Projiziert man im weiteren die Normalstrahlen n,, %,, n auf die
durch O gelegte Normalebene zu z nach n,, n/, »” und trigt man von
n, aus den Winkel des Strahles n, gegen den Strahl »” im entgegen-
gesetzten Sinne auf, so erhiilt man die Achse 2, damit auch die Achse ¥.
Durch 6 und (f, 1,) sind dann alle andern Paare bestimmt, d. h.:

Zwei entsprechende Achsenpaare bestimmen alle weitern Paare.
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Dem direkten Ubergang von f, zu ¥, entspricht auf der Kugel die
durch Subtraktion von (112) und (113) erhiltliche Bobilliersche Glei-
chung
(120) (cotg &, — cotg &) singp, = (eotg®, — cotg &, ) sing,.

Fiir den Raum tritt noch die durch Subtraktion von (117) und (118)
entstehende neue Gletchung hinzu:

@ [ L U SO
(sm 19, sm’ﬂ )Sln F2= (Smgﬂ sm’n‘f ) sin P1

+ (I, cotg p, — 1, cotg @, ) (cotg 8, — cotg®,) sin g,

(121)

welche das r'alumliche Analogon der Bobillierschen Gleichung ist. Sie

geht fiir g, — ¥ in die Savarysche Formel iber.

Da im Welteren bei zwei gegebenen Achsenpaaren jedes dritte Paar
bestimmt ist, so miissen «wischen drei entsprechenden Achsenpaaren
Beziehungen bestehen, welche gestatten, das dritte Paar direkt zu be-
siimmen, Fiir die Ebene sind die entsprechenden Konstruktionen von
Bobillier angegeben worden.

Um sie auch fiir den Raum aussprechen zu kénnen, nehmen wir
an, es seien (f; 1,), (; %), (f, &) drei entsprechende Achsenpaare, die
m den Normalstrahlen n,, n,, n, gehoren.

Die beiden ersten Paare ergeben jetzt eine Achse p,,, deren Nor-
malstrahl »,; durch die Gleichungen

] . Pra=P1 T Pg, lp=1L+10
bestimmt ist.

Ist ebenso p,g die Achse, die zum zweiten und dritten Paar gehort,
so gelten fiir ihren Normalstrahl »,; die Gleichungen

. =@t ¢y, ly=hL+1h
Es ist daher

Pors— Pra=Ps— ¢y, Ly~ ly=1—1,
d. h. man erhilt 7,; dadurch, daB man #,, um den Winkel von n, gegen
f, dreht und um den Abstand von n, gegen n, lings z verschiebt. Ist
aber #,, bekannt,  so kennt man auch p,g und f,. Die Bobilliersche
Konstruktion 148t sich daher fiir den Raum durch folgenden Satz aus-
sprechen: 7_

Sind (£, 1), (&, §,) zwei gegebene Achsenpaare und ist n,y der Normal-
strabl der Achse Py, so ziehe man den Normalstrahl ny, derart, dofi er
gegen my, gerade So liegt, wie ng gegen ny. Ist jetzt vy, die gemeinsame
Normale von £, &, ferner ,, die gememsame Normale von Vyg, Ry, endlich
v, die gemeinsame Normale von g, Y,, so ist die gemeinsame Normale

von v und ny die verlangte Achse Y.
Zeitschrift £ Mathematik u. Physik. €2. Band. 1913, Heft 3. 20
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Sind aber (f,f,) drei entsprechende Achsenpaare, so bilden ihre
sphiirischen Bilder auf der Kugel zwel fiir den Pol X perspektive Drei-
ecke und es miissen sich daher entsprechende Seiten in drei Punkten
einer durch den Kugelmittelpunkt gehenden Ibene schneiden. Nach
dem Bobillierschen Satze sind aber diese drei Schnittpunkte — vergl.
f, Fig. 9, wo die Darstellung in der Ebene gewidhlt ist — die
Bilder PB,; der drei Achsen p,;.
Es folgt daraus, daB die drei Achsen p,, zuniichst der
namlichen Ebene parallel sind. Dies ergibt auch eine ein-
oy fache Rechnung.
g, Bezeichnen

4\ ‘Pik‘—‘“q)i'}—‘,vk
>

> y die Amplituden der Normal-
strahlen n,, der Achsen Yy,
und bedeuten 7,;, die Neigungs-
w7 winkel derselben gegen die
Achse 7, so ergibt die Gleichung
(17) fiir die Achse p;, wegen

Py = Q1 + @y, Py =Ty
&  —cotgd sing, + cotgd,sng,

+ cotg 7, 8in (971 —y) = 0.

Vertauscht man in dieser
Gleichung die Indices zyklisch und beachtet, daB man hat
(122) @, — @y = @u1 — Pugy Py — P53 = Pz — P31y Ps — P11~ Pz — Py
so ergibt die Addition die Gleichung
(123) cotg 7,5 Sin (g — ‘Pm) + cotg 1y, sin (pa — ‘1’12)

+ cotg 7, sin (g12 — Pas) = 0,
welche die Existenz der sphirischen Perspektivachse beweist.
Bezeichnen im weitern
=L+,
die Abstinde der Normalstrahlen #,, von O, ferner ¢, die Abstinde der
Achsen p,, von z, so ergibt die Gleichung (84) mit
3=+ @y, =10 + 1, F5=1y, 05 =1,
die Beziehung .
I, cotg ¥, cosg, — I cotg @, cosp, — (I — 1) cotgr,, cos (o, — @y)

—_u
sin®g,

. e . t . -
sing, + ‘sin:a, sing; + ﬂ‘,—’rl—’ sin (p, — g,) = 0.
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Vertanscht man aber in dieser Gleichung die Indices zyklisch und
beachtet, daB
11—12 = Zal_‘ lzs; Zz - la = lm—lm, lx - l1 = lzs - lw
ist, so folgt durch Addition der drei Gleichungen
(124) 2 { (COtgfss €o8 (g — @) — cOtZ Ty CO8 (Prg — ‘Pis) Ly
fye
-+ Em tia 8in (pos — ‘pal)} =

welche aber nach (84) aussagt, daB die drei Achsen p;; eine gemeinsame
Normale p besitzen.

Bs herrscht also auch hinsichtlich dreier Achsenpaare (£, £,) mit der
Evene und der Kugel vollstindige Analogie, indem der Satz besteht:
Die drei Achsen b, dreier Achsenpaare (1) haben selbst eine gemein-
same Normale p, d. h.: Zwei enisprechende Achsentrieder liegen perspeltiv.
Zur vollstindigen Bedeutung dieses Satzes gelangen wir aber erst,
wenn wir die Gesamtheit aller Achsenpaare (;, f,) betrachten, die zu den
drei Normalstrahlen n, n,, n; gehoren.
Setzen wir
A = K —h, + [, cotgp, = 4, + 1, cotgp,,
%0 betrachten wir alle Achsen f auf dem Zylindroid (4,, B,) mit der
Gleichung
(125) 9, = 4, 8in®, cosd, + B, sin?d,.
Ebenso bedeute
Ay =K —h, + l,cotgp, = 4, + I, cotg g,,
und es mogen die Achsen ¥, auf dem Zylindroid (4, B,) liegen, mit der
Gleichung
(126) by = 4,8ind, cos &, + B,sin? 9,
Die Achsenpaare (%, f,) und (£, §;) fihren dann zu einer Achse Pis
deren Lage gegen z durch die Gleichung
e g . —
m;z . 5 n (¢, — @) :;;{; s10 @, —*ing’gi singy — [y cotg d, cosg,
+ lcotgd, cosg, + (I, — 1) cotg 7y, cos (@, — @)
bestimm{ ist.
Setzt man aber die Werte von p, und g; aus obigen Gleichungen
ein, so folgt

t
Bmu’, sin (@, — ;) = A4, (cotg &, sing, — cotg d, sin ®,)
+ B, sing, — Bysing, + (I — 1) cotg v, cos (g, — gy).
20*
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Da aber

127 cotg®, sing, — cotgd, sing, = cotgr,, sin (¢, — @,)

ist, so ergibt sich

t, . .
;iﬁl’za sin (p, — ¢5) ={ 4, sin (p, — @5) + (I, — b) €08 (P — @y) } cotg Ty,
+ B, sing, — By sing,.

Setzt man demnach

4, + (5, — &) cotg (@, — py) = 4ye

128 . . .
(128) B, sing, — B, sing, = Byysin (@, — Py),
so wird

(129) tig = Ao 5in7,, co8Ty + By 8in’ 7.

Die Achsen Py, erfilllen also selbst ein Zylindroid (4,,, By,), dessen
Parameter B,, durch die Gleichung (128) mit B; und B, verkniipft ist.

In analoger Weise erfiillen die Achsen p,, ein Zylindroid (4g, By)
und die Achsen P;; ein drittes Zylindroid (4, B;).

Die Parameter B,y und By, dieser Zylindroide ergeben sich durch
zyklische Vertauschung der Indizes der zweiten Gleichung (128). Addiert
man aber die so erhaltenen drei Gleichungen und beachtet man die
Beziehungen (122), so ergibt sich die Gleichung

(130) By,sin (@3 — Pa3) + Dyg sin (s, — gy) + By, sin (Pas — P13) =0,

welche die drei Zylindroide (4,,, B,,) miteinander verbindet.

Diese drei Zylindroide haben also wieder die Eigenschaft, daf jede
Gerade p, welche cine Erzeugende zweier der drei Zylindroide recht-
winklig schneidet, auch eine Erzeugende des dritten Zylindroids recht-
winklig trifft. Es ergibt sich daher das Resultat:

Den drei Zylindroiden (A, B,) der Achsenpaare (£, 1)) entsprechen als
Ort der Achsen Y,, drei neue Zylindroide (4,,, B,), deren Parameter B,
durch die Gleichung

By sin (@g; — @p5) + By sin (g — @5y) + By, 8in (@gg — ¢15) = 0
verbunden sind. Jede Gerade p, welche qwei der Achsen Y, rechtwinklig
trifft, schueidet allemal noch eine dritte solche Achse rechtwinklig, welche mit
den beiden andern durch die Gleichung
cotgty, Sin (@g; — Pag) + 0bg T3 sin (P, — @y) i+ cOtg 73 8in (g — ¢13) =0
verkniipft ist.

Nun werden aber durch die Gleichung (127) die auf den Zylindroiden
(4,, B,) und (4;, By) liegenden Achsenpaare einander derart zugeorduet,
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dab sie simtlich fiir je eine Achse Py perspektiv liegen. Analoges gilt
fir die Achsen gy und py;, so duB wir sagen kionnen:

Die Projeltivititen der Achsenpaare je zweier der gegebencn drei Zy-
lindroide (A;, B,) liegen auf unendlich vielfache Weise zueinander per-
spektiv, fir je eine von drei Achsen Py der Zylindroide (A, B;), die sich
selbst wieder in perspektiver Lage befinden.

Damit sind diejenigen Sttze zum Ausdruck gebracht, welche der
geometrischen Verwandtschaft entsprechender Achsenpaare im Strahlen-
raume zugrunde liegen.

Karlsruhe, im September 1912.

On Constrained Motion.
By PeTErR FIELD, Apn Arbor, Mich, U.S.A.

Introduction.

M. M. A. de Saint-Germain and L. Lecornu have given in
Vol. CX1V of the Comptes Rendus the following example to illustrate
that a motion which may be possible geometrically may be impossible
dynamically. Three equal beads are attached to a weightless rod, one
at each end and the third at the mid point. The beads
and rod are constrained to remain on the surface of a
smooth right circular cone. The problem is to determine
the motion for any given initial conditions when no
external forces act on the particles.

Call 7, @, @ the polar coordinates of P, (Fig. 1),
P, P, — 2a, and indicate derivatives with respect to ¢
by dots.’) The kinetic energy of the three particles
snd also the angular momentum about OZ are con-
stant, 80 we have

37 4+ (37 4- 2@%) sin®ag® = 4,
(37?4 2a*)p = B.
From the principle of the motion of the centroid
37% 4+ 3r¥ sinwg? = C, 3r2¢ = D.
Resolving along the radius vector

¥ — rg? sin?eq = 0.

These equations can only be satisfied by ¢ = 0, # = & constant if »5=0.
If then the centroid is not at the vertex of the conme, the rod moves

1) Routh, Advanced Rigid Dynamics, sixth edition, p. 206.
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uniformly along the same generator no matter what the initial con-
ditions even though there is no geometrical reason why it should not
move from one generator to another. As stated by Routh loc. cit, if
the motion is not initially along a given generator an impulsive eouple
acts with the result that the rod moves along a generator.

This result can also be explained as follows. The projections of
the velocities of P;, P;, P, along the tangents to the circular sections
of the cone at P,, P,, P, are in the same ratio as the distances of
P,, P,, P, from the vertex of the cone. As the reaction of the cone
18 not normal to its axis, it follows that the ratios of these distances
OP;:0P,: 0P, will change. But the projections of the velocities of
P,, P, P, along the tangents to the circular sections at the given
points cannot change as bolh the reaction of the cone and the stress
in the rod are at right angles to this direction. This is where the
difficulty comes; our geometrical conditions require
an acceleration at right angles to the direction in
which the forces act.

Fig. 2.

Simple illustrations of problems of the same
nature as the preceding.

In Fig. 2 two particles of mass m and m, are
connected by a weightless rod of length a and also
constrained to move along the parallel curves ¢ and ¢
which are at the distance a. The curves are com-
posed of straight lines with ares of circles at one
extremity. If the curves are smooth, the stress in the
rod is immaterial; if no external forces act on the
system, the particles may be started at 4 and 4, with
any common velocity but when they reach ¥ and I, s
difficulty is encountered, as the moment the particles

move along the circular arcs their velocities are no
longer equal but must be in the ratio @ + b:5. The
reactions of the curves and the stress in the rod are

at right angles to the direction of motion and there-
fore cannot produce the required change in the velocities. We could
also start the particles at D and D, with velocities in the ratio @ + b:b
and when they come to & and E, there would be the same difficulty.

If the curves are rough and the coefficients of friction are g and
@, the stress in the connecting rod while the particles are supposed

to pass over the rectilinear part of the path is zero if %:%::i and

may assume any value when 1:= :1‘—. This latter would be an illu-

1
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stration of a friction problem which has, not one or two'), but an in-
finite number of solutions. When the curvilinear part of the path is
encountered there must be a sudden change in the ratio of the velo-
cities due to impulsive frictional forces at E and L.

To determine the conditions under which this is possible we shall
call 7' the tension in the connecting rod, V¥ the common velocity be-
fore the impulse and V' and ¥,” the velocities after the impulse. The
following relations are then evident:

i+ At
mV——Limfdet=mV—uT=mV’,
i=0,
t+ At
m, V—Biu;fledt —m ¥V — a0, T —m, V..
t=
t

But

hence

o [ O Pt [l .
Gty -
As T is essentially positive, it follows that the problem is im-
possible in case
L (G 2
mp 1) —n<o
Our equations do not hold the moment either of the particles is brought
to rest. Hence m, V' — ;7 and m V — pT are both positive

14 my, —um,
mop (4 e’
G+

”, m

m ¥V — I =

Somu, — umy > 0,
and when this last condition 1s saftisfied both

t fa &
mV —ul and mT(b"jL 1) ~
are positive.
mu, —umy; > 0 is therefore the condition that an impulsive stress
can be determined such that the ratio V: V, is changed from unity to a +b:b

and this stress may be either a tension or a compression.

1) Appell, Mécanique Vol. IL, p. 123.
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For motion along the curvilinear part of the paths we have, calling
s and s; the length of the arcs measured from E and E,, and @ the
angular velocity of the partlcles about O,

31=“’s: $,=

a4+ b a_—+—7bs’

by §=— —o'b+a)+ o

~—|m2b+

The tension in the rod is eonsequently determined from the relation

~batsl et a

p_ @bt
g b ok
m

el

my
or

4

The problem has two solutions as

b 1 1
2 PR A
N T @%bp I:a—+— m + 'mj
w?b + =
™ b F b
m a-+b m,

and these values differ acecording as we take the upper or lower sign,
u, being by supposition different from zero. One of tlhe values of T

. . . b . . .
becomes infinite in case *- — £ 2 but a possible solution in all
m, ma-+b

such cases as the one above is of course to assume an impulsive stress
in the conmnecting rod so as to bring both the particles instantaneously

to rest. This solution will not be cousidered.
Another illustration along the same line!) which may be worth
examining because of its simplicity is obtained by considering the mo-
tion of two unit masses m and

’: ne s m, along parallel horizontal tubes
! (Fig. 3). The distance between the
:a tubes and the length of the weight-
; less connecting rod being a. If the

1 . . .
coefficients of friction are w and g,

and the force of gravity is the only external force acting on the particles,
we at once get for the fension in the rod, if motion is to take place

T= gu+ or gii:

Suppose for definiteness u > u,; then both values of 7 are negative,
one is numerically less than g, the other greater. In the former case

1) Painlevé, Legons sur le Froitemeut, p. 36.
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m presses against the lower surface of the tube, in the latter against

the upper.

As a third simple illustration consider the two parallel curves
(Fig. 4) ¢, composed of a straight line and a tangent circle of radius a,

and ¢ a straight line parallel to the first and
passing through the centre of the circle. The par-
ticles have masses m and m, and the coefficients
of friction are p and p,. If the particles are con-
nected by a weightless rod of length a and are
started from ¥ and F, with a common velocity,
it 18 easy to see that when no external forces
act it is impossible for m to deseribe the path
EADBAH while m; describes the rectilinear
segment If, K, H, . ‘

Statement of the problem.

The illustrations have brought out the fact
that conditions which are incompatible when there
ig no friction may not necessarily be so when the
surfaces are rough. This is an interesting thing
as we ordinarily think of the force of friction as a
force which prevents, or tends to prevent, motion.
Here it plays the opposite roll. The illustrations

Fig. 4.

H,

H

"'1(___2__>m

£,

E

also suggest the gemeral question as to what conditions must be satis-
fied in order that motion may be possible when the veloeity is normal

to the constraining force, or perhaps
it would be better to say : under what
circumstances does the supposition
that motion takes place lead to con-
ditions which are compatible? I pro-
pose to treat a fairly general type
of problem of this kind, viz.: given
two parallel plane curves ¢ and ¢,
the distance between the two being a
(Fig. 5); two particles of mass m
and m,, connected by a weightles rod
of length @, are comstrained to move

Y

Fig. 5.

along c and ¢, . No external forces act
on the particles. Under what circum-

o

stances does the supposition that motion takes place lead to conditions which
are compatible: (a) when ¢ and ¢, are smooth, (b) when ¢ and ¢, are rough?
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314 On Constrained Motion.

Derivation of the relation between j and J,» the tangential com-

ponents of the acceleration of m and m,. dy

Let (z, y) be the coordinates of m (Fig. 5) and gi = %: tan a.

dat
The coordinates of m; at the given moment are then

z, =z —asing, Y =y -+ acosc.
We get by differentiation with respect to ¢
Z =& —acosad, Y —y—asinag,
Z =% - asined® - acosad, Y =y —acosas® —asinec.
S =, cose+ Y sina=ZFcose+ysine—acos’un—asinfar—=j—aa
Also éc:{, ¢ being the radius of curvature of ¢ at the given

point, V the velocity of m. Hence
eV—Vé j Vde. j V'da j g de

B = =T — =

o e e?ds e o ds o ds’
14 . . . .
where ® = -, and s is the arc of the curve ¢ measured in the direction
e

of the motion of m. The relation j; = j — aé can therefore be written

in the form
. a\ . do
i (1 —;>J = ol

Case (a): ¢ and ¢, are smooth.

In this case jy =7 = O and .. —(é—: = 0, 0 = a constant. The curves
¢ and ¢, are concentric circles and the velocities ¥V and V| are in the
ratio p: 9 — a.

Case (b): ¢ and ¢, are rough, the coefficients of friction being
and u,.

As before, call 7' the tension in the rod, ¥ and V, the velocities
of m and m,; the equations of motion of the two particles are then

mV:
LA
e

mj=—p y J=—wulee— 1,

- v,*
mg = Fu I+ T, G = T ote—a) 4,

the upper or lower sign being taken according as g 2 a; i. e. according
as the velocities of the two particles have the same or opposite sense.
The relation ) o . de
31—<1—§)J=maﬁ
becomes
— T o d
Fup o g(g—a)+—.+<1fg>u. ol — “=m'a, d%'

m
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If our conditions are compatible it must be possible to determine T

50 as to satisfy this equation.

To study the meaning of this condition put

g =12 T+ o'u (o —a), y2=’~(1—§),‘:;T+m2eu(1~9)[

and suppose first that ¢ > a.
The first equation is satisfled
by the points on the broken
lne A, B, C, and the second
by the points on A,B,C,
(Fig. 6) and the equation
which 7' must satisfy can be
written

d
= wa 55

".7/1+y2 ds

Figs. 6, 7, 8 correspond to

S{OE

= respectively.
In 6 we have two solutions,

m <

one, or none according as

In 7 there are one, an infinite
number,ornosolutionsaceor- 4,

>d-d

in 8 there are two, one, or

ding as ‘m ad—

none according as

de >

CO (42 E < d
2 _
=— 0, (m ot+e a)
Suppose next that p<C a:
the equation in 7' becomes
d
h— ¥y = ola- o

The different possibilities are
showninFigs.9,10,11,12,13.

e
Fig. 6.

4, Y ¢,
\

The results are as follows: Fig. 9, two solutions, one, or none according

de >

asmad <

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

d’; Fig. 10, two solutions, one, or none according as



Y Fig. 9.

¢
4;
Az
1 ™~
0 B, By
Y Fig. 10. ‘ Fig. 11.
4, Cy
4!1 \ Cq
a B B, T
Y Fig. 12.
Y Fig. 18
4 G 4, = Az Gy
C,
4, !
T
0 5,5 B, 0 B, =B,
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o'a %E%d (The case where the slope of the two broken lines is the
s

same, gives the same result as for Fig. 7); Fig. 11 gives one solution

if wia %—%>O, otherwise none; Fig. 12 gives one solution if w?a %%(0

and none if m2a% > 0. The case shown in Fig. 13 is possible only

ddi = (0, 1. e. the curves must be circles and when this condition

1s satisfied there are an infinite number of solutions. In Figs. 9 and 10
B, may of course be either on the right or left of B,.

when

An illustration where the rod comnecting the particles is not
normal to the direetion of motion.

We have seen in the preceding pages illustrations of friction pro-
blems which have 0, 1, 2, or an infinite number of solutions. There
is no difficulty in constructing a problem which permits of a finite
mnumber of solutions greater than two and this property is not restrict-
ed fo problems in which the direction Fig 4. ¥,
of motion is normul to the con- m —
straint. As an example of this we
consider the following problem.

Given two unit masses, connected u m,
by a weightless rod as in Ity 14, =X
and constrained to move along horizontal tubes having coefficients of fric-
tion w and W, there are no external forces excepting gravity. Investigate
the motion when the particles are given a common initial velocity V.

If we call 7 the tension in the rod the equations of motion of
the two particles can be written

2= —pe( g+ 9)+ oz,
T, = — e (.q ‘* T) _£—;
Vi Ty
where e and e, are 4 1: the sign being determined by the fact that
the product of ¢ or e, and the quantity in the parenthesis must be
positive. As z =z,

> X

2—(@6-{—@16!)’
T 2g(1—p €
(5 +9) =5 Lt ey
_T_) — 200 —pg
Ve 2e, — (n, + pee)
The last two expressions must be positive. Let us write down their
values for the different cases.

T = g Vé(y‘e_ﬂl 91)

€ (g -
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Case I: e =1, ¢ = 1.

G o) =aZidy lye) =t

Cage II: e = — 1, ¢, = — 1.

(e =Nl =) ==

Case III: e =—1, ¢ = 1.

T _ 29(l—u,) _ Ty _ 2904w
e(Vé +g) —2—(e—u)’ e‘( 1/5) 2 (p—w
Case IV: e=1, ¢, = — 1.

T _ Pgd+4w) TN 29l —w
E(Vé +g) 2— 0w’ cl( 1/%) —2—(u—p)

An examination of these different cases shows that Il is impos-
sible but that it is possible to choose the coefficients of friction so as
to admit the others: e. g. uw = 3, u, = 4 gives the following possibilities

® T iV2g, E-F——%

The conditions of the problern are also satisfied (being w and g,
are both greater than Z) by assuming that both the particles are in-

stantaneously brought to rest by an impulsive stress in the rod. The
impulse of this impulsive stress which is required in order to bring m
to rest is in general different from

m, Fig. 15.
X, that required to bring m, to rest,
\ but the point is that the moment
e > x, one of the particles is brought to
rest any additional impulsive stress
x, In the rod has no effect on the
™y

particle which is already at rest.
The results of the illustration may be summarized briefly by saying
that there are four solutions which satisfy the conditions of the problem,
and there are three distinet motions which satisfy the conditions of
the problem. :

A problem with a still larger number of solutions may be obtained
by considering the motion of three or more particles along rough hori-
zontal tubes as in Fig. 15.
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It may be worth while to call especial attention to the fact that
throughout this discusssion we have assumed that we were dealing
with a rigid system and the problem has simply been to see what the
equations of motion led us to in case the constraints were normal to
the velocity. Should we take into aecount the elastieity of the material,
we would have a different problem and we would no longer be dealing
with a problem in the mechanics of a rigid system.')

University of Michigan, June 1912,

Uber Fliissigkeitsstrahlen, deren Formen
Drehungskorper sind.

Von R. FOrsTER in Marienwerder (Wpr.).

§ 1. Wenn das Stromungspotential in bezug auf die x-Achse Ro-
tationssymmetrie besitzf, genligen Potential U und Strémungsfunktion V
den Differentialgleichungen:

ov dU oV oU
(1) 7z = T Yhy @=+y2)5'

Wir nehmen an, dal die z-Achse eine Stromungslinie ist. Weil in
der 2y-Ebene der ganze Vorgang zur x-Achse symmetrisch ist, konnen
in den Entwicklungen nur gerade Potenzen von y auftreten. Wir gehen
unter Benutzung einer unendlichen Rleihe noch unbestimmter Funktio-

ven in die Gleichungen (1) hinein mit dem Ansabz:
U= D@y V= ou 1(5) 9™
0 1

Es ergibt sich sofort das einfache Resultat, daB simtliche f; den
sukzessiven Ableitungen einer einzigen Funktion proportional sind, und
awch die Zahlenkocffizienten bestimmen sich hochst einfach, so daB
man hat:

Q) T=Da, )yt V=Db ) g,
0 1

wozu aus den Rekursionsformeln
b

a
n—1 "
s T T

1) Appell, Mécanique, 3¢ edition, Vol. 11, p. 127.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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unter der Annahme a, — 1 folgt:

=n* (=12
&, = @ - nh¥ b, = T@toant
z. B. a=1 a =—1 o=+ usw

Dieses Ergebnis kann man auch aus dem allgemeinen Integral

U=ﬁ(x +iycosg)dg
0

herleiten, wenn man f nach dem Taylorschen Satz in eine Reihe nach
y entwickelt.
Symbolisch kann man schreiben:

= e ¥ —=[280]a

wo in dem allgemeinen Gliede der Potenzreihe fiir oy, bzw. J statt
f* f® zu setzen ist.

§ 2. Jetzt verlangen wir, daB die bewegte Fliissigkeit eine freie
Grenze besitze. Es sind dann zwei unbekannte Funktionen zu bestim-
men: 1. die Ordinate y(x) der freien Grenze, 2. die Funktion f(z).

Das Potential der &uBeren Kriifte sei @, die Geschwindigkeit eines
Teilchens ». Dann miissen lings der freien Grenze Gleichungen von
der Form

V="V, und 1o @ = L¢?
bestehen, wo ¢ und V, Konstante sind. Nun ist v gleich dem Gradien-
ten von U, die Gleichungen lauten also:

V="V, und (VU =1¢?—20.
Setzt man hier die Werte (2) ein, so werden die Gleichungen:

0 - [af + GP 4 Py 4| =27,
@ 39 [af "+ S+ T [f w20,

‘Wir haben fiir unsere zwei Unbeksnnten eine gewihnliche und eine
Differentialgleichung, beide von unendlich hoher Ordnung. Man kann
sich die Aufgabe stellen, die Inltegrale dieser Glelchungen an folgenden
zwel Stellen niher zu betrachten:

1. in der Umgebung der Miindung des Rohres, aus dem der Strabl
austritt. Hieriiber kdnnen wir zurzeit nur so viel positiv aussagen, dab
hier U und ¥ einen einfachen Verzweigungspunkt haben, doch so, daB

1

die Glieder }- Ordnung verschwinden.
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2. in der Umgebung des unendlich fernen Punktes der x-Achse.
Hiertiber handeln die §§ 3—9. Im § 10 wird dann der EinfluB der
Oberflichenspannung in Betracht gezogen.

§ 3. Es wirke eine konstante Kraft in der Richtung der 2-Achse.
Dann ist @ = — gz. (leichung (II) lautet:

Ly [aof” 4 - P [apf - =6+ 2y
Durch Verschiebung des Anfangspunktes kann man erreichen, daB c?
verschwindet. Wir setzen also sofort ¢ = (. Betreffs der Entwicklung
machen wir die einfachste Annahme, nidmlich, daB sich »? und f” in
der Umgebung von x = oo in Potenzreihen entwickeln lassen. Die noch
unhekannten Exponenten der htchsten Glieder dieser Reihen bezeichnen
wir mit ¢ und », was wir kurz so ausdriicken: :
Yzt e

Dann ist f” ~ 2"~% und dus hichste Glied der linken Seite in (I) ist
~g¢*”. Rechts aber ist das hochste Glied ~ 2% also u 4+ » =10. In
Gleichung (II) kann man ungewiB sein, ob das Anfangsglied des ersten
Teils, welches ~ ze+#r—10 — =2 jgt, oder das des zweiten Teils, wel-
ches ~ 27 ist, das hochste Glied ist. Jedenfalls muB das héhere beider
Glieder ~ z' sein, Wiire nun » — 2> 2y, 80 wiire v — 2= 1, v = 3,
3—2 ist aber <C2-3, q. e.abs. Also v—2<22, 2v=1, v—L p=—1.

Nachdem so die GroBenordnung der Anfangsglieder festgestellt ist,
bestimmt sich ohne Miihe eine Entwicklung von der Form:

_1 L | 5
v=a o) =t oged),
wo die f Potenzreihen sind, deren konstante Glieder nicht verschwinden.

§ 4. Die naheliegende Verallgemeinerung @ = — gz*(x > 0) bietet
nichts wesentlich Neues. Die Entwicklungsgrife ist

z_g_?; der vortretende Faktor z@

JolR

§ 5. @ sei gleich dem Newtonschen Potential von Massen, die
irgendwo im Endlichen liegen, und deren Gesamtbetrag von O verschie-
den sei. Die Gleichungen lauten:

D ¥*f 4 =27,
AD Iflaf” + - P +lagf + - P=c'+ %m + kleinere Glieder.
Wir setzen voraus, daB sich der Strahl im Unendlichen asympto-

tisch einem Strahl vom konstanten Radius I nihert, bei dem alle Teil-
chen mit der Geschwindigkeit ¢ parallele (rerade beschreiben. Dann wird

lim f"(z) = c.

Zsitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 3. 21
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Gleichung I ergibt:

g2V,

4
Um hun die nichsten Glieder der Entwicklung zu bestimmen, setzen wir:
f,=c+57 y2=R2+§7

wo & und ¢ im Unendlichen verschwinden. Aus I sieht man sofort, daB
g~ ¢ In Gleichung (II) sind nach Weglassung von ¢* die hochsten
Glieder der beiden Teile der linken Seite 1 R?c'?, baw. 2ce [wenn man
zuniichst voraussetzt, was sich sofort bestitigt, daB &” < & ist]. Das

hichste Glied rechts ist aber ~ z—. Wire nun links &2 > ¢ so wire
1

+
gl gz ? e>¢e? q. e abs, also 2 < g e~ Lol

Setzt man nun Potenzreihen mit unbestimmten Koeffizienten an, so er-
hilt man ohne Schwierigkeit:

:?Kz.(1_,"i+...); f’:C'(l'*'cT;;'{'"')'

2
y ¢ ctx

§ 6. Es seien keine #uBeren Kriifte vorhanden, & = 0. Dann ist
ersichtlich, daB die Gleichungen die triviale Losung

f=cz y=1

besitzen. Doch gibt es auBerdem noch eine unendliche Reihe anderer
Losungen, die sich im Unendlichen dieser asymptotisch nihern, und
dies sind gerade die interessanten Losungen, weil sie der in der Wirk-
lichkeit auftretenden Strahlform am meisten entsprechen.

Es =zeigt sich jedoch bei der Aufstellung der Kntwicklung eine
eigentiimliche Schwierigkeit, denn auBer der trivialen Lésung gibt es
keine, die sich bei # = oo regulir verhilt. Es ergibt sich n#imlich nach
der Methode der unbestimmten Koeffizienten der Koeffizient des ersten
wirklich auftretenden Gliedes gleich Null, g. e. abs.

Um iiber das Verhalten der Integrale AufschluB zu erhalten, wen-
den wir die in der angewandten Mathematik beliebte Methode der Ver-
stimmelung der Differentialgleichung an, indem wir voraussetzen, daB
in den Gleichungen (I) und (II) die hoheren Glieder vernachldssigt
werden diirfen. Wir integrieren deshalb folgendes System:

I y'r =2V,
() LT[R ey =
Durch Elimination von y* folgt hieraus:

Volf™ —21'[") -+ 21 = 2f'¢"
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Diese Gleichung integrieren wir folgendermaBen:

Setze [ = g Volg™ —2g97) 4+ 29— 29¢ = 0.
Q ‘e 2 __ dh 5__ 9.2,
Setze g" = h: Vo(h 2ghdg) + 2¢° — 2c%g = 0.

Setze h* = f: V()(k—'g%)-{-?gs—?c’g:&

Diese Gleichung besitzt das allgemeine Integral:
Vok =g - const + g® — 2c%¢glogg.
Die Integrationskonstante bestimmt sich folgendermaBen:
Im Unendlichen soll f~ cx sein, also limg =¢; limg’ =0, limA
=limk = 0. Hieraus:
Vo = g(g* — &) — 2gc2log%-

Setzt man in der Umgebung von 2 = oc: g =c¢ + & wo & unendlich
klein ist, und entwickelt nach & so hebt sich die nullte und die erste
Potenz von & heraus, und die Quadratwurzel LBt sich ziehen:

etV e Vg —
g iVVO & iVVO (g — o),
Hieraus folgt durch Integration:

c

+z) -
g —c~conste” " Yo

Nimmt man an, daB der Strahl nach rechts gehen soll, so ist der
Quadratwurzel das negative Zeichen zu geben.

Durch Differentiation erbalt man nun aber

g’ ~ coust - eﬁzVﬁ; 9" ~ const - e Yo:  usw.,
also
g—e~gi~gloogl o

Hiernach sind ¢” und alle hiheren Ableitungen gegen g —e¢ und g
keineswegs zu vernachlissigen, denn der Quotient zweier aufeinander-
folgenden Glieder der Reihen in (I) und (II) ist selbst fiir £ — oo eine
endliche GréBe. Folglich trifft die der angewendeten Methode zugrunde
liegende Voraussetzung nicht zu, vielmehr miissen wir schlieBen, daB
die aufeinander folgenden Glieder der Reihen von gleicher Grifenordnung sind.

§ 7. Bevor wir zur Integration schreiten, wollen wir die indivi-
duellen Konstanten des einzelnen Strahls aus den Gleichungen moglichst
herausschaffen. Wir setzen lim y = R und fithren neue Koordinaten ein

x—ox .
durch die Gleichungen z — R, y = Ry, ferner setzen wir ¢ — %, so
21%
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daB lim j—g == ¢, wird, und bezeichnen die Ableitungen nach § sofort wie-
der mit Strichen. Endlich fithren wir statt f° die Funktion g=lf’

G
ein, 8o daB im Unendlichen 5§ =1, g = 1 ist. Dann haben wir als all-
gemeine Strahlgleichungen

(D) 1=ayig + Gty + -

2
V) 1= ioag Sty 4T g+ at o
Fiir die praktische Rechnung gibt man der letzteren noch die Form
IV i7'[ag’ +-- T =L+ ag+an’g”+- ] [1 —ag—apfy"— L
Nun wissen wir, da im Unendlichen g’ ~ g”. Ilieraus ist die Form
dos griBten Gliedes von g zu bestimmen. Setze zu diesem Zwecke g’ =h:
h” ~ h. Setze h = ¢*®, so ergibt sich nach Division durch k: ¢” + a”

endlich, 4= 0. Dann ist entweder @' endlich, etwa ~ m? also a ~ mé,
oder es ist a’® unendlich; dann muB aber auch a” unendlich sein, und

zwar a” ~ — a'% Setzt man hier a’ =8, so wird " ~ — b =1
wobel b unendlich ist. Durch Integration von bl, Z—Z ~ — 1 ergibt sich

aber — j ~ — & b~ 7, also unendlich klein, g. e. abs. Es bleibt also

bloB a~ 4 mk, g" =h ~eT™, Es ist wieder das untere Zeichen zu

wihlen, also g’ ~ e ™ g— 1~ —¢ ™ Der Wert von m wird sich

sofort ergeben. Jedenfalls kGnnte man jetzt eine Reihe formal ansetzen:
g—1—a-e"f 4 kleinere Glieder.

Man kann aber noch den Koeffizienten o als additive Konstante
in den Exponenten werfen und durch eine Verschiebung des Anfangs-
prnktes bewirken, daB diese wegfillt In der Entwicklung von g liefert
(IIT) eine analoge von 7. Die Form der nichsten Glieder bestimmt sich
von selbst. Wir setzen also an:

e e e e T N
mit g, — — 1.
§ 8. Nun ist die Bestimmung der Koeffizienten prinzipiell einfach,

wenn wir erst noch m kennen. Wir setzen die Reihen in (IV’) ein,
Dann bleibt links als hochstes Glied ein Glied mit e-2™f, rechts aber:

[1 + ag + Glieder mit e~™¢] - [1 — ay(1 + g™k + -+ )
—a - (1 +pe "8 (gme ™5 4 . =

[24 ] [= (g + aym® + agm? + - . g e=mE 4 - -],
—2g,e7"5(ay + agm® + aymt 4.

oder

oder
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Soll dies der linken Seite gleich sein, so muB das angeschriebene Glied
verschwinden, weil g, = — 1 == 0 sein soll. Folglich bestimmt sich m
aus der Gleichung:

@+ aym® + agm* + .- =0 oder Jy(m)—
Fiir m kann irgendeine Nullstelle der nullten Besselschen Funktion
genommen werden, z. B. die erste: m — 2,404825,

Bei der Berechnung der Koeffizienten treten einige interessante
numerische Reihen auf, die die allgemeine Form haben:

£ =)= ) et

z. B.
Py = ay + al(km>2 Fer= O(km)
PE= L. a,(km)? + 2ay(kmt 4 - - = . Ji(km)
Pun _ 1a2(km)4+3a3(km)s+ _(km)4 4km(2ka (km))
£ 1 )
Py (km)s (ka ("km (km)) ) USW.
dazu noch
.. 2 A
R® — q, —{—‘12—‘ (km)® + (;—’(km)‘* t = o Jo(km).

Fiir m = 2404825 habe ich berechnet:
R® = 0,4311755, P{» = 0,000000,
E® = —0,12478, P® = — 0,237536,
E® = 4 0,01620, P® — 4 0,2942.
Die Bestimmung der Koeffizienten filhrt zu folgenden Gleichungen:
) g=—1.
2) Aus (IV): PV = 0, hieraus m = 2,404825.
) Aus (I1I): %, + g, R = 0, hieraus 7, = + 0,431755.
) Aus (IV): 8¢, P{) + 8¢, 5, P{V+ g*m? RY2—0, hieraus g;—+-1,7019.
5) Aus (III): m, + g, R® = 0, hieraus 7, = + 0,212317.
) Aus (IV): 89y P + gy, PP -+ 8g,my P + 8g, 73 P
+ 44, 9,m* RORE — gty m®? KO* =0, hieraus gy=—2,76.
(1) Aus (IID): 27y + 2g,m, PP + g2 PP + 29, B® < 0,
hieraus 5y = + 0,1610 usw.
In den Gleichungen mit ungeraden Nummern sind die Koeffizien-
ten der neu auftretenden Unbekannten 7, immer von () verschiedene

Zahlen, in den Gleichungen mit geraden Nummern, die zur Bestimmung
der g, dienen, treten hier noch die P{ als Faktoren auf. "Da aber die
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Konvergenz der aufgestellten Reihen physikalisch evident ist, kann kein
Koeffizient unendlich sein, .es kann also nie P{ = 0 sein. Es scheint
mir folglich folgender Satz iiber Besselsche Funktionen physikalisch
evident zu sein:

wZwei verschiedene Nullstellen von J© (x) stehen nie in einem kommen-
surablen Verhdltnis“,

Diesen Satz habe ich in dem Handbuch von Nielsen nicht gefunden.

§ 9. Aus den gefundenen Reihen fiir g und %* ergeben sich Rei-
hen von der Form:

mx' ma Ime
_17=-=R(1+0,21-e R—}----);f(m):cx—}—gf(e R—{—O,Sf)e R +)

a,c R S ~"®rR , acm "R |, a;em® _ﬂT
Uzaocx_{_ m 21/719”3 +_1_R_2nzgne +7,'Rs 2”49,‘@ +

Um die ,Contractio venae zu beurteilen, bilden wir ¥ — R und
» t y

@ =— arcth—Z_- Aus den Formeln ergibt sich sofort:
y—R=R-021.¢ 4+ p=m-021 ¢ + .

Also ist fiir unendlich kleines ¢ die Kontraktion der ersten Potenz des
Konvergenzwinkels proportional, und zwar ist angendhert:

y—& 1
' P T 2404
genauer:

L y—E ¥R\
—m—-m—1+1,778-T+6,12-(—R ) + |

Aus der ersten Anniherung kann man sich leicht graphisch ein
Bild des Strahles machen.

§ 10. Beriicksichtigung der Oberflichenspannung. Ist die mittlere
Krtimmung H, so herrscht, wilhrend an der AuBenseite der Oberfliche
der Druck Null bleibt, an der Innenseite ein Druck ¢ H. Die Strahl-
gleichungen werden:

V=7, (VUP=0—20—c¢H
Ist die Gleichung der Grenzkurve y — y(z) und @ =0, so hat man:
M laf +F =27,
) 1Pl P e 4 P = O PR
y-(1+y™)?
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Frage 1. Ist ein Parallelstrahl moglich? Ja. Denn fir y = R
f=rcx liefern die Gleichungen R?¢ =2V, ¢ = C — 1%-

’

Setzt man, um andere Integrale zu finden, z = RE, y = Ry und

bezeichnet die Ableitungen mnach § wieder mit Strichen, setzt ferner
0=c+ ;{, g'; —=cR-g; é;R =k, [wobei betont werde, daB & wesent-

lich positiv ist], so werden die Gleichungen:
() 7 aog + Fnig” + - ] =1,
2 rr
V) intmg + Gt |+ lag + e+ T
—14k- (1 +"*"i’—2’1;).
nt 4 7%)?

Frage 2. Ist eine Losung moglich, bei der g', g” usw. gegen 1 —g
verschwinden? Nein. Denn wire g =1 4+ o, n*=1—¢, «" und a” gegen
« unendlich klein, so lieferte (IV): ;-1 .a¢?4+...=(1+1+4+a+--")
(1—=1—a+--)+k(—Le~+---), hieraus k — — 4 q. e. abs.

Frage 3. Ist eine Losung miaglich in der Form

g=1+gle""5+---; ﬁ2=1+771e—m5+"‘?
Ja. Die Gleichungen (III), (IV) ergeben fir g, 7, m die Gleichungen

91(“0+%m2+%m4+"') + %, =G,

— 2(ay + aym? + agm* + - g, + ky(m* + 1) = 0.
Hieraus fiir m:
4-(ag 4+ a,m* +agm* + -+ ) + k(2m? + 1)((10 +%m2+?m“+ - ) =0.
Die kleinste Wurzel dieser Gleichung ist groBer als die erste Nullstelle von
Jy(z), aber kleiner als die erste Nullstelle von J, (), liegt also zwischen
24 und 4. Die Kontraktion ist wegen des griBeren m stirker als ohne
die Einwirkung der Oberflichenspannung aber selbst fiir sehr groBe

Oberflichenspannung (k¥ = oc) ist der Unterschied nicht sehr groB, weil
m nicht iber 4 wachsen kann.
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Biicherschau.

Dr. F. v. Dalwigk, Privatdozent in Marburg. Vorlesungen iiber dar-
stellende Geometrie. In zwei Binden. Erster Band. Die Methoden der
Parallelprojektion. Mit 184 Figuren im Text und auf 12 Tafeln. XVI und
863 8. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. 8% In Leinwand geb. . 13.—.

Von dem auf zwel Binden berschneten Werke liegt der erste Band vor,
.der im ersten Teil die Mongesche Grund- und AufriB-Methode, im zweiten

die schiefe Parallelperspektive und Axonometrie und auBerdem in einem An-
hang noch eine Reihe einzelner Probleme behandelt. Schicken wir gleich vor-
aus, daB der mafigebende Eindruck der ist, daB der Verfasser den Stoff nach
allen Richtungen sorgfiltig und kritisch durchgearbeitet hat, daB er nach Mog-
lichkeit tberall die verschiedenen Methoden und Lisungswege angibt und tiber-
haupt mbglichste Vollstiindigkeit erstrebt, wie er er ja z. B. auch iiber die
GréBe des ReiBbrettes und tiber die anzuwendenden Bleistifte Bemerkungen
macht. Was die angewandie Methode betrifft, so vertritt der Verfasser den
durchaus richtigen Grundsatz, méglichst bald an Ké&rpern zu arbeiten, um
an Anschaulichkeit zu gewinnen. Vielleicht tut er aber in dieser Hinsicht des
Guten zu viel und trennt dadurch manches, was doch besser im Zusammenhange
behandelt wurde. So erkldren sich die vielen Verweisungen auf das Spétere und
Frithere, welche den Leser ermiiden, sowie die Anweisung (Einleitung S. VI),
wie man das Buch lesen soll. Die neuere Geometrie wird nur in bescheidenem
Mafe herangezogen, ihre Grundprinzipien werden aber gelegentlich (8. 99)
vorausgesetzt, ebenso einige Siitze aus der Kriimmungstheorie der Flichen.
Die gutgezeichneten Figuren sind zum Teil im Text, zum Teil auf 12 Tafeln
angeordnet.

Im Einzelnen 1iBt sich der Inhalt des Buches kurz in folgender Weise
zusammenfassen. Nachdem in den drei ersten Abschnitten die notwendigsten
Beziehungen von Punkten, Ebenen und Geraden erledigt und im vierten Ab-
schnitt das Hilfsmittel der perspektivischen Affinitit, im fiinften die zusammen-
fallende und symmetrische Lage der Risse besprochen wurde, behandeln die
beiden niichsten Abschnitte ebenflichige und krummflichige Kérper in einfacher
und in allgemeiner Stellung, wobei auch Schattenkonstruktionen zur Sprache
kommen. Der Ellipse und den andern Kegelschnitten ist dann der niichste achte
Abschuitt gewidmet. Nun wird nochmals der Rotations-Kegel und der Rotations-
Zylinder in allgemeiner Stellung nebst Schattenkonstruktionen erdrtert. Der
nichste Abschnitt greift wieder zuriick auf die Fundamentalaufgaben, in dem
er diese unter Vermeidung der Ebenenspuren erledigt. Es folgen sodann ehene
Schnitie der Korper, insbesondere der Polyeder, des Rotalions-Kegels und der
Kugel, sowie die Durchdringungen zweier ebenflichiger und krummflichiger
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Korper. Vermischte stereometrische Aufgaben und solche iiber das Dreikant
bringen nun zum SchluB noch der sechzehnte und siebzehnte Abschnitt. Be-
trachtungen iiber Rotationsflichen, die Flachen 2.Ordnung, die Schraubenlinie
und die wichtigsten Schraubenflichen, sowie ein Abschnitt tiber zentralperspek-
tivische Kartenprojektionen (stereographische, gnomonische Projektion) be-
schlieBen den ersten Teil.

Der zweite Teil behandelt die Parallelperspektive und die orthogonale
Axonometrie. Die schiefwinklige Axonometrie und der Pohlkesche Satz werden
erwihnt. .

In einem letzten Teil, der als Anhang bezeichnet wird, finden wir zunichst
praktische Vorschriften iiber die Technik des Zeichnens, dann einiges tber die
Kreisrektifikation, sodann eine astronomische Anwendung der Orthogonal-
projektion. Die Beleuchtungslehre wird unter Erwihnung der verschiedenen
Methoden besprochen und zum SchluB die kotierte Projektion.

Gerade dieser Anhang verleiht dem Buche eine gewisse Reichhaltigkeit.
Ist es schon an und fiir sich gut, daB bei den Dreikantsaufgaben auch die wich-
tigsten Formeln der sphiirischen Trigometrie abgeleitet werden, wobei auch ein
mechanischer Apparat, der Sonnenstandsmesser von Willich, besprochen wird,
so gibt der Anbang drei weitere Untersuchungen ilber den Zusammenhang
awischen Stundenwinkel, Deklination, Héhe und Azimut bei gegebener Pol-
bohe, zum Teil in Tabellenform. Im vierten Anhang wird auch das in Lehr-
biichern noeh nicht behandelte Rodenbergsche Verfahren zur Konstruktion
der Helligkeitsstufen erértert. Uber Kamm- und Tallinien fiigt der Verfasser
(S.358) bei der kotierten Projektion gute Bemerkungen bei und endlich wire
noch der Beweis des Henricischen Satzes fiir das Rotationshyperboloid (8.239)
hervorzuheben.

Einiges scheint dem Referenten auch verbesserungsbediirftig. So wire der
Vorgang der Abwicklung einer abwickelbaren Fliche, auch wenn er in die
Theorie der Flichen gehort, prinzipiell zu erbrtern und diirfle nicht gewisser-
maBen ohne Sang und Klang eingefiibrt werden. Die schiefe Parallelperspektive
(S. 265) scheint mir auch nicht allgemein und prinzipiell genug dargestellt
m sgin. Sich von allem Anfang an schon auf die Verkfirzung !4 und den
Winkel von 30° zu beschrinken, ist nicht empfehlenswert. Der Pohlkesche
Satz endlich miiBte in einem Lehrbuche der darstellenden Geometrie, das in
erster Linie doch fiir Mathematiker bestimmt ist, unter allen Umstéinden be-
wiesen werden. Weiter sind noch folgende Irrtiimer zu beseitigen. Der Aus-
druck ,,Elliptischer Kegel (8. 161) ist als sinnlos durch ,,Allgemeiner Kegel
2.0rdnung® zu ersetzen; ein Wendepunkt ist in der orthogonalen Projektion einer
Raumkurve schon gegeben, wenn die Schmiegungsebene des betreffenden Raum-
punktes auf der Bildebene senkrecht steht. Es ist also nicht notig, daB die
Hauptnormale auf der Bildfliche senkrecht steht (8. 179). Die auf 8. 318
gegebene Rektifikation des Kreises stammt nicht von Sc¢hldmilch, sondern
von dem polnischen Jesuiten Kochansky (1685).

Miinchen, Juli 1912. Karn DrLEMANN.
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Neue Biicher.

Arithmetik, Analysis.

Maexycuen, Pu, Geheimnisse der Rechenkiinstler. (Mathem. Bibliothek, 13.)
Berlin und Leipzig 1913, Teubner. Kart. &£ —.80.

S. auch 42, 47,

ok
.

Astronomie, mathematische Geographie.

2, Camesrrn, W. W., Stellar motions. London 1913, Milford. 17 s.

3. Encyclopédie des sciences mathématiques pures et appliquées. T. VII
(1. vol.), astronomie sphérique. Fasc. 1. Paris, Leipzig 1913, Teubner.

M 8.40.

4. Lisxa, W., Lehrbuch der Astronomie und der mathematischen Geographie.

II. Teil: Praktische und theoretische Astronomie nebst der mathematischen

Geographie. Fir das Selbststudium und zum Gebrauch an Lehranstalten.

Bremerhaven u. Leipzig 1913, v. Vangerow. M 5. —; geb. K 6. —.

S. auch 12.

Darstellende Geometrie.

5. Mrrzscmerise, Arrer, Das Problem der Kreisteilung, ein Beitrag zu seiner
Entwicklung. Mit einem Vorwort v. Heinrich Liebmann. Leipzig u. Berlin

1318, Teubner. M T.—; geb. in Leinw. 4 8.40.

6. Nricoxepr, R., Plani quotati. Napoli 1913, Pironti. L. 5.50.
Geschichte.

7. Bensaupg, Joaqum, L'astronomie nautique au Portugal & l'époque des grandes

découvertes. Bern 1918, Drechsel. M 10, —.

8. Besser und Srerxmein, Briefwechsel. Hrsg. im Auftrage der Konigl. Aka-
demien der Wissenschaften zu Berlin u. Miinchen. Leipzig 1913, Xngelmann.
M8.—.
9. Hearn, Sm Tuwowas L., Archimedes’ Werke, mit modernen Bezeichnungen
herausgegeben und mit einer Einleitung versehen. Deutseh von Fritz Kliem.
Berlin 1914, Haring. M 16, —.
Lowexnem, Louis, Die Wissenschaft Demokrits und ihr EinfluB auf die
moderne Naturwissenschaft. Hrsg. von Leopold Ldwenheim. Berlin 1914,
Simion. M6 —.
11. Mgever, K., Die Entwickelung des Temperaturbegriffs im Laufe der Zeiten.
(yDie Wissenschaft Bd. 48) Braunschweig 1913, Vieweg & Sohn.
# 4.—; geb. in Leinw. 4 4.80.
Verserr, Joannis, De triangulis sphaericis libri quatuor, de meteoroscopiis
libri gex, cum procemio Georgil Joachimi Rhetici. II, de meteoroscopiis, hrsg.
v. Joseph Wiirschmidt, unter Benutzung der Vorarbeiten v. A, Bjornbo. Mit
einem Vorwort v. Eilhard Wiedemann. (Abhandlungen zur Geschichte der

10

12
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16.

17

18

19.

20.

21

22,

23,

24.

26
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mathem. Wissensch. m. EinschluB ihrer Anwendungen, Heft XXIV, 2.) Leipzig
und Berlin 1913, Teubner. M2 —,
‘Wirrise, ALEXANDER, U. GepzarDpT, MarTIN, Beispiele zur Geschichte der Mathe-
matik, ein mathematisch-historisches Lesebuch. IL Teil. Mit einem Titel-
bild, (Mathem. Bibliothek, 15.) Leipzig und Berlin 1913, Teubner.
Kart. 4 —.80.
8. auch 1, 5.

Mechanik.

Denizor, Avrrep, Das Foucaultsche Pendel und die Theorie der relativen Be-
wegung. Leipzig und Berlin 1913, Teubner. M B —.
Harryary, Fror., Die statisch unbestimmten Systeme des Eisen- u. Eisen-
betonbaues, berechnet aus der Formanderungsarbeit und aus den Forminde-

rungen selbst. Berlin 1913, Ernst & Sohn. M 8. —; geb. A 8.80.
Hencey, H., Der Spannungszustand in rechteckigen Platten. Miinchen u.
Berlin 1913, Oldenbourg. Mo —.

Henker, Orro, Graphische Statik, mit besonderer Berticksichtigung der EinfluB-
linien. IL. Teil: Durchgehende Gelenktriiger. Dreigelenkbogen. Formiinde-
rungen gerader Triger. Durchgehende (kontinuierliche) Triiger. Forminde-
rungen gebogener Triger. Zweigelenkbogen. Eingespannter Bogen. Erddruck
und Wasserdruck, (Sammlung Goéschen Nr. 695). Berlin u. Leipzig 1913,
Goschen, Geb. in Leinw. .4 —.90.
Heremann, Ervst, Uber die einférmige Bewegung des ebenen kreisverwandt-
verdnderlichen Systems. Diss. Dresden. Weida i, Th. 1913, Druck von Thomas
& Hubert.
Moug, Orro, Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik. 2., neu
bearbeitete u. erweiterte Aufl. Berlin 1914, Ernst & Sohn.

# 18.—; geb. A 19.50.
Mirrer, Rup., Theorie der zeitlich veriinderlichen Stromung des Wassers in
Turbinenleitungen m. Beriicksichtigung graphischer Verfahren. Borna 1913
(Dresden, Dressel). M 2.80.
SrrerstEN, 1., Vectorial Mechanics. London 1913, Macmillan & Co. 78. 6d.

S. auch 32, 44, 48.

Physik, physikalische Chemie.

Bronpror, R., Einfilhrung in die Thermodynamik. Mit Zusitzen und Ver-
besserungen des Autors versehene autoris. deutsche Ausg. der 2. franz. Aufl.
besorgt von Carl Schorr und Frdr. Platschek. Dresden 1913, Steinkopff.
M A —.
Brace, W. H., Durchgang der «-, fi-, y- und Rontgen-Strahlen durch Materie.
Deutsch von Max Iklé. Leipzig 1913, Barth.
M 6.80; geb, in Leinw. 4 7.80.
Conn, Emm, Physikalisches {iber Raum und Zeit. (Naturwissenschaftl. Vor-
trige u. Schriften, hrsg. von der Berliner Urania, Heft 6.) 2., verb. Aufl.
Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M —.80.
Constitution de la maticre, Les idées modernes sur la. Conférences
faites en 1912 par E., Bauer, A. Blane, E. Bloch, Mme P, Curie, A. Debierne,
L. Dunoyer, P. Langevin, J. Perrin, H. Poincars, P. WeiB. (Société francaise
de Physique, collection de mémoires relatifs & la Physique, deuxieme série.)
Paris 1913, Gauthier-Villars. Fr. 12. —.
Ferenresy, Pavr, Zur Krise der Lichtdther-Hypothese. Rede, gehalten beim
Antritt des Lehramts an der Reichsuniversitat zu Leiden., Berlin 1913, Springer.
M —.60.
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27.
28.

29,

30.

31.

32.

a83.

34.
35.
36.

37.

Hzrz, Nors., Lehrbuch d. Physik. Wien 1913, Deuticke. M 8. —.
Kivinxg,. Arrrep, Grundziige der mathematisch-physikalischen Akustik. II Teil,
(Sammlung mathem -physikal. Schriften 11,2.) Le1p/1g u. Berlin 1913, Teubner.

M 5.40; geb. in Lemw M 6.—.
Kavrruany, Huco, Allgemeine u. physxkahsche Chemle 2 Teile (Sammlung

Goschen Nr. 71 u. Nr. 698.) Berlin und Leipzig 1913, Gischen.
Geb. in Leinw. 4 — . 90.

Lawe, Rosert, Experimentalphysik. 1I. Wellenlehre und Akustik. (Sammlung

Goschen Nr. 612.) DBerlin und Leipzig 1913, Gd&schen.
Geb. in Leinw. 4 —.90.

Lommer, E. v., Lehrbuch der Experimentalphysik. 20.—22. neubearb. Aufl.

hrsg. von Walt, Konig. Leipzig 1913, Barth.
M 6.60; geb. in Leinw. 4 7.50.

Lorexz, Hass, Lebhrbuch der technischen Physik. IV. Band: Technische

Elastizitéitslehre. Miinchen u. Berlin 1913, Oldenbourg.
M 19.—; geb, K 20.—.

Morirz, F., Les moteurs thermiques dans leurs rapports avec la thermo-
dynamique. Moteurs & explosion et & combustion. Machines alternatives

a vapeur. Turbines & vapeur. Paris 1913, Gauthier-Villars. Fr.13.—.
Nmrorr, Ram., Grundlagen der Physik des Fluges. Wien 1913, v. Waldheim.

MA—
OsterTAG, P., Berechnung der Kiltemaschinen auf Grund der Entropie-Dia-
gramme. Berlin 1913, Springer. M4 —.
Poyxtiveg, J. H., and Tmompson, Sir J. J., A textbook of Ihysics: Properties
of matter. 6thedition, carefully revised. London 1913, Griffin. 10 8. 6 d.

Zarr, A, Bausteine des Weltalls, Atome und Molekiile. Stuttgart 1913, Frankh.
M 1.—; geb. A 1.80,

88. Zeewan, P., Researches in Magneto-Optics. London 1918, Macmillan & Co.
6 8.
S. auch 11, 14, 42, 44, 48.
Rechenhilfsmittel, Tafeln.

89. Carv, E. R, The solution of railroad problems by the slide rule. New York
1913, Van Nostrand. &1, —.

40. Nzir, A. M., Fiinfstellige Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen
Funktionen. Vollige Neubearbeitung von Ludwig Balser. 14. Aufl. GieBen
1913, Roth. Geb. £ 2.—.

Yerschiedenes.

41. Box, Frep, Ist es wahr, dafl 2 >< 2 = 4 ist? Fine experimentelle UUntersuchung.
Leipzig 1913, Reinicke. M2 —,

42, Bortriewicz, L. v., Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlich-
keitstheoretischer Untersuchungen. Berlin 1913, Springer. MA—.

43. Braxvorp, B., Betrachtungen iiber mathematische Erziehung vom Kinder-
garten bis zur Universitit. Deutsch von R. Schimmack u. H. Weinreich.
Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M 6.—, geb. in Leinw. K& 7.—.

44. Buravi-Forrr, C., et Marcoroneo, R., Analyse vectorielle générale. II. Appli-
cations & Ja mécanique et & la physique. Pavie 1913, Mattei & C. L. 5.—.

4b. Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik. Band 42, Jahrgang 1911,
Heft 1. Berlin 1913, lieimer. M1Y.—.
46. Karz, D., Psychologie und mathematischer Unterricht. (Abbandlungen iib.

den mathem. Unterricht in Deutschland, veranlaBt durch die internationale
mathematische Unterrichtskommission, Band III Heft 8.) Leipzig u. Berlin
1913, Teubrer. 4 8.20.
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47. Lecar, Maorick, Bibliographie du calcul des variations 1850—1913. Gand 1913,
Hoste. Fr.4.—
48, Lorentz, H. A., Emstew, A., Minsowskr, H., Das Reativititsprinzip. Eine
Sammlung von Abhandlungen. Mit Anmerkungen v. A. Sommerfeld u. Vor-
wort v. O. Blumenthal. (Fortschritte der mathematischen Wissenschaften,
Heft 2.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M 3.—; geb. A 3.60.
49, Scuresxr, K., Hervorragende Leistungen der Technik. Erster Teil. Fiir reife
Schiiler. (Bastian Schmids naturwissenschaftl. Schiilerbibliothek, 20.) Leipzig

u. Berlin 1913, Teubner. Geb. in Leinw. 4 8.—.
50. Tuomeson, G., Geometry of building construction. London 1913, Routledge.

18 6d.

51. Zorxrrry, L., Legons de mathématiques générales avec une préface de P. Appell.

Paris 1914, Gauthier-Villars. Fr. 20.—.

Eingelaufene Schriften.

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmiiBig aufgefiihrt.
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt.] .

Astronomical research, theoretical, A plan for an institute for. Lund 1913,
printed by Hikan Ohlsson.

Beramany, Hueo, Das Unendliche und die Zahl. Halle a. 8. 1913, Niemeyer.

M 2.50.

Bovrvar, Worreane und Jomaxs, Geometrische Untersuchungen. Mit Unterstiitzung
der ungarischen Akademie der Wissenschaften hrsg. v. P. Stickel. 1. Teil:
Leben u. Schriften der beiden Bolyai. 2. Teil: Stlicke aus den Schriften der
beiden Bolyai. (Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie,
11 u II2) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. '

Zusammen 4 28.—; geb. in Leinw. .4 32.—.

Borrriewicz, L. v., Die radioaktive Strahlung ..., s. N. B. (,,Neue Biicher**) Nr. 42.

Branrorp- Scammmack -Weinkecn, Betrachtungen iiber mathematische Erziehung,
u. N. B. 43.

Burati-Forrr, C., Marcoronso, R., Analyse vectorielle générale, 1I, 8. N. B, 44

CuirsLer, A., Legons sur la théorie des nombres. (Modules. Entiers algébriques,
Réduction continuelle.) Professées au Collége de France. Paris 1913, Gauthier-
Villars. Fr. 5.50.

Comx, E., Physikalisches tiber Raum u. Zeit, 8. N. B. 24.

Contributions from the Jefferson physical laboratory of Harvard University for
the year 1912. Vol. X, Cambridge, Mass., U. 8. A.

Constitution de la matidre, Les idées modernes sur la, s. N. B. 25.

Darsoux, Gasron, Legons sur la théorie générale des surfaces et les applications
géomsétriques du caleul infinitésimal. Premitre partie. Généralités. Coordonndes
curvilignes. Surfaces minima. Decuxi®me édition, revue et augmentée. Paris
1914, Gauthier-Villars. Fr. 20.—.

Dexizor, A., Das Foucaultsche Pendel, s. N. B. 14.

Egrexresr, P., Zur Krise der Lichtither-Hypothese, s. N. B. 26.

Pruiuveer, Pavr, Der Auftrieb in Talsperren (Sonderabdruck ans der ,Osterreichi-
schen Wochenschrift f. den @ffentlichen Baudienst*, Heft 31, 32, 33 u. 34,
Jahrg, 1913.) Wien 1913. Selbstverlag.

Haiag, J., Cours complet de Mathématiques spéciales. I. Algébre et Analyse. Paris
1914, Gauthier-Villars. Fr.9.—
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Haae, J., Exercices du cours de Mathématiques spéciales J. Algébre et Analyse.
Paris 1914, Gaunthier-Villars. Fr. 7.50.

Heare-Kriem, Archimedes’ Werke, s. N. B. 9.

Hexcky, H., Der Spannungszustand in rechteckigen Platten, s. N. B. 16.

Hexxew, 0., Graphische Statik, II, s. N. B. 17.

Herrmaxy, E.| Einformige Bewegung des ebenen kreisverwandt-verinderlichen
Systems, s. N. B. 18.

Kaviung, A., Mathematisch-physikalische Akustik, s. N. B. 28.

Kaurrmaxy, H., Allgemeine u. physikalische Chemie, s. N. B. 29,

Katz, D., Psychologie und mathematischer Unterricht, s. N, B. 46.

Kommerecr, V., und Komuererr, K., Analytische Geometrie, fiir den Schulgebrauch
bearbeitet. I. Teil. 2., verb. Aufl. Tiibingen 1913, Laupp.

M 2.405 geb. in Leinw. 4 3.—,

Kraus, Kovrap, GrundriB der Arithmetik fiir Lehrer- und Lehrerinnen-Bildungs-
anstalten. 6., umgearbeitete Aufl. Wien 1913, Pichlers Witwe & Sohn.

K. 3.50.

Laxa, R., Experimentalphysik, II., s. N. B. 30.

Liska, W., Lebrbuch der Astronomie wu. der mathematischen Geographie, II,
s. N. B. 4.

Lrcar, M., Bibliographie du calcul des variations, s. N. B. 47.

LorenTz- BinsTuis - Minkowsky, Das Relativititsprinzip, s. N. B. 48,

Loresz, H., Lehrbuch der technischen Physik, s. N. B. 32

Lowenstewy, L., Die Wissenschaft Demokrite, s. N. B. 10,

Lots, Arrrep, z# | y% = 2z*? Beweis des groBen Fermatschen Satzes. Altenburg
S. A. 1913, Selbstverlag.

Magnxcrey, P., Geheimnisse der Rechenkiinstler, s. N. B. 1,

Mzver, K., Entwickelung des Temperaturbegriffs, s. N. B. 11.

Mirzscneruing, A., Das Problem der Kreisteilung, s. N. B. 5.

Morr, O, Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, s. N. B, 19.

Mogirz, F., Les moteurs thermiques, s. N. B. 33. -

Nswn, A. M., Fiinfstellige Logarithmen, s. N. B. 40.

Pranorr, L., Abrif der Lehre von der Fliussigkeits- und Gasbewegung. Abdruck
aus dem ,,Handworterbuch der Naturwissenschaften“, Bd. 4. Jena 1913, Fischer.

M 1,80,

Rroio, Feupivanp, Die Elemente der analytischen Geometrie, zum Gebrauche an
hoheren Lehranstalten sowie zam Selbststudium. Mit zahlreichen Ubungs-
beispielen. 2. Teil. Die analytische Geometrie des Raumes. 5. Aufl. Leipzig
u. Berlin 1913, Teubner, Geb. in Leinw. 4 3.—.

Seismometrische Beobachtungen in Potsdam in der Zeit vom 1. Januar bis
31. Dezember 1912. (Vertflentlichungen des konigl. preuBischen geoditischen
Institutes, neue Folge, Nv. 58.) Berlin 1913.

Screrrers, Geore, Einfihrung in die Theorie der Ilichen. Zweite, verbesserte u.
vermehrte Auflage. Leipzig 1918, Veit & Comp. MoA5,—, geb. A 16—,

ScronrLies, Artur, Entwicklung der Mengenlehre und ihre Anwendungen. Um-
arbeitung des im VIII. Bande der Jahresberichte der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung erstatteten Berichts, gemeinsam mit Hans Hahn hrsg. 1. Hilfte:
Allgemeine Theorie der unendlichen Mengen und Theorie der Punktmengen.
Leipzig u. Berlin 1913, Teubner. M 16.—; geb. in Leinw. A4 18.—.

Scaresen, K., Hervorragende Leistungen der Technik, I, s, N. B. 49.

Scawerrzer, Jos.,, Dag Kristallzeichnen im Mineralogieunterricht der Oberrealschule.
I Teil. Die Formen des reguliiren Systems. Progr. Oberrealsch. Schwiib.
Hall. 1913.

Scmusrar, F., Die moderne theoretische Physik und der Ather. Eine Verteidigung
des materiellen Athers. Karlsruhe 1913, Braun,
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Szg, J., Essai de Linéométrie. I. partie. Paris 1913, Gauthier-Villars, Fr. 2.75.
Staupg, O., Analytische Geometrie der kubischen Kegelschnitte. (Teubners Samm-
lung Band XXXVIII.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner.
M 9.—; geb. in Leinw. 4 10, —.
SceeantscmirscH, Ricn., Lehrbuch der Geometrie, Trigonometrie u. analytischen
Geometrie fiir die VI. u. VII. Klasse der Realschulen. Wien 1913, Tempsky.

Geb. K. 4. —.
Tomxe, Heew., Leitfaden der Mathematik f. Gymmnasien. 2. Teil: Die Oberstufe.
3. Aufl. Leipzig 1913, Freytag. Geb. 4 1.60.

Verserr, Joannis, de meteoroscopiis, s. N. B. 12.

Vourerra, Vito, Le¢ons sur les fonctions de lignes, professées & la Sorbonne en
1912. Recueillies et rédigées par Joseph Péreés. Paris 1913, Gauthier-Villars.

. Fr. 7.50.

Vorschliige zur Vereinheitlichung der mathematischen Bezeichnungen im Schul-
unterricht, hrsg. vom Deutschen AusschuB f den mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Unterricht. (Schriften des Deutschen Ausschusses fiir den
mathem. u. naturw. Unterricht, Heft 17.) Leipzig u. Berlin 1913, Teubner.

M —.50.

Wirriva-Gesrarp, Beispicle zur Geschichte der Mathematik, s. N. B, 13.

Boxosyess, C. K., Jlorapaterscrso teopemu Fermat'a. Mocksa 1913.

Woon, P. W., The twisted cubic, with some account of the metrical properties of
the cubical hyperbola. (Cambridge Tracts in Mathematics and mathematical
Physies, Nr. 14) Cambridge 1913, University Press. 28 6d.

Zarr, A, Bausteine des Weltalls, s. N. B. 37.

Zorertr, L., Legons de mathématiques générales, s. N. B. 51.

Berichtigungen zn dem Aufsatz von Max Sergelius: Untersuchungen kineto-
graphischer Korrespondenzen [2, 2] in der Ebene und im Raume.

(Diese Zeitschrift Band 61, Heft 4 (1913).)

§. 867, Z. 8 v. u. lies: Untersuchung statt: Untersuchungen.

» 368, Z. 8 v. u. lies: Regellichen statt: neue Typen von Flichen.
w 378, Z. 16 v. 0. lies: X, statt: §,.

373, Z. 16 v. u. ist nach: Drehpunkt einzuschalten: z. B.

-l/ H 2

w 375, auf der Mitte der Seite, lies: i, = — Lbiﬂ
aVzi+yi4-c

» 875, Gl (8) lies im Nennper des Ausdrucks {ir z: E? statt: &3,

» 376, Gl. (9) und (10) miissen lauten:

f== und =4

n=-—Y y=—n1
» 879, Z. 6 v. u. lies: unendlich fernen statt: fraglichen imaginéren.
» 319, Z. 2 v. u. ist zu streichen: durch den Drehpunkt.
» 880, Gl (13) lies: ¢ statt: e.
» 382, Z. 1 v.u. ist nach gibt einzuschalten: wenn b und d negativ genommen
werden.
» 883 ist Gl. (18) abzuindern in:

(* + £ [n*a?(E* + ) — (cE — nb)?)
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S. 385, Z. 8 v. 0. lies: « statt: g.
w 385, Z, 11 v. u. lies: %, statt: &,..
» 387, Z. 1 v. 0. in der Tabelle zu Fig. 8 lies: ¢? statt: b2
» 389, Z. 13 v. u. lies: = statt H.
» 890 roll die Tabelle zu Fig. 9 lanten:
$<C1 oder c¢*—na’<0
q=—0 und p>q.
» 390, Z. 11 v, 0. sind £ und 7 zu vertauschen.
5 391, Z. 12 v. 0. lies: d& statt: d.
» 391, Z. 7 v. u. lies: h, statt: A,.
» 391, Z.1 v. u. lies: (18) statt: (28), ferner: einen Doppelpunkt und einen
Kegelschnitt statt: zwei Kreise, sowie: (19) statt: (29).
» 892, Z. 19 v. 0. lies: einen Doppelpunkt und einen Kegelschnitt stattgs zwei
Kreise.
» 398, Z. 16 v. 0. ist vor: affinen einzuschalten: kollinearen.
» 401, Z. 8 v. u. lies: I statt: F.
» 402, Z. 11 v. u. ist nach der zweiten Klammer der Exponent zu streichen.
» 403, Z. 18 v. 0. lies: Bei allen Zuordnungen ergeben sich Regelfliichen.

Anm., Um MiBverstindnisse zu vermeiden, will ich in bezug auf die §§ 6 und 13
folgendes hervorheben: Infolge der Entstehung der Korrespondenzen entsprechen
im allgemeinen einem Kreis bzw. einer Kegelfliche des einen Systems zwei Kreise
bzw. Kegelfliichen des andern. AuBer diesen Kurven bzw. Flichen kann es noch
in beiden Systemen Bahn-Kurven bzw. -Flichen geben, welche den oben erwihnten
Bedingungen (im ganzen oder teilweise) nicht geniigen. Z.B. die Kurve £ 8. 380,
Die Minimalgeraden dieser Kurve bilden sich auf die Kreispunkte ab. Dasselbe
ist der Fall mit der Flachc F,. und ¥, in § 13. Solche Knurven bzw. Flichen, die
eine Ausnahme von der allgemeinen Zuworduung machen, nenne ich Ubergangs-
Kurven bzw. -Flichen.
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Tangenten an Hellegleichen.

Von EmMIiL WAELSCH in Briinn.

Zur Darstellung der Hellickeitsverhiilinisse einer parallel beleuchteten
Fliche nimmt man in der darstellenden Geometrie unter gewissen Voraus-
setzungen an, daB die Helligkeit in einem Flichenpunkte gleich gesetzt
werden kann dem Kosinus des Einfallswinkels des Lichtes. Mit dieser,
wie bekannt, erheblich von der Wirklichkeit abweichenden Annahme er-
gielt man doch hinreichend plastische Bilder. Es ist dann von Interesse,
fiir einen Schriig- oder LotriB eine einfache Konstruktion der Tangente
an die Trennungsiinie') oder eine andere Isophote zu kennen. Hierzu muB
bekanntlich im Risse die Konjugierte zu ciner Tangente der Fliche kon-
struiert werden, wenn im Risse die Kriimmungsverhiltnisse der Fliche
im Berithrungspunkt hinreichend bestimmt sind.

Nach Losung dieser Aufgabe wird sie im folgenden spezialisiert fiir
den LotriB einer Drehfliche auf eine Projektionsebene, die senkrecht oder
parallel zur Achse oder parallel zur Lichtmeridianebene?) ist.

Hierauf wird die analoge Aufgabe behandelt®) fiir Hellegleichen
unter Zugrundelegung eines allgemeineren Helligkeitsgesetzes und dann
spezialisiert fiir das Lambertache Gesetz bei Parallelbeleuchtung (Iso-
phengen) sowie fiir die Beleuchtung aus einem Zentrum®*) und schlieBlich,
um auch ein komplizierteres Beispiel zu geben, fiir das Lommel-Seeliger-
sche Gesetz.F)

1) Vgl. die Konstruktionecn der Tangente an die Trennungslinie fiir Dreh-
flichen bei A. Mannheim, ,,Cours de géom. deser.* 8. 835ff.,, und Rohn und
Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. Bd. I, 3. Aufl,, 8. 838 u. S. 342 auch fiir Zentral-
beleuchtung.

2) Vgl. A.Sucharda, ,Uber die Lichtgleichen der Rotationsfliichen bei Parallel-
beleuchtung®, Bull. intern. de I’Ac. des Sc. de Boh. 1903, 8. 237, wo auf kinematisch-
geometrischem Wege die Aufgabe fir den LotriB auf die Lichtmeridianebene in
komplizierterer Weise geldst wird.

3) Hierbei wird zur Rechnung die kinematische Methode von G. Darboux:
sLecons sur la théor. gén. des surfaces* verwendet.

4) Vgl. E. Waelsch: , Uber die Isophoten einer Fliche bei Zentralbeleuchtung®,
Sitzgber. d. k. Ak. z. Wien, Bd. 101, Abt. ITa (1892), 8. 79. :

) 8. von geometrischer Seite: H. Burmester, Unters. d. wahren Hellegleichen
auf d. Kugel nach d. Lommel-Seeligerschen Gesetz'*, Zeitschr. f. Math. u. Phys.
Bd. 58, 8. 129, wo auch die zugehorige Literatur angegeben ist.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1914. Heft 4. 22
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1. Konstruktion des Risses der konjugierten Tangente. Fiir den
Punkt X der Fliche F' bezeichnen: 7', die Tungentialebene, 5, die Normale,
t, (x =1,2) die Hanptkriimmungstangenten, (, den Hauptkriimmungs-
mittelpunkt fiir den durch #, gehenden Normalschnitt, £, den Haupt-
kriimmungsradius = XC,, g, die durch C, zu {, parallele Gerade.

Ist der Punkt X’ zu X unendlichnahe auf der Tangente { von F,
so bestimmen die Normalen #,, n,, ein windschiefes Element, dessen Nor-
malenparaboloid P, bekanntlich die zu ¢ senkrechte
Tangente #, und die Geraden n, g, g, enthilt. Die kon-
jugierte Tangente v von ¢ ist die Schnittlinie von 7'y
/9’/ und 7', und daher parallel zur kiirzesten Transversalen 2
7 von ng und n,,. Da nun h die- Achse von P, ist, folgt:
,© ist parallel zur Achse von P,), geht somit nach
dem Beriihrungspunkt von P, mit der unendlichfernen
Ebene*.

Der Umri8 von P, bei Parallelprojektion auf eine
Ebene II ist eine Parabel P/, deren Achse parallel ist
zur Projektion 2” der Achse h von P,. Diese Parabel
besitzt die Tangenten n}, f;, g9;, 9;, so daB folgt: ,<" ist parallel zur
Achse der Parabel P,, welche die Geraden #n,, £, 9y, g, beriihrt“. Mit
Hilfe des Brianchonschen Satzes erhilt man dann aus dem Fiinfseit

Fig. . dieser und der unendlichfernen Geraden die Gerade =’ als
S Verbindungslinie von X’ mit dem unendlichfernen Punkt
i der Parabel Pj; es ergibt sich nach Fig. 1: «'— X'Q,
. wobsi C @[, P@]g; ist.

P

' z
? 2. Anwendung suf Drehflichen. Die Fliche F sei
| jetat eine Drehfliche mit der Achse ¥; p, m seien der
)l(_f\ durch X gehende Parallelkreis bzw. Meridian derselben.
'\ﬂ . Dann sei C, der Schnittpunkt von n, mit %, C, der Mittel-
o “~.of punkt des Krimmungskreises & von m fiir X, so daB g, g,
"""" ¥ buw. parallel sind zu den Tangenten von p bzw. m.

Wird auf eine zu 9 senkrechte Ebene IT orthogonal projiziert, so
fallen n}, und g, zusammen, und die Parabel P, beriihrt ) in C.
Daher ergibt sich nach Obigem fiir £” die Konstruktion Fig. 2, in welcher
g, und C; @ senkrecht ) und I’ @ parallel », sind. {; kann gefunden werden
als konjugierte Polare von ¢" bealiglich des Kreises mit dem Zentrum C,,
und dem Radius R,.

z

1) Vgl. hierzu A. Mannheim, a. a. O. 8. 300, wo dieser Satz die Form hat:
»Die Tangente in einem Punkte o an die Direktrix einer Normalie der Fliche F
und die Spur der Zentralebene fiir a dieser Normalie auf der Tangentialebene der
Fliche in o sind konjugierte Tangenten‘.
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Bei Orthogonalprojektion auf eine Ebene, die U enthilt, ergibt sich
die Konstruktion der Fig. 8, wobei (X) ein Punkt von p in IT ist. {; ist
die konjugierte Polare von ¢” beziiglich des Kreises mit dem Zentrum C,,
der durch (X) geht.

3. Konstruktion des Risses der Tangente an die
Trennungslinie und an Isophoten. Bei Parallelbeleuch-
tung ist bekanntlich die Tangente v fiir einen Punkt X
der Trennungslinie 7" auf der Fliche ¥ konjugiert zum
Lichtstrahle ¢, der ¥ in X beriihrt, und allgemeiner
ist die Tangente ¢, des Punktes X an die durch diesen
Punkt gehende Isophote konjugiert zur Orthogonal-
projektion { des durch X gehenden Lichtstrahls [ auf
die Tangentialebene 7', (Dupin). Demmnach gelten die
bisherigen Konstruktionen auch fiir die Tangente der
Trennungslinie bzw. einer Isophote.

Liegt speziell eine Drchfliche vor, und ist inshesondere I7 iden-
tisch mit der Lichtmeridianebene, demnach parallel 7, so ist ¢, fiir alle
Punkte X des Parallelkreises p senkrecht zu /. Aus den @hnlichen Drei-
ecken mit parallelen Seiten P @ X", SX"J, (Fig. 3)
ergeben sich die @hnlichen Tripel SUJ,, PV X",
wo U der Schnittpunkt der Geraden SJ, mit p” ist,
4 go daB folgt?): ,Die Risse ¢” der Isophotentangenten
der Punkte des Parallelkreises p gehen alle durch
denselben Punkt J, auf der durch S zu I senkrechten
Geraden, fiir welchen die Tripel J,US, (X)((,)C,
dhnlich sind“

Der Punkt J, kann daher etwa nach Fig. 4 kon-

‘strulert werden. g

¥ig. 4. S

4. Bestimmung der Hellegleichentangente Ty
bei H (g, 0", v, 7). Es sei L der leuchtende Punkt und L’ das Auge;
7,7 selen der Einfalls- bzw. der Ausfallswinkel fiir den Punkt X der

1) Vgl. A. Sucharda, a. a. 0. 8. 240.

2) Wire die Drehfliche vom zweilen Grade, mit dem Kegelschunitt K als
Lichtmeridian, so ist der LotriB 7 der Trennungslinie der zum Lichtstrahl konju-
gierte Durchmesser von K. Die obige Konstrukiion (Fig. 8) des Lotrisses t°° (= T'")
der Tangente eines Punktes X der Trennungslinic ergibt dann eine Beziehung, die
beniitzt werden kann, um den Krimmungsmittelpunkt (C,) des Punktes (X) des
Kegelschnittes X zu konstruieren. Verlegt man dann den Punkt (X) in den Schnitt-
punkt A von 7" mit K, so ergibt sich die bekannte einfache Konstruktion des
Kriimmungsmittelpunktes C4 von K fiir A: Ist P der Schnittpunkt der Normale
ng mit Y, liegt ferner @ auf M A, wo M der Mittelpunkt von K ist, und ist
PQ 1 ny, so ist QCa L .

22*
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Fliche F'; g, 0" seien die Entfernungen des Punktes X von L, L', und es

moge das Gesetz gelten: ,Die Helligkeit H im Punkte X ist die Funktion:

H{g, 0,7, 7 ) Man kann dann, wenn % = cosp, »'= cos p’ ist, setzen:
H—H(g" 0% n, n).

Fiir die Hellegleiche H = const auf F, welche durch X geht, soll die
Tangente vz in X bestimmi werden.

Hierzu seien') die Koordinaten der Verschiecbung eines Punktes L
mit den Koordinaten z, y, # beziiglich des Trieders der Hauptkrimmungs-
tangenten und der Normale #,:
de + Adu + gzdu — (rdu + 7 dv)y,
dy + Cdv + (rdu + r dv) — p,edv,
dz + pyydv — qrdu.

ey

Diese Verschiebung muB verschwinden, falls L fest im Raume ist; es miissen
also die (leichungen gelten:
c(dx —=— Adu — qedu + (rdu + r dv)y
(@) ’dy:— Cdv — (rdu + ridv)z + pzdv
de = —p,ydv + qrdu.
Soll X unendlich wenig auf der Hellegleiche fortschreiten, so muB
dH = 0 sein, also mubB, wenn:

oH _ 2H 0H _ ., 0H _

det TV om = 4, d¢r T T W—Hz
gesetzt wird, die Gleichung gelten:
3) H de*+ Ilydn + H/do'®+ Hydn'= 0.
Nun ist:

do?= 2 (zdx + ydy + ¢dz) = nach (2) = — 2 (4dzdu + Cydv),
dn — % _ lis 1
e 20
Ebenso hat man fiir den festbleibenden Punkt L. mit den Koordinaten
'y, 8" _
, B . , . dz’ 1z ,
4" do’?= — 2(Az'du + Cy'dv), dn'= o’ —gg'adé’ LB

Demnach ergibt sich aus (3):
(5) 2H,(Azdu+ Cydv) — Hydn + 21 (Az'du + Cy’dv) — Hydn'=0.

Da nun, wenn o der Winkel ist, den die Tangente 77 mit der z-Achse
einschlieBt, gilt®):
Cdv C
t=tgow = ddw DT ER 1T T R

1

1) 8. Darboux, a.a. O. t. II, p. 373, Formel (B").
2) S. Darboux, a. a. 0. p. 386.
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go ist:

x

6) Pety—Q(E+ 50+ P@+yh—@(5+5Y)=0,

P=—2M+ M0, Q=H,, P——2H+H5, @=H;

Die Tangente 7 ist daher konjugiert zur Tangente mit der Steigung

] (PR~ Qy+ (PR @)y’
0 (PR, — Qz+ (PR —Q)z

5. Hellegleichen bei dem Lambertschen Gesetz: 11 = :, - Hier ist
B——2, H— Qi Wird 5=~ 2 — 1 gesetat, wo & die dritte Koordi
nate des Schnittpunktes ¢) der Normalen », mit der in L auf LX senk-
rechten Ebene F ist, und wenn ferner % =t die Steigung der Tangente ¢

der Fliche in X gegen die z-Achse ist, welche Tangente den Punkt X
mit der Orthogonalprojektion des Punktes L auf T, verbindet, so ergibt
sich aus (6):

h h

Veriindert sich nun der lenchtende Punkt auf der Geraden X I, so
bleibt hiernach die Tangente ¢ erhalten, es #ndert sich &, also auch der
Punkt P auf », mit z = g, und zwar nach (8) projektiv zum Strahlen-
biischel, welches die Tangente 7, der Hellegleiche beschreibt. Nun ent-
sprechen den Punkten mit den Werten: %=R1, R,, O in dieser Projek-
tivitit die z-, y-Achse und die zu ¢ senkrechte Tangente s, so daB sich
ergibt: ,,Um hier die Tangente 7, an die Hellegleiche zu konstruieren,
bestimme man den Schnittpunkt @ der in L auf X senkrechten Ebene
E mit der Normalen n, und den Punkt P so, da XP = fX?Q ist; dann
entspricht 7, dieser Punkt P in der Projektivitit, in welcher den Haupt-

krimmungstangenten der Fliche die Kriimmungsmittelpunkte der Nor-
malschnitte, und der auf L X senkrechten Tangente s des Punktes X der
Punkt X entsprechen®.?)

Die Tangente 7, ist bestimmt, wenn 4 und ¢ gegeben sind, dndert
sich also nicht, wenn L auf dem Kreise mit dem Durchmesser X ¢ variiert.

Der Schriigrif der Geraden, welche den Punkt P von n, enthilt, und
die parallel ist zu der diesem Punkt P entsprechenden Tangente 7z, um-

1) Vgl. E. Waelsch, a a. 0.
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hiillt die Parabel, welche die Schrigrisse n}, g;, g;, s” beriihrt. Dies ist

aber die Parabel P; fiir den Punkt X bei einer Beleuchtung parallel zu ¢.
t,, ist dann parallel zu der Tangente dieser Parabel, welche durch den Punkt

P’ geht, fir den X'P" = E?’i , wenn Q der Schuittpunkt der in L auf LX
senkrechten Ibene mit n, ist.

Faillt L auf der Geraden L X ins Unendliche, so hat man Parallel-
beleuchtung; es fillt dann auch P ins Unendliche, und es ergibt sich die
schon in Art. 3 angegebene Konstruktion des Schrégrisses der Tangente
an die Isophote.

6. Parallelbeleuchtung. IJas Zentrum L falle ins Unendliche in der
Richtung mit den Richtungskosinus: I, m, » und ehenso das Zentrum L’
mit den Richtungskosinus I, m', #". In dem Ausdruck fiir A kommt jetat
0% ¢ nicht vor, so duB sich hier aus d 2/ = 0 die Gleichung ergibt, die
man erhilt, indem man in (3) H, = 0, H, = 0 setst, und als Gleichung
fiir t diejenige, die man aus (6) fiir p = o0, ¢"= oo erhilt, nimlich

(©) Ry(H,l + HV) + B, (Hym + Hym)t —0,

so daB die Tangente z, konjugiert ist zur Tangente mit der Steigung:
Hym -+ Hm’ '

(10) THyi4+ HyU

7. Spezielle Fille. J. Isophofen. Das Helligkeitsgesetz kann ange-
nommen werden als: II = . Dann ist nach (10) die Tangente =, der Iso-

phote konjugiert zur Tangente mit der Steigung P;—, also konjugiert zur-
Orthogonalprojektion des Lichtstrahls auf 7',.
II. Isophengen: H = nn’, das Auge unendlich fern in L’. Nach (10)

ist die Tangente 7, an die Isophenge konjugiert zur Tangente ¢, mit der
Steigung:

mn' 4 nm’

In+nl"

Diese Tangente ¢, liegt aber in der Ebeue, welche den Lichtstrahl /
mit dem beziiglich 7, zu 1" symmetrischen Strahl verbindet; sie ist da-
her harmonisch zur Spur der Ebene durch [, I"auf T, beziiglich der Ortho-
gonalprojektionen ¢, ¢” von [, {" auf 7',, so daB folgt: ,Nennt man "Mittel-
strahl £, von [, I’” die Verbindungslinie von X mit dem Mittelpunkte
einer Strecke, deren Endpunkte auf,[” liegen, und die parallel ist zu 7',
(vierter harmonischer Strahl von 7', beziiglich [, 1), so ist die Tangente
an die Isophenge in X identisch mit der Tangente an die Isophote bel einer
Beleuchtung parallel zu diesern Mittelstrahl I .“
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1. Hellegleichen fiir das Lommel-Seeligersche Gesets: H—'Iﬁ}-n
Nach (10) ist die Tangente 7, an diese Hellegleiche konjugiert zur Tan-
gente 7, mit der Steigung:
n' *m 4 kn'm’
wEl {- En2l’
Wiire in (10): F — o0, 0, ™ o k'z” so ergibe sich 7, als konjugiert
, t;, 1, Die Tangente 7, kann daher in folgender
Weise gefunden werden Man beziehe das Tangentenbuschel eineindeutig

auf die Zahlenreihe so, daB den Tangenten ¢, #’, ¢, die Zahlen oo, O, "

bzw. zur Tangente ¢, ¢’

entsprechen und bestimme die Tangente #,, welche hierauf der Zahl k
entspricht; die Tangente 7, gibt dann (da das Produkt ihrer Zahl mit &

gleich 1:;: ist) mit ¢, ein Paar der Strahleninvolution, in der ¢, ein Doppel-
strahl und ¢, ¢’ ein Strahlenpaar ist.
Briinn, Oktober 1912.

Uber asymptotische Integration von Differentialgleichungen
mit Anwendung auf die Berechnung von Spannungen
in Kugelschalen.")

Von OrT0 BLUMENTHAL in Aachen.

Das mechanische Problem, das ich behandeln will, ist die Bestim-
mung des elastischen Spannuncsmstandes einer Kugelschale unter der
Navierschen Annahme, daB bei der elastischen Verzerrung Normalen
zur Kugelfliche wieder in Normalen der verzerrten Fliche iibergehen.
Der Nachweis der Zuliissigkeit dieser Annahme bei kleinen Wandstirken
und der Ansatz des Problems ist in den allgemeinen Formeln enthalten,
die Love fiir die elastischen Deformationen diinner Schalen gegeben
hat?) ReiBner hat kiirzlich gezeigt®), daB die vollstindige Losung

1) Erweiterte Fassung eines auf dem 5. Mathematiker-Kongre§ in Cambridge
gehaltenen Vortrags.

2) Love, Treatise on Elasticity, (2. Aufl), S. 488—510; t'IbePsetzung von
Timpe, $. 586—613.

8) Kestschrift Miller-Breslau (Leipzig, Kréner, 1912), S. 181—193. ReiBner
hat unter anderem gezcigt, daB der EinfluB der Belastung einer Kugelschale durch
Oberflichenkrifle sich am einfachsten und raschesten durch ein Verfahren sukzes-
siver Approximationen, ausgehend von dem Fall der ,,Kugelmembran®, berechnen
148t. Es handelt sich alsdann zur vollstindigen Losung des Problems der belasteten
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dieses Problems des (leichgewichtes diinner Kugelschalen im Falle ro-
tationssymmetrischer Belastung auf die Integration einer gewdhnlichen
linearen Differentialgleichung vierter Ordnung fiihrt. Ich werde mich
hier mit der Diskussion dieser Gleichung beschiftigen, denn sie ist nach
den gewdhnlichen Integrationsmethoden durch Reihenentwicklung prak-
tisch nicht durchfithrbar; man muB vielmehr andere Methoden heran-
ziehen, die man als asympiotische Integration bezeichnen kann,

1. Es handelt sich um folgende Aufgabe und folgende zu berech-
nende Gréfen: Eine Kugelkalotte von dem Radius @ und der Dicke 24
mit dem Offnungswinkel &, erfahre keine
duferen Kriifte, nur an dem freien Rande &,
mbgen iiber den ganzen Rand gleichmiiBig
verteilte Spannungen und Biegungsmo-
mente angreifen, unter deren Einfluf die
Schale im Gleichgewicht ist. Hs soll der
Spannungs- und Dehnungszustand in der
ganzen Kalotte berechnet werden. Die in
Betracht kommenden Komponenten der
Spannungen und Momente sind folgender

Normalspannungen 7, 7,, eine Schub-
spannung N, Biegungsmomente @G, G,;
aulerdem Verschiebungen u, w.

Die Losung des Problems wird zuriickgefithrt auf die Integration
einer Differentialgleichung fir N1):

sin*@ N -+ 2 5in® 9 cos N — sin? & (3 — sin® &) N”
(4) + sin@ cos (3 + 2sin? 8, N' + (B*sin*® — 3) N=0,

bt = (1 — g% (1 + i}?g) , 6 = Poissonsches Verhiltnis.

Kugelschale nur noch um die Ermittelung des Spannungszustandes in einer nur
am Rande durch Kréfte und Momente beanspruchten Schale. Hierdurch erklirt sich
die von mir gewihlte Problemstellung. In einer Dissertation, die zurzeit unter
meiner Leitung verfaft wird, wird gezeigt, daf im Falle der Belastung der Kugel-
schale durch Eigengewicht das ReiBnersche Verfahren der Trennung der Ober-
flaichenkrafte und Randspannungen besonders cinfach zum Ziele fihrt. Fir eine
bestimmte Beanspruchung des Randes lassen sich ndwlich die Spannungen in ge-
schlossener Form angeben. — Ein anderes, sehr sinnreiches Verfahren zur Lisung des
Spannungsproblems in Kugelschalen hat kiirzlich E. MeiBner (Phys. Zeitschr, 14
(1913), 8. 343—350) entwickelt. Er fiihrt die Differentialgleichung 4. Ordnung auf
hypergeometrische zuriick.

1) Die Gleichung folgt aus den bei ReiBner abgeleiteten Gleichungen (12a)
und (13a) (S. 192) durch Elimination der mit den Krimmungsinderungen gzu-
sammenhingenden Grifle K.
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Aus N berechnen sich dann die iibrigen Grofen wie folgt:

T, =Necot®, T,=2N

6y=— 3a,(1hf—6) ﬂ oot 8N — (+ ‘+“) o
+(6+1+Gsm1’|‘)) Ot’&l\q

(=~ gati—q Ot t VOV + ({377 ot 0 —a [T N
+(1_11;+2: ! )cota‘)N]

B = willkiirliche Kounstante,
FE = FElastizititsmodul,

w=— %—E[o‘cosﬂN N+ (14 6)cos&(B4-J)] —f La (N cotd—N')do.

u=%?lzﬂsin%(B+J),

Die Abzéihlung der Integrationskonstanten ergibt in einfacher Weise
die geometrischen und dynamischen Randbedingungen, unter denen
Gleichgewicht moglich ist. Durch die Festsetzung, daB Spannungen
und Biegungsmomente im Punkte & =0 der Kugel endlich bleiben
gollen, die ,Eindlichkeitsbedingungen®, werden zwei Integrationskonstanten
sbsorbiert, wie die Reihenentwicklung der Integrale der Gleichung (A)
in der Umgebung von & = O zeigt. Es sind dann noch drei Konstanten
iibrig, von denen eine nur In die Verschiebungen, nicht in die Kriifte
eingeht. Dies entspricht der Tatsache, dal der ganzen Schale noch
eine willkiirliche Translation erteilt werden kann. Abgesehen von dieser
Willkiirlichkeit sind noch zwei Bedingungen am Rande vorgebbar, die
sich entweder auf die angreifenden Krifte und Momente, oder auf die
geometrische Gestalt des Randes beziehen konnen. Der ReiBnersche
Gedankengang (8. 343, FuBnote #)) verlangt z. B. die Vorgabe von N und
G, am Rande. Ein anderes einfaches Bedingungssystem wire, daB der
Rand etwas auseinander gedehnt ist, und kein Moment an ihm herrschen
goll. Es soll aber hier auf spezielle Probleme nicht eingegangen werden.

2. Die Schwierigkeit besteht nun darin,.daB die Gleichung (A) fiir
N einen nach Voraussetzung sehr groBen Parameter I* enthilt. Da
nimlich bei der ganzen Theorie die Kugelschale als sehr dinn voraus-

gesetzt werden mub, ist % notwendig eine groBe Zabl und demgemiB

b groB. Dies hat zur Kolge, daB die iiblichen Reihenentwicklungen
nach Potenzen von & (oder sin &) nur in der nichsten Umgebung des
Nullpunktes mit praktisch brauchbarer Schnelligkeit konvergieren wer-

den, withrend in einigermaBen grtBerer Entfernung (z. B. &~ i) in-

Ve
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folge des groBen Koeffizienten b* die Glieder der Reihe zunichst sogar
stark anwachsen werden, um erst nach einer mit wachsendem b gegen
Unendlich gebenden Zahl von Gliedern abzunehmen. Diese Reihen sind
also zur Ubersicht iiber den Verlauf der Erscheinung géinzlich unge-
eignet. Hier greift die asymplotische Integration ein.

Die asymptotische Integration setzt sich zur Aufgabe, gerade diese
grofen Werte des Parameters zu beriicksichtigen, indem sie die Inte-
grale nach absteigenden Potenzen des Parameters entwickelt. Das Ver-
fahren wird wohl am f{ibersichtlichsten und fiir die Rechnung am be-
quemsten so dargestellt.?)

Durch die Substitution N = 1—/ 1M owird zuerst das Glied mit

sin &
dem 3. Differentialquotienten weggeschafft und fir I folgende Glei-
chung erhalten:

(B) M 4 a,M” 4 a, M+ (b +a) M =0,
3 1 5 cos 63
G=—Sema Tz H=3 05 G=— 1MWﬁ+hMﬁ+ﬁ

Ist nun & von Null verschieden, so werden a,, a,, @, mit wachsendem
b gegen b verschwinden. Man kann daraus schlieBen, dal die Integrale
M bei geniigend grofiem b niherungsweise iibereinstimmen mit den
Losungen der vereinfachten Gleichung

(B) M 4+ b M — 0.

Die Theorie der asymptotischen Integration hat dle Aufgabe, diesen
SchluB genau zu begriinden und den Fehler der Niherung abzuschitzen.

3. Ich will die Fehlerabschitzung ausfiihrlich geben, weil ich sie
in hohem MaBe werde benutzen miissen.?) Seien

_17%(1'{'7:): '12=1%<l_7;>; '13=1%(—1+i)7 }‘4=1%<—1—i)

die vier Wurzeln der Gleichung 2* + &* = 0, und M ein Integral von
(B). Wir betrachten den Ausdruck

1) yan = - ] S f 0 M I 0, M2,

1) Siehe auch meine Darstcllung des Verfahrens im Arch. Math. Phys. (3)
19 (1912), S. 137f,

2) Ich habe diese Methode der Reatabscha,tzung im Arch. Math. Phys. (3)
19 (1912), S, 141 ff. verioffentlicht und damals fir neu gehalten. Seitdem bin ich
durch Herrn Bocher in freundlicher Weise darauf aufmerksam gemacht worden, dab
diegelbe Methode bereits 1908 von Birkhoff, Trans, Am. Math, Soc. 9, angegeben
worden ist.
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wo mit & > O die untere Grenze des Integrationsintervalls bezeichnet

sel, das sich von dort nach §, erstreckt. Er geniligt der Gleichung
y",’ + b*y —_ O,

und also liBt sich M — M, so bestimmen, daB

% y (3L) — e,
Wir setzen
(1) ny= M —eh?
und schitzen 7, ab. Es 1st
(2) o M" + a, M, + ayM, = (A2a, + 1,0y + a,)€"?
5
4b4 }7 (23ag + Afa; + 2a0) € f ~HT (ag M, + oy M, + ag M) d
%

Aus d1eser Gleichung finden wir nach einem auf Liouville zuriickgehenden
Verfahren zunichst eine obere Grenze fir | a, M,” + a, M, + ay M, |. Dazu
gebrauchen wir eine Abschitzung der Integrale der rechten Seite, die
ich sofort in einer fiir die praktischen Zwecke besonders geeigneten all-
gemeinen Form geben will. Sei ¢(#) eine im Intervall (&, &,) nirgends
verschwindende, positive, stetige Funktion. Dann ist

2
e (0, M, + a, B, + @y IT,) A= Jeh=1a? (PP e ) p(@)ds,
9

und daher, da eti—%)% mro‘ends in dem Intervall griBeren absoluten
Betrag hat als am Punkte @,

4

'[;—li‘?(ang" +a, M + a,M)dd
¥

1

3
=199 | . aM"faM'+aM ;5
<Jet@=29 | max| A4S ;ng(a)da.

(I )

Daraus folgt aber, bei Einsatz in (2),
Ma,+ 4,9, 1 a

max | BPh e M fa M, g, < (g,l,a?;,) ?@®)
(6,8 | () Ltay b ey [
L3 1 0
Eﬂ?‘“{, o) f v(®)av
‘a2‘+b\ a, | +1al
I;m& P (3
< a2l 5 D)
1 b’la,l‘*‘b\al‘_*‘\ao'
11— NdF
o E T ey 7

1) In dem Abdruck meines Vortrags in Proceedings of the Fifth International
Congress of Mathematicians (Bd. II, 8. 319—327) findet sich in dieser Formel und
den aus ihr folgenden cin belangloser Rechenfchler.
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und dieselbe Ungleichung gilt auch fiir die den Funktionen e~” usw.
zugeordneten Integrale M,, M,, M,. Setzen wir die gefundene obere
Grenze nochmals in (1), (1), (1”) ein, so erhalten wir fiir die Reste 5
folgende Abschitzung:

2o maxbl‘a"_*_blal"*_‘ao"
o Y 15)
() n=c? 30, [0]< [g(@)ao (2.2 I
% b*la, |+ blay| + [a]
B33, o0 P (@) - Je®as

Y1
Im Falle der Gleichung (B) erhilt man eine giinstige Abschitzung von

7, indem man @ = % setzt. Es ergibt sich so mit unwesentlichen

n*g
Vernachlissigungen
2
?; 8B ot &, T2 L
(3 |0] <cot By — 507 By
1 —3F cotd, ( 9 +3bcotd, + Esin’ﬁ'l)

oA
Die Ungleichung (3) besagt, daB » von der Orduung :Eb—} ist. Aus

der Ungleichung (3") schlieBt man spezicller, daB der Rest mit wach-
sendem b gegen das Hauptglied verschwindet, wenn man innerhalb
solcher Intervalle (&, ;) bleibt, fir die mit & auch b sin@, unendlich
wird. Dasselbe gilt fiir die Differentialquotienten aller Ordnungen. Da-
neben betone ich auch das negative Ergebnis: am Punkte & =0 gilt
die asymptotische Darslellung wichi.

4. Es lassen sich also in den gekennzeichneten Intervallen (&,, 9,)
mit relativ verschwindendem Fehler vier Integrale der Gleichung (A)
in folgender reeller Form ansetzen:

L9 9
1 e . 1 y: .
N=—-€¢" cos—9%, Ny————¢"" sin—=4%
4 1 ysing ve ' 2 Ysing Tyt
4) s, s,
Ny = L eV cos l;}’ N, = L eV sinly
Vsind Ve Vein @ ye

Jetzt aber kommt der schwierigste Punkt. KEs handelt sich darum, wie
sich das den Endlichkeitsbedingungen fiir # = 0 und Randbedingungen
fiir # = &, geniigende Integral von (A) aus diesen partikuliren Inte-
gralen zusammensetzt. Die Randbedingungen machen keine Schwierig-
keit, da ja fir & — &, die asymptotische Darstellung giiltig ist. Ich
komme darauf zuriick (Nr. 7). Dagegen ist es unmoglich, auf direktem
Wege zu entscheiden, welche der Integrale (4) die Endlichkeitsbedin-
gungen am Punkte & — O befriedigen: denn an diesem Punkte versagt
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ja die asymptotische Darstellung. Man kann aber die Entscheidung zu-
nichst auf unstrengem Wege aus der physikalischen Anschauung ab-
leiten, indem man als Tatsache annimmt, daB die Spannungen N von
dem Rande nach dem Pole # =0 stark abklingen. Die einzigen
Funktionen (4), die diese Eigenschaft haben, sind die Funktionen X
und N,Y), wihrend N; und N, mit wachsender Entfernung von dem
freien Rande groBer werden. Unser Integral der Gleichung (A) wird
also asymptotisch als

(5> 'ZV:AIM +A2N2

anzusetzen sein, und die Konstanten A4, und 4, werden dann zur Er-
fillung zweier Bedingungen am freien Rande gerade ausreichen.

Die Krifte, und cbenso, nach den Gleichungen (A"), die Biegungs-
momente und Verriickungen, stellen sich daher als Schwingungen dar,
die von dem freien Rande nach dem Pol exponentiell sehr rasch ab-
klingen. Das logarithmische Dekrement auf die Bogeneinheit ist nim-

lich % Dieses ibersichtliche Resultat hitte mit Hilfe der gewdhn-

lichen Integrationsmethoden durch Potenzreihen nicht gewonnen werden
k&nnen.

5. Es bleibt iibrig, streng nachzuweisen, daB der Ansatz (5) richtig
ist, d. h. daB die beiden asymptotischen Integrale &; und N, in die am
Punkte # =0 die Endlichkeitsbedingungen befriedigenden Integrale
nicht eingehen. Eine Aufgabe dieser Art findet sich wohl in den meisten
praktisch wichtigen Problemen asymptotischer Iutegration. Sie LiBt
sich allgemein so formulieren: ein exaktes Integral ciner Differential-
gleichung ist festgelegt durch Bedingungen an einem Punkte, an dem
die asymptotische Darstellung versagt: trotzdem sollen auf einem Um-
weg die Integrationskonstanten der asymptotischen Darstellung bestimmt
werden. Ein in manchen Fillen anwendbares spezielles Verfahren zur
Losung dieser Aufgabe habe ich an dem Beispiel der Legendreschen
Polynome in meiner zitierten Arbeit durchgefiihrt.?) Dieses Verfahren
ist dber beir unserem jetzigen Beispiele nicht anwendbar. Wohl aber
kann ich dic Frage auch hier exakt entscheiden, wenn auch auf einem
nicht eleganten Wege. Dafiir hat die hier befolgte Methode den Vor-
teil grofer Allgemeinheit und diirfte wohl bei den meisten Randwert-
aufgaben, wo die asymptotische Darstellung am Rande versagt, im Innern

1) Wir sprechen dabei nur vou solchen Intervallen (&, #,), die in gentigen-
der Entfernung von & = 0 bleiben, sodaB die langsame Abnahme des Nenners

Vsin & nickt in Betracht kommt.
2) Siehe S. 150—163.
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des Intervalls aber iiberall giiltig ist, die Bestimmung der asymptoti-
schen Integrationskonstanten ermdoglichen.t)

Ich gehe ans von der Darstellung (3') des Restes. Man sieht Ieicht
daB, bei geniigend groBem &, fiir &, >V der Rest kleiner als — 5 des

Hauptgliedes ist. Andererseits lassen sich die den ]]ndhchkeltsbedm-
gungen geniigenden Integrale fiir Werte &, die etwa kleiner sind als

% ohne erhebliche Schwierigkeiten numerisch berechnen. fch werde

zeigen, dafi wman durch Berechnung eines den Endlichkeilsbedingungen ge-
niigenden Integrals fir die vier festen Werte
V2

r ’ 3 ) 4 p 5 p r”
®) o= EVE gy oa M g BEVE L g g V2

2 b’ 1 b? 2 b’

die siimtlich den Ungleichungen

i
geniigen, den vollstindigen Nachweis liefern kann, daf das Inlegral sich
in der Form (5) darstellt.

lch bemerke zuniichst, daB man diesen Nachweis nur fiir geniigend
groBe Werte von b zu liefern hat. Aus den Entwicklungen des §3
meiner (8. 346, Fulin. 1)) zitierten Arbeit folgt niimlich, daB die Koeffi-
zienten der Darstellung eines Integrals durch die asymptotischen Funda-
mentalintegrale immer dann analytische Iunktionen des Parameters b
sind, wenn dies fiir das Integral selbst der Fall ist. Sind also die
Koeftizienten von N, und N, in dieser Darstellung fiir alle geniigend
groBen Werte von & Null, so sind sie es auch fiir alle Werte {iberhaupt.
Es ist aber unmittelbar ersichtlich, daf diejenigen den Endlichkeits-
bedingungen gentigenden Integrale, die wir im folgenden benutzen wer-
den, analytische Funktioner von & sind.

Ich will zuerst iiber die Auswahl dieser Integrale und ihre Be-
rechnung fiir die vier Werte (6") sprechen. '

Die einfachsten Entwicklungen der den Endlichkeitsbedingungen
geniigenden Integrale IV schreiten nach ungeraden Potenzen von sin &
fort.#) Schreiben wir N =c¢;, , sin?"+19, so sind die beiden einfach-
sten Fundamentalintegrale definiert durch ¢, =1, ¢, =0 und ¢, =0,

1) Noch schwierigere Probleme ergeben sich, wenn die asymptotische Dar-
stellung in einem Punkte des Intervallinmeren versagt Siehe meine demnichst
in den Sitzber. Ak. Miinchen erscheincnde Arbeit ,,Zum Turbulenzproblem*.

2) Man erhilt sie, indem man in die Differentialgleichung (A) s—==sind als
unabhingige Variable einfiihrt und um den Punkt s= 0 herum entwickelt.
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¢,=1. Die Rekursion fiir die Koeffizienten setzen wir am zweckm#Big-
sten so an, daB wir ¢, sin® 9 = d_ und sin & = —Z— einfithren. Dann wird
N=_24,,.,, und die Rekursion lautet:

@2n4127n a® @nd-1)2n—1)(2n—2) a* at d
W3 Y@t 4)@n2) bt el | (2ntay(2nt2)t '5i+(2n+4)(2n+2)=ﬁ] 8n-1

Aus dieser Formel schlieBt man, daf bei geniigend grofem & fiir
alle @ << 14 von n =12 ab die Rethe fir N rascher als eine geome-
1

trische Reihe vom Quotienten X konvergiert, weil jedes Glied kleiner
1

als L des griBeren der beiden vorausgehenden wird., Wir denken uns b

g0 groB gewihlt, daB diese Bedingung erfiillt ist, und daB ferner bei Ein-
haltung fiinfstelliger Genauigkeit in der Berechnung der 15 ersten Glie-

der fiir dasselbe Intervall a < 14 der sin % durch % und die Rekur-

sionsformel durch
a4
Danss =~ (5 ) 2 L 2)72n Ten—1

ersetzt werden kann. Dann zeigt die Ausfithrung der Rechnung, daf
man fiir die vier Punkte (6") die Werte der beiden oben erwihnten
einfachsten Fundamentalintegrale durch Summierung von héchstens 10
Gliedern mit der fiir unsere Zwecke geniigenden (dreistelligen) Genauig-
keit erhilt. Es ergeben sich z. B. fir das durch ¢, = 1, ¢ — 0 charakte-
risierte Integral bzw. fiir die darans hervorgehende Funktion B fiir alle
geniigend groBen b die Werte

M) = — 5174, M@ =5 172,
(6' be BT
,) 1 1
M%) — = 1840, M(9)) = — —5 3900,
b* X3

(wobei die dritte Stelle auf wenige Einheiten unsicher ist).!)

Nach dieser Vorbereitung komme ich zu dem angekiindigten Nach-
weis, daB die den Endlichkeitsbedingungen geniigenden Integrale die
asymptotische Darstellung (5) besitzen. Ich zerlege diesen Beweis in
drei Schritte.

1) Fiir das durch ¢; = 0, ¢; = 1 bestimmte Integral ergibt sich

M (9] — — l1 289.2, . M(9{)— — . 3023,
b* b
B9y — - 6523, ey = L 10000,
b b

Fir die Ausfilhrung der Zahlenrechnung sage ich Herrn Karl Tépfer in Neuwied
besten Dank.
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A. Ich betrachte zuerst die asymptotische Darstellung eines (reellen)

solchen Integrals in dem Intervall (V2b , ) Sie sei, allgemein an-
gesetzt,
(ba) N =R (a, N, + by Ny) + Ry(a; Ny + by N,),
B >0 B>0,a4+ b —=a2 +b2=1.
Ich werde auf Grund der erhaltenen numerischen Resultate be-
weisen, daf der Quotient —f;— fiir alle geniigend groflen b unlerhalb einer
1

endlichen Grenze bleibt.

Zu diesem Zwecke setze ich zunichst an Stelle der asymptotischen
Darstellung (5a) durch Beifiigung der Reste eine exakte, wobei ich
gleichzeitig der Einfachheit halber zu den Funktionen M zuriickkehre.
Die exakte Darstellung hitte folgende Form:

b

—&
Rye"” [(a,+0,®)0y(®) cos o= 0+ (b+ 0,9, ) sin -9

Vi Ve
b in 2 &
TRye V5 (@t es @)y @) cos o 9+ (Bt 03 @B, (0) sin_ 8,

() + Bi(9) = «5(®) + A(8) = 1.
Die Tatsache, daB in dem betrachteten Intervall die Reste kleiner als
7 des Hauptgliedes sind, driickt sich darin aus, daB fiir alle Werte &
dieses Intervalles
91(“‘))1

Q2 (‘?)l
Nunmehr bilden wir die folgende GriBe:

, M, M
(6) Q(9,) = @) A" M)

MDY " M2 ()
Setzt man in den Zihler den Wert (bb) von M ein, so ergibt sich
MA@, + M)
= Tge=" [ {(ay + 0200 O)) + (burt 0D BON |+ 7t @+ 7 By,

wo @, @, von R, und R, unabhiingige Ausdriicke bedeuten, die fiir
alle Werte von b unterhalb einer eundlichen Schranke bleiben. Die

beiden letzten Glieder gehen also mit wachsendem % gegen Null.
L

(5b) M=

<t

Das erste Glied wird folgendermaBen abgeschitat:

(a5 + 05Dy B + (By + 05 (8 B2
=1+ 03(8)e3()) + 03 (8)BE(97) + 2(ay05(8 () + by0 () B2(8)).
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Beriicksichtigt man, daB die letzte Klammer dem absoluten Betrag nach
kleiner als

Vﬂs + b V@; CACHCAREH ('&l)ﬂz @)= V@ ('31) a3 (93) + 05 (DY) B3 (‘9")
ist, so k6nnen wir schreiben:
(a2 + 0, (9D e (9D + (b, + 0, (9B 9 = (1 + 6, V21,
[—1<a,<+1],

wo 7, den griBeren der beiden Werte g,(%)), @;(9) bezeichnet. Ks
folgt also:

M) + M (8)) = Bye o [(1 4 0, V20) + 3 @+ 5 By ]

Machen wir die gleiche Rechnung fiir den Nenner M 2(#;)+ e M*(9;)

und bilden den Quotienten @, so kommf

(1+‘5V§’1)2 1 d) +4 o,

) Q) =an -
' (1 + GaVQT )2 @, + Rl o,

Da 1:1 uad 7,, wie erwihnt, < 1 sind, o-ibt es eine Zahl C derart,

daB fur —t > C der Zihler >}, der Nenner < ¥ ist. Fur = > O wire
daher

Q(8) > %5« :

Nun aber seigt unsere numerische Rechnung, daf diese Ungleichung
nicht erfiillt ist. Setzt man nimlich die errechneten Werte von M (%)),
M(8)), M(8,), M(#;) in (6) ein, so ergeben sich fir beide den End-
lichkeitsbedingungen geniigenden Fundamentalintegrale Werte, die sehr

nahe bei e—27 liegen, niimlich (221 7)2 und (23%)5

Daraus folgt, daf3 I'T’ fiir alle Werte b kleiner als die endliche Zahl C
1

bleiben muf3, was zu beweisen war.!)

1) Man kann weitergehen und aus dem berechneten Werte von ( genauers

obers und untere Grenzen fir %{ folgern. Es ergibt sich die untere Grenze Null.
1
— Die numerische Rechnung 1liBt sich erheblich abkiirzen, indem man nur mit

den 3 Punkten &, 97, @; operiert und den Quotienten
M@ + &7 M)
M)+ €M (B
ﬂ

R, .
betrachtet. Dieser miiite fiir geniigend groBes ? Werte > a.nnehmen ist aber

in Wahrheit << 1. Ich habe den symmetrischen Quotienten Q in Hinblick auf die

Anwendung unter C. bevorzugt.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1914, Hoeft 4. 23
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B. Wir suchen jetzt die asymptotische Darsteﬂung der den End-
lichkeitsbedingungen geniigenden Integrale in einem Teilintervall des

L
in A. betrachteten, nimlich in dem Intervall (E)%—é, fro). Hier sind die

Quotienten Vs und o VR >e Vilogs

von geringerer GroBen-
_N'1 N’ g 2

1 .
77> und da nach dem eben Bewiesenen

fiir alle b unter einer endlichen Grenze bleibt, koénnen wir in der

ordnung als jede Potenz
B,
R,
Darstellung (5a) die beiden letzten Glieder asymptotisch gegen die
beiden ersten weglassen.!) Der hierdurch begangene Fehler ist sogar so
klein, daB wir ihn in der Restabschitzung nicht besonders zum Aus-
80 5,) die
zu beweisende Darstellung (B), mit einem Fehler, der -} des Niherungswertes
nicht ibersteigl.?)

druck zu bringen haben. Demmnach gilt in dem Intervall (

C. Hiermit ist der gewlinschte Nachweis in der Hauptsache ge-
liefert. Es fehlt aber doch noch ein wichtiger Punkt. Wenn wir be-
haupten, daf die den Endlichkeitsbedingungen geniigenden Integrale in
jedem Intervall (&,8,) (# > 0) die asymptotische Darstellung (3) ge-
statten, so wollen wir damit sagen, daB der Fehler in diesem Intervall
mit wachsendem b prozentual unier jede Grenze sinkt. Dies haben wir
aber bis jetzt nmoch nicht bewiesen; wir wissen vielmehr nur, daB der
Fehler in diesem Intervall, als einem Teilintervall des unter B. be-
trachteten, kleiner als 50Y%, ist.

Die angezeigte Liicke 1iBt sich auf Grund unserer bisherigen Er-
gebnisse durch eine sinngemife Wiederholung des unter A. ange-
wandten Verfahrens ausfiillen. HEs sei 9, ein fester oder auch von b
_ abhiingiger Wert des Intervalles (@
totische Darstellung der den Endlichkeitsbedingungen geniigenden In-
tegrale in dem Intervall (8, @) und nehmen sie wieder in der allge-
meinen Form (5a), oder mit Beifiigung der Reste in der Form (5h),
an. Die in dieser Form auftretenden GroBen o,(9), 04(#) sind dann
kleiner als der in (8, #,) bestehende, durch (3") gegebene Maximalrest,

, 1‘)0). Wir betrachten die asymp-

log?b 1
1) An Stelle vou 29879 yatte man auch einfacher ol;gb wihlen konnen. Un-

b
sere Wahl erfolgte im Hinblick auf die entsprechende Bedingung unter C. und
die Vervollstindigung der asymptotischen Darstellung in Nr. 6.

2) Dies soll heiBen, daB die GriBe g, (¥) (Gleichung (5b)) kleiner als ;- ist.
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gehen also mit —11; gegen Null. Andererseits aber ist, nach B., in dem

ganzen Intervall (8, &,)
4

, vy b , . b
(5) M=Re” [(a+ o@a(®) cos 52+ 0+ e@®B®) smﬁﬂ],

a® + b =e¥(9) + pU®) =1, o(#) < 5.
Wir wenden nun ersfens die unter A. gebrauchte SchluBweise an.

Wir bezeichnen mit &, den kleinsten Wert = #y, fiir den

, b
os;§81=b, smﬁﬂl=—a,

setzen weiter, wie friiher,

9 =8, + VET, 5, — & 4+ Vix, 0] = 9 + V22

und bilden den Quotienten @(#)). Die aus der Darstellung (5a) folgen-
den Ergebnisse iiber diesen Quotienten sind die nimlichen wie unter
A. Es wire also fiir gentigend groBes %

' 2r

Q) > %5 -

Zweitens berechnen wir @(#;) mit Hilfe der Darstellung (5"). Der
Zahler wird
M2(8) + e M2(97)

— BT [02(97) (ba(®) — af (8))*+ (1 + o9 (ae(97) + bAOY))]
— RPN (1 o), |o] < 2.
Die gleiche Rechnung gilt fiir den Nenner, und es ergibt sich daher:
Q(97) < 16¢ %~
Aus dem Widerspruch dieser Ungleichung mit der oben aus dem

Ansatz (Ha) hergeleiteten folgt wieder, daB % unterhalb einer von b un-

abhdngigen Grenze bleibt.
Von dem Intervall (#,,®,) gehen wir schlieBlich, so wie in B.

geschehen, zu einem Intervall (8, &,) (1‘} &+ log ) {iber und finden,

daB in ihm die Darstellung (5a) sich anf die Form (5) reduziert. Das
genaue Ergebnis formuliere ich folgendermaBen:

In jedem Intervall (#, 9,) (ﬂ > log? b) werden die den Endlichkeits-

bedingungen geniigenden Integrale asymplotisch in der Form
N=A N, 4+ A, N,

23*
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dargestellt, die Reste der Darstellung geniigen der Ungleichung (3"), in der

H
=9+ lo i—b 2u setzen st

Bleibt @ oberhalb einer von b unabhingigen Grenze, so fillt
iibrigens &, praktisch mit & zusammen.?)

6. Die asymptotische Darstellung ist nicht, wie wir bisher getan
haben, auf das erste Glied beschriinkt, sondern 148t sich zu beliebiger
Gliederzahl ansdehnen. Wir kommen allgemein fiir die Integrale M
der Gleichung (B) zu folgender asymptotischen Niherung:

. 1 1 1
() M= (142 1®) + e fa@®) + - -+ afia(®)
Die Funktionen f werden gefunden, indem man den Ausdruck (7)
in (B) einsetzt und die Koeffizienten aller Potenzen bis einschlieBlich
zﬂ}:—a— Null setzt. Dies ergibt die folgenden # Gleichungen, wobei zur

Abkiirzung &, —-% eingefiihrt ist:

45?ﬂ,,k+s + 5?(6&’;4-2 + azfi,k+2) + Ei(4f:',"k,+1 + 2“2ﬂ,’k+1 + axfi,k+1)
+ (ﬂ,’;’,‘f‘ azfs,,; + alﬂ,k + aoﬂ,k) =0 (k=—2, —1 .., n-3)

Aus diesen berechnen sich die Funktionen f der Reibe nach durch Qua-
draturen. Fiir unsere Gleichung ergibt sich z. B.:

1
== o (G eot 9+ 39),

und auch alle weiteren Funktionen f;, lassen sich in geschlossener Form
auswerten.
Die Reste 7,, der Ausdriicke (7) befriedigen die inhomogene
Differentialgleichung
4%

in Oy Win + By + B+ @) 7, = — 25 B,
Frou=(fi7s+ aafynos + il s + ofoa_s)
+ &4y + 2051w+ Wiy ) + 86+ afy)
G+ @y F Bofoaly) T & (AR 20,80+ i)
o 7+ Wl i+ Gofia)-

1) Geht aber & mit wachsendem b gegen Null, so 1iBt sich an Stelle von

H
l—oi—b eine kleinere Funktion setzen, so daB wnter allen Umstinden die Reste fir

#, und & sich bei der von uns verwandten Genauigkeit der Abschitzung nicht
von einander unterscheiden.
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Nach der Methode der Variation der Konstanten folgt hieraus z. B. fiir
1, die Darstellung

1 A
9) "'71,.='*'b‘ui§2, Mi./‘y'lellsFlnd'a"

wo u, bekannte Determinantenquotienten sind, in die die 2, nebst
ihren drei ersten Ableitungen eingehen. Die Gleichung (3) oder die

dquivalente

(3a) M, =e?(1+ )

zeigt, daB die w, von der Form —fiie—‘i" (1 + %‘) sein miissen. Zu

ihrer wirklichen Berechnung — mit genauer Abschitzung der Fehler-
glieder 6, — aber sind die Determinantenausdriicke wenig geeignet.
Man geht dazu vielmehr besser direkt von den Bestimmungsgleichungen

r=20,1, 2 3;
uw MOu, + MOy, + MDu, = p, ( , 1y 4, D5 )
g Mg 3 Us U= 2D po=pl==p,=0, =1

aus und behandelt sie nach dem in der nachstehenden Note ,Uber die
Genauigkeit der Wurzeln linearer Gleichungen® angegebenen Verfahren.!)
Man beachte dazu, daB bei dem (3a) entsprechenden Ansatz

B
(3b) mp = e (14 ) (r=0,1,2, 3)
die simtlichen GroBen @) die gleiche obere Grenze © (Gl (3") haben.
So ergiebt sich

LA : 40
(10,) !"’¢=—Hi 45 (1_{";5)) lril< T "49'_':1'
1=
Damit aber wird augenscheinlich, nach den in Nr. 3. gebrauchten
Methoden der Integralabschiitzung

(10 il <5 (0 2) (14 35) [ o

Um guter asymptotischer Niherung sicher zu sein, kann man fiir
Jeden Wert von b dasjenige »n bestimmen, das die kleinsten oberen
Grenzen fiir die Reste 7;, liefert.

Beziiglich der Darstellung der den Endlichkeitshedingungen ge-
niigenden Integrale und ihrer Reste gilt der SchluBsatz von Nr. b.

1) Diese Zeitschr. Math. Phys. Bd. 62, 8. 359—362. — Ein Verfahren, dag ich
zur Abschiitzung der p, in Proceedings of the Fifth International Congress of Mathe-
maticians vorgeschlagen habe, fithrt, wie ich unterdessen bemerkte, nicht zum Ziel.
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7, Ich schlieBe mit einigen Andeutungen iiber den Gang der Rech-
nung zur vollstindigen Bestimmung des Spannungs-Dehnungs-Zustandes
in einer Kugelschale.') Ich nehme dabei an, daB wir mit #-gliedrigen
asymptotischen Ausdriicken der Integrale arbeiten. Dann wird, wie be-
wiesen, die Schubspannung in der Form angesetzt:

N=AN,+ 4,N,.

Es ist zu bemerken, daB die Integrationskonstanten 4, 4, im all-
gemeinen noch von b abhingig sein werden. Zu ihrer Bestimmung ist
folgendermaBen zu verfahren. Zunichst berechnen sich die Normal-
spannungen, Biegungsmomente und Verrtickungen ans der Schubspannung
mach den Gleichungen (A") und stellen sich, da ja gliedweise Integra-
tion und Differentiation asymptotischer Ausdriicke gestattet ist, als n-
gliedrige asymptotische Ausdriicke derselben Form dar. Die Beibehal-

tung von mehr als » Gliedern — wenn sich solche im Laufe der Rech-
nung einstellen sollten — ist mnatiirlich als iiberschiissige Genauigkeit
unstatthaft.

Die am Rande & = &, gegebenen GriBen werden im allgemeinen
noch Funktionen von b sein, z. B. werden bei der ReiBnerschen
Mothode der Vorwegnahme der Oberflichenkriifte (S. 343, FuBnote %))
die sich ergebenden Randspannungen und Momente von der Dicke der
Schale, d. b. von b, abhingig sein. Diese Funktionen von b denken wir
uns ebenfalls in der Gestalt n-gliedriger asymptotischer Ausdriicke der
Gestalt
S+t +h)

Um dann die Randbedingungen zu befriedigen, baben wir auch fiir
die Integrationskonstanten A einen Ansatz dieser Form zu machen:

Azeab(ao+%+z_:+...+l‘;‘_:).

Die Konstanten «, e, . . ., oz, bestimmen sich eindeutig aus den beiden
Randbedingungsgleichungen, indem man in ihnen die Koeffizienten der
einzelnen Potenzen von b einander gleichsetzt.

Das Problem der Kugelschale mit 2 freien Rindern, der Kugel-
zone, ist theoretisch einfacher als das hier behandelte, weil die bei den
Endlichkeitsbedingungen vom Pole # = O herrithrenden Schwierigkeiten
wegfallen, praktisch wird es etwas griBere Rechenarbeit machen, weil
alle 4 asymptotischen Integrale in die Lisung eingehen und daher 4
Integrationskonstanten zu berechnen sind, fiir die 2 Bedingungen am
oberen, 2 am unteren Rand zur Verfiigung stehen.

1) In der am Eingang der Arbeit (S. 343, FuBnote %) erwiihnten Dissertation
-wird die Rechnung an verschiedenen praktischen Beispielen durchgefiihrt.
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Uber die Genauigkeit der Wurzeln linearer Gleichungen.

Von OTT0 BLUMENTHAL In Aachen.

Wir stellen uns folgende Aufgabe: In den n linearen Gleichungen
eY) iyt + by + - + bz, =1, (=129

seien dic Koeffizienten b und p nicht genaw bekannt, sondern mit mog-
lichen Fehlern behafiet, von denen nur obere Grenzen feststehen. Gefragt
wird nach einer oberen Grenze der hierdurch bedingten Ungenauigkeit der
Wurzeln.

Von der Ungenauigkeit der Koeffizienten wird dabei angenommen,
daB sie klein sei. Eine hinreichende Bedingung fiir die zuliissige GroBe
werden wir im Lauf der Betrachtung aufstellen. Die Koeffizienten knnen
beliebige komplexe Zahlen sein. Dagegen bediirfen wir einer Annahme
tther die GriBe der Wurzeln unseres Gleichungssystemes. Diese wird
folgendermaBen formuliert: Es werde gesetzt

(@) b= gt ey, Bi—L+ 4,

wo @, I, die Niherungswerte, «,,, 4, die mdglichen Abweichungen der
b;, p; bezeichnen. Wir betrachten dann das geniherte Gleichungssystem
(3) Ay + Gty -+ a,y, =1 G=1,8,...,n)
und setzen voraus, daf dessen Determinante A von Null verschieden ist,

und daf3 auch keine der Wurzeln 4y, verschwindet. Dann sei die positive

Zahl ¢ so bestimmt, daB die simtlichen Quotienten zweier Wurzeln Yi
dem Betrag nach hochstens gleich ¢ sind: *

, Y5
S se
Die gestellte Aufgabe wird dadurch gelost, daB man das System (1)
durch ein #quivalentes von einfacher Form ersetzt, Wir schreiben
By @y B @y + o0+ G =L — (6 2 + 4T+ o+ 4,7, — )
und finden daraus

=Y Bz, + Bras + o r + Bz, — ),

1 1
(4) ﬂkj= ZEA.'IC‘XU, W= ZZAikAH
wo die 4,, die Unterdeterminanten bedeuten. SchlieBlich werde moch
G Ty = Yrbe
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gesetzt, dann erhalten wir folgendes Gleichungssystem, aus dem sich die
gesuchte (tenauigkeitsgrenze ohne Schwierigkeit ablesen liBt:

G %;ﬁkl;"l'}' et ykT/_kl ﬁ];,k—1zl:—1+ A+ Bz
+ y@:lﬂk,k+1zk+l+ e %;ﬂkngn—__ 1+ %

Es sei jetzt B eine obere Grenze der f,;, N eine obere Grenze

der GriBen ?, sodaB
k

Y. ’ B |
| < -4 < 2k < N.
(6) Iﬂk;‘:Ba ykﬁkj By, yk“z-\

i ]
Wir erhalten dann aus (5) zuniichst eine obere Grenze fiir die £,. Ist
néimlich z,, die griBte von ithnen, so ergibt () fiir & = m jedenfalls
1+N2(1_‘B)lzml_qB(‘21! ++ |'Zm—11+ ]Zm+l|+“' + Ian

und also, wenn

(X) B[l +(®—-1)g]<1
vorausgesetzt wird, .

. 14N
(M Al Sl S e g

Die Ungleichung (K) ist eine Aussage iiber die Kleinheit der Un-
genauigkeiten o,. Weitere Voraussetzungen werden wir dariiber nicht
zu machen haben. Unsere Abschitzungen fiir -die Wurzeln werden um
so genauer, je kleiner die linke Seite von (K) gegen 1 ist.

Es ist jetzt leicht, die Entwicklung zu Ende zu filhren. Man schreibe
nimlich die Gleichungen (5) in der Gestalt

I Yy
7— 1= Y ﬁkkzk_Zgiﬁkak
(die Summe iiber alle Indices j mit Ausnahme von j =% zu erstrecken),

und erhilt durch Einsetzen der Ungleichung (7) die Endformel:

N4 B[1 + (n— 1)q]
(8) U <TBi1m—5na

Es ist also unier der emzigen Kleinheitsbedinguny (K)
(89 z,—y(1+ 6y,
wo alle 6, der Ungleichung (8) geniigen. Dies ist unser Resultat.-

Bemerkungen. 1. Bei der Ableitung hat die unbequeme Voraus-
setzung gemacht werden miissen, daB keines der y, verschwindet. Die
Formel wird sogar schon dann praktisch unbrauchbar, wenn die y, in
der Grofenordnung stark verschieden sind, da dann nur fiir sehr kleines
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B die Ungleichung (K) erfiillt ist. Man kann diesem Mangel unserer
Abschitzung in folgender Weise abhelfen. Man setze
L=U+1 (i=1,9,...n)
und bestimme die beiden Summanden so, daB die Gleichungen
Za’ikyk=li’ und o, y,— 1
lauter von Null verschiedene Wurzeln haben, woméglich solche, die in
der Grofle ihrer Betriige nicht stark voneinander abweichen. Dies 1dBt

gich leicht erreichen. Man fithre dann die entsprechende Zerlegung
fiir die Gleichungen (1) durch, indem man etwa

pi=U+4, p'=Y
setzt. Man erhilt dann )
xk‘=' Z;_I_ .27,:’ (k=1,2,...n),
worin die beiden Summanden 2’ und z” nach der Formel (8”) abge-
schiitzt werden konuen.

2. In der Voraussetzung, daB B klein ist, ist nicht enthalten, daB
die &, absolut klein sein miissen, Es geniigt, wenn sie prozentual zu
den entsprechenden g, klein sind. Dies geht aus der Form (4) der f§,,
hervor.

Ich will die Methode schlieBlich an einem Beispiel erliutern, in
dem noch ein anderer einfacher Kunstgriff benutzt wird. Das Beispiel
ist meiner voranstehenden Arbeit ,,Uber asymptotische Integration usw.®
entnommen.

Es seien: & ein Parameter, b eine (groBe) positive Zahl, 4, 14, 44, 4,
in irgendwelcher Reihenfolge die Wurzeln der Gleichung i*+ 3*= 0.
Es seien die Unbekannten wu,, gy, ug, ¢, zu bestinmen aus dem Glei-
chungssystem '

A+8)e %+ (1+d)e"u+ (1+d)eu+ (143)€4%u,=0,
L1+ &)e % + Ay (1 + &) € Ty + A5(1 + &) € g+ 2, (1 + &,) & 7, =0,
B8+ 2L+ ) g+ 2L+ &)y + 221+ £) A%, =0,
B+ )%y + 431+ ny)es"py + A3(1 +75) € Pus+ A3(1 +7,) € Pu =1,
wo 0., &, £, 7, ungenau bekannte Zahlen sind; bekannt ist nur, da8

10,/ <0, &lZe, (6IZE Ind <m.

Wir setzen?l)

Sy
e, = Z,.

1) Ohne diese Einfiihrung konnte sich ein sehr groBes g ergeben, das Schwierig-
keiten macht.
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Das zu den Gleichungen in z, zugehirige geniherte System lautet dann

nt %t wt =0
Lyt Aa¥e Ay + Ay =0,
Ry + Byt By + Ay, =0,
My + Bys t Ay + Ay, = 1.
Die Wurzeln sind
Y= = gp
sie haben alle gleichen Betrag &, es ist also ¢ = 1.
AuBerdem ist
| A =168 |4, =485 |Apil =40, |y | =40, [4,]=4P,
leys| < 90, l“ik‘éb‘?: a | U, ey, | S8
Daraus folgt:
Bl £50@ +e+E+m) =
Da schlieBlich die rechten Seiten exakt gegeben sind, also N = 0 ist,
so ergibt sich

_ dt+e4 L+
&= — 4b‘(1+6’°)’ ‘6k|§1;(a+5+§+1‘)

und entsprechend

Uber die Einfilhrung der GauBischen_ Funktion in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Von H. E. TIMERDING in Braunschweig.

Bei der iiblichen Art, wie die GauBische Funktion in die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung eingefithrt wird, bleibt gewdhnlich die Bestim-
mung der Genaunigkeit, die man durch diese Anniherung an die wirk-
lichen Werte der Wahrscheinlichkeit erreicht, unberiicksichtigt. Dies
scheint mir aber ein wichtiger Punkt. Es ist deshalb vielleicht nicht
unangebracht, so oft der Gegenstand auch bereits behandelt ist, im fol-
genden eine moglichst einfache und einheitliche Darstellung zu versuchen,
die auch die Frage der Genauigkeitsbestimmung erledigt und die auBer-
dem nicht bereits die Kenntnis besonderer Formeln (wie insbesondere
der Stirlingschen Formel) voraussetzt, sondern mit ein paar elementaren
Regeln der Integralrechnung auskommt.
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Zunichst ist bekannt, wie die Formel
.t
1 _ﬂ—_ = 1
® S
in der von Poisson angegebenen Weise durch Verwandlung des ein-
fachen Integrals in ein Doppelintegral bewiesen wird. Ferner ergibt
sich durch einfache partielle Integration mit Riicksicht auf diese
Formel (1)
+ @ + >

+ «
dt 2 e At di
(2)!/"5—”21’/;:%7 fe_t#]/‘;c“;"%; fe_ﬂtGV?:%'%'%'
e/
—®

— ™ —

Ebenso folgt durch wiederholte partielle Integration

1
w? (1l —wydu — P9
3) Jwa wrdu — o 2L
0

Diese Formeln reichen, abgesehen von allbekannten Regeln, fiir das
Folgende aus.
Zum Ausgangspunkt haben wir den Ausdruck zu nehmen:

(4) _P5=.5E%‘ up(l _1’-‘){17 pt+q=mn,

der die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, da8 ein Ereignis, dessen mathe-
matische Wahrscheinlichkeit w ist, bei » Versuchen pmal eintritt und
gmal ausbleibt. Nach dem Bayesschen Theorem folgt aus diesem Aus-
druck fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der wir dem Ereignis, nachdem
es bei #» Versuchen pmal eingetreten und gmal ausgeblieben ist, eine
zwischen den Werten o und 8 liegende Wahrscheinlichkeit zuschreiben

konnen, der Wert
2 1
PEdu: | Pidu
J ]

8
1
n—_;_Ie/‘Pgdu.

Nun wird insbesondere angenommen, n sei eine sehr groBe Zahl,
und in dem vorstehenden Integral ein angeniherter Wert der Funktion
P von u gesucht. Zu dem Zweck gehen wir von dem Maximalwert
P} der Funktion aus, den wir kurz mit M bezeichnen wollen, und

n

oder nach (3)

Schreiben, indem wir noch

P _qa g=—b, u=a+r, 1—u=b—r
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setzen, die Funktion P} in der Form
0 (4 (e 5
Um dann hierfiir einen Niherungswert zu finden, bilden wir
log P} =log M + na log(l + {;) + nb log (1 — %),

wo log den matiirlichen Logarithmus bezeichnen soll. Entwickeln wir

die beiden letzten Logarithmen in eine Potenzreihe, so erhalten wir
r* rs r!

T 2a? U 3a® T tat )

log P =log M + na (%

o e e de)

oder ausgerechnet

Soll nun die Funktion P% iiberhaupt einen der Rechnung zuginglichen
Wert haben, so gilt das Gleiche von log P} und damit auch von dem
ersten Glied der Reihenentwicklung auf der rechten Seite. Wir werden
daher die GroBe

© -

als im allgemeinen weder besonders klein noch besonders groB anzu-
sehen haben; » muB also, wenn = sehr groB ist, derart klein sein, daB
nr® einen der Rechnung zuginglichen Wert behilt, vorausgesetzt, da8
weder ¢ noch & sehr klein wird. Mit Hilfe der neuen GriBe ¢ liBt
sich die obenstehende Gleichung aber schreiben

» _p_sl@—bet 1 —3abrt
(D log P2 =log M —t* — % Voatn o
Man sieht so, daB schon das zweite Glied gegen das erste sehr klein
ist, denn }n ist sehr groB. Es ist deshalb angebracht, micht un-
mittelbar, um den Logarithmus zu entfernen, zu exponenzieren, sondern,
indem wir uns mit einer Anniherung bis auf Glieder mit nlbegnﬁgen
und deshalb auch alle auf die angeschriebenen Glieder folgenden Terme
fortlassen, zunachst
(1 — 3ab)tt . (1 — Sab)t*
log (1 — i ) fir —— =
zu setzen. Bei dem vorhergehenden Glied haben wir, um den gleichen
Grad der Anniherung zu erhalten,
1_sl@a—=0r  ,@— bl’f) s _ ala—be
IOg( * V2abn ® abn fiir * Yeabn
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zu setzen (entsprechend der Niherungsformel 1 4 2z 4 1% =¢’) und
erhalten so, immer mit dem gleichen Grad der Anniherung,

log P =log M — ¢ + log (1 — @)

md daraus

(8) PP = Me (1 — )

fiir

9) 5 — gla—=0bt (1 —3ab)t* (1 —4dab)t®
—4 4 )

Vﬁﬁ abn 9 abn

Dieser Wert 0 muB also geniigend klein sein, damit wir ohne
merkbaren Fehler
P? = Me "
setzen und so die GauBische Fuuktion einfiihren konnen. Wir haben
nun noch einen Naherungswert fiir das Maximalglied M zu suchen,
das bel groBen Werten von p und ¢ direkt nicht zu berechnen ist.
Wir miissen zu dem Zweck beachten, daB zufolge (3)
+b
f Pldr —=

— &

1
n+1
wird. Fiihren wir in dem Integral statt » die Veriinderliche ¢ ein, so

werden die Grenzen ~—V§ . V% und -}-1/72E . V%, und diese Grenzen

konuen wir ohne weiteres durch — co und + oo ersetzen. So gelangen
wir zu der Gleichung

1 Babm( At 1—sab . At d—dab (e dt
_ aom _p 8t 1—s8ad [, _py 0t , g 120 -5 O
n—}-l_MV n {' é ﬂy,,, abn fe #V,; ? abn .fe ¢ 1/;}’

+®
denn es wird sofort ﬁ""t"’dt= 0. Die Formeln (2) ergeben also

1 2abn g1 — 3ab 51 — 4ab
;.‘;‘1=MV ol T e

1 2abmx _ul 3 1
;ﬁ—MV AL =85+ aon)
oder, immer mit dem gleichen Grad der Annsherung,
1 2abmw 1
L~ u) :
n -+ 1 n 1 1 1
(4 )= s )]
Daraus folgt aber, wieder mit demselben Grade der Anniherung,

(10) com— e (2 1)

V2abnz - 12z \ab

oder

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



366 Uber d. Einfiilhrung d. GauBischen Funktion in d. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

oder auch, wenn wir wir p = na, ¢ — nb einfithren,

2pq7t 13 + q l)}

(was aueh aus der Stirlingschen Formel, wenn man ihr die Gestalt gibt
_ 1
=V275'"n+§"rﬂ' (1 + 112"%);

hiitte gefolgert werden konnen). Was mir an der hier gegebenen Ab-
leitung, abgesehen von der engen Verkniipfung mit dem eigentlichen
Gegenstunde der Untersuchung, bemerkenswert erscheint, ist, daB
sie die Einfithrung der GréBe =z auf die Formel (1), fiir welche die
Poissonsche Uberlegung eine einfache und anschauliche Begriindung
liefert, zurtickfiihrt.

Man kann fragen, ob man sich nicht auch auf das erste Glied in

dem Ausdruck (9) fiir & beschrinken kann, Man erkennt aber sofort,
daB fiir @ = b dieses erste Glied verschwindet, so daB es zweckmiBig

(10a)

ist, gleich die Glieder mit % hinzuzunehmen.

Die zweite Art, wie die GauBische Funktion eingefiihrt wird, be-
steht darin, daB der Ausdruck (4) als Funktion des ganzzahligen Argu-
mentes p betrachtet und n wieder als sehr groB angenmommen wird.
Dann ist der Ausdruck wieder sehr schwer direkt zu berechnen, und
man muf eine brauchbare Niherungsformel suchen. Dies geschieht am
besten, indem wir die bereits gewonnenen Resultate verwerten. Es
ist nimlich das Maximalglied M seiner urspriinglichen Bedeutung nach

n! pPy¢’
M= g+
und damit wird nach (4), wenn wir noch v =1 — u sctzen,
P RU\P (R U\
an Pi= (7Y (7)
oder Pl— M. N,
. nu\P /n v\? . s
wenn wir N = (?) (?) einfiihren.

Wir wollen jetzt die Niherungswerte von M und N einzeln be-
rechnen. In dem Ausdruck (10a) fiir 3, den wir kiirzer schreiben wollen

n
M= Vém d—a),
setzen wir

(12) p=nu-+2, mithin ¢g=nv—z

Tl ) (- EAIRS

und erhalten

M=
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. z z }
Die Ausdriicke n und poe sollen nun echte und zwar sehr kleine

Briiche sein. Wir kdnnen die Potenz mit dem Exponenten — 1 also
nach dem binomischen (oder dem Taylorschen) Lehrsatz entwickeln und
finden, indem wir pur die Glieder bis zur zweiten Potenz beriicksich-

tigen, nach einer leichten Reduktion

7 g——i] — o1 +5 =7 +3:2f‘“”z=]-

Vinuvz 2RUT 8niute?
Wir fihren nunmehr die GriBe

(13). Vinus

ein, von der wir voraussetzen, dafl sie der Rechnung zuginglich bleibt,

ferner konnen wir bis auf Glieder mit _- genau

1(" 1) 1(1 1) 11— wuv
E=({— —V)=4L - — " J=2=
2\pg n 2\nuv n 12 nue

setzen und finden

M= o142 g o 7 2 )

Venuvw nuv Vo2nuo dnuv
oder, immer mit demselben Grrad der Anniherung,

. 1 u—v 3 — Buw
14 M=-_ — z 2
(14) V‘Znuvn[ nuy "+ Venuv T o xl

Um nun auch den zweiten Faktor N niherungsweise zu berechnen,
bilden wir P q
log N=—plog ° —qlog.°
oder mit Riicksicht auf (12)
log N = — (nu + 2) log(l + ;f;) — (nv — 2) log (1 — ZZE)'

Hierin entwickeln wir die Logarithmen nach Potenzen von 2z und
erhalten weiter

log N = — (nu+z)(:—u~ a @ )

2niyl + 3ndud 4niyt

z z? '
—{—(nv—z) (ﬁ+2n’v’+ v”+4n‘v‘ )

oder ausgerechnet, wenn wir immer die Beziehung # + » =1 im Auge
behalten,

log N — — 22 (u—wv)z' (1 — 3uyst

2nuY 6nfulv®  12n°uSe’®

Wir kbonen uns auf die angeschriebenen Glieder beschriinken,
wenn wir nur eine Anniherung bis auf Glieder mit % beabsichtigen,
denn durch Einfiilhrung der GroBe # aus (13) folgt

% — v 1 — 3uv
$_ .1 zt,

logN=—2"—1

z
3‘V2nuv 3 nuw
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Hierfiir diirfen wir, immer mit dem gleichen Grad der Anniherung,
schreiben
- g 2 ¥ g 21 —dup g
log N = — 2’ + log (1 S Vagus? 15 9nuo )
1 — 3uv
+log (1 — 75,07 4)

und erhalten daraus, wieder mit demselben Grad der Anpniherung,

(15) Nee=[1—p i =g 11=8uv, o Lodun g,

3 1_/2—,;—117, nuY nuv
Multiplizieren wir endlich die Ausdriicke (14) und (15), indem wir

aufs neue nur bis zu Gliedern mit nl gehen, so erhalten wir das End-

resultat, in dem wir jetzt die Wahrscheinlichkeit als Funktion von z
oder #z anzusehen haben und deshalb P,(z) schreiben:

1 1— urv U — v
_ 2 _ 1 v 2 .48
(16) Pu(z) _ V‘Eﬁﬁe [1 12 puv + 2m(x 3 x)
3 —Buv 5, 42— Tuv 11— 4duv 6]
+ dnuv T puv t + 9 nuv

DaB dieser Ausdruck ziemlich lang wird, hat nichts zu sagen; er
soll nicht als Grundlage der weiteren Rechnung, sondern nur zur Kon-
trolle dienen und ist der Bauart nach durchaus iibersichtlich. Die
Glieder, die 1:)/n enthalten, sind die Glieder mit ungeraden Potenzen
von z und geraten in Wegfall, wenn u — v ist. Fiir den Fall einer
von vornherein symmetrischen Wahrscheinlichkeit ist die Anndherung durch

22

1 . .
——e 27%° glso bedeutend besser als fiir den
2nuvm

die Gaufische Funktion

unsymmetrischen Iall.

Integrieren wir den Ausdruck zwischen den Grenzen — oo und
+ oo, so folgt aus den Formeln (1) und (2) mit Leichtigkeit

+ =
1 [Pu(s)de =1,
es ist also genau -
n t>
(18) S — [P,(#)ds,
0 —®@

wenn wir an die Stelle des ganzzahligen Argumentes p die kontinuier-
liche Veriindefliche # treten lassen.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Uber den Rechenschieber, insbesondere den von Pozzi. Von Crristian Bevern. 369

Uber den Rechenschieber, inshesondere den von Pozzi.?)

Von Dr. CHrIsTIAN BEYEL in Ziirich.

Der Gedanke, welcher dem Rechenschieber zugrunde liegt, ist be-
kanntlich euglischen Ursprungs. Edmund Gunter, Professor der
Astronomie am College von Gresham in London konstruierte zuerst
(1620) MaBstibe, bei welchen die Logarithmen der Zahlen graphisch
aufgetragen wurden. Solche MaBstiibe wurden in der englischen Marine
gebraucht, und die Erfindung erlebte im Laufe der Zeit vielfache Ver-
inderungen und Verbesserungen. Aber der Gebrauch des Instrumentes
blieb bis in die Mitte des 19. Jahrhunderts auf kleine Kreise be-
schriinkt, ,und erst mit dem Emporbliihen der modernen Technik wurde
der Rechenschieber ein unentbehrliches Hilfsmittel fiir jeden in der
Praxis arbeitenden Ingenieur. Seitdem wurde nicht nur die Fabrikation
des logarithmischen Mafstabes auf eine hdhere Stufe gebracht, sondern
es versuchten auch zahlreiche Erfinder, das kleine Instrument immer
mehr zu vervollkommnen und den Bediirfnissen der Technik anzupassen.
Jedes Jahr bringt neue ,Systeme®. Oft kehren dubei uralte Gedanken
— wie z B. der des kreisformigen Rechenschiebers — wieder und
suchen sich durchzusetzen. Nicht immer gelingt dies, denn manche
»ldee®, welche theoretisch sehr schén aussieht, entspricht entweder
keinem praktischen Bediirfnis, oder sie ist zu kompliziert fiir den all-
gemeinen Gebrauch und bedingt eine Uberladung des Stabes mit
Zahlen und Zeichen. Das Bild des Schiebers muB klar und ruhig
sein, und wer zu viel will, wird wenig erreichen. Wir sind daher
gegen manche dieser Neuerungen skeptisch geworden, und langjihrige
Erfahrung hat uns oft Recht gegeben. Wir freuten uns zuweilen
iiber einen schonen Gedanken, welcher in einem neuen Schieber zutage
trat und mufiten dann bemerken, daB die Praxis die Verbesserungen
ablehnte. Wir glauben daher, daB der gewdhnliche Rechenschieber
mit Liufer oder der Schieber ,Ritz“, welcher noch die Kubikzahlen
enthilt, vollkommen dem geniigen, was der Praktiker verlangt. Wir
pllegen daher diese Schieber unseren Vorlesungen zugrunde zu legen.
Fiir besondere Zwecke mag sich der Spezialist den Schieber kon-
struieren lassen, welcher die besonderen Aufgaben 16st.

Wenn wir nun heute einen neuen Schieber in empfehlendem Sinne
beurteilen, so mochten wir auch hier das entscheidende Wort dem in

1) C. Pozzi: Il regolo calcolatore. Torino, Tipografia Olivero & Co., 1911.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1914, Heft 4. 24

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



370 Uber den Rechenschieber, insbesondere den von Pozazi.

der Praxis arbeitenden Ingenieur lassen. Immerhin scheint uns, daB
der Schieber des italienischen Professors C. Pozzi in seiner Anordnung
eine Reihe von Vorziigen hat, an welche sich der Praktiker schnell
und mit Vorteil gewthnen wird. Wir wollen die wesentlichen Grund-
lagen des Schiebers kurz erkliren und daun auf die groBe Anzahl der
Kombinationen hinweisen, welche sich mit dem Schieber ausflihren
lassen. Wir nennen bei dieser Erklirung den beweglichen MaBstab,
welcher zwischen dem festen Stabe gleitet, die ,Zunge® des Rechen-
schiebers. Uber den festen Stab geht der ,Liufer?, in welchen eine
oder mehrere ,Marken® eingeritzt sind.

Fig. 1.
100 5 2 10 5 2 1
- T L | T T 1
2 5 10 2 5
B 100
—————-1 ——————— —_————t —-— = - —— - 14— - — - - =
M P 5 10 2 5 100
T ] ] il 1 4 I ! I
I oV Vo v Iv ! v Yy vir
N 2 3 5
’__ — — — — — — — — — — — — — ——— — — —_— — ———— — — — — met o — - —
2 3 5
D [ | ]
8 10 27 100 1000

Der Rechenschieber Pozzi enthilt, wie der gewbhiliche Schieber,
die vier je 25 cm langen logarithmischen MaBstiibe, von denen je zwei
einander gleich sind. Auf dem oberen festen, mit B bezeichneten
MaBstabe (Fig. 1) sind von links nach rechts zweimal die Logarithmen
von 1—10 aufgetragen. Der untere feste mit (' bezeichnete MaBstab
trigt einmal die Logarithmen von 1 bis 10. Mit M und XV sind resp.
der obere und der untere MaBstab der Zunge bezeichnet, welche mit
dem anschlieBenden MaBstabe des festen Stabes iibereinstimmen. Es
ist also B=M und N =C.

Zu diesen vier Mafstiben kommt noch ein am oberen Rande des
festen MabBstabes angebrachter MaBstab A. Auf demselben sind, wie
bei B, zweimal die Logarithmen der Zahlen 1 bis 10 aufgetragen, aber
in umgekehrter Reihenfolge, d. h. von rechts nach links. Ks stehen
also von der Mitte aus die Zahlen 2, 3, 4 nach links und 9, 8 7 pach
rechts. Aus dieser Anordnung erkennt man sofort, daB bei geschlos-
senem Schieber den Zahlen von B im MaBstabe A die reziproken
Werte gegeniiber stehen, z. B. der 2 in B der Wert 0,0; der 4 der
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Wert 0,25 usw. Der untere Rand des festen Stabes trigt in einem
mit D bezeichneten MaBstabe dreimal die Logarithmen der Zahlen
von 1 bis 10. Daher steht der MaBstab C, welcher nur einmal die
Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 trigt, zum MaBstabe D im Ver-
hiltnis von 1:3. Folglich stehen den Zahlen des MafBstabes C im
MaBstabe D die dritten Potenzen gegeniiber, z. B. der 2 die 8. Um-
gekehrt finden wir im MaBstabe € die Kubikwurzeln ans den Zahlen
1—1000 des untersten MafBstabes D.

Der MaBstab B trigt die Logarithmen von 1 big 10 zweimal. Er
steht also zu dem MaBstabe D im Verhiiltnis von 2:3. Daher muB

Fig. 2.
100 5 2 10 5 2 1
4 T ] ] [ T
I 2 256 5 625 10 16 2 5 100
______ 1 ___ 1.1 __ 1 _ ] T_____I______
1

d 2 253 3 vIo
it £ ] 4 24 4 3y 4 41403 4 5
‘5 v 61 ¥ 71 M 8l Y 1864 9! ¥ 10
Q 1 1
V10 ___"____I___f __________ T_Z3£ ________ 10]
0 16 2 25 3 P! 5
D I ]

40 96 10 15 625 64 100 1000

dem Quadrate einer Zahl von B im Mafstabe D die dritte Potenz
segeniiberstehen. Wir finden z. B. unter 2% oder 4 von B im MaB-
stabe [ die dritte Potenz 8 von 2. Soll daher die dritte Wurzel aus
dem Quadrate einer Zahl, also }/z? gefunden werden, so suchen wir z
in D. Dann steht dem « im MaBstabe B das Resultat 3/2® gegen-
fiber. Ks ist z. B. /8% =4 oder /272 =9. Kombinieren wir diese

Ablesung mit dem MaBstabe A, so kionnen wir direkt den reziproken
- .
Wert, d. h. 571:7 = ’1/95 ablesen, z. B. Ve _ 0,25.
Vo @ °

Diese Resultate ergeben sich bei geschlossenem Schieber. Bewegen

H

wir noch Zunge und L#ufer, so finden wir fiir alle in B gemachten
Ablesungen die reziproken Werte auf 4. Lesen wir in C ab, so gibt
der MaBstab D direkt die dritten Potenzen.
fithren, hier auf alle moglichen Kombinationen einzugehen.

Wir wenden uns der Riickseite der Zunge zu und betrachten die
mit P uod @ bezeichneten Mafstibe (Fig. 2). Dieselben sind so ein-

gerichtet, daB auf HBO cm die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10
24 %

Es wiirde uns zu weit
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aufgetragen sind. Wir lesen von links nach rechts auf dem oberen

MaBstabe genau die Zahlen 1; 1,005 ... ab bis 3,01, 3,02... ¥/10..
und 3, 3 ab. Daran schlieBen sich auf dem unteren MaBstabe @ von

links nach rechts die Zahlen von 2,9 ..3, }V10"... bis 10. Setzen
wir diesen Mallstab P — @ mit den anschlicBenden MaBstéiben 5 und C
in Verbindung, so folgt: Auf dem MaBstabe B sind auf je 12,5 ¢m
die Logarithmen der Zahlen von 1 bis 10 aufgetragen. Die MaBstibe
P — @ tragen auf B0 em die Logarithmen derselben Zahlen. Also ver-
halten sich die MaBstibe wie 1:4 und den Zahlen von P — § stehen
in B die vierten Potenzen. gegeniiber, z. B. 2 der Zahl 16 und 5 der
Zahl 625, Umgekehrt stehen den Zahlen von B in P — @ die vierten
Wurzeln gegeniiber.

Auf dem MaBstabe C sind die Logarithmen der Zghlen von 1-—10
auf 25 cm aufgetragen. Er verhilt sich also zum MaBstabe P — @
wie 1:2. Duaher miissen den Zahlen von P — @ in C die Quadrate
gegeniiberstehen. Den Zahlen von € stehen in P — @ die Wurzeln
gegeniiber.

‘Wir haben also hier dasselbe Verhéltnis zwischen den MaBstiben
P — @ und C, welches zwischen C und B besteht. Weil aber die
Teilung von P — ¢ viel genauer ist, als diejenige von C und B, so
werden wir mit Vorteil bei Quadrierungen und beim Ausziehen der
zweiten Wurzel die MaBstibe P — ¢ und C benutzen, wenn wir eine
griBere Genauigkeit als bel C und B erreichen wollen.

Vergleichen wir die Skala P — ¢ mit der Skala D, so sind auf
D die Logarithmen der Zahlen von 110 dreimal aufgetragen Daher
ist die Strecke, welehe diese Logarithmen einmal trigt, 2 em lang.
Auf dem MaBstabe P — @ verteilen sich die Logarithmen der Zahlen
von 1—10 auf 50 cm. Daher verhiilt sich die Skala D zu der Skala
P— @ wie 1:6. Tolglich stehen den Zahlen von P — @ in D die
sechsten Potenzen gegeniiber, z. B. der Zahl 2 die Zahl 64. Umgekehrt
entsprechen den Zahlen von D) die sechsten Wurzeln in P— @.

Nehmen wir nun die Zunge und den Schieber zn Hilfe, so kénnen
wir den Anfang der Zunge oder das Ende unter eine beliebige Zahl
z von B stellen, z B. unter 3. Wir schieben die Marke auf eine
Zahl y, 2. B. 2, von PP — @. Dann lesen wir in B unter der Marke
z-y* (3-2+=48) ab. In C finden wir unter der Marke y*}/z (4-/3=6,928).
In D steht unter der Marke 8- Vz® (64-1/27 — 332,5).

Setzen wir # =y, so finden wir in B die Zahl «° 2. B. fir z =2
die Zahl 32. In C steht unter der Marke 22}z (4-)/2 = 5,60) und
in D: 2" Vz (27Y2 = 180,9).
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Stellen wir den Anfang oder das Ende der Zunge iiber z von O,
z. B. iiber 2 und schieben wir die Marke des Léiufers auf y von
P— Q, z. B. auf 3, so lesen wir unter der Marke in B die Grofle
x y (4-81 =324) und in C: zy* (2-9=18) und in D dic Grofe

y® (8.1729 = 5832) ab.

Setzen wir hier z =y, z. B. =2, so finden wir z° (64) 2® (8) und
#* (512). Stellen wir endlich den Anfang oder das Ende der Zunge
ither eine Zahl z, z. B. 2, von D und schieben wir die Marke auf y,
z.B. 3, von P — @, so lesen wir unter der Marke in B die GroBe
Yooyt (V481 =1285) und in O die GroBe Vz-y? (J/2-9 —11,33)
n.b. Gleichzeitig finden wir unter der Marke in D die Grofle
z - y (2. 429——14')8) Setzen wir z =y, z B. =2, so finden w1r
24V 2t (25,39) 27 Vz (5,04) und 27 (128). Diese wenigen Belsplele mogen
geniigen, um die Vorziige des Mafistabes P — @ zu zeigen.

Die meisten Rechenschieber tragen eine Skala, auf welcher die
Linge von 25 cm in eine Anzahl, gewthnlich 500, gleiche Teile ge-
teilt ist. Wird diese Skala mit dem logarithmischen MaBstab C ver-
glichen, welcher die Zahlen 1—10 triigt, so konnen wir die Logarithmen
von zwei- bis dreistelligen Zahlen niiherungsweise auf drei Stellen ab-
lesen. Diese Einrichtung gestaltet sich beim Schieber Pozzi besonders
vorteilhaft. Zwischen den MaBstiben P — @ finden wir einen MaB-
stab L (Fig. 2), welcher in 1000 gleiche Teile geteilt ist. Von diesen
1000 Teilen korrespondieren 500 mit dem iiber L liegenden MaB-
stabe P und 500 mit dem wunter L liegenden MaBstabe ¢. Stellen
wir nun die Marke auf eine Zahl des MaBstabes P, z. B. auf 2563, so
konnen wir in L die Mantisse, 403, des Logarithmus der dreistelligen
Zahl genan ablesen. Suchen wir auf ¢ cine Zahl, z. B. 732, so finden
wir auf der unteren Skala von I die Mantisse 864. Die Genauigkeit,
mit welcher also die Logarithmen von dreistelligen Zahlen bestimmt
werden konnen, ist beim Schieber Pozzi bei weitem griBer als bei
den gewohnlichen Rechenschiebern. Sie ist fiir viele I'dlle der Praxis
geniigend, so daB wir z. B. Kxponentialgleichungen wenigstens ebenso
genau und schnell rechnen konnen, wie bei einigen Schiebern (z. B
System ,, Peter®), welche fiir diese Berechnuugen besondere Skalen haben.

Mit den Rechenschiebern, welche numerische Aufgaben l8sen, wird
meistens auf demselben Stabe ein trigonometrischer Schieber ver-
bunden. Wir haben den Eindruck, daB im allgemeinen diese trigomo-
metrischen Schieber wenig gebraucht werden. Theoretisch lassen sich
damit freilich viele Aufgaben l6sen, und die ganze Dreiecksrechnung
kann nidherungsweise cingestellt werden. In Wirklichkeit liegt aber
die Sache so, daB die ganze Dreiecksrechnung in den Mittelschulen
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einen breiten, oft allzu breiten, Raum einnimmt und dort viel Gelegen-
heit zu schonen Aufgaben bietet. Der praktische Ingenieur dagegen
hat es gewOhnlich nur mit den einfachsten Fillen der Trigonometrie
zi tun. Mehr Wert hat diese fiir den Geometer und Geodéten. Aber
diese Techniker verlangen fiir ihre Resultate eine Genauigkeit, welche
der Rechenschieber in den wenigsten Fillen bieten kann, Fiir diese
Zwecke miissen daher besondere Schieber gebraucht werden. Dieses
mogen die Griinde sein, warum der trigonometrische Schieber nur
selten henutzt wird.

Zahlreich sind die Anordnungen auf den Rechenschiebern, welche
zur Bestimmung der Funktionswerte von sinus und fangens dienen.
Meistens erhdlt man sofort die Logarithmen dieser Werte und
kann sie mit den Logarithmen der Zahlen kombinieren. Die Art,
in welcher Pozzi den trigonometrischen Schieber anordnet, ist
eine originelle und geistreiche. Wir finden auf der Vorderseite der
Zuuge uzwischen den Malstiben M und N eine mit 7' bezeichnete
Skala (Fig. 1). Sie zerfillt in sieben verschiedene Teile. Die ersten
drei gestatten fiir hundertteilige Winkel auf dem MaBstabe von B die
Werte von - — (I) tge (I1) und 222 2%% (V) abzulesen. Setzen wir

x o [24
diese Werte unter ¢ von 4, so konnen wir in 4 {tber dem Nullpunkte
der Zunge diese Werte von sin o, tg ¢ und sin & - cos « finden. In B

stehen tiber dem Nullpunkte die reziproken Werte von cosec e, ctg e
und sec e« - cosec ¢. Der MaBstab 7' trigt noch die Werte von

t—a (1) von .“ (IV). Am Ende des MaBstabes stehen nochmals
gﬂ 81N @

diese Werte. Sie sind auf eine Linge von 25 cm aufgetragen, so daB
sie mit dem MaBstabe C in Bezichung gesetzt werden kinnen. Sie
gestatten dann, die Werte von sin? ¢ und tg? ¢ zu bestimmen. Diese
kurze Ubersicht iiber den trigonometrischen Schieber Pozzi zeigt uns,
daB wir eine groBe Anzahl von Einstellungen machen kénnen. Aber
wir glauben, daB auch fiir diese Anordnungen das gilt, was wir oben
sagten. So lange es sich nur um die theoretische Zusammenstellung
von Aufgaben handelt, welche man fir einen allgemeinen Winkel «
mit Hilfe des Schiebers 18sen kann, ist man iiberrascht iiber die Viel-
gestaltigkeit der mioglichen Probleme. Fiir die praktischen Bediirfnisse
mdchte aber vor allem die Strecke von 25 em doch zu kurz bemessen
sein, um sieben Skalen in brauchbarer Form zu tragen. Wenn doch
ein trigonometrischer Schieber angebracht werden soll, so wiirden wir
eine Skala von sin ¢ und tg « fiir 90teilige Winkel in Verbindung mit
dem Malistabe C vorziehen.

Der Liufer, welchen Pozzi benutzt, triigt drei Marken. Die Ent-
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fernung zwischen der ersten und zweiten gibt den log%. Der Ab-
stand zwischen der zweiten und der dritten ist gleich log /3. Die
erste Entfernung LBt sich bequem gebrauchen, wenn der Kreisinhalt J
aus dem Durchmesser d berechnet werden soll. s ist

d? d2 d?
J=y m= (4)=T,273"
T

Stellen wir also die mittlere Marke iiber d im MafBstabe C, so lesen
wir {iber der ersten Marke in B den Kreisinhalt ab. /3 kommt bei
vielen Berechnungen vor. Das Anbringen solcher Konstanten auf dem
Liufer scheint also seine Vorteile zu haben. Aber es hat auch seine
Nachteile, auf welche wir aufmerksam machen mdchten. Es bedingt
eine grofBere Ausdehnung der Glasfliche, dies wieder, abgesehen von
den Kosten der groferen Umrahmung, eine vermehrte Gefihrdung des
Glases. Dazu kommt die Moglichkeit der Verwechslung der Marken,
welche um so leichter vorkommen kann, als die Aufmerksamkeit beim
Rechnen sich in erster Linie auf das zu ldsende Problem konzentriert.
Ferner ist zu bemerken, daB die eine oder andere Marke iiber den
Schieber hinausfallen kann, und daB dann die Ablesung unter der
Marke unmoglich ist. Uberdies trigt jeder Schieber die GriBe =, und
wer /3 nicht auswendig weiB, kann diesen Wert bei geschlossenem
Schieber sofort auffinden. Wir ziehen daher einen m#Big breiten
Lidufer mit der Marke in der Mitte vor und mbchten wiinschen, da8
die Umrahmung links und rechts so schmal wie mdglich gehalten
werde, damit sie nur wenig Flichenraum des Schiebers verdeckt.

Auf der Riickseite des Rechenschiebers befindet sich gewdhnlich
eine kleine Zusammenstellung von Konstanten und Formeln. Dieselbe
ist mehr oder weniger individuell, denn der eine braucht dies und der
andere jenes besonders hdufic. Wir k&nnten uns daher auch denken,
daB vielen Praktikern mit einem unbeschriebenen Streifen ebensogut
gedient wire, auf welchen er sich selbst die GréBen notieren kann,
welche er fiir seine Zwecke besonders hdufig braucht.

Ing. Giovanni Pozzi, Professor an der Gewerbeschule Omar in
Novara, hat auBer der oben erwihnten kurzen Instruktion fiir seinen
Rechenschieber noch eine Theorie') und ein Handbuch®) verfaBt. Der
Rechenschieber selbst liegt in vorziiglicher Ausstattung vor, welche
Albert Nestler in Lahr hergestellt hat (D. R.-Patent Nr. 173660).
In dieser Form darf er dem Praktiker angelegentlich empfohlen werden.

1) 11 regolo calcolatore Pozzi. Torino, F. Bardelli u. Co. 1911,
2) Il regolo calcolatore e le sue applicazioni. Manuele Hoepli. 2 ed. 1910.
Applicazioni del Regolo calecolatore Pozzi. Torino 1913.
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The Design and Theory of a Mechanism for Illustrating
Certain Systems of Lines of Force and Stream Lines.")
By W= H. RoEVER, St. Louis, U. 8. A.

With 2 tables and 4 figures in the text.

§ 1. Description of Mechanism. The mechanism, which is shown
in photographs 1 and 2, consists essentially of two wheels, about eight
inches in diameter, which are capable of rotating around parallel axes
in planes, which are not more than one half inch apart. These wheels
are provided either with spokes as shown in photograph 1, or with
slotted webs as shown in photograph 2. The rest of the mechanism
consists of a hand motor and a series of belt-driven cone pulleys by
means of which the wheels just deseribed may be given various augular
velocity ratios.

When the motor is put into operation, the observer will see a
system of curves, the nature of which depends on the velocity ratio
and the forms of the spokes, or slots, of the wheels.

These curves are the loci of the points of intersection of the
spokes, or slots, of one wheel with those of the other. It is the ob-
ject of this paper to show that, when the spokes, or slots, are radiating
straight lines (as shown in photograph 1) or co-polar congruent loga-
rithmic spirals of any form (as for instance those shown in photo-
graph 2), the system of curves observed represents the lines of force
or the stream lines, which correspond to a problem in each of several
branches of mathematical physics. The accompanying
photographs show a few of the systems which the
l{ machine can produce.

§ 2. Two Special Fields of Force. In order to

have a starting point let us consider the following
P two flelds of force.
r —>
Iield 1. The electrostatic force at a point P

(Fig. 1.), at distance » from an infinite straight line
which carries a uniform charge i1 per unit length,

Fig. 1.

is represented in magnitude by the expression 2:7 (c. g. s. units). The

1) Presented to the American Mathematical Society, April and November 1912.
See Bulletin of this society, Vol. X VIII, No. 9, p. 435 and Vol. XIX, No. 5, p. 220
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perpendicular from P to the electrified line. Since the particle at P is
supposed to be positive, the vector is directed away from or towards
the line according as 4 is positive or negative.

Field II. The electro-magnetic force at a point P (Fig. 2.), at
distance 7 from an infinite straight wire which earries a constant cur-

rent of electricity j, is represented in intenmsity Fig. 1.

by the expression %_J (c. g. 8. units). The vector re-
presenting this force has its origin at P and lies :
along the straight line which passes through P and

is perpendicular both to the wire and the perpen-
dicular from P to the wire. The direction of this
vector 1s such that the arrow head is towards the

left hand of a person facing P and swimming in
the current which flows from his feet to his head.

§ 3. Fields I and II in terms of complex variable. The fields I
and II, just deseribed, can be very simply represented in terms of the
complex variable.

Field I wn terms of the complex variable. Let the plane x which
passes through P and is perpendicular to the clectrified line be that
of the complex variahle, the zero of which is at the point in which
the electrified line pierces w. The point P is then a general point
2= + iy of this plane. If we now think of the point 2 =0 as the
abode of a particle of mass m = 27, the law of the intensity of the
force being that of the inverse distance,
then the vector represented in Fig. 1
and described in § 2, is completely
represented by the complex quantity

® m-E (),

in which the symbol K(é) stands

for the conjugate of ; (see Fig. 3).

Field 11 in terms of the complex variable. Now let the plane =
which passes through P (Fig. 2.) and is perpendicular to the wire
carrying the current be regarded as that of the complex variable, the
zero of which is at the point in which the wire pierces z. If now we
put =25, it is easy to see that the vector represented in Fig. 2 .
and described in § 2 is completely represented by the complex quantity

@) ik ()
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§ 4. Imaginary and Complex Masses. It appears from this method

of representation that we may regard the force of Field I as due to a

real mass m, and that of Field I as due to a pure imaginary mass ni.

Ilield 111, Let us now imagine — for the moment disregarding

the possibility of physical interpretation — that the point 2 = O is the
abode of a complex mass .
u=m -+ n,

where m and % are real numbers, and that the force at a general
point 2 18 the resultant of the two forces just formulated in § 3, namely

1
®) wE().

Field IV. Furthermore, let us assume that the force at a general
point 2z of the complex plane which is due to the two complex masses
wy = my + e, ty = My + Nyt
situated respectively at the points 2, and #,, 1s represented by the com-

plex expression

4) f= .UqK(Z'_lZ) + ng( 1—)

Zi— Zg
§ 5. Equations of Lines of Force of Fisld III. Let us now obtain
the lines of force of the field III due to the complex mass u = m + ni
at the origin. In order to do this let us put

2 =r(cosp + ¢sing)
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where z
r=Va2% + 42, sinq;:%, cosp — -
Then )
— - (cos g — i sing),
1 1 Vo
K(;)= , (cos @ + isinp),
and since .
u=m-+ ne,
1 .
pE(;) =X + i,
where

X=;(mcoscp——nsinq)), Y=;(msinq)+n(308(p>-
Now

where

U=mlogr + nep.

Hence the function U may be regarded as the potential function of
Field IIL
But U is the real part of the analytic function

(m —ni)logz = U + V.
Therefore the pure imaginary part,
V=—mnlogr+ me,

may be recgarded as the stream function.

Hence the equation
(3p) V = const.

is that of the lines of force of Field IIIL
The curves (3,) are the co-polar logarithmic spirals which cut the

straight lines through the origin at the constant angle o = arc cot %
When g = m is real, equation (3,) takes the form

(31) @ = const.,

and when g = n¢ is a pure imaginary, equation (3;) becomes

(3,) logr = const.

These are the lines of force of fields I and II respectively.

§ 6. Equations of Lines of Force of Field IV. Let us now
obtain the lines of force of field IV due to the complex masses
iy = m; + n¢ and p, = my + ny4 which are situated at the points 2z,
and 2, respectively. For the problem in hand no generality will be
lost in assuming (see Kig. 4) z, = 1 and 2, = — 1. Then let us put

2—z =z—1=p(cosg +ising), z2—g, =2+ 1=gq(cosy+isiny),
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where B -
p=V0@—17+¢, ¢=VeE+ 12 +y,
. ) —1 . Yy . 1
squz%, (:osqo::f'p ~ smw=a, cosw=§&r~r.
Then
1 1 . 1 1 .
K(Z_?)=p(cosq)+zsmtp), K(Z_Z:)=g(cos¢+@s1n¢).
Since w, = my; + n,4 and Uy = Mg + Nyt
1 . 1 .
wE( D) =X+ Vi ad wK(, L) =X, + %,
where
X, = %(m1 cos p — ny sin ¢), X, = ; (m, cosy — n, sing),
and
Yl=%(ml sln @ + n, cos @), Y2=%(m2 sin ¢ + n, cos ).
Now
oU - oU
X1+X2=8\m and Y1+Y2=ay,
where

U=m logp + mylogq+ no +n9.
This is the potential function of the Field IV, and is the real part
of the analytic function
(my — m,3) log (5 — 5,) + (my — ny) log (s — 2) — U + Vi.
Therefore, the pure imaginary part
V=—mnlogp—mn,logqg + m e + myy
is the stream function.
Therefore the equation
(4,) — n, logp — ny logg + m, @ + myp = const.
is that of the lines of force of Field IV.
When g, — m, and g, — m, are real, equation (4,) becomes
(4) ) m, @ + myp = const.,
and when u, — » 7 and p, — n,7 are pure imaginaries equation (4y) as
sumes the form
(45) n, logp + n, log g = const.
§ 7. The Theory of the Mechanism. We are now in a positiop

to prove that the systems of curves which are produced by the
mechanism described in § 1 are represented by equatioms (4,) § 6-
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The lines of force due to the mass g, = m, +n, 4=, (1 + 4 tan &)
situated at the point P, (2'1) are the logarithmic spirals

(5) —tane-logp + ¢ =1,
and those due to g = My + nyt — my (1 + i tanf) at P,, (2,) are
{6) —tang-logg + v = ».
Let us now put
{1 A=alt+5b and v=ct+d,

where a, b, ¢, d are real constants and ¢ is a parameter which we will
lake fo represent the time.

By this assumption the spirals (b) and (6) (which are represented
by the curves P, P and P, P respectively in Fig. 4.) are made to rotate
around their poles with constant angular velocities.

In order to eliminate ¢ betwecn equations (5) and (6), in which
i and » have the values given by equations (7), it is only necessary
to multiply (B) by ¢, (6) by — a and add. The eliminant thus ob-

tained 1s
® —ctana-logp +atanf-logg + cp — ay =be — ad.
A comparison of this equation with the equation

— m, tane - logp — my tan g - log ¢ + my @ + My = const.,

which is identical with equation (4,), enables us to state the

Theorem I. The lines of force due to the two complex masses
u,=m (1 +idtana) and u, — m, (1 -+ itanB), which are situated at
the points Py and P, respectively, are the loci of the points of intersection
of the logarithmic spirals which are the lines of force due fo u, alone
with those which are the lines of force due to wpy alone, provided that
these two rigid systems of spirals rotate around their respective poles with
angular velocities, the ratio of which is the negative reciprocal of' the ratio
of the real parts of p, und wuy, that is, provided % _— :’—-

1

If, for instance, u; = 2 -+ ¢ and u, = — 1 + ¢ as shown in Fig. 4,
the spirals of pole P, must rotate twice as fast as those of P,, and
the rotations must be in the same sense.

We have before us also the proof of

Thoorem II. If fwo systems of co-polar logarithmic spirals of angles
e and B rotate around their respective poles P, and P, with angular
velocities which are proportional to a and c, then the loci of the points
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of intersection of the curves of one system with those of the other are
the lines of force due to the two complex masses w; = m, (1 + i tana),
pg = my (1 4 i tan B), which are situated at P, and P, respectively, the
ratio of the veal parts of which is the negative reciprocal of the ratio of
the angular velocitics, 1 e. ;ﬁl: -

Theorem I fails when both of the masses u,, &, are pure imaginaries,
and also when only one of these is a pure imaginary, For, the lines
of force corresponding to a pure imaginary mass are concentric circles
[see eq. (3,)], and such circles on rotation around the common centre
would merely move along themselves. In these cases the mechanism
also fails.

In all other cases, the Theorem (and also the mechanism) does
not fail. A special case of interest is that in which both masses are
real. In this case the systems of spirals become systems of radiating
right lines of radiants P, and P,, and the corresponding loci are re-
presented by the equations (4,).")

a

§ 8. Applications. In §4 we introduced the notion of complex
masses without regard to the possibility of physical interpretation.
Sinee then we have seeh that the functions U and V of §§ 5, 6 are
the real and pure imaginary parts of analytic functions and hence

] 2
satisfy Laplace's equation %?I: + Z;: = 0.

For this reason the systems of curves (4,), which the mechanism
described in § 1 is capable of representing?®), may be given the following
physical interpretations.”)

1. Stream lines in the steady flow of heat,

2. » »oon » » » » electricity,

3., » 3, motion of an incompressible fluid,
4. Lines of force in gravitational or electrostatic fields,

5. Sections of equipotential eylinders in electromagnetic fields.

1) For this special case Theorems I and II' were proved by the author in
1896. See Transactions of the Academy of Science of St. Louis, Vol. VII, No. 9.
These curves (4,) are called by Johnson (who derived their Cartesian equations
out did not point out their connection with mathewmatical physics) Generalized
Strophoids. See American Jowrnal of Mathematics, Vol. III, p. 320. For other
references concerning curves (4,), see abstra¢t of the author's paper on this
gubject in the Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. XVIII, No. 9,
p. 435.

2) See the exception noted in § 7.

3) See W. F. Osgood, Lehrbuch der Funkiioneniheorie (1907) p. 534.
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For example

in photograph 3 for which g, =m, =1 and g, = m, — — 1, and
” » 4 ” b)) =1 2 1; ”
” ] 57 61) » Y =—1 ” 2) »
” » 1 » ” =1 ” 2

the curves shown may be regarded as the stream lines of heat, electri-
city or an incompressible fluid from a source at one hub to a source
(a sink is a negative source) at the other, the intensities of these
sources being as m, 18 to m,. These curves may also be regarded as
the lines of force due to a pair of infinite electrified lines of constant
charges per unit length, the lines being perpendicular to the plans of
the photographs at the hubs, and the charges being as m, is to m,.
Finally, these curves may also be regarded as the right sections of the
equipotential cylinders corresponding to a pair of infinitely long wires
which carry constant currents proportional to m, and m,, the wires
being perpendicular to the plans of the photograph at the pictures of
the hubs.

The photographs 8, 9, 10 for which w, =—up, gy =u,, 2p,=——p,
respectively, where g, = 2 + 4, also represent problems in these various
branches of mathematical physics in which, however, the boundary
conditions are more complex than in the cases illustrated by photo-
graphs 3 to T.

It should be noted that the slots in the wheels shown in photo-
graph 2 do not roughly represent logarithmic spirals, but that the two
boundaries of each slot are accurately constructed co-polar logarithmic
spirals, and therefore the broad white bands in photographs 8, 9 and 10
are not merely rough approximations to the curves represented by
eq. (4,), but the two boundaries of each band are very accurate re-
presentations of these curves.

The following applications are also of interest.

If uy—=—py, =m(1+ ¢tane), equation (4,) may be written

p 9 —
q_ _ Ge(p u})cota’

where C i3 a constant. These curves are called Bicireular Spirals.?)
They are shown in photograph 8 for cote =2, and are the stereo-
graphic projections of the spherical loxodromes when neither pole is pro-
jected to infinity. '

1) The mechanism is so built that the distance between centers is adjustable.
2) See Holzmiiller, Stereometrie, Vol. IlI, p. 300.
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It is also interesting to note that just as the radiating straight
lines ¢ = const., the concentric circles logr — constant, and the loga-
rithmie spirals » — Cev «te [equation (3,) where cotrx=;" and C is
a constant] are the lines of flow of the continuous hyperbolic, elliptic

and loxodromic linear transformations of the complex plane for which
the invariant points are O and oo, 8o the system of circles ¢ — ¥ — const.,

the orthogonal system of circles log % = const., and the Bicircular Spirals

P Qew—~weote are the lines of flow of the continuous hyperbolic, elliptic

and loxodromic linear tramsformations for which the invariants poinfs
are 2, and 2z,)

Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems der
Elastizitdtstheorie.
Yon G. KoLossorF in Dorpat-Juriew.
§ 1. Die Differentialgleichungen des ebenen Problems

lauten folgendermaBen?):

axx N uX, _o
8] VX, + Y,)=0
Z AN Y
wo X, Y, X die drei Spannungskomponenten sind und
Vi= »;5;— + aa;, ist.

Die Beziehungen zwischen Spannung und Formiinderung lauten®):
- ou cv ou
X, =4(5+5) +2”%
d
@) Y, = (Ge+ ) + 20 g0

ov
X, (G2 + o)

1) See Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie (1907) pp. 228—7.

2) Unter AusschluB von Massenkriften. In der Bezeichnungsweise schliefe
ich mich dem ,Lehrbuch der Elastizitit* von A.E.IL Love 1907 8.242 an. Vgl
auch , Probleme der Spannungsverteilung in ebenen Systemen® von A. Timpe im
52. Bande der Zeitschrift f. Math. u. Physik S. 348—383 und Enzyklop. d. math,
Wisgensch. 1V 23, Nr. 36; IV 25 Nr.11a.

3) Love S.148.

Y
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Fihrt man nunmehr die Abkiirzungen ein:

. o0F | .0F
3 D:szgi +7/*ay’
) 5p_0F _OF
zy~ T gz ay ’
so ergeben sich folgende Figenschaften der Operationen D, und 7);:
L _DﬂEF = Z%F . D,,(kF)= kD:iF
D, XZF=Z2D,F D, (kF)=kD,F
(k — const.)

I11. D:y(F1F2) =KD, F;+ F, D, F,
Dzy(FlFﬁ-) = FlD:cyF2 + F2DzyF1
IV.Ist F=P+ Qi =F(2), (¢=2z+iy)
F=—P— Qi=F(z,), (8,=2z—1y),

Dzszo, D;F:O.

und

dann 1st

Hieraus folgt: _
D, F-=2D, P-—2F(z)
D, F=2D, P=2F(z),

da
e 0P . 0P ’
.nyP—' *a’a;—’law = F (Z)
und
D, p=5"4 i%’ — F'(2) ist.
V. Aus ) . ]
D, (P + 1) = (a+ i) F(2)
und

D,,(y +i0) —w +ip
P4iQ—={(y +i0)F(e) + v(2),

wo ¥ (2) eine beliebige Funktion der komplexen Verinderlichen z ist.
Bei

ergibt sich:

e—1i8 = [(e) und «+if = f(z)
y+1i8 =1 [f(2)de,.

ist
VI Aus -
D, (P+iQ) = (a+ if)F(z)
D, (y+id)=a+ip
P+iQ=(y+id)F(z)+ v(z),

wo #(2,) eine beliebige Funktion von z, =z — 7y 1ist.
Zeitachrift f. Mathematik n. Physik. 62. Band, 1914. Icft 4. 25

und

ergibt sich:
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Bel @+ i = f(2)

ist y+id=1[f()dz.
Die Differentialgleichungen (1) lassen sich in der Form schreiben:

02X,  0(X.—Xy) (X +7Y

L b oy ox ox
(1 bis) 22X, dXe—Y)_ X+ T
0% ¢y B oy

VI(X, + ¥,) = 0.
Daraus folgt:
(4) D, [2X, 4 i(X,— Y] - —i#(),
wo X, + Y, der reelle Teil von ®(z) ist.
Folglich (V) ist

(5) 2X, +i(X,— Y,) = (y +i0) D (2) + F(2)
Wwo
(5%) Dzy(y + i0) = — .
Wir setzen: i .
y—i—id:—%fdzl:—%zl,
. . T— 1Y
(6) 2X,+i(X,— ¥) = —i “Y @'(e) + F(a).

Nehmen wir fiir #(2) und ®(2) zwei ganze Funktionen von der Form
g+ a2+ a2 + - +a "+,

so erhalten wir die Losung von A. Mesnager.?)
Aus (2) und (6) folgt:
— . , 1 L — Y ., ,

(D D,,y(u+zu)=%y(2xy+z(xx—yy)):W[_ﬂ 2%@1@@)“@)}
Aus (1) und (2):

&) (Gt w)D, (o +iw) — (4 + Bw)D, (0 — iw) — i

Setzen wir in (8) —q statt ¢, so erhalten wir:

) i i+ 3w
9 ny(u—{—w):—ar@(z)—kﬂ(l_*_m D(z) .
Aus (7) und (9) folgt®):

. 1 .2,  A+3
(10) w4 iu =1 (— z% ql(z)+fF(z)dz+ i é(jﬂszf(D(zl)dzl)-
@(z) ist bis auf eine Konstante C¢ vollstindig bestimmt (sein reeller
Teil ist X, +Y), und die entsprechende Verschiebung ist bestimmt bis
auf eine willkiirliche in einem starren Korper mogliche Verriickung.

A4 2n
Tt P(2).

1) Sur l'application de la théorie de 1’élasticité C. R. 137, Nr. 24, p. 1475;
Enzyklop. d. math. Wissensch. IV 25, Nr.12a.
2) Vgl. Love §144, S.244 (9).
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§ 2. Fall einer geradlinigen Begrenzung.

In dem Falle, wo die z-Achse die Begrenzung bildet, erhilt man
leicht die Auflgsung des Problems durch Quadraturen.
Es sei an der Grenze, d. h. bei y =0

1) X, =fi(z), Y,=f(z).
Wir sctzen in (5) §1:
y+id=—yt)
@) 2X, 4 i(X,~Y) =927 | Fs)

[2X, + (X, — Y)], o0 = [ F(@],_0 = o + i¥],-0.

Folglich ist: )
[2(X, =Y )0 = [p + (¥ — R)),0,

wo
R=X,+7,;
oder
(3) [2Xy]y=0 = [w]y=0) [2 Yy]y:O - [‘52' - (p]y=0 N

Aus (1) und (3) folgt:
(9]0 =2/i(2),  [2—¥],_=2f(2).
Die Funktionen (p und £ — 1 geniigen den Gleichungen:

'R —) | (R —y)
3:122 + ) O axzﬁ’ '()yzA - 07

und man kann

Syds
@ f G- v
und

2 /;(s yds
—v=, (s—z*+y*

setzen. (4) ist der reelle Teil der Funktion von :

+m

1.(s)ds
) s—z?
—®

deren imagindrer Teil (welcher von @ nur um eine Konstante ver-

schieden ist) sich durch das Integral

+ o0
(L—_S)[l (S)ds
(s — )+ 9?

— 0

1) Die Bedingung 65* ist befriedigt.
25%
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ergibt. Folglieh ist + o
(x—8f (8)ds
®) v = o) =iy O
(6) F@=¢+wﬁﬁ€§%@?+m
und + e -
2 [yfi(s)+ @ —9)1 (5)ds
@) szji 6—artyr T O

Die GriBe der Komstanten C hingt von der Gréfe der Spannungs-
komponenten in den unendlich entfernten Punkten ab.
Somit erhilt man aus (2):

2X,——yoo+ 9
X,— Y, ~y5y +v
2X1,=—y%f+(p
28X, —y 5+ o+
2Y,—e~—yio -y

Setzen wir z B.
f1(@) =0, fo(x) = const. = p (von z = —a bis 2 = + a),
d. h. hat man die Wirkung einer Drucklast, die iiber eine endliche
Strecke 2 a einer geradlinigen Begrenzung gleichméBig verteilt ist, so ist:
fi(s)=0,f,(s)=10 (fiir z < — g und fiir £ > a)

+a
g=0, y=C =" = T+0_7
_ 2 (arctg + arcttr )
08
2Xy = —Y 27

x

o

X, + Yy=ﬁ=2—p[arctgﬂ+arctgﬁkx + C

o Sa y zp
2Xy = aly' =2 — a7 T La’y
o 4y (x® —y? —a%ap
X=Xy = g+ o —ay e T U
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Daraus folgt:

X - ipaiyix
T (L LRy VA

X, = f‘i [arctg w—

x . a4 x 2ya(m —y*—afp
Farotg S e O
_P a—=z +x 2ya(x® —y*—a’)p
[‘mtg Tty | e T e
Verschwinden die Spannungen in den unendlich entfernten Punkten,
so ist C =0 und

Y 7[(y*+ = —a?)*+ 4a’y7]

_p +x 2pya(c’—y®—a?)
[’“Ctg Ty T ERE T o o ety

_ 2 gr_
X :‘g arctg q~?+arctca+x + Ipya@’—y: —a’)

z

_ *ylrp
X = e+ xz—aawa*m-’)

Die Richtung der Hauptspannungen ergibt sich aus der Gleichung:

. 2Xy 2aa:y_
(8) tg?qf Xx—Yy 2t —yT—at

(wo ¥ der Winkel einer der Hauptspannungen mit oz ist).
Wir setzen weiter:
fi(s) =k (fiir z > — a und fiir z < a)
f,(s) = O (fiir x < — a und fiir z > @)

f2(9) =0
ta
2k d 2k 2k —
@ = (?:%:——y - arctg = (a.rctg%c — aretg g?)
+ea !
2k — 8) ds
v— ;f(ji_m)?j;ﬁc —ﬁ\lg[(s 2y +0—Flgt Y, ¢
Verschwinden die Spannungen im Unendlichen, so hat man C=0 und
. 082 __kyr 2@+ 2(a — x) 2k a—x etz
X, =yt 0= [ty (retg ST bartg )
_ . _ky 2y 2y Nk, (424
X, Y=y g v = (e amaite) T e S g

1) Dieses Resultat rihrt von Michell {London Math. Soec. Proc. vol. 34 (1902,
p. 184)] her, ist aber auf ganz anderem Wege mit Hilfe der Spannungsfunktion
37 p—[(ri0, —r16,)] gefunden worden, wo r,, 6, und #,, 6, Polarkoordinaten
sind, die auf die X-Achse als Achse und die Endpunkte der den Druck erleiden-
den Strecke als Pole bezogen sind. Love 8. 250,
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oder

X, - Y= =[(a® +x8:-yyg)f—4a m’] ta : lg (ng 3:3
X, = L (arctg 2% 4 arctg +x) 4k:y @ Ty 122,)—_?/4(1 P
X.— 1 Eifii I =
y shaxy?

¢ T w02y date

Die Richtungen der Hauptspannungen erhalten wir durch die
Gleichung (8).

§ 3. Das Reziprozititstheorem und die Transformation ebener
Verzerrungszustinde. Anwendung der Theorie der Integralgleichungen.

I. Wir haben die Gleichung
X:: + Yy = %[m (Z) + m(zl)];
aus ihr und (6) § 1 ergibt sich:

) ; , 1 . 1.
X, +iX, = — 6, @)+ F@) + [ i[00) + ()] ..
Somit erhalten wir

X4 X4 (X, + )= 4P () +y T+ il 0@+ ()

Setzen wir statt

@ () und | T (2) 4k 1D (2)

4(z+

1 1 -
ﬂb—fl_l)(z)dz und Q’LJ‘FLZ) dz

und vergleichen wir diese Ausdriicke mit (10) § 1, so gelangen wir zu
folgendem Reziprozititstheorem.

Jedem ebenen Spannungszustande (X,, X, Y,) entspricht ein an-
derer; dessen Verschiebungen u, » erhalten wir mittels der Formeln:

u=X,+ov=2X,
wo

w ,
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II. Mit Hilfe der Gleichung (6) § 1 gelangen wir auch zur Trans-
formation ebener Verzerrungszustinde.

FKihren wir neue Veriinderliche Z = X + ¢Y ein, und setzen wir
zwischen den Variabeln 2z und Z die funktionale Beziehung

(3) —i 2 W)+ FE) -M[—i% 0/ (2)+ F (2)]
fest, wo :
Z,=X-—iY

ist, so gelangen wir zu einem neuen ebenen Verzerrungszustand
X, Y X/
’ - ’ 4 . Z, ,
2Xy +Z(X1 - Yy)zﬁz Ql(pl (Z) +F1(Z)

und -y -
X, Y, =MX—Y))
X, =MX/
Daraus folgt, daB ein spannungsfreier Rand im z, y System sich
-in einen durch normale Spannung beanspruchten Rand im X, ¥ System

transformiert.
Diese Spannung hat in allen Punkten des transformierten Randes

den gleichen Wert.
Die Spannungstrajektorien gehen in Spannungstrajektorien iiber.

Der einfachste Fall ist die Inversion von Spannungsverteilungen.

Wir setzen:

cZ—1
— GO + F2) = 7 [~ 29 () + 22,7 (3)]
F(2)=— 29 ()
00 far () az
M:?%I — 2z =2+ o>

111, Fithren wir ein neues Achsensystem z', % ein.

Die auf die (2'y)-Achsen bezogenen Spannungskomponenten geien
mit X.'Y'X, bezeichnet. Die Formeln fiir die Transformation von

Spannungskomponenten lauten:
@) 2X +i(X,-Y)=[2X,+i(X,— X,)] 2
X +Y =X +Y,;

6 ist der Winkel zwischen den 2- und z’-Achsen. .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



3992 Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizitiitstheorie.

Es seien die Komponenten der am Rande angreifenden Krifte U
(Schubspannung), P (Normalspannung) gegeben und bilde die Richtung
der Normale in einem Punkte des Randes mit der x-Achse den Winkel 6.

Dann haben wir am Rande gemiB (4):

) [— 2@ (2) + Fz) | e20 + § [D() + @(2))] = 2(U + i P) —
= gegebene Funktion der Bogenlinge S des Randes.

Das ebene Problem der Elastizititstheorie reduziert sich auf fol-
gende Fragestellung:

Innerhalb einer geschlosscnen Randkurve 6 2 reguliire analytische
Funktionen ®@(7) und F(#) der komplexen Veriinderlichen z —z + ¢y
zu finden, deren Werte auf ¢ der Relation (5) geniigen.

Die Theorie der Integralgleichungen gibt die Mittel zur Losung
dieser Fragestellung, z. B. ist die Methode von D. Hilbert anwendbar.)
Freilich ist die Aufgabe wegen ihrer besonderen Einfauchheit auch ohne
dieses Hilfsmittel 16sbar und zwar in den meisten Fillen, indem man
zweimal die gewdhnliche Randwertaufgabe aus der Theorie des loga-
rithmischen Potentials anwendet.

§ 4. Krummlinige Koordinaten.
Bei vielen Problemen ist es angezeigt, Systeme krummliniger Ko-
ordinaten statt gewShnlicher Cartesischer zu gebrauchen.

Wir setzen
E—& tin=Fz+ip), 7+ iy—=fE+in)—FO
und fiithren statt Cartesischer Koordinaten z, y die krummlinigen Ko-
ordinaten £, 1 ein ({ =§ + in).

Es seien P, @, U die drei Spannungskomponenten in krumm-
linigen Koordinaten. Wir haben die Transformationsformeln

€)) 2U+i(P— @) =¢€[2X, + (X, — Y]

(2) P+Q=X+Y%,

wo 6 der Winkel ist, welchen die neue Achse £ mit der Achse z bildet.
1) Vgl seine berihmte Abhandlung Gott. Nachr. 1906. Die Ergebnisse von

D. Hilbert habe ich in meiner russischen Arbeit 1910: Uber einige Anwendungen

usw. zun diesem Zweck angewandt, und das ebene Problem in eine Integral-
21

gleichung y(s) =@ ) —fK(G,S) ¢(0)d¢ zusammengefaBt.
0
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Nach Formel (6) § 1 erhilt man:
X . .\ ad
3 2 U+ i(P— Q)] = — i@ —in) 22 + F(»)
o =@ —iy —f(%)

x .0y
Bz | .8 Jz\: . 73: 7€ T 'gE
f (g) = fg (x -+ Z?/) a_ igz V(ﬁ) + (d—!:]) mﬂ
:—h-[cos 8+ isin ] = —e'"
T

@ L_rore.
Multipliziert man beide Teile von (3) mit
[f (g)]? 261

bemerkt man ferner, daf

d«p(z dddz

dd
(¢ = dzdt— dt

F@IF G = 1),

ist, und setzt man:

so ergibt sich
2 U+ (P — 2 ey @D N
%) BUAAE=0 - e 9% + F .
Es selen u; und v, die Projektionen der Verschiebung irgend eines

Teilchens auf die Normalen zu den Kurven &, %, die durch den Ort
desselben im verzerrten Zustand hindurchgehen, dann ist

() v+ in = e~ (v, + Tu)
(M Dey(;, &) = DIF ()] =0
Dy F =D, F-Diy
D F =D, F-Deyw
Diyx —1'(&), Dg,x—£(:

Da.raus folgt
(2U+ i[P— ] = e“'(X Y, +2i X)) = ¢ D_ | ,(0 + tu)
= e‘”])zyh(vu + duy)
=)D, k(v, + tug) = D, h(v, + iu).
Andererseits habey wir aus (5) und (4):

yal
2U+i(P— Q) =—; K20 + Py
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Folglich:
R X Z 7 1 §1 F({)
Dg,]h(vﬁl“;)’g—( 2 1r@ O+ Fiore)

— 1 &) 1 ‘F(§dg (&)
® 20, i =L O Y i) g T
wo % (£) eine Funktiion von & — z — iy 1st. Ferner
. — 1 ’ ’ F
©) %%+W9=aﬁ@V@@@+ff@)—@ﬂ+fwﬂm
Oy 41,
]

h

und

Dzy@ + du) = thEw,
Somit ergibt sich aus (9) § 1:

w0, M Lag 4 L ).
(7) liefert nun
wD, e e v
Folglich i :
VO =5y [T @ e@ads
und
A0 Gt in)—— RGO + 5@ [T

+ el O [Feas.

§ 5, Spannungssystem in Polarkoordinaten,
Beispielweise setzen wir
(D =t tiy=Ig(z+iy)=lgr +if
r=Vaz®+ 4% 60— arctg Z
f(@ = (3:, BT
fE(§) — et =™

Aus () § 4 haben wir
i 2dc15(

@) rPR2U+id(P - Ql=—57 + I(%).
Daraus folgt?)

(3) 2T — raasa+.p

4) (P—Qr*=—1r? S’—+—w

wo & =P+ Q, ¢ + iy = F() ist.

1) Vgl. G. Kolossoff, Sur les problemes de Velasticité a deux dimensions.
1908. C. R. CXLVL No. 10.
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Setzt man
(6) P+ Q=24+ A,r™) cosml
(6) ' =2(er"‘ + B_,»™) sinmb
) v = (— B, B_, r ™) cosm8,

so ergibt sich die Ldsung von Ribitre?!); fiihrt man in (5) noch ein
Glied C, Igr + C, ein, so erhilt man die Losung von Belzecki?) und
A. Timpe®

Der Fall m =1 war schon im Jahre 1881 von H. Golowin ge-
funden worden. Seine Lisungen lauten:

Q) P—At A+ 4,lgr, U=0
B B,
) P—(.+ 22+ By

U=+t B)a
®) P=(L+0C+0r5
o~ (r
Durch Kombination dieser Lsungen erhilt Golowin die Losung:

P=qﬂ@§4@_ﬁ s ~1g”]

r’) ri —r} or

r

—{—(BcosO—}—Csin())Fs—ir—*ﬁl.*_ 'r]
172 1
U=(Bsin0—.00056)[rls—.’i+ﬁl+," :l

und er macht eine Anwendung dieser Formeln auf die Untersuchung
des Spannungsproblems in einem kreisformigen Gewdlbe.?)

1) Ribiére, Sur V'équilibre de D’élasticité des volites en arc de cercle C. R.
CVIIL. No. 11. 1889. p. 561—563. Ribiére, Sur les voutes en arc de cercle
encosterées aux naissances C. K, CXXII. No. 6. 1901. p, 315—311,

2) Belzecki, Sur 'équilibre de 1'élasticité des volites en arc de cercle C. R.
1905. CXI. No. 15. ’

3) A, Timpe, 1. ¢. p. 1.

4) Golowin, Ein Problem aus der Statik des elastischen Korpers. Nache
richten des Praktischen Technologischen Imstituts in Petersburg 1882 (russisch).
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Es selen am Rande eines Kreises P und U gegeben, und es sei
der Kreis im Gleichgewicht unter der Wirkung dieser Spannungen, Die
letzteren sollen den Gleichungen des Gleichgewichts starrer Kérper
geniigen:

2
(P Cos8 — USn6)d6 — 0
0

2n
(11) [(P8in0 + UCos 0)ds =0
5

2n

_fUdo —0.

0
Es sei am Rande des Kreises
(12) U:fl(g)! P:fzz(H)-
Wir erhalten wegen (3)

0
2 1 pal Z
2f, (OB = — 1 B*[ sz]g; [¥]_,= By
Die Funktion -
0
I(r,6) = — 1 R? aT’SL +9
gentigt der Differentialgleichung
(14 ViF =0,
und wir knnen setzen:
1 [ AR E v

2 t* — 2 Rr cos(O—ap)—{—r"
]

Die Funktion ~7R2 Q + ¢ wird konjugiert mit (15), und wir
kénnen setzen:

(15) —irloyg-

2n

1 [ 2R (p)2rRsin(0 — )
(16) _1R27 £&+1/) R’—2chos(6—1p)—{—r’dw+a
0

Aus der Gleichung (4) erhalten wir:

(- _ B-ir[%e] +@]_,
Folglich aus (12): . ”

a .
2L(OR = -+ R[5z 9] + B[R]+ _,
r=R
und -
(17) [ 1B+ QR ] =270 R
=R
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Die Funktion P
-1 R2 2+ QE+y

geniigt der Diﬁ'erentialg]emhung (13), und wir konnen setzen:

2

_ipe @ 2 2f, W) R*(R* — r)dvy

irloter = fRz s

0
Daraus folgt wegen (16):
2z )

2 __ 2/ (W) B*(R* —r% — 2 R*f, (4)2 Brsin (B )

QB uf TR —3Rros—w Lt ¥+ C

[}

und wir erhalten

2
_ 1 [fi)(B*— ") —2Rrsin(@ —)f, v
(18) 524‘;./’.2 R’—?RTCOE(@—!{J)-{—T’ d¢+R’

und aus (15):

2n

' 1 [ 2B () (R —rYdy 6
(19 = J R aRen@— w1 T3 55
0

Nimmt man an, dafl die auf den Umfang wirkende Spannung sich
zusammensetzt aus:

1. einer Drucklast p fiir die Lingeneinheit, die am Rande von § =0
bis 0 =« <% gleichmafig verteilt ist;
2. einer Drucklast p fiir die Lingeneinheit von

0=mx bis 0==x + a,
80 ergibt sich

2

fi(p) (B — rf)dv
R* —_2Rrcos (6 — ) + r?
0

13 +a
dv dyp B
= p(B —7%) \ifR’—?chos(B—-lp)+r’ + Rﬁ—erco<6—w)+r’]
0

=2 Tarctg(R+r-tg ) 2P‘arc’cg(R+rt Y- &)
]

._2p|:arctg( Er tgf *) —{-arc’cg(R_*_r tg%)

—7T

r o —

+ arctg(———_F tg —- ) + artg (Rf—f—r tg Q)J .
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Aus (18) erhalten wir:

Q=P+ Q="+ arctg (B+ T g & ) + arctg (I}g—j_;: tg g)
+ arctg (—g%; tg 5—2—“) + aretg (g+ - g 2)}
2 =% - 0o

2 Pr? — —E—E;rjra%ﬂ + 8277,
Setzt man nun:
f2(6) = 0 am Rande des Kreises und f,(6) =% fiir 6 > 0 und < «, und
fi(0) = —Fk fir 0>x und <= + «, und fi(#) =0 fir alle anderen
Werte von 6, so ergibt sich:

2r

2RO =) g

R*—2Rrcos (0 —)F 72
o

a o
— 2rRsin (6 — 2r Rsin (0 —v)
k([R’—2choa(6—1p —{—r’dw f *—2rRcos (8 — de)
= —Fklg (R* — 2Br cos [0 — ¢] + 7?)

0

+k ilg[Rz—#?Rr cos (0 — ¢) + r¥]
’ - [ 2NN [+
P2 — 4 R*r*coscos (0 —a) -+ 4 7 P, sin g sin (8—5)

=klg - e
P2 AR**cosBcos (0 —e)— 4 Rr P sin z sin (8 — E)

wo
Py =R 4 ¢
18t}
k F* —4R**cosBcos (0 —o) —4RrP, sm;nn (B—E)
Q-P+Q=—"Lig

P —4R21’coaf)cos 6 — u)—f—4RrP sm—;‘sm (8 2)

20 =T 8 0 g R oty (BT g2 ) 1 areig (B g ]

— arctg (ﬂr tg < 9) - arctg (R Ty tg E)]
' R:—r* 7

e A .
2Py = 9 rarS&
P2 — 4 R*r%cosfcos (0 — &)} 4 RrPsin * gin <0—-~“)
R*— 2
45—y 2 %

L
S

r? —4R’r’cosBcos(6—u)~4RrPsmg in(@——»
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Nimmt man nun an, dafl der Druck - p fiir 0 < 6 <« «,

4 i 7!<H<a1:+oc,
un ur

z 3 ; .
§<9<7f2r + »;<0<3;+a ist,
go ergibt sich:

1 .
LR —r7)dy 2 e f dip
?/.RL“%”“ e S kr){ H*—2Rrcos @ - u) fri
i-ﬁ-a o
+ dw - d‘w
F*—~2r Reos| 9—1P)+T’n_ R?—2Rrcos (6 — ¢) 4 7*
5
3z
3 te
dy +,- -
T B v Rrcos (6w e |77 (Rz—r{ aretg (21 5")
b4
e N 0
bd
*2+a o
‘R+r P —0 . R—r P—8
+ | arctg (_R—rtg—f )-{—0 a1cto-(R+’ tg 5 )
2
T
§+a
R— —9 R4r, o—28
+ | wrots (g tgP5) = 2pferetg (1] 4 5)
T
.
+ arctg (R:H ) + arctg (~+r) tg (72 - a;’B)
— aretg (*_titg( — ')) + arctg (R+r fga;_0>

+ amtg(ﬁﬁi} tg ) -+ aretg (R+r tg( + "‘;—9))

— arty (17 i ()]

usw.

§ 6. Weiters Resultate.

I. Werden die Rinder von Kurven der Schar { = const. gebildet,
und ist £ der reelle Teil einer Funktion der komplexen Variabeln
2= g + iy, so filiren wir krummlinige Koordinaten £, 7 ein:

£+ i’?‘*" F(x + "-.y))
2UHIP= i) 158 + F .
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Wir bemerken, daB fiir £ = «:
— () ~ [ 5 (Z2e — O Olew
Wenn f(20¢ — £)f'(§) innerhalb der Kurve
(1) E=uo
eine endliche, stetige und eindeutige Funktion von & ist, so k&nnen
wir in #@hnlicher Weise fiir (1) eine Losung des Problems erbalten?),

indem wir zweimal die gewthnliche Randwertaufgabe aus der Theorie
des logarithmischen Potentials anwenden.

II. Als Anwendung krummliniger Koordinaten betrachten wir die
Spannungsverteilung in durchlochten Zugstiben.

Setzen wir in (B) §1
F(e) =ip, @(2)=p,
so erhalten wir die Lisung:
X,=p Y,=X, =0. (A)

In diesem Falle haben wir einen einfachen Zug; p ist der Betrag
des Zugs, die z-Achse seine Richtung.

Es ergibt sich aus den Formeln (1), (2) § 4:
204 i(P— @) = ipe*®*
P+r@=X,+Y,=p.
Folglich aus (3%*) und (5) § 4:

(2) %Q) =1ip [f'(g)]ﬂ; I’Y(g) =1ip (f' [;DE

PO —ip (g + I ©17)-

Das Problem der Spannungsverteilung in einem durchlochten Zug-
stabe formulieren wir folgendermallen: eine Spannungsverteilung zu
finden, so daB am Rande des Loches die Normal- und Schubspannungen
verschwinden und in unendlicher Entfernung diese Spannungsverteilung
mit (A) iibereinstimmt.?)

Es sei £ = ¢ die Gleichung des Loches; die Losung des Problems
ist gleichbedeutend mit der LOsung des folgenden Problems: eine

1) G. Kolossoff. Sur les problemes de 1élasticité & deux dimensions.
C. R. 1909 CXLVII. Nr. 17.

2) Der Spannungszustand ist, wie sich leicht zeigen liBt, durch diese Bedin-
gungen nicht eindeutig bestimmt und hingt von dem Charakter des Ubergangs
in den Zugtand (A) ab.
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Von G. KoLossoFr. 401
Spannungsverteilung (B) zu finden, so daB die Spannungen in der Un-
endlichkeit verschwinden und

Setzen wir jetzt die Spannungsverteilungen (A) und (B) zusammen,
so erhalten wir die Losung des Problems des durchlochten Zugstabes.

Beispiele:

a) Kreisformiges Loch')

f=é E=k+in=1gr+1i0, [() =€, h=>, E=a=Igr

oder
r=c¢*=R.

Wir beginnen mit dem Fall der Spannungsverteilung (B).

2(U+11P)
[: A t=«

4) + ip R*(1 4 cos 26).
Wegen (2) § b ist:
[2]:*'1(1)_—_@— — [ iR d‘p §)
r=R

= —ip(r* + ) —ipR2(1 + ¢2%) = pR?sin 20

+ F(;)J = (Funktion von 2),_,.

Sein reeller Teil ist fiir £ = o derselbe, wie bei (4),d.h. = p R? sin 26,

und wir kOnnen setzen:

) —26¢
A2U+zhzl L2} —ipRte~ % 4 ¢C = sz“Ti2 +iC
P4 Q. — 7(2(U+zP [2U+(P— Q). ,—~—2pcos20 —C—pR-

Wir setzen € = pI*

D) = — 2pRre?t
und

P =y 28 L B0 g Re-r— Ry

Die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe erhalten wir
durch Zusammensetzung mit dem Spannungszustand (A). Wir haben
dann mit (1), (2)

D(§) =p— 2pRie?
F(¢) =ip(3R*e~% 4 ¢*> + RY)

1) Dieses Ergebnis wurde zuerst von Prof. Kirsch abgeleitet. Siehe Zeitschrift
des V. D.J. 1898, S.797—805. S. auch Féppl, Technische Mechanik.
Zeitschrif$ f. Mathematik u. Physik. 62. Band. 1914, Heft 4 26
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402 Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizititstheorie

ond 2Ur=psin20 (2 —r'— 21
(P— Q)r*= p[_2122cos2o+rcos26+ cos2e_1ﬂ
2Pr’—(P—Q)r* +(P+Q>r
—p(rr— ) ( 7 cos 20)
2Xy+i(X=—Yy):e-“"(.?U—}—i[P—Q]):e-“"[ “;iqu@].
Folglich

[ R251n40—77s1n20:|

X, —Y,= [ grER 546—Fcos26+1:|

2X_ =2p [l—ﬂ%{r‘:ﬂo +£?ﬁi;\ﬁrg)R. co8 46]

R cos 260 (3R*—2r) R
2Y,=2p|~ “"T

2X =2 [3R __7—2—7: R’sind 6 — —; sin 29]

cos 4 0]

Somit erkalten wir die von Kirseh gegebenen Ausdriicke

X, —p- SEP@—y)  Rp@r—3R)(i—8atyh

2rt 2r8
o Rip(x®—y? | R*p(2r® — 3R% (r' —82"y?
Y,— - EE T, i
X _ Ripxy 2R *p(2r® — 3 RH(x*— yHxy
T

b) Elliptisches Loch.
‘Wir setzen:

g =z +iy— 4 (& +e 8 —[(D),

g0 daB die Kurven & — const. konfokale Ellipsen sind und 2¢ der Ab-
stand beider Brennpunkte ist;

LI2U +i(P — Q)]——i(e —{—'Lsxn?r) T2+ ()

FE) =9+ i,
Fiir die Spannungsverteilung (B) haben wir:

[?Wi?z'm e —ip (%)E_ - @'p%'(et— e iz’
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Von G. Korossorr. 403

Wir kinnen setzen:

2 (P — t . .
,y,i_ziii 92zp%(e2a_e—ﬂu),teﬂﬂg'f'sa_*_zcl’

wo C eine willkiirliche Konstante ist. Also kommt

ATE=0T oy i s eas20) £ 40

E=a

[P+Q _1 [?,(U+7;P)__2U+i(17———@/
h? 2 72 7

f=a

E=u

. 1

:—p(—ﬁ;)g_ +p2—p 2"00521}—0
2 2

*—'%(1—6“‘) cos 27 + 1’;..0_1’4& (62 4 =29,

Wir setzen:

Pt 2a «

A )

alsdann wird

{-P;;Q} =%c’(ez“—1)(e‘“—cos2n)

=

und
(€**— 1) (¢~ 2% — cos 2n) .

P —
{ +Q}E=a p e2a+e—2a
2

— co3 27

Somit kOnnen wir setzen:

Fir {—« hat man:
ic 2E e
[E(©)sea — {3:[2U (P — Q]+ ( +2 "1 isin2 ) ‘@]s-

Bemerkt man nun, daB

(R 1 isingy) = 0

4

fiir £=« gleich ist
e —F Ol = o (e —e

-2 _+_e—5a+2§'__ eﬂa-—ﬁ{)E=u,

80 konnen wir setzen:

F(§)=ip%!(e“—e“) (e?*=2t—1)
+i;1 (62 —g=%a 4 g—2a+2l__ gla s;)d‘f’(E)
26*
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404 Uber einige Eiggnscha.ften des ebenen Problems der Elastizititstheorie.

Die Spannungen X,, Y , X, finden wir durch die Formeln (1), (2) §4
X, +Y,=P+¢
2X, +i(X,— ¥,) = e QU+ i — Q) — K& @U+i(P— Q)

Fur die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe haben wir?):

20:___1
D) =p —21)—@;;?1)

F(§)=€%’—(e’;—e :)2+'tp (eﬂa —ﬂm)(eh—ﬂc_l)
ic:(eﬂtz_efia+e—s;z+2; etoe— JC)dd)(g

'ch a—3L —2a @ '3 — 2 —2a 5 o— 1
[’54-34 W2 te e _gle ) Qe —g 20 fg-2atis gl 25)(c %)J
Am Rande des Loches ist
E=ea, P=0
und

“_1)(e —coszni)r
[(Qeo= [P+ €l a;p—}—?p “+ T — 200827

(1_320)( 20:_6—211-)
— pelc - L.
TPEEAD ey w %4 e _2cos2y

Die Minimalwerte (— p) sind bei n =0, =, die Maximalwerte
3¢ —e * . w3
(=) i g7, 22

¢) Lemniskatisches Loch.
Wir setzen:

k4 i gt

s=ztiy=fO =cV1+ &)= mi?
c}!eEE
1) = eV14 e pum FOF 6 = i —
V 1 €% 268 cosy
WHIP=0 _ ) 9229 + pg)

(1) .
=— 0=

2E+e cosn+w slnn d@:)
Vl—{—ez;-}—ile COB 7]

+F(§).

1) Die vollstindigere Untersuchung siehe in meiner russischen Arbeit: ,Jjber
eine Anwendung der Theorie der komplexen Veriinderlichen auf das ebene Problem
der Elastizititstheorie 1910.*
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Von G. Kovrossorr. 405

Die Kurven £ — const. sind Lemniskaten, die Kurven 5 = const. sind
Hyperbeln,
Am Rande des Loches £ —« haben wir (Problem B):
[2(U+z’1’)] _ ¢ e“_}
h? - a1 +e) ),

——ip{FOF Ce—8+5
Wir kénnen setzen (Problem B):

ir— 6o s
w zp[f ©r (2a—§)+ ‘ 1+e _Tf_ﬁ?‘—%(eh';‘*‘eﬂ

[,,, [2(U+ iP) 22U+ Zh(zp/@ :_—czie“cosn

41+ }

t=a

und
(P+Qoo=—2pe~"cosq )14 2¢* cos 4 6**

— —2pcosy I+ 2 Toosy Fo e

Somit kinnen wir schreiben:
O(6) — — 2pe~ V(I + &) (T + e~ 5759)

Fiir £ —« haben wir

POk~ (WU +i2~ a1+ 5 r0r© 7]

und wir kénnen setzen:

FQ=— i OF @9+ -0 (et y )]
+5/e— 01 @ 38"

i
R

Fiir die Spannungsverteilung im durchlochten Zugstabe haben wir:
D) —p ~2pe~ V(1 + &)1+ emt+59)
. z ; ad
FQ——ip{f OF @e—g~S (== t+ )|+ 52— (9 °5°-
Am Rande des Loches ist:

(@ =[P+ Qlu—p—2pcosn VI Ze =cosy | e %2 .

Die Minimalwerte (—p — 2pe—¢) sind bei #=0, 2z, die Maxzimal-
werte (3p—2pe—°) bei n=u=,3x.
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406 Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizititstheorie.

§ 7. Beziehung zwischen dem behandelten Problem und der Integration
der biharmonischen Differentialgleichung.

Alle miglichen reellen Losungen der Differentialgleichung

(1) viviy -D,D, D, D, V=0

erhalten wir in der Form?):

() V=12(2) +x(2) + 29(a) +2,9(2)

(3) D,V =2[5¢(z) + 7' () + 9(s)]

(4) D.,D,,V=ViV=A4[g'(2) + ¢ (4]

6 0,0,y =27 -0 2ilT — 4Gy @+ )
() LV = O — = 2290 () +20(2)).

~—,—a

k
Durch Vergleich mit (6) § 1 gelangen wir zu folgenden Resultaten:
1. Es sei eine ebene Verzerrung gegeben und
() = 89(2)
F(z) = 4i(plz] — z'[z])
2(X,—i¥,) = ”’1 ¢ () + F(z) — 5 (D[] + ®[z,]) =
= 4(—%(}) (2] — iy [s]) — 4 9(2)
Y,+iX,=2[49' () + 1) +9()]=D7,

dh
v oV
(7 Yy=%: X=—%,
oK £ X) _ ;80 + Ty
@()— y

und es folgt aus (4):

axz=2 dX—f

II. Setzen wir jetzt:

p(2) ~8¢'(2)

F(zg) = — 4iy(2).
Wir erhalten durch (5)
¢ . - - o 0V .0tV 8
2X, —i(X,—Y))=—4i29"(2) — 4iy"(g) = — 2 dody 41 (Ty’_ 8%’)
und durch (4)

,
X, + ¥, = ;0] + @[#]) = Mﬁ%

1) Vgl. E.Goursat, Surl'équation A A U=10. S. M. F.Bull.26. 1898. p.206— 207.
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Yon G. Korossorr. 407

Folglich
4 v v
®) X ="y KTy LT
und ¥ ist die Spannungsfunktion von C. A. Airy.!) Eine analytische
Verallgemeinerung dieser Beziehung erhalten wir dureh (6).

III. Die Werte von V¥V und ZV (der Normalableitung) sind gewshn-
n

lich am Rande einer geschlossenen Kurve C vorgeschrieben, und das
Problem der Integration der Gleichung (1) besteht darin, zwei inner-
halb der Kurve C regnlire Funktionen zu finden, mit der Rand-

bedingung:
’ 7 1 1 R aV .aV
|2,9(@) + 1@ +9(E) =5 D, V=yge® (5; i an)

9
® l: gegebene Funkfion der Bogenlinge s des Randes.
Das Problem ist dann von derselben Art wie das Problem ebener
Verzerrung, und die Losung ergibt sich nach dem beim ebenen Elasti-
zititsproblem benutzten Verfahren.

IV. Im Falle einer geradlinigen Begrenzung nehmen wir sie als
z-Achse, und die beiden Probleme mind nach I identisch, d. h. die Nor-

mal- und Schubspannungen lings des Randes driicken sich als %—‘: und

14 L. .
— —g; aus. Im Fall der krummlinigen Begrenzung £ — « haben wir aus

{9) nach dem Verfahren vom §4:
W) i) =2[r@) "5+ 10 + e ®)],

wo () = @(fIED, x(8) — 2 (1¢]) ist.

Vergleichen wir jetzt (10) mit der Gleichung (5) § 4, welche sich
in folgender Form ausdriicken liBt:
(1) — 4 (P—iU)—=2[f&)f (03" 3+ 18 3 (@[g +<P[€J)f"(§)f(§l)]

und setzen wir

98—} 2@f ©)
O _ a1 ©f(2a —8 ~ (3 DO+ 2(2a—D) Q) 2a~9)

so finden wir am Rande £ = «
ov___ P oV _ U

rral A on 3

Diese Funktion ¥ kénnen wir Airys Funktion zweiter Art nennen. -

1) Vgl. A, Timpe 2. a, O.
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408 Uber einige Eigenschaften des ebenen Problems der Elastizitiitstheorie.

§ 8. Lisungen in drei Dimensionen.

Um Lésungen in drei Dimensionen der Gleichungen des Gleich-
gewichts eines isotropen festen Korpers, der von der Wirkung von
Massenkriiften frei ist, abzuleiten, kombinieren wir die drei Grund-
gleichungen:

p.e aX 0X
©) +%,.+ %

iz 3?70 usw.

und die sechs Beltramischen Kompatibllitétsbedingungen1):
vx, 42t 204w X+ Yy +4)

(2) 314 2u da?
204w *(Xat Yy +2Z)
V2 Y.+, 344 2u dy® N =0
usw.
Wir erhalten filr einen von z unabhiingigen Spannungszustand
(3) LXZ + a)& —0 aX,, + aYy _0
8 X, aY, B
) oy aw =0
20 +w P Xa+ Yy + Z)
) ViXe="u + 2 ,,7,7%2[,,,,7
vy 204w M Xad- Xy + Z)
17y 314 2p oy?
. o 2+ w) 3 (Xet+ ¥y + Z)
(6) ViX,=ViY, = 0; Vny_ 344 2u 3xayy
(M vz, — 0.
Folglich:
(8) Vi(X, + ¥,) = 0.

X,, ¥,, X, entsprechen dem ebenen Spannungszustand und
a! al
vixz:_égﬂ (Xz+ Yy)} VEYy:%E (X2+Yg)-

Somit erhalten wir aus (5):

3Z, 4 XYy 2'Z, Y MK+ Xy
oz* 2+ p  oax'  ? dxr  2(A4a gyt !
627, AL S )

cxdy 2(+p) oxdy
und folglich:
(10) Z,=ax+by+ce+o(X,+ 7)),

1) Encyklop. d, math. Wissensch. IV 24, Nr. 7a. .
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Von G. Korossorr. 409

WO 6 = % % die Poissonsche Konstante und a, b, ¢ willkiirliche Kon-

stanten bedeuten,

D, (X, 4+:1Y)=V}(X,+4Y,)=0
und
(11) D, (X, +Y,) = Funktion von 2 =t(z).

Der imaginire Teil von z(z,) verschwindet nach (4) und z(#,) = const = £,
Dann folgt aus (11)

X, + i ¥, — Funktion von # + "2 —

Beispielsweise nehmen wir in (3), (4) § 5:
Q=P+ Q=" (Asin0+ Bcosh) +r*(Csina0 + D cosa0);

(p:—(itm(AcosB—BsinB),¢:~(L_E£(Asin0+Bcosﬁ).
‘Wir finden
- . . a1 . .
20r = ;r***(Ceos 20 — Dsin 26) 5 7 (4cos@ — Bsin)

-

P—Qrt——orQ——2r7(P+ Q).
Folglich:
Pe+2)=Q@ —«

2—a . 2—ea v
=",, (d4sinf+ Beosf) +— ~r*(Csined + D cos «6)

Q=21+ @)= 21 *(4sin0 + Beost) +2F% 12 (Csined + D cos )
L2 - 411
U=~ r*(Ceos20 —Dsin20) — —,~ - (Acos — Bsinb).

- Z, ist gegeben durch (10), wo X, + ¥, = P 4 @ ist.

Die Theorie kénnen wir verallgemeinern fiir den Fall, daB die
i=n
Spannungen sich durch Polvn0me vou der Form >a, s ausdricken

i=1
lassen.!)

1) 8. meine russische Arbeit. Als besondere Fille erhalten wir hier den von
z linear und quadratisch abhiingigen Spannungszustand und die Ldsungen von
Saint-Venant, Clebsch, Maurice Lévy, Stekloff, Almangi usw.
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410 Die Gesetze des StoBes in der Lorentz-Einsteinschen Relativtheorie.

Die Gesetze des StoBes in der Lorentz-Einsteinschen
Relativtheoris.") -

Yon FerENCZ JUTTXER in Breslau.

In der Geschichte der Galilei-Newtonschen Mechanik war die
Aufstellung der StoBgesetze, die 1668 und 1669 durch Wallis, Wren
und Huyghens erfolgte, eine wichtige Stufe der Entwicklung. Die Be-
deutung dieser Gesetze wuchs aber spiter noch iber den Bereich der
Mechanik im engeren Sinne hinaus, als die kinetische Gastheorie auf
ihnen ihren groBen Bau errichtete. So diirfte es denn wohl von Inter-
esse sein, die neuen Gesetze des StoBes zu entwickeln, die gelten miissen,
falls die ganze Physik der Relativititstheorie, wie sie von H. A. Lorentz?)
und A. Einstein?®) begriindet wurde, eingeordnet wird.

Zar Bearbeitung dieser Aufgabe regte mich Herr Geheimrat Planck
an. Ich erlaube mir, ihm hierfiir, sowie fiir das fSrdernde Interesse, das
er mir wihrend meines Berliner Studienaufenthultes im Wintersemester
1910/1911 zuteil werden lieB, meinen herzlichen Dank auszusgrechen.

Im folgenden soll nun der elastische StoB behandelt werden, d. h.
ein solcher, bei dem keine lebendige Kraft verloren geht. Im iibrigen
werden die elastischen Formiénderungen der sich stoBenden Korper wie
in der gewGhnlichen ,elementaren Theorie unberiicksichtigt bleiben,
ebenso dementsprechend auch der Umstand, daB die Lorentz-Kontraktion
der Korper infolge der Anderung ihrer Geschwindigkeit bei dem Zu-
sammenstoBe auch cine Anderung erfihrt. Als sich stoBende Korper
werden” zwel frei bewegliche homogene Kugelnt) angenommen. Da bei
solchen exzentrische St68e nicht vorkommen konnen, sondern allein
zentrale, so bleibt nur noch zwischen dem geraden Stof, der im ersten
Abschnitt besprochen werden soll, und dem schiefer Stof, dem der zweite
Abschnitt gewidmet ist, zu unterscheiden. Bemerkt sei noch, daB die
Kugeln eine Drehbewegung vor dem StoBe nicht besitzen sollen, sowie
endlich, daB das Auftreten von Reibung ausgeschlossen wird.

1) Der erste Teil dieses Aufsatzes wurde im Aunszuge bereits am 20. Dezember
1911 in der Naturwissenschaftlichen Sektion der Schlesischen Gesellschaft fiir vater-
landische Kultur in Breslan vorgetragen.

2) H. A. Lorentz, Verslag. Kon. Akad. van Wetensch. Amsterdam, 12, S. 986
bis 1009. 1904. (Sitzung vom 23. April 1904).

3) A, Einstein, Ann. d. Phys. (4) 17, 8. 891 bis 921. 1905.

4) Die Kugelgestalt moge diesen Korpern in ihrem gleichfsrmigen Laufe vor
dem Zusammensto8e zukommen, demgemi8 also nicht im Ruhezustande.
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Von Ferexcz JiTTNER. 411

Erster Abschnitt.
Der gerade (elastische) StoB.

§ 1. Analytische Behandlung.

Die Mittelpunkte beider homogenen Kugeln mogen sich auf der
z-Achse eines als ruhend angesehenen dynamisch berechtigten Koordi-
natensystems bewegen. Die (Ruh-)Masse einer solchen Kugel werde m,
ithre Geschwindigkeit «, ihr Impuls my und ihre lebendige Kraft I. ge-

pannt. Dann ist auf Grund der neuen Mechanik?):
2
(1) {—— % L=—"%_|
u? /‘ u?
yow Ty

wobel ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet.?)

Die Massen der beiden cinander stoBenden Kugeln seien nunmehr

durch die Bezeichnungen m;, und m, unterschieden; bei den tibrigen
mechanischen Funktionen u, ¢, I. sei ebenso durch eine Indexziffer an-
gegeben, welchem Korper sie zukommen, aber auBerdem noch in dem
Falle, daB sie sich auf den Zustand nach dem StoBe beziehen, ein Strich
oben zugefiigt (z. B. u), u,), wihrend demgemiB die ungestrichenen
GroBen fir den Zustand vor dem StoBe gelten (z. B. u,, uy).

Die Werte von #; und %, sind hier wie in der gewdhnlichen Me-
Chanik bereits durch die Prinzipe von der ¥rhaltung der Bewegungs-
gribe sowie der lebendigen Kraft vollig bestimmt:

() {m121 + mgly, = m1§’1 + iy E;;
L1+L2 =L'1 +L;-

Zur Ableitung der beiden Gleichungen (2) geniigt nun in der re-
lativtheoretischen wie in der gewthnlichen Mechanik die Annahme, daB
m, und m, die Massen zweicr materiellen Punkte sind, die durchaus
nicht die Grenzfille von homogenen Kugeln darzustellen brauchen. Das
in Rede stehende Problem des geraden StoBes zweler homogenen Ku-
geln ist also mit demjenigen des geraden StoBes zweier beliebigen
Massenpunkte mathematisch gleichwertig. Da die letztere Auffassung
aber die allgemeinere ist, insofern sie von der Voraussetzung einer be-

1) M. Planck, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 8, 8. 136 bis 141. 1906. (Sitzung
vom 23. Mirz 1906.)

2) Fir u =0 folgt aus dem oben fiir die lebendige Kraft gegebenen Aus-
druck der Wert mc?; diese Konstante ist hier absichtlich nicht von I abgezogen
worden, zumal sie in der Mechanik bedeutungslos 1st. Vgl. M. Planck, Berliner
Ber. 1907, 8. 542 bis 570 (Sitzung vom 13. Juni 1907), insbesondere § 18 (auch ab-
gedruckt in Ann. d Phys (4) 26, S. 1 bis 34, 1908).
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4192 Die Gesetze des StoBes in der Lorentz-Einsteinschen Relativtheorie.

stimmten Gestalt und Massenverteilung der Korper frei ist, so soll sie
im weiteren Verlaufe dieses Abschnittes vorgezogen werden.

Um jetzt die Gleichungen (2) aufzulsen, sollen an Stelle der Ge-
schwindigkeiten « zweckmiiBiger gewiihite Grifen eingefiihrt werden.

Man beachte, daB stets
E{MES!
|

ist, da in der Relativtheorie materielle Punkte niemals Uberlichtge-
schwindigkeit annehmen konnen. Daher darf man setzen:
w

(32) e g7,
Durch diese Substitution nehmen die Funktionen (1) die folgende Ge-
stalt an:
(3b) r=c- - Siny, L=mc*. Cojy.
Falls die Geschwindigkeit « von — ¢ bis + ¢ wichst, wichst der zu-
gehorige hyperbolische ,,Geschwindigkeitswinkel“ » (d. h. doppelte Hy-
perbelsektor) von — oo bis + oo} ebenso wiichst auch, wie notwendig,
der auf die Masseneinheit reduzierte Impuls £ von — oo bis + oo, wik-
rend die lebendige Kraft L von me® bis 4 oo variiert.

Beriicksichtigt man die fir kleine % giiltigen Beziehungen

2
ig’?:’?; @inn=’7; 6077?=1 +17ﬂ;2,

so erhilt man sofort die ausgearteten Ausdriicke der gewdhnlichen Me-
chanik, welche fiir gegen ¢ kleine Geschwindigkeiten u gelten:

u m
(3%) 70 =%, ¢ =, LO=mc* +7 u’.

Wenn man in der angegebenen Weise siimtliche vier Geschwindig-
keiten u,, uy, u;,u, durch die zugehdrigen Geschwindigkeitswinkel 7,
s My, Ny ersetzt, verwandelt sich (2) in folgendes symmetrische Glei-
chungssystem:

@ {m1 Gin 4, + m, Sin 7, = m, Sin 7, + my, Sin 1,
my Qoi 5y + my Cof 5y = my Cof 7] + my Cof 7.

Bringt man in beiden Gleichungen die m, enthaltenden Glieder
nach links und die m, enthaltenden nach rechts und dividiert sodann
die zweite Gleichung durch die erste, so erhilt man:

Cofn; —Cofnd _ Coimy — Cojn:

Ginn, — Einxy Einn, —Cinqh *
Verwandelt man nun die hier auftretenden Differenzen in Produkte, so
bekommt man durch Heben

Ig ’@;1 . ’%ﬂ%
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Von Ferexcz JirTNER. 413

und hieraus:
(5) Ny + =y +

Fiir kleine Geschwindigkeilen artet diese Gleichung gemiB {3*) in fol-
gende aus der gewdhnlichen Theorie des StoBes bekannte Beziehung aus:
(%) w, + U, = u, + u,.

In dieser Gleichung wird links auf den ersten Ma;ssenpunkt und
rechts auf den zweiten das Additionsgesetz der Geschwindigkeiten an-
gewandt. Das Entsprechende findet auch in Gleichung (5) statt; jedoch
ist eben die einfache Addition in der Relativtheorie nur fir die Ge-
schwindigkeitswinkel selbst zuléissig, nicht mehr fiir ihre hyperbolischen
Tangenten, die Geschwindigkeiten?); fiir die letzteren gilt vielmehr ein
anderes Additionsgesetz. In der Tat geht (5) durch Anwendung der
Operation Tg, wenn man das Additionstheorem dieser Funktion beriick-
sichtigt, in die Beziehung tber:

Tgm +Fgny _ Tgm +Tgmy
1+4+%g7,Tgmy 1+ g7, - T

oder:

(5 a) U "+‘ u1 Y -+ uh
u2 u2 :
14 % 14+

u,1 ul

Hier erkennt man auf beiden Seiten der Gleichung nun wirklich das
relativtheoretische Additionsgesetz der Geschwindigkeiten, wie es von
Einstein?) und H. Poincaré®) fast gleichzeitig aufgestellt wurde.

Uw jetzt die Losung des Systems (4) zu beenden, dividiere man
die erste Gleichung desselben

my (Siny, — Sinyg) = — m, - (Siny, — Siny,)
durch die aus (5) hervorgehende:
2 Gof mtEm_ g o ZYL‘f;m
2

man erhilt so:

(6) m, Sin T 4 om, Gin 2" — 0,

Nun bezeichne man in (5) den vorliufig unbekannten gemeinsamen
Wert von 5, + %, und 7, + %, mit 2¢ und setze die sich so ergeben-
den Werte

(Ta) Mm=28— 1, 1= 28—
1) Vgl. A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10, 8. 826 bis 829. 1909.
2) A. Einstein, a. a. O., §5, S. 905f.

3) H. Poincaré, Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, 21, S. 129 bis 176,
1906 (Sitzung vom 23. Juli 1905); vgl. § 1, B. 133f. u. § 4, 8. 144f
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in (B) ein; es folgt dann:
my &in (£ — 7,) + my &in (§ — 7,) = 0.
Durch diese Gleichung ist der Wert von { bestimmt; man erhilt aus ihr:

m, Gingy, + m, Gin I’y
(Th) T8 8 — . Gorn, + m, Gofn, °

Die gesuchte Losung von (4) wird also durch (7a) und (7b) gebildet;
durch (3a) sind dann auch die %, und %, entsprechenden Geschwindig-
keiten w«,” und %, selbst bestimmt.

Jetzt sollen die gesuchten Griflen u,” sowie u,” durch die beiden
gegebenen %, und w, in entwickelter Form dargestellt werden, und zwar
zuerst w,". Aus (7a) folgt

Lq 771,_= 528 —m)
oder durch zweimalige Beniitzung des Additionstheorems der Funktion
&g und Berficksichtigung von (3a):

2%:—“0-‘-(1#13’@

(8) B .
c k72
1+ Tg*t—2- ¢

Die Gleichung (7b) nimmt durch Anwendung von (3b) die Gestalt an:
n, %‘ + m, %’

(707 Tl=-—3 3

oder in Riicksicht auf (1):

u — N
m‘l‘cl s+m¥ 1—=

) gt —

Setzt man den durch (9) gegebenen Wert von Tg ¢ in (8) ein, so er-
hilt man den gewlnschten Ausdruck fiir #,", den man nur noch zu ver-
einfachen hat. Aus ihm erhilt man dann durch Vertauschung der In-
dizes 1 und 2 sofort denjenigen fiir u,.

In entwickelter Gestalt lautet somit dié Losung der Aufgabe des
geraden StoBes:

43 ug H 3
mfui-(l—?c;)—km.;.(?u,—ul——ul-cg)—}—2m1m,u2 -V(l—q—‘;) (1——~})

. ¢ ¢
W = e ;2 - u, I 97 -
mg.(l—c:)—f—mg-(l—z ’+ +2mm V { (
e Y | Y

L R —+ miu, - 1—? + 2m m,u, - 1—‘027 I—Ei

Ug =

(1_2 E‘li@_*, >+n, ( ?) +2mlm,--l/(1f1§)<(1i§)
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Hierzu tritt noch als verbindende Beziehung die Gleichung (ba), die
z. B, gestattet, «; aus #’; linear gebrochen zu berechnen:

, Uy Uy
Uy — Uy — Uy -(1———5,—)

(5b) u’=glu,+u',-(u,—u1)_1'
c? cy
Sind #, und u, klein gegen ¢, so lassen sich die rechten Seiten
von (10) durch m, + m, heben, und die Zihler und Nenner gchen aus
quadratischen Funktionen der Massen in lineare iiber. Die so ausge-
artele Lisung lautet:
’ (my — my)u, + 2m,u,

’u, ==
1 F H
(10*) 'm/l + m2
r_ Ty A (my —my YUy
e my + m, ’

diese Gleichungen sind, wie notwendig, die in der gewohnlichen Me-
chanik geltenden Gesetze des geraden StoBes.

Auf vollig durchsichtige Weise gewinnt man die StoBgesetze (10%)
aus den Gleichungen (7b) und (7a); die dort auftretenden transzen-
denten Funktionen arten nimlich im Grenzfalle in lineare aus, so daB

man einfach erhilt:
(7 b*) g — ™™ + My Ty

my+my

(my —my)ny + 2mym,

9 |
(7 a*) " ® g m, ‘I‘ Mg
AT S Tk M T o LU
™ ’ T2 my —+ my

Die Gleichungen (7a*) fithren nun offenbar sofort auf das gesuchte
System (10%).

Von besonderen Fillen der allgemeinen Gesetze (10) seien folgende
hervorgehoben:

@) Fiir m; — m, folgt aus (10) oder leichter unmittelbar aus (4)
oder auch (2):

I I3
Uy = Ugy Uy = Uy}

beim geraden StoB von materiellen Punkten gleicher Masse vertauschen
sich also einfach die Geschwindigkeiten, wie in der gewdhnlichen
Mechanik.

;) Ist m, — m, und auBerdem u, — O, so erhilt man
’ ’
U =ty, Uy=0;

in diesem Falle gibt also der bewegte Massenpunkt seine ganze Ge-
schwindigkeit an den ruhenden ab.
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8) Fir A:%’— = oo ergeben gich aus (10) sofort die Formeln:
' 2

2oy — Uy - (1—}—%)

’

,

U, = —— 5, Uy = Uy,

1 . 2ulu,_{_u§ ’ 2 2
ct c?

die fiir kleine Gleschwindigkeiten in die aus der gewGhnlichen Mechanik

bekannten
u, — 2u, — L=
Uy = &y — Uy, Uy= Uy
ausarten.

B Ist :T’ = oo und #, = 0, so erhilt man
1

Uy ——t;, ty=—0.

Dieses Ergebnis 1dBt sich am einfachsten fiir Kugeln aussprechen,
z. B. folgendermaBen: stoBt eine homogene Kugel senkrecht auf eine
ebene Wand, die einen ruhenden Korper von unendlicher Masse be-
grenzt, so wird die Kugel in entgegengesetzter Richtung reflektiert,
wobei sich der Betrag ihrer Geschwindigkeit nicht dndert. Wie man
gieht, ist diese Folgerung der neuen und der alten StoBtheorie ge-
meinsam.

"y

y) Fir =T % oder m,xt, + myt, =10

gewinnt man aus (10) oder erheblich einfacher aus (7b?) und (7a) die
Beziehungen , ,
Uy = Uy, Uy = — Uy

die Geschwindigkeiten beider Massenpunkte behalten also ihre GriBe,
nehmen aber die entgegengesetzte Richtung an. Im Falle kleiner Ge-
schwindigkeiten geht jenme Bedingung ersichtlich in die einfachere

oder wm u; + myu, =0
my 1

B
® 8

iiber (Ruhe des Schwerpunkts des Systems beider Massenpunkte), die
in der gewshnlichen Mechanik gilt.

Ubrigens liBt sich ,) auch als besonderer Fall von y) ansehen,
da die Bedingungen vou fi;) der Voraussetzung von p) geniigen.

y) Ist w, =w, ug = —u und m; =my, so ist die relativtheore-
tische Bedingung fiir den Kall y) ebenfalls erfiillt, also

Up= — U, Up=1U,

eine Losung, die auch in der gewdhnlichen Theorie gilt. Diese Tat-
sache ist mit dem Umstande im Einklang, daB sich der Fall 7.) auch
als besonderer Fall von o) ansehen Ilifit.
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§ 2. Geometrische Behandlung.

Nunmehr moge die Aufgabe des geraden StoBes auf eine geo-
metrische Weise behandelt werden, die die Richtigkeit der Ldsung
(Ta, b) und ihrer besonderen Fille anschaulich fast ohne Rechnung
erkennen laBt. Hierbei wird die von Poincaré') herriihrende Deutung
der relativtheoretischen Physik als einer Invariantentheorie eines ge-
wissen vierdimensionalen Raumes zugrunde gelegt werden. Die Koor-
dinaten dieses Raumes sind die vier reellen GréBen z, y, £ und I=ct.
Sein Charakter ist hyperbolisch; insbesondere ist sein stets reelles
Linienelement de¢ durch die Beziehung bestimmt:

(11) de? = dI* —da? —dy® — d2*

In diesem Paragraphen wird nur die hyperbolische zl-Ebene ver-
wendet, fiir deren Linienelement di aus (11) diese Gleichung folgt:
(11a) da? =dl* — dat

Bemerkt sei noch, dal die Ausdrucksweise und zugleich die Aus-
fiihrung der Figuren der Einfachheit wegen nicht reell hyperbolisch,
gondern reell euklidisch gestaltet werden soll.

Der Bewegungszustand eines mit der konstanten Geschwindigkeit
v auf der z-Achse fortschreitenden Punktes von der Masse m kann
nun durch einen Vektor Ul in der zi-Ebene dargestellt werden, der mit
der I-Achse den u entsprechenden Winkel 5 bildet (gemiB (3a)) und
dessen Linge gleick m ist. Die Komponenten des ,Bewegungsvektors®
U nach den Koordinatenachsen sind dann

u,- m@inn=%-mg
(12 1
U, = m Cof g = 5+ L,

d. h. bis anf uviverselle Konstanten gleich dem Impuls und der leben-
digen Kraft des Punktes.®)
Der Betrag m von U setzt sich aus den Komponenien unter Be-
riicksichtigung der Identitit
Coi?y — Sty =1

hyperbolisch gemiB (11a) zusammen:

(13) U] = Y7 — U2 =m.
Fiihrt man in der angegebenen Weise die Bewegungsvektoren.ul,
U, W, W, der zwei sich stoBenden Massenpunkte ein, so lassen sich

die beiden zu lésenden Gleichungen (4), welche die Erhaltung von Im-

1) H. Poincaré, a a, 0., § 9, S. 168f.
2) Vgl. H. Poincaré, a. a. 0., S. 169.
Zpitechrifi . Mathematik u. Physik. 62. Band. 1914 Heft & 27
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puls und Energie ausdriicken, in die zweidimensionale Vektorgleichung
zusammenziehen:

(14) W+ U =U + U,
zu der die beiden Bedingungen fiir die Massen
(14) W=, ) — )
hinzutreten.

Das Problem des geraden StoBes bekommt dann, wie man durch
unmittelbare Anschanung erkennt, folgende Losung:

Die Bewegungsuvektoren W, und U, werden aus U, und U, durch
Spiegelung an der geometrischen Summe U, + U, erhalten.

In der Tat sind sodann die Gleichungen (14) und (l4a) erfiillt
und auch nur dann, falls man die identische Ldsung, wie nétig, aus-
schlieBt. Zur Erlduterung diene Figur 1; in ihr ist 04 =1,, AB=1l,,
0B=1U,+1,, 04'=1], A'B=-1,.

Setzt man ¢ BOC = ¢, so ergibt sich aus der Figur sofort:

£ = Tt _ et

2 9
Tt — BC _ m, €inn +m, Giny,
85=%0vc¢~— my Cof 5, +m, Coin,’

d. i. die vorhin auf rein rechnerischem Wege gefundene Losung (T7a,b).

Sehr leicht lassen sich nun auch die oben besprochenen beson-
deren Fille a), o), ), B), 7), 7,) durch die betreffenden geometri-
schen Konstruktionen l6sen.

o) Fir m; =my, =m wird gemiB Figur 2 das Deltoid 04 B4’
ein Rhombus und somit

N=T  Ne= T,
d. h. , )
Uy =y, U= u,, wie friiher.
;) In bezug auf diesen Sonderfall (s. 0.) von «) sei nur bemerkt,
daB bel ihm die Seite O A des Rhombus auf die - Achse zu liegen kommt.
8) Fiir %’i = oo fillt entsprechend Figur 3 die Ecke B des Del-
tolds 1in unendlliche Ferne, und daher wird
77’1=2'72*’7u 77'2=772:
was wegen (3a) auf die oben gegebene Losung fijhrt.

my

B,) Ist insbesondere auBer --* = oo noch uy, = 0, so liest man

aus Figur 4 unmittelbar die Beziehungen ab:
7}’1=77717 77;=772=07
d- h- 14

, = —u, U,=0, wie oben.
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y) Fir m, Giny + m,Sing, =0 erhilt das Deltoid eine zur
l-Achse symmetrische Lage — siehe Figur 5 — und daher ist

77’1=_7717 77,2’=_772;
d. h.

Uy = —u;, U, — — Uy, wie frither.

DaB B,) auch als ein besonderer Fall von p) angesehen werden
kann, erhellt ans den zugehdrigen Figuren sofort.

71) Es geniige die Bemerkung, daB unter den hier geltenden Be-
dingungen (s. 0.) das Deltoid in Figur 5 in einen Rhombus ausartet,
der natiirlich wieder zur 7-Achse symmetrisch liegt, so daB zugleich
ein Sonderfall von p und e« vorliegt.

Uberhaupt entspricht jeder Besonderheit der Gestalt oder Lage
des Deltoids auch immer ein physikalisch bedeutsamer Spezialfall der
StoBgesetze.

Zweiter Abschnitt.
Der schiefe (elastische) StoB zweier homogener Kugeln.

§ 3. Analytische Behandlung.

In diesem allgemeinen Fallé werde wiederum, wie am Beginn von
§ 1, auf den StoB von homogenen Kugeln, also nicht mehr von Massen-
punkten, zuriickgegangen. Die Mittelpunkte beider Kugeln bewegen
sich hier auf getrennten Geraden im Raume, die vor und nach dem
ZusammenstoB verschiedene Lage haben und im fiibrigen windschief,
parallel oder konvergent sein kénnen. Die Geschwindigkeit einer Kugel,
deren Masse m sei, heiBe ¢g; die Komponenten der Geschwindigkeit
nach den Achsen eines als ruhend angesehenen dynamisch berechtigten
rechtwinkligen Koordinatensystems seien #, v, w genannt, die Kom-
ponenten des zugehdrigen Impulses mg, mY, m3, die lechendige Kraft
von m ferner L. Dann gelten an Stelle von (1) in § 1 folgende all-
gemeineren Beziehungen, in denen wieder ¢ die Lichtgeschwindigkeit
bedeutet:

L=, = K p=-——t=
VIJ,’,’ Vl_jf,’ Vf:,q}’
(15) c? c? c?
L=—m9:2; g = u? + 0
q
1 —1_
ci

Die Indexziffern und Striche sollen in derselben Bedeutung wie
im ersten Abschnitt angewandt werden.
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Gesucht werden nun bei der in Rede stehenden Aufgabe die 6
Werte u}, ¥;, w}, Uy, v, w}. Die Prinzipe von der Erhaltung der Be-
wegungsgrofie sowie der lebendigen Kraft liefern fiir sie sogleich fol-

gende Bezichungen:

(16,) My Ly + My Ly — My T+ My,
(16,) - My Yy + meYy = my Y + My g,
(164) My dy + My dy — my B+ my 3,
(16, L+ L, = L; + L.

Diese 4 Gleichungen gelten offenbar auch fiir zwei Massenpunkte
m, und m, von beliebiger Gestalt; jedoch geniigen sie nicht zur Be-
rechnung der gesuchten 6 Umnbekannten. Da sich nun fiir den Fall
von Mussenpunkten weitere Bezichungen nicht aufstellen lassen, indem
z. B. die Angabe des zwischen den Punkten bei der Berithrung wirken-
den Kraftgesetzes die Bewegung ihres eigentlichen Charakters als eines
StoBes beraubt, so bleibt das Problem des schiefen Stofes zweier be-
liebigen Massenpunkte unbestimmt, im Unterschiede von dem im ersten
Abschnitt behandelten geraden StoBe derselben. Bei dem schiefen StoB
zweier bomogenen Kugeln ist es dagegen leicht, eine zweite Gruppe
von dem Wesen dieser Bewegung eigentiimlichen Beziehungen anzu-
geben, sodaB die Aufgabe eindeutig lésbar wird.

Betrachtet man niimlich die beiden homogenen Kugeln im Augen-
blicke ihres ZusammenstoBes, so werden Kraftwirkungen in Riicksicht
auf die Symmetrie und Homogenitit der Kérper nur in Richtung der
Zentralen stattfinden und nicht senkrecht zu ihr, da Reibung ausdriick-
lich ausgeschlossen wurde. Weil aber das Wesen einer Kraftwirkung
dem verallgemeinerten zweiten Bewegungsgesetze der Mechanik ent-
sprechend in einer Anderung des Impulses besteht, so werden die
Komponenten des Impulses in der Richtung der Zentralen (der ,StoB-
richtung®) geindert werden; die transversalen Komponenten werden
aber fiir jede Kugel einzeln konstant bleiben und ebenso folglich die
betreffenden auf die Masseneinheit reduzierten Komponenten. Da in der
gewthnlichen Mechanik der reduzierte Impuls mit der Geschwindigkeit
zusammenfillt, bleiben dort bekanntlich weit einfacher die transversalen
Geschwindigkeitskomponenten beim StoB ungelindert.

Wie man erkennt, liBt sich dieser soeben gegebene Ansatz in der
Tat nicht auf Massenpunkte unbestimmter Gestalt tibertragen, im Kin-
klange mit den fritheren Ausfithrungen.

Denkt man sich jetzt das Koordinatensystem so gelegt, daB seine
z-Achse im Augenblicke des Stofes mit der Zentralen beider Kugeln zu-
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sammenfillt, so fihrt die oben durchgefiihrte Uberlegung zu folgenden
weiteren 4 Gleichungen:

(17) I)lzt);r 3123,1v l)2=t);, 32:5;-

Nunmehr werden die beiden Gleichungen (16,) und (16,) durch
(17) identisch erfiillt und ktnnen daher fernerhin unbeachtet bleiben.
Also hat man jetzt genau 6 Gleichungen, nimlich (16,), (16,) und
(17), fir die 6 zu bestimmenden GroBen.

In Riicksicht auf (15) ist das System (17) den folgenden beiden
Doppelgleichungen gleichwertig:

Vl _ 4 Vl _%
vy ¢ w v, c? W,y

(17a) w T o w U;—]ﬁzwg'
1— 2 17

c? ¢

Denkt man sich nun fiir jede Kugel v und % zu einer trans-
versalen (lesamtkomponente zusammengesetzt, so erkennt man aus
(17a) folgende wichtige Kigentiimlichkeit des schiefen Stofes in der
Relativtheorie:

Die Richiung der transversalen Gesamthomponente der Geschwindig-
keit bleibt fiir jede der “beiden homogenen Kugeln beim Stofle erhalten,
aber ihre Grofle dndert sich. (Vgl hicrzu unten Gl (29) und (30)).

In der gewthnlichen Mechanik bleibt dagegen bekanntlich auch
die GriBe derselben erhalten.

Jetzt moge die Losung der 6 Gleichungen unseres Problems auf
analytischem Wege erbracht werden. Indem man beachtet, daB die

q

w .
und ~ Dur von O bistl

" : U
absoluten Betriige der Quotienten —-, —,

variieren konnen, fithre man die (hyperbolischen) Winkel ¢, gz, ¥, o
durch folgende Gleichungen ein:

die letzte derselben kann auch durch die gleichwertige einfachere

(18b) Tgo =+

[4
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ersetzt werden, die zu (3a) im ersten Abschnitt analog ist. Zwischen

den in (18a) auftretenden Winkelfunktionen besteht ersichtlich diese
Identitit:

(18¢) Coffo - Sin*gp - Sinty — Siniy = 1.
Die mechanischen Grundfunktionen nehmen jetzt folgende Gestalt an:
=c-Sin —=c¢-Gin =c-Gin
(19) {E ¢, Y X & ¥,
L—=mc- Cofo.
In der angegebenen Weise fithre man die 16 Winkel

Py Ty Vi, 04,
Cer 23y Uy Qg

’

Py, v Y, @
f}?;, x;v w;r 0

J

’
1
’
2

an Stelle der 12 Geschwindigkeiten

v Y Wy
’ ’ ’
Ugy Uy, w,

eln, wobei die Gleichwertigkeit beider Variabelnsysteme wegen der
(18¢) entsprechenden 4 Identitiiten einleuchtend ist. Dann gehen die
zu losenden 6 Gleichungen (16,), (16,) und (17) in die folgenden tiber:
(20, {ml Singp, + myGin g, = m, Sin g + m,Sin g,
' m, €of ¢, + m, Cof o, = m, Cof ¢, + m, Cof ],
Biny, = Giny,, Siny, — Siny’
(20,) [N' X1 - x,u . Py | f7
Ging, = Siny,, Giny, = Cinyy,.
Es ist nun mdglich, die Gleichungen (20,) bei Berticksichtigung von
(20,) auf eine Form zu bringen, die derjenigen der im ersten Abschnitt
bereits geldsten Gleichungen (4) ganz analog ist, indem nur dis Massen

durch verwickeltere Ausdrﬁc_ke zu ersetzen sind. Diese letzteren sollen
nun zuerst aufgestellt werden.

Man gewinnt aus (18¢) und (20,) folgende Gleichungen:
@) Coi* o, — Gin’ g, = Coj? o, — Bin’ g,
Cof? o, — Bin? g, = Coj* g, — Sin? ¢,
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die in den urspriinglichen Variabeln so lauten:

uf Uy
1= I
g = Ty
1— Z‘, 1— qclz
2la
" e
9 | 4
11— 1

Jetzt definiere man eine Funktion M folgendermaflen :

(22) M = m)/Cojtg — Ginte
oder S
"
(22a) M=m .
s
02

Fiihrt man so die 4 GroBen M,, M,, M/, M,/ ein, so gilt wegen (21):
(23) My~ M, M, — M

die Funktionen 2, und M, verhalten sich also #hnlich wie die
Massen m, und s, selbst, indem sie beim StoBe ihren Zahlenwert

nicht #indern. Ferner verwende man wieder den im ersten Abschnitt
(vgl. Ba)) benutzten Winkel . Man setze also:

Sing
oder
(243) ('Ig N = %7

und bestimme in dieser Weise die Winkel 7,, 75, %7, %;. Die Glei-
chungen (21) und (22) gehen dann in folgende iiber:

R Cofe Cof o} Gof 0, Cof o)
b Cofe, Cofe. _
(21b) Gofm, — Gofr,’ Gofn, — Gofmy’

_ Gofe
(22b) M=m Cofn

Auf Grund von (24), (22b) und (21Db) (oder (23)) erkennt man
nun sofort die Richtigkeit der folgenden auf m, beziiglichen Identititen:
{ml Ging, = M,&iny, mCing, = M Siny;,

my Cof o, = M, Coj ny, m, Cof o, — M, Coj7;.
Da fiir m, die entsprechenden Beziehungen bestehen, so nehmen die
Gleichungen (20,) die gewiinschte Gestalt an, die zu (4) analog ist:
{Mlginn, + M,Ciny, = M, Ciny; + M, Siny,

M, Cof n, + M, Cojny = M, Cojn; + M, Cofr.

(25)

(26)
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Die Losung dieses Systems ist gemiB (Ta,b) diese:

=29 —17, n3=28—mn,
M, Ginn, + M, Ginn,
M, Gofn, + M, Cofm,

7) Ly o=

Die gesuchten zentralen Geschwindigkeilshomponenten wuy und wus
selbst erhilt man dann aus %, und 7, mittels (24a); sie hdngen also
in der Relativtheorie wegen (22a) auch von den Werten der transver-
salen Komponenien vy, w,, vy, Wy ab.

Mit Riicksicht auf (25) kann man die erhaltene Losung auch fol-
gendermaflen schreiben:

’7;= 29—y, 77’2= 29 — ng,
(27a)

_ m Ging, +m,Ging,
g ¥ = m, €of o, + m, Cof g,

Um die Lgsung der Aufgabe zu beenden, sind noch gewisse Um-
gestaltungen einiger fritherer Gleichungen zweckmiBig. Wegen (18a)
kann man (17a) in die Form bringen:

- Coj o} ) ? ©of o3 w
17b =g — o, e,
( ) A Cof o, w}? 1 Bof o, wh

Hieraus ergibt sich wegen (21D)

(28) v, Coin] w, L (Soi'g’, Wy

v Cojm Wl vy T Gofmy Wy’

oder in den urspriinglichen GroBen:

2 T2
v 1_% w . Vl—%z W,
(28 &) 2=~ =1 P L= 2

oA Vl_u_;z_?v’l’ v Vl_q_/l A
c? c?
welch letztere Form man auch unmittelbar aus (17a) und (21a) er-
halten kann.

Die gesuchten transversalen Komponenten v, W, vy, w, werden
mun durch (28a) bestimmt oder auch in trigonometrischer Form durch
(28); auf ihre Abhdangigkeit von den sentralen Komponenten w, und wug
sel noch besonders hingewiesen. Damit sind alle 6 Unbekannten er:
mittelt und unser Problem gel&st. Doch migen noch einige weitere
GrioBen berechnet werden.

Die Gesamtgeschwindigkeiten ¢, und ¢ sind durch (21a) un-
mittelbar zu erhalten, oder auch auf trigonometrischem Wege, indem
man aus (21b) ¢; und 0, findet und hieraus mittels (18b) ¢, und ¢;.
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Fiir die Anderung der transversalen Gesamtkomponenten der Ge-

schwindigkeit l/v’—}—u durch den StoB gewinnt man aus (28) die
Gleichung:
(29) 1C+w* _ Colmy  Vwi+wi  Goinmy

Vietwe  ®in’ yipiwy Gl

Die Richtung dieser transversalen Gesamtkomponenten bleibt da-
gegen, wie schon bemerkt, beirn StoB auch in der Relativtheorie unge-
dndert; maBgebend ist hierfiir die schon in (17a) enthaltene Beziehung:

v v} ) Vs
@) A

Versteht man ferner unter @« den Winkel der Bewegungsrichtung
einer Kugel mit der in der ,StoBrichtung® gelegenen z-Achse, so ist
offenbar -

(31) bga = YV
‘ u

Die Gleichungen fiir die Anderung dieser Winkel durch den StoB

bekommt man aus (29) und (24a), namlich:

tga, Gin 7] te tgey Gin 73
(32) - , == .
g o Sin g, tg o, Siun,

Besitzen die sich stoBenden Kugeln urspriinglich keine transversale
Geschwindigkeit, ist also

vy =y = vy =y, =0,
somit ¢, — 4, und g, = u,, bewegen ihre Mittelpunkte sich also anfangs
auf der bereits in der Berithrungszentralen liegenden z-Achse, so ist

gemiB (22a)
M, =m; und DI, =m,.

Es wird also (26) mit (4) identisch, und aus (28) folgt auBerdem
' v, = wi = vy = w;=0,

d. h. die Kugelmittelpunkte bewegen sich auch nach dem Zusammen-
stoBe auf der z-Achse weiter. So ergibt sich hier das im ersten Ab-
schnitt behandelte Problem als besonderer Kall des im zweiten geldsten.

Um die Ausdriicke fiir w; und w; in ¢0llig entwickelter Form zu
erhalten, hat man nur in (10) entsprechend (22a) m, und my, durch

die mit
N i
-4 /-4
2 bzw. — Acé
1— ‘é‘ 1— 4
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multiplizierten Werte zu ersetzen:

'_
U, =

[t (1= ) (=9 (1) - (1 Z) )1 )
+ammn (L) (1) (- D)

(1= R0 G (=T
am (=)0 () (D)

’

Ug =

ot (1= ) (10 0 -5)
e 2mmee (=) (-5) V(-5 (- 3))

fot (== ) i (-
+2mn (1)) Y (0 B0 B}

Die anpalogen Formeln fiir »,, w;, v}, w, lieBen sich nun durch
Verbindung von (28a) mit (33) leicht erhalten; sie wiirden freilich ein
recht verwickeltes Aussehen zeigen.

Jetzt moge die Ausarfung unserer Lisung des schiefen StoBes fiir
Kleine Geschwindigheiten ermittelt werden. Sind im Vergleich mit ¢ die
Werte g, und ¢, klein und dementsprechend auch ihre Komponenten,
so folgt aus (22a)

My =my, My = my;
da (26) hierdurch in (4) iibergeht, so ist die schon gefundeme Aus-
artung der Lisung von (4), d. h. (10%), mit der gesuchten Ausartung
von (33) identisch; hierzu hat man dann die Ausartung von (17), die
man z. B. auch aus (28a) erhalten kann, hinzuzufiigen. So gewinnt
man in der Tat die aus der gewShnlichen Mechanik bekannte Lésung
fiir den schiefen StoB:

W — (m, — my)u, -{ﬂiﬁ

(33 *) L ml + mﬂ !
s Bt - O — )
my - mg !
* 4 . '/ . r — v, — .
(17%) Vy=", Wy =Wy, UVg= by, Wy= 1.

Die riumliche L&sung entsteht also hier durch einfache Super-
position der linearen Lisung (33%) (gleich (10%) und der Transversol-
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bedingung (17%), wihrend in der Relativtheorie eine solche Superposition
nicht sulissig ist. Hinzugefiigt seien noch folgende ausgeartete Formeln,
die in der gewGhnlichen Mechanik gelten:

29%) Vot =VoT o, Vi +ud =V 4w
(32%) tge, i tge, %

tge,  u’ tgoh %y

Am Schlusse dieses Paragraphen sollen noch einige besondere I'ille der
allgemeinen L&sung untersucht werden, die den 1m ersten Abschnitte
bei dem linearen Fall behandelten entsprechen. Die betreffenden Formeln
fir die zentralen Komponenten der Geschwindigkeit lassen sich aus
den in § 1 gewonnenen sofort entnehmen; man hat wieder nur zu be-
riicksichtigen, daB die Massen m, und m, hier durch die Funktionen
M, und M, vertreten werden. In entsprechender Weise kinnen auch
die in § 2 gegebenen geometrischen Losungen hier ohne weiteres an-
gewandt werden, um eine Veranschaulichung der Aufgabe zu bieten
und die Kechnungen zu einem groBen Teil entbehrlich zu machen.
Die Beziehungen flir die transversalen Komponenten liefert jedesmal
Gleichung (28a), diejenigen fiir die Winkel « Gleichung (32).

Die Bezeichnung der besonderen Kille ist, soweit moglich, die-
selbe wie im ersten Abschnitt.

. VB0

«) Fir M, =M,, d h ' = =

V80

4 ' 2
’ ’ ¥y w, Vg Wy c
ul—ug, uz—ul, = = = = - =

A w7 w, Vl — i’% .
c

Sind dagegen die wirklichen Massen gleich, d. h. m; = my, so tritt

beim riumlichen Sto8 im Unterschicde von dem linearen die Vertauschung

der zentralen Geschwindigkeitskomponenten im allgemeinen nicht ein,
im Gegensatz zur gewdhnlichen Mechanik. (Doch vgl. unten py)!).

) Ist M, = B, und auBerdem ¢, = 0, also 4, = v, = w; =0, so
ergibt sich aus den Formeln von «) sofort:
vy . wh 1 .
07 ; 7'7: ug,
Vl T et

r_00 0
oy = 0% o = 90°

Wi =

’_
vy=%

’ I4
Uy = Uy, ;=0 1

?

somit

Die gestoBene (erste) Kugel geht hier also in der StoBrichtung
weiter und die stoBende (zweite) in der Beriihrungsebene, somit senk-
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recht zur StoBrichtung, da sie ihre Zentralgeschwindigkeit ganz ab-

gegeben hat.
In der gewihnlichen Mechanik tritt diese Bewecgungsweilse, indem
freilich o, =, und w, = w, ist, unter den folgenden ausgearteten Be-

dingungen ein:
Bune my =my, ¢ =0,

d. h. unter den Voraussetzungen, die im Falle «,) beim relativtheore-
tischen linearen StoB gelten.

B) Fiir ™ _ oo ist auch M _ 00, also:
1

M,
“2
2uy —uy (1‘{‘72)
u, ¢ w,— u
1 w. w, w: ? 2= Y
12ty 4

somit auch ¢ = ¢q,, oy = 5.
In der gewdhnlichen Mechanik arten unter der Bedmgung — =00
folgende Teile dieser Ldsung aus:

’
wy=2uy — uy, v, =10, W;—=1w,.

M,
80 Ist ™ —_oo und ¢, = 0, so ist auch E==-oo und u, = v,
= w, = 0, also
’ ’ yo__ N ; 0
uy=—ty, u=0; oj=wv, wi=w, v,—=0, w;=0
o , ,
somit ¢q] =g, g,=0, &, = — a,.

Fiir die Reflexion einer schief auf eine ruhende ebene Wand auf-
prallenden homogenen Kugel gelten also in der neuen Theorie véllig

dieselben Gesetze wie in der alten:
Der Reflexionswinkel der Kugel ist gleich ihrem Einfallswinkel,
und der absolute Betrag ihrer Geschwindigkeit bleibt ungeiindert.

y) Fir M, Siny, + M, Sing, = m, Sing, + m, Sing, =0, d. b

a
1 2L
m, Ya V c?

My 1 e
-
ergibt sich
’——_—u u'_—_ . l_ I—_ ’_ I_
Uy = 19 Up= " Uy} O, =70, W =W, V3= Wy==Wy;
somit g = q1; 9= sy € = — 0, Og=— aty.
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Hier findet also nach zwei Seiten hin dieselbe Reflexion statt,
die soeben beschrieben wurde; in der Tat liBt sich f8,) auch als be-
sonderer Fall von ») auffassen. Bemerkenswert ist, dal die Voraus-
setzung fiir das Eintreten dieser Reflexion beim schiefen StoB wieder-
um verwickelter ist als beim geraden. In der gewchnlichen Mechanik
dagegen artet die Bedingung beim réumlichen StoB in die schon vom
linearen StoB bekannte aus, daB der Schwerpunkt des Systems beider
homogenen Kﬁgeln ruhen muB:

me_ Uy
my
7)) Ist ug =wu, uy = — o und

so ist die Voraussetzung von y) erfiillt; also tritt doppelte Reflexion
ein gemiB den Gleichungen:
U — — u,

7 14 ’ ’
4 =4q1, 9= 4qg, & = &, 0Oy= — ;.

’ r 4 7 ’
U= U5 V=7, W,=1W, V=1V, Wy= Wy

In der gewthnlichen Mechanik artet die zugehirige Bedingung
80 aus:

Uy =, Uy = — U, My = Ny,
also entsprechend dem linearen Fall vorn p,) in der Relativtheorie.

Da aus den allgemeinen Voraussetzungen von y,) die Gleichung
M, —= M, folgt, so kunn man p,) auch unter die besonderen Fille
von «) rechnen.

ye) Ist w, =u, uy=—u, v, = v, w, = wy und m; = my, so ist
auch ¢, =¢, und #, = -— ¢, = ¢, und man erkennt, daB die Voraus-
setzungen von p,) erfiillt sind. Daher ist:
’ ’ ’ , ’ ’
W= — U, Upg = U, V= Vp = =T, W= Wy=w, = Wy;
’ 7 I4 ’
=90 =10 & =—"0€=—¢a¢

Natiirlich 148t sich 3,), da es einen besonderen Fall von #,) bildet
und somit M, = M, ist, auch unter «) unterordunen. Es werden jedoch
hier durch den StoB nicht nur die zentralen Komponenten der Ge-
schwindigkeit vertauscht, sondern die ganzen Geschwindigkeitsvektoren
beider Kugeln, und zwar gilt dies in der gewdhulichen Mechanik in
gleicher Weise.
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§ 4. Geometrische Behandlung.

Wie gegen Ende des vorigen Paragraphen bemerkt, liBt sich die
geometrische Losung des § 2 sofort verwenden, sobald man die Glei-
chungen (26) gewonnen hat. Diese wurden aber in § 3 rechnerisch ab-
geleitet. Hs soll nun jetzt gezeigt werden, daB man unser Problem des
schiefen StoBes auch allein durch geometrische Uberlegungen vollstindig
16sen kann. :

Zu diesem Zwecke werde wieder der vierdimensionale hyperbolische
Raum mit den Koordinaten z,y, # und I = ¢¢ eingefiihrt, dessen reelles
Linienelement do durch die Beziehung

11 d6* = dI* — da® — dy® — d*

bestimmt ist. Auch hier soll tbrigens die Ausdrucksweise reell eukli-
disch gehalten werden.

Der dynamische Zustand einer homogenen Kugel von der Masse m,
deren Mittelpunkt mit der konstanten Geschwindigkeit g = }u? -+ v* 4 w?
geradlinig fortschreitet, kann jetzt durch einen vierdimensionalen Vektor
U von der Lange m dargestellt werden, dessen Richtung durch die vier
Winkel ¢, 1, ¥, 0 gemdl (18a,b) bestimmt wird. Die Komponenten
dieses ,Bewegungsvektors® U nach den Koordinatenuchsen sind dann
folgende Ausdriicke (vgl. (19)):

111=m@in(p=—i mg,
. 1
U, =m&ny — _my,
(34) e
U, —mSmy— mg,
m=m@M9=;&

sie sind also wieder bis auf universelle Koeffizienten mit den Immpuls-
komponenten und der lebendigen Kratt von m gleichbedeutend. Den
Betrag m von Ul gewinnt man aus den Komponenten (34) entsprechend
der Gleichung (11), wobei noch die Identitit (18¢) zu beriicksichtigen ist:

(35) U|=pyue -1 —02— U =m.

In dieser Weise hat man nun fiir die beiden Kugeln die Bewe-
gungsvektoren U, U,, U}, U} einzufithren.

Dann lassen sich die vier Gleichungen (16) fir Impuls und Energie
in' die vierdimensionale Vektorgleichung zusammenziehen:

(36) U + U, =1, + W,
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zu der noch die Transversalbedingungen (17) in der Gestalt

), = @), @), =W,
37 Yy v
S W), = (W), (W), = (1),
und die Bedingungen fiir die Massen

(38) || = W], (W] = (U
hinzuzufiigen sind.

Um nun das System (36), (37) und (38) rein geometrisch zu losen,
projiziere man Ul im vierdimensionalen Raume zuerst auf die zl-Ebene
und nenne den so gewonnenen Vektor IR; sodann projiziere man U auf
die yz-Ebene und bezeichne den so erhaltenen Vektor mit 9. In eukli-
discher Ausdrucksweise kann man dann U als geometrische Summe
von Pt und N betrachten. Fiir die ahsoluten Betrige M und N von
Nt und N gelten dabei entsprechend (11) die folgenden (nichteuklidi-
schen) Beziehungen:

5 {Sﬁ — VW W =M, R =Y+ W=V,
(U] =V — N = m;
hier ist, wie man erkennt, M dieselbe GriBe, die schon oben in §3
durch (22) eingefithrt wurde.
Die vier Transversalbedingungen (37) lassen sich nun in folgende
zwei Vektorgleichungen vereinigen: )

(40) ml = %1” 932 = 9?;

Zieht man jetzt die beiden Gleichungen (40) von (36) geometrisch
ab, so erhilt man in anschaulicher Weise folgende Vektorgleichung:

{41) M, + My = M + WM.

In gane entsprechender Weise ergeben sich, wenn man die dritte
Gleichung von (39) beachtet, aus den Bedingungen (38) auf Grund von
{40) die neuen Bedingungen:

(41a) |, =T, [y | = | M,

Die Rechnungen des § 3 von (21) bis (23) tiber die merkwiirdige
Unverénderlichkeit der Funktionen B, und M, beim StoBe, die sie den
Massen 7, und m, analog erscheinen liBt, bekommen somit hier ihre
geometrische Aufklirung.

"~ 'Die soeben erlangten Gleichungen (41) und (4la) haben genau
dieselbe Form wie (14) und (14a) in § 2 und beziehen sich ebenso wie
diese Gleichungen auf Vektoren in der zl-Ebene. In geometrischer Form
1aBt sich daher die Losung fiir das Problem des schiefen StoBes zweier
homogener Kugeln folgendermaBen aussprechen, wobei noch einmal daran
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erinnert sei, dall die 2-Achse des Koordinatensysiems mit der Zentralen
im Augenblicke der Berithrung susammenfallen soll:

Man projiziere die Bewegungsvektoren U, und W, auf die zl-Ebene
und spiegele die beiden so erhallenen Vekioren M, und M, in dieser Ebene
an der geometrischen Summe M, + M,. Die hierdurch gewonnenen Vek-
toren M, und M, addiere man geometrisch je zu dem entsprechenden
der beim Stofle unverinderlichen Vektoren N, und Ny, die durch Pro-
jektion von U, und U, auf die yz-Ebene gebildet werden. Die so herge-
stellten Vektoren sind U, wnd W,.

Auch die Gleichungen (26), die den Gleichungen (4) entsprechen,
lassen sich jetzt leicht gewinnen. Man verstehe in der xI-Ebene unter
5 den Winkel zwischen I und der /-Achse. Dann tritt die Darstellung
(42) U=MSnyg=1, U=DMCHn=1I,
an Stelle der fritheren durch (34) gegebenen:

U, =m-Ging, U =m-Cofop,
und zugleich ist jetzt die Richtigkeit der Identititen (25) anschaulich
klar. Dabel ist # wegen der aus (42) folgenden Gleichung:
(43) 91—y — o
offenbar derselbe Winkel wie der oben durch (24) bestimmte.

Wegen (42) erhilt man nun aus (41) und (41a) sofort die ge-

suchten (leichungen (26):
@6) {Ml @il} 7 + M, ©in gy = M, Cin 4 + M, Gin g,

M, Cof my + M, Cof gy — M, Coj v, + M, Cof n5.
Aus ihnen kann man nun weiter auf geometrischem Wege entsprechend
der Figur 1 die rechnerische Losung (27) leicht bekommen und sodann
die Lésung durch (28) vollenden.

Hiermit m6ge die Behandlung der StoBgesetze der Relativtheorie
abgeschlossen werden.

Breslau, den 1. Januar 1913.

Zeitachrift f. Mathematik u. Physik. 62, Band. 1914, Hoft 4. 28
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Biicherschau.

Dr. Guido Hauck, weiland Geheimer Regierungsrat, Professor der darstellen-
den Geometrie und der graphischen Statik an der Kgl. technischen Hoch-
schule zu Berlin, Vorlesungen iiber darstellende Geometrie unter
besonderer Beriicksichtigung der Bediirfnisse der Technik, heraus-
gegeben von Alfred Hauck, Direktor der Kgl. Realschule in Schonlanke.
In zwei Binden. Erster Band mit 650 Textfiguren. XII und 339 8. Leipzig
und Berlin 1912, B. G. Teubner. Geh. £ 10.—, geb. /& 12.—.

Das Buch behandelt zunichst die Grund- und AufriB-Methode und ihre
Anwendung auf ebenfliichige Gebilde und sodann in 2 kurzen Kapiteln die axo-
nometrische Methode. Nach einigen Bemerkungen iiber geometrische Verwandt-
schaften (Affinitit, Kollineation) wird zur Betrachtung der ebenen Kurven tiber-
gegangen. Die Kurven 2. Ordnung werden als Erzengnisse projektiver Strahlen-
biischel abgeleitet. Daran schliefen sich dann die Raumkurven, speziell die
Schraubenlinie. Nun wendet sich der Verfasser den Flichen zu und zwar zu-
nichst den entwickelbaren Flichen. Die darauf folgende Flichenfamilie sind
die Riickungsfiichen. Als solche werden die Rotationsflichen, die Fliachen 2. Ord-
nung und die topographischen Flichen behandelt. Die windschiefen Regelfiichen
2. und héherer Ordnung und die windschiefen Schraubenflichen bilden SchluB.

Die Darstellung benutzt die rein geometrische Form und zeichnet sich
durch Klarheit und Eigenart aus. Beispiele aus der Technik verraten die Viel-
seitigkeit des Autors. Die Figuren sind ausgezeichnet schdn und tbersichtlich.
Allerdings hat der Herausgeber auf die Buchstaben im Text und in den Figuren
fast vollstindig verzichtet. Als Grund dafiir gibt der Herausgeber in der Vor-
rede an, dal der Anfinger, besonders der Techniker, der nicht Fachmathe-
matiker ist, erfahrungsgemiB von dem Studium eines Buches abgeschreckt wird,
wenn er sich an der Hand des Textes durch eine mit Buchstaben durchsetzte
Figur hindurcharbeiten soll; abgesehen davon gehen auch die Schdnheit und
Eleganz der deskriptiven Methoden in sclchen Figuren leicht verloren. AuBer-
dem ergibt sich noch der groBle Vorteil fiir den Studierenden, daf er durch
die Unmdglichkeit, sich mit Hilfe der Buchstaben mechanisch an der Figur
zurecht zu tasten, zum riumlichen Denken in hervorragender Weise gezwungen
wird. Das ist sicher alles ganz richtig. Will man aber irgend eine Konstruktion
priizis darstellen, so ist das chne Buchstaben eben nicht mdglich. Sonst ent-
stehen Schwerfilligkeiten und Unklarheiten, wie etwa auf 8. 7, wo viele Zeilen
nétig sind, um eine Konstruktion zu beschreiben, die durch Hinzunahme von
ein paar Buchstaben in wenig Worten zu geben wire. Man wird also nicht
das Kind mit dem Bade ausschiitten und iiberhaupt keine Buchstahen benutzen.
Deswegen brauchen die Figuren noch nicht an Klarhbeit einzubiiBen.
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Ein stérender Irrtum ist auf 8. 247 zu beseitigen. Dort heiBit es, daB
eine Fliche von der Tangentialebene im allgemeinsten Falle in einer Kurve
geschnitten wird, welche im Beriihrungspunkt einen Doppelpunkt hat und daB
weiter dieser Doppelpunkt fiir beide Aste der Kurve ein Wendepunkt ist. Das
ist nattirlich nicht richtig. Im allgemeinen ist der Doppelpunkt kein Wende-
punkt. Trotzdem sind aber die Doppelpunkttangenten Haupttangenten der
Fliche. Der auf 5. 271 gegebene Beweis fiir die Existenz der 3 Hauptachsen
einer Fliche 2. Ordnung krankt an der Voraussetzung, daB einer der Durch-
messer der kleinste ist. Das mufl wenigstens erwihnt werden. Auch der Schlufl
auf §. 275, aus dem sich die 3 Gattungen der Flichen 2. Ordnung ergeben,
ist etwas unsicher. Zum SchluB mag noch erwihnt werden, da es dem deut-
schen Sprachgefiihl zuwiderliuft, ,zentralprojizieren (8. 158) oder ,parallel-
projizieren® (8. 209) als ein Wort zu bilden nach Analogie der entsprechen-
den Substantive.

Miinchen, 15. Dez. 1912, Karr. DoEHLEMANN.

J. Schlotke, weiland Direktor a. D. der Gewerbeschule in Hamburg, Lehr-
buch der darstellenden Geometrie. I. Teil: Spezielle darstellende
Geometrie. Mit 260 Figuren. 7. durchgesehene und ergiinzte Auflage,
herausgegeben von Dr. Carl Rodenberg, Geh. Reg. Rat, Professor der
darstellenden Geomstrie an der technischen Hochschule zu Hannover. 169 S.
Leipzig, H. A. Ludwig Degener. Geh. £ 3.60, geb. £ 3.80.

Die neue Auflage dieses guten und weitverbreiteten Schulbuches hat nach
dem Tode des Verfassers Rodenberg besorgt; wesentliche Anderungen waren
nicht ntig. Neu hinzugekommen ist die Aufgabe, den in einer Archimedischen
‘Wasserschraube gehobenen Wasserkdrper darzustellen.

Miinchen, 15. Dez. 1912, KarL DoEBLEMARN.

P. Harzer, Uber die geometrische Methode zur Bestimmung der
Bahnen von Himmelskdrpern nach fiinf Beobachtungen. 95 S. 4.
Publik. d. Sternw. Kiel. XII. Leipzig 1910.

Die direkten Methoden der Bahnbestimmung von Planeten und Kometen
setzen voraus, einmal daB deren Bewegung nach den Keplerschen Gesetzen
erfolge und dann daB die zu grunde gelegten Beobachtungen eine hinreichend
kleine Zwischenzeit {iberdecken, nm fir gewisse Ausdriicke, die bei den ver-
schiedenen Methoden verschieden sind, rasch konvergierende Formeln ableiten
zu konnen. Beide Einschriankungen will der Verf. dadurch vermeiden, daB er
die mechanischen Beziehungen des Problems ganz ausschaltet, d.h. auf die Be-
nutzung der Zeiten iiberhaupt verzichtet. Er kommt so aut eine rein geome-
trische Methode, die den Beobachtungen eines Himmelskdrpers zweierlel Be-
dingungen vorschreibt: 1) je drei Orter des Himmelskorpers liegen in einer
durch den Scnnenmittelpunkt gehenden Ebene, der Bahnebene 2) je vier Orter
befinden sich auf demselben in der Bahnebene liegenden Kegelschnitt, in dessen
einem Brennpunkt die Sonne steht. Fiir die geometrische Methode sind dem-
nach fiinf Beobachtungen erforderlich. Und das Problem der Bahnbestimmung
besteht jetzt in der Hauptsache darin, aus fiinf algebraischen Gleichungen die
fiinf Unbekannten, i e. die fiinf geozentrischen Abstinde des Himmelskdrpers

28*
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zu den_fiinf Beobachtungszeiten zu ermitteln. In der Entwickelung seiner
Methode, die der Verf.in aller Ausfiihrlichkeit wiedergibt, bevorzugt er die
algebraische Formulierung gegeniiber der sonst bei Bahnbestimmungen iiblichen
trigonometrischen.

Der ,theoretische Teil* diskuticrt der Reihe nach die geometrischen Be-
ziehungen zwischen zwei, drei, vier und fiinf Punkten in der Ellipse und be-
handelt dann in sebr eingehender Weise die wichtigen Verbesserungsgleichungen,
die unter Benutzung der Zwischenzeiten die Hypothesen- und Niherungsrechnun-
gen abzukiirzen bestimmt sind. Der ,praktische Teil“ wendet die dargelegte geo-
metrische Methode anf zwei dem Planeten Eros entlehnte schwierige Beispiele
an, die zur rechnerischen Erliuterung der zum Teil recht komplizierten Formeln
dienen. Die kritische Vergleichung mit der mechanischen Methode der Bahn-
bestimmung aus drei Beobachtungen fillt nach Harzers Ansicht jedenfalls
nicht zu Ungunsten der geometrischen Methode aus. Das zweite Beispiel mit
116 Tagen Zwischenzeit und 63° heliozentrischem Bogen aber 148t sich schon
nicht befriedigend nach der geometrischen Methode 16sen und muB nach der
mechanischen zu Ende gerechuet werden. Hier zeigt sich die untere Grenze
der Anwendbarkeit der Methode, die bei kleinen Zwischenzeiten versagt und -
ihre Leistungsfibigkeit erst von einem sechstel bis zu einem halben Umlauf des
Himmelskorpers bewihrt. Fiir parabolische Bahnen, Kometenbahnen, fiihrt die
geometrische Methode tibarbaupt nicht zum Ziel.

Der in der Entdeckungspraxis der kleinen Planeten gewdhnliche Fall ist
der, daB drei, vielleicht auch mehr Beobachtungen eines kleinen Planeten vor-
liegen, die auf einige Wochen zusammengedringt sind, im allgemeinen also
nicht die untere Grenze der Anwendbarkeit der geometrischen Methode erreichen.
Cnd auch die Meinung des Verf. iiber Durchsichtigkeit und Einfachheit seiner
rein geometrischen Methode bei groBen Zwischenzeiten werden erfahrene Rechner
nicht unbedingt teilen. Das Studium der schnen und originalen theoretischen
Betrachtungen und mathematischen Entwickelungen in dieser Arbeit wird durch
das Neuartige der Bezeichnungsweise etwas erschwert.

Nach der Vertffentlichung seiner Schrift wurde der Verf. darauf aufmerk-
sam (Astr. Nachr. 185 (1910), 9), daB eine geometrische Methode der Bahn-
bestimmung schon vor 70 Juhren (1842) von J. A. Grunert versucht worden
ist, allerdings ohne praktischen Erfolg. Ferner hat H. Seeliger bei der Be-
handlung des wesentlich einfacheren Problems der Bestimmung von Doppel-
sternbahnen, gleichfalls bei Benutzung von fiinf Ortern, eine rein geometrische
Methode angewendet (H.Seeliger, Zur Theorie der Doppelsternbewegungen.
Leipzig 1872).

StraBburg i. E. WirTz.

Annuaire pour l’an 1913 publié par le bureau des longitudes. Avec
des notices scientifiques. VIu, 707 u. 28 w.52v.16 u.25 u.55 8. 9>< 14 cm.
Parig, Gauthier-Villars. 4 1.20.

Seit 1904 erscheint das Annuaire in der Art, daB es erst in zwei auf-
einanderfolgenden Jahren den reichen Stoff bringt, den es in sein Programm
aufgenommen hat. In Ubereinstimmung mit diesen Dispesitionen enthilt der
vorliegende Jahrgang die genauen Tafeln und Angaben aus Geographie, Statistik,
Metrologie, Miinzwesen und Meteorologie, aber nicht die physikalischen und
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chemischen Daten. Im astronomischen Teil fallen diesmal die Kapitel iiber
Physik der Sonne, kleine Planeten, Sonnenuhren und Seismologie fort; sie
erscheinen wieder im Jahrgang 1914. Die astronomischen Werte wurden von
Andoyer von Grund aus revidiert; ferner findet man Text und Tabellen iiber
die Zeitrechnungen der verschiedenen Kulturvélker von Rocques Desvallées
und ausgedehnte und bequeme Tafeln zur barometrischen Hohenberechnung
von Angot. Alle Zeitangaben werden in Greenwicher Zeit ausgedriickt oder,
im Wortlaut des Gesetzes vom 9. Mai 1911, in gesetzlicher Zeit, ,d. h. in
mittlerer Zeit von Paris vermindert um 9™ 215 Unter den kleinen wissen-
schaftlichen Aufsitzen sei der Artikel von Ferrié iiber ,die Anwendung der
drahtlosen Telegraphie fiir Zeitsignale® hervorgehoben.

Das Annuaire und seine Unenthehrlichkeit fiir den Astronomen und Geo-
praphen ist zu bekannt, als daB hier noch ein Wort iiber den reichen und wohl-
disponierten Inhalt zu sagen wire. Man kann nur bedauern, daB die Redaktion
noch immer an dem kleinen und fiir den Gebrauch unbequemen Format fest-
hilt, iiber das die I'iille des hineingezwiingten Materials lingst hinausgewachsen
ist. Ginge man zu einem handlichen Oktav iiber, so wiirde der jetzt 900 Seiten
starke Band sich auf etwa 300 Seiten reduzieren und damit unvergleichlich
angenehmer zu handhaben sein. Im Deutschen Sprachgebiet haben wir leider
ein dem Annuaire vergleichbares Jahrbuch nicht.

StraBburg i. E. WirTz.

J. Franz, Der Mond. 2. Aufl. Mit 34 Abbild. im Text und auf 2 Doppel-
tafeln. IV u. 120 S.X1. 8% (ANuG. 90). Leipzig 1912, B. G. Teubner.
Geb., A 1.25.

In diesem Biichlein gibt der Verf., der selbst in der ersten Reihe der Mond-
forsclier steht, eine knappe Ubersicht alles dessen, was wir vom Monde wissen.
Er beginnt mit den Kriften, die die Mondbahn beherrschen und bedingen,
und setzt ihre Wirkungsweise soweit auseinander, als es die Schwierigkeit des
Stoffes in gemeinverstindlicher Schreibart zuléBt. Der Vorgang der Rotation
und die Frage der Libration” werden besonders liebevoll behandelt; es ist dies
auch das engere Arbeitsgebiet des Verf, dessen Tatigkeit wir den heutigen
Stand unserer Kenntnis von Mondrotation und -Libration verdanken. Die all-
gemeinen physikalischen Verhiltnisse der Mondoberfliche (Temperatur, At-
mosphire) schlieBen sich an und dann folgt eine nach der Art der Gebilde
angeordnete ausgezeichnete Beschreibung der charakteristischen Mondforma-
tionen. Ein Katalog der Orter von 96 Mondkratern nach Ausmessungen
photographischer Platten durch den Verf. bildet einen wertvollen Anhang.

Vergleicht man diese 2. Aufl. mit der 1906 erschienenen ersten, so fillt
zundchst eine Kiirzung um 12 Seiten auf. Die riihrt daher, daB einmal im
.ersten Teil alle mathematischen Formeln fortfielen, die die mechanischen Vor-
ginge der Mondbewegung dem Kundigen kurz erliuterten, und dann wurde
das Verzeichnis von Mondkratern, das in der ersten Auflage 150 in Breslau
geessene Objekte umfaBt, jetzt auf 96 Krater zusammengestrichen. Der wissen-
schaftlich arbeitende Lisbhaber der Astronomie, deren es auch in Deutschland
heute immer mehr gibt, wird mit diesen Kiirzungen wohl nicht ganz einverstan-
den sein.

StraBburg i. E. WirTz.
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A. Marcuse, Astronomie in ihrer Bedeutung fiir das praktische Leben.
Mit 26 Abbild. im Text. I u. 99 8. kl. 8% (ANuG. 378). Leipzig 1912,
B. G. Teubner. Geb. 4 1.25.

Der Verf.behandelt in diesem Biichlein die Beziehungen der astronomischen
Wissenschaft zum tdglichen Leben. Er versteht darunter den Nutzen und die
Unterstiitzung, die die der Himmelskunde entlehnten Methoden den Anforde-
rungen des praktischen Lebens gewihren. Natiirlich wire es aber grundfalsch,
nun zu glauben, daB auf diese Weise eine Daseinsbegriindung oder Recht-
fertigung der Astronomie gegeben werden kinne; denn jede Wissenschaft ist,
gleich der Kunst, zwecklos.

In den sechs Anfsiitzen nimmt den breitesten Raum die wichtige Frage
der geographischen Ortsbestimmung ein, sei es zu Lande, auf See oder in der
TLuft. Mit manchen Bemerkungen und Urteilen des in diesen Dingen sehr er-
fahrenen Verf. mochte sich Ref. indes doch nicht einverstanden erkliren. Zeit-
dienst und Kalenderwesen, Beziehungen der Astronomie zur Meteorologie, zur
Medizin sind weiters Kapitel des an Material iiberreichen Schriftchens. Eben
deshalb ist aber auch eine griindliche Behandlung einer der angeschnittenen
Fragen gar nicht moglich und der Verf. hebt das auch selbst hervor, wenn
er im Vorwort bemerkt, daB die ,Darlegungen daher in erster Linie nur An-
regungen fir ein eingehenderes Studium aller einschligigen Gebiete“ sind.
Manche der eingestreuten Abbildungen haben mit dem Text wenig zu tun, und
ein paar mathematische Figuren lassen an Exaktheit zu wiinschen iibrig.

StraBburg i. 1. WirTz.

S. Oppenheim, Das astronomische Weltbild im Wandel der Zeit. 2. Anfl.
Mit 19 Abbild. im Text. IV u.134 8. kI 8°. (ANuG. 110.) Leipzig 1912,
B. G. Teubner. Geb. 4 1.25.

Die sechs schinen Vortrige des Verf. bilden einen Abri der Geschichte
astronomischer Erkenntnis. Mit besonderer Liebe wird die Bliitezeit der griechi-
schen Astronomie behandelt. Die Theorien von Hipparch und Ptolemius er-
fahren durch einfache mathematische Formeln und durch exakt gezeichnete
geometrische Figuren eine eingehende Darstellung, in der die numerischen
Resultate der alten Autoren nicht fehlen. In das astronomische Mittelalter
zieht der Verf. noch Kopernicus hinein, um dann die Neuzeit mit dem Auftreten
Tycho Brahes beginnen zu lassen, der fiir Keplers Wirken die Fundamente der
Beobachtungen schuf. Dann gelangen Keplers Methoden und Ergebnisse zur
Darstellung, bis durch Newton die Einheit der Keplerschen Gesctze im Gravi-
tationsgesetz erkannt wird. Nur kurz beriibrt das letzte Kapitel (,die neueste
Zeit") die Probleme, die nach Newton die astronomischen Forschungen be-
herrschen. In erster Linie wendet sich der Verf den Resultaten zu, die aus
der Betrachtung der Bewegungen und der Verteilung der Sterne flieBen; die
astrophysikalischen Ergebnisse und ihre Bedeutung fiir unser Bild vom Kos-
mos mubte er aus dem engen Rahmen des Biichleins ausschliefen. Nur so ist
es ihm aber aueh moglich geworden, allen behandelten Fragen eine angemessene
Griindlichkeit zuzuwenden.

StraBburg i. E. Wirrz.
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. P. Meth, Theorie der Planetenbewegung. Mit 17 Fig. im Text und einer
Tafel. IV u. 60 8. k1. 8% (Math. Bibl. VIII). Leipzig 1912, B. G. Teubner.
Kart. # 0.80.

In dem engen Rahmen dieses Heftchens behandelt der Verf. einige Fragen
aus der Theorie der Planetenbewegung in elementarer Form. Er lehnt sich
_ hierbei an die ,Elemente der Mechanik des Himmels* von A. F. M&bius
(Leipzig 1843) an, hat aber den Kern von Mébius’ schoner Darstellung nicht
benutzt. Die einleitenden Sitze aus der Mechanik werden gut entwickelt.
Der zweite Abschnitt bringt die Beschreibung der Bahnen im Sonnensystem
auf Grund der Keplerschen Gesetze. Nachdem aus ibnen das Newtonsche
Gravitationsgesetz abgeleitet ist, beschiftigt sich der dritte Abschnitt mit
dessen Anwendungen. Natiirlich nur in einigen lose zusammenhingenden
Kapiteln, die fiir den reifen Schiiler und angehenden Studierenden recht zweck-
miBig ausgewshlt sind (z. B. Anziebung einer Kugel, Berechnung der Planeten-
massen, Doppelsterne, Erhaltung der Energie bei der Planetenbewegung). In
den zweiten Abschnitt hat sich ein Kapitel tiber Zeitrechnung, Definition der
Zeiteinheiten, Zeitgleichung verirrt, das nicht schlecht ist, aber doch in einer
so eng gespannten ,Theorie der Planetenbewegung' durch einen dem weit-
schichtigen Thema niherliegenden Gegenstand hiitte ersetzt werden sollen.

StraBburg i E. Wirrz.

F. Ebner, Technische Infinitesimalrechnung (Differential- und Integral-
rechnung) mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungen. VIfu. 172 S.
8% Mit 45 Textfiguren. Berlin 1912, O. Salle. Geh. £ 2.40.

Der Verfasser, der schon durch seinen Lcitfaden der technisch wichtigen
Kurven (Leipzig, Teubner, 1906) sich bekannt gemacht hat, legt hier einen
sehr brauchbaren Abrifl der Infinitesimalrechnung vor, der, was Umfang und
Ziel anlangt, etwa mit den Biichern von K. Diising und H. Griinbaum in
Parallele gestellt werden kann. Der Standpunkt, den Ebner einnimmt, diirfte
jedem, der auf die Bediirfnisse des Technikers billige Riicksicht nimmt, un-
anfechtbar erscheinen. Die Ableitung der Grundbegriffe ist, solange sich eben
die Darstellung nur auf die elementaren Funktionen beschrinkt, selbst fiir
den Mathematiker hinreichend streng und es ist dem Verfasser durch geeiguete
Anordnung gelungen, alles unter den geringst miglichen Voraussetzungen ab-
zuleiten. So wird die Logarithmusfunktion, wie bei F. Klein und J. Tannery
aus der Fliche der gleichseitigen Hyperbel entwickelt, nachdem der Integral-
begriff bekannt ist. Die Differentiale werden, wie dies in neuester Zeit ins-
besondere A. Schiilke konsequent durchgefiihrt hat, als ,hinreichend kleine
GroBen® eingefiibrt, wobei das ,hinreichend® eben durch die Forderungen der
Praxis bedingt ist. Der § 7, der diese Einfiihrung erliutern soll, ist aber doch
zu kurz und es sei in dieser Hinsicht auf die nenen Werke von H.v.Mangoldt
und L. Schrutka verwiesen, die das Differential in aller Strenge behandeln.
Einen Hauptteil des Ebnerschen Buches machen die ganz vorziiglich ausge-
wihlten und durchgefiibrten technischen Anwendungen aus.

Pirmasens. H. WIELEITNER.
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Italo Ghersi, Matematica dilettevole e curiosa. Problemi bizzarri — .
Paradossi algebrici, geometrici e meccanici — Moto perpetuo — Graundi
numeri — Curve e loro tracciamento meccanico — Sistemi articolati
— Quadratura del circolo — Trisezione dell’ angolo — Duplicazione del
cubo — Geometria della riga, e del compasso — Rompicapo geometrici
— Iperspazio — Probabilita — Giochi — Quadrati, poligoni e poliedri
magiei. VIIT u. 730 S. kL 8% Con 693 figure originali dell’ Autore.
Milano 1913, U. Hoepli. Geb. I 9.50.

Das vorliegende Buch gehdrt der Sammlung der schmucken ,Manuali
Hoepli* an, die etwa ,Webers Illustrierten Handbiichern” (friiher ,,Katechis-
men") entsprechen. Die Reichhaltigkeit, besser gesagt Buntheit, desselben ist
durch den abgedruckten Untertitel noch lange nicht geniigend zum Ausdruck
gebracht. Von geistreichen Fragen an, wie dieser: ,,Eine Schnur ist 28 m lang;
jeden Tag werden 2 m abgeschnitten; in wieviel Tagen ist man mit dem Ab-
schneiden fertig ?* bis zu einem ,,Beweise® fiir 2 =1 mittels der Reihe fiir log 2
(unter Benutzung von deren bedingter Konvergenz) und bis zur Sehwartzschen
Fliche, die nicht als Grenze der Oberfliche eines eingeschrisbenen Polyeders
betrachtet werden darf, ist in diesem Buche eine Fiille der heterogensten Dinge
zusammengestaut, die mehr oder weniger zur Mathematik Beziehung haben.
Da die italienische Literatur bisher ein éhnliches Werk, wie es scheint, nicht
besaB, so wird dort Ghersis Zusammenstellung eine Liicke fiillen und in ihrer
gefilligen Form vielen, insbesondere jugendlichen Mathematikern oder Mathe-
matikliebhabern, groBe Freude machen.

In Deutschland besitzen wir — um nur die gréBeren Werke zu nennen —
H. Schuberts Mathematische MupBestunden (GroBe Ausgabe, 3. Aufl.,, Leipzig
1907/09)) und W. Abrens’ Mathematische Unterhaltungen und Spicle (Leipzig
1901; 2. Aufl. L Bd., Leipzig 1910), die nicht so vielerlei bringen, dafiir
aher die Probleme wesentlich eingehender behandeln. Wer wird auch die Kon-
struktion von Kurven zur ,unterhaltenden Mathematik® rechnen? Ahrens
gibt auBerdem eine mit der griBten Sorgfalt gearbeitete Geschichte jedes
Spiels oder Scherzes, wihrend Ghersi nur ganz gelegentlich historische Notizen
bringt, deren Zuverlissigkeit nicht verbirgt ist. Gibt er doch in der sehr
problematischen , Bibliographie®, die dem Buche vorgesetzt ist, als einzige
historische Quelle die franzdsische Ausgabe (wiihrend es doch auch eine ita-
lienische gibt) von W. W.R. Balls A short account of the history of mathe-
matics an. Auch viele Druckfehler, besonders in Eigennamen, bemerkt man
bei Ghersi. Beispielsweise stehen auf 8. 175 in einer Zeile drei: Dirichiet
(statt Dirichlet) und Lanée (statt Lamé). — Fiir die intermationale mathe-
matische Literatur diirfte das Buch des fruchtbaren Ingenieurs demnach keinen
besonderen Gewinn darstellen.

Pirmasens. H. WIELEITNER.

1) Diese Auflage, herausgegeben, da der Verfasser schon nicht mehr arbeits-
fahig war, stimmt freilich mit der 2. Aufl. von 1900 vollig iiberein und steht daher
nicht ganz auf der Hohe der Zeit,
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Nene Biicher,

Astronomie, Geodisie, Nautik.

Himme] u. Exde, Unser Wissen v. der Sternenwelt u. dem Erdball. Volks-
ausg. in 40 Lfgn. Miinchen 1913, Allgemeine Verlags-Ges. M —.60.
Mc Kreanv, Kxrviy, Sternbuch f. Anfinger. Eine Anleitg. zum Auffinden der
Sterne u. zum astronom. Gebrauch des Opernglases, des Feldstechers und des
Teleskops. Ubers. v. Max Iklé. Leipzig 1913, Barth. Geb. in Leinw. 4 12. —
Nzwcon u. Excermaxss populire Astronomie. 5. Aufl. In Gemeinschaft mib
Eberhard, Ludendorff, Schwarzschild hrsg. v. P. Kempf. Leipzig 1914, Engel-
mann. M 14.—; geb. in Leinw. 4 15.60.
Scaweypar, WiLeery, Harnonische Analyse der LotstSrungen durch Sonne u.
Mond. (Verdffentlichungen des konigl. preuBischen geoditischen Institutes,

neue Folge Nr. 59.) Potsdam 1914. Ieipzig, Teubner. MO, —.

Tromeson, P., Navigation; a method of finding a ship's position at sea by one

observation only. New York 1913, Longmans. Cloth # 1.20.
S. auch 27.

Darstellende Geometrie, graphische Methoden.
Mmssnex, Exnst, Uber graphische Integration v. totalen Differentialgleichungen.

Zirich 1913, Rascher & Co. M —.80.

Rormr, R., Darstellende Geometrie des Gelindes. (Mathem. Bibliothek, 14.

Bindchen.) Leipzig u. Berlin 1914, Teubner. Kart. 4 —.80.
Mechanik.

Brvax, G. H,, Die Stabilitit der Flugzeuge. EKinfithrung in die dynam. Sta-
bilitat der Flugzeuge. Aus dem Engl. ibertr. v. H. G. Bader. Berlin 1914,

Springer. M 6.—; geb. in Leinw. 4 7.—,
Encyclopédie des sciences pures et appliqnées. Tome 1V, 6. vol. Balistique.
Hydranlique. Fasc. 1. Paris, Leipzig 1913, Teubner. M 9.20,

Foepr, Avaust, Vorlesung iiber technische Mechanik. In 6 Binden. Vierter
Band: Dynamik. 4. Aufl, Leipzig u. Berlin 1914, Tenbner.
Geb. in Leinw. 4 12.—,
Forcunemmer, Prmire, Hydraulik. Leipzig u. Berlin 1914, Teubner.
18— M 19—,
LEcorsu, Lion, Cours de méeanique, professé & I'Ecole Polytechnique. Tome I.

- Paris 1914, Ganthier-Villars. Fr. 18.—.

13.

14,

Mises, Ricm. v., Elemente der techn. Hydromechanik., (Sammlung mathem.-
physikal. Schriften Bd. 17.) 1. T1. Leipzig 1914, Teubner.

M 5.40; geb, in Leinw. 4 6.—,
Prescorr, J., Mechanics of particles and -rigid bodies. London 1913, Long-

mans. 12 8. 6 d.
S. anch 28, 29, 31, 34, 36, 39, 41.
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15.

16.

17.
18.

19

20.

21,

27.

28

29.
30,
31.

32.

Physik.

Fortschritte, Die, der Physik im J. 1912, Dargestellt von der deutschen
physikal. Gesellschaft. 68. Jahrg. 3. Abig. Kosmische Physik. Braunschweig
1913, Vieweg & Sohn. H# 38, —.
Haias-Lomexrz, G. L. de, Die Brownsche Bewegung und einige verwandte Kr-
scheinungen. (,,Die Wissenschaft*, Bd. 52.) Braunschweig 1913, Vieweg &
Sobn. e % 3.50; geb. in Leinw. 4 4.20,
Hawn, Jur., Lehrbuch der Meteorologie. 3., unter Mitwirkg. v. R. Stiring um-
gearb. Aufl. (In etwa 10 Lfg.) 1. Lfy. Leipzig 1913, Tauchnitz. H 3.60.
Pereix, Jean, Die Atome. Mit Autorisation des Verfassers deutsch hrsg. v. A.
Lottermoser. Dresden 1914, Steinkopff. M 5.—; geb. in Leinw. 4 6.—.
Sieverivg, H., Moderne Probleme der Physik. Vortrige. Braunschweig 1914,
Vieweg & Sohn. M 4.60; geb. in Leinw. £ 6.50.
Strahlung, Die Theorie der, und der Quanten. Verhandlungen auf e. v. E.
Solvay einberufenen Zusammenkunft (30. 10.—3. 11. 1911). Mit e. Anhang
ib., die Entwicklung der Quantentheorie vom Herbst 1911 bis zum Sommer
1913. In deutscher Sprache hrsg. v. A. Eucken. (Abhandlgn. der deutschen
Bunsen-Gesellschaft, Nr. 7.) Halle 1914, Knapp. H 15.60.
Wien, W., Vorlesungen iiber neuere Probleme der theoretischen Physik, ge-
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